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Ievads

Kaut kad 1960-jos gados, vél students biidams, lasiju (krievu tulkojuma) Ein$teina 1916.gada
uzrakstito popularzinatnisko gramatinu:

[1] Albert Einstein. Uber die spezielle und die allgemeine Relativitiitstheorie: Gemeinverstindlich.
Sammlung Vieweg, Heft 38; Braunschweig: F. Vieweg & Sohn, 1917 (online English translation).

Tur pirmoreiz ieraudziju Lorenca transformaciju formulu izvedumu. Salidzinot ar citiem
popularzinatniskiem apstastiem “uz pirkstiem”, tas likas aizraujosi kompakts. Palikusi atmina
“autentiskuma piegarsa” (pats Einsteins!), tad pienémums, ka formulam ir jabit linearam pret x un t
(kapéc to nepamato?), t.s. relativitates principa izmantoSana un V&l pienémums (fizikiem —
eksperimentals fakts) par gaismas atruma neatkaribu no atskaites sist€mas.

Tuvak pensijas gadiem, 2005.gada vasara man sagrib&jas saprast precizi matematiski, kadi tiesi
pienémumi ir EinSteina specialas relativitates teorijas (Lorenca formulu) pamata. Nonacu pie
secinajuma, ka So formulu izveduma pien€mums par gaismas atruma neatkaribu no atskaites
sistémas nav nepiecieSams, jo maksimala robezatruma eksistence seko jau no relativitates principa.
ArT tas bija aizraujosi: izradas, ka no loti visparigiem pienémumiem (“dabas likumiem™?) seko, ka ir
iesp&jami tikai divi varianti: Galileja-Niitona absoliita telpa un absoliitais laiks, un Lorenca-
Einsteina laiktelpa, kura telpa un laiks ir saviti kopa, un mehaniski kermeni nevar kusteties atrak par
kadu konstantu atrumu c (c ir teorijas parametrs, kura konkréta vertiba no tas nav izrékinama). Citu
variantu nav — neko citu ka Lorenca transformacijas Einsteins izgudrot (vai atklat?) nevargja!

Mgginot visu maksimali visparinat, sapinos un beidzot nolému paskatities, ko $aja virziena ir
izdarTjusi citi. Un, protams, atklaju, ka mans “atklajums” ir atklats jau 1910.gada (Vladimirs
Ignatovskis, sk. pieminas plaksni zemak). Izskatas gan, ka “istie” fiziki $adus mekl&jumus par
nopietniem neuzskata, un gramatas piemin tikai garamejot. Tas laikam tapéc, ka neko jaunu fizikas
teoriju attistiba Sie mekl&jumi nav devusi. Toties uzgaju vairakus “off mainstream” sacergjumus,
kuru autori, likas, “manu” problému ir atrisindjusi pat labak neka es to sp&ju (sk. talak teksta
mingtos avotus). Jutos sevi loti vilies, tapec Sos sacergjumus nemaz nelasiju un visu pasakumu

pametu uz 8 gadiem...

tiesam tiku lidz galam...

ST sacergjuma pirmaja versija (sk. Seit) vargjat lasit par to, ko izlasfju un izdomaju $ajas divas
nedglas.

Bet vasaras briviba pagaja v€l ménesis, un nu varu piedavat jau daudz vairak: gan vél talak bitiski
pilnveidotu Lorenca transformaciju matematisko izvedumu, gan EinSteina specialas relativitates
teorijas dinamiskas dalas (atkal matematisku) izvedumu lidz pat slavenajai formulai E=mc’ . Par
to varat lastt talak.
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1. Pirma dala - kinematika

1.1. Slavenas formulas

Piepemsim, ka mums ir laiktelpa, kura ir tikai viena telpas dimensija x un laiks t, un apliikosim
divas inercialas atskaites sisttmas S un S' (IAS, nav svarigi, kas tas ir). Otra sist€éma kustas pret
pirmo ar kadu konstantu atrumu v. Sakuma abu sisttmu koordinatu sakumpunkti sakrit (x'=x=0,
t'=t=0).

Ja kada laiktelpas punkta koordinates sistéma S ir (X, t), bet sisttma S' tas ir (x', t'), tad ka §is
koordinates ir sava starpa saistitas, t.i., zinot (X, t), ka var aprékinat (x', t')? Ir zinami divi varianti:

r— J—
X —’x Ve (t.s. Galileja transformacijas);
=
v
- X+t
X—VI c _ .. . . =
X ’=72 ;o '=72 (t.s. Lorenca transformacijas, ¢ ir gaismas atrums, [v|<c ).
v v
1—-— \/ 1—-—
c c

Loti vienkar$as Galileja transformacijas atbilst Niitona mehanikai [pats Galilejs par “savam”

transformacijam gan neko nezindja]. Lorenca transformacijas atbilst EinSteina specialajai

relativitates teorijai, kura nekas nevar kusteties atrak par gaismu (t.i. mehaniskiem objektiem
[M/<c , pati gaisma ir ipass gadijums).

1.2. Matematika izvedums

Parfraz€jot Feinmana teicienu: nav svarigi, kada veida Jis izvedat Lorenca transformacijas, ja vien
rezultats ir ... Lorenca transformacijas. Tas ir fizika viedoklis. Bet matematiki nav fiziki — vinus
interes€ ne tikai rezultats, bet arT pats ta iegiiSanas process: no kadiem pien€mumiem rezultats
sanak, un no kadiem — nesanak.

Ka jau teicu, tas, kas tiek piedavats talak, pirmkart, nav nekas ipasi jauns. Jau no pasSiem
relativitates teorijas sakuma gadiem atseviski cilveki ir interesgjusies par minimalajam pienémumu
kopam, no kuram var izvest Lorenca transformacijas (sk. talak). Un, otrkart, més So izvedumu
veidosim nevis ka fiziki, bet ka matematiki (ko tas nozimé€ — redzesiet pasi). Tomér man grib&tos
cerét, ka talak izklastita pilnveidota izveduma versija kaut kada zina parspgj priekSteCu
sasniegumus...

Viens no EinSteina relativitates teorijas pamaprincipiem nosaka, ka visas inercialas atskaites
sistemas visiem mehanisko procesu likumiem ir jaizskatas vienadi. Tas ir EinSteina ieviestais
“relativitates princips”. Tik izpliudis princips (ta nav kritika!), protams, nav ne formul&ams, ne
izmantojams ka aksioma. Formul&t un izmantot var tikai konkr&tus ta “specgadijumus”. Redz€sim,
kadi no tiem (isteniba — niecigi maza dala no visa “liela” principa) tiek izmantoti teorijas biivéSanai.

Tatad sakam vélreiz un jau nopietnak: pienemsim, ka mums ir /aiktelpa, kura ir tikai viena telpas
dimensija un laiks. Ko tas nozim&? Laiktelpa it ka sastav no punktiem, katrs no tiem atrodas kaut
kur telpa un kaut kur laika. Lielas jégas no $1 priekSstata gan nav, jo ne telpa, ne laiks tacu nav
absoliti (vai ne? bet varbiit ir?). JEéga saks rasties tikai velak.



Ar sarkanu krasu Seit un talak ir iezZimé&ti pienémumi (aksiomas), kas biis miisu izveduma pamata.
Pargjais teksts ir vai nu beletristika, vai matematisks izvedums no aksiomam.

Laiktelpa varam ievest inercialu atskaites sistemu S. Ko tas nozime&? P&c sist€émas S ieveSanas
katram laiktelpas punktam tiek pierakstita telpas koordinate x un laika koordinate t (divi reali
skaitli). Punktu ar x=t=0 sauksim par attiecigas sistemas sakumpunktu. Mums biis jaruna ar1 par x=0
ka sistemas S felpas sakumpunktu, un t=0 — ka par S laika sakumpunktu. Koordinate x nozimé
attalumu felpa, tatad sisttma S ir vajadziga noteikta attaluma mérvieniba un attiecigs
meérinstruments (/ineals). Nomainot mérvienibu pret citu, koordinatu skaitli mainitos. Tapat ir ar
laiku — sisttma S ir vajadzigs pulkstenis, kas skaita laiku noteiktas mérvienibas. Nomainot So
pulksteni pret citu, laika me&rjjumi mainitos. Vai sisteémai pietiek ar vienu linealu un vienu pulksteni,
val arl ir vajadzigi daudzi (pieméram, katrd telpas punkta savs lineals un savs pulkstenis)?
Matematikim tie ir griiti jautajumi... Aizmirstam So beletristiku!

Bet m@s varam ievest ar1 citu inercialu atskaites sisttmu S', un tad katram laiktelpas punktam tiks
pierakstita cita telpas koordinate x' un cits laiks t'. Ar1 sist€mai S' biis savs sakumpunkts x'=t'=0 utt.
(kas principa varetu nesakrist ar S sakumpunktu). Un biis savs lineals un savs pulkstenis (vai daudzi
tadi?).

Ja mums ir divas inercialas atskaites sisttmas S un S', tad tas viena pret otru kustas ar kadu
konstantu atrumu. Bet ko tas precizi nozimé? Ja S' telpas sakumpunkts sisttma S kustas ar
konstantu atrumu v (reals skaitlis), tad ka ST situacija izskatisies sisttma S', t.i. ka taja kust€sies
sisttmas S telpas sakumpunkts? Ar atrumu —v? Bet, ja S' ir pienemtas citadas garuma un laika
vienibas neka S? Laikam biitu parocigak pienemt, ka visas IAS ir pienemtas vienadas garuma un
laika vienibas? Bet ko tas nozimé?

Meés esam matematiki, tapec nemocisimies ar atbilzu mekléSanu uz tadiem jautajumiem. Sis atbildes
mums nodros§inas dazi sapratigi pienémumi (aksiomas).

Saja teksta més tiksim gala ar tam IAS, kam ir kopigs sakumpunkts (t.i. ir tads laiktelpas punkts O,
kura koordinates (X, t) ir vienadas ar nulli visas mus interes€josajas IAS), un vienads koordinatu asu
virziens (driz redz€sim, ko tas nozime). P&c tam, ja vEl€sieties, varésiet pasi uzbiivét visparigaku
“IAS teoriju”.

Tatad velreiz: ja mums ir divas inercialas atskaites sistémas S un S', tad tas viena pret otru kustas ar
kadu konstantu atrumu v (reals skaitlis), precizak, S' kustas pret S ar atrumu v, bet S pret S' — ar
atrumu —v. Ko §1 fraze nozimé (vél precizak)? Pirmkart, to, ka S' telpas sakumpunkta x'=0
“kustibas” vienadojums sisttma S ir x=vt , bet S felpas sakumpunkta “kustibas” vienadojums
sisttma S'ir x'=—vt' . Pie t=0 ieglstam, ka x=0, un pie t'=0 — ka x'=0. Tas atbilst pien€mumanm,
ka abam IAS ir kopigs sakumpunkts. [Ja v€laties to zinat: Sie miisu pien€mumi jau dal&ji nodroSina
garuma un laika mérvienibu zinamu saskanotibu: S' telpas sakumpunkts sist€éma S kustas ar atrumu
v, bet S telpas sakumpunkts sisttma S' — ar atrumu —v, t.i. ar tikpat lielu atrumu, tikai pretgja
virziena. |

Ko nozimé “kustiba” un tas vienadojums? Punktveida kermena kustibu sisttma S uzdod
vienadojums x=f(¢) , kur f ir kada divreiz diferencéjama funkcija (divreiz — paredzot, ka
nakotné aplukosim gan kustibas atrumu, gan paatrinajumu). Laika momenta t kermenis atrodas
telpas punkta, kura koordinate ir f(t). Te beidzot paradas ista atskiriba starp telpu un laiku. Funkcija
f var nebiit apgriezama, pieméram, konstanta funkcija f(t)=0 uzdod “kustibu”, kura kermenis
sist€émas S telpas sakumpunkta x=0 “stav uz vietas”.

Nakamais jautajums (ko diezvai kads fizikis pasa sakuma sev uzdos): kadas “likumigas” veértibas
var pienemt atrums v? Pienemsim, ka v nevar biit bezgaligs, t.i. ka v ir reals skaitlis. Bet vai
jebkurs$ reals skaitlis? Pienemsim, ka atrumu spektrs ir nepartraukts, t.i. ja v>0 ir “likumigs”
atrums, tad tads ir ar jebkur§ nenegativs mazaks atrums v,<v . Un, protams, piepemsim, ka



eksisté vismaz viens pozitivs “likumigs” atrums v, , unka ja v ir ”likumigs” atrums, tad tads ir ar1
—V.

[Ja no pasa sakuma gribam atlaut arT diskrétu atrumu spektru, tad probléma klust savadaka, un
zemak piedavatais risinajums pilniba vairs neder. Vai nebiitu interesanti izpé€tit So domu lidz
galam?]

Interesanti, ka jau tagad, no miisu paSiem pirmajiem pienémumiem seko, ka ir iesp€jami tikai divi
varianti (vai divarpus): vai nu “likumigie” atrumi v aiznem visu realo skaitlu taisni (Galilejs?), vai
ar1 tie aiznem tikai kadu intervalu (—c, +c), kur ¢ ir kads reals skaitlis (Lorencs?). Vai, varbiit,
intervala vieta varétu bt segments [—c, +c]?

Ja kada laiktelpas punkta koordinates sistéma S ir (X, t), tad grib&tos iemacities aprékinat $1 punkta
koordinates (X', t') sistéma S' (un otradi).

Piepemsim, ka S§is koordinates no vienas sist€mas otra ir parveidojamas, izmantojot [linedru

transformaciju:
x"|_a bllx . x'=ax+ bt
= ,jeb
t' d el\t t'=dx+et

Koeficienti a, b, d, e, iesp&jams, ir atkarigi (t.i. ir noteiktas funkcijas) no atruma v (bet ne no x un t):
a=a(v); b=b(v); d=d(v); e=e(v), pie tam a(v) un e(v) nedrikst biit nulles nevienam v (citadi sanak
“pavisam neinteresanti”).

[Zemak minétajos priekstecu rakstos transformacijas linearitate tiek izvesta no relativitates principa,
vai pat bez ta, sikak par to sk. zemak. Sie izvedumi izmanto fizikalus apsvérumus, pieméram, tajos
figuré “cieti stieni” un to garumi. Bet ja linearitati piepem bez pamatojuma, tad viss formulu
izvedums sanak tiri matematisks! No otras puses: vai ir verts censties pamatot transformaciju
linearitati, ja “tur ara” laiktelpa, stingri nemot, nemaz nav lineara, izotropa, homogena utml.? Ar
relativitates principa palidzibu var pamatot ari EinSteina visparigo relativitates teoriju, kura
laiktelpas transformacijas var biit linearas tikai tur, kur nav gravitacijas. Bet tadu vietu Visuma nav!
Tapéc transformaciju linearitate ka piepnémums nav “sliktaka” par telpas izotropijas utml. citiem,
precizi rungjot, tikpat aplamiem piep€émumiem. ]

Tagad varam sakt izvedumus (un jaunus piepémumus).

Pie v=0 sisttmas S un S' viena pret otru nekustas, un ta ka tam ir kopigs sakumpunkts, tad
uzskaftisim, ka tas ir identiskas, tatad a(0)=e(0)=1,b(0)=d(0)=0 . Tas ir pienémums, nevis
teoréma!

Nakamais solis: sisttma S apliikojam sist€mas S' telpas sakumpunktu, ta kustibas vienadojums ir
x=vt . Sistetma S'§is punkts ir nekustigs un tam x'=0, tatad:

x'=avt+bt=(av+b)t=0
Taka a,b navatkariginot, tad av+b=0 un b=-—av
x’ _(a —avilx ,jeb X 'za(x—vt)
t d e |\t t'=dx+et
Nakamais solis: sisttma S' apliikojam sist€émas S telpas sakuma punktu, ta kustibas vienadojums ir
x'=—vt" . Sistema S §is punkts ir nekustigs un tam x=0 , tatad:
x'=—vt'=a(0—vt)=—avt;t'=d-O+et=et ,

—v(et)=—avt;v(a—e)t=0



Ta ka a, e nav atkarigi no t, tad (ja v#0) e(v)=a(v) .Jav=0, tad, ka jau zinam, e(0)=a(0)=1 ,
tatad varam rakstit vienkarsi, ka e=a

x' _la —av
t' d a

Pienemsim tagad, ka a=a(v) ir nepartraukta funkcija. Tad, ta ka visiem v, a(v)#0, tad, v mainoties,
a(v) nevar mainit zimi. Un ta ka a(0)=1, tad tas nozimé, ka a(v)>0 visiem v.

t t'=dx+at

(x) jeb x'=a(x—vt) . (1)

Tapéc, lai otra vienadiba klutu lidziga pirmajai, varam ievest apzimgjumu d =—ad, , tad:

i _ I — —
x, —y 1 VI1X] b 'x a(x—vt)
t —d, 1|\t t'=a(—d,x+t)
Starp citu, 1idz ar to esam izsecinajusi no misu pienémumiem ari, ka sist€émas S, S' ir vienadi
orientétas koordinatu asis (x augot, aug ar1 x', un t augot, aug ari t').

Paradisim, ka d,(v) ir jabit linearai funkcijai no v.

Lai to pamatotu, jau 1910.gada V. Ignatovskis (sk. pieminas plaksni zemak) ka vél vienu
pienémumu izmantoja $adu “slégtibu pret kompoziciju™: aplilkojam 3 atskaites sistémas: ja S'
kustas pret S ar atrumu v, un S" kustas pret S' ar atrumu w, tad S" kustas pret S ar kadu atrumu u,
ko var aprékinat, zinot v un w (visu sisttmu koordinatu sakumpunkti, ka sakuma norunajam, sakrit:
x"=x'=x=0, t"=t'=t=0). Te ir izmantots “mazs gabalin$” no relativitates principa.

Tatad, no vienas puses, nemot punktu, kura koordinates sist€éma S ir (x, t), ta koordinates sistema
S", t.1. (x", t") var aprékinat caur koordinatém sistéma S':

ey Tty et

No otras puses:

1+wd,(v) —Vv—w
_dl(w)_dl(v) 1+Vd1(w)

Pirmais secinajums:

Lwd, (v)=1+vd, (w)=—l) o G _dilw)
a a

jebkuriem nenulles v un w. Savukart, d,(0)=— =0. Tatad d,(v) tieSam ir jabat

a(0)
linearai funkcijai no v, ko varam apzimét ar d,(v)=av , kur koeficients o ir kada (nu jau
universala!) konstante, kas nav atkariga no v:

x' —y 1 —vilx jeb ,x =a(x—vt) ' )
t —av 1 J\t t'=a(—avx+t)
Otrs secinajums no matricu elementu pielidzinasanas (tuvojamies atrumu saskaitiSanas likumam):

a(u)=a(w)a(v)(1+avw)
a(u)uza(v)a(w)(v+w)

Tatad:



_ vtw
1+avw

Redzam, universalas konstantes o dimensija ir atrums—2. Ko v&l varam par to uzzinat?
Pie a=0 mes iegiitu Niutona mehanikas atrumu saskaitiSanas likumu u#=v+w .Pie a>0 mes

_ - 1 _ o . o o
varétu apzimet o=-— (tad ¢ butu universala konstante, kuras dimensija ir atrums) un iegitu
c

EinSteina atrumu saskaiti$anas likumu...

. _ _ . 1 . _ v+w .
Betjanu a<0 ? Tad més varétu apzZimét o=—— , t.i. sanaktu, ka u= , un ja w=v, tad
c yw
==
c
2v o .. . _ - o .
u= > . Tas nozimétu, ka Sai gadijuma, pirmkart, v=c nav “likumigs” atrums (jo tad
1
==
c

“likumigs” butu arT u=0), un otrkart, ja v<c ir “likumigs” atrums, tad tads ir art 2v. Tapéc, nemot
par v, jebkuru “likumigu” atrumu, un n — tik lielu, ka ?<v0 , m@s iegitu, ka c ir “likumigs”
atrums, t.i. iegiitu pretrunu. Tatad nav iespgjams, ka o <0

Esam gandriz gala. Pie a.=0 ieglistam gandriz Galileja transformacijas:

x"|_ (1 —vifx . x'=a(x—vt)
(z’)_a(o 1)(r) -Jeb t'=at

un Niutona mehanikas atrumu saskaitiSanas likumu: u=v+w

1

Pie a>0 ,apzimgjot o=— ,ieglstam gandriz Lorenca transformacijas:
c
, I —v x'=a(x—wt)
Y ol=a| v X jeb v ;
t' - 1 t ’ t'=a(——2x+t) ’
c c

un EinSteina atrumu saskaitiSanas likumu:

v+w

w
1+
C

[Starp citu, man tas bija neliels parsteigums, ka atrumu saskaitiSanas likumi “izvedas” jau §aja
stadija, un nav atkarigi no misu p&dgja pienémuma, kas sekos talak.]

[Tiem, kuri pieradusi domat trijas dimensijas, te japiebilst, ka $aja saméra vienkarsaja formula runa
ir par “kolinearu” atrumu saskaitiSanu, t.i. divu tadu atrumu, kas versti paral€los virzienos.
Visparigaja gadijuma atrumu saskaitiSanas formula ir sarezgitaka. Bet ta ka més aplikojam tikai
laiktelpu, kura telpai ir viena dimensija, tad mums §1s problémas nav.]

Atliek noskaidrot, kadam ir jabiit koeficientam a=a(v). M@&s jau zinam, ka visiem v, a(v)>0 un ka
a(0)=1.

Formulas (2) transformacijas matricas determinants a°(1—av?) nedrikst biit 0 (jo més pienemam,
ka ir jaeksisté inversajai transformacijai, kas no (x', t') lauj aprékinat (x, t). Ka gan citadi — atkal
mazs gabaling no relativitates principa!. Paradisim, ka tas nozimé ari, ka a°(1—ov’)>0



Tiesam, ta ka a=a(v) ir nepartraukta funkcija, un visiem v, az(l—ocvz)#O , tad, v mainoties,
a’(1—av’) nevar mainit zimi. Un ta ka pie v=0, a’(l1—av’)=1 , tad tas nozimé, ka
a’(1—ov’)>0 visiemv.

Tagad, tiri matematiski, no (x', t') varam aprekinat (X, t):

X 1 1 vilx’ x'+vt' ¢’
= - ,jeb x=————+-; t=——— . 3
i B P R e e ©
Sts transformacijas matricas determinants ir 5
a’(1—av?)
Talak, matematikim pilnigi normals biitu $ads spriedums:

“Saskana ar relativitates principu, abu matricu determinantiem ir jabiit vienadiem ar 1 (citadi vienai
sistémai tas blis mazaks par 1, bet otrai — lielaks par 1, ka var bt tada atSkiriba, ja sist€mas viena

pret otru kustas pilnigi vienadi?). Tatad, visiem v: «’(1—av’)=1 un a= . Te ir

2
\/ I—av
izmantots “mazs gabalin$” no relativitates principa.”

Iespgjams, ka fizikiem tas neliksies pietiekami nopietni. Viniem varam piedavat “fizikalaku”
versiju.

Sisttma S aplikosim tas telpas sakumpunktu divos dazados laika ~momentos:

(0,¢,);(0,t,); At=t,—t,=AT . Jau no formulam (1) seko, ka atbilsto3a laika starpiba sistéma S'
tad bus At'=aAT . Tatad, kermenim kustoties sistema S', salidzinot ar sisttmu S, kur tas
nekustas, laika ritums ir jakorigé ar koeficientu a.

Bet no otras puses, sisttma S' aplukosim tas telpas sakumpunktu divos dazados laika momentos:
(0,¢,"),(0,¢,");At"'=t,'—t,'=AT . No formulam (3) seko, ka atbilstosa laika starpiba sistéma
1 . . . .
S' tad bus At=————-AT . Tatad, kermenim kustoties sistema S, salidzinot ar sistému S,
a(l—ov?)
kur tas nekustas, laika ritums ir jakorigg ar koeficientu T 2)
a(l—av

Tagad varam “piesaukt” relativitates principu: laika rituma korekcijas koeficients, protams, nevar
mainities tikai tap&c vien, ka sist€mas S' kustibas virzienu pret sisttmu S me&s mainam uz pretgjo

(atruma lielumu nemainot). Tatad a=

a(l—av?)
Lidz ar to arf $aja sprieduma versija transformacijas matricas determinants a°(1—ov’)=1

Ja a=0 ,tad a=1 visiem v, un esam ieguvusi Galileja transformacijas:

x'=x—vt
t'=t

- 1 . . - . G .

Ja a>0 , tad varam apzimét a=— (kur ¢ ir universala konstante, kuras dimensija ir
c
_ . 1 . i _ ..
atrums), t.i. a= —— »unesam ieguvusi Lorenca transformacijas:
v
1_

2
c



1.3. Secinajumi
Apkoposim visus izveduma izmantotos pienémumus, tie visi ir tiri matematiski:

1. Mums ir laiktelpa, kura ir tikai viena telpas dimensija un laiks. P&c inercialas atskaites sisteémas S
ieveSanas katram laiktelpas punktam tiek pierakstita telpas koordinate x un laika koordinate t (divi
reali skaitli).

2. Ja mums ir divas inercialas atskaites sisttmas S un S', tad tas viena pret otru kustas ar kadu

konstantu atrumu v (reals skaitlis). Pirmkart, S' telpas sakumpunkta x'=0 kustibas vienadojums

sisttma S ir x=vt , bet otrkart, S felpas sakumpunkta kustibas vienadojums sisttma S' ir
x'=—wvt'

3. Atrumu spektrs ir nepartraukts, t.i. ja v>0 ir “likumigs” atrums, tad tads ir arf jebkur§ nenegativs
mazaks atrums v,<v . Eksisté vismaz viens pozitivs “likumigs” atrums v, . Ja v ir "likumigs”

atrums, tad tads ir ar1 —v.

4. Koordinates no sisteémas S uz sistemu S' ir parveidojamas, izmantojot /inearu transformaciju:

x"\_|a bilx]| . x'=ax+ bt
= b
(t') (a’ e)(t) e
Koeficienti a, b, d, e, iesp&jams, ir atkarigi no atruma v (bet ne no x un t): a=a(v); b=b(v); d=d(v);
e=e(v), pie tam a(v) un e(v) nedrikst but nulles nevienam v, bet a(v) ir nepartraukta funkcija.

5. Pie v=0 sistémas S un S' viena pret otru nekustas, pienemsim, ka tad tas ir identiskas, tatad
a(0)=e(0)=1,;6(0)=d (0)=0

6. “Slegtiba pret kompoziciju”: aplikojam 3 atskaites sist€mas: ja S' kustas pret S ar atrumu v, S"
kustas pret S' ar atrumu w, tad S" kustas pret S ar kadu atrumu u, ko var aprékinat, zinot v un w.

b
e
pien€mumu varam aizstat ar “fizikalaku”, sk. augstak).

7. Transformacijas matricas (a ) determinants ae—bd =1 (ja v€lamies, $o loti matematisko

No Siem pienémumiem seko, ka eksisté tada universala konstante =0

(xf): 1 ( 1 —v)(x) jeb. x'= xX—vt t,:—ocvx+t
t') Vi—av?\—av 1 \t) 7 V1—ar®’ V1—av’

Tatad vainu o=0 |, tad “likumigi” ir jebkura lieluma atrumi, un:

x jfc_‘tw " (Galileja transformacijas).
. o . - 1 ey e e .
Vaiari a>0 ,un tad eksist€ tads universals atrums ¢, ka o=— , tad “likumigi” ir tikai atrumi,
C

kuru lielums ir mazaks par c, ka arT:



v
- X+t
c _ ..
x'= =t '= — (Lorenca transformacijas).
v v
1- \/ 1—-—

C

Citu variantu nav — ja vien neatsakamies no kada no minétajiem loti vajajiem un visparigajiem
matematiskajiem pienémumiem! Neko citu ka Lorenca transformacijas Lorencs un Einsteins
izgudrot (vai atklat?) nevargja! Bet, protams, to, ka ¢ ir gaismas atrums, tiri matematiski izsecinat
nevargs, te nu beidzot biis vajadzigi fiziki!

1.4. Prieksteci

Pirmkart, mans domu gajiens aptuveni par 50% atbilst tam, kas ir atrodams jau 10 gadus vecaka
sacergjuma:

[2] Palash B. Pal. Nothing but Relativity. European Journal of Physics, Vol. 24 N 3, May 2003
(online copy: http://arxiv.org/abs/physics/0302045)

Kolégis Palash B. Pal transformacijas linearitati izved no telpas un laika homogenitates
(lokalas).

Sakuma pienemam, ka sisttma S' punkta koordinates iegiist no koordinatéem sisttma S ar
diferencéjamu funkciju palidzibu:

x'=X(x,t,v)
t’zT(x,t,v)

Sistema S aplikojam cietu stieni (x,,x,) , parvietojam to par h uz priekdu: (x,+%,x,+h)
Sisttema S' tad S§is stienis parvietosies no pozicijas (X (x,,z,v), X (x,,¢,v)) uz poziciju
(X(x,+h,t,v),X(x,+h,t,v)) .Stiena garums pie parvietosanas nedrikst mainities, tatad:

X(x,+h,t,v)=X(x,4h,t,v)=X(x,t,v)—X(x,,t,v) ,jeb
X(x1+h,t,v)—X(xl,t,v)ZX(x2+h,t,v)—X(xz,t,v)
Dalot abas puses ar h un liekot h—0, iegiistam:

GX(x],t,v)_aX(xz,l‘,V) " 0X(x,t,v)
Ox B 0x T 0x

=const .

Tatad funkcija X ir argumenta x lineara funkcija.

Lidziga veida var izsecinat, ka X ir lineara ar1 pret t, un ka ar1 T ir line@ra x un t funkcija. Funkciju
koeficienti, protams, var biit atkarigi no v.

[3] Joel W. Gannett. Nothing but Relativity, Redux. European Journal of Physics, Vol. 28, N 6,
November 2007 (online copy: http://arxiv.org/ftp/arxiv/papers/1005/1005.2062.pdf)

ST raksta autors slavé [2], bet uzrada vienu nepilnibu transformacijas linearitates izveduma, ka ari
piedava §is linearitates izvedumu no v€l visparigakiem pienémumiem (piem&ram, vigam nevajag,
lai transformaciju funkcijas biitu diferenc€jamas).

Mingéta nepilniba ir interesanta, atgrieZamies pie sprieduma par parvietoto stieni.

“Sistema S stieni (x,,x,) parvietojam par h uz priek§u: (x,+#4,x,+h) . Sistéma S' tad stienis


http://arxiv.org/ftp/arxiv/papers/1005/1005.2062.pdf
http://www.argreenhouse.com/bios/jgannett/
http://arxiv.org/abs/physics/0302045
http://www.saha.ac.in/theory/palashbaran.pal/

(X(x,,t,v),X(x,,t,v)) parvietojas uz (X(x,+h,t,v), X(x,+h,t,v)) , bet stiena garums
nedrikst maintties, t.i. ...”

Bet kas te notiek ar laikiem? Ja sisttma S abus stiena galus nemam viena laika momenta t, tad
sisttma S' atbilstosie laika momenti T (x,+%,¢,v), T(x,+h,t,v) jau var atskirties! Un tad
pienémums par garumu vienadibu vairs nav izmantojums! Ta vieta kolegis Joel W. Gannett piedava
sarezgitaku izvedumu no vél visparigakiem pienémumiem.

Par to, cik apSaubama man liekas pati v€l€Sanas transformaciju linearitati “pamatot”, sk. augstak.
Ir arf citi prieksteci, sakot jau ar 1910.gadu:
Vesturisks citats no

[4] Sebastiano Sonego and Massimo Pin. Foundations of anisotropic relativistic mechanics.
Journal of mathematical physics, 2009, N.4, Vol.50, pp.042902-1 - 042902-28 (online copy:
http://arxiv.org/pdf/0812.1294.pdf, $aja raksta ir loti liela bibliografija “par temu”):

“Note that the possibility for the existence of invariant speeds has been derived as a kinematical
possibility only from the postulates of relativity, homogeneity, and pre-causality. This approach to
relativistic kinematics was pioneered by von Ignatowsky in 1910 [11], and was later rediscovered
many times in different ways [3, 9, 12, 13]. See also [14] for a rigorous treatment, and [15, 16] for
clear presentations at a textbook level.”

Temas pioniera pieminai
Urnarosckuit Bnagumup Cepreesuy (1875-1942)
(Notiesats kopa ar sievu un noSauts [eningrada 1942.gada janvari.)

Wikipedia: Vladimir Ignatowski.

[S] W. von Ignatowsky, “Einige allgemeine Bemerkungen zum
Relativitétsprinzip”, Berichte der Deutschen Physikalischen Gesellschaft,
20/1910, 788-796 (online English translation).

[6] W. von Ignatowsky, “Das Relativitétsprinzip,” Archiv Der Mathematik
Und Physik, 17/1911, 1-24, and 18/1911, 17-40.

2. Otra dala — dinamika

2.1. Ievads

1930.gada 9.novembri, apcerot Johannesa Keplera naves 300.gadadienu, EinSteins avize
Frankfurter Allgemeine uzrakstija: “Liekas, ka cilvéka pratam pasam ir jakonstrué formas, pirms
més varam tas atpazit lietas. Keplera briniSkigais miiza devums ir seviSki skaists piemers, kas
parada, ka zinaSanas nevar uzplaukt no kailas empirijas vien, bet tikai salidzinot prata izgudrojumus
ar novérojamiem faktiem.”

Ar “formu” izgudroSanu nodarbojas arT matematiki. Mes neesam fiziki. Fizikus interesé patiesiba
“tur ara”. M@s esam matematiki. Mis interes¢ atrast tas izcilas matematiskas struktiiras, kas uzreiz
parada, ka patiesiba nemaz nevar biit citada.


http://en.wikisource.org/wiki/Some_General_Remarks_on_the_Relativity_Principle
http://en.wikipedia.org/wiki/Vladimir_Ignatowski
http://museum.ifmo.ru/?out=person&per_id=16
http://arxiv.org/pdf/0812.1294.pdf

Pirmaja dala més to jau pieredz€am: no arkartigi vajiem un visparigiem matematiskiem
pien€mumiem seko, ka ir iesp&jamas tikai divas vienkarsas laiktelpas teorijas — Niitona (Galileja) un
Einsteina (Lorenca). Citi varianti nav iesp€ami — ja vien negribé€sim atteikties no kada no
pienémumiem (piemé€ram, no transformaciju linearitates, tad dodoties FEinSteina visparigas
relativitates teorijas virziena).

Saja — otraja dala mes to pieredz€sim vélreiz, pieradot divas teorémas, kas parada, ka art slavena

oy, . ¢ oo 2 e 4 e .o _,. o
EinSteina energijas formula E=mc” ir arkartigi vaju un visparigu matematisku pienémumu
rezultats. Citi varianti nav iesp&jami!

Pirmaja dala mums nebija 1stas kustibas: viena attieciba pret otru kustgjas atskaites sist€mas, bet
citadi — laiktelpa nekas nekustgjas.

Tagad mis saks interesét “kustiba” ka patstavigs fenomens. M&s protam transformét laiktelpas
punkta koordinati x un laiku t atskaites sist€éma S par $§1 punkta koordinati x' un laiku t' sisttma S',
kas (sistema) kustas pret S ar atrumu v (uzskatam, ka sakuma abu sist€ému koordinatu sakumpunkti
sakrit, x'=x=0, t'=t=0):

v
——2x+t
, X—Vvt , c _ .
X'=m— U= (Lorenca transformacijas).
v v
== \/ ==
c c

Tagad iedomasimies, ka punktveida kermena kustibu sistéma S uzdod vienadojums x= f(¢) , kur
f ir kada divreiz diferencgjama funkcija (divreiz — paredzot, ka driz vien apliikosim kustibas atrumu
un paatrinajumu). Laika momenta t kermenis atrodas telpas punkta, kura koordinate ir f(t). Kads ir
§1 kermena kustibas vienadojums sistéma S'? Lorenca transformacijas dod:

_v
e

- V2 , V2
1-2 1-X
C C

Diemzel, visparigaja gadijuma izrékinat no Sejienes x' ka funkciju no t' nebis iespgjams. [Nitona
mehanika §is uzdevums bija viegls: x'=f(¢)—vt;t'=t , jeb x'=f(¢t')—vt' ] Sai zina
relativitates teorijas matematika ir “griiti baudama”... Piem&ram, nav iesp&jama tik vienkarsa lieta
ka vienmérigi paatrinata kustiba, t.i. kustiba ar kvadratisku vienadojumu x=pt’+gt+c , jo tad

atrums %;2 pt+q ,laikam t ejot, varetu klat lielaks par c.

2.2. Atruma transformacija relativitates teorija

Bet ka ar kustibas atruma transformacijam? Sistéma S kermenpa kustibas atrums ir funkcijas

i dx e - _ o -
atvasinajums u=%= '(¢) . Kads ir §1 pasa kermena kustibas atrums u' sisttma S'? [Niatona

o . .. N , , dx' dx o . _
mehanika atbilde bija vienkarSa: ¢'=t;u'= T .] Izradas, ka S§is uzdevums arl

relativitates teorija ir viegli atrisinams:



xr:f(t)_‘)t, t= c :
V2 v2
J 7 =z
v uy
Y+ 1-%
' f'(t)-v_ u—v dt' sz (r) ¢’

dt 2 > dr : 2
% Vv % %
C C C C

Dalot pirmo izteiksmi ar otro (17.-18. gs. matematiku stils):
_dx'_ f'(t)—v _u—v

u =
dt’ v oL, uy
—=f)+1 1-=
c c

Ta ir atruma transformacijas formula no sisttmas S uz sisttmu S'. T.i. formula, kas punkta
atrumu u sist€éma S transformé& par atrumu u' sist€ma S', izmantojot ka vienigo papildus parametru
atrumu v (ar kadu S' kustas pret S). Par to ir japriecajas, ja atceramies, ka ar pasa kustibas
vienadojuma transformaciju mums nekas nesanaca...

[Tiem, kuri pieradusi domat trijas dimensijas, te japiebilst, ka $aja jau ta sarezgitaja formula runa ir
par tada atruma u transformaciju, kas ir “kolinears” atrumam v. Visparigaja gadijuma formula ir vél
sarezgitaka. Bet ta ka més aplikojam tikai laiktelpu, kura telpai ir viena dimensija, tad mums §is
problémas nav.]

2.3. Paatrinajuma transformacija relativitates teorija

Niitona mehanika paatrinajums ir invariants pret IAS nomainu:

telpas koordinate: x= f(¢);t'=t;x'=f(t")—vt' ;

_ . _dX: ’ . ,:dX,: 141\ __ .
atrums: u=-- f(t);u g fre)-v

T du dzx ' du’ dzx’ 140
paatringjums: - = " =7 (t);—dt, =7 =f""(t')

Talak teorija nak otrais Nutona likums: par atruma mainas c€loni uzskata “speku”, kas pielikts
kermenim, tapé€c rakstam: m%=F (x,¢) , kar m ir kermena atribiits — propocionalitates
koeficients, ko sauc par “masu”, un kas raksturo kermena “reaktivitati” uz spéka iedarbibu (t.s.
inerci) — jo lielaka masa, jo “slinkaka” reakcija. M&s pienemam, ka speks ir pielikts laiktelpas
punkta, un ta lielums nav atkarigs no atskaites sistémas (ti. F(x',¢')=F(x,t) )un no kermena
kustibas atruma (t.i. magnétiskos laukus utml. pagaidam nepé&tisim).

Relativitates teorija ir sarezgitak. Ka talit redz€sim, paatrinajums te vairs nav invariants pret IAS
nomainu:



a2 _,—,). =X X
du ' :i u—v = dt Cz Cz dt = c2 d—u (4)
dt dt uv uy 2 uy 2 dt
1_? (1—?) (1—?)
dt’ -5
Dalot $o izteiksmi ar jau zinamo d_tt izteiksmi _02 , iegiistam:
==
c
(-2
du’_ ¢’ du )
dt’ uv Sdt
(1—?)

Ta ir paatrinajuma transformacijas formula no sisttmas S uz sisttmu S'. Ka redzam,
paatrinajums te vairs nav invariants pret [AS nomainu.

[Tiem, kuri pieradusi domat trijas dimensijas, te japiebilst, ka $aja jau ta sarezgitaja formula runa ir
par tada paatrinajuma transformaciju, kas ir “kolinears” atrumiem u un v. Visparigaja gadijuma
formula ir vl sarezgitaka. Bet ta ka més aplikojam tikai laiktelpu, kura telpai ir viena dimensija,
tad mums §1s problémas nav.]

Skaidrs, ka ar “tadu” paatrinajumu mums otrais Nutona likums “nespid”... Un ir ari skaidrs, ka
relativitates teorija konstants speks vienkarsi nevar izraisit konstantu paatrinajumu — tad jau, laikam
ejot, atrums kadreiz parsniegtu c! Tapec relativitates teorija konstantam spékam, kad kermena
atrums pieaug, “klust griitak”, un iegiitajam paatrindjumam ir jasamazinas. Nutona mehanika
“speka grutumu paatrinat” noteica proporcionalitates koeficients m, ko sauca par kermepa masu.
Tad jau relativitate teorija, augot atrumam, kermena masai vajadz€tu pieaugt — lai paatrinasanas
samazinatos? Var teikt ari ta — bet vai tas nozimée, ka augot atrumam, pieaug ari “vielas daudzums”
kermeni? Joks?

2.4. Relativistiskais atrums un relativistiskais paatrinajums

Vai varésim izdomat kadu “relativistisko atrumu” u_ , kura izmainu (atvasinajumu péc laika:

r

du du,
dtr , ti. “relativistisko paatrinajumu”) noteiks “speks” un “masa” ( mTtl:F (x,¢) )?Taka

du,
F(x',t")=F(x,t) ,tad 71" nedrikst mainities, parejot uz citu IAS, t.i. vajag, lai

du,' du,
dt'  dt

Liekas, ka u, ir jabit funkcijai tikai no u ( u, atkariba tieSa veida no x un t biitu nesaprotama)?
Jata,tad u,=U(u) ,un:

du, _dU(u) du

dr du dr



2
14

du,’ d n_dU(u')du' dU(u’)  du . .
7 dtU (u )— A du i ar (izmantojam (4)).
(1—?)
-
’ 2
Dalot So izteiksmi ar jau zinamo d—tt izteiksmi 702 , leglistam:
e
2 3
(1-%)
du,’ dU(u’) ¢ du
dt' du’ uv > dt
(1-=)
c
Funkcijai U(u) ir jabut tadai, lai o dr visiem u un v, t.i.:
2 3 3
(1-%) (1-73)
du (u') c’ au(u) . du (u') & dU(u)
7= .jeb = . ©
du’ uv du du’ V5 du
(1—?> (1—?)

Esam ieguvusi nosacijumu U(u) atvasinajuma (p&c u) transformacijai, parejot no sist€mas S uz
sisteému S'.

Kadai ir jabut funkcijai U(u), lai nosacijums (6) izpilditos? Jaunibas atminas par EinSteina

formulam liek izméginat $adu relativistisko atrumu: u,=U (u)= \/ 4 = Paskatisimies, kas
1_

2
c
sanaks:

Izradas, ka §1 EinSteina izvéle ir vieniga iesp&ama. Lai So vienigumu pieraditu, ievedisim vél
funkciju W(u): d(é(u) = W(L;) T , un paradisim, ka no nosacijuma (6) seko, ka W (u)=const
u U \5
(1-=)?
c

[Sis solis ir izskiro§s — W(u) vajag ievest atvasindjuma izteiksmé, nevis tiedi U(u) izteiksme:
uW (u
U ()= )

1/!2
==
C

—ar tadu neko nevar izdarit. ]




Aplikosim analogisku lielumu sistéma S": dU {u )= W (u)

du'’ (l_u;z)%
c
Apstradasim izteiksmi saucgja:
2
1 2 2 2
, 1-295 4| 5 | =5 —2uv V) 1Y
4y L u=v | _ c c c __ ¢ ¢ c eb:
¢ ¢ 1w uv uvy’ I
2 (1—7) (1—6—2)
uZ V2
L, (1==)(1-)
LA c c
¢ 1 uvy’
(1)
Tatad:
(1-53)
dU (u' , ?
d(,)=W(u) 23C 23 0
' (1520150
c c
un varam atgriezties pie nosacijuma (6):
3
uy uy
1—— 1-—
A 1)
(1-5R-Yp (1-58 -4
2 2 2 2
c c c

Saisinot abas puses, iegiistam: W (u')=W (u) . Tas nozimé, ka nosacijums (6) izpildas tad un
u—y

tikai tad, ja visiem u un vi W(u')=W(u) , kur u'= . Un tas, savukart, nozime, ka

uv
==
C

W (u)=const . Tie$am, nemsim u=0 un liksim v mainities no —c 1idz +c, tad arT u' mainisies no
—c lidz +c, tatad W(u')=W(0) visiem atrumiem u'.

, ” - _ - u,' du, dU (u L
Esam izvedusi no nosacijuma (6) (tatad arT no =— ), ka ( )= conszt T . Lai iegitu
dt' dt du Uy
(1-=)
c
U(uw), ir jaintegre. Ta ka atvasinajums péc u ir s » tad integr€jot ieglistam:
RN
1-Z (1-=5)
C c
Ulu)= const +const,
2
u
==
c

Ja més vélamies, lai pie maziem atrumiem u relativistiskais atrums u,=U (u) biitu tuvs u, tad
U(0)=const,=0 , Ulu)~const-u~u , tatad const=1 . Abus pédéos nosacTjumus var



U (u)

aizstat ar lim ——=1 . Esam pieradijusi teorému:
u—0 u
_ e . . Ul(u) ..
Teorema 1. Eksiste tikai viena funkcija u,=U(u) , kam lim ——~=1 , un visiem u un v
u—0 u
izpildas du,’_du, wntair u,=U(u)=—2%—
' dt - e
==
c

Citiem vardiem, $adam un tikai $adam relativistiskajam atrumam atbilstoSais relativistiskais

- du, 1 du
paatrinajums 7
(1_”_)2
2
Cc

atrumiem saskan ar Nutona mehaniku. Einsteinam nebija citas izvéles!

ir vienads visas inercialajas atskaites sist€mas un pie maziem

2.5. Otrais Nutona likums relativitates teorija

. e . du . . _ . . . e du, _ .
Vai parasta paatrinajuma m vieta izmantojot relativistisko paatrinajumu P mes varésim

saglabat otra Niitona likuma formu m % =F(x,t) ?

Iedomasimies atskaites sistému SY, kura pret sisttmu S kustas ar atrumu u (tas ir kermena atrums
pret S laika momenta t). (Sakuma SO sakumpunkts sakrit ar S sakumpunktu: x9=x=0, t0=t=0.).
Laikam t atbilstosaja laika momenta t0 sistéma SY kermenis vismaz uz $o bridi ir nekustigs. T.i. tam
sisttma SO laika momenta t0 ir jauzvedas atbilstosi Nutona mehanikas likumiem. Un tads $ai
gadijuma ir otrais Nutona likums: ta ka u0=0, tad

0
du,

du _ du’
dr’ a " a®

dt dr’

b

du, 0 o .
un tapec mﬁzm%:F (x"£") .V&l gan japiebilst, ka masa m Seit raksturo kermena
t t

“reaktivitati” tikai miera stavokli, kad u0=0! T.i. m vieta biitu jaraksta “miera masa” m,

di, _ du’

dto_mo a7 :F(xo’to)

m

Bet ka kermenim biitu jareagé uz speku, kad tas (kermenis) jau kustas ar atrumu u>0? Naksies

du
pienemt, ka mod—ng (x,t) ar1 tad, ja v>0? Formali nemot, to varam darit, jo zinam, ka
e du, . _ o
relativistiskais paatrinajums o visas IAS ir vienads!

.. du
Sis piepémums mOT; =F(x,t) tad ari biis otrais Niitona likums relativitates teorija.



2.6. Kinétiska energija relativitates teorija

Niitona mehanika punktveida kermena impulsu (kustibas daudzumu) definé ka p=mu , un ta

atvasinajums péc laika t ir speks: f[_[;:m%:F . Lidz ar to impulss ir kermena kustibas

raksturojums, kura atvasinajums péc laika ir vienads visas [AS.

No otras puses, Niitona mehanika spéks ir ar1 punktveida kermena kinétiskas energijas 7= 5 M u
atvasinajums — gan ne péc laika t, bet péc koordinates x:

ar_1_ ., ,du_, dwd _  dul__ du_r.
de 2 dx dt dx dt u dt

Pameéginasim atrast lidzigu “kinétiskas energijas” funkciju relativitates teorija.

Mums vajadzétu meklét funkciju 7,=7(u) (butu tadu divaini, ja kinétiska energija biitu tiesa
veida atkariga no x vai t?), kam:

dTr dTr dt dT} 1 dur mO du
dx dt dx dt u dt U\ dt
(1-=)
c
[Seit esam izmantojusi sakaribu: a_1_1 N
dx dx wu
dt
Bet tapat ka ieprieks, mes varam pamé&ginat atrisinat visparigaku uzdevumu: kadai ir jabut funkcijai
dT." dT
T.=T(u) ,laiatvasindgjums —— nebiitu atkarigs no izvéletas IAS: =
dx dx' dx
_ o . . T(u) ..
Teoréma 2. Eksisté tikai viena funkcija 7,=T(u) , kam lim =1 , un visiem u un v
u—0 5m0u2
. ... dr." dT, . 5
izpildas =—L untair: T,=T(u)=m,c"( -1)
dx' dx %
==
c

Citiem vardiem, $adai un tikai $adai “relativistiskajai kin&tiskajai energijai” atbilstosais
dT, m e o : :
= R ir vienads visas inercialajas atskaites sist€mas un pie maziem
X U \5
2 )2
(1-=)

atvasinajums

atrumiem saskan ar Nutona mehaniku. Einsteinam nebija citas izvéles!
Pieradijums.

ﬂ:dT(u)@:dT(u)l@ '
dx du dx du wudt ’

v
l__2
dl,' dT(u') 1 du' dT(u') 1 ( cz) du . :
B e WA du gt d Cmameam ).



Pielidzinam abas izteiksmes:

_“_V( _V_z)%
dl(u') ¢ ¢ du_dT(u)1du
du' u—v uv . dt du u dt
(1—?)
(1-1y
dT(u') 1~ ¢ dT(u) 1
du' u' 23 du u ®)
(1_"_)2
c2
No (7) més redzam, ka potencialajam atrisinajumam bis TpaSiba:
ar, dl,dr_dr, 1 _,._ du,  m du . dT, dT(u)1du__ M du
dcx dt dc dt u O dt uzgdt U dx du u dt uzgdt
(1-=) (1-%)
c ¢
Tapéc ievedisim vél funkciju W(u): dT(u): uly(u) , un paradisim, ka no tikko iegita
p J a’u u2 3
(1—2)2
nosactjuma seko, ka W (u)=const .
Aplikosim analogisku lielumu sistéma S': d];l(u, )= W(u2)3 . Tapat ka teor€mas 1
u u'"\>
W=z
pieradijuma, apstradasim izteiksmi saucgja:
(1-55)
dr(u') _ o ¢’
" w(u) u'\ v
(1-5)(1-=)?
c
Tagad varam atgriezties pie misu nosacijuma (8):
R )
dr (u ,)L=W(u’) ¢ T wlu)
du! u! Z/IZ% v2% VZ% MZz_
(1=-=)2(1-=) (1-=)(1-7)
c c c c

u) . Tas nozZimé, ka nosacijums (8) izpildas tad un
u—v

Saisinot abas pusés, iegiistam: W (u')=W

tikai tad, ja visiem u un v: W(u’):W(u) , kur u'= . Un tas, savukart, nozim¢, ka

uv
==
c
W (u)=const . Tie$am, nemsim u=0 un liksim v mainities no —c 1idz +c, tad ari u' mainisies no —
¢ Iidz +c, tatad W(u")=W(0) visiem atrumiem u'.
. . : dr,’ dT dT (u : . -
Esam izvedus$i no nosacijuma —=——_ka ( >= const u . Lai iegiitu T(u), ir jaintegre.

dt' dt du 23
(1-5)




1 - _ . . S
——— atvasmajums pecuir —————5 , tad integré&jot ieglistam:
W22

Taka
u’ ¢ 2
1-L (1-=)
C C
T(u)szrconst1
U2
1=
c
Pie u=0 ir jabut T=0, tapec const,=—const un T(u)zconst-(%—l)
c
1 1 _ . 1w’ . U
~1+=¢q , tapéc maziem u: T (u)%const-a—2 . Bet pie maziem atrumiem
c

Mazam q,
q = 3

. . . 1
visam ir jabit ka Niitona mehanika: 7 (u )NE m, W’ tatad const= moc2 un:

() =y’ (——e 1)

u
==
c
- . . S . . T(u)
Abus nosacijumus, ko izmantojam, lai aprékinatu konstantes, var apvienot viena: lim ———=1
u—0 2
—myu
2 0

Q.E.D.

2.7. Secinajumi
Abas ming&tas teorémas es agrak nekur nebiju redzgjis.

e o e _ ’ dx
Tikai $adam relativistiskajam atrumam (funkcijai no “parasta atruma u=—- ):
u
u,=
1/[2
c
du 1 du ,
atbilstoSais relativistiskais paatrinajums o g ir vienads visas inercialajas atskaites
N
(1-=)
c

sisttmas. Einsteinam nebija citas izvéles!
Un tikai 8adai punktveida kermena relativistiskajai kin&tiskajai energijai (funkcijai no “parasta

atruma” u):
1
Trzmocz(i2



. v - .o dTr m, du . . .o . ey e . .
atbilstoSais atvasinajums = T3 vienads visds inercialajas atskaites sist€mas.
X U \5
2

EinSteinam nebija citas izv€les!

Izvedot §1s formulas, més izmantojam ar1 prasibu, ka pie maziem atrumiem visam ir janotiek ka
Niutona mehanika: relativistikajam atrumam u, ir jatuvojas Nitona atrumam u, bet punktveida

e _ e |
kermena relativistiskajai kin€tiskajai energijai 7, — Niitona kiné&tiskajai energijai Emou2

r

Par otro Niitona likumu. Nitona mehanika $is likums lauj sastadit punktveida kermena kustibas

d’ x

dt*

diferencialvienadojumu: m %zF (x,t) ,jeb m =F(x,t) .Tas ir otras kartas vienadojums,

kura visparigais atrisinajums ir funkcija x=f(¢,C .C ,) , kas nosaka kermena kustibu atskaites

sisttma S. Abas konstantes var aprékinat, uzdodot kermena sakuma telpas koordinati x|-o=X, un
sakuma atrumu ulo=u,.

du,
Relativitates teorija situacija ir tikai nedaudz sarezgitaka. Otraja Nutona likuma mod—t' =F(x,t)
du 23
mums ir jaievieto _r:%d_u , lidz ar to mO@:F(x, t)(1 —u—2)2 ,jeb
dt u\; dt dt c
(1- ?)

d’ 1[ax '3
moﬁ:F(x,t)(l—?(d—j) )2

Arf § (vairs ne tik jauka) vienadojuma visparigais atrisinajums ir funkcija x=f(z,C .C ,) , kas
nosaka kermena kustibu atskaites sisttma S, un abas konstantes tapat var aprékinat, uzdodot
kermena sakuma telpas koordinati X|-o=X, un sakuma atrumu ul=o=u,.

2.8. Relativistiska masa un kas no tas seko...

Literattira gan ir pienemts runat nevis par

e - u e . du, 1 du
relativistisko atrumu u,=———— ; relativistisko paatrinajumu ——=———5—5-— ;
P dt (-2 t
1——2 2
c c
C e . o 1
relativistisko impulsu p,=m,u, ; un relativistisko kin&tisko energiju T’ zmocz(—z—l) ,
u
==
c
bet gan par:
e e 1y
relativistisko masu m,=—r—
-5
c

relativistisko impulsu p,=m.u ;un relativistisko kingtisko energiju 7= (m,—m,)c’



Formali matematiski nemot, abi “runas veidi”, protams, ir ekvivalenti.

Pirmaja “runas veida”, neizbégamais fenomens, ka augot kermena atrumam, vienam un tam paSam
spekam kermeni paatrinat k]ast arvien gratak, tiek atstats laiktelpas geometrijas zina. Masa ir tikai
proporcionalitates koeficients, kas raksturo kermena paatrinaSanas griitibas pakapi, un tas mainas,
parejot uz citu IAS. “Vielas daudzumu” kermeni raksturo ta “miera masa” m,

Otraja “runas veida” uzreiz centra tiek izvirzita relativistiska masa. Vai mums biitu jasak domat, ka
pats jédziens par vielas daudzumu ir relativs (atkarigs no atskaites sist€émas)? Joks? Un kin&tiskas
energijas formula rosina jau pavisam ipatngjas pardomas: samazinoties atrumam (t.i. zaudgjot
kingtisko energiju), kermena (relativistiskd) masa samazinas lidz m, . Tatad, zaud&ot visu
mehanisko energiju 7=(m,—m,)c’ , kermena masa samazinas lidz m, . Bet kermeni tadu ir
veél citi energijas veidi — molekulu siltumkustiba, elektromagnétiskie lauki, kodolspeku lauki utt.!
Cik liels varétu but §is “sléptas” energijas daudzums? Ja kadu “sléptas” energijas dalu izdotos
parvérst kermena mehaniska kustiba, péc tam to nobremzgjot, vai tad kermena masa bitu
samazinajusies jau zem m, ? Ja ta, tad liekas, ka kermeni apsléptas energijas daudzums nevarétu

bt lielaks par E=m,c’ . Un kapéc “ne lielaks”, varbit tas ir “vienads”?

Un cik daudz tas ir? Ja mums ir 1 grams vielas miera stavokli, tad “sléptas” energijas taja nevar biit

vairak par (vai ir tiedi tik?) m,c’~9-10"” J~25-10°kWh . Tas ir vienas gimenes elektroenergijas

patérin$ 10000 gados! Vai arT: 1 kilograms trotila (TNT) uzspragstot, izdala 3-10°J , tatad vielas

1 grama “slépta” energija neparsniedz (vai ir vienada ar?) energiju, kas izdalas, uzspragstot
3-10" kg jeb 30000 tonnam (30 kilotonnam) trotila.

Jautajums: cik lielu dalu §is viela “apsléptas” energijas var izdalit realos fizikalos procesos, t.i.
“parveérst mehaniska kustiba” (pieméram, spradziena)? Vai tieSam kilotonnas (ja ne visas 30, tas
vismaz vienu)? Tads jautajums diezgan driz radas gan civilistiem, gan militaristiem...

2.9. Hamiltona vienadojumi relativitates teorija

Niitona mehanika, ja mehaniska sistéma kustas t.s. potenciala speku lauka (sk. talak), tad tas
kustibas vienadojumus var iegut, sastadot t.s. Hamiltona funkciju H — sistémas pilnas energijas
izteiksmi, kura sisteémas stavokli raksturo tas sastavdalu koordinates un impulsi (nevis koordinates
un atrumi). Punktveida kermenim viendimensiju telpa tad H=H(x, p, t), kur x ir kermena koordinate

telpa, bet p=m % — impulss, konkréti:

2

HIEWZ

1 dx
dt

+U(x,t):ﬁp2+U(x,t) ,

kur U(x, t) ir speku lauka potencials (potenciala energija). Pats speks tad ir versts pretgji potenciala

gradientam (t.i. uz potencidla “bedres” pusi): F(x,t)=—gradU (x,t):g—U . [Isteniba jau
x

“tieSas iedarbibas” speku daba nemaz nav — visas mijiedarbibas notiek “it ka caur laukiem”.]
Kermena kustibu Seit nosaka Hamiltona vienadojumi:

& _OH _dp__oH
dt op ° dt ox

jeb, ar konkréto funkciju H:



dx_p

dt m ~

dp oU
P__9Y __ eradU
i ox o

Pirmais vienadojums sakrit ar impulsa definiciju ($ads vienadojums ir nepiecieSams, ja impulss
skaitas neatkarigs pamatjédziens), bet otrais — ar otro Nitona likumu.

Ka $is formulgjums izskatitos relativitates teorija?

Vispirms mums ir vajadziga relativistiskas kin&tiskas energijas 7', izteiksme caur relativistisko
impulsu p,

__ My
p,= 1 % ; o picz 1_u_2_ mécz |
g T A eme
2 NPt mye 2 | P
T .=m,c ( —1)=m,c (——————1)=m,c"( > 2+1—1>
uz m,c m,c
1-=
c
Lidz ar to, varam mé&ginat $adu relativistisko Hamiltona funkciju:
2
H, =my*(—E=+1-1)+U(x,1)
myc
Tad varam saglabat Hamiltona vienadojumu formu:
dx_aHr . dpr_ aH, (9)
dt op, > dt  0x
Tiesam:
_de_OH, 1 2pr:pr\/1_u_2-
dt Op 0 pf mé & mg ¢’
24—5—5+1
myc
du, dp, 0H,
=——= =—grad U.

MoTa T dt | ox

Pirma vienadiba atbilst relativistiska impulsa definicijai, bet otra — otrajam Niitona likumam
relativitates teorija.

Vienadojumi (9) tad art kalpos ka Hamiltona vienadojumi relativitates teorija.

Pateicibas

Paldies Paulim Kikustam un Dainim Zepam par vertigajam diskusijam.
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