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Е.Д.ТРУПИН 
Простейшие свойства безразмерного 
проективно-аффинного пространства 

Безразмерное линейное векторное пространство введено 
А . М . Лопншцем в работе / I / . Ему же принадлежат идеи 

построения безразмерного проективного и аффинного пространств 
/ 2 , 3 , 4 / , Некоторые простейшие свойства безразмерного проектив
ного пространства "Р рассмотрены в работе / 5 / . 3 настоящей 
статье автор поставил себе целы) рассмотреть простейшие с в о й 
ства безразмерного аффинного пространства, полученного из 
пространства путем выделения некоторой гиперплоскости со 
и выяснить, что эти свойства вполне аналогичны тем, которые 
хорошо известны дли аффинного пространства конечной размер
н о с т и . Вполне понятно, что эти езойстьа ДОЛИНЫ быть получе
ны средствами безразмерной линейной алгебры. 

Пользуюсь случаем, чтобы выразить А.й.Лопшпгс/ СБОЮ и с 
креннюю благодарность за помощь и ценные указания. 

Выделим Б безразмерной проективном пространстве * н е к о 
торую гиперплоскость о) , которую будем называть н е 
с о б с т в е н н о й . 3?у гиперплоскость мы оставим в п р о 
странстве ? , но её точки не будем с ^ т а т ь точками. С о в о 
купность точек пространства Ф , из которого удалены точки 
несобственной гиперплоскости , мы назовем б е з р а з 

м е р н ы м п р о е к т и Б . ч о - а ф ф и н н к м п р о 
с т р а н с т в о м , которое обозначим черезV* .* 

Если А 4С*0. и А г [^) - две различные точки п р о 
странства , то упорядоченную пару_ [ А , , А л ) назовем 
в е к т о р о м и обозначим через А 4 А а . Если векторы 

<Л; [ и 1 , г ) исходного линейного безразмерного пространства 

* Для краткости, в дальнейшем, мы будем пространство ^ н а 
зывать б е з р а з м е р н ы м а ф ф и н н ы м п р о 

с т р а н е н . > 1 : 



V принадлежат одному и тому же классу [ о . ] . т . е . колли-
неарны, то точки А 1 и А 2 совпадают. Зекто > АТА, МЫ б у 
дем называть нулевом и обозначать через О . 

I . Коллинеарность векторов» Умножение вектора на число 

Два вектора А4 \ г и 3 4 \ пространства , не располо-
денные на однсй прямой, мы -назовем к о л л и н е а р и ы -
>1Й , если точки А; и принадлежат одной двумер
ной плоскости и точка пересечения прямых А^А г и 3 4 3 2 при
надлежит несобственной гиперплоскости и) . Мы будем называть 
эти векторы коллкнеарными также и в случае, когда все эти 4 
точки принадлежат едкой прямой. 3 обоих случаях будем писать: 
А А 

Выведем необходимые и достаточные условия коллинеарности 
дзух векторов. Допустим сначала, что векторы А4 А2 и ЛмЪг 

не принадлежат ОДНОЙ прямой и что в пространстве Т точки 
Д; >: 1} : определены классами [ а ; ] и С ^ ] , а точка ^ ^ ^ ) } 

в которой пересекаются прямые А 4 А 2 и ^ З - классом 
Тогда мы можем писать 

где ^ 4 * й " некоторые отличные ст нуля скаляры. Так как 
, то о а ^ - о и из ( 1 Л ) следует, что 

т . е . что 

где V. - произвольный отличный от нуля скаляр. 
Подставив найденные значения о1-ь в равенство ( 1 . 1 ) , п о 

лучим: 



где \ 4 а \ . с о а . 1 . Ю 4 г Ф о . . 

Так как точка ^ \ \ ) принадлежит также и прямой 
то аналогично получим 

Из ( 1 . 4 ) и ( 1 . 5 ) найдем искомо^ у с л_о в и е к о л л и 
н е а р н о с т к векторов А ч А г и ~ЪЛЪ2* 

Х
 1 _ Ь - ^ ч ^ ( 1 . 6 ) 

А.М.Л о п ш и ц предложил называть вектор 

^ - — !̂ ифо) ( 1 . 7 ) 
р а д и у с - в е к т о р о м точки М . Радиус-вектор 

Щ точки М с̂ >) будет одним и тем же для всех векторов 
к л а с с а С*4*) исходного безразмерного линейного пространства V. 
Очевидно, что 

«4*4. ( 1- 8> 
Теперь условие ( 1 . 6 ) принимает вид: 

т . е . разности радиус-векторов точек и ^«» ^* долж
ны быть пропорциональными. 

Если не все Ч точки' и принадлежат одной прямой, 
то равенства ( 1 . 0 и ( 1 . 5 ) ' т а к ж е выполняются. Так как точка 
( 3 ^ ) - единственная несобственная точка этой прямой, то 

такле будет иметь место условие ( 1 . 6 ) или ( 1 . 9 ) . 



Теперь докажем, что условие ( Ь б ) или ( 1 . 9 ) достаточно 
для того , чтобы векторы А 4 А 2 и Т>Г%* ^ыли коллинеарны. 3 
самом деле, допустим, что выполняется условие ( 1 . 6 ) и что 
прямые А ч А 2 и \ Ъ г не совпадают*, причем прямая А , А г п е р е 
секает несобственную гиперплоскость в точке С} , а 
прямая ' - в некоторой другой точке . Тогда для 
точки ф имеет место Ч . н ; , а для точки 9 равенство 

* ! ^ | ' « У 1 С 1 Л 0 ) 

Из равенств ( 1 . 4 ) , ( 1 . 6 ) и ( 1 . 1 0 ) находим, что 
с - С 

т . е . что векторы ь и С принадлежат одному классу . С л е 
довательно точки Ь и (у совпадают, а потому А , А а || В / В 2 . 

С помощью условия ( 1 . 9 ) нетрудно проверить, что коллине
арность векторов является о т н о ш е н и е м э к в и 
в а л е н т н о с т и ._Иэ этого условия также вытекает, что 
векторы АА и 'Х.' А 4 А 2 [ Х ^ о ) коллинеарны. Таким о б 
разом, умножая вектор на отличный от нуля скаляр, мы полу
чим коллинеарный с ним вектор. 

2ш Равенство векторов 

Густь в пространстве два вектора А , Д г и Кщ$ 
коллинеарны, но не принадлежат одной прямой.^Тогда т их 
будем называть р а в н ы м и к . щ щ т А 4 А 2 щ 3., В2 э 

если также коллинеарны векторы А Д » и Ь г \ . Б случае, к о г 
да векторы А 4 А 2 и Ъ А \ принадлежат одной прямой, мы бу^ 
дем называть их равными, если существует третий вектор С4С^Л 

нерасположенный . с ними на одной прямой такой, что А 4 ^ 1 = . с 4 С 2 . 

Выведем теперь условие равенства векторов, заданных 
радиус-векторами "концов" этих векторов. 
* Если эти прямые совпадают, то А , А 2 в силу нашего 

определения. 



.Если имеет место первый скучай, то, используя условия 
М * 11 % % и * Д И А>А ,. мы , в силу ( 1 . 9 ) , п о 

лучим: 

( ^ ( 2 Л ) 

Введя обозначения ^> 1 * Г4"» можем выразить 
из этой системы векторы ^ й в , как линейные комбинации 
векторов а 4 и ъг в следующем виде: 

Так как, согласно условию, точки"В„ и не коллинеарны с 
точками А А и А* , то оба эти равенства могут выполняться 
только при X ^ ^- - 1- Поэтому оба равенства ( 2 . 1 ) факти
чески сводятся к одному: 

Это и есть иусомое ^ у с л о в и е р а в е н с т в а 
векторов А, А» и % -

Легко проверить, что это условие также и достаточно для 
т о г о , чтобы А , А а * %\ • действительно, ( 2 . 2 ) есть 
частный случай_равенстза ( 1 . 9 ) (йря ^ 4 - 1 ) . Следо
вательно, II А4 . С другой стороны, переписав 
( 2 . 2 ) в виде 

мы можем утверждать, что ^а^а. ч ^ а потому А ^ * ^ ^ , 

Отметим еще, что из ( 2 . 2 ) следует, что А г ^ - А / 3 4 . 
Четырехугольник А , А ^ г ^ ( ° упорядоченной 



заключаем, что выполняется условие ( 2 . 2 ) , которое Еерно и в 
этом случае . 

Используя условие ( 2 . 2 ) , нетрудно убедиться в том, что 
равенство векторов является отношением эквивалентности. 

3 . Сложение векторов 

Пусть заданы два кеколлинеарных вектора О К и 0\-
с общей начальной точкой 0 . В двумерной плоскости, опре
деляемой этими вектора:;:;:, построим такую четвертую точку М, 
чтобы четырехугольник О К И и был параллелограммом^ Тогда 
вектор О Н будем называть с у м м о й векторов О К и О Ь 
и писать: 

ОМ я О К + 0 1 . ( 3 . 1 ) 

Прежде в с е г о , выясним, что такая точка И суцествует и 
прито-м только одна. В самом деле, если прямые О К и О и 
пересекают несобственную гиперплоскость & , соответственно, 
в точках ф к Ъ , то точки К } ^ I- и ф лежат в о д 
ной двумерной плоскости. Поэтому прямые К & и п е р е с е 
каются в определенной точке _ М . .В силу определения колли -
неаркости векторов, имеем: О К \\ 1_ м и 0 1 II К И , 
а потому О К И и - параллелограмм. 

четверкой вершин: А м ^ Л » , ^ )« Д л л которого 
\ \ \ \ И 11 > б у д е м н а з ы в а т ь 

п а р а л л е л о г р а м м о м . Очевидно, что векторы, 
принадлежащие противоположным сторонам параллелограмма, п о 
парно равны. _ 

Пусть теперь векторы А, Д а и принадлежат одной 
прямой и существует третий_вектор_С^ сг , не^принадлежащий 
этой прямой, такой, что С 4 С ^ - А4 \ и ^ - А ^ г -
Если точки определены своими радиус-векторами о > 

то из равенств 



- О -

используя,условие равенства векторов ( < : . 2 ) , модем п и 
с а т ь : *П — 2. а ^ - О ИЛИ 

^ - и; С - о . Ч#*'*У 

Следовательно, если задана радиус-вектора точек 0 | К к 
то радиус-вектор точки М определяется однозначно. 

Предположим теперь, что АЧ А 1 и 3 4 \ - дза произволь
ных вектора пространства "Р^ . Выйерём в это?,! пространстве 
произвольную точку О и построим векторы О К -

6 1 . - Т ^ Ъ г - Для векторов О К и 0\- с общей точкой__р 
построим вектор О М * О К -+-01. . Тогда вектор О М с у 

ем называть с у и и о й векторов К Ъл Ц в о т к о -
с и т е л ь н о т о ч к и О ц писать: 

• А 7 \ ^ Л ) 0 = О М - : з . з ) 

Легко убедиться в том, что при заданном выборе точки О Л 

точка М существует и только сдна. Действительно, пусть п р я 
мые А 4 А , , 0 \ , Ъ4 Ъг и ОЪА пересекает несобственную 
гиперплоскость ^ , соответственно, з течках 1?.̂  & И Т, 
Тогда в силу нашего построения, прямые О К и прохо
д я т , соответственно, через точки ф и 9» . Поэтому точки 
О . К ^ . З Щ Ь расположены в одной двумерной плоскости ;•; 

точка И г К $ 'Г\ "существует и притом единственная. 
Докажем теперь, что сумма Йц Д2 -ь %%ш

 н е зависит 
от выбора точки О . другими словами, если О - произволь
ная другая точка пространства ^ и 

_ 'лч + зГх]©' • о 'м; 
то О ' м 1 действительно, в силу нашего построения, 
имеем: О К % \ & 2 , С И . = , а П 0 Т 0 М У 

Используя условие ( 3 . 2 ) , мы найдем, что 
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Аналогично выводим, что 

Из последних двух равенств следует, что 

а это означает, что О ' м ' ^ О М . 

4 . Безразмерное аффинное векторное 
пространство 

Операция сложения векторов коммутативна. В этом можно 
убедиться используя ^правило параллелограмма". Из основного 
построения ( 3 . 1 ) можно вывести также и "правило треугольни
к а " : 

О К К М - О К б И - о М . -1) 

Используя транзитивное свойство равенства векторов и п р а 
вило треугольника, легко доказать ассоциативное свойство с л о 
жения векторов. Теперь убеждаемся в том, что для каждого в е к 
тора А Л А г вектор А*. А4 является противположным, так как 

Таким образом, множество векторов безразмерного аффинного про 
странства Т * представляет собой абелеву группу относительно 
операции сложения векторов. 

Нетрудно убедиться также и в том, что введенная нами о п е 
рация умножения вектора на скаляр обладает свойствами ассоциа 
тивности и дистрибутивности. Все это позволяет нам утверждать 
что множество векторов аффинного пространства представляет со 
боо безразмерное линейное пространство. 'Будем называть его 
безразмерным аффинным в е к т о р н ы м пространством и 
обозначать через , в отличие от пространства , к о 
торое назовем безразмерным т о ч е ч н о - в е к т о р н ы 
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аффинным пространством. 

5 . Простое отношение трех коллинеарных точек 

Допустим, что точки *Ч [*Ц ) I - 2 ; Ъ) принадлежат 
некоторой прямой, пересекающей несобственную гиперплоскость 
и* в точке ^и )̂. Назовем п р о с т ы м о т н о ш е н и е м 
этих трех точек число 9 , которое определим так: 

С* .М , ф ) . С 5.1) 

Здесь символ ( . ^ ч А ^ А ^ ф ] означает двойное отноше
ние точек \ ( 1\г > & а и ф в'пространстве 

Выясним геометрический смысл числа V в нашем аффинном 
пространстве Т 1 ^ ,_Для этой цели допустим, что колликеарные 
векторы АДА^ и А 4 А 2 связаны между собой зависимостью 

А ^ ^ - ^ - ^ А * ( 5 . 2 ) 
Тогда, в силу соотношений ( 5 . 2 ) и ( 1 . 9 ) , можем писать: 

т . е . 

V " С'.-^К * ъ З ^ ( 5 . 3 ) 
Кроме того , используя ( 1 . 4 ) , имеем: 

Из ( 5 . 3 ) и ( 5 . 4 ) следует, что 

ь..^чМ* ( 5 . 5 ) 
~ 4 Д А г 1 Д А 

В частном с л у ч а е , когда ^ * ^ ^ т . е . ^ 4 * * а * * > 
мы будем называть точку "серединой1* отрезка А 4 А 2 л в 
этом случае Таким образом^если в пространстве 
точка является "серединой" отрезка А Л А ^ > т 0 в П р 0 _ 
странстве т точка А г - гармонически сопряжена с точкой 
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О относительно точек А 1 и А 2 . Очевидно, что при \ = | , 

мы получим из равенства ( 5 . 3 ) : 

Переписав признак параллелограмма (2.2.) в виде 

можем утверждать, что середины диагоналей А 4 З а и А 2 Ь 4 

совпадают* 

б . Аффинные уу -плоскости 

Пусть в безразмерном проективном пространстве Р з а д а 
на п. -плоскость % . Множество точек этой и> -плоскости, 
принадлежащие некоторой гиперплоскости со , обозначим ч е 
рез с о п . Выделив в гиперплоскость <̂> в качестве н е 
собственной, мы получаем безразмерное аффинное пространство 

. Одновременно с этим мы в множестве точек и. - п л о с к о с 
ти \ выделяем некоторое подмножество точек < Д х с 2 и > . Р а з 
ность множеств %* и и>п обозначим ^ и назовем а ф 
ф и н н о й ч - п л о с к о с т ь ю . 

Если в п р о с т р а н с т в е ^ »ч -плоскость г и задана линей
но независимыми точками А ^ а ^ ) ^ и ^ ^ ^ у » 1 ) , т . е . л и 
нейно независимыми классами Цо-Г] в исходном линейном п р о 
странстве V , то для произвольной ТОЧКИ Х ( х ) ЭТОЙ 

п-плоскости мы имеем: 

х ^ Я <*, а . . С б л ; 
С - о 

Если при этом все точ1си А^ не принадлежат несобственной 
гиперплоскости со , т . е . 

сОа 1 д ( ^ ^ , 1 , . . . ^ ) , ( 6 . 2 ) 

то множество точек X , удовлетворяющих уравнению ( 6 Л ) , 
представляет собою аффинную ^ -плоскость . в силу 
условия ( 6 . 2 ) , для любой точки этой *\ -плоскости 



выполняется неравенство 

* Ф о . ( 6 . 3 ) 

•Будем говорить, что вектор АЪ е. п а р а л л е 
л е н -плоскости , если в ней найдутся .две такие 
точки С к Э , что АВ - СЛ> . Будем при этом писать: 

/Ч'"& И Р^. Легко доказывается следующая 
Теорема I , Если N1* \1 % и точка , то 

точка Р , удовлетворяющая условию А В - Е Т п р и н а д л е ж и т е . 
Действительно, в силу условия теоремы, существуют две 

такие точки С и 1* , принадлежащие I V , что А З ~ С З > . 
Из равенства С Э ^ Е Г следует, что четырехугольник С З > Р Е -
параллелограмм, а петому, по формуле ( 3 . 2 ) , 

| - 2 + 2. ( б . * ) 

Так как точки ^ , 2> и Е принадлежат ^ , то из (.6.4) 
следует, что и точка Т^. 

Следствие. Если две точки А а и А^ принадлежат * -
плоскости Т 5 ^ , то и любая точка X прямой А . АА при
надлежит . 

В самом д е л е , если упомянутые точки определены при п о 
мощи классов С а * 3 , С а 0 и ' т о У Р а в н е н и е ( 6 . 1 ) 
выполняется при ^ . ^ ф в , М:*'**"Ч**^ 

Теорема 2 . Совокупность *Щ всех векторов, параллельных 
* -плоскости ^ , образует -мерное подпространство 

безразмерного векторного аффинного пространства . 
Прежде бсего докажем, что существуют ^ линейно н е з а 

висимых векторов, принадлежащих п . В самом деле, в Щ 
найдутся линейно независимые точки А 0 > А« „ 
а потому векторы А 0 А : линейно независимы и принадлежат 
совокупности Щ. 

Докажем теперь, что любые векторов, принадлежав!* 
линейно зависимы. Не нарушая общности доказательства, 

можем считать, что все эти векторы имеют общую начальную 
точку, например, точку 



Предположим теперь, что векторы 3 . , " ^ ^ ^ и * ^ ^ . - - ^ ч ^ -
линейно независимы. Так как З в Ъ- \\ 1 * * , то в 
имеются ^ 2 точки С „ , С 4 > . . . , такие,_что 

СЛС^ - В силу этих равенств, векторы С.С^ также 
линейно независимы. Однако это противоречит тому, что р а з 
мерность равна ^ . Тем самым доказано, что ^ 
является «а -мерным подпространством безразмерного аффинного 
векторного пространства г . Обозначим это подпространство 
через и будем называть н а п р а в л я ю щ и м 

п о д п р о с т р а н с т в о м ^ п л о с к о с т и 
Теорема 3 . Если даны точка А , и ^ линейно независи

мых векторов 3 ; С : I ; - - 1, • --, *0 9 то существует одна и толь
ко одна № -плоскость 1**? , проходящая че7 ез точку А* и 
параллельная векторам ^ С : -

Для доказательства построим векторы 

( ^ 1 , - ( 6 . 5 ) 

Система точек А л э Ъ41 - • - , - линейно независима, а п о т о 
му она определяет некоторую Не -плоскость . Докажем, что 
эта плоскость единственная. В самом деле, предположим, что 
существует некоторая другая^плоскость , проходящая через 
точку А* , такая, что 3 . С : Н ' Т * ^ . Тогда, согласно 
теореме I , в 1*** найдутся такие точки 3>/ , что 

= З Г ^ : * Т а к к ш с имеют место равенства ( 6 . 5 ) , н а х о 
дим, что А"7Х' - А ? ^ : , т - е » ч т о плоскости Х ° и ^ 
совпадают. 

Доказанную теорему можно сформулировать еще и так; 
Теорема З а . Если дана точка А . и ^ -мерное аффинное 

векторное подпростарнство , то существует одна и только 
одна а -плоскость , проходящая через точку А в и для 
которой является направляющим подпространством. 

Таким образом, если плоскость задана при помощи 
линейно независимых точек , А ^ , то 
точку А . можно выбрать в качестве начальной, а векторы 

А7А|. - в качестве независимых направляющих (базисных) и 
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тогда , в силу теоремы 3, для произвольной (текущей) точки 

X этой плоскости будет выполняться равенство 

* ; . А Л , ( 6 . 6 ) 

которое назовем у р а в н е н и е м плоскости 
Примечание. Мояно доказать, что если точки А, , А* 

плоскости ^ линейно независимы, то в качестве начальной 
можно выбрать любую из точек А ; (Л>©) и тогда векто
ры 

С**.. - > А7А;_, , А Г А , ^ , . . . , 

линейно независимы, а потому также образуют базис в 

7 . Взаимное расположение ъ -плоскостей 

Рассмотрим в аффинном пространстве две плоскости ^ 
и размерности 1 и «г. Для определенности всюду в даль 
неншем полоним, что С $ *п . При исследовании вопроса о зза 
ими ом расположении плоскостей необходимо учесть, что. Р 
Следует принять во внимание взаимное расположение их направ 
ляаздах подпространств и ' Я ^ , а также и возможность 
наличия у них общих точек. Для пересечения и объединения 
этих плоскостей введем обозначения: 

Разумеется, что 

и что 

6 -*- * = 1 + ( 7 .1 ) 

7 . 1 . Скрещивающиеся плоскости 
Пусть плоскость определена системой линейно наза-

висимых точек А В > / \ . / 1Л*а,»-, 6) , а плоскость ? ^ - линейно 



независимой системой точек Ъв Ъ*Ъ- Ц - ^ ) - Тогда, вы
брав в качестве начальных ^очек А й щ ^ а , их направляющие 
подпространства^ \ и 'Я щ определятся базисными векто
рами А 7 А ; И ЪаЪг 

Предположим, что система векторов 

А З . , А7а, , %<%. ( 7 . 2 ) 

линейно независима, т . е . ^ р. С\^^ = Ф. Легко видеть, 
что обе плоскости не могут иметь общих точек ( 
В самом д е л е , если X -их общая точка, то по формуле ( 6 . 6 ) 
имеем: | ^ , — 

Так как А а %в - А^Х - В о Х ^ то отсюда получается соотноше
ние 

которое противоречит условию независимости векторов ( 7 . 2 ) . 
Будем говорить, что в случае, когда плоскости \ и т*, 

не имеют ни .общих направлений, ни общих точек, то эти плос
кости с к р е щ и в а ю т с я . 

Векторы ( 7 . 2 ) определяют векторное подпространство ^ 
размерности ь 1 * которое можно принять за 
направляющее подпространство некоторой ^ -плоскости 
проходящей через точки А э > 1 > а ) А;_ и % . . Если выберем т е ч 
ку А0 в качестве начальной, то по формуле ( 6 . 6 ) можем н а 
писать уравнение этой $ -плоскости: 

_ _ . * _ й _ 
А . Х ^ ы.. А Л * 2 * : - в ' Л ^ • ( ? . 3 ) 

Щ Г-1 

Следует отметить, что в случае скрещивания плоскостей имеем: 
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7 . 2 . Параллельные плоскости 

Допустим, что плоскости ^1 и имеют К общих направ 
лений П ^ к , - ^ ^ , к ^ 1 ) . Не нарушая общности рассуж
дений, можем считать, что 5>,3Ц Ц Ь 0 А и или 

= Ч" ***** 1 4 * ^ * * ^ - 0 - , 
Будем говорить тогда, что плоскости ^ и к а -
р а л л с л ь н ы. При к - < ^ будем, называть эти плос
кости в п о л н е п а р а л л е л ь н ы м И или просто 

п а р а л л е л ь н ы м и и писать: Ц 1^°. 
Из С 7.4) следует, что 

причем_д. пя Ч < имеем: } а для пИ'шт 

Рассмотрим сначала случай, когда обе плоскости не имеют 
общих точек О ^^-Ф) . Тогда в силу ( 7 , 4 ) , среди 
векторов (,7.2) мы будем иметь ^ + ^ ~ ^ 1 линейно 
независимых. Поэтому обе наши плоскости можно вместить в 
аффинное пространство Если выберем в 
качестве начальной точку А - , то уравнение этого п р о 
странства можно записать, в виде: 

е — 

предположим теперь, что плоскости г е и ^ имеют 
об;цую точку, мусть, например, З . - А * . Тогда из ( 7 . 4 ) с л е 
д у е т , что точки А* , А ц и , взятые по три, коллинеарны. 
Следовательно, плоскости ? ^ и Р̂ * имеют общую < - п л о с 
кость Р^* , определяемую линейно независимыми точками А а > 

А и О**^»,* * ^ * * Объединение ^ ^ 0 ^ 
определяется Ь '̂̂ - '̂Иь линейно независимыми векторами 



Обе плоскости можно вместить в пространств^ ^ размернос
ти 4. ***** * л ч определяемое системой линейно незави
симых точек 

А с , Ц ^ * > - - Д / 1% 

Уравнение этого пространства будет: 

Заметим, что в случае к -параллельности имеем: 
' - у П ^ - ( ° с , 

а в случае полной параллельности -
0_ . 

В крайних случаях, когда к ^ | < ^ имеем: % Йй ^ • 
Согласно нашему определению, в обоих этих случаях плоскос
ти %!° и ^ (вполне) параллельны. 

7 . 3 . Пересекающиеся плоскости 

Предположим, что плоскости ч и у ^ имеют ^ -мерное 
пересечение ^ # определяемое их общими линейно независимы
ми точками 

и что система векторов 

линейно независима. Тогда обе плоскости к -параллельны, 
т . к . они имеют общее направляющее подпространстве , 
определяемое к линейно независимыми векторами А 0 А ц , 
Естественно в этом случае обе плоскости „ Р ^ и называть 

п е р е с е к а ю щ и м и с я . Обе эти плоскости можно 

1 ; 1 0 1 Н А 1 Й I. 



вместить в пространство г * размерности С ^ 
определяемое, например, линейно независимыми точками 

Уравнение этого пространства фактически не отличается от 
уравнения ( 7 . 6 . ) . 

Мояет случиться, что обе наши плоскости ииедт только одну 
общую точку С * * * ? , например, З в * До Тогда эта точка и 
система линейно независимых векторов С 7 - 7 ) определяют про
странство размерноещ ^ - Ч-ь^9 в которое можно 
вместить обе эти плоскости. 

Легко убедиться в том, что пересекающиеся плоскости т о г 
да и толыю тогда (вполне) параллельны, ьсогда одна из них 
содержится з другой ( Рр'^ с : Р ^ ) . 

Л и т е р а т у р а 
I . ЛопиШЦ А.М. Гекотсрые задачи тензорной алгебры в линей

ных безразмерных пространства. - Труды'семинара по вектор-
мочу в тензорному анализу. 194с, зып.У1. №., 194В, с .365-419. 

с • Лоишиц КшШ Некоторые вопроси проективной, аффинной и н а 
чертательной геометрии в безразмерном пространстве. - Тру
ды Ш Всесоюзного съезда математиков, т . 2 . М . § 1956, 
с . 140. 

3 . Лоишиц к.'Аш Геометрическая характеристика аффинного отоб
ражения.—Труды Московского семинара по начертательной геомет
рии и инженерной графике. М . , 1958, с . 213-221. 

4;* Лопшиц А . М . Некоторые задачи алгебраической и дифферен
циальной геометрии безразмерного пространства. Тезисы 
кратких научных сообщений международного конгресса ма
тематиков. Секция 9 . М., 1966, с . 3 4 . 

5 . Трупин Ш.Д. Некоторые простейшие свойства безразмерного 
проективного пространства- - "Уч . з а л . ЛатвПГ"," 1971, 
т . 1 5 2 , с . 3-24 . 

6 . Буземан Г . и Келли П. Проективная геометрия и проективные 
метрики. М . , 1957. 

7 . Вигаи МейгсИшепез-опаХе рго^ек-Ыуе шн! ЬоЬеге Оеотв"Ьг1в. 

В е г 1 1 п , 1 9 6 1 . 



&.Д.ТРУПИН 

Некоторые простейшие свойства аффинных 
коллинеаций в безразмерном проективно-
аффинном пространстве 

В работе /У показано, что в безразмерном проективном 
пространстве точечное проективное преобразование ( к о л -
линеация) 

Х Ч * 1 ) = П ; Х и > ) ( I ) 

индуцируется соответствующим преобразованием 

ч' %%< ( 2 ) 

в безразмерном линейном векторном пространстве V . Здесь 
^ - однозначно определяемая ( с точностью до постоянного 
множителя) линейная векторная функция векторного аргумента 
' * , ^ ф - однозначно определяемая скалярная Функция (ф<*)^о). 

Коллинеация ( I ) сохраняет коллинеарность течек и не и з 
меняет двойное отношение четырех коллинеарных точек. 3-слу-
ч а е , когда коллинеация П не вырождающаяся, она преобразует 
^ -плоскость в Л -плоскость . 

Как указано в работе /2/, безразмерное аффинное прост
ранство Т*** мы получаем, выделив в пространстве * н е к о 
торую фиксированную гиперплоскость со , которая называется 

н е с о б с т в е н н о й . Все ттМ п р о с т р а н с т в а ^ г не 
принадлежащие этой гиперплоскости, называются с о б с т 
в е н н ы м и (конечными). 

Будем рассматривать в дальнейшем такие невырождащиеся 
коллинеаций в ^ , которые отображают то шеи несобственной 
гиперплоскости со в точки этой с е гиперплоскости. Такие 
коллинеаций мы назовем а ф ф и н н ы м и и обозначим 
через П 1 0 . 



- 21 -
В силу этого определения, аффинная коллинеация П*** 

преобразует п -плоскость в п -плоскость. Докажем, что 
имеет место следующая 

Теорема I . Аффинная коллинеация П отображает несобст
венные точки п. -плоскости 1 ^ в несобственные точки соот
ветствующей ей ш -плоскости IVй* 

Пусть Ф - Л ^ : ) '^- ' э }-">^) - линейно независимые несобст
венные точки плоскости У? и пусть при коллинеаций П1** 
Ш соответствуют линейно независимые несобственные точки 

Ф'г Щй< Докажем, что если (Зс^) - произвольная несобственная 
точка плоскости Т^* , то соответствующая ей точка СЗ' 
плоскости Т ^ * также несобственная. 

о самом д е л е , согласно условию, инеем: 
•"V 

Так как точки С̂^ и СЭ̂  - соответствующие, то , Б с и 
лу № , 

а потому 

отсюда выводим, что 

Введи обозначение 5 « У ^ , можем писать: 

Используя ( 3 ) , убеждаемся в том, что 

и тем самым теорема доказана. 
Сформулируем без доказательства следующую теорему. 
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Теорема 2 . Существует аффинная коллинеация, отображающая 

две заданные собственные точки А 4 и А 2 в другие две з а 
данные собственные точки А/ и . х 

Из этой теоремы следует, что вектору А 4 А , ( т . е . у п о р я д о 
ченной паре точек А^> ) соответствует вектор А , А 2 ' 
Если два вектора А 4 А г и $ 7 \ коллинеарны, то прямые А , А а 

и Э / В г имеют общую несобственную точку 3) . Поэтому соот
ветствующие прямые_имеют общую^несобственную точку Щ' , т . е . 
векторы ^.-'А* н Ъ„'З а' так;;е коллинеарны. Таким образом, 
аффинная коллинеация сохраняет параллельность прямых. Отсю
д а , далее, вытекает, что при аффинной коллинеаций параллело
грамму соответствует параллелограмм и, используя определение 
операции сложения векторов Б " Р 0 , можем утверждать, что а ф 
финная коллинеация отображает сумму векторов в сумму с о о т 
ветствующих им векторов. 

.В аффинном пространстве У простое отношение трех 
коллннеарннх точек А^ С ^ О ^ = 1, г>ъ) определяется 
тэавенством 

г д е ^ - несобственная точка прямой ^ ^ и символом 
[ А Н А 2 А ^ ) обозначено двойное отношение этих четырех 

точек в пространствеТ 5 . 
Так как в аффинная коллинеация П 4 0 индуцируется 

колликеацией "П пространства "Р , можем писать: 

Следовательно, аффинная коллинеация не изменяет простое 
отношение трех коллинеарных точек. Отсюда следует, что при 
уынолении вектора на скаляр соответствующий ему вектор умно
жается на тот же скаляр. 

Можно доказать, что если при аффинной коллинеаций *% -
плоскости ^ и являются соответствующими, то с о о т -
х Доказательство теоремы проводится аналогично тому, как 

это делается в проективно-аффинном пространстве конечной 
раз?^ерности. С м . , например, / 3 / 



ветствувдими являются такхе и их направляющие подпростран-
ства Ц „ и Я , -

В силу теоремы I , можем утверждать, что если две п л о с 
кости и V* * -параллельны Свполне параллельны), то и 
соответствующие им плоскости и ^ т к -параллельны 
(вполне параллельны). 

В работе / I / доказано, что если в простанстве Р заданы 
линейно независимые точки А^ и ~ °̂  • 
принадлежащие некоторой гиперплоскости <р , которые при н е -
выроддающейся коллинеаций ( I ) отображаются в линейно незави
симые точки А : ( а - ) 5 принадлежащие другой гиперплоскости 

у* , то образ К Щ любой точки X с*) л.-плоскости 'Т^ , о п 
ределяемой почками А^, принадлежит гиперплоскости . 

Если в качестве гиперплоскостей Щ и у' выбрать фик
сированную несобственную гиперплоскость и) . т о , как мы в и 
дели, аффинная коллинеация П ^ преобразует несобственные 
точки в несобственные. По этой причине можем утверждать, что 
произведение двух аффинных коллинеаций и ( с одной 
и той же несобственной гиперплоскостью из ) , является а ф 
финной коллинеацией. Так как тождественная коллинеация и 
коллинеация ^ П ^ ) " 1 , обратная коллинеаций , являются 
аффинными коллинеациями, приходим к выводу, что множество 
всех аффинных коллинеаций вида представляет собою под
группу группы всех проективных коллинеаций пространства % 
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Л .Я .БЕРЕЗИНА 

Об одной геометрической интерпретации 
оптимума линейной |ОЩ% 

3 предлагаемой статье рассматривается геометрическая 
интерпретация теории двойстзенности задач линейного програм
мирования' в собственно евклидовом пространстве. Отмечаются 
некоторые следствия, имешдае практическое значение при ч и с 
ленном решении задач . 

Автор выранает СВОЙ глубокую благодарность профессору 
Д.Б.Юдину за ценные указания. 

§ 1 . 
Рассмотрим каноническую форму задачи линейного програм

мирования 
к, 

А . и. _ А . 
7* »П 

Из линейности системы огранляения и формы г . как известно 
/ЗУ, следует, что экстремумы Р расположены в "допустимых 
базисных решениях11 системы ( I ) . Такие решения находим с л е 
дующим образом. Полагаем и,-/уъ неизвестные §Щ\ 

из числа Ж: равными нулю и решаем систему уравне
ний ( I ) относительно оставшихся неизвестных {х*] 
Если ИК ^ о то получено допустимое базисное решение. 

Геометрически система 
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определяет в /2, -мерном собственно евклидовой пространстве 
Еь} ^1-»г) -мерную плоскость, которую в дальнейшем н а 
зовем плоскостью С^) • 

Система и,-упу - уравнений 
1 

где ^ принимает /г-лг* различные значения из 1 , 2 , . . . , * ^ 
задает /тг> -мерную координатную плоскость СЛ) ; 

Заметим, что каждой координатной плоскости ,^4) с о о т 
ветствует определенная "дополняющая11 координатная плоскость 

так , что 

С » Ф % ) = ( 4 ) 

Допустимое базисное решение, следовательно, определяет 
точку пересечения плоскости с некоторой Нъ -мерной 
координатной плоскостью (4)} если координаты точки п е р е с е 
чения неотрицательны. 

Допустим, что найдено такое решение А* * Кс'°у. 
Проверить, является ли эта точка оптимумом для фориы Р 
можно следующим образом. 

Решаем систему (,2) относительно 

Система (5) эквивалентна системе ( 2 ) и определяет ту же 
-плоскость САул 

Подставляя выражения Хк из (5) в форму Г 

получаеи . . 
/ 

С ?) 



и только в этом случае. 
Условия ( 6 ) , которые зависят только от направления п л о с 

кости ) и коэффициентов цюрма Р допускают следующую 
геометрическую интерпретацию в 

Рассмотрим &и -мерную плоскость 0^) % преходящую через 
точку с координатами М?<$ » перпендикулярно к плоскости 
(_Л X Уравнения этой плоскости можно написать в форме 

См): х ^ - с ^ - - 5 , < ц ( а - ^ , ) . сю 

алоскость (м) пересекает мерную координатную 
плоскость ^А); — о дополняющую к плоскости С_А) 
в точке &4 с координатами 

Щ = ' * % *&"(^ * Ш . Ш 

Условия оптимальности (ЕО, следовательно, означает, что плос
кость $ у пересекает координатную плоскость С&) в точке 
с неотрицательными координатами. 

Заметим, что уравнение плоскости СМ) не изменится, 
если числа Су заменить числами О* , где точка с 
координатами О* лежит в плоскости ( & ) . Это дает в о з 
можность определить всю совокупность форм, имегщих опти
мум в одной и той же т о ч к е . Действительно, пусть найдено, 
что вадача <Л) имеет решение в точке С^-^о^ Х^^о) 
т о г д а , сохраняя систему ограничения, можно заменить форму 

Г любой формой 

ЕСЛЖ Су ЕСТЬ КООРДИНАТЫ некоторой точки плоскости 0^)\ 
ФОРМА С П ) ТАКЖЕ ИМЕЕТ минимум - е точке А± 

НАОБОРОТ, если РАССМОТРЕТЬ форму 

Учитывая согласно ( I ) Хос^о получаем, что форма Р 
имеет минимум в точке 4^ при 



^ ( 1 2 ) 

где координаты некоторой точки плоскости Г/-^ , то 
форма и? ' и м е е т минимум в точке (Г-^к^л **>о ) 

Ьначит, если в имеются две взаимно перпендикулярные 
плоскости и СлО » пересекающие дополняющие коорди
натные плоскости (Я) и в точках с неотрицательными 
координатами ## и А,; , то, присоединив к плоскости 
форму (,11) и к плоскости (/-1] форму ( 1 2 ) , получаем две з а 
д а ч и , двойственные в обычном смысле / I / , имеющие решения с о 
ответственно в точках и А.у - иредлоиенная интерпрета
ция двойственности, очевидно, обладает свойством симметрич
н о с т и . 

§ 2 . 

Интерпретация обеих двойственных задач в одном собствен
но евклидовом пространстве иногда помогает быстро решать чис
ловые призеры, не прибегая к симплекс методу, или хотя бы 
уменьшить размерность задачи. 

Пример: /У с т р . 5 Э Ь . 

Заменяем форму 7Е" формой - /- и пишем уравнения п л о с 
кости ;1А<0 



3 4 ^ 4 ^ ^ ) ^ ^ - - з ^ - ^ 
(15) 

—.С 

Нам уже удалось сократить измерение задачи на д в а . шсли б о л ь 
ше ничего не уссматривается, то можно любым способом продол
жить решение, определяя Ш4х {л^с^х^о ) на неотрицатель
ной части плоскости - Однако в нашем случае система 

легко приводит к эквивалентному виду 

$У ^ Щ 9 Щ - % Щ --о, (16) 
( 3 X/ -у \с? = | 

Из системы С16^ следует, что для точки щ исключается в а 
риант Ул- = о ) У6 = о Следовательно, для Д у обяза
тельно % = ° , Исключаем из (16) первое и 
второе уравнения, а в уравнения $ Ш подставляем - = > 

3^ = о , , Получаем 

Задача теперь сводится к тому, чтобы в плоскостях (I) и (м) 
найти точки Л4 и Д ; с неотрицательными координатами, 
лежащие в дополняющих координатных плоскостях. 

Из системы С^) усматриваем, что для точки <3/Ь См) 
•исключается вариант Ц± = о ^ ^ъ^а> ибо тогда во втором 

и третьем уравнениях левая сторона отрицательна, а правая 
положительна. Это значит, что для точки Щ обязательно 

Х-^о ^ О , Вносим эти значения в систему С1-)* а и з 

системы Ск?) исключаем второе и третье уравнения. 
Получаем 



(19) 

Из уравнений опущенных при каждом преобразовании (1~) легко 
определяются отличные от нуля координаты точки 4$ • 1'̂ к 
из С^ъ) находим Щ = я* } а из первых двух уравнений 
( 1 6 ) при ** = о , Щ - о щ = -2 , имеем Щ, т Ж^ 

у * 4т \ Значит искомая точка 

/I 'о о о } 4- С * ,о ) ' ^ 

§ 3 . 
Естественно возникает вопрос, для каких задач возможно 

подобное решение. Во-первых, отметим, что, конечно, не для 
лпбых з а д а ч . Действительно, усматривая из некоторого у р а в 
нения системы (_А) или О*;) Щ т ^ З , мы узнаем, что 

Ус р о для всех допустимых базисных решений данной 
системы. В общем случае наличие таких необязательно. 
Далее, рассматривая решение примера $2,видим, что для полу
чения нужных результатов использованы не числовые значения 
коэффициентов системы, а ах знаковая структура. Отссда и 
понятно сходство решения §2 с алгорифмом, предложенным в 
книге / 2 / для решения - з а д а ч . Действительно, решение 
§2 можно считать обобщением алгорифма / 2 / для задач с более 
общей знаковой структурой.В §2 также, как в / 2 / , "количест-

Далее из первого уравнения С^л) следует, что для 
Ху. ^ о и следовательно, для Л4 ^ &р: -*р Вносим в 

(%) Ур-=о, а из системы 0%) исключаем %р , полу
чаем 

Оз) 3% щ = 1 С^О 4*< - 3 щ - л . ( 1 Ь ) 

Из 0%) следует, что для 4% Щ Этим полностью о п 
ределяется координатная плоскость '4)% в которой лежит 4У,> 
уравнениями 
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венному" решению предшествует "качественное" решение, то 
есть определение координатной, плоскости ( А ) , в которой 
лекит решение. 3 частности, если плоскость Сл/) пересекает 
единственную координатную плоскость Ш) в точке с неотри
цательными координатами, то плоскость (л) определяется одно
значно направлением плоскости {А) и следовательно, реше
ние не меняется при параллельном переносе 0~ ) • Отсюда 
и следует свойство 5 - задачи, что решение не зависит от 
выбора о ; 

Теперь постараемся выяснить для общего случая, когда в о з 
можны уменьшения размерности задачи типа примера § 2 . 

Пусть для задачи ( I ) написана система (м) .определяющая 
оь -плоскость, проходящую через точку с координатами Су 
перпендикулярно к плоскости . Свободные члены в системах 

и См) пишем справа. 
Упрощения, проделанные с примером §2 сводятся к следующе

му правилу. 
Правило I . Если в некотором уравнении оЦ одной из 

систем (I) или (М) знаки всех коэффициентов, кроме о д 
н о г о , ^ $1 противоположны знаку свободного члена, то Ц 
исключается при помощи уравнения о(, из Есей системы, с о 
держащей Ык 9 а в двойственную систему подставляется ч^о 

Рассмотрим еще, как сказывается правило I , когда з а д а 
ча ( I ) задана в форме с неравенствами. 

Пусть дано 

*еС>0 (21) 5г 

Щ, Сы. Хос ~> , 

тогда системы /2.) и \Л7) находятся без дополнительных 
вычислений. 



См) 

Знаковая структура систем (22>) и (,23). значит, определяется 
числами ^ } } о С . , или матрицей 

Г ( 2ч) 

Применяя правило I к системе ( 2 3 ) , получаем 
Правило 2 . Если в некотором стчлоце а/0 матрицы (24) 

имеем ^'«0 >о , О&с =й о , т о Д л я решения з а 
дачи (21) ж , . 

Столбец с индексом , следовательно, можно вычерк
нуть из матрицы ( 2 4 ) . 

Применение правила I к системе ^Оу Д а е т вполне очевид
ный факт, что если в некотором неравенстве (21) левая с т о р о 
на отрицательна, а правая положительна, то такое неравенство 
не дает ограничения для Л ,̂ и его можно исключить из с и с т е 
мы, т . е . из матрицы (24) вычеркнуть соответствующую строку. 
Такие неравенства обычно прямо не включаются в задачу. Одна
к о , т о что такая картина может показаться после применения 
правила 2 упе не столь очевидно. Поэтому после вычеркива
ния столбца может последовать вычеркивание строки и т . д . 

Указанная возможность уменьшить измерение задачи вычер
киванием столбцов и строк, напоминает применение "соотноше
ния превосходства" в теории матричных игр /З/.Учитывая связь 
этой теории с задачей ( I ) , покажем, что из правила I легко 
следуют "соотношения превосходства". Можно также считать, 
что правило I представляет собой перенос "соотношения п р е 
восходства" на задачу ( I ) . 

Действительно, игра с матрицей 

V. — 1_ / , 



где ^ - произвольно фиксированный индекс строки матрицы 
( 2 5 ) . ° 

Правило ( I ) применимо при - >о ? т . е . 
когда все элементы строки с превосходят элементы строки 
гс в матрице (25) . 
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4 

сводится к задаче / 3 / 
«51 а-



М.Т. БЕРЕЗИНА 

К нориализации в ^ 

Рассмотрим полуевк..,; дового пространство ^ ^ 
/ I /> в котором вращение ортонорыированного репера задает
ся следующим образом: 

Теория линейчатых поверхностей (однопараметрических с е 
мейств прямых) и некоторые вопросы теории конгруэнции - — -

(п-() -параметрического семейства прямых — и з у ч а л и с ь в работе 
/Л /• 

Задача данной работы найти инвариантные нормали' ( ^ ) 
прямой конгруэнции. 

I . Рассмотрим вопрос нормализации в прдстранстве щ 

Разложение главных Фори по базису имело вид: 

^ > ^ ^ С О * . . . . ( 2 ) 

Используем аффинор . ^ | ^ * * ^ для 
которого вычислена зависимость от допустимых преобразова
ний репера / <# / . Образуем свертку основного вектора прямой 
конгруэнции / 3 Л -



С вектором Д Л Ж *- .3 ) , зависящий и от 
нормализации. 

Эта свертка 

зависит только от выбора нормалей: 

Пусть 

/>-г (6) 
с 

при 

Из уравнения (б)^определяем 4^ 

Когда вектор Щ направлен по основному вектору 

условие ( б ) принимает вид: 

. си 
ДЛЯ определения / 

(8) 

'4, 
рассмотрим свертки: 

( 1 0 ) 

зависящие только от нормализации (при фиксированном ^ 
следующим образом: 



(г- Ш Ж* Щ* с * ? СГ~ <ш 

Система (12) 

(12) 

состоящая из & ( # - $ ) уравнений с Л/ (п-в ^ неиз
вестными ( и-1 я п ж \ линейная 
при 

( 1 2 ' ) 

задает инвариантные нормали прямой конгруэнции в 
Эти нормали назовем нормалями Ш и ^ Для выявле
ния, геометрического смысла нормалей V и 1̂/ • упростим 
систему ( 1 2 ) . ?шеся в нес условия ( 8 ) . (9) и условия фик
сации вектора (направляем вектор ё* по вектору ф 
/ Я /): * 4 



Система (12) принимает вид: 

Лектор направлен по основному вектору, значит к о о р 
динатная поверхность 

и)^о ( 1 5 ) . 

стала поверхностью оО / /. 
Условия 

—>» 

означают, что вектор направлен по вектору распреде
ления поверхности & 

Зектср €^ направлен по вектору , значит коорди-
нальная поверхность 

стала поверхностью (24 Стак был назван проходящий через 
прямую конгруэнции квазиторс порядка д в а , у образующей к о 
торого вектор центральной нормали параллелен вектору ^ ^ ) 

Требованя 
Л'^* = ...=у->=0 (16) 

означают, что вектор ^ л _ ^ направлен по вектору р а с п р е 
деления образующей поверхности (3^ 

Система ( 1 2 ) , ( 6 ) , помимо условий С М ) , (16) содержи" 
условие: 



что означает, что орто-кзазицентр / 3 / образующей координат
ной поверхндсти оС совпадает с к в а з и ц е н т р о м . / / образующей 
координатной поверхности (21 и совпадает с горловой точкой 
образующей координатной поверхности порядка три. Из высказан
ных соображений следует 

Теорема» 
Через прямую конгруэнции в проходит поверхность 

порядка три, у которой вектор центральной нормали образующей 1 

параллелен вектору распределения образующей поверхности ^ , 
а горловая точка образующей совпадает с орто-кзазицентром 
образующей поверхности ф . 

Также через прямую конгруэнции проходит поверхность п о 
рядка д в а , у которой вектор центральной нормали образующей 
параллелен вектору распределения образующей поверхности ф 
причем квазицентр образующей поверхности # | совпадает с 
горловой тачкой образующей поверхности порядка т р и . 
Обобщим нормализацию в Щ** н а ' /2*' 

Для определения нормалей в р'*'"^"^нужно фиксировать 
в е л и ™ » ^ - ~ » « 
Величины $2 будем определять с помощью сверток: 

( 2 0 ) 

( 2 1 ) 

зависящих только от нормализации. 
Свертки (20) и (21) можно образовать в с е г д а , так как 

полагаем Ь • 
Следовательно, из уравнений 



I 

Л. ; - 4 тО 

п р и г ? " / г г - - ^ ; ^ ^ 

^ * С Г Г ' (23*) 

определяем 

с ; , с ; , * 2 ^ 
Свертки же вида 

с помощью которых можно вычислить остальные 

) - ~ / п»-з ) , - - - у **р*4 

(25) 

(26) 

возможно составить только тогда, когда число условий Й а л а -
гаемых на координаты векторов Л. А^'А*-*/ /> \ 

не более числа координат, т . е . 



6 * Г я л в д - ^ С 2 9 ; 

возможно не при любом уО , а только тогда, когда выполняет
ся требование ( 2 8 ) . \. 

При том же ограничении/^^ „ когда фиксированы ? ^ 
( л - / ^ . . , * - / } и векторы ^ величины ^ 
можно определить, используя О * /У»^-^.-.^/» ) 

' ( Л±фЩр 
Когда найдены, величины определяем, приравнивая 

к нулю свертки: . 

- - Сзо) 

Левая часть уравнений (30) зависит только от нормализации. 
Свертки вида (30) можно составить только при условии, 

что после определения у векторов /*Ш$А г'"'Р \ 
осталось еще хотя бы одна координата, т . е . > " / ^ ' " ' ^ ' У 

Л-/>-*4р-1 ( 3 1 ) 

или 

Г Л (26) 
Значит, определение величин А ^ \ 

с помощью сверток ' ' 



или ^ 
Г * Ь (32) 

Фиксация Л * и V * Ш^рА-ш**) 

при помощи сверток ( 2 9 ) , (30) возможна при условии (32)» 
Назовем нормали, заданные системой (30) и 

норналян. ^ . * ( ^ - / ^ - ' ^ 

Геометрическое истолкование нормалей ^ следующее: 
нормали ^ являются ректорами центральных нормалей поверх
ностей порядка 4/ ^ 4 * Л / Л • • > » причем эти в е к 
торы параллельны векторам распределения поверхностей об 
и Щ% Г = А,*,..., р-* при ) . 
Под поверхностью понимаем проходящий через прямую конг
руэнции кзазиторс порядка (^^^^ р *4> ) ; 
у которого вектор центральной нормали образующей параллелен 

вектору ЩЬ . Кроме того^ для поверхностей порядка & 4 

характерно т о , что горловая точка образующей поверхности 
порядка '(п-р) совпадает с орто-квазицентром образующей 
поверхности ^ и с квазицентрами образующих поверхностей 

Теорема. 
Через прямую конгруэнции проходят поверхности порядка 

Щ (*1 = * 1 , 3 ; У которых векторы центральных нор
малей образующих параллельны вектором распределения о б р а 
зующих поверхностей Ж и (О**";:* /^*0 и г о р 
ловая точка образующей поверхности порядка ( п ~ р 3 
созпадает с орто-квазицентром образующей повех^хности об 
и с кзазицентром образующих поверхностей 

3 . Рассмотрим фиксацию параметров /)* / р \ 
мг / \ + с помощью величин (^р^р+ь — 

Величины зависят от нормализации следующим 
ооразом: ф 



Пусть \*> ~р*1,---)<*ч ) 

Тогда имеем систему {/7-^>-1 ̂  уравнений с неизвест
ными 

(вершина репера предполагается фиксированной). Используя 
условия (35) получаем 

Л Р*Ь ** Г * * (37) 

Аналогично полагаем' равными нулю 
/ й - у ' л*иг' ^ ' . 4 ^ Л " и т а к Далее пока не определим 

все' у ? ' 6 I 

Предложенная фиксация возможна, когда число 
4? Ы,1*Р+*г'*  н е  ы е н е е  ч и с л а \ т . е . ( * у > ^ - - ^ у 



или 
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В.М. ГОШТЕЙЫ 
Комплексы прямых К± в Д | с главной нормалью 
первого порядка 

Комплексы прямых в полуеэклкдовом пространстве 
уже рассматривались для случая, когда главная нормаль комп
лекса есть прямая наибольшего, второго порядка [ I У , ^ • 
При этом для компонент движения ортонормированного репера 
% ( щ % % Ж , ) , где ось $4 коллинеарна прямой комп

л е к с а , а вершина репера А лежит на образующей, имеет'-мес
то 

л I .2 ЧЛ 1 /ни 
о, * бц̂  и, 

Если же Щ ^ | ^ ] = о , но *4 ^ ' \ Ф С 
(либо # | ] ^ (9 ) то систему дифференциальных 
уравнений, характеризующих комплекс в первой окрестнос
ти образующей, можно записать в виде 

со1 = Л [ б*>4 + Я а < ^ -+ Аз<^>4 *• Л1 ыг е 2) 

Решение системы ( I ) существует с произволом одной функ
ции 4-х переменных. 

Главная нормаль комплекса теперь прямая первого порядка, 
она коллинеарна вектору ех + В2 , Направим вектор 
по главной нормали комплекса, тогда 

Си' = Я + Я 2 4 '^З 
9 *Э ./ А лЗ 2 б 3 3 

Допустимыми преобразованиям]! репера Т теперь будут 



При переходе от репера Т к реперу Г ' по формулам (3) 
коэффициёнтнскстемы (2) меняются следующим образом: 

Я,' = X -&\Х ИИ ; Я^ = Я8 "Щ:Де у 

;Г, = я . ; - а. ' 3 й! - а:, (X я?) + л? - а ; л ? ) , 

5? = Щ, я ! - %1, Х\- Щ г ц я ? *• ад *}| <• * , 

Определение. 
Назовем вектор /22 Й вектором бинормали комплекса К% 

с главной нормалью первого порядка. 
Теорема I . 
Если скалярный инвариант комплекса (2*) + 

отличен от нуля, то: а)поверхность первого порядка, принад
лежащая комплексу, является квазиторсом тогда и только т о г 
д а , если центральная нормаль поверхности коллинеарна инва
риантному зектору 3 ] е , - %®% : 

б) параметр распределения линейчатой поверхности первого 
порядка, принадлежащей комплексу, достигает максимального 
значения для поверхностей, чьи центральные нормали сонаправ*-
лены ?%е, | Я | С , 

Доказательство. 
Линейчатую поверхность первого порядка, принадлежащую 

комплексу, можно задать отношением базисных форм: 
СО"*: еду : = и I ССЗ ^ ! 1̂Ш М ; СО4 = О , ^ Щ 

С 
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где <* -угол между центральное нор^альн ггаверхгестЕ :: ^ н о р -

мальв комплекса; 
Для данной поверхности параметром распределения я в л я е т 

ся р ( л ) = \^сс>л ± Л г > ^ > ! с х е д а ^ т е л ь н а , п а в е р ^ с а т ь 
будет квази(рорсом / \ ? ^ \ если: = _ ^ 

Исследуя р , > ; 7 йслучкк г ч т с а Ч - л о ^ р ^ а е т с я в ь-:уль ср:г 
= ^ , причем строго- левыне нуля: арл 

» а ^ т ь § | Л Значит, праг к^^&деф Ш- фнкдяя 
принимает иаксииальыое значение» л требовалась ~а.::гаать-

Теорема 2 . 
Сумма квадратов параметров распределения одна та 22 для 

любой ортогональной пары Г4 I первого порядка» п г я н з д л ж а -
щей комплексу с главна;; нариальп первого н а р я д а . 

Доказательство сдеадет из тоге факта., ,2тс 

[ р^г^)]2 = ( ^ ^ 2 + Г^^" н:езаь^с;:^а от выбора*'. 

Для произвольное динейчатсл поверхности первого порядка, 
комплекса ^ , заданной отношением (.5), 

с ^ 
(Я?ьо±<* + Щ$т^1е3 _ вектор распределения; 

(Я' <\:/* * 'Я - : • * г , _ абсцисса аткзеит-гьксга 

центра поверхности. 
Отсюда следует, ч;'0 д̂ 1я ^агхгго^са I ^ - „, 

I Щ^Ш^ 
есть расстояние кевду горловой тс г данного нзаз::торса л 
инвариантной т; . . :о. прянсг кс. 'ллжеа» ассц^сса кстар-Л е с т -

Инвариантность точк.; с" сле-уа* ^ С О 
Теаг;е^а 3 . 
-—* 1 з п I 
Если скалярные кнвариавяак ж ж в ш а Л а аглятаа а г 

. , то едикстзепке;: торсовой, пиьерх.^- :ъв ггерзогс и^ряд-**.. 



Для того, чтобы поверхность была торсовой, достаточно задать 
и так, чтобы 

о 
. __ &с • • ШШ~Ш*% 

Система будет совместной, 'если ?г^'0 ш либо 2,^1' ^К=0 
Но Я ' / ) / - Я ? Я 2 -~0 лишь в точзе ( б ) , следовательно, п о 
лучим, что требовалось доказать. 

Определение. 
Назовем двумерные векторные пространства, проходящие: 

-1) через главную нормаль комплекса и вектор р €5 ? Щ$ ~ 
Ъ± - пространством; 

Я' -у' V 
2) через главную нормаль комплекса и вектор ^^г~-л-&1 ^ 

- д -уг - пространством, 
й 

Щ через бинормаль комплекса и вектор — $ щ •* е3 

~[)3" пространством; ' 
*0 через бинормаль комплекса и вектор 

- { ."ъъ,— - е - ^ Т * Ч -пространством и 

принадлежащей комплексу, является поверхность с центральной 
нормалью, коллинеарной - Л/ё| . + и горловой т о ч 
кой, совпадающей с инвариантной точкой ( 6 ) . 

Доказательство.. 
Так как торсовая поверхность необходимо является квази

торсом, тс центральная нормаль торса, как следует из теоре
мы I , параллельна "2}е,-и^}^г • Следовательно, вектор 
распределения торсовой поверхности, если она существует, 
есть 

Й > 1 Р [(№ ^ 1 \г ЩШ. (2\г}%л 



5) через векторы Д ? ^ _ + 
Ь<; - пространством. / и / 2 2 

Из формул ( 4 ) легко усмотреть: 
Теорема 4 . 
Для линейчатых поверхностей комплекса, чьи центральные 

нормали коллинеарны главной нормали комплекса, все векторы 
распределения, ортогональные центральной нормали, располо
жены в 0± - пространстве. 

Теорема 5 . 
Для всех линейчатых поверхностей второго порядка, цент

ральное нормали которых принадлежат Щ -пространству, с о 
ставляющая вектора распределения, коллинеарная бинормали, 
одна и та к е . 

Теорема 6 . 
Относительные центры линейчатых поверхностей совпадают 

с инвариантной точкой комплекса ( 6 ) , если центральные н о р 
мали поверхностей коллинеарны бинормали комплекса, а ось & 3 

принадлежит Щ$ -пространству. -
Теорема 7. 
Относительные центры линейчатых поверхностей, чьи цент

ральные нормали коллинеарны бинормали комплекса, совпадают, 
если е3 принадлежит Д ? чпространству, с инвариантной т о ч 
кой прямой комплекса, абсцисса которой I удовлетворяет 
уравнению 

Так как выбор квазиторса первого порядка, принадлежащего 
комплексу, фактически определяется выбором его горловой т о ч 
ки,- то каждой инвариантной точке на образующей "комплекса о т 
вечает инвариантный выбор квазиторса. Если горловая точка 
квазиторса совпадает с ( 7 ) , то вектор распределения такого 
квазиторса коллинеарен его центральной нормали. 

Кроме этого , можно дать еще одну интерпретацию инвариант
ной точки ( 7 ) - горловые точки всех поверхностей второго 
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порядка, принадлежащих комплексу и имеющих центральную нор
маль в ^ з - -пространстве^совпадают с точкой ( 7 ) . 

Теорема 6 . 
Для любого вектора второго порядка у , находящегося в 

•^-про странстве , имеет место: 
горловая точка линейчатой поверхности второго порядка, 

центральная нормаль которой параллельна V , и относитель
ный центр.поверхности первого порядка с центральной нормалью, 
сонаправленной бинормали комплекса, расположены симметрично 
относительно инвариантной точки прямой комплекса 

если относительный центр отвечает выбору в3 \\у • 
Доказательство. Абсцисса относительного центра линейча

той поверхности первого порядка, если её центральная нормаль 
коллинеарна бинормали, равна 

Абсцисса же горювой точки поверхности второго порядка с 
центральной нормалью в Щ -пространстве есть 

Наконец, точка (&) инвариантна, это следует из ( 4 ) . 
Точка (6) является горловой точкой поверхности второго п о 
рядка, центральная нормаль которой сонаправлена вектору 

Теорема 9 . 
Если скалярный инвариант комплекса отличен от нуля, 

то составляющая вектора распределения поверхности второго 
порядка с центральной нормалью в В3 -пространстве, колли-
яеарная бинормали комплекса, достигает экстремального з н а -



Доказательство,* 
Очевидно, что проекция вектора распределения на бинор

маль комплекса будет нулевой тогда и только тогда, если 

чения для поверхности, единичный вектор центральной нормали 
которой есть 

'§ 

Доказательство.* 
Составляющая вектора распределения поверхности с цент

ральной нормалью в В3 -пространстве, коллинеарная бинорма
ли комплекса, имеет вид 

[ д$ - ая см-х) 4 * * 
Д /22 О 

где Щ - произвольный скаляр. 
Исследуя , 

получим утверждение теоремы, причем минимальное значение 
достигается , если Щ ^ О Р а максимальное при Я , 3 ; > # 

Теорема 10, 
Среди линейчатых поверхностей, принадлежащих комплексу #^ 

и имеющих центральные нормали в В3 п р о с т р а н с т в е , существуют 
две поверхности, обладающие следующим свойством. 

векторы распределения этих поверхностей коллинеарны 
главной нормали комплекса. 

Горловые точк.1 этих поверхностей являются инвариантными 
точками образующей комплекса, их абсциссы удовлетворяют 
уравнению 

| *. I ( я ; , 4 * Ш ) . т - * Я + № ) - о 



При такой выборе а'3 инвариантные точки с абсциссами 

будут горловыми точками. Легко видеть, что эти точки распо
ложены симметрично относительно точки ( 8 ) . 

Для линейчатых поверхностей с центральными нормалями в 
Щ -пространстве и Ъ5 -пространстве получим аналоги 

теорем 8 , 9 , 1 0 . Вообще, при любом инвариатном выборе Щ 
мы имеем аналогичные свойства для линейчатых поверхностей 
второго порядка. 

До сих пор мы считали, что скалярные инварианта комплек
с а , в частности Я,3 , Я* , отличными от нуля. Рассмотрим класс 
комплексов, для которого это условие места не имеет. 

Теорема I I . 
С произволом одной функции 4-х переменных существует 

класс комплексов К± в Н% , обладающий следующими свойст
вами: главная нормаль любого комплекса из данного класса 
является прямой первого порядка и все линейчатые поверхности 
иервсио порадей, принадлежащие комплексу, - квазиторсы. 

Доказательство • 
Для того, чтобы все поверхности первого порядка, принад

лежащие комплексу, являлись квазиторсами, в системе ( 2 ) 

. Таким образом, система (2) для комплекса данного класса 
имеет вид 

я3-о , «-.« 

( 9 ) 
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Доказательство сводится к исследованию на инволюцию 

системы ( 9 ) . 
Для комплекса из данного класса , в частности, имеет мес

то следующее свойство: горловые точки всех линейчатых п о 
верхностей "второго порядка, принадлежащих комплексу, с о в п а 
дают. 

Л и т е р а т у р а 
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• Е.П.КЛЕЙНШТЕЙН 

Конгруэнция птжмых в ггрос. ^идстве г^*, 

Рассматривается обобщение некоторых результатов теории 
конгруэнции прямых пространства С*,ЦЗ на V I -мерное 
полуевюшдовое пространство й , ^ " " м С О . 

I . В полуевклидовог пространстве (о*, вращение базис
ных векторов ортонормированного репера имеет вид 

где I а* ) ~ ортогональная датрица. Здесь и далее 

Уравнения движения ортохюр жированного репера имеют вид 

. Рассмотрим ъ - параметрическое семейство прямых, обра
зующие которых 0в лежат в инвариантной плоскости р№%..„ 8***3 
пространства &!^**4* . Отнесем это % -параметрическое с е 
мейство прямых к реперу кулевого порядка, т . е . вершина А р е 
пера расположена на прямой семейства, а вектор направлен 
по прямой семейства. Допустимые преобразования репера нулево
го порядка аналогичны преобразованиям в [ЪЛ . Определяя изме
нение главных форм 
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при допустимых преобразованиях репера, образуем ряд форм, 
инвариантных при вращении репера в плоскости се, е А .. йц^"] 

I (4) 

% - X (5) 

" с ' 
2 . Перейдем к рассмотрению линейчатых поверхностей (од-

нопараметрических семейств прямых). Отнесем линейчатую п о 
верхность к ортонормированному реперу нулевого порядка. 

Назовем изотропной линейчатой поверхностью такое одно-
параметрическое семейство прямых, центральная нормаль <4ч>л, 
которого направлена по изотропному вектору ^ репера. Н е 
изотропными линейчатыми поверхностями назовем такие однопа-
раметрические семейства прямых, центральные нормали с 1 * ^ 
которых не направлены по изотропному вектору ^ репера. 

Рассмотрим изотропную линейчатую поверхность. Она харак
теризуется условиями 

* | . я * . . . . й . о . : 1 =о ш 

По аналогии с Г М , принимая форму * 0 за базис , имеем 

(8) 

где (, - координаты инвариантного вектора распределения 
изотропной линейчатой поверхности, 

1д - абсцисса ®& -центра образующей изотропной л и 
нейчатой поверхности, зависящая от выбора в е к 
торов ? с , т . е . от выбора плоскости ^ . 

Рассмотрим ноизотрспную линейчатую поверхность. Направ
ляя вектор по центральной нормали сЛе^ , получаем 



и * «чГ- -«вГ-° ( 9 ) 

Аналогично сз] , принимая форму за базис , имеем 

^ ^ "*5 (10) 

г Д е | ! - ^-внешний параметр распределения неизотропной 
линейчатой поверхности ( 9 ) , зависящий от выбора 
плоскости &(, , 

- координаты внутреннего вектора распределения н е 
изотропной линейчатой поверхности ( 1+1 ) , 

%1 - абсцисса инвариантной точки, которую назовем 
стрикционной, образующей неизотропной линейча
той поверхности. 

Отметим, что в репере нулевого порядка отношение квадратич
ных форм (4) и (5) 

Т * к Г и й * ' . ( П ) 
определяет абсциссу стрикционной точки образующей неизотропной 
линейчатой поверхности. 

3 . Перейдем к рассмотрению конгруэнции прямых, т . е . 
( и,- I ) - параметрического семейства прямых. 

Присоединим к прямой конгруэнции ортонормированный репер 
нулевого порядка. Исключая случай линейной зависимости 
Г<о^<Д*-- и З ^ ' 1 ] ^ ^ , получаем 

Для геометрической интерпретации коэффициентов системы 
(12) рассмотрим координатные Ц д ! линейчатые поверхности, 
принадлежащие конгруэнции прямых; 

Конгруэнция прямых содержит одну изотропную координат 
ную линейчатую поверхность 



&Т4щ * ° (13) 

и ( ) ~ н е и з о т р о п н ы е координатные линейчатые поверхности 

* ^ / (14) И > : ^ ВА?*<$ , 

Для координатной изотропной линейчатой поверхности ( 1 3 ) , 
из (12) следует 

НУ % , СО ^ 

(15) 

где я, - сонаправлен центральной нормали Л<2^ %'&&*Ф% 
2 и , - по образующей. 

Сравнивая системы (15) и ( 8 ) , находим 

Л* - абсцисса ^ -центра образующей изотропной линей
чатой поверхности, 

1эЭДг координаты вектора распределения изотропной линей
чатой поверхности. 

Для координатной неизотропной линейчатой поверхности 

из (12) следует 
(17) 

где вектор 1± направлен по центральной нормали с1&*. # а 
вектор Йц, ~ по образующей. Сравнивая системы (17) я ( 1 0 ) , 
находим 
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^4 - с\~ внешний параметр распределеьшя неизотропной 

линейчатой поверхности, 
координаты внутреннего вектора распределения н е 
изотропной линейчатой поверхности ( ^ + 1 ) , 

2& - абсцисса стрикционной точки образующей неизотроп
ной линейчатой поверхности. 

4 . При переносе вершины Д репера на отрезок ± , коэф
фициенты системы (12) изменяются следующим образом 

- Ф ^ Л*. *-Дч4 (18) 

При вращении векторов & Е плоскости ,РС , имеем 

л и х | А*** а С , Л ; ( и ) 

*? , Й - * й * $ ^ 
т . е . ^ \ и - изменяются,как координаты векторов, а к о 
эффициенты л * - изменяются, как координаты двухвалентного 
тензора в евклидовом пространстве. 

При изменении плоскости об , коэффициенты системы 112) 
изменяются следующим образом: 

Из соотношения ( 1 8 ) , (19) и (20) замечаем, что вектор р а с 
пределения 

X Н (21) 
изотропной линейчатой поверхности, принадлежащей конгруэнции 
прямых, не зависит ни от переноса вершины репера, ни от изме
нения плоскости о с , а при вращении Еекторов С: в плоскости 

Ы . координаты изменяются, как координаты вектора. 



Отсюда: 
Теорема. Модуль вектора распределения изотропной л и 
нейчатой поверхности есть инвариант конгруэнции. 
Теорема. . Вектор распределения изотропной линейчатой 
поверхности, принадлежащей конгруэнции прямых, лежит в ин
вариантной двухмерной плоскости. 

Назовем инвариантную двухмерную плоскость, проходящую ч е 
рез изотропный вектор ^ и вектор распределения (21) изотроп
ной линейчатой поверхности, плоскостью у* . Ортогональную к 
ней инвариантную )-мерную плоскость, лежащую з инвари
антной гиперплоскости + - ^,1] , назовем плоскостью 

^ . Линейчатые поверхности, центральные нормали которых 
лежат в плоскости ^ , назовем поверхностями Р/*> . 

Если плоскость совместить с плоскостью С ^ ^ З # то 
выполнится условие 

Ж*&}- 1% (22) 

В этом случае коэффициенты системы ( 1 2 ) , опре
деляющие координаты векторов внутреннего распределения неизо-
тропных линейчатых поверхностей & ^ не зависят от изменения 
плоскости сч! , что следует из соотношений ( 2 1 ) , 
Теорема. - Неизотропные линейчатые поверхности име
ют инвариантный вектор внутреннего распределения. 

При выполнении условий (22) коэффициенты Л? ( < ^ ) с и с 
темы (12) также не зависят от изменения плоскости ои ( 2 0 ) . 
Теорема. Неизотрошше линейчатые поверхности, централь
ные нормали которых лежат в плоскости у , имеют инвариантные 
стрикционные точки. 
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л . и, мадревиц 

Класс конгруэнции /^у в 

Предлагаемая работа является продолжением статьи / I / . 
Канонизация репера в / I / строилась при условии, что инва
риант Ф О * Б данной статье рассматривается класс 
конгруэнции, для которого А* - О . Доказывается его сущест
вование, свойства и проводится канонизация репера. В квадрат
ных скобках помещены номепа соответствующих формул из / I / . 

§ 1 . 
Основная система репера конгруэнции в Рч имеет еид / 2 2 / . 

Рассмотрим класс конгруэнции, для которого инвариант 
А ''О ( I ) 

Этот класс обозначим К% . /словие ( I ) геометрически 
означает следующее: 

линейчатая поверхность, центральная нормаль которой со-
напразлена изотропному вектору Щ { Ьь) , имеет нуле
вой параметр распределения. 

При условии ( I ) основная система репера / 2 2 / принимает 
вид: 

Исследуем на инволюцию данный класс.Дифференцируя с и с 
тему (2) внешним образом, получим: 



г д е 

Система (3) есть система Васенина, для которой легко 
подсчитать: $ , - 3 , §ъ=-Ъ , § ъ ~ ^ - , 
Соответственно, найдем: § 4 +<&$>±+ 3 15, Н~15. 
Итак, система в инволюции с произволом двух функций трех 
аргументов. 

§ 2 ' • их 
Рассмотрим свойства класса К ^ , Используя условие ( I ) , 

перепишем формулы /24/ преобразования коэффициентов } д 
основной системы ( 2 ) : 
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* °-х - 4 41 # 4 Э ч + *й 

Среди линейчатых поверхностей, принадлежащих конгруэн
ции, имеются поверхности, центральная нормаль каж^ой^из 
которых расположена в инвариантной плоскости Г^а7^1> 
но не совпадает с вектором Щ ( / ^ ) . Любую из этих п о 
верхностей мы можем сделать координатной. Согласно / I / , 
вектор распределения такой поверхности ' б - А ^ ^ Л з ^ ; 
а параметр распределения — Х*^. из формул ( 4 ) следует: 

Теорема I , Все линейчатые поверхности Ьъ имеют 
одинаковый параметр распределения ( Х \ ) , 

Инварианты /г8/ ы У\ / 3 2 / для К* принима
ет вид: 



$ 3 . Для канонизации репера класса К у поместий верши
ну его в аг4нринный центр конгруэнции, вследствие чего будем 
иметь: г _ 

далее предположим, что для. координатной линейчатой поверх
ности, центральная нормаль которой расположена в инвариант-
ной плоскости , , ?<1 ] }

 н 0 н е л е м й т в плоскости 
Г &ъ )^ч] (^|) выполняются условия; 

С 7) 

и вектор распределения 
сонаправлен изотропному вектору Лч , т . е . 

Вследствие такого предположения из формул (4.) будем 
иметь: 

С 8 ; 

Й Х\ = О 
( 9 ) 

Из системы СЮ найдем: 

да 

& * о , Х Ь

7 =ФО. 

Если в оощем случае конгруэнции прямых обращение в нуль 
инвариантов 3 ^ и Щ посредством переноса вершины репера 
определило соответственно абсциссы флагового центра и точки 
стабилизации, то для ^ эти инварианты более 16 зависят 
от переноса вершины репера, т . е . данные точки дл>? не 
определяются . 
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В силу того, что входит в С И ) линейно, имеем: 
Теорема 3 . Среди линейчатых поверхностей 1л ̂  сущест

вует ровно одна поверхность, относительный 
центр которой совпадает с аффинным центром 
конгруэнции и стрикционной точкой поверх
ности . 

Аналогично, полагая -О ( Д З ) , найдем: 

Полная система инвариантов класса 

(1*0 

1\^ч имеет вид: 

8 » Д 
' } ^ х \ л. У х \ х \ 

+ х 4 х \ ^$ 

Х\ 
Хъ ^ 4 К/ 

С15) 

- / Л и т е р а т у р а 
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1971, т . 152. 

Из условий ( 6 ) , ( У ) , (В) имеем: 
Теорема 2 . Среди линейчатых поверхностей ^ существует 

ровно одна поверхность с нулевым параметром 
распределения, стрикционная точка которой с о в 
падает с аффинным центром конгруэнции, 

для полной канонизации репера осталось зафиксировать лишь 
положение вектора щ , т .е.^определить . Для этого д о 
статочно предположить, что \ \ ~ 0 или Х\ = 0, 

Полагая \ \ * О {IV, найдем: 



И.Н. ЛЕВД 
О представлении алгебр Ли матрипат/л над некоторым 
т полем характеристики нуль 

В 1937 году Г.Биркгоф в / 5 / показав, що каждая к о -
нечнопорождеиаая нилъпотентная алгебра Ли над полем О. ну-
левой характеристики может быть точно представлена тре
угольными матрицами с нулями на главно!! диагонали над п о 
лем X I . Затем й.Адо.и К.Ивасава доказали точную предста
вимость матрицами любой конечномерной алгебры Ли над любым 
полем. В связи с этими рассмотрениями естественно возника
ет вопрос о нахождении условий, при которых данная алгебра 
Ли над полем Р точно представима матрицами над некоторым 
полем П , причем ? есть по диоде поля X I • 

Настоящая статья посвящена нахождению необходимых 
и достаточных условий представимости разрешимых алгебр Ли 
чад полем ? нулевой характеристики матрицами над некоторым 
расширением поля Р.Результаты, полученные здесь , во многом 
аналогичны соответствующим результатам из теории представ
лений разрешимых групп матрицами над некоторым полем х а 
рактеристики нуль / 1 , 3 , 4 , 6 / . 

п Л . Пусть /- - произвольная алгебра Ли на^; полем Р 
характеристики нуль, X I - некоторая алгебра над полем Р, 

- однозначно определенная функция, ставящая_элементам 
у:б1~ и Л«12 в соответствие некоторый элемент из ^ . Ал
гебра I- называется X I -степенной, если выполнены следую
щие условия: 
I ) х - ос , х ' = х + х , х г ) • 

где в условии I ) I является единицей алгебры X I , элемен-
т ы щя произвольны в I , а А^ р - в X I . 

X I -подалгебра И алгебры I— называется X I - и з о 
лированной, если из т о г о , что х**Н для некоторого 



следует тс*Н9 Очевидно, что сама X I -степенная 
алгебра I- является Л -изолированной алгеброй. Кроме 
того , пересечение любого числа X I -изолированных подал
гебр в 1~ снова ость XI -изолированная подалгебра. 

Отсюда вытекает для любой подалгебры И в /_ с у 
ществование минимальной ^-изолированной подалгебры, с о 
держащей Н I Эту подалгебру ж назовем -Л-изолятором 
подалгебры и И обозначил? через 7 (/-V) , X I -степенная 
подалгебра N имеет в /- X I -периодический индекс.если 
для любого *Х*/-кзгнется такая функция АеЛч что *\Н. 

Понятие Л -изолированность; для подалгебр полно
стью аналогично давно применяемому в теории групп понятию 
изолированности для подгрупп, Многие общие факты / 3 / об 
изолированных подгруппах естественным образом переносятся 
на -О. -изолированные подалгебры. Б качестве примера при
ведем оледущие утверждения. 

Л е ш а I . Пусть М - X I -изолированный идеал ^ - с т е 
пенной алгебры С и М -произвольная подалгебра б , 
содержащая Н . Тогда 3 (М/н) = /Н . 

Лемма 2 . Пусть Н- идеал I* и Л 7 - произвольная 
подалгебра, содержащая Н. Тогда 

?(м-зш))/з(н) = 1(И)/щн) 

Лемма 3 . X I -изолятор идеала Н произвольной 
X I -степенной алгебры /. является идеалом в / . . 

-степенная алгебра I- называется -степенной 
алгеброй, если для произвольных Т , | из /_ Л -А из 17. 
из равенства Х Л = ^ следует, что ос = у. . 

Лемма 4. Для любого множества М элементов X I / ? -

степенной алгебры I- централизатор %(М) этого множест
ва является X I -изолированной подалгеброй в I— . 



Доказательства лемм 1 , 2 , 3 , 4 полностью аналогичны 
доказательству лемм 1 . 1 , 1 . 2 , 1 Л , 1.7 из / 3 / . 

Везде ниже мы будем предполагать, чтс Х 2 - область 
целостности над полем Р характеристики нуль. 

Будем говорить, что Л - с т е п е н н а я алгебра I- имеет 
общий Л - р а н г т пли просто Л - р а н г ггь, если какдая 
конечнопоро:::денная ' Х2-подалгебра И в 1~ . содержится в не
которой -О--подалгебре с не более, чем т . Л-образующими. 
Если же какдая конечкопорожденная X I -подалгебра 
имеет ке более п, Л . -образующих, то в этом случае мы 
будем говорить, что Х7. -степенная алгебра А. имеет с п е 
циальный - О . - р а н г , ранг Уъ . 

Лемма 5 . Пусть з Х 1 -степенной алгебре ^ , обла-* 
дающей конечной системой - Л -образующих ^ $ 
дана такая X I -подалгебра И , что для всякого образую
щего 9 ^ {(^%%\^$ найдется такое А - € X I , при 
котором х с

 1 е И . Тогда X I -подалгебра И имеет в 1^ -Ог 
периодический индекс и поэтому для всякого элемента 
найдется такое /4 е XI , что И . 

Утверждение леммы доказывается аналогично соответст
вующему утверждению (теорема 2.4) из / 3 / . 

Лемма 6 . В X I -степенной алгебре I- изолятор д И 
произвольной X I -подалгебры И состоит из тех элементов ос 
алгебры 1„ , для каждого из которых найдется такая функ
ция А е Х 1 , что гх.хе И . 

X I -степенная алгебра называется -полной, 
если для любых А е X I и и уравнение 
имеет в 1— решение. 

Если X I -поле частных области целостности Х 2 , то 
X I -полная Х1-степенная алгебра Ли I- над полем Р может 

быть естественным образом рассмотрена как алгебра Ли над 
полем Х \ . 



Лемма 7. X I # -степенная алгебра Ли и тогда и 
только тогда является X I . -полной алгеброй, когда она 
является XI -степенной алгеброй. Для Т1 -степенных а л 
гебр Ли из конечности -XI-ранга следует конечность числа 

Л -образующих, т . е . конечная размерность над X I . 

Доказательство этой леммы аналогично доказательству 
леммы 3.3 из / 4 / . 

Если Л - п о л н а я X"! -степенная алгебра Ли и содержит 
подалгебру И , которая имеет X I -периодический индекс в / . , 
то I- называется X I -пополнением Н . 

Лемма 8 , Е с л и X I -полная Х1й-степенная алгебра и 
есть X I -пополнение своей подалгебры Н и М - какая-либо 

XX -полная подалгебра I- , то М есть Х1-пополнение 
ИПМ. 

Доказательство. В самом деле, для любого элемента 
ЬеМ найдется такое АбЛ9 что К , Х * N . Но тогда /г 
содержится и в пересечении И С\ М 

Теорема I , Каждая X"! $ -степенная алгебра Ли /-
содержится в некоторой Л - п о л н о й Л-степенной алгебре 
1_ , являющейся X I -пополнением I- . Все X I -пополнения 
изоморфны. 

Доказательство. Пусть I- - Х 2 # _ с т ^ п е н н а я алгебра 
Ли. Другими словами, это означает, что Ь мы можем р а с 
сматривать как алгебру, получившуюся из Ц п^тен расшире
ния алгебры скаляров до X I . Очевидно, что I- является 
алгеброй над полем X I , т . е . является X I -полной X I - с т е 
пенной алгеброй. Легко проверить, что 1— есть X I -попол
нение алгебры . Так как любое пополнение алгебры и мы 
можем представить в таком виде, то любые два X I -пополне
ния алгебры I- X I -изоморфны. 

Следствие I . Каждое дифференцирование X I й - с т е п е н 
ной алгебры Ли / - однозначно продолжается до дифференци
рования XI-пополнения алгебры I- . 



Следствие 2 . X I - р а н г -пополнения I-
степенной алгебры I. без -О.-кручения не больше X I -
ранга 1_ . 

п . 2 . Лемма 9 . Для т о г о , чтобы нильпотентная алгеб
ра Ли и над полем характеристики нуль могла быть точно 
представлена при помощи треугольных матриц с нулевой глах 
ной лиагональю над полем -Л. характеристики нуль, необхо
димо и достаточно, чтобы она изоморфно вкладывалась Б н е 
которую конечномерную над полем X I нильпотентную алгебру 
Ли. 

Доказательство. Пусть I- вкладывается в конечномер
ную над X I нильпотентную алгебру Ли /. . По теореме Бирк-
гофа I , а вместе с ней и I- , допускает точное представ
ление треугольными матрицами с нулевой главной диагональю 
над X I . 

Обратно, пусть ^ точно представима треугольными ма
трицами с нулевой главной диагональю над X I - . Алгебра тре
угольных матриц с нулевой главной диагональю относительно 
операции коммутирования является конечномерной нилъпотент-
ной алгеброй Ли, таким образом, I- изоморфно вкладывает
ся в конечномерную над X I нильпотентную алгебру Ли. 

Теорема 2 . Пусть алгебра Л и . ^ обладает точным к о 
нечномерным представлением ( Г , ^ ) над полем Р , Ц/. - её 
универсальная обёртывающая алгебра над полем X I ; АУ -
максимальный идеал алгебры Ш- , аннулирующий Р ; 1Л -
подалгебра алгебры дифференцирований I- • 

Если И инвариантен относительно дифференцирований 
из М , т . е . ИХ'€-Н для любых Й Г * П 9 к* Н> то 
полупрямое произведение 1- обладает точным матрич
ным представлением над полем гт . 

Доказательство. ТАК КАК и обладает точным конеч
номерным представлением НАД Р , _ т о I- вкладывается в ко
нечномерную НАД Р АЛГЕБРУ ЛИ I , А М можно ]эассмат. 
ривать КАК подалгебру АЛГЕБРЫ дифференцирований М КО-



нечномериой алгебры Ли Д . Щ конечномерна, значит IА/Ч 
по теореме Адо-Ивасавы допускает точное матричное пред
ставление над Р , что влечет точное матричное представ
ление Л Л М над Р . 

Замечание. Из теоремы Адо-Ивасавы следует, что к о 
нечное расширение алгебры Ли над полем Р , допускающей 
точное матричное представление над Р , точно представимо 
патрицами ::ад Р . 

Лемма 10. Пусть 1~ - алгебра Ля над полем Р , И -
её идеал, причем 1/Н - конечномерная абелева алгебра 
Ли; - прообразы образующих ЦИ в 1~ . 
Пусть существует изоморфное вложение Ч в алгебру Ли 

М 0 над X I , причем сужение любого внутреннего дифферен
цирования Ь на И индуцирует Л - дифференцирование Мс. 

. Тогда: 
I ) существует изоморфное вложение алгебры Ли и 

в алгебру Ли над X I такое , что д* продолжает , 
причем размерности 1-1!Ас над X I и ЦИ над Р 
совпадают; 

Щ %4 > 1^^") 3* являются прообразами образую
щих в Ц , причем сужение внутреннего дифференци
рования I- на I- , порожденное |^ совпадает с внут
ренним дифференцированием ^ , порожденным # . для любого 

^ • 1 , 2 , • • • , К • 
Доказательство. По условию леммы Н можно изоморф

но вложить в Мв так , что алгебра и гомоморфно вкладыва
ется в алгебру -П.-дифференцирований МоШ Пус?ь /_о = М , 

I: - алгебра Ли, натянутая на Н , 9 , , 9 * 9 * н а Д 
- П . . Применим индукцию по ^ . Пусть для «1 - I лемма 

справедлива, т . е . существует алгебра Ли М ^ ^ , что 
выполняется заключение леммы. Надо доказать справедливость 
лемиы для с . Покажем сначала, что внутреннее дифферен
цирование, индуцируемое § с на , можно продолжить до 
дифференцирования на 1^ . На 1~о дифференцирование, 



порожденное о . , продолжается согласно УСЛОВИЮ. ПОЛОЖИМ 

где ? Ы : Н-*М^< , 

так как % ф Х * ^ 4
 п У ? т ь цМ&ч 

и / Ч : ч> и по определению для любого . ^ 6 Л / ^ . 
Очевидно, что алгебра гТ; удовлетворяет условиям I ) и 2 ) , 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Для т о г о , чтобы конечнопорокденную 
разрешимую алгебру Ли 1- над полем Р без кручения можно 
было изоморфно представить матрицами над некоторым полем 
-XI характеристики 0, необходимо и достаточно, чтобы 
имела следующее строение: 

где ^А*- конечная алгебра Ли, / . у / / ^ - конечнопорожден
ная абелеЕа алгебра Ли, а алгебру /-^ можно изоморфно 
вложить в . - Л . /? -степенную алгебру Ли Н конечного Х 2 -
ранга, причем сужение каждого внутреннего дифференцирова
ния алгебры А , на подалгебре А Л индуцирует -XI -диффе
ренцирование алгебры Н . 

Доказательство. Необходимость следует из теоремы Ли. 
Пусть /- имеет указанное строение, тогда /- - к о 

нечное расширение , значит по замечанию достаточно 
доказать утверждение для 1-1 . 

Каждый элемент из ^ индуцирует XI-дифференцирова
ние алгебры Н . Тогда по лемме 10 алгебру Л у модно и з о 
морфно вложить в разрешимую алгебру Ли /. над полем X X , 
имеющую следующее строение: 

I э N ^ [ о ] , 

где - конечнопора:;денная абелева алгебра Ли. Ал
гебра Ли Н конечного X I - р а н г а , значит она конечномерна 
над X I и по теореме Адо_допускает точноематричное пред
ставление, тогда по замечанию С тоже допускает точное 
матричное представление, а вместе с ней и • 



Теорема 3. Для т о г о , чтобы разрешимая алгебра Ли I 
без кручения и без центра была изоморфно представлена 
матрицами над.некоторым полем Л . нулевой характеристи
к и , необходимо и достаточно выполнение следующих у с л о 
вий: 

1) в 1~ выполняется условие обрыва для централи
заторов возрастеющей последовательности подалгебр и з / . ; 

2) в /_ имеется инвариантный ряд 

где ^ - конечная алгебра Ли, - абелева 
алгебра Ли, а 1~к можно изоморфно вложить в - Л /? - с т е 
пенную нильпотентную алгебру Ли Н конечного X I - р а н г а , 
причем сужение каждого внутреннего дифференцирования I* 
на 1-х, индуцирует - Д -дифференцирование Н • 

Доказательство. Необходимость следует из теоремы 
Ли. 

Пусть теперь выполняются условия I ) и 2 ) . По I ) в /. 
существует конечнопорожденная подалгебра / - с , содержа
щая Ад, , т а г а я , что Ъ1_(1-°) ~{°} и / е / ^ д , - конеч
нопорожденная абелева алгебра Ли. По 2) и имеет с л е 
дующее строение: 

1 ъ101[-ь о { о ] , 
где /1-х, - конечнопорожденная абелева алгебра Ли, 
а / . л можно изоморфно вложить в -XI # -степенную нильпо
тентную алгебру Н конечного X I - р а н г а , причем суже
ние каждого внутреннего дифференцирования /~ на А 0 ин
дуцирует Х ^ -дифференцирование Н . По предыдущему 
предложению 1~а точно представима матрицами над -X}- , а 
следовательно, вкладывается в конечномерную алгебру Ли 
и сужение любого внутреннего дифференцирования I- на' 1~0 

индуцирует -О- -дифференцирование М . Таким образом, 
получили представление ( М , 1_ ) . Так как % и (/<>) = { ° } * 
то и действует на / - 0 точно, т . е . I* можно рассматри
вать как подалгебру алгебры всех дифференцирований алгеб-



ры Ли Л7 над -П- . Ввиду т о г о , что /Ч конечномерна, а л 
гебра её дифференцирований также конечномерна, значит I-
изонорфно вкладывается в конечномерную над Л алгебру 
Ли, которая по теореме Адо допускает точное матричное 
представление. Теорема доказана. 

В заключение приведем теорему, доказательство к о т о 
рой аналогично доказательству теоремы 3 в / 4 / . 

Теорема 4 . Свободная нильпотентная алгебра класса ги 
представима треугольными матрицами с нулями на главной 
диагонали над некоторым полем характеристики нуль. 
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Р . с . ж п я н с к и й 

Разрешимые алгебры Ли над полем характеристики Р > 0 

Настоящая статья является продолжением работ / 3 , 4 / . 
Она посвящена рассмотрению основных результатов, получен
ных ранее , в случае линейных алгебр Ли над полем И х а 
рактеристики Р> О . 

Пусть - линейная алгебра Ли над Л (сАа#/{=Р), 
Будем считать, что 

1) алгебра Ли ^ удовлетворяет условию ( А ) , если 
п (т-/) < р , где /1 - максимальная степень алгебраических 
элементов из , а гп - максимальный показатель э н г е л е -
вости энгелевых элементов из ; 

2) конечномерная алгебра Ли удовлетворяет у с л о 
вию ( В ) , если &(/7?-1)< р , где 2: - размерность 
алгебры а /П - максимальный показатель энгелевости 
энгелевых элементов из Д . 

Целью настоящей статьи является доказательство с л е 
дующих теорем* 

Теорема I . Пусть Л, - локально разрешимая линейная 
алгебра Ли над Л , удовлетворяющая условию ( А ) . Тогда 
совокупность алгебраических элементов из образует иде
ал А, , совокупность нильпотентных элементов из /1- обра
зует идеал Ь л , причем С &> 1~*9Л <= Л л 

Теорема 4» Производная алгебра Ли конечномерной р а з 
решимой алгебры Ли с условием (В) является нильпотентной* 

Теорема 5. Пусть 6̂ - разрешимая конечномерная а л 
гебра Ли над Л с условием ( В ) . Тогда 1^ ь где 
/ ? - ниль-радикал /• , а О - любое дифференцирование 
С-4 • 



В заключение приведены некоторые примеры, иллюстри
рующие существенность условий (А) и (В) в данных теоремах. 

Автор благодарит своего научного руководителя Е.Мале
вича за постоянное внимание к работе. 

§ 1 . Алгебраические элементы в локально разрешимых 
алгебрах Ли над полем характеристики 

Пусть и - алгебра Ли, а т # Обозначим 
через С®* а ; Iй> / 7 , 

Лемма I . Пусть // - линейная алгебра Ли, удовлетво
ряющая условию ( А ) . Если , а - алгебраический элемент из 

й « т * е - • а'~ о и 6ш А , такой, что , 
#(<»~07 & О , / ^ Шт}7 = О при Ч , 

то ёи т^/)7% о . , 

Доказательство. Из ^ с 7 = т^щ7$ 7 

следует, что **На * I есть линейная комбинация 
элементов вида 

р Й . . . . Л / ' г А 1 / ^ 2 " ^ - с > ; 

Отсюда * 

где а есть линейная комбинация элементов вида 
1&?${?$%7ъ - • • > #С1г/<)7< причем 

хотя бы один из %* >/п-/ , < ' ' ' 
Из условий леммы следует, что и ~ О, Более того 

/Га'1, # ('><"1-0)7^ О, если И < /? • 
Так как 2" ^ ^ * - <0 > то 



ГДЕ 

ГДЕ 4*п = иА (-л<т-0 ^(л-О $т.-Ц • • • С̂ ?-/ 

ТАК КАК / ? С/??-/)^ /> ? -')У = & 

ЛЕММА 2. ПУСТЬ - ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА ЛИ, УДОВЛЕТВО
РЯЮЩАЯ УСЛОВИЮ (А). ЕСЛИ - АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ ЭЛЕМЕНТ ИЗ 
I, , ТАКОЙ, ЧТО и ^ ? , Г Д Е / ? - АБЕЛЕВ 
ИДЕАЛ ^ , ТО #&^тГ& 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ДОКАЖЕМ ПРЕДВАРИТЕЛЬНО ФОРМУЛУ 

# ^ , л ^ ' - * ^ - ' = С . (!) 
ГДЕ А, = <с*?суу М = $ . . . <? , , < 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ПРОВОДИТСЯ ИНДУКЦИЕЙ ПО А . ПЕРВЫЙ ШАГ 

/< - / . ПОКАЖЕМ, ЧТО 

# / ^ * ^ - Ц ГДЕ I ^ 

ДЕЙСТВИТЕЛЬНО, 

его * ° 
с - О 

ЗДЕСЬ МЫ ВОСПОЛЬЗОВАЛИСЬ ФОРМУЛОЙ 
Г*#>су *^т>яЗ$* <*^4>с7 ( 2 ) 

(ЕСЛИ НЕОБХОДИМО, ТО и НЕСКОЛЬКО РАЗ), А ТАКЖЕ ПЕРЕСТАНО
ВОЧНОСТЬЮ о и / . ТАКИМ ОБРАЗОМ, 

ТАК КАК АЛГЕБРА ЛИ /у УДОВЛЕТВОРЯЕТ УСЛОВИЮ (А),ТО ^</э. 
СЛЕДОВАТЕЛЬНО̂ ЗАПИСЬ ( 3 ) ЯВЛЯЕТСЯ НЕСОКРАТИМОЙ. ПУСТЬ ПРИ 
И= щ ИМЕЕМ 

ПОКАЖЕМ, ЧТО ^ 



Действительно, 

С - / 7 1 + 1 /у р 

Ь Ъ:м-$ 1 А - , У '2/—* 'Ж'^т^м Ц Ь' 

где Щ * с7 > Щ т- Л I с-7 

Здесь мы воспользовались формулой (2) 8 перестановочностью 

Окончательно, имеем 

О 

Умножим последнее равенство &я ог\ 

По предположению индукции первая сумма последнего равенст
ва равна 0 . 

Следовательно, 

Так как 4 0 7 < Р , для г* " ^ / ^ ^ ^ 7 , то згпись 
несократима. Таким образом, формула ( I ) доказана. 

Положив в ;"рмуле ( I ) и - , получим ^„я, & • 
Так как /2 , то о 

Следствие I . Б абелевоы идеале линейной алгебры Ли 
совокупность А,, всех алгебраических элементов является 
идеалом, совокупность ^ всех нильпотентных элементов я в 
ляется идеалом, причем /Г'$л Д 7 ^ /у^ 

Лемма 3 . Пусть - линейная алгебра Ли, удовлетво
ряющая условию ( А ) , и У - абелев идеал в алгебре Ь из 
нильпотентных элементбв. Тогда нильпотентная алгебра. 



. Доказательство. Так как алгебра Ли / удовлетворяет 
условию А, то /? < Р , где /? - степень произвольного 
нильпотентного элемента из Ь . Пусть *\ > ХА? * - ̂  / 

- произвольные нильпотентные элементы из . Рассмотрим 
• - - симметрическая функция от 

у . ^ , ^ / , Л/ш Тогда имеем / 5 / : 

Так как Хг - ^ Xс- , то 

Следовательно, ^ А < ' ~ ° • 
Дальнейшие рассуждения будут существенно опираться на 

следующие леммы, доказанные.в / 3 , 4 Д 
Лемма $ / с м . З / . Пусть // - линейная алгебра Ли,/4(У -

её линеаризация. Если О - такой идеал $ /-> , что 
/4 О)^ А (/а ) есть килыютентная алгебра, то двусторонний 
идеал А (сУ) , порожденный А (3), является нильпотентный. 

Лемма 5 / с ы Л / . Пусть - разрешимая алгебра Ли, 
/V{/,)- локально нильпотентный радикал % 2(А/(2))- ц е н 

трализатор Д 7 / / ^ / / . А <^ Л^Ш) 

Далее докажем следующее утверждение 
Лемма б . Пусть ^ - разрешимая линейная алгебра Ли, 

удовлетворяющая условию ( А ) , и О - ненулевой нильпотентшй 
ЫШЪЩ из /у % & О . Тогда в существует абелев 
идеал, состоящий из нильпотентных элементов. 

доказательство. Покажем, что & /, существует абелев 
кдьад, сог^расащий ненулевой нильпотентный элемент. -

Доказательство проводим методом от противного. Р а с 
смотрим два случая. 

I . Пусть А/МН^О . Тогда * / ^МЩ^ 

и , следовательно, ^ _ 
абелев идеал (лемка 5 ) . Мы пришли к тому, что абелев 
идеал % СА/^)) содержит нильпотентный элемент^? , что 
противоречит исходному предположению. 



2. Пусть /7<я^ А/^)У . Рассмотрим в 
производный ряд длины /> : 

Испрльзуя пересечения Л/^) с членами производного ряда 
( <^), мы можем построить возрастающий ряд идеалов в Ь : 

где / 1 ^ - /*>ЛЛ//2). 
Так как А///) 7 Фо , то ^ ; , 

что с/Г&> #(^,--07^& и ^ . 
По лемме I с , п = о , где ^ • Если / с > Л ^ 7 = 0 . 
то , где Щ# - центр Но абелев иде
ал Ж^ * что противоречит первоначальному предположению. 
Следовательно, Ё-С** ~ & » ЙО тогда 3 , 
что сл^/Гс, ^ ^(/ъ-/)7№ / = О . По лемме 
I <^=с <2 , причем ф <5 /1/^ . Ясно, что через конечное 
число шагов мы получим нильпотентный элемент /А/*-/~Л*'-*. 
Но о - абелев идеал &А . что противоречит нашему 
предположению. 

Следовательно, существует абелев идеал 7^ А , с о 
держащий ненулевой нильпотентный элемент. Но тогда по лем
ме 2 нильпотентные элементы из 7 образуют идеал т & 
Лемма доказана. 

Лемма 7. Пусть - линейная разрешимая алгебра Ли, 
удовлетворяющая условию<А] Тогда совокупность нильпотентных 
элементов из I; образует идеал. 

Доказательство. Пусть <? - нильпотентный элемент из 
// . Тогда существует абелев идеал 3 $ , состоящий из 
нильпотентных элементов (лемма б ) . По лемме 3 А &)-тась~ 
потентная алгебра. Но тогда по лемме 4- А иШ» двусторонний 
идеал, порояденный А С/) , является нильпотенткым. Следо
вательно, радикал Левицкого о/М)/!/$ А//,) отличен^от О, 
Рассмотрим / Г - ^^У&СА)* Гомоморфизм АС/,) на А и н 
дуцирует гомоморфизм алгебры ^ на ^ , причем 
Все нильпотентные элементы / , лежат в <&(А) # Действи
тельно, в противном случае, повторяя вышеизложенные лостро-



ения для алгебры I* , прлходиы к тому, что 
что противоречат полупростоте А ) * Так как нильпотент
ные элементы ^ лежат в (А) , они образуют идеал $ . 
Лемма доказана. 

Следствие 2 . П у с т ь ^ - разрешимая линейная алгебра 
Ли, удовлетворяющая условию ( А ) . Тогда радикал Левицкого 

<^/?>)алгебры А (А,) отличен от 0 , л все нильпотентные э л е 
менты из А лежат в & (А) # 

Лемма 8 , Пуст:, /6 -.разрешимая линейная алгебра Ли, 
удовлетворяющая условию ( А ) . Тогда совокупность алгебраи
ческих элементов из ^ образует идеал. 

Доказательство. Рассмотрим два случая: 
1. Пусть /Г\д | , для всякого алгебраи

ческого элемента из // . 1огда * ^ ^ И / Й У / 
Но абелев идеал # 2 • так как З^У'а))^ РЩ/ 
(лемма 5 ) . Следовательно, все алгебраические элементы из 
/ лежат в абелевом идеале. По лемме 3 они образуют иде

ал У / . 
2 . Пусть Л/(6)7 ? О для некоторого а л 

гебраического элемента с*, е Л . Тогда Л/СЛ ) ; 
что ^ Г & э #('>*-О71*0 , /Тс*, < / ( ' Г ? )У - я п р и ^ ^ / . 
По лемме I #(/п-о7'*— ур . Тогда по следствию 
2 Рассмотрим А - Гомомор
физм И? **̂ М на Л индуцирует гомоморфизм Л на / , где 
А — А с/,)* Все нильпотентные элементы алгебры ^ лежат 
в ^ ^ / ( с л е д с т з з 2).Следовательно,алгебраические элементы 
из / находятся в централизаторе локально нильпотентного 
радикала ) алгебры ^ . . Но тогда мы оказываемся в 
рассмотренное выше ситуации. Следовательно, алгебраические 
элементы в Ь образуют идеал. Отсюда, алгебраические э л е 
менты #А образуют идеал. Лемма доказана. 

Так как свойство алгебраических и нильпотентных э л е 
ментов из ^ быть идеалами является свойством конечного т и 
п а , то имзет место следующая теорема. 

Теорема I» Пусть Д/ - локально разрешимая алгебра Ли, 
у^лэтворяющад~~у^л6вйю Т А ) . " Т б г Ж ' с о в о к у т а 



элементов алгебры I, образует идеал Л, , совокупность 
нильпотентных элементов алгебры Ь образует идеал , 
причем /Г/** &# * 

Следствие 3 . Й; сть // - локально разрешимая линей
ная алгебра Ли, удовлетворяющая условию ( А ) . Если Л*/, с у 
ществует алгебраический элемент не разный 0 , то ФО 
( Щ - центр 1г )в 

Так как все нильпотентные элементы разрешимой линей
ной алгебры Ли ^ находятся в радикале Левицкого ^ / ^ ) 
линейной оболочки алгебры Л (следствие 2 ) , имеет иесто 
теорема 2 . 

Теорема 2 . Разрешимая линейная алгебра Ли с условием 
(к\ порожденная нильпотентными элекентаии является локально • 
нильпотентной. 

§ 2 . Приложения к абстрактным разрешимым 
алгебрам Ли 

Рассмотрение множества линейных преобразований &с//% 

где - абстрактная алгебра Ли, даёт возможность приме
нить полученные результаты о линейных разрешимых алгебрах 
Ли к абстрактным алгебрам Ли. 

Теорема 3 . Разрешимая алгебра Ли с условием ( А ) , п о 
рожденная энгелевыми элементами, является локально нильпо
тентной. 

Доказательство. Рассмотрим разрешимую алгебру Л и ^ ^ 
В качестве линеаризации этой алгебры Ли берем её естествен
ную о б о л о ч к у ^ в ассоциативной алгебре О ^диффе
ренцирований алгебры // . Каждый энгелев элемент & / , я в 
ляется нильпотентным элементов в 4т&<?4) и наоборот. По т е 
ореме 2 ссс1 & - локально нильпотентная алгебра. Но тогда 
Ь - локально.нильпотентная алгебра. 

Теорема 4 . Производная алгебра Ли конечномерной р а з - , 
решимой алгебры Ли Ь с условием Ф)является^итапоуентной. 



Доказательство. Рассмотрим разрешимую алгебру а 
Так как ста? А - конечномерная алгебра , то каждый её 
элемент является алгебраическим А Ау А&с&А Но тогда по 
теореме I / С А ? а.сААУ^ ^^СА^А^ - алгебра Ли 
из энгелевых элементов. Следовательно, &с//У^;А-,У 
нылытстеиткая алгебра. Но тогда /~А >А*У - нильпотент-
кая алгебра. 

Теорема 5 . Пусть А - разрешимая конечномерная а л 
гебра Лк над /Г , удовлетворяющая у с л о в и ю ^ А? - её ниль
потентный радикал. Тогда А О А /? для любого диффе
ренцирования А> алгебры А . 

Доказательство. Пусть / , , - А & > И Р - расщепляе
мое расширение подалгебры АА> посредством /_* . Так как 
^'/1, - одномерна, то А , - разрешимая алгебра Ли. По т е о 
реме ^ ^ - нильпотентный идеал ъ А . Но А 
так что А Ф - нильпотентный идеал в ^ и А,' * 
<Ш=5Й Значит, АО ^ /? .. 

§ 3 . Некоторые примеры 

Ун покажем теперь, что условия А и В, налагаемые на 
алгебру Ли А , являются существенными для получения р е 
зультатов §1 и § 2 . 

I . Пусть^7 - р -мерное векторное пространство над 
полем А (сАаяМ= р ) . Пусть ^ и Аг~ - линейные преоб
разования пространства 7<Г> , действие которых на базис 
( 4 задается формулами 

Тогда п о л у ч и м ^ ' ^ .АЕУ= 7~ , где - 2 ~ - тождественное 
преобразование ^ 7 . Ясно, ч т о ^ ^ Т 7 , Л ^ > Ж 3 5 ? < 2 > 
Тогда алгебра Ли ^ , порожденная преобразованиями -Г , 
(г над , является нильпотентной ступени 2 . Имеем, 
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далее , 0* Т ) ^ - о , и по построению О ' С1^- О 
Но / 0 ^)6-У~ &У - Ж*- - не нильпотентный 
элемент алгебры Л . 

. Здесь в обозначениях условия.(А) имеем: я^/э %т*4& 
т . е . п с 7 1 'О - Р . Условие (А) не выполнено, а поэто
му в данном примере теорема I не имеет место. 

2 . Покажем теперь, что если пС/п-О^/^^ то теоре
ма I также не выполняется. Пусть ЖР - р -мерное вектор-, 
ное пространство над полем А характеристики Р (Р^~&). 
Пусть Р ,М , & , 1 - линейные преобразования , д е й 
ствие которых на базис (^/ , . . . » ?/>) задается формулами: 

^ ^ - « С ^ / У , * Л Р-/ 

Тогда имеют место следующие соотношения ; 

Рассмотрим теперь -/(^Р^^Р^/^-^у^^ # Легко 
проверить, что /, - 3-х ступенно нильпотентная алгебра -
Ли. В данном примере в обозначениях условия^А^шеем Л<&&4 

Значит, п^-0^/>. Как и в предыдущем примере 
/ ^ ' ^ ^ О . б - ^ о , н о / ^ ^ - Г - н е 
нильпотентный элемент из ^ . 

Теорема I не имеет место, так как /?(/т1-') • 

3 . Следующий пример из / I / иллюстрирует существенность 
условия {Щ) в теореме 4». 

Пусть 07**^ -мерное векторное пространство. Пусть 
^ и Р - линейные преобразования ^ 7 , действие которых 



на базис {<?, ^ ) задается формулами: 

Пусть/"? - расщепляемое расширение, У ? 3 * ^ ^ 
где / Можно показать, что не нильпо-
тентная алгебра / I / . Рассмотрим выполнение у с л о в и й ^ ? , ) в. 
этом примере. Здесь г* /> > - , т . е . 0>$\ 
Так как у с л о в и е В Нарушилось, становится ясным невыполнение 
теоремы Ч в данном примере. 

4-. Покажем теперь существенность условия(В)в теореме 5 . 
Пусть ш - р -мерное.векторное пространство над А 

с Щшттш , . . . » ^ - / ) • Пусть Уг и линейные пре
образования 771 , такие, что 4+••-^г- , 
ег; г-~ Тогда ^ ? Д \ . Пусть Л -

алгебра Зи, порожденная и 7 " над /Г . Пусть/у у - р а с 
щепляемое расширение, ЯП &/? • В алгебре а л 
гебра - 171& А/^ является нильпотентным идеалом. 
Следовательно^ ^ ^ ^ * & * ) • Рассмотрим ^ - Ж1 & /° , 
где /°=/{А'////>/;г7". Ясно, что А . Следователь
н о , <Ш'М - внешнее дифференцирование . Далее, по п о 
строению /- & 'Ж . Н О 7 Е <^ /V {А; / , а 
X / , так как 4 < Г # - > - 7 "- 7 -> - , ^ ~ 7 " '* 

для ,>Ог<± 777 .Значит, ^ {/п-0^/° , и поэтому т е о р е 
ма 5 в данном примере не выполняется. 

5 . Следующий пример показывает, что условие ( А ) , н а 
кладываемое на алгебру Ли в теореме I , не является необхо
димым. 

Теорема б . В двуступенно разрешимой алгебре Ли над 
произвольным полем энгелевы элементы образуют идеал А/ » 
внутренние алгебраические элементы образуют идеал А# , 
причем /Г'6> щ^тУ^ А, 

Доказательство. Пусть - двуступенно разрешимая 
алгебра Ли. Мы можем построить производный ряд в а^/А : 



Ясно, что 4 - абелев идеал в &.с/<$ И Ё&Ш^&ъ 
для А^^? ^ • Рассмотрим /1{с^^У9 где линеари
зация берется в ассоциативной алгебре ^ дифференциро
ваний ^ . Тогда А ш < / * нильпот&шная алгебра. 
Следовательно, по л е ш е 4 - двусторонний 
идеал ^ ,4 X натянутый на , 7 (Г^с/ является 
нильпотентный. Но тогда радикал Левицкого в 

4 ( йа Л ) отличен от 0 . 
Рассмотрим А - ф^^Щ . Гомоморфизм 

Д Л ^ н а / Г индуцирует_гомоморфиэу $ на 2 , причем 
А ' А ('б)** Алгебра / , - а#еадв&, Но тогда нильпотент

ные элементы в ^ ч образуют идеал. Следовательно, э н г е л е -
вы элементы образуют идеал . Можно показать, что 
Ь, С~ ^ . Внутренние алгебраические элементы образуют 

и д е а л у . Следовательно, ьл:утрекние алгебраичес
кие элементы образуют идеал А,^ , причем 
/ Г ^ ^ А/ЛУ ^ . Теорема доказана. 
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