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Ш.Д.ТРУШ'Ч 

К вопросу о коллинеациях в безразмерном 
проективной пространстве 

Идея построения безразмерного аффинного и проективного 
пространств принадлежит А.У Л о п ш и ц у / 1 , 2 / . Некоторые 
прсс-^ейшие свойства безразмерного проективного пространства 
рассмотрены в работе автора данной статьи. В этой работе б е з ­
размерное Проективное пространство определяется следуощим о б ­
разом. Если а - ненулевой вектор безразмерного линейного век­
торного пространства V , то множество всех векторив, ко..ля-
неарных вектору ос ( т . е . векторов вида <*а. , г д е < * € & -
произвольное отличное от нуля число исходного поля& ) на­
зывается проективной точкой и обозначается чергэ А с « ) . Ино-
хество всех возможных проективных точек называется безраз­
мерным проективным пространством и обозначайся ^ерезТ* . 

В пространстве естественным образом вводится п - п л о с ­
кость Т*л любой конечной размерности л как множество всех 
тех проективных точек К и ) , для которых в исходном б°зраз-
мерном векторном пространстве V выполняется равенство 

1*1 

где 0-1 1.1».',«••» *•*•*•)— линейно независимые векторы. 
Если в пространстве V задана скалярная линейная функ­

ция у векторного аргумента (ковектор), т . е . такая линей­
ная функция, которая каждому вектору кйУ относит опреде­
ленное число осей • то множество .всех проективных точек 
ХоО пространства Т* , для которых выполняется равенство 

Ц > х » 0 , ( 2 ) 



называется гиперплоскость!). Очевидно, что если две скалярные 
линейние функции Ср и линейно зависимы (коллинеарны), 
т . е . если для всех векторов х имеет.место равенство 

д н е . л . ^ * г г х 4 $ ( 

то уравнением 

ояре^е. лется та ко гиперплоскость, что и уравнением (2). 
Имеет мест следуошая теорема: если линейно ноаавиоимые 

точки I и » 1, 1.) пространства "? принадлежат 
гиперплоскости , то все точки ттгплоскости , опреде­
ляемой отиии точками, принадлежат гиперплоскости < 

3 пространстве II коллинеации определяется оледушоим 
образом. Рассмотрим отображение 

которое индуцируется отображением 

в исх.дном безразмерном векторном пространстве V , Колли-
неацией называется такое отображение пространства Т на себя, 
которое сохраняет коллинеарность точек. Как доказал А.Ц.Лоп-
шиц, наиболее общее отображение Р пространства V на себя» 
индуцирующее коллинеацию П , ДОЛЕНО иметь вид 

где ^ - однозначно определяемая ( с точности) до постоянно­
го множителя) линейная векторная функция векторного 

г.эгумента Ч (аффинор), а <^ -однозначно определяемая ска ­
лярная функция этого аргумента. 

В работе / 3 / доказано, что образомп-плоскостя при колли­
неации (4 ) я. ляется некоторая гсъ-плоскость, причем < ~ % 6 ' * - , 

т . е . коллинеация не может увеличить размерность -плоскостей. 
Поэтому возможны только два случая: 

I ) = п , и тогда коллинеация ( ч ) отображает п. -плоскость 



Л1 2 « 
^ - 1 

и, следовательно, в силу линейной независимости точек А ; 
равенство (8 ) определяет некоторую л -плоскост- ? „ . 
———Легко проверить, что наше .отображение П взаимно одно­
значное. В самом деле, предположим, что двум различным т о ч ­
кам X 1х) и Ч 1̂ ) п-плоскости ( I ) соответствует одна и та 

на п -плоскость, но не в плоскость меньшей размерности. В 
этом случае отображение П называется невыроьдающкмся. 

2 ) V»» < п и тогда коллинеация (ч ) называется вырождающей­
с я . Если при этом л * ч х и , то говорят, что коллинеация 
П к-кратно вырождающаяся. 

Докажем следующув теорему. 
при колликеации (ч) образом ^-плоскости служит либо 

•1 -плоскость, если эта коллинеация невырождающаяся, либо 
С*-*) -плоскость, если к —порядок вырождения коллинеация. 

Действительно, пусть л -плоскость Я, определяется ли­
нейно независимыми точками А ; С*: ) 1***,"—><\*1) и пусть 

ХСх)-произвольная точка этой плоскости, т . е . такая точка, 
для которой имеет место равенство ( I ) . При коллинеации ( ч ) 
образом точки Х и ) служит такая точка Х 'сх 1 , ) , для которой 
выполняется равенство ( б ) , а потому, 

И Л И 

к 1 * ! р . . А < ч , ( 7 ) 

Рассмотрим два случая. , 
I случай. Допустим, что точки ™ ; 1 * 0 , соответствующие 

точкам А ; 1а;) при коллинеации П , линейно-независима. 
Тогда из (7 ) следует, что обрязом произвольной точки Х^к) 
п.-плоскости ( I ) служит точка X сч') такая, что 

* * 1 



же точка л (ж1) плоскости ( 6 ) , т.е."одновременно о равенст­
вом (В) выполняется такгэ и равенство 

причем не все числа у*. , соответственно, пропорциональны чис> 
лам (1. , Вычтя из равенства ( 6 ) равенство ( 9 ) , мы получим 
разенство ' * , 

которое противоречит нашему предположению о линейной незави­
симости г.очек А ; С*;')- . .. . 

Таким образом, мы убедились в том, что в нашем случае 
отображение П » определяете равенством ( б ) , взаимно одно­
значное и, следовательно, невырокдающееся к « в ) . 

I I случай. допуст.ш, что среди точек А'^ С*0 
(ь*. I , • • • 1 •»•**) имеется С^ - * - 1 . ) линейно-независимых 

V . » " <»г , * Для определенности будем считать, что 
лине 1но-ньзависимы точки А| (а] ) С ] * •••»'•"»»•+4.).' 
Докажем, что в этом случае коллинеация П отображает плос­
кость ( I ) на некоторую *»\ -плоскость , опред ляемую ли­
нейно независимыми точками А | С а | ) и, следовательно,К,-
кратно вырождающаясл. 

Действительно, в силу нашего предположения 

причем ранг матрицы (̂ ^\.) равен К » . Теперь из ра ­
венства ( 6 ) заключаем, что для образа точки X и ) 
мы будем иметь: 



где 

Из равенства 

* ' * 2 г т а * сю) 
следует, что образом произвольной точки X 1х) »ц, -плоскос­
ти ( I ) служит точка X 1х') И -плоскости ( 1 0 ) , определне-
мой линейно независимыми точками (а^) (|* I , . . . , ^ + 1 ) 
и что коллинеация ( ч ) к -кратно вырождающаяся. 

В частности, если ^ : 1 ( ь + И ! , < = •г-О 
л-плоскость отображается на прямую А,' , которгя определяет­

ся двумя различными точками и А^ . При м и 
(.«ял.) вся -плоскость (I) отображается в точку А',(«^). 

В заключение следует отметить, что естественно возни­
кает вопрос о структуре оператора г , определяемого равен­
ством ( б ) в случае, когда коллинеация (и ) к -кратно вырож­
дающаяся. Эта задача в данной работе не реиена и является 
предметом для дальнейшего исследования. 
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Л.Я.БЕРЕЗИНА 

Об одной геометрической интерпретации линейной 
* дискрииинантной функции 

Рассматривается задача классификации образов для двух 
нормально распределенных совокупностей с различными, н е ­
вырожденными ковариационными матицами. 

Разделяющая гктерплоскость трактуется как общая каса­
тельная ллоскость Двух касавшихся поверхностей уровня в т о ч ­
ке касания. Доказывается, что множество таких касательных 
гиперплоскостей совпадает со множеством допустимых решений, 
предложенных Лндерсоноу и "ахадурой Д / . 

Предлагается при решений задачи предварительно перехо­
дить в каноническую систему координат, что намного сокраша 
ет вычислительную процедуру. Даются все формулы алгррифка 
для такого способа расчета. 

§1 . Вр-мерном пространстве величин 2 . - рассматри­
ваются две совокупности с нормальными законами распределения 
< ^ ' 2.,, ) и < \^ . Ковариационные матрицы 214 и 
предполагаются различными ( 2.4 ^ . 5 ^ ) и невырожденными 
(О1ГА2;Ч%Ъ}

 А ^ ^ Л ^ ° ) . Поверхности уровня плотности распре­
делен* я юввих совокупностей есть эллипсоиды 

и 

Геометрическое меств тоодх в которых поверхности ( I ) и (2 ) 
касается, есть просирая сссенная кривая, которую, в далъней-
•юем, ьазовеп " кривой касания" и -обозначив СКРК). "Ниже будет 



покавано, что совокупность линейных диокриминантных функция, 
предложенных Андерооном и Бахадуроя.±$ совпадает о с ово ­
купностью касательных плоокоствй поверхностей ( I ) и ( 2 ) , 
вычисленных в различных точках (КРК)• Такан геометрическая 
точка зрения на линейную дискриминантнув функции ( ч ^ а ) , 
об-лзгчает расчет й/Щй) особенно в более сложных случаях, 
Когда одна или обе ковариационные матрицы вырождается. . . ' 

Зое выкладки значительно упроз-аптся, если предваритель­
но переходить в качоничеохуз систему координат, в которой обе 
матрицы имезт диагональную форму. Поскольку Л4 и ^г.^ обе 
положительно определенные, всегда возможно преобразование 

X. * АЗЬ ' СЗ) 

так, чтобы 

со 14 

где Е - единичная, а -Л -диагональная матлица и в. эментами «V-
Полагая 

] * * • с» 
получаем в пространстве X. совокупность о законии. распре­
деления 0*4 }Ш) и {/<Л) Ду.Для вткх совокупностей опре­
деляем С а потом подстановкой (3) во«вращаемоя а исход 
нув систему координат. 

52. Поверхности уровня ( I ) и (2) в канонической системе 
координат принимает вид 

* ' Л • (7). 

В точках, где поверхность ( б ) и (7) кйоавтея* градиенты долж­
ны быть параллельны. Поскольку нас интересуют только те т о ч ­
ки (И&О, в которых поверхности ( б ) к (7) расположены о 



и,.(;лздозательно, для радиуса-вектора Х^ точки С У^РЮ 

или при переходе к координатам-

•+ л*-.... 

/равнение (10 ) является уравнением (А-?Х . ) в параметрической 
; ор^е , где параметром слуаит' отко1_ение ' • При ^ " О 

"получаем , а при =0 имеем значит, что 
и естественно С К7>Ж. ) проходит через центры совокупнос­
тей. Нетрудно усмотреть, что ?, классическом случае когда 

С - ^ ^ О есть прямая, проходящая через центры с о в о ­
купностей. Нас интересует только точки ( А - ^ А ^ ) , расположен­
ные 'между центрам;: и . Чтобы выделить различные т о ч ­
ки С М$К ) , расположенные между центрами, наверно.^проще 
всего придать одной из координат Х0 , например Х0 , р а з ­
личные значения, расположенные между ук* и и по форму-

различных отороя касательной плоскости, то градиенты долины 
Иметь еще к противоположное направление. 

оде ем 
&я х - и4 се) 



Чтобы показать, что это значение совпадает со значением, пред­
ложенным Андерсоном и Бахадурой ГО» вычислим (16) развернуто, 

вычислить соответствующие значения , 

§3 . Вычислим уравнение общей карательной плоскости к 
поверхностям ( б ) и ( 7 ) в некоторой точке (№Рк) Та­
кая плоскость задаетоя уравнением 

где У-о - радиус-вектор выбранной точки С ) , X. -радиуо-
вектор произвольной точки плоскости, а • 5 " - любой вектор 
направления обоих градиентов в точке X* . Чтобы остановится 
на определенном выборе вектора 5" » вычисляем & 4 в точке ^ 

- 4 " ( 1 3 ) 

Отбросив общий множитель выбираем 

Сравнивая формулу (1ч) для дискриминантного вектора с форму­
лой Андерсона-Бахадуры Г$ 

находим несущественное различие выражающееся в перестановке 
% и "^д, - лЦестаии. 

Свободный член уравнения ( 1 2 ) , при определенном У0 и о 
легко вычисляется по формуле 

С = Ъ% . с ю 



- 12 -

.предварительно переставляя в формулах (10) и (14) % и ^ 
местами, тогда 

е = т ^ т - ^ Т 7 " ' ( 1 7 ) 

Вычисляя по формуле Андерсона и Бахадура Л2 

... ^ б ' ^ ' б * - . . .. " • 

получаем результат, совпадавший с формулой (17). 

§4. По формулам (12)416) определяется ( и / ^ О , если 
выбрана определенная точка Х0 ( N ^ 1 * 0 . Какув именно т о ч ­
ку У с 315рать, зависит от двух вероятностей неправиль­
ной классификеции, которые имеем для некоторого ( 
Рассмотрим подробнее расчет этих вероятностей. Для этой ц е ­
ли вспомним что используя ( с ^ л / * 0 для классификации, 
мы фактически Переходим к скалярной величине 



С и г (22) 

Поскольку V* я Уд, однородные функция координат в е к т о р а ! " , 
то в формулы (22 ) я (23) вместо о „можно,ставить любой век­
тор дискриминантного направления. Возьмем для расчета % л 

вектор (8 ) 

тогда 

При этом, данные совокупности переходят в две одномерные с о ­
вокупности ( Я^И, ] (РЩг> ) и С Щ » » д У >• ' 
Вероятности неправильной классификации равны I - <4э (^ 7 , ) 
я Л - Ф ^ ) , где , 

^ у ^ • 

Вывод этих формул при условии, что наблюдение относится к 
первой совокупности, когда о 'х .< с и к второй при "5Г'л>С 
изложен в статье Щ. 

Нам надлежит указать удобные формулы для расчета ^ Я 
с ) А . Подставляя Е формулы (19) и (20) 

«случаем [ ^ 0 < о - А О ] * ' 



а Аля расчета 

тогда 

(25) 

Ьормулк ( 2 0 и (25) допускает геометрическую интерпретацию. 
Действительно, через каждую точку Х0 (^рА^расположен­
ную между и , преходят две поверхности уровня ( б ) 
и ( 7 ) , которые касаются в этой точке. Параметры '№4 и 
определяются, если вместо V. подставить либуо точкV этих 
поверхностей. Значит, для тех поверхностей, которые проходят 
через Чр и полностью отделяется дискри"инантной гиперплос­
костью, имеем 

Отсюда следует, что перемещая К0 вдоль ( ^ - Р * 0 от 
до / С д _ , СУу)^ монотонно возрастает от нуля в точке ^ 
до максимального значения 

при зтом ( )• монотонно убывает от 

« 4 * ^Ы'А' ' (28) 

до нуля. 
Числа 0 ч у и & ^ в иехбдной системе координат вычисляют­

ся по формулам 



• < - А - « ) ' < Х- ъ), т 

И характеризует общие возможности классификации данной зада­
чи . Это может оказаться полезным при сравнения различных к о ­
д о в . В случае равных ковариационных матриц ( 2^ имеем 
0 ^ = О ^ * " Б* ) где число Махаланобяса. 

• §5 . ТЕПЕРЬ нетрудно представить общую схему расчета, 
как последовательность следующих шагов. 

1. Определяем линейное преобразование 
3 6 * Л 2- (31) . 

ПРИ котором 

вто приведение пары форм к каноническому виду подробно О П И ­

сывается в учебниках алгебры. 
2 . Далее следует выбрать некоторую точку ( К Т ^ О , через 

которую проведем дискриминанту!) гиперплоскость. Для М М 
цели выбираем ряд значений ^ , расположенных между 
я . По каждому значению ^ вычисляем 

и для каждой на найденных таким образом точек Х\, , находим 

о * - С^о-МС^-^, (зз) 



вит- ( 3 6 ) 

• 

Из числа проверенных отбираем точку , для которой .^Ч 
и имеют значения, которые нас устраивают. 

3. По выбранному .^о вычисляем дискриминантнуо функ­
цию 

' ь ' х . ~ С2 , (39) 

где 

У (40) 

4 . Подстгчовкой выражения (31) Л с = А ^ в формулу (39) 
переходим назад к исходным переменным. 

Л и т е р а т у р а 

1.АвЛегбоп Т.Н. ,ВаЬас1иг К.Ы. 01а881Пса-Ыоа 1а*о Ъ»о ти1*1 -
' уагха'Ье аогта1 сИв'СПЪи'Ы.оав «1*11 сИГ^егеаЪ соуаПапсе 
.таЪгз-сез. — 

1'пе Дхша1в 1йа-ЬЬвша-Ыоа1 аЪа*1з1;1сз, V . 3 3 , Лт.2, 1962, 
р. 4 2 0 - 4 3 1 . 



Л.Я,БЕРЕЗИНА 

Об одном способе минимизации количества 
параметров.в задаче классификации образов 

Рассматривается классификация двух нормально распределен­
ных образов, о одинаковыми ковариационными матрицами, для 
случаев вырожденных, невырожденных и "плохо обусловленных" 
матриц. Указывается случаи, когда минимизация возможна без 
потери точноотя.. 

51 . Основные формулы [т/Д 

Для двух нормально распределенных образов с законами р а с ­
пределения (/(.^) 5. ) и К Л . ) -инпная дмскри-
мицантная функция имеет вид 

Здесь а -дискримннантиий вектор, который определя тся из 
линейной системы 

5 . 5 " » ^ ш ^ - ^ . ( 2 ) 

а У-ь - радиус-вектор некоторо^ внутренней точки отрезка, 
соединяющего центры /с и /с Если цены омбочяой 
классификации равны между собой, то 

(3) 



т . е . Ус определяет середину отревка, соединяющего центры 
/с и > Х~ - радиуо-вектор классифицируемой точки. 

При сй^ф+с имеем 

Точность классификации при этом определяется числом ,Чахал<?но-
биса 

Рассмотрим отображение 

У 
при котором, как известно, данные совокупности пробтранства 

переходят в нормально распределенные совокупности про­
странства,. %Р с законами распределения /У/с?и.4 <?5с' ) 

и N (ей*5 

Если С квадратная матрица максимального ранга то отобра­
жение (6 ) можно трактовать сак переход к другим координатам 
в пространстве ^ , при этом квадратичная форма ( 5 ) сохра­
няет свое значение ОС и, следовательно, точность классифи­
кации не меняется. Такие величины У. и у& дальнейшем 
назовем аффинно-эквивалентными. 

Ео'ли С квадратная вырожденная матрица (<501$шо ) , 
то скажем, что отображение ( 6 ) определяет "неявную минимиза­
цию". 

Отображение ( б ) определяет "явную минимизацию", когда С 
есть прямоугольная матрица максимального ранга (число строк 
меньше числа столбцов). Частным случаем явной минимизации 
является "тривиальная минимчзация", для которой 



Ир* этом отбрасн ваетси часть координат вектора Х_ и из 
ковариационной матрицы вычеркивается сцответстнуюме строки 
и столбцы. 

Заметим, что р литературе по классификации образов "бычно 
рассматривается только тривиальная минимизация. 

52• Случаи врожденной ковариационной матрицы 

Покажем, что в этом случае возможна тривиальная минимиза­
ции без потери точности классификации. Для втст цели вспомним 
определение Г_'?2 иорчального распределения ранга 1Ьг> . 

#ы скажем, что случайная величина расиред глена нормально 
с рангом Лч+щ {У рангом ***. 
тогда и тодько тогда, когда 

/. Х-/*. * 6 ^ , В1Ъ'~& ; ( в ) 

где А - ' рх ) - матрица ранга 1н^, и у-^/С* 
т*.е. когда у , ) Щ независим^ •• каждая 
из них распределена как №^(Р^ . 

Геометрический смысл этого определения состоит в том, что 
^ распределен в 'УП' -плоскости р -мерного простран­

с т в а . Столбцы матрицы образуют векторный базис этой 
УУЬ -плоскости. Но поскольку векторные пространства, п о ­

рожденное столбцами А а совпадают, то базисом под-
постранства могут служить любые УЛ/ линейчо-независимых 
столбцов матрицы 5 1 Ози ш & , Пусть для опре­
деленности первые /УП' столбцов 5 - линейно-независимы. 
Образуем из них матрицу 4̂ . ' тогда 

X —/О ~ ( 9 ) 

каряметрическое представление той же 0*1 -плоскости 



где Аг - ^ < А » ) матрица ранга '3*4^, тогда 

А - Д . «• /4 -Я • ( I I ) 

И л ^ 
X *>Ш * /4 5 , . ( 12 ) 

где У ^ / с - столбцы из первых координат X и 
Х у А - столбц" из остальных О+г* координат. 

Из уравнения ( I I ) пол-чаем 

и, подставляя в (12 ) 

Систеиа (14) дает непараметрические уравнения Ш/ -плоскос­
ти ( 8 ) . 

Уравнения ( I I ) или (13) показывав, что ^ и, следо­
вательно, также ( У , а^иннс—экзивалентны X 

Поверхности урозня поля плотности является эллипсоидами, 
лежащими в плоскости (1ч) и получаются, как пересечение этой 
плоскости с гчпевдилиндрами 

а% У ар ) - (15) 

Рассмотрим классификацию двух образов в р -мерном про­
странстве с одиншовой вырожденной ковариационной матрицей 

2 , , ранга ъг> &*<0 . 
Если /уи * , то гиперплоскости, в которых распре­

делены образы, определяются уравнениями 

( К ) 



Заметим, _что (16) и ^17) даот по одному линейному уравнению, 
адесь. X } уЧ4 ; ? последние координата соот ­

ветствующих векторов, А .-последняя строка матрицы А • • 
•Гиперплоскости (16) и (17) совпадает, когда 

$ ^ $ 1 А.(4)'4{Г-р)~о, (18) 

и параллельны, когда 

В пб'следнем случае образы классифицируются без погрешности. 
Разделяет их любая гиперплоскость, проходящая через некото­
рую точку отрезка, соединяющего центры уЬ- и парал-

, лел'ьно гиперплоскостям (16) и ( 1 7 ) . В чаотност можно взять 
гиперплоскость, проходящую через середину указанного отрезка, 
т . е . точку {А/^-Ащ~' • 

Линейная дискриминантная функция в таком случае имеет вид 

/ - * - 1 - а У- ф- Щ* 
Зта функция в общем случае содержит вое координаты ^~ . 
Если условие (1Р) имеет место, то гиперплоскости (16) и (17) 
совпадают. Оба образа распределены в одной гиперплоскости и 
разделяются в ней дискрининантной плоскостью размерности *н-я. 

Из уравнений ( I I ) и (13 ) следует, что_величины» .4 (или 
чУ ) аффинно-зквивалентны величинам X и, Следователь­

но, точность классификац.ж не изменится при переходе от 
К, т . е . при тривиальной минимизации, приводящей к отбрасы­

ванию координаты х . . 



Геометрически это означает, что все точки гиперплоскости, 
в которой распределены образы, проектируются на С?~*) ~ 
мерную координдтную гиперплоскость А , параллельно коор­
динатной оси X . Дискриминантная гиперплоскость в р -мер­
ной пространстве, проходит через (/*~*^) -мерную дискрими-
нактную плоскость, параллельно оси х. и, следовательно, не 
содержит X , 

Анчл-тически изложенное эквивалентно решению системы (2 ) 
при помощи -обратной матрицы максимального ранга. 
Уравнение (16) дает услов..е совместности системы ( 2 ) . 

Пример I . Пусть И А 

(21) 

Ранг матрицы . К — ; т . е . ' И . - 2 , причем в 
нашем примере линейно независимы любые два столбца. Так что 
за матрицу г можно брать любые два столбца 5 - . Возьмем 

Г * о 
Ч (22 ) 

тогда 
О 

1 • 4 (23 ) 

л 
А 1 -

1> Шк\ 



Наши образы распределены в плоскостях, параметричеокие урав­
нения которых будут согласно (9 ) 

(25 ) 

х г - А *' о ч\- ^ V ( 2 6 ) 

Проверку, совпадают ш эти плоскости или нет, прбводии по 
условию ( 1 8 ) , получаем 

и, значит,плоскости не совпадают. Вычисляем уравнение гипер­
плоскости, разделяющей наши образы без погрешности по форму-

, л е ' (20) , 

или 

(29 ) 

Уравнение (29 ) содержит все координаты вектора Х_ " мини­
мизация без потери точности .не возможна. 

Заметим, что если, например, полагать 

А * 
- д - ъ 



ТО 

Л 

7. 

С 

[:>] • 

- а* -
л 
А 

Разделяющая гипврплоекоо.ь будет 
.як;' 

Что, естествен но, дает ту же плоскость ( 2 9 ) . 
Прииер 2. Пусть 

Ь 0 

Полагаем 
Г Л . О 

Д Гл. о -л> 
& * I о Ч * 

1 - л , х ъ 

( э о ) 

Г А . •> 

Вычисляем левую сторону условий (18 ) и (19 ) 

Значит, вектор / с 2 " " - , принадлежит векторному простран­
ству , построенную на столбцах 5 . » и оба образа расположены 
в одной" плоскости 



Г х < 1 Г а о г у 7 
о 4 

1-Я. «VI 

Величины 
величинам 

Задача оводитоя к классификации величин о законами распре-

(33 ) 

Число Махалонобиса 

(Эч) 

В нашей примере все диагональные определители ^ отлич­
ны от нуля, поэтому предложеннуо нинимиаацио можно также про­
вести, отбрасывая первуо или вторуй координату вектора X" 
Тогда исходная задача приведется к классификации величин 

ш к': 
а , 

> Где 

аффинно-вквивал'ентны 



либо 

Если ранг матрицы 5 'Я* < /О—1 , ( т о к а я _ 
дая из матричных уравнений (16) и (17) дает ^ - ' Ь г . линейннх 
уравнений, определявших 'Ьг- -плоскости, в которых распреде 
ляются величины. Зти плоскости оовпадают, когда выполняются 

р-Пгц, условия (16) или параллельны в случае ( 1 9 ) . 
Когда плоскости совпадают, то все точки этой ^ууь- -плос 

«ости аффинно-еквизаленткы точкам любой -мерной коор­
динатной плоскости, частная плотность которой имеет невырож­
денную ковариационную матрицу. Точность классификации при 
этом не зависит от выбора координатной плоскости. Этот слу­
чай ничем не отличается по существу от слуая совпавших г и ­
перплоскостей. 

Если плоскости не совпадают, то они параллельны и, следо­
вательно, обе плоскости вместе с вектором А*^"/*•* 
укладываются в одной (/Уу»-гЛ) -мерной плоскости, в к о ­
торой наши >>гъ> -плоскости играют роль гиперплоскостей. 
Значит, допустима тривиальная минимизация, проектируя оба об 
раза в (Оп-м) -мерную координатную, плоскость. В ней имеем 
ранее рассмотренный случай двух параллельных гиперплоскостей 

Приме? 3. Пусть 

А*\°[•/*" I \> % М А % -I ( Э 7 ) 

• тогда Лц « I , за базисный вектор можно взять 



Полагая 

х 

и подставляя в левую сторону ( 1 8 ) , ( 1 9 ) , получаем 
О 
-о . (40) 

Образы распределены на одной и той же прямой. Их можно клас­
сифицировать по первой координате, тогда 

А = 0 , / V Ъ { Я » 1 , о ( . « - Ь ^ ^ Х 4 1 ) 

Либо по второй, что дает такие же числа, либо по третьей, 
тогда 

Точность классификации в любом случае одна и та же. 
Пример 4. Пусть 

А 8 

о 

Га А ъ 
К А Ъ (чЗ) 

Выделяем 

л 

.Я? 
л л г З 



Вычисляем левую сторону ( 1 6 ) , (19) получаем 

Прямые расположены Б двумерной плоскости, базисом которой 
служат векторы 

Еез потери точности «окно отбросить только одну координату. 
Причем только >С либо хЛ" , поскольку только для * 
соответствующая строка (45) отлична От нуля. Зто значит, 
что только в проекциях н̂а координатные плоскости с!**,» 
или получаем параллельные прямые, которые разде­
ляются без погрешности. Откинем X , тогда наша задача 
сводится к раз-пел^нию образов, для которых 

>ъ р 1 с - . П Я-1 (47) 

распслогеннах в параллельных гиперплоскостях. Дискриминант-
ную функцию определяем по формуле ( 2 0 ) . Ьдесь 

I = [ а ] д = | % - 1 
л л С * ) 

и, следовательно, по формуле (20) получаем, что разделяющая 
гиперплоскос-ь имеет уразнэние 

О 



- Я9 -

Настоящий пример нарочно подобран настолько простым, ч т о ­
бы решение легко определялось известными формулами аналити­
ческой геометрии. Действительно, оба образа распределены на 
двух параллельных поямых с уравнениями 

Ъ (50) 

(51) 

2ти прямые расположены в плоскости 

\Х4 ' х 2 - х ъ ! 

> з з ^ | 
(52) 

и в этой плоскости разделяются прямой 

X 
4 4 С53) 

Любая плоскость, проходящая через эту• прямую разделяет н~ши 
образы. Плоскость, проходящая через прямую ( 5 3 ) . параллель­
но координатной оси X2" имеет уравнение 



или 

Уравнение (54) не содержит X. , поитому классификация 
проводится по координатам » $ ! и X*'. 

К тому же решению можно придти следующим образом. Через 
прямые (50) и С51) проводим плоскости параллельные беи К** 
Эти плоскости имеют уравнения 

*^ 'й ' Ш^М- ( 5 5 ) 

которые можно рассматривать как уравнения двух прямых в 
плоскости (_Х/1 в ? ) . Эти прямые разделяются прямой 
( 5 4 ) . 

Резкие. Для классификации двух нормально распределенных 
величин с законами распределения ( А * ; 5 ) и ( ' Д 1 ^ ) , 
о вырожденной ковариационной матрице 2- ранга 
о одновременной минимизацией без потери точности, поступаем 
следующим образом. 

1. Выделяем совокупность 'И*- координат х , для к о ­
торых частная плотность имеет невырожденную ковариационную 
матрицу. Совокупность остальных координат обозначим через 

X . Значит, вычеркивая из матрицы Д. строки и столб­
цы, соответствующие координатам х. , остается невырожден­
ная матрица размером рй# ч , которая обозначается 
через 4 . Столбцы матрицы 5 _ , которые содержат 

Л , образуют матрицу А . Ив строк А , не входящих 
в А , ооразуеи А . Векторы ^ и ^ раэбиваен 
на А' . Л.* " Л А4 . я Ах т а к « в , как X. 
разбит на X и х • Естественно, что во всех матрицах 
о "чертой" или "иапочкой" координаты расположены в одном и 
том хе определенном порядке. 

2. Вычисляем элементы матрицы столбца 



(57) 

здесь л -ортогональная матрица 

Величины 

Ч. 

(58) 

с^з^конами распределения 
аффинно^экВивалентно величинам и» следовательно, точность 
классификации при переходе (59) не меняется. Проделаем над 

3. Если все элементы (56) равны нуле, отбрасываем коорди­
наты х. и проводим классификацию величин распределенных 

4 . Если не все элементы (56) равны нулю, то^оставляем о д ­
ну иэ координат X. , для которой в соответствующей отроке 
(^56) стоит элемент отличный от н;-ля. Остальные координаты 
X откидываем. В полученном -мерном пространстве 
образы делятся без погрешности дискриминантной функцией ( 2 0 ) . 

§ 3 . Случай невыроиденной ковариационной матрицы 

Рассматриваем две совокупности, распределенные 
и ОСрО^^)} где . 

Пусть матрица, столбцы которой совпадают с единич­
ными векторами собственных направлений 5 . , а \ . - '_ 
диагональная матрица иэ соответствующих собственных чисел, 
тогда 
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• у тривиальную минимизацию, откидывая ^ ** '***•' 
величины V/ и оставляя «Ж. величин у . . Разбивая 
соответственно ( 5 9 ) , получаем • 

, у -
» (60) 

Вдесь ? матрица (^-"/О ранга *и - - , строки кото ­
рой за-ииают координ ты единичных векторов -отобранных 
нами собственных направлений'." 

•Соотношение (60) определяет отображение Р -мерного про 
отранотви X в 1 и -мерное пространство у , т . - е . -яв ­
ную минимизацию. Яоходнке со окупноси, при втом отображаются 
в совокупности с законами распределения N1* Цк/к , ) С^'/4^) I г ^ е -диагональная матрица, с о ­
держащая, с-ответственно расположенные собственные числа,со­
ответствующие отобранным собственным направлениям 5 . 

При такой минимивации обычно |̂ есть "главные компо­
ненты", [.I] , ^Эд, т . е . соответствуют собственным направле­
ниям, инеюь..м большую дисперсию. Однако в задачах классифика­
ции при любоч минимизации, следует учитывать как при атом ме­
няется точность классификации. 

Для стой цели используем спектральное разложение матрицы 

Отсюда получаем следующие выражения для числа Иахаланобиса 

•к - с е » 



и для диокрииинантного вектора 

' . Формула (63) првдотавляет число оС . как сумму слагаеиых. 
каждое из которых ооответотвует одному собственному направле­
нно, а формула (61) выражае" вектор о .как сумму векто­
ров , оонаправленных собственным направлениям. По этим форму­
лам можно проследить, как изменяется ч . и д при минимиза­
ции ( 6 0 ) . г л 

Отметим, что если вектор / А - / * - перпендикулярен некоторо­
му ',1 I т 0 скалярное произведекче 

и соответствующие слагаемые в формулах СбЭ) и (64 ) равны ну ­
л е . Значит, отбрасывание таких собственных направлений не ме­
няет число Ы. и вектор о . 

В общем случае, когда уоловие (65) не имеет место, отбра­
сывание некоторого собственного направления уменьшает оС. Я, 
следовательно, точность классификации, оце::ам его уменьшение. 
Для втой цели преобразуем представление (63 ) числа оС . 
Обозначим черев 

квадрат модуля вектора /л — т о г д а скалярное произведение 
вектора ^ — / ^ и единичного вектора 
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п и 0^ -угол между векторами / л . и ^ . Формул. 
( 6 3 ) , следовательно, можно написать в следующей форме 

"Вклад" каждого собственного направления прямо иропорциоаалеи 
.ОаД/^.и обратно пропорционален «Х^ .Значит, используя 
•в задачах классификации метод главных компонент, надо быть 
весьма осторожным. Компоненты о малыми дисперсиями будут с а ­
мыми информативными, если «2*»^ достаточно большой. 

В кошт- рассмотрим неявную минимизацию, эквивалентную 
явной мннимиэации_ХбО). Для этой цели умножим обе стороны « 
(60 ) на матрицу 9 .получаем 

1 ? ? : < б 9 \ * 

0боанач"и 

и, значит, 

т . ( 7 0 ) 

ЗЬ * ? * - ( 7 1 ) 

Уравнение (71) определяет отображение р -мерного вектора 
X в р -мсрмнГ вектор х - • Вырождение! матрица ранга ц 

Т *Р' суть проектор, сопоставляющий каждому X . его 
проекцию на выбранную 1Щ -плоскость. Исходные совокупность 
при стой отображаются в совокупности с законами распределения 



(73 ) 

(7ч ) 

(75 ) 

с вырожденной ковариационной матрицей. Классификация таких в е ­
личин и гозыожная минимизация рассмотрены в предыдущем (.ара-
графе. 

Указанная неявная минимизация (71) приобретает особый смысл, 
когда исходные величины распределены "вблизи" некоторой м, -
плоскости и', следовательно, величины X - < а л 0 отличаются от 

& и могут быть ими заменены. Этот случай рассматривается 
в следующем параграфе. 

§ " . Случай "плохо обусловленной" ковариационной 
матрицы 

При решений практических задан, когда классифицируемые 
объекты кодируются числами, обусловленными аппаратурой, часто 

. > получаем ковариационные матрицы, определители которых весьма 
близки и нулю. (Сравн. СзД ) . 

Ив рассуждений §2 и §3 следует, ч:о в таком олучае целе­
сообразно поступить следующим образом 
1. Вычисляем величину , 

2 . методом "исчерпывания" определяем собственные числа ^ 
и соответствующие единичные I зкторы собственных иаправ-ений 
^ матрицы . Параллельно, для каждого п.' вычисляем 

и накапливаем суммы 

Й*-.* д . С»<Т 



Процесс выделения прекращаем, когда Л,' становится 
достаточно малым (учитывая общую погрешность намерения вели­
чин У. ) и когда М$ ^» М*^. ^ ^ 

Если при существенном уменьшении «X., , ^ Л^- перестает 
заметно увеличиваться и намного отстает от Л1*" . то это о з ­
начает, что совокупности распределены вблизи двух параллель-
них <Ъ\ - плоскостей. 

Сумма (75) по окончании процесса исчерпывания определяет 
точность классификации. 
3. Пишем матрицу т , столбцы которой совпадают с отобранны­
ми +^ и диагональную матрицу Л , содериаиую соответству­
ющие • вычисляем 

5 : *• 9 сх ?' ( 7 6 ) 

4 . Исходная задача классификации величин с плохо обусловленной 
матрицей Д - » заменяется задачей классификации величин с вы­
рождение! матрицей 5 . , решение которой подробно рассмотрено 
в § 2 . 
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Ц.Т.БЕРЕУИНА 

.06 ^ь-мерной полосе в Егп. 

Под Л -мерной полосой я 1гъ -мерном евклкдоэои простран­
стве ( Вм, ) будем понитть кривую, в какдоя точке которой 
дана а -мерная плоскость %1 • проходя ;ая через каса-ельну» 
к кривой. Плоскость 27 назовем касательной плоскостью поло­
сы, ортогональную к ней плоскость У~' - нормальной плоское? 
полосы. 

Прчсоединим к полосе ортонормировгкный репер следуюса:: об 
разом: вершину репера поместим в точку криво;., вектор 
направим по касательной к кривой, векторы ^Т,^Г 
положим в касательную плоскость, а ^ 
в нормальную плоскость. *** ' • 

Так как вектор ^ \\ с1/Г* т° 
л * 

Допустимые преобразования репера: 

I л « . # 

С1) 

«4 ( 2 ) 

1 * е 

Л ос-



О) 

Принимая 14̂  за базиг, имеем г 

( О 

1' 
» « / . уУ/«,/ ОТ преобразований 

X и Л замечаем, что 

/Сии инвариантный вектор в 21 
У^' * / €Г инвариантный вектор в | Г 

Назовем вектор 4- — вектором нормальной кривизны 
(по аналогии с Е ЦЛ • 

Величины ./Гц,л» при преобразовании X меняются, как 
вектор ^2 » а при преобразовании ] [ , как вектор ' 
Из <̂  можно образовать инвариантные векторы: 

( / С / * А * * * / % * ^принадлежащий Ц 

и у^пА/ ^1*1 принадлеиатий ХГ 
Назовем вектор Мм ёГ — в е к т о р о м Геодеэичес. 

кой кривизны . " ' / ^ 
Направим вектор по вектору нормальной КРИВИЗНЫ. 

Тогда 

Допустииые преобразования репера снимают вид: 



I 

Гт»1 Г* 

А- = Л 

( б ) 

Вектор геодезической кривизны принимает вид: 

А 

(7 ) 

С б ) 

Величины Д д , ^ . Л / . 3 / . . . / Л . п~у....,**.') 

при преобразовании* _Т_" меняется, как век ор плоскости ХГ, 
плоскости ортогональной к вектору ^ * , а при преобразовании 

как вектор плоскости 2 1 " ' с плоскости ортогональ­
ной К . Величины у ^ ' д / являются координатами с в я ­
зывающего тензора С2] Связы ающий тензор мояно использовать 
для построения канонического репера. 

Направим ве:сторы С, *Ь &*, . С » . .->, С 
по стационарным направлениям, направлениям стационарных углов, 
которые плоскость 2Г образует с плоскоотью Гс* 2**, .. Т"\ 
[ 2 ] , где 



Такая фиксация ^ у ^ > - - в * ^ 
приводит ..атрицу / </ > **' Л г А * ' Ц1 

к диагональному виду. Г Л Р * # 1 » ' . - - < Л- ^ Д • л * * , * * ^ . . , 
Назовеи полосу, для которой векто^ нормальной кривизны - ну-
лево.. вектор, аоигптотичеокой полосой (по аналогии с ЕГДШ ) • 

Для асимптотической полосы 

предложенная выше канонизация не имеет место, матрица­

м и ^ ) ••>•* ^г-прямоугольная. 

Поломим 

^ т * » 1 9 Д " ' " " О (II) 

Условие ( I I ) инвариантно относительно преобразования X/ 
т . н . означает, что вектор у ^ ' < л у . , . , Ш 

стал нулевым. 
Условия ( I I ) означают совмещение плоокостн ГА* & - I 
о инвариантной плооностьо Гд^ Сс -и \ 
где * * * -* 

Ч * / Ь » € 4 % - А * € г - Л - К * € ( 1 2 ) 

Внесем условия (II) в матрицу ( ),матрица принимает 

т . е . становится квадратной, 
.Теперь моикт векторы &%.,.-..4 С , Кы., — 

направить по стационарным направлениям, которые образуют плос-



• - •! -

где / - Г » 

г - < ; се* 

Матрица ^ ) принимает диагональный вид. 
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М.Т.БЕРЕЗИНА 
В 

Об одкопарау-етричеоком оемейотве ДВУХМЕРНЫХ. 

Пространство - это полуввклидово пространство /У', 
в которой гращение базисных векторов задается группой: 

где ' — « ортогональная натрица. Векто 
ри ^ ; % ; 4» расположены в трехмерной инвариантном 
векторном пространстве, которое будем обозначать через ( А ) , 
а векторы , расположены в двухмерном инвариантном 
векторном пространстве о Евклидовой метрикой, которое о б о з ­
начим ( В ) , М, • 

Назовем векторы из #у , не принадлежащие ( А ) , вектора­
ми третьего порядка, векторы ив ( А ) , не принадлежащие ( В ) , 
векторами второго Порядка и вектор! из (В) - векторами пер­
вого порядив. ^ 

81. Рассмотрим в пространстве плоскость У~1 

построенную на двух линейно-независимых векторах третьего 
порядка! 



Пусть 

тогда 

или 

' Ж - ^ ч - ^ • ( 2 ) 

#тЯ*<*0 О ) 
Если вектор (Л), то 

(<0 

что задает инвариантно-направленный вектор *Ь второго . 
порядка. Будем называть плоскость Т-( — плоскостью вида 
один. 

5 с . В пространстве была изучена линейчатая поверх­
ность (однопараметричеокое семейство прямых), у которой на­
правляющий вектор образующей-—вектор третьего порядка /ц/. 

Было показано, что образующая линейчатой поверхности о б ­
ладает инвариантно-направленным вектором—вектором централь­
ной нормали. Если век-ор центральной нормали 5*6 (Л )^ 

5 * ^ ( 6 )) то имеем поверхность порядка два, если 
5 " 6- ( 0); т о поверхность порядка один. 
С образующей поверхности порядка два связан инвариантный 

вектор - воктэр распределения, не образующей поверхности п о ­
рядка два имеется инвариантная точка—горловая точка. 

У обра-уощей поверхности порядка один найдены: Еектор • 
рас тределения, принадлежащий ( А ) , 'его проекция на нормаль л» 
(п?€ (#) ) /ь'^ (в)) —— внешний параметр распреде­

ления (инвариант), равенство нулю которого выделяет с.ециаль-
ный класс поверхности, квазиторс,' 6- центр, оопоставляюгпй 
каждому выбору нормали точку на образующей. 



О ) 

( б ) 

Главными формагч является формы: I*)' • > ^> ^л-
Нетрудно вычислить, что при преобразовании I ( ч ) : 

Рассмотрим линейчатую поверхность, у которой направляющий 
вектор образующей - вектор второго порядка. Присоединим к 
образующее поверхности фтоиормированный репер следующим о б ­
разом: вершину реператУ помеотим на образующую, вактор 1^ 
направим по образующей. Разбиваем допуотимые преобразовании 
репера на влементарние: 



( Ю ) 

при преобразовании I I ( 5 ) и меняютоя, лак координаты 
вектора, прина^ленащего ( 3 ) , при преобразовании I I I ( б ) : 

где к * / / - г , й Д Л - Г " ' 
Формы 6^' и не заьисят от преобразовании I и I I I , а при 
преобразовании II меняется, как координаты вектора из ( 3 ) . 

Инвариантный вектор * 0% 4 V 4 ^ 
по аналогии о Евклидовым пространством, назовем вектором 
центральной нормали. 

Ьаправим вектор л по вектору центральной нормали, 
тогда 

Независимо от фиксации ( 9 ) система 

сд'=0 

задает зависимость между параметрами Ан . Ач , Ь '. 
(условие (10) не зависит от преобразования II) 

ы ' + ^иР+ё^'-о си) 

у 

При (О -4=-0 имеем функциональную зависимость между точками 
над образующей и плоскостями С ^ 3> такую, что каждой 
точке образующей соответствует плоскооть 

Из условия ( Ю ) следует, ч т о / " ^ ^ ' ] 

т . е . плоскость^"^ ? ^ ] — - ето касательная плоскооть 
поверхности в точке приложения репера. 
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Равенство нулю инвариантной формы СО1 ( СО* не на ей сит от 
преобразований 1 - Ш ) 

выделяет специачьнии класс поверхности, который назовем кьа-
эиторсом. 

Когда вектор Ц направлен по вектору центральной нор­
мали образующей ква&итор'-а (условия ( 9 ) и ( 1 3 ) ) , форма и) 
не зависит от преобразований 1-111. Тогда уравнение 

10 *0 
выделяет торсоьуо поверхность. Если вектор не фиксиро­
ван, то торс выделяется условиями: 

где выражение СО ш3 — Со и>3 не зависит от пре­
образований 

У квазиторса форин ко' , ^ не вависяз о » прсооразования 
I I I , -коатому уравнение 

задает инвариантную точку образующей квазиторса с абсциссой: 

точда, которую назовем квазицентроы. 



§ 3 . Совокупность!) («6/ будем называть линейчатую 
поверхность, через каждую образующую^ которой проходит 
двухмерная плоскость вида один —• 22, Назовем совокупности 
(«0, 2 ) совокупностями класса I ( Ь * 6 ^> \ 
когда вектор коллинеаринй образующей<к , вектор I 
порядка. 

Рассмотрим совокупность (аС / 21) класоа три, присое­
диним к образующей совокупности ортонормированный репер 
следующим образом: вершину репера / Г поместим на обра­
зующую^ , векторы %у и 4* положим в плоскость 21 
вектор ^ направим по образующей, вектор являетоя 
инвариантно-направленным векторо". 

Допустимые преобразования репера'разбиваем на элементар­
ные: 

т 
—»/ —» . —л 

1 

(15) 

где II — ортогональная матрица. 

(16 ) 

Главние формы Со', СО3*, 
зависят от преобразований I (15) и II (16) следующим образом: 

^ I Ц > * м ^1 / ^ 8 а Д а 1 0 Т * в а инвариантно-иапрасленных 
вектора образующей»^ : 

ш1 



# & Ч Ч # (И) 

форма < Ц 3 инвариантная форма, 

»авиоит.толь::о от переноса I ( 1 5 ) : 

(3\г <л)*+&Э* (») 

Со , 10 зависят от переноса II 

(20) 

а при преобразовании I I (16) меняются, как координаты век-
торг из ( В ) . . 

Отметим те образы обраауюией совокупности ( об, 27 ) , 

которые индуцированы линейчатой поверхностью: 

I)вектор центральной нормали Образующей поверхности 

когда вектор центральной нормали — вектор первого порядка, 
инвариантная Аориа 

(л\Ъ -О. 

что выделяет специальный класс совокупностей И) 

2) вектор распределения 

Со' ьИ ( 24 ) 



когда СО? + 0 V 
3)горловая точка образующей поверхности с абсциссой 

4 ~ 

4 

' ( 2 5 ) 

Кроме того, аналогично, как для со. экупности («С, 2 Г ) 
Евклидового пространства / 2 / , с образующей °С1 связан р.:д 
инвариантных точек, названных по апалогии с & : 

1) внешний центр с абсциссой 

_ _ со а), + со цч_ (2б ) 

Для внешнего центра характерно, то , что проекция на (В) 
касательной к направляющей поверхности ^ Я ) в данной 

точке перпендикулярна проекции на (В) вектора центральной 
нориали ( ) . 

2) Первый центр кривизны о абсциссой 

точка, в которой проекция на (в ) касательной к направляете?. 
( с//9* ) ортогональна вектору 

. ШШъШ С26). 
который назовем вектором внешней геодезической кривизны, ана­
логично как в / 2 / . 

3) Второй центр кривизны с абсциссой 

4 - -
1 ш' 

м 
Ы 
и <1 

(29) 



точка, в которой проекция на (В) вектора касательной к на-
пюавляющеь коллинеарна вектору внешней геодезической кривиз­
ны. 

5ч, Изучим совокупность (ы.; класса два, присоединим 
к прямой^ совокупности ортонормированный репер; положим 
векторы Ш*. ёг в плоокость^Г , направим вектор & по 
образующей, вершину репера /г помеотим на прямую , 
Разбиваем допустимые преобразования репера на злементарные: 

•>1 

Г-Г 
(30 ) 

(31 ) 

м 

Л См/! - ортогональная матрица.-

Главные формы (о', ^ } Ш* , *У / ^ э * ; 
зависят от преобраговании 1 - Ш (31-33) следуычим образом: 
форны со'4 и/" ."инейно зависят от переноса I ( 30) 

(32 ) 

(33 ) 

при преобразовании ( I I (32) меняются, как координаты вектора 



которую назовем 2Г-иентром. 
X ; - ц е н т р — э т о точка, в которое проекция па (В) вектора 

касательной к направляющей ортогональна вектору центральной 
нормали. 

Далее составим выражение 

То1 

4 ' • К 
(зе) 

не зависящееот преобразования Ц , но зависящее от преобра­
зований- I и 2 1 1 . Уравнение . 

ив (В) и не зависят от преобразования I I I . Формы СО^ Со3 

задают инвариантно-направленный вектор 

о $ Г с 34) • 

формы Цт '/ ^ не зависят от переноса I, при преобразоза-
нии Л. меняются, как координаты вектора из ( В ) , при пре­
образовании I I I : 

V 
форма Со — инвариантная форма, ртметим те инвариантные 
образы образусщей о1 совокупности (ой, 2 Г ) ^ которые имеет 
линейчатая поверхность: > 

1) вектор центральной нормали 

2) инвариантная точка с абсциссой 



Зад ег функциональную зависимость между параметрами ^ и Щ, 

(40) 

Когда 

зависимость (чо ) означает, что каждому выбору вектора ^ 
в плоское.л X соответствует точка образующей, в этих точ­
ках проекция на (В) вектора касательной к направляющей 
( ) "оллинеарна проекции на (В) вектора ц^. 

Дли фиксации вектора используем уравнение: 

где давая часть уравнении не зависит от преобразований I я 
11. Уравнение ( 4 2 ) можно записать в виде: 

или 



(46) . 

где | Сеи || ортогональная матрица. 

(47^ 

Главными формами являются: д / , Л^'уА'!м Ф*./^*^' 
Нетрудно подсчитать зависимость главных форм от преобра­
зований 1 - Ш ( 4 5 - 4 7 ) . 

Формы (^линейно зависят от переноса I ( 4 5 ) : 

п р и ( ^ Ч ^ ) ^ о 

Фиксация (42) означает, что проекция за (В) вектора О^у* 
ортогональна- вектору центральной нормали (с!{?'/ 

§5 . Рассмотрим однопараметрическое семейство плоскостей, 
где плоскость 2Г — плоскость вида одни. Присоединим к 
плоскости сэмевства 2Г ортонормированный репер: векторы 

, ^ поместим в плоскость 21 , вершину репера $ 
тоже поместим в 2Г • Разбиваем допустимые преобразования 
репера на элементарные: 



при преобразовании II (46) меняются, как координаты вектора 
из ( В ) , не зависят от преобразований III ( 4 7 ) . Формы сОу , 

и)* не "ависят от преобразований 1(ч5) , I I I ( 4 7 ) , а при 
преобразовании II (46) меняются как координаты вектора иа 
( В ) , т . е . сд± задают инвариантно-направленный вектор 
плоокооти семейства 

который назовем главным вектором. 
Формы 6*?у' иЗ* не завиоят от переноса I ( 4 5 ) , при 

преобразовании II (46) меняются, как координаты вектора из 
( В ) , линеяни зависят от 
(47)? 

при преобразование I I I 

(50) 

Далее иеучи* совокупности ^.ф. 2 1 } у принадлежащие дан­
ному семейству плоскостей. 

Каждая прямая об € 21 индуцирует совокупность 
2 Г ) . Совокупности (дб^ класса два индуцируют 

некоторые инвариантные образы плоскости З Е » например, 
. ,.<> х+ . . 1 * у главный вектор: Щ •+ сд^ Щ*** вто вектор центральноя 

нормали образующей совокупности («Ь, 2И). Главный вектор мож­
но использовать при построении канонического репера, напра­
вим по г-ааноыу вектору вектор <|* , тогда 

(51) 

Составим выражение 

5 ' 
к)1 



не зависящее от преобразовали?. т . е . являющееся инва­
риантом г.лоскости данного семейстза. 

Равенстве куло инварианта (52) выделяет специальна кд л оо 
сеиеаотва плоскостей, для которого проекция на (В) векторе 
центрально* кориали произвольной совокупности ( ь!^-. 21 ) 
класса три коллинеярка зектору центральной нормали совокуп­
ности ( Ж ) класса д^а. 

Потребуем, чтобы 
оо'*0 (53) 

система (53) не вависит от преобразования I I и I I I . Сна за­
дает инвариантную точку плоское?.; 21 » с хоордичатааи: 

4! 
I* со' 

ч' < 
• < 
К 
со со 
.1 

к 
ч1 

(54) 

когда инвариант (52) отличен от нуля'. Казовом ату течку 
центром плоскости 21 • Если верг.ина репзра помещена в 
центр плос.сооти 

(55 ) 

значит вектор касательной К линии центров принадлежит 
плоскости 21 • 



Иэучиы уравнение 

ш'Я^ - (56) 

левая-чаоть втого уравнения: ч * 2 ' * * ^ * 
завиоит только от переноса- I , так что уравнение (56) иожно 
преобразовать к Е.:ду1 

Уравнение (57),линеиниэ относительно ^ Й ^ , , задает 
инвариантную прянув в плоскооти 2? , уравнении (56) овна-
чаат, что окалярнов произведение векторов 

я 

равно нуля. Значит, в каждой точка прямой (РТ) проекция на 
(В) вектора с / / ?* (вектора каоательной к линии, опиоиаае-
мой вершиной репера) ортогональна к главному вектору, 

На прямой (57) раои ложены вое ивране центры кривизны с о ­
вокупностей ( * ^ ; 2 Г ) клаоса три ( ом , формулу ( 2 " ) ) . Также 
на прямой (3? ) расположены -центры совокупностей ( . ^ ^ ) 
клас.а два (ом. фор. улу ( Э Ъ ) . 

Составим уравнение 

левая чаоть втого уравнения завиоит только от переноса I . 
ПреоОравуен уравнение (58)I 



и] 

СО 
О' 

Уравнение (59) гадает инвариантную прямуи в плоскооти 21, 
дричем I каждой точке этой прямой проекция на (В) вектора 

<//7* коллинеарна главному вектору. 
На прямой (59 ) расположены вторые центры кривизны с о в о ­

купностей класса три ( см ; формулу ( 2 * ) ) . 
Рассмотрим возможность фиксации вектора ^ . Образуем 

выражение 

I 

зависящее только от преобразования Ш , приравняем его к 
нули. Из уравнения 

• щщ+-&1а{%*4) сей 
вычисляем 

Н7 + Ю* 
С62) 

Вектор 4* Фиксирован так, что проекция вектора на 
(В) ортогональна главному вектору. 
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В.И.ГОВТЕЙН 

Некоторые инвариантные образы комплекса 
прямых К± в А* 

В настоящей статье раосматривается некоторые инвариантные 
линейчатые поверхности, преходящие через луч комплекса прямых 
К± в . Попутно указывается одна из возможных канонизаций 

репера Т , присоединенного к комплексу К±. 
Пусть репер Т (Я, ё,, е л „ ё3, е+ ) в Л * имеет вершину 

на прямой комплекса , причем вектор е+ направлен по 
данной прямой. 

Допуотимыни преобразованиями репера 7^ будут: 

Цы исключим из рассмотрения случай, когда для компонент 
уравнений движения репераТ/2] : 

а'гё1 * аг
гёг +а$% -* 0$ё* 

где М\а-1\Ф0, (1,к~1,2,3,4) 



при любом а»Л , 2 Д 4 шпет место 

[ со' бо^ < * 4 2 О« 

Теперь без ограничения общности мокно выбрать форцы 
и)3

1 , сО* , со* за базисные и разложить оставшиеся 
главные формы [1 ] через базисные следующим образом: 

Чтобы выделить однопараметрическое семейство прямых -
линейчатую поверхность, проходящую через луч комплекса, д о ­
статочно наложить на базисные формы три связи. 

Пусть этими связями будут 

Система уразнений (3 ) инвариантна при допустимых преобразова­
ниях ре: ера Ти , следовательно, определяет инвариант­
ную линейчатую поверхность. Из системы (3 ) следует также, 
что поверхность будет цилиндрической'. 

Касательная плоскость Г% цили"дрической поверхности, 
проходящей черев луч комплекса, определяется в репере Т0 

бивектором Г / з С - * - ^ з > ^ * ^ -
Рассматривж изменение коэффициентов системы ( 2 ) при пре­

образованиях репера Т 0 , получим, что плоскость Гг инва­
риантно связана с образующей комплекса: 



где СХ-1 К Ас - компоненты соответственно прямой и обрат­
ной матриц преобразования ( I ) . 

Назовем двумерную плоскость Гг глазной 2-плоскостьа комплек­
са . Главная 2-плоскость проходит через луч г.смплекса, 
поэтому мохно рассмотреть линейчатые позсрхнос" -::, для ".ото-
рмх Г« является первой соприкасающейся плоскостью [ ! " } ' 

Чтобы выделить среди прядок комплекса линейчатую поверх­
ность с указанным свойством (К-поверхность), необходимо на­
ложить на базисные формы следуюте отлей: 

Для К-поверхнооти, заданной уравнениями ( 4 ) , -к - абсцисса 
относительного центра [ I ] , 

+ ^ а / ' з " в е к т о Р распределения [1] ; 

• 1 " К О Е е к т о Р распределения . [ т . ] . 

Для того, чтобы выделить инвариантную,Х-позер/мось, нуж­
но инвариантным образом задать к, в уравнениях $ 4 ) . Однако 
для -любой К-поверхности ковектор распределения определяет 
одну и ту хе, инвариантно овязанную с.образующей , трехмер-
чую плоскость Ь I 

, жиж 

Лнвари&нтные плоскости Г% и С монно использовать для ка­
нонизации репера Т . 

Продифференцируем внешним образом систему ( 2 ) : 



Положив вектор ё3 в плоскость ГА , т теи самым наклады­
ваем на коэффициенты с».отемы (2 ) условия 

Внешние уравнения ( 5 ) примут вид 

*п$ т 

Отсюда по лемме Картана следует, что со* - главные формы: 

В рекере 7^ вторая соприкасающаяся плоскость ^ 1 } К-по-
верхности, заданной уравнениями ( ч ) , определяется ко^екто-
ром [ (-3*6+ к/зз)&« > > , положение её зависит 
от выбора абсцтесы отчосительного гянтра К-поверхности. 

Трехмерная же плоскость Г3 , определяемая в репере '7/ 
ковектором [ $зэЦ*, ёз,^], инвариантно связана с обра­
зующей комплекса: 

при допустимых преобразованиях репера Т± 



сь3ё3+ а& 
сСё+ 

Легко виде'ть, что, если вершина репера А описывает некото­
рую линию на цилиндрической повррхнооти, то Г3 совпадает 
с плоскостью [с/4 , , ]. 

В самой деле, в репере Т4 : 

• Г * з , / « С • 
Продолжим канонизацию, репера. 

Поместий ооь ё^ репера Т в инвариантную плоокооть Ь 'л 

а ёг - в инвариантную плоскость Л , етим мы накладываем 
на систему (2 ) условия 

Из С 5 ' ) получм: 



[ а ; * & *»: - % ч г - & ч3 > 42 < * & ̂  - 4 7 + 

+ [ад; - Ц 4 + ^ ^ г ^ ц е ̂  ^ ^ ^ 4 ^ ч , % 

• 4, * ц * / у ^ я3\ - д.;, 4 -

Отсюда: 

В ревере 7*> (вершина репера на прямой комплекса, ^ направ­
лен по прямой комплекса, Ь , Гл ) бивектор 

ГЯэ*^ ~3*&з , ё* ] определяет инвариантную двумерную плос­
кость , проходящую через прямую комплекса. 

При допустимых изменениях репера Т, % 

коэффициенты разложения главных форм по базисным 

По лемме Картана отоюда следует, что 



.о 

г ,,г / о г , г 

| Ц » ^ ^ + л ^ 4 1 ) +• Л , 3 Ь>« * ^ уу—и ^ 
' о 1 •' 1'* - ,* V * , 3 ' ' Л 

будут меняться следующим образом: 

Гг % - а; Л 2
г а; # * / ̂  - А' а ] а ; ̂  . 

Я/, = а,4 сь| /;« Ц + а?, ) + с\1- * $ < 4 ' ̂ а*; -
* л] Щ )• $ = а] ^ Л' К V * л,3 + а , 1 ^ * 

$ ч - 4&*4х* •> - ^ 1 5 ; [ А ] + ^ я ^ ; * 

, ^* * * ИЗ ^ 
Из формул ( б ) легко видеть, что не только плоскость Н, опре­
деляемая бивектором [_Х\&г ~ "Яг$з, , будет инвариант­
ной, но также(инвариантной будет двумерная плоскость & : 
[_2^, •*• (Я^-Я!)4з, ё,] } проходящая через прямув комп­
лекса. 



Рассиотрии, какиии свойстваии обладает линейчатые поверх­
ности, первыми соприкасающимися плоскостями которых являют­
ся М V Л/ . 

-,9^ и - Я| суть абсциссы относительных центров [1 ] 
линейчатых поверхностей, проходящих череа прямую комплекса, 
чьи первые сопри.;асающиьоя "лоокооти [I] соответственно 
[ е а . ё« 3 и [ е, . • 

на формул ( 6 ) видно, что Я2 зависит лишь от переноса 
червивы репера вдоль прямой комплекса и нормировки е+ 
Уравнение 

?1 = о 
инвариантно в репере Т2 , следовательно, определяет инва­
риантную точку на прямо-' комплекса. 

Из сказанного очевидно, что: 
Линейчатые поверхность, проходящие через луч комплекса и 

имеющие в Г3 свою первую соприкасающуюся плоскость (не 
совпадающую-с Г2 ) , обладают следующим свойством: их отно­
сительнее центры совпадают о фокусом прямой комплекса. 

Двумерная плоскость М с , И -Ф /\ , следова­
тельно, у линейчатых поверхностей, чьи первые соприкасающие­
ся плоскости совпадают с М , относительные центры совпадают 
с фонусом прямой комплекса. _ 

Если поместить ёл в Н, то ? г - О , но тогда вектор распре­
деления [ I ] линейчатой поверхности с первой соприкасающейся 
плоскостью У принадлежит Г 2 . Назовем линейчатые поверхности 
е таким свойством (вектор распределения принадлежит Г& ) 
квазиторсами. 
Значит, и - первая соприкасающаяся плоскость квазиторсов. 

Рассмотрим теперь поверхности, первой соприкасающейся 
плоскостью которых является Ы . Если поместить ё, в /V, 
то Я 2 -Я? "С ; о другой стороны, Я теперь будет коорди­
натной плоскостью [ъ.е*] , вначит, —Я/ -абсцисса 
относительного центра рассматриваемых поверхностей. Отсюда 
получав!:: Относительные центры линейчатых поверхностей, пер-



- а ? -

ВОЙ соприкасаэдейой плоексетье кеторах ЙВАЙИТОИ. , г.о.»« 
падают о фокусом пряной комплекса. 

• КОАМ » уравнениях С О издать к* Я*' С репер %. \ 
I 

4** , то К -Поверхность, определивши 
этими уравнениими, будет инвариантной. Ее откоытбльны& 
центр совпадает о фокусом, лак оило показано выше, второй 
оопрмкасаоаенея плоек*, « п о для данной К-поверхнеоли йяклея 
плоскость 8* Си^, * (,Ье

3• ЩЛ )€г, <3, .1, 

которая, я о»ою очередь, будет инвариантной, 
Еоли помеоткть й1 в 6' , то точка на пряной комплекса, 

абоцнооа которой в репере '>г удовлетворяет уравнение 

, с в ШкЖ%# " С » ) 
(инвариантнооть точки следует нв (,&)), будет иметь абвциоеу 

Но - 'л\ теперь абошюоа относительного центра любой ли­
нейчатом поверхности, проходящей через луч комплекса, чья 
1-ая'соприкасающаяся плоскость совпадает с 5' . Следователь­
но, точка с абсциссой ( 1 0 ) , которую будем называть центром • 
прямой комплекса, имеет абсциссу, равную среднему арифмети­
ческому абсциссы фокуса и абсциссы относительного цзятра ли­
нейчатой поверхности с первой соприкасающейся плоскос/ью 5 . 

Естественно, отсюда следует, что К-поверхности, относите7ь-
ные центры которых совпадают либо с центром прямой комплекса, 
либо- с относительным центром линейчатых поверхностей, чьи 
первые соприкасающиеся плоскости совпадают с 5 , будуа ин­
вариантны. Соответственно, эти поверхности индуцируют Э-мер-
ные инвариантные вторые соприкасающиеся плоскости. 

Все эти инвариантные образы комплекса можно использо*>ать 
для канонизации'репера: Г ~~ 

поместий е г в Ы , тогда • * 2г. ~*0, 

- , тогда ЩЩ^Щ 



вершину репера - в фокус прямой комплекса, тогда 3 Л щ О-

Учитывая эти условия, из ( 5 * ) , ( " О и внешних производных 
УраВН1;Н"Я 

по лемме Картана получи';: 

Свободным при атом оотанетоя положение 6*, в ^ , ел в М • 
е 3 в Г г , не произведена и нормировка 4±, ё± , е3 , , 

Легко видеть, что при оставшихся допустимых преобразова­
ниях ре :ера Т : 

ё3' а1ё/+а1ё*, №*Щ 

уравнения с^*=0, сд^--0/ и ^ з Р выделяет инвариантную 
линейчатую поверхность. 

Это торсовая поверхность, отндоитслышР центр се совпадает 
с Фокусом прямой комплекса.1 Преяде чец пре,додкить канониза­
цию репера, введем понятие вектора вынужденной кривизны. 

Пусть с лучом С линейчатой поверхности инвариантным о б -
рааой связан некоторый вектор 9. , Разобьем г/^* на две 
составляющие, одна ив которых находится, в двумерной плоскос­
ти [_ С> 7] Вторую составляющую, назовем, вектором У «вы­
нужденной крививны. 1 » 

Ив формул (6 ) следует, Что в $ имеотвя инвариантное на ­
правление Йа» 4 - « ? « | в ^ - инвариантное направление 



Вектор а3 -Еынузденной кривизны для всех линейчатых поверх­
ностей' с первой соприкасающейся плоскостью 3 принадлежит 

п\ 
Для всех7 кваэиторсов вектор <2^ -вынужденной кривизны 

принадлежит Ь . 
Доказательство этого факта становится очевидный, если 

направить оси репера соответственно по &и 3.& и 3^ 
-Теперь осталось только нормировать е^1ё^1 ё3,~% 

Для этого достаточно положить 

Уравнения движения каноническто репера примут вид; 

(ДГ-й4«4гёг* «44* <*% + (ь*4+ь<$ -?ЛЛ)ё«; 

+ся, г
3 - - & ад • * -/'3 - *М$+*ДиМ * 

• я ^ ^ > & ^ | 3 ^ 

- 0 ^ - я я ^ * * « я ! - « я , * 

+ « г * -ЯД?, ) 4 + (Я» -г , - Я Л «• сУ-Я гг + 2*г'2 - 2 Я,3
2 + 

•* гд,1 * * 4 ; а | «• (як - * в М - Ц « + (X 4 * М*Ь 



- ТО'-
Репер канонизирован с использованием инвариантных образов 

линейчатых поверхностей комплекса; так вершина репера нахо­
дится в фокусе прямой коиплекоа, ^ есть вектор распреде­
ления К-поверхности о относительным центром в фокусе прямой 
комплекса; равен удвоенному вектору, соединяющему фо-
?ус и центр прямой комплекса. 

Л и т е р а т у р а 

1. Березина Л.Я.. Классическая дифференциальная геометрия.II. 
РигаТ 1971. (Изд. Латв. ун - та . ) 

2 . Фиников С П . Метод внешних форм Картана в дифференциаль­
ной геометрии.. К.-Л., 1918. 



В.М.ГОШТЕЙН 
Некоторые канонизации репера 

, комплекса пряуыхк^ В рк^тл—'па 

В / V комплекс прямых К ^ рассматривался в ^ ^ п * ш , ' т * 
при помощи репера нулевого порядка Т-> , присоединенного 
к' прямой комплекса К 1 следуощим образом: 

ёп коллинеарен прямой компекса; 
вершина репера А находится на прямой комплекса. 
Уравнения двихения репера Т 0 в д ^ я * — п * К ы е о г вид. 

с1вп-Г Ц « V " Ц& ё<С • • • + о # 3* + * С 3* 

где 

^>*1 - 1 , 2 , • • • » П - " У , р а Л - п - т 5 . 1 , п - т 5 * 2 , . . п - т „ ; . . . . 

и для лпбого I, . . . , з 
. 

наконец, * 
. со„ +ы„.Г<> . 

Было показано, что о прямой комплекса К х инвариантным 
образом связаны: 

вектор главной нормали комплекса ( в репере Т« , где 



П - 2 I 

разложение главных форы по базисным, этот вектор может быть 
ваьнсан в виде: 

вектор распределен.!*, общий для всех К -поверхностей 
комплекса ( в репере Т 0 вто вектор 

центральные нормали торсовых линейчатых поверхностей, про­
ходящих через луч комплекса Кд ( в репере Т 0 они коллинеар-
ны собственным направлениям аффинора (<*^ = 1,%,..., п - 2 ) . 
Все вти направления, естественно, могут быть использованы 
для канонизации репера. 

В качестве примера рассмотрим одну из возможных канониза­
ций, построив при помощи С1 и аффинора Я* («/<р = 1,2г.>п-Я) 
цепь (п-1)-я попарно ортогональных векторов. При 
этом мы предполагаем, что Порядок вектора о± еоть з , * 
то есть мы пока исклгчсем из рассмотрения счучай, когда 
скалярный инвариант комплекса 

Пусть е п 1 направлен по главной нормали комплекса 
тогда: 



алейрон ЯОЯкв; 

•:ЛМЙ темкаг. \ 

О 

Продифференцируем уравнения ( I ) внешний образом о учетом 
условий <а)| 

Г 
.-ТС-

» • • • ( 3 ) 

* « Т о т п**в + я* , * А VI « Л - О-

гдв 

Отвода, по лемма Картана, получаем! • 

• ».' • .г. ' • • V 



и, следовательно, разложение главных форы по базисный в р е ­
пере Т, (ел-пОг-пр?.2:оа комплекса, 4"п_, -по главной нориали 
комплыс-а, вервина репера аа прямой комплекса) примет вид: 

« Л Я ^ А .. -+ А «С 
Ц м * * ^ * * ! * * ^ * Лпыл****...-*- г\„-,п-,Ы„ н-^п1П-.и) ^ 

- I П Н ш • 

Так как вектор 1± , по нашему предположение, имеет порядеч 
* , то можно направить е „ _ а 

Я.' . ( ««0 

по при ЭТОМ) 

( 5 ) 

Теперь формы $ 

а следовательно, и формы 

СЧ_ 

будут главными ( Э ) : 



т 
П 1 ' . 3. 

п - 3 о " " » ,.Р . 1 " - 3 п-4 . , " - 3 

причем: 

г ' п - | П ч ' » п - | / п - х п - 1 ~ " А Се) 

К прямой квазиторса (9 3 |^К 1 ) 41 ~ линейчатой поверх­
ности, проходящей через луч комплекса К1 и имеющей централь­
ную нормаль, коллинеарную ^ - существует инвариантный век­
тор распределения сЛв , ортогональный центральной нормали 
поверхности, то есть ортогональный ^ . В ргпере Т 4 

С в п . а направлен по вектору распределения К-поверхност -

комплекса) 

Направим вектор ( ? п . 3 по , тогда 



( Т ) 

Дифференциальные фор...ы из внешних /равнений ( 3 ) 

Я - V 

( 7 ) примут вид 
теперь 

- Я 

Следовательно, ъ репере Тз ( б п - по прямой комплекса. 
<?„_. - по главной нормали комплекса. 

распределения К-поверхностей комплекса I *а-А *• по 
вектор/ распределения кваэи-орса © { ^ 1 , ,̂ ] . формы ь^.3> 

< о Д 3 , . . . , Ь4^? °УДУТ главными. Их разложение по базисным 
формам можно представить в виде « 

4,3 "-з5* Я * - 3 ^ + Яп-зп-| + 'Ц'Х-алчЩ% 

о - / 



где 

П.л-а. Уп-ЛЛ-, Л1 /г..»п-1 ^ г Ул-*«-> • • • Л»-Л Л "-г " -' 

Я^-хо-Г Ял-гХ-ал-" Я* Я п . г я - ~ Я г Я п . г „ " ^ . . . "Яг,-3 

л г - . 0 " ' 1 5 г - 9 * 0 ' - 3 * 2 * - - О ' Л " * * 

В счоо очередь у прямой ква^итороа б [ Мх , 4еУ " 
центральная нормаль кваэиторса коллинеарна - также 
имеется инвариантный вектор рас преде пенил , ортогональ­
ный центральной нормали, т . е . ? л 0 . 

Разложим вектор ^ , который в репере Т 3 имеет вид 
4 - Я „-з Я „ . 3 йх *•. . , «• ^ „ . д <?„.* * и ̂  е п . г 

на две составляющие, одна иа которых - Я^1д во-л,- колли­
неарна $ , а вторая - ^ * 3 А « Я ^ ё ^ . . . * ,Г„\1 еп. 

ортогональна не только центральной нормали СЯд , но и век­
тору . 

Мы получили, таким ооразом, три попарно ортогональных 
вектора Т1Р Тю и С, в . • 

Продолжая аналогичным обраьом, ,будем направлять векторы 
( ' к - 3 , 4 , . • л - 3 ) д о составляющей вектора распреде­

ления квааиторса 6 { Кл , щ 1с | - 6̂  в - о р . о г о -
налькой каждому ив векторов ^, ?Л1 , .• •, с • 



При втои на коэффициенты системы ( ч ) будут наложены с л е ­
дующие условия» 

Дг>-** Я * _ А * . ...' 
Я п - » - Я * г = . • • се) 

я: - я ; - о 

Положение всех век.оров репера Т втии будет фиксировано; 
двухиндексные формы - компоненты уравнений движения репера 
Т - станут главными. Чтобы окончательно канонизировать р е ­

пер, нам осталось поместить его вершину в инвариантную точ­
ку. Выберем для втой цели центр прямой Я с, - подмногообразия 
комп. зкса, тогда 

,л-г 
0. 

Данный канонический репер построен в предположении, что век­
тор распределения К-повер.хностей комплекса> К х , является 
матером 5 - го порядка. 

Рассмотрим теперь комплекс; для которого 91 о условие мес­
та не имеет. ч. ' 

Пусть вектор " Ьх имеет порядок с 0 (0,4,2,,..., з-У ) . 
Тогда 



. - 79 -

Исследуя при условиях ( 9 ) систему ( 3 ) , получим, что характе­
ры системы соответственно рагчы: 

Б свои очередь число нозых независимых форм з системе ( 3 ) 
равно 

Сумма характеров системы равна С^. . Произвол системы ( 3 ) 

а число Картана 0. = ^ $ = (п- 2) + п (ъ-Юс п 

следовательно, система ( 3 ) находится в инволюции. 
Класс комплексов А(х с главной нормалью максимального 

порядка, у которого К-поверхности суть квазиторсы порядки 
1 0 (1а » I, Я, . . 5-^^-существует с произволом # > - ^ З Д т 4 " ; 
функций А? аргументов. 

Если хе все К-поверхности, проходящие через луч комплекса, 
являются торсовыми, то класс комплексов, обладающих данным 
свойствам, существует с произволом ,'п-11-х функций 
(п-1) -го переменного. 

Мы не мохем использовать для указанной канонизации вектор 
%к если его порядок меньше 5 . Однако в полуканокическои 

репере Т А , где е„_, коллинеарен глазной нормали комт.ле;;-
с а , мы можем построить такие хе цепочки вектсроз, вб-"Э за 
исходны;, вектор вместо ^ либо вектор бинормали :соа~.:зкса,' 



- во -

либо один из векторов 

где <Х-1,&,п-1 • Р 5 ) к 5 = п - т л + 1 , Л - Л П а + 2 , . . . , Ь . - Й , 

при условии, что этот исходный вектор имеет порядок 5 . 
мочно, наконец, взять исходный векторои свертку какого-

либо иа инвариантных векторов порядка 8 с аффинором 
Я П г 1 . или использовать для канонизации собственные на­
правления аффинора 2п-1 р, . имеющие порядок 5 . 

При нанониэациях репё^ра Т , подобных рассмотренной ка 
ионизации ( б ) , мы использовали лишь центральные нормали и 
векторы распределения некоторой совокупности инвариантных 
линейчатых поверхностей, проходящих через луч комплекса 
Нам удалось, поэтому, при аналитической записи ограничиться 
коэффициентами сиеемы ( ч ) . 

Рассмотрим теперь еще "дну из возможных канонизаций р е ­
пера Т, которая будет базироваться на инвариантны;, образах 
лишь одной инвариантной линейчатой поверхности, проходящей 
через луч комплекса . 

Пусть бинормаль комплекса имеет порядок 3 , т . е . исклю 
чин пока из рассмотрения частный случай, когда скалярный ин 
вариант комплекса 2 1 \ / п ^ „ . , равен нулю. Направим 
по бинормали вектор е„.1 , тогда 

« ~® 
г'- =0 



- 8 1 -
Внеание производные разложения «о,,.,, «0,1-1, • • • > 

по базисным формам суть 

+ ЫЯ^л-.- бо^Лп- , - В^ьЦм + М«ч>Г+ 

Иа равенотв ( 9 ) следует. Что дифференциальные формы 

Ч , ^ , • • ' . , « • « б У Д У Т 

«* « е. Р Л в ,/ Я. Г > - | 

• • : • • • * • / • • 

^ СОп. г Л„-а.^' *°о + ^ „ - г п - / ы " 4 ^ 

Легко видеть, что при оставиихоя допуотимых преобразовали« 
репера Т вектор 



валяется инвариантным. Направим по атому вектору е „ - а , 
тогаа 

у1 - . 0 - . 0 

= 0 

1 /..-* "-и - 0 . 

Продифференцировав внешним образом систему ( 1 0 ) . получим 



Следоватьлык», после того , как по гп-а.>-. е1^- е̂ %3 
будет направлен ё „ . 3 у формы из^.* } и>,*л, .. . , сс^-з 
станут глаыжми 

С в » 1 , 2 , . . , г> -2 ) 

Вектор ^'Д, ё х -.• X «а. + . . . «-
будет инвариантным при оставшихся допустимых преобразованиях 
репера, значит, можно направить по нему е „ _ , 

Продолжая аналогично, будем направлять е „ _ ь по 

где 
г . 1,2,... , п-г} * , . • • / п-с , 

& п-1 суть коэффициенты разложения 
по базисным формам: 

Нам осталось вияснить геометрический смысл данпой кано­
низации. Для этого рассмотрим цилиндрическую поверхность, 
проходящую через луч комплекса. Пусть течка Л описывает 
некоторую кривую на поверхности цилиндра, вектор образующей 
которого есть Ъ . Тогда главная.нормаль комплекса принад­
лежит касательеОй плоскости цилиндра: 



Действительно, чтобы вадать цилиндричеокую поверхность, про­
ходящую черев луч комплекса, нужно наложить на бависные фор­
мы слс ;уЮ1ние связи: 

<Ор * я » . . . в 1 = О • 

Касательная к направляющей цилиндра тогда 

где л ( . . . , л-Яг, е„ - единичный вектор обра­
зующей цилиндра, а ё.^+ есть единичный вектор 
главной нормали комплекса. 

Совершенно аналогично можно показать, что бинормаль кои-г 
плекса, а, следовательно, и е „ _ а в каноническом репере, 
принадлежит соприкасающейся плоскости цилиндра. 

вообще, 

где 0 

( * I,А, ... , М 

Чтобы репер Т был окончательно канонизирован, нам о с ­
талось половить его вершину в инвариантную точку на прямой 
комплекса, например, в горловую точку К -поверхности, у 
которой вектор первой кривизны ортогонален бинормали комплек 
са . При атом Я обратится в нуль. 

Если хе бинормаль комплекса имеет порядок меньше, чем 3 
то 'укаеанным способом мы фиксируеи положение векторов репе­
ра -» — 



<• 

где с - порядок бинормали. 
В случае, когда бинормаль комплекса не определена (.-ан-

ни'й класс комплекоов существует с произволом 2 (п-к) 
функций ('п-1)-го аргумента / * ! / ) , то аа исходной вектор при 
канонизации мохно взять, кроме указанных оаное, вектор г ер -
вой кривизны любой К-поверхности кЬнплекоа. 

I . Гоштейн В.М. Некоторые вопросы комплекоов К, в 
"Учен. зал. Латв. ун-та" , 1972, т . 172. 



Л.М.МЛДРЕВИЦ 

йдасо конгруинции 1 Г ц 

В денной статье рассматривается класс конгруэнции, для 
которого инварианты конгруэнции У*жО , 7 а * ^ 
Доказывается его существование, отмечаются свойства и про-
вогчтоя канонизация репера. 

( I . Основная система для конгруэнции в Рц имеет вид [т.1: 

Рассмотрим класс конгруэнции, для которого инварианты 
конгруэнции 

Ив условия ( 3 ) следует, что ^ У с ^ - О , 
Рассмотрим случай, когда 

( ч ) 

Этот класс конгруэнции, выделяемый условием О ) , обозначим К 

Услов-е (*») геометричеоки означает следующее: . 
координатные линейчатые поверхности (/11) и (,1м) 

имею? нулевые параметры распределения. 
Основная система ( I ) репера конгруэнции в силу условий 

( ч ) принет вид: 

( 2 ) - %Ш - О (з) 



( б ) 

с-

(л! - Х г Щ 

Исследуем на инволюцио данный клаос. Дифференцируя оист« 
му ( 5 ) внешним образом и принимая Формы и/,* ( <*/ 
за 0МЯОЕЛО, получим: 



Система (б ) есть система Васенина, для которой нетрудно под­
считать: 

; * » а * л и ^ з ^ з . 
Раскрывая ( б ) пс лемме .Сартана, будем иметь [4 ~ • 

Итак, 0*Л/"«-'7Ь и оистема ( 6 ) в инводоцич с произво­
лом двух функций трех аргументов. 

§2. Закон изменения ковффициентов Х& системы ( 5 ) 
И М Р 6 Т В И Д ! 

л > % - «3 (х\-Х\) - *2 Х\ * а| х\ • • 

х ^ \ \ - « П \ 
Ив формул (7) видно, что Лд, и Лц являются инвариан­

тами кл. сса №%ц .Ив инвариантности у\*̂  следует: 
Теорема I . Все линейчатые поверхности Ц имеют общую отрик-

ционную Точку. 
Иа инвариантности Х ч оледует: 

Теорема 2. Нулевая поверхность /*« имеет параметр распреде­
ления )?, ( , являющийся инвариантои конгруэнции. 

§Э. Коэффициента ) Учи системы (5 ) образуют коор­
динаты контравариантного вектора в плоскости ^ ] 



Для канонизации репера направим вектор &л по вектору 
{ , Х|« ?, Вследствие етого будем иметь» 

а, ооответотвенно, СЦ 

В оилу такого крепления векторы ^ 
становятся инвариантными. 

очевидн 

( 8 ) , 

а Действительно, подставляя вместо 
( 6 ) в формулы \ ъ , из ( 7 ) , получим» 

его значение 

V4 

X V -
1 х\ *, I 

( 9 ) 

(10) 

( I I ) 

' ( 1 2 ) 

На равенств (9 ) и (10) следует, что ыбсциоса относительного 
центра инвариантного двухпарамвтрического сенейотва [э] 

с 
и его фокуон 1 .... 

более не зависят от враадни^ репера. 
Для канонивации вектора репера предположим, что он 

направлен по центральной нормали торсовой линейчатой поверх­
ности и+ , принадлежащей конгруьнции. » 

Для торсовой координатной поверхности вектор распре­
деления | ) ^ ; у4 1 равен чуло, т . е . 

Ч ' 
1 > 1 - ° . ^ и 

Из системы (13 ) найдем» 



Л ( 1 ч ) 

Для полной канонизации репера достаточно закрепить его 
вершину в од"ой из инвариантных точек конгрувнция. 

Поыеотии вершину репера в аффинный центр конгру»"ции 

откуда 

х Х У Х У Х У 
Г - 5 

X V * ° 
В силу креплегля вектора #л ( 8 ) будем иметь: 

Х \ = - Х \ (15) 

Теорема 3. Существует ровно одна пара поверхностей и 
для которых относительный центр нулевой поверх­
ности [д<1̂  и стрикционная точка поверхности 2^ 
расположены симметрично относительно аффинного 
центра конгруэнции. 

В оилу инвариантном и , что олелует из фо,. мул ( 7 ) , 
можем поместить вершину репера в стрикционнуи точку поверх­
ности т . е . 

X 2 * - - о . ( 1 6 ) 

к Из ( 8 ) и (16) следует: , 
Теорема '. . Существует ровно одна пара поверхностей и —3, 

для которой относительный центр нулевой поверхнос­
ти 1*̂  совпадает со стрикционной точкой торсовой 
поверхности Ц . 



Ивмотяо, что фокусы конгруэнции определяются уравнением": 

^ Ч " * ^ Х\ Ху 
» 4 ; Х\ - с . 

Для гч^ц » очевидно, последнее уравнение примет вид: 

Х\ 
- О . ( 1 6 ) 

Из уравнений (16) и (12) следует: один из фокусов конгруэнции 
совпадает со отрикционной точкой поверхности Ь>< , а два дру­
гих - с фокусами инвариантного двухпяраиетричеокого оемейот-

будут: Инвариантами 

^ 5 - Х\ 
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В.И.ЛЛБВДВ 
О некоторых свойствах компактной аппроксимации 

замкнутых линейных отображений 

^ведение. .Х'.й.хЗаиникко ввел и исследогал понятие ком­
пактной аппроксимации ( к . а . ) на случаи линейного непре­
рывного отображения ( библ. см. в монографии Г* О Л В ра ­
ботах Л.С.Раковщика ( С «Л ) и автора ( , ИЗ ) 
рассматривалось лто понятие в той ситуации,когда области 
определения отображении совпадают.й этом случае аппрокси­
мацию назвали секвенциально компактной ( с . к . а . ),причем 
раосматриЕали ее в пространстве всех линеиных,не оояза-
тслгчо непрерывных отображений.Однако в случае линейных 
замкнутых с^обраяеня;. с знойные результаты работ ( и 

справедливы,если 'ребование б) определения 1 .1 . о с ­
лаблено : вместо ограниченных последовательностей векторов 
рассматриваются лишь ^ -ограниченные.^ силу того,что для 
линелчого непрерывного отображения § понятия $ - о г ­
раниченности и ограниченности совпадают,естественно,что 
шпроксимацию с ослаблении... условием б) будем называть 
компактно:;.Отметим.что с . к . а . является частным случаем 
к.а.,причём эти понятия эквивалентны в классе линейных 
непрерывных отображешы. 

3 предлагаемой статье обобщаются основные результаты 
Л.С.Раковщика ( [#Д ) и автора ( [_5~] , [ 1] )на слу­
чай к .а . линейных замкнутых отображение.3 §1 основными 
являются предложения 1.8". , 1 . 1 1 . ,1 .1С. , где исследуются 
вопроса ^ -ограниченности,сходимости на всех ^ -сходя­
щихся последовательностях векторов(при к . и . , а так же т с о -
рейа 1ЛЗ.,лахиая необходимое (см.замечание 2 . П . ) и доста ­
точное условие к . а , на языке с . к . а . линейных непрерывных 
отображени;..]3 §<: рассматриваются устойчивость относитель­
ной открытости и нормальной разрешимости ( теоремы ;- . .4 . , 
2.7..следствия 2 г 5 . , 2 . 8 . : и 2.Ь.) при к.а..показана с . к . а . 
обратных отс<5ражонил в случае непрерывист обратимости о т о ­
бражения 5 (теоремы *Л0.и . . . ! ; * . ) ,дано леобходлыое и д о с -



таточное условие равекстза: с^/т 5"„'-(и/ = *~*{о] ( т е р е ­
ма 2.7.)ири к .а .З §3 рассматривается устойчивость ело .ств 
спектра при к . а . ( теоремы З Л . , 3 . 3 . , 3 . 3 . ) , " . . к .л . проекто­
ров Рпсса (теоерма 3.7. ) ,уелоеле сходимости собст энных чи­
сел лЯлвШШс замкнутых отображений при к .а . ( с е д с т в и г З .8 . ) . 

§1. Определение и основных свойства компактно:" аЛпрбкоима-
ции линейных замкнутых ото^рэлешг/!. 

Определение 1 . 1 . Пусть2. и У • "юрмированные простран­
ства. Будем говорить,что после.чоъательность лигешых отобра* 
хсени."; $ п '. ~2_ I * У секзслциаль"о ко!.шактнэ аппроксими­
рует линейное отображение ^ . ' 2 ' * Т .если: 

с ) для любого ьектораг<=2. 1с*ъ $^2.-§ъ В ПРОСТРАНСТЕ:: "У. 
б) для любой ограниченно., последователь^хти зекторозСЕ^ 

из последовательность векторов - 2 П — 5 ? ,>) отно­
сительно компактна в пространстве | , т . е . из л;обо." ее под­
последовательности можно выделить сходящуюся подпоследова­
тельность . 

2 это.1 ситуации для краткости будем писать,что 

Замечание 1.2.Из результатов С 5 ^ счедует.что если о т о ­
бражение $ -непрерывно и $ п с «•'>-» ^ > т » . , е х д о с _ 
тоточно больших п €: /V отобра. ;ейие так .те лнляется не­
прерывным.Там же показано,что если 2. -векторное подпрос -
транвтво банахова пространства и отображение $ -оам-
кнуто ,т . е , его график замкнут в пространствеX х У .то з с 
случае ^ л —"•"> (• для нзох достаточно больших о ^ Ы 
отображение -зглсуто. 

Для основного определения нам понадобятся некоторые 
вспомогательные определения. 

Определение 1.3.Пусть ){ и"У '-банаховы пространства, 
с : X Ь—*У -лине.'лое отображение.Последовательность 

лекторов (а*,) «с называется $ -ограниченной (соот ; зтет -
аенио 3- -сходящейся)если существует такое число- С >0 .что . 
для ьсехпеЛ/ На'пК $ С и || § С (соответственно, существу­
ет ЗС%Х и У такие,что &гиг„ = х и й ^ и / » , » ^ ) . 

Вели наряду с нормой Н 1/̂  ,индуцированное из X 



в пространстве © г рассматривать норму Б.Секкефальви-
Надя II \\л (ом. С^З ) .определенную равенством: 

то определения $ -огра'шченности и $ -сходимости для линей­
ных замкнутых отображений равносильны ограниченности и схо ­
димости последовательностей векторов в пространстве^ , У Ц^. 
Отметим,что для аамкнутых отображение в оилу полноты прсо-
т р а н с т з а ^ ,) ^ ) предел любой { -сходящейс последова-
тельнооти векторов принадлежит .3 силу неравенства 
ЦхН^Вх!^ получаем,что топология,определяемая нормой || 1^ 
слабее топологии,определяемой гормой || ^ .Далее,если 
Ъа Щ и отображение 9 -непрерывно при наделзнии 
пространства 50 :̂ нормой || Д|,то через Ц § У< г"удем о б о ­
значать норму отс Сражения ^ в пространстве^с^^у, ' 0 } У) • 

Следуя Като (ом. СХЗ стр.241) .отображение $ будеь. 
называть $ -ограниченным,если Й^ с Б) и существует т а ­
кое число С?>0 и судеотвует такое число €>0 ,что 

\ / с с ь % . * < Ш с е Л + г II ос И. ( 2 ) 
Нижнюю грань всех чисел Ц > о .удовлетворяющих неравенству 
( 2 ) будем называть $ -гранью отображения ^ .Не трудно 
убедитьоя.чт'о если ->Тображен/е непрерывно в простран-
отве(Е^,| У|),то отображение <| 4^"-ограничено,причем его 
4} -грань не превосходит чиолай $ 1|̂  ,если разность отобра­
жений $ - ^ непрерывна,то отображение^ * ^--ограни" -^-
но и иго4* -грань не превосходит единицы.Условимся в даль­
нейшем писать вместо )! ||̂  просто 11 I/ . 

Определение I»4.Пусть X и У -банаховы пространства. 
Будем говорить,~:т6 последовательность отобрс.юниИ ЗгЛ&ь*У 
компактно аппроксимирует линейное отображение $; ̂  »—;»Т\ 
е с л и ^ - ^ ^ с Х и поседовательнооть отображений ( 4%,) 
секвенциально компактно аппроксимирует линейное непрерыв­
ное отображение 4̂  при наделении пространства ^ > нормой 
II .3 этой ситуации будем писать,что ^ п 4̂  

3 силу опре.-элний 1.3.иГ.4. ^;>,)аведлива следующая теоре­
ма,дающая необходимое и достаточное условие к . а . : 

Теорема 1.5.Пусть X и У" -банаховы пространства, 2 
-векторное подпространство пространства X 1 и последова-



тельяооть линейных отобрагзнчй — » У цоточечно схс— ^ 
дятся к линейному замкнутому отображению ^:21«—»V.Тогда 
следующие два условия эквивалентны: , 

б)для любой $ -ограниченно! посдедовате-ьн^сти векг ров 
С в * } последовательность 'векторов С * ; , 4 П - ^ 2 , ) 
относительно компактна г пространстве У . 
'. 3 дальнейшем для удобства вашей будем считать ,чтой± =: 

% = 2 с Х 
Предложение. 1.6.Пусть X и У -банахов-прострчпстза 

" & $ .к>гда $ . Е с л и 4 > 
и отображение $ " непрерывно,то ^ „ с - ^"Ч 47 

Справедливость этого утверждения получаем непосредствен­
но из определений 1.1 и 1 .3 . в тылу теоремы 1.5. 

Пример 1 .7 .ПустьХ*У« »21 » {СхгпЪС^1^1 ч а д п )К - « - «4 
отображение ^ ; 711 определено следующим образом: 

Далее,пусть й п ^ - о и м в о л Кронекера я<Ъ*С&т)1Хгррк>яор-
мальная тотальная последователь»;зть векторов в с*. •Опре­
делим последовательность отображений %п; 1.•—следухщк" 
образом: 

У н е 2 . ^ г * п , ( г | е , ) е ч . 1 3 ) 
Тогда ^ . ^ ^ - ^ ^ $ . * + У » * Л ° > 3 , я еелн 
сматривать сходимости по норме в пространстве 
т о ^ Ц ^ + ^ - Л | , % 0 • 
Действительно,то что' 4} • ^ ^1?..-.» 4̂  показано э зс_ле-
чании 114.Так как последовательность векторов ( € ^ ) с _ ^ 
ограничена в йд> ,но последовательность векторов 
С^еь.) — С*«вО не относительно кокш ктаа в ^ .то 
^•.а ^ " У ' э 4; .Дахее,последовательность векторов 2 „ ' ; е к , 
является ,4/- -ограниченной,но в то же время э салу уела зля 
( 3 ) Уп«-1У Ц ^ 2 и 1 | * 1 . с л е д о в а т е л ь н о , ^ Й С ^ . . ) ^ - ^ 
И и л и % н | ^ . | ч - | | Ц 4 : 0 . 

Предложение 1.8. Пусть X * V --банаховы пространства', 5 - * - * ^ 1 и 9 ь - * = ^ » * .Тогда: 
а ) № е 1 < ; 
б*) если отображения $ н % - 4^+^. -ограшгчены.то 



Заметим,ч то условие 0) з силу определения 1.3. равносильна* 
следующему условию: 

существуют такие числа О>0 и 6 >0 ,что 
\/2€ 2 . Щ\\ ЩЪ1Щ*иЩ+Щ * ^12 II. ( 4 ) 

Доказательство Зправедливооть условия а) проверяется 
непосредственно по определению.Покажем справедливость у с 
ПОЕЧЯ б) .Не трудно убедиться в поточечной сходимости по 
слеттовательнооти отображений С&ц + к отображению 

Ь 5 .Далее,пуст- ( 2 И ) -произвольная - о 1 -

раничеяная пооледовательнооть векторов из 2. .Тогда а 1 

нёраьенотва ( 4 ) ( 2 , . ) -является как -ограничен 
ной,так и * -ограниченной последовательностью лекторов 
Тогда в силу теоремы 1.5» последозателонооти векторов 
( ^ „ 2 п ~ / 2 « ) и ( | и а и *~^2„) -относительна ком- , 
пактны в пространстве У .поэтому и (($„-+«}.,) 2 и - ($' 

^ 2 . 1 ) + ( 5 п 2 п - ^Йп) -относительно компактная после 
довааельность векторов. 

Следствие]!. 9, Пусть X и У -банаховы пространства, 
$ * ? ' " л * ^ • } & - а ° ' > 4? «отображение о, ^-ограниче-

но и его $ -грань меньше .Тогда $п+$п -V • 
Действительно,в силу определения -грани отображения 

о существуют такие числа ^>а1"*0 и ЯРО,что 
Уае 2 1$1 П *4 '1|М> (М 2 Ц . ( 5 ) 

Тогда из неравенства ( 5 )и из неравенства^- ' Чй1ш\ЦшУМ(Л 
получаем.чтоУЗбг Ц*Ы%*1*&иП*Щ*1\ + )\&ь$г\\ , 
а так как ^ 4 ,то 
П У ^ а и * Щ * 1 | 4 « - г А Г ,19г11$11-^Г ' ||?гад+даг / / . 
Таким образом нам осталось' личь воспользоваться результа­
том предложения 1.8. 

Следствие 1.10.Если ^ г/ , О , , - * ^ ^ и 
отображение ^ непрерывисто о̂ , *•**„•» 
Действительно,в этой ситуадаи ^ -грань отображения ^ 
равна нулю. 

Предложение 1.11.Пусть У и У -банаховы пространства 
1 1 » .Тогда существуют такие числа еъ» 6 

и С > 0 ,что для всех, и ' а п * отображения ^к.. ~~ 



$ -ограничены,причал для всех П-'гги. 4^-граня отобра­
жений не превосходят числа О О . 
Доказательство.3 силу определения 1.4..неп^орывнооти о т о ­
бражения $ в пространстве (2., || иа следствия о ;см, 

С53- ) существуют такие числа Пс$Ы и С > 0 ,что 
для всех П ^ Лс я 

Поэтому из определения нормы I) ||̂  получаем, что Уп» Я* 

Следствие 1.12.Пусть X и V -банаховы пространства, 
отображение ^ ; 2 « с Х ' — * У -замкнуто и ^ п ~» / • •• 
Тогда существует такое число Г\х, € /V ,что для всехП^п© 
4^и: 21 с :X И — » У является заккутыы отображением. 

Справедливость этого утверждения следует из предлапения 
1.11'.' и из замечания 1.4. (см. С Х~2 стр. 243 ) . 

Рассмотрим еще одно достаточное условие к .а . ( в замеча-
нии 2 .11 . будет указано в какой ситуации ото условие бупет 

,необходимом ) . 
Теорема 1.13.Пусть X и V -банаховы пространства, 

7 -векторное подпространство пространства X ,отоб^« 
ранение 5И : —*Уи 4 ^ : 2 е X I—»Тявляются заш-снутыми. 
Лредлоложим.что существуют такое банахово пространство V 
а такие линс^ше непрерывные отображения ^ : V—>Х , 
#„: V * У П I I V ! 9У ,что % -блекцля 

V па 2 . ,для всех пе /\ / ' Л , * 9 « Л л , Я.М*Лц 
Ц„ ф & Логда . ^ / • 

ароиллюстрир,, условия теоремы 1.13, ' « 
У у у V 

Доказательство.ь силу замкнутэсги отображения ^ его 
график ( т С*;) является бэ"оховым подпространством простран­
ства Х * У .Рассмотрим линейное непрерывное отображение 

— * Х х У .определенное следующим образом: 

3 силу бигктивности отображения % и равенства л*4е<^ 
отображение ~Ь будет иньеквдей банахова пространст-



,ва V на банахово проотранстьо Сг($) .поэтому из теоре­
мы об открытом отображении существует такое число & > О , 

что У р е У ||ЬСг1!^е.)|у|(. . ( 6 ) 
По ачалогки с отображением определю*: последователь-
ьость отображени;: С^п) : Vо•€V ±^0-а(о^Ц^) . 
Из биактивности отображения ^ я из равенства & о 
отображения 7 ^ будут инъекциями V на подпространст­
во ( х ( ; $ п ) срострзлстза Л Л У .причём не' трудно убедить-

, саг,что "Ь гь ^'*"а-> "с: .Далее,пусть 2 € X -произвольно 
сыбропныМ вектор.3 силу биектизности отображения ^ суще1-
СФВучт такой вектор0"е\/ ,что д ^ » ^ ,а из того,что 
^ „-•'••*--» получаем,что Оип-Ь^Хг .Откуда 

Оиъ /СЛЦ- * IV из р а в а н в т в * ^ и * ^ , * ^ и / * > ^ а ^ 
получим нужное: « - ^ / „ г = • 

Пусть С "Н О -произвольна. ^- -ограниченная пооледо-
зательность лекторов из 2 »В силу биектизности отображе­
ния % существует такая последовательность векторов ^1>„)«сУ 
что^й-Л/ = 2 , т а к как существует такое число Ф> О 
чтоУп«з-К/ 'I ^ п ' / ^ ^ и Н г 2 „ / | « СЪ ,то з силу определе­
ния отображений Л яд Ум* А/ 1/^ и(1 + " А ^ / / ^ 2.со . 
воспользуемся неравенством ( 6 ) и определением нормы в 
пространстве Х * У и получим,что „ 

Таким образом последовательность векторовСЯЛ^) является 
ограниченной »• пространстве V и в силу определения 1.1. 
и того ,что ^ :|. й | * - ° > ^ цоследовгтельность векторов 

^ относительно компактна в пространстве 
^ *И? последнего и из равенства V пе/У ^а -^*». ~ ^ -

^^и) - * ( о ; 
получаем относительную компактность последовательности 
векторов С ^ и 2 ^ . - ^ 2 „ ) • 

Замечание 1.14. 3-качестве пространства V в примере 
1.7 . можно п я т ь ,в качестве отображения 0,'У|— 
-компактное отображение,определенное формулой :УСтшй&вд, 
?Схсн» = ( - ^ х с и ) ; .тогда $ о <?.= Х е ^ .(^зь>^1+С\;ел& 
и не трудно убедиться,что X 4 - 6 , Ч^Ч^^ъ I .поэтому 



Замечание 1.15. Если ослабить требование теоремы 1.13. 
и вместо равенства 5п- с^ ж ^рассматривать равенство 
^ " ^ к " * * * .причем потребовать, чтобы ^ с * ' - ° > $ ,то 
заключение теоремы 1.13.,вообще говоря не верно.Действи-
тёльно,пус"ьУ«Х«У* ^ , 2 . - { < . х 1 « ) ^ 4 1 | г : ^ а г о . ) | * ^ . . , в ^ , 
Уп*VЧ&ЧЫ « С х ^ э и ) ; . . „ ^ Г ^ Ч ^ х с ^ 4 т * ' " * * . . , ) 

Далее,положим по определению 

Тогда $ - 1 ^ , { . з » и ? € * Г ^ , 
но в то же время последовательность векторов г . , «4^ е^, 
является 5 -О1'ра1:яченной,а последовательность векторов 
( ^ и Ч п - ^ 2 п ) "С^и) не относительно компактна в прост-
ранвтве ф% .поэтому $ь •» 4? 

Предложение 1.16.Пусть X и V -банаховы пространства, 
.отображение 4 / ! 2 ! с Х > — - » У -замкнуто и 4", < 4̂  . 
Тогда для любой $ -сходящейся по-лецоват:ль: эсти век­
торов 0О<=.71 к пределу г < 2 А т ^ г „ ж 4̂  г 

Доказательство.3 силу предложения 1.11. существует т а ­
кое число О О .что для всех достаточно больших н е Л'' 
и У 2 е 2 . 11{„г II $ сК^гД + С К г I .Тогда из непааенстн . : 
^ и 2 ь - ^ н я И б с Г 5 С « « - 2 3 Н + с И * „ - г | + ||4\г-4^11 -
и из определений 1.3.и1.4.получаем нужное: 6*иЙ4^ач-$2ч||«в. 

§8.Устойчивость открытости линейных отображении при к . а . 
Определение 2.1.Пусть X и У -банахова пространства, 

1_ -векторное подпространство пространства X .Отображе­
ние ^; 2.сХ« » У называется, относительно открытый,если 
существует такое число о1>0 . ч т о ^ в ^ с и ) ^ $2.П&у(4*0 • 
Семейство отображений (^л^^А1^^^» У^ называется относи­
тельно открытым,если существует такое число. с1 > 0 ,что 

,олее подробно эти понячоя и их взаимосвязь рассмотрены в 
работе С 517 .Испольжуя технику доказательства предло­
жения 19 и 21 из СЗ"Э*' не трудно показать справедливость 
следующего предложения: 

Предложение 2.2.Пусть X и V -банаховы простран-



ства, 2 " о X ' *У -линейное закнутое отображение и его ядро $~Цо} имеет топологическое дополнение в 2 • т.е. пространство 2 . можно представить в виде прямой то­пологическое суммы 5*4*3 и некоторого замкнутого векторно­го подпространства пространства V : " 2 = ^ " У С 3 Ф \ / Тогда следуйте три условия эквивалентны: 
а) отображение $ -относительно открыто; б)существует такое чь«!дю а > 0 .чтоУг^^ 114г/|?а112Н; в) отображение у -нормально разрешимо: 
Следствие 2.3.Пусть X и У -банаховы пространства, семейство отображенаГ ь-А таково,что Уо1с А 

^ : 2 с X » — > У -замкнутйе линейное отображение,^|с|4>\^.= 
= 2 и существует такое число С > О .что^ А ( / К и с » где Й : 2 ь — ; » 2 -лнноЗаы*. к ̂ прерывны!: проектор 21 на 

У1б "Доль .Тогда семе.отао отобрлжепи ("-̂ ^̂  рааномепо относительно открыто тогда и только тогда,когда существует .таксе число о > 0 ,что 
Теорема 4.Пусть X и Т -банаховы пространств,ото­бражение 5 ' ' 2 с . Х > — » У является л ю с & ш м зат..ш:утым относИг тельио открытым, с/|'гп;ГМо3 ;1 **•**>;$ .тогда существует такое число л* 6 А/ ,ч.о для ьсех п ^ П о ото-бражёниз ^ -относительно открыто иа|>п^{о|^» ' т^'{в|. доказательство.з силу конечномерности я д р а отображения у Существует топологическое дополнение V/ к ̂ "Ус« (до2. Тогда из предложе: .;я . „ . 2 . существует такое число а > 0 , что 

У г « V 1 4 г И - ^ с<|| г11 . ( 2 ) 
Покажем,что существует такае число 6>0 .что для псех достаточно больших пе- А/ 
Т.е. покажем,что для зсех достаточно больших п&А/ 4* 
5> <&<т 4"* { < ^ + « * и 4 X 0 отображе:.ия ^ -относительно открыты.Пели условие ( 8 ) не верно,то,переходя если нуж­но к подпоследовательности,ыо:кно считать,что существует т?кая последовательность ?;екторои (~г„) ,1|?0Ц = '1 ,что 



вир ЩЪщХщО* ( 9 ) 
ИЗ неравенства ( 7 )\/оеЛ/ Ъ{^Ън\\Ъ(\>0 И поэтому корректно 
определение последовательности векторов СО^) 

Тогда последовательность в е к т о р о в $ - ограничена, 
причем из неравенства ( [ $ ^ л г из равенства ( 9 ) : 

Далее,в силу теореглы 1 . 6 . последовательность векторов 
-относительно компактна в пространстве 

У .Поэтому существует такая подпоследовательность век­
торов последовательности С*&*ь) «что 

Таким образом мы из равенства ( 10 ) получаем равенство; 
4 * * / * * ^ = ^ ( II ) 

3 силу лредложеишг 2 . 2 . 4 ^ = Л*2 .значит,существует такой 
вектор 0 -е 2 1 «что у — .Пусть р ; 2 Г ' ^ 2 . -
линейный непрерывны.-! проектор 2 1 на V вдоль з\о\ , 
тогда ^ = $*р&'*^о{1-р)0~=4^р&' .Таким образе и из равен­
ства ( I I ) получгзм.что $@К ~Р&) -О .Поэ~ому в силу 
неравенства ( 7 )из предположения о принадлежности СЯу -
рДО V следует,что 

&пх. Щ = р1П ( 12 ) 
Из равенста ( I I ) и 1 12 ; и из замкнутости отображения*} 
^ = ^ в р-Я- и последовательность векторов С^м^) 
<1 -сходится :с р1?~ .Таким образом в силу предложения 1.16. 
получасы:ё^т^!^ = ,следовательно,из разепства 1 10 ) 
}*р!Г*ОЛ1о с другой стороны,УпьЛ/ ц^&$ЛА*4 • 
Значит,в силу равенства ( I I ) получаем равенство: \Ц»ро1-= 
кл* Л^-о-п1(Ы,которое противоречит равенству: $*,р-ц~-аО . 

* Следствие ^.5.Пусть X и У" -банаховы пространства, 
$ : ~7 с. X ь - > У -линейное зшшутое. отображение и ^ „ - ^ ' д > ^. 
Предположим,что существует такое число а >0 ,что 

У г е 2 (Пай . 
Тогда существуют такие числа и € > О ^что 

Действительно,в этом случае 4~~'̂ о{ = -Го^ К\—~2.-Следо­
вательно, для всех достаточно больших п е Л/ отображения 



дуПга^ЯЦШуСф&чам в силу неравенства С 8 ) 

Замечание *.6. Пусть X и V -банаховы пространства, 
3*:2.с^Х'—-5»У! -л:::-;е."люо зо.'.кпутое отображение, $ и

< ч » ^ -
Е «/пи}"''о3^т-ь-» .Тогда з силу теоремы 2 . 4 . существует 
такое число ^ ^ Л / для адехй-ал^ Лад$ чЛ*ЙЛ»'л»Г#. 
1дэ-.-ому существует такая ^подаоолодраательность годпрост-
ряястз (\/'„)и-гги>пРзс'г"^анства ~2 ,что 

У«*лл Н \о] © V * . . . ( 13 ) 
Теорема 2.7.Пусть X и V -'айаховы пространства, . 

^ 2 - С Х Ч — * У --Я1"-.-юг замкнутое относительно открытое 
отобраяоаве, е1гт 4~ч-[о} .̂ и ^ * - а > $ .тогда для то1 ' о , 
ЧТОбЫ ДуЯ СОХ ДОСГаТОЧНО бОЛЫ̂ИХ|1«г|\/ с1[тД~2,{й$е.ф*Ь$,{о} 
необходимо к достаточно,чтобы существовало такое число 1>0 
и такая последовательности подпространств С\Л,) простран­
ства 2 . ,удозлетзоряэдан услэ.жю С 13 ) , ч т о У п г п ч , 

до.шгтельство.Необходимость.Пусть V -произзольное 
топологическое дополнение К'$ГЧ,а$ а пространстве 2 . 
Тогда из неравенства ( 8 ) для всех до ситочно больших п.с л/ 
^ / з б У 1\$„гН% 4 1/ 2 / / , где I -некоторое положи­
тельное число.-2 силу ра енстза с/.'лм^"4-|чо/= о?^"*/ 1^ , того , 
ч т о 2 г ф V и того,что для всех достаточно больших 
^еЛ/' ^Чо1Г)\/=^о| получаем,что2-^'п'ф V ,чем доказатель­
ство необходимости исчерпыг&ется. 

Достаточностью силу теоремы 2»..4« нам нужно показать, 
что для ьсох достаточно больших л«н\/ с/г/м^-*^^/*^! ^^"^0((-
йли.что то же,показать,что для .сех достаточно большихпеЛ/ 
$ $оТС\ Уп ={о/-Прсдположигл,что это условие не зерно.Тог­
да существует такая последовательность лекторов (г^сЦ'Цц} 
что е У ^ Л 2 , 11=4 " : л У конечномерности пространств 
^-4{о}пос:.едо>кателькость Г 2 ^ ) можно выбрать оходящейся, 
т . е . & г и 2 ^ = 2 € ^''{о} .следовательно,в с: т у принадлеж-
ности 2^ и 2 ядру отображения ^ последовательность 
векторов - ' ^ -сходящаяся.поэтому в силу пре.гг-
ния 1.16. гэлучаем противоречие: 

0 = 1 ^ 2 1 / - И *^ " ^ 6 Й г , |/ — € .> о 



Следствие 2 . 8 . (см. теорему 1 из С з Л н.-. случ&:; ли­
нейных непрерывных отображениЛпусь X" -гильбертово 

У -банахово пространства,отображение ^ : 2 с ; Х » » У -
линейное замкнутое нормально разрешимое и ^ 4 7 
Тогда для равномерно;! относительно;; открытости семейства 
отобраяении — * У необходимо и достаточно .чтобы для 
всех достаточно больших п<ьЫ' с(<т Ь'Л {о\ = с1 (г» УЧо$. 

действительно,!) случае гильбертово пространства мы мо­
жем в качестве дополнения к ззять ортогональное. 
Поэтому нормы проекторов будут равны { п.значит,в силу 
результатов следствия 2.3. и теоремы 2 .7 . следствие 2 .8 . 
справедливо. 

Следствие 2.9,Пусть X л У -банаховы пространства, 
21*^X1—*У -линейное замкнутое отображение и 4"п-&2ь.$: 

Тогда для инъективности отображения ^ и для его относи­
тельное открытости необходимо и достаточно,чтобы для всех 
достаточно больших К б /V/' отображения б* были 
инъектизны и последовательность отображений (•&*") была 
бы равномерно относительно открыток, 

Справедла.'юсть следствия 2 .9 . получается из результатов 
следствия _ . о . и теоремы з силу равенства &Чв } ' # 4 ч 
для инвектквных отображений. 

Теорема 2.10.Пусть X и У -банаховы пространства, 
1}; 2 «^Х 1 — » У -линейное закнутое отображение и Я*-1*'** § . 
Предположим,что ^" -биек'тш й отображение &тУин»2'* 
непрерывно.Тогда существует такое числоИобА/и такое число 

с/ -> О ,что для всех11̂ .гго отображение '^к, -биекция и 
отображение $~Л.У*~*2. -непрерывно, 11$"'II * а , 

доказательство.3 силу условия теореш отображение ̂  . 
является изоморфизмом пространства ( г > Н И<) на простран­
ство ^ .Поэтому в силу определения 1.4, и г." силу теоре мы 16 из Сб~] существует такое число И«,бА»' и существу 
ет такое число с / > 0 ,что для всех Ц^.Лс отображение 
4 ^ является изоморфизмом пространства {_~2.а II Ч н а У , 

причём ^ « У II ||( $ с/Й У Ц и последовательность отображе 
ник ^ И ~ ' : У | » ( /2 , И ||«} с.к.а. линейное непрерывное ото 



. Сражение 5" 'У»—*&"/Ц )Лз укязанногп <е трудно получить 
справедливость теоремы / Д О , 

Згмечанпо <;Д1.Таким образом мы выяснили условие,при 
котором доотеточный признак компактно:; аппрокоимапии.ука-
ранный а теореме 1.13. является необходимым,а именно,ото-
бражс'.из $ -бие-ктнзко и обратное к нему непрерывно,Тогда 
В качество отображения о можно ввшгь Л'* ,а в качестве 
отображений /(, и кы -азя?ь&}~'и 1у соответственно 

сорема ДДО. допускает следующее обращение:-
Т « о - [ у с т ь )( и У -банакоиы проотранотгл.ото- 1 

браж.ки4^2«ХмУ-х..пейное замкнутое и 4*и Ш> » / . Пред­
положим, ч го для всех достаточно больших п е - Л / отображение 

$ к -биект^зно, ; У » — * "2.' -непрерывное отображение 
и существует такое число а> О ,что для всех достаточно 
больинхпе-М И.у^П ^<г^ . Т ^ д а отображение 6 -биёкция, 

(У|—•> 2. -непрерывное отображение, 

. Доказа: зльство..з силу теоремы 2 .10 . и следствия 2 . 9 . . 
нам достаточно показать сюрьективность от бра; гения 47- , 
так как з силу поточечное сходимости ^ п к 4 

ЧгЯ* с » " ' / С а п . ( 14 ) 
Из неравекства ( 14 ) У » с 2 1И г||->^. ' " ' " (б ' ; 011 г "1 ДакЙ! . 
образом в силу полноты пространства С г у и |ц) .непрерыа-
пооти отображения ^: ("2.11 !/,)(—»У я определена 1.4. мы мо­
жем восиользов' ться результатом теоремы 17 из СзЗ .откуда 
получаем сюрьективность отображения 47 . 

§3.Устойчивость свойств спектра линзьних замкнутых отобра­
жений при компактной аппроксимации. 
•Теорема 3,1,Пусть X -банахово пространство,отображе-

ние I — * Х -линейное замкнутое и § „ ^ 
Тогда для любого компактного, подмножества М резольвент­
ного множества отображения 47 существует такое чис ­
ло € Л/ .что для всехл ^ г Ъ № <=рС^ п ") . 

Доказательство.ЗсЛЯ предположить,что заключение теоремы 
3 . 1 . не зерно,то существует такая последовательность чгоел 
(>.)с;М .что 



Щщ# 7ч , ( 15 ) 
б силу компактности множества М • ,не умаля.". общнооти 
можно считать,что Л**-^ ж > & /И .Тогда 

Поэтому из предложения 1.8. и из следотаил 1.10. 

Из последнего условия,из т о г р . ч т о ^ ^ С ^ ) и того,что 
АГГ-- § -замкнутое отображение в силу теоремы 2.10. 

существует такое число ^ в Л/ ,что для всех ^ ' -^^о 
отображение .Л, .Га,- 5«л -биекциг М^3^*4^)< %|—»»Х -
непрерывное отображение.Следовательно,для в о е х ^ ' и ^ 
что противоречит условию ( 15 ) . 

Следствие 3.2.Пусть X -банахово проотранотчо,отобра­
жение ^;2«=Х»—*Х «линейное замкнутое и ^ „ - ^ ^ .Тогда 
для любого компактного множества М существует такое 
число л с€-Л/ и такое число 4 > С ,что для всех тпо НуС^ 

ух^м « и У п ^ ^ Л б М ияа ;&)нЧ4 , ( 16 ) 

Доказательство этого утверждения опирается на результат 
теоремы 2.10. и'аналогично доказательству теоремы 3 . 1 . 

Теорема ?.3.Пусть X -банахово пространство,отображе­
ние $:2сX*—*Х -линейное замкнутое и Х „ - й * ь » ; ^ .Предполо­
жим,что для зсех доста точно больших о * Л / отображение 
имеет компактную резольвенту и Ф & .Тогда отображе­
ние имеет компактную резольвенту. 

Доказательство.Пусть А*р(.Я .Тогда в силу теоремы 3 . 1 . 
для всех достаточно больших м«яУ ̂ ^рС-^ .поэтому отображе­
ния 1 ? С А | — * Х компактны.Следовательно,в оилу 

из следствия 12 из С 6,3 получаем компактность К С Л ; ^ 
Замечание 3.4.Пусть 2 -векторное подпространство б а ­

нахова пространства X , $:2«=д*»-—* X -линейное 
замкнутое отображение и М -компактное подмножество^р^) 
Рассмотрим банахово гроотранство ^ / С АО всех непрерыв­
ных функции ИЗ М Б Л с нормой: 

Нос»,. Ц , Х С Л ) " 
Далее,предположим,что * я

 к < ч » ^ .Тогда в силу теоремы 



3 . 1 . сущеотзует такое число Л С 6 А/ ,что для всех п>>\с 
И <=^^« ) . 3 давьУеШеи Чудом считать,что п * - « 4 .3 силу 
тождества Гильберта 

V Л, р « М !?<>;$) - р О Д = ( м й ; Ш ( К Я 
и 

Поэтому из неравенств X 16 ) " * ' 1 

У^вМ 'ИФ*)** Й ( | « Й к 1 1 ^ 1 ' # 1 * 1 ( 1 7 ) 
и " " • 

У л ь А / Й с ^ У ^ * * Ь*-А1>№е1 ( -18 ) " 
.ЧП'Г„ХбХ ^ ф ^ Э Д ИУ«*Л/У*«Х к-л„)хеС^ 

Полазим далее по определению 
• ух « г Х К й Й ) * * * Х « Л 5 ' « с (..ь) 

\ Д , € \ / У х с - Х ^ М 6 ' „ ) - С = ( ) 
Отметим,что из иеразе::ств( 1С )и определения нормы з 

Vx«^X II ( ? м « > з с 1ГА 5 е №*« 

Таорс\а 3 .6 . П УСТЬ X -банахово прос..ищете->,отображе­
ние ^ : 2 с ; Х | — * Х -ЛйиеИиое замкнутое 'л{^ -компактное 
подыножест • о .Тогда если ^ „ • к а - > § ,то последов -
тельнооть бтобраавннй ^ м ( 4 " ч ) .определённых расист.юм 
(2С( с . к . а . отображение .определенное раиенст.юм 
( 1 9 ) . 

Доказательство зтоП Теорема аналогично доказательству 
теоремы 15 из [.73 • 

Замечание о.6.Пусть 2 -векторное подпростршетзо 
комплексного банахова пространства X > Я» Ф С - . .золиро-
ваяное собственное число отображения $ ' . 2 ^ Х » — » Х .являю­
щимся линейным замкнутым.Тогда существует такое число Р : 

С< &с.-(*ъ$')С1ь($)- ^Лс] .Определим проек­
тор Рисса р ; X • — * Х „ : 

Тогда р X -корневое подпространство отобр;.же.!шя ^ , 
соотзетстзуацее собственному числу У с .Ыусть | . 
Тогда з силу компактности с&еры Iл-^01*5* из теоремы 3 , 1 . 



существует такое чиоло л в в ^ , ч т о для воехп^и» и - ,\1 -У^ /^ 
Поэтому для любого П Г ' Ч по аналогии о ( <.к ) определим ' 
проектор Рисса р„ : X' » Х 1 

Оказывается,что р „ д содержит все корневые подпростран­
ства отображения § л .которые соответствуют лежащим а 

.круге ВсС\; 6") собственным числам отобракени": 5*1 (см. С 33 
§149 ) . . 

. Теорема 3.7.Пус ?ь X -комплексное банахолое простран­
ство , 4; I 2 . с: X •—» X -линейное замкнутое отображение и 

ЬД » ф .Тогда для любого изолированного собственного 
числа отображения $- иоследовательность проекторов ( 23 ) 
с . к . а . проектор ( ~2 ) . 

ОпраБедля. ость этого утверждения не трудно получить из 
результата теоремы 3 .5 . 

Следствие 3.8.Пусть X -комплексное банахово простр-
антство, Хс\\—*Х -линейное замкнутое отображение и 

! ^ и й , с ' - » ^ .предположим,что А» 4-0 -изолированное с о б ­
ственное число отображения .Тогда 

а) существует такая последовательность чисел > пеЗ($ь) , 
чтоА«%|Х. ; 

б)ест^^|^^\р)^•*^ ,то для всех достаточно больших п е Л / 
в круге 13С(Л»,?) существует единственное собственное число 
нз в ^ л ) единично.: кратности и А -&<*р 3 ^ ; 

.в) если с(<™рА<- * -»о , то для всех достаточно больших и е / У 
в к р у г е ' \ ( А ^ в ) находится, лишь конечное число чисел из 

ё&») .причёмо/«т/г,Х* ЛчЪрХ . 
справедливость указанных утрерждений получается непо­

средственно из результата теоремы 17.из С и теоремы 
3 . 7 . \ 
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В.И.ЛАБЕЕВ 
О цекотс-рых свойствах с-оходимости линейных замкнутых 

отображений 

Введение.Автором а работе Г4Лпокавано,что воли для 
некоторой последовательности линейны:: вамкнутых отображе­
ний ( с компактной револьвентой выполнены условия 
секвенциально компактной аппроксимации ( с . к . а . ) , т о пре­
дельное отображение $ так же имеет компактную резольвен­
ту .п.М.Вайникко поставил вопрос о справедливости обратно­
го утверждения.0казалооь,что оно верно,причём требование 
о . к . а . отображений можно ослабить и потребовать лишь рав­
номерную сходимость на всех компактных множествах { о-охо-
димость ) . 

В предлагаемой статье основными результатами являются 
следующие:теорема 2 .5 . об устойчивости обратимости отоб­
ражений при О-СХОДИМООТЙ,теорема 2 . 9 . о сходимости по но­
рме отображений обратных к ^„ и $ в той ситуации, 
когда •§„, т-^—* ^ и отображение $ -компактно 
обратимо,теоремы 3 . 1 . , 3 . 3 . , 3 . 4 . , г д е устанавливаются устой­
чивость свойств спектра линейных отображений при о-схода-
мости,изучается вопрос о сходимости по норме проекторов 
Рисса.в теореме 3.5.указана взаимосвязь между спектрами 
отображений и § . 

51 . Некоторые свойства с-оходимости линей.лх отобра­
жений-»— ,;* _ 

Определение 1.1. Пусть X и У -нормированные век-



- н о -
торные пространства над полем де;кш>и тельных или комплек­
сных чйоал.Будем говорить,что последовательность линейных 
отобравши.! ^ п - ' Д ^ ^ .X '——*У р&дтаяГДО с<одцтоя к 
отображению 4; ; Х '~~*У на всех комнаптных множе-

отни'л их пространства X ( в дальнейшем ету сходимость 
будем назвать о-сходимо.тып) ,осла ' 

а) Уп±М X и 90^п <• % • 
б) для любого компактного мно..во'тьа Л/ с ; X 

- В это» с туации для краткости будем писать,что 

Замечание 1.... Определение 1 .1 . яьдадтоя обобщением по­

нятия равномерной СХОДИМОСТИ Н-Л Ь С Э Х коынактыкх множествах 

для линей;.кх неп ре жених отображении, заданных на вс*м про­

странства X • 

Замечание 1.3. Отметим следующие вроопиа свойства с - с х с -

димости,непосредственно следующие на определения 1.1. и иэ 

сгойств операции 4сс0и : 
а) если ^ ^ — — ^ ,то для любой подпоследователь­

ности отображений ( ^ ^ ) последовательности ) 

б)если - / ^ с » у , ^ — * ^ и для 

в с е х о ^ ^ — X ,то для «Ю5ЫХ чисел об и /3 льК 

в ^ — л - ^ т о г д а и только тогда,косла У ^ с К 

Предложение 1.4. Пусть X и V -нормированные пространс­

тва. Поолндовательность линейны* ого^рамениЯ / и
: ^ » / — 



с-сходится и линейному отображению / ; Й ^ » »Xтогда и 

только тогда,иогда для "юбой оход.щейоя поолвдовательнооти 

векторов & пространстве X 

Доказательство.В силу определения 1 Л . и относительной 

компактности любой сходящейся последовательност-п векторов 

условие ( 1 ) является необходимым. 

Достаточность.Предположим,что утверждение предложения 

не рерно,т .е . предположим,что существует такое компактное 

множество М из пространства X и существует такое число 

Ск > 0 ,что для некоторой подпооледовательнооти отобра­

жений ап^) последовательности С / * ) 

Тогда существует такая последовательность векторов Эс^ , 

что * 

у } ^ и^^-^^>^>о (2) 
В силу компактности множества М и включения ) с М 

из последовательности векторов Су^~) можно выделить схо ­

дящуюся подпоследовательность С ^ 1 т < ) .Тогда в оилу у о -

ловия ( 1 ) получим,что 

но это равенство противоречит неравенству ( 2 ) . 

Следствие 1.5.Пусть X и V -нормированные прострел^ 

ства,последовательность линейных отображений ^ ц , ; Х ' * ^ 

компактно аппроксимирует линейное отображение X1—•V. 

Тогда ^ ^ - ё - * / • -
Действительно,ив того,что 3*. * э* следует,что 

$ - с * ' ° •-^0:Х>-»Т( см. С^Л ).Поэтому в силу определе-



. ния компактной аппроксимации для любой сходящейся последо­

вательности векторов ССц, 6 — X 

Цт»М ^ о о , / / « О . ' 

Следовательно, в силу предложения 1.4. ^ „ — ^ - * / 
• 

Пример 1.6. Утвврждвнчв,обратное к предложению 1 . 5 . , н е 

верно,вообще говоря .Действительно, пусть Х = У в ^ ,Уп+Л/ 

и последовательность линейных непрерывных отобра­

жения : вл ' — * определена следующим образом: 

где С б» , ) -тотальная ортонормальная последовательность, 

векторов в про'странстпв ^ .Тогда воопольвовавашс'ь р е ­

зультатом предложения 1.4. не трудно покавать,что 

Но в то же время последовательность векторов * 

не относительно компактна в пространстве .следова­

тельно, 

1 * ^ О 
Предложение 1.7. Пусть X и У -нормированные прост-

рантотва,последовательность линейных отображений^.\^'—^У 

с-сходится к линейному непрерывному отображению^;©^'— 

Тогда существует такое число По € Ь/ и такое число С ь О , 

что для всех Н:>п<> отображение -непрерывно и 

Донавательство.Если предположить,что заключение предло­

жения 1.7. не верно,то существуют такая подпоследователь­

ность отоОрежений С$п^) последовательности ( / "^ ) и 

такая последовательность векторов Сэс^) ,^тс 



- из -

Определим последовательность векторов следующим 
образом: ^ ' 

(в силу условия ( 3 ) мы можем считать,что для воех^б./У 

^п-Х^о).Тогда ив ограниченности последовательности векто­
ров С^'О в 0 И Л У Условия ( 3 ) йт. 2 ^ = 0 .Поэтому 
иа предложения 1.4. получаем,что 

А так как отображение _р -непрерывно,то 

& * У Ь _>,2 = О . ( 4 ) 

Но о другой стороны из оценки ( 3 ) и из определения по­
следовательности векторов С 2; ) следует,что справедяи-
во следующее равенство: 

противоречащее равенству ( 4 ) . 
Замечание 1.8.Пусть X -чормированное, V -банахово 

пространства,последовательность линейных отображений 

_?п'^_Г„' * У с - с х о ^ т с я к линейному отображению 
4*:^''—>У .Тогда $п~ $ — 0 и в силу непрерывности 
нулевого отображения из предложения _ . 7 . существуют такие 
ч>;сла По € Ы и С > 0 ,что для всех п > По отображе­
н и е ^ - ^ -непрерывно,причём II 4"„- 4" |/ С- .Таким 
образом,учитывая полноту пространства V и плотность 
подпространств X ( в - соответст­
венно) мы для всех п -> По можем определить единствен-
ное линейное н- 'рерывное продолжение "Ь^, ( соответст-
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венйо ) отображения - ^ с на вое X ) с о ­

ответственно на ) .Покажем теперь,что±п—(Г*0:Х>~~*У. 

.то да в частности в силу определения 1.1. будет следовать, 

что 1^р> 0; Ц ь - > У . 
Учктьза.1 реаультат предложения 1.4.,нам достаточно пока-

сь,что для любой сходящейся последовательности векторе 

СхО<=-Х ^уу^-к^Ъ, {[= О .В силу предложения 1.7. существу­

ет такое число о О ,что для всехП-ЭПс \\&$\\ С .Та­

ге: раз ом для Е с е х п ^ п ^ 1/1л//^гС.Лалее,в силу плотности 

подпространства в X 

Отметим,что из сходимости последовательности векторов Сэь,) 

Е X и из .условия ( 5 ) следует,что последовательность 

вектороч ^ 2 п") сходится,причем справедливо следующее не­

равенство: ^ 

Уп^/^ и^-±*ъ«й < —. ( б ) 
Тогда э силу равенства: 

предложения 1.4. и оценки ( б ) получаек нужное: 

Предложение 1.9.Пусть X -норьированное, У -банахово 
пространства,последовательность линейных отображений 

' 5>Ус-сходатся к линейному отображению /.Ф^'—*У 
Тогда существует единственное продолжение отображения 

№ с н а % такое,что ^ » ^ . 
Единственность продолжения здесь понимается в сле ­

дующем смысле:если существует такая последовательность ли-



нейных отображений & : 5д, I ч т о ^ х. 

\7^Л/ = 4 ^ ,то для всех доотаточно больших м е ^ 

• дока.ательство.Пусть ^ -линейное непрерывное отобра­
жение,определённое в замечании 1.8.Для всех доотаточно 
больших пе N положим 4 .Тогда не трудно у б е ­
диться, что — — * $ .причём в силу определения ото­
бражения получаем,что 

8 ^ = ^ *" ^ х • 
Таким образом отображение < ^ является продолжением ото­

бражения ^ . 

Далее,пусть последовательность линейных отображений 

1%: ^ 1 » У такова,что 

' ' % - у * . 

Тогда ^ „ - ' ф , — с > ^ ' ' ^ 1 .Следовательно,в сил;' пре­

дложения 1.7. существует такое чиоло П в € Д / ,чго для 

всех п 5 г1« отображение ^ - 1 ^ является непрерывным 

Поэтому в оилу плотности подпространства Я ) / ^ в 

того ,что сужение отображения на является 

нулевым,получаем,что 

У " ? Л с ^ - Й 5 0 или | „ г . 

52.Некоторые свойства компактно обратимых линейных ото ­

бражений ,действующих в банаховых пространствах. 

Определение 2 .1.Пусть X и У -банаховы простран­
ства.Будем говорить,что линейное отображение 4; ^ с Х ь ^ У 
компактно обратимо,если оно биективно и обратное отобра­
жение ^ .•у*1—̂ ->Х является компактным,т.е.множество 



С/ЗуСо,/^-относительно компактно в пространстве У. 
В этой ОйтуаЦИй для. краткости буде:.: писать,что 

&*1ЛС (ХУ) . С ГС - УЩШ сотп^а^). 
Сэиечаиие 2.2.Еоац линейное ртобраеение $й 1~1С(Ху), 

линейное отображение о ; 7_ I — • ' • * 2 1 -о'йек-
тивнн и обратные к ыим непрерывт:,тс>/»^е1ЛС ( 2 / у ) в 
&-^е иХС ^ Л, 2). В частности, &сли % ( 2 1 , % ) .и 
К ( У , г ) по^йс(^г). 
И> послелиор» юлучаем.что если отзаражение 1*4 61X,У) 
то мня*™ чиелзАФС , Ч е [ Л С ( Х , У ) • 

Сг.раледдивовгь этого утверждения следует из оазенств: 

и из сохранения ОДпОЯтнвсти линейного отображение при 
композиции его о линейные: непрерывный. 

Предложение ''. и-.'сть X л У -банаховы пространства и 
отображение / Ь 1С ( X, У) .Тогда 

а) от обращение / : Й ^ с Х 1 — У кьдяод кшутым, 
т . е . его гра^лк г--л«нут в о'анаховоы пространстве X ? V 

*)еолы отоЗраяен.че с X ь - * у -иепреомчио,то 
чк ~0~ алгоооанчоек'.ге размерное?;; пространств 5 ^ 

У кроимм й со:-.падаг)т:с/|тГ«с/.т%<*-«». 
Дока;<ига*о?зо.а).Пусть для некоторой последовательности 

взктороз (гх\0 0 . 5 0 + 
сс^ -= ос е X и ^ / а * * у«? У . 

Тогда в силу непрерывности отображения У » — » Х 

б) .В это.Ч ситуации ^«1^с>т{Я^;У).След^за7йлъио,в силу 
полноты пространства У пространство 5 ^ полно и по ­
этому замкнуто в пространстве X «А так как -ко:..-
Вйктное Отображение,иневдве непрерывное обратное,то 
<А'т < •*• о* • ОТ!:уда си"т & , = Л т У < ю » . 

Пример 2.ч. Пусть Х в У -банахово пространство, 
/ , ' ^ с Х ' — - * Х - - л и н е й н о е закнутое отображение.Предполо­
жим, что отображение / имеет компактную резольвенту,т.е. 



существует ть.:ое число \€>р(4) , что отображение КО», ' ) ; . 
X I — - * X является компактным. Тогда. 

" У * * ^ ) М - * « 1 Л С ( Х , Х ) . 
Действительно,в силу тождества Гильберта: 

нудное получаем иэ сохранения комлактнооти Линейного ото- , 
браяения при его композиции' с непрерывным и при сложении 
компактных отображений. 

, Тооре;.:а 2.5., Пусть X и У-банаховы пространства,после­
довательность липейнчх отображений ^ -• 'Й^ С Х | "—*У с - с х о -
дится к линейному компактно обратимому отсбражвниг^дб^****У 
Тогда существует такая непрерывная биейцвя ^„'^й^'—^*^_»к' 
что для ?сех достаточно больших пе IV Й$*||$С*С0^)ШОЖ6''Т~ 
в о §иСВу^°.'У -относительно компактно.в пространс­
тве" 'X , _ 

Доказательство.Рассмотрим композицию линейных отобрр.же-
^ ний А,„о ^- ' ;У|—:—»у ,гдв Я^. -отображение, определенное 

в замечании. 1.8. и покажем, что 

Ы«****\\ = о. (? ) 
Для этого достаточно показать,что 

Так как отображение _? € 1.1С СХ.,У) . о множество 
5"'С 5 у ( ^ 0 Л -относительно компактно в пространст­

ве X и поэтому в силу определения 1.1. и в силу того,что 
из замечания 1.8. Кь с >ОI Их И » У получае: ,что 

В силу равенства ( 7 ) сулествуе'1 такое число По€/* ,что 
для всех и г п . . 

Н и о ^ 4 ! / ^ * . ( в ) 
Тогда в силу полноты пространства ,ЧУ для всех п>По 
линейное отображение • 

Т ч- _ » - Ч 1 5 о т С Х У ) . 
Следовательно,линейное отображение (X*- кя»6~'У-!У*—»У 
является непоерывным,причем в силу неравенства ( 8 ) 



- не -
откуда в силу оценки ( 9 ) для отображения 1^, ; V ^ — » 

'определииного еледу:з;цкм образом: 

спразе/чива оценка: 
V"; и •> ги> I I % ! . < * г.и-41- с о « ^ - . ( I I ) 

Иа ( 1С ) ч иэ замечания 2 . 2 . получаем,что б 1-ХС СЛ,У^ 
•л поэтому ц^Сву^ЯОЗ -относительно компактное множество 
в пространстве X .Рс< _^трим теперь сужение отображения 

"Оп, 48 _г% п И обозначим его через .Тогда в силу ' 
непреоивносты ?Х .изсавекства ( I I ) и из свойств сужения 

3„ С вгМ П &4*2 С в , Со, 03 
следовательно,множество <̂ г_ в < ( о ,ОП -относитель­
но компактно в пространстве X ,таким образом нам осталось 
проверить равенства: 

Пусть вектор аг***ь, .Так как л*, -продолжение отобра* 
х е н и я / и - . / с % ^ :;а ,«*'Д^В о с . 
Поэтому: 

= С 1 у т ^ Г ! ) ^ х = 4"а: <- Я „ х к & » * * е - $ * * 
Исчаавм справедливость второго равенства.Пусть вектор 

$ ® ^ п , .Тогда судаствует такой вектор о с е , 
ч т о ^ « 5 х ,1 ,6» эс = 5~{,& »Далее в силу определения о т о ­
бражения Ип, Н того,что 4-у = -'г ь Ф+^ислуч&ем.что: 

П О Э Т О ! " ' 

'Замечание 2 . 6 . Отображение ^ .построенное при дока­
зательстве теоремы 2 . 5 . является ничей иным,как обратный 
к отображению 4>̂ , в подпространстве пространтва 
V .±аким образом ки еце ползали,что для всех достаточно 

больших*»!*/ = 6 %^ • 

Пример 2.7.Пусть Х - V * 4 ^ Ж 1 С * ^ ^ 1 ^ ( ^ ^ ' ^ 
Я)^ - { ( х ф ) * ^ 1 2 1 у э е ф / * < * > **| .Стационарную последователь­
ность лиаейних^отображений Я ) ^ „ ' определим 



как сужение отображения $ . ^ е # , | — . о п р е д е л е н н о г о 
следующим равенством: 

на подпрсстрзнотво .Тогда ^ - ч » 
5- е ь г с с , ^ » | % > % и : : о э 7 о . щ 
причем 5 „ Й ^ * ^ . 

Прййвй 2.В.Однако при всех првдардравимях теорема 2 .5 . 
не обггателъпо подпространство г5. ^ ^ ~ плотно в прост­
ранстве У .Действительно,пусть Х*У=- ^ .положим ПО оп­
ределению вектор а *С2"', 2 ; . . . ' ,2.*"' . . . ) ••' пусть ггодпрос-
транство 7- «=: является ортогональным чополнениеы к 
Х{&} .Далее,пусть < ? о г п > , -спмзол ЙрЬнеккера и положим 
вп =(Ъпгг>)т 6 /V' • Определим компактную б;;екд;:л ^ ' — » 
следул.(им оо'разом: 

Поло;.:;;'.: по определению 

Тогда ^ е 1Лс С<2Л) Далее,пусть 
У п е \ ' % „ = # 2 

Таким образом,если :.:н с : . : , ч ? о ^ « 0 2 , - ^ , 1 0 

В билу;разлокепяя * 2 , « 2 ф с С { о } . . того , что 
получаек, что 

( значок © означает Прямей топологическая сумь:а,а 
-просто сумма,ье обязательна прямая.).Поэтому нам доста­
точно показать,чтооа е ^21 .Определим последовательность 
векторов СЙц)<гС{,следующим образок: 1 / 1 Е Л / 

" ^« ^ , • 2ГМ; ^ о ; 0;.. . ) , 
г д е о / „ = - ^ С 2 . * ' - 2."*13 «Тогда не трудно проверить,что 
( я | 2 ч ) а О I поэтому &1€/У 2 „ е 2 .Та:; как легко по^ 
казать.что йт, I I ^ п - ^ ^ - О «то с̂х С с^2 

Теорси2~2т9. Пусть X , н .У...-банаховы пространства, 
последовательность линейных отображений $ ч 1 * а с „ 1 — ^ У 
с-сходктск к линейному компактно: ". обратимому отображения 
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^ |Я| I—*»у , у 0 д И для в о о х достаточно'больших 

"Й^з 55$ ,то существует такое чиолоп%«г</ и существует 
такое ?чоло 3 > 0 ,что длп зоехп*п» 6 ЬТС С X, У) , 

Дс^апатсльсл'во. Вое заключения теэромы,кроме равенства 
( 12 ) следуют, келорродс-в.енно из. теоремы 2 .5 . потому что 

Раосыотрйы теперь резпооть отобра^о-гм^ *** , по ­
зора.-! в силу условия ( 1С ) ?гвн; |*1 ^ 4 - ^ ^ - < / < 1 у 1 . 
Поло лм . . . 

Тогда . 

| ^ - г и л . 1 у + с и « С Х г ^ - ' ^ ' Л •( 13 ) 
При доказательстве те^эсмы 2.5. показано ( ои.уоловйе ( 7)) 
что&тт, " О .Покачен теперь,что И$;4- $-'Ц . 
Окуда ..ан следствие ( 13 ) оросу'получик.что 6.'' -}~'Н 
« О .Де зтвитолыю.в силу условия ( 13 ) 

поэтому ^ 

таким образом :.:м пллучили,что С ^ * ,1у)и " 
аиеч::?^Ци*||н)йДя*4 :" <1/ > II и.» I .Следопотельно,спра­
ведливо неравенство: ц ^ #4**/| 

Итак, в оилу условия ( 7 ) /Гц.я1/»^ • нужное пока­
зали . 

§3. Устойчивость свойств спектра линейных отображений 
при о-сходикооти.-

Теорема 3,1. Пусть 2 . -яскторное подпространство ба ­
нахова пространства V (теперь мы будем очитать з дальней­
шем, чтоВ^еЯ^ = 2 . )и последовательность линейных 
отображен/ ". 4 * ^ • - > У с-сходится к линейному 
замкнутому отображению 21 »—-* V .которое имев"1 

компактную резольвенту.Тогда для любого компактного под-



множества р резольвентного иночества Л±У с у ­
ществует такое число Л о в А/ «что для з с е х л ^ / Х о 

' а) Р с $С М ; 
б ) У > с о Р С ^ п ) отображение ЙСя;-Ю:V — » V* . . п и -

ётся компактным! 

.Доказательство.Допустим,что утверждение а) теорема 3 .1 . 
не верно.Тогда существует такая подпоследовательность о т о ­
бражений последовательности ( и существует 
такел последовательность чи о ел с Г , что 4*" ^ 5 А е Р 
Ч У ^ € Л / А ^ ^ С ^ ) . ( 1 5 ) 
С другой СТОЙОНЫ, 

поэтому — д " 1 л ,значит А̂  1 г ~ ^ •• ^- ••» д Х г - ^ . 
Так.как из примера 2 . * . и из того,что } « . ^ $ ) , то отобра­
жение > Х г - ^ е I -1С С ̂ ^Следовательно, выполнены вое 
предположения теоремы 2.9. , и поэтому существу»,* а-нсее 
?«СрЮ л% € 'Л/ ,чл0 для всех Л&ф» 

! ...ачит.для всех д 5< ) с в силу определения «1,1. получа­
ем, что Л^^Кбп^) ,яо это противоречит условию. ( т 5 ) . 

В силу предложения 2.3. и того,что сумма закнутог и 
непрерывного отображений с одинаковой областью определения 
являетоя закнутым,отобра;хение^ п »л1 г > -<.>1 г - :$«.)• 
является закнутыы.Далее.в силу теоремы 2 . 9 . для всех. Л е Р 
и для всех достаточно больших отстранение ' ? 0 ; 5 ^ в 

( х Г -С»?** Ул—*Уявляется компактный., тогда в силу тож­
дества Гильберта для всех А^Ч'з" , , ) отображение КС*, г 
С>Г г '. У ' * У -компактно. 

Допустим,что утверждение в) теоремы 3 . 1 . не верно.Тог­
да существуют такое число (х>0 ,такая подпоследователь­
ность отображений СЗ^^) последовательности С$п) и т а ­
кая последовательность ч и с е л Л из р ,что 

В силу компактности множества р сущестоует'токая под­
последовательность чисел С^^т .^ последовательностиСду) ' 
и су;цестзузт такое число А е Р »что&*г» А ^ * , , * .Поэтому 



Следовательно,в силу принадлежности число > г\$а) и о т о -
бра:»9НИИ>Х-^€(.йО^: в силу теоремы* 2 . 9 . 

С Г Т . 1 т С > ; т ' , * > - ^ ^ ) « = 0 . . 
Тогда в силу аврауэногва: 1 | К ; 4 „ у - Я О ^ , - О / ! ^ 

И - ясд:яИ + к / Г - й с*; й| 
получаем сделущее равенство: 

которое противоречит неравенству ( К ) . 

Следствие 3 .2 . Пусть выполнены всо предположения теоре­
мы 5 .1 . Тогда судзетчуст такое число л © е Л / ,что дли \яех 
л. ^ спектр ОФобреявния 4^, состоят г ; ,изолиро­
ванных собственных чисел, имо.эдих. конечную корневую коаг-
ность. 

Доказательство. Так как в силу теоремы 3 . 1 . судествувт 
такое ч::сло По € А/ ,что для всех п.~^.гъ. отображения 4>ц, 
замкнуты и имеют конпактяуи резольвент*, то нам осталось 
лишь сослаться на теорему 6.2У. ( с:.:. С О стр.237 ) . 

Пусть 2 -векторное подпространство банахова простран­
ства У .последовательность линейных ззикнутых отобрэще-
ний 5 -1 ]21*с , У|—*У с-сходится к линейному закаутои? 
отображению ^ ; 2 с У •—>У с коЕпактной резольвентой.Тог­
да в силу теоремы 3 .1 . для любого йОшгакгиого подмыокество 

Р с _ у ( ^ ) существует такое число г ^ е Л / .что для 
зее:: п>.г?ц, Р *=.РС З-Л «В еяЛу яоипактноста множесгзз, 

р существует та сое члело С > 0 .что 

В силу равенства ( 1ч ) можно считать,что для всех 
н ^ н 4 ? е';. • (га ) 

Рассмотрим тсл-;рь банахово пространство С у С Р.) всех 
непрерывных функций 2 : г* » > V с норкой'-

" г " с у с = Г о ? " 2 С > ) й У 
определим дннейное непрерывное отображение 



К Г С Я ; У ' »СУСР) 
следующим образом: 

Отметин,что в силу неравенства ( 17 )|||.р(4)||.ггС.Ане.огич-
нмм обратом для всех п^Пс мбкнб определить линейное не­
прерывное отображение 

и в силу неравенства ( 18 )||Й Р С^П^С .Тогда для любого 
вектора у ^ У справедливо соотношение: 

Поэтому в силу равекства ( I* )&«•*НК^Сб»)- # р - 0 ) 1 1 * 0 . 
Таким образом мы.доказали следующую теорему: 

Теорева 5.3. Пусть 2 . -векторное подпространство банс.о-
ва пространства V .последовательность линейных отобра­
жении : " 2 1 с 1 У " — с - с х о д и т с я к дййеЯноиу отображению 
^ : 2 < ^ У * — * V с компактной резольвентой.Т гд{ для лю­
бого компактного подмножества р резольвентного множе­
ства отображения ' существует такое число г1*«|\/«что для 
всехизп* Р ^ ^ Ш и « 2 ^ И*р(4«)-КРСб)Н*0. 

Пусть выполнены все предположения теоремы 3.3. То" да 
спектр отображения ^ состоят из изолированных собст ­
венных чисел конечной корневой кравиост.. ( теорем' 6 . 2 . 9 . ) 
из С О сто . ,-237 )Л:/сть Л0её(4)\ {о] -произвольно взя­
тое комплексное число.Тогда су .зствует • акре число о^>0 
( $ < I >о I ) , '̂ то 6 С О<0 В)02а) • _ХЗ • Рассмотрим линей* 
ное непрерывное отображение с. . -у I — > у* .определённое 
следующим образом: < 0 , % 

а=я!г^Лс*&<'*. ( 1 9 ) 
3 С 21 ( § 1>9 стр.'433 ) показано,что отображение ^ яв ­
ляется линейный непрерывным проектором я . 

Таким образом,корневое подпространство,соответствующее . 
собственному числу До содержиться в ^ У .Не труд­
но убедиться в компактности отображения д / У ' — ^ У г 
значит,алгебраическая, размерность $ У конечна. 



Пусть теперь последовательность линейных отображения 
— * У с-сходится к ланейлоку отображению 4": 2 * — * Т 

с компактно;! резольвенте;.Тог-до в силу компактности дфе-
р ы \ . С > » , 5 ) из тсоремм 3 . 1 . существует такое число 
п^&Ы ,что для всех По У«=у>гГ^Поэтому для 
любого г ч • мы можем определить отображение с^, 
следующим образом: -

Отметим,что подпространство <^,Т содержит вес корневое 
подппостракства отображения 4 ^ .которые соответствуют 
лежащим в круге в с С*ад собственным числам отобра­
жения 4 ^ .йсли Е ^ О « , < е ) П Э Д ч ) & ^ , т о # и - = 0 . 

Теорема 3Л.Пусть 2 1 -векторное подпространство ба ­
нахова комплексного пространства У И ослсдоватслъность 
линейных отображен:;;! — > У с-сходится К линейному 
отображению ^ : 2 с У 1 — 9 У с компактно;' резольвентой. 
Тогда для'люблю собственного числа ^ч*-О отображения 4/ 
последовательность проекторов У 1 - " ^ * У .определен­
ная равенством ( 20 ) сходится по норме к проектору % , 
определенному равенством ( 19 ) . 

Доказательство.Справедливость этогс утверждения яолу- . 
чаем в силу равенства ( 14 ) из следующих соотношении: 

***** \ асу т > к . 

; Следствие 3 .5 . Пусть выполнены все предпосылки теоремы 
ЪЛ. Тогда 

а) для любого числа существует такая пос ­
ледовательность чисел ^ „ ь З С ^ п ) |ЧТоЛ»* и * * •^•'х, , 
Жг-п^У- в / « Л 1 ^ л У ' .где •=( и ^ -проекторы,опу? е-
ленные условиями ( ?0 ) .; ( 13 ) ; 

б)если е / | ' т в У * -У ,то для ..сех достаточно больших *-.&/»/ 
в круге в с С > » ; о*) существует едмнстзеимо- ч.:о.:о из 

ёСб») единичной кратности .^п, и Д в - «̂ 5. 



Доказательство.Справедливость равенства о/.г. цУ 
с1|т^,У<-гвл следует в силу теоремы 17 ив из ком­
пактности проектора 9 ' / 1 — V и того,что после­
довательность отображений ^ с , с*.» <̂  .Остальные 
утверждения легко доказываются методом от противного ,.в 
этой ситуации нужно воспользоваться результатом теоремы3.4 

Теорема 3 .5 . Пусть 21 -векторное подпространство 
комплексного банахова пространства V и последователь­
ность линейных отображен"й 2'—*У с-сходится к линей­
ному закнутому отображения у, 2 «аУ»—•V с компактной ре-
вольпентой.Тогда 

Доказательство.Пусть Д . О -произвольно выбранное соб ­
ственное число ( в силу того,что отображение У имеет 
компактную резольвенту любое чисЯО У. из является 
собственным ) отображения ^ . ^ •'•да в силу условия а) 
следствия 3 . 5 . существует такая последовательность собст ­
венных чисел Д . *свС5-) ,чтоЛ -влуп^^^,. Далее,предполо­
жим,что О Из условия теоремы З.б. существует такое 
число Ле^(^) «что ото.ражение * * V 
компактно.Рассмотрим теперь отображения и К> .опре­
деленные следующим обра.ом: 

* # л 1 г - у и 1 ^ 1~ . 
Не трудно убедиться,что для последовательности отображе­
ний Йц ; 2 с У »—=> У и для отображения /! ;2е^. У'—* У 
выполнены все предположения теоремы 3 .4 . и число Д яв­
ляется изолированным собственным ЧИСЛОМ отображения К/ • 
Поэтому в силу условия а) следствия . 5 . существует такая 
последовз-ельность собственных ч и с п ( Д _ ) отображений (ДО 
что А *6и*> Д т .Йв того,что число А * является собст ­
венным для отобраяек/я Кп = > Т 2 _ - п о л у ч а е м , ч т о 
А - А „ *5 2 С$п) -Таким образом существует такая последо­
вательность собственных чисел А-Агъ € 3 СЗ . У . ч т о 

Обратно, пусть А е- С -произвольная точка прикоснове­
ния множества Пи ЗСЗпО .Тогда существует 



• такая последовательность чисел А^ е .,)> ч т°А=&г*А <|. 
Если предположить что А 6) ,то в силу изолирован­
ности точек спектра отображения ^- ' существует такая 
компактная окрестность р точки Л . ч т о р ' у О ) 
Таким образом,существует такое число ^ &Л/ ,что для 
в с е х ^ " - Д. е Р -С другой стороны,в силу теоремы 3 . 1 . 
существует такое число Л / " ,что для в с е х ^ р с ^ . ^ ^ 
Следовательно,мы получили противоречие:. 

значит,предположение: З - е ^ С ^ ) не верно, откуда А е ^ ) . 

3 §3 на рассматривали с-сходикость в той ситуации,ког­
да для зсзхг .й /У — *- )^ ' .Отм.тим.что при получении 
основных результатов это условие существенно исползон'албсь. 
Если же рассматривать общую схему с-сходимости,то мы полу­
чаем следующую теорему: 

Теорема '6.7. -..уать У - банахово пространство,пс^ле-
дозателькость линейных отображений ^ . с : V >—<--. у 
с-сходится к линейному замкнутому отображению с! .'>-»>•* 
с компактной резольвентой..Тогда для любого компактного 
подмножества р существует такое число гц, е- N 
что для всех п. либо А (Ъ-СЧЗДи в этой ситуации 

.л 'ибоДб ЗъЦг*)и2сС4 . ) и в этом случае 

Доказательство.5 силу теоремы 2 . 5 . рассуждая по анало­
гии с доказательством теоремы. З Л . ке трудно показать,что 
существует такое число г ^ е Л / ,что для всех п а о о 
существует линейное непрерывное отображение Ц(АХ-^)Й^ 
I > Я)^., ^ г д е число А б - Р взято произвольно ) , что 

ЕСЛИ « ,ТО ( Х Г _ д Д - ^ , V и 
поэтому -У .О >ё&С&) • 
Если 5,)$- ,то ("ЛА- У .следователь­
но, ; . е. 3 .Далее,в силу инъективности А ЛГ- ^ ^ 
получаем,что 4; ёрС$^ .Такиь образом, осли^>-Т-<:) Е)^,,— 



Рассуждая методом от противного,не трудно показать, 
что если Уне N Я ^ - * ,то для всех достаточно больших 

Замечание 3.3.В примере 2 . 8 . для любого числа 
^ б § ( ( | , ) ,а в примере 2 . 7 . для любого числа Я 
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