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УДК ­ 539.3 

Н.Н.Блумберг, В.П.Тамуж 
ЛГУ им.П.Стучкп, АН ЛатзССР 

УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ УПРУГОЙ МНСГОСЛОЙНОЙ 

многослойные и особенно трзхслойнуе плзотияы широко 
используются з инженерном деле. Исследования по прочности, 
устойчивости и колебаниям многослойных анизотропных и арми­

рованных конструкций, которых объединяют родственные ме­

тоды и идеи по их изучению широко представлены в различных 
публикациях. Нами выделены обобщающие работы [1 ,2,3,4,5] , 
которые снабжены достаточно полной библиографией по рас­

сматриваемому вопросу. Детальное ознакомление с литературой 
однако показывает, что не Есе вопросы, возникающие из­за 
многослейности изделий, решены достаточно подробно. 

Давно известен такой способ технологии как склеивание. 
В последние два • десятилетия получили распространение полимзр­

ные материалы. Оба эти обстоятельства требуют разработки мето­

дов, которые обеспечивают прочность, целостность и долго­

вечность составных клеенных изделий. Существующие методы, 
обобщенные в обзоре [ 6 ] , в настоящее время уже .недостаточно 
точны и надежны. Намечены новые пути решения задачи, но их 
разработка еще не завершена [ V ] . 

В предлагаемой статье, опираясь на результаты исследова­

ний [3­10] , заново составлены уравнения равновесия, которыми 
определяется напряженно­ деформированное состояние многослой­

ных пластин. Эти уравнения отличаются от аналогичных уравне­

ний других авторов тем, что при их составлении не применя­

ются некоторые распространенные дог чтения . 
Иногда пренебрегают напряжениями растягнвшци&ш или сжима­

вщими мягкие слои вдоль пластики, в других случаях считают, 
что касательные напряжения постоянны в мягких слоях, Й что 
последние не обжимаются. Отказ от всех этих предпосылок 
позволяет ' уравновесить воздействие сил и йшентоБ, аркдо» 



же иных к каждому отдельно выбранному слою независимо от того, 
мягкий тот или жесткий. Появляется также возможность задавать 
для каждого слоя любые граничные условия, что представляется 
нами важным обстоятельством в том случае, если исследуется 
прочность многослойных клеенных пластин в изменяющихся тем­

пературных условиях. 
Следует обратить внимание,что клеевые прослойки достаточно 

тонкие. Общий объем мягкого связующего материала в клеенных 
изделиях неуразненно ниже чем в трехслойных силовых панелях 

с мягким заполнителем и и в армированных композитных материа­

лах. В этих,и еще в целом ряде конструкций, которые изготов­

лены из разнородных материалов, могут образоваться области с 
;высской концентрацией напряжений при внешнем силовом или темпе­

ратурном воздействии. Тонкая клеевая прослойка является рез­

ким концентратором напряжений в краевой зоне многослойной 
пластины, что подтверждается разданными наблюдаемыми у торцов 
дефектами. 

Составленные здесь уравнения позволяют детальнее изучить 
концентрацию напряжений и места ее. локализации в краевых 
зонах. Решения, получаемые на основе уравнений, которые 
составлены путем аппроксимации перемещений или напряжений 
по толщине всего многослойного пакета в целом [ 2 1 , или в 
которых мягкие слои моделируются как набор некоторых не свя­

занных между собой пружин [2 ] , не всегда удовлетворяют всем 
особенностям задачи, не полностью отражают существующую кон­

центрацию напряжений и краевые эффекты в многослойных пластинах 
с тонким слоем клея при изменении температуры окружающей 
среды. 

I. Исходные соотношения теория упругости. 
Пусть дана многослойная прямоугольная пластина с чере­

дующимися жесткими и мягкими слоями. 
Под воздействием внешних силовых факторов и в результате 

изменения температуры многослойная пластина претерпевает де­

формацию, сопровождающуюся появлением механических напряже­

ний. Тогда произвольная точка пластины получит перемещение, 
которое являясь вектором, тлеет три проекции и(х,у,г), у(х,у,г) 
и «'(х.у.г) на соответствующие оси прямоугольной Декартовой 

системы* 



I н 1 ­ жесткий слой (силикатное стекло) 
Р | 1 ­ мягкий слой (полимерный клей) 

Рис.I . Многоедойная прямоугольная клеенная 
пластина 

Компоненты симметричного тензора деформаций выражаются 
известными формулами Ковш через перемещения: 

Связь деформаций с компонентами другого симметричного 
тензора, называемого тензором напряжений, устанавливается 
опытным путем. В случае малых деформаций в линейной теории 
упругости справедлив обобщенный закон Гука. Нам достаточно 
рассматривать материалы, обладающие плоскостью изотропии в 
отношение упругих свойств. Такие материалы называются транс­

взрсально изотропными, причем плоскость изотропии каждого из 
слоев перпендикулярна толщине слоя, которая везде постоянна. 
Используя технические упругие постоянные,обобщенный закон 
Гука в нашем частном случае анизотоопии записывается в сле­

дующем виде: 

Зу 9/ 

Ац | ЭМУ 
бг Зх 

5У . д\у 
а* " З у (1.) 



Здесь ff. ­ нормальные напряжения; ­ касатель­

ные напряжения; ft ­ модуль Юнга для направлений в плос­

кости изотропии; G=E/2(1 + l?) ­ модуль сдвига для 
плоскости изотропии; Е * ­ модуль Юнга для направлений 
перпендикулярных к плоскости изотропии (трансверсальный 
модуль Юнга); G ­ трансверсальный модуль сдвига; ­

коэффициент Пуассона, характеризующий сокращение в плоскости 
изотропии при растяжении в той же плоскости; V* ­ коэффи­

циент Пуассона, характеризующий сокращение в плоскости изотро­

пии при растяжении в трансвёрсальном направлении; ­ коэф­

фициент Пуассона, характеризующий сокращение в трансверсаль­

ном направлении при растяжении в плоскости изотропии. Ввиду 
симметрии строения уравнения ( 2 ) существует.зависимость: 

• V ^ E * = VE. (3) 

2. Гипотезы­о распределении напряжений по толщине слоев. 1 

В точной постановке решение задачи о напряженно дефор­

мированном состоянии пластины является трехмерной проблемой, 
что сопряжено с преодолением больших трудностей математичес­ ' 
кого характера. В силу этого, в прикладной теории упругости 
применяются различные допущения' упрощающие задачу и приводящие 
к зависимости неизвестных величин только от двух координат. 
Нами для указанной цеди использованы два известных метода: 

1) классическая гипотеза Кирхгофа­Ляза для жестких 
слоев [ I I ] ; 

2) теория С.А. Амбарцумяна с учетом сжимаемости для 
мягких слоев [2 , 12] . 

, Выбор указанных упрощающих предпосылок обусловлен ' 
весьма выраженной неоднородностью материалов, из которых" 
собрана многослойная пластина. Заранее можно предположить, 
что неудовлетворительной будет попытка пользоваться одной ' 
лишь гипотезой Кирхгофа­Лнва, как это принято делать для 
однородных тонких пластин. 3 этом случае напряжения 6 Z , 
чГ«, Т 9 Г считаются второстепенными и их можно не принимать 

во внимание. В рассматриваемом случае целостность многослойной 



пластины зависит от напряжений б« , г'Х1 , <ти£ в 
мягких слоях, с помощью которых обеспечивается совместная 
работа жестких слоев­ Поэтому представляется естественным 
избрать напряжения , ХХ1_ , Т д 2. на швах между жест­ • 
кими и мягкими слоями в качестве неизвестных задачи. Далее 
с помощью уточненной теории С.Д.Амбарцумяна, разработанной 
для анизотропных материалов, можно учесть относительно 
слабую сопротивляемость мягких слоев на сдвиг и поперечное 
обжатие. 

Формально геометрические соображения, лежащие в основе > 
гипотезы Кирхгофа­Лява и основанные на малости толщин слоев 
по сравнению с их размерами в плане, можно заменить подходя­

щей физической моделью материала, обладающего различными свойст­

вами в плоскостях параллельных к пластине и в трансверсадь­

ном к пластине направлению. Так достаточно в обобщенном за­

коне Гуна для трансвереэльно изотропного тела ( 2 ) принять 
упругие постоянные Е* и С* бесконечно большими. При этом 
получается следующий результат: 

где 1=1,3 ,5 , . . . ,п Еечетный номер, соответствующий жесткому 
слою; п ­ общее количество слоев пластины. 

Для мягких слоев упругие постоянные Е* и С * поскольку 
полимерный связующий материал достаточно податлив, сохраняют 
конечное численное значение. Поэтому по теории Амбарпумяна 
постолируется некоторый закон изменения напряжений бг,Ххг,Хуг 

по толщине слоя, ибо соответствующие деформации 6*, Ухм. Щг. 
уже не нулевые. Последнее обстоятельство как показано в 
[ 2 ,5 ] , вносит существенную поправку на определение напряжен­

но деформированного состояния конструкций, изготовленных из" 
слабо сопротивляющихся сдвигу материалов. 

Приводим математическую форму.лровку гипотез Амбарпумяна. 
а) для касательных напряжений: 



}1 1 , з к - толщины жесткого и мягкого слоев; 

индексом " V " обозначено напряжение в срединной плоскости 
слоя за вычетом : 

<>-С ( * ,У ,0 ) - т£ ; ( 7 ) 

б) д.ля поперечных нормальных напряжений: 

где смысл обозначений прежний, что и в пункте Щ~. 
В заключении добавил, что при использовании обеих 

упомянутых здесь гипотез принимается отсутствие взаимного 
влияния поперечного нормального напряжения на продольные 
деформации и наоборот, т . е . 

т / * = у * * - _ - 0 . ( 9 ) 

Хотя учитывается влияние изменяющейся температуры 
окружающей срзды, в явном виде температура в приводимых 
здесь выкладках не присутствует, поскольку, следуя Тимо-

где, второе аналогичное уравнение получается заметной X 
на у и наоборот; 

К - четный номер, соответствующий мягкому слокц 

О й ) - закон изменения напряжений по тол-цинэ слоя; 

индексами " в " и "а" обозначены соответственно полусумма 
и полуразность напряжений сверху ("в"; 2 = 6 к / 2 ) и 

снизу ( "н " ; 2 = - б к / 2 . ) слоя: 



­ У ­

шенко СП. [13 ] , мы пользуемся методом устранения деформа­

ций. 

3. Выбор функций £ т (г.) , аппроксимирующих напряжения 
по. толщине слоев. 

Строго обосновать определенный высор затруднительно. 
Приходиться полагаться на опыт и результаты решения более 
простых задач, в частности, классических задач нагружения 
тонких однородных пластин. Известно, что в этом случае рас­, 
прэделение касательных напряжений следует параболическому 
закону: 

. 2. 

где (р(К,Ц) произвольная функция. 
Приведенную закономерность рекомендует С.А.Амбарцумян в 

теории анизотропных пластин и оболочек.[2,­121 ,• считая ее 
достаточно точной в обычных инженерных расчетах. Детальная 
проверка соотношения ( 10 ) для армированных материалов дана 
в работе [ б ] . Указанные соображения позволяют избрать закон 
(10) в качестве одной из аппроксимирующих функций Для каса­

тельных напряжений т/"* , в срединной плоскости слоя. 
Этим, по существу определяется выбор и остальных , 
которые получаются путем удовлетворения граничных условий 
сверху и снизу слоя, и интегрированием третьего уравнения 
равновесия в теории упругости. 

Конкрьгный вид ^ ( г ) в нашем случае следующий: 

Заметим, что Рейоснер Э. I I применял функции, подобные 
приведенным выше выражениям, обобщая классическую теорию 



изгиба пластин, в которой учитывается влияние перерезывающих 
сил на прогиб. 

Однако, очевидно, что | т ( г ) могут выражаться любыми 
' разумными" по терминологии Амбарцумяна С.А. функциями. 
Запись (5 )и (8 ) отражает этот произвол, и в случае, если выра­

жения ( I I ) окажутся недостаточно точными, то они могут кор­

ректироваться. 

4. Перемещения в слоях­

Принятые гипотезы Кирхгсфа­Лява и теория Амбарцумяна 
позволяет определить перемещения в слоях пластины. Общеиз­

вестные выражения для жестких слоев выписывать не будем, а 
результат интегрирования уравнений ( I ) для деформаций 

и % 1 мягких слоев следующий: 

^ к ( х , У , * ) = < ( х . У ) + Й в ( х , ! / ) $ ( * ) + £ « а ( х , У ) й ( * ) + 

и ­—­V ; х — у , (12) 



* 

За неизвестные задачи примем и, , ув
1 , \х̂ 1 жест­

ких слоев и <£? . 1Й? , . "С? »••, Ч" . мягких 

слоев. Непрерывность продольных перемещений будет соблюдена, 
если исключить переменные и* и у„ к/ из (12) , исполь­

л зуя для этого полусумму, и и полурезность и про­

дольных перемещений на швах, определяемые неизвестными жест­

ких слоев: 

г 4 ~5х~~ 4 8х 

к = 1 ; и — V ; у (14) 

результат соответствующих выкладок приводим в ниже­

» следующем компактном виде, опуская тривиальные, но довольно 
громоздкие алгебраические преобразования: 

о о 

индекс "О" указывает,что координата 2 = 0 . 

5. Сшивание слоев пластины и основные, неизвестные задачи. 

На I шве (под жесо.'ким слоем, имеющим I номер) 
должна соблюдаться непрерывность перемещений и напряжений: 
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где, учитывая ( I I ) , суммируются следующие 9 слагаемые: 

1) I / S (X ,Ü) -1 ; 2 ) и * > , У ) ( ^ ­ ^ f 5 ) ; 3 ) T ­ f x , y ) ( | f 5 ­ f ) ; 

W .8x . Iñ 2 / ' / ; 3x \160 40& K 5 s 3 J ' 

8 ) _ ! ti№<*,v))L5_!* ~ £*¿+¿L\ • (16) 
. 2(1+i? K)l Эх 2 Эхбу Д192 8 1 2 s J ' 

' З Д + й Н 8x e Зхби .Л320 K 240 10s 2J' 

Используя, непрерывность поперечных перемещений, опре­

деляем 6Z на швах или, что то же, &* и £* мягких 

слоев: 

s K 2(1+VK) \ Эх 8« / 6 ' 

5 * к 2(1+^)1эх Эу У10 

Теперь­ очевидно, что все соотношения (13) выполнены, а 
формулы (14)и(Г7) позволяют выразить перемещения (15) через 
основные неизвестные задачи. Количество неизвестных совпадает 
с количеством уравнений равновесия, которые можно составить 
для каждого слоя в зависимости от действующих в них внутренних 
сил и моментов. Таких уравнений будет 3 для жестких слоев'и 5' 
для мягких слоев. 

6.•Деформации,: напряжения, силы и моменты в слоях 
многослойной пластины 

е* • В мягких слоях приведены формулами ( 17 ) , а ­у^ и 



­ 13 ­

Т г̂ компактно, аналогично (1о) , записывается а виде: 

< г ( х , у д ) = / _ л Г (х,у)Ф (г.) ; х — у И 8 ) 

где, учитывая ( I I ) , суммируются следующие б слагаемых: 

1 ) > ( х , у ) ( А _ Щ£); & ) ^ < * . « # ­ ­ Д ; 

з ) ^ ( х , у ) 4 ? ­ ; • 4 ) Ф\; 

у Ох 1­160 АО ' 

6 ) _ ! &Ъ*(ЩП 6* .. 7 ^ ­
2(1+Ук)( Э х ^ Эх8у Д320 80 / ' 

Формулы Кош:' ( I ) ,. обобщенный закон Гуна (2 ) и выражения 
для перемещений (15) мягкого слоя приводят к следующим соотно­

шениям для напряжений: 

га \Эх ау / 

Внутренние силы и момента вводятся в общепринятом 
виде: 



­14 

' 9 

где 9«^ 

_6 К/2 

6и/2 

н = 
_£и/2 

гДЭу Эх Л с ' 
(22) 

«К/2 

Л/ 1 ­где 1{ 

Перерезывающие силы мягких слоев получаются интегри­

рованием .(16) 
6 й / 2 6 

и — V 
х — У , 

( 25 ) 

-42. <*/2 

•де 

КГ* И1" 
Ненулевые коэффициенты А , С , Р алеют 

следующие значения: 

А = Е к з к ; А к 4 = ­

* 
м с * 6 0 > С = 

К5 ~ 5 « . 
С ? 

д К 6 = Р 8 И _ . 

к9 « ; 



0?7 ) 

р " В О 6 * *> г " 4 8 0 ^ 5 к > 1 - ; 

Зыше даны выражения для мягких слоев, полагая в них 

(ц-*-у; х — - у ) получим общеизвестные значения сил и моментов 
жестких слоев. Выражения аналогичные (21,22) состоят из 
одного слагаемого , а коэффициенты 8' (для сил) и О1 (для 
моментов) таковы; 

в 1 - ^ ; й~-Щ/№ ; (25) 

7. Система уравнении деформированной многослойной 
плгстикы и граничные условия. 

Предыдущие выкладки позволяют привести систему уравнений 
равновесия многослойной пластины в ее окончательном виде, 
разрешенном относительно первых производных неизвестных 
функций. Такую форму записи предполагает метод пограничных 
функций, примененный для решения полученных уравнений в статье 

[14] . 
' Система уравнений условно разбивается ыа три группы, 

1-ая группа это 5п уравнений равновесия отдельных слоев, 
в которых 8п неизвестных: 

а) равновесие сил: 

х - ~ - у . 

б) равновесие моментов: 

9х ду
 Ы

*
 х Х 1

' 
х — у , 



где n x , Пу , nj. - заданные распределенные силы 

, m i , m l
u - заданные распределенные моменты 

t •— к - для мягких слоев 

2-ая группа уравнений тлеет вспомогательное назначение: 
исключить из системы зсе производные выше первой. Запишем 
эти уравнения для отдельных слоез. 

а) жесткий слой: 

6W o
1/0X=<P, 1 ; х — и ( 2 8 ) 

б) мягкий слой: 

^ ' - f . ' ^ f f ' - ^ : . а - а ( 2 9 ) , 

Последнюю 3-ью группу уравнений образуют соотношения, 
в которых производные основных неизвестных задачи выражены 
через силы и моменты, .Они получаются в результате довольно 
громоздких алгебраических преобразований уравнений (21-23) 

а) аесткий слой: 

1Эу Ox / 

ф дк * 4 ' у 

6 Эу 6 Эх * 
б)' мягкий слой: 



к . 
В1В1.10Т£ КА 

х­— у ; и — V 

_ 4 _ _ / м ; ж С ) ­ _ ­ щ г _ 
720(<+1>к)\Эу 8х / б Г ^ б 

5 " 1 ^ 

Г 2 ~ ; 

640(1+К) \ Эу . Эх I %Л 60 

+ ­ ^ Ц 4­

с = о , о з ; ( 5 1 ) 

где последовательная замена всех указанных ниже символов 
в последних двух соотношениях дает 4 новых: 

1 ч 3у + 3 х / а / а у » ^ 5 ^ Ф г 

8 — (Их ­ — ( М в ­ ? № ) ; н — (м х - ж „ ) — 

— (М а - -П ' х х ) \ 6 — Е — Е . 

Искомые неизвестные должна удовлетворять как системе 
уравнений (26 по 31 ) , так и грнаячнш условия»*! на торцевых 
поверхностей: пластины. Ш не станем г.5су..­;дать все возмаише 

, 2 



комбинации описания нластияы, а будем считать, что кромки 
мягких слоев всегда свободны от вышних механических воздействий 
.Непосредственным подсчетом можно установить, что сист.25 
уравнений записанных для каждого из мягких слоев имеет 14 
ПОрЯДОК, Т| на каждом торце слоя можно задавать 7 условий: 

N . 1Ч< 

1х » м 
:±1 * ' 

где 

» О >6 = 0 ' 
\*~-

( 3 2 ) 

половина длины пластины вдоль оси х 

Бели пластина деформируется из­за перепада навязни*, тс 
все на"ч­зркьуткэ правые части (32) нулевые, а в случае нагрева 

клея правые части подсчитываются, исхода из упоминавшегося, 
метода устранения теплсвых деформаций. 

Система 13 уравнений жестких слоев, как известно 8 
порядка. Поэтому если края жесткого слоя свободны, тр при­

годны первые четыре из выражений (32) или в случае жесткой 
заделки можно писать: 

у. . - п • = 0 ; $ ­ О (55) 

Другой способ заделки комбинируется из уоловий (32) 
и (33) . Например, при свободном оцарапни слоя по контуру 
условие наложенное, на О* в (32 ) заменяется условием 

л­* =0 из (331 
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Н.Н.Блумберг 
ЛГУ им. П.Стучки 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 0 ЩИНДТИЧЕСК Ой ДЕФОРМАЦИИ 
МНОГОСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЫ МЕТОДОМ ПОГРАНИЧНЫХ ФУНКЦИЙ 

В данной статье ставится вопрос об определении напряжен­

но деформированного состояния в , прямоугольной пластике. . 1 

Пластина изготовлена из листов силикатного стекла, склеенных > 
тонким слоем полимерного связующего. 

Многослойные пластины и родственные им по методам изу­

чения анизотропные и армированные конструкции рассматриваются 
во многих работах, из которых перечислим лишь некоторые £1," 
2,3,4] , имеющие обширную библиографию. В публикуемых рабо­

тах больше внимание уделяется вопросам жесткости и устойчи­

вости. Прочность многослойных конструкций исследуется реже 
[3 ,5 ,6,7 ] , причем характерно применение относительно упро­

щенных предпосылок, касающихся напряженно деформированного 
состояния мягких полимерных прослоек. Пренебрегая напряжениями, 
растягивающими слой в продольном направлении пластины, не 
удается учесть температурные деформации мягких слоев при • 
нагреве или охлаждении составного Изделия. Последнее сущес­

твенно ввиду того, что произведение модуля упругости И 
коэффициента линейного температурного расширения у стекла 
и полимера примерно одинаково. 

В предлагаемой статье используется система уравнений 
равновесия,составленная в статье [10] . Одним из условий при 
ее составлении является то, чтобы граничные условия могли 
задаваться на торцах как жестких, так и мягких слоев. Это 
позволяет выявить в решении дополнительные быстро изменя­

ющиеся у торцов пластины слагаемые, которые характеризуют 
присущие многослойным конструкциям краевые эффекты и кон­

центрацию напряжений. Заметим, что в литературе почти отсутоЦ 
твуют подробные исследования напряженного состояния много­

слойных пластин в зависимости от весьма разнообразных ком­



бинацяй описания или загруженмя торцеанх поверхностей. На 
слабую разработку данного вопроса . указывается в обзоре [ 9 ] . 

Система уравнений равновесия деформированной много­

слойной пластаны сложна и громоздка. Этим объясняется то, что 
иногда [ в ] ограничиваются выводом самих уравнений, не при­

водя методику их решения. Поэтому зщесь предложено использо­

вать ранее не применявшийся­ К подобным задачам, метод асиы». 
птотического разложения сингулярно возмущенных дифферен­

циальных уравнений ллк, короче, метод пограничных функций 
(МШ>). Пограничные функции являются тили быстро затухающими 
при уделении от краев пластины составляющими решения,•о 
которых сказано вше. .Математический аппарат 1Ш детально 
освещен в ill] , к нами он используется только для решения 
конкретной задачи механики, дналогичные вопросы, касающиеся 
присутствия малого параметра при старшей производной, ис­

следованы в статье [17] , однако нами избран путь решения 
систем уравнений первого порядка, не сводя их к одному экви­

валентному разрешающему уравнению высокого* порядка. 

I . Постановка задачи 

Пусть дана многослойная пластине, составленная из 
чередующихся жестких и мягких слоев. 

f P M f f 



Пластина нагружается внешними заданными распределен­

ными усилиями 1я х,п д и моментами гпх , а также разностью 
давления д р ^ р ь ­ р и . Напряжения, получающиеся от внеш­

него силового воздействия, должны суммироваться с термичес­

кими, которые возникают при изменении температуры окружа­

ющей среды (на 8 градусоз), или при включении внутреннего 
источника тепла, который образован напылением ничтожно тонко­

го проводящего слоя на один из жестких слоев составной 
пластины. Следуя СП. Тимошенко [12] , учет температурных 
изменений проводится по методу устранений деформации. 

Даны физико­механические параметры трансвсрсально 
изотропных материалов, из которых могут изготовится от­

дельные слои, причем плоскость изотропии параллельна самой 
пластине. Упругие константы в данном Частном случае анизотро­

пии следующие: Е,Е** ­ модули упругости, в плоскости изо­

тропил и в трансьереальном направлении соответственно; 
£ , б к ­ модули сдвига; V ­ коэффициент Пуассон^ в плос­

кое! и чзотропчи.' Остальные два коэффициента Пуассона транс­

верее льно изотропного материала здесь приравнены нулю, чтобы 
исключить взаимное влияние продольных и поперечных нормаль» 
кых напряжений на дефорящи. 1&ди материал изотропный, то 

Зое приво;цсгыз в агом пункте величины, кроме д р , 6т­

носятьоя к одному произвольно взятому слою. Золи необходимо 
указать на конкретно избранный слой, то следует ставить 
ыде­ксы I (нечетный номер жесткого слоя) или к Счетный 
го*ер мягкого слоя) ; п ­ оощее количество елсыз пластине. 

Неизвестными искомыми функциями задачи явл.^тся яерз­

­.ешення серединной плоскости слоя, напряжения, внутренние 
зилы и моменты. N ­ продольная растягивающая слой сила; 

Ц ­ перерезывающая сила, М ­ изгибающий слой момент; 
Напряжения: б^Н/СЬкяа в ) : Ц,= 0./С И или ь ) ; 6 М»6М/ 
( Ь а или 5 2 ) . х % бъ касательные и нормальные трансвер­

звлы'ие напряжения в плокоотяч контакта двух прилегающих 
сюев (на швах). Номер шва совладает с номере;.' ьышеяежащегв 
слоя. Вервмеадекзя: и ­ продольное, ­ поперечное. Угол 
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поворота нормали жесткого слоя <(?=С(.«У/С1х. 

Перечисленные неизвестные находятся из решения системы 
уравнений, которая составлена в статье ГДО] . х После пере­

хода к безразмерной координате £~х/1 упрощенная система 
уравнений равновесия многослойной пластины при Цилиндричес­

кой деформации записывается в нижеследук^цем виде: 
а) жесткие слои 

Ш-(2,6*1 ­ 3 , 2 4 ­ 0 , 6 ^ 1 + г ) 
в 1­1 

1 : 1 5 

б) мягкие слои 

и Поскольку основная цель данной статьи изложить ШВ при­
менительно к.задачам деформирования многослойных пластин, 
то ушвнения статьи [10] упрощен, пренебрегая в них 
градиентами касательных напряжений. 



- 3 0+2*- , ) - з £ - ] ; 

+ 01«^) - ^ ' ( - ^ + 0Ивбк)] , (2) 

где 

Решение системы дифференциальных уравнение ( I ) , ( 2 ) 
должно удовлетворять граничным условиям, которые задаются на 
торцах каждого слоя: 

г4 ! 
Поскольку пластина деформируется из­за разности давле­

ния сверхУ И снизу, то: 



2. Метод решения и алгоритм вычислений. 

Поставленная в предыдущем пункте задача является крае­

вой, что создает определенные трудности при ее решении. Так 
классические методы решения обыкновенных дифференциальных 
уравнений, приводимые в общих курсах [13] , во многих слу­

чаях приводят к вычисления;»! с плохо обусловленными матри­

цами [14] и недопустимо большим погрешностям результата. 
Этим характеризуются неустойчивые вычислительные процессы, к 
исключению которых применяются и разрабатываются различные 
методы, в частности, метод ортогонализации [15] .нашедший 
распространение в исследованиях по теории оболочек [16] . 

Приведенные соображения указывают аа_необходимость 
поиска того или иного специального метода решения задач. 
В данной статье предлагается использовать МВД, по нашему 
мнению,обладает рядом достоинств, из которых отметим сле­

дующие: имеется строгое математическое обоснование метода [ I I 
разработан алгоритм решения [ I I ] ; решение исходной сложной 
и громоздкой задачи расщепляется на последовательно проводи­

мые решения нескольких более простых задач,которые с одной 
стороны достаточно ЧЕТКО отражают физико­механические особен­

ности задачи, а с другой стороны это способ избежать неко­

торые трудности, связанные с неустойчивым счетом» 
Внешней отличительной особенностью решаемых уравнений, 

которая побуждает применить МВД, является малый множитель 
(параметр) при первых производных неизвестных функций, от­

носительно которых система разрешена. В целях дальнейшего 
изложения запишем приводимые выше уравнения (1,2) в следу­

ющем компактном виде; 

­ вектор неизвестных функций где Щ£) 
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­ вектор заданных функций 

А(£) ­ квадратная матрица коэффициентов, постоянная 
или зависящая от аргумента £ 

15сли элементы матрицы (Хи(1,\ = 4,2,5 , . . . , и ) приравнять 
по порядку, единице, то для некоторое конкретных систем урав­

нений выделяется малый параметр /л . Этим параметром умно­

жается либо правая часть некоторой I строки, либо соот­

ветствующая этой строке производная. Опираясь на термино­

логию, принятую в [ I I ] , эти два случая различаются как 
регулярное или сингулярное возмущение решаемой системы урав­

нений. 
При регулярном возмущение решение задачи ищется в виде 

асимптотического степенного ряда разложенного по малому па­

раметру: 

Х р ^ м ) = х 0 ( > ) +>*•*&)>... + м " * . 4 ) + ( 6 ) 
При сингулярном возмущении, полагая ¿.= 0 . т . е . , 

решая вырожденную задачу, нельзя удовлетворить всем гранич­

ным условиям из­за понижения порядка системы дифференциаль­

ных уравнений. В результате, решение, если искать его в виде 
разложения ( 6 ) , значительно отличается от точного вблизи 
границ интервала интегрирования (в краевых зонах или по­

граничных слоях). Однако и в этом случае оказываете/­ воз­

можным построить асимптотическое разложение решения по ма­

лому параметру, если его брать в виде суммы: 

где Х& решение внутренней задачи; х и К пограничные 
функции. 

Аргументы пограничных функций связаны с координатой £ 
соотношением: 



которое может рассматриваться как растяжение масштаба 
краевых зон. 

Пограничные функции экспоненциально затухают, что 
устанозлэно путем математических исследований в [ I I ] или 
следует из физико­механических соображений, основанных на* 
принципа Сен­Венана. (лграведливз следующая оценка: 

где || XII норма вектора, равная максимальной его компо­

ненте; С , X . ­ произвольные постоянные. 
Учитывая приведенную оценку, легко видзть, что: 

Последние соотношения позволяют формулировать допол­

нительные граничные условия для пограничных функций на 
поверхностях отделяющих краевую зону от остальной, зани­

маемой пластиной, области. 
Выполняя (9) приближенно, со сколь угодно­заданной 

точностью д , находи,; протяженность краевой зоны от торца 
пластины, а также получаем сценку точности решения внутрен­

ней задачи: 

Переходил к изложению алгоритме вычислений. Для этого 
сперва заметил, что малым параметром будем считать частное 
среднеарифметическое толщины мягких слоев И длины пластины 

l l x l K с ­ е х р ( ­ х х 0 ) ; Их П < с ­ е х р ( х х 0 ) , 

( 9 ) 

« а д » ­11х*с­х$и = д 

I i / ( S ) ­ ^ ) I K 2 A , ЕСЛИ .И^<4<­1+мхТ . 

Запишем систему (.1,2) или (Ь) в следующем виде: 



где у" ­ вектор неизвестных жестких сдоев , 

г. - вектор неизвестных мягких слоев 

Ау(У=Н,2) подблоки матрицы А 

Граничные условия системы ( I I ) следующие: 

5^.(1) » 1 ; у у 2 (1 ) ­ у , 
где 2^2, у°уе , те компоненты векторов г", у" для которых 
заданы условия на торцах пластины. 

Подставляя разложение (7) в систему ( I I ) получаем: 

где 

$ = А „ у + А ^ 1 

9 ­ М * М _ СИ­) 

с аналогичным разложением функции ^ 
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 

для каждого из аргументов \ > На • %\ раздельно полу­ . 
чаем несколько систем уравнений ] ­того приближения:: 

[элгэбр.сйст.) (диффер.сист.) 



Граничные условия приведении с систем следующие: 

(­16гр.) 

е«о-о, о?гр.) 

где а=1" , если j = 0 и а = 0 , если |т*>0. 
Решение задачи осуществляется в той последовательности, 

в которой она записана, т . е . , сперва решаются системы (15), 
затем (16а,166) и заканчивается j приближение решением 
систем (17 ) . 

(лгуекая точные математические формулировки [ I I ) .при­

ведем следующие сведения необходимые при практической реали­

зации М®. 
Точность предложенного асимптотического разложения 

решения по малому параметру оценивается теоремой, в которой 
доказывается, что максимальное отклонение приближенного ре­
шения, полученного после выполнение J приближениЁ, отли­

чается от точного не больше, чем произведение некоторой 
константы на . Сказанное справедливо при выполнении 
пяти условий: 



1­ое условие касается гладкости правых частей решаемых 
уравнений, которые для нас не существенны, ибо, ограничи­

ваясь решением линейных задач , не приходится разлагать 
правые части в ряд Тейлора. 

2­ое условие требует разрешимости алгебраической системы 
уравнений (16а), т . е . , здесь неизвестные мягких слоев должны 
быть выражены через неизвестные жестких слоев. 

3­ее условие требует разрешимости системы дифференциаль­

ных уравнений (166) и единственность этого решения. 
4­ое условие связано со свойствами подблока А а г матрицы 

А в ( I I ) . Часть собственных значений матрицы Aga должны 
быть строго положительными, а оставшиеся строго отрицатель­

ными. Для комплексных собственных значений речь вдет об их 
вещественной части. 

5­ое условие налагается на число граничных условий для 
пограничных функций мягких слоев. Слева пластины должны быть' 
заданы столько граничных условий, сколько отрицательных 
собственных значений имеет матрица Agg, Справа, аналогично, 
количество положительных собственных значений А 2 2 должно 
равняться числу поставленных граничных условий. Данное усло­

вие вместе с предыдущим обеспечивает экспоненциальное за­ . 
тухание пограничных функций. 

Проверка всех условий налагаемых на решаемую систему 
проще всего осуществляется путем непосредственного .решения 
распматриваемых здесь сравнений равновесия многослойных 
пластин. 



3. Численный пример решения простейшей задачи ­

цилиндрическая деформация трехслойной плаотины. 

Трехслойная пластина изгибается от воздействия раз­

ности давления др = р г ­ р н , а также нагрета на б градусов 
по отношению к той температуре, при которой в ней отсутству­

ют напряжения, возникающие Из­за неодинаковых коэффициен­

тов линейного тзмпературного расширения отдельных слоев 

Пусть даны гесг/.зтрические и физико­механические пара­

метры пластины, перечисленные в п.1 и показанные на рио.1. 
Тогда граничные условия (3) или N М 1 на торцах плас­

тины определяются соотношениями: 

К/2 

щ 

м1(о)=м1(1) = м 1 -

-42 

[ . ­ 1 , 3 ; I — к ; К — 5 Й . (­18) 

Согласно МВД вычисления начинаем с решения системы 
(15) с граничными условиями (15 г р „ ) . Для этого следует 
переписать систему ( I ) делая следующие изменения: I )заме­

нить аргумент \ на %0 или Хн ; 2) переобозначить искомые 
напряжения.с тем, чтобы указать на то,что ищутся погранич­

ные функции; 3) поставить индекс ] ­номер очередного вы­



полняемого приближения; 4) приравнять нулю внешние задан­

ные функции. Например: 

С ах . ' 
Поскольку в каждом уравнении неизвестна лишь произ­

водная, решение сводится к элементарной операции интегри­

рования. 
Следующий шаг состоит в решении алгебраической системы 

(16а), которое после преобразования системы (2) представимо 
в виде: 

1 2 + 6,4­Е* сЦ 

Получонкое решение, которым неизвестные мягких слоев 
выражены через неизвестные жестких слоев и результат преды­

дущих приближений, позволяет находить решение системы 
(16 б) с граничными условиями (18 ) . Систему (16 б) удойно 
записать разрешенную относительно вторых производных, 
получаемую после превбразования системы ( I ) : 



м t 5 j 

где i. = 1 при верхнем знаке 

l = 3 при нигнем знаке 

Inj и Jmj ~ 2 3 3 3 С Т Н ы е функции, которые определяются 
в зависимости от заданных нагрузок или результата ранее 
выполненных приближении. 

Решение системы (20) находим в два приема.Сдерва 
составляится 3 уравкания интегрируемые непосредственно: 

d£* l l
a / h< S h 5 £ 5 



где после введения безразмерных параметров 

получаем следу1ацие выражения для коэффициентов при неиз­

вестных функциях: 

а = к ( 1 + 4 с ф + зо<]2>2) ; 

с = 6 / 1 2 ; 

П ­ 2 ^ К ( 4 + Й ^ 3 ) . ( 2 5 ) 

После решения первых двух уравнений приведенной системы 
мокно количество неизвестных в системе (20) уменьшить до 
трех и преобразовать к виду: 



л
в ­(а+36)л*+­ сдл й ^с(ад + Ьс)=0 . (24) 

Составляющие собственного вектора для каждого из трех' 
корней Л%(т-= 1,2,5) дается формулами: 

Г _ % С + ~ Kf зб ' г. «И r 1 m = s Ж f ttm 

ее +3ак% 

­За . А ­ т ­ 3 6 

Тогда общее решение системы (22) можно аанйсать в 
матричных обозначениях! 

щ f * 

i 6L L ­1 
1 

I 6rj А Ii 

|с ^ е х р { А ^ ) ­> ­С ^ е х р ^ Л ^ ) (26) 

где звездочаой помечай вектор кажого­дабо частного реше­

ния, а c^j и Cmj константы интегрирования, опреде­

ляемые из граничных условий* 
Завершается каждое до ириблажений решением система 

(17) с граничными условиями (17 г р « ) . Перезаписывая 
систему (2) следует придерживаться тех ае правил, которые 
даны выше при записи погранфункций'«естких слоев. Далее 
разрешим преобразованную указанным способом систему (2) 
относительне вторых производных тех неизвестных.для которых 
обычно задаются граничные условия: 

Решение подученной системы (22) осуществляем стак­

дартннгл методом: находим собственные значения и собствен­

ные векторы матрицы коэффициентов. Характеристическое 

уравнение для собственных значений следующее: 



л. 

(21) 

здесь правые части $ образованы из ранее найденных 
погранфуакций жестких слоев. 

Мы здесь и ранее определяем лишь левые погрвнфункшш, 
ибо ввиду сишетрии они равны также и правым погранфункциям. 
Решение (27) достаточно просто и дает резко затухающие со­

ставляющие в сумме окончательного решения, накапливаемого ' 
по формуле (7) после выполнения очередного приближения. 
Результат считается достаточно точным,и вычисления прекра­

щаются, если очередное приближение дает поправку к уже 
имеющейся 'сумме (7) менее I %, 

Приведенный алгоритм позволяет реиить конкретную за­

дачу и получись численные или графические результаты. Рас­

сматривалась симметричная по толщине пластина. Во всех 
случаях д р = р б ­ р н = 0,5 атм '. И­» = Н 3 = 1 см ; V*0,2.5 \ 

Различные варианты расчета помечаются буквой, если 
изменяются геометрические параметры, и цифрой, если ттам-

ся характер внешнего воздействия: 



А­1=10 см; 5 г = 0,4см 
В­Ь = 31,6см ; 5 а*0Исм 
с ­ ь =з1 , б с м ; 5 г = н с ^ 
1 - д р ^ о ; е=о 

2 - д р = о ; е^о 

Рис.3. Касательные напряжения в склейке при 
=0,5 атм. 

Приводимые графики касательных напряжений характери­

зуют коренное отличие между результатами вычислений по 
МШ и обычно излагаемыми в литературе, когда пренебрегают 
механическими свойствами мягких слоев в продольном направ­

лении, а также не удовлетворяют граничным условиям на их 
торцах. 

Во первых, при температурных воздействиях, численные 
значения касательных напряжений на порядок выше по срав­

нению с теми же напряжениями от изгиба разностью давле­

ния. Методы расчета с указанными выше' допущениями для 
симметричных пластин при постоянной температуре приводят 
к тождзственно нулевому результату. 

Во­вторых, изменение длины образца и толщины мягкого 
слоя Б£значительно изменяют т* от приложения лр . О 



другой сторона, Т при e=cönst сохраняет свое максималь­

ное значение почти неизменным, а меняется только относи­

тельная длина локализации концентратора касательных напря­ *> 
жений. 
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Ю.Я.Микельсон, А.Т.Якович. 
' " • ЛГУ им.П.Стучки 

ДВИЖЕНИЕ ЖИДКОГО МВГША В ОДДУШ0Н1Ж ПЕЧАХ 
Часть II 

Как уже отмечалось в первой части настоящего ооэора 
£ц , первым этапом для теоретического решения 'задачи о 

движение расплава в индукционных тигельных печах (ИТП) в 
базиндукционном приближения, является нахождение распреде­

' дения плотности электромагнитной силы, а вторил этапом ­

исследование гидродинамических1явлений в жидком металле. В 
данной II части обзора анализируются математические модели 

'и методы решения этой задачи. 

I . Электромагнитное поле и силы 

Все работы, рассмотренные в этом параграфе­, условно раз­

делены да аналитические, в которых находятся аналитические, 
выражения длч магнитной индукции и электромагнитной силы, 
и на работы, в которых уравнение для векторного потенциала" 

1 | ­ ^ 1 ­ ) + Й ­ : Л = ^ А - Ч й , . . . £4) 
рбг \ дг1 дгг г*- I 

где А ^ А ^ г ) ­ азимутальная составляющая комплексного 
векторного потенциала; 

1_ ­ плотность построенного тока; 

­ безразмерная частота ; • (1.2) 

Аг^оЯн1** ~ характерный потенциал ; (1.3) 
I ­ мнимая единица , 

решается численными методами. В большинстве аналитических 
работ авторы пренебрегают конечной высотой проводника ­

в качестве модели служит бесконечно длинный проводящий ци­

линдр с постоянными электромагнитными свойствами по всему 
объему ( в-сппьХ; }х=*^х0 ) . В тех случаях, когда допус­

кается также предположение о бесконечной высоте индуктора, 



его воздействие учитывается заданием магнитной индукции 
на боковой поверхности проводящего цилиндра в виде периоди­

чески зависящей от времени функции (однофазная обмотка) или 
в виде бегущей золш (многофазная обмотка). 

Для расчетов с учетом конечной высоты индуктора, по­

следний заменяется бесконечно тонким азимутальным токовым 
слоем ]„ радиуса г, (рис. 1.1,) 

1 '1 
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Рис.1.1 
Модель шхдукционной тигельной печи ­ проводящий 

, цилиндр с радиусом г0 и индуктор с высотой Ь а 

Далее рассмотрены основные модели, применяемые для 
исследования поля сил в ИТИ, сначала ­ наиболее простые, по­
том ­ более сложные. 

I ) Бесконечный проводящий цилиндр с заданным на боковой 
поверхности г=г в магнитным полем, периодически зависящим" от 
времени. 

Решением уравнения для магнитной индукции 



( « A ) 

где В ­ комплексный век­сор магнитной индукции, 

в ЦИЛШЩЩЧОСКОЙ области I (рис.1.1) бесконечной длины с 
заданным полем на поверхнооти цилиндра г=*га , в работах 
[ 2 , 3] найдено распределение аксиальной составляющей маг­

нитной индукции 8*(В,,5*By=0) и радиальной компоненты 
плотности средней ' электромагнитной силы fp по радиусу: 

h- ^. ЛЫ Щ щ 
$r0 bei 9« • b e r + bel а • bel'а 
ГД8 

F = ­ Ê I K . . Ьерд­ berk + BEIA­BET/W ^ (16) 

максимальное значение силы (на боковой поверхности 
проводника. ) Далее в тексте знаки усреднения опускаются, 

oc=­Vco (см. определение безразмерной частоты (1.2) ( 17 ! 

Ьера, bei X ­ функшш Кельвина 4 , 

Ьь—у-al ­ значение магнитной индукции на поверхности [ii] 
металла, 

I ­ наотил тока на поверхности г=гь 

На рисунках Ï.2 и 1.3 показаны соответственно зависи­

мости максимальной силы от параметра « и распределение без­

размерной силы Jc^yf»a а о радиусу металла для такой 
идеализированной ЙТП. Остальные компоненты силы ^ = * ^ = 0 * 

Максимальное значение силы при значениях безразмерной часто­

ты ш >\0 меняется пропорционально ее квадратному корню: 

' f r ( * ) ~ f û \ (19) 
Распределение силы по радиусу, имоющве экспоненциальный 
характер, также существенно зависит от ы , что связано 
с вытеснением поля из проводника при больших значениях од . 
Например, для ш-ЮО сила уменьшилась по сравнению с ее 
значением на поверхности в 100 раз при г=0,Ь' ' (случай 
действующей печи), а для ш~- Z5 (случай модельной печи) 
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Распределение безразмерной плотности радиальной 
силы по радиусу при разных значениях безразмерной 
частоты 



сила уменьшилась в ЮС раз только при £=0,3 . 
Подход к решению поставленной задачи возможен также 

на основе теории цепей. При ярко выраженном скин­эффекте 
(1о^"^ ) это осуществлено в работе [ б ] . 

Рассмотренная модель однофазной ИТП не дает возможности 
оценить аксиальную составяяющую^илы, кроме того ­ сила | г 

зависит только от радиуса и. г Ы | =0 , Это вытекает из пред­

положения о бесконечности высоты индуктора и металла. 
2) Бесконечный проводящий цилиндр в поле однофазного 

индуктора конечной высоты (рис.1.1) . 
Решение задачи о распределении поля и сил на поверх­

ности металла в плоском приближении (пренебрегая кривизной 
цилиндрической поверхности ­г>0 ̂  6" ) позволяет оцинить ха­

рактер силового поля и интегральные характеристики поля сил 

Циркуляция zi характеризует способность электромагнитного 
поля возбуждать движение. Если 

то и 2^з0 ­ отсутствие завихренности силы определяет 
отсутствие движения. Заданием эпюры тока на поверхности 
Р»{5 • (рис.1.1)можно достаточно хорошо описать систему с 

однофазным индуктором и выявить некоторые характерные осо­

бенности силы. Например, аксиальная сила преимущественно 
направлена к торцам системы, однако может существовать зона 
с обратной ориентацией силы, что подтверждается численными 
экспериментами на ЭВМ [7] . 

В системе с осевой протяженностью металла, значительно 
превосходящей длину индуктора при обычных параметрах (тол­

щина скин слоя щщ =0,4 -=~0,3 ) , интегральные вихревые свойства 
поля сил оцениваются максимальным значением электромагнит­

ного давления в поверхностном слое металла [ б ] . 
Решение задачи в цилиндрической области е токовым слоем 

конечной высоты Н и на поверхности Р=1"< , можно получить, 
выделив з пространстве три области с граничными поверхностями 

[ 6 ] : 

где I­,. ­ произвольный контур внутри металла. 



Г = 1*0 и *»=»Г| (рис.1.1) . Воздействие индуктора учиты­

вается при помощи граничных условий на разделяющей поверх­

ности Г=»г*. , где токовый слой задается интегралом Фурье: 

* \0 , при > 

В выражении (1.11) I ­ настил тока в индукторе. 
Магнитное поле в данном случае имеет две составляющие ­ • 
и & г отличные от нуля. 

Влияние конечной высоты обмотки на распределение силы 
характеризуется фактором плотности силы: 

г д е " с и л а т ^ о к о в ° й поверхности металла для 
индуктора конечной высоты, 

ft» - сила на боковой поверхности, расчитанная на 
основе модели с бесконечным азимутальным 
токовым слоем на боковой поверхности бес­

конечного цилиндра. 
Распределение фактора Ф по высоте поверхности цилиндра 

существенно зависит от безразмерной частоты, относительной 
высоты индуктора и ширины зазора мезду индуктором и металлом 
(рис.1.4) : Б г , . 

Функция Фр имеет максиму!.; в плоскости 
симметрии индуктора 2=0 и значение Фр равно 
единице при Ь • 0 , 0 и 5=0 . Как и следовало ожидать 

^° 2.7- • • функция на фиксированной высоте < \ уменьшается 
НИ 

с увеличением ширины непроводящего зазора в или с умень­

шением относительной высоты индуктора. Радиальная состав­

ляющая убывает к краям шдуктора. Скорость затухания силы 
вне зоны 2 х 

­г™ <, { также зависит от Нц и в . Чем 
уже зазор и длиннее индуктор (или, больше частота) тем 
быстрее убывает ] ' г отдалением от плоскости симметрии 
системы. 

Распределение аксиальной составляющей силы заметно 
отклоняется от нуля только вблизи концов индуктора, но и 
там значение 1^ не превышает 10 % максимального значения 



. Поэтому в рамках рассматриваемой приближенной мо­

дели это значение не учитывается \2\, [ з ] . 
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РИС.1.4 
Распределение фактора плотности силы по высоте 

• проводника на поверхности г»*»гв при различных 
значениях толщины непроводящего зазора & 

Вихрь плотности средней электромагнитной силы 

V? = г о г Г , ( ш ) 
определяющий движение расплава исчезает на оси симметрии 
г=­0 и'в плоскости л — 0 , а максимальное значение 
^ ^ = • ^ « 0 ) достигается на боковой поверхности расплава 
( г ~г0 ) около концов обмотки 12.) t = : ­^ i ­ . 

В работах £8] и [&] для такой же иодвЛЯ распределение 
векторного потенциала ( А ^ А ^ Ю ; А?~£( ) ) , поля и 
сил найдено путем суммирования потенциалов элементарных 
токовых витков: 

го 
А ­ Мо^е 1** Г 1«(ргОК 1(д,г,иобЯг с!л, ( (144.) 

] ЛЦ1, (рГ 0) К 0(А.Г 0)+р1 0(рп.) ЩЛЦ.) 'Л Г», 

где I 0 JT .^o ,K i ­ модифицированные функции Бесседя [4] ; 



Численное интегрирование выражения (1.14) дпя получения 
распределений интересующих величин по объему проводника за­
дача трудоемкая даже для выполнения на ЭШ. Поэтому делаются 
попытки подинтегральное выражение я (1.14) заменить прибли­
женными формулами, которые в определенных интервалах зна­
чений параметров устройства аппроксимируют исходную функцию 
[ ю ! |п] . В работе [ ю ] такая аппроксимация дает возможность 
при г„ >Ю6 вычислять распределение рилы без применения ­
численного интегрирования. 

Рассмотренная модель объясняет вихревой характер элек­
тромагнитных сил в ИТП и тем самым возможность стационарного 
течения расплава. Описание печи в данном прлближенки допустимо, 
если высота металла не меньше высоты катушки индуктора. 
Основная часть мощности индуцируется в части цилиндре, огра­
ниченной концами индуктора, и если индуктор расположен в 
зоне |г| < ­4^­ . В ф противном случае картина поля и силы 
возмущается концевым эффектом проводника. 

3) Бесконечно длинный проводящий цилиндр с заданным 
на боковой поверхности "идеадьлым" бегущим полем. 

Решая уравнение магнитной индукции (1.4) для бесконечно 
длинной проводящей цилиндрической области, магнитное поле на 
поверхности которой задано в виде бегущей волны 

где к ­ волновоз число, получаем выражения для компонент 
плотности сийы через функции Бессеая [3, 12, 13] , Для 
данной модели, в отличие от предыдущих, аксиальная составляющая 
средней плотности силы существенно отличается от нудя: 

е (с)_ . ±1*Г 1 ­ • *»ЛМтЬ)+1г*Ытг) . ь п ) 

г д е т~1^гТТ«°~ ; а , 8 ) 

к 
­длина бегущей золны; . : 

Так же, как в любом осесимметричном случае,, радиальные состав­

ляющие! поля'К ситш няоси симметрии равны нулю, аксиальные 



составляющие в данном случае отличны от нуля. Вое величины 
зависят только от одной координаты ­ радиуса. 

Зависимость радиальной составляющей силы от а , 
также как и в случае "идеальной печи" (рис.1.2) имеет харак­

терный линейный участок при «>&" , а величина | г для 
больших значений безразмерной частоты ¿¡5 стремится к по­

стоянному значению . 

9 Л' 
которое практически достигается уже при « = 2 , у . Если ¿0 
постоянна, то плотность аксиальной силы на поверхности 

максимальна при ­у—лГЗГ . Для промышленной печи (Л~100 ) > 

»то условие выполняется, если Л, ~ 0,5 м » 
« т т 1 (ьу. ­иг.) 

* Заданием линейной токовой нагрузки 1<р = 1 е ч 

на поверхности Р*Щ (рис.1.1) и решением уравнения для 

векторного потенциал? (1.1).исследуется роль непроводящего 

зазора между металлом и индуктором [ 8 ] . Здесь можно рас­

сматривать два частных случая: 
а) пространство'Ьне индуктора заполнено ферромагнитным 

материалом с р.~°° , #=0 (идеальный ферромагнитный экран)! 
в) пространство вне индуктора газ (_Д=И, б="0 ) , 
Показано, что в обоих случаях зависимость максимального 

значения поля на боковой поверхности расплава от $ мало 
чувствительна к изменению частоты ( 40 < <*> <100 ) ( ао 
чувствительна к изменению длины волны бегущего поля. При 
А.=40)°о Не убывает с увеличением г», медленно (пятикратное 

увеличение % меняет Н в меньше чем на 20 %), а при малом 
значении длины волны ­ Л=0,8гь Н6 убывает очень быстро 
(при р,=17 , Н 0 ~ 0 ) . 

Для ИТП с многофазным индуктором в технических расчета* 
Применима теория цилиндрических насосов, если ш И б [$%| . 

Рассмотренная в этом пункте модель объясняет возникно­

вение движения расплава и характеризует зависимость сил от 
частоты й) и длины волны бегущего поля, однако в реалыг 
устройстве из­за конечной выооты многофазной обмотки и вида 
секционирования поле является не бегущим, а пульсирующим. 



4) Цилиндр конечной длины о бегущим магнитным полем 
(1.16) на боковой поверхности г**П» (рис.1.1). В окружающем 
пространстве г>г\ , <г~0 , Я =

с к > 8 , В данной работе 
исследования распределения силы отсутствуют, однако такая 
модель, учитывающая конечную высоту металла, может быть 
применена для ЙТП.есяи п Р < А » , и металл не выдвинут из 
индуктора, что имеет место в случае частичного заполнения 
тигля. 

5) Бесконечный проводящий цилиндр в­поле многофазного 
индуктора конечной высоты. 

Соответствие этой модели реальным устройствам (качество 
приближения) определяется в основном тем, насколько заданное 
распределение тока в индукторе соответствует действительному 
распределению, 

В работах [15­18] приводится выражение силы для модели 
конечного индуктора, найденное путем суммирования потенциалов 
(1.14) элементарных токовых витков по высоте катушки и по­

следующим суммированием векторных потенциалов отдельных ка­

тушек с учетом сдвигов фаз токов, протекающих в них.Ана­

логичные выражения приводятся в монографии [ 8 ] . Всюду 
предполагается бесконечная тонкость токового слоя. Резуль­
таты расчета радиальной составляющей, магнитного поля на по­
верхности цилиндра показали хорошее совпадение с эксперимен­
том [16] . Составляющая силы jz. имеет выраженный максимум 
по частоте, а около концов многофазного индуктора имеются 
области, где меняется направление компоненты силы ^ г 

Сравнение интегральной силы, действующей на единицу длины 
металлического цилиндра, с соответствующей величиной для 

бесконечного индуктора [18] показывает,что результат в 
обоих случаях отличается всего лишь на 5 %, Однако, интеграль­
ная сила является второстепенным показателем и не опреде­
ляет применимость той или иной модели для описания МГД про­
цессов в ИТП, где существенно распределение силы по одьеи/ 
расплава. 

Более точно соответствует реальной конструкции ИТП И 
объясняет эффекты, определяемые конечной высотой индуктора 



и металла (первичный и вторичный концевые эффекты), а ЯИМв 
взаимным расположением этих составных частей, модель, где 
проводящая область, также.как индуктор, имеет конечные раз­

меры. Расчет моделей этого класса требует применения чис­

ленных методов, так как соответствующих аналитических реше­

ний не существует. 
6) Осесишетричная проводящая область конечной высоты 

в поле кольцевого, индуктора конечных размеров. 
Расчет вихревых Токов з осееимметричной области сво­

дится к решению интегрального уравнения Фредгольма второго 
рода относительно составляющей напряженности электрического 
поля Е ? [19­21] . Учитывая аналогию уравнения таким же обра­

зрм, расчет можно провести для векторного потенциала. Однако 
на практике эта методика может применяться только для неболь­

ших сплошных или больших тонкостенных проводников, т . е . при 
небольшем числе ( Ь <­!00 ) точек расчета ["19] . Кроме того, 
решая интегральное уравнение итеративно, имеет определенный 
интервал сходимости процесса. Границы этого интервала зависят 
от частоты к геометрических параметров системы, однако в рас­

смотренных работах эти границы не определены. 
Делаются попытки учесть первичный и вторичный концевые 

эффекты, т . е . , рассчитать модель с индуктором и металлом ко­

нечной высоты, комбинацией результатов, которые получены для 
двух более простых моделей (пункты 4 и 5) [ 22 ] , Для упрощения 
задачи ­ сведения интеграла (1.14) к ряду Фурье­Бесселя, рас­

сматривается периодическая система индукторов с периодом 
многократно превышающем высоту индуктора К и ( Т > 3 0 Ь Ц ) . 
имеющиеся в работе [24] графические иллюстрации для относитель­

ных величин поля, указывают на заметное отличие теоретических 
и экспериментальных распределений этих величин по высоте рас­

плава, а информация о совпадении, абсолютных величин отсутствует 
вообще. ; 

Для осесимметричной модели с произвольным распределением 
азимутального тока, электромагнитные силы вычисляются по ме­

тоду, Изложенному в статье [ 2 3 ] . . Составляется конечно­раз­

ностное уравнение для азимутальной компоненты комплексного 
векторного потенциала в кусочнсоядородпой ( (э и )я • ­



­ 5х 

кусочно гладкие функции) двумерной области, на границе ко­

торой полагается А ь ? =0 . Указывается, что для получения 
распределения векторного потенциала с точностью до I % на 
решетке 70, х "О узловых точек потребовалось около 500 ите­

раций, но проверка данной разностной схемы авторами насто­

ящего обзора показала,что: 
а) с увеличением значений (Г И М­ сходимость замедляется 

и при больших значениях б или >х схема становится неустой­

чивой, 
, 6) при }1=Н0О и ©=­Ю 6 о^ на решетке 30 х 30 узловых , 

точек (5­6 раз меньше указанной в статье) точность I % до­

стигается примерно в 400 _ х итерациях. 
Практическая разностная схема с переменным шагом для 
расчета векторного потенциала методом нижней релаксации в 
осесимметричной проводящей области (рис.1.5) построены в 
работах [24,31] .однако численные результаты расчетов поля 
и сил отсутствуют. Недостатком схема является недостаточная 
точность аппроксимации исходной задачи ­ порядок аппрокси­

мации 0 ( Иг + п* ) . 
Результаты расчетов азимутальной составляющей вихря 

плотности средней электромагнитной силы 

(1.22). 
дг. аУ 

для рассматриваемой цилиндрической модели о однофазным и 
двухфазным индуктором (СДЕИГ фаз в секциях ­9т ) приведены 
в статье [25] (описание численной методики отсутствует). 
Наибольшее значение вихрь для однофазной печи принимает около 
верхнего конца индуктора и нижнего конца проводящего цилиндра 
(индуктор имеет положительный нижний вылет). В этих зонах 
необходимо считаться с большой интенсивностью движения. Для 
двухфазной обмотки максимум ротора силы расположен около 
середины обмотки и абсолютные величины вихря, определяющего 
интенсивность движения, в этом случае больше. 

В работах [7,26] описана методика расчета комплекса 
величины Вг,6г,̂ 2.,|г». ^ Д Л Я рассматриваемой модели (в 
безразмерном виде). Для решения уравнения векторного по­

••аиьй}ла, в кусочно ­ однородной области используются два 
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Рис.1.5 
Осесишетричная модель индукционной печи 

"(в разрезе). I ­ металл, 2­индуктор, 3­магнитный 
экран 1 

метода: 
1) метод верхней релаксации, 
2) метод матричной прогонки. 
Сравнение продолжительности счета и экономии машинной 

памяти выявили преимущества 1­го метода по сравнению со вто­

рым, ­а также методами, описанными в статьях [23,24} . Для 
расчета одного варианта распределения всех интересующих ве­

личин по объему проводника на решетке порядка 800 узло­

вых точек, необходимо около 7 минут машинного времени на 
ЭВМ &Е ­415. Методика опробована на счете устройств с сильно 
отличающимся электромагнитными ( ы ц ц ' ) и геометричес­

кими параметрами. Установлено, что во многих случаях без 
ухудшения точности счет можно существенно упростить, заме­

няя реальный магнитный экран ( ) "идеальным" 
экраном ( >( .— 0 0 ) . Разностная схема устойчива в интервале 
би<­10а при шаге сетки К =0,1 и имеет порядок аппрокси­

­ нация 0(Ир + п|) . 



Распределения аксиальной и радиальной составлящей силы по 
высоте проводника при £=Н (на боковой пов^хности) 
для однофазного и трехфазного устройства (рис.Т.6 и 1.7) 
показывают влияние концевых эффектов, обусловленных индук­

тором. При высоте . ЪР»Ъц результаты, полученные на 
основе этой модели, совпадают с соответствующими результа­
тами, полученными на основе моделей 2 и б, где проводник не 

Рис.1.6 
Распределения радиальной • составляющей плотности 
силы по высоте металла на поверхности Р Н при 
разном расположении и высоте однофазных индукторов 

ограничен в аксиальном направлении. Вели концы однофазного 
индуктора не выступают вне зоны заполненной металлом, То 
оправдано пренебрежение аксиальной составляющей силы' 
(модели I и 2), однако в большинстве случаев встречающихся 
на практике высоты проводника и цилиндра, а также их рас­

положение таковы, что распределение силы определяется кон­

цевыми эффектами, обусловленными металлом в индуктором. 
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Распределения радиальной и аксиальной составлявши? 
плотности силы по высоте металла на поверхности 

1»ВН для устройства с трехфазным индуктором 

Например, рри высоте однофазного индуктора,сравнимой 
с высотой металла, в концевых зонах металла зна­

чение аксиальной составляющей силы превышает значение ра­
диальной составляющей силы. Такой результат принципиально 
нельзя получить на основе ранее рассмотренных моделей 
(пункты 1,2,5).­

Во воах рассмотренных работах существенно используется 
осевая симметрия модели, что упрощает задачу ­ расчет поля 
я сил в трехмерной 'области сводится к расчету в днумерной 
области. 'Для исследования сил в ИТД с учетом несимметричное 
формы устройства или распределения характеризующих величин, 
необходим расчет трехмерной модели. 



2. Динамика расплава 

В данном параграфе рассматриваются модели и методы 
описания гидростатических и гидродинамических явлений в 
ИТП. Исследовательских работ по этому вопросу гораздо меньше, 
чем работ, посвященных исследованию электромагнитных про­
цессов в аксиально симметричных системах. Это объясняется 
сложностью вопроса ­ уравнения, описывающие движение рас­
плава (как в ламинарном, так и в турбулентном режиме) 
существенно нелинейны, линеаризовать и решить эти уравнения 
аналитически удается только в самых простых случаях. Кроме 
того, во всех работах, за исключением [27] для упрощения 
задачи применяется приближение Яет «4 . 

I) Бесконечный проводящий цилиндр с заданным на боковой 
поверхности г=т„ зависящим периодически от времени маг­
нитным полем. 

Электромагнитное давление для этой модели является 
функцией одного переменного ­ радиуса [2] : 

р(0) Ьег
г

« + beia

o< -i 

где 
р(0) = U i •—) - ( 2 . 2 ) 

­ максимальное значение среднего электромагнитного 
давления (на оси цилиндра), 

Вв ­ максимальное значение магнитной индукции боковой на 
' поверхности проводника. . 

На основе этого выражения можно оценить изменение формы 
свободной поверхности расплава под воздействием электрома'г­ • 
нитных сил. Из уравнения гидростатики следует Выражения для 
изменения высоты расплава ­ h 4 «по сравнению оо слу­
чаем, когда внешнее поле не наложено, а также выражение для 
высоты мениска: 

h M = A . (2.5) 



гдэ 9["<?1 ~ ускорение сипы тяжести. 

Полученные выражения давления и высоты мениска Ь„ 
при оо >10 , переходят в ранее известные результаты, ко­

торые­ были получены Эсмархом [28] в приближении плоской 
электромагнитной ВОДНЫ. При больших значениях безразмерной 
частоты (1.2) ( ш >Ь0 ) , давление ш высота мениска ста­

новятся практически независимыми от частоты, а И* стре­

мится к нулю [14] ' . В этих расчетах не учитываются концевые • 
эффекты, которые существенно меняют .давление, вблизи торцов 
металла, не учитывается также движение расплава и воздействие 
электромагнитного поля на область самою мениска. Экспери­

менты показывают, чю эти оценки дают завышенные значения 
(•при коротких индукторах выявлены завышения Ь м до трех­

кратных). Так как сила Имеет безвихразой характер ( ^=^=0 ) , 
, ) ,то не объясненной остается также движение 

расплава, существующее в реальных индукционных печах. 
2) Бесконечный проводящий цилиндр в поле однофазного 

индуктора конечной высоты. 
•Эта модель делает давление зависящее от двух пространст­

венных переменных ­ и. и Iе , но зависимость от частоты при 
этом меняется мало по сравнению с предыдущей моделью [ 2 ] : 

Аппроксимацией бесселевых функций, полученные инженер­

ные формулы для расчета высоты и формы мениска (верхний 
конец­индуктора находится на уровне свободной поверхности 
металла), показывают, что учет конечности индукторэ высоту 
В форму мениска существенно не менйет, однако несколько 
снижается высота максимального поднятия расплава над исход­

ным уровнем I V , так как мениск становится более сплющен­

ным. Поэтому сохраняется сильное отличие от эксперимен­

та лышх данных, и результаты пригодны только для пред­

варительной оценки пбрядка высоты мениска. 
Силовое поле в расплаве имеет вихревой характер 

[гЩ+й) к существует двухконтурное движение, но расчеты 
динамики металла по рассматриваемой модели отсутствуют. 



Ввиду осевой симметрии скорость имеет только одну 
компоненту V 2(V r=VV =0) , зависящую от радиуса и урав­

нение Навье­Стокеа (2,8) записывается в 'следующем виде: 

at г др\ ö>/ f dz 3 

­forecast, 
Оценив время установления стационарного течения, в ' 

дальнейшем можно рассматривать только стационарную задачу. 
Значение максимальной скорости при этом определяется тремя 
' элсктршагнитными параметрами ­ длиной волны \ , индукцией 

В 0 бегущего магнитног­ч»­ поля и безразмерной частотой оь , 
Нормированное значением магнитной индугодии на поверхности 
цилиндр?' Во , максимальная скорость движения на оси v 0 . 
имеет выраженный максимум как но частоте ш , так и по 
длине волны бегущего поля. При Ä ­ г 0 0 ' или А,­»­0,4 
стремится к 'нулю (рис.2.1) . 

Радиальное распределение v* при ш =­ 9 для раз­

личных значений 
7 » 2 * * , (2.7) 

показывает, что с возрастанием у максимальное значение 
скорости в пристеночном потеке возрастает по абсолютной 
величине и место максимума смещается к стенке Р—1% , 
однако с увеличением ¿5 влияние длины волны становится 
мало заметным (при соИОО ( распределекия скоростей для 
у—2. 'и ^=8 практически совпадают). Максимум "скорости 

в центральнойГпотоке всегда находится на оси симметрии, 
существует поверхность Р,'­*^ , где скорость течения обра­

щается в нуль. Положение этой поверхности также определяется 
параметрами А и о ) . ' 

3) Бесконечный проводящий цилиндр с заданным на по­

верхности идеальным бегущим полем. 

Для учета замкнутости течения I"бесконечно"длиТшом " 

цилиндрическом объеме на аксиальную составляющую.скорости 
налагаетеяЧо^едующее условие [.12., 29] & 

о » 

руД? =0 . ' (2.5) 
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Рис.2.1 
Зависимость относительной скорости на оси 

' симметрии от а=­¥и> 

В работе [29] для этой задачи рассмотрен длинноволно­

вой предел; А . » ( У Профиль скорости при этом определяется 
значением одного единственного критерия ­ и) , что под­

тверждается экспериментом [30] (см.также [ I ] о моделировании). 
Сравнение профиля осредненнсй скорости движения металла в 
средней зоне многофззной ЙТЗ с теоретическим, лаьлнарншл 
[12, 29] показывает, что максимум усредненной турбулентной 
скорости в пристеночном потока смещается к стенке, а профиль 
скорости средней части цилиндра становится более сплющенным. 

Так как реально действующие многофазные индукторы 
определяют распределение сил отличающиеся от Поля сил "идеаль­

ного" индуктора бегущего поля, то рассмотренная модель не 
применима для описания движения в концевых зонах расплава, где 
существенно отлична.от нуля радиальная составляющая скорости 



ур , а компонента V* ­ мала, однако модель дает представ* 
ление о движении ш управляющих ею параметрах з средней 
зоне расплава многофазной ЯШ, 

4) Цилиндр конечных размеров в поде индуктора конечной 
высоты. 

Как уже отмечалось, расчет движения и модели, учитывающей 
конечные размеры всех ее элементов, в настоящее время воз­

можен только численными методами. 
Записав систем;'' уравнений списывающую движение жшщосяй 

(уравнение Навьз­Сгокса и условие несжимаемости) Б форме ро­

тора для переменных величин и , где 

ц = 9\/е­ — Д ^ ь . ­ азимутальная составляющая ротора (2.3) 
о*2­ • ^Р скорости, 

"Чг ­ функция тока; которая вводится в 
следующем виде: 

Р дг где 

из рассмотрения удается исключить давление. В работе [31] 
построена и доведена до численной реализации разностная 
схема для уравнений несжимаемой жидкости, однако авторами 
отмечается, что схема устойчива только при малых значениях 
числа Рейнольдов* Кроме того полученные численные результаты 
несогласуются с экспериментальными данными ­ полученное 
по методике [31] распределение \& вУк(2) имеет нефизичес­

кий пик на оси симметрии. Это явление обусловлено 
а) плохой аппроксимацией исходных уравнений, что 

особенно проявляется при мвлфс г , 
б)тем, что в практически}: вычислениях опускаются инер­

ционные (нелинейные) члены. 
3 разностной схеме [ 32 ] для безразмерных переменных V и и 

, с соответствующими граничными условиями, используется 
распределение ротора электромагнитной силы, которое, находится 
также с учетом концевых эффектов [7,22­24,26] .Введением 
турбулентных напряжений и соответствующего эффективного числа 



РвЙЯОЛЬДСв 1^еа,р , значение которого определяется сравне­

нием экспериментальных и теоретических результатов, можно 
с данной разностной схемой приближенно тат/же описать усред­

ненное турбулентное течение. 

Сравнение результатов расчетоз с результатами получен­

ными для модели с идеальным бегущим полем [12,23] (рис. 
2.2), указывает на удовлетворительное совпадение в сред­

ней зоне расплава и сильные отличия в концевой зоне. 
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Рис.2.2 

Распределения аксиальной составляющей 
скорости по радиусу. 
I , ­ из статьи [31] , а) в средней зоне, 

б) в.концевой зоне расплава. 
2 ­ из статьи [12] . 

На рис.2.3 показано типичное распределение линий ток. 
в однофазном устройстве при двухкоитурной циркуляции. 



Рис.2.3 
Распределение линий тока в однофазном устройстве 

Единая методика расчета электромагнитных и гидроди­

намических процессов в ИТП [ 2 7 ] позволяет учитывать обрат­

ное воздействие течения на электромагнитное поле н е т * 0 . 
Совместно решается уравнение для магнитной индуицин и 
уравнение движения [ I ] . Учет конечных значений магнитного 
числа Рейнольдса расширяет границы'применения разработанной 
методики ­ охватываются также промышленные установки, в 
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которых нз выполняется условие Я е „ , « 4 , а 

0,i<Rern<3 
Во всех рассмотренных в этом параграфе работах сущест­

венно используется аксиальная симметрия системы^^(r»z.) , 

Для учэта несимметричностей, которые имеют место в реальных 
установках, необходимо строить математические модели, з 
которых учитывается зависимость параметров от азимутального 
угла. 

В У В О Д Ы 

I ) В проанализированной литературе более полно исследо­

ваны электромагнитные процессы в 11ГП: 
*• а) для получения предварительных сведений в характерных 

значений электромагнитного поля и поля, силы,а также для 
получения инженерных оценок процессов в И?П и планирования 
эксперимента, можно пользоваться моделями, пренебрегающими 
конечной высотой системы ".аддуктор­металл" или одного из 
этих элементов, в зависимости от соотношения даты и взаим­

ного­' расположения индуктора и проводника в реальном устройст­

ве. Методика для таких расчетов хорошо разработана.Решение' 
линейной задачи при этом сводится к аналитическим выражениям, 
численные значения которых вычисляются на ЭВМ. Однако не­

достаточно внимания уделяется оценке погрешностей и границ 
применимости различных моделей^ 

б) для­ исследования структуры электромагнитного поля и 
распределения скоростей движения расплава в большинстве слу­

чаев необходимо учитывать концевые эффекты,обусловленные, как 
металлом, так и индуктором. Расчет моделей такого вида осно­

ван на применении конечно­разностных методов и требует даль­

нейшего усовершенствования. 
Решение гидродинамической части проблемы более сложно 

и менее разработано. Трудности для эксперимента обусловлены 
агрессивностью среды и турбулентным характером течения, с 
теоретической точки зрения ­ задача нелинейна и необходимо 
разрабатывать полуэмпирические гипотезы для описания 



турбулеятых напряжений. 
2) В рассмотренных работах почти отсутствуют сравнения 

и сопоставления экспериментальных и теоретических результатов, 
что необходимо для уточнения физико­математической модели 
описывающей МТД процессы в ИТП. 

3) Имеющиеся экспериментальные и теоретические данные 
недостаточны для выяснения строгих количественных зависимос­
тей движения от комплекса электромагнитных и геометрических 
параметров (таких как безразмерная частота, высота расплава, 
высота индуктора и др.), однако основные параметры, опреде­
ляющие характер движения, выделены и установлен характер зави­
симости гидродинамических показателей, в том числе, максималь­
ного значения скорости движения расплава от параметров системы. 
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УДК : 5 3 8 . 4 + 5 3 2 . 5 1 7 . 4 

А.Т.Янович , 
ЛГУ им. П.Стучки 

ШШШШШ НЕКОТОРЫХ ПОЛУЭМПИРИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ 
ДЛЯ РАСЧЕТА УСРЕДНЕННОГО ТУРБУЛЕНТНОГО ТЕЧЕНИЯ 

в ущпашша ЭЛЕКТРОПЕЧАХ 

I . Введение 

Течения жидкого металла в индукционных тигельных пе­

чах (ИТП), как и в других металлургических установках (на­

сосах, лотках) имеют характер развитой Турбулентности. 
Значение числа Рейнольдса 

(а) 

где максимальное значение скорости движения 
жидкости, 

Г0 [м] ­ характерный размер области, 

^ 1 с " ] ~ К 0 Э $ Ф 1 Щ и е н т кинематической вязкости 
ламинарного течения, 

для ИТП лежит в интервале 10*­МО , что многократно пре­

вышает критические значения, при которых начинается турбугэ­

ризация течения. 
Существуют два основных подхода к теоретическому иссле­

дованию турбулентных течений; 
1 ) применение статистической теории турбулентности [ I ] ; 
2) исследования на основе предположения, что турбулентное 

течение жидкости описывается таким­же образом как ламинарное 
течение, т . е . , уравнением движения. 

Первый из подходов в настоящем этапе разработок не при 
годен для решения прикладных задач. На основа второго под­

хода в результате представления скорости и давления, в виде 
суммы их средних пс времени величин и пульсационных добавок 



р ­ р + р ' , 

получаем уравнение Рейнольдса для несжимаемой жидкости: 

# * Щ ! & - № + 1 ' «** 
Ёдн "^к? ­ компоненты тензора турбулентных напряжений. 

1̂±Ц ­ среднее по периоду значение составляющей 

1-м + вектора плотности объемной силы. 
Форма условия несжимаемости при усреднений не меняется: 

Так Как система уравнений (1 .3 . ) и (1 .4 . ) с соответству­

ющими граничными условиями является не замкнутой, то для 
решения данной задачи необходимо рассматривать какие­то 
дополнительные связи. 5 целях замыкания системы уравнений 
можно: 

­1)пользоваться уравнениями для одноточечных или много­

точечных моментов высших (второго и третьего) порядков [ I ] , 
в которые необходимо вводить определенное количество эмпири­

ческих постоянных и строить те или иные гипотезы, определяющие 
взаимосвязь между моментами; 

2) определить турбулентные напряжения на основе данных 
о пульсациях скорости полученных непосредственно из экспе­

римента ; 
3) определить турбулентные напряжения в уравнении (1 .3 . ) 

на основе полуэмпирических формул, учитывающих структуру 
турбулентного течения в конкретном классе устройств. 

При использовании первого из указанных приемов необхо­

димо наряду с уравнениями (1 .3 . ) и (1 .4 . ) дополнительно 
решать иатегрс­дифференциальяую проблему, которая существенно 
сложнее исходной задачи при ламинарном течении. Второй из 
методов недоступен :.из­за недостаточности экспериментальных 
данных о структуре турбулентного потока в ИТПЛ Третий 
метод позволяет при определенных допущениях исследовать 



Усредненное турбулентное течение Б электропечах' по мето­

дике разработанной для расчетов течения в ламинарном режи­

ме [ 2 ] , [ з ] , задачу при этом существенно не усложняя. Далее 
рассматриваются три способа определения турбулентных напря­

жений на основе полуэмпиркчаских формул. 

2. Гипотеза Буссинеска 

Формула Буссинеска, которая была разработана для. одно­

мерных течений, при обобщении на случай многомерного турбулент­

ного течения ­

позволяет уравнение движения (1 .3 . ) представить в форме 
аналогичной форме уравнений Еавье­Стокса. Если турбулентное 
течение квазиотационарно, то уравнение (1 .3 . ) принимает вид: 

М Й * ' "Й 
где Ч"["с ] " коэффициент турбулентной вязкости, характе­

ризующий способность пульсационного поля 
скоростей переносить количество движения. 

Коэффициент iV не является физической постоянной для 
данной жидкости и может зависйть от вида течения, формы об­

ласти, присутствия электромагнитных полей и других факторов. 
Для записи уравнения Рейнольдса в форме ( 2 , 2 , ) , необходимо, 
чтобы т7т­const , т . е . , коэффициент турбулентной вязкости 
не зависел от Пространственных координат, что выполняется 
только в случае однородной турбулентности. Течение в ИТП не 
является однородно­турбулентным.и по этому в дальнейшем будут 
рассматриваться также формулы для V r , которые устанавли­

вает зависимость этого коэффициента от пространственных 
кооордшат, составляющих усредненной скорости и других ве­

личин. 
В безразмерной постановке задачи [ 2 ] , соотношение сил 

инерции и сил трения в уравнениии (2.2.)характеризуется 
эффективным числом Рейнольдса? 



­ ти ­

Значение (Зеэф меньше числа Рейнольдса (1.1) соответствующего 
ламинарного течения, так как у0 )1_ЙМ у voлм и 14 >0 . Из 
экспериментальных данных следует, что для циркуляции металла 
в ИТП ^<&п4(т?1/­~^0 ) и поэтому приближенно 

В ранее проведенных расчетах [ 2 ] , [ 3 ] , предполагалось, 
ЧТО 

^ = К У 0 (2..4) 
По физической сущности это эквивалентно существованию 

однородной турбулентности во всем объеме,заполненном жидкостью, 
и приближенно соответствует характеру турбулентности в цен­

тральной части тигля,заполненного расплавом (рис.1). При 

I 

гас.1. Модель ИТП в разрезе: 
1. Расплав. 2. Индуктор. 3. Магнитный экран. 



атом для решения задачи (2.2.), (1.4.) необходимо определить 
одну постоянную к[м] , так как 

Кбэф —• 
к 

(2.5) 

На основе сравнения максимальных значений скорости дви­
жения жидкого металла в модельных (лабораторных) печах и 
расчетные значений максимальной скорости определено, что 

К=4­­ДО м , что приводит к значению эффективного числа 
Рейнольдса Ие,ф**»50 для модельных'печей ( г„ =0,2м ) и 
значениям Нвщз => 200 ­ 500 для промышленных печей ( г„ = I­
1,5 м). 

3. Обобщенная формула Кармана 

Формула Кармана для определения коэффициента турбулент­
ной вязкости одномерного течения 

с! Ух 

\йх
г

) 

(ЗА) 

построенная на основе теории размерности, легко обобщается на 
случай трехмерного течения [ 4? 

где Э€ ­ безразмерная эмпирическая постоянная, 

*У дх,- дх1 ' 

(3.2.) 

(3.3) 

­ скалярное произведение тензоров; 
­ вихрь скорости. 

Начиная с формулы (3.1.) и далее знаки усреднения опущены. 
Для двумерного осесимметричного течения ( vv=0 ; 
Ч ­ = = Х . ( р ' 2 ) ; )) формула (3.2.) упрощается: 

ж' 
где 

+ 
дг д г 

(3.4) 



­диссипативная функция Ретея, характеризующая 
переход механической энергии в тепловую, т . е . , 
диссипацию энергии трением. 

М=\&у ­ азимутальная составляющая ротора скорости. 

Определенный таким образом коэффициент турбулентной 
вязкости используется в расчетах значений эффективного числа 
Рейнольдса ( 2 . 3 . ) . Для согласования вычислительного процесса 
выражения (2 .3 . ) с существующей методикой [ 2 ] , [ 3 ] , формула 
(3 .4. ) записывается в конечно­разностном виде на основе цен­

тральных разностей ­ погрешность аппроксимации 0 ( ^ + Ь ь ) , 
при этом согласована с погрешностью аппроксимации уравнения 
движения в форме роторз по схеме Джакупова [5] и граничных 
условий. Эксперимента.вно установлено [4] , что для турбу­

лентных течений в трубах постоянная * е = 0,36 ­ 0,4. В рас­

четах течений в ИТП положено )[=*2"Ю ^ ­ , и рассматривают­

ся значения эе. в интервале 0 , 0 4 < э * < 0,4. 

4; Кусочно­линейная функция турбулентной вязкости 

Руководствуясь требованиями, которые предъявляются к 
численному решению задачи ( 1 . 4 . ) , (2 .2 , ) для согласования его 
с экспериментальными данными, характеризующими осредненное 
течение в цилиндрических электропечах, предлагается следующая 
эмпирическая формула, для определения коэффициента турбу­

лентной вязкости: 

где 

( с ­ Г ; г + 2р,,­с­2и,, > л р и ^ ^ . 

$."?,:!> * < при г и а<т- <2иЬ. ; 

2(1М — ̂ и.и. 

(4.0 

(4.2) 



< , n p u r < a ; ^ 

' f­EY 1 , при r > a ; fa > 0 ^ , 
L A-a i 

2 И И 1 2 и Л ) 2.p.H., Zp.6. ­ коэффициенты нижнего и верхнего 
концов индуктора и металла соответственно 
(рис.1.), 

а,С ­ безразмерные постоянные определяющие изменение 
V r соответственно в радиальном и в аксиальном 

направлениях, 

Г­И?! _ параметр, определяющий абсолютное значение коэф­
o L c ­* • фициента турбулентной вязкости в центральной 

части объема заполненного расплавом. 

Значение эффективного числа Рейнольдса определяется по 
формуле_^(2.3.), где значение коэффициента молекулярной, вязкости 
Ц_~2.-Ю „ Линейное убывание коэффициента турбулентной 
вязкости по радиусу (4 .3 . ) в сторону боковой стенки по своей 
сущности эквивалентно гипотезе Прандтля [4] ,дающей лога­

рифмический профиль скорости в турбулентном . пограничном и 
переходном слоях при течении з трубах. • Физический смысл поло­

жения заключается в том, что размер крупных вихрей, опреде­

ляющих турбулентный перенос количества движения, растет про­

порционально расстоянию от твердой стенки. В средней части 
цилиндрической области, турбулентность приближенно можно счи­

тать однородной, поэтому в данной зоне т?т = const — т?й' , 
причем т?0»1?\_ , т . е . , перенос количества движения осу­

ществляется полностью за счет турбулентных пульсаций. Для 
квазиодномерного турбулентного течения в круглой трубе такое 
предположение справедливо при г < г*нр>о =0,8, при рассмотрена 
замкнутого течения £<ГцР,{ -0,5, где r K p,i==r K P i 0­n , Гч ­

радиус поверхности разделяющей противонаправленные потоки. 
Увеличение значения коэффициента турбулентной вязкости 

в торцевых зонах ( Z > z H ^ , z. <z.^H ) , где отсутствуют 
объемные электромагнитные силы (4 .2 . ) диктуется необходи­

мостью уменьшить вынос скорости в эти зоны, который на­



блюдается в расчетах по формуле Дуссинеска при К е 9 Ф > 1 0 
систем о индукторами, высота которых меньше высоты металла 
(рко.1). Если в зоне действия электромагнитных сил для по­

лученяя результатов удовлетворительно согласующихся с 
экспериментальными данными достаточно определить У т по 
порядку величины, то в торцевых зонах, где объемные силы 
отсутствуют, для получения удовлетворительных результатов 
необходимо Ч определить более точно, так как характер 
течения в этой зоне полностью определяется соотношением сил 
инерции и сил молекулярной и турбулентной вязкости. 

Проверка пригодности формулы (4 .1 . ) для расчетов усред­

ненного турбулентного течения в ИГЛ с однофазным индуктором 
осуществлена для нескольких комбинаций эмпирических постоян­

ных с и т?й при постоянном значении коэффициента а=0,5. 
Значения коэффициентов С а У( выбираются таким образом, 
чтобы в центральной части объема заполненного жидкостью 
значение эффективного числа Рейнольдса приближенно равнялось 
со значением полученным для рассматриваемого устройства по 
гипотезе Еуссянеска ( см .2 . ) . 

5. Сопоставление результатов 

Одежа результатов полученных на основе рассмотренных 
трех гипотез и их сопоставление с экспериментальными дашшми 
проводится по двум показателям раздельно: 

1) Сопоставляются распределения безразмерной скорости. 
2) Сравниваются максимальные значения абсолютной скорости 

движения расплава. 
Значения параметров входящих в выражения турбулентной 

вязкости и параметры расчетной модели приведены в таблице [ I ] 
Из расчетов поля скоростей при различных значениях 

эффективного числа Рейнольдса, (рис.2­4) следует, что с увели­

чением значения [?е«р : 
I ) возрастает соотношение максимальных значений аксиаль­

ной составляющей скорости в пристеночном и в центральном пото­

ках (рис.2): 
при Яе^ щ 5; ' уп * 0 , 6 ,'­

а при Р,е*р = 1С 4; 



* 

2) поверхность разделяющая противонаправленные потоки 
сдвигается в сторону боковой стенки, но сдвиг др относи­

тельно не велик ­ &.ря*0,051% (рис.2)} 
3) максимумы распределений ( ^ « ^ ( г ) , при г>=>0, • 

сдвигаются в сторону торцов цилиндрической области в преде­

лах 1С % высоты расплава (рис.3); 
4) пристеночные максимумы распределений \?г=уД2.) 

при ? ~0,Ь (рис.4) сдвигаются в сторону дна тигля и 
экстремумы становятся более выраженными! 

_ ; „ ^7 ̂  
Чупах \Кв^5 

Совпадение профилей Уг. = 0,.(г) при £=0,6 и 
1 при ' р­0 с соответствующими экспериментальными 

профилями £б] точнее при малых значениях эффективного числа 
Рейнольдса, но для распределения • » 4 ­ ^ ( г ) совпадение 
лучше при больших значениях 13еЭф . При Яе»ф>10 профили 
безразмерной скорости мало отличаются, а также замедляется 
возрастание абсолютных значений скорости. Свойства решения 
при больших значениях Кеэф обусловлены тем, что при этом 
эффективная вязкость мала и влияние ее сказывается только 
в зонах, где градиент скорости имеет большое значение. Отчасть 
это явление обусловлелно также действием так называемой 
"аппроксимационной вязкости", влияющей на решение разност­

ной задачи посредством разностных аналогов граничных условий, 
так как использованные разностные аналоги уравнений для 
вихря \у и функции тока Т[51 не тлеют аппроксимационной . 
вязкости. Экспериментально установлено, что максимальное 
значение скорооти для устройства, параметры которого приве­

дены в таблице I , находится в интервале \/„ = 0,^5-^-0,2.5 , 
т . е . , в расчете максимальное значение скорости•правильно 
передается при Р,еЭф >50 . 

В расчетах по гипотезе Кармана полученные распределе­

ния (п.2 табл.1) безразмерных составляющих скорости при 
•>&=0,1 и ^£=0,04 отличаются незначительно: 

I) максимальные значения аксиальная компонента скорости 
принимает на оси симметрии при |ж.\ =0,7 ; 
, 2) максимальное значение У2 в пристеночном потоке 





Рис.3. Распределение аксиальной 
составляющей скорости по высоте расплава на оои 
симметрии: 

1) Йе*р т б 
2) ке,<р =50 
3) Иевф ^ О 4 . 

ц,а*0,8 , при £«»0,0 ; ' 
3) радиальная составляющая скорости при г* = 0,5* : 

а) на поверхности расплава ( 2 = <Л ) УР*0,б , 
б) в плоскости симметрии устройства ( £=0 ) ; ^=0,45*, 
в) максимальное значение в данном потоке при 

г

тпк ~ ~~ *, ^ | П 1 вх
 в
0,5", . 

Следовательно при рассмотренных•значениях параметра не­
расчетные профили имеют примерно те же характерные точки и 
значения, как и в расчетах при Яе„^~50 (пД табл.1). Рас­
пределения компонент скорости полученные при эс=0,4(п.2 
табл.1) более точно соответствуют экспериментальным данным: 

1) V*. при г =0 , максимально на высотах |£|=0,б . 
2) максимальное значение V* в пристеночном потоке 

3) радиальная составляющая скорости при г­0,5": 
а) £ * 1,4,; \?г =0,2, 
б) £ = 0 ; <?г «0,45, 



в) и ^ а ­0 ,9 ; 0 г > т а х =0,4. 

! г 

А 

V, 

Ж . 
• ­до ­

­12 ­

0,2 о,4 ас 

Рис.4. Распределение радиальной составляющей 
скорости по высоте расплава при г =0,6 : 

1) К е ^ » б. 
2) Ке^р » 50. 
3) К е э в = Ю 4 , 

Полученные абсолютные значения скорости при =0,04 ­

0,1 соответствует экспериментально наблюдаемым значениям, 
а при ж =0,4 численно получено заниженное значение ско­

рости va -0,08 ,•что приблизительно равно у0 в рас­

четах с йеэ<р=5 табл. I ) . 
В п.З табл.1 приведены три варианта выбора коэффициентов 

с и У0­ в полуэмпирической формуле турбулентной вязкости 
(4,11. Наилучшее соответствие экспериментальным,данным дости­

гается при т?0 =0,5 .10"^, с =30, однако третий вариант 



выбора коэффициентов ^ • 1.10"^; с =25, только незначи­

тельно ему уступает. Полученные максимальные значения во всех 
трех случаях достаточно близки к экспериментально наблюдаемым. 

Рис.5. Распределение аксиальной 
составляющей скорости по радиусу при \т\ =0,6 : 

1) гипотеза Буссинеска: Ке В ф = 5; 
2) гипотеза Кармана: эе = 0 , 4 ; У. 
3) кусочыо­ликейная функция турбулентной 

вязкости: а ­ 0,5; с =30; 

т>0 = 0,5 лег3**- ; ^ = 2 ло- 7 £-;Ы. . • 
6. Заключение 

Для сопоставления результатов расчета распределений 
безразмерной скорости полученных на основе разных формул 
определения турбулентной вязкости, рассматриваются три ва­

рианта определения Ц­ , дающие В каждом отдельном случае 
профили скорости наиболее полно соответствующие эксперименталь­

ным данным (см. табл.1) : 
1) гипотеза Буссинеска ­ Яе^ =5 ; . • 
2) гипотеза Кармане ­ >г = 0,4 ; = 2 ЛСГ'­^­ ; 

3) кусочно­линейная функция турбулентной вязкссти ­



а =0,6; С =30; V>0 =0,5 . I 0 " 3 i r i Ч.» 2.10 7 1 c ] k i = ^ . 

£f ­
A 

Z \ V з 

j / V Y 

Ai ­

A 
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4 2 -

i / y 

^ ^ ^ ^ \ 5 

Рис.6. Распределение радиальной Л 

составляющей скорости по высоте расплава при г =0,5 
(нумерация кривых как на рис.5) . 

Из сравнения следует (рис.5 и 6 ) : 
1. С помощью гипотезы Буссинеска одновременно нельзя 

удовлетворить всем требованиям,предъявляемым к профилям скорос­

ти ­ при малых' значениях Re*,* неудовлетворительным является 
профиль v^-v^ir) и .абсолютное значение скорости, при боль­

ших значениях Re—, неудовлетворительны профили \ 4 =^ г ( х ) 
и v F =v r í z . ) . 

2. На основе формулы Кармана и кусочно­линейной функции 
турбулентной вязкости можно удовлетворить требованиям 
предъявляемым экспериментом. Применение первой из гипотез 
удобно, так как необходимо определить только одну постоянную 



эе , но недостатком является то, что при хорошем совпадении 
профилей, численно получаются неправильные абсолютные зна­

чения скорости и их необходимо определять другим способом. 
Для применения кусочно линейной функции ^ (4.1) необхо­

димо определить три эмпирические постоянные а,с и т?„ , но при 
этом численно полученные абсолютные значения скорости также 
согласуются с экспериментальными данными. 

Проверка рассмотренных трех гипотез применительно к . 
промышленной печи с емкостью 50 тонн ( гь =0,95 м) указывает 
на аналогичные результаты, поэтому рассмотренные формулы 
совместно с методикой предложенной в работах £21 , [ 3 ] могут 
применяться для проектирования ИТИ с заранее заданным харак­

тером циркуляции расплава. 

Для дальнейшего усовершенствования методики расчета 
движения в ИТП исследуется влияние воздействия магнитного 
поля на структуру течения. 



­ 82. ­
!• Таблица I 

Параметры расчетной модели ИТЛ 

№ 
п.п. 

Метод и значения параметров Максималь­
ное значе­
ние ско­
рости 

Примечания 

I 2 3 4 
I Гипотеза Буссинеска 

= 5 
2)Яезф = 50 

3)Re3<f> = I 0 4 

0,07 
0,17 
0,22 

Рис. 2­6 
§2д|о|дмулы(2.3) 

г Обобщенная гипотеза Кармана 
^ = 2.I0­ 7(­öf ) 

1) Н = 0,04 
R e ^ l r = 0 , m a . = 2 ' 6 ­ I O ? 

2) те. = 0,1 

3) 3t т 0,4 

0,22 

0,17 

0,08 

Рис.5­6 
|3,формулы (3.4)­

. 3 Кусочно­линейная турбу­
лентная .вязкость 
»>ц = 2.I0" 7

; а =0,5 
1) С =10, 1?9 =10~ 3 

2) С =30; г£ =0,5. Ю ­ 3 

Йе>ч>| g. =70; Яе«?иг2,5 
3)с =25; V0 ­I.IjOT* 

=32; R e ^ I . 3 

0,20 

0,18 

0,16 

Рис.5­6 
§4, формулы (4 .D­
(4.3J 



Таблица I.(Продолжение) 

Параметры устройства (рис.1). Ь? --2,8; п и ­1,4{ 
%£ =­С. ? ; ин.=­0»7; 1*«. ­1.2; % =1,4; ^=0,1; Г„ =0,2м; 
" =30; I =5Л0 4 ; б?. =г,1лФ^^\ / = 6 , 8 4 Л ^ 1 ; 
где ¿3 ­ безразмерная частота, 

I ­ настил тока в индукторе, 
­ проводимость расплава, 

р ­ плотность расплава. 
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Н.Н.Устинов, В.Я.Ауза, Г.Я.Сермояс 
ЛГУ им.П.Стучки, ЛГУ им.П.Стучкк, АН ЛатвССР 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ СИЛЫ И ДЖОУЛЕШ ПОТЕРИ В СИСТЕМЕ ЭЛЕКТРО­

ДИНАМИЧЕСКОГО ПОДВЕСА С ПРОВОДЯЩИМ ПОЛОТНОМ КОНЕЧНОЙ ТОЛЩИНЫ 

Идея бесконтактного подвеса экипажа с использованием 
для этого электромагнитных полей, принадлежащая Паузллу а 
Дэнби [ I ] , в последние годы получила конкретное воплощение 
в проектировании и создании высокоскоростных наземных 

транспортных систем [ 2 ] . Однако несмотря на известный прогресс, 
достигнутый в создании действующих моделей, вопрос констру­

ирования полномасштабного экипажа в настоящее время представ­

ляется весьма проблематичным [ 3 } . 
Одной из главных причин, препятствующих успешному реше­

нию этой задачи, являетоя недостаточное понимание основных 
•физических процессов, происходящих при движении твердых тел 
в электромагнитном поле. В настоящей работе исследуются 
вяхревце Токи, возникающие в проводящем полотне конечной 
толщины, при движении над ним плоского токового контура 
произвольной формы с постоянной скоростью. Предлагаемая 
математическая модель электродинамического подвеса обладает 
большей степенью общности, чем, например, аналогичные мо­

дели в работах [ 4 , 5 ] , 
Для исследования основных зависимостей электромагнитных 

сил и джоулевых потерь от параметров системы подвеса рас­

смотрим следующую математическую модель индукционного под­

веса (рио.15. 
Плоский токовый контур произвольной фермы (криволинейный) 

находится в плоокости хОу и движется с постоянной скоростью 
$ {УхУу,Уг} относительно проводящей путевой струк­

туры конечной толщины с1 и бесконечной в направлениях осей 
X и ^ у ; Пусть в начальный момент времени 1 = 0 , 

плоскость контура находится на высоте Ь над путевой струк­



Рис.1. 

Для расчета, действующих на контур электромагнитных 
сил в рамках указанной модели, прежде всего необходимо 
найти распределение трехмерного магнитного поля токов,ин­

дуцированных в проводящем полотне при движении токового 
контура. Последнее может быть найдено из решения соответст­ч 
вующей краевой задачи для уравнения Максвелла. 

Геометрия задачи естественным образом разделяет прос­

транство, в котором ищется поле на три области: область I 
(над путевой структурой) с нулевой проводимостью, область 
II (путевая структура) с проводимостью б, , и область 
III (под путевой структурой) с проводимостью б 2 (см.рис. 
I.). 

Распределение магнитного поля в этих областях в квази­

стационарном приближении описывается следующей системой J 

уравнений Максвелла [ 6 ] : 

rotr* = - f ļ f £=ju>l 0f? 

div б" = 0 J~6(vi($) 0) 

rot H = J 
Таким образом в задаче используется линейная связь между 
0 и Н_ (изотропность среды). Будем также считать среду 

турой. По контуру"течет линейный ток 1 .Рассмотрение 
производится в системе отсчета, связанной о контуром. 



>днородной, т . е . относительную магнитную проницаемость и 
проводимость в пределах объема вещества считать постоян­

ными, кроме того, примем, что jjl == 4. 
При этих предположениях очстему уравнений первого 

порядка ( I ) можно преобразовать к системе уравнений второго 
порядка относительно вектора магнитной индукции В •": 

дВ + ÖiJVOt(у'х]5)=*0 (в области I I и I I I ) 

дВ=0 (в области I ) 

Поскольку области I ­ I I I неограничены по перзме.нным 
/ и у для нахождения магнитной шадунции можно сначала 

применить метод интегрального преобразования Фурье по 
этим'переменным, что сводит систему уравнений (2) к 
системе двух обыкновенных дифференциальных уравнений 
второго порядка по переменной z [ 7 ] . 

В соответствии со сказанным будем искать решение системы 
уравнений (2) в виде 

. • B(x,y,z) = 1 ^ 2 i d K * ] d K u f ( K x , K y , z ) e l ( K ' x + K 9 y ; ) , ß) 

где 5 (K„K y ,z ) представляет собой Фурье­образ (Фурье­

поле) магнитной индукции 

=•/ ч Г Г — / \ —1̂ КкХ-̂ К«У) ... 

В ( k „ k „ , z ) ­ J dx J dy В (x, y,z) e (4 ) 

Если магнитное поле, обусловленное вихревыми токами 
найдено, то силу, действующую на контур с током I , можно 
найти по известной формуле [ б ] 

F ­ j d x {dy {T(x,y,z)xB(.x,y,z)} (5) 

однако более удобным является расчет СИЛЫ при помощи 
соотношения 

F = ­ f e i l d K * { ^ ^ { ^ ( ^ . K y . z j x B ^ . K y . z ) , (6) 
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олучаемого с использованием теоремы Пйрсезаля [ 7 ] й 
^оказывающего, что вычисление сил можно произвести, произ­

водя интегрирование в Фурье­плоскости, Аналогично вычис­

ляются и даоулевы потери в единице объема путевого полотна 
для данной скорости. 

Обозначил через б проводимость облаотей так, 
что 

г 

О в области I 

( 7 = ^ 6 , в области I I 

с>а в области I I I 
ш запишем уравнение (2) сразу для всех трех областей в 
декартовой системе координат 

дг dif dz* ^° \ *дх Зу 3z/ 

Поскольку а данной постановке задачи магнитная индукция 
имеет все три составляющие 

d(x,a,z)HA(*,ü.z); в у ( х , у , 2 ) ; в г ( х , у ^ ) } , и 

уравнение (7) будет иметь одинаковый вид для всех трех 
компонент, ограничимся рассмотрением уравнения только для 
компоненты Е^х,y,z) , которую в. дальнейшем обозначим 
как B(x,y,z) 
Тогда 

Применяя преобразование Фурье, определяемое соотношением 
(4) к уравнению (8), получаем следующее уравнение относи­

тельно Фурье­образа магнитной индукции б(кх,Ки, z) 



С их помощью общее решение уравнения (9) для Фурье­поля 

3 (K x , K y , z ) з областях I ­ I I I можно представить в виде 

Н;кк и , г )=а а е" " + Ь ы е ^ ; 

§ 1 ' к к ^ > " ­ о / ' ' + Ь / с 1 ; (в области I ) ( И ) 

g f ( K , , K „ z ) = c x e ^ e ' ) z + d x e ^ ' ) z ; 

6f(Kx,Ku,z) = c z e ^ ? £ + d , e ^ ) z ; (в области I I ) (t&) 

ö v U V , * « , 2 ­ ; 1 ­ g y 0 

S ^ 4 h * b $ > ^ ; (в области I I I ) ( i3 ) 
В соотношениях (13) решения для области I I I сразу за­

писаны с учетом ограниченности решения­ на бесконечности. 
Таким образом подлежат определению 15 констант. По­

скольку имеющихся в нашем распоряжении граничных условий не 
хватает, для нахождения соотношений между искомыми коэф­

фициентами воспользуемся ДОПОЛКИТОЛЬШЛШ условиями 

divB =0 ; ( # ) 
( r o t ß l ­ o ; ( ^ ) 

которые после применения к ним преобразования Фурье преобра­

зуются к виду 

Введем обозначения 
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^ - - ^ в Г ­ ь к ^ Г ) ^ ' ; • (16) 

где m принимает значения m =1,2,3 и соответствует 
номеру области. 

Отметим, что предположение, выражаемое соотношением 
(15), является приближенным по­отношению к токам индукции 
в путевой структуре и означает, что 'фактическое распреде­

ление индуцированных токов считается плоским. Однако можно 
показать, что условие (15) не является необходимым при полу* 
чекии связи между коэффициентами поля в области токового 
контура. 

Использование условий (16) и (17) приводит к соот­

ношениям для коэффициентов поля вида 

Аналогичным образом выражаются коэффициенты ау и а* 
через а х , Ьу и b z через bt , сч и c z через с„ и dywd,, 
через d x .Нужно только в формулах (18) заменять каждый • 
раз сомножитель р9(ф на соответствующий коэффициент в по­

казателе у экспоненты. 
Для определения пяти оставшихся констант используем 

сначала условия равенства на границе I I ­ I I I составляющих 
поля bz и \ . Это позволяет выразить с* через dx : 

^ - - * > № $ Ш М Ш - ш № + Щ ( « ) 

Соответственно использование условий равенства В* 
и б х на границе областей I и I I , а также соотношения 
(19) позволяет выразить Ьх через а.х : 

Ьл =а„Хехр(­2к ( п) , (20) 
где 



Таким ббразом для определении Фурье­поля в области 
токового контура, а только его и необходимо знать для 
вычисления действующих на контур сил, осталось определить 
еще одну коястантуа* • • 

Для этого заметим, во­первых, что во всех зонах поле 
Ъ (соответственно и его Фухлье­образ В(к х,К у,и) ) во 

всех зонах является суммой первичного поля контуров воз­

буждения и вторичного поля гшдуцированкых токов. По отноше­

нию к области I вторичное поле токов индукции распростра­

няется от области I I , занимаемой проводящим полотном в 
сторону положительных и . Но это означает, что это поле 
должно быть представлено экспонентой с отрицательным пока­

зателем степени, чтобы обеспечить затухание поля вихревых 
•токов на бесконечности. 

Рассматривая с другой стороны поле токового контура 
возбуждения по отпогенлю к области I I видим, что оно рас­

пространяется в сторону отрицательных г. и тем самым должно 
быть представлено экспонентой с положительным показателем 
степени. 

. Резюмируя сказанное, можно'утверждать, что первое 
слагаемое в решении ( I I ) соответствует полю контуров воз­

буждения, а второе ­ полю токов индукции, и,следовательно, 
коэффициенты а», а у и ^'фактически необходимо знать только 
а* ,т.к. соотношения,выражающие и а : через л х из­

вестны) можно определить, рассматривая отдельную задачу 
о нахождении поля контура возбуждения в отсутствии облас­

тей I I и I I I , т . е . считая проводимость всюду равной нулю. 
Учитывая также, что конечное вычисление электромагнит­

ных сил производится в Фурье­плоскости, будем искать сразу 
Фурье­поле произвольного плоского токового контура, по кото­

рому течет линейный ток I . 
Для этого заметим, что любой контур может бить "по­

строен" из точек. Аналогично, ток, текущий по контуру, 
может быть представлен, как совокупность точечных токов. 

Поэтому определим сначала Фурье­поле точечного тока, 
а затем производя интегрирование вдоль заданного контура, 
найдем Фурье­поде последнего. 
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Векторный потенциал точечного тока удовлетворяет 
уравнению Пуассона 

• дA(xдJ,z)­­)JJ(x ,,y'Jz ,)cf(x­x ,)rf('y•­y i)(Г(z­z•} , (22) 

которое порле применения к нему тройного преобразования 
Фурье принимает вид 

^ ( К х , к д , к г ) - ^ ! ^ ! ^ е х р [ ­1 ( к д , + к ( , ц ' - + к х г , ) 3 , №1 
где Х\ у',г' ­ текущие координаты точэчного тока. 

Поскольку нас в конечном очете интересует X ­компонента 
Фурье­поля плоского контура, можно считать, что г'=0 
и векторный потенциал имеет только X к у компоненты. В 
"плоском" случае магнитная индукция В х(х,у,2) и соот­

ветственно В х ( к л ,К в , г ) определяются через векторный потен­

циал, как 

й я (и и т У , - 3 ^ ( к у , К ц , г ) с 2л) 
Чс 9 г ' В Д к х , К ц Д ) - д 2 — 

Тогда применяя к соотношению (23) обратное преобразо­

вание Фурье по переменной К* и используя для вычисления 1 

интеграла теорему о вылетах [ ? ] , получим для у ­ компоненты 
векторного потенциала плоского точечного тока в Фурье­плоскос­

ти + О И 

Поскольку решению в области I под контуром отвечает 
слагаемое пропорциональное е к , х , то для Фурье­образа 

у ­компоненты векторного потенциала точечного тока имеем 
в области I 

- ^ ^ Р И М ' + М ' ) ] ек<* (25) 
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Дифференцируя соотношение (25) получаем для % ­ компоненты 
Фурье­поля точечного тока 

В Х М т"\% Щ У * ) ехр[-1(кххЧ киу')] (26) 
и таким образом искомая постоянная а х в каждом конкрет­

ном случае определяется простым интегрированием по х' и у' 
вдоль заданного контура коэффициента, стоящего в выражении 
(26) перед е к , г . 

Отмзтим также, что Фурье­образ плоского точечного тока 

Т(х,у)=Т(х'.у,)й(х-/')сГ(у-У'; ( 2 7 ) 
текущего в плоскости хОу , находятся применением преобра­

зования Фурье к выражению (27) и равен 

где функция 1(х\ у') .например, для прямоугольного кон­

тура длиной 2а и шириной 2Ь, лежащего в плоскости хОу , 
(размер 2а отложен вдоль оси х ­ов) по которому течет 
постоянный ток I равна 

1(х:у')=1{ёх[(5(у,+Ь)-(У(у,-Ь)]8(а->г,)0(а+х,) + 

• +е и [5(х-а )­6 , (х '+о)]е(Ь-у)0(Ь+у)} (29) 
В этом случае Фурье­образ тока находится подстановкой 

соотношения (29) в выражение (28) и интегрированием последнего 
по х' и у' в пределах о т — 0 0 до + 0 , 0 : 

1й_ _ Ли} (50) 
I (к» ,к„) —4111№ к х а • Ш иуЬ —̂ 

Для вычисления действующих электромагнитных сил рас­

смотрим снова практически важный пример прямоугольного 
контура. В соответствии с вышесказанным константу й х , 
определяющую Фурье­ноле токов возбуждениям также я поле 
токов индукции, можно найти, подставляя в выражение (26) 

у ­ компоненту точечного тока из выражения (29) и произ­
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ВОДЯ интегрирование в соотношении (26) по х' и ц' в пре­

делах о т ­ с > э д о + & ° . Тогда получим ДЛЯ * ­ компоненты 
Фурье­поля индукции з области токового контура 

В выражении (31) использовано соотношение (20 ) . 
Остальные компоненты Фурье­поля определяются элементарно 
на основе соотношений типа ( 13 ) ­ (20 ) . . 

Зная ток возбуждения и магнитную Ш 1 л у к д и ю в Фурье­

плоскости можно произвести вычисление сил по формуле ( 6 ) . 
Проводя интегрирование необходимо учесть, что вычисляется 
суммарная (интегральная) сила, действующая на контур'и 
поэтому под В~(кл,Ки,г) в формуле (6) следует понимать 
только Фурьз­поле вихревых токов в путевом полотне [ б ] . 
Тогда на основании формул (6 ) , (18 ) ­ (20 ) и (30) для 
составляющих электромагнитных сил, ответственных за подъем 
и диссипативное торможение токового контура, можно запи­

сать • • 

После подстановки Б выражения (33) необходимых 
соотношений получаем окончательные выражения для "электро­

магнитных сил: 

( 32 ) 

5Ш% С Ш П К а 





F 0 = L ̂  J dKx £dK„ (sipfK xa­5in 2K ybe P 

Подученные соотношения (34) и (35) позволяют произвести 
исследование зависимостей подъемных сил, а также джоулевых 
нотерь от следующих параметров: горизонтальной скорости 

Vx , вертикальной скорости v¿ , толщины проводящей 
структуры d , ее проводимости с\ , проводимости слоя 

d¿ , лежащего под полотном, высоты подвеса h , геометрии 
контура и силы тока з нем. Кроме того эти же соотношения 
позволяют найти аналогичные зависимости для девитациоквого 

качества k=f[/F0 и подъемной мощности 'Í^J^'v/íx. • 
Вычисление интегралов производится численно при помощи 

ЭВМ. Программы расчета написаны на языке "fORTRAM —ASA" 
и отлажены на ЭШ GE ­415 в ВЦ ЛГУ. 

Пример расчета по указанной программе для случая 

а=0,!ж , b=0,í&M приводится на рис.2. 
'Приведенные зависимости подъемной силы, силы магнит­

ного торможения, левитационного качества и подъемной мощ­

ности от горизонтальной скорости показывают полное совпа­

дение с качествешшди результатами, вытекающими из прибли­

женного теоретического анализа [2] и количественно совпадают 
с данными, приводимыми в других исследованиях [4,5] . 
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Ы.П.Устинов, В.Л.Ауза 
ЛГУ км.П.Стучки 

ВЛИЯНИЕ ,сгАНша5РУюш КОНТУРОВ а т а т р о д к и А г д й Е с к о г о 
ПОДВЕСА Н А СИСТЕМУ ЛЕВИТАЦИИ ЭКИПАЖЕЙ 

ВЫСОКОСКОРОСТНОГО Ш В О Д Ш З ТРАНСПОРТА 

Любая реальная система подвеса экипажей высскоско­

ростного наземного транспорта работает з условиях, когда 
путевое полотно имеет конечную ширину и экипаж при своем 
движении расположен асиммэтрично относительно последнего. 
Такая асимметрия вызывает определенное перераспределе­

ние токов, индуцированных в путезом полотне при движении 
экипажа, и приводит к появлению дополнительных электро­

магнитных сил, действующих на экипаж в боковом направле­

нии и стремящихся столкнуть его с путевого полотна [ I ] . 
Для стабилизации положения экипажа в пространстве неко­

торыми авторами [1,2] предлагается введение в систему 
магнитного подаеса стабилизирующих контуров (рис.1.) 

При выборе такой схемы стабилизации экипажа возникает 
вопрос о дополнительном влиянии стабилизирующего контура 
на систему левитации. Другими словами необходимо как­то оце­

нить вклад, даваемый стабилизирующим контуром, на величину 

Подъемный магнит 

Ста5илы*мрающни магнит 

Рис.1. 



подъемной и тормозной сил, обусловленных подъемными 
магнитами [ 3 ] . 

Не учитывая взаимодействия подъемных и стабилизирую­

с ь контуроз, рассмотрим следующую математическую модель 
(рис.2.) 

Рис.2. 

Пусть прямоугольный плоский контур размеров 2ах2Ь 
с линейнш током I находится в плоскости 1 Ох на высоте 

Ь (в начальный момент времени) над проводящей путевой 
структурой толщины с1 и бесконечной в направлениях Ох 
и Оу . Контур движется здоль оси Х­ов с постоянной 
скоростью N/"(^,4V*; . Остальные . предположения те же, 
что и в задаче для горизонтального токового контура [ 3 ] . 

Разделим область изменения переменной г задачи на 
пять зон (см.рис.2.). Поскольку все основные рассуждения 
при определении коэффициентов поля к электромагнитных сил 
для этой модели не отличаются от рассмотренных в статье 
[ з ] , акцентируем вникание лишь на узловых моментах. 

Распределение Фурье­подя в области изменения пере­

менкой г описывается уравнением [ 3 ] 

с!~В В " 
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Решение уравнения ( I ) для Фурье­поля В(к х,К у , г ) а 
областях I и IX можно записать в виде 

! ( Х к и д ) « ? е " ' 1 (2) 

, ; ; В%х,Кч,г)=§е*<г+Ък'г ( з ) 

где к,,2 = ^ \ | к^­гК у
2 . 

к х н Ка ­ переменные преобразования Фурье „ 

Решение для Фурье­поля в областях Ш ­ У записывается в 
таком » э виде, что и з [3] * т . е . 

ъ\*,«У,2-) = ае"^-Ъе^ ' (4 ) . 

В
(

\,к^)-се^- + 1 ^ ] г (5) 

Г к к ^ ) = д е ^ , ( 6 ) 

где 

Таким образом подлежат определению 8 векторных коэф­

фициентов г.^Д^аДс, сГ к "д • или 24 постоянные. 
Для нахождения связи между искомыми коэффициентами 

используем два дополнительных условия: 

си/В=0 (7} 

(РО1­В^=0/ ( I ) 

первое из которых является очевидным,, а второе означает, 
что контуры, аидущрованяых в путевом полотне токов,пред­

полагаются расположенными в плоскости гОх или пара»­, 
дельных плоскостях. Разумеется, что условие (8) в данной 
постановке задачи выполняется точно лишь для токов воз­
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Суждения. В областях с нулевой проводимостью справедлив» 
оба условия. 

Применяя Фурье­преобразование к условиям (7) и (8), 
получаем 

где т щ 1,2,3,4,5 а означает номер соответствующей об­
ласти. 

Использование условий (9) и (10) приводит к соотно­
шениям для иокомнх коэффициентов поля вида 

где. Г1х в зависимости от 6 означает поочередно 5 х , а х , 
сх и д х при Э(в) равном, соответственно, и«,р.,(й,), р,(б2) , 
или ч < принимает­значения г ,Д х , Ьх и <1Л при б (б ) 
равном к2 или рг(<\) . Что касазтся Ч в и Ч Е , то 
они в зависимости от выбранного п х и 9(6) принимают 
значения ч , г9 , $ г , 5 У и т.д. 

Таким образом применение соотношений ( I I ) в областях 
1­У сводит число неизвестных коэффициентов поля до восьми • 

Используем далеэ условия непрерывности составляющих 
поля В ь и В/ на границе областей 1У­У и Ш­1У . После 
исключения постоянных йх и сх , получим соотношение, 
связывающее коэффициенты Ь, и а„ : 



да 

и в точности совпадает с аналогичным по смыслу коэффициен­

том, полученным в работе [ 3 ] . Таким образом использование 
условия (not ß) y =­0 привело к такому же соотношению между 
коэффициентами поля в I I I зоне, что и использование условия 
(rot$l=-0 в [ 3 ] . 

Это значит, что принимаемое всеми исследователями [ I ] 
приближение о плоском характере вихревых токов в путевом 
полотне не является обязательным для Нахождения коэффициен­

тов поля. Этот факт, несомненно, повышает доверие к описан­

ному способу вычислений и результатам. 
Оставшиеся четыре коэффициента vx,sx , t x и а.х можно 

найти,используя условия для составляющих поля В* и В9 

на гранлце областей I I ­ Щ и I ­ I I , а также тот факт, что 
константа йх выражает Фурье­поле токов возбуждения в 
области I I I в отсутствие проводящей структуры и, следова­

тельно, может быть определена независимым образом [ 3 ] . 
Используя соотношь.­^ ( I I ) и ( 1 2 ) записываем решения 

уравнения ( I ) в областях ^ ­ Ш в Виде; 

В ? ( к * Л , ^ х е к ^ Г , е ^ 

•(в области I i [ib] 

(в области I I ) ({ Ц) 



(в области (45) 
I I I ) . 

(ВГ;К,ку,0)=В^(к„ич,0); &(

а

г>(к»,км.0)­В (̂к„ка,О)=-м.Гх^ 

. Воспользовавшись там, что Ь ! = ­1„ Л 1 , на 

оолове соотношений (16) можем получить для коэффициента 
1:к следующее выражение 

1 х = - [ Х е 2 ^ + ^ Ь е 2 ^ ; ] а ^ Ь х - - а / / 0 - е 2 ^ ) , ( Л ) 

которое показывает; что | л выражая Фурье­поле в области 
I I для положительных г , з соответствии с принципом 
супзраозиций представляет собой сумму коэффициента Ьх , 
отвечающего за Фурье­поле тгдушризанных в путевом полотне 
тиков, и добавки, обусловленной вкладом Фурье­поля возбуж­

дающего контура а этой области. 
Для определения Фурье­поля контура зозбуздения в 

ооласти I I I и, соответственно, коэффициента ак воспользуемся 
снова методом точечного тока­ [ 3 ] . Учитывая, что в этом слу­

чае, точечный ток расположен в плоскости г1)х , получим 
для ^ ­ компоненты Фурье­потенциала точечного­ тока: 

ЕщуМрМ ­1аДк е е 
Граничные условия для Вг(кх,кч,г.) 

на границе областей 1 ­Ш имеют вид: 
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где функция I z ( x ' z ' ) » например, для прямоугольного кон­

тура размеров 2а х 2в (см,рис.2.) имеет вид: 

a (?(х') и 9 ( z ' ) ­ дельта­функция Дирака и функция Хевисайда 
соответственно. 

Подстановка выражения (19) в соотношение (18) и 
интегрирование последнего по переменным.х' и z 1 в пределах 
от -о° до + о ° приводит к с ледащему выражению для 
Az - компоненты ФурьеЧпотенциала прямоугольного контура, 
лежащего в плоскости ztt : 

При заданном расположении контура (см.рис.2.) вектор­

ный потенциал тока возбуждения,имеет только А г и Ах 

составляющие'. Поэтому для X ­составляющей поля токов возбуж­

дения имеем Ък 3Az/3y , что соответствует в Фурье­плоскос­

ти соотношению. 

« » 

На основе формул (20) и (21) для прямоугольного кон­

тура с током получаеы 



и таким образом искомый коэффициент а„ оказывается 

По известному коэффициенту ах постоянные Ь„ н т„ 
выражающие Фурье­поле токов индукции находятся на основе 
соотношений (12) и (17) и позволяют вычислять действующие 
электромагнитные силы. 

Вычисление электромагнитных сил можно производить по 
формуле [ 3 ] 

+00 +оо гь 

Р ~(hxf J dKf I dK«I^(TV««.г)x

 Щь&М , (24) 
­ c o Q 

где под B(KX,KU,Z) нужно понимать только Фурье­поле инду­

цированных токов в области, занимаемой контуром, т . е . в 
области I I , Используя формулу (24) можно написать следующие 
выражения для подъемной и тормозной сил [ 

+со +со 2Ь 

FD­­gJrf Jd i f e JdK y Jdz [ L * (K„K , ) Z ) 6 ;%,H y , z ) ] . (26) 

Компоненту Ву^Кх.Ку. 7) Фурье­поля в области I I для 
положительных z согласно соотношению (14) представляет 
слагаемое 

B t k , K a , x > - £ 4 x e * £ (2.7) 

•В этом выражении полю токов индукции соответствует 
не весь коэффициент , а как отмечалось выше, только 
его часть, представляемая коэффициентом Ь х . Тогда с 
учетом соотношений (17 ) , (23)к (2?) для Фурье­поля 



токов индукции в области I I получим выражение 

Для нахождения составляющих Фурье­тока в контуре 
воспользуемся снова методом точечного тока. Имеем для 
"плоского" точечного тока, текущего в ПЛОСКОСТИ гОх(у­О) 

%^tt)-l(zy)S(z-z')e (29) 

где функция I (z',A'') 3 случае прямоугольного контура, ле ­

жащего в плоскости ZOX , по которому течет постоянный 
ток I , имеет вид 

+2T«[rf ( x V a ) - S(x'-a)}8(z^ 8(2.b~z') \ (30) 

В формуле (30) Q(z!) ­ функция Хевисайда, S(x') -

дельта­функция Дирака, раоположение контура соответствует 
PKC.2, . ,; 

Подстановка выражения (30) в соотношение (29) и 
интегрирование последнего по переменным г.' и х' в преде­

лах от ­ с » до ­г^о дает следующее выражение для Фурье­

тока вертикального пх^ямоугольного контура 

где lK«tiJ^^f^[S(z-2b)-«(z)] ; ; Щ 

1_ О ZXU, zyib . 
Используя соотношения (28 ) , .(31) и (32) в формулах 

(25) и (26),и производя в них интегрирование по переменной 
z получаем окончательные выражения для подъемной и тор­' 

мозной сил.' 
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Расчет интересующих зависимостей сил от скорости 
токового контура, геометрических параметров системы электро­
динамического подвеса и электромагнитных свойств путевого 
полотна производится численно на ЭВМ на основе формул 
( 3 3 ) и ( 3 4 ) , 

Пример численного расчета сил, левятационного качества 
подъемной мощности =• fb*v/Fj_ для случая 

, 1=3­,(fa. , б=*ЗЮои1к~* ,6^/50 t h­Q2M, 
£*«СДО2м, а—ЦЬм, Ь­4/5"м приводится на рис.3. 

Сравнение приведенных данных с аналогичными расчетами 
для подъемных магнитов [ 3 ] показывает, что при определен­
ных условиях вклад стабилизирующих контуров в параметры 
системы левитации становится существенным. Ото обстоятельство 
необходимо принять во внимание при конструировании конкрет*» 
ных систем подвеса для достижения оптимальных показателей 
системы по весу и геометрическим размерам. 
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КРИТЕРИИ КАЧЕСТВА КМОРИМЬТРИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
3 В Г Й Б Ж Ш Ш ПЛОСКОЙ МОДЕЛИ 

В данной работе приводятся результаты, полученные для 
критериев качества калориметрически:: систем [ I ] в приближении 
плоской одномерной модели калориметра [ 2 ] . Здесь рассматри­

ваются только три критерия качества:, защищенность от внешних 
тепловых импульсов, взаимное влияние ячеек и повторяемость. 

I . Защищенность А̂ , 

Защищенность от внешних тепловых импульсов вычислялась 
по­формуле (1В) из [ 2 ] . 

л _ А + к < а ) ( 4 + к г з ) , 1 [ е " ^ - е • ] / С ] 
­ ­ с ^___мл±^та* 

Обозначения: 

0.^1 ­ 'коэффициент температуропроводности | ­го слоя, 

Я»#1 ­ теплопроводность I ­го слоя, 
С*( ­ удельная теплоемкость 1­го слоя, 

^ ­ плотность I ­го слоя, 

I • слей соответствует выравнивающему цилиндру кало­

риметра; 

слой соответствует слою изоляции калориметра; 

слой соответствует цилиндру детектора калориметра; 

Ь| ~ эффективные толщины слоев калориметра; , 

(О 
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­ толщина выравнивающего цилиндра; 
о*2 ~ толщина слоя изоляции; 

­ радиус цилиндра детектора; 
1*5 ~ половина расстояния между ячейками; 
Кц ­ коэффициент перехода; 

постоянная характеризующая скорость химической 
реакции в ячейке. 

Все величины приведены к безразмерному вицу. 
Из формулы ( I ) следует, что в приближении плоской одно­

мерной модели калориметра защищенность зависит от следующих 
параметров характеризующих калориметр : 

А<=А 4 ( ^ Л Л , Ь 6 ) К < 2 ) К 2 3 ; а*) (2.) . 
Первые шесть параметров изменяемы (зависят от размеров'и 
теплофизичэских характеристик материалов, из которых изго­

товлены отдельные части калориметра), а последний ­ С^* за­

висит только от скорости химической реакции в ячейка. 
Далее рассматриваются зависимости защищенности от от­

дельных параметров калориметра. 
На рис.1, изображена зависимость защищенности от толщины 

(эффективной) слоя изоляции И2 . Так как Ьч, Иг И Ь5 в 
( I ) входят одинаково, то такие же зависимости существуют и 
для зависимости защищенности от эффективной толщины выравнива­

ющего цилиндра и от эффективного радиуса цилиндра детектора. 
Как следует из рис.1, логарифм защищенности почти что прямо 
пропорционален h^ , 1"12 и Ь5 . Здесь невозможно выделить 
области для этих параметров, при которых защищенность имеет 
наибольшее значение. Чем больше эти параметры, тем выше 
защищенность. 

На рис.2 изображена зависимость защищенности от эффектив­

ного расстояния между ячейками. Как следует из рисунка, за­

щищенность при увеличении расстояния между ячейками уменьшается: 
сначала резко, потом медленнее, Из кривой 4 следует, что 

при приближении ячеек к краям цилиндра детектора при шшх. тол­



Рис.1. Зависимость защищенности от толщины -в 
слоя изоляции ц ^ э д ;|тз=й5; 0 Ьг0,5; Ь5

=1*Ю : 

Рис.2. Зависимость защищенности от эффективного 
расстояния мевду ячейками си=СМ ^ = 4 | 1 5 Н ' 
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щинах слоя изоляции и выравнивающего циляцд>р , защищенность 
резко уменьшается. 

Из рассмотренных графиков следует, что для увеличения 
защищенности необходимо сближать ячейки детектора между со­ . 
бой, однако при их сближении усиливается взаимное влияние . • 
между ячейками. Из этого следует, что в "оптимальном" калори­

метре по защищенности и взаимному влиянию, обязательно су­

щзствузт "оптимальное" расстояние между ячейками. 
Из рис.2 следует, что работа калориметра при расстояниях 

между ячейками меньших чем 0,05 является•• неустойчивой, т . е . 
небольшие изменения расстояния между ячейками вызывают резкое 
изменение защищон­юсти. Учитывая это, и то, что защищенность 
резко меняется при приближении к краям цилиндра детектора., 
можно установить следующую область изменения эффективного рас­

стояния между ячейкам: 0,05<Ь5<(0,5­^­0^)^(Ь1+Ьг+Ь5). 
На рис.3 изображена зависимость защищенности от скорости 

прохождения реакции в одной из ячеек. 

2 

Уз 

о 
- 0 , 5 0 0,5 1 

Рис.8, Зависимость защищенности от скорости 
химической реакции Ь<=2, ,И 5

= : 4 ; 
О ь^г; 2) ь2= б; 3) Ь аН0; 4) Ь 2­20, 



Из рисунка следует, что чем мздленкее реакция (чем 
больше ) , тем меньше защищенность калориметра. Скорость 
реакции Е нервом приближении не зависит от конструкции кало­

риметра и поэтому нет возможности влиять на ее. 
Из ( I ) следует, что зависимость защищенности от К^и К « 

простая 

А ч ( h , , h 2 , , , к , 2 , к 2 , , = ^ ± ^ И ± к ^ х 
* А < ( М 2 Л Л . и , а , , * ) , ' (3) 

т . е . чем больше К « и Каэ4тем выше защищенность калориметра. 
Следует отметить, что в реальных калориметрах К.\г>\ , Кяз<1. 

I I . Взаимное влияние ячеек Аа . 
' Взаимное влияние ячеек вычиолялссь по формуле (29) из 

t ^ ­ f e 3 b ^ ^ ­ e ^ ^ ­ (4) 

­c, 3(e e ^ ) ] ] / l t .Jwu 

Обозначения: 

­ толщина термоэлемента; 
СЦц. ­ температуропроводность термоэлемента; 

d K i j , ! ^ ^ ­ объяснены в формуле ( I ) . 
Вое величины приведены к Оезразмерному виду. 

Из формулы (4) следует, что в приближении плоской одно­

мерной модели адлориметра взаимное влияние ячеек зависит от 
следуодих параметров^харрктеризувщих калориметр' 



А 3 =А 3 (Ь 4 ,Ь 5 > к А З ,^). 
Первые три параметра изменяемы (зависят от размеров и 

теплофизических характеристик материалов, из которых изготов­

лены отдельные части калориметра, и последний ­ фе , зависит 
только от скорости химической реакции в ячейке. 

Далее рассматриваются зависимости взаимного влияния 
ячеек от отдельных параметров калориметра. 

' 1 1 

0.5 15 

Рис.4. Зависимость взаимного влияния ячеек 
ОТ) эффективной толщины термоэлемента О =0,1, 

На рис.4 изображена ­зависимость взаимного влияния ячеек 
от эффективной толщины термоэлементов.. Наименьшее взаимное 
влияние получается при Н^­чО и П 4 " * " 0 0 . Первый вариант 
(|к"**ч) ) нет возможности реализовать по той причине, что при 

^-""Остановится невозможной' регистрация сигнала • так как 
интегральная чувствительность стремится к нулю (см. [ 2 ] 
формулу . (42) ) . При Ь̂ """"00

 взаимное, влияние, уменьшается медлен­

нее, т . е . калориметр по отношению­к взаимному влиянию рабо­

тает стабильнее (большие изменения Ь/, вызывают малые измене­

ния А3 ) , но при Иа"**00 должны стремиться к бесконечности 
размеры калориметра. Из сказанного следует, в "оптимальном* 
калориметре по чувствительности, весу и взаимному влиянию 
ячеек существует "оптимальная" эффективная толщина тер^адеиеш 



По рис.4 можно судить также о зависимости взаимного влияния 
ячеек от эффективного расстояния между ячейками. При Ь >̂10 
взаимное влияние ячеек практически не зависит от эффективного « 
расстояния между ячейками. При <10 взаимное влияние 
ячеек тем меньше, чем больше расстояние между ячейками. 

При уменьшении зависимость взаимного влияния ячеек ? 
от расстояния между ячейками усиливается. Следует отметить, 
что защищенность при увеличении расстояния между ячейками 
уменьшалась (см.рис.2), так что должно существовать оптимальное 
расстояние между ячейками, дающее достаточно большую защищенн­

ность от внешних тепловых импульсов и достаточно малое взаимное 
Елияние ячеек. 
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Рис.5. Зависимость взаимного влияния ячеек 
тепдофиничзских свойств материалов термоэлементов 
и детектора П5=0,ц^0,1; ^^,1)^40; 

­ С^-Г, 3)^=1,4) 114=10, 

На рис.5 показана зависимость взаимного влияния ячеек 
от отношения параметров^ характеризующих тзплофизичвские свойст­



ва термоэлементов и цклиндра детектора. Как следует из 
[ 2 ] формула (3) коэффициент перехода равен 

где; 
индекс 4 соответствует термоэлементу; 

3 ­ ЦИЛИНДРУ детектора; 
Я » ­ теплопроводность; 
С » ­ удельная теплоемкость; 
ущ ­ плотность. 

Коэффициент перехода зависит от отношения теплопровод­

ностей контактирующих частей калориметра, от отношения удель­

ных теплоемкостей и от отношения плотностей этих частей кало­

риметра. В данном случае рассматриваются термоэлемент и ци­

линдр детектора.­Как следует из рисунка, то при уменьшений 
коэффициента перехода К « , взаимное влияние ячеек умень­

шается, т . е . чем меньше теплопроводность, удельная теплоем­

кость и плотность материала термоэлемента по отношению к соот­

ветствующим характеристикам материала цилиндра детектора, тем 
меньше взаимное влияние ячеек. Следует отметить, что для пов­

торяемости существует обратная зависимость (см.рис.8), так 
что имеется "оптимальный" коэффициент перехода К « , дающий 
"оптиглальннй" калориметр по отношению к взаимному ВЛИЯНИЮ 

ячеек и , повторяемости. 
Па рис.6 показана зависимость взаимного влияния .ячеек 

от параметра характеризующего скорость химической реакций* 
Этот рисунок приведен в качестве иллюстрации, так как ско­

рость химической реакции в данном приближении не зависит от 
конструкции калориметра и, следовательно, не изменяема. Из 
рисунка следует, что чем медленнее реакция (больше ) » 
тем больше взаимное влияние ячеек. 

I I I . 
Повторяемость вычисляется по формуле (30) с использо­

ванием (34) (обе формулы в [ 2 ] ) . 

где удовлетворяет трансцедзнтному уравнению 
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Рис.6. Зависимости взаимного влияния ячеек от 
скорости химической реакции К« = 0,04 , —0 

­2)НН0а 
Все величины приведены к безразмерному виду. 
Из формулы (8) следует, что в приближении плоской одно­

мерной модели калориметра повторяемость зависит от следующих 
параметров,характеризующих калориметр ; 

А ^ А ^ О ч , к« , с } * ,к ) . • (9) 

Первые три параметра изменяемы (зависят от размеров и мате­



Рис.7. Зависимость повторяемости от 
эффективной толщины термоэлемента 

к « * р ; к = 0 , 0 1 ; ^ Д 1 ; 2 ) ^ 1 ; 3 ) ^ = 1 0 -

На рис.7 показана зависимость повторяемости от эффективной 
толщина термоэлементов. При уменьшении эффективной толщины тер­

моэлементов повторяемость увеличивается, а при увеличении ­

уменьшается, '1ак как при больших взаимное влияние ячеек ! 
уменьшалось, то налицо противоречия.и должно существовать ­ . 
оптимальное . 

Так как зависимости повторяемости А4, от почти пря­

мые, то, очевидно, существует простая формула, связывающая 
эти величины. 

риалов, из которых изготовлены отдельные части калориметра),, 
а С^ц зависит от скорости химической реакции, и К хорактериг 
зувт степень изменения температуры в термоэлементе. 

Далее рассматриваются зависимости повторяемости от от­

дельных параметров, входящих в ( 9 ) . 



РИС . 8 . ЭаВИСИМОСТЬ ПОВТОрЯСМОСТИ ОТ Т6ПЛОС0ИЗИ­

чвекдх ошйстз датвриаяов термозлемонтов и "детектора 

к«о,о1, ^ ц<; О »и -?; 2)М*>; з) и ^ о о . 
На рис.8 показана зависимость повторяемости от отношения 

параметров, характеризуяцкх теплсф.зичвс:а:в свойства терма­ • 
элементов и­цишищре дете::тора (см. (6)}. Как следует из ра­> 
сунка при вырав.лшанш: теплофизическнх езойств материалов 
термоэлементов и цилиндра детектора позторяемость увеличивается. 
Для взаимного влияния ячеек зависимость Сила обратно;, так что­: 
должно существовать. оп'П­лальное ;ч<3 . Следует также отметить, 
что при малых калориметр по отношешяо к повторяемости рабо­

тает нестабильно Сдалое изменение вызывает большое изменение. 
А4 ) в областях близких к Кцз*4 • Можно наложить огради?­

челне, что при малых Ь^(Ьц<Ю) К43 не должно быть больше • 

0,32 ( к,,54Ц32 или Ьд к^­цЪ";. 
На рис.3 показана зависимость повторяемости от того, во 

сколько раз требуете.* уменьиение разности температур на кон­

цах термоэлементе?, по сравнению с максимаяьвой разностью тем­

ператур. Как и следовало ожидать, чем больше требуется вырав­

нивание температур з теркез ч ..­.менте (чем меньше К ) , тем 
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Рис.9. Зависимость псвтоонемсети­от 
параметра характеризующего умеяьшенкв 
температур?,! К/,з=цСМ; 0^=0,'! 

меньше позторяемость измерений в калориметре. Из рисунка 
также следует, что в первом приближении зависимость повторяе­

мости от К можно считать линейной. 3 качестве иллюстрации 
рассмотрим еще зависимость повторяемости от скорости хими­

ческой реакции* 
Здесь, как и для защищенности от внешних тепловых импуль­

сов и взаимного влияния ячеек, при белее медленных реакциях 
(Ц,# увеличивается) повторяемость ухудшается* Зависимость 
повторяемости от параметра Ц,* , очевидно, Простая.т.е. есть 
возможность найти простую зависимость Рц от . 

Далее сравниваются результаты, полученные для защищенности 
в приближении плоской одномерной модели, с результатами, полу­

ченными при помощи цилиндрической модели [ з ] . 



1У. Сравнение плоской одномерной и цилиндри­

ческой моделей 

Защищенность выбрана для сравнения по той вшчнне.что 
защищенность является единственным критерием качества, кото­

рый можно посчитать на ' цилиндрической модели бе* учета тер­

моэлементов (как отмечено в [ 2 ] , то численное решение урав­

нения теплопроводности с учетом конкретных конструктивных 
особенностей калориметра, язляется трудноосущестЕимой зада­

чей). Результаты, полученные в [ 3 ] , очень хорошо (в пределах 
1,5/2) совпадают с экспериментальными данными. Сравниваются 
максимальные разности температур в ячейках дИвгтШ'» вызванные 
внешним тепловым импульсом. Максимальные разности температур 
в ячейках вычисляются по формуле ( I I ) в [ 2 ] , с использованием 
только первого члена ряда. Расчеты проводятся при параметрах. 



Еве*II. Зависимость диетах' 0 1 1 толщины­слоя 
изоляции Ь£ = 30мм, 17""Ьб + ̂ ­12­б7мм 

­ ——­­цилиндрическая модель} 
­плоская модель. 

слой иэоляггш ­ пенопласт; выравнивающий цилиндр ­­ алгалиний» 
Из рисунка видно, что совпадение хорошее. На рис.12 показана 
зависимость лНьтах (по формуле ( I I ) в [2] используя первый 
член сумма) от расстояния между ячейками. И здесь качественное 
совпадение хорошее. Последнее сравнение мы проводили, рассчи­

тывая времена максимального отклика (время при котором 
максимально). Здесь совпадение уже численное (см.рис.13). 
Можно утверждать, что плоскую модель можно использовать для 
качественной оценки влияния параметров калориметра на его 
работу. 

соответствующих размерным параметрам цижидрической модели. 
Рассмотрены зависимости максимальной разнести температур от 
толщины слоя изоляции и расстояния­ между ячейками. 

На рис.I I показана зависимость глкешалъной разности 
температур в ячейках д Патах ° " толщина слоя изоляции 
(параметры размерные), при этом­сумма толщин шравнкзающего 
далиндра и слоя изоляции оставалась постоянной (и соответст­

венно Ь^Ьд^СОПЗс ) • Материалы частей калориметра: детектор 
-медь; 
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Рис.12. Зависимость ДЦепни, от расстояния 
между ячейками. Ц в30мм ;ЪгЧ< в0 ;Ьг-|/б +1/з~12-

щлиндрическая модель; 
плоская модель. 

Рис 13. Зависимость времени максимального 
отклика от толшяны слоя ИЗОЛЯЦИИ. 1 Й * 3 0 м м ; 

щлиндрическая модель; 
— плоская модель. 



где ; 
€ т ­ термосила термоэлемента; 
<5Ст­ коэффициент Пельтье; 
рг ­ удельное сопротивление термоэлемента; 

Д.А ­ теплопроводность термоэлемента А^'Ь^кад­'Н») ; 

1 Т ­ толщина термоэлемента ^ т ^ у П * * / ^ • • 
£ ­ радиус калориметра; 

5 ­ площадь поперечного сечения терлоэлемента; 
Од ­ потери мощности в термоэлементе вследствие 

разных причин, кроме* теплопроводности. ' 

Как следует из (10 ) , то при увеличении И Д ь ­ г 0 0 И*) 
интегральная чувствительность термоэлемента увеличивается, 
и при увеличении К ^ - ^ ^ у б ^ - и н т е г р а л ь н а я чувствитель­

ность терлоэлемента увеличивается. 

У1. Вес калориметра А§ « 
Очевидно, что при увеличении размеров калориметра вес 

калориметра увеличивается, а эффективные толщины отдельных 
частей калориметра пропорциональны размерам этих частей. 

После обсуждения влияния параметров калориметра на кри­

терии качества представим эти результаты в виде таблицы. Со 
знаком плюс " + " отмечается улучшение соответствующего кри­

терия качества (например увеличение защищенности или умень­

шение взаимного влияния .ячеек) при увеличении данного параметра, 

Как отмечалось раньше, этого достаточно для решения 
задачи оптимизации в первом приближении. 

Коротко рассмотрим интегральную чувствительность термо­

элемента и вес калориметра. 

. У» Интегральная чувствительность термоэлемента . 
Интегральная чувствительность термоэлемента в стацио­

нарном случае выражается следующей формулой (см. ( 42 )в [2] ' ) 



Таблица J 
Влияние параметров, калориметра на критерии качества 

1 Зйг'.идекксстъ А, 

Эффективные толщина Эффект. 
радиус 
дав» 

детектора 

h 3 

Эффект, 
толщина 
термо­
элемента 

Очшект. 
расстояние 
мезду 
ячшкаш 

Ко»ффифентн перехода 

1 Зйг'.идекксстъ А, 

выоазн. 
цвйвндра 

Л • 

слоя 
И З О Л Я Ц И И 

Эффект. 
радиус 
дав» 

детектора 

h 3 

Эффект, 
толщина 
термо­
элемента 

Очшект. 
расстояние 
мезду 
ячшкаш 

Вышвн, 
Ц й Д И Я Д р . 

изоляции 

изоляция 
цид.де­
тектора 

термоэле­
мент ­ цил. 
детекторе 

1 Зйг'.идекксстъ А, 
+ 

• 

+ «­ + 
> I 

+ 
­ < I 

Интегральная чувс­
твительность Л А 

• + 

Взаимное влияние 
ячеек А 3 

­ + + ­

Повторяемость А4 - '4 • 
<0„32 дня 

Sec А5 
, —. — 



знаком"­" ­ ухудшение, В нижней строчке при каждом критерии* 
отмечаются пределы изменяемости данного параметра. 

Как следует из таблицы I , только K f 2 и К г 5 однозначно 
влияют на критерии качества, а остальные параметры щ , Иг, 

Ь э , Нф , h s , К 4.5 имеют оптимальные значения. 

В данной работе рассмотрено влияние отдельных параметров 
дифференциального калориметра на критерий качества калори­

метрических систем в приближении плоской одномерной модели 
калориметра. Полученные результаты сравнены с результатами, 
имеющимися для цилиндрической модели калориметра. Выяснены 
области изменения параметров калориметра, а также параметры, 
по которым возможна шивдизация дифференциального калориметра 
по критериям качества в приближении плоской одномерной модели 
калориметра. 
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' ЭЖОТ0МАШ1ТНЫЕ Г/ЖГОДЫ ИЗМЕРЕНИЯ 
ЛОКАЛХ­НЫХ СКОРОСТЕЙ ЭЛШ Т̂РОГШОВОДЩЕГО ПОТОКА 

При гидродинамических исследованиях помимо измерения 
полного расхода, средней скорости потока и т.д. часто необхо­

димо знать распределение параметров потока [ I ] . В первую 
очередь, это относится к измерению скоростей потока как по 

величине, так и по направлению. Электромагнитный метод изме­

рения скоростей основан на измерении разностей потенциалов 
или их градиентов, индуцированных при движении электропро­

водящей жидкости во внешнем магнитном поле. Градиент потен­

циала пропорционален векторному произведению [^.^хЪпояя] 

и зависит как от скорости жидкости, так и от направления ее 
течения. 

При измерении скорости в гидравлических системах, имеющих 
небольшие размеры, обычно используют внешнее магнитное поле 
ш. 

Измерения производятся с помощью датчика, представляющего 
собой тонкий стержень с вмонтированными в него двумя электро­

дами, удаленными друг от друга на расстояние 0,1 ­ 0,4 мм. 
Из­за Малых размеров зонд вносит незначительные искажения в 
измеряемый поток, и практическая безинерционность показаний 
и линейность характеристики (при малых числах Я е т ) позволяют 
использовать этот метод для измерений скорости и ее флуктуации 
в быстропеременных потоках, а также пульсаций скорости в турбу­

лентных потоках. 
Точность измерения локальной скорости повышается с умень­| 

шенизм расстояния между электродами, но при этом уменьшается ! 
величина полезного сигнала, и на результаты измерения влияют! 
специфические электродные шумы, приводящие к флуктуациям на­ ' 
пряжения в измерительной цепи. 

Для увеличения доли полезного сигнала используют электроды 



с возможно большей активной поверхностью [ I ] , 
Существенную роль при намерениях локальных скоростей ' 

играют циркуляционные токи. Разность потенциалов ые*ду элек­

троламп зависит как от з .д .с . индукции 17х$], так в от токов 
проводимости в потоке: 

Токи проводимости могут возникать как :̂ а счет градиента 
скорости во веек области течения, яидкости, так и за счет 
градиента магнитного поля. 

При конечной проводимости жидкого металла циркуляционные 
токи вызывают дополнительное падение напряжения между электро­

дами и вносят погрешность в измерения локальной скорости. 
Для устранения влияния цир^ляциоаяых токов используют 

экранированные электроды, препятствующие замыканию токов 
через область меаду электрода.­.^. Примером такого устройства 
межнт служить [2] . 

Приборы с внешним магнитным полем (обычно постоянным 
для жидких металлов л яеренеаным для сред с конной прово­

димостью) применяются при измерении распределения скоростей 
лишь в небольших гидравлических системах. Косые того, они 
позволяют измерить яиаь две компоненты скорости. 

Для измерения локальных скоростей в системах больших 
размеров, например, в индукционных печах, перемепивателях и 
открытых потоках, где нельзя использовать внешнее магнитное 
поле, или ппи необходимости знать все три компоненты скорости 
потока применяют преобразователи скорости с локализованным 
магнитным полем. Примерами таких преобразователей служат 
систьмы, описанные в [ 3 , 4 ] . 

С целью одновременного и независимого измерения двух 
составляющих вектора скорости предложено устройство [ 5 ] , в 
котором используются две пары электродов со взаимно перпен­

дикулярными базами. 
Однако точность измерения составляющих скорости зависит 

от идент.гчвости изготовления электродных пар и точности их 
относительного расположения на полюсах магнита. 



С целью непосредственного определения величины и 
направления скорости можно использовать вращающееся магнит­

ное поле. Это дает возможность, используя лишь одну пару 
электродов, зафиксированную в направлении, перпендикулярном к 
плоскости изменения индукции вращающегося магнитного поля 
и скорости потока, по максимуму э.д.с . измерить абсолютную 
величину скорости, а по сдвигу максимумов э.д.с . и индукции 
вращающегося поля или одной из его компонент непосредственно 
измерить фазовый угол сдвига скорости по отношению к направ­

лению этой компоненты индукции. 
Способ измерения заключается в следующем ( см .рис .1 ,2) . 

С помощью обмоток 1 ' и 2 , расположенных во взаимно пер­

пендикулярных плоскостях, создается вращающееся магнитное 
полз в плоскости ХОУ, т.к. катушки запитаны током, сдвинутым 
по фазе на яг/2 : 

B x = B 0 s i n t o t 
B y = B 0 cos£o t 

По направлению 0Z расположена пара электродов E < t E e > рас­

стояние L между которыми должно быть достаточно мало, чтобы 
Ш . . Т.к. величина индуцируемой э.д.с . при движении 



­ I2S ­

жидкости пропорциональна [ t f x S j L , в приближении, когда 
можно пренебречь омическими потерями, разность потенциалов 
между электродами 

Е—'jVI ¡íTl Lsiruf), у-4{7,Ъ), 

Катушки зонда первоначально устанавливаются так, чтобы вектор 
магнитной шздукции и вектор скорости находились в одной плос­

кости. Этим добиваются максимума выходного сигнала в направ­

лении расположения электродов. 
Для каждой компоненты взктора индукции магнитного воля 

можно записать: 

Е2­­&DLvcos<:ot LD&Vt |j 
где (?, ­ угол наклона вектора скорости относительно направ­

ления &х . Полная величина индуцированной э.д.с» определится 
следующим выражением: 

В = ñ D L v c o s ( u j t - к ? , ) , 

Таким образом, амплитудное значение э.д.с . дает абсолютное 
значение скорости, а сдвиг фаз между э.д.с . и одной из компо­

нент индукции, например, Ьх , определяет угол наклона вектора 
скорости к другой ( Ву ) компоненте. 

Частота изменения вращающегося магнитного поля должна 
быть гораздо больше угловой скорости потока: 

ы»$? • V) 

Изменение фазы дает изменение угла наклона вектора ско­

рости V в плоскости ХОУ, Изменение модуля э.д.с . дает из­

менение величины проекции \/ на плоскость ХОУ. Поворот зонда 
вокруг оси ОУ до момента, когда э.д.с . принимает.наибольшее 
значение, при условии ( I ) дает возможность измерить полную 
скорость. 

Способ* пригоден для измерения полных скоростей в 
электропроводящих потоках, угол наклона которых к плоскости 



вращения вектора индукции меняется медленно по сравнению о 
частотой вращающегося поля. 

Следует отметить, что при практической реализации данного 
способа измерений важно исключение влияния индуцированных то­

ков на измерительную систему (экранирование электродов или 
из замена измерительной оомоткой, непосредственно измеряющей 
э.д.с . ЙНДУВДИИ). • • •• 

Таким образом, дальнейшее совершенствование электромагнит' 
них методов измерения локальных скоростей в открытых потоках 
с помощью индуцированных магнитных и электрических полей в 
принципе позволяет однозначно определять как величину скорости 
так и ее направление. 
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С Я . М й й о л ь с о я , Э.А.Завит кий 

ЛГУ итл.П.Стучки 

К РАСЧЕТУ ПОЛЯ HI­OEPASHOii МАГВГГНОЙ СИСТ1Ш 
КСЗДУКЦйСШОГО Ш­КАСГСА 

Ваянын узлом кондукдионной ЙРД­машны является магнит­

ная система, создающая я рабочем зазор" машины магнитное 
поле требуемой величины и оредстаашавдая собой тскоповод 

в сочетании с ферромагнитным сердечником [ I J . Бес, размеры 
и экономичность машины существенна зависят от конструкткв­

ного выполнения магнитной системы, что определяет значе­

ние оптимального проектирования, основывающегося ка расче­

тах магнитного ноля. 
Проводящийся в [l­oJ расчет магнитной системы основан 

на теории магнитных целей. В работе [ 2 ] сравниваются резуль­

таты исследования С ­ и Iii ­ образных электромагнитов, 
полученные методом теории цепей и при помоли аяежгрокодолх­

рования. В [ 3 , 4 ] основное внимание уделяется умекььению веса 
магнитной системы; работа [ 5 ] посвящена более общей, задаче 

оптимизации магнитной системы МГД­иа*йй. Для частного слу­

чая зависимости <i=ju(B) стели в [ б ] задача нахождения 
поля решена к* годом теории цепей с распределеншна паремет­

рами. Б отдельных работах ОСЛучвКЫ явные заражения опре­

деляемых ­магнитных потоков в виде (приближенных) формул 
[3­6] . о. лет™, что в работе [ I ] , креме прочего, указы­
вается на необходимость уточнения существующей методика 
расчета магнитной системы хондукционных мТД­машин. 

. 3 настоящей статье рассчитывается магнитное поле ь ра­

бочей зоне кондукциониого 11ГД­йесота большой мощности о 
IS­образаой магнитной системой, геометрическая форма которой 
считается заданной. Цель» расчета является определение • 
зависимости характеристик поля от•тока в шинах и от разме­

ров могвитопрсвода, учитывая зависимость и =ju(ß) стали. 
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Рис.1. Двумерная модель магнитной системы' 
кондукционного насоса !•» рабочая зона (канал насоса) , 

2­ токопроводящие шины, 3­ стальной магнитопровод. 

стали принимается следующая зависимость В от Н (в едини­

цах системы Сй): 
б = I00jU.oH , Э < 3 < 2, 
В = juH +1,36 , 2 < В. 

Такой кусочно­линейный аппроксимацией зависимости 

намагничивания стали отражены наиболее существенные магнитные 
свойства материала: при малых значениях индукции магнитная 
проницаемость постоянна л равна lOOju,; при достикении зка­

Поле находится численным решением краевой задачи для век­

торного магнитного потенциала. 
Исследуеы&ч модель магнитной системы насоса изображена 

не рис.1. Магнитное поле создается двумя шинами, по которым 
с постоянной плотностью j в противоположных направлениях 
перпендикулярно плозкссти рисунка протекает электрический 
ток; таким образом, рассматривается некомпенсированный 
насос; поле токов, протекающих по каналу, также не учиты­

вается. Шивы и канал окружены стельным магнитопроводом, 
внешняя граница которого ­ окружность радиуса г • Для 



чеюш ,В=2Т наступает насыщение и по мере дальней­

шего увеличения В значение магнитной проницаемости стремит­

ся к )П» . 

Магнитное поле в данном случае описывается уравнением 

где А ­ г ­ составляющая векторного магнитного по­

тенциала, р, = ~р^{ - определяемая из ( I ) магнитная 
проницаемость стали; в областях, не занятых магнитопрово­

дом, ; ^ 0 в хокопроводах. 

Связь между Д и индукцией Б" дается соотношениями . 

Для численного решения задачи необходимо рассмотреть 
ограниченную область плоскости ху . В работе принимается 
следующее условие: 

* г 0г * 0 ' К > Г . 13) 

Это приводят к искажению картины поля по сравнений 
С решением задачи без искусственного услови я (3) в непосредс­

твенной близости окружности радиуса К , однако при до­

статочно большом Я условие (3) должно мало влиять на 
решение в области, ограниченной магйитопроводом. 

Так как картина поля симметрична относительно осей 
X и у , потенциал ищется только в перзом квадранте плоскос­

ти ху * Тогда условие (3 ) вследствие симметрии следуег 
дополнить следующими: 



9А_ 
ЗУ 

Таким образом, в первом квадранте плоскости ху искомое 
поле описывается уравнением (2 ) с граничными условиями (3 ,4 ) 
( рас .2 ) . 

У 

1 г + / 

Рис,2. К формулировке краевой задачи. 

Выше сформулированная краевая задача для нодозциала 
А , подобно работе [ ? ] , решалась методом конечных эле­

ментов. 
При использовании метода конечных элементов вместо 

решения уравнения (2 ) прямым способом проводится минимизация 
энергетического функционала 

в 

и/(А) 

приближенно заданного на треугольной сетке в области Б , 
где ищется поле.Можно аотшвь I 8] , что уравнению (2) 



удовлетворяет потенциал А (х,у) • доставляющий минимум 
функционалу I V (А ) • Это соответствует условии 

во всех узлах сетки с неизвестным значением потенциале. 
Иными словами, ( б ) есть система нелинейных уравнений,. " 
чи ' ­ли неизвестных которой определяется р&збкзнием области 
Э на конечные элементы. 

По найденному из ( б ) потенциалу приближенным дифферен­

цированием находится индукция В 

В нашем случае область делилась яа £35 Треугольных конеч­

ных элементов; число вервии, ь которых отыскивался потен­

циал, равнялось 142 (см.рис.3). Система уравнений ( б ) реша­

лась методом итераций [ & ] . 
Расчеты проводились при различных токах I в шинах к 

значениях радиуса г . Величина В удовлетворяла условию 
Я -2.Г . Остальные геометрические ..еличиьы полагались по­

стен иными: Ь =(..,54 И, 5=0,4 м, у =0,72 Щ Л=5,62 и . 
Ниже на рис.4­8 приводятся результаты вычислений. 

Выводы 

1. Проделанные методом конечных элементов расчеты 
при заданной кривой Намагничивании стали дают качествен­

ную и количественную характеристику поля в канале насоса 
в зависимости от тока в шинах и радиусе ыагнитопрозода. 
Численные решения представлены з виде графиков (рис.4­6). 

2. Получена возможность определить значение радиуса 
магнитонрозода, по достижении которого (при неизменном 
токе) увеличение т мало­меняет величину поля в канале ­

(рис.6) . 
3. Получека картина распределения поля по сечеклю 

насоса в случае ненасыщенного и насыщенного магнктопроьода 
(рис.?,б 1 ) . 
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АШШТОТИЧЕСКЙЕ МЕТОДЫ В ПРИБЛИЖЕННОМ ОБРАЩЕНИИ 
ШТЕГРАЛЬНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА 

Часть I I 

Настоящая статья является непосредственны;.­! продолжением 
работы [ I ] , т . е . данная работа и работе [ I ] представляют 
собой единое целое с общей нумерацией параграфов и формул. 

§ 5. Метод асимптотического расширения интервала 

Представление искомого оригинала f ( t ) з форме 
некоторого ряда Фурье (2.3) с последующей регуляризацией 
алгоритма вычисления коэффициентов Фурье методом асимптоти­

ческих разложений не является единственным возможным вариан­

том устойчивого обращения преобразования Лапласа, в котором 
существенно используются асимптотические разложения. В этом 
параграфе рассмотрим метод обращения без использования пред­

ставления ( 2 . 3 ) . 
Сущность метода, изложенного в данном параграфе, за­

ключается в сяедующеы: пусть 

f(tj)=f(t) (5А) 
для t6(0,T) | , j(tj) при t ?Т продолжено 
произвольным образом, лишь бы существовало преобразование 
Лапласа по t ­от. (t,1 ) . Очевидно, таких функций 

f(k,T) бесконечно много и для них легко построить ин­

тегральное представление. Асимптотическое выражение для 
^( t .T ) при Т-~+оа м о ж н о считать приближенным значе­

нием оригинала ^ ( t ) при te[0,T] , Которое тем точнее, 
чем больше Т . Оригинал ji't) для t >Т следует 
искать по асимптотическим формулам для j(t) • при i.r-*'*0

. 



Интегральное представление функции f(t,T) можно полу­

чить из­ следующей теоремы. 

Тес; • 5. Цусть выполнены условия: 
1) оригинал f(t) удовлетворяет формуле обращения (2.2), ' 
2) фиксирован такой вещественный параметр а , чтоР (р+л ) 

* аналктичка в полуплоскости Rep >— С,<5>0\ 
3) F(p+«) = 0 (­1) при р — . Rep>­c? ', причем оценка' 

равномерна относительно a + gfp+cJje' [­ЗТ/2 , TC/Z] . 

Тогда ' s + l o o 

Функция V(z) , которую будем назызать опорной функци­

ей срезания оригинала или короче спорной функцией, опр=­_ 
деляется рядом, сходящимся­в круге \z\< i , 

VU) =i+fjnz*« , Pi>i, fa) 

где (_/зп| ­ такая монотонно возрастающая последователь­

ность, для которой ( д , / п ) > 0 . 

Примечания. I . СчезядкО, что каждую функцию *у£) , 
аналитические з круге \z\<i с "Ч/(0)='( , можно выбрать 
в качестве опорной. 

2. Вообще. гоЕоря, соотношение (5.1) справедливо при 
t Ю А Т ] , (5.3) £,>Л • 

Теперь построив асимптотическое представление инте­

грала (5.2) при Т — + « * э , мы тем самым получаем алго­

ритм приближенного вычисления оригинала* 
В зависимости от выбора опорной функции Y U ) , 

можно найти сколь угодно много" различных приближенных 
формул для вычисления искомого оригинала f ( t ) , причем 
во всех этих формулах находит отражение характер и распо­

ложение особых точек изображения г(р) , т.е.­получаемые 
алгоритмы учитывают информацию об•особенностях F(p) . 
Так, например, можно доказать следующую теорему. 

Теорема S. Пусть: 
1) выполнены условия теоремы 5; 
2) имеет место сильноасикпто'мческое разложение оригинала: 



f(t)~Z.bK(t)UKtt), t~+<~, (5.4) 
где UK(t) , к *=0, _ функции простой шкалы, а 
b^t) ^=0,­1,... удовлетворяют условиям коэффициен­

тов сильноасимптотичеокого разложения, причем для каждого 
• .к­*0,4.2, . . . существует такое Т к т­О ,что при t > t K 

функция exp {(tí1

—0í)t} U K (t) монотонна j 
3) V(z)' аналитична в круге \z\ <1 ; 
4) на окружности |z.|==i V(z) имеет конечное число полю­

сов; z.^, z.¿, . . . , zm , 
5) при |z|H V(z.) разложима в ряд Лорана 

V Ó O - I l ^ Z * 4 , а0ФО , (б&) 

где . I - натуральное число; 
•6) интеграл *iw 

J . F í p ­ í + a j e ^ d p ­ ü r n ^ \F(p­6+a)e*" 'dp 
­Loe ы ­ | ~ О 

сходится равномерно относительно t*T7ü . 
Тогда имеет место представление 

s ( t , T ) = s c t , T ) + R ( t , T ) , т < ч о , т ) , p i , в ) 

а для 
R ( t , T ) = Z. anexp{­«T(n+l)}f [t+T(A+L)] (5".8) 

при T—+да справедливо сильноасимптотическое разложение: 

R ( t , T ) ~ Г е •"a U K(t+TU) B K ( t , T ) . (5.9) 
коэффициенты BK(t,T) сильноасимптотического разложения 
(5.9) определяются из сходящегося ряда: 



.Доказательство. В (5.2) контур.интегрирования; передви­

нем влево через мнимую ось так, чтобы он оказался между 
прямыми Rep= (J0 и Rep­0 , где on

0=Sup {Rep w } , 
а рл ~ особые точки F[[i+oij , Тогда сумма вычетов в 
точках, где 

e T p = z K , ^ к=И',2, . . . , т , 

совпадает с ( 5 .7 ) , а 

№Л~Щ \ e p

V ( P 4 . c ( ) T ( e T p ) d p , tf0<5<0. ' ( № ) 
g­Lcw 

Подставляя V(e" r'' () из ( 5 .5 ) , интегрируя почленно и исполь­

зуя ( 5 .4 ) , получаем 

Rft ,T .) = I a n e y p { - f l f T ( n + L ) } f [ t + T ( n + L ) ] ~ 

~ £ e ^ 4 ( t + T l ) B K ( t , T ) , Т ~ + - ; • (»0 
Законность выполненных действий можно обосновать вос­

пользовавшись условиями б) Ц 2) теоремы 6. Теорема доказа­

на, ч 

Примечания. I . Соотношение (5.6) является точным, если 
S(r,T) определять из ( 5 . 7 ) , а R( t ,T ) из ( 5 . 8 ) , 

2. Если асимптотика j(t) при t — + =>° наизвестка, 
то представление интеграла (5.10) при t ­—+° ° можно по­

лучить непосредственным передвижением контура интегри­

рования вле: о с добавлением вкладов' от особых точек изобра­

жения F ( p ) . 
3. В (5.2) e p t можно заменить на 2shpt или2сЬр1", 

причем соотношения (5.1) и (5.2) остаются в силе. 
4. Если оригинал f ( t ) представим в виде /(t)=fc ( t ) + 

+&( t ) , где&(т.)=»0 " n p H t < t a , t 0 > T , то (5.1) и 

(5.2)справедливы, если в них F ( p + a ) заменено на F^Cp-нх), 
5. Если f(t)=0 при t > t 0 ' , ' t a < T , то для t > 0 

R(t .T}^0. • 



Таблица 3 

> ( r ) • . S'ftT) RCtJ ) I 

i 1 
е е . . » 

^ ( H ) e x p { - 2 A T ( n ^ 1 ) ļ f [ t + 2 t ( n + 1 ) ] 2 

2 . • \ 
i - z 2 • ^ ^ e x p ^ F O x + l f - ) ­ Г ехр{-2аТ(п-И )}т [t+2T(n+1 )] 2 / 

1 

+ F ( « + - ! ļ ^ ) ] 

с ю 

4 ! 
i 

4 1 

; + f ( ^ | ) ] - F [ « + f ( , 4 l ] ļ 
) > И ) е l v T (

^ f ft+2T(n*ü)l 4 



6, В таблице 3. приведены S(t ,T) и R( t ,T ) для 
некоторых конкретных опорных функций V(z.) . 

Итак, опираясь на теорему 6, мы можем построить сколь 
угодно много алгоритмов численного обращения, в которых 
существенно используется информация о наиболее правых осо­

бых точках изображения F(p) (общеизвестно, что асимптотика 
f(\) при t — + о а , необходимая для приближенного вычис­

ления R(t,T) , как раз и определяется этими точками ) , 
При практической реализации метода асимптотического 

расширения интервала возникают следующие вопросы: 
I ) выбор я , 2) выбор Т , 3 ) оценка погрешности. . 

Практические расчеты показывают, что выбор слишком 
большого о приводит к значительной потере точности при вы­

числении суммы ( 5 . 7 ) , поэтому предлагается выбирать 
следующим образом: 

где A = 5 u p [ R e p K J , р к ­ особые точки. F ( p ) . 

Выбор параметра Т определяется с одной стороны по­

грешностью задания изображения F ( p ) , а с другой стороны ­

точностью асимптотики (5 .Э) . Действительно вычисляя R(t ,T ) 
по асимптотической формуле ( 5 . 9 ) , мы будем вносить тем 
меньшую погрешность, чем больше Т . Однако при слишком 
большом Т будет происходить большая потеря точности при 
счете S(t,T) по ( 5 .7 ) , Поэтому для задачи обращения мето­

дом асимптотического расширения интервала существует неко­

торое оптимальное значение Т , зависящая как от точности 
значений F(p) при вычислении суммы ( 5 . 7 ) , так и от точности 
асимптотики (5 .9) . Практический выбор оптимального Т наи­

более эффективно проводить отдельно для каждой конкретной 
i задачи обращения. Выбор Т может контролироваться в 
процессе вычислений следующими соображениями: 

а) увеличение .Т не должно существенно менять значения 
оригинала в промежутке [ 0 , Т ] ; 

б) выбор слишком малого "Г , как правило, приводит к 
явно неверному оригиналу на [ 0 , Т 1 ; 



ъ,- никоторой мерой погрешности м ш » ^ 
разности между найденным приближенным значением оригинала 
з точке 1=0 и обычно легко определяемым точным значе­

нием ^ ( + 0 ) (если только этот предел существует ) ; 
г ) аналогично для точки Ъ=Т ; 
д) точной оценкой погрешности Д(1:,Т) , определяемой 

формулой (5.6) (для некоторых задач можно легко получить 
достаточно простую точную оценку этой погрешности). Лучше 
всего начинать исследование с интегрального представления 
( 5 , 2 ) . ! 

§ 6. Связь с методом регуляризации 

Общеяззестно, что задача решения уравнения (0.1) являет^ 
ся некорректной, Длч устойчивого решения некорректных 
задач А.Н. Тихоновым предложен .метод регуляризации, базирую­

щийся на фундаментальном понятии регуляризирующвго опера­

тора [ 2 ] . Чтобы установить связь между нашими алгоритмами 
и методом регуляризации, заметим, что во всех случаях в ка­

честве приближенного решения мы принимаем функцию/(т,ш), 
зависящую от некоторого параметра со и имеющую представ­

ление ; г " * 
/(1,О))^0а,ы) + ^ , Ц ) ) . (6.0 

' Так, например,:при первой практической реализации 
Р­А метода и)=Ы , 

/0(1,м)=еа­)Гскук(1)> (6.2) 

где С* ­ асимптотмчесги'е выражения коэффициентов 
при к — + с > 0 

Для метода асимптотического расширения интеовала 
" * Т , | 0(и )=ЯЬ,Т) , а 

, ГСТ = 1 о.пе М Ш Н п Ч ) Т ] , (ЬЛ) 



хде g(t) находится из ( 5 . 9 ) . Выбор параметра to опре­

деляется погрешностью Л в задании изображения F(p) (чтобы * 
при счете j p ( t ,oj ) не происходила большая потеря точности). 
Далее, когда , то , а отсюда f(t,u))-^-

-*-f{i) . Теперь становится очевидным, что предложенные 
нами методики решения уравнения (0.1) яв лютея регуляризирую­

щими, a /(tjW) дает регуляризованное решение [ £ ] , для­

которого выбор регуляризирующего параметра cj-» + e e со­

гласован с заданной погрешностью А 
В основе построения регуляризозанного решения лежит 

принцип отбора возможных решений [2 3 • Поясним сущность 
этого принципа на примере уравнения (0.1"), Если правая 
часть (0.1) известна с погрешностью А (в некоторой удоб­

ной для данной постановки задачи метрике пространства изо­

бражений) , то тогда естественно приближенное решение урав^­

кения (0.1) искать в классе С л элементов J ( t ) , изобра­

жения которых уклоняются от заданного не более, чем на 
А . Однако в ряде случаев'такой класс Q f l слижем широк, 

так как среди его элементов есть такие, которые могут 
сильно отличаться друг от друга. Поэтому не все элементы 
класса 0Д можно брать в качестве приближенного решения 
уравнения ( 0 . 1 ) . Необходим принцип отбора возможных реше­

ний. Для этого надо использовать обычно имеющуюся дополни­

тельную информацию о решении^ 3 наших алгоритмах эта дополни­

тельная информация определяется особыми точками изображе­

ния. Так, если применяем первую практическую реализацию 
F ­ A метода, используя разложение ( I . I ) , то мы опреде­

ляем решение не среди всего класса Q& элементов j(t) , 
изображения которых близки к заданному в точках р„=0(лИ) , 
а только среди его подкласса , элементы которого 
имеют определенные асимптотики при t — + ° ° и t -~+0 
а так же фиксироваштую гладкость (.­'аметим, что обычно 
в это подмножество не ЕХОДИТ элемент 

N s i n - c r t * N a / ( f f + a « ) , • ' 

который гепользуют (при а~- + °о ) для наглядной 
иллюстраций некорректности задачи решения уравнения (0.I))L 



Аналогично, действие принципа отбора, можно проследить 
и у остальных, предложенных нами алгоритмов. 

Итак, полученные решения уравнения (0.1) являются 
регуляризованными радениями, а параметр по которому прово­

дится асимптотическое разложение, есть параметр регуляри­

зации. 
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