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МАШМТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ И МЕТОДИКА ЧИСЛЕННОГО РАСЧЁТА 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ И ДВИЖЕНИЯ РАСГКАЗА В 
ИНДУКЦИОННОЙ ПЕЧИ с холодны:.! ТИГЛЕМ 

Созременная технология нуждается в металлах зысокой чис
тоты. Широко распространённые индукционные тигельные печи 
(ИТП) во многих случаях не обеспечивают частоту выплавляемо
го металла изза взаимодействия его с материалом тигля. Ин
дукционные печи с холодным тиглем СИПХТ)  новый вид плавиль
ного оборудования, позволяющий избегать загрязнения расплава 
материалами тигля С I ]. Это достигается применением металли
ческого водоохлаждаемого разрезного тигля, состоящего из т с 

электрически изолированных друг от друга секций, а также 
электромагнитным (ЭМ) отжатием расплава от тигля. 

Для нахождения оптимальной конструкции ИПХТ необходимо 
исследовать распределение вихревых токов, джоулевых .потерь в 
расплаве и тигле, так как, варьируя частоту возбуждающего тока, 
число секций тигля и их конструкцию,можно менять в широких 
пределах к.п.д. и коэффициент мощности печи. Представляет 
также интерес выявление особенностей движения расплава, воз
никающих изза специфики симметрии тигля (в отличие от ИТП 
имеет место не круговая, а поворотная симметрия порядка ). 

Расчёты ИПХТ лроводились в небольшом количестве работ. В 
С 2 3 оценки энергетических характеристик ИПХТ делались на• 
основе априори заданного распределения вихревых токов. В 
[ 3,4 3 осуществлялось решение краевой задачи для магнитной 



индукции в двумерной модели зоны контакта 'расплава и тигля 
ШХТ. В [ 4 3,кроме того,предлагалась модель зоны откатил 
при наличии "рифов" и более общая трёхмерная модель ИПХТ, а 
также исследовалось движение расплава. 

В настоящей работе рассматриваются математические моде
ли ИПХТ и уточнённая методика численного расчёта ЭМ поля и 
движения расплава [ 4 3 . 

I. Математические модели ИПХТ 

Модель ИПХТ (рис. I, 2) состоит из пяти областей (обл.) 
с различными свойствами. Расплав металла (обл. I) считается 
однородной ( ̂> = сопз^) несжимаемой ( СОАГУ = 0 ) электро
проводящей (ор = сопзЬ) падкостью и находится в металлическом 
{€г=.соп$Ь) разрезном тигле (обл. 2). Секции тигля, азиму
тальные размеры которых одинаковы и равны 2<р0 (у*0#/̂ ._),раз

деленн слоем электрической изоляции ( б1- О ), расположенной 
в вертикальных разрезах (обл. 3). Внутри каждой секции тигля 
имеется один или два вертикальных канала (обл. 4) для водяно
го охлаждения ( 6=0 ). ЭМ поле возбуждается однофазным или 
многофазным индуктором (обл. 5), в котором задана, плотность 
наружных периодических во времени токов $ с одинаковой 
круговой частотой со = 3*10 • 6*10̂ с



'. Ток в индукторе име
ет только азимутальную составляющую, поэтому в расплаве и 
секциях тигля наводятся вихревые токи, текущие преимуществен
но В ПЛОСКОСТИ г-=ССУ73^. 

Нижняя часть боковой поверхности расплава прилегает к 
,стенке тигля (зона контакта расплава и тигля). Выше этой зо
ны наблюдается постепенный отход расплава от тигля под дей
ствием ЗМ сил: сперва  против границ секций тигля (зона ча
стичного отжатия), а по мере приближения к вершине  по все
му периметру сечения расплава плоскостью т:=-сол$Ь (зона пол
ного отжатия). В зоне контакта ток пересекает границу тигля 
и расплава Сб^г»б^). На этой границе существует конечное пе
реходное электрическое сопротивление Яп - 10 * 10 0ы«м

2 

С 5 3. Отметим, что введение в зоне контакта подобласти ко
нечной толщины с малой проводимостью С 3 3, по̂ гдгтюму, за



Рис. I. Трёхмерная модель ИПХТ: 
I) Еидкйй металл. 2) Металлический разрез
ной водоохлаждаемый тигель. 3) Слой изоля
ции между секциями тигля. 4) Каналы для 
охлаждения. 5) Индуктор. 



трудняет адекватное моделирование при численном решении эф
фекта переходного сопротивления, присущего слою, толщина кото
рого существенно меньше глубины проникновения ЗМ поля в сре
ду. Зтот эффект можно учесть в граничном условии для вихрево
го тока (2). 

В общем случае для исследования ИПХТ необходима трёхмер
ная модель (рис. I), в которой рассматривается половина сек
ции тигля с углозыми размерами <{0 (на плоскостях (р*фп& 
учитываются условия периодичности и симметрии секции тигля). 

ЗМ поле определяется из уравнен. Л в безразмерной форме 
для комплексной амплитуды индукции магнитного поля, имеющей 
в цилиндоическсК системе координат три составляющие 

С&-1&В=-го^~ 'СО 
Характерные величины введены следующим образом: 
/в*Г»М . где Г0  внутренний радиус тигля, Г 0 = О,5*10 
•г З'Ю^А/м  линейная плотность тока виндукторе, рл0 = 
47Г •10~'Гн/м. Вихревые токи характеризуются безразмерной час
тотой и}=бЬ^сога

г (¿5,, =305103, «^г^Ю^сб'Ю5

; чаще всего на 
практике встречаются значения: сО^ =100*500, ь̂ =2«10°+5«10

л

', 
входящие в интервал О«&£Х0Т* для которого можно проводить 
вычисления по методике, предложенной в разделе 2). Принято 
безындукционное приближение, так как .для расплава #.ет/сОу<&-\ 
(Яет  магнитное число Рейнольдса). 

Уравнение (I) решаетсл в областях с постоянной безразмер
ной частотой со . На границе раздела сред с резличной электро
проводимостью (и переходным сопротивлением) применяются усло
вия непрерывности нормальной ( П ) и разрыва тангенциальный 
( Т ) составляющей зихревого тока Г 6 3 

где Кг^^/^оСОН,  безразмерное переходное сопротивление, а 
вихревые токи определяются соотношением 

Введение потенцкатоз не упрощает задачу, так как при ис
следовании перетекания токов через границу соед с разлу
кой электропроводностью наряду с векторным потенциалом иаг
"нитного поля* необходимо рассматривать и скалярный потенци



J^roti. (3) 
Поскольку вихревые токи имеют все три составляющие, в рас

плаве создаётся трёхмерное силовое поле, которое характеризу
ется усреднённой по периоду возбуждающего поля плотностью ЭМ 
сил (звёздочкой отмечено комплексное сопряжение): 

' f'Lfeagfrg*. " (4) 
В отличие от тороидальных вихрей ИГЛ в 1ШХТ тлеет место 

трёхмерное скоростное поле, причём движение в плоскостях z= 
= const существенно, так как оно влияет на возникновение не, 
стабильных складок свободной поверхности  так называемых 
"рифов". Осредненпое турбулентное движы.ле определяется из 
уравнений Рейнольдса (поле скорости считается стационарным) 

^.
 г (5) 

с учётом условия несжимаемости расплава 

' ( (6) 
где р  давление, К.е=1Г<,П>/т> - эффективное число Рейнольд
са, АС-^о^о^/^Т^- число Альфвена, Рг*ЖМ%4  число Фру
Да, ХГо - характерная (максимальная в расплаве) скорость, V -
эффективная вязкость, ̂   ускорение свободного падения, ¿"7
единичный вектор в аксиальном направлении. 

На твердой стенке для компонент скорости используется 
условие прилипания, а на свободной поверхности  условие сво
бодного скольжения. 

Решение трёхмерной системы уравнений (16) представляет 

2 Применение при численном решении задачи разностной схемы 
сквозного счёта приводит к необходимости использования вме
сто (I) следующего уравнения для магнитной индукции (при 
этом увеличивается количество неизвестных): 

л £>+гоЬсЪЕ-- гоЬТ**. 

где с  напряжённость электрического поля. На границе двух 
электропроводящих сред скачок <£> размазывается, и дгххАш+О. 
Расчёты по схеме сквозного счёта дл* уравнения (Г) при

водят к существенно искаженным результатам. 1 



собой сложную дорогостоящую вычислительную задачу, требующую 
значительной оперативкой памяти (около I Мбайта) и процессор
ного времени (порядка 10 часов) ЭВМ ECI060, и, таким образом, 
не позволяет проводить мкоговариантные расчёты,' необходимые 
для конструирования ИПХТ, Поэтому целесообразно использование 
более простых двумерных моделей, дающих возможность исследо
вать наиболее важные аспекты трёхмерных ЭМ и гидродинамиче
ских (ГД) полей ИПХТ. 

Для изучения МГДпроцессов в расплаве и тигле реальной 
ИПХТ предлагаются две двумерные модели: 

I) Осесимметричная модель (сечение <f>=const (рис. I)) ин
дукционной печи с непроводящим тиглем. 
.. 2) Модель, неограниченная в аксиальном направлении, с гео
метрией, соответствующей фиксированному сечению z=coi?st ИПХТ 
(рис. 1,2). При рассмотрении каждого из горизонтов z=const 
не учитывается влиш.ле выше и .ниже расположенных слоев ИПХТ 
на процессы в выбранном сечении, а также игнорируется аксиаль
ная, составляющая вихревых токов (последнее мало существенно, 
так как z  составляющая тока на одиндва порядка меньше г 
или <р  компоненты). 

Качественная оценка трёхмерных ГД полей производится на 
основе сравнительного анализа: 

а) распределений скорости в сечениях <f = const и z = 
= const, полученных в двумерных моделях ИПХТ при заданном de; 

б) максимальных значений  и,, z  составляющих ротора 
ЭМ силы *~Р£ах и Р̂дав/ и ротора скорости; 

в) значений циркуляции ЭМ силы по замкнутым контурам, 
ограничивающим области с определённым знаком *Р̂ , и ^ в се
чениях if>-=.const и z_-aons~b соответственно. 

Поскольку первая модель исследована достаточно полно (ме
тодика расчёта опубликована в L 7 3, см. там же библиографию), 
остановимся подробнее на второй модели и будем применять её 
к трём зонам: 

1) зоне электрического контакта расплава и тигля с учётом 
переходного сопротивления (рис. 2а); 

2) зоне частичного откатил расплава от тигля в области пе
регородок между секциями (рис. 26); 

3) зоне полного отжатия расплава (рис. 2в). 



Так как модель бесконечна в аксиальном направлении и учи
тываются только г  и ср  составляющие то:са, индукция имеет 
одну отличную от нуля составляющую 8х=8С0у^» удовлетворяю
щую следующему уравнению в полярной.системе.координат (|",ср )| 

Для сокращения времени расчётов вместо :шдуктора на поверхно
сти тигля задаётся постоянное значение магнитной 1щдукцяи. 

Б=1 . Введение такого граничного условия соответствует ре
альной ИПХТ, в которой отсутствует тепловая изоляция и воздуш
ный зазор между холодным тиглем и индуктором. 

Магнитное поле источника идеально проникает в область изо
лирующей перегородки между секцдягж тигля, а также в область 
отжатая расплава от тигля, где при решении задаётся 8=1 3

. 
Для модели зоны контакта (рис. 2а) на границе расплава и 

тигля г*{ записывается условие (2) . 

'Л Г в < Лу]^ Г 0<{\г*1 (8) 
Составляющие вихревых токов вычисляются по формулам 

1г"гд^) </г
=

 ( 9 ) 

а индексы (а) и (р) в (3) означают, что производная по г во 
втором соотношении (9) берётся, соответственно, в тигле и рас
плаве. 

На границе тигля и канала (обл. 4, рис. 2) со стороны тиг
ля (для определённости будем считать, что граница проходит по 
линии Г«*п ) используется условие 

3 Это следует из решения краевой задачи для уравнения (7) в 
непроводящей области с условием равенства нулю на границе тан 
генциальной составляющей тока. _ 
При численном решении задачи условие в"< использовалось. • 

для тестирования разностной схемы и исследования влияния 
шагов, сетки на сходимость к решению Сем. раздел 2). 



 1С 

которое получается из уравнения (7) с учётом 

I 
г=г. Г d<f 

а со стороны канала (к) 

(Ю) 

(II) 

i fflO Г^Гл о^'пг? (12) 
Условия (812) для уравнения (7) дополняются (см. рис. 2) ус
ловиями симметрии секции тигля (при ср-(р0) и периодичности 
(при у=0). 

ду\<г«огф. (13) 
В расплаве при взаимодействии вихревых токов с внешним по

лем создаётся вихрезая ЭМ сила, имеющая г и у>- составляю
щие 

ротор которой 
(14) 

(15) 
1 создаёт движение со скоростью чг~(2ГГ}

,Х^^о). 
Для описания движения удобно ввести ротор скорости с от

личной от нуля гсоставляющей 

удовлетворяющей следующему уравнению 
d e ) 



Уравнение (17) дополняется уравнением для фу^^ции тока 

г дЛ drJ r
z

dif
 3

 ( I 8 ) 

определённой соотношениями, удовлетворяющими условию несжима
емости, 

(19) 
На границах сектора <fe- 0} <fa для компонент скорости выполняют
ся условия 

\ч~°хо его) 
подстановка которых в соотношение для ротора скорости (16) 
даёт граничное условие 

W/ ' =0. 
(21) 

Если рассматривается модель зоны контакта или частичного 
откатил (рис. 2а, б), на поверхности тигля задаются условия 
прилипания для компонент скорости Уг= 1"у =0, откуда следует, 
что 

•*1 • 
\г»1 1ПИ (22) 

На поверхности расплава, не соприкасающейся с тиглем, задают, 
ся условия свободного скольжения, дающие 

'} =0. 
•  (23) 

Граница сектора является линией тока, на которой функция тока 

2. Конечноразностные уравнения 

Уравнения (7,17,18) с соответствующими граничными условия
ми решаются конечноразностным методом на неоднородной поляр



Каждая сеточная область может иметь "индивидуальную"' сет
ку, отличную от сетки соседней области. Для согласования зна
чений искомой функции в граничных узловых точках, принадлежа
щих соседним сеточным областки, используется интерполяция 
вдоль границы. 
Характерный пат нокно связать с глубиной проникнове

ния ЗМ поля в матерная тигля или расплава или задать И" как 
среднее арифметическое шагов А", я= 

ной сетке (рис. 4). 
Каждая область с постоянным значением со , в которой ре

шается уравнение (7) для индукции магнитного поля, заменяет
ся сеточной областью Я^.^ ( ̂  =1,2,...гЭ

г

м ) (или несколькими 
сеточными областями), причём сетка строится согласованной с 
криволинейными грашщами4

. .Координаты узловых точек сеточной 
области 2;  ( З Д ) 
шаги сейш  ̂ Г^ГК (К^Ср),...,^)-!) и Ь^%+г% 
(п=-А/1у..}А^-0 соответственно в радиальном и азимутальном 
направлениях. 

3 расчётах ГД велнчин используются сеточные области £?: 
Су= ?г) . относящиеся к расплаву (как правило, для рас
плава строится единая сетка). 

Средний линейный размер ячейки сетки в азимутальном на
правлении Гщф?  характерный шаг по (р 5

) возрастает 
при удалении от полюса Г = О, поэтому при увеличении индекса 
К должен расти и шаг в радиальном напразлетш (рис. 4). 
Отношение размеров ячейки 

^=^<Лц&^ (24) 
рекомендуется поддерживать примерно постоянным в пределах 
0,5<<Я<2. 

Интервал значений а получен в результате методических рас
чётов по схеме (29) для уравнения (7) при с5= 0 (для выражен
ного скинэффекта интервал шкет быть расвирен  0,2<а<5). 







Если источник В=/ задан на границе г*-сонв~Ь ( а на осталь
ных границах нормальная производная равна нулю, точное реше
ние задачи во всей области  £=/ . На рис. 3 показано макси» 
мальное отклонение 8М приближения в^от точного решения 8 

2 • ' •. (25) 
в зависимости от номера итерации т при различных а (когда 
источник 8=1 задан на границе у=-ооп$Ь, получаются анало
гичные зависимости, при этом значения ¿7, указанные на рис.3, 
нужно заменить на обратные).. 

Шаги Ьп=-№ выбраны постоянныг.ш, а координаты узловых то
чек в радиальном направлении вычислялись по формулам: 

а П (26) 
при заданном минимальном и максимальном радиусе сетки г^и 

Пунктирными линиями на рис. 3 показана сходимость к точному 
решению при неоднородном шаге по <р (среднее по области значе
ние а =0,3) . Применение неоднородной сетки (26) в радиальном 
направлении (рис. 3, кривая I) тлеет преимущества в сходимости 
по сравнению с однородной сеткой (кривая 2). 

Консервативный разностный аналог уравнения (7) получается 
методом баланса в результате интегрирования по ячейке б*,/? ко
нечноразностной сетки (рис. 3) 

£ гоЬдс/г+Щ о. 

Ь/1 $ф (28) 
Связь значения индукции в точке { Гк, <{„ ) с его значениями в 
соседних точках получается на пятиточечном шаблоне 
6 Ускорение сходимости объясняется меньшим количеством узло
вых точек 16x16 в области. В остальных расчётах исследовалась 
сетка 21x21. 

В разностных схемах, приведённых .ниже, коэффициенты имеют 
кодекс к , п . . 



* ~ Аг . >
 г

~"гТ? » (29) 

K---liï) + 1y..№)-1> П^Ф^-А--УГ-{

^"-^- (30) 
Счётноустойчивый разностный аналог условия (8) имеет ВЕД 

. •?); коэффкцдента вычисляются по формулам (для простоты рас— 
:. атризается случай совпадающих ка границе узловых точек, со
:

,

.iieTCT3yia;
I

HX сеточным областям тигля и расплава): 

1 1 2 2 (31) 
Разностные аналоги остальных граничных условий имеют вто

рой порядок ахшпокснмации на неравномерной сетке. 
Разностная аппроксимация уравнения (17) осуществляется ме

тодом баланса из интеграчьной формы уравнения 

<£(£*£r| rot'UT-t-AC- ~£)dï4 
,,; (32) 

Для построения разностной схемы без аппрокстационной вяз
кости для уравнения (17) используется способ расширения обла
сти устойчивости схемы с центральными разностями, изложенный 
в L 8 3. 3 отличие от схемы с компенсацией аппроксимационной 
вязкости ка сетке с удвоенным шагом С 9 3, в приведенной ниже 
схеме значение ротора скорости в точке ( 'к » у,, ) связано с 
.го значениями в соседних точках на пятиточечном шаблоне  та



ким образом, отпадает необходимость во введении расширенной 
сеточной области (т  номер итерации): 

^~Ъ^ьО/&Кг№*<ь#г»/*>, (33) 

тС-*>:+Ц1£Йи*О/^-^^с^^/г^ ( 3 4 ) 

где значения функций в точках с полуцелыи индексом равны полу
сумме значений в соседних узловых точках. 

Один из возможных вариантов разностной аппроксимации урав
нения для функции тока (18) имеет вид 

; • т 

°
 1 1 ?

 2 (36) 
Граничное условие (22) заменяется следующим разностным ана

л о г о г ' :

 Ьуи ш*тамжГ * 
BIBLIOTĒKA 



В условии (37) учтено, что на границе области функция тока 
равна нулю. 

3. Характеристика методики решения 

Система конечноразностных уравнений и граничных условий 
(2937) решается методом релаксации (для уравнений (29) при 
со ¿0 и (33) применяется нижняя релаксация, для уравнения (29̂  
при со=0 и (35)  верхняя). Итерационный процесс реализован.н| 
ЗВМ ECI033 в виде комплекса программ, написанных на языке 
ФОРТРАН. В зависимости от размеров сеточных областей, распре, 
делений шагов сетки, значений релаксационных параметров и вы
бранной точности вычислений время расчёта одного варианта магт 
нитного поля может меняться от десяти, минут до одного часа 
(для поля скорости  от 15 до 45 минут) машинного времени. От* 
Метим, что при применении схемы сквозного счёта для уравнения 
(7) сходимость замедлялась на 20кЗС$, что свидетельствует о 
Преимуществе счёта по подобластям. 

В результате численных экспериментов установлено, что рас̂  
чёты могут проводиться в следующем диапазоне безразмерных па
раметров: 0<w^l0 4

; 0<ße£I0^, а также при любых значениях 

Достоверность результатов, полученных с использованием ко
лечкоразностной методики, проверялась на тестовой задаче для 
модели зоны контакта расплава и тигля, допускающей аналитиче
ское решение как в полярной, так и декартовой системе коорди
нат (сектор с малыми угловыми размерами при выраженномскин
эффекте заменяется прямоугольником £ 10 ]). Получено хорошее 
качественное и количественное согласование результатов. 

На рис. 5 показан пример расчёта распределения плотности 
вихревых токов в расплаве и тигле, а также линий тока, харак
теризующих циркуляцию расплава. 
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ЩШтШШ РАСЧЁТ ЭЛЖТРаМАГН^ТНОГО ПОЛЯ И ДВИЖЕНИЯ 
РАСЛШЛБА 3 ЗОНЕ КОНТАКТА С ХОЛОДНЫМ ТИГЛЕМ ИНДУКЦИОННОЙ 
ПЕЧИ 

В Е l] предложены математические модели и разработана ко
нечноразностная методика расчёта электромагнитных (ЗМ) и гид
родинамических (ГД) полей в шщукционной печи с холодным тиг
лем (ИПХТ). Для оценки достоверности результатов, полученных 
по методике [ I 3, представляет интерес их сравнение с резуль
татами решения тестовой задачи. 

3 настоящей работе проведено аналь.ическое решение в де
картовой системе координат уравнения для аксиальной составля
ющей магнитной индукции, а также системы из двух уравнений 
для аксиальной составляющей ротора скорости (в линеаризованной 
постановке) и функции тока в двумерной модели зоны контакта 
расплава и тигля (ИПХТ). Отметим, что в С 2 3 для магнитной ив>. 
дукции получено решение методом конечных интегральных преобра
зований, однако отсутствуют результаты расчётов по аналитиче
ским выражениям. 

I. Постановка задачи 

Для построения аналитического решения используется матема
тическая модель зоны контакта расплава и тигля с бесконечно 
тонкой изолирующей перегородкой между секциями тигля; причём 
вместо сектора, соответствующего половине секции тигля С I, 

. рис. 2а 3, рассматривается прямоугольник (рис. I) . Это право
мерно при следующих ограничениях на геометрические параметры 



Рис. I. Электромагнитные и гидродинамические граничные условия. 



У 
(2) 

где в правой части под & подразумевается 8* или В 2 (нор

мальная составляющая вихревого тока на границе непрерывна). 
Движение расплава определяется из линеаризованного уравне

ния для г.  составляющей ротора скорости %Сг=д%./ду- ду^/дг 

где £г , А6 - числа Рейнольдса и Альфвена, Р определено со
отношением (15). 
Г Автосани пповодились расчёты по аналитическим выоажениям 
для модели прямоугольной формы с учётом конечной толщины пе
регородки, а также для аналогичных моделей, имеющих форму сек
тора. 

системы: 
1) Максимальный размер секции 2<PR. в азимутальном на

правлении (f мал по сравнению с радиальным размером R : 
<Р« 0,5. 

2) Глубина проникновения ЭМ поля в материал расплава 8л = 
= Уг/Л^ ( &Jf  безразмерная частота для расплава) мала по срав
нению с его радиальным размером: о \ « I, тогда в области 0<г£ 
^ 0,5 * 0,7 изза выраженного скинэффекта практически отсут
ствует ЭМ силовое поле и движение расплава. 

3) Глубина проникновения ЭМ поля в материал тигля = 
= /2/<£^ ( с\  безразмерная частота для тигля) кала по сравне
нию с минимальным азимутальным разменом секции 2^Р и толщиной 
стенки тигля R—i : <P»c?3_/2J R»-f->-c?2. 
• • Уравнение Гельмгольца в декартовой системе координат 

относительно аксиальной составляющей индукции магнитного поля 

рассматривается по отдельности в расплаве (j=I) и тигле (j=2), 
Граничные условия записаны на рис. I. Отметим, что на границе 
расплава и тигля учитывается переходное сопротивление /?п [ I, 
3 3: 



Уравнение (3) решается совместно с уравнением для функции 
тока 1[Г , связанной с компонентами скорости Vr и /%, формула
ми (21), 

° ' (4) 
Граничные условия для уравнений (3,4) показаны на рис. I. 

На твёрдой стенке Г = I, где отсутствует условие для ротора 
скорости, используются оба условия для функции тока 

т -о, . 
/ГН Orlr=i (5) 

имеющие смысл условий прилипания. 

2. Аналитические выражения для Эм величин 

Уравнение (I) для магнитной индукции в расплаве (обл. I) 
решается методом разделения переменных, в тигле (обл. 2? при
меняется модификация этого метода для неоднородных уравнений 
[ 4 ] . 

В обл. I, используя однородные граничные условия в азиму
тальном направлении, находим спектр и собственные функции 

и, удовлетворяя условию при Г=0 (рис. I), получаем следующее 
выражение для магнитной индукции 

ко ' * (7) 
В обл. 2 заменой переменных осуществляется переход К" неод

нородному уравнению с однородными по у» граничными условиями 
и определяются спектр и собственные функции 

Соотношение для индукции 8% получается следующим (удовлетво
рено условие при Г=И ): 



Коэффициенты разложения и С< в формулах (7,9) нахо
дятся из бесконечной системы алгебраических уравнений (собст
венные функции обл. I (6) разлагаются по системе функций (8)) 

2.е 

(Ю) 

л-ь л.,. -2&,у1 _СГ) 2с&Ъгг 

(И) 

полученной в результате сшивания на .границе расплава и тигля 
Г =1 (рис. I) значений индукции и её производных (2). 

Плотность вихревых токов вычисхзтся дифференцированием 
индукции (7,9) 

: = _ Э З . -Ш. 
Р ду> М- дг • г (12) 
При взаимтейстгии вихревых токов с внешним полем в рас

плаве создаётся вихревая ЗМ сила 

со с о 



ротор которой имеет отличную от нуля z -составляющую 

6^ or ^- к~о&о 

V-
X 

(15) 
(звёздочкой отмечено комплексное сопря&енвг). 

3. Аналитические выражения для ГД величин 

Поскольку для ротора скорости и функции тока tjr хра-
ничкые условия в азимутальном направлении одинаковы (рис. I), 
при отыскании решения уравнений (3,4) применяется один и тот > 
же спектр и собственные функции 

<~<А--- ( 1 6 ) 

После разделения переменных в уравнении (3) и использования 
условия при г=0 (рис. I) получается следующее выражение для' 
ротора скорости 

где введены следующие обозначения 



(18) 

Применяя аналогичную процедуру для уравнения (4) и удовлет
воряя граничные условия "^-О при г-О ; г= У , находим раз
ложение дня функции тока 

О -) (19) 
Коэффициенты ^ т в формулах (17,19) определяются из гранич
ного условия (5) для производной от функции тока 

..(20) 
Компоненты скорости 1ТГ и 1Кв находятся дифференцированием 
функции тока: 

* Г \ сТг • (21) 



4. Характеристика методики расчёта 

Для расчётов по аналитическим выражениям (7, 9  12) и 
(1720) составлены программы на языке ФОРТРАН для ЭВМ ЕСЮЗЗ. 

При вычислениях на ЭВМ бесконечная система уравнений (10, 
П ) для коэффициентов Ск и Ск заменяется конечной с исте
Ш И размерности 2н . Сходимость метода редукции для системы 
(10,11), приведённой к виду 

к

=° . . (22). 
определяется условием I, 5 3 

где под ^ подразумевается С# и Ск . 
Система :_з 2п алгебраических уравнений решается методом 

Гаусса с выбором главного элемента С 6 3. 
' Для достижения точности 35$ в расчётах магнитной индук

ции по формулам (7,9) з зависимости от положения точки с ко
ординатами С^,г) необходимо выбрать П = 3 * 6 членов ряда 
(езди Г =1,ряды (7,9) сходятся медленно,и при Л =10 точность 
составляет лишь 40*50$). 

! Суммирование трёхкратных рядов (17,19) при Ш =3*6 даёт 
для ротора скорости и функции тбка точность 30+40$, то есть 
оценку по порядку величины. 

Улучшить точность вычислений можно увеличением числа п , 
величина которого, однако, ограничена сверху максимальной сте
пенью экспоненты, вычисляемой на ЕС ЭВМ. Для безразмерной час
тоты расплава и тигля < Д , <*Зг =100+1000 количество суммируе
мых членов составляет п =5+10. 

5. Некоторые результат1

! 

В расчётах использовалась модель со следующими параметраг 
ми: £'=1,2; <Р =0,174; ¿6, =100; о^=1000; 4 =0; £е =50; 
2

 1 

Суммирование проводится с двойной точностью. 



0,25 

1Ь21 

- / I о>0,0*5 

,! р 
1 1,05 1,1 1,15 1,2 

Рис. 2. Зависимость модуля магнитной .индукции от радиуса в 
тигле. 

Результаты расчётов движения расплава по формулам (17,19) 
качественно согласуются с результатами, полученными конечно
разностным методом С I 3 *, максимальные значения ротора ско
рости и функции тока*•рассчитанные по обеим методикам, cqвпa
цают по порядку величины. 
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3

. 
На рис. 2 показаны результаты для магнитной индукции в тиг

ле, полученные различными методами: сплошная кривая соответст
вует конечноразностной методике [ 13 ; кружками отмечены ре
зультаты расчёта по формуле (9) при п =7; квадратиками изоб
ражены результаты расчёта, полученные по аналитическим выраже
ниям для модели, аналогичной представленной на рис. I, но учи
тывающей конечную ширину перегородки, изолирующей секции тиг
5Я. Наблюдается хорошее согласование результатов. 
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Расчёт магнитного поля в присутствии ферромагнитных тел 
представляет собой актуальную задачу для целого ряда техни
ческих направлений. Особый класс задач связан с оценкой экра
нирующего действия ферромагнитных листов й учётом краевых эф
фектов С 11. В связи с тем, что на практике ферромагнитные 
экраны выполняются тонкими, многие традиционно применяемые 
методы расчёта оказываются для этого случая малоэффективными, 
и здесь целесообразно применять особые приёмы, учитывающие 
малую толщину экрана. Тем не менее, точная постановка задачи, 
особенно при учёте насыщения материала экрана, является весь
ма сложной и приводит к необходимости численного решения не
линейных интегральных уравнений С 2 3. 

В связи с трудностями, возникающими при .точной постановке 
задачи, особое значение приобретают те методы приближённой 
оценки поля, для которых удаётся получить явное аналитическое 
решение и на его основе провести исследование характера изме
нения поля как на поверхности экрана, так и в удалении от не
го. Один из » ких методов может быть развит применительно к 
случаю тонкого плоского экрана, для которого магнитная прони
цаемость считается бесконечной, а толщина экрана принимается 
нулевой. Если экран при этом имеет форму полуплоскости, то, 
как показано ниже,*при трёхмерном источнике*' удаётся получит 
явное реше:тее задачи на основе рассмотрения парных интеграль
х

^ см. след. стр. 



уравнений с ядрами Фурье. Изложению соответствующего расчёт
ного метода, а. также получающихся результатов, связанных с 
оценкой эффективности экранирования, и посвящена щ^тоящаз 
работа. 

Рассмотрим ферромагнитный экран с бесконечным значением 
магнитной проницаемости. Его расположение определим как•»•*», 
(к>0), у<1г, «

е (." 001 + о о ) .Полное значение магнит
ной индукции 6 вне экрана определим как сушу поля Б' внеш
него источника в отсутствие экрана, которое считается извест
ным, и поля Б , связанного с намагничиванием экрана. Для на
хождения магнитной индукции собственного магнитного поля эк
рана Б введём скалярный магнитный потенциал Ф по формуле ' 

^, « 4эг 10 7 Гн"' _ магнитная постоянная. 
Пространственным областям х> к и * < А, присвоим индек

сы I и 2 соответственно. Тогда для Ф„, ,т-к,2. справедливы 
уравнение Лапласа 

д1Ф, 
9х* 9^ 

и граничные условия 

Фт О ПрИ 

р = о т.* 4, г 
(2) 

^ Ж'+у'*** ' ^ + о о , /п4,2, (3) 

(4) * = А,, Ч<^> Х.£ (-**>;+ т-4,2, 

где ФД  скалярный магнитный потенциал внешнего магнитного 
поля, который считается известным, 

З Ф , 
2 * (5) 

' ^ « ^
в в

^ *
в

^ *
в

/ " ~ <
Т

~
/

' (6) 
Граничное условие (3) соответствует внешнему полю, убывающему 
на бесконечности до нуля, а условие (4) выражает требование 
хТ Для двумерного источника, имеющего вид совокупности то
ковых нитей, параллельных границе экрана, решение задачи 
может быть найдено методом конформного отображения, однако 
этот случай в дальнейшем не рассматривается. 



(7) 

где к = о); г : (х, у, %) . Для чзобракения скалярного 
магнитного потенциала £5п. , т.* 4,2 получим обыкновенное 
дифференциальное уравнение второго порядка. Его решением, от
вечающим преобразованным граничным условиям (3) и (6), будет 

где . И(<4>,р)  неизвестная функция от и р , определяемая 
соотношением • 

У/;к) - % ; Ц = и(ы.,р).. 
Так как все интересующие нас физические эффекты связаны 

с зависимостью рассматриваемых величин от координаты у , бу
дем особо интересоваться зависимостью их Фурьеизображений 
от соответствующего параметра р и для краткости обозначать 

и (ы.,р) = а (р) ) '.=;К (р) , 
Считая ос фиксированным параметром. * 

Используя граничные условия (4) и (5), получим для О- пар
ные интегральные уравнения ' 

Тир е*» & -  Ш $ £ е , у < I, 
ос 
+ 00 (9) 

где в. # 

2ф) - У («,?-Л)7 (Ю) 
а У 0 - изображение 'скалярного магнитного потенциала источ
ника Ф". Обозначим у - I . Тогда уравнения (9) примут 
вид: 

равенства тангенциальной составляющей вектора магнитной индук
ции суммарного поля нулю на поверхности идеального ферромагне
тика.'/.̂ ;.; . ; • , Л./^Йг^Ь: • . • V* ФУ;.;;!-;,; • 

Задачу (2)  (6) будем решать с помощью применения пре
образования Фурье по координатам х и ч : 



Функция ( Ш р ) + ЗС£>)) е с ^ £ • Г ' ф ) является краевым значе
нием некоторой аналитической в нижней полуплоскости функции 
Р ' С С ) ,а К ( ^ , ) а ( р > ) е ^ е = Р +

(]Ь)  краевым зна
чением функции Г + (т ) , аналитической в верхней полуплоско
сти С 3 ]. Выражая и(£>) через Г + {р) и Р'(р) , получим 
краевую задачу Ришна 

р*{$>) - к<р)Р " ( Р ) =  9 ( Р ) К ( Р ) е
1

^ . С з ) 
Коэффициент задачи легко факторизуется: 
КС£>>* К Ч . ( £ ) К _ ( £ ) , К Ч ($о = ^ + и*»', к. (р) ̂ £  ¿1 ОС|'. 
Функции К + и к. определяются на комплексной плоскости 
'С = *£,•»• 1*г. *, (% - 1 разрезанной вдоль мнимой оси с; 
точки до +1во и от точки 1.1011 до  1&о . Ветви этих 
функций выбраны таге, чтобы к* С О ~'Г?7' при С  ^ —*-'*оо 
Тогда к « к* к_ . 

Задача (13) имеет единственное решение. Умножая равенство 
(13) на < / к + (в), получим задачу о скачке 

Е Ж  к . ^ ) Г > ) =  д е р ж л ^ е * ' 

решением которой является + о с 

О ©о 

'( Р ^ ) (легко находится из краевого условия). 
Переходя к выражению для И , получим 

. I ~ " (1.5) 
В качестве источника внешнего поля рассмотрим прямоуголь

ный токовый контур, расположенный в плоскости г- О , симмет
ричный относительно осей х и и (рисунок I). Размеры контура 



2 <Х х 2 о, по контуру течёт постоянный ток силы 3 . Нетрудно 
показать, что изображение скалярного магнитного потенциала 
источника равно 

(16) 
Для из (10) получим г 

(17) 

• • Рис. I. Взаимное расположение прямоугольной токовой рам
ки и полуплоского ферромагнитного экрана с бесконечной магнит» 
ной проницаемостью. 

Обозначим 

0 I -оа 
Тогда изображение скалярного магнитного потенциала 9£ (»и<,г.),. 
о_тзечающего полному значению магнитной шц1укции вне экрана 
Б* для области г > к будет равно ^' • ; 

К (19) 
а для области источника н < А. получим. 

в± 
(18) 



*
 0 3 {Ы

>Р гы^-ш
1 е . > (20) 

В расположении края экрана существуют два предельных полояе
ния: I) С * + ос г что соответствует экрану в виде плоскости, 
2) 1*-с*>  отсутствие экрана. 
При этом " , , 

а значения будут соответственно равны 
t.ee : ^ -0. , . 

В выражениях (19) , (20) слагаемое, содержащее со> характери» 
зует влияние края экрана на величину магнитного потенциала. 
Из них следует, что магнитное поле будет иметь следующую 
структуру. В зоне экранирования: 

В* ( х , У ,2} = ё е г>к, (21). 
в зоне источника: 

(х ,у,г)*Б в(х ,^г) + 5 " , ( х^,г)* Б £ Г х,^г), г<к, (22) 
где Е>°  поле источника, поле, которое создавалось бы 
присутствием идеально ферромагнитного экранаплоскости, 

В 4  поле, обусловленное наличием края экрана. Е>° и Ь°° 
для рассматриваемой прямоугольной токовой рамки легко нахо

дятся с использованием (I) и интегрированием формулы обра

щения (7) в полярной системе координат. Приведём получающие

ся выражения для 6° и В", записанные с помощью индекса 
" Э ", который обозначает либо "0", либо " в о " : 
об 1и(оу)+*««(о*а> _ И«(р*Ю»*;.(с»)\ . 

п 5 _ ЗиЛ [г,_<(а+ х ьг ц (йх) г м (а+х)+ ^(«х) ^ 
°» " чзг \ *я г„ (Г6^)1

; 5} ) х и т„ («^г" * ^ ) ) 

http://t-.ee


где ' 

•} т о = а  гК , г ̂  к, 

Г < 4 (а  « > * + с ь . ^ + ^ ; ; 1 л  7 < а  х г - И Ц * У О ; ; " . ( 2 4 ) 

Магнитное поле Б £

, характеризующее влияние края экрана,можно 
рассчитать следующим образом. Из (I), (7), (18), (19)(22) 
следует, что 

•бол «О. СОЬячЛ 
Т (« 1 ) . о и , 

5 К М ? ]̂ тт5ге 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

*(29) 
Интегралы (28)  (29) берутся с помощью методики, изложенной 
в С 4 ]. Обозначим 

„л компоненты вектор 
Функция Т (*, | ) , будут 

»г^.г ^*..„ V о  . ( 3 0ч 
Тогда компоненты вектора 5 через которые выражена 

(а* ар"» (<**•)) . (в«К*«.'а+хь*ц7дх)Л 



(32) 

У . (33) 

5 Х ^ f € г ы , ; ^ . Х 0 м ^ Щ : 

|# * Х 1 | г

-
М и | + аг1г-ы

 1 ^ 2* • 
Для получим 

Подставляя (31) и (32) в (27), а затем в (26) д интегрируя по 
ОС , получим выражение для компонент вектора \\/(1

> У» г
.> 

' О Г (34) ' 
Здесь и ниже индекс т принимает значения х, ^ ,г , ̂ ком

поненты векторов А к т = (А Кт», А В Л 1 !, , А к т а ) и. С*»,•« 
= (СКпу, ^ С к ^ э ; С к м г ) приводятся в таблицах I и 2, где 

, Таблица I 

УУ11 у 

1'* 0* (гА.)/г 

Й Й 4с
1С*-¿0 

0 ^((./иЧг^!).;^) 



>"П с X 

Рк(а.х)
г • р к  сл+х)1

;  рЛ(а+х) Рк(ах) 
Ср1 + са+*)1

)
1 1 (р^(ах)

1

)
1 

й 
Рк Р« а.+ х а,х 

й рк

ь

+(АхУ р; -КО.+ Х) 1 рк •* (Л+хУ^' 1 р* • (0.х)1



0 О л с ^ М * + „^К ах 

Таким образом, нахождение вектора магнитной индукции Ъ1 сво

дится к вычислению интегралов (25) и (34) от скалярных произ
ведений векторов АТУ̂ СИД, (тх,у,2), компоненты которых помеще
ны в таблицах I, 2, а входящие в них величины а* , 6 И , 1> , у к 

задаются формулами (30), (33). По изложенной выше методике 
были проведены расчёты коэффициента экранирования магнитного 
поля <о , определяемого как 

в зависимости от взаимного расположения токовой рамки и экра

Х=СМм 
2 = 0.3М 

05 0.5 4 .¿5 2 
Рис. 2. Зависимость коэффициента 

экранирования: * от координаты ̂  . 
Размеры рамкк 1,0« х о,Ьм. 

Пример расчёта зави
симости ̂  от координа
ты ^ •приведён на рис.2. 
Как и ожидалось, вбли
зи края экрана наблюда
ется резкое увеличение 
^ и, затем, более 

медленное его уменьше
ние при удалении от эк
рана. 

Таким образом,.пред
ложенный метод позволя
ет учесть влияние края 

Таблица 2 



идеально ферромагнитного экрана на величину магнитного поля 
и экранирующие свойства, если источником магнитного поля яв
ляется прямоугольная рамка с постоянным током. 
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0 Щ Ш ЗАДАЧАХ МАГНИТОСТАТИКИ 

Технические трудности, возникающие при расчёте трёхмерных 
полей, дозбуждаемнх токовым источником в присутствии магнетика 
(экрана), часто заставляют обращаться к двумерному приближению. 
В дзут/ерной задаче экран имеет вид цилиндра с сечением произ
вол • :ой формы, источником служит совокупность токовых нитей, 
нор.'.

г

лльннх, как и образующее экрана, некоторой плоскости (х , 
у ). Экран считается ?ально ферромагнитным (М*Ьо ) или 
сверхяровсдящ.Г; {&  «*> ). 

Обычная схема решения задачи такова С 1,2 ] . Ищется комп
лексный нотенциат, возбуждаемый экраном (полный потенциал за 
вычетом потенциала источника), что равносильно отысканию ана
литической функции по граничным значениям её вещественной или 
мнимой частей. Конформным отображением область аналитичности 
переводится в каноническую область, и. потенциал выражается ин
тегралом Пуассона. 

Как будет видно, в роли искомой функции удобнее использо
вать полный комплексный потенциал. Тогда дело сведётся к оты
сканию функции с заданными особенностями и вещественными или 
чисто мнимыми граничными значениями. Решение такой задачи не 
содержит квадратур и весьма просто выражает потенциал через 
соответствующее конформное отображение. Простота итоговых фор
мул позволяет в общем виде исследовать поле вблизи точек, на
рушающих гладкость поверхности экрана (углы, края, стыки). В 
некоторых особых случае традиционная постановка двумерной за
дачи оказывается некорректней. Соответствующая модификация ус



ловил приводит к новым задачам, допускающим физическую интер
претацию. 

Во второй части работы будут рассмотрены разнообразные 
конкретные приложения полученных здесь общих результатов. 

I . Формулировка основных задач 

Пусть С £  расширенная комплексная плоскость переменной 
7 е К

* 4 > S 4  её бесконечно удалённая точка, D  сечение 
экрана плоскостью С а . Г  его граница, D  дополнение до 

С,. Мы считаем, что Г  связная кривая, Г с D ; случай Г = 0" 
(бесконечно тонкий экран) не исключается. Пусть г^,...,ъл ; 
I,,..., In,  комплексные координаты токовых нитей и токи в них 
(орты е«,еу и положительное направление тока образуют правую 
тройку). Комплексный потенциал X определён в формулой 
X*'А~ 1.У> где А  однокомпонентный векторный, У  скалярный 
потенциалы. Магнитный Еектор связан с At*) соотношением 
•Х'(г)

 е Ну • <Нх . Потенциал, возбуждаемый к ой токовой •ьг'.тью 
Л к =^г"1»г(ггк), и собственный потенциал экрана M*)-L.A*.W = U-{i) 
есть аналитические"функции всюду в D + , за исключением, быть 
может, точки $ л . Вследствие обнуления тангенциальных (нормаль
ных) компонент ff на поверхности ферромагнитного (сверхпроводя
щего) экрана 

Ход дальнейших рассуждений зависит от того, лежит ли точ
ка £, внутри Ь" , на границе Г . или B D +

. Разберём эти воз
можности. 

Случай А: 5 а

е Р \ ̂  (ищется поле, возбуждаемое источни
ком внутри замкнутой оболочки). В случае "А" область аналитич
ности функции U. — D+ \ $ г  D + одпосвязна, поэтому Ш О голо
морфна в D +

. Мы приходим к формулировке задач Aj, А 2 (индекс 
"I" отвечает ферромагнитному, "2"  сверхпроводящему экранам). 

Задача Aj(Ap). В ограниченной области D ищется функция 
Л. , удовлетворяющая первому (второму) условию (I.I) и такая, ; 

Uta) = = И I R ^ 1 1

"
 а
^ голоморфна в D+. CI.2) 



1т. Я (г) 

}т А(г) ограничена при ж — - <>=> • (1.4) 
Случай С: 5,в|У* (экран ограниченного сечения). Для слу

чая "С" сохраняют силу условия (1.1) и (1.4), а область анали
тичности функции IX — Р

+ 4 2
* двусвязна. Очевидно, и (г) го

ломорфна в Р + \ I , где I  разрез от некоторой граничной точ
ки до 5 г . Вычислим приращение этой функции Lu-3^ на произ
вольном замкнутом пути у , лежащем в Р + \ 5 г и охватывающем 
область Р" . Поскольку область ]) + \ 5 г ке содержит особых то
чек функции и, , путь у можно деформировать таким образом, 
чтобы он не охватывал точек ж,,.. ., г.п. Тогда Сби.сггк)]„ г О, 
и С = С Я 3^ • . 
*  / с н , + : Н Ж ) ^ + Г О ^ ) = - | н „ 1 ^ | ' + ^Н 4|с{г| . 

ПерЕЫй интеграл в этой сумме равен'нулю изза соленоидальности 
магнитного вектора, второй  ес.ь его циркуляция вдоль пути у . 
Поскольку кольцо между у" й границей Г не пронизывается тока
ря, щркуляции вдоль этих контуров одинаковы, и, следователь
но, • . $ 3 * . у ; ' '. V'. ' ¿ ¿ 4 

Для ферромагнитного экрана С̂ З̂ , • [ ЬпУ]^0 вследствие первого 
из условий (1.1), поэтому функция и голоморфна в Р + N Б а . 
Е силу (1.4) б г не может быть ни полюсом, ни существенно осо
бой точкой, так что и(г) голоморфна во всей области !>* . Мы 
пришли к задаче С т , которая формулируется так же, как зада
ча А£, с той разницей, что в задаче С х 5^ е. Р + 

Случай В: о, £ Г (экран с неограниченным сечением в пло
скости ( х, у )). Функция и. остаётся голоморфной и в случае 
"В". Выполнения же граничных условий теперь могло требовать 
лишь для конечных точек границы, а в точке эти условия 
нужно заменить требованием ограниченности скалярного потен
циала. Итак: 

задача В^(В0). Искомая функция Я удовлетворяет условию 
(1.2), и 



В случае сверхпроводящего экрана из равенств (1.5) следу
ет, что си.]у = С1 , где I  полный транспортами ток, текущий 
по сверхпроводнику. Теперь можно сформулировать задачу Со. 

Задача С 2. Искомая функция Л определена в Р +

( 5» 6 Р.*')» 
удовлетворяет второму условию (1.1), условию (1.4) и услови
ям: . 

и(г) = Л (г)¿5? | 1 1 к ^ (
2 ' 2

>0 голоморфна в Т>+ \ I, (1.6) 
* [I для любого пути у гомотопного Г (9 £+

\54.(1.?) 
В разделе 3 естественным образом возникнут ещё две задачи, 

формулировку которых мы приводим пока баз обсуждения. 
Задача . Пусть 5*, £ Р" 4 Г | й  некоторая граничная 

точка. Искомая функция Л удовлетворяет условию (1.2) и услови

Ьг» Ли)|геР\а. г
^ г • I т. Л( г.)' ограничена при г— а.(1.8) 

Задача С£ . Пусть Б е б Р + . Искомая функция А определе
на в Р + и удовлетворяет условиям (1.4), (1.6), (1.8). 

2. Формулировка и решение вспомогательных задач 
Решаемые здесь задачи I, I, П, П г совпадают или сходны 

с задачами В^, Во в том частном случае, когда Р +  верхняя 
аолуплоскость. Для удобства дальнейшего изложения здесь, по 
сравнению о разделом I, изменены некоторые обозначения. 

Итак, пусть Р +  открытая верхняя полуплоскость расширен
ной комплексной плоскости ; 5„ - бесконечно удалённая 
точка; их0)иг<,.. . , иг^Р; 10) 1 1 }  некоторые постоян
ные. Каждой из задач: I, 1 т

, П, П' отвечает определённый на
бор требований к искомой функции А (ьг) из числа приведённых 
ниже. 

Фтвтля М^-яТ-^Щ^'*5

'*} голоморфна в Р , (2.1) 
1т, А Ы) — 0 _ при 1пг иГ * 0 , •' (2.2) 
КъА(Ы)-~0 при 1т.1АГ^*0, (2.3) 



3. Решение основных задач 

Пусть 1*г J(X)  конформное однолистное отображение области. 

Im, Л ( *t/* J ограничена при иг—- «г<г (2.4) 
Im, Л(*Л*0 при ttr~<x» л ureP

+

, (2.5) 
Re A(w) — 0 пр 2 U r _  O o j t^ep +

. (2.6) 
Все палачи ЕСДЮЧЙЮТ условие (2.1) и в дополнение к нему: 

задача I  условия'(2.2), ( 2 . 4 ) ; задача П  ( 2 . 3 ) , ( 2 . 4 ) ; 
задача 1 г  (2.2), ( 2 . 5 ) ; задача П г  ( 2 . 3 ) , ( 2 . 6 ) . 

Теорема 2 . 1 . Решения задач I  П г единственны с точностью 
до постоянного слагаемого. ' 

Доказательство. Пусть Л  решения задачи I. Функция 
Л - Л  Л голоморфна в Р* , принимает на вещественной оси 
вещественные значения, и по принципу симметрии её можно продол
жить в нижнюю полуплоскость. В силу (2.4) Sur может быть осо
бой ' точкой функции А , так что Л голоморфна во всей Сы , от
куда А * a>n,$i . Для других задач доказательство аналогично. 

Займёмся решением задач I, П. Леггэ проверить, что функция 

.
 Ü J i <?о . • (2.7) 

где верхний (нижний)знак отвечает задаче 1(П), удовлетворяет 
всем условиям этих задач. (Черта над символом обозначает комп
лексное сопряжение). Нетрудно проверить, что поведение функций 
(2.7) в бесконечности определяется соотношениями 

ЛМ'-£ Uurji 1К * ОШ; Л(*г) - Ol fr). 

Первое (второе) пред.ивление отвечает задаче (П). 
Как видно из ( 2 . 6 ) , решение задачи П удовлетворяет и усло

виям задачи П г , так что в силу теоремы 2.1 эти задачи равно
сильны. То же можно сказать о задачах I и I г , если I*.'

0 • 
Отметим, "то задача 1т

есть усиленный вариант задачи I, поэтому 
она не может иметь решений, отличных от решений последней. От
сюда и из теоремы 2.1 заключаем, что при ¿ 1 1 * * 0 задача I' 

неразрешима. 



Р
+ на верхнюю полуплоскость Р+ ; = Н*^}* * * ^" '*и.' 

1сГ 0=^Сс>о); Л<т«г) = Д ( ^ (-иг)) . 
Необходимо сформулировать задачи раздела I ь .̂ермингх новой 
искомой функции 

Заметим, что предельные значения 11*) на Г суть предель
ные значения функции А (иг) на вещественной оси и в точке 5«. 
Поэтому граничные условия задач А т, СЛА 2, С 2) равносильны со
вокупности условий (2.2) "и (2.5)Д2.35 и (2.6)). В случае "В", 
применив подходящее дробнолинейное преобразование, можно до
биться выполнения равенства ^е0)^00, ъ тогда граничные усло
вия задачи \{Ъ^ сведутся к совокупности условий (2.2) (или 
2.3)) и (2.4) С Для задачи С 2 условие (Г.5) эквивалентно тре
бованию 

1т Л (Ы) ограничена при иг-~ иг0. (3.1) 
Для приведения условий (1.2), (1.7). к виду (2.1) понадо

бится 
Теорема (3.1). Для' функции р* (иг) = 2н к = $~'(УГ)- / (Цг),, 

(к» £.,,. . ,"0 справедливо представление 

где 0,к('ог) голоморфна в Р + , эг = Ц0) , если & 
Доказательство. Пусть £ г О * , тогда ог0е Р + , и функция 

рк (иг) имеет в Р + корень и полюс . В силу однолистно
сти отображения ^ кратность их равна единице, и других нулей 
и особых точек в Р + нет С 3 ] . Поэтому рк(к^=^£к ц{иг), где ^ 
голоморфна и отлична от нуля в Р + . Отсюда получаем представле
ние (3.2), в котором С?кг

ыг^ , . При £ г £ ])~ доказательст
во

1 аналогично. 
Теорема 3.1. и сделанные выше замечания о граничных усло

виях влекут за собой следующие важные следствия. 
1° задача А ^ ^ ) равносильна задаче 1 г (Пг

) с 10 = О, 
2° задача В^Во^ равносильна задаче I (П) с 1„ = О, 
3° задача С̂ равносильна задаче 1 г

с1 0£1Л к. 
Утверждения 1°  3° доказываются подстановкой представления 
(3.2) в условие (1.2) и отбрасыванием несущественного вследст
вие своей голоморфности слагаемого ^ 1*Фк (̂ О. 

Перейдём к рассмотрению задачи С 2. С помощью теоремы 3.Г 
условие (1.6) сводится к требованию голоморфности функции 



Vm)m A m  i f [ t * M«*- **«) - k(*r <J;)£IK] В P
+

С 
Разрезом от некоторой граничной точки до <лГе . С помощью 
J.7) легко проверить, что при обходе точки w 0 функция ХЗ 
фиобретает слагаемое  ll '. Отсюда и из (3.1) следует, что 
,'ункцкя 17(аЛ+ I ln.{W-ifra)/z% голоморфна в Р* . Мы пришли 
t условию вида (2.1), з котором I0=liL 1 к , и тем самым 
••.вели задачу Со к задаче II г

. 

Две из рассмотренных задач  A J и (̂ йкэивалентны задаче 
1

1 , которая разрешима лишь при i L Т к • 0 . Для задачи С т это 

условие выполняется всегда (см. п. 3°); в задаче |Т 10 "О , по
этому она разрешима лишь при нулевом суммарном токе источника. 
Для выяснения физической причины этого факта рассмотрим зада
чу с такой же, как в Aj, геометрией, но с j«< «*> . Пусть Нр 
её решение. Обычно считают, что при ju*00 на поверхности маг
нетика l Hf, ) т а ч г ~ " ~  0. (условие ( I.D. В действительности 
для геометрии задачи АТ при ненулевом суммарном токе это соот
ношение неверно, в чём можно убедиться на примере задачи о то
ковой нити внутри круговой цилиндрической полости в среде с 

Ослабим задачу Aj, заменяв условие ( I . I ) условием (1 .8). 
Мы придём тогда к задаче Aj r

. Наложив на отображение f не 
ограничивающее общности условие /(а-}=ОО , задачу kji можно 
свести к задаче I , которая разрешима при любых значениях 

X L 1̂ . . Одна из всзможных физических интерпретаций задачи 
А̂ г состоит в следующем. Пусть вдоль образующей, проходящей 
через точку а , в экране прорезана бесконечно тонкая щель 
(стык). Вычисляя циркуляцию и поток магнитного вектора для 
всевозможных кривят в области D + . можно заметить, что они 
равны аналогичным величинам, построенным из решения задачи 
fijf с помощью формулы (2.7). Таким образом, задача Ajr позво
ляет рассчитать поле, возбуждаемое токовыми нитями внутри замк
нутой ферромагнитной оболочки оо стыком. Если в тех же услови
ях искать поле вне оболочки, можно прийти к задаче Cjf, причём 
под I , , . . .,1ц,следует понимать токи во внешней области, под 



I  суммарный ток, текущий внутри оболочки. Наложив условие 
оо , задачу Стг можно свести к задаче I. Заметим, что 

яри 21 1 к » 0 задача А̂ травносильна задаче Ар То же верно 
в отношении задач Сдг и Ср если 10 . Это означает, что 
при нулевом внутреннем суммарном токе влияние стыка не сказы
вается. 

Итак, решения всех задач первого раздела определяются фор
мулой (2.7), но смысл входящих в неё величин различен для раз
личных задач. Возвращаясь к исходной переменной и , приведём 
универсальную итоговую формулу для компонент магнитного векто
ра. Эта формула получается из (2.7) дифференцированием по 2. . 

'
 2 1 ко 1 •. (3.3) 

Сделаем необходимые пояснения к формуле (3.3): 
 верхний (нижний) знак отвечает экрану с ̂ » оо (̂   0 ); 
- иГ * 3е (2), <игк  / (2к) ( к=1,...,н), -иг0  ^(оо); 
 /  конформное однеистное отображение области Р^ на верх
нюю полуплоскость, причём для задач Вр ^ оо , дл<*. задач 
Адг Сдг ̂а)«ех>, где Л. комплексная координата стыка; 

2н, и 1 ъ. • •, 1ц.координаты нитей источника и токи в них; 
 для задачи Сх 1 0 •  £ 1 к » для задач С ? и Стг 1, = 1 Т- 1К , 

причём I есть транспортный ток в сверхпроводнике (задача С 2), 
или суммарный ток, текущий внутри £зрромагнитной оболочки (за
дача С̂ -т), для остальных задач 1 0 ̂ 0 . 

В заключение приведём ещё одну формулу, отвечающую случаю 
экрана ограниченного сечения в однородном внешнем поле. Она 1 
получается из решения задач класса "С" с одной токовой нитью 
при согласованном стремлении к бесконечности координаты нити 
и силы тока в ней. Эта формула имеет вид 

Здесь Н°  величина внешнего магнитного поля, §  угол между 
его направлением, и вещественной осью, С  вычет функции ^ в 
бесконечности, смысл прочих обозначений такой же, как в форму
ле (3.3). , 

"Сехр(Ч5) 1 С е*р(л§Л _1_ 
(«Г ИГ.)4 + Г<4ГЫвр ] 2ЭГ V. иг. ИГ-ИГВ ] (3.4) 



4. Поведение поля вблизи поверхности экрана 

Если граничная кривая Г является гладкой, предельные зна
чения магнитного вектора на поверхности экрана ограничены. 
Иначе обстоит дело вблизи от точек, нарушающих гладкость гра
ницы. Мы рассмотрел два типа таких точек  стыки и угловые 
точки. Частным случаем последних является край бесконечно тон
кого экрана. Оказывается, что в окрестности таких точек вели
чина напряжённости может быть сколь угодно большой. Значение 
этого факта для проблем экранирования и некоторых других при
ложений очевидно. 

С помощью рассуждений, используемых обычно при выводе фор
мулы КристоффеляШварца [ 4 3 , нетрудно доказать следующее' 
утверждение 

Теорема 4.1. Пусть иг^Сг) есть конформное однолистное 
отображение области И + с границей Г в верхнюю полуплоскость, 
и часть кривой Г имеет вид утла величины ос. с вершиной в точ
ке а. (Величина угла измеряется со стороны области 0+ ). Тог
да в окрестности точки й. функцию $ (г) можно представить ря

ф(&)+С,(г-а.)
ы +•••+ с^Сг-о.Г с,Ф0 . ( 4 Л ) 

Представление (4.1) и формула (3.3) (или 3.4) позволяют полу
чить разложение магнитного вектора в окрестности угловой точ
ки а. Обозначим сумму в(3.3) через <?(г) . Очевидно, эта вели
чина является голоморфной функцией переменной ил* в окрестно
сти точки А г £(<х). Разлагая её в ряд по целым, степеням ьг- А 
и используя разложение (4.1), нетрудно получить представление 
Ф(г)= Ф(а.) • ^(ась}** • 0 [(в-о,)"'* ] . 

Производную /' (г) в силу (4.1) можно представить в виде.. 

Подставив эти представления в (3.3), получим 

э л <

* (4.2) 
Представление (4.2) позволяет сделать следующие заключения: 
1° В окрестности угловой точки поле имеет степенную осо



бенность (при ) или корень (при А <Т\ ) порядка зг/<*  i. 
2° Поскольку OÍ =6 ги , упомянутая особенность не может 

быть сильнее, чем H 3 + ¿HX ~ ( z  a ) _ 1 ; последний случай (ОС=лтг) 
отвечает краю бесконечно тонкого экрана. 
• 3° При специальном взаимном расположении экрана и источ

ника величина Ф(о)может обратиться в нуль. Тогда, вследст
вие ограниченности второго слагаемого в (4.2), особенность 
фактически отсутствует. В подробной записи условие исчезнове
ния особенности в угловой точке <х имеет следующий вид (см. 
(3.3) ^ 
Ф Ы н £ . I t U í M - о ; (н0 = о с ) , 

*о (4.3) 
4° При А 4 тг, 2п поле не может принимать в угловой точке ко

нечного ненулевого значения. 
Всё сказанное остаётся в силе ¿ для задачи об экране в од

нородном внешнем поле; изменяется лишь вид условия (4.3). 
Перейдём к рассмотрению задач о замкнутой ферромагнитной 

оболочке со стыком. Комплексные потенциалы внутри оболочки 
(задача AjJ) и вне её (задача Cjf) даются формулой (2.7), при
чём на отображение f накладывается условие j(<x) - оо , где 
о.  точка стыка. Пусть <х является одновременно и угловой точг 
кой. Легко проверить, что при # а ) = о о представление (4.1) при
обретает вид ^cz.) = с ±(я  а)~ 1 1 М + 0 ( 0  Подставляя это' пред
ставление в первую формулу (2.8), описывающую поведение реше
ния в окрестности точки S ц , найдём, что в окрестности точки а 

J W E ) ~r ¿ V W ? a.) + 0(4). 
к

°° (4.4) 
Можно заметить, что старший член в правой части (4.4) пред

ставляет собой потенциал токовой нити, расположенной в точке 
. кес„ОА ток силой  и ? : . . Пусть I ость оолннй ток. те

к «О 
кущий внутри оболочки, Jb  измеренная с внутренней стороны 
величина угла. Вспоминая смысл величин 1« и « , легко понять, 
что для внутренней задачи Ajr 2 1 1 к

е

1 л о , * ь ; для внешне? за
дачи Cjr J L I K •  I . <* = 2,р>. к

*° 
Суммируя сказанное, можно следующим образом охарактеризовать 
?"»'>сч«в поля в окрестности стыка, расположенного в вешине 



утла, образованного замкнутой ферромагнитной оболочкой. Наблю
дателю, находящемуся вблизи стыка, этот стык представляется 
токовой нитью, причём с точки зрения внешнего наблюдателя си
ла тока в'этой нити составляет n-'f 1 » с точки зрения внут
реннего наблюдателя  (jpl) . Если, в частности, стык рас
положен на гладком участке оболочки, то упомянутые величины 
токов составляют, соответственно, 21 и -21. 
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ВЫЧИСЛЕНИЕ МАГНИТНОГО ПОЛЯ В ДЕКАРТОВЫ! КООРДИНАТАХ 
С УЧЁТОМ КРИВОЛИНЕЙНЫ! ПОВЕРХНОСТЕЙ 

При проектировании сложных технических устройств возника
ет необходимость расчёта нелинейных магнитных полей. Одним 
из наиболее простых численных методов является метод конеч
ных разностей. Но обычно этот метод применяется, если грани
цы физического объекта параллельны координатным осям. В рабо
те предлагается метод расчёта двумерного магнитного поля мето 
дом конечных разностей в случае, когда часть поверхностей фер 
ромагнитных материалов не параллельны координатным осям. Из 
теоремы о циркуляции напряжённости Н магнитного поля 

£НсН = Р, 
если ток I имеет только х координату и 

: з \ Я = ̂ го1"А, 
А"=(А(уг),0,0)} 

получаем 

1 1 1 1 
где ̂   обратная величина магнитной проницаемости. 

Используем неравномерную расчётную сетку с шагами Ь. , 
] = 1,2,..., I по оси у и с шагами 11к , к = 1,2,..., Й по 
оси г . Считаем, что обратная величина магнитной проницаемо
сти ^ и плотность тока J в пределах расчётной ячейки н*» 
меняются. Проводя интегрирование вокруг точки (у^г^) (под
робнее изложено в С I ]), получаем конечноразностное уравне
ние 



где 

А ] к = (0,5 ($ | к '+ .$р^ | + 5 > 4 > К + 5 н > к , 4 ) + 

^ к ^ к ^ к , 
С}к = (^,к-^ к-1

 + ^ к
Ь

к
) '

 Ь
] » 

]=2,3,...Д; к = 2,3,>М. 
Обычно разбиение проводится таким образом, что узлы раз

ностной сетки размещаются на границах области модели. В рабо
те для тех ячеек расчёта, через которые проходят границы об
ластей, вводится эквивалентная обратная магнитная проницае
мость • 

< ч / 1 ~ Г ] " •+ ^ 

(I) 
где у.'к  отношение площади ферромагнетика ко всей пло
щади расчётной ячейки. Если ферромагнетик занимает всю расчёт
ную ячейку, то у.к = I и тлеем обычную формулу для пересчёта 
обратной величины магнитной проницаемости методом нижней ре
лаксации ^ 

*"к = (1  * ) ^ и
 +

< * ^ к > 

где п —номер приближения. Если ячейка не срдсржит ферромаг
нетика, то ук = 0, и =>}0 = 1 /ц0 , где \М 0 магнитная 
проницаемость вакуума. Величина "^к вычисляется по следую
щей формуле 

.21 
^ = 2 Л т ( в ] к ) < 

1*0 
т целая часть от (В;к+1)/ ЛВ 2 , ДВ г  величина области 

аппроксимации. Массивы коэффициентов кусочной аппроксимации 
С 1 т вычислены заранее и заданы в виде одномерных массивов 
для конкретной стали так^чтобы функция ч(Вг

) и первая про
изводная пг В 2 была непрерывна в точках сшивания. 



Предложенная методика апробирована для расчета двумер
ной модели длинного электромагнита, который притягивается 
к ферромагнетику в форме полукольца, треугольника й " П . " 
образного (рис. I). 
. Для расчётов выбраны следующие параметры 

= 0,07 м, п г г 0,02 м, 
»•3 = 0,07 м, 

0,07 м, 
dl = 0,02 м, 
d T = 0,07 м, 
d> = 0,01 м, 

0,01 м, 
h $ = 0,01 м, 
h 6 = С,075 и, 
h, = 0,02 и. 

длина электромагнита I м. Магнитонровод изготовлен из стали 
Ст10, феррорельс Ст30. Обмотка изготовлена из алюминия.. 
Число ампераитков шесте в обеих обмотках 12 пА (средняя 
плотность тока 1,224 МА/м^). Принимаем, что на расстоянии 
I м от центра электромагнита векторный потенциал А равен 
нулю. 

Для проверки предположения о форме эквивалентной магнит
ной проницаемости бичи проведены исследования силы по оси г 
для феррорельса в виде полукольца F 2 f ) , треугольна • F z A и 
" П " образного F z n по отношению к весу электромагнита Р 

( Р = 845 Н ) от числа расчётных ячеек во всей области 
L x N и в области феррорельса L 4 * . Полученные результа
ты отображены в таблице I. 

Таблица I. Зависимость силы по оси z от числа расчётных 
ячеек 

L x N 
Л л '

Р F

z n '
P F

zn'
 F
zn r

zA' ' zn 

36 х 29 
42 х 29 
42 х 32 
42 х 40 
50 х 40 

16 х 5 
22 х 5 
22 х 8 
22 х 16 
3 0 х 16 

Ш , 82 
Ix,09 
11,40 
II, 31 
11,28 

10,43 
10,73 
10,96 
10,86 
10,82 

10,52 
10,83 
11,15 
11,05 
Я , 0 1 

1,028 
1,024 
1,022 
1,023 
1,024 

0,991 ' " 
0,991 
0,983 
0,988 
0,985 

z Г в зависимому табл. I видно, что силы г г П , Р 2 Л и Р 
сти от числа ячеек меняются в пределах нескольких процентов, 
а соотношения ^гП1^гП и ^ Л / Р 2 П .меняется в несколько раз мещ 
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Рис. I. двухмерная модель электромагнита. Феррорельс: 
а) полукольцо; б) треугольеик, в) " П "образный. 



яге. Но так как при более мелком разбиении расчётной области 
эквивалентная обратная магнитная проницаемость играет мень
шую роль, то можем считать, что в рассмотренных пределах раз
биения области предположение (I) верно. 

На рис. 2 представлено распределение модуля В= ( В2

, + В 2 ) 0

'
5 

индукции магнитного поля в воздушном зазоре по оси у при 
LxN = 42 х 32 для трёх форм фсррорельса. Так как число 
разбиений достаточно велико, то кусочноступенчатая картина 
значений В заменена гладкой. 

В табл. 2 представлены результаты расчёта сил по оси у 
и оси z отвеличины бокового смещения (по оси у ) центра 
феррорельса относительно центра электромагнита. 

Таблица 2. Зависимость сил от бокового смещения для электро
магнита с двумя катушками 

Л ,м F

yn
/F

zn F

zX
, P F

zn'
P F

yn'
F

2n 

0 
0,005 
0,010 

11,40 
10,74 
9,30 

0 
0,126 
0,266 

10,96 
10,26 
8,78 

0 
0,124 
0,255 

11,15 
10,40 
8,91 

0 
0,147 
0,295 

В табл. 3 представлены значения сил для случая, когда 
тлеется одна катушка на ярме. В этом случае меняется;а2 = 0, 
й5 =. 0,075м ,с!6 = 0, п 3= 0,0653 м, Р = 830 Н . 

Таблица 3. Зависимость сил от бокового' смещения для электро
магнита с катушкой на ярме 

Л, м 
w

p F

va'
F

zA 

0 
0,005 
.0,010 

10,52 
9,98 
8,83 

•  • с——— 
0 

0,134 
0,269 

10,08 
9,61 
8,57 

0 
0,125 

. 0,252 
10,38 
9,87 
8,62 

0 
0,145 
0,292 

Получаем, что сила по оси г наибольшая для феррорельса 
в виде полукольца, а сила по оси у для " П " образного фер
рорельса. 
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Рис, 2. Распределение магнитной индукции для феррорель
СОБ: I  " П "образный; 2  полукольцо; 3  треугольник. 
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РАСЧЁТ ЭЖСГРаДАШТШХ ХАРАКТЕРИСТИК З Ш Й З Щ О 
АСИНХРОННОГО ДВИГАТЕЛЯ С ПОПЕРЕЧНЫМ МАШТТКИМ 
потоком (ЛАДПП) 

Наряду с ЛАД традиционного исполнения (ЛАД с продольным 
потоком) разрабатываются ЛАД с поперечно замькаюгщодся магнит
шал потоком. Различные конструкции ЛАДПП описываются в [ I ] , 
а также в многочисленных авторских свидетельствах и патентах. 
В [ I ] приводится методика расчёта характеристик ЛАДПП, з 
различной степени приближения рассматривая взаимодействие с 
рабочим телом основной и высших пространственных гармоник бе
гущего поля. В [ 2 ] в рамках плоскопараллельного приближе
ния выведены уравнения электромаппггного поля ЛАДИЛ, в [ 3 ], 
используя результаты работы.[ 2 ], рассчитано поле идеального 
холостого хода двигателя с Шобразными сердечниками. В [ 4 ] 
разработана двухмерная математическая модель для электромаг
нитного расчёта индукционного МГДнасоса с Собразшали сер
дечниками индуктора. 

В настоящей работе рассматривается трёхмерная математиче
ская модель ЛАДПП, двустороннего (ДЛАД) или одностороннего с 
шихтованным обратным магнитопроводом (СЛАД). Выводятся мате • 
матические выражения магнитного поля, вихревых токов и инте
гральных величин взаимодействия первичной и вторичной частей 
ЛАД. Общим для настоящей работы и [ 24 ] является замена раз
делённого магнитопровода индуктора однородны?.! магнитноанизо
тропным слоем конечной толщины. При этом, как и в £ 2, ЗД, 
катушки обмотки моделируются прямоугольными токовыми контура
ми. Отличием является меньшее число допущений при решении по



левой задачи и более полный охват локальных и интегральных 
электромагнитных характеристик ЛАДПП. 

Обратимся к математической модели двигателя. Анализ про
воде,.; для случая Побразных сердечников (рис. I, 2), а впо
следствии распространил результаты также на Шобразные сер
дечники. ' ''«'V ; ;

'  1 у   ' 

* Свяжем декартову систему координат хуг с индуктором 
двттателл. 

По координате г , зададим четыре области с различными фи
зическими ; арактерястиками среды, высота и нумерация которых 
пояснена на рис. 2,а,б. 

Область I с электропроводностью & и относительной маг
нитной проницаемостью ^ = I соответствует реактивной шине, 
движущейся со скоростью и вдоль оси х . В случае ОЛАД И 
есть шеста реактивной шины, и область г<0 следует считать 
•идеальным магнетиком, соответствующим шихтованному обратному 
магнитопроводу. В случае ДЛАД высота реактивной шины равна 
2Ь , а плоскость 2 = 0 является плоскостью симметрии. В обо
их случаях граничные условия для поля при 2 = 0 совпадают. 

Области П и 1У ( с =0, м =1) соответствуют воздушному за
зору и пространству над индуктором. Таким образом, моделью 
учитывается рассеяние поля через спинку индуктора. 

Область Ш  однородный магнитноанизотропный слой (С=0), 
соответствующий набору равноотстоящих одинаковых сердечников 
индуктора и характеризующийся тензором относительной магнит
ной проницаемости. • 

0^0 ; 8  и,)< Н . 

Далее определим математическое выражение первичного тока. 
Введём следующие обозначения: ̂   зубцовое деление (рис. 1,а), 
т "число фаз, а  число смежных сердечников с токами одига
ковой фазы,N - число групп из сердечников, принадлежащих 
одзой и той же фазе; соседние группы соединены по схеме с фаз
ной зоной тг/т так, чтобы образовалось бегущее поле в поло
жительном направлении оси х . Понятно, что N  число полюсов 
индуктора, а - число пазов на полюс и фазу. Введём также обо
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7 . 

Рис. I. Двусторонний ЛАДПП: I  Побразные сердечники, 
2 - обмотка, 3  реактивная шина. 
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Рис. 2. Математическая модель ДАДПП, 



значения г.т^ г  полюсное деление, cx7r/f  волновое чис
ло. 

Как было сказано, обмоточные катушки заменяются токовыми 
контурами в плоскости z*&,b*h+cj (рис. 2,в). Для.описания 
трка ь отдельно взятом контуре введём двухмерную векторную 
функцию (с размерностью 1/м) 
Я . ^ ; с ; , с ; )  ^ Г * 0 ^ , )  5 0  с ; ] в С с я . | х 1 ) + 

. ļ ё„ i  единичные векторы, S  дельтафзаосция, 9 - еди
ничная функция. Укажем на равенство div Л -0. 

Будем считать, что амшштуда тока во всех контурах равна 
la*l/2'lwļa , где /  эффективное значение тока в фазе, w -

число витков катушки, а  число параллельных ветвей. Набор 
2Nm<i контуров, моделирующий гащуктор, разместим симмет
рично относительно плоскостей хшО,у*0 . Соответственно это
му зададим комплексную амплитуда'' поверхностной плотности то
ка • т N i 

fes)./, I < Г ^ £ г ШЖ (л* -л- ), 

величины C„,Ča,tt,t пояснены на рис. 2,в; tt*tM/2. 
Зависимость первичного тока от времени даётся соотноше-

!)(*,y,t) = Re J(x,Ļ/)eL" ļ где а  угловая частота. 
Аналогичные равенства имеют место для электромагнитного поля 
и вихревых токов; ниже вевде пишутся комплексные амплитуды 
этих величин. 

С целью учёта конечной ширины реактивной шиш будем счи
тать первичный ток периодической функцией координаты у , а 
(2)  определением этой функции на периоде |y|<L . , raeL 
полуширина реактивной шины, (аналогичный приём используется 
в [ 57 ], см.также С 8, с. 206 3). Можно доказать, что пе
риодизация первичного тока обусловливает обращение в нуль 
нормальной составляющей вихревых токов и касательной состав



ляющей магнитного поля, к плоскостям ^ » 1 ̂ • 
Перечисленных условий (имеете с условиями для поля на гра

ницах раздела сред и На бесконечности) достаточно для формули
ровки краевой задачи относительно уравнений электрэулгнитного 
цоля, решение которой проводится ниже. 

' На основании изложенного, определяемые по настоящей моде
ли характеристики двигателя  электромагнитное поле, вихре
вые токи, сила, мощность зависят от следующих 19 независимых 
величин: 

Согласно П*теореме [ 9 ] , при переходе к безразмерным харак
теристикам (например силе. Р=Р//*01В

Г ) последние можно выра
зить через 19  4 = 15 независимых безразмерных аргументов 
(4  число величин с независимыми размерностями в системе СИ), 
например, через величины 

первые 7 из которых получены умножением соответствующей раз
мерной величины (длины) на л ; £ = Д «'м/'*•*, *  0 1 */ и • 

Периодическая зависимость 3~3(у ) обусловливает аналогич
ную периодичность всех локальных величин, которые, принимая 
во внимание чётность составляющих вектора 3 относительно у 
(см. выбор значений/г в (5)), можно разложить по Фурье, ис
пользуя равенства 

' (4П)'Ь • (3) 

Ф.(р)'(4*1-У* \ 1<Р(к.3)е-
1(

Г*^ Лх^, (4) 

. <*щ~пк/1, п*/,х2у... (5) 

Здесь Ф  какаялибо составляющая векторов В, Н, Ё или 
вихревых токов } ; ф„  её образ Фурье. Имеет место равенст
во (ср. [ 10, с. 442 ]) 



где, как й везде далее, пределы изменения величин x,t/,f>,n 
такие не, как в (3)  (5), а звездочка означает комплексное 
сопряжение. . 

Займёмся определением фурьеобраза магнитной индукции 
<. Сперва выразим (в условиях настоящей задачи) составля

ете Вмщ, Bjn через Вх„ , для чего преобразуем по Фурье урав
нения div $ш0 и rot И 'О (

Б области I второе уравнение 
справедливо изза равенства 1* 0 , доказательство которого 
не приводим). В областях I, Л, ГУ (с учётом $ « ^ в Н ) имеем: 

t>^-%L'0, . (7)",(8) 
откуда, как из системы линейных уравнений, находим 

L - Щ %. А. - % г*-г К > (9) •С10) 

где гж«(Ъ*+ ̂ *)Т , а штрих означает дифференцирование по Z . 
-» -* 

В области ГУ, учитывая Ba/ipfi И , вместо (8) имеем 

а (7) не меняется, следовательно, 
в„^^Гд/^)в;„, Br-ij„£(jis/jt,)B^ (ID,сю 

А А 

Итак, в областях IГУ Вж„, В>3„ выражены через составляю
щую В1(Т, , которую определяем, исходя из уравнений для В в : 

[A-h*('"**y*f)}ei.O. АВ^-О, (13).(14) 

Ш Щ Щ Щ у0в*.о: ( 1 5 ) 

Преобразованные но Фурье уравнения (13)(15) имеют следующий 
•»кд: 



общие решения которых 

в:вс;сЬ5>л2/ в1~си-
г

^-*-
л)

, (16),и?) 
й , *С?псЬгп(г-Ъ) + С1 $Ьгй(г-Ъ), (18) 

Щ е й Мп(гЛ),С1 ЖЕ-*). (19) 
.где С  подлежащие определении коэффициенты; в (16) из сооб . 
ранений симметрии опущено слагаемое с р„ 2 ; в (17) учтэко 
условие ограниченности поля при г * *° . 

Для определения коэффициентов С .запишем преобразованные 
по фурье условия относительно В на границах между областями 
11У: • 

&•» = Б*„ , г*Ь, (20),(21) 
Ш/^-в^-г.о,., 2=5, (22),(23) 

Й  в£, в* А,  , 2=5./,. 
"

 / Г ^(24)^25) 
"Из всех соотношений, выполняющихся для вектора В„ при 2 = 

•Ь,$,!} + с1 I здесь приведеш лишь непосредственно используемые 
для определения величин С . Остальная их часть является след
ствием перечисленных: так, равенство В̂ , ВД при 2 = Ь сле

дует из (9), (10), (21) и т.п. 
Подставим выражения (16)(19) в граничные условия (20), 

(25), используя при этом соотношения (9)(12). В результате 
относительно коэффициентов С получим систему из 6 линейных 
уравнений, решение которой • 

Здесь введены следующие обозначения: 
(26) 

к. - * н (>, £ *г

» «.Г г. А. £ ; (27) 



' Рщ s/ij>,b.chr„5 ч r9chf„h.$hrnci , ( 2 6 ) 

Qn"f»
s,

'J
,


/

''
s/

";5
 + r

»
 c
^>c/irBSr, (29) 

R.-ft\l,shX.d*r„ch\cl, (30) 
* s , ^ , „ c u ; ^ r „ s a y ( . (3D 

V'. е'Щ^ *i
 2t
'

 St4?* -4 < (32) 
• " * sin(*/(2m)^t,p) ' k

<~ ' (33).(34) 

/\in=-(4irLY* 4icf: sin cxp.sincsqn . л (35) 
Итак, выражения (16)(19), (26)(35) определяют В„ ' 

при z>,Q , ас учётом соотношений (9)(12)  также В„,В . 
Само же поле определяется обратным преобразованием (3) (при 
условии его существования, что для рассматриваемой задачи не 
имеет места при zS вследствие задания первичного тока с 
помощью дельтафункции). 

Фурьеобраз вихревых токов находится путём преобразования 
уравнения j.rotH1 .. Окончательный результат имеет вид: 

. ^ ^ ( « . / м ^ В * I ] = -pr;*c(v>pv)Bl . 

Отметим соотношение *
e

}*j!t* - " » следующее из cuvj 
. Далее определим усреднённую по временисилу взаимодейст

вия первичной и вторичной частей ЛАД. Воспользуемся выражени
ем С & ] 

e.^R.§№V-4:*(te)lds. ( 3 6 ) 

где ?  сила, действующая на тело с поверхностью S ,п -
вектор внешней нормали к 5 . 

В условиях рассматриваемой задачи интеграл (36) приобре
тает следующий вид: 



Здесь P  сила, действующая на вторичную часть ОВД  об
ласть 1x14 00, |y|žL/<>»<z4h ; заведомо равная нулю усо*

ставляющая силы отброшена; интегрирование может проводиться 
при любом z из области П, разделяющей первичные и вторич
ные токи; в случае ДЛАД суммарное усилие, действующее на ре* 
активную шину (высотой 2h ), равно 2Fxem . На индуктор СЛАД 
•(или на одну сторону индуктора ДЛАД) действует сила?. 

Для преобразования выражения (37) используем последова
тельно равенства (6),(9),(10),(18). Окончательно будем имет^ 

A ē \ ^ / m Z J / , r B - < Č J n dp*-

Далее определим отдаваемую обмоткой усреднённую, по време. 
ни комплексную мощность Р»£+£ Рг , где^о.  активная и реак . 
тивная мощности; Pe»/;v«(? ,Q  джоулевы потери в реактив
ной шине. На основании теоремы .УмоваПойнтинга [ 12 ] Р

°-ns(S)*ns(£), где -П*(£)  поток вектораj£x#* .исходящий 
из полосы |xļ<«o/ļiy|<L/z-5 в направлении вектора >е*х', 

- аналогичный поток в направлении е х . 
Запишем выражение потока комплексной мощности через полр--

čy \x\<°o,\y\tL в направлении eK()z\<&>): 

(Здесь было использовано равенство(6)). 
Выразим П(г) через С „(г) . Для этого преобразуем по Фурье 

уравнения rof, t -iaB, и tuV i?»0 , последнее из которых 
. ет место в областях П. Ш. В результате получим соотношения 

из которых выразим t г ч, £ : 



А Л А А А 

Подставим в (38) и выразим Н х л /Н я. через 6 И , 
различая.при этом области П и Ш. 3 результате получим 

пщ~н£№)1\кв1к;^, 
Иохно убедгться, что ЯеЛ* = 0 , так как активная мощ

ность передаётся только реактивной шине; следовательно, 

Наоборот, реактивная мощность образуется из двух положи
тельных слагаег^х, соответствующих магнитным Потокам при 

и г>?3 : 
Р,1»П"С*) **>П«(3)  Н е I\г;< С'. б|, *Р -

Итак, интегральные величины г и Р выражены через коэф
фициенты С , определяющие фурьеобраз гсоставляющей поля 
А. 

в „ • 
Е заключение рассмотрим двигатель с Шобразными сердечни

ками индуктора, отличия математической модели которого от 
опис"ной ьыае заключаются в следующем (рис

. 3,а). 
Первичный ток задаётся равенством 

5-1 £ е <Ч
>"

<,

« 27 (-1)"' £ Г/Г+  л • .Я* Л 
. V, :, „Г/ ; V  (зэ) 

величины ся, пояснены на рис. 3,6; остальные обозначения име
• ют прежний смысл (см. формулу (2) и рис. 2,в). 

Кроме этого, в поперечном направлении размещаются "индук
торы" с" тет.ами противоположной фазы [ 58 ] . 



4 

•к» 

• 
2с, 2Ь 

Рис. 3. К математической модели ЛАДПП с Шобразннми сердеч
никами индуктора • 

В этих условиях в преобразовании Фурье ( 3 )  ( 5 ) и, следователь
но, во всех других выражениях необходимо полагать , 
п = *1,±3,... 

Образ Фурье у составляющей тока (39) равен 

СО 5 Г 1

л% У з* 
Л0^ получается из (35) заменой с на сув . Все осталыше 

математические выражения и смысл использованных обозначений 
не меняются. Стало быть, электромагнитные расчёты ЛАДПП с П
и Шобразными сердечниками различаются лишь соответствующим 
выбором величин 3 и ̂ .. .« 

Подытожим результаты работы. 
Построена трёхмерная математическая модель ЛАДПП с П и 

Шобразными сердечниками индуктора. Получены аналитические • 
выражения индукции магнитного поля, вихревых токов в реактив
ной шине, тягового и нормального усилий, активной и реактив
ной мощности. ^ 
' • Путём изменения тензора & и функции первичного тока J 

модель может быть применена для расчёта ЛАД с продольным маг
нитным потоком, а также для расчёта других конструктивных ва
риантов ЛАДПП. ~ 

Полученные выражения легко поддаются программированию на 
ЭВМ. Результаты расчётов предполагается опубликовать отдельно, 
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ОБ ИНТЕГРИРОВАНИИ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ СВОБОДНОГО 
ФИЗИЧЕСКОГО МАЯТНИКА В ГЛУБОКОЙ МАГНИТНОЙ 
ПОТЕНЦИАЛЫЮЙ ЯМЕ 

В работах С 14 1 на основании представления магнитной си
стемы в виде идеально проводящих витков с током изучается 
устойчивость двух типов частных решений  равновесия и орби
тального движения. Так как при этом используется метод функ
ций Ляпунова, вопрос об интегрировании уравнений динамики в 
упомянутых работах не ставится. Однако, этот вопрос представ
ляет интерес в связи с тем, что в системе магнитных тел взаи
модействие нецентрально. Это приводит к взаимосвязи уравнений 
поступательного движения центра масс и уравнений вращения' во
круг центра масс свободного тела. 

В этой заметке исследуется вопрос об интегрировании урав
нений в частном случае осесимметричных идеально проводящих вит
ков и глубокой магнитной потенциальной ямы в положении их со
осности. 

Пусть о, , X - цилиндрические координаты центра масс 
01 свободного тела, а 5 ,у , 9  углы Эйлера, определяющие 

его ориентацию относите ьно инерциальной системы отсчёта.Угол 
нутации *  угол между вертикальной осью .неподвижного сверх
. проводящего витка О К, ж осью симметрии поля 011?{ витка, при
надлежащего свободному телу, угол прецессии у - угол поворота 
относительно оси 0<£ , угод собственного вращения у  угол по
ворота вокруг оси 0,£,. . 

В случае витков в виде окружностей магнитной потенциальной 



энергией вблизи положения соосности будет [ 2 ] 

; и У*?
1 +£и** + 1)**$*, (I) 

где 

. Щ * , и?&' 2ап,к? * к* , 

С  оаддус колеи, '  расстояние от центра свободного кольца 
до центра масс тел?, к , к'  модуль и дополнительный модуль 
полисе эл'аштических интегралов К и £ , а коэффициенты 
Ц (1*о1>) вычислены в работе С 2 3. 

Можно оказать, что для произвольных витков, создающих осе
симметричное магнитное поле, формула для V отличается числен
ным значением постоянных коэффициентов. 

Если вместо цилиндрических координат точки 01 и углов 
Эйлера 1> , у , у ввести декартовы координаты х , у , г точки 
0Х и утлы ЭйлераКрылова * ,уь , ̂  , то выражением для Ц 
будет :'; '•^•,у-у''{'Н^- ••*.: .• ••.••••-•-••*••• 

Из (3) и уравнений динамики следует, что вертикальные колеба
ния по оси 1 не зависят от остальных координат. Они описывают
ся уравнением 

г. • С, с&> совЬ * С 2 4йгю61: , 

где сда = т^ ЦЙ  собственная частота, т. масса тела. 
: Области устойчивости равновесия численно получены в рабо

те £ 2 ],, В случае малых к. необходимым условием равновесия 
является неравенство 31|^2 > 0 , которое означает, что магнит
ная сила имеет характер притяжения. Устойчивость равновесия 
обеспечивается неравенством 3*11/^ > 0 . Для витков в виде 
колец можно получить аналиткчзские выражения для области 
устойчивое 1'й 

~  й'^Р < к* < ; с з  ' р • ( р « о , 



- п -

р~- ЩЩ. , 5*/«ваС ; Ф ( ,Фг , Ь  потокосцепления 
колец и собственная индуктивность,  магнитная постоянная. 

Для составления уравнений двиг.ения по остальным координа
там введём безразмерные переменные х=ха', $-уа

'
1 (сохраняя 

прежние обозначения), безразмерное время V = (оэ = г 
проекция угловой скорости на ось г ) и безразмерные параметры 

* (4) 
где А и С  экваториальный и полярный моменты инерции тела. 
Тогда на основании основного закона динамики, динамических и 
кинематических уравнений Эйлера [53 получим. 

ос" =  ю 
1

, Г л , 

j2>"  (/и'^л'2

^ -т$*'г' =-т$р (5) 

где í' 37с 
В силу нецентральности магнитного взаимодействия уравнения бо
ковых смещений центра масс оказались взаимосЕязаш" с уравне
ниями вращения. 

Рассмотрим случай быстрого вращения свободного тела во
круг оси поля (f1 ) , тогда совокупность (5) пре
вращается в линейную систему дифференциальных уравнений с по
стоянными коэффициентами • 



Введём комплексные переменные 

Тогда (6) примет вид 
| и." + т.^ и, - <• гп\ V-О л. . 

. V" - ¿ms.1T' +•. т.* V• * ¿"7* а * С . ( 7 ) 

З^рактерхсдическим уравнением системы (7) будет ' • I») 

Найдя его корни, мохно записать общее решение (7). Функции 
х , у ,<* , р. находятся выделением действительных и мнимых ча= 
стей и и V 

В двух частных случаях можно найти в явном виде собствен
ные частоты колебаний. 

Пусть маятник представляет собой тонкий стержень ("V = СА « 
« 1 ). Пренебрегая в уравнении (8) членами, содержащи

ми , ПОЛУЧИМ • 
КГ* + (т1

 + т , 1

) ^ ^ 4т?т$ -т\т\  0 . 
Это уравнение имеет решения 

1 [• ! < -т\ 1 \|(Т.1 + т\)Г  * ( Т Г ) ']^
Г 

Если свободное тело является длинным маятником ( п ' ^ а 1

^ I ), 
то уравнения (6) запишутся в виде 

где * т\ г 4й*пЧ* . 
Последние два у ранения представляют собой уравнения горизон
тального движения маятника при учёте вращения Земли. Они лег
ко интегрируются С 6 2. После этого два первых уравнения со
вокупности ( 9 ) становятся лине? шми неоднородными уравнения
МИ с постоянными коэффициентами, а общее решение ( 9 ) выглядит 

КГ = ± 

http://?ms.1T'
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так: 

+ A z ^
l

l ( c z

^)"
1

<b,>L ( c r + £ , ) j 

^ = A 5Ca5m,T + /1бsin иг/г +A p n * ("t*^Cc4,(êt+Si) + 

«, = A , *irUtar+Sf) + A^.nfcr + S ^ , 

4,.c = j_(< 4^T^| ). 
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О ВОЗМОЖНОСТИ СУЩЕСТВОВАНИЯ РАВНСЖТКОЙ ОПОРЫ, 
ОСНОВАННОЙ НА ЭФФЕКТЕ МАГНИТНАЯ П0ТЫЩИАЛЫ1АЯ ЯМА 

Б различных областях современной техники (приборострое
нии, энергетике и транспорте С I 3) в настоящее время важное 
значение начинает приобретать вопрос об использовании магнит
ной левитации. В частности, использование магнитно подвешен
ного тела позволит существенно улучшить тепловую изоляцию 
ротора криотурбугенератора, что представляет важное значение 
для повышения к.п.д. (по этому поводу см. С 2 Д). 

В ряде работ [ 35 ] изучаются вопросы об устойчивости 
магнитного подвеса, основанного на исследовании магнитного 
взаимодействия сверхпроводящих короткозамкнутых обмоток. 

В данной заметке изучается возможность существования опо. 
ры с магнитам взаимодействием идеально проводящих токовых ко
лец и одинаковой жёсткостью в осевом и радиальном направлени
ях. 

Пользуясь формулами для безразмерных вертикальной [}^ и 
боковой Ъ'уу жёсткостей, полученных в [ 3 ] , можем записать 

х ( *  « / 1 > ' 3 ( к'г* [ ^ , 1 ( с : - 2 К } * Е ] ^ 

• wXi.fr к»(*т* [ -К) - £] 1 , ИИ 

http://wXi.fr


 т е 

ще а.  радиус колец, Ь  собственная индуктивность, 
^ 1 ,4^.  магнитные потоки колец, р  отношение маг
нитных потоков, К (к.) и Е(к) полные эллиптические интегра
лы модуля к , у = Ц г И - отношение взаимной индуктивности 
колец к собственной, к'* * 4  к*. 

1 Тогда условие равной жёсткости имеет вид 

или 

(3) 
Устойчивость равновесия опоры в вертикальном направлении обес
печивается неравенством 

: : И « > о, 
которое в данном случае выглядит так 

(4) 
Одновременное выполнение условий (3) и (4) будет означать воз
можность существования равножёсткой опоры. Найдём решения (3) 
и (4) при малых и больших к , что отвечает соответственно слу
чаям удалённых и близкорасположенных колец. Воспользуемся раз
ложением полных эллиптических интегралов К и Е 16 3. При ма
лых 

С -S.il.!*-**! 
и 2 V 1 64 

(2п-<)Ц 

а при больших к . 

http://-S.il.!*-**


0,5 К 

 (7) 

(8) 

Тогда приближённые уравнение (3) и неравенство (4) при малых 
к запишутся в виде 

/ ±.оглк 1

р
1

р+ ^*<*к* >о, 

В6= и» ос* 1; , 

а при больших к 
р~'-2р + 4*С, (9) 
р

1  &р + ( > о . 
( Ю ) 

Корень (7), удовлетворяющий условию Р*-^} равен 

а (8) выполняется при р < ̂  Следовательно, уравнение 
(7) имеет корень, являющийся решением неравенства (8), т.е. 
опора будет устойчивой. При больших к уравнение (9) имеет 
корень р= { , а точное уравнение (3) будет иметь корень, 
близкий к 1 и удовлетворяющий неравенству (10). 

Решение точных уравнений (3) и неравенства (4) проводи
лось на ЭВМ. Результаты расчёта представлены на рисунке: ' 



Кривая I соответствует уравнению 1/^ = О , а решения неравен
ства и# > 0 находятся ниже этой кривой. Кривая 2 определя
ет решения уравнения = 1)^ . Тогда очевидно, что при лю
бых к корень уравнения (3) удовлетворяет неравенству ( 4 ) . 
Тем самым показана возможность создания равножёсткой опоры, 
основанной на эффекте минимума магнитной потекциатьной энер
гии. 
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ФИЗИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ИЗМЕРЕНИЯ ОБЪЁМОВ АКУСТИЧЕСКИМ 
МЕТОДОМ 

Элементной базой для автоматизации основных технологиче
ских процессов современного производства является возможность 
точного к быстрого измерения объёмов телдеталей. 

Основной недостаток распространённого в настоящее время 
метода измерения объёмов, основанного на гидростатическом 
взвеивании тел, заключается в необходимости дополнительной 
обработки объекта измерения (обычно парафином ) для предот
вращения смачивания. В процессе парафинирования изменяется 
также измеряемый объём, что необходимо учитывать при оконча
тельных вычислениях. 

Всё большее распространение в последнее время начинает" по
лучать акустический способ измерения объёмов [ I ] , основ

ным преимуществом которого является, при сохранении высокой 
точности измерений, экспресскссть и возможность совмещения с 
технологическим процессом. 

Акустический способ измерения объёмов основан на измене
нии резонансной частоты объёмного резонатора Гельмгольца 
(рис. 1) при помещении в него измеряемого объекта. 

Если трубу, закрытую с одного конца и имеюнопо одинаковое 
сечение по всей длине, можно рассматривать как сплошную колеба 
тельную систему, обладающую множеством нормальных колебаний 
и поэтому способную резонировать на множество гармонических 
сигналов, то у резонатора Гельмгольца, представляющего пре
дельный случай такой трубы с неоднородным по длине сеченном, 



горловина. 

тнера. 

Рис.1. Резонатор Гельмгольца 

•' все обертоны будут доста
точно далеко отодвинуты 
от основной частоты, кото
рую можно определить, рас
сматривая резонатор как 
линейную колебательную си
стему с сосредоточенными 

 параметрами. 
Если объём горловины SI 

гораздо меньше свободного . 
объёма камеры V (в даль
нейшем будем требовать, 
чтобы выполнялось соотноше
ние SI $ 0,1 V ), 'то при ко
лебаниях роль колеблющейся 
массы играет воздух в гор

ловине резонатора (воздушная поршневая мембрана массы M = oSl \ 
а воздух в камере, практически оставаясь неподвижным, выполня
ет роль пружины с коэффициентом сжатия к . 

Для определения этого коэффициента заметим,что при смеще
нии поршневой мембраны на расстояние dx .. возвращающая сила 
dF = kdx уравновешивается изменением силы давления в камере 
резонатора S dp , т.е. 

Sdp = kdx . " (I) 
Поскольку сжатие воздуха в этом случае можно считать адиабати
ческим, то из соотношения [3 J 

pV* = const, 
где |  показатель адиабаты (для воздуха равный 1.4), получа
ем, что dp = jpdV/V  ypSdx/ V , а коэффициент сжатия ра
вен 

S
2

JP 
_ V \ V , V • • (2) 

где с = \/ур/ о=^Т адиабатическая скорость звука, о  плот
ность воздуха при температуре Т, р  давление воздухе при 
данной плотности. 

Учитывая, что затухание в такой колебательной системе 



обусловлено потерями на трение и местными сопротивлениями, 
возникающими при движении поршневой мембраны, уравнение, опи
сывавшее смещение мембраны во времени под действием вынуждаю
щей периодической силы F0s¡nwt , принимает известный вид 

. m'x + bx. + kx = F0sin cot . ^ 
Поскольку, однако, акустическая волна в воздухе обусловлена 
действием периодического давления возбуждающей мембраны, то 
* написанном уравнении все величины лучше отнести к площади 
поршкзвсй мембраны, т.е. к площади горловины S , Тогда урав
нение (3) можно записать тан 

JIX + J!>X +РСХ sin cot , <
4

> 

где _/J = b/S 2

 приведенное трение; p0/S  приведённая амплиту
да давления мембраны, или удельное давление; 

>i= М IS*- ?l e / S ; le= I + * R / 2 ; S = 1TR 2 ; 

• ?c= k / S z = c 2

9 / V . 
В этом случае x = v имеет смысл скорости воздуха в горловине, 
т.е. скорости поршневой мембраны, а 0.= Sv  определяет рас
ход воздуха в акустической цепи. Q,= const; Sv = Ska„,pw,vK{wepi>l 

Если в уравнении (4) ввести стандартные обозначения 

(5) 
e<s.jy2j» » соо=Л1/>1; pu/}iS = X 0 , 

то оно принимает каноническую форму .>, 
х + 2«х + ы^х = X0sin cot, (g) 

интересующее лас частное решение которого имеет вид 

х = A sin (cot + у) ; 
A = X0/[«o

2

to
2

)
2 * ¿>a2

to
2

]
1/2 

(7) 

Í8) 

где А  амплитуда колебаний. 



(«О  " J 
где tp  фазовый угол мецду возбуждающим давлением звуковс: 
мембранп и смещением. 
' . Таким образом, если резонатор Гелылгольца рассматривать 
как последовательную акустическую цепь, то в ней роль реак
тивного сопротивления цепп играет величина 

УС 
t ü J 1

~ « ' (10) 
а полный импеданс равен 

Приведённые соотношения (4)  (II) показывают, • что резо
нансные свойства такой системы» как резонатор Гельмгольца, 
определяются взаимодействием между первичным источником aiqy
стических волн, каким является звуковая мембрана, и вторич
ным источником  поршневой мембраной в горловине резонатора. 

Как видно из выражения (7), скорость поршневой меу.браны 
опережает смещение мембраны на ír/2 , а давление на поршневой 
мембране или давление в горловине Р^^д опережает смеще
ние на К , 

V = A cocos (cot + у) = А со sin (cot + Y) > 
P ~  ACO2

SIN(COT + Ф) = AU/SINTCOT + S), / у 
горл

 1 4 • 
где Y = vf + ír/2; 9 = ip + tí . 
Таким образом,при со«ш0,когда сра=0 , \pair/2 и б^тг , скорое 
воздуха в горловине опережает на тг/2 звуковое давлегак воз
буждающей мембраны, а давление воздуха в горловшге находится 
в противсфазе с этим давлением. Поскольку при этих частотах 
импеданс камеры значительно превышает импеданс горловины, тс 
давление в горловине резонатора, т.е. на поршневой мембране, 
практически равно нулю. 

При <о»со0 , т.е. когда ipл зг; у»1Т/2; 6*0 , скорост 
поршневой мембраны в горловине отстаёт на я7 1 от звукового 
давлений возбуждающей мембраны, а давление в горловине совп 



дает по фазе с давлением возбуждающей мембраны. Посколтку 
при таких частотах импеданс горловины значительнопревышает 
импеданс камеры, то давление в горловине резонатора будет 
максимальным и приблизительно равным возбуждающему давлению, 
а давление в камере будет практически равно нулю. 

; Наконец, при а>кш0 , когда ц>=^тг/2»0 и 0*я72 , ви
дим, что скорость поршневой мембраны в горловине совпадает 
По фазе с возбуждающим звуковым давлением, а давление в гор
ловине опережает на я/2 давление возбуждающей мембраны и 
находится в противофазе с давлением в камере (причём 
? горл + ^кам = >̂

 и на<

3людается резонанс давлений). Отме
ти.; также, что резонансные значения смещений, скоростей и дав
лений вдвинуты друг относительно друга так, что ^ р е з х <. 

Наконец, учитывая в соответствии с выгаесказшлым, что при ма
лых и больших частотах давление в камере ведёт себя так же, 
фак смещение, т.е., что 

•
 н
ком ком ш ' 

а давление в горловине при малых частотах ( со « и>0 ) 

Р г 0 р л = ^ 2 г о с л  ~
0

'
 3 П Р И б 0 Л Ь Ш Х Р г о р л ^ и ^ Р 0 

можно проследить зависимость амплитуд скорости воздуха в 
горловине и давлений в камере и горловине от частоты (рис.2). 

Выг.̂ зим собственную частоту резонатора в формуле (5) через 
его геометрические параметры: 

г х .2 
О 5 Л1 

V 1„ V » 
где Б  площадь сечения горловины, I_ эффективная длина 
горловины, V  свободный объём камеры. 

Полученное соотношение не учитывает зависимость собствен
ной частоты от формы объёма, однако, как показано в работе 
С О , такая зависимость существует и заключается в изменении 
длины горловины на некоторую величину ДI(V) , определяемую 



Рис. 3. Зависимость амплитуды давлений в горловине резо
натора от частоты. 



формой сосуда и геометрией резонатора, т.е. 

Ы0 = ' ^Уй^ьШ ' ^ (15) 
где поправка Д1 (V ) для сосуда резонатора цилиндрической фор
мы.равна 

. Д Л ( У ) = 4   1 п
2

, 
3 V (16) 

п • высота сосуда резсчатора, Б  площадь сечения горлсви

С учётом ссотношения (16) формулу (14) можно записать в 
виде 

0 " С ^ ^ ( 1 ^ ^ / ( 3 1 ^ )) ' . 

где б диаметр горловины; б 0  диаметр основания сосуда; 
п  высота сосуда; формула (17) показывает, что поправка на 
форму объёма резонатора будет кесугсственной, если при п=1 е 

с1 <<с!о , т.е. в этом случае собственную частоту резонатора 
можно считать однозначной функцией объёма. 

Таким образом, принципиальный способ измерения объёмов 
при помощи резонатора Гельмгольца состоит в возбуждении и ре
гистрации вынужденных колебаний воздушного поршня в горлови
не такой частоты, при которой в системе наблюдается резонанс 
(в отсутствие измеряемого тела). Это позволяет при помощи фор
мул (14) или (17) вычислить свободный объём резонатора V (ес
ли резонатор имеет простую геометрическую форму, то величина 
V может быть определена аналитически). Затем в резонатор по
мещается измеряемый объект произвольной формы с искомым объ
ёмом V,., который уменьшает свободный объём резонатора до ве
личины V1 , а резонансную частоту ы 0 увеличивает до ш'0 

Экспериментально определив со0 , при помощи соотношений (14).; 

или (17) можно найти новый свободный объём V , а вместе с 
ю м и искомый объём V* , как 

\ = V  V . 
Однако, подобная реализация изложенного способа измерения 

объёмов на практике, в условиях конкретного производства, при



водит к трудностям, вызванным необходимостью определения объ
ёмов большой партии деталей, которые лишь незначительно отли
чаются друг от друга (объём детали в партии изменяется от 
V  до V"; только в пределах нескольких процентов или 

хпт глох 
даже меньше). Это означает, что точность измерений будет су
щественно зависеть от того, насколько адекьаттш соотношения 
(14) и (17) происходящим в резонаторе физическим процессам, и 
от того, насколько "чувствительны" указанные выражения к та
ким незначительным изменениям свободного объёма. Первый ис
точник ошибок, обусловленный несоответствием выбранной мате
матической модели колебательному процессу в резонаторе (т.е. ' 
истинная связь между со0 и V может иметь несколько иной вид, 
чем определяемый формулами (14) и (17), может быть исклю
чён использованием градуировоч1шх кривых, построенных для ря
да деталей с известным объёмом. Зти опорные детали могут иметь 
форму,отличную от той, которая присуща исследуемым объектам, 
но должны иметь объёмы, приблизительно совпадающие по величи
не с искомыми. Поскольку величина э.д.с, наводимой з приём
нике резонансна колебаний, является однозначной функцией ча
" стоты, то градуировочным кривым можно придать вид зависимо
стей напряжения от объёма детали (а не свободного объёма ре
зонатора) . Наличие таких кривых позволяет уже экспрессно на
ходить неизвестный объём, не прибегая к помощи формул (14) 
или (17). 

Что касается второго источника ошибок, вызванного малыми 
изменениями регистрируемого сигнала при незначительных измене
ниях объёма деталей в исследуемой серии, то он в значительной 
мере связан с чувствительностью самого метода измерений. 

Определим чувствительность данного метода по отношению 
к изменению свободного объёма как 

< ДА / А 
S v = T v T v ' ( 1 8 > 

где AV/V относительное изменение свободного объёма камеры; 
ДА/А относительное изменеюге регистрируемого сигнала. 

Поскольку датчики, применяемые для регистрации сигнале }, 
реагируют, как правило, на изменение акустического давления, 
проведён дальнейший анализ соотношения (18) для амплидуда дав



ленкй в горловине и камере. Используя соотношения (7), (8) 
и (II) для амплитуд давления в горловине и камере,получаем 

Pro?/, = Q Z r o p n = S V СО¿1 = S ыгу X , 

Р„"
Г 

Р Г 0 Р Л = [{CO
2

CO
2<

)
2

 + 4CC2

CO
2

]
1

/
2 ' . (19) 

Аналогично 

' росо| 
.

 Р к а д = [1со
2

со
2

)
г

+4с*
г

оо
2

Г'
г • С20) 

Д/^фереьгируя э*ж. выражения по « 0 и, замечая, что из соотно
шения (14) сЗ<и0   1/2<и0с1У / V , получаем для относительных из

м окяй амплитуд давления в горловине и камере 
АРГОРЛ 00о (СО2

И/) ДУ • 
РГОРЛ " КОО Г

)
2
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Г

СО
2 V ' (21) 

АР*ОМ _ СОГ
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Г
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2
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+ 4** СО2 V ' 

^ ^ ^ щ ^ Ш т ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ Ш ^ ^ Ш Ш ^ (22) 
Как видно из рис. 3,относительные изменения регистрируе

мого сигнала будут больше, если измерения производить на ча
стоте СИ , несколько меньшей, чем резонансная. Пусть 

_ о* = СО0  СО 
определяет необходачкй сдвиг от резонансной частоты. Тогда 

СО̂ СО
2  (СО0СО)(СО0+ СО) 2А"СО0 и выражениям (21) и (22) мож

но придать следующий приближённый вид : 

р г о р л  2(62+*Ч V ' 
А р к о и _ СО05/2  \ 6 7 * « г ) ДУ 
Р 5

2

+ ОС2 V ' 

В этом случае для чувствительностей горловины я камеры полу" 
чаем соответственно 



• со05'  ^р|? 
ЬУГОРЛ  2 ( 5

А

+ А
Г

) ' У К А М " 2(С5Г

+СК
2

) ' (23) 
Соотношения (23) имеют максимум при 6~=<х (более точный
анализ выражений (21) и (22) показывает, что минимальными 
эти чувствительности становятся примерно при о~"~сх//3). Под
ставляя в (23) о = «. , находил, что 

"о
/ 4

<* » 5 У к а м = со0/4<*  1 . ' 

Из соотношений (24) видим также, что 
8

Угорл _ /1 4 о С 
,1 

Выражение (25) показывает, что если 4ос«ы 0, то чувстви
тельности метода измерения в горловине и камере примерно оди
наковы, однако, если 4ос~со0, чувствительность метода измере
ния, связанная с помещением регистрирующего прибора в камеру 
резонатора,практически равна нулю,и метод не может гарантиро
вать высокой точности измерений. Дальнейший анализ выражений 
(24) требует проведения количественных оценок в отношешш по
казателя затухания системы ос. 

Для этого предположим, что резонанс давлений и скорости 
наступает при одной и той же частоте со0,и заметим, что при 
резонансе скорость воздуха в горловине совпадает по фазе с 
давлением возбуждающей звуковой мембраны. 

Таким образом,давление звуковой мембраны при резонансе 
приложено только к активному сопротивлению резонаторами дви
жение воздуха в нём аналогично попеременному вытеканию и вте
канию жидкости через сосуд с насадкой за счёт разности между 
звуковым и атмосферным давлением. При этом согласно (II) 

Р^Ро= ] Н а = К 5 У 0 , (26) 
где р 0 и У 0  амплитуда давлений возбуждающей мембраны и 
скорости воздуха в горловине; $  гоэффициент расхода жидко
сти, обусловленный местными сопротивлениями насадки и имею
щий оптимальные значения при длине насадки 1 = 3 * 4 , где 
б  диаметр горловины; §>  характеристика активных потерь 
системы. 



В зависимости от конструкции насадка, величина 0.624 %4 0.98 
С 5 1. При длине насадка I > 46 возрастают потери напора, 
зависящие от того, является ражим движения ламинарным или 
турбулентным, а величина X становится меньше 0.6. Поэтому 
для уменьшения активных потерь в резонаторе нецелесообразно 
выбирать длину горчовины I больше, чем 1=46 . При 1<3б воз
растают местные сопротивления^ £ также уменьшается: Из со
отношений (26) и (5) получаем 

откуда 

Для оценки заггективных значешш давления возбуждающей 
мембраны и скорости воздуха в горловине необходимо выразить р.+ 

через потребляемую мощность N источника акустических волн. 
Известно [ 6 ] , что если длины волн, возбуждаемых резонато
ром (Л = с0/f , с 0 скорость звука в воздухе, f  воздействую
щая частота) удовлетворяют неравенству dM<X/3 , где d M диа
метр пульсирующего источника звука, то его можно аппроксими
ровать малой сферой радиуса г0 . При этом 4irr(

2 = 'jrR* , т.е. 
r0 = R H/2 . Известно также [ ? ], что если «г 0«с 0, то опре
деляющую роль в распространении акустических волн играет 
таге называемое ближнее поле, в котором скорость 

V R  ^ S I N T C O T  K R ) 
соог* _ отстает по фазе от звукового давле

ния р = bcostcotкг) НА1Г/2. 
В этом случае ближнее поле не даёт вклада в энергию, пе

релагаемую среде источником звука. Эту часть звукового поля 
называют реактивной компонентой ̂и она характеризует только 
га  четическую энергию прилегающего к поверхности источника ко
лебаний воздуха, т.е. движение воздушной масси в ближней зо
не необходимо рассматривать как поток несжимаемой жидкости. 
Кинетическую энергию такого потока можно найти как 

W k = -1 JV2

dV = ^J?v2

4TRR
2

dr 



Обозначая скорость частиц воздуха в ближней зоне как 

V •.£~ЦПОД£Г)Л < 29) 

где А = р0/<д><», и пренебрегая в (28) 1/!? по сравнению с1/г0, 
где Я  расстояние, соответствующее границе камеры, получим 
после усреднения по времени для энергии, излучаемой единицей 
поверхности источника 

1Я 
будет равна 

к 4гв ' <»г

9<* ~ *? г

?Я и (30) 
Тогда энергия, передаваемая окружающей среде всем источником. 

| | • « 9 * 
или с учётом того, что \^ = Ы 0 есть мощность, излучаемая 
поверхностью отверстия мембраны, получим 

Р * = И о ^ ' И „  ( 3 1 ) 

Так как источник колебаний обычно выполняется в виде аку
стического трансформатора, для .которого излучаемая мощность 
Ы 1 равна 

5« .„ я5 

где Г?М  радиус мембраны; гл  радиус выходного отверстия дат
чика; то в выражение (31) необходимо щесто К10 подставить М^. 
Поскольку, кроме того, 

где ц  к.п.д. датчика 0 , 1 ? Ъ % ; N  потребляемая датчи
ком ющность; для эффективного давления получим 

* У Г? 1 . . (32) 
Отметим, что это выражение, с учётом принятых допущений, спра
ведливо для всего диапазона частот возбуждения. о 

Если N = 45Ю" 3 Вт, Я„ = 0,000 м, ГЛ = 0,001 м, 
о  1,25 кг/м3 (при I = 20°С1 и ц = 0,005, то 



Р З Ф ~ 159Я. Н/м 2

. (33) 
Соотношение (33) показывает, что даже при частотах воз

иуждения порядка 700 Гц, когда длина волны Л порядка 0,5 м, 
значения' р э < р не превосходят 46н/к^ , т.е. звуковые давле
ния в резонаторе весьма малы по сравнению с атмосферным 
давлением р д = 1,073. 10 « д ^ . Поскольку диаметр горловины 
резонатора гораздо меньше размеров поперечного сечения каме
ры, скоростью воздуха в камере по сравнению со скоростью его 
в 1̂ .*ловияе можно пренебречь и для определения скорости воз
духа в горловине при резонансе давлений в резонаторе можно 
т пользовать известкую в газодинамике формулу [ 2 

которую с учётом практической несжимаемости воз.духа при отме
ченных давлениях можно представить в виде 

Тогда с помощью выражений (34) и (32) для показателя за
тухания резонатора Гельмгольца гри резонансе можем записать 

к г Р 1 \ КлЫ 
^

г

? 1 * ' 4 у г Гу ( 3 5 ) 

Отметим, что полученному соотношению (35) для показателя 
затухания системы.можно доверять, с известными предосторож
ностями, лишь в небольших пределах уклонения от резонансной 
частоты. 

Рщращаясь к выражениям (24), характеризующим чувстви
тельности метода измерений, можем, учитывая, что I = 3,5 6 , 
записать 

г 
V Хпм

 (36) 
которое вместе с соотношениям

! 
1=3.5(1 и SL30.1V (37) 

позволяет проводить оптимизацию чувствительности метода изме
рения ПО отношению к измеряемым объёмам. 

http://Sl30.1V


Рис. 5 . Зависимости Тюказптеля счтухания и фазового 
угла от частоты. 



Для проверки полученных в работе соотношений был изготов
лен резонатор со свободным объёмом V = 2*7 . 10~А м 3

, дли
ной горловины I =0.04 м, диаметром горловины 0.015 м и вы
брана серия из 10 деталей, имеющих форму цилиндров со сред
ним объёмом 1.2 • м

3 и разбросом по объёму в пределах 
5%. . 

Градуировочные кривые, полученные экспериментально и тео
ретически, а также кривые сдвига фаз между давлением возбуж
дающей мембраны и давлением в горловине резонатора и показа
теля затухания системы « от частоты, изображены на рис. 4 и 
рлс. 5 и показывают удовлетворительное совпадение. Это озна
чает, что в случае измерения объёмов тел определённых разме
ров можно при помощи полученных соотношений предварительно 
определять чувствительность метода, необходимую для получения 
требуемой точности измерений. 
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ОБ ОДНОМ АЛГОРИТМЕ СЛУЧАЙНОГО ПОИСКА 

В настоящее время большое внимание уделяется созданию элект
родинамических устройств кассетирования, в которых управление 
положением группы деталей осуществляется при помощи электромаг
нитных сил [ I ]. При теоретическом анализе таких устройств 
возникает задача о расчёте равновесной конфигурации системы ди
полей во внешнем электромагнитном поле. Существенной особенно
стью этой задачи является локализация тел системы в замюгутой 
области. С точки зрения кассетирования интерес представляют си
стемы, состоящие из сравнительно большого количества тел (по
рядка 10*); это существенно осложняет как применение методов 
теории устойчивости, так и численное решение системы уравнений 
движения. Так, например, в [ 2 ] уравнения движения интегриру
ются простейшим методом Эйлера, который имеет ряд недостатков. 
Альтернативным подходом к решению этой задачи является непо
средственное применение теоремы Лагранжа о минимуме потенциаль

ной энергии [ 3 ]. Возможность реализации такой методики опре

деляется наличием эффективных алгоритмов многомерной условной 
оптимизации. Учитывая возможные сложности, связанные с вычис

лением полей реальных источников, представляется Целесообраз
ным с самого начала отказаться от градиентных методов оптими
зации. Один из возможных безградиентных методов, построенный 
путём модификации комплексалгоритма Бокса, был описай в £ 4 3. 
В настоящ(Л1 работе предлагается другой алгоритм минимизацЕИ, 
относящийся к методам случайного поиска. Потенциальная энергия 
системы диполей в магнитном поле выражается формулой С 3 3: 



где
 ;

^1К  расстояние между 1ым я кым диполями, выражен
ное в полярных координатах: 

В„ 'внешнее пояе. дипольные моменты определяются из ли
лейное системы уравнений 

ь.  I Р> _Р* 
(3) 

где V  объём ддполя,  намагничиваемость. 
Пусть .диполи локализованы на плоскости з круглой области 

радиуса Я 0 • Область ограничена немагнитным барьером. В поляр
ных координатах ограничения можно записать как 

06 * 4 £ Я 0 , . С <>...,« , (4) 

о б у>; < ая, с «*, • • (5) 
Кроме того, наложим ещё ограничения С 4 1: 

частично устраняющие' алгоритмическую многоэкстремальность. 
Для решения нелинейной задачи математического программиро

вания (I)  (7) целесообразно использовать алгоритм случайно
го поиска. Кал показано'в I 5 З с если для детерминированных 
методов число вычислений целевой функции растёт пропорциональ
но* <М ( М * 2Н  размерность задачи), то для методов случай
ного поиска  прояоршокально\/ М . Этот факт может оказать
ся существеннш в езязн с указанной многомерностью задачи. 

Для достаточно эффективной работы алгоритма необходима, 
яак Еравияо, адаптация,, то есть изменение длины шага или дру
гих характеристик в зависимости от условий поиска С 6 1. В 



 ЭО 

данноГ. работе выбран способ адаптации по длине шага, т„е. уве
личение длины шага в направлении, близком к направлению преда
дущего удачного шага. За основу способа адаптации взята идея 
[.7 7 , заключающаяся в следующем. Положение следующей точки 
поиска определяется по правилу: 

Х \ Д0>,0, 

ОС(1+окй;Л| /<1  X1

"'] о , й0,<0, 
(8) 

!где 2  случайный вектор, равномерно распределённый по еди
ничной сфере, лО. _ приращение целевой функции, X1 и /Т1

"' — 
радиусвектора текущих точек поиска на I ом и С£г)_~ом ша • 
ге, $1  угол между направлением предыдущего шага и 2 р 
<*~  коэффициент увеличения шага. Таким образом, пробная точ

ка расположена на кардиоиде (рис. I). В [ 7 1 этот способ 
адаптации предложен для задач безусловной оптимизации, и поэ
тому значение коэффициента °с равно 1/2, т.е. длина шага мо
нотонно невозрастающая функция номера шага. Для решения зада
чи (I)  (7) использовался способ адаптации (8) со значением 
коэффициента ос , равным I. Это .позволяет шагу увеличиваться в 
перспективном направлении. С целью сокращения времени поиска 
в алгоритм введён этап спуска по найденному направлению, опре
деляющемуся по направлению предыдущего удачного шага, с коэф
фициентом увеличения шага С 1> I (аналогично тому, как это де
лается в других алгоритмах случайного.поиска, например, Г 8 3) т 

Значение С д не меняется, т.е. минимум по данному направлению 
не ищется во избежание попадания в овраг. 

Весьма важен вопрос о способе учёта ограничений. Наиболее 
широко распространён способ учёта ограничений в виде штрафянх 
функций (барьерные функции, метод скользящего допуска я т,д„ 
Ц 9 3). В рассматриваемой задаче метод штрафных функций неэф
фективен, поскольку в ряде случаев минимум достигается на гра
нице (ограничения активны). Неприменим и способ учите ограни
чений, используемый в С 10], так как в этом алгоритме не ис
пользуется адаптация по направлению 

ы Другие современные способы учёта ограничений описаны в I II 7, 



Рис. 2. Сравнение хода поиска для алгоритма случайного поиска 
• (I) и алгоритма, описанного в I 4 ] (2). \У - текущее 
минимальное значение целевой функции, и - количество 
шагов поиска. 



Подходящий способ учёта ограничений позволяют, выбрать 
следующие физические соображения. В зависимости от конкретно
го вида внешнего поля при не слишком большой плотности дипо
лей (рассматриваемые случаи удовлетворяют этому условию)•ми
нимум достигается либо на границе, либо вдали от неё. Поэто
му естественно предположить, что, если процесс поиска привёл 
в область вблизи границы, то минимум достигается на границе, 
и в дальнейшем ход поиска будет осуществляться вдоль этой 
границы. Поэтому ограничения учитываются следующим образом: 
если пробная точка нарушает какоелибо ограничение на радиусы 
длина шага уменьшается в С2 раз. Как только пробная точка 
окажется в 8  окрестности границы и в неё будет совершён 
переход, то соответствующий радиус фиксируется на этой гра
нице, дальнейший поиск происходит в подпространстве, размерно
сти 1Л-1 , т.е. происходит редукция размерности. Подобный 
способ учёта ограничений был предложен в I 12 ]. 

Таким образом, общая схема алгоритма такова: 
1) Выбирается стартовая точка. Устанавливается £ = £ 0 

( £  радиус сферы в пространстве размерности М ). 
2) Осуществляется поиск по сфере радиуса р . Если найде

на точка с меньшим значением целевой функции, то переход к 
п.З. Если за заданное число проб ъ± такая точка не найдена, 
то радиус сферы уменьшается в С 4 раз. Если новое значение 
радиуса р / С1 меньше параметра ¿1 в первом критерии оста
нова (см. ниже), то поиск Прекращается; если нет, то повторя
ется поиск по сфере меньшего радиуса. 

3) Осуществляется переход в найденную точку с меньшим зна 
чением целевой функции. Происходит проверка второго и третье
го критериев останова (см. ниже). Делается пробный шаг спуска 
в том же направлении длиной С 2? (5 длина предыдущего ша
га). Если в полученной после пробного шага нсвой точке целе
вая функция не меньше, чем в предыдущей,  переход к п.4. В 
противном случае проверяется, не попала ли точка с лучшим зна 
чением целевой функции в с? окрестность границы. Если это 
так, то производится фиксация соответствующей координаты и 
редукция размерности, затем переход к п=,2. Если нет, то.потто 
ряется операция построения пробного шага спуска. 



4) Производится поиск по кардиоиде (8). Если за проб 
не найдена точка с меньшим значением целевой функции, то уста
навливается °  5 и совершается переход к п. 2. Если найде
на, то к п.З. 

Во всех случаях до вычисления целевой функции проверяется 
выполнение ограничений. Если они нарушены, то шаг уменьшается 
в С ь раз до тех пор, пока пробная точка не окажется В допусти
мой области. 

В данном алгоритме применены следующие критерии останова: 
поиск прекращается, ес."и: 

1) Радиус сферы станет меньше заданной точности 61. 
2) У\-3 раза подряд будет совершён переход с шагом, меньшим 

заданной точности 6 г. 
3) В течение последовательных и.̂  переходов значение це

левой фундии изменится меньше, чем на £ 3 .. 
Эффективность работы алгоритма существенно зависит от 

удачного выбора параметров. В табл. I приведены значения пара
метров, использовавшихся в программной реализации. 

В таблице 2 приведены найденные минимальные значения целе
вой функции и необходимое количество шагов поиска для некото
рых тестовых задач (внешнее поле однородно). Для сравнения 
приведены результаты расчёта при помощи алгоритма С 4 1. 

Табл. I. Численные значения параметров алгоритма 

С, с» ъ 6, ¿2 ¿3 
1,0 50 15 50 5 5 1,5 Т 9 0,5 0,1 0,1 ю

7 

Табл. 2. Сравнение описанного алгоритма случайного поиска 
 и алгоритма С 4 2, V/  наиденное минимальное зна
чение целевой функции, Ь  число вычислений целе
вой функции,М  размерность задачи. 

м Случайный поиск Алгоритм [4] 
м 

\ У 1, X V Ь 
е 
8 
10 
12 

0,6°23273 ы  з 
0,2о00347 102 
0,5879644 КГ"2 

0,01163758 

500 
1980 
4150 
В810 

0,8923273 Ю  3 , 
0,2572136 102 
0,5879645 102 
0,01163758 

820 
1140 
1840 
2100 



На рис. 2 приведена зависимость текущего минимального зна
чения целевой функции от номера шага (в сравнении с результа
тами, полученными при использовании алгоритма С 4 "}). Отме
тим, что при сравнении результатов в табл. 2 и на рис. 2 сле
дует иметь в виду неизбежные различия, обусловленные свойства
ми алгоритмов (различные критерии останова и т.п.). 

Многократные численные эксперименты, проведённые с програм
мной реализацией изложенного алгоритма, позволяют сделать сле
дующие выводы: 

1. Алгоритм достаточно эффективен для решения данной зада
чи многомерной условной оптимизации. 

2. Успех работы алгоритма сильно зависит от выбора числен
ных значений параметров алгоритма. 

3. Возможность достижения минимума зависи:* от стартовой 
точки, причём эта зависимость усиливается с ростом размерно
сти задачи. Слздовательно, в случае неуспешного завершения по
иска надо повторить поиск с другой стартовой точки либо с дру
гим набором случайных чисел. 

4. Существенное влияние на работу алгоритма оказывает ка
чество генератора случайных чисел. 

5. Как правило, изложенный алгоритм требует большего коли
чества вычислений целевой функции и, следовательно, большего 
машинноговремени, чем алгоритм, описанный в Г 4 ]. Втоже 
время он эффективно работает в некоторых случаях, когда алго
ритм С 4 ] оказывается бессильным. 

6. Как следует из рис. 2, применение изложенного алгорит
ма случайного поиска оправдано в тех случаях, когда требуется 
сравнительно большая точность определения минимума, либо алго
ритм С 4 ] по тем или иным причинам неэффективен. 
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Межвузовский сборник научных трудов 
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА АЙШТОТИЧЕСКОГО РАСШИРЕНИЯ ИНТЕРВАЛА 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

Рассмотрим задачу о тепловом потоке через область К с гра
ницей Г , изучение которой сводится к решению уравнения тепло
проводности в области /? с определенными начальными и граничны
ми условиями. 

Как известно [ I ], в этом случае эффективным алгоритмом 
исследования является метод конечноразностной аппроксимации. 
Однако, как указано в [ 2 ], для двумерной и тем более трёхмер
ной области Р1 приходится сталкиваться с двумя трудностями, 
связанными с размерностью и устойчивостью. Увеличение размерно^ 
сти приводит к тому, что приходится рассматривать уравнения с 
тремя и более независимыми переменными. Здесь следует проявлять 
осторожность, иначе число операций может легко превысить разум
ные пределы. Кроме того, в этом случае простейшим вычислитель
ным схемам присущи некоторые неблагоприятные СЕОЙСТВЗ в отноше
нии их численной устойчивости. Определённые вычислительные 
трудности могут возникнуть и вследствие других причин, как0 на" 
пример, разрывности начальных условий С I ]. Иногда с помощью 
интегрального преобразования Лапласа (ИПЛ) по времени Г удаёт
ся избежать некоторых из указанных выше трудностей (конечно, 
предполагается, что рассматриваемая задача линейна по £ ). Ос
новным здесь является то обстоятельство, что ИПЛ понижает раз
мерность и сводит параболическое уравнение теплопроводности к 
эллиптическому. В общем случае успех этой процедуры опред. гнет
ся возможностью решения преобразованной задачи и умением выпол



нять численное обращение. Ниже будет показано, что в некото
рых случаях необходимое численное обращение может быть прове
дено методом асимптотического расширения интервала (АРИ) [3]. 

Для выявления сути дела рассмотрим следующую задачу (пред
полагается, что для всех поставленных ниже задач решение су
ществует и единственно): 

Э«/#« д\/дх**С1(х)и*{(х), и(0Я=и(1,^0, ' 

ц(х,0)-И(х) , 0< х 4 ',. 

Исключая Т из (I) с помощью ИПЛ, получаем 

рй(^р) -к(х) - д'а(хь)/дх* . с}(х)й(х,р) *{М/р, й(0,р)*й(1,р)*0. 
(2) 

Предположим, что мы умеем находить «(х,/Э) из (2) при 
комплексных значениях параметра преобразования Лапласа р , на
пример, с помощью конечноразностной аппроксимации. Это равно
сильно тому, что мы знаем численные значения изображения 
й(

х

.р) • Теперь, воспользовавшись некоторым алгоритмом при
ближённого обращения преобразования Лапласа, можно найти зна
чения искомой функции и(х,$ . Успех зависит от того, насколь
ко удачен алгоритм обращения. В данном случае весьма эффектив
но применение метода АРИ. Однако для метода АРИ,кроме значений 
изображения й(х,р)} необходимо иметь асимптотику и(х^) при 
г»•«*» . Данную асимптотику можно определить с помощью различ
ных приёмов. Укажем один достаточно общий способ, основанный 
на следующем предложении [ 4 ]. Если все собственные значения 
[ Д к |. проблемы ШтурмаЛиувилля 

КШфШ'ШШ А(о)-АО)=о ( 3 ) 

отрицательны, то при 

; ЩО^иЮ^Кс**), ( 4 ) 

где А,  максимальное собственное значение, в'и(х) удовлетворя
ет уравнению: 

«'(*) * "(*) * и ( О ) ~ ц ( 1 ) ш 0 . (5) 



Отсюда необходимая для применения метода АРИ асимптотика 
u(xtt) при t».• О» находится посредством алгоритма, решаю
щего задачу (2). При необходимости оценку (4) можно уточнить. 

Данные результаты легко обобщить ва проблемы более слож
ные,чем (I). Так, например, рассмотрим следующую задачу: 

оди/dt * div(* <jrad и) - <ļu, xeR ; (б) 

где sc(x) - непрерывна вместе со своими первыми производными 
в области/? , включая её границу Г • т.е. R; о(х) ж <ļ(x) 
непрерывны в й ; <х(х) и ji(x) непрерывны на границе Г ; 

о(х)>0, x(x)>0/£f(x)>,0, xeR; *(х)>0, р\(х)*0,<х*р>0, хеГ; 
п  внешняя нормаль к границе Г . Применяя к (6) ИПЛ , полу
чаем 

d/v(x cjrad а)~(<1*(зо)5 .рм, =0, xeR; 
{сей *рди/дЙ]\шО. . 

Предположигл, что мы умеем находить и из (7) при комплекс
ных значениях параметра преобразования Лапласа р , например, 
с помощью конечноразностной аппроксимации. Требуемую для ме
тода ЛРИ асимптотику u(x,t) при t»*О» можно определить 
следующим образом. Допустим, что для решения задачи (6) приме
ним метод Фурье. Тогда [ 5 ] ' 

ОС 

•Ja 

. (8) 
где г я . . 

} * ( 9 ) 
•а Хк и $кМ, к = 0,1,2,...  собственные значения ж собствен
ные ортонормированные функции следующей проблемы ШтурыаЛиу
вилля: 
-div{*gradu)*(ļu «Aou, xeR- £<хц *рди/дп-0. 



 104 
Не ограничивая общности, допустим, что Ао.О , тогда [ 5 ]: 
О»А, < A f í А. <А 34 ... и Afc»*«» при к * + <*> . Предположим, 
что, используя некоторые вариационные методы [ 6 j, мы можем 
определить N первых собственных значений и соответствующих 
собственных функций проблемы (10). Тогда из (8) получаем не
обходимую для АРИ асимптотику 

?ke*p(-*kt)A(*)*0(*xp(-*N.it)) , f í m 

причём для каждой конкретной задачи всегда можно определить 
такое 0 < Мн (V, 3) < * *>, что при t > В > О 

]u(x,t)-tjkeKP(-\t)i}k(*)\ < o , m ) ~ k  w ; . ( I 2 ) 

Теперь, используя результаты [ 3 j, имеем 
u(x,t).S(tj) + R(t,T), t*[o,T), ( I 3 ) 

где 

k.1 » — (14) 

о. И  (15) 
причём 

\RM(tj)\(MjK,b)exp[A^(t*TO]ZBT>S, ^ 

т.е. получаем приближённую формулу 

*.о (I") 
Напомним, что Ч'(г)  опорная функция метода АРИ определяется 
следующими условиями: 

1) 4*60 аналитична в круге \z\ <• 1; 
2) на окружности |z|. 1 V(z) имеет конечное число полюсов 

3) при |Z|?1 f(z) разложима в ряд Лорана 



где /  натуральное число. 
Отметим, что в (14) вычеты вычисляются в полюсах функции 

Ч
,

(е-
т

Р) , т.е. в точках, где е"7

>«г<г • к = 1,2,...;т . Так, 
например, если взять У (г)* 1/(1-гх

) , то 

(19) 

Г к.о 5Н(1*АкТ) (20) 
Таким I образом, с помощью метода АРИ мы получили приближённый . 
алгоритм, который по существу является естественным объедине
нием аналитического метода (ИПЛ) и двух приближённых: конеч
норазностного и вариационного. Для нахождения практической 
оценки погрешности счёта по формуле (17) необходимо знать по
грешность решения задачи (7), а также точность определения Хк 

и Т̂ С*) . Заметим, что чем больше N , т.е. чем больше удалось 
определить первых собственных значений и собственных функций, 
тем меньше 7 можно брать в соотношении (13) (при t >Т 
определяется из (II)), что в свою очередь позволяет уменьшить 
число точек р'рк , в которых необходимо определить й(х,р) , 
т.е. решить задачу (7). С другой стороны,чем меньше/V , тем 
большим надо полагать Т , т.е. увеличивать число точек ртрк , 
в которых при каждом фиксированном х необходимо определить 
ПСх.р) . В (13), (15) и (16) можно перейти к пределу при 
N • • •» . Получаем 

Л^ке-^^к(х)Н>{.хр(1ЛкТ)), Т>0. . 

Соотношение (21) можно интерпретирозать как среднее между ре
шениями задачи (6), полученными методом Фурье и методом ИПЛ. 

' В качестве численного примера рассмотрим задачу с разрыв
ным начальным условием: 



где 
2*, 
0,75, 
1-х. 

Oé х < 0,5, 
X'0,5, 
0,5 <XÍ 1 

решение готорой методом конечноразностной аггароксимацяи тре
бует б льакх затрат машинного времени [ I ] . Исключая I из 
(22) с помощью преобразования Лапласа, получаем 
*«(х,р}-г(*) = д1й(х,р)/Ъ х1 * *г

а(х.}>), й(0,р)-й(1.р).0 . ( 2 4 ) 

Решение задачи ч изображениях имеет вид 

у* t.3shy(x- 1) 'л sh У(Х-1) 
2v'ch»/2 4v'sbv/2 

0*x¿ 0,5, 

0.5 <*í 1, 

(25) 

где V'(b-x')i . 

Легко показать, что при 

u(x,t). 6/n* • sin nx * 0(в''4

) . (2g) 

Используя результаты [ 3 j, можно доказать, что при te[Q,T] 
справедливо представление 

u(*,1).S(t,T)-R(t,T), (27) 
где 

Rítjj-Ze- {u(x,t*2Tn)+et

/
T

u(x,2Tn-t)} . 

Согласно методу АРИ для приближённого вычисления R(t,T) ис

пользуется асимптотика (26) и при Т» 

6 sin vx 1*et/r 

' е-1 
* Ote-*'7

) 
г е

"' (30) 
Для вычислекчя u(x,t) имеем следующую приближённую формулу 



Таблица I. 
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Таблица 2. 

0 
0,02 
0,04 
0,06 
0,08 
0,10 
0,12 
0,14 
0,16 
0,18 
0,20 
0,22 
0,24 
0,26 
0,28 

0,600000 
0,573420 
0,537369 
0,517261 
0,505954 
0,499652 
0,496156 
0,494220 
0,493149 
0,492556 
0,492229 
0,492047 
0,"491917 
0*491892 
0,491861 

0,600028 
0,573451 
0,537355 
0,517258 
0,505963 
0,499648 
0,496152 
0,494227 
0,493148 
0,492552 
0,492234 • 
0,492049 
0 491945 
0,491901 
0,491874 

и(0,5 Л) 
0 

0,02 
0,04 
0,06 
0,08 
0,10 
0,12 
0,14 
0,16 
0,18 
0,20 
0,22 
0,24 
0,26 
0 28 

0,725000 
0,622066 
0,610799 
0,608518 
0,608049 
0,607952 
0,607932 
0,607928 
0,607927 
0,607927 
0,607927 
0,607927 
0,607927 
0,607927 
0,607927 

0,725163 
0,621779 
0,610924 
0,603553 
0,607958 
0,607990 
0,607971 
0,607939 
0,607939 
0,607970 
0,607882 
0,607921 
0,607975 
0,607693 
0,607908 

Таблица 3. 

и(0,7,0 «,(0,7".О 
0 

0,02 
0,04 
0,06 
0,08 
0,10 
0,12 
0,14 
0,16 
0,18 
0 20 
0,22 
0,24 
0,26 
0 28 

0,300000 
0,401193 
0,444499 
0,466019 
0,477617 
0,483976 
0,487487 
0,489425 
0,490497 
0,491089 
0,491417 
0,491598 
0,491699 
0,491754 
0,491785 

0,300084 
0,401210 
0,444492 
0,466017 
0,477622 
0,483976 
0,487484 
0,489428 •;. 
0,490495 
0,491086 
0,491419 
0,491597 
0,491693 
0,491751 
0,491775 



u M « S ( t j ) - ^ i ^ - ^ f - t t 6 £ 0 , T j . (31) 

Результаты расчётов для х = 0.3, 0.5, 0.7 приведены в табли
цах т+з. Через u(x,t) обозначены значения, полученные мето
дом разделения переменных, а через ̂ (х, *)  значения, вычис
ленные по формуле (31) при Т =0.3. Для нахождения соответст
•тзсих результатов на машине GE 400 потребовалось I минута 

машинного времени. 
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0 ВЫПУЧИВАНИИ 1ЩИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК 
ПРИ ДИНАМИЧЕСКОМ ВНЕШНЕМ ДАВЛЕНИИ 

К настоящему времени опубликовано большое число работ, 
посвященных проблеме выпучивания цилиндрических оболочек при 
действии нестационарного внешнего давления. Введённая в С I 3 
классификация нагрузок на "импульсные", "динамические" и "ква
зистатические" позволяет по такому же принципу разделить и из
вестные исследования. 

Выпучивание цилиндрических оболочек при "импульсных", 
кратковременных нагрузках высокой интенсивности, сопровождав . 
щееся значительными пластическими деформациями и развитием 
очень высоких окружных форм, рассматривалось в работах С 25 3 . 
Специальных исследований для более продолжительных, но дости
гающих меньшей величины ("динамических") нагрузок, видимо, не 
проводилось. Очевидно, для них также характерно образование 
пластических деформаций до начала интенсивного неосесимметрнч
ного ныпучивания. При этом, согласно С I Л, номера доминирую
щих окружных форм выпучивания значительно ниже, чем при "им
пульсных" нагрузках, но намного превышают номера доминирующих 
окружных форм при статической потере устойчивости; кроме того, 
может быть существенен эффект инерционности осесимметричного 
обжатия оболочки С 6 3. Такое нагрухение можно назвать "быст
рым" динамическим нагружением. Решение задачи динамической по
тери устойчивости при этом необходимо проводить в упрутоила
стической постановке. 

При "медленном" динамическом ("квазистатическои" в терми



IIO

нах CID) нагружении номера доминирующих окружных форм выпу
чивапт! ненамного выше, чем при статическом нагружении; инер
ционностью докритического осесимметркчного обжатия можно пре
небречь. Критическая величина давления, согласно данным экс
периментов Г 71011, в несколько раз превышает критическое 
статическое значение. В этом случае возможна динамическая 
потеря устойчивости в области упругих деформаций и оправдано 
решение задачи ? геометрически нелинейной, но физически ли
нейной постановке С II—14 1. Особое внимание в этой связи 
привлекаэт работа С 14 3, в которой решение нелинейной систе
мп уравнений движения построено с учётом взаимосвязанности 
конечного числа окружных форм выпучивания. Величина критиче
ской динамической нагрузки (критического импульса) определя
лась в этой работе, как и ранее в Г 63, по моменту наиболее 
раннего появления пластических деформаций. Кольцевые напряже
ния при этом рассчитывались для каждой окружной гармоники в 
отдельности. Следует отметить, что такой метод расчёта напря
жений может привести к сильно завышенной величине критической 
нагругки, поскольку в результате суперпозиции всех интенсив
но растущих форм выпучивания на поверхности оболочки образу
ются зоны, в которых прогиб и напряжения оказываются значи
тельно большими, чем если бы они вычислялись для каждой от
дельной формы. Именно в этих зонах и возникают первые пласти
ческие деформации. 

В настоящей работе при решении задачи о "медленном" дина
мическом нагрудении рассмотрены следующие вопросы. Вопервых, 
на основе методики, изложенной в С 15 3 , проиллюстрирована 
процедура определения формы выпученной поверхности оболочки 
и расчёта напряжений в ней при линейно возрастающей во време
ни •'«грузке. Зовторкх, исследованы некоторые особенности ди
намического выпучивания оболочки при различных скоростях на
гружзкия. Втрстьих, на основе сравнения полученных теорети
ческих результатов с некоторыми известными экспериментальнь.
ыи данными показана применимость двух возможных критериев 
определю/ :я критической величины динамического внешнего дав
ления. ••'  • '• 

Предполагая, что осесимметричное напряженное состояние. 



имеющее место накануне интенсивного неосеспмметричного выну . 
чивания, безмоментно и однородно, для описания процесса неосе
симметричного дефоргзгровашш ортотропной круговой цилиндриче
ской оболочки будем использовать известные уравнения среднего 
изгиба в смешанной форме: V р 

А

* * эх
5 + м

"
+ г / |

« '
)

э »
3

э р '
+ / ?

" э<^
 + я" ~эх~1Г

~ " 
, / э V \ * э У э У / э У ^ э У ° э У , 

\ЭхЭ^/ эх,* эу* \эхэ ^ у э х * . 

* э*Ф , а У э̂Ф + э У а̂ Ф _ э У э̂ ф _ 
" л э х * э х

Л

э ^
+

э < / * эог? ЗхЭ# 9 х Э ^ ~ 
./° э У _ . , о зЧАГ _ дЧг_ 

э х * ^ эу* ^ э ^ ' ( 2 ) 

где X и 4  продольная и окружная координаты; V ( X , у'^Ь) 
и 1о г 0(х,^)  пол1шй к началышй прогиби; Ф(х,^}^,)  функция 
усилий; Ь ,{у ,Я/  длина, толщина, радиус срединной по
верхности и масса единицы поверхности оболочки; Л¿y и Я^"  ' 
компоненты матриц податливости и изгибной жёсткости ортотроп
ного материала. Принимаем, что Мх = 0 , М^ = -^,Ц/ . 

Предполагая на торцах оболочки условия шарнирного опирания, 
аппроксимацию полного и начального прогиба выбираем в форде, 
аналогичной С 14 ] : 

А/ 

П/0 иМ>Л 0 произвольные целые числа. 
Не останавливаясь на процедуре решения, изложенной в 1̂  15 3, 

укажем лишь, что исходная задача сводится к интегрированию для 



Ъ1и>%±^= ^ А ^ & п Х , 11 М^ЮЮ^ъЦ . (4) 
Функция усилий имеет вид Л"

Л

<> • 
М г Л. ({•) с 

Т Т 17/» ̂  л < « 

Выражения для коэффициентов 1 т п , . 1т„ , Чнги, 1*т^ , -, 
С/пм £тС) » золящих в (5), приведены в С 15]. 

Согласно принятой исходной модели КирхгофаЛява, напряже
ния в произвольной точке однородной ортотропной оболочки опре
деляются через прогиб и функцию усилий посредством формул 

Л

* " ' ^ эхэу 6 6 дяду ' (6) 
где %  координата, отсчитываемая от срединной поверхпсти 
в направлении внутренней нормали. 

Если исходить из одночл^шой аппроксимации прогиба 

то после применения процедуры БубноваГалёркина к (I)  (2) 
для определения каждой из функций Ц^Ц.) получаем обыкновен

каждого фиксированного номера (УЬ осевой формы выпучивания си
стемы N0,0+1 нелинейных обыкновенных дифференциальных урав
нений относительно функций Угпп/^^ . 

После определения функций Мщ^,^) прогиб оболочки может 
быть найден суммированием ряда Фурье 



 из 

ное дифференциальное уравнение. 
Прогиб оболочники функция усилий при,этом имеют вид 

Напряжения, как и прежде, определяются по известным иГ(%М9ЪУ 
к *Р(х,^^) посредством формул (6). 

В качестве примера рассмотрим оболочку из дюралюминия с 
Ь = 0,2 м, & = 0,09 м, К = 8*104

м. Результаты испытаний 
таких оболочек при динамическом внешнем давлении приведены в 
С 7 1 .Для проведения расчётов необходимо знать начальный про
гиб Ы°(Х}^') или значения коэффициентов Фурье Ь/^п, для ин
тенсивно развивающихся форм выпучивания, которые необходимо 
учитывать при суммировании рядов (4), (5) или (8), (9). В 
указанной работе такой информации не содержится. Примем зави
симость 1л/,_„, от т, и Л/ в виде , , 

где I = т/2 при пь чётном и Ь = (гги + 1)/2 при (го нечётном, 
•и положим ЛТ/*= I, Л/* = 4, 6 ^ = 5, 6^ = 5, CU0 = OiOZ К. 
Внешнее давление будем считать линейно' возрастающим во вре
мени: Начальные условия зададим в виде 

Рассмотрим сначала случай V = 6500 ат/с. На рис. I сплос
ной линией приведены результаты расчётов с аппроксимацией про
гиба (3) при ГЛ/ = 1,Л/„= 5 и двух значениях М . Как видно, до
полнительный учёт в (3) члена с ГЬ= II в рассмотренном времен



I. Сависимости ^/^(Г) при расчётах с учётом взаимосвя
занно с та окружных форм (сплошные линии) приПр= 5, 
N = 10 (а) и тЪо = о, N = II (0). Штриховые линии 
результаты, полученные без учёта вэаимосвязанности 

' • окружных форм. Числа у кривых  значения ги. 



ном интервале ; практически не отразился на 8аВКСЖМОСТЯХ 
Win, для форм с = 5 *• 10; са»ш же функция W<,« <Т> 
при 0 t-VL 16 по модуле значительно меньше, чем остальные. 
.Как показали расчёты, добавление в аппроксимацию (3) ченоз 
с Л/= 4 и П/ = 12 не вносит при Тс 20 скатькпбудь геметнкх 
изменений в приведённые на рис. 1,6 зависимости W < f l /(C) 
для гармоник с П/= 5 * II, а функции (Т)\ u \Vjni(V}[ 
в этом временном интервале весьма маяв, 

Результаты расчётов при Ш/ = 2 и т = 3 п различных ГЬ̂ М 
показали, что интенсивное выпучивание по этим фораам начина
ется значительно позже, чем по форме с r>V= I. ИСХОДЯ из выпе
изложенного, при определении прогиба и напрякекпЗ в дальнеЙ
шем полагаем П\= I, М ~ I, п0= 5, Л'' = 10. 
_ Штриховой ливней на рис. 1,6 изображены зависимости 
W 1 t v (XT) , рассчитанные с использованном s&npOKcnteefSn. 

(7). Как видно, до момента Т ~ II кривые, полученные при мно
гочленной и одночленных аппроксимациях прогиба, совпадают. 
При больших временах учёт в^аимосвязанности окрухчых форм вы
пучивания приводит для всех рассмотрены';х значений rv к замет
ному уменьшению iWJ[VCC)l. 

На рис. 2, а приведены зависимости 'иГ(^) в еечешта 
Х = L /2 (к этому сечению относятся и все последующие резуль
таты) при X в 13. Сплошная лкгоя соответствует реданаю с кг о
гочлешюй аппрокекмацпей прогиба, штрихпунктирная  с оддо
членной. Как видно, макекмальиая величпкз прогиба уже в этот 
момент времени различается весьма сильно. 

На рис. 2,6 проиллюстрирована тратагфоркяцяя формы поверх
ности оболочки во времени, йггересне отмепггь, что мяксималь
иая величина прогиба в интервале* 15 *• Т< 19 остается врактвче
ски неизменной, но непрерывно меняется местсаотэкение зон нацт
более интенсивного шаучиваквя. Так» например!, в момент С =15. 
моксинук прогиба при вштучввааав Вовнутрь, ДРСТВРЛЛСЯ в точке 
А с координатой у = 0.0&ХК». а в memetss'C = I35  ч »о«та" 

х } ( « з р а з м о р н о е в р е м я L-tcfZL , г д а С  ^ г ^ и * * } , * » Е . 
ф - м о д у л ь у в и г г о с т м . вюэффщвент П у п с о е н а в павгсиоотА миав-

[Ч'1ЛН П О Л О Ч К И . 





6 с координатой ̂  = 0,272ХЯ/. Следует подчеркнуть, что по
лучить такую трансформацию формы поверхности оболочки в про
цессе динамического выпучивания можно лишь при учёте взаи.о
связанности наиболее интенсивно развивающихся окружных форм. 
Как показали расчёты, при решении с одночленной аппроксима
цией прогиба координаты точек, в которых 11̂ (̂ )1 максимален, 
с течением времени практически не меняются. 

Введём далее в рассмотрение интенсивность касательных на
пряжений 

На рис. 3 приведены зависимости Т(Т) ., полученные при расчё
тах с многочленной и одночленной аппроксимациями прогиба. Кри
вые построены в различных точках сечения Х=Ь/2. ;• точки, ко
торым соответствуют кривые I, 3+5, указаны в скобках (см. обо
значения на рис. 2). Кривая 2 относится к точке у = 0,544 
Как видно, вплоть до момента Т ~ II зависимости Т(Т) » рас
считанные с обоими видами аппроксимаций прогиба, практически 
совпадают (см. кривые I и 5). При больших временах они карди
нально различаются. 

Все приведённые на рис. 3 кривые достигают максимума в 
различные моменты времени. Это связано с отмеченным выше изме' 
нением во времени местоположения зон наиболее интенсивного вы
пучивания. Поскольку величины максимумов у зависимостей Т(Т), 
построенных в разных точках оболочки, различны, необходимо 
найти такую точку {х* у* 2* ] , интеноивность касателыгас на
пряжений в которой раньше всего достигает заданного предела 
текучести . Будем называть эту точку наиболее опасной, по
скольку именно в её окрестности образуется первая локальная 
пластическая зона. Проведённые расчёты показали, что интенсив
ность касательных напряжений в тех местах поверхности оболоч
ки, ггэ выпучивание произошло вовнутрь, значительно выше, чем 
в местах, где выпучивание произошло наружу, даже если в по
следних прогиб имеет большее значение. Кроме того, было уста
новлено, что на внутренней поверхности оболочки предел теку
чести достигается раньше, чем на внешней. В результате провер
ки условия Т(х, Ц ,7") а Т . ^ вдоль всей поверхности и 
по толщине на всём '" \ 
хПч.пиято, что % =3'Ю

8 Н/м"' (71/В^4'Ю"3

). 
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РИс. 3. ЗависимостиТ(л) на внутренней (сплошные Рис. 4. 
линии) и внешней (штрихпунктирная линия) 
поверхностях оболочки при решении с учё
том взаимосвязанности окружных форм выпу
чивания. Штриховая линия  зависимость 
ТСС Уна внутренней поверхности при реше
нии без учёта взаимосвязанности. 

Зависимости Т(г) в наиболее опас
ных точках оболочки при решении с 
учётом (сплошные линии) и без учё
та (штриховые линии) взаимосвязан
ности окружных форм". Цифры у кри
вых соответствуют скоростям нагру
жения: I  6500 ал/с. 2 - 5000 ат/с; 
3  4700 ат/с; 4  3340 ат/с. 



этапе нагружения было установлено, что первая пластическая 
зона возникает при решении с многочленной аппроксшапяей в 
точке { 0,5L ; 0,54аГ&; 0,5 М в мокент времени Ъ*= 17,0 
и при решении с одночленной аппроксимацией в точке [0,5i, ; 
0,87Х&; 0,5 А/} в момент времени £ = 12,8. Таким образом, 
пренебрежение эффектом взаимосвязанности окружных форм выпу
чивания приводит к сильно заниженной величине, при которой 
в оболочке начинается обра.ование пластических деформаций. 
• Согласно изложенной методике были проведены расчеты и 

для других значений скорости нагружекия, рассмотренных в 
С 7 3. Зависимости TCt) в наиболее опасных точках приведе
ны на рис. 4. Отметим, что с уменьшением скорости нагружекия 
учёт взаимосвязанности окрушшх форм даёт Есё более сильный ļ 
эффект. При скоростях, меньших 5000 ат/с (кривые 3,. 4 ) , при
нятый предел текучести в рассматриваемом промежутке времени 
вообще не достигается ни в одной точке оболочки. Таким обра
зом, при достаточно низких скоростях приложения внешнего дав
ления, в различных точках оболочки после достижения прогибом 
и напряжениями максимумов происходит резкое падение этих ве
личин, причём весь процесс протекает без возникновения пла • 
стических деформаций. Если под динамической потерей устойчи
вости понимать резкое возрастание прогиба ("прощелкивание") 
в некоторых частях оболочки с последующим резким его падением 
("выхлопом"), то можно сказать, что в определённом диапазоне 
V<V* скоростей нагружения внешним давлением динамическая 
потеря устойчивости достаточно тонких оболочек происходит в 
области упругого поведения материала."Подчеркнём, что соглас
но рис. 4 это явление можно теоретически описать лишь при учё
те взаимосвязанности окружных форм выпучивания. При скоростях 
V^V* динамическая лотеря устойчивости сопровождается воз
никновением пластических зон в местах резкого выпучивания 
оболочки. Вследствие этого корректн. решить задачу динамиче
ской устойчивости при таких скоростях .нагружения можно лишь 
' в упругопластической постановке. 

Из вышеизложенного следует, что при решении задачи в ли
нейно упругой постановке величину критического динамического 
внешнего давления при V̂ V естественно определять по момен



ат/с 
к,3 

ат/с решение без учёта 
взаимосвязанности 
окружных форм 

решение с учётом 
взаимосвязанности 
окружных форм 

эксперимен
тальные _ 
данные L 7 J 

6500 
5003 ' 
4700 
3340 

2,56 (критерий I 
2,31 (критерий I 
2,25 (критерий I. 
2 00 (критерий I, 

3,40 1 
3,30 
3,15 1 
2,88 

t. 

[критерий I, 
, критерий I, 
> коитерий 2, 
критерий 2) 

3,98 
3,54 
3,19 • 
2,80 

Как было показано выше, при скоростях нагружения внешним 
давлением V^V* процесс динамической потери устойчивости про
текает в области упругого поведения материала, и критерий I 
становится "неприменимым. Ввести другой универсальный критерий 
потете оболочкой несущей способности при атом, видимо, не 
удастся. 

Сдан из возможных вариантов состоит в определении критиче
ского момента времени V* ио выполнению хотя бы в одной точке 
оболочки условия '1*Г(Т*) ~ЪУ * , где заданная предельно до
пустимая величина прогиба. Согласно д р у г о м у критерию, допускаю
щему математическую формулировку, момент времени V* может быть 
определён по наиболее раннему на всей поверхности оболочки до

ту времени ¥-% , когда хоть в одной точке оболочки выпол
няется условие Т=Т^ (критерий I). Обозначив (

^ ^ * ) 
с

^ \ » 
коэффициент динамичности определим как &а - ^ /<^* . Значения 
&^ I рассчитанные согласно критерии I, приведены в первых 
к строках таблицы. Как видно, теоретические значения, полу
ченные при использовании многочленной аппроксимации прогиба, 
доводы:: бяигни к экспериментальным. Следует ещё раз отметить 
в :'то:1 связи, что начальные несовершенства оболочки, несомнен
но втдацие на значение , были заложены в расчёт произволь
но. Определённую погрешность могло внести также возможное от
личие чеподьзозагаого в теоретическом анализе значения = 
3*1П°Н/м~ от истинного. Согласно приведённым результатам, ре
шение с одночленной аппроксимацией прогиба даёт сильно зани
женное значение . 

Таблица. Зависимость коэффициента динамичности от скорости 
приложения внешнего давления. 



стикекию зазнсЕыостью ЪТСЕ} первого максимуме;. Ещё один ва
риант критерия потери несущей способности (назовём его крите
рий 2) может быть основан на следующей процедуре. В наиболее 
.опасных точках поверхности оболочки строятся зависимости 
Vi,('С)

 и определяются моменты £¿ , в которые каждая из 
функций ll^CDOl достигает первого максимума. Из всех значе
нии 1^*=\zJ(V¿)\ выбирается наибольшее, а соответствующая 
ему величина Ъ* принимается за критический момент времени. 

Значения коэффициента динамичности, определённые при ре̂  
шении с многочленной ахтроксимацией прогиба по критерию 2, 
приведены в третьей и четвёртой строках таблицы. Как видно, 
они очень близки к экспериментальным. 

Из зависимостей, изображённых на рис. 4, следует, что при 
решении с одночленной аппроксимацией"прогиба коэффициент ди̂ _ 
намкчности может быть найден по критерию I также и при V< V . 
Однако, как видно из таблицы, определённые таким образом ве
личины Kg значитачьно меньше экспериментальных. 

Полученные результаты свидетельствуют о важности учёта 
нелинейных эффектов П р И расчёте несущей способности цилиндри
ческих оболочек, нагруженных динамическим внешньм давлением. 
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О РЕШЕНИИ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ ЖгШ.РГ'ЕСКОГО ВсШУЧИВАНИЯ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ, ПОДКРЕЖЁННОЙ КШ1ЬЦЕШШ 
РЁБРАМИ ЖЁСТКОСТИ 

Согласно обстоятельным обзорам литературы по динамике ре
бристых оболочек [ 1, 2 ] , задачи неосееимметричного деформи
рования цилиндричесюа оболочек, подареплённых редко располо
женными рёбрами жёсткости, при динамических нагрузках ";сло
доваш недостаточно. В значительной степени это связано с 
серьёзными вычислительными трудностями, возникающими при учё
те дискретности подкрепляющих элементов. 

Общая схема решения методом БубноваГалёркина нелинейной 
задачи динамического выпучивания изотропной щшщдрической 
оболочки, подкреплённой изотропными кольцевыми и продольными 
рёбрами жёсткости, изложена в работе [ 3 1. Конкретных же ре
зультатов, позволяющих судить об эффектах, связанных с геомет
рической нелинейностью, и о необходимости учёта её пр:1 различ
ных видах динамического нагружения, до настоящего времени, ви
димо, получено не было. В настоящей работе изложен простейший 
вариант методики решения геометрически нелинейной неосесимме
тричной динамической задачи для подкреплённой шпангоутами ци
линдрической оболочки. Проведено сравнение с результатами ре
шения геометрически линейной задачи по методике, изложенной 
в [ 4 ] . 

При описании деформирования цилиндрической оболочки, при
креплённой кольцевыми рёбрами жёсткости, будем предполагать, 
что шпангоуты расположены вдоль координатных линий х = х_ (ко



ордината х отсчитывается от одного из торцов в направлении 
образующей). Для оболочки принимаются гипотезы КирхгофаЛява, 
материал оболочки  ортотропный. Считается, что рёбра сопро
тивляются осевой деформации, изгибу в направлении,нормальном 
к срединной поверхности оболочки, и кручению в плоскости, пер
пендикулярной оси ребра. Предполагается, что толщина стенки 
ребр значительно меньше минимального расстояния между росед
вими ребрами (что позволяет учесть воздействие ребра на обо
лочку г средством дельтафункции) и что высота ребра значи
те льо меньше его радиуса кривизны (это делает допустимым 
использование технической теории изгиба стержней). Рёбра счи
таются ызнотропными; плоскость изотропии совпадает с плоско
стью поперечного сечепия ребра. 

За основу примем нелинейную систему уравнений движения 
[ 3 j, модифицировав её для ортотропной оболочки, подкреплён
ной монсТропными кольцевыми рёбрами. В пренебрежении танген
циальными силами инерции и компонентами поверхностных нагру
зок на оболочку система уравнений, описывающих неосесиммет
ричнса деформирование, записывается в виде: 



(2) 

» • • • 

а деформации связаны с перемещениями нелинейными соотношения
ми 

3 уравнениях (I)  (3) сохранены обозначения работы [ 4 1. 
Через и обозначены осевое и кольцевое усилия, воз
никающие при осесимметричной деформации оболочки под действи
ем заданной системы осесимметричных нагрузок. Неосесимметрич
ные деформации вызываются неосесимметричными начальными несо
вершенствами форш vJa(x,,у.). Предполагается, что А^Г и 
не зависят от координаты ос ,' вследствие чего анализ неосесим
метричного деформирования корректен лишь вне зон осесиммет
ричного краевого эффекта. В дальнейшем будет приниматься так
же, что при действии на торцы оболочки осевых сжимающих уси
лий P(t)r A^=P(t). Это исключает из рассмотрения процесс 
распространения возмущений вдоль оболочки. При действии равно7

", 
мерно распределённого по боковой поверхности внешнего давле
ния ty(t) считаем, что =ty(t)fc. Введенные предположения 
допустимы в широких пределах изменения скоростей приложен, i 
осевого сжатия и внешнего давления. 

Подстановка (2) и (3) в (I) приводит к следующей систе



V\l R* • ~fc ~ - R ъуг Jļj -

\ Ĵ r/Wf. ГШ-1 Ы{^0" /МП 

ме уравнений движения в перемещениях: 

иудхъъ2- ъ х у ^ [ г х п>у*- Ъх о>у)+ 

142 ^ щ - ^ - - тък-съхЩ J -  U (4) 
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При решения в £ 4 1 линейной с м шм* уравнений! дримь 
нгя, получаемой из (4) — (6) отбрасывание» нввяикйкшк чле
нов, перемещения ооолснкя рвскладываласв. в двойпше ряда» 

. Фурье. В результате последующего применения процедура Буй
новаГалёрнвна исходвея система была снадши» кс линейной. <ш
стгеме 2 1С алгебраических и < обыкновенных дифференциале! 
ных уравнений ( <  число членов, удерживаемые в аппрокси— 
маниях перемещений). Тккии образом, линейную .задачу прилип



циально можно решить при любом 1С . Решение же нелинейной 
задачи даже при сравнительно небольшом числе гармоник, учи
тываемых в разложениях в ряды Фурье, становится трудноосу
ществимым. Для гладких пилшщркческих оболочек проблема вы
бора аппроксимации прогиба при решении нелинейных задач ди
намического выпучивания обсуждалась в [ 5 3. Для оболочки, 
подкреплённой ребрами жёсткости, рассматриваемыми как диск
ретные элементы, довести до численных результатов решение 
'елинейкой системы (•?)  (6) при использовании многочленных 
аппроксимаций перемещений, видимо, невозможно. В такой си
туации разумным представляется последовательное изучение 
основных особенностей рассматриваемой нелинейной задачи. 

Простейшее решение системы (4)  (6) можно построить, 
удержав в разложении прогиба в полный ряд Фурье лишь один 
член, соответствующий фиксированным формам волнообразования 

Шг в осевом и п, в окружном направлениях: • • 

Х

> (7) 

. . • — 9 Д- -г. • 
Уравнению (4) при заданных аппроксимациях (7) можно, как 

нетрудно убедиться, точно удовлетворить, задав тангенциаль
ные перемещения в виде 



Подставив (7) и (8) в (4), получаем пять уравнений, связыва
ющих временные функции в аппроксимациях (7) и (8). 

Уравнению (5), содержащему дельтафункции, точно удов
летворить не удаётся. Это можно сделать приближённо, подста
вив в него (7) и (8), умножив полученное уравнение шесть раз. 
на следующие комбинации тригонометрических функций: 

и проинтегрировав каждое из полученных шести уравнений по по
верхности оболочки. В результате получаем ещё шесть алгебра
ических уравнений, связывающих временные функции в (7) и (8). 
Недостающее двенадцатое уравнение получаем, удовлетворив в 
интегральном смысле условию равенства нулю осевого усилия на 
торцах оболочки: о /

2 Я й

^ | * * 0. 

Из системы алгебраических уравнений, полученной описан
ным выше способом, можно выразить двенадцать временных функ
ций в аппроксимациях тангенциальных перемещений через две
функции времени Нпп.({),ЫтЛ.^) и две постоянные >Со,Н^п. . 
Решепие этой системы имеет вид 
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1С-- ^ Л ( ч ^ * ( ^ - < « Я 

с1г 

1 > 
ГГ.Л 
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Подставив далее аппроксимации (7) и аппроксимации (8) с 
коэффициентами (9) в уравнение (6), умножив его на 
ъ>Мо1пгхСо£^пА^. и на Лл^^Х^л^ л - У и проинтегрировав 

I по поверхности .оболочки, приходим к следующей системе двух 
нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений для каждоГ 
фиксированной пары значений т , п,; 

http://'rn.ru


где 

юл 

^ ^ в . А . . • ( 1 3 ) 

где ^ ^ ^ ' ^ Г Я , ^
2

^ ^ . 
Выражения (II), (12) могут рассматриваться как простейшие 
формулы расчёта спектров частот собственных колебаний, крити 
ческих осевых усилий и внешних давле"ий для ортотропной ци
• линдрической оболочки, подкреплённой системой произвольно • 
расположенных вдоль образующей кольцевых рёбер жёсткости. Ее 
ли положить Е % = О, (гг = о, ]Ч = О, то (II) переходит в из
вестную формулу для частоты собственных колебаний шарнирно 
опертой ортотропной цилиндрической оболочки. ' 



Начальные условия, необходимые для решения системы (10), 
зададим в виде: 

л 
А 

4 

• (14) 
Численно проинтегрировав (10), находим зависимости Ыт^ф 
и ОДц'то. Используя далее формулы (9), определяем времен
ные коэффициенты в аппроксимациях тангенцальных перемещений. 
В конечном итоге перемещения произвольной точки срединной 
поверхности оболочки можно рассчитать, просуммировав ряды 

(15) 
В качестве примера рассмотрим оболочку, подкреплённую 

двумя одинаковыми шпангоутами прямоугольного сечения, при 
линейно возрастающей во времени осевой сжимающей нагрузке. 
Материал оболочки и ребер  однонаправленный углепластик; 
оболочка армирована вдоль образующей. Геометрические и.меха
нические характеристики: = I м, = 2; ^/Н/ - 200; 
Ц Д = Д 0 ; Аг//ьг - -Ю; Е{ = Е7= 11,95-юЮн/м2

; 

£ 2 = 0,95Ю10

Н/к
2

; Цьт&ъ* 0,457 • Кг^Н/м 2

; 4= 0,3; . 
* 3 3 

р =Р̂ = 1,5*10 кг/м . Коэффициенты Фурье в разложении на
чальных несовершенств примем в виде: 

. (л-Ь)г 

где й = т/2 при иг чётном и К = (р\+1)/2 при т нечётном. 
Начальные скорости в (14) считаем равными нулю. Заданное на 
торцах осевое сжимающее усилие запишем в виде 



Р(±)=-УР*Ъ .1 где Р* эйлерово критическое усилие для 
гладкой оболочки, г = Ьо/2Ь , С = [Еф({-^| 

Таким образом, за время двухкратного пробега продольной' 
волны по длине оболочки осевое усилие достигает. V эйлеро
вых значений. 

На рис. I даны результаты численных расчётов для V = 
= 2. Оба шпангоута расположены на внешней поверхности обо
лочки в сечениях Х{= 0,48£ и иог~ 0,56Л (именно этим 
сечениям соответствуют максимальные значения прогиба при 
выпучивании гладкой оболочки). Отметим, что все приведённые 
кривые получены при сутшровании рядов для прогиба в одина
ковых пределах пг„= I, М = 21, п,с = I, N = 6. 

Из представленных результатов можно сделать следующий 
основной вывод. Учёт взаимосвязанности осевых форм выпучи
вания, возникающей вследствие дискретности расположения 
подкрепляющих элементов, при -иУ- к, значительно сильнее влп
яет как на максимальную величину прогиба, так и на вид зави
симости мГУзс) , чем учёт геометрической нелинейности. Так, 
при ОТ =3,17 решение нелинейной задачи с одночленной ап
проксимацией даёт гтихсс гсГ(ос) = 4-,Ап, , а решение линей

ной задачи с многочленной аппроксимацией  шах Т*Г7»)= £25"А. 

При использовании одночленной аппроксимации не удаётся 
описать изменение значений координаты ос., соответствующих 
наиболее интенсивному выпучиванию, а также выпучивание меж
ду рёбрами, наблюдаемое при достаточно высокой их жёсткости. 

Таким образом, при решении задач о выпучивании цилинд
рических оболочек, подкреплённых системой редко расположен
ных рёбер жёсткости, при осевых сжимающих нагрузках, учёт 
взаимосвязанности различных форм волнообразования является 
принципиально необходимым. Исходя из этого следует разви
вать методы решения в области геометрической нелинейности. 



Рис. I. Зависимость прогиба от осевой координаты в сечении у для гладкой оболочки 
при ъ =2,35 (штриховая линия) и оболочки с двумя шпангоутами: 

одночленная аппроксимация, линейное решение при X = 2,5;' 
А * » * одночленная аппроксимация, нелинейное решение при X - 2,5;. 

многочленная аппроксимация, линейное решение С 4 ] при %  3,17. 
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: 11ЛАСТИЧЕСКИЕ даОРМАЦИИ В ЦШШНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ 
: ПРИ УДАРЕ ПО ТОРЦУ 

Заттагз изотропная осесимметричная цилиндрическая оболоч
ка длины I. , толщины к с радиусом срединной поверхности £ 
(рис. I).. . 

-

0 
• 

X 

. . . • 

Рис. I. 
В начальный момент времени на левый торец оболочки начина

ет действовать осесимметричная нагрузка ударного типа, правый 
торец всё время остаётся свободным. Требуется изучить пласти
ческие деформации, которые возникают при достаточно сильном 
ударе. 

! 1!. Выбор математической модели 

,В обк' ч случае решение поставленной задачи наталкивается 
на существенные математические затруднения, связанные с её не
. линейностью. Поэтому возникает задача выбора компромиссной мо



дели процесса, которая,с одной стороны,допускает возможность 
эффективного численного расчёта, а с другой стороны достаточ
но точно описывает реальную ситуацию. Известно, что в тонко
стенных оболочках при кратковременных кагружениях значитель
ных моментов не возникает, поэтому можно ограничиться рас
смотрением лишь безмоментной теории оболочек. В настоящее 
время имеется много различных моделей теории пластичности, 
достаточно хорошо описывающих физику процесса. Однако, жела
ние получить простую вычислительную схему приводит к необхо
димости выбора наиболее простой из таких теорий, а именно де
формационной теории пластичности. Итак, исследования прово
дятся на модели цилиндрической оболочки в раьагах безмомент
ной теории [ I ] и в приближении деформационной теории пла
стичности без учёта упругой разгрузки [ 2 ]. Если интенсив
ность дефоршций сдвига больше предела текучести, то считает
ся, что материал находится в пластическом состоянии.' 

Изза симметрии задачи все величины зависят лишь от коор
динаты вдоль образующей цилиндра х* и времени ? . 

Тогда согласно [ 3 ] поставленная задача имеет следующ}тэ 
математическую модель 

/V///? = <?ь з'а^/я 1

, 
а д ) 

Вн*ди.-/Эх\ • (1.4) 

1 ]Ц 1 ' ' 3 ' (1.5) 
где о , V %Ь , й и х* соответственно плотность, коэффициен. 
Пуассона материала оболочки, толщина, радиус срединной поверх
ности оболочки и размерная координата вдоль образующей оболоч

(1.2) 



ки, a u* , w*, W ( , А/̂   размерные продольные и поперечные 
смещения срединной поверхности оболочки и соответствующие 
размерные усилия. Через t обозначено размерное время, а че
рез г:  интенсивность деформаций сдвига. 

Функция о 1

, с (с)  это зависимость между напряжением и 
деформацией при .одноосном растяжении, получаемая из экспери
ментальных данных при растяжении стержней. Качественно, эта 
зависимость изображена на рис. 2, причём при напряжениях ни
же предела текучести ( оЧо*т , г ( е т ) материал упругий, а 
при о сг материал находится в пластическом состоянии,и за
висимость о*» кг(с) при е > ет , описывает пластические свойст
ва материала. 

Рис. 2. 

Таким образом, функцию можно определить соотношени
ем 

(1.6) 
где

V ' г

' (1.7) 
£  модуль упругости материала оболочки, о^е)  эксперимен
тальная зависимость между напряжением и деформацией при одно
осном растяжении в зоне пластических деформаций. 

К системе (1.1) необходимо добавить граничные условия



АС х'.о * *«£. . ' (1.8) 
где Ф(^' - внешнее усилие типа удара, действующее на левый 
•торец цилиндрической оболочки, а также однородные Начальные 
условия. .

Введём безразмерные усилия 

(1.9) 

о(1.Ю) 

^-К/К, Л ^ А * * К-ЕИ/О-*); 
безразмерные перемещения 

безразмерное время 

ТшсШ, с|/ £ „ 
\ \ ' у?С1-»ч . (т.П.) 

и безразмерную координату вдоль образующей цилиндрической обо
лочки 

х.х'/И. 
(1.12) 

Тогда безразмерная математическая модель поставленной за
дачи имеет следующий вид 

'Ри/Зс* - ЭЫл/Зх • 

с!л*/дг'  Л/У, ^ (1Л2) 

: (ГЛЗ) 

V (1.14)* 

(1.15) 

N. 1 • н Х '*о! (1,16) 

и 
• 

»0, (1.17) 
Г.О 



ще Кг)<*>ГЯг/с)/Л/. . ао;(0 ,<ЗД , 
с и Д/й заданы соотношениями (1.7), (Г.8), (1.11) и (1.9). 

Выясним, как глубоко проникают пластические деформации 
в цилиндрическую оболочку. 

Математически эта задача сводится к вычшслению из систе
мы (1.12)  (1.17) зависимости с,«£;(*, г) , где е{  интен
сивность деформации сдвига определена соотношением (1.15). 
Условие наличия пластической деформации следующее: 

£;(х,г) > е т . (1.18) 

2. Схема решения математической модели 

Задачу (1.12)  (1.17) преобразуем следующим образом. От 
обеих частей первого уравнения системы (Т.12) возьмём частную 
производную по х и введём обозначения 

Система (1.12) преобразуется в 

~дг

и/дт* ш ЪгЫ/дх\ 

М/Эт* * Т 
(2.2) 

где 

(2.4) 
Вычтем из первого уравнения системы (2.2) второе, введём обо
значение  и таким образом получим следующую математи
ческую задачу: 

д
г

г/Эт**д
г

ы/эх* -т, 

' . ' (2.5) 
Ы~2сгв (е:) ] (.2.6) 



(2.7) 

Л/1 
«•в ОТ/ 

1 / 

/VI 0 
*4 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

• 0 
(2.11) |т«0 г.В ' |г.о 

Задача (2.5)  (2.11) решается численно. Для этого цилинд
рическую оболочку разобьём по её длине на М равных частей 
точками деления х«Ак , к «0,1,..., М , где  шаг сет
ки. От непрерывного распределения по переменной х перейдём к 
дискретному и задачу будем решать лишь во внутренних точках 
сетки. Введём обозначение £ к *2к

(т) " И (А*,*"), к'0,1,..., 
М , для значений функции 2\{х,т) в узлах сетки, а также по
добные обозначения и для всех остальных функций двух перемен
ных, нашей задачи. Таким образом все функции двух переменных 
мы заменяем (Н + 1)— мерными векторами, например, 2(х,т) *ф 

Z
м

('г)} . Если производную д*Ы/дх1 заменить ко
нечноразностным приближением . 

*^'г-мк). (2Л2) 

то система (2.5) перейдёт в систему обыкновенных дифференци
альных уравнений: 

о[яги/^. - 1 . (ы**1 *ык-' -гнк) - тк, 
л 

1 ' (2.13) 
к*1,2,...,И-1 , с однородными начальными условиями* Краевые 
условия (2.10) учитываются следующим образом. В системе (2.13) 
выделяются уравнения,соответствующие к» 1 и к^М-1 , в кото
рых полагается Ы'*р(т) ,а/У"0 . Таким образом, окончатель
но задача (2.5)  (2.11) после дискретизации по х сводится к 



решению задачи Коши для системы из 2(М-1) обыкновенных диф
ференциальных уравнений второго порядка относительно г с од
нородными начальными условиями, которая весьма эффективно ре
шается классическим методом РунгеКутта. Искомую интенсив
ность деформаций сдвига £;(х,г) получаем лишь в точках сет
ки х=А/с, к» 1,2,...,М-1 . Промежуточные значения можно полу
чить посредством линейной интерполяции. Сходимость приближён
ной схемы при М -* <*> проверялась на численных экспериментах и 
оказалась достаточно хорошей. 

3. Численный пример 

'' Возьмём функцию внешней нагрузки Г(т) в следующем виде 

*>0, (3.1) 
где 

<*>0, />0у л  натуральное число являются свободными пара
метрами. На промежутке [0, т 0] г где * .'*..*• '* % 

. т0 -1п(и«п/у)/« I (3.3) 
функция £а (г) монотонно возрастает от нуля до своего максималь
ного значения /",(т„)« 1 , а на промежутке [г,,**» [ монотонно 
убывает и ¿(№1 £в(г)0 . Таким образом; внешняя нагрузка (3.1) 
при т>0 Vположительна и принимает максимальное значение 
при т=тв {(т.)ш Г , т.е, £ • максимальное^значение внешне,, 
го усилия.   . *  » _ * , * 1 .*,'*« ' • . ' ' 

Наиболее важным является внбор функции (1.7), которая опре
деляет пластические свойства материала оболочки и требует для 
своего построения экспериментальных зависимостей напряжение
д«формация при одноосном растяжении. Кривые напряжениедефор
мация могут существенно меняться в зависимости от скорости на
гружения. Для внешней нагрузки (3.1) безразмерная скорость на
гружения V, при малых Т0 приближенно равна 

\»К А. •р

. V ( 1 + «»/г) • <3-4) 
„. ... - ...... " • 



Таким образом, для проведения численного расчёта при дан
ной скорости нагружения и„ необходимо заатл соответствующую 
зависимость напряжения от деформации при одноосном растяже
нии. Для численного примера функция ̂ (е) соотношения (1.7) 
выбиралась в следующем виде 

(3.5) 
Результаты расчёта приведены на рис. 3 и рис. 4. В обоих слу
чаях 

= 0,05; / = 5, V = 0,4; Л1 = 100. (3.6) 
Функция внешней нагрузки имеет следующие значения свободных 
параметров 

ос • I, ^ = 6, Л =• 4, (3.7) 
поэтому в обоих случаях тс = 0,5108. 

Для примера, результаты счёта которого приведены на рис.3, 
Я р = 0,003, а на рис. 4 ^ = 0,006. 
: Отметим сразу, что дальнейшее увеличение числа точек де

ления оболочки М практически не изменяет результатов вычис
ления (более того, те же результаты получаются и при М =50). 
На ЭВМ ЕС1022 расчёт каждого примера потребовал 10 минут ма
шинного времени. 

Пример, приведённый на рис. .3, характерен тем, что ̂ < е г = 
= 0,05 и имеет место чисто упругий процесс. 

ИЗ результатов, приведённых на рис. 4,хорошо видно, что 
упругая волна имеет большую скорость распространения, чем 
пластическая. Пластические деформации уменьшаются по мере рас
пространения вглубь оболочки^и максимальная безразмерная глу
бина проникновения пластической деформации 2. Отметим, 
что так как в выбранной модели не учитывается вязкость мате
риала, то потерь нет, а поэтому упругий фронт е.{ имеет вы
соту 1Т . 

Итак, численные примеры показывают, что результаты, полу
ченные на основании выбранной модели и принятого алгоритма 
счёта,, качественно совпадают с реальной ситуацией. Окончатель
ное ревенче о соответствии выбранной модели требует сравнения 



и 1 2 
Рис. 3. Зависимость интенсивности дефорлаций сдвига £-(кт) в 

различные моменты безразмерного времени Т: ' ' 
I -т = 0 ,95; 2  г= 1.95; 3  г= 2.95. 

Рис. 4. Зависимость интенсивности дефорлаций сдвига е•(х т) 
в различные моменты времени г: 
1г=0,45; 2т=0,95; 3г=1,45; 
4  г » 1,95; 5г=2,45; 6г=2,95. 



с экспериментальными данными. В плане уточнения модели про
цесса можно провести следующие исследования: I) учесть вол
ну упругой разгрузки, что не представляет особых трудностей; 
2) учесть вязкость материала; 3) перейти к моментным теори
ям оболочек; 4) использовать более точную теорию пластично
сти. 
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НЕКОТОРЫЕ МОДЕЛИ И МЕТОДУ РАСЧЕТА ТЕЧЕНИЙ В 
КСДПУКШОНЕСМ МТДЕАСОСЕ 1Д5ГГР0БЕШ0Г0 ТИПА 

Расширение применений в металлургии и в литейном произвол 
стве кондукционннх МГДнасосов центробежного типа, действие 
которых обусловлено возникновением вихря проводящей жидкости 
при взаимодействии аксиального магнитного поля с током, про

пускаемым через жидкость, определяет необходимость исследова

ния электромагнитных полей ж полей скоростей в установках с 
различной геометрией и электромагнитными параметрами. Одной 
из основных селей этих исследований является создание таких 
МГДнасосов, которые позволяет развивать необходимый расход 
жидкого металла при минимальной потребляемой мощности и габа

ритах. 
В первой части данной работы характеризуется ряд матема

тических моделей и методов, которые могут быть применены при 
исследовании процессов в цёнтрТбёжном МГДнасосе. Во второй 
части предложены аналитические и конечно—разностные методики 
расчёта для двумерной осесвшетричной модели насоса, в кото

рой учитывается наличие только вращательной составляющей скс 
рости и характеризуется подученные результаты. 

I . Обзор моделей и методов расчёта 

Ряд характерных моделей, применяемых в исследованиях, 



представлен на' рис.1. Через проводящую ~идг

. :.г

ь !.:ежду рас
положенными на поверхности ячейки осесимметр^чиыми электро
дами пропускается постоянный или переменный ток. Исследова
нию вращения жидкости, возникающего в результате взаимодей
ствия тока с перпендикулярно к плоскости вращения натравлен
ным однородным магнитным полем, посвящено множество работ. 

В работе Брагинского til вентральный электрод полностью 
погружен, а внешний электрод расположен на боковой поверхно
сти цилиндрической области (рис. I.a, h.-ha) и предполагает
ся,что У » J % ) . В результате этого ja =0 и 14~^г образует, 
зя потенциальное ядро потоп, вязкие силы в котором равны ну
лю и следовательно L =0. Вне гартмановских пограничных сло
ев ТОЛЩИНЫ 0(На. у приложенное внешнее электрическое поле 
конденсируется индуцированным ЭДС /^%>> ЛЙ'А>) Скорость вра
щения при этом не зависит от величины приложенного магнитного 
поля, так как вращательный момент и трение в гартнановскон 
слое пропорциональны Полю. 

В работе Глазова Г 2 1 рассмотрен случай больших числя Гарт
мана с разбиением тзченхя на две зоны  ядро н пограничные 
слои. В ядре потока в предположении <&*^ I опущены вязкие чле
ны и течение с двумя составляющими скорости VY"*/^ &(г)> О) 
описывается системой уравнений 

V r d}k. + Jk¥~ = jzJk (1.2) 
dr Г f 

где j„ = 6Ъ. •> f &-Bc; > = Cví fio. л (1.3) 
В приграничной зоне приближённое решение строится в рамках 
теории пограничного слоя с применением интегрального метода 
решения полученных уравнений. Так как в С 2 ] предположено, 
что через внешний электрод прокачивается жидкость из вне с 
заданной скоростью V» , то результата работа непосредствен
но к расчёту течения в МТДнасосе не применимы, но аналогич
ным обра; i может быть развита методика для расчёта насоса. 
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Рис. I. Модели осесимметричного (а,б,в,д,е) и плоско
параллельного (г) МГД течения в однородном 
наружном магнитном поле. 
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Игнорирование влияния течения на распределение тока в об

ласти течения позволяет отделить электрическую часть задачи 
от гидродинамической и при определении слектрпческого потен
циала решается уравнение Лапласа. В.работе Зябольда и Капу
сты С 3 1 при Ь9*Ь (рис. 1.а) и заданной плотности тока на 
электродах ру/ 

9* кч ~10 , г*<г<1 , (1.4) 
выражение для потенциала имеет следующий вид: 

где 3\(х)> ?{(х)  функции Бесселя, А к  корни уравнения 

З^Я*)^; >̂  = -^- ; ^"
=

-х~  соотЕоаение радиуса и высоты 
области. 
Выражение для азимутальной составляющей скорости при нулевых 
граничных условиях получено, разлагая искомую функцию в ряд 
по собственным функциям задачи для однородного уравнения: 

т ; •• ( , 6 ) 

где 

Появление двух чисел Гартмана //а и //а* обусловлено исполь
зованием при их определении двух характерных значений магнит
ного поля: и и н у н ц и и внешнего поля  Во и В>вж/ф1, характе

ризующего поле тока, где ']%  плотность тока на электроде 



при Г'Я . 
Максимальные значения скорости вращения достигаются при 

0tZ<r<d,H я 0,5< z<oj (рио. 2). Усреднённое по сечению зна
чение скорости падает при увеличении радиуса электрода г9 » 
а увеличение числа На приводит к смещению максимума скоро
сти в сторону больший значений о , однако исследования в ра
боте С 3 3 проводились и в указанном приближении допустимы 
только ври капах значениях числа Гартмана (Иа<3 ), так 
как не учитывается влияние течения на электрическое ноле. 

Такое же приближение используется в работе Абрицки и др. 
С 4 3 и потенциал электрического поля при h3~h представля

ется в виде ряда ФурьеБесселя, содержащего модифицированные 
функции Бесселя. Характеризуются также электромагнитные силы, 
но течение математически не ьюделкруется. 

Случай пропускания через жидкий металл переменного тока 
с заданной амплитудой плотности на электроде 

J z гпъзлгъ)  ( 1- 8 )  

где /c*=<cjju.ju?€s и со  циклическая частота, 
рассмотрен в работе Щелухина и др. Г 5 3. В безиндукционном 
приближении магнитное поде тока имеет только азимутальную со
ставляющую, амплитуда которой определяется из комплексного 
уравнения 

F 9 ^ V *\ ™ < М -V > (1.9) 
где р%

*/г./у<Ги} , используя метод разделения переменных. Ско
рость выражается подобным работе f 3 1 образом. При пропуска
нии переменного тока существенно меняется характер распределе
ния скорости но радиусу (рис. 3), максимумы ЗМсилы, плотно
сти тока и скорости сдвигаются в сторону боковой стенки 
(0,6 0,75), что обусловлено скинэффектом и наличием про
водящего два сосуда. Так же как в t 3 1 и Г 4 ], рассмотрены 
только числа Ha<i, 

Вращение жидкости с УЧЁТОМ влияния течения на магнитное 
доле в предполохенжж, что = 14 » 0. исследуется в работах Ка





лиса я Колесникова: 

Ш М ] ' В ( х м ) 
В работе t 6 I подвод тока осуществляется через электрод ко
нечного радиуса, а отводчерез тонкий кольцевой электрод, 
расположенный на том же торце цилиндрической области (рис. 
1.6). Плотность тока имеет две составляющие 

 jt/WH^ - ^ L e . LIS) 
На торце ^ = 0 , где расположены электроды, поле тока за

даётся в следующем виде: 

' *
Г Я ' II 14) 

. С (7 , r>/j > 
а на остальных гг. щцах tU-0. В случае дискового электрода 
(/3*0) при постоянной плотности тока _/ fc) /»^*, а в 
предположении постоянства потенциала на электроде 
/(г) «//-//- fr/np]/r . 

Задача (I.IO), (I.II) решена аналитически методом разде
ления переменных 

y ( I . I 5 ) 

**• • ' Г » , 

и при больших значениях числа ̂  получена следующая оценка 
решения: 



которая справедлива вне гартыановокого пограничного слоя, т.е. 

Использование условия постоянства потенциала или постоянства 
плотности тока на электроде не даёт существенного раз.лчия в 
распределениях токов и скоростей, при г? « ō,L картины подоб
ны. Расчёта в Г 6 ] проводились для чисел Гартмана Ю*МГ<10 5

. 
При небольших значениях параметра ( Н« < 100) течение сильно 
неоднородно по £ и протяжённо по г вплоть до боковой стен
ки. Роль ивдуцированног"» ЭДС не велика. С ростом //* неодно
родвость скорости в аксиальном направлении уменьшается и при 

На-10 течение всюду, кроме тонких гартмановских слоев, од
нородно (рис. 4). В области между электродами формируется по
тенциальное ядро, токи в котором практически отсутствуют 
(рис. 4); токи сосредоточена в тонких экспоненциальных погра
ничных сдоях толщины порядка  Hļ у торцов цилиндрической 
области, перпендикулярных полю, а также в свободных погранич
ных слоях, продольных по отношению к полю. При больших На. 
максимум скорости расположен над границей центрального элект
рода r*r>t и распределение аксиальной составляющей плотности 
тока также становятся однородным по z . 

3 работе Еалиса и др. С 7 ] в подобной постановке, пользу
ясь трансформацией ФурьеБесселя с последующим численным ин
тегрированием полученных представлений для азимутальной состав
ляющей скорости и индукции решена задача при неограниченной в 
радиальном направлении области ( С ) и бесконечной тонко
сти кольцевых электродов с радиусами Q и /j, . Так хе как в 
С I 1 1 6 ] , при vfc~ £ и свойства течения такие же 
как в работе С 6 ]. При На>100 максимальное значение скоро
сти w _ 3 . где /?= 7 +1 , 

т.е. становится независимой от наложенного ноля и растёт про
порционально току. 

В работе С 8 ] рассмотрен случай, когда в модели (рис. 1.6) 
через торец Z =0 дополнительно прокачивается жидкость с по
стоянной по радиусу скоростью *4 . Из условия несжимаемости л 



а) б) 
Рис. 4. а) Распределения азимутальной скорости по высоте 

сосуда Г б 1, 
б) распределения аксиальной составляющей плотности 

тока по радиусу Г б 3. 

б ) Распределения азимутальной скорости по радиусу 
при z= 0,1 (сплошные линии) и г» I {преры
вистые линии) при U • 250 ПОЛ: 
I.  • S 0: 2.  S« 100; 3.  S» 250; 

; 4.  S» 500. 



двумерном случае следует, что при этом скорость во всей 
области остаётся постоянной, и система сравнений МГД приобре
тает вид 

1 I 
где У"1 • е>Г ~ магнитная вязкость. 
Решение задачи ищется в виде разложения по бесселевым функ
циям что позволяет систему (1.16), (1.17) свести к систе
ме обыкновенных дифференциальных уравнений, для определения 
коэффициентов разложения, зависящих от г . Если число Адьфве
на №>Н) , то толщина погранггяых слоев по г больше, чем 
в отсутствии осевой скорости, что обусловлено преобладанием 
диффузии завихренноет от стенки по сравнению с подавляющим 
дейстигем магнитного поля. Если М*£. и /?е •

 Т(
э гра

диента: поля в аксиально1 направлении существенно не меняются 
практически во всей области течения вязкость можно принять ма
лой, конвекция преобладает над диффузией, за счёт роста Уг-. 
растут индуцированные движением токи Кг#< и интегральная 
величина азимутальной силы уменьшается. Если и доста

точно велики, то задание Кп> существенна не меняет скоро
стной структуры потока по сравнению с предыдущим случаем, но 
однородность поля по г существенно растёт и магнитные погра
ничные сдои становятся значительно тоньше гидродинамических. 
Перераспределение ЭИсилы происходит также в радиальном на
правлении  с ростом Яс вблизи электродов появляются боль
шие градиенты /г- ,в результате чего образуются обратные те
чения в зонах /V Н> и Р>РХ . 

Результата, подобные подученным в работах Г 6 ] , С 7 ] , 
I 8 ] приводятся также в работе Калиса и Колесникова С 9 3, 
где рассмотрена бесконечная прямоугольная область с подводом 
тока через бесконечные линейные электроды (рис. 1.г). 

В работе Миллере С 10 3 ток подводится к противоположным 
торцам цилиндрической области. Кроме взаимодействия тока с 
наружным аксиальным магнитным полем учитывается также взаи . 



модействие его с собственней шгыдгаыы полей, а ноле индуци
рованных двикенаем токов предполагается пренебрежимо малым 
( в уравненни 1.10 подставляется М» = <?). Осесимметркчное те
чение с треки составляющий! скорости в переменных "вихрь ско
рости" ж "функция тока" при этом описывается системой уравне
ний 

18) С Эг дг Э& д*( г)~ г-Эг ~дН. *ЭгГ,у/т'5Р г£г ц # 

гтгэ^]-*тг*- - > 
(1.20) 

где 5 • ^ — параметр, характеризующий адектро вихревое 
взаимодействие, 

^д/_ _ параметр', характеризующий взаимодействие то
*^^?' да с внешним магнитным полем и определяющий 

интенсивность вращения жидкости. 
Азимутальное магнитное ноле,такие как в работах Г 6 7, С 8 1, 
колет быть вычислено на основе аналитических выражений, а си
стема (1.18)  (1.20) решается в конечноразностном виде ме
тодом переменных направлений но схеме ДугласаРекфорда при 
Б = 0 + 750 и А̂ = 0 + 500. При Л£=0 имеется только элект

ровихревое течение, представляющее собой тороидальный вихрь. 
В осевок поле Л! ^ 0 и возникает дифференциальное вращение 
жидкости (как в ранее рассмотренных работах), которое обуслав
ливает вторичное тороидальное течение (раньше не учитывалось) 
обратное электровихревому. С ростом поля В 0 вторичное течение 
подавляет электровнхревое (рис. 5.а). Меридиональное течение 
оказывает заметное обратное влияние на вращение жидкости 
кинетическая энергия электровихревого течения частично пере
даётся вращательному движению, усиливая его (рис. 5.6). Мак
симальное значение, & также как в Г 6 1 , Г 8 1 достигается 
над краем электрода, а но' высоте максимум скорости достигает



ся вблизи электрода с меньшим радиусом, так как з этой зоне 
]г> максимально. Полем индуцированных движением токов пре

небрегается, что так хе как в работах С 3 3, Е 4 7 сужает 
возможности приложения полученных результатов. 

В работе Орлова и Голованова Г II 3 используется такое же 
приближение, как в работе Г 10 3, при расположении электродов, 
как показано на рис. 1.а и 1.д. Уравнение Лапласа для скаляр
ного потенциала электрического поля решается с помощью кон
сервативной локальноодномерной схемы. Для решения уравнения 
НавьеСтокса используется метод покоординатно! о расцепления. Па 
первом этапе методом одномерных прогонок решается уравнение 

{Т-УЧ/Т = -7>>,>К% ̂ *М (1.21) 
и находится некоторое промежуточное значение скорости V*, не
удовлетворяющее условию несжимаемости. Далее методом верхней 
релаксации определяется приближённое поле давления 

А р = ? - г Г / Т : (1.22) • 
при специально построенных однородных граничных условиях. • 
К+1  ое приближение скорости находится из выражений 

ъ?\ *¥$И-0 (1.23) 
где Г  шаг по времени, д - ускорение силы тяжести. Расчёты 
Проводились при числах Гартмана порядка 30. 

Так как ЭМсила в указанном при ̂лигенки имеет только ази
мутальную составляющую, то возникновение 'меридионального" те
чения обусловлено вторичным перетеканием. Аксиальная скорость 
максимальна в случае бокового токоотвода к относительно корот
кому цилиндру ( п. • А ). При расположении электродов на тор
цах цилиндрической области перетекания малы. По сравнению с 
результатами работы С 3 3, где перетекание не учитывается, 
максимум азимутальной скорости сдвинут в сторону боковой стен
ки и находится в интервале 0,7< г4 о,9, причём в случае боко
вого токоотвода азимутальная скорость существенно больше, од
нако с ростом высоты области растущие перетекания уменьшают 
азимутальную скорость. Противоречия этих результатов с резуль
татами, работы С 10 1 могут быть объяснены тем, что в Г П.] 



2. Расчёт вращения жидкости при произвольном осесикмет
ричном токопроводе о Еспользованием скалярного потенциала 

В отсутствии осевой сииметр:п1 в периферийной зоне расноло
кенноги электрода, вокруг него возникает вторичный вихрь, ко
торый противонаправлен основному и способствует уменьшению пе
репада дазления между приосевой зоной и периферией. Поэтому 
максимальное значение этого перепада может быть оценено с при
менением осесЕшетричной модели. В отличие от ранее рассмотрен
ных моделей предполагается, что периферийный электрод может 
быть расположен на любой из поверхностей цилиндрической обла
сти (рис. I) и на электродах может сдаваться значение потен
циала или плотность тока. Особый интерес представляет случай, 
когда кольцеобразный электрод конечной толщины расположен на 
том же торце цилиндрической области, на котором находится 
центральный электрод (рис. 1е). Так как электровихревым эф
фектом и меридиональным перетеканием пренебрегается, то зада
ча, сформулированная дяя потенциала электрического поля и ази
мутальной скорости имеет следующий вид в безразмерной поста
новке: . . 

^ L l - ( ^ ) . ( 2 1 ) 

(2.2) 

(2.3) 
Еа электродах задаётся плотность тока 

не учитываются поле токов, протекающих в областей связанные 
с эти* полем радиальная к аксиальная составляющее енла, ро
тор которых представлен последним слагаемым уравнения (I.I8). 



или значение потенциала 

4*^5 (2.5) 
Характерная скорость определена по формуле , а 

плотность тока ^ с - 5; Л / Ъ . 
Давление определяется интегрированием уравнения 

Р ~ дг 3 следовательно (2.6) 

Так как подинтегра;.ьная функция положительна, то максимадь
нык перепад давления в рамках рассматриваемой модели достига
ется между точками оси симметрии и боковой стенкой цилиндриче
ской области, т.е. 

° . (2.8) • 
При аналитическом решении задачи (2.1)  (2.4) потенциал 

ищется в виде разложения 

7%£) ~2£кШо(Ц/У, (2.9) • 
где 2* функции, удовлетворяющие дифференциальным уравнениям 

2.'ь-Лк2к-р>)*; <?,/,<!,... и услсвиям £'к (о)= ¿7, #<=̂ <г,..., 

где Е>н - ^4$^,* . Азимутальная составляющая скорости ~ 

ищется в виде разложения 

*ч . (2.10) 
Для определения функции имеем следующую задачу: 

и(о)'-0} &<(к)-0, (2.П) 
где '£-^Ж*Н?. 

и которая решается методом преобразования Лапласа. В оконча



ад» 

/ Ы ЩАЖ&1(*П+) ; ( 2 . 1 2 ) 

ь / ^ - ^ а кишм^ у (2.13) 

А -

(2.15) 

( 2 Л 6 ) 

о  мл-^к . • -кМ^Ш . (2'17) 

Как показывают оценки, числа //*• в данном устройстве дости
гают большие значения ( 10*^ //а<10^), поэтому целесообразно 
получение асшштотических формул. При  функции ^ ^ 
имеют простой вид: 

тельной виде потенциал н скорость газот следукаще вяренення: 



где 

fia * тШ^Ш^^^Щ^^ . 

j ~ > ** J * f W (2.21) 
находятся приближённые значения этих постоянных. 

При конечноразностном решении область течения, покрывает
ся сеткой с неоднородным шагом по каждому из направлений. Шаг 
сетки по r-hc ; шаг по г -g; , где £»4*,-~,л и J ~ i J z , . . . , m . 
Необходимость использования неоднородной сетки со сгущением 
линий в приграничных зонах обусловлено наличием пограничных 
слоев. Разностные аналоги уравнений (2.1) и (2.2) на пятито
чечном шаблоне для решения задачи методом релаксации следую
щие: 

(2.22) 

>'Ч
 = На. К 

Решение задачи (2.1)  (2.3), (2.5), в которой задан потенци
ал на электродах, также представкмо в виде (2.12), (2.13). 
Постоянные в этих формулах следует определить так, чтобы 
удовлетворить условию (2.5). Методом Бубнова1влёркина из си
стемы линейных уравнений 



Для аппроксимации граничных условий второго рода используется 
трёхточечннй шаблон, например, при г=0 задаётся условие 

Аналитическое решение задачи более просто осуществить при 
фиксированной плотности тока на электродах, а конечноразноет> 
ное решение рационально, с точки зрения сокращения объёма вы
числений, проводить при фикоированном потенциале на электродах, 
поэтому решение (2.12), (2.13), (2.19)(2.21) представляет ин» 
терес прн тестировании результатов численного расчёта. 

Был проведён ряд расчётов по этой методике при значениях 
числа Гартмана в интервале I  Ю 3 и при ¿=0,2; /2=0,25; 
£=0^; £=1,0. Если при малых значениях числа На потенци

ал быстро падает по мере удаления от центрального электрода, 
Что обусловлено растеканием тока по всей области, то в случае 
больших чисел На. убывание потенциала в радиальном направле
нии происходит более плавно (рис. 6), так как радиальный ток 
Концентрируется в тонком поверхностном слое. Следовательно, 
При наличии неподвижной проводящей стенки ячейки насоса токи 
будут концентрироваться преимущественно в ней. В моделях, 





приведённых в работах Г З ] , Г 4 ] , С 1 0 ] , Т 1 1 3 , этот эф
фект игнорируется. Для устранения существенного уменьшения 
при этом разности давлений (2.8) необходимо использование изо
лированных стенок устройства. При увеличении числа Гартмана 
коэффициент полезного действия насоса уменьшается, что прояв
ляется и на характере возрастания азимутальной скорости при 
увеличении числа На . Если при десятикратном увеличении его 
от I до 10 максимальное значение скорости возрастает пример
но 9 раз, то при изменении чисхт НА от 10 до 100 только в 4,5 
раза. С ростом Но. форма линий постоянного значения скорости 
становится подобной прямоугольникам  распределение скорости 
по л и по г , кроме пограничных слоев, становится более вырав
ненным (рис. 7). Особо это проявляется в направлении наложен, 
яого внешнего поля  уже при /fa =100 имеются сечения r>-const 

в которых,за исключением пограничных слоев, const. Получен

ные результаты качественно согласуются с результатами работы 
С 6 1, а также с результатами, полученными на основе аналити
ческого решения (2.12), (2.13). 

Так же как в ряде рассмотренных ранее работ максимальное 
значение скорости достигается вблизи края электрода, где плот
ность тока максимальна. Существенное смещение этого максимума 
имеет место, если радиус центрального электрода £»0 или 

4-*L, что обусловлено вязкими эффектами. При возрастании На, 
точка «максимума скорости И, в аксиальном направлении непо
средственно приближается к краю дискообразного электрода 
(рис. 7 и 8). 

Проведённые расчёты и их сравнение с имеющимися литера
турными данными показали, что разработанные методики могут 
быть применены для получения представления об азимутальном гэ
ле скоростей и давления в моделях кондукпиониого насоса с раз
личными параметрами, однако более точное исследование эффек
тов, определяемых взаимодействием поля,индуцированного движе
нием, с током и меридиональным перетеканием жидкости может быть 
проведено только на основе модели, в которой учитывается на
личие трех составляющих скорости и индукции магнитного поля. 
Даже наиболее общие из моделей, приведённых ранее, т.е. С 10 3, 
С II X этим требованиям не удовлетворяют. 



(( С'̂ у )Ла< Л )°.о(и 

• 

^7^)пПК 1 ) На 400 

Рис. 8. Линии постоянного значения азимутальной 
составлявшей скорости. 
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ТШОФИЗИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ГШШШШОтштзт 
УСТРОЙСТВ В ЭНЕРГОНАПРЯЖЁННОМ РЕШЛЕ 

I. Введение 

Магвитогидродинамическпе устройства (насосн, генераторы, 
печи и др.) находят ьчзё более широкое применение в народном 
хозяйстве. Методы расчёта этих устройств, принципы оптималь
ного проектирования отражены в целом ряде публикаций и обоб
щены в монографиях [I  4 3 . Однако в настоящее время ряд 
вопросов теории и проектирования МГДустройств разработаны 
недостаточно. В частности, это относится к теплофизическому 
исследованию и оптимальному, проектированию плоских линейных 
индукционных насосов (ПЛИН) в энергонапряжённом режиме. Реше
ние вопросов оптимального проектирования ставит вполне опре
делённые требования к выбору алгоритмов комплексного исследо
вания ПЛИН. 

На начальном этапе электромагнитные, гидравлические и 
тепловые аспекты исследовались независимо друг от друга. 
Ознакомление с работами по теплофизическому исследованию МГД
насосов Г 5  8 1 позволяет назвать её этапом линейного при
ближения. Применяете методы основываются на линейной теории 
цепей (принцип суперпозиции) при следующих основных предполо



жениях: постоянство теплофизических параметров л линейность 
условий теплоотдачи, приближённо имеющие место только в энер
гонапряжённых МГДмашинах. 

Анализ рассмотренных работ позволяет сделать следующие 
основные выводы: 

 авторы работ используют опыт, накопленный при разработ
ке электрических машин С 9 3. Однако изза высокой температу
ры жидкого металла и увеличенного немагнитного зазора ШИН на
ходятся в существенно другом тепловом режиме, чем асинхронные 
двигатели, и многие вопросы теплового расчёта решаются заново; 

 основное внимание уделяется исследованию нагрева и охлаж
дению ПЛИН в стационарном режиме. Математические модели тепло
вого расчёта ПЛИН не учитывают концевые эффекты (одномерное и 
, двумерное приближение); 

 применяются следующие основные методы: аналитическое ре
шение соответствующей задачи теплопроводности, численное реше
ние методом сзток аналогичной задачи,, метод элехтроьюделирова
ния и самый распространённый метод  эквивалентных схем заме
щения,; 

 методики теплового расчёта ШШН не включены в единую ме
тодику оптимального проектирования; 

 они в основном предназначены для определения установив
шихся температур в отдельных элементах уже ̂ бранного вариан
та насоса; 

 в связи с напряжённым тепловым режимом ПЛИН одной из 
важнейших задач теплового расчёта является адекватное прогно
зирование максимальной температуры в обмотке (определяется 
срок службы изоляционных материалов) и в магнитопроводе ири 
превышении точки Кюри теряются магнитные свойства). Следова
тельно, актуальной является задача нахождения непрерывного 
распределения температурного п^пя. С этой целью наиболее пер
спективными являются аналитические и численные методы теории ' 
поля; 

 перепады температур в МГДмашинах для нужд металлурги
ческой технологии в большинстве случаев порядка 200°С • 600°С, 
и существенную роль играют нелинейные эффекты  зависимость 



параметров калины и условий ̂ плоотдачи от температуры. Следо
вательно, теплофпзическсэ исследование Ш?Дкашин в линейном 
приближении является недостаточны!*; 

 недостаточно исследоган вопрос о достоверности всего 
комплекса входных данных теплового расчёта ПЛИН. В Г 5, 8 1 и 
других работах прозедено сопоставление расчётных и эксперимен
тальных данных с целью уточнения некоторых эмпирических коэф
фициентов. Особенно Еажно знать значения эквивалентных коэф
фициентов теплопроводности неоднороднкх структурных элементов 
(как пазовая зона индуктора), коэффициентов теплоотдачи от 
спинки и лобовых частей к внешней среде и др. 

Таким образом, актуальной является задача разработки тео
рии теплового расчёта МГДмашин, удовлетворяющей следующим ос
новным требованиям: адекватность при широких диапазонах изме
нений параметров эксплуатации (учёт нелинейных эффектов), воз
можность использования ддя решения прямых задач анализа опре
деления температурного поля и синтеза (составная часть методи
ки оптимального проектирования), а такие обратных задач (опре
деление эквивалентных теплсфизпческих параметров). 

Ниже рассмотрена постановка задачи тешюфизпческого иссле
дования ПЛИН в энергонапрякённок режиме с учётом нелинейных 
эффектов (зависимости тешюфизических параметров ПЛИН от тем
пературы при нелинейных законах теплообмена ПЛИН с окружаю
щей средой). 

2. Постановка задачи теплопроводности ПЛИН 

ПЛИН в тепловом отношении является сложным устройством, 
имеющим распределённые источники тепла и, как правило, боль
шие (порядка 100°С •*• 500°С) перепады температур. В условиях 
противоречивых требований  адекватности теоретической моде
ли и её пригодности для оптимального проектирования, следует 
сделать компромиссный выбор. 

ПЛИН состоит из следующих основных структурных элементов: 
канал с жидким металлом, теплоизоляция канала, зубцы и ярмо 
магнии^провода, обмотка. Наличие специальных, внутренних уст



ройств охлаждения в настоящем исследовании не предполагается. 
Принимается, что весь класс явлений теплопроводности описыва
ется феноменологически законами Фурье сохранения энергии, при
водящими к дифференциальному уравнению теплопроводности. Част
ные особенности отдельных конкретных явлений учитываются гео
метрическими и физическими свойствами, начальными и граничны
ми условиями. 

При определении геометрических свойств задаются размер
ность задачи теплопроводности, конфигурация структурных эле
ментов устройства и их размеры. В настоящем исследовании при
нятн следующие основные допущения: 

 устройство симметричвг относительно трёх координатных 
плоскостей ПЛИН как в конструктивном, так и в тепловом отно
шении. Следовательно, исследуевоая область находится в окрест
ности центральной оси канала. Так как краевые и концевые эф
фекты могут привести лишь к понижению температуры, можно 
утверждать, что такой естественный подход приводит к резуль
татам теплового расчёта с некоторым запасом; 

'  распределение температуры по длине насоса является пе
риодической функцией с периодом, равным величине длины зубцо
вого шага ^* . Это позволяет вместо всего индуктора рассмот
реть небольшой его участок длиной Следовательно, прене
брегается концевым тепловым эффектом, а так е изменением тем
пературы перекачиваемого металла по длине насоса. Продольный 
тепловой поток по середине паза и зубца принимается равным 
нулю; 

 не учитываются температурные перепады по ширине индук
тора, что позволяет считать температурное поле плоскопарал
лельным ( двумерное приближение). Реальная трёхмерная структу. 

> ра учитывается неявно путём введения эквивалентного отрица
тельного источника тепла, соот1Этствующего величине теплоотво
да через лобовые части. 

На рис. I представлена принципиальная схема теплофизиче
ской модели участка продольного сечения ПЛИН, состоящая из 
пяти подобластей: стенки и теплоизоляции канала, половины зуб
ца, половины обмотки, пазовой изоляции, спинки. В настоящей 
работе более подробно рассматривается одномерное приближение • 



по распределению температуры по высоте насоса. Оно соответст
вует осреднению теплофизических величин и пазовозубцовой зо
не индуктора. 

Каждая из слоистонеоднородных сред моделей характеризует
ся своими эквивалентными тенлофизическими параметрами: коэффи
циентом теплопроводности к , теплоёмкости с< , плотности 5У, 
а также удельной плотности источника (стока) тепла V/. Так как 
при стандартной частоте тока питания /=5#«здоля потерь в ста
ли индуктора мала, принимается, что джоуле вый источник тепла 
распределён в обмотке. 

Внутренний джоулевый источник тепла рассматривается в ли
нейном приближении 

где  коэффициент заполнения медью, ]  плотность тока. 
Теплообмен между отдельными частями ПЛИН и между насосом 

и внешней средой может осуществляться теплопроводностью, кон
векцией и излучением, а также их сочетанием. Каждому виду теп
лообмена соответствует свой механизм переноса тепла, особенно
сти которого учитываются при формулировке краевых (начальных 
и граничных) условий. В настоящей работе принимается наличие 
идеального теплового контакта между отдельными подобластями 
устройства. В математических моделях это допущение учитывает
ся или введением условий сопряжения или соответствующих раз
рывных теплофизических параметров. Теплофизические исследова
ния ПЛИН проведены при следующих видах внешних условий тепло
обмена: 

 при заданной температуре поверхности теплоизоляции ка
нала насоса, т.е., при пренебрежении тепловыми сопротивления
ми стенки канала и конвективного теплообмена между жидким ме
таллом и стенкой канала; 

 конвективным теплообменом по нелинейному закону Ньютона 
с зависящим от температуры коэффициентом теплопроводности X : 

р = (2) 
где ЗСк- коэффициент теплоотдачи конвекцией, &  температура 
среды; 

 теплоотвод излучением со спинки по закону СтефанаБольц



+ г с[(Ь-27з, а}*- а. +2 п. /бПК 

, (б) 
t = tlx,г,r)y Т>0, 0<х</, 0<*<Ь, 

^ . ^ ( Г ' - Т Л , ( 3 ) 

 теплоотвод через лобовые части : ̂ тывается неявно путём 
введения эквивалентного стока тепла в обмотке возбуждения • 

где 5лг площадь поверхности лобовых частей, '/  объём обмот
ки, С*  температура характерной ТОЧКЕ 

Наиболее неопределёнными величинами в рассматриваемой ме
тодике являются эквивалентные (осреднённые) тсплофизическке 
параметры, такие как коэффициенты теплопроводности обмотки и 
стали .индуктора (или пазовозубцовой зоны) в одномерном при
ближении, коэффициент конвективного теплообмена, степень чер
нота, а также эквивалеяткне пзоаметры теплоотвода через лобо
вые части. Это приводит к необходимости рассмотрения также об
ратных задач идентификации коэффициентсЕ задачи теплопроводно
стя. „• ' 

Ъ соответствии с принятыми допущениями ставится конкрет
ная иатематическая задача теплопроводности ПЛИН. 

В настоящей работе наиболее общей является задача опреде
ления двумерного, нестационарного температурного поля в выде
ленной области индуктора с учётом стока тепла теплоотво

да через лобовые части. Задача теплопроводности во всей рас
сматриваемой области имеет вид: 



Задача является сугубо нелинейной с разрывными коэффици
ентами с^^Х, к$ и она не поддаётся аналитическому решению. 
Вычислительные алгоритмы её приближённого решения, получен
ные сочетанием методов квазиливеарлзапии и разностных схем, 
Изза своей громоздкости мало пригодны для прикладных целей 
и в настоящей работе используется в качестве реперной тесто
вой модели. Наибольший практический интерес представляет Ста
ционарное температурное поле, соответствующее &(/&г~0. Неко
торые приближённые аналитические решения удаётся получить в 
одномерном приближении Щ/эх"^ с осреднённым по пазовозубцо
вой зоне коэффициентом теплопроводности и учётом теплоотвода 
через лобовые части в приближении постоянства соответствующе
го теплового сопротивления . 

3. Стационарное одномерное температурное поле ПЛНН при 
нелинейном теплообмене 

Рассматривается одномерная модель ШИН, состоящая из четы
рёх слоев (рис. I): спинки (I), эквивалентной пазозубцовой 
зоны теплоизоляции канала (3), стенки канала (4). Каждая 
из областей характеризуется высотой /г; , коэффициентом тепло
проводности М, 1*{-г4. Принимается, что в пазозубцовой зоне 
имеется равномерно распределённый джоулевый источник тепла ̂  , 
соответствующий прохождению электрического тока, и эквивалент
ный сток тепла ь'- , соответствующий теплоотводу через лобовые 
части при заданном постоянном тепловом сопротивлении О . Счи
таем, что поверхность г-о имеет температуру перекачиваемой 
среды t» . На поверхности 2* = А происходит теплообмен конвек
цией и излучением с окружающей средой, температура которой 
равна 

Задачу теплопроводности целесообразно ставить и решить в 
безразмерном виде. В качестве масштабов приведения удобно при
нять постоянные величины, входящие в условия однозначности: 
высоту устройства Л , температуру перекачиваемой среды tм . 

Основные, безразмерные величины задачи имеют вид: 



* 
 критерий Старка с * '̂¿4 , . ( I I ) 

* 
 температурный коэффициент электросопротивления 

¿2 --*1?И , (12) 
;  тепловой поток на поверхности спинки 

! $г-Вс(и<(Ь)-и.)>+5*ицМ<и*]'-[^иУ}. (13) 
Постановка задачи теплопроводности относительно темпера

турного ноля и*Ц<&)у0<$*-Ь. формулируется в следующем виде: 
' уравнение теплопроводное ти в отдельных слоях 

_ £1к , / ^ 1Н1,гМ , ( 1 4 ) 

условен сопряжения на внутренних границах слоев 

М = М« , И И Л З } г ( 1 5 ) 

граничное условие первого рода на поверхности стенки ка

нала, соответствующее температуре жидкого металла 

ил (0) * Я» = £ , : (16) 
граничное условие третьего рода на спинке индуктора 

^^-•-К^(^). '(17) 

длина 5 * х > (6) 

 температура и «г > (7) 
См 

 критерии Померанцева, соответствующие тепловыделению в 
обмотке 

я,„  , /? = ; 
4» Ч> (8) 

 тепловое сопротивление теплоотводу от лобовых частей 

р • ~ •* О ) 

 критерий Ено е . . 3". А (10) 
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Поставленная задача является нелинейной, зависящей от пара

метров: & :.1*,4>Л, Я<«), /?, 5*, ъ, и с . 
Решение уравнений (14) ищем в виде 

и>~А**В>(§-§,), ( г 8 ) 

(С, 
где // _ ^ — — . 
Вводя вспомогательные величины: 

/(о),х[а.и^ + ф.Щ£]*-[и£

 ( 1 9 )  

. *   7 £ — > в* > 

коэффициенты Д. +3/, решений (18), содержащие неизвестные тем
пературы ̂ «¿4/У и 4 = выражаются последовательно из усло
вий (15)  (17) следующим образом: 

& --£(*)> 

А *1-х;(1'я)г-ы*ъ ( 1 м в» сад] 

(20) 



t 

С целью нахождения приближённых значений величин о- ж Ь на 
основании теорема о неподвижной точке применяется следующий 
итерационный процесс: 

Л к   / ( а  0 > (21) 
тае ^ ) } a . s - n O t 

Р(а)= а + Д ; 

Оценка точности следующая: 

l*'**1' * rhrh" -
a

*-'l ' . (22) 

m = way г (Л; , a e [U., /£ J . 

Величина Ь выражается через a : 

к» a + $tf(<*) . • ( 2 3 ) 

В итоге получены приближённые решения нелинейной одномер
ной задачи тепловой модели ПЛИЕ в виде элементарных функций 
и des необходимости решения системы нелинейных уравнений. 
Аппробация последовательности решений на тестовых примерах 
теплового режима ПЛИН показывает, что достаточно брать началь
ные (два, три) приближения, чтобы ошибка не превысила Ъ%. 

В рамках рассматриваемой модели определяются основные ин
тегральные характерно тики нелинейного теплового расчёта ИЛИЯ: 

6-1 t é " ( s ,  U . 
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максимальная температура в обмотке ж электрическое сопротив
ление обмотки. 

Максимальная температура в эквивалентной зоне "паззубец" 
определяется из выражений: 

зт Ш * 

•*
щ 3 > (24} 

Оценка точности ого приближения имеет вид: 
и Ас I / я * & -
Л

* " X » ' Ж а*в Х Н . (25) 

Основной функцией, определяющей тепловое состояние МГДма
шины является электрическое сопротивление обмотки возбуждения 

К как функция тока 3 , температуры перекачиваемою метал
ла & и др. величин. В рамках рассматриваемой расчётной мо
дели величина Я имеет вид: 

Ш*М - Я ^ Ж ^ - ^ Ъ / ' ^ } * (26) 

где /»•  длина обмотки, -5с~  площадь сечения обмотки. 

,Оценка точности л  ого приближения имеет вид: 



I - 7ХГ9 _ т +1*1 I- т 

4. Заключение 

Разработанная методика теплового расчёта ШИН о учётом 
нелинейных эффектов реализована в форме математического обес
печения решения на ЭВМ прямых задач анализа для определения 
температурного поля и интегральных характеристик при заданных 
условиях единственности, так и обратных задач идентификации 
с целью определения неизвестных коэффициентов. Модель может 
быть включена в качестве составной части в единую комплькс
ную программу оптимального проектирования ДЛИН. 

.0 

г» 

Рис Л . Принципиальная схема теплофиэической модели 
участка продольного сечения ПЛИН. 
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УДК 518.12:538.4+621.365.5 
Павлов СИ.. Тир Л.Л., Якович А.Т. ШТЗыТМЭЖЕ МОДЕЛИ И 
ГЕТОДЖА ЧИСЛШСГО РАСЧЕТА ЭЛЕ1СГРО:,УЖ!ТН0Г0 ПОЛЯ К ЩШШ 
РАСПЛАВА В ИВДУКЩЮННОЫ ПЕЧИ С ХОЛОДНЫМ ТлГЛЕМ.  В кн.: Элек
тродинамика и механика сплошных сред. Математическое моделиро
вание. Рига: ЛГУ игл. П.Стучки, 1982, с. 319. 
Для исследования электромагнитного (ЗМ) поля идвижения рас
плава в индукционной печи с холодным тиглем (ИЕХТ), обладаю
щей поворотной симметрией, поедлагаются две двумерные модели, 
являющиеся характерными сечениями трёхмерной модели. Разрабо
тана конечноразностная методика расчёта движения расплава, 
возникающего изза перетекания вихревых токов между проводя
щим разрезным тиглем и пасплзвом при наличии переходного элек
трического сопротивления. Учитывается возможность частичного 
и полного откатил расплава от тигля напротив перегородок, 
электрически изолирующих секции тигля. ЗМ величины определяют
ся на основе уравнения для аксгальной составляющей индукции 
мапштного поля, которое решается в подобластях с постоянным 
значением безразмерной частоты. Форма подобластей может быть 
произвольной. При совании на границах используются условия 
для радиальной и азимута̂ гьной составляющих плотности вихрево
го то;ка. Лцфодикашческис величины находятся из решения урав
нений для аксиальной составляющей ротора скорости и функции 
тока. Приводятся консервативные конечноразностные схемы, по
строенные на неоднородной полярной сетке, характеристик^ мето
дики и пример расчёта. Ил. 5, библиогр, 10 назв. 

УДК 538.4+621.365.5+517.958 
Гельфгат А.Ю., Павлов СИ. АНАЛЙ№ь£КИЙ РАСЧЁТ ЭЛЕКТРСМАГНИТ
Н0Г0 ПОЛЯ И ДВ1ШЕКИЯ РАСПЛАВА В. ЗОНЕ КОНТАКТА С ХОЛОДНЫМ ТИГ
ЛЕМ ИНДУВДЮННОИ ПЕЧИ.  В кн.: Электродинамика и механика 
сплошных сред. Математическое моделирование. Рига: ЛГУ им. П. 
Стучки, 1982, с. 2029. 
Для двумерной модели зоны контакта расплава и тигля, индукцион
ной печи с холодным тиглем методом разделения переменных прове
дено аналитическое решение в декартовой системе координат урав
нения для аксиальной составляющей индукции магнитного поля и 
линеаризованного уравнения для аксиальной составляющей ротора 
скорости совместно с уравнением для функции тока. Коэффициенты 
разложения магнитной индукции в расплаве и тигле определяются 
из бесконечной системы алгебраических уравнений, которая после 
редукции размерности решается на ЭВМ методом исключения Гаусса 
с выбором главного элемента. Ротор скорости и функция тока на
ходятся суммированием трёхкратных рядов. Результаты расчётов 
на ЭВМ по аналитическим выражениям сравниваются с результатами 
конечноразностного решения. Ил. 2, библиогр. 6 назв. 



УДК 538.323.001 
Воеводский К.Э. О ДВУМЕРНЫХ ЗАДАЧАХ МАГНИТОСТАТИКИ.  В кн.: 
Электродинамика и механика сплошных сред. Математическое моде
лирование. Рига: ЛГУ игл. П.Стучки, 1982, с. 4050. 
Выведены простые формулы, позволяющие рассчитать двумерное ста
тическое магнитное поле, возбуждаемое токовым источником в при
сутствии идеально Ферромагнитного или сверхпроводящего экрана 
произвольной двумерной конфигурации. Выявлены особые случаи, 
для которых тпадициокная постановка задачи об экране с беско
нечной магнитной проницаемостью некорректна. Особо изучено по
ведение поля на краю экрана, в окрестности стыков и угловых 
точек его поверхности. Показано, что в указанных областях поле 
может многократно усиливаться по сравнению с собственным по
лем источника. Полученные результаты могут быть использованы 
в задачах магнитного экранирования и других приложениях; они 
допускают и электростатическую интерпретацию. Библиогр. 4 
назв. 

УДК 517.949:538.12621.335 
Ауза..В,Я. ВЫЧИСЛЕЩЕ МАГНИТНОГО ПОЛЯ В ДЕКАРТОВЫХ КООРДИНАТАХ 
С УЧЕТОМ КРИВОЛИНЕЙНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ.  Вкн.: Электродинамика 
и механика сплошных сред. Математическое моделирование. Рига: 
ЛГУ им. П.Стучки, 1982, с. 5156. 
Предложен метод расчёта двумерного магнитного поля с использо
ванием конечных разностей в случае, когда часть поверхностей 
ферромагнитн " материалов не параллельны координатным осям. 
Для тех ячеек расчёта, через которые проходит граница области, 
вводится эквивалентная обоаткая магнитная проницаемость. Мето
дика апробирована для расчёта двумерной модели длинного элект
ромагнита, который притягивается к ферромагнетику в форме по
лукольца и треугольника. Ил. 2, табл. 2, библиогр. I назв. 

УДК 538.323.001 
Бхдаеиау НАФ.. Воловик М.В. РАСЧЁТ ШЯИШОГО ПОЛЯ ПРЯЛОУГОЛЪ
Н Ш ТОКОВОЙ РАМКИ В ПРИСУТСТВИИ ПШШШ0СК0Г0 ИДЕАЛЬНОГО ФЕРРО
МАГНИ'ШОГО ЭКРАНА.  В кн.: &лектродинамика и механика сплош
ных сред, Математическое моделирование. Рига: ЛГУ игл. П.Стуч
ки, 1982, с. 3039. 
Рассмотрена задача об экранировании бесконечно тонким идеаль
но феоршагнитным экраном, имеющим форду полуплоскости. Ддя
трёхмерного источника получено явное аналитическое решение на 
основе парных интегральных уравнений с ядрами фурье. В качест
ве примет рассмотрен случай, когда магнитное поле создаётся 
пртюуголькой рамкой с постоянным током, расположенной парал
лельно экрану. Ил. 2, табл. 2, библиогр. 4 назв. 



УДК 621.313.333+621.3.013+537.811 
Завицкий Э.А. РАСЧЁТ ЭЛЕКТР0МАГЮ1ТНЬК ХАРАКТЕРИСТИК ЖШЕЙНО
ГО АОбКРОННОГО ДВИГАТЕЛЯ С ПОПЕРЕЧНЫМ МАПМТЙЬШ ПОТОКОМ 
(ЛАДПП).  В кн.: Электродинамика и механика сплошных сред. • 
Математическое моделирование. Рига: ЛГУ им. П.Стучки, 1982, 
с. 5768. . 
Разработана трёхмерная математическая модель линейного асин
хронного двигателя с поперечным магнитным потоком. Рассмотре
ны случаи П и Шобразных сердечников индуктора. Разделённый 
магнитопровод индуктора моделируется махгатнс̂ анизотропным 
электронепроводящим слоем, обмотка  набором токовых контуров 
на поверхности магнитопровода. Электромагнитное поле и вихре
вые токи определены с помощью двойного преобразования Фурье. 
Получены выражения тягового и нормального усилий, активной и 
реактивной мощностей. Ил. 3, библиогр. 12 назв. 

УДК 531.37:53*.32 
Коврова. В.В., Шаблий В. П. 0£ ИПТЕГРИРОВАНИИ УРАВНЕНИЙДВИХЕ
НИЯ СВОЮДНСГО ФИЗИЧЕСКОГО МАЯТНИКА В ГЛУБОКОЙ МАШИТНШ ПО
ТЕНЦИАЛЬНОЙ ЯМБ.  В кн.: Электродинамика и механика сплошных 
сред. Математическое моделирование. Рига: ЛГУ им. П.Стучки, 
1982, с. 69—73. 
Определены уравнения движения свободного физического маятника 
в магнитном поле, создаваемом парой идеально проводящих токо
вых колец вблизи положения их соосности. 3 частном случае 
быстрого вращения маятника вокруг оси поля оолучено общее ре
шение уравнений движения. Библиогр. 6 назв.• 

УДК 538.32 
Шаблий В.П. 0 ВОЗМОЖНОСТИ СУЩЕСТВОВАНИЯ РАВНСЕЁСТКОЙ ОПОРЫ, 
ОСНОВАННОЙ НА ЭФФЕКТЕ МАГНИТНАЯ ПОгХШШШНАЯ ЯМА.  В кн.: 
Электродинамика и механика сплошных сред. Математическое мо
делирование. Рига: ЛГУ им. П.Съ/чки, 1982, с. 7477. 
Доказана возможность создания подвеса с одинаковой жёсткостью 
в осевом и радиальном напргвлениях, основанного на эффекте ми
нимума магнитной потенциальной энергии (магнитная потенциаль
ная яма). Получены приближённые формулы магнитных характери
стик в зависимости от зазора опоры, которые могут быть полез
ны при инженерных расчётах. Ил. I, библиогр. 6 наев. 



УДК 534.615:621.372.41 
за В.Я., Иванов Л.Г., Устинов H.H., Шикин Б.М. ФИЗИЧЕСКИЕ 
НОВЫ ИЗМЕРЕНИЯ ОБЪЕМОВ АКУСТИЧЕСКИМ МЕТОДШ.  В кн.: Элект

родинамика н механика сплоиных сред. Математическое моделиро
вание. Рига: ЛГУ им. П.Стучки, 1982, с. 7892. 
На основе анализа резонатора Гельмгольца как акустической це
пи с сосредоточенными параметрами получены аналитические со
отношения, позволяющие оценить чувствительность метода опреде
ления объёмоз акустическим способом и выбрать необходимые па
раметры резонатора для достижения требуемой точности. Ил. 5, 
бнблиогр. 7 назв. 

УДК 538.65:51.380 
Резинский А.И., Цклевич Б.Л. 03 ОДНОМ АЛГОРИТМЕ СЛУЧАЙНОГО 
ПОИСКА.  В кн.: Электродинамика и механика сплошных сред. 
Математическое моделирование. Рига: ЛГУ им. П.Стучки, 1982, 
с. = 93100. 
Предложен алгоритм случайного поиска для задач многомерной 
условной оптимизации. Используется адаптация по длине шага. 
Применяется нестандартный метод учёта ограничений. Алгоритм 
построен для задач, связанных с расчётом равновесной конфи
гурации системы диполей во внешнем поле. Поиведены результа
ты для тестовых задач', а также проведено сравнение с другими 
алгоритмами. Ил. 2, табл. 2, библиогр. 12 назв. 

УДК 517.63:518.43 
Белов М.А. ШШШШШ ЬЩШ АаНШТОТИЧЕСКОГО РАСШИРЕНИЯ ИН
ТЕРВАЛА ДЛЯ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ.  В кн.: Зле
ктродЕнамика и механика сплошных сред. Математическое модели
рование. Рига: ЛГУ им. П.Стучки, 1982, с. 101108. 
Предложен алгоритм решения задач теплопроводности, являющийся 
естественным объединением трёх приближённых методов: конечно

зования Лапласа. Приведён иллюстрационный'пример. Табл. 3, 
библиогр. 6 назв. 



УДК 539.3:534.1 
Богданович Л.Е.. Фслдмоне Э.Г. О ВЫПУЧИВАНИИ ЦИЛТЩРИЧЕШОК 
ОБОЛОЧЕК ПРИ ЖНА!,МЧЕСКОМ ВНЕШНЕМ ДАВЛЕНИИ.  В КН.: Электро
динамика и механика сплошное сред. Математическое моделирова
ние. Рига: ЛГУ ИМ, ШСтучЙИ, 1982, с. 109122. 
Рассмотпена задача о иесюесимметркчном деформировании несовер
шенной цилиндрической оболочки, нагруженной равномерно распре
делённым динамическим внешним давлением. Решение проводится 
методом БубноваГалёрккна Е геометрически нелинейной постанов
ке, ж*'ледовая эффект взаимоевязаНЕОстн окружных форгл гшучн
вання при различных скоростях нагружения. Показано, что учёт 
этого аффекта приводит к значительному увеличетиз рассчитывае
мой величины критического давления, определяемой но Моменту 
образования в оболочке первой пластической зоны. Дано сопостав
ление с результатами экспериментов Л.С.Вольмира, Б.Е.Минеева 
на дюралюминиевых оболочках. Расчётные значения коэффициента 
динамичности, полученные при учёте взшшесвязалности окружных 
форгл выпучивания, хорошо согласуются с экспериментальными* Ил. 
4, табл. I, библиогр. 15 назв. 

НАМИЧЕСКОГО ШПУЧИВАНИН НИЛШЩРИЧИСКОИ ОБОЛОЧКИ, ПОДЛЕПЛЕН
НОЙ К0ЛЫ{ЕШ;.М РЕБРАМИ ЗВДЯКОСТИ.  В га».: Злектродинамикй и 
механика сплошных сред. Математическое моделирование. Рига: 
ЛГУ им. И.Отучки, 1982, с. 123135. 
В геометрически нелинейной постановке рассматривается задача 
нсосесиммстричного деформирования ортотронной цилиндрической 
оболочки с системой произвольно расположенных вдоль образую
щей монотронных кольцевых рёбер. Решение строится при аппрок
симации прогаба одним членом полного ряда Фурье. Одно из урпв
нешш движения удонлетворяется точно, остальные два  прибли
жённо путем применения процедуры БубноваГалёркина. В коноч
ном итоге задача сводится к системе двух нелинейных обнкнозен
ннх диМ'сренциалышх уравнений. Многократное численное ннте» 
грировопие её для различных сочетаний аюры выпучиватсия к по
следующее суммирование рядов Фурье позволяет рассчитать пзрз
мемонхя в оболочке. Приведён пример численного расчёта для 
оболочки, подкреплённой двумя рёбрами, при действии осешй ди
намической сжимающей нагрузки. Дано сопоставление газмежестай 
прогаба от осевой координаты, подученных согласно одвсашой ам
гае методике и по разработанной авторами ранее 'методике рвае
нил линейной задачи при аппроксимации прогиба конечным числом 
членов ряда Фурье. Ил. I, библиогр. 5 назв. 

УДК 539.3:534.1 
Богданович A.B. 
НАЙИЧБСКвГО ШП 
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m 678.539.63 
MwJ&tSS O.M. ПЛАСТИЧЕСКИЕ ДЕФОРМАЦИИ Б 1ЩЩДРИЧЕ

СКОИ ОБОЛОЧКЕ ПРИ УДАР23 ПО ТОРЦУ,  Тш": ^ е к т р о д ш 1 а ш к а и 
П А М П А W4f _Ч fi/ЧТТ Я Г л 1  m »_...  — — •*» __ _ _. __ 

Белов U.к., 
rnrrai гя_Л)тлт ..„,..__.  __, . .И.... I.UA__'l__.'l____C; J 
механик.; сплошных сред. Математическое шдслирование. Рига: 
ЛГУ ИМ. П.Сгучки, 1982, с. I3SI45. 
Рассмотрено поведение тонкостенной п.илкндркчеокой оболочка в 
приближении Оез..ю?лан_нои теооии при динамическом осесчмметоич
ном иагруженки ка торце. Конечноразностной аппроксимацией* по 
пространственной координате математическая модель сведена к
задаче Коши для системы оОнкиовенных дврференцнальных уравне
нии* которая решается методом РунгеКутта. Изучены пластиче
ские десюшадаи в рамках деформационной теории пластичности. 
ИЛ. 4, о.:блкогр. 3 назв. 

УДС 518.12:538.4 
Якович Л.Т., Булыгин Л.Л., Дэекитис О.Я. НЕКОТОРЫЕ МОДЕЛИ И 
МЕТОДЫ РАСЧЁТА ТЕЖНИИ В КСЗДУЮДОЖНОИ МГДНАСОСЕ ЦЕНТГОБЫЙ
НОГО ТИПА.  3 кн.: Электродинамика и механика сплотит сред. 
Математическое моделирование. Рига: ЛГУ ИМ . П . СТУЧКИ, 1982, 
с. 146 хб7. 
В работе характеризуется ряд математических моделей и мето
дов, которые могут быть применены при исследовании процес
сов а центробежном МГД насосе. Предложены аналитические и ко
нечнооазностные методики расчета для двумерно" осесимметрлч
ной модели насоса, в которое учитывается наличие только пр1-
щательной составляющей скорости и хаоэктеоизувтея полученные 
результаты. Пл. 8, библиогр. II назв". 

УДК 536.12:537.311.6:621.313.3 
Микельсон Ю.Я.. П_мкт Я.Р. трЮФИЗИЧЕСКОЕ НХМИЮЗАКИЕ МАГ
^жтогадроданА'йчзсжих УСТРОЙСТВ в ЭНЕРГОШШРЯШПЮМ Р Ш М Й . -
3 кн.электродинамика и механика сплошных сред. Математи
ческое моделирование. Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 1982, с. 168180. 
Разработана методика теплового расчета ПЛИН с учетом нелиней
ных эффектов (зависимость параметров от температуры, нелиней
ный конвективный теплообмен, излучение) в приближении элемен
тарными функциями. Модель может быть использована с целью оп
ределения температурного поля ПЛИН (прямая задача), уточнений 
теплофизических параметров устройства (обратная задача)иден
тификации) ., а также пои оптимальном проектировании (эадз К 
синтеза). Йл. I, библиогр. 9 назв. 




