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О ВЫБОРЕ МЕТ0.ЦА ЧИСЛЕННОГО РАСЧЕТА ДВИЖЕНИЯ 
РАСПЛАВА В ИНДУКЦИОННОЙ ТИГЕЛЬНОЙ ПЕЧИ 

I. Постановка задачи 

Стационарное течение жидкого металла в осесимметричной 
модели индукционной тигельной печи (ИТП) С 1,2 Д„ характери . 
зующееся радиальной и аксиальной компонентами скорости V * 
= (г£(г,г) 0 ; УЦг^)) , описывается безразмерным уравнением 
Рейнольдса в приближении Буссинеска С 3 3 с введением перемен
ной по объему расплава эффективной вязкости > Ц »

=

т * '
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коэффициенты кинематической молекулярной и турбулентной вязкос
ти; о выборе последнего см. Г 3,4 3 ) : 

+ / № /  £ / Г г , .00 
где К7/(?е^, (^езуУ^Ус/п?^  эффективное число Рейнольдса, 
№-/о

2

]Чог//'$1Г0
1  число Альфвена, Р г = % ^ ^  число Фруда, 

("в и |„  характерные скорость, радиус и плотность тока, 
у  ускорение свободного падения, у и р  плотность и давг 
лекие жидкости,  единичный вектор в аксиальном направле
нии, ^($АЪ&)0>5ъ(1Гзг-У) ~ плотность электромагнитной (ЭМ) 
силы, усредненной по периоду переменного тока в индукторе (оп
ределяется по методике £ . 2 3 ) . . * 

Чтобы исключить из рассмотрения давление р , уравнение • 
(I) можно записать в роторной форме относительно вихря скорос
ти ЪТ-гоЬк [ 3 3 : . ' 



ГоЬ[{>\г-дгас(£)хгг]~ rot (R rot * 
-г (2.) 

+ 2rot [(yqradOgrad R] -At rot J. 
Уравнение (2) решается совместно с уравнением для функ

ции тока f (в ПТП у вихря, имеющего тороидальную форму, от
лична от нуля азимутальная компонента ЬТ^Со^аоС^г^О)) 

и связями (следующими из условия несжимаемости divir=o) 

r г dz. > vz~ rdf- W 

Уравнения (i) или (24) дополняются граничными условия
ми: на свободной поверхности расплава (форма поверхности счи
тается фиксированной; о методике ее определения в гидростати
ческом приближении см. £ 57 1) задаются условия непротекания, 
свободного скольжения и постоянства.давления; на оси Г=0 
условия симметрии потока и давления; на поверхности тигля 
условия непротекания и прилипания (см. раздел 3). 

Для решения поставленной задачи используется конечнораз
ностный подход. Настоящая работа является продолжением и раз
витием исследований С 8 J, связанных с разработкой численной 
методики расчета поля скоростей в ИТП. 

2. Конечноразностные схемы для расчета ротора 
скорости 

При проведения расчетов область, расплава покрывается не
однородной конечноразностной сеткой (в отличие от £ 8 3, где 
сетка принята однородной) и рассматривается сеточная область 
St с координатами узловых точек (гК)г„) и шагами сетки в ра
диальном h£= t Ĥr* и аксиальном h^Z^^Z^ направлениях 
(значения шагов с полуцелыми индексами равны Ак_̂ =̂ (Л£_(+/£)

 и 

/>т'/НКя.тг+0 * Величины, входящие в уравнение (2), заданы 
в узловых точках сетки и нумеруются индексами (к,/я) (значения 



величий в промежуточных точках с полуцелыми индексами вычис
ляются по формулам вида Х1(,ф=£(Хк+1+Хк)) . 

Консервативные конечноразностные схемы получаются мето
дом баланса; интегрирование уравнения (2) по площади ячейки 
5*,л»< Вспомогательной сетки, содержащей узловую точку с индек
сами; , редуцируется на интегрирование по замкнутому кон
ТУРУ Ограничивающему ячейку 3К>1Г) 18 ] 

Аппроксимация правой части <Л соотношения (5> залисыБа
бФся? блёдуЩим образом^ 

~ ^ .г» - 1 

* : '— + 

(^)П:^/2~}^ ~ к'т: £ ^)] , 
йЦё= верхние индексы в скобках: (п) и (пг<) означают номера ите
рационных слоЪв, к которым относятся соответствующие значения 

(вспольз̂ адася только для схемы 2). 



(7) 

Трудности при построении разностной схеиы для вихря ско
рости связаны с аппроксимацией нелинейных конвективных членов 
(левая часть соотношения (5)). Для расчета течений расплава 
а ИТП опробованы следующие варианты. • 

1. Схема с центральными разностями. При простейшем спо
собе аппроксимации конвективных членов Тц 

где коэффициенты Лг и Л г определяются по формулам 

схема (7) счетно устойчива лишь в сравнительно узком интерва
ле малых чисел Рейнольдса $е9у£.1-ъ~50 (установлено численным 
экспериментом на ЭВМ)» Ширина интервала зависит от параметров 
задачи (формы области, распределений массовой ЭМ силы и узло
вых точек сетки, приближенных граничных условий для вихря на 
твердой стенке и других). 

2. Схема с разделением итерационных .слоев. Для расшире
ния области устойчивости схемы С центральными разностями (?) 
применяется метод С 9 1, обобщенный на случай переменного по 
объему числа Рейнольдса и неоднородной сетки в цилиндрической 
системе координат. Метод основан на разделении в схеме двух 
последовательных итерационных слоев (п) и (Н+1) (см. соотно
шения (6) и (9)) и введении в коэффициенты при центральных 
членах на (п) и (/1+1) слоях и 1^^"^ дополнительных зна
коопределенных слагаемых, обеспечивающих диагональное преоб
ладание в матрице, обращаемой при численном решении задачи. 
Для названной схемы аппроксимация нелинейных членов 3̂ . приоб
ретает вид 



где аналог формул (8) 

а Л г и ij, представляют собой центральноразностные аппрокси
мации первых производных по г и z со вторым порядксм точнос
ти на неоднородной сетке ("при t=Vz формулы (II) дают аппрокси
мацию производных на сетке с половинным шагом). 

Когда достигнута сходимость итерационного процесса, зна
чения вихря 1/7 и 4<7 на двух последовательных итерационных 
слоях (п) и (й+О отличаются в пределах заданной точности вы
числений , и, таким образом, слагаемые, введенные в (9) для 
стабилизации схемы, компенсируются. 

.Как показали численные эксперименты, верхняя граница ин
тервала устойчивости для схемы (9) по крайней мере на порядок 
выше по сравнению со схемой (ч): Re S p^ Юч500, 

3. Схема с направленными разностями. С целью обеспечения 
устойчивости схемы при аппроксимации конвективных членов 
используется аналог разностей против потока: в зависимости от • 
положительной или отрицательней знакоопределенности /4!<±#,'» 
или Antm*</2. значение вихря скорости берется в узловой точке в 
направлении, соответственно, протиз или по потоку жидкости: 



Схема (12) устойчива при любых значениях числа Рейнольд
са (на ЭВМ проверено для КСэф^Ю^), однако уже при #^£50*
*500 (в зависимости от характера течения и распределения ша
гов сетки и других,) результаты расчета, соответствующие двум 
различным , практически совпадают. Причиной искажения 
результатов является аппроксимационная (схемная) вязкость , 
которая получается вычитанием схемы с центральными разностями 
^ (7) из схемы с направленными разностями (12) 

4. Схема с компенсацией схемной вязкости. Аппроксимацион
ная вязкость 3& (13) из схемы с направленными разностями Ты = 
= «7̂ +Лай вычитается на сетке с удвоенным шагом (метод С 10 1 , 
обобщенный на случай течений с переменной вязкостью С 8 3 , 
применяется на неоднородной сетке): 

где схемная вязкость, вычисленная на сетке с удвоенным шагом, 

Разностная схема (14) в пределе на решении задачи оказы
вается свободной от схемной вязкости, сохраняя при этом устой
чивость при любых значениях числа Рейнольдса (на ЭВМ провере
но для бЗр&оОД 



При расчетах значений вихря ЬТК)П1 в приграничных узлах, 
ввиду применения девятиточечного шаблона типа "крест", требу
ется значение вихря 1^к*2/>> или ̂ к^х в точке, находящейся за 
границей области 5 ? . Например, для нахождения 'Щ^м исполь
зуются формулы экстраполяции вправо 

В заключении раздела отметим, что схемы типа (7), (9), 
(12) или (14) применяются также для расчетов распределений 
векторного магнитного потенциала в ИТП. 

3. Вычисление вихря скорости на твердой стенке 

Точность решения в переменных "ротор скорости"^ и "фун
кция тока" у существенно зависит от выбора приближенного 
граничного условия для вихря на твердой стенке (отсутствующе
го в физической постановке задачи), на которой задаются усло
вия непротекания и прилипания 1ГГ=%=0; з терминах функции 
тока эти условия записываются следующим образом (для опреде
ленности будем считать,что стенка перпендикулярна оси г и 
ограничивает область расплава справа): 

y*const- |£=<?. (*Q 
Опробованы следующие варианты расчета й^на твердой стен

ке (в формулах (1822), (24) индекс "г" в обозначении шага 
сетки в радиальном направлении опущен). 

I. Вычисление вихря, исходя из определения через произ
водные от скорости \Г--д&г/дг (учтено, что dtrr/dz=o). Раз

ностная аппроксимация условия имеет вид (узловая точка (к/л) 
лежит на границе) 

~ Tri oh *±h *****" 



2. Нахождение ̂ .Гиэ уравнения связи (3) (учтено, что 
дг^'/дг2=0), разностная шшроксимация которого получается пу
тем разложения функции тока в ряд Тэйлора вблизи границы [ II 3 • 
Применяются следующие формулы первого (19) и второго (20,21) 
порядка:: условие Тома 

условие Вудса 

условие Йенсеиа 

"км, 0*к~ 'н
2

- <к,м ' /> А Л /
2 

Недостатком расчетов по формулам (18), а также (1921) с 
подстановки]! в них условий (г?) , является косвенное выполнение 
д'рУдГ^О, в результате чего разностный аналог производной на 
сетке 

отзывается отличным от нуля 



3. Итерационное определение вихря на твердой стенке из 
условия [ 12,13 ] 

где ̂уЧ  итерационный параметр  выбирается по результатам 
численного эксперимента. 

4. Постановка граничного условия для вихря осуществляет
ся не на твердой стенке 1^^, а в приграничных узлах (к<)Г») 
расчетной области Поскольку значение функции тока на 
границе определено первым из условия (17), второе из условий 
(17) дает возможность, пользуясь его разностным аналогом (22), 
рассчитать значение т в приграничных узлах 

Таким образом, разностный аналог уравнения связи ( з ) не
обходимо решать во внутренних точках сеточной области Я.^ , не 
содержащей граничных точек сеточной области Я1 . Разностный 
аналог уравнения (2) для вихря при этом также решается внутри 
области Я.^; на границе которой значение вихря ^ц-^т рассчи
тывается, исходя из соотношения (3) в разностной форме. Ка 
границе сеточной области О. (например, при использовании де
вятиточечного шаблона типа "крест".) значение вихря можно 
найти, пользуясь экстраполяцией типа (16) (вместо примененного 
в [ 8 ] одного из условий (1921), приводящего к искажению ре
зультатов) . 

4. Методика расчета течения в естественных переменных 

Для исследования движения расплава в ИТП с использовани
ем переменных "скорость" и "давление" выбран метод БМАС С 15 ] 
(применения см., например, С 16,17 ]). Метод основан на рас
щеплении уравнения (I) (с учетом временной производной) таким 
образом, *то вычисление поля скорости на п+1 временном 
слое по известному полю скорости 1г" на и временном слое произ
водится в два этапа ( Т  шаг по времени) 



Г =[(^2gradR)grad\v'+RMr\ 

(2.5) 
+ qradRxrotf"-*; 

^-gradp-g-. 
т (2G) 

Уравнение для давления 
j с* 

(&) 
полученное действием оператора дивергенции на соотношение (26) 
с одновременным требованием выполнения условия несжимаемости 
сШг'\гг'*=0 на n+i временном слое, решается после нахождения из 
(25) значений скорости Т на промежуточном слое расщепления. 

Метод SMAC (записанный выше для случая движения расплава 
с переменной вязкостью под действием массовой ЭМ силы) имеет 
ряд преимуществ по сравнению с другими методами расчета тече
ний в естественных переменных. 

1) Использование характерной для MAC методов конечнораз
ностной сотки со смещенными друг относительно' друга узловыми 
точками для неизвестных функций (рис. I) позволяет повысить 
точность, с которой выполняется на сетке условие несжимаемос
ти dW^r^, поскольку разностный аналог дивергенции от скорос
ти записывается в пределах одной ячейки сетки. 

2) Требование выполнения уравнения несжимаемости cUitV^O 
на каждом .временном слое п по сравнению с известным методом 
введения псевдосжимаемости жидкости f 18 ] сокращает время 
расчета стационарного течения методом установления особенно 
при больших числах Рейнольдса Re^^IO^. 

3) Метод расщепления (2527) дает возможность существен
но упростить иеточниковый член в уравнении Пуассона для дав
ления (27), куда входит только дивергенция от скорости V на 
промежуточном слое расщепления. При этом в сравнении с тради
ционным уравнением для давления, которое получается действи



ем оператора дивергенции на уравнение (I), значительно сокра
щается объем вычислений ввиду того, что отпадает необходимость 
расчета на каждом временном слое громоздкой правой части, со
держащей сложную комбинацию производных от скорости, ЭМ силы 
и числа Рейнольдса. 

4) Поскольку давление задано в центрах ячеек конечнораз
ностной сетки (рис. I), не требуется его вычисления на твер
дой стенке (граничные условия для давления на стенке также, 
как и условия для вихря, в физической постановке задачи отсут
ствуют). Давление в приграничных ячейках рассчитывается из 
уравнения (27) с учетом соотношения (26) и условий прилипания 
для скорости (см. [ 19 ]). 

Г 
Рис. I. Конечноразностная сетка для метода 6MAC. 

Обозначения точек, в которых определяются следующие величины: 
•  давление р ; о  радиальная Vr и х  аксиальная Vz со

ставляющие скорости; •  радиальная § г

 и аксиальная f z со
ставляющие плотности ЭМ силы, а также эффективное число Рей
нольдса. 



Далее приводятся разностные аналоги уравнений (2527) 
на неоднородной конечноразностной сетке (рис. I). 

Промежуточные значения % и % на слое расщепления рас
считываются по формулам 

%^»=[<„гх.Г«^й;С)]1.>^,(,;,)

122521/ /«• ̂  •/,
г N , 

+ 

'к 



где введены следующие обозначения 

«к-Цг^+Ъ- ^ • 

Разностный аналог уравнения (27) для давления имеет вид 

£1 ^ + 

'го 

Значения компонент скорости ч/^' и ^"^на времен

ном слое находятся по формулам 

5. Результаты расчетов 
Методики расчета движения металла, изложенные в пунктах 

24, реализованы на ЭВМ ЕС1033. Программы написаны на языке 
ФОРТРАН и совместно с программами расчетов ЭМ и теплового по
лей применяются для численного исследования ИТП (информация 



э комплексе программ приведена в С 20 3 ) . 
Для численных экспериментов зыбрана цилиндрическая мо

дель С 21 }, на которой осуществлены подробные измерения поля 
скорости, возникающего в ртути (плотность 5> и электропровод
ность &  у =1,36104 кг/м ; б

'=1,13 МСм/м) под действием ЭМ 
сил, созданных индуктором, расположенным симметрично относи
тельно средней плоскости металла. Параметры модели следующие: 
радиус Га и высота hp металла  1^=0,15 м; hp =2Гв ; радиус 
Ги к высота hu индуктора  Ги =I,Ir0°t /'v=0,8^; линейная пло 
тность тока в индуктоое Г =130 кА/м (плотность тока L =8,7 
МА/м

2

).
 J 

Расчеты проводились при постоянной эффективной вязкости, 
а также с заданием экспоненциального распределения эффектив
ной вязкости по радиусу {. 3, формула (146) 3 . В центральной 
части модели значения числа Рейнольдса выбирались равными 
?£&р =1; 10; 50; 100; 500; 1000 (отдельные проверочные расче
ты делались при промежуточных значениях Р£эу>, а также при 
=10 ; 10°; 10 ). На рис. 2, где представлены безразмерные рас 
пределения соотавдвщзй скорости по радиусу г и скорости 
движения металла tC на свободной поверхности, результаты рас
чета (кривые I) соответствуют ^^=100, для которого наблюда
ется лучяее согласование с экспериментом L 21 ] „ 

Численными экспериментами установлено: 
I) Расчеты по различным схемам для ротора скорости в пре 

дедах значений числа Рейнольдса»'указанию; в разделе 2, дают 
совпадайте с точность» 0,5:! % результаты (кривые на графи
ке сливаются). 

£) Яр» м&менекии формул аппроксимации вихря на твердой 
стенке результаты для поля скорости в объеме металла согласу
ются с ТОЧНОСТЬЮ 1ч2 %. В приграничных узловых точках разли
чие составляет Зг5 %, причем расчеты по формулам (23, 24), 
обеспечивающими выполнение обоих условий (17), совпадают с 
точностью 1;2 %. 

3) Результаты расчетов в переменных "ротор скорости" и 
"функция тока" по схеме (14) с компенсацией схемной вязкости 
и условиями (23, 24) для вихря на стенке согласуются с точ



Рис. 2. Распределение аксиальной составляющей безразмер
ной скорости по радиусу Г , а такие безразмерной скорости 
движения расплава на свободной поверхности 'Л. _" „ _ 

Эксперимент: V- [ 21 1; о  1 22 3; о С 23 Л;» I 24 3; 
•  С 29 3; д.О С 27 ] ; А  [ 30 3\ 

Расчет: I  автор (постоянная ЦбДв) и переменная (1а) 
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ностью Зч5 % с результатами расчетов в переменных "скорость" 
и "давление" по методике (2832) для значений числа Ре^нольд
са в пределах: 0 <̂  Я**̂ >£1(Р. Поскольку расчеты по явной схеме 
(2527) на мелких сетках требуют значительного машинного вре
мени, для серийных расчетов рекомендуется схема (14) с компен
сацией схемной вязкости на сетке с удвоенным шагом с примене
нием одного из условие (23, 24). 

Проведенное сопоставление результатом, полученных с ис
пользованием различных расчетных схем, а также удовлетвори
тельное согласование сжспериментальных данных и численных ре
зультатов подтверждает достоверность последних. 

На рис. 2,кроме того, дано сопоставление хюзультатои, по
лученных численно в работах С 2528 3, с экспериментальными 
данными С 2124,27,29,30 ] ; безразмерные распределения 1?г = 
= и"(г) находятся следующим образом: выбирается сечение 2=гн 

с максимальным значением скорости в пристеночном потоке, на
званное распределение в этом сечении нормируется на значение 
скорости на оси К"=0. Возможные причины существенных отличий 
результатов расчетов С 2528 3 от опытных данных (эксперимен
тальные точки [ 2224 3 имеют значительный разброс, однако 
следуют данным С 21 3) обсуждались в [ 1,2,5 3 . 
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ИССЭДОВАНИЕ ФОРШ СВОБОДНОЙ 1ЮВЕРХН0СТИ ЩЩЮГО 
МЕТАЛЛА В ОСЕС.М.ШТРПЧНШ Э Л Ж П Ч Ш Ш Т Н О Н ПОЛЕ 

Введение. Плавка металлов в гацтукционной тигельной пе

чи (ИГЛ) осуществляется в осесимметричном электромагнитном 
поле (ЗМ) цилиндрического индуктора и сопровождается рядом 
МГДэффектов. Наиболее существенные из них следующие: де
формация езободной поверхности жидкого металла в виде вы

пуклого мениска, Ш циркуляция и турбулентные пульсации рас
плава, проявление МГДнеустойчивости в виде вертикальных 
"рифов" на поверхности мениска и выбросов расплава из тигля 
(или наплесков на стенку), явления каЕитации и МГДсепара
ции неметаллических й газовых включений. 

Деформация свободной поверхности расплава в ИТП играет 
важную роль при выплавке сложнолегированных сплавов из ком

понентов, сильно отличающихся по температуре плавления, 
плотности и упругости паров, при шлаковой обработке распла
ва и плавке стружки, при рафинировке и дистиллядионной обра
ботке расплава и т.д. 

В работах по определению формы мениска в ИТП авторы огра
ничиваются рассмотрением либо только теоретических вопросов 
[ 1 3 , либо довели задачу до численного решения, приняв ряд 
допущений [ 2,3 ] , и полностью отсутствуют эксперименталь
ные исследования, что затрудняет суждение о применимости и 
точности расчётных методов. 



1. Методика экспериментального определения геометрии ме
ниска. Измерение высоты И формы мениска производилось двумя 
способами: 

1) погружными измерительными .стержнями из тугоплавких 
металлов (вольфрама, молибдена); 

2) замораживанием мениска. 
Измерительные стержни закреплялись на горизонтальной 

планке таким образом, что один из крайних стержней фиксиру
ет нижнюю точку мениска, а другой  верхнюю точку. Осталь
ные стержни измеряют промежуточные положения. Перед измере
нием шшгие концы стержней устанавливаются на одном уровне. 
При перемещении планки вниз происходит поочерёдное погруже
ние стержней в расплав. Момент касания расплава каждым стер
жнем фиксируется пс замыкают электрической цепи через стер
жень и расплав. 

Другой способ замеров заключался в том, что мениск рас
плава тугоплавкого металла (хрома, ниобия) при определённых 
условиях замораживался, слиток вынимался из тигля к путём 
непосредственного обмера геометрии мениска определялась его 
высота л форма. 

2. • Результаты измерений геометрии мениска. На высоту и 
форму мениска, при" прочих равных условиях, существенное вли
яние оказывает заполнение тигля расплавом. Заполнение харак
теризуется величиной свеса, т.е. {  расстоянием от верхне
го края шщуктора дс зеркала кезоз'лущённого расплава при от
ключенном индукторе. За критерий, характеризующий заполне
ние тигля, пршшмаэт величину относительного свеса, т.е. 
1*(/2Н • Где 2Ь - высота индуктора. На рис, I представле
ны графики зависимости высоты мениска от линейной плотности 
тока в индукторе при различном заполнении тигля расплавом 
алюминия. Эксперименты выполнены на серийной электропечи 
ИАТ0,4 при частотах тока в индукторе 50, 200, 300, 400, 
500 Гц, что соответствует значениям относительного радиуса 
К = 8, 25 , 31, 36 , 40, где ,  радиус ТИГЛЯ, 
А 3 - глубина проникновения тока в расплав. Как видно из 
графиков, при й > 10 высота мениска Ь„ практически не за
висит от частоты, а определяется только линейной плотностью 
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Рис. I. Графики зависимости высоты мениска от линейной плот
ности тока в индукторе в электропечи ИАТ0,4: 
о  50 Гц; 9  200 Гц; л  300 Гц; О  400 ГЦ; 
*  500 Гц. 



тока в индукторе и величиной свеса. На рис. 2 представлен 
график зависимости относительной высоты мениска I от вели
чины свеса. Где Ь  высота мениска по отношению к Ьи при 
Г =0. Максимального значения высота мениска достигает при 

Г » 0,2 (при прочих равных условиях). Это объясняется тем, 
что при Г л 0,2 точка отрыва мениска от стенки тигля нахо
дится в области наиболее сильного ЗМ поля  в центре индук
тора. На рис. 3 представлена форма мениска расплава алюми

» ния в печи ИАТ0,4. 
3. Исследование влияния движения расплава на геометрию 

мениска. Влияние интенсивности движения жидкого металла на 
высоту и форму мениска может проявляться через изменение ве
личины сил в расплаве, зависящих от скорости  силы инерции 
и силы трения. Кроме того, в общем случае, движение•распла
ва оказывает влияние на величину ЭМ силы посредством воздей
ствия движущегося металла на магнитное поле индуктора. Сле
дует отметить, что при плавке металлов в ИТП влияние движе
ния на магнитное поле не существенно и им можно пренебречь[5]. 

Исследование влияния движения расплава на геометрию ме
ниска производилось двумя методами: 

1) при фиксированных параметрах системы изменялась толь
ко скорость движения расплава и для каждой величины скорости 
измерялась геометрия мениска; 

2) при фиксированных параметрах системы измерялась гео
метрия мениска, затем путём внесения в расплав перегородок 
исключилось движение металла, и вторично при этих же пара
метрах измерялась высота и форма мениска. 

Эксперименты с изменением скорости движения расплава вы
полнялись на расплаве алюминия в электропечи ИАТ0,4. Изме
нение скорости движения расплава производилось путём измене
ния частоты тока в индукторе (при постоянной линейной плот
ности тока). Частота изменялась от 50 до 500 Гц, что позво
ляло изменять скорость движения расплава более чем в три ра
за. .. . Л\ :'.,/; \/':, '"' 

Анализ результатов измерений, выполненных при линейной • 
плотности тока в индукторе А = 5» А/м при различном за
полнении тигля расплавом ( I = 0; 0,2; 0,4) показал, что 



0 0^ 0.2 о,Ъ £>* * 

Рис. 2. Зависимость относительной высоты мениска от высоты 
свеса. 

расхождение между величинами составляет менее 5% и лежит в 
пределах точности эксперимента. 

Эксперименты с введением перегородок в жидкий металл 
производились на расплаве олова в кварцевом тигле диаметром 
100 мм на частоте 2,4 кГц. Первая серия замеров выполнялась 
при наличии движе1шя расплава, а вторая  при тех же пара
метрах» ио при внесении в расплав горизонтальных перегоро
док. Перегородки в форме щшпщричесюжх дисков толщиной I 
мм, изготовленные из немагнитной стали, устанавливались по 
всей высоте тигля с интервалом 15 ми, причём верхние диски 
повторяли форму мениска. Третья серия замеров выполнялась 
при введении в расплав вертикальных перегородок в виде ко
аксиальных цилиндров радиусами 10, 20, 30, 40 мм. Измерения 
показали, что форма и высота мениска остаются практически 
неизменными при внесении перегородок и без них. 
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Рис. 3. Сорма свободной поверхности расплава аиюмшпш в пе

чи ИЛТ0,4 при f = 5С0 Гц(1), ( = 0,2 
f = 50 ГЦ(2), 1 * 0,2 

Таким образом, при скоростях движения расплава в ИТП 
движение металла не оказывает практического влияния на гео
метрию мениска и при расчёте деформации свободной поверхно
сти расплава им мо;шо пренебречь. С другой стороны, высота 
мениска не мо;.;ет служить критерием оценки интенсивности дви
жения расплава в ЙТ11, 

4. Силы поверхностном натяжения при плавке металлов в 
ИТП. Пренебрежение силами иоверхностного натяжения при опре
делегаш высоты и форш мениска исключает из рассмотрешит ла
пласовское давление. Оценил вежг^ну^лапласовского давления 
L * е /R относительно электроглагкитного давлмгая Р в , ко
торое можно принять равнял ^ . * 9 5 ^ ц » ^Д

е $> ~ плотность рас



плава, е  коэффициент поверхностного натяжения. Расчёты по
казывают, что при граничных параметрах, обеспечивающих наи
боашее значение 1 (/«10 кГц,у£ 1,8Ю3 кг/и3, Я > 0,03 м 
к„ > 0,03 кХ лаалзсовское давление составляет менее 1% от 
величины га&ктрашгнкхвогс давления. . 

Лаижасевское давление начинает играть существенную роль 
только при появлении ИГДнеусто11Чивости в виде вертикальных 
"рифов" на шверяэюсти мениска. В критическом режиме МГД
неустс^шостж, когда "риф" становится прозрачным для ЭМ по
ля, еж» сувевстаовакие, а также стабильность плавки, обуслов
лены только латвласозским давление». 

5. Аналитический расчёт высоты и формы мениска. Определе 
ш е тест&щт мениска требует режеетя комплексной МГДзада
чя. В общем случае при решении задачи необходимо учесть ряд 
физических процессов, таких как движения расплава, турбулент 
в к цульсащиа, з также сложные условия на границе свободной 
шверзшостн расплава  шоверзоюстаое натяжение, наличие плен 
кв окисло® и т.д. Ш яеюаязгрвваете квазистадЕочарные харак 
теристжки процесса ояизягвэет водянке также его нестационар
вый механизм  турбулеиттость потока» кавитация, образование 
и исчезновение "рифов*. Однако в такой постановке задача ста 
новится столь сложной, что не может быть точно реиева. Ана
лиз возможности упрощения задачи показал, что применительно 
к плавке металлов в ИТП можно получить аналитическое решение 
приемлемое для практического использования [ 4 ]. Коррект
ность принятых допущений обосновывается экспериментальной 
проверкой, а также сравнением полученных результатов с чис
ленными расчётами, учитывающими отдельные допущения. 

Расчётная ЗМ система состоит из тонкостенного цилиндри
ческого индуктора конечной длины и цилиндрического расплава 
бесконечной длины. По индуктору протекает переменный ток, ак
сиальная компонента которого равна нулю. Допускаем, что 
удельная электрическая проводимость и абсолютная магнитная 
проницаемость не зависят от координат и времени, ЭМ поле 
квазистащюнарпо, а движение расплава не влияет на магнитное 
иоле. Для расчёта "уравнений ЭМ поля использовано выражение 
чекторного потенциала B*rot А , который в рассматриваемом 



случае имеет лишь азимутальную составляющую Аг и удовлет
воряет уравнению: 

- ^ Г + - " 5 7 Г * - 9 ? ' ( - ? * к ) А г - 0 ' (5.1) 
где к1*1ыцв<г . Рассматривается цилиндрическая система коор
динат с началом в центре индуктора. 

Баланс сил в расплаве описывается известным уравнением 
НавьеСтокса с ЭМ членом 

дгаХ *р * £?,НН*] -

(5.2) 
Решение уравнения (5.1), из которого определяется значе

ние векторного потенциала в расплаве, имеет следующий вид 
[ 5 ] : 

. ущр. /, ({ /кг*) к, т . н (4 йФйМ 1йГ* ̂  
(5.3) 

где 0 - диаметр индуктора, Ы  диаметр расплава. 
В общем случае выражение (5.3) неразрешимо аналитическими ме
тодами. Применительно к процессу плавки металлов в ИТП, т.е. 
для случая 8/2 > 10, подынтегральное выражение (5.3) может 
быть упрощено за счёт применения асимптотических разложений 
функций Бесселя. 

Принимая во внжшние это обстоятельство, выражение для 
векторного потенциала в расплаве может быть представлено в 
следующем виде £ 6 ]: 

д! I г Ш + Щ& 1. 



Переход к напряжённостям электрического и магнитного полей 
осуществляется на основании известна соотношений 

Решение уравнения (5.2) получено в тагдростатическом щкбял 
женин, из которого после подстановки решения ЭМ задачи полу
чаем высоту мениска на оси тигля [ 4 ]: 

$ а * (5 *§# ' 1 * ^ £ з /<* /? /г̂ б.б) 
где 2 '  координата отрыва мениска от стенки тигля. Превы
шение свободной поверхности расплава над недеформированиой 
жидкометаллической ванной в точках, имеющих координаты (а/, 
г ) (см. рис. 4), определяется как: 

г * ' " 1 г*[и2(Я-*Й г)3 Г (5.7) 
На рис. 5 представлеш расчётные грофикя относительной 

формы мениска Ь„*пг/Ь„ для различных значений относитель
ного радиуса # . Расечётные значения маниока отличаются от 
экспериментальных менее, чем на 10$, что вполне приемлемо 
для практического использования, 

6. Определение формы мениска методом алзкарогидродина
кяческой аналогии (ЭГДА). Исходными данными для расчёта яв
ляются высота мениска Ь„ и геометрия индуктора. Рассматри
вается случай сильно выраженного поверхностного эффекта, т. 
е. /? \[2~ > 10. Распределение потенциала магнитного поля <рм 

в зазоре между индуктором и расплавом подчиняется уравнению 
Лапласа, которое для рассматриваемой осесимметричной систе
мы имеет вид: 

Г Эг " Эг* д** (6.1) 
Решение уравнения (6.1) находим моделированием на электро



Рис. 4. Основные обозначения при расчёте геометрии мениска. 

проводной бумаге методом ЭГДА. Моделирование осуществляется 
в соответствии с системой аналогов квазистационарного ЭМ по
ля и стационарного электрического поля в проводящей среде 
[ 7 ] . Для моделирования осесимметричного поля использует
ся электропроводная бумага с проводимостью, нарастающей по 
линейному закону в сторону увеличения радиуса, что достига
ется склеиванием электропроводной бумаги в виде клина. Ре
шение задачи находим при граничных условиях второго рода. 
Рассмотрим их более подробно. Так как задача симметрична от
носительно оси, то магнитные силовые линии не пересекают ось, 
а следовательно на оси должно выполняться условие Зу/Зп.О. 
Примем.ооь в качестве одной из границ модели. Другие грани
цы модели выберем достаточно удалёнными от всех токов в си
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Рис. 5. Расчётные графики относительной формы мениска. 

стеме, что позволяет принять на границах ду/Эп-0 . На по
верхности мениска, индуктора и расплава, при сильно выражен
ном поверхностном эффекте, нормальная составляющая вектора 
магнитной 1тдукцЕП В„ = О, что равносильно условию дср/дп = 
= 0. Реализация граничных условий на модели достигается пу
тём обреза электропроводкой бумаги по лиши, ограничивающей 
рассматриваемую область поля, и вырезанием пустот в местах, 
занятых сечешхем проводников (индуктором, расплавом). 

Напряжённость магнитного поля И; в любой точке (г,,2, ) 
поверхности мениска описывается уравнением [ 8 ] : 

(6.2) 
из 1соторого следует, что для точе1С, лежащих на границе рас
плава (рис. 4) должно выполняться условие 

(6.3) 
где^у,  разность" потенциалов между эквипотенциальными ли
хгиями, А1,- - расстояние вдоль линии тока между эквипотен



циальными линиями. 
В процессе решения измеряются потенциалы электрического 

поля на поверхности мениска и его форма корректируется до 
тех пор, пока на всей" границе будет выполняться условие 
(6.3). 

7. Максимальная высота мениска в ЭН поле цилиндрического 
индуктора. Предельно возможная высота мештска в цилиндриче
ском индукторе ограничена реглмом Щ'Днеустойчивости и опре
деляется возможностью удержания вершины расплава, выступаю
щей над верхним краем индуктора. Выбранные для исследования 
металлы  берилий, алюминий и сталь имеют довольно большое 
различие по определяющим параметрам  по плотности они отли
чаются более, чем в 4 раза (веСг.), а по электропроводно
сти в 13 раз (А1 Сг.). Чтобы исключить влияние окисной 
плёнки на удержэ!ше мениска, все эксперименты проводились в 
атмосфере аргона с предварительной откачкой вакуумной каме
ры перед напуском аргона. Во всех экспериментах получен оди
наковый результат  максимальное превышение мениска Ь, над • 
верхним краем индуктора, когда процесс плавки протекает ещё 
устойчиво, составляет менее радиуса индуктора, т.е. Нр*»0,450. 
Полученные результаты необходимо учитывать при разработке 
процесса плавки в ЭМ тигле на опоре. Максимально возможная 
высота расплава в этом случае /?„ » + 0,4$ 0 . 

8. Основные результата. При расчёте высоты и формы менис
ка в ИГЛ можно пренебречь движением расплава и силами поверх
ностного натяжения. Высота мениска не может служить критери
ем для оценки интенсивности движения расплава. Максимальное 
отжатие вершины расплава от стенок тигля достигается при за
полнении тигля жидким металлом, соответствующим относитель
ному свесу Г « 0,2, Допустимое превышение мениска над верх
ним краем индуктора, когда процесс плавки протекает ещё 
устойчиво, равно Ь,**0,4$ О-

Полученные экспериментальные зависимости ври определении 
геометрии мениска могут быть использованы при разработке рас
чётных методов. 

Представленные расчётные зависимости не трудоёмки и тре
буют незначительного времени для определения геометрии менис
ка в ИГЛ и обладают достаточной степенью точности для прак



тического применения. 
Эффективным средством определения формы свободной по

верхности расплава в осесимметричном ЭМ поле является метод 
апектрогпдродинамической аналогии. 
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Л.А.Босых, В.И.Платонов 
Отделение ВНИИ электротермического оборудования, Москва 

О ВОЗМОЖНОСТИ ПРИМШЕНИН ЦЕНТРОБЕЖНЫХ МГДНАСОСОВ 
В ЛИТЕЙНОН ПРОИЗВОДСТВЕ 

В настоящее время литейное производство нуждается в ком
пактных, надёжных дозирующих устройствах. Среди них наибо
лее перспективными являются МГДнасосы. Известно достаточно 
мпого типов насосов  индукционных с бегущим полем, копдук

. ционных прямоточных, винтовых и др. £ I, 2 ^ . 
В данной работе приводятся результаты экспериментальных 

исследований ко1цг/кционного МГДнасоса с центробежным прин
ципом действия. Основным элементом насоса является активная 
зона в виде цилшщрической полости, помещённая в осевое маг
нитное поле (рис. I). Система токопровода расположена таким 
образом, что протекающий по металлу радиальный ток взаимо
действует с внешним магнитным полегл, в результате чего воз
никает азимутальная электромагнитная сила. Она раскручивает 
металл в активной зоне насоса, и, как в обычном центробеж
ном насосе, перепад давления в периферийных точках и точках 
па оси вращения обеспечивает подачу металла вверх по метал
лопроводу. 

Эксперименты проводились на олове. Исследованы насосы с 
активной зоной двух резных диаметров  <̂ ,= 0,065 м и е/,= 
0,13 м при одинаковой высоте Ь = 0,006 м. Внешнее магнит
ное поле создавалось соленоидом при пропускании тока /с . К 
насосу подводился ток \н от I до 5 кА. 
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Рис. I. Схема активной зоны МГДнасоса. (ШТ  источник пи
тания) . 

На рис. 2 представлена зависимость производительности 
насоса 0, от тока соленоида /е для насоса с активной зоной 
диаметра с11 при заданной высоте подъёма металла над уров
нем расплава в печи И = 0,38 м и четырёх значениях тока 
/„ , подводимого к насосу 1;2;3,75и5кА(на рисунке 

кривые I, 2, 3, 4 соответственно). Из характера полученных 
кривых следует, что увеличение тока соленоида (т.е. внешне
го электромагнитного поля) существенно влияет на рост произ
водительности насоса только до некоторого предельного значе
ния /* ; дальнейшее увеличение /е практически не сказыва
ется на повышении производительности. Некоторое снижение про
изводительности насоса в области 600800 А тока соленоида 
при /„ = 12 кА (кривые I, 2 на рис. 2), о одной стороны, 
возможно, связано с погрешностью экспериментов, о другой сто
роны  межет быть обусловлено более сильным тормозящим дейст
вием индуцированного поля. При больших токах, подводила к 
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Рис. 2. Зависимость расхода от тока соленоида ( 0,065 м; 
Ь = 0,06 м; Я = 0,38 ы). 
I.  /„ = I кЛ; 2  /„ = 2 кЛ; 3. 1М = 3,75 кА; 
4.  /„ = 5 кЛ. 

насосу ( /„ = 35 кА) снижение производительности в этом диа
пазоне 1С не замечено. 

Величина предельного значения тока соленоида /* с уве
личением тока /и сдюггается в область больших значений. Так, 
при токе /„ = I кА она составляет порядка 350 А (производи
тельность насоса достигает в этом случае 1,4 т/ч), с увели
чением тока насоса до 5 кА максимальная производительность 
(6,6 т/ч) достигается уже при /с = 6С0 А. 
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Рис. 3. Зависимость расхода от тока, подводимого к насосу 

( 0,065 м; h = 0,06 м; И = 0,38 м). 
I.  U = 100 А; 2.  /с = 200 Л; 3.  /с =300 Л; 
4.  /с = 400 А; 5.  /с = 500 Л; 6.  /е =600 А. 

На рнс. 3 представ. :ена зависимость производительности 
насоса от тока 1Н при тех же геометрических параметрах. Как 
видно по рисунку, с увеличением тока соленоида кривые Q~f(lH) 
располагаются плотнее  это подтверждает факт ограниченности 
влияния внешнего электромагнитного поля на производительность 
насоса. Так, для 1И = 4 кА, например, увеличение тока соле
ноида от 100 до 200 А приводит к росту производительности на 
fiC%; от 300 до 400 Л  на 20J», дальнейшее увеличение тока со

Шж 
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Рис. 4. Зависимость расхода от тока соленоида ( 4Х 0,13 м • 
Ь а 0,06 м; И = О.ЗЬ и). 
I.  /„= I кЛ; 2.  ]„= 2 кЛ; 3.  I* = 3,5 кА; 
4. /„ 5 кЛ. 

леноида (от 500 до 600 А) увеличивает производительность на
соса всего на 2£. 

На следующих двух рисунках приведет, аналогичные зависи
мости производительности насоса от тока соленоида и тока на
соса для активной зоны диаметра с11 = 0,13 м. Характерное по
ведение кривых а^(и) имеет место лишь для сравнительно 
небольших токов, подводимых к насосу  I? = 12 кА (рис. 4). 
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Рис. 5. Зависимость расхода от тока,подводимого к насосу 
( rf£ = 0,13 м; h = 0,006 м; Н = 0,33 м). 
I.  1С = 30 А ; 2.  /с = 147 А; 3.  /с = 348 А; 

 / с= 600 А; 6. 4.  /с = 454 Л;' /с = 800 Л. 

При этом предельное значение тока соленоида составляет 400 -

450 А для 1Н - I кА и 750800 А для /„ = 2 кА. В случае боль
тих токов насоса ( 1Н = 35 кА) наблюдается увеличение про
изводительности вплоть до /с = ЬОО А. Максимальная получен
ная ь этом эксперименте производительность достигается П Р И 
1е - В00 Л, 1Н = 5 кЛ и составляет порядка 13 т/ч. На рис.5 
представлены кривые зависимости производительности от. тока, 
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Рис. 6. Зависимость расхода от тока соленоида. 

I.  0,065 м; 2.  Ыг = 0,13 гл. 
(штриховая линия  lH = I кЛ; сплошная линия  /н =5кА) 

подводимого к насосу, ̂ (ак и в первом случае, относительное 
расположение кривых свидетельствует об ограниченном влиянии 
тока соленоида на увеличение производительности насоса. Одна
ко при использовании насосов с большей активной зоной диапа
зон изменения тога соленоида значительно шире. Даже при уве
л!Г1енли /с от 600 до В00 А наблюдается заметили рост произ
водительности  до I0/S, что вполне монет)иметь практическое 
значение. 



Взаимное влияние геометрических и злектромагшгпшх пара
метров на производительность МГДнасоса показано на рис. о. 
Здесь представлены кривые 0*Г(1е) для двух диаметров актив
ной зоны с/, и Ыг (соответственно, кривые I и 2) при двух 
значениях тока, подводимого к насосу  I кЛ (штриховая ли
ния) и 5 кЛ (сплошная линия)..Как следует из рисунка, увели
чение диаметра активной зоны проявляется непосредственно в 
росте производительности насоса, причём, характер отой зави



симостк в сильной степени определяется электрическими пара
метрами устройства. Так, увеличение диаметра в два раза при 
/„ = I кА приводит к увеличению производительности насоса в 
1,6 раз (для 1С = 200 А), в 2,3 раза (для ic = 400 Л) и в 
2,8 раз (для /с = 600 А). В случае /н = 5 кА соответствую
щее увеличение производительности составляет 1,4; 1,7; 1,8 
раз при тех не значениях /е . Таким образом, с увеличением 
тока, проводимого к насосу, влияние геометрических размеров 
активной зоны (её диаметра) на производительность насоса за
метно снижается. С другой стороны, как это уже отмечалось, 
выбор насоса конкретного размера определяет целесообразный 
с практической точки зрения предел увеличения тока соленои
да (т.е. внешнего магнитного поля). Проведение экспериментов 
в полном объёме позволит в конечном итоге определить опти
мальные размеры активной зоны и электрические параметры уст
ройства. 

С целью определения потенциальных возможностей ЫГДнасо
са рассматриваемого типа били проведены экспериментальные ис
следова}1ИЯ влияния противодавлешш на производительность на
соса. Па следующих двух рисунках (рис. 7 и В) представлены 
кривые расхода Q от тока соленоида 1С (диаметр активной зо
ны с/, ) при заданной высоте подъёма металла над уровнем рас
плава в печи И = 0,72 м (рис. 7) и И = 1,07 м (рис. 8). 
Как и следовало ожидать, наличие большего противодавления . 
приводит к уменьшению производительности насоса при тех же 
электрических параметрах (сравнить с рис. 2). Это особенно 
заметно в случае сравнительно небольших токов, подводимых к 
насосу ( /„ = 12 кА). Увеличение тока в разумных пределах 
( /„ = 35 кА) позволяет поддерживать практически ту Же про
изводительность порядка 56 т/ч при увеличении заданной вы
соты подъёма расплава в 23 раза. 

Таким образом, получешше результаты подтверждают значи
тельные потенциальные возможности МГДнасоеов рассматривае
мого Tima, возможность и целесообразность их использования в 
качестве раздаточных и дозирующих устройств для подачи метал
ла на большую высоту, для мелкого фасонного литья иод давле
нием и др. Компактность и простота конструкции рассматривает 
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Рис. 8. Зависимость расхода от тока соленоида ( «Л = 0,065 м; 

Ь щ 0,006 м; Н = 1,07 м). 
I.— 1Н кЛ; 2.  /„ = 2 кЛ; 3. 
4.  1Н = 5 кЛ. 

- 1Н = 3,5 кА; 

мого МГДиасоса позволяет ышолнять его в погружном вариан
те, что делает насос более уш1версалышм, пригодным для раз
лич1П1Х технологических процессов литейного производства. Кро
ме того, конструкция насоса позволяет не толькокомпенсиро
вать »озмо:шые тепловые потери в металлопроводе, но и допол
нительно подогревать металл Е. процессе его транспортирова
ния. 



Ошинопромышленная эксплуатация МГДнасоса рассматривае
мого типа в раздаточных электропечах для свиннрвбсурьмязшх 
сплавов показала их работоспособность и надёжность. 
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РАСЧЁТ ТРЕХМЕРНОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ С УЧЁТОМ ДВИЖЕНИЯ 
И НАСЫЩЕНИЯ МАГНИТНЫХ МАТЕРИАЛОВ 

Рассмотрим движение электромагнита вдоль проводящего фер
I хюмагнитного полотна. В следствие возникновения вихревых то
' ков в полотне уменьшается сила притяжения и возникает сила 
торможения (рис. I). В двухмерном приближении эта проблема 
уже исследовалась в С 1,2]. Поскольку для нахождения сил не
обходимо знать поле магнитной индукции, то задача сводится к 
отысканию мапгатного поля в электромагните и в полотне. 

Так как магнитная индукция имеет три компоненты, то и век? 
торный потенциал магнитного поля будет иметь три компоненты, 
что существенно невыгодно при численном расчёте на ЭВМ, так 
как требует много оперативной памяти или много машинного вре
мени. _ 

Поэтому магнитную индукцию В будем искать, используя век
торный потенциал тока & и скалярный потенциал магнитного по

у д е  маз•• итная проницаемость. 
Векторш'.ч потенциал токов О вводится так, чтобы он удоз

гтворял у: ;чншт 'к 

ЪоЬ в - ? _ ' (2) 
в облает ••. рде имеется ток, ̂ де ̂ •-(^^, Щ- плотность то

Межвузовский сборник научных трудов 
ЭЛЕКТРОЛИНАГйЖА И МЕХАНИКА СПЛОШНЫХ СРЕД 

Промышленные пгоцессы и устройства 
1983, Рига, ЛГУ игл. П.Стучки, с.4756 
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ка в обмотке или в полотне. Там, где нет_токов СаО 

При этом векторный потенциал токов & в обмотке можно оп
ределить аналитически, так как при стационарном движении рас
пределение тока в обмотке известно и (5* в обмотке определяет
ся так, чтобы удовлетворялось уравнение (2) 

где Су и 0^  единичные векторы. 
В области полотна там, где тлеются вихревые токи, опреде

лить потенциал & более сложно, так как распределение вихре
вых токов неизвестно и их определение будет происходить в про
цессе расчёта магнитного поля. 

Плотность вихревых токов в полотне можем выразить через 
напряжённость электрического поля £ , скорость движения элект
ромагнита V (в математической модели движется полотно, а на
чало координат связано с электромагнитом) вдоль оси X , индук
цию магнитного поля в полотне Р и удельную проводимость по
лотна €¿1 

У*Лп ( У*В). ' (4) 

Из уравнений 
ПиоЬ Н = 3 , (5) 
^иЛЩ  О (6) 

и учитывая, что У=•(>/, О, о) , получаем в области полотна 
лбЬ ъоЬ И =- 4г(<^" у (7) 

где Н  напряжённость магнитного поля. "\ 
Подбираем векторный потенциал тока О в области полотна 

так, чтобы выполнилось ̂ 2) С 3 1^ 

С > \ 5 < , ( ^ * * " ) £ / * (В) 
При этом векторный потенциал тока имеет две от нуля отлич

ные компоненты _ 

Подставляя (8) в уравнение (7) с учётом (I), получаем 
уравнение для определения потенциала тока & в полотне 



( те &)-
Эх 

где Х - ^ ^ . 

Граничные условия на поверхности полотна следующие: 

(Ю) 

Эр Р 2 - «
Л (И) 

Так как магнитная проницаемость^и. зависит от индукции 
магнитного п о л я ^ = , то решение можно найти только чис
ленно. _ 

Индукция мапштного поля В должна удовлетворять уравне
нию 

Мпг В - О 
или в интегральной форме 

$ илпгВ иу- о. 

(12) 

(13) 

Рис* I . Электромагнит 



Рис. 2. Восемь ячеек трехмерно? коночноразностноП сетки 

Если б выбирается в форме (I), а О в форме (3) в обла
сти обмотки или определяется в области полотна иэ уравнения 
(10), то уравнение (5) удовлетворяется. Всю расчётную область 
разбиваем на трёхмерную сетку с шагами^.

, <?,••> М по 
оси X, X;, по оси у- и Л« , к=ъ по оси 2 . На 
рис. 2 отображены 8 ячеек неравномерной трёхмерной сетки. 

Считаем, что индукция магнитного поля В , плотность тока 
У- и магнитная проницаемость /с в пределах одной ячейки не ме
няются. Скалярный потенциал У ищется в узловых точках конеч
норазностной сетки. Применяя теорему ОстроградскогоГаусса к 
уравнению (13) и учитывая (I), получаем 

Интегрирование проводится вокруг центральной точки на 
рис. 2 по поверхности объёма; ограниченной прерывистыми линия
ми. Интегрирование проводим по шести поверхностям. 
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Из уравнения (14),интегрируя по поверхности, направлен

ной по оси X (если Л = Ж*dpdz ), получаем 

•f /^о'к ( Gx ij< f"f' ) 

где tt'jK « ( $*V* "~ . 
Если с П ^  ^ к ^ ^ г : | т о получаем 

r Если c£s=JÎ<Jxdz , то получаем 

•4 /< .7«* ( 6 > *y * * ~ ^ M "/ «y ", 

y-



=• — ( /*Cj-4 * ( £у Cj-f, кг  t'cj-*,K ) 

+ /X.ij-Ï.X-H O '  ^  ^ ^ ' ^ j ^ ^ l ) . 
Если ois»  ^ , то имеем 

£ где щ£4£** — К;*) /Лк . 
Если ^ - - с4- х с(.ц- ; т о имеем 

Суммируя все шесть интегралов и приравнивая сумму нулю 
(согласно уравнению (14) ), получаем следующее выражение для 

. скалярного потенциала в центре восьми ячеек 

где "£»ук ^ ( У ^ / ^ , к У у * ) / ^ • 

Если <Ж-<> £у Лхс^г , то имеем 



Преобразуя правую масть уравнения (10) находим, что 

Учйшвая, что векторлип потенциал вихрзкос токов задается в 
ус лови.: точках, а X во всём ооЧНме ячейки, получаем 

-f * u<-4,jx+ <Xiji,K *• 

/f C.y* + < W 4 f ^ t ^ ' " * * * * *f**"h 

где CV;K

 3 ( V»/ty-4*--* *• vt̂ .̂ .r *• kttfj^ h My* )/X
Z

, 
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Замещая уравнение (10) с правой частью (15) на конечнораз
носткые уравнения, получаем 

/ (Х£/к - Х(-Щ ) / (М}: 4.-,)) 7?. 
Полученные конечноразностные уравнения для У^ук (также 

для и & х .ук в области полотна решаются численно на 
ЭВМ.методом верхней релаксации. Магнитная проницаемость 
пересчитывается через 2 итерации методом нижней релаксации. 
Основные сложности, которые возникают при решении конечнораз
ностных уравнений, связаны с неустойчивость» разностной схемы 
уравнений относительно БУ./Л и (?*Цк , и это требует дополни
тельных исследований для получения более устойчивой разност
ной схемы и определения оптимальных параметров релаксации. 

По приведённой методике расчёта составлен и отлажен комп
лекс программ для ЭВМ на алгоритмическом языке ФОРТРАН ЕС. 
Комплекс состоит из 42 подпрограмм, имеющих в общей сложности 
3800 операторов и занимает 296 К оперативной памяти. 

Время счёта на •ЭВМ' ЕС1022 одноговарианта зависит от чмс
ла расчётшсс ячеек и скорости движения электромагнита: 

для 2000 ячеек и скорости 50 м/с  3,5 часов; 
для 3000 ячеек и скорости 100 м/с  7,5 часов. 
В качестве примера расчёта выбрана оледутщая система: ши

ршк. магщхтопровода электромагнита 6 , 2 м, толщина магнлтопро
вода 0,04 м, заход ̂ шща^шш»^обмотку по оси г равен 



Рис. 4. Зависимость сил от скорости движения электромагнита 
длиной 2 м. 



 56 ~ 
0,01 ы. ССМО рис, I ) . Площадь сечения обмотки в плоскости 
(0,09x0,05) а2

» Ширина аолотна 0,24 м, толщина  0,03 м. Ко
эффициент заполнения обмотки 0,7, Магнитопровод изготовлен из 
стали 3330, а полотно из стали Ст 30, Удельная проводимость 
полотна <£с = 4 » Ю 6 0ы"*м"**. Воздушный зазор 0,015 м. Число ам
первитков 2x10 кА » 20 кА„ 

На рис 3 приведена зависимость силы притяжения и тор
мозной силы f> от скорооти V при длине электромагнита (по 
магнитопроаоду) 1м, 
На рис 4 приведена зависимость силы притяжения И тормозной 

СИЛЫЯЙ от скорости V нри длине электромагнита (по магнито
прсведу) 2 м. 

В дальнейшем предполагается модифицировать конечнораз
нссткые уравнения для й & х , чтобы достичь более устой
чивый процесс счёта. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗЛЕКТРаШЖТНШ ХАРАКТЕРИСТИК 
ЛИНЕЙНОГО АСИИХРОШЮГО ДВИГАТЕЛЯ С УЧЁТОМ 
ДЛИНЫ И ШИРИНЫ МАГНИТОПРОВОДА ИНДУКТОРА 

1°. Выделим из множества математических моделей ЛАД мо
дели, учитывающие ограниченность магнитопровода индуктора 
на основе трёхмерной краевой задачи [ 13 ]. В [ 13 ] маг
иитопровод моделируется параллелешшедом с конечной [1,2] 
или бесконечной [ 3 ] магнитной проницаемостью. В настоящей 
работе магнитопровод заменён бесконечно тонким плоским .маг
нитноанизотропным слоем. Решение задачи при этом, по срав
нению с [ 13 ], упрощается. 

2°, Рассмотрим модель двигателя (рис. I). Области I, П, 
Ш соответствуют реактивной шипе (электропровод!гость сг , ско
рость V вдоль х ), воздушному зазору и пространству над не
подвижным индуктором, который сосредоточен в плоскости 28, 
Ь*Ь*д, и образован током 3(х, и) на нижней поверхности слоя 
с поверхноотной магнитной проницаемостью у.> 

Понятие поверхностной магнитной проницаемости для изотрои
ной бесконечно тонкой ферромагнитной оболочки вводится в [4]; 
использовать такую оболочку (одномерный экран) для ъптомати
ческого моделирования магнитопровода линейной индукционной 
машины предложено в [ 5 ]*, э^есь, на основе предельного пере
хода, аналогичного [ 4 ], для описания магнитнооиизотропно



го индуктора введена тензорная поверхностная магнитная про
ницаемость р. , физический смысл которой явствует на гранично
го условия (43). 

д 
г. 

А 
г 

д 
А 

7 «»' 

' 1 

•Я . 1 »-

Рис. I. Математическая модель ЛАД 
функция 3 , а в дальнейшем также векторы поля и плот

ность вихревых токов у есть комплексные амплитуды величин, 
зависящих от времени о частотой»^. 

Конкретные выражения функций Я/< приводятся ниже. 
Как и в [ 13 ], требуется, чтобы касательная составляю

щая магнитного поля обращалась в нуль в плоскостях у»(от

сюда следует ̂ «0 при у * ) в в плоскости ¿7 (рассматри
вается половина двустороннего ЛАД или односторонний ЛАД с 
шихтовашшм обратным магщтопроводом). Модель принимается 
неограниченной по к и х< зг>0* 

Подразумевая, что электромагнитное поле описывается 
УРАВНЕ1ШЯМИ Максвелла, математическая модель на этом полно
стью определена.. 

3 . Будем иметь целью определение магнитного поля, вих
ревых токов, тягового в нормального усилий, комплексной мощ
ности. 

Зависящие от координаты х величины преобразуем по Фурье 
согласно равенствам 

Для вычисления адтегральних величин ниже будем исьоль
зозать равенство . в 

о ) 
где звёздочкой помечена комплексно сопряжённая фушщия. 

ООусловимся, ш ш (1)(3), не указывать бесконечные 



пределы интегрирования по х,/> (или £ ), а также пределы инте
ГРИРОВА1П1Я по у , равные * L. 

Рассмотрим область I, в которой имеет место уравнение 
(á-yt&(i<¿* v-9/dx))Bt »0 с условиями Вг Щ iL, z)«0.(4),(5) 

Применим к (4), (5) преобразование £>урье (I). В резуль
тате получим 
(ЭУду* + Э'/Эг'-(р'+у.<г(ы+р*)))ВгшО; Bt(/>,*L.z).Q. (6) ,(7) 

Метод разделения перемешшх для задачи (6), (7) даёт: 
Bx'Z(A„ch^z*Bmshfaz)'Snf (8) 

где ?.  (гл* . fjie<r(v*p^)Vt
t Re у,>0; г„ ш(рг*^)4^, 

q„. nx/ZL, п ш i, 2, з, Л . ; s„. s. Су)  Г * * $/>? fl, (у * L) ; 

далее подобно обозначается cn*c„(y)mL~^* eos 7. (y*L); 
АЯ,В„  подлежащие определению функции параметра р . 

Поскольку уравнению (4) с условиями (5) удовлетворяет и 
В, , имеем: 

в , - £ ( Ч . c A j > „ z skf*z)-s*' O) 
где <х,,р„  также неизвестные функции. 

Для определения преобразуем по Фурье уравнение </<V80; 
получим 

¡PBa*iB,/d!, + dajdz Щ do) 
Подстановка (8), (9) в (10) с последуюидам интегрировани

ем ло у (постоянную интегрирования полагаем равной нулю) да
ет 

&!,
я

£ч;
1

«
!

р«**?*
в
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с

» • ( п ) 
Установим связь между функциями А>.£» • Для этого 

используем фурьеобраа гсоставляющей уравнения jttj»rotB 
ft,),* ¡pBf  3Bt/dy , в который подставим разложения (9), 
(II). Будем иметь 

A Í • f & ' W í p J ' . e , ',:'«*)cl't.**(iPt.A.-,:'fi.)*hf* • (12) 
Поскольку jt(x,yr0)»jt(x,y,h)*0 и, следовательно, jJp.y.O) • 

'Jt(p.y>h)°> заключаем, что «t4'pferH-»8„. «;-*/<„. 
Отсюда следует, чтоуж«0 также при 0<z<h. 

Рассмотрим разложение (9) при z.O . Из равенства 



Л -

Подстановка (13), (14) в соотношения (22), (23) приводят 
к равенствам 

J , • - ' < » • ( » V
Е 4 , (24) 

Д *  е Г« £ *Д F„ г • S„ . ( 2 5) 
Далее найдём общие выражения х и .усоставлчющих фурье

обрзза электрического голя в областях П, Ш. Будем исходить 
из задачи 

ОК*3
Л*0С ' E''*(xr*L.z)-0, (26), (27) 

Разделяя переменные как в олуше магнитного поля, полу
чим 

Вх(р.у.О)-0 следует <>са»0 и, согласно предыдущему абзацу, 
8,0 . (/шалогичпый результат даёт подстановка г-0 в (II).) 
Окончательно, общие (определённые с точностью до множителей 
А ) выражения составляющих фурьеобраза 3 в I области име
ют следующий вид: 

*§"?7.&С - * 4>Д*Я,, в£•£/!,, * А ( 1 4 ) , ( 1 5 ) 
I' ^ • • • - ^ ' * ' •» . ?Ц?МВ^ ФАу* *'V * **' • 

Общие выражения В в областях П, Ш выводятся подобно, 
но при условиях о'оО (у.*; » а также условии ограни
ченности поля при 2 - » * » , Результат имеет следующий вид: 

Ч-£1Л"(0т4Си.Са*НМ-св, (17) 
&л-%(Сяск£л + Оя*ЪвУ*в ; (18) 
^•'Р^^^ев..*., . (19) 
В*  £ 7.Г/« Б1,, е"с

 • с ж , (20) 
в* ; (21) 

здесь введено обозначение Ся«^Сг*) ; функции С„,Ц,,(?,, » 
1САК и А, , определяются ниже в 5°. 

Выражения ненулевых составляющих вихревых токов получа
ются преобразованием уравнений Д/,,у » В*

1 : 



Преобразуем по Фурье равенство rot^E<*-wBx ; в результа
те получил уравнение ipEM- дЕж/дуж-Ы 8 Х , подстановка в ко
торое разложений (28), (29), (18), (21) с последующим инте
грированием по я даёт: 

- - / г е ' С в • с « • Хщ 

4°. В данном пункте получим выражения усреднёгашх по вре
мени интегральных величин. Более подробные выкладки см. [ 6 ]. 

СилаF, действующая на индуктор одностороннего ЛАД, 
определяется равенством 

f-iw. * Я < I . Щ № М * - И * - \Ф^32) 
Здесь отброшена «/составляющая силы, которая, однако, 

при несимметричных по у функциях 3 , ji может отличаться 
от нуля, но такие случаи не рассматриваются. 

Подстановка разложений п. 3° в (32) и интегрировашхе по 
х,у приводит к результату: 

fe'í^* I f e f í Ф • K-fc Ш \сл\* - 5 ) ¿p • ( 3 3 ) 

Здесь были использованы равенство (3) и свойство ортого
нальности функций s„,c. на отрезке j¿/¡<¿. 

К 5,^* 5*,. J c « c » ^ « ^ , (34),(35) 
где & т я  символ Кронекера. 

Комплексная мощность Р выражается через поток 

пЫ'^РА-еЛ^'^1 р-п(*'0)+п(**о). ( 3 G ) > ( 3 ? ) 

Подстановка в (36, разложений п. 3° даёт: 

где.о.Я>  активная и реактивная мощности; при этом исчезла 
зависимость от содержащихся в (28)(31) функций *£,й&Л£л 

5
0

, Далее определим функции 4,,С„Д,£, • Используем сле
дующие граничные условия: 



Выразил фу подии АтСя, 0„ через £„ : 
К<1/сЧ№%.^э~^мН1гпр%эяя'бя), ( 4 8 ) 

с*-ХпОьр'У.Ъ - О , 4- ' * />">.Ъ. (49) л 5 0 ) 

где Хя»(га*$пИч,Ь-и,г,э)/((}яМуяН+гягНгт3). ( 5 1 ) 
Займемся определением фу1псций 0т . Помножим уравнение (43) 

на функцию (2тг)'^/*е'^' ьп и результат проинтегрируем по х,д 

в полосе|*|<о»,Ы$/. . Проделаем это для Л«/,2Д... Учитывая ра
венства (2), (18)(21), (34), (35), а также равенство 

У ^ ' с у л . 2 г . ( 5  дельта^рункция) (52) 
после преобразований получим: 

С*-С»ш£$(г~Ш"Км.(Е,р)6м(е)с1§, т,пш1ХЪ...., (53) 

^ К„(1,1>)~рЪКя„(Ьр) + 1т1нКытя(€,р). (54) 

К,„ - 1 !^ е
 1(
Щ *т Л ̂  , (55) 

* Лл е с-с- * * • (36) 
Исключение С, из (49), (53) приводит к бесконечной си

стеме интегральных уравнений относительно функций б„ : 

Для перехода к локальным и интегральным характеристикам 
модели следует воспользоваться соотношениями (4Р)(50), 

2 Л ; (41).(42) 
Н'Щ^ЩкФ** * ЧцМУэа> г Л ~ (43) 
Соотношения (41), (42) общеизвестны, при этом можно сра

щивать либо х-, либо ^составляющую поля; уравнение (43) 
получено обобщением уравнения (I) из [ 4 }. 

Подставим в преобразованные по Фурье равенства (41), 
(42) попарно разложения (13), (16); (15), (18); (16)г (19). 
В результате полутим 3 уравнения: 

« Сп^г.д Щ*к&, ^ А ^ Ь ш Ц , ^ ^ ^ (44), (45) 

ет*0.-Ър-%ЗлЩ, где З^^Цз/^к^. (46),(47) 



0* °м\\В(«-И)'Э(Ь-1У1). И ^ . с о ю * , ( . 3 3 ) 

описывающую пряглоутольныи ма^нитопровод исчезающей толщины 
размеров 2а * 2Ь , имеющий поверхностные магнитные проницаемо

поз воляющими вычислить фурьеобраз !.5агнитиого поля в каждой 
из областей I, П, Ы (разложения (13)(21)), а также фурьеоб
раз вихревых токов (разложения (24), (25) );.сами же локаль
ные величины вычисляются с помощью обратного преобразования 
Фурье (2); интегральные величины вычисляются по'выражениям 
(33), (38). 

6°. В качестве примера рассмотрим два частных выражения 
функции 3 . При этом составляющие Зх определяются уравнени
ем ЫмЭ* 0. 

Так, однослойную обмотку шириной 2с с амплитудой поверх • 
ностного тока Ов ,' чётным числом полюсов 2Н , полюсным Делени
ем т«яуьс, размещённую сшлметрично относительно осей ху ,. 
описывает ф:/нкция 

^ У , = Л е - ' * х 6(Нг-1хО-В(с-№\/ (58) • 
где 9 - единичная функция Хевисайда. Соответственно 

3?°'1 -ПГ)ЖМт-1х1)Щ<с)-Щ-с)). ( 5 9 ) 

Понятно, что функция 
0™*$Ъ*ки)-%4

(*^.!,). (60) 
где ^"определяется равенством (58), описывает двухслойную 
обмотку с относительным шагом 2р , симметричную относительно 
х,у ; в этом случае в выражении (58) 2Ы  целое. 

Подстановка (58), (60) в (47) приводит к следующим нену
левым коэффициентам 3 : 

^•ШЩъ 'щШШЩШ^^с1°/с1«' ( б 1 ) 

^•гПЬрср.Эр,. п~и.5.... (62) 
Можно» также построить более сложные функции 3^ , учитываю

щие структуру обмотки и размеры ироводгаысов [ 1,2 ] или опи
сывающие обмотку ЛАД с поперечным магнитным потоком [ 6 ]. 

7°. Рассмотрим функцию 



сти Mnth и размещённый симметрично относительно осей я,у . 

По аналогии с [ 4,5 ], значения AÍ приближённо равны про
изведению относительной магнитной проницаемости (в рассмат
риваемом направлении) на высоту магнитопровода. Для функции 
(63), согласно (55), (56), получаем: 

К ^ » 0 & , > W , ¿ " C , , (64).(65) 
LKlphVxLy

12 sin a(g-p)/(g-P), ( 6 6 ) 

i sinb(%*^/(%*%)-cos(m*n)n/Z . (67) 
Детальный анализ показывает, что в случае описания маг

КЕтопровода функцией (63) и обмотки  какойлибо из фужций 
(58), (60) для чётных п имеет место Gn*0 и в системе инте
гральных уравнений (57) т,п * 1,3,5,... 

Функцией j*(x,y) можно также моделировать разделённый маг
нитопровод ЛАД поперечного потока [ 6 ]. 

8°. Рассмотрим кратко три частных случая функции jfí , в 
которых система интегральных уравнешлй (57) упрощается. Для 
каждого случая приведём соответствующее выражение ядра (54); 
выкладки при этом опустим. 

I. у^рС*) . Учитывается "ферромагнит1шй поперечный эф
фект", не учитывается "ферромагнитный продольный эффект". 

где Qxm*  j>„ Щ sm s„d¡/, Ц9яя ш'fy9 (у) ст c„ dy . 
Система (57) приобретает следующий вид: 

Для произвольного фиксированного р значения фушеций 
£„(р), п. 1,2,3,..., определяются бесконечной алгебраической си
стемой уравнений. 

В случае периодической зависимости 5 от х параметр р при
нимает дискретные значения; в частности, Р»~х для моногармо
нического 5 (например, предел А/**» в выражениях (58), (61); 
N  четно). Соответственно упрощаются все характеристики 
модели (при этом ?, Р следует относить к N ). 



2. fitfi(y). Учитывается "ферромагнитный продольный эф
фект", не учитывается "ферромагнитный поперечный эффект". 

Ктп (£,p)*b**'(p£ NK (£,р) + %%Ny (g,р)), 

где ^ ^ - ^ F j ^ W e ' * - ^ ^ . 

Система (57) приобретает следующий вид: 

Для произвольного фиксированного п, п* 1,2,3,..., функция 
Я.</0 определяется интегральным уравнением. 

3.fi*}i(x.y) . Модель без "ферромагнитных краевых эффек
тов".  «" '

;


Чч

•; " 

Система (57) приобретает следующий вид: 

Для произвольных фиксированных р,п значение Q„(p) опре
деляется алгебраическим уравнением. 

Полагая дд,^« и стремя улх» , приходим к модели [7 1. 
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УДК 621.313:536.241 

Л.Я.Шнидере 
ЛГУ им. П.Стучки 

ОДНОМЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕПЛОВОГО СОСТОЯНИЯ 
АСИНХРОННОГО ЭЖОТОДВИГАТЕЛЯ В РЕЖИМЕ КОРОТКОГО 
ЗАМЫКАНИЯ 

В электромашиностроении определилась тенденция к возра
станию мощности электродвигателей при сохранении или мпкималь
ном увеличении их геометрических размеров и массы. Особое вни
мание уделяется оптимальному проектированию и эксплуатация 
электрических машин с точки зрения нагрева. Основным направле
нием исследования нагрева электрических машин в настоящее вре_ 
мя является расчёт теплового состояния в нестационарных режи
мах работы  с изменяющимся графиком нагрузки, при случайно 
периодической нагрузке, в режиме короткого замыкания П Л . 

Одним из наиболее распространённых методов теплового рас
чёта асинхронных двигателей является метод эквивалентных теп
ловых схем С 2 3, который обычно обеспечивает приемлемую для 
практических целей точность расчёта стационарных тепловых про
цессов. При расчёте нестационарного распределения температуры 
методом эквивалентных тепловых схем делаются дополнительные 
допущения применительно к конкретному режиму нагревания аслк
хпокпых электродвигателей С 3 3.. 

Более точное описание нестационарных процессов нагревания 
в электрических машинах достигается методом температурного по
ля. Так как электрическая машина в отношении тепловых свойств 
является неоднородной средой, 'теплофизические характеристик;; 

Межвузовский сборник научных трудов 
ЗЛЕКДРОШАМИКА И МШШКАСШОШНЮС СРЕД 

Промышленные процессы и устройства 
1983, Рига, ЛГУ як. П.Стучки, с. 6779 



которой зависят от температуры, то также делаются допущения 
выделяются наиболее существенные стороны теплопередачи, кото
рые определяют т.н. физическую модель процесса. Математиче
ской моделью является уравнение нестационарной теплопровод
ности и граничные условия, описывающие физическую модель про
цесса, а также применяемый метод решения (обычно численный) 
и результат  нестационарное распределение температуры С 4 ]. 

Одним из показателей интенсивности нагрева электрических 
машин считается скорость нарастания температуры для адиабати
ческого нагрева в режиме короткого замыкания С 5,6 I. Нали
чие таких ориентировочных данных для большинства типопредста
вителей асинхронных Двигателей Г 6 3 является основой для ис
пользования этого режима нагревания в качестве тестовой зада
чи для применяе*юго метода. Кроме того, как отмечается в 
Г 7 ], при анализе высокотемпературных режимов преобразования 
энергии ставится качественно новая задача  учёт влияния рабо
чих температур активных элементов электрических машин на рабо
чие характеристики, т.е.,развиваемое усилие. Применительно к 
асинхронным электродвигателям это может оказаться несущест
венным изза сравнительно низких рабочих температур, но тем 
не менее такой расчёт в режиме короткого замыкания является 
полезным для практических целей, так как допустимая продолжи
тельность нагрева в'режиме к.а. определяет требования к защи
те и надежности асинхронного электродвигателя. 

Метод температурного поля для теплового расчёта электри
ческих машин применяется в двух направлениях  для расчёта 
стационарных температурных полей в отдельных элементах элект
рических маши Г 2 1 и разработки расчётных моделей [ 8,9 3 
нестационарных тепловых процессов в них, 

В этой связи предпринимается попытка моделировать одномер
ное настацконарное температурное поле асинхронного электро
двигателл в целом М О 3. При этом делаются следующие допуще
кия: .  „ • . ' • , • • 
. а) область расчёта распределения температуры в радиальном 

калравле1ши по поперечному сечению электродвигателя, сс^тоя
щая.из 6 подобластей, (рис. I), рассматривается по основным 
элементам: I) вал к сердечник ротора, 2) Зтержень короткозамк



нутой клетки ротора, 3) воздушный зазор, 4) обмотка статора, 
5) сердечник статора, 6) корпус электродвигателя; 

б) тепловой поток в поперечном сечении двигателя имеет 
только радиальную составляющую; 

в) тепловой поток в продольном направлении двигателя рас
сматривается как эквивалентный отрицательный источник тепла; 

г) теплоотдача на поверхности асинхронного электродвига
теля происходит по линейному закону Ньютона, при этом рассмат
ривается как свободная, так и вынужденная конвекция; 

д) теплопроводность X , плотность и удельная теплоём
кость среднее в каждой подобласти принимаются постоянными;' 

е) тепло выделяется только в стержнях клетки ротора и об
мотке статора. 

Уравнение нестационарной теплопроводности для расчётной 
области в одномерном приближении в цилиндрической системе 
координат пишется в следующем виде: 

Рис. I. Схема области расчёта распределения темгературы в 
асинхронном электродвигателе. 



(16) 

(1в) 

условие ограничения f А(")- ff^ft ̂jr*» ~ ̂  ' 
и граничное условие при /•*/ 

где U(ni)- искомое распределение температуры, 
P-t't)- плотность источника тепла, 
U,(г)  начальная температура, 
Hí(t)  температура окружающей среды, 
С  удельная теплоёмкость среды, 

 плотность среды, 
Л - коэффициент теплопроводности среды, 
X коэффициент теплоотдачи. 

Для решения задачи (118) используется численный метод ко
нечных разностей. Так как среда неоднородна по своим тсплофи
зическим характеристикам и коэффициенты уравнения разрывны, то 
для получения консервативной однородной разностной схемы, ко
торая выражает на сетке соответствующий закон сохранения, ис
пользуется интегроинтерполяционный метод. Так как точки раз
рыва коэффициентовс,Р,Л и / известны, то неравномерная сетка 
выбирается так, чтобы точки разрыва были её узлами. После ап
проксимации коэффициентов, уравнения и граничных условий полу
чается неявная, второго порядка аппроксимации разностная схе
ма, которая полностью приведена в Г Ю ]. 

Так как в качестве тестовой задачи для изложенной методи
ки расчёта выбирается режим короткого замыкания, то не учиты
вается теплоотдача от лобовых частей обмотки в виде отрицатель
ного' источника тепла. При неподвижном роторе (происходит тепло
отдача в виде свободной конвекции) и кратковременной продолжи
тельности процероа теплоотдача от лобовых частей обмотки ока
зывается неэффективной, в результате этого температура в лобо
вых '.астях выше, чем в пазовых частях обмотки Г 5 ] алект
родвигателя. 

Так как в режиме короткого замыкания асинхронного электро

начальное условие Ufa О) - i (1а) 



двигателя отношение силы тока в обмотке статора к номиналь
ной, т.е., коэффициент нагрузки, равняется к» =5+7 в зависи
мости от типа асинхронного электродвигателя,и скорость нара
стания температуры сравнительно велика Г 6 ], то учитывается 
зависимость от температуры источника тепла. 

Плотность теплового источника как в статоре, так и в ро
торе рассчитывается по известному соотношению: 

' (2) 
где \  плотность тока (а/м ), 

5  удельное электрическое сопротивление (Д. м ) . 
Зависимость удельного электрического сопротивления от тем

пературы учитывается по линейному закону: 

где у.  удельное электрическое сопротивление при температу
ре 0°С, 

<̂   температурный коэффициент сопротивления, 
и  температура в °С. 

Рис. 2. Тобразная схема замещения асинхронного электродвига
теля. 

Зависимость плотности тока от температуры учитывается ко
свенно  как уменьшение силы тска 1 в электрической цепи с 
заданным напряжением и при увеличении электрического сонротнв 
ления Щ . Эта зависимость рассчитывается по Т образной схема 
замещения (рис. 2) асинхронного электродвигателя, согласно ко
торой находится следующее выражение для тока нагрузки % асинх
ронного электродвигателя в комплексной форме записи: 



Модуль тока 3* из' (4) равняется: 
1

 Ы' 
' '~У1л*$*<^+[А+Хи*Г' ' (5) 

После подобных преобразований соотношений схемы замещения по
лучается выражение для модуля, приведённого к статору, тока ро
тора: 

о, 

где 'ШШшшшш
 (6> 

Численные значения параметров для электродвигателя 4А13258/4 
рассчитываются согласно данным Г 6 3 при расчётной рабочей 
температуре 75Р

С : & » 4.45.Л , X, =5,18я , =66,64я , 
Хи 6,42л ̂  Л*, =2,71л ( Х*«и  значения в режиме ко

роткого замыкания). Результаты трёх разных приближений зави
симости потерь Р*н в обмотке статора асинхронного электродви
гателя 4А132 5 8/4 приводятся на рис. 3. Оказывается, что обыч 

** "~1£> /Л* | > ' аг*г/ +КЬь>] * (4) 
где Цг  фазное напряжение обмотки статора; 

¿0 начальное комплексное сопротивление схемы замещения; 
&  активное сопротивление фазы обмотки статора; 
X* - реактивное сопротивление фазы обмотки статора; 
Х/4.  реактивное сопротивление цепи намагничивания; • 

 активное сопротивление фазы обмотки ротора, приведи
ное к статору; 

Хх  реактивное сопротивление фазы обмотки ротора, приве
дённое К ротору; 

•5  скольжение; 

/г. г/ I. ;ггп 



Рис. 3. Зависимость тепловых потерь Pi* в обмотке асинхрон
ного электродвигателя от температуры. I  учитывает
ся только зависимость активного сопротивления от тем
пературы, 2  рассчитывается изменение активной со
ставляющей тока, 3  потери принимаются постоянными, 
равнымиоПОтернм при расчетной рабочей температуре 

ное представление (рис. 3, I), что тепловые потери в обмотке 
статора изменяются в зависимости от температуры пропорциональ
но увеличению сопротивления при больших температурах ( > 100°С), 
вносит существенную ошибку в расчётах. 

В программе численного расчёта на ЭВМ распределения темпе
ратуры по разностной схеме, приведённой в работе Г 10 ] , 
коэффициент линейной части плотности источника тепла и его 
разностный аналога принимаются равными нулю, а зависимость 
плотности источника /^тепла от температуры рассчитывается 
на каждом шагу по времени j-Ч по формуле: 

Oit'/. 
где Тс - разностный аналог плотности источника тепла; 



и**,  максимальная температура в обмотке на предыдущем 
шаге по времени /"> 

А и' - */* V*' V/ • (8) 
V/ . величина шага по времени. 

Численный расчёт распределения температуры в асинхронном 
электродвигателе проводится для двигателя 4А1325 8/4. Этот вы
бор обусловлен возможностью проведения экспериментального из
мерения скорости нарастания температуры з обмотке электродви
гателя. При расчёте используются следующие численные значения 
исходных данных: 

а) электрические параметры  ^ ш 

плотность тока при температуре 75°СЧ

7,5.10** а/иг, 
коэффициент нагрузки Кн =5,4  экспериментально уста
новленный, 
коэффициент заполнения паза К3 =0,73 Г II 1, 
удельное электрическое сопротивление проводника стато
ра при температуре 20°С, • ' 
&=1,78«10~**

а

*
м , удельное электрическое сопротивле

ние проводника ротора 9« =2,87.10" л >м, 
температурный коэффициент меди «Се =0,0038 1//С , 
алюминия с* =0,00431/К, 
плотность тока в стержне ротора при температуре 75°С ]«
3,1Ю

6 а/м2

; 
б) исходные данные для теплофизических параметров среды 

элементов асинхронного электродвигателя приводятся в таблице I. 
В основном используются литературные источники теплофизических 
характеристик Г 2, II 1 среды элементов электродвигателя. На
чальная температура принимается равной температуре окружающей 
среды20°С, коэффициент теплоотдачи от поверхности электродви
гателя # = 15 вт/м2

.К. 
в) геометрические параметры в программу расчета распреде

ления температуры на ЭВМ вводятся следующие: внешний род.ус 
электродвигателя=0,1225 мк координаты границ элементов, 
т.е., точки разрыва & =0,049 м (12 элемент), =0,0775 м 
(23 элемент), #л =0,0779 м (34 элемент), Ъ =0,098 м (45 
элемент) и #*=0,П (56 элемент). 



Таблица I. 
Теплофизические характеристики среды элементов 

асинхронного электродвигателя 

Подобласть или элемент 
'Щг> 

I  сталь 2112 50 470 7800 
2  алюминий 210 950 . 2700 
3  воздух 0,029 1020 1,00 
4  обмотка 0,7 . 540 6370 0,7 

( расчет) 
5  сталь 2Ц2 50 . 470 7800 
6  чугун 47 500 . 7700 

Рис. 4. Зависимость максимальной температуры % в обмотке асин
хронного электродвигателя от времени ^ при трёх спосо
бах учёта зависимости источника тепла от темпера
туры им. рис.3). 



Расчёт распределения температуры в радиальном направлении 
поперечного сечения асинхронного электродвигателя проводился 
при выше упомянутых трёх способах учёта зависимости плотности 
источника тепла (или тепловых потерь  рис. 3) от температуры. 
Результаты расчёта зависимости максимальной температуры в об
мотке статора от времени представляются на рис. 4. График I 
на рис. 4 соответствует линейной зависимости плотности источ
ника тепла от температуры (рис. 3, I), а график 3 рис. 4  слу
чаю, когда плотность источника тепла постоянна (рис. 3,3). Ско
рость нарастания температуры в обмотке асинхронного электродви
гателя в режиме короткого замыкания рассчитывается по прибли
жённой формуле [6 3: 

. * •&./)•/# > ( 9 ) 

где N =200, если начальная температура равняется температуре 
холодного состояния Т =20°С. Для коэффициента нагрузки К* = 
5,4 скорость нарастания температуры равняется у

* =8,20

С/«г, 
что совпадает с результатами точного расчёта (рис. 4,2). Ока
зывается, что использование приближённой зависимости тепловых 
потерь в обмотке от температуры и пренебрежение этой зависимо
стью дают завышенные результаты. 

На рис. 5 представляются результаты расчёта распределения 
тешературы в зависимости от координаты при максимальной тем
пературе в обмотке Я2»=140°С (рис. 5,2) и ^ « =200°С (рис.5,IX 
В физической и также математической модели процесса учитывает
ся возможность теплоотдачи от поверхности асинхронного электро
двигателя при свободной конвекции (что тлеет место при затор
моженном роторе и вентиляторе), но результаты расчёта показы
вают, что превышение температуры корпупа над температурой окру
жающей среды незначительно  4°С и 7°С при 7£»х =140°С и 

Т^.х =200°С соответственно. Таким образом, тепло, выделяющее
ся в обмотке статора и стержнях ротора, в основном тратится на 
нагревание этих элементов электрической машины и процесс мож
но считать адиабатическим. 

С целью выяснения сходимости метода, выбора оптимального 
шага по времени й выбора числа итераций на каждом временном 
шаге проводились расчёты при разных величинах шага Т . Харак
тер графиков Т^,*//1

^ стабилизируется при Г * ^ е . При шаге по 



времени Т =0,5« , числе, итераций на каждом временном слое 
л.' =2 и числе точек по радиусу У =50 время расчёта одного ва
рианта до 300°С на ЭВМ ВС 1022 составляет около I мин. 

Хорошее совпадение результатов расчёта максимальной темпе
ратуры в обмотке асинхронного электродвигателя 4А132 58/4 с 
справочными данными С 6 I позволяет делать следующие заключе
ния: 

I) несмотря на сделанные допущения при образовании физиче
ской модели процесса теплопередачи в асинхронном электродвига
теле, в целом полученные результаты адекватно отражают распре
деление температуры в радиальном направлении и скорость нара
стания температуры в обмотке при выше перечисленных исходных 
данных; 
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2) если зависимость тепловых потерь в обмотке от темпера

туры учитывается только как увеличение активного сопротивле
ния от теглпературы по линейному закону или не учитывается во
обще, то расчёт распределения температуры даёт завышенные ре
зультаты. 
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О СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЯХ ШАРНИРНО ЗАКРЕПЛЁННЫХ ПО 
ПОПЕРЕЧНЫМ КРАЯМ РЕБРИСТЫХ ПРШСУГОЛЫШ. ПЛАСТИН* 

I. ВВЕДЕНИЕ 

На рис. I схематически изображена прямоугольная пластинка 
с продольными рёбрами, которая будет исследоваться в этой рабо
те при определённых граничных условиях на продольные и попереч
ные края. Она состоит ез основной плиты и жёстко (без сдвига) 
с нею связанными продольными рёбрами, направленными параллель
но продольному краю. Предполагается, что соединение обеих эле
ментов однородное и происходит по линии. Рёбра должны иметь от
крытое поперечное сечение и их толщина должна быть существенно 
меньше расстояния между ними, В литературе известны следующие 
расчётные модели ребристых пластин: .. 

а) ортотропная пластинка; 
б) несущая решётка; 
в) пластинка с дискретно расположенными рёбрами. — 
Применение обеих первых моделей связано о применением су

щественных упрощений, которые могут привести к непригодным ре
зультатам [ I, 2 ] . Метод ортотропной пластины предполагает 
"размазывание" дискретно расположенных рёбер по всему расстоя
нию между рёбрами, а также введение приведённых жёсткости ж 

* Перевод Я.П.Варна (ЛГУ им. П.Стучки) Ъ 



пластинка. 

/ / 

Рис. I. Схематическое изображение прямоугольной пластинки с 
продольными подкреплениями 

t-k-ï п n+i 

Рис. 3. Прямоугольная пластинка с продольными цодарепделшлш 
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2. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ СОБСТВЕННЫХ 
ЧАСТОТ И ФОРМ КОЛЕБАНИЙ РЕБРИСТОЙ ПЛАСТИНЫ 

Пусть и/,№ » (*,у^) компоненты вектора пере
мещений срединной плоскости пластинки. Тогда для каждого эле
мента (секции) пластинки должны выполняться дифференциальные 
уравнения 

АД иг + ^г -^р- *0, (I) 

1*и д (да > С д*ц 

где 

1-у Зх Чх ду ' £ ' З * 1 

Щ эу\дх*ду' 6 аг
а '

 ( 3 ) 

Эх
1 ' Эх

а дул ду< • 

Уравнение (I) является известным уравнением колебаний пластин
ки, (2) и (3)  система дифференциальных уравнений эластодина
мики в случае плоского напряжённого состояния для мембранных 
деформаций. С помощью двух функций Ф, Ч> = Ф, (*,</,О , которые 
связаны с перемещениями соотношениями 

эх ду ' у" Эи дх • . <4> 

подставляя (4) в (2) и (3), получим два несвязанных дифферен
циальных уравнения 

а„'*о, 0,^=0, (5) 
тае г1 л 1 дж 

После определения Щ и Ф , деформации и напряжения определяют
ся в результате дифференцирования. Для напряжений имеем 

£ Г3*ф дгФ , З'И 



масс. Очевидно, эта модель ребристых пластин может быть исполь
зована только для приближённого расчёта основной частоты, или 
когда собственные колебания определяются в основном плитой. В 
случае модели несущей решётки ребристая пластина рассматрива
ется как стержневая конструкция. Этот метод можно успешно ис
пользовать лишь если колебательное движение определяется в ос
новном подкреплениями. 

Модель "в" встречается в литературе с упрощениями различ
ной значительности. Самое распространённое упрощение заключает
ся в том, что пренебрегается деформациями в срединной плоско
сти пластины. Ниже будет показано, что при этом могут возник
нуть значительные ошибки. Значительное улучшение достиг Зп1т1ги 
[ 3 ], который эти деформации учёл и тем самым может удовлет
ворить условия "сшивания" между отдельными элементами плиты. 
В данной работе, основываясь на С 3], предложены дальнейшие 
улучшения, в которых учитываются деформации сдвига рёбер и все 
силы инерции, имеющие место в плите и В рёбрах. Ребристая обо
лочка рассматривается как несущая конструкция, состоящая из 
трёх элементов: пластин'амембранастержень. Для пластинки ис
пользуется теория пластин КирхгофаЛява, для мембраны  теория 
эластодинамики для плоского напряжённого состояния, для стерж
ня  расширенная теория стержней В.З.Власова. Таким образом, в 
исследованиях принимаются соответствующие данным теориям гипо
тезы, обоснованность которых Доказана многочисленными экспери
ментами. 

Цель предложенной работы состоит в том, чтобы получить 
сравнительные данные для приближённых методов (см., например, 
[ 4 ] ) , одновременно оценить влияние обычных упрощений, а так
же по возможности в более обобщённом втде представить зависи
мость собственных колебаний от высота стержня, расстояния меж
ду стрежнями и толщины плиты и получить данные о напряжённом 
состоянии плиты и рёбер. Более подроб; ое рассмотрение указан
ной проблематики можно найти в £ 5, 6 , 7 ] . 
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Для стержня третьего элемента ребристой пластины  имеем 
систему дифференциальных уравнений (7), (8). Здесь tJ|, <Цг, 
тл  контактные усилия и моменты,Ур,мр  перемещения точки 
Р стержня в результате чистого изгиба,  искривление попе
речного сечения. Обозначения Е ^ * , ^ , ^ ^ » , , , ^ . ^ ^ , З ы -

использованы для общеизвестных величин, согласно теории стерж
ней В.3.Власова,К КЛЖ,КХХ - множители, учитывающие сдвиг по
перечного сечения профи 'я стержня, *  означает дифференциро
вание по времени Г, '  по продольной координате стержня х . На 
рис. 2 представлена система координат для стержня и указана 
ориентация сил и моментов. Кроме рассмотренных дифференциаль
.1ых уравнений для изгиба пластинки, мембраны и стержня, долж
ны быть удовлетворены также определённые условия "сшивания" 
решений. Рассмотрим равновесие пластинки в непосредственной 
близости от одного ребра. Отсюда и на основании чисто кинети
ческих соображений следуют условия "сшивания" для мембраны и 
пластинки 

(30 

,0 
V/' 

, . 0 

3 2 Эх 
(9") 

Усилия и моменты в мембране и в пластине (плите), мы можем 
выразить также через деформации. Тогда вместо (9) получим 

V*
9

- V - ' - О 

(Ж? (& Г Х г 



К «* 2 3x ' 
В пластине имеет место скачок напряжений 

У" 

г 1 

*2г 
Л

3 

(Ю
и

) 

( И ) 

Все величины с верхним индексом "+0" относятся к точкам за ли
нией контакта в положительном направлении оси у , а "0"  не
посредственно перед линией контакта. Из (10 ) следует, что 
первая производная от и и V , а также вторая и третья произ
водные от и/ , перпендикулярно продольному направлению ребра, 
могут иметь скачок. То же самое относится к распределению на
пряжений. • 

3. П0ДКРЕ1ШЁШШ1 В ПРОДОЛЬНШ НАПРАВЛЕНИИ ПРЯМОУГОЛЬНАЯ 
ПЛАСТИНКА С ШАРНИРНО ЗАКРЕПЛЁШШШ ПОПЕРЕЧНЫМИ КРАЯМИ 

Элемент прямоугольной продольно ребристой пластинки, в ре
зультате отбрасывания обеих боковых элементов, ограничивается 
двумя продольными стержнями и двумя шарнирами на поперечных 
краях ( х • const ) . . Для перемьщений u , v , 
w имеем граничные условия (условия Наьье): 

Эх'- з^* 
Только при этих граничных условиях можно сразу получить выра



где 

Для определения пока неиэвестюа постоянных /4, , В, , / = 
1,2,3,4, на боковых краях у*соп$Т могут быть поставлены про
извольные условия. Рассмотрим к тый элемент пластинки (рис. 
3), введём понятие о деформации края и заменим ими постоянные 
А,- , 8/ , / =1,2,3,4." Таким образом, для перемещений вблизи 
к того ребра имеем (рис. 3): 

I*4 СМ) ° % £' **» * 9) (13) 

Эти краевые деформаций дояжкн равняться , .еформацаям стерж
ней. Для деформаций изгиба'/: того ребра имеем 

женю для перемещений, которые удовлетворяют дифференциальным 
уравнениям (I)  (3). Они имеют форму 

*А^ eh<xsi¿)]' cosS • sm(ut+f) 

:*.4 sAoCŷ J- з/я £ • sln(<jt+f) 

?w(£,<?, t)« (8, c/i » в в зл«,i£ * в 3 eos cí. ч * 

•* S^smec^q)-sin £ • sin(ot+f) 



^ д С ^ " &г.к • адС** .у) » 
(14) 

для усилий и моментов 

',>Л/0*"П,> ад5адС«г.у) ^ ( 1 5 ) 

Составляющие вектора перемещений (12) можно выразить че

Наша задача состоит в определении краевых деформаций (метод 
деформаций). Если они известны, можно определить напряжённо
деформированное состояние каждого элемента пластины я робра, 

В результате введения Щ1, 1̂  , &к > «%1 к = 1 , обес

печена кинематическая совместимость между отдельными элемента 
ми пластины и рёбрами. Кинетическая совместимость такие гаран 
тирована, так как я каждом ребре выполняются соответственно 
последние два из соотношений (10 ) и (10 ), В метричной форме 
они имеют вид: 

Здесь Г, , 5/ 

ординаты л к , причём 

(16) 
известные функции безразмерной ко 
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Здесь уже выполнено дифференцирование по х , выражения, содер
жащие Ей!', взаимно сокращены так, что в (17) сохраняются 
только выражения из (16), стоящие в квадратных скобках и вы
ражающиеся через *2 , 7 , »У , "  означает производную по ко
ординате чк или ̂  , £кш^.^Ьк 

Уравнения (17) должны выпол
няться во всех п рёбрах. Ревность векторов на правой стороне 
(17) можно вычислить с помощью (16), вектор, содержащий уси
лия и моменты в левой части уравнения (17), определяется из 
системы дифференциальных уравнений (7), (8) и (13), (14), (15). 
В конечном итоге получаем систему линейных однородных уравне
ний, имеющую вид: 

Кн К» ^»3 
Кг* К$ш 

К. 

ч 
• -

0 

ч 0 

ч 
! 

0 

ч 0 

_ч 0 

(16) 

Здесь Кц  матрицы размерности 4x4, элементы которых состоят 
из гиперболических и тригонометрических функций, аргументы ко
торых содержат безразмерный частотный параметр (собственное 
значение) у . Черев 1/к обозначен вектор неизвестных деформа
ций к того ребра, т.е." ик - {йь, ?к, , Вк ) . Так 



как решение для каждого стержня имеет четыре "неизвестных, для 
системы иа п стержней имеем систему уравнений порядка Ап . 
Матрица выражения (18) является несимметричной. 

Для определения еобственных частот ребристой пластины, ко
торые мы будем выражать через безразмерный параметр у , долж
ны быть определены нули определителя системы (18). Если они 
известны, можно вычислить также деформации ребра йк,7к ,ч?к , 
9к (к =1,.,,,п ) и вместе с этим определить также относитель
ное напряжённодефордарованное состояние для каждого элемен
та пластины и ребра. 

4. ЧИСУ1ЕНШЕ РЕЗУЛШТЫ 

Для некоторых частник оду»®» в [ 5 ] проведен чиелетшй 
расчёт (1.8); для елучая оаааэототояюх рёбер, для прлмоуголь
ной пластины, е ребром аовредадае и с даукя равноотстоящиг.гл рёб
рами при шарнмрном защлЕленац |фодольных краёв, а также для 
пластинки с трема и чегмрьмк равдоотстсдасимк рёбрами в случае 
защемлённых продольных кра$в, 3 качестве жёсткого подкрепле
ния применялся стержень Тобразного к углового поперечкого 
разреза, широко употребляющиеся в судостроении. Имеются три 
безразмерных параметра: высота подкрепления (ребра) й'^Ну , 
толщина плиты А*»/»? , расстояние между подкреплениями Ь*Ь<̂  . 
В зависимости от этих параметров были получены собственнее 
ченяя у , собственные формы и относительная зависимость напря
жений. 

Между собственным значением у и собственной частотой V 
имеется соотношение: 

где т означает число полуволн в направлении продольных под
к^плений. Здест прззелио обобщение следующих исследований. 
проведённых в [ 5 3: 

1. Зависимость собственных частот от \Ц, Ьс[, \щ. 
2, Влияние деформаций едглга в подкреплениях, (рёбрах) на 

собственные частоты. 



ООО eoo 
sco 

— — 
. . —• • _ — — —  • * """"" 

x m 

I 
1 
1 

• 

, , 

•— — •— — 
Bapoauml 

— 0~»j gt'popna -
ций tj6via {mot H.7i 

UOlmat.X%) 
так. Ьлмнив инер

ции подкреплении 

— 0~»j gt'popna -
ций tj6via {mot H.7i 

UOlmat.X%) 
так. Ьлмнив инер

ции подкреплении 

— 0~»j gt'popna -
ций tj6via {mot H.7i 

UOlmat.X%) 
так. Ьлмнив инер

ции подкреплении 

о орь о,ов о,а о/в ор> ор, о,гв oji о,зе о^о о^л *д« щ*г о,бв о,ва 

Рис. 4. Безразмерная собственная частота у первой симметрич
ной собственной формы для полосы пластинки с равноот
стоящими рёбрами в зависимости от безразмерной высоты 
ребра Щ (вариант 1) 
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Рис. 5. Безразмерная собственная частота у первой симметрич
ной собственной формы для полосы пластинки с равноот
стоящими рёбрами в зависимости от безразмерной высоты 
ребра Щ (вариант I). 
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Рис. 6. Безразмерная собственная частота -у первой симметрич-

ной собственной формы для полосы пластинки о равноот-

, стоящими рёбрами в зависимости от безразмерной высо-

ты ребра Ну (вариант 2) 



Рис. 7. Перше три формы собственных колебаний (прогиб у/ ) 
для вариантов, изображённых на рис. 4,5,6 при Н<{ =0,32 



3. Влияние мембранных деформаций на собственные частоты. 
4. Влияние аксиальных сил инерции подкреплений на собст

венные частоты. 
5. Влияние мембранных сил инерции на собственные частоты, 
6. Нагрузки в плите и в подкреплениях. 
I. В то время, как в статике добавление подкреплений всег

да приводит к повышению жёсткости пластины, в колебательных 
процессах может произойти её понижение, что выражается в по
нижении собственной частоты. При некоторых условиях может слу
читься даже так, что увеличение размеров подкреплений (рёбер) 
не оказывает заметного влияния на собственную частоту, или при 
уменьшении жёсткости рёбер достигается существенно более аф
фективное изменение собственных частот, чем при её повышении, 
Влияние подкрепления на собственные колебания сильно зависит 
от рассматриваемой формы колебаний. Это видно из рассмотрения 
двух типов колебаний (см. ряс. 4  ряо, 7) продольной пласти
ны с равноотстоящими подкреплениям». В варианте I (рис. 4,5), 
когда подкрепления приводят к чистому иояеречяому движению, 
надо указать на повышение частот для первых форм колебаний, 
которое становится всё более эначителышм с увеличением рас
стояния между рёбрами, Чем больше тем вернее действуют 
подкрепления как жёсткое защемление для элемента пластины 
(рис. 5). Па рис, 6,7 представлен другой вариант поведения 
(вариант 2). Здееь яодкрспде^ш совершают ясно выраженное вра
щательное движение и {фзывДОГ в основном понижение частоты. 
Только при достаточно болдаи расстояниях между подкрепления
ми может иметь место увеличение'частоты. Различное поведение 
подкреплетлй можно оогяспять тем, что вр1 трансляционном дви
жении подкреплений водность» используется их жёсткость но из
гиб и преобладает над влиядаем maca, уменьшающей частоту, в 
то время .как при вразщтельном -двтсищ' подкреплений в резуль
тате незначительной сопротквлндаоот;! кручению и большому мо
менту инерция мо*ио отметить''.иротйвополоагный результат. Нало
жение (супервойкцвд) этих обоих эффектов можно наблюдать у 
пластан, подкреилё^шых двумя и более рёбрами (рис. 8). Увели
чение palpos подкреплений техже •'ЛПИВОДЙТ^В результате к уве
личению частота, однако, если они/становится больше иехоторо



го значения На , происходит понижение частоты. Возможен также 
обратный случай поведения (рис. 8). 

2. Деформации сдвига подкреплений могут значительно вли
ять на собственные частоты. Это влияние на рис. 4 и рис. 5 
достигает максимальное значение в 14,7% и 16,8$ соответствен
но. В некоторых других случаях могут возникнуть ошибки поряд
ка 25%. К тому же сдвиг на каждую форму колебаний влияет по
разному. 

Как показывают рис. 4 и рис. 8, в каждом случае имеются 
лишь одна или две формы колебаний, которые при достаточно боль
шом значении Ну ещё имеют сильно выраженные поперечные коле
бания подкреплений. 

3. В большинстве публикаций, посвященных вычислению соб
ственных частот ребристых' пластин, пренебрегают деформациями 
в срединной плоскости пластинки. Рис. 4 показывает, что в ре

| зультате этого могут возникнуть большие ошибки. Для собствен
ных частот они могут достичь 65? и больше. Ошибка увеличивает
ся с уменьшением расстояния между подкреплениями и увеличени
ем высоты подкреплений. Конечно, и здесь это относится з каж
дом случае лишь к одной или двум формам колебаний, и к тому же 
к тем же самым, что в п.2. Рассмотренная здесь ошибка возник . 
ла в результате пренебрежения мембранными деформациями в про
дольном направлении подкреплений (й=0 ). На рис. 6 показано 
влияние мембранных деформаций перпендикулярно осям подкрепле
ний. Как видно, упрощение 70 не приводит к заметным ошиб
кам. Максимальное значение ошибки  3% (рио. 6), что полно
стью оправдывает допущение. 

4. Для варианта I использовано влияние аксиальных сил инер
ции подкреплешгй. Максимальная ошибка получилась равной 1,2% 
при изгибных колебаниях и равной 147$ при мембранных колеба
ниях. При этом под изгибными колебаниями мы понимаем такие ко
лебания, которые, ири Н<1'0 вызывают лишь деформации изгиба 
(ц«и« 0 , к^О ), а мембранными колебаниями  некоторых и + 0 , 
у+0 , \л*~0 • При расчётах изгибных колебаний влиянием указан
ных сил инерции можно пренебречь. 
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5. Рассмотрим и здесь вариант I. В изгибных колебаниях 
ошибка не превышает 2%, Мембранные колебания, разумеется, пол
ностью отсутствуют. Конечно/вырисовываются одна или две ли
нии, похожие на гиперболы, в зависимости от того, учитывают
ся или нет деформации сдвига подкреплений. При этом вычисля
ются частоты, которые на самом деле не существуют. 

Можно сделать общий вывод, что при вычислении собственных 
частот надо учитывать'как аксиальные силы инерции подкрепле
ний, так и мембранные силы инерции. Если рассматриваются мем
бранные колебания, должны быть учтены обе составляющие сил 
инерции, что особенно рекомендуется в случае густого располо
жения подкреплений ( ) . Существенны также граничные 
условия для мембранных деформаций. Мембрана в случае незащем
лённых краёв имеет существенно меньшие собственные частоты, 
чем в случае защемления, так что собственные частоты мембран
ных колебаний могут достичь одинаковые значения с низшими ча
стотами изгибных колебаний (рис. 8). 

Рис. 9 показывает зависимость напряжений для пластины, под* 
креплённой'двумя равноотстоящими рёбрами. Дано также отношение 
напряжений в подкреплениях к суммарно максимальным напряжени
ям в пластшпсе о ^ / М и безразмерное отношение экстремаль
ных напряжений в пластине к экстремальным деформациям пластин
ки о-/$* о̂ . /£7^е*гг Наибольшие напряжения в 
пластинке возникают всегда в местах соединения пластинки и 
подкрепления. Как констатировал эмпйац [ 3 ], этим фактом 
обменяется, возникновение трещин в окрестности подкреплений. 
Максимальные напряжения в подкреплениях даже при выраженном 
трансверсальном движении почти всегда существенно меньше мак
симальных напряжений в пластюже. Таким образом, в случае ре
бристых пластин пластишш является элементом, где могут воз
никнуть наиболее опасные напряжения, которые возрастают при 
одинаковой максимальной деформации вместе с порядком колеба
ний. 
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5. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Численные расчёты некоторых специальных случаев для ребри
стой пластинки с шариирно закреплёнными поперечными краями бы
ли проведены с целью получить по возможности более обширную 
информацию о процессе собственных колебаний таких плоских не
сущих конструкции и прийти к более общи умозаключениям. Осо
бенности отдельных случаев» как, например, условия симметрич
ности или асимметричноети,использовались для сокращения затрат 
на вычисления. Несмотря на это, время вычислений сильно воз
растало с увеличением числа подкреплений. Для получения 225 
собственных значений, которые были необходимы для построения 
трёх частотных диаграмм для каждого случая, вычислительной ма
шине СДС 1604 для полосы пластинки потребовалось 4' , для пла
стинки с четырьмя равноотстоящими подкреплениями  20'. 

Собственные значения находились способом, в котором спер
ва увеличивалось значение в пошаговом процессе до измене
ния знака в двух последовательных точках, чем определялся ин
тервал, в котором находится корень. Потом происходило уточне
ние собственного значения с определённой заданной точностью. 

Эта работа была выполнена по заданию судостроительного за
вода г. Росток и при поддержке Института судостроения г. Ро 
сток. 
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ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В СФЕРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧКАХ ПРИ 
ЩПУЛЬСНОМ ТОРЦЕВОМ ВОЗДЕЙСТВИИ 

I. Постановка задачи 

Исследованию динамики сферических оболочек посвящено срав
нительно много работ отечественных [ 1,4,5,6 ] и зарубежных 
¡12,3 3 исследователей. В (] Iрассматривался начальный этап 
переходных процессов в сферической оболочке, нагруженной ло
кальным динамическим давлением в полюсе, без учёта отражения 
волн от торца оболочки. Методом разложения решения в ряд по 
формам собственных колебаний в постановке классической теории 
оболочек, в С 2,3 ] исследовалась реакция сферической оболочки 
на .'воздействие динамического давления. Аналогичные задачи ре
шались та.̂ ке вариационкс—разностным методом С 4 ] и обратно
характеристическим ?летодом С 5 ]. Задача о распространении 
волн в сферической оболочке по безмоментной теории, с исполь
зованием интегрального преобразования Лапласа, решалась в 
С 6 3,' : 

В результате в конструкциях полимерных и композиционных 
материалов возникает необходимость проводить исследования по 
теории, учитывающей деформации поперечного сдвига. Кроме то
го, большинство тлеющихся работ посвящено изучению воздейст
вия Кратковременного динамического давления, а волновые про
цессы вследствие торцевых ударов являются мало изученными. В 



том числе в стороне от внимания исследователей остался вопрос 
о концентрации динамических напряжений в полюсе оболочки в 
зависимости от скорости нагружения при торцевых импульсных 
воздействиях. 

Рассмотрим изотропную, симметричную, упругую сферическую 
оболочку с углом полураствора скЛ , радиусом срединной поверх
ности и постоянной толщиной Ь. . Уравнения движения в пере
мещениях согласно теории С.П.Тимошенко, учитывающей инерцию 
вращения нормального к срединной поверхности элемента и де
формации поперечного сдвига в осесимметричном случае имеют 
вид [ 7 ]: г 

( д  £  1  ^ в , + ( 1  ?№ + | £ » 0 . 

 ( < * у ) в . * е ( д  $ 1 . 1  у ) в ,  | £ М > . «.и 

8» и 9 Ь функции, связанные с безразмерными перемещениями по 
формулам: 

8, = ̂ — [ 5 тех. ^(ос,Т)1 , 
М П Л 9оС I Т Ч

 Л (1.2) 
где 14. * иУй,IVк'^кбезразмерные перемещетш (здесь и в даль
нейшем звёздочкой обозначены размерные величины); ̂ /  угол 
поворота нормали, (X  угол долготы, отсчитываемый от полюса, 
Т- 'Ьс/К _ безразмерное время; С скорость продоль
ной вс^шы в сферической оболочке; у  коэффициент Пуассона, 
£^^| геометрический параметр оболочки. 
Безразмерные усилия и моменты, введённые по формулам 

К  <х, (3 



(1.4) 
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связаны с перемещениями следующим образом: 

2. Метод решения 

Система (1.1) имеет сравнительно простое аналитическое 
решение. После интегрального преобразования Лаплаоа по време
ни решение будем искать в форме функций, удовлетворяющих урав
нениям: — —•  — 

Л УУ = АУУ , Д01 • А Д . Д 0 2 = Я 0 2 ( 2 Д ) 

Здеоь УУ, 0«, & 4 обозначены изображения соответствующих вели
чин. 

В результате подстановки (2.1) в систему (1.1) получаем 
следующее характеристическое уравнение для определения Я-=:Я(р): 

А , Л * А * А * А 3 А + А « = 0 , (2.2) 

. . . з у ) ] -ь ( 1 - у ) ( £ - V ) 
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Решения (1.5) при каждом Л к К =1,2,3 выражаются через сфе
рические функции Лежандра первого и второго рода [_ 8 ]. По
стоянные в общем решении системы (I.I) в изображениях (линей
ная комбинация шести сферических функций) определяются из 
преобразованных по Лапласу граничных условий и условия огра
ниченности решений в полюсе оболочки (ос = 0 ). Учитывая по
следнее требование и свойства функций Лежандра, по изображе
ниям формул (1.2), (I.<») можно определить все кинематические 
и силовые характеристики в пространстве ИПЛ: 

^ % =  1 А к Яегк Р^Цсозос), 

со 
MK=iA«2«„[^(CESCC) * ±1* COS* $ к ( c w « ) ] f 

Здесь f̂ ,K(x)  функция Лежандра первого рода, 

(2.5) 



г 0,(1 г иг0 
Правую часть первого граничного условия (3.1) в дальнейшем 
обозначим через-ГС**") к выберем в следующей фсо:;е: 

Для нахождения постоянных А * К =1,2,3 используются три 
граничных условия на торце ОС = ОС о. Граничные условия, выражаю
щиеся через определённые комбинации перемещений и их произ
водные, после подстановки в них соотношений (2.4) образуют 
линейную алгебраическую систему уравнений третьего порядка 
относительно А к. К=1#2,3. Правые части этих уравнений зави
сят от нагружающих функций |к(р) К =1,2,3, т.е. зависят от 
параметра интегрального преобразования р . 

После определения Ак К=1,2,3 задача сводится к нахожде
нию оригиналов по заданным изображениям по Лапласу. Анализ со
отношений (2.1}  (2.5) показал, что кроме особых точек функ
ций нагрузки ^*(р) К =1,2,3, изображения усилий, моментов и 
перемещений имеют в качестве особенностей лишь полюса первого 
порядка, находящиеся на мнимой оси и определяемые как корни 
уравнения А л. \ — Л 

Л°1Р; и (2.6) 
где Ло= До (р^к - ^й* -*» )  определитель системы граничных 
условий. Для нахождения рк К =1,2,... при различных гранич
ных условиях составлена программа расчёта на языке ФОРТРАН/ЕС. 
Значения корней используются в другой программе, производящей 
расчёт кинематических и силовых характеристик напряжённоде
формированного состояния. 

3. Продольный удар по полусферической оболочке 
В качестве числового примера рассмотрим переходные процес

.сы в полусферической (<Х0=90°) изотропной оболочке, на свобод
ный торец которой действует приложенное внешнее продольное уси
лие N"(1). Соответствующие безразмерные граничные УСЛОВИЯ иле

В Т В й Д, I ш̂ш м 
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Рис. I. Продольные усилия в полусферической оболочке. 

где П  параметры нагрузки, с помощью которых можно ме
нять длительность и характер действия импульса (характерная 
форма представлена на рис. I, кривая 4 ) , А  нормирующий мно
житель. В этом пункте рассмотрим реакцию оболочки на "корот
кое" воздействие, т.е. продолжительность воздействия сущест
венно меньше времени прохождения волной расстояния, равного 
радиусу оболочки. , ' , . 

На рис. I  рис. 5 Я/Ь^О^ОМ**0*! 
время возрастания импульса до максимального значения). 

На рис. 15 приведены зависимости от времени в различных 
К тых точках срединной поверхности 

Таким образом, кривая I соответствует полюсу полусферической 
оболочки и т.д. 



На рис. I изображена зависимость поля продольных усилий 
от безразмерного времени в точке I и точке 2 полу

сферической оболочки, к торцу которой (К= V ) приложен нор
мированный динамический импульс. Характерной особенностью про
цесса деформирования является ярко выраженная концентрация на
пряжений в полюсе оболочки. Б_сравнительно большой окрестно
сти торца оболочки (сч6[-^ 1"Иг1 ) распространение волн в на
чальной стадии деформирования мало отличается от аналогичных 
процессов в цилиндрических оболочках (форма и максимальное 
значение приложенного импульса почти не меняется ). 

Введём коэффициент, характеризующий концентрацию продоль
ных усилий в различных точках оболочки: 

В точке 2 (с*. = импульс продольных усилий приходит лишь 
с небольшими изменениями в форме и в максимальном значении 
( Км(̂ )= 4,25 ). Опасные для прочности напряжения возникают 
лишь в непосредственной близости от полюса. При воздействии 
рассматриваемого импульса Кн(Ь) = 4,0 . Необходимо отметить, 
что при (X  О 

и К ц (0) характеризует также концентрацию окружных усилий. В 
точке СХ0 за основным импульсом следует импульс противопо
ложного знака, но меньших значений Кн = '1,**- Учитывая, что по
лимерные и композитные материалы гораздо легче разрушаются 
при растя^пии, чем при сжатии, указанный вторичный импульс 
также может привести к разрушению оболочки. Распространение 
продольных усилий имеет ярко выраженный волновой характер. 
После отражения от свободного торца оболочки импульс меняет 
зи.к, при 1^^,25 доходит до точки 2 и в момент времениТ*»ч,5 
начинаются сильные возмущения в полюсе. Форма основного им
пульса постепенно меняется: он становится уже и несколько ни
же. Первостепенное значение приобретают следующие за ним воз
мущения противоположного знака. 

Зависимость окружных усилий {̂ (с*,*̂ ) от времени в точке ' 
приложения нагрузки (кривая 4 рис. 2) качественно очень похо
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Рис. 3. Безразмерные моменты Мл в полусферической оболочке. 

жа на аналогичную завибимость для цилиндрической оболочки 
[ 9 ]. Однако, возникающие в дальнейшем медленные колебания 
больше по амплитуде, чем в случае цилиндрической оболочки. 

Возникновение и постепенное развитие моментов M«*. (pt,f) 
в оболочке изображено на рис. 3. В точке 3 моменты появляются 
сразу после прихода волны растяжениясжатия, и их максималь
ные значения в дальнейшем мало меняются. Моменты в полюсе обо
лочки примерно в два раза больше, и происходит постепенное 
увеличение максимальных значений (раскачивание "оболочки"). 
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Рис. 6. Зависимость коэффициента концентрации усилий от сред
ней скорости кагружения. 

Максимальные значения Мл^зцт) примерно в сто раз больше со
ответствующих значений в цилиндрической оболочке при продоль
ном ударе [9-3 и примерно на порядок меньше, чем при попе
речном ударе по цилиндрической оболочке. В полюсе Мл = И(ь 

Представленные на рис. 4 и 5 зависимости продольных и по
перечных ускорений точек срединной поверхности от безразмер
ного времени иллюстрируют некоторые особенности волнового . 
процесса деформирования сферической оболочки. В то время как 
У7 существенно увеличивается при подходе волны деформации 
к полюсу, импульс ускорении и. почти без изменений проходит 
по оболочке, достигая почти удвоенных значений при отражении 
от свободного торца и обращаясь в нуль в полюсе. 



Проведённые многочисленные расчёты показывают, что при 
медленном нагружении концентрация напряжений вблизи полюса 
оболочки не наблюдается, и напряжения в других точках могут 
быть даже больше, чем в полюсе. Представленная на рис. 6 за
висимость коэффициента концентрации Кц(0)от средней скоро
сти нагружения 4/То , где Т,  время возрастания приложенно

го импульса до максимального значения (единицы), показывает, 
что при существенно динамическом нагружении в полюсе возни
кают напряжения, во много раз превосходящие приложенные на 
свободном торце. 

На рис. 6 приведены расчётные данные при нагружении им
пульсами, для которыхТ,^0,1. Для сравнения напомним, что за 
1*,а Г продольная волна проходит расстояние, равное радиусу 
оболочки. Рассмотрение более коротких воздействий может при
зести к значительным ошибкам, так как теория оболочек не мо
*ет дать удовлетворительное описание процессов, если продол
{йтельность воздействия сравнима с временем, за которое вол
га проходит расстояние, равное толщине оболочки. 
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АНАЛИЗ ЭФФЕКТИВНОСТИ ПОДКРЕПЛЕШИ ПРОДОЛЬНЫМИ РЁБРАМИ 
ЙСТКОСТИ ЦИЛДЩРИЧЕСКИХ 0Б0Л0ЧЖ, НАГРУШПИХ 
ДИНАМИЧЕСКИМ ВНЕШНИМ ДАВЛЕНИЕМ 

Проблеме дшеамической устойчивости цдлшщрических оболо
чек, подкреплённых ребрами нёсткости, при нестационарном 
внешнем давлении посвящено небольшое число работ [ 13 ]. 

Экспериментальные результаты, приведённые в [I, 2 ], а 
также в ряде работ, посвященных исследованию динамического 
выпучивания цилиндрических оболочек, подкреплённых кольцевы
ми рёбрами [4, б ]„ свидетельствуют о том, что частота рас
положивши и жёсткость подкрепляющих элементов весьма сложным 
образом влияют на процесс динамического выпучшзашш и, в ча
стности, на то, какая форма потери устойчивости (общая или 
местная) будет доминирующей. 

Теоретические исследования иеосесишетричного выпучива
ния при динамическом внешнем давлении щштндрических оболо
чек с учётом дискретности расположения продольных рёбер, ви
димо, не проводились. 

В настоящей работе рассматривается решение задачи дефор
мирования несовершенной ортотропной щигандрической оболочки, 
подкреплённой продольными рёбрами жёсткости, при равномерно 
распределённом по боковой поверхности динамическом внешнем 
давле1гии. Рёбра рассматриваются как одномерные элементы, рас
положенные вдоль координатных линий Ч = ̂ . Принимается, что 
рёбра сопротивляются осевой деформации и изгибу в направле



нии, нормальном к срединной поверхности оболочки. Подробно 
постановка задачи дана в работе С 7 ]. 

Линеаризованные уравнения двикегаш оболочки, подкреплён
ной продольными рёбрами жесткости, в перемещениях имеют 
вид*): 

• к зУиГ-гЦ , „ А . ^чЭУиГи^ гЪъ*(иг-Ю 

= 0 

Принимая на торцах оболочки условия шарнирного опира]1ИЛ, 
разложим перемещения в ряды, почлешга удовлетворяющие этим 
условиям: 

м ^ 

^^ШУ^^М*^^^ (2) 

где .«/т. = ;. =
 л
' / ^ ; т

' = 1.2, 
/Ь = 1,2, Л  длина, #  радиус оболочки. 

'*) В статье используются обозначения, принятые в работе [ 7 



1гтставл я \2) в (I) и применяя процедуру БубноваГалер
ки *ч пя ка 'кого фиксируемого т, сводим систему дифферен
ЦИ11^ .равнений в частных производных к следующей систе
м 1 * ш ч бракческих и 2 « обы1Шовешшх дифференциальных 
±. внениЯ ч к =АГ-Пь+ I) 

$[( О б £<£Ц# ^ 



* I Ca*a * g*A£ civu  ul) I 

(8) 
В системе (3)  (8) использованы обозначешм: 

С* - №и+ д с « ) I С-^а & -Я i 

; JUj S/гД /Л». 
Решение системы (3)  (8) проводится следующим образом. 

Вопервых, выражаются I£m. через Lima и Wna,H \̂ .д, через 
и из уравнений (5) и (6) соответственно. Подста

новка Vnn. п Vnl.rv в уравнения (3), (4) и (7), (8) приводит 
к системе уравнений, записанной ниже в матричном виде: 

Lu^b>J\L-w^ л (9) 

/Ч Л. Л А А (Ю) 
Элементы матриц Ап, Вп , С т , - М , Кп  определяются следую
щим образом: 

. . пи г 



для 

ДЛЯ i  i .  > *
; 

для i  к 4

> ' ö 



для Г ь Zk ; j = к**»,.., 2.к 

где  символ Кронекера; при i > Л уЗ, = — ^ — . 

Отметим, что матрицы Ап,6m,Cmt Fm ,М - симметричные. 
Далее находим из уравнения (9): 

подставляем его в дифференциальное уравнение (10) и умножа
ем обе части полученного уравнения на матрицу M  i

. В резуль
тате получаем: 

Начальные условия задаются в виде: 

W n . | t = 0
= W - ' ^ l i^o = 0

 (12) 
Решение системы 2 »С даффереициальных уравнений проводи

лось методом РунгеКутта с использованием стандартных про
грамм, имеющихся в математическом обеспечении ЭВМ ЕС. 

В результате численного решения системы находим весь 
комплекс коэффициентов Фурье (Ц^M,VmIJt),WmB.(i) ) в требуе
мом интервале времени. Последующее суммирование рядов (2) 
позволяет определить зависимости от времени перемещений Ю, 
лУ, W в произвольной точке (эс,у.) срединной поверхности обо
лочки. 

На основе изложенной методики была решена задача о выпу
чивании подкреплённой стрингерами ортотропной оболочки при 
действии динамического внешнего давления* Характеристики обо
лочки: & = 1м; LJR, = 2; R/h, = 200; Et = I2I0 1 0 н/м2

; 



£ л= 0,951010 ЕЛЛ Сгй = 0,45-Ю10 Н/м2

; V = 0,3; (13) 
р = 1,5г103 к г Л Л 
где ось I направлена вдоль образующей оболоней. Рёбра имеют 
прямоугольное сечение и изготовлены из того же материала, 
причём Е$=Е1 . Площадь поперечного сечения ребра Аз-к3к 
Пачалы!ые несовершенства для оболочки ъУЧз^у) задаются 
посредством ряда 4урье (2) с коэффициентами 

где С- 2" при т.- четком и с = — ^ — при т.  нечетном. 
Внешнее давление рассматривается как линейно возрастающая во 
времени нагрузка (Ъ)^ г $ * , где  критическое ста
тическое давление для гладкой оболочки ; 7 а -Ьс/1>> 

С  №Г//>({-)£) ' 
Последующие результаты получены для безразмерной скорости 
кагружения У^ = Л и для момента *£ * 4,85. Суммирование ря
дов (2) проводилось в пределах от I до 3 по т, и от I до 
20 по П/. 

На рис. I даны зависимости прогиба от окружной координа
ты при подкреплешш оболочки различи:лл количеством равных по 
высоте ( ̂  п ) стрингеров. 

Первый стрингер поставлен в сечении ̂  * 180°, где макси
мален прогиб для гладкой ободочки. Следующие два стрингер?, 
расположены в сечениях ̂ 5 = ¿152°, т.е. в сечениях макси
мального прогиба для оболочки, подкреплённой первым стринге
ром. 

Место расположения следующих двух стрингеров определяется 
сечением максимального прогиба для оболочки, подкреплённой 
тремя стрингерами, и т.д. 

Как видно из рис. I, постановка одного стрингера в сече
ние максимального прогиба для гладкой оболочки даёт сильный 
подкрепляющий эффект в месте его постановка, но увеличивает 
прогиб в других местах. 

Подкрепление оболочки семью стрингерами, расположенными 
согласно описанной выше схеме, снижает величину прогиба в 
точках максимума более чем в 2 раза. 



Рис. I. Распределение прогиба по окружной координате при 
подкреплении стрингерами высотой = 10 А 

7 стрингеров; 
** — 3 стрингера; 
—  I стрингер; 

гладкая оболочка. 

Рис. 3. Зависимость прогиба от окружной координаты для 
гладкой оболочки и при подкреплении рав

ноотстоящими (I ) . 28 стрингерами, = 2,5/1 ; 
( В ) • 7 стрингерами, /гЛ= 10 И и ( А ) 
7 стрингерами, к4 = 10 К , расположенными в точках 
максимального прогиба гладкой оболочки. 
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Рис. 2. Зависимость прогиба от окружной координаты при 
а) внешнем и б) внутреннем подкреплении 7 стрин
герами высотой 

^ - Л 4 = ю Л ; 
— /?4= 15 А ; 

— . . ~ А, = 20 4 . 



На рис. 2 (а, б) приводятся зависимости itpömkä ст окруж
ной координаты при расположении рёбер на внешней и внутрен
ней поверхности оболочки. Сравнение показывает, что внешнее 
расположение рёбер более рационально с точки зрения снижения 
прогиба. На рис. 2 (а) можно, пронаблюдать интересный эффект 
"прсицёлкивания" при подкрепле1кии высокими ( ky =20 А) внеш
ними стрингерами. /•" 

На рис. 3 приведена зависимость прогиба от окружной ко
ординаты при трёх вариантах подкрепления равноотстоящими и 
неразноотстоящими стрингерами. 

Для всех вариантов суммарная масса стрингеров одинакова. 
Как видно, при постановке 28 равноотстоящих стрингеров про
гиб снижается, по местоположение максимумов прогиба остаёт
ся тем же, что и для гладкой оболочки. При подкреплении бо
лее ;высоккки равноотстоящими стрингерами точки максимума про
гиба смещаются и наблюдается эффект локального выпучиваши 
между рёбрами. 

Таким образом,.если ограничиться целью максимального сни
жения прогиба оболочки, то наилучший результат для рассмот
ренного вида, кагружекпя получается при постановке на внешней 
поверхности оболочки небольшого числа неравноотстоящих срав
нительно высоких рёбер. 
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1о Введение 

Одной из областей использования магнитного поля в медици
не является применение стационарного поля в лечении атероскле
роза. Кровь, состоящая из плазмы, с положительным объемным за
рядом, И формэлемектов (тромбоцитов, эритроцитов, лейкоцитов), 
имеющих отрицательный поверхностный заряд, при течении взаимо
действует с внутренним слоем стенки сосуда  интимой, потен
ЦИМ которой а нормальном состоянии отрицателе}?. Склеротичес
кий прец&ас приводит к изменению сзсйста сосуда, Б том числе, 
происходи? инверсия потенциала интимы, что способствует осаж
дению феркя*моментов иа поврежденные участки стенкк сосуда. Во 
избежание зарастания сосуда пря прогреоейрованик заболевания 
склеротически поврежденный участок артерии шунтируется с по
мощью параллельно ему присоединяемого протеза. Однакс срок 
службы лавсанофтйрогоновых протезов, как правило, не превы
шает несколько дет  в них также происходит отложение элемен
тов кровм ь наблюдается зарастание. Для ослабления этих явле
н*И чепольэуются эластичные магнитные элементы (ЭМЭ)С I Л, из
готовленные из нетоксичной резины на силиконовой основе с маг
нитным наполнителем  ферритом бария. Их назначение  отталки
вать заряженные элементы крови от зон риска, а также частично 
сепарировать поток крови, с целью увеличения при этом срока 
службы протеза. 



2. Математическая модель 

Стационарное магнитное поле в сосуде описывается уравне
ниями Максвелла для индукции : 

(1) 

где у  плотность тока проводимости. Так как электропроводи
мость крови относительно мала, ее магнитная проницаемость близ
ка к единице и кровь в среднем электрически нейтральна 1 2 } , 
то приближенно можно положить у̂ *с? и го£б = 0 . В результа
те введения скалярного потенциала магнитного поля соотношением 

из (I) следует уравнение Лапласа: 
с/^дгае/'У» О. (4) 

Из вида расположения ЭМЭ на поверхности цилиндрического сосу
да (рис. I) следует, что наиболее удобна для решения задачи 
запись уравнения (4) в цилиндрической системе координат: 

С5) 

Так как магнит состоит из двух антисимметричных частей (рис,2)', 
то ин,цукция магнитного поля на плоскости перпендикулярна 
к ней, а !?*соы£ Учитывая произвол нормировки потенциала на 
плоскости у*0, также, как в бесконечно отдаленных точках,, мож
но принять нулевое значение потенциала 

Так как в средне^ плоскости магнита £¿-0, то при Zf& 

Для определения оптимального расположения ЭЮ необходи
мы исследования создаваемого им распределения магнитного по
ля и влияния неоднородного поля на скоростную структуру час
тиц в потоке крови. 



I. Схема расположения эластичного магнитного 
элемента (ЭМЭ) на поверхности сосуда. 





Учёт магнитного элемента в модели осуществляется заданием на 
его поверхности нормальной составляющей индукции в виде функ
ции точки поверхности В„= фм (5М) .т.е., 

Щ\^ГЩ^ (8) 
Функция Фы задаётся на основе характеристик конкретного ис
пользуемого магнита, могут использоваться различные приближе
ния. 

Здесь предполагается, что изменения Фм по ширине магни
та малы, а результаты экспериментальных измерений по длине 
половины магнита (рис. 2) изза малых габаритов аппроксимиру
ются многочленом второй степени (замеры хщцукции производи
лись в 34 токах по длине половинки магнита 1 1 3 - Таким об
разом, на внутренней и внешней сторонах магнитного элемента 

Таким образом, для определения магнитного поля необходи
мо решить задачу (5)  (8) в четверти пространства, с учётом 
того, что Р^&Сг,*,*). 

3, Кетсд расчёта 

Полученная задача в принципе может решаться аналитически, 
одвако использование метода разделения переменных приводит к 
сложным выражениям, численный расчёт по которым крайне трудо
ёмок. Из численных методов может быть применён как метод ко
нечных элементов (МКЭ), так и метод конечных разностей (МКР). 
Однако реализация (МКЗ) в данном случае, учитывая трёхмер
ность задачи, более сложна, чем реализация МКР, матрица ал
гебраической системы которого слабо заполнена, что приводит 
к простым формулам, и, кроме того, могут быть использованы 
растущие в аксиальном и радиальном направлениях вне зоны, 
охваченной магнитом, шаги сетки позволяющие экономить ресур
сы ЭВМ. 

Таким образом, используется конечноразностная сетка с 
постоянным шагом по углу <Л и переменным по т и 2 . Обозна
чения шагов соответственно  /А, $с, пк . Аппроксимация урав
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нения (5) производится с таким расчётом, чтобы разностный 

аналог имел второй порядок аппроксимации на неоднородной сет
ке в отрицательной норме £, 3 J . При записи схемы использует
ся тройная индексация^ индекс f по r*tj по «А и К по £): 

где 

Аппроксимируя формулу (8) на внутренней поверхности маг
нита (г= r „ ; ог„< «с<£<х л ) о< &< АкА) -

На внешней поверхности магнита ( F* ji^) <\D '< ̂ < ,* 
О < 2 < A/f/Z ) 
аппроксимация аналогична: 

Ц/ . - %*ki*(3**. +9h*m''%*s.ja$мг&^$»*3*&(Змн*_3*^ 

Так как толщина магнитного элемента мала по сравнению 
с шириной hn , то при решении задачи выгодно выбрать ради
альный шаг сетки в месте расположения магнита равным тодщязе 
магнита *9м*л)h При /** (рис. 2) шаг в радкаяькок 
направлении выбирается постоянным, вне этой зонн жаг растёт 
по закону: л 

д;+х = ъ/&. 
На границах ̂  »«? и г? задаются однородше условия 2 

* V >
 = Щ* CI2) 

Однородные условия в бесконечности (6) заменяются следующими 
приближёнными условиями: 

Максимальные значения индексов узлов сетки в радиальном и ак



скальном направлениях Та и Кв определяются в численном экспе
рименте с таким расчётом, чтобы в пределах выбранной точно
сти расчётов дальнейшее увеличение 1л и Кв уже не влияло на 
распределение функции <р в зоне, охваченной магнитом. 

Система уравнений (9) совместно с условиями (10)(13) об
разует линейную неоднородную систему алаебраических уравнений, 
решение которой осуществляется методом верхней релаксации в 
следующем порядке: 

I. Во всех внутренних точках сеточной области находятся 
промежуточные значения потенциала на л + Д. том итерационном 
слое по формуле,следующей из (9): 

Индексация итерационного слоя в правой части уравнения (14) 
определяется последовательностью вычислений на сетке, которая 
в целях быстрейшей сходимости процесса меняется от итерации к 
итерации. 

2. Корректируются значения функции в узлах согласно мето
ду верхней релаксации 

где •/  параметр релаксации, значение которого в зависимости 
от размеров сеточной области варьировалось в пределах 1,6 ^ 

1,75. 
3. Уточнение' значений потенциала на внутренней и внешней 

поверхностях магнита согласно формулам (10) и (II). 
Окончание итерационного процесса осуществляется при дости

жении заданной относительной точности. Для определения индук
ции используются разностные аналоги формулы (3): 

(15) 
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Рис 3, Распределение индукции магнитного поля в 
сечении г =0 при ¿^1,5^1"^ • 



Рис.4. Распределение индукции магнитного поля в 
сечении 2 =0 при £^ щ . 



4. Результаты расчёта 

Программа составлена на языке ФОРТРАН и используется на 
ЭВМ ЕС 1022 с последующим применением графопостроителя ЕС 7054. 
При размерах сеточной области 20x24x20 узловых точек для ре
шения задачи необходимо около 100 килобайт оперативной памя
ти, при атом для достижения относительной точности £ =10~^ 
требуется 15 мин машинного времени. • 

Расчёты распределений магнитной индукции в пространстве 
проводились для магнитов с £=2,5 мм; ^='15 мм при сле
дующих значениях радиуса сосуда  8,9,10,11 мм и д*я магнита 
с £=2,5; £=20 мм также при четырёх значениях />, =4,5,6, . 
7 мм. Результаты расчётов хорошо согласуются с эксперименталь
ными измерениями. 

На рис. 3 и 4 представлены распределения индукции магнит
ного поля в сечении г =0 соответственно при и 



С увеличением охвата магнита до симметричного 
однородность магнитного поля в сечении сосуда увеличивается. 
Если в первом случае (рис. 3) интенсивность в центре сосуда 
близка по абсолютной величине интенсивности в периферии и в 
сосуде доминирует однонаправленное поле, то в случае относи
тельно короткого магнита (рис. 4) шцгукция поля в центре со
суда более пяти раз меньше шщукции на поверхности магнита, 
а направление индукции в сечении меняется весьма существенно. 
Таким образом, при использовании длинных магнитов можно до
стичь заметного эффекта сепарирования положительных и отрица
тельных частиц по всему сечению сосуда. В случае короткого 
магнита может быть достигнут эффект локального воздействия, 
в т.ч., отталкивания отрицательных формэлементов от зоны рис
ка, в соответствии с законом 

в. 

ов 

ОА 

О 
0.5 10 

Рис. 6. Распределение азимутальной 
по длине сосуда (параметры 



где f - сила, действующая на частицу, су  её заряд и У 
скорость движения. При этом воздействие на поток крови в 
остальной части сосуда незначительно. 

На рис..5,6,7 представлены зависимости составляющих ин
дукции от 2 при очГ^лГ ; г0,ЖГм при разных диаметрах 
сосуда. 

В зоне кондов магнита наблюдается явно выраженная вихре
вая структура ноля (рис. 3,4), но по мере отдаления от магни
та в аксиальном направлений (рис. I) значения индукции быст
ро убывают (рис. 5,6,7). При ?L>OtsfiM значения ихуг/1уции на 
порядок меньше значена! в плоскости симметрии 2L*0 . Измене
Hite знака радиальной составляющей аддукции upa Sr>OfsA^ так
же определяется вихревой структурой ноля. Аксиальное значекио 
индукции максимально при s^^fS~AAf а но величине сравнимо с 
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радиальной составлявшей, однако ею не определяется существен
ное силовое воздействие на заряженные частицы, т .к. скорость 
основного потока Ц ö£» 

С использованием разработанной программы составлен атлас 
силосого воздействия на элементы крови при различных радиусах 
сосуда и типовых размерах имплантируемого магнита. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Тимберс А.Ф., Якович А.Т., Устинович И.В. Изучение рас
пределения магнитного поля имплантируемых эластичных магнит
ных элементов..  В кн.: Республиканская конференция молодых 
учёных медиков: Тезисы докладов. Рига, 1982, с. 106107. 

2. Кузник Б.Й., Скипетров ТЗ.П. Форменные элементы крови.
М.: Медицина, 1974.  308 с. 

3. Самарский A.A. Теория разноотных схем.  М.: Наука, 
1977.  656 с. 



ОГЛАВЛЕНИЕ 

1. Павлов СИ. О выборе метода численного расчета дви
жения расплава в индукционной тигельной печи ........ 3 

2. Губченко А.П. Исследование фермы свободной поверхно
сти жидкого металла в осесимметричном магнитном поле 22 

3. Босых Л.А., Платонов В.И. О возможности применения 
центробежных МГДнасосов в литейном производстве ... 36 

4. Ауза З.Я. Расчет трехмерного магнитного поля с уче
том движения и насыщения магнитных материалов 47 

5. Завицкий Э.А. Определение электромагнитных характе
ристик линейного асинхронного двигателя с учетом 
длины и ширины магнитопровода индуктора 57 

6. Шнидере Л.Я. Одномерное моделирование теплового сос
тояния асинхронного электродвигателя в режиме корот
кого замыкания 67 

7. Шлютер Г.Ю. О собственных колебаниях шарнирно за
крепленных по поперечным краям ребристых прямоуголь
ных пластин 80 

8. Варна Я.П. Переходные процессы в сферических оболоч
ках при импульсном торцевом воздействии 103 

9. Кошкина Т.Б. Анализ эффективности подкрепления про
дольными ребрами жесткости цилиндрических оболочек, _̂  
нагруженных динамическим внешним давлением 117 

10. Якович А.Т., Лацис СИ., Тимберс А.Ф. Исследование 
магнитного поля имплантируемого эластичного магнит
ного элемента 128 

i 



ЭЛЕКТРЬдаШИКА И МЕХАНИКА СПЛОШНЫХ СРЕД 
ПРОШШЕНШЕ ПРОЦЕССЫ И УСТРОЙСТВА 

Сборник научных трудов 
(межвузовский) 

Редакторы: Ю.Микельсон, С.Рязанцева 
Технический редактор И.Балоде 

Корректор И.Фридберга 
Подписано к печати 1583.23.06. ЯТ09142 Ф/б 60x84/16. 
Бумага М . 9,8 фяз.печ.л. 9..1 усл.печ.л. 6,9 уч.-изд.л. 
Тираж 500 экз. Ззк.№ -МЧЧ. Цена Т р . 
•Латвийский государственный университет им. П.Стучки 

Рига 226098, б. Райниса, 19 
Отпечатано в типографии, Рига 226050,ул.Вейденбаума,5 
Латвийский государственный университет им. П.Стучки 




