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IEVADS

Pirms pariet pie promocijas darba rezultatu apraksta, skaidro-
sim dazus perturbaciju teorijas apzimeéjumus un definicijas, kadi
pienemti musdienu matematiskaja literatira un izmantoti ar1 saja
darba.

Viens no izplatitakajiem dinamisku sistému ar dazadam per-
turbacijam uzvedibas analizes veidiem ir to dinamikas apraksts ar
divu dazadas dabas mainigo kopu palidzibu:

- galvenie mainigie z(t) ar vertibam no teplas R", kuri apraksta
petama objekta fazu koordinatu izmainas;

- paligmainigie y(t) ar vertibam no telpas RY, kuri apraksta
parametru perturbéjosas izmainas.

Un kaut arT abu grupu mainigo izmainas laika dazreiz tiek
aprakstitas ar viena veida matematiskajiem modeliem (diferenci-
alvienadojumiem, diferencu vienadojumiem u.c.), galvenais ana-
lizes objekts ir fazu koordinatu uzvediba. Tad tiek pienemts, ka
ir zinamas galveno mainigo izmainu likumsakaribas gadijuma, ja
perturbacijas neiedarbojas, t.i., ja y(t) = const, un parametru iz-
mainu likumsakaribas nav atkarigas no fazu koordinatu vertibam.
Sis apstaklis tad ari tiek izmantots, aprakstot dinamisku sistemu:
vispirms tiek izrakstits vienadojums mainigajam z(t) gadijumam,
kad y(t) = y, un pec tam tiek izrakstitas parametru izmainas
likumsakaribas. Ta, piemeéram, pazistamais linearu sistému ar
pastavigu parametrisku perturbaciju klatbutni stabilitates anali-
zes uzdevums tiek formulets sadi:
petit diferencialvienadojuma telpa R™

dx

— = A(y)x 1
- = A4) (1)
atrisinajumu uzvedibu pie nosacyjuma, ka parametra y vieta ma-
trica A(y) ievietots diferencialvienadojuma

dy
— = 2
) )
atrisinajums.

Skaidrs, ka jebkurai fiksetai y vertibai stabilitates problema tiek

risinata salidzinosi vienkarsi: japeta matricas A(y) 1pasvertibu
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realo dalu zimes. Bet jau tad, kad n = 2, y vieta liekot pat
tik vienkarsu funkciju ka y(t) = cost, z(t) asimptotikas, ja t —
oo, analizes uzdevums klust tik sarezgits (Floke problema), ka ta
atrisinajumam veltitas veselas monografijas (sk. apskatu mono-
grafija [ 32 ])

Talakaja darba gaita tiks izmantota $ada terminologija un apzi-
mejumi:

- visiem fiksétiem y € R%, ¢t > 0,d (1) labaja pusé Ko37 uzde-
vuma matricu atrisinajums ar vienibas matricu ka sakuma nosaci-
jumu laika momenta 0 tiek apziméts ar T'y(t) jeb eAWE;

- visiem fiksétiem y € R4t > s > 0 (2) Kos7 uzdevuma atrisi-
najums ary ka sakuma nosaczjumu latka momenta s tiek apzimeéts
ar y(t’ S, y);

- visiem fiksetiem y € R%,t > s > 0 (1) Kos7 uzdevuma matricu
atrisinajums ary(t, s,y) y vieta un ar vientbas matricu ka sakuma
nosacjumu laitka momenta s tiek apzimeéts ar X (t,s,y).

Matricu saimei {X (t,s,y),t > s > 0,y € R?} piemit evolucijas
pasiba:
X(t,s,y) = X(t,7,y(7,5,9))X(7,5,9) (3)

un tapéc ta tiek saukta par evolucion€josu saimi jeb par ko-
ciklu par dinamisko sistému (2) [72].

Daudz sarezgitak analizet sistemu (1)-(2), ja pastavigi darbojas
gadijuma perturbacijas. Tad, lai varetu aprakstit matematisko
modeli, jaieved vel viena mainigo grupa - {{(¢),t > 0} - un japar-
raksta sistema (1)-(2) forma:

dz

Y= jw.0). 5)

Talak tiks apskatits tikai gadijums, kad £(t) ir Markova atjaunosa-
nas process, kas pienem vértibas no galigas vai sanumuréjamas
kopas U, t.i., £(t) ir gabaliem konstants Markova process, kuram
ir partraukumi gadijuma laika momentos {7;,j € N}. Petama
objekta dinamisko raksturojumu aprakstam izmantosim Markova
1pasibu sekojosa forma: ar £(¢,s,u) apzimésim Markova procesu
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€ latka momenta t pie nosacijuma, ka latka momenta s izpildijas
sakariba £(s) = u. Sakuma aprakstisim visizplatitako (5) analizes
metodi. Ar C(R?) apzimesim nepartrauktu, ierobezotu argumenta

y € R? funkciju telpu ar normu ||v|| = sup |v(y)|- Ja y(t,s,y,u)
u€Rd

ir (5) atrisindjums pie sakuma nosacijumiem y(s) = y,&(s) = u,

tad katrai v € C(R%) var uzrakstit vienadibu

(Y(t, s, u)v)(y) = v(yult, s, y))

jebkuriem fiksétiem ¢t > s > 0,u € U,y € R?. Tada veida telpa
C(R?) tiek uzdota linearu, nepartrauktu operatoru saime
{Y(t,s,u),t > s > 0,u € U}, kam piemit, analogi ka saimei (3),
evolucijas 1pasiba

Y(t,s,u) =Y (t, 1,&(7,s,u))Y(7,s,u), (6)

So saimi sauc par Markova evolicijam | 44 u.c.]. Atzimésim,
ka parim {y(t),&(t)} piemit Markova ipasiba [22], kura dotaja
gadijuma nozime sekojoso: ja ir zinamas {y(7),&(7),7 < s < t}
ver- tibas, tad sadaljjums laika momenta ¢ ir atkarigs tikai no
{y(s),&(s)} vertibas. Tapec (5) atrisinajums un process £(t) pie
nosacijuma {y(s) = y,€(s) = u} parasti tiek pierakstiti forma
{y(t, s, y,u), &(t, 5,u)}.

Tagad pariesim pie galvenajiem mainigajiem, kuri evolucioné
Markova gadijuma procesa {y(t), £(¢)} radito perturbaciju iedarbi-
ba. Analogiski iepriek$éjam izmantosim Sadus apziméjumus:

- visiem fiksetiem y € R4 u € U,t > 0 (4) Kost uzdevuma
matricu atrisinajums ar vientbas matricu ka sakuma nosacijumu
laika momenta 0 tiek apzimeéts ar T, ,(t) jeb eA¥:W)t;

- visiem fiksetiem y € R4 u € U,t > s > 0 (4) Kost uzde-
vuma matricu atrisinajums ar y(t, s,y, u) y vieta, £(t, s, u) u vieta
un vientbas matricu ka sakuma nosactjumu latka momenta s tiek
apzimeéts ar X (t, s,y, u).

Gadijuma matricu saimei {X (t,s,y,u),t > s >0,y € R%, u €
U} piemit evolucijas ipasiba:

X(t, S, Y, u) = X(tv T’y(Tv 5 Y, u),f(T, S, u))X(T’ 5Y, u) (7)



un tapéc ta tiek deveta par stohastisku evoliiciju saimi jeb par
kociklu par Markova dinamisko sistému (5) un Markova
procesu {&(t)} [19,54,72 u.c.].

Vienadojumu sistéma (4)-(5) ir loti sarezgits matematisks ob-
jekts, un tapeéc ta tiek petita tuvinati vai nu ar dinamisku sistemu
teorijas asimptotiskajam metodem [9] vai ari ar varbiitibu teorijas
robezteorému palidzibu [46, 51, 54, 55, 56, 58, 59, 86, 94, 96, 97,
100, 101, 103, 108 u.c.]. Saja sakariba rodas sekojosa problema:
pamatot iespgjamibu lietot talak aprakstitas metodes un tuvinatas
dinamiskas robezsistemas.

Ta ka dotais dinamisko sistemu teorijas un tas lietojumu vir-
ziens radies salidzino$i nesen, un $aja virziena attistitas matema-
tiskas metodes nav tik plasi pazistamas, aprakstisim dazas no tam
detalizetak.

Sim noliikam jaievies mazs, pozitivs parametrs €, t.i., petisim
vienadojumu sistému

dz.
CZ = A(Ye, e, €)2e (8)
dye
= = f(ye,Ee(8),9). (9)

Tas ar ir tas parametrs, kurs tiek izmantots, formul€jot robezteo-
remas un aprakstot asimptotiku. Ja Markova process ir ergodisks,
ar invariantu meru p(du) un ir atkarigs no maza parametra &
forma & (t) = &(t/e) (sistémas ar atriem parslégumiem [49u.c.]),
tad pie dazZiem piepémumiem vienadojuma (9) atrisinajumus var
aproksimet ar atbilstoSajiem vidéjota vienadojuma

YT, (10)

kur T '”—j‘“.

fly) = u u L |
Fly) = U/ flowOpldn)

atrisinajumiem, pie tam Sie atrisinajumi atSkiras par lielumu ar
kartu /€. So analizes metodi sauc par vidéjosanas metodi.



Markova atjaunoSanas teorija biezi tiek lietota metode, kad
parslédzosa Markova procesa stavokli tiek apvienoti apakskopas
un ieviests jauns, sabiezinats Markova process, kura stavokli ir
sis apakskopas. Formali tas nozimeé stavoklu kopas U saskaldisanu
disjunktas apakskopas Uj, j = 1, m. Pienemsim, ka Markova pro-
cess &:(t) var but forma & (t) = n.(t/e), pie kam, ja ¢ — 0, tad
procesa 1.(t) parejas varbitibu matrica tiecas uz kada procesa
no(t) ar invariantam stavoklu apakskla- sem Uj;, j = 1, m parejas
varbiitibu matricu un katra no $im apaksklasém procesu (%)
var aplikot ka ergodisku ar varbitibu p;(u),u € Uj;,j = 1,m
robezsadalijumu.

Tad sakotnéjo procesu & (t/¢) var kada nozimé pietuvinat ro-
bezprocesam & (t) ar sabiezinatiem stavokliem U;,j = 1,m, un,
ja € = 0, izmantot kadu sabiezinatu robezmatricu varbitibu
parejai forma exp{tQ;;} no viena sabiezinata stavokla otra laika
t (Q;x - sabiezinata procesa infinitezimala matrica). ST Markova
atjaunoSa- nas procesu péetiSanas metode aprakstita monografija
[46]. So metodi var lietot ar (5) asimptotiskajai analizei [19,54].
Sim noliikam nepieciesams vidéjot (5) labo pusi pec katras apaks-
klases: )

f(yvj) = Z f(y,u,O)pj(u), J= ia_m

uE[Uj

un izrakstit sabiezinato Markova dinamisko sistéemu

Y fw i, (11)

So Markova dinamisko sistému izpétes metodi sauc par fazu pa-
lielinasanas metodi .

Ja parsledzosais Markova process ir ergodisks, ar invariantu
meéru y(du) un atkarigs no maza parametra € forma €. (t) = £(t/¢),
un f(y) = 0, tad var turpinat (5) asimptotisko analizi, izdarot
laika substitliciju s = e un parejot uz procesu (.(t) := y.(s/¢c).
Saja gadijuma pie papildus piepémumiem izdodas konstruet difi-
z1ju tipa Ito stohastisko diferencialvienadojumu kadam robezpro-
cesam (o(t), ka varbiitibu sadalijums aproksime procesa (.(t) var-
biitibu sadalijumu. ST metode tiek saukta par Markova di-
namiskas sistémas (5) difuziju aproksimaciju. Si metode
izklastita monografija [89].
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Apskatisim gadijuma evoluciju teorijas attistibas vesturi, iz-
mantojot norades uz bibliografiju.

Pirmo reizi gadijuma evoliicijas vienkarsaka modela anahzi iz-
dartja M.Kacs [ 33 |. Markova gadijuma evoliiciju vispariga defini-
cija ieviesta R.Grego un R.Her$a darba [ 25 |, taCu pats termins
"gadijuma evoliucijas” pieder Laksam. Butiski gadijuma evoliciju
teorija attistijas, pateicoties G.Papanikolau [73-80], M.Pinski [81-
84], D.Kvairinga [121], R.Kerca [36-40], J.A.Votkinsa [122-125],
R.Kogberna un R.Hersa [41], J.Carkova [10-19] u.c. darbiem.

Gadijuma evoliiciju teorija vienu no pirmajam vietam ienem
robezteoremas seriju shéema. Nepartrauktu Markova gadijuma
evoliiciju videjosanas iesp€jas aplikotas darbos [ 28, 29, 40, 41,
46, 65, 94 |, partrauktu - darbos [ 37 - 39, 81 ], stacionaru -
[122]. Fazu asimptotiskas videjosanas sériju shema robezteorémas
Markova gadijuma evolicijam iegitas darbos [ 43, 44, 45, 46, 52,
53, 54, 57, 60, 61, 94, 96, 99, 105 ].

Evoliiciju diftiziju aproksimacija apskatita darbos [ 47, 55, 58,
59, 107], bet fazu videjodanas shema -darbos [ 45, 56, 58 ]. Neho-
mogenu Markova evoliiciju vidéjosanas un difaziju aproksimacijas
algoritmi piedavati V.S.Koroluka un A.Sviséuka darbos [ 57, 58 ].

Pirmo reizi martingalu 1pasibas Markova procesu raksturoju-
miem izmantoja D.Struks un S.R.S.Varadans [ 90 ]. Nepartrauktu
Markova evoluciju martingalie aspekti un multiplikativu opera-
toru funkcionalu martingalas Tpasibas tika apskatitas M. Pinski
darba [ 81 ]. Neatkarigu un stacionaru evoliiciju pétisana ar mar-
tingalu palidzibu tika veikta J. Votkinsa darbos [ 122 - 124 ].
Markova procesu robezteorémas ar martingalu metodém pieradi-
tas M.Sviridenko darba [ 93 ]|. Pieeja no martingalu viedokla plasi
piedavata ari citos darbos, pieméram,V.S.Koroluka un A.Sviséuka
[ 45, 59 ], ka arT A. Svis¢uka darbos {102, 105, 107, 110, 112,
113, 114]. Gadijuma evolicijam, kuras tiek aprakstitas ar sto-
hastiskam diferencialvienadojumu sistémam ar atriem Markova
parslegumiem, veltita A.Skorohoda monografija [ 89 ], kura ar1
tiek lietota pieeja no martingalu viedokla.

Ka jau tika atzimeéts, evoliicijas kalpo par abstraktu matematis-
ku modeli daudzam realam stohastiskam sistemam. Publikaciju
par gadijuma evoliiciju tému vidi nozimigu vietu iepem darbi par
So evoliiciju pielietojumiem: [25, 26, 28 - 30, 39, 44, 47, 52, 53,
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55 - 58, 61, 64, 71, 95, 97, 98, 100-103, 111, 119]. Lielaka dala no
tiem saistita ar G.Papanikolau darbiem [73 - 80].

Markova gadijuma evoliiciju teorijas rezultatu un uzdevumu
apskats sniegts R.Hersa darba [ 28 |, bet Markova procesu multi-
plikativo operatoru funkcionalu teorijas - M.Pinski darba [82].

Dinamisko sistému ar gadijuma perturbacijam, bet bez trajek-
toriju parravumiem, asimptotiskas analizes problema ir apskatita
daudzos zinatniskos darbos (sk. apskatu darbos [24, 27, 89]).

Sarezgitaka ir kociklu asimptotiskas analizes problema. Ka
paradits darbos [15, 116, 117],pie daziem papildus ierobezojumiem
gan videjotos (10), gan sabiezinatos (11) atrisinajumus, gan to
diftuziju aproksimaciju pietiekosi mazam € var izmantot, lai petitu
(9) atrisinajumu asimptotisko uzvedibu, ja t = oo.

Vel sarezgitaka ir fazu koordinatu uzvedibas analize gadijuma,
kad (8)-(9) labo pusu &.(t) perturbaciju parravumu rezultata ro-
das fazu trajektoriju parravumi.Ka Markova matematisku modelu
ar trajektoriju parravumiem piemeéru var minét modelus, kadi
biezi sastopami finansu matematika: vertspapiru tirgus dalibnieku
kapitala evoliicijas (sk., piem., [5,7]). Sajos modejos kapitals evolu-
cione nepartraukti ar fiksétu procentu likmi, apmierinot kadu di-
ferencialvienadojumu, izvestu, pamatojoties uz ekonomiskajam li-
kumsakaribam, bet gadijuma latka momentos notiek gan procentu
likmes, gan pasa kapitala lieluma lécienveidigas izmainas. Sie
lecient var but saistiti gan ar saistibu izmaksu nepieciesamibu,
gan ar valutas apmainas kursa procentu likmes lecieniem, gan ar
daudz ko citu.

Lai aprakstitu modeli ar lecieniem, ieviesisim Markova procesa
parslegumu laika momentus, sakartotus gadijuma lielumu virkne:
T := {7;,7 € N}. Piepemsim, ka

- procesi z(t),ye(t) ir nepartraukti no labas puses un apmie-
rina diferencialvienadojumus (8) — (9) visiem t ¢ T,

- procesiem z.(t), ye(t) ir parravumi

T(t) = 2 (t — 0) + eG(ye(t — 0),&(t — 0),¢)z(t — 0) (12)

ye(t) =y£(t_0)+€g(ys(t_0)v§6(t_0)75)’ (13)
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jat € T. (8) — (9) tipa dinamiskas sistémas piepemts saukt par
Markova impulsu dinamiskam sistemam jeb impulsu di-
namiskam sistémam ar Markova lécieniem (sk., piem., [16-
18]).

Péc analogijas ar augstak izklastito (8) — (12) tipa dinamiskas
sistémas sauksim par Markova impulsu kocikliemm par Mar-
kova impulsu dinamisko sistemu (9)-(13) jeb vienkarsi par
kocikliem par Markova impulsu sistemu (9)-(13).

S7 promocijas darba izpétes objekts ir (8) — (9) — (12) — (13)
tipa dinamiskas sistémas. St modela detalizets apraksts un visi
talakai analizei nepiecieSsamie pienemumsi doti tevaddala un 2. un
3. dalu sakuma.

Pétijuma merkis. Kociklu par Markova impulsu dinamiskam
sistemam asimptotisku iztetksmju konstruéSana un asimptotisko
metozu lietojuma tespéjamibas pamatojums asimptotikas, ja t —
oo, analized.

Peétnieciskas metodes.

- Funkcionalu no Markova procesiem uzdoSana ar 3o procesu
infinitezimalo operatoru palidzibu (J.Dinkina formula [22]);

- Integralvienadojumu atrisinajumu izpetes otra Lapunova me-
tode Lapunova tipa funkcionalu no Markova procesiem matematis-
kajam ceribam [27];

- Gadijuma procesu teorijas martingalas metodes [21] konver-
gences gandriz drosi analizet;

- Robezteoremas Markova procesu bez otra veida parravumiem
sadalijumu virkpu konvergences uz difuziju procesu analizei [89].

Promocijas darbs sastav no ievada, trijam dalam un
bibliografijas saraksta ar 125 nosaukumiem.

1. dala ir ievaddala. Taja atspoguloti talakajam iztirzajumam
nepiecieSamie zinatniska vaditaja prof. J. Carkova un citu zinat-
nieku rezultati, kurus §1 darba autore visparinaja 2. un 3. dalas.

2. dala sastav no 3 nodalam.

Pirmaja nodala aprakstiti analizejamie matematiskie modeli un
ieviesti nepieciesamie apziméjumi un definicijas. Saja nodala ka
parslédzoso papildprocesu izmantosim homogénu Markova pro-
cesu & (t) galiga vai sanumuréjama telpa U ar infinitezimalo op-
eratoru Q). = %(Q + €Q)1), kur € € (0,6) un operatori Q un @,



12

uzdoti ar formulam

(Qu)(2) = a(2) ) _[v(u) — v(2)]p(z, u) (14)

uelU

(Quv)(2) = a(z) Y _[v(u) — v(2)]p1(z, u) (15)

u€lU

katrai ierobezotai funkcijai, kas definéta telpa U. &.(¢) ir ga-

baliem konstants process [75] ar lécienu intensitati ( ) un ieklautu
Markova kedi ar parejas varbutibu p(z, u) +ep; (z, u) Pienemsim,
ka a(z) ir pozitiva funkcija, p(z, u) ir Markova kedes parejas varbi-
tiba, p1(z, u) ir ierobezota funkcija, skaitlis § ir pietiekami mazs.
Pienemsim, ka minétais Markova process £ (t) ir parslédzosais
process dinamiskai sistemai, uzdotai ar diferencialvienadojumu
telpa R¢: J
== = o(ye, (1)), (16)
kur (y, 2) ir nepartraukta un ierobezota funkcija ar diviem nepar-
trauktiem un ierobezotiem attieciba uz y atvasinajumiem. Tapat
piegemsim, ka diskrétos laika momentos t € {r;_1,j € N}, kad
Markova procesam &.(t) ir lécieni, procesam y.(t) arl ir lécieni,
kas uzdoti ar vienadojumu

ys(t) :ys(t—O)+€g(ye(t—0),§€(t—0)). (17)

Pienemsim, ka operatoram @ no (14) ir IpaSvertiba 0 ar kartu
m > 1 un infinitezimalajam operatoram () atbilstosajam Markova
procesam & ( ) ir m invarianti meri p; disjunktas apakskopas Uj,

kur j = 1, m un ka eksisté tads fazu telpas sadalfjums U = U 1[U],

ka . U
z € Uy

JU)=< J 1

ey ={ g 25 (19

un eksiste tads pozitivs skaitlis a, ka Markova procesa ar in-
finitezimalo operatoru () parejas varbiitiba visiem j = 1,m ap-
mierina nevienadibu:

sup | Y [P(t 2, u) — pj(u)]o(u)] < e (19)

[[v]|=1 weU
ZGUJ‘
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Petamais objekts ir stohastisks process z.(t), kur§ apmierina
-linearu diferencialvienadojumu telpa R™:

e~ Blu(t) & (1), (20)

ja‘ t ¢ {Tj—lvj = N}7
-lécienu vienadojumu

ze(t) = 2o(t — 0) + £G(ye(t — 0), & (t — 0))z, (21

jat € {7j—1,7 € N}, kur matricvertigas funkcijas B(y,z) un
G(y, z) ir nepartrauktas, ierobezotas funkcijas ar diviem nepar-
trauktiem, ierobeZotiem atvasinajumiem péc y.

Balstoties uz V.Koroluka rezultatiem, apskatisim sabiezinato
Markova procesu £(t) ar fazu telpu U= {1,2,...,m} un infinitezi-
malo matricu

> a(2)p1(z,Uj)p;(2), jai#j

o u€lU
W2 - B ol Umle), dai=g, D
k#iu€el

sabiezinato dinamisko sistému

dy B
sabiezinato kociklu

= = B, &0)e. (24

B(y,j) =Y _(B(y,u) + a(u)G(y, u))u; (u)
uelU

un y(¢) apmierina vienadojumu (23).
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Otras dalas otraja nodala tiek izdarits piepemums, ka m =
1, t.i., ka eksisteé viens vienigs invariants mers pu. Apskatot ari
vidéjoto kociklu, kas uzdots ar diferencialvienadojumu

dx

= =Bu®)s, (25)

kur y(t) ir videjota vienadojuma

dy — :
W _F), (26)
Fly) = (ey,u) + a(u)g(y, u))u(u),

u€l

atrisinajums un B(y) ir vidéjota matrica

B(y) = > (B(y,u) + a(u)G(y, u))u(uw), (27)
u€lU

tika pieraditi Sads rezultats:

2.1.Teorema. Ja operators Q ir vienmerig: ergodisks un vide-
jotais kocikls (25) ir eksponenciali stabils, tad eksisté tads pozi-
tivs skaitlis €o, ka kocikls (20) — (21) ir eksponenciali stabils videja
kvadratiska nozime visiem € € (0, &).

Otras dalas tresaja nodaja tiek apskatits gadijums, kad m > 1.
Tad, izmantojot sabiezinato Markova procesu ar fazu telpu U =
{1,...m} un infinitezimalo matricu {Q;;}, varam petit vienadoju-
mu sistémas (20) — (21) atrisinajuma stabilitati ar sabiezinata ko-
cikla palidzibu.

2.2.Teorema. Ja operators () apmierina nosacgjumus (18) —
(19) un sabiezinatais kocikls (24) ir eksponenciali stabils vidéja
kvadratiska nozime, tad eksiste tads pozitivs skaitlis o, ka ko-
ctkls (20) — (21) ir eksponenciali stabils vidéja kvadratiska nozime
visiem € € (0,€p).

3. dala tika apskatits ieprieks aprakstitais Markova process £(t)
ka lecienu process dinamiskai sistemai, kas uzdota ar singularu
diferencialvienadojumu telpa R? :

dy* 1

dr g%(ys(t)a f(t/ff?)) + a2 (y© (t), f(t/ez)), (28)
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kur ¢1(y,2) un pa(y, z) ir nepartrauktas, ierobeZotas funkcijas
ar diviem nepartrauktiem un ierobeZotiem atvasinajumiem péc
y. Diskrétos laika momentos t € {7j—1, j € N}, kad Markova
procesam &(t) ir lécieni, procesam y°(t) arl ir lecieni, kas uzdoti
ar vienadojumu

ye(t) = ¥ (t-) + e (v (t=), E(t— /%)) +
+ &% ga(y°(t-), E(t- /%)), (29)

Petamais objekts ir process z°(t), kas uzdots ar linearu diferencial-
vienadojumu telpa R

= BU(), £t/ (30)

jat ¢ {7j—1, € N}, un ta lécienu vienadojums ir
2o(t) = 2°(t2) + G (L), E(t_ () 2 (), (31)

jat € {rj_1,j € N}, y° € RY B(y, £) ir nepartraukta un ie-
robeZota matrica un tas divi atvasinajumi péc y arl ir nepartraukti
un ierobezoti.

Tresas dajas pirmaja nodala izrakstiti (28)-(29)-(30)-(31) ro-
bezvienadojumi, ja ¢ = 0. No Markova dinamisko sistému asim-
ptotiskas teorijas zinams, ka ja ¢1(y, &) un @5 (y, §) ir nepartraukti
diferencejamas attieciba pret y un ja Dypi(y,€) un Dypq(y,§)
ir vienmerigi ierobezotas matricas,tad eksisté un pie tam viens
vienigs atrisinajums sistemai (28)-(29)-(30)-(31) ar sakuma nosa-
cljumiem

2(s) =7, ¥5(s) = . (32)

Sis atrisinajums {z°(t), y°(t), t > s} ir stohastiski nepartrauktu,
no Markova procesa {£(t/e?),t > s} atkarigu procesu saime. Ta-
tad abu procesu varbiutibu raksturlielumi visiem ¢ > s ir definéti ar
sakuma nosacijumu (32) un nosacijumu £(s/e?) = £. Sos atrisina-
jumus sistémai (28)-(29)-(30)-(31) ar nosacijumiem &(s/e?) = &
un (32) apzimeésim ar z°(¢, s, z,y, &), y°(¢, 5,9, §).

No [8,23] seko, ka, ja € tiecas uz 0, tad procesu y*(et) saime kon-
vergé uz vidéjota vienadojuma (26) atrisindjumu. Tad, ja F(y) =
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0, sistemas (28)-(29)-(30)-(31) atrisinajumi vaji konverge, ja ¢ —
0, uz atbilstosajiem vienadojuma (25) un diftziju aproksimacijas
vienadojuma

dy = b(y) dt + o(y) dw(t) (33)

atrisinajumiem jebkura galiga intervala [0,7], kur w(t) ir stan-
darta Vinera process telpa R? |

b(y) = Y a2y, u)n(u) +a(2) Y | ga(y, u)p(u)+

u€el u€el

+ ) [MDy(#1(y, u) + a(2)g1 (y, w)](p1(y, w) + a(2)g1 (y, u)) p(u)—
u€elU

- Z [Dy(<,01 (yvu) i a(z)gl(y’ u))]gl (ya U)N(u)’
u€el

un simetriska nenegativi definita matrica o(y) ir definéta ar for-
mulu

le)R? =2 (e1(y,8), h) (T (y, €), h)u(€)

u€lU

patvaligam vektoram h € R<.

Tresas dalas otraja modala pieraditi dazi nepiecieSami papil-
drezultati:

Ja vienadojuma (25) atrisinajums ir asimptotiski stohastiski
stabils, tad tas ir eksponenciali p-stabils visiem pietiekami maziem
pozitiviem p un eksisté Lapunova funkcija v(x,y), kura apmierina
N0SACLYUMUS

cilzl’ < v(z,y) < e2fzl?, €1 >0 (34)
Lov(z,y) < —csl|z|?, ¢3>0 (35)
wisiem x € R", y € Y kadam pozitivam p, kur
LO U('T9 y) = (B(y) Z, VIC) 'U(.’L', y) 3 Q’U(.’E, y)a

Tresas dajas tresaja nodala apskatits linears vienadojums (30)
ar Markova procesu &(t), kas apmierina minétos nosacijumus un
y®, kas apmierina vienadojumus (28)-(29). Paris {y°(¢),&(%)}

e2
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ir homogeéns Fellera Markova process telpa R¢ x U ar vijo in-
finitezimalo operatoru L(¢) [89], definétu diferencéjamam attieci-
ba uz y funkcijam ar sakaribu:

(L(e)v)(y,€) = é(%(y,f),vy) v(y, &) + (p2(y,€), Vy) v(y, )+

+5Qu(y, &)+
a(:)

52

+= wy+ean(y,z) + 92y, €), 2) — vy, 2)lu(z)  (36)

U

kur V, ir gradienta operators telpa R? un operators Q darbojas
attiectba uz otro argumentu.

Ir zinams [8,23], ka y°(¢) ka procesu saime Skorohoda telpa
([0, T]xR™) vaji konverge uz stohastiska diferencialvienadojuma
(33) atrisinajumu (pie sakuma nosacijuma y(0) = y) katram fikse-
tam T > 0 un y*(0) = y, £(0) = &, kur b(y), o(y) ir nodefineti
agrak. Vektors b(y) un matrica o(y) ir nepartraukti diferencéjami
attieciba pret y un kopa ar atvasinajumiem vienmerigi ierobezoti.
Tas garante vienadojuma (33) atrisinajuma unitati un eksponenci-
alu augsanu ar varbitibu 1, kad ¢t — oo [4].

Tika pieradita sada

3.1.Teorema: Ja vienadojums (25) ar y(t) no (33) ir asimpto-
tiski stohastiski stabils, tad vienadojums (30) ary no (28) ir ekspo-
nenciali p-stabils visiem € € (0,&9), kadam g9 > 0 un pietiekams
maziem p > 0.

Promocijas darba rezultatu praktiska nozimiba ir sarez-
gitu nedeterminetu dinamisku sistemu ar trajektoriju parravu-
miem aproksimacija ar

- vienkarsakiem, determinetiem, videjotiem kocikliem par di-
namisko sistéemu,

- sabiezinatiem kocikliem par sabiezinatam dinamiskam siste-
mam ar nepartrauktam trajektorijam,

- kocikliem par difaziju procesu,
ka arl sarezgitu nedeterminétu dinamisku sistému ar trajektoriju
parravumiem atrisinajumu asimptotikas izpétes ar augstak mineto
vienkarsoto modelu palidzibu iesp€jamibas pieradijums.
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1. ASIMPTOTISKAS METODES B
MARKOVA IMPULSU DINAMISKAJAM
SISTEMAM AR ATRIEM PARSLEGUMIEM

1.1. MARKOVA IMPULSU DINAMISKAS SISTEMAS
VAJAIS INFINITEZIMALAIS OPERATORS

Lai iepazistinatu ar petamo objektu, jaapraksta Markova lecie-
nu process. Piepemsim.,ka U ir kompakta, metriska telpa un ka
operators @ ir uzdots telpa C(U) un definets ar formulu

(Qv)(w) = a(u) / [w(z) — v(w)lp(u, dz), (1.1.1)
U

kur a(u) ir nepartraukta funkcija (0 < a(u) < ¢ < o0) un p(u,dz)
ir parejas varbitiba Markova kedei ar Fellera ipasibu. Opera-
tors (1.1.1) var tikt apskatits [72] ka C-infinitezimalais operators
no labas puses nepartrauktam Markova procesam {£(t),¢ > 0}
varbiitibu telpa (2, F, F!, P), kur filtracija F* savieno {£(.)} laika
t. Eksisté tada mérojama kopa (0,%), meérs 7(df) telpa U x © un
meérojama funkcija r(&,8), ka ieprieks minetais Markova process
&(t) var tikt uzdots ka atrisinajums stohastiskajam vienadojumam

dg(t) = [ r(ete), o)vtas. ), (1.1.2)
©
kur Puasona meram v (6, dt) ir parametrs (df)dt [ 11, 75 ]

(t.i., Ev(df,dt) = =(d@)dt), kurs ir F'-adaptets un apmierina
nosacijumus

m({r(£,0) # 0}) = a(§); 7({r(¢,0) € A}) = a({)p(€,4) (1.1.3)

visiem & € Uun A € ¥, bez tam O ¢ A. IepriekSminetas funkcijas
r(&,0) konstrukcijas metode un mers m(d§) ir aprakstiti [22].

Typeset by ApS-TEX

1Q
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Piepemsim, ka process £(t) ir vienmerigi ergodisks, t.i., eksiste
tads varbitibu meérs p € C*(U), ka @Q*x =0 un

IP(t,€, 4) — p(4)| < e~ (L.1.4)

kadam p > 0, visiem £ € U, ¢t > 0 un merojamai kopai A, kur
P(t, £, A) ir parejas varbutiba Markova procesam &(t). Tatad [72]
vienadojumam

(QF)(E) = —v(©) (1.1.5)

eksisté atrisinajums tad un tikai tad, ja [v(&)p(d€) = 0. Sis
U

atrisinajums ir vienigais (ar precizitati lidz konstantei tapéc, ka

Qc = 0). Talak meés lietosim (1.1.5) atrisinajumu, kur$ uzdots ar

formulu

7€) = @) = [ [(Pg o) = pac)at (1.16)
0 U

No vienmerigas ergoditates (1.1.4) izriet, ka potencialoperators II
no (1.1.6) ir linears, nepartraukts operators un visiem v € C(U)

(QHv)(§) = —v(¢) + 7, (1.1.7)

U= /v(f)u(d{) (1.1.8)
U

Talakaja darba gaita pielietosim operatorus ¢ un II un videéjosanu
(1.1.8) vektorfunkcijam vai matricfuncijam ne tikai argumentam
¢ un pienemsim, ka visi paréjie argumenti ir fikseti.

Pienemsim, ka ¢ € (0,1) un ka y(t) € R? ir no labas puses
nepartraukta vektorfunkcija, kura apmierina
1) diferencialvienadojumu

dy _

= ef(y0),€(), ), (1.1.9)

jat € (7j-1,75);
2) leciena vienadojumu

y(t) :y(t"‘)+5g(y(t_)7£(t—)7€)v (1'1'10)



jat=r7;, visiem j € N
3)sakuma nosacijumu

y(0) = y. (1.1.11)
Seit un turpmak 7o = 0.

Tapat pienemsim, ka funkcijas f(y,&,€) un g(y,&,¢) var tikt
apskatitas veida:

f,6.¢) = iy, &) + efo(y,8) +f3(y, €, €), (1.1.12)

9(y,&,¢) = g1(y, &) +€92(y,8) + €93(y, €, €), (1.1.13)

kur fi(y,€) un gi1(y,&) ir nepartrauktas funkcijas un to otras
kartas atvasinajumi péc y ir ierobeZotas un nepartrauktas funkci-

jas; f2(y/€), f3(y/€), 92(y/€), g3(y/€) ir nepartrauktas funkcijas
un to atvasingjumi pec y ir nepartrauktas un ierobezotas funkci-

jas. Visiem y € R%, £ € U un € € (0,1) ir speka nevienadiba
IDf3(y, &, €)ll + [|Dgs(y, & )l < B(e), (1.1.14)

kur 3(¢) ir bezgaligi mazs lielums, ja ¢ = 0. Seit un turpmak
ar D* apzimesim k-tas kartas atvasinajumu. Viegli redzét, ka no
nevienadibas (1.1.14) izriet sekojosa nevienadiba:

|f3(y, &, €)| + lgs(w, €, ¢)| < Bale)(1 + |yl), (1.1.15)

visiem y € R%, £ € U, € € (0,1) un kadam bezgaligi mazam, ja
€ = 0, lielumam 3, (¢).
1.1.Lemma . Nemot vera augstak minetos pienémumus, paris

{y(t),&(t)} veido Markova procesu fazu telpa R x U ar infinitezi-
malo jeneratoru

(Lv)(y,€) = e(f(y,€,¢), V)v(y, &)+
+ Qu(y, &) + eGv(y, &), (1.1.16)

ja
Gvu(y,§) = ita(f)/[v(y +e9(y, &, €), 2)—

U
- U(y, Z)]p(fa dZ)
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kur (.,.) ir skalarais reizinajums un V ir gradients.
1.2.Lemma. Izpildoties augstak minéetajiem nosacyjumiem,
sistemas (1.1.9)-(1.1.10)-(1.1.11) atrisinajums apmierina nevie-
nadibu
Eyely(®)[® < (1 +[y*)e (1.1.17)

kadam o > 0 un visiem t >0, y € R4, £ € U une € (0,1) .
1.3.Lemma. Pie minétajiem piepémumiem

i 4
limE su =32 =0 1.1.18
lim OSthly(E) y(2)l (1.1.18)

visiem T > 0, £ € U un y € R%.
Lai saisinatu pierakstu, lietosim sekojoSus apzimeéjumus:
£°(t) - stohastiska vienadojuma

dgs(t) = /r(&s(t),ﬁ)ue(dO,dt), (1.1.19)

)

atrisinajums
&-(t) - stohastiska vienadojuma

dfe(t)z/ (€5(¢), 8)v.2(dB, dt), (1.1.20)

e
atrisinajums
75 - procesa £°(t) lécienu momenti,
ys(t) (2 )

Vp - telpa, sastavo$a no nepartrauktiem atteélojumiem no R4 xU
uz IR, kuri apmierina nosacijumu

sup  |v(y, )] (1+ |y])7P = ||v]|, < o
y€ERI £€U

(DVv)(y) - otro atvasinajumu péec y matrica
tr A - matricas A péda.
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1.2. VIDEJOSANA UN STABILITATE

Apskatisim impulsu sistému (1.1.9) - (1.1.10) forma

V= AW E), (121

jat € (75_y,7;) un léciena momentos
yo(rf = 0) =y (%) + ean (u" (75 — 0),€5(r5 —0)),  (1.2.2)
j € N ar sakuma nosacijumu
y°(0) = y. (1.2.3)

Markova procesa {y°(t),£°(¢)} vajais infinitezimalais operators
ir forma

(L)) (:8) = (£1(5,), V)o(3,€) + ZQu(y, ) + (G(e)0) (3 8).

kur

©0)6:6 = & [y + 20106, 2) - v(w, )i, 82)
U

Kopa ar (1.1.1)-(1.1.2) apskatisim vidéjoto vienadojumu

du

— = b (), (1.2.4)

kur by (u) definéts ieprieks. Viegli redzams, ka attelojumam b, :
R¢ — R ir divi nepartraukti, ierobezoti atvasinajumi. Tatad [89],
eksisté viens vienigs vienadojuma (1.2.4) atrisinajums u(t, u), kas
apmierina sakuma nosacijumu

u(0) = 0. (1.2.5)

Péc definicijas vienadojumam
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ir atrisinajums forma

’U(y,E) = (HFl)(y3£)7

kur operators II ir definéts ar formulu (1.1.6).Eksiste tada pozitiva
konstante h, ka

sup |(ITF1)(y,&)| < hsup |F1(y,&)| (1.2.7)
EeU EEU

visiem y € R?. Viegli parliecinaties, ka atvasinajums (DF)(y, €)
ir vienmerigi ierobezots un apmierina sekojoSus nosacijumus:

/(DFl)(y,é)/t(dE) = Dby (y);

U

sup ||(DILF)(y, &)|| = sup ||(ILDFy)(y, §)|| <
el E€U

< h sup ||[(DF1)(y,8)|| = h

el 1.2.
y€ER? ( 8)

1.1.Teoréma (vidéjosanas princips). Izpildoties augstak
minetajiem nosactjumiem, visiem r > 0 unT > 0 sistémas (1.1.1)
—(1.1.2) — (1.1.3) atrisinajums konverge, ja € — 0, uz videjota
vienadojuma (1.1.4) atrisinagjumu u(t,y) vienmerigi visiem y €
U, ={|y| < r} unt€[0,T], t.i., visiem § >0

lim sup Py ¢( sup |y°(¢) — u(t,y)| >8) =0 (1.2.9)
e—0 ceU 0<t<T
y€U,

Tagad apskatisim impulsu sistemu (1.2.1)-(1.2.2), pienemot, ka

f1(0,€) =0, ¢1(0,§) =0 (1.2.10)

Tad funkcija by (u) apmierina nosacijumu b, (0) = 0.

Definicija. Vienadojuma (27) trivialo atrisinajumu sauc par
eksponenciali stabilu, ja eksisté tadas pozitivas konstantes M un
~, ka visiem y € R un t > 0 izpildas nevienadiba

lu(t,y)| < Me™" Jy|. (1.2.11)
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1.2.Teoréma . Ja ievéro augstak minétos pienémumus un ja
(1.2.4) trivialais atrisinajums ir eksponenciali stabils, tad eksiste
tads skaitlis 9 > 0, ka visiem ¢ € (0,¢¢) sistemas (1.2.1) —(1.2.2)
trivialais atrisinajums ir eksponenciali stabils videja kvadratiska
nozime, t.i., tad eksistés tadas pozitivas konstantes My un 71, ka
visiem y € RY, £ € U, ¢ € (0,g0) un t > 0 izpildas nevienadiba

Eyely®(8)]* < Mye™™* |y (1.2.12)
1.1.Secinajums . Ja izpildas 1.2.Teorémas nosacijumi, tad

sistemas (1.2.1)—(1.2.2) atrisinajumi konverje uz nulli ar varbuti-
bu viens, t tiecoties uz oo.
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1.3. PAREJA UZ LAIKU %

Pienemsim, ka by (y) = 0. Tad visi vidéjota vienadojuma (1.2.4)
atrisinajumi ir konstantes un mums nav informacijas par sistémas
(1.1.9)-(1.1.10) atrisinajumu uzvedibu. Tad [3,5] més varam pariet
uz laiku % un parrakstit sistemu (1.1.9)-(1.1.10) forma

dy. 1
== €8¢ t 3
o = oS e e(t)€)
& 2 2
visiem t € (75_,75 ) un

Ye(t) = ye(t — 0) + eg(yc(t — 0),£(t — 0),¢)

visiem t = T;Z, 7 € N, kur sz ir Markova procesa y.(t), uzdota
ar formulu (1.2.2), lecienu momenti. Minétajai sistémai islaicigi
atmetisim loceklus f3 un g3 funkcijam f un g un parrakstisim So
sistemu forma

dc?lJts = %fl(yf)’ﬁe(t)’g) + fa(ve(t), (1)), (1.3.1)

Ye(t) = y(t — 0) + €91 (y(t — 0), & (¢t — 0))+
+e%g2(ye(t — 0),&:(t — 0)), (1.3.2)

: & _ -
jat =75, j € N ar sakuma nosacijumu

y(0) =y (1.3.3)

Markova procesa {y(t),&(t)} vajais infinitezimalais generators
L(¢g) ir forma

(B8 = 5Quw:) + 2 (Ve(u,8), 11, +aly, )+
+ G(e)v(y, ), (1.3.4)
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kur operators G(¢) ir uzdots ar formulu

G)v(0:8) = 5al6) [[vl+201(0,) + 0a(0. ). 2)-
0]

—v(y,§)]p(¢, d2). (1.3.5)

1.4.Lemma . Ja u(y,&) ir divi nepartraukti atvasinajumi péc
y € RYunu eV, |Vu| € V,_; kadamp > 1, tad visiem ¢ € (0,1)

L (e)uly,€) - 2Qul€) = (Vuly,€), fi(y )+

+a(€) / (Vo 2), 10, E)p(6, d2) + 1w, ),  (13:6)

U

un vist labas puses locekli un Qu pieder telpai V,, bez tam

sup H'rle“p = OQ; lim Tls(yaf) =0
0<e<l e—0

visiem y € R un € € U.

1.5.Lemma . Ja vo(y) ir nepartrauvkta funkcija ar diviem
nepartrauktiem atvasinajumiem un javy € Vp, |Vvg| € V,_yq,
|| DVuo|| € Voo kadam p > 2, tad visiem ¢ € (0,1)

E(e)vo(y) — = (Voo(y). Fy(v,€)) =

= (Vg (y), F2(y,8))+

+%a(€)([DVUO(y)]91(y,6),91(.%5)) + r2¢(y,€) (1.3.7)

un (1.3.7) labas puses vist locekli pieder telpai V,, bez tam

Sup ||T2a||p < o] lim 7'25(3/,6) =0
0<e<1 e—0
visiem y € R¢, £ € U.
Ar y(t) apzimesim sistémas atrisinajumu, ja funkciju f(y,§&,¢)
un g(y,&,¢) vieta ir funkcijas f(y,&,0) un g(y,&,0) .
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1.6.Lemma. Pie minéetajiem piepémumiem

L —abr=o0 (1.3.8)

€

visiem T > 0, £ € U un y € R%.
Ieviesisim funkcionalus

Te(y,€) = |y + €llF1 (y, €) >

e(y, €, ¢) = (y + ellFi(y, ), ¢) (1.3.9)

kadam c € R¢
1.2.Secinajums . Katram T > 0 eksisté tadas pozitivas kon-
stantes e un Ar, ka

|Ey ¢ 0e (ye (t), € (t) — Te(y, €)| < tAT(1 + |y])? (1.3.10)
visiem t € [0,T),¢ € (0,e7), y € R? un £ € U.

1.3.Secinajums . Katram T > 0 un ¢ € R? eksiste tadas
pozitivas konstantes e un Ap, ka

|Ey e (Ye(t), &(2), €) — Ve(y, &5 )| < tA7|e|(1+|y])  (1.3.11)
visiem t € [0,T),e € (0,er), y € R? un £ € U.

1.4.Secinajums . Katram T > 0 eksisté tadas pozitivas kon-
stantes e un Ar, ka

Ey ¢lye(t) + eIlF1 (ye (), & (1)) — y — ellF1(y, §)]* <

< tA7(1+ |y|)? (1.3.12)

visiem t € [0,T),e € (0,e7), y € R? un £ € U.
1.5.Secinajums . Katram T > 0 eksisté tadas pozitwas kon-
stantes ep un Ar, ka

E{|ye(t) + ellF1 (ye (2), () — Ye(s)—

—el1F (ye(s), & () PIF 7} < (t = $)Ar(1+ |ye(s)])®  (1.3.13)
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visiem s € [0,T], t € [5,T], € € (0,e7), y € R? un £ € U.
Definesim vektoru

b(y) = / Fa(u, n(d€) + [IDF: (3, D1 (v, ) -
U

U

- / [DF. (3, £)lg1 (3, €) u(de)

U

un simetrisku matricu A(y) = {ai;(y)}, (¢, = 1,...,n) ar formulu

32> asih) g = 5trlAWDV(y)] =

i=1 =1

~ [(DV)IF . ). IF 5. ) (de) -

U

- [PV )lor(0:6). 110, + 50(O0s (v, €)n(de).

U

kur v(y) ir patvaliga pietiekami gluda skalara funkcija. Pec kon-
strukcijas:

be Vl, |Vb| € Vl, ai; € Vg, |Va,-j| € Vl, ||DVG1]” eV,
(1.3.14)

visiem ¢, =1,...,n.
1.6.Secinajums . Ja v = vg + cv; + £2u ir funkcionalis no
1.6.Lemmas un u(y, &) apmierina vienadojumu Qu + F = 0, kur

F(y,&) = (Vuo(y),F2(y,§) + [IIDF1(y, §)]F1(y, &)~
— [DF1(y,€)91(y,€) — b(y))+
+([DVuvo(y)1F1(y, €), ITF1(y, §)) -
(DY )os (v 161 (3 £), £1(5,8) + 506 (v, )
~5trlA() DV wo(v)],
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tad

L(e)v € V,, Oiugl |L()v]], < oo

un visiem £ € U, y € R%:

lim L(e)v(y, &) = Lovo(y),

e—0

kur Lovo(y) = 5trA(y) DVuo(y) + (Vuo(y), b(y)).

Matrica A(y) ir pozitivi definita. No ta izriet, ka [24] operators
Lo ar koeficientiem, kas apmierina (1.3.14), var tikt lietots ka
difaziju Markova procesa {g(t),t > 0} generéjosais operators kada
varbttibu telpa.

1.3. Teoréma. Pie augstak minétajiem piepémumiem process
Y (t) vagi konverge, ja ¢ — 0, uz difaziju Markova procesu y(t) ar
jeneréejoso operatoru Ly .



2. KOCIKLU PAR MARKOVA
IMPULSU DINAMISKAJAM SISTEMAM
VIDEJOSANA UN STABILITATE

2.1. KOCIKLI PAR MARKOVA
IMPULSU DINAMISKAJAM SISTEMAM

Apskatisim homogénu Markova procesu £.(¢) diskreta fazu tel-
pa U ar infinitezimalo operatoru (matricu) Q. = 2(Q +£Q1), kur
€ € (0,6) un operatori @ un ¢; uzdoti ar formulam

(Qu)(2) = a(2) Y _[v(w) — v(=)]p(z, u)

uel

(Quv)(=) = alz) Y [v(w) - v(2)]ps (2, w)

uelU

katrai funkcijai telpa U, kur a(z) ir pozitiva funkcija un § ir
pietiekami mazs, pozitivs skaitlis. Tas ir gabaliem konstants pro-
cess [ 75 | ar lécienu diskrétos laika momentos t € {7;_1,j € N},
ar intensitati a—(:—)
plz,u) + ep1 (2, v).

Pienemsim, ka operatoram () ir ipasvértiba 0 ar kartu m > 1
un Markova procesam &.(t) ir m invarianti meéri p; disjunktas
apakskopas U

un ieklautu Markova kedi ar parejas varbiitibu

1, ja z € U;
p(z,Uj>={ j

0, jaz ¢ U;
kur j = 1,m, un eksiste tads pozitivs skaitlis a, ka Markova
procesa parejas varbiitiba P(t,z,u) visiem j = 1,m apmierina

nevienadibu:

sup | Y [P(t,z,u) — pj(w)]o(u)| < ™
Holl=1 weU;
z€U;

V.Koroluka un vipa skolnieku darbos pieradits, ka, ja ¢ — 0,
tad Markova procesu virkne vaji konverge uz sabiezinato Markova

Typeset by AaS-TEX

1
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procesu € ar fazu telpu U = {1,2,...,m} un infinitezimalo matricu

Y. a(2)pi(z,Uj)pi(z), jai#j
z€U;

- E Z a(z)Pl(Z,Uj)Hj(Z)7 ja i =ja
Jj#t z€U;

QRij =

Pienemsim, ka minetais Markova process & (t) ir parsleédzosais
process dinamiskai sistemai, uzdotai ar
- diferencialvienadojumu telpa R¢:

dy.
dt

= o(ye, & (1)), (2.1.1)

kur ¢(y, z) ir nepartraukta un ierobezota funkcija ar diviem nepar-
trauktiem un ierobezotiem attieciba uz y atvasinajumiem,
- diferencialvienadojumu telpa R":

dz.
dt

= B(ys(t)’£€(t))$€7 (2'1'2)

kur matricvertiga funkcija B(y, z) ir nepartraukta, ierobezota fun-
kcija ar diviem nepartrauktiem, ierobezotiem atvasinajumiem péc
y. Diferencialvienadojums (2.1.2) definé Kosi matricu X (¢, s, y, &)
saimi telpa R™ ar evolucionaritates Ipasibu, t.i., visiem s < 7 < ¢t
izpildas vienadiba

Xc(t,5,9,8) = Xe(t, 7,y(7),8(7)) Xc(1,8,9,€).

ST saime ir atkariga no Markova procesa un dinamiskas sistémas
(2.1.1) ar sakuma nosacijumu &.(s) = & un y.(s) = y.

Darbos [19] un [116] tiek analizéetas kociklu (2.1.2) par Markova
dinamisko sistému (2.1.1) stabilitates petiSanas iesp€jas ar vidéjo-
Sanas un fazu sabiezinaSanas metoZzu, ka ari robezteoremu palidzi-
bu. Atskiriba no minetajiem darbiem, §1s dalas izpétes objekts
ir no labas puses nepartraukts gadijuma process, kur§ apmierina
diferencialvienadojumu (2.1.2), ja t ¢ {7;_1,j € N}, un lécienu
vienadojumu

2e(t) = 2 (t = 0) + eG(ye(t — 0), £ (t — 0))a, (2.1.3)
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jat € {1j-1,7 € N}, kur process y.(t) arT ir nepartraukts no
labas puses un apmierina diferencialvienadojumu (2.1.1), ja t ¢
{rj—1,7 € N}, un lécienu vienadojumu

Ye(t) = ye(t — 0) + eg(ye(t — 0),&(t — 0)), (2.1.4)

jat e {rj_1,7 € N}
Tagad apskatisim sabiezinato dinamisko sistému

— = 3(§,€(t), (2.1.5)

un sabiezinato kociklu

dzx

= B, &), (2.16)

kur

B(y,j) = Y _ (Bly,u) + a(w)G(y,u))p;(u)
u€l;

un g(t) apmierina vienadojumu (2.1.5). Vienadojums (2.1.6) defi-
né KosT operatoru X (t, s, y), atbilstosu (2.1.5) (ar sakuma nosaci-
jumu g(s) = y) atrisindjumam.

Nosacito matematisko ceribu Markova procesam & (t) ar sakuma
nosacijumu & (s) = j apzimésim ar E, je

Gadijuma, kad m = 1, (t.i., procesam &.(t) izpildas vienmerigas
ergoditates nosacijums, tatad, eksiste tads invariants meérs u, ka

sup | SO[P(t, 2, u) — pu(w)Jou)] < e (2.1.7)

kadam pozitivam skaitlim o un visiem ¢t > 0, z € U) paraleli
kociklam (2.1.2) apskatisim arT vidéjoto kociklu, kas uzdots ar
diferencialvienadojumu

‘;—‘: = B(y(t))z, (2.1.8)
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kur y(t) ir videjota vienadojuma

dy —
o F(y), (2.1.9)

kur

Fly) =) (¢(y,w) + a(u)g(y, u))p(u),

u€elU

atrisinajums, un B(y) ir vidéjota matrica, uzdota ar sakaribu

B(y) =Y _(B(y,u) + a(u)G(y, u))u(w). (2.1.10)
u€lU

Definicija. Kociklu (2.1.2) sauc par eksponenciali stabilu videja
kvadratiska nozime, ja eksisté tadas pozitivas konstantes M un -,
ka visiem t > s, y € R? un u € U izpildas nevienadiba

Es,uHXs(t,s,y)Hz £ Me~T0 (2.1.11)

pie sakuma nosacjuma &.(s) = &.

Definicija. Kociklu (2.1.8) sauc par eksponenciali stabilu, ja
eksisté tadas pozitivas konstantes C' un p, ka visiem t > s un
y € RY var uzrakstit nevienadibu

| X (t,s,y)|| < Ce=Pl=3), (2.1.12)

Ar P(t,z,du) apzimeésim parejas varbiitibu Markova procesam ar
C-infinitezimalo operatoru Q).
Definésim linearu nepartrauktu operatoru II ar sadu sakaribu

(IIv) (2) := /Z[P(t, zyu) — p(u)]v(u)dt. (2.1.13)

0 uelU

Viegli ieraudzit, ka visam ierobezotam funkcijam v ir speka seko-
josa sakariba
Qllv = —v 4+ 7.

So operatoru IT sauksim par potencialu.
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Ar videjota kocikla palidzibu varam definét argumenta x kvad-
ratisko formu:

T

V(z,y) = (q(y)z,2) := /IX(t,O, y)z|*dt, (2.1.14)

kur ar (.,.) apziméts skalarais reizinajums telpa R”. Sis kvadratis-

kas formas matrica g(y) ir atkariga no T = m—;’ff’l-g, kur pun C

ir konstantes no nevienadibas (2.1.12).
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2.2. KOCIKLU VIDEJOSANA UN STABILITATE

Ja p(u) ir vienigais invariantais mers attieciba uz operatoru Q,
tad procesu y.(t) saime vaji konverge [18], ja € — 0, uz vidgjota
vienadojuma (2.1.9) atrisinajumu.

2.1.Teoréma. Ja operators @ ir vienmerigi ergodisks un vide-
jotais kocikls (2.1.8) ir eksponenciali stabils, tad eksisté tads pozi-
tivs skaitlis €9, ka kocikls (2.1.2) ir eksponenciali stabils vidéja
kvadratiska nozimé visiem ¢ € (0,&p).

Pieradijums. leviesisim funkciju

Velz,y,2) =V(a,y) + W (z,y, 2),

kur
W(z,y,z) =I((V,V(z,y),0(y, 2) + a(2)g(y, 2))+

+([(B*(y, 2) +a(2)G(y, 2))q(y) +a(y)(B(y, ) +a(2)G(y, 2))]z, x))

(V, apzimé operatora gradientu telpa R™ un indekss ”*” apzime
transponeésanu). Skaidri redzams, ka ieverojot pienémumus at-
tieciba uz funkciju F un matricu B, varam uzrakstit nevienadibas:

Syug(lf(y)l +IIDF)I|+ [ID*F(y)l]) < e1 < o0

sup(|B(y)| + [IDB(y)|| + [[D*B(y)l]) < ez < o0

y,u

Ta ka eksiste tadas konstantes ¢; un ¢y, tad visiem z € R™ un
y € R? ir speka nevienadibas:

alel < V(z,y) < calel?, V.V (@) < eolal, o1 < lla@)l] < 2,

IV, V (2, 9)| < c2lzl?, [IDg(y)]] < e2, [ID*q(m)l| € 2. (2.2.1)

Izrakstisim Lapunova operatoru attieciba uz sistému (2.1.9)-
(2.1.8):

(LoG)(z,y) := (VyG(2,9), F(y)) + (V:G(z,y), B(y)z) (22.2)
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un Markova procesa {z.(t),y°(t),&-(t)} vajo infinitezimalo ope-
ratoru L., uzdotu ar . (t) un sistemam (2.1.1)-(2.1.2):

L.H(z,y,2z)=

= (VyH(x’ Y,2),p(y,2)) + Q:H(z,y, z)+
HY.H(z,y,2), Bly, )+
a(§)

+25L 3 [H (@ + Gy, 2)3, + 29y, ), u) = H(w,y,u)]p(z,u) =
u€elU

el (VyH(.Z‘, Y, Z)v 9‘9(?/7 Z)) + QeH(*T’ Y, Z)+
+(va(ZB, Y, Z)’ B(ya Z)'T)+

+a(§) > (VyH(z,y,u),9(y, 2))p(z, u)+
uelU

+a(€) Y (VoH(x,y,u), G(y, 2)a)p(z,u) + o(e), (2.2.3)
u€U

kur funkcijas G(z,y) un H(z,y, 2z) ir pietiekami gludas.
Pec definicijas

L()V(l‘, y) = }1_1)1(1) %[V(X(t’ Oa y).’l?, y(t7 07 y)) - V(CC, y))] =

T
1 ,
- }LO?[/IX(t“FS,t, y(t707 y))X(t7 an)ml ds—
0

T

—/IX(S,O,y)x|2d3]=

0

= |X(T,0,y)z]* - |z,

kur y(t,0,y) ir videjotas dinamiskas sistémas ar sakuma nosaciju-
mu y(0) = y atrisinajums.
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No T skaitliska lieluma un (2.2.1) izriet nevienadiba:
L 2
LoV (z,y) < —1]e] (2.2.4

Ta ka potencials II ir ierobezots linears operators, un |F(y, z)| un
|| B(y, z)|| ir vienmerigi ierobezoti ar skaitli ¢, tad no (2.2.1.) var
1zvest:

sup |[W(z,y, z)| < 3||I||cca|z|?
y,u

visiem x € R™ un
(c1 = 3¢||H]|eco)|z|* < Ve(z,y, 2) < (c2 + 3¢||||cca)|z]?

visiem z € R®, y € RY, 2 € U, € € (0,6). Tatad eksiste tads
pietiekami mazs skaitlis £; < 9, ka

1
seilel® < Ve(z,y,2) < 2cafaf? (2.2.5)

visiem z € R", y € R%, 2 € U, ¢ € (0,61). Péc konstrukci-
jas funkcija V.(z,y,z) ir pietiekami gluda un mes varam lietot
Markova procesa {z.(t), y°(t),&:(t)} vajo infinitezimalo operatoru
L. no (2.2.3). No sis funkcijas definicijas iegiistam

(LeVe)(l‘,’y,Z) = (Vyvs(xsyaz)aw(yaz)) +Q€VE($7 Y, Z)+

+(VeVe(z,y, 2), B(y, 2)z)+

+a(z) Y (VyVel@,y,u),9(y, 2))p(z, )+
u€elU

+a(z) > (VaVe(z,y,w),G(y, 2)x)p(z,u) + o(c) =
u€el

- é@ +eQ1)V(2,y) + QW (2, y, 2)+

+(VyV(:::, y)’ ‘fg(ya Z) + G(Z)g(y, Z))+
+(VV(2,9), (B(y, 2) + a(2)G(y, 2))z)+
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+e[(VyW (2,9, 2), (¥, 2)) + (VW (z,y, 2), B(y, 2))]+

+ QW (2,9, 2) + a(2) Y (V, W (2, y,u), gy, 2))p(z, u)+
uel

+a(2) Y (VW (z,y,u),G(y, 2))p(z,u) + o(e) =
uwelU

= —[(VyV(=,y),¢(y, 2) + a(2)g(y, 2))+
+([(B*(y, 2)+a(2)G(y, 2))a(y) +a(y) (B(y, 2) +a(2)G(y, z)]z, z) ]+
+(VyV(2,9), F(v)) + (B (¥)q(v) + ¢(v)B(y)]z, z)+
+(VyV(2,9), ¢(y, 2) + a(2)q(y, 2))+
+(VaV(x,y), (B(y, 2)) + a(2)G(y, 2))z)+
+e[(VyW (2, y,2), 0(y,2)) + (VoW (2, y, 2), B(y, 2)2)+

+QW (z,y,2)] + a(z) Y (VyW (x,y,u), 9(y, 2))p(z, u)+
u€lU

+a(z) ) (VoW (z,y,u),G(y,2)2)p(z,u) + o(e)
u€elU

jeb
(LVe)(z,y,2) = (LoV)(2,y) + er(z, y, 2), (2.2.6)

kur

+(V,V(2,9), F(y) + ((B" ®)ay) + a(v)B(y)]z, z)+
+(VV(z,y), (B(y, z) + a(y)G(y, 2))z);
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+QW (2,y,2) +a(2) ) _ (VoW (z,y,u), gy, 2))p(z, u)+
u€lU

+a(z) Z(VxW(:c, y,u),G(y, z)x)p(z,u) + o(e)
u€l

umn

(V.V(z,y), B(y,2)z) = ([B*(y, 2)q(y) + q(y) B(y, 2)]z, z).

No izveduma izriet, ka
(LoV)(2,y) = (VyV(2,9), F(y)) + (V. V (2,y), B(y)z).

Lietojot ¢(y, z) un B(y, z) vienmeérigo ierobezotibu, lineara ope-
ratora II nepartrauktibu un nevienadibu (2.2.1), varam iegit:

sup |r(2,y, 2)| < cslzf”
Yz

kadai pozitivai konstantei cs. Tatad no (2.2.4) un (2.2.5) esam
ieguvusi nevienadibu:

1
(LeVe)(z,y,2) < (—5 +ecs)|z)? <

1 1 |
< (——2- + 503)502‘/5(3?,3/»2) < —'8'C2Vs($,y72) (2.2.7)

visiem z € R*, y € R%, 2 € U, € € (0,2) un pietiekami mazam
pozitivam skaitlim es.
Varam lietot formulu Markova semigrupam (Dinkina formulu)

[22]:
Es o Ve(Xe(t,5,9)7,9°(8, 5,9),6:(¢)) =
= V;.;(Cl?,y, Z) I /]Es,z (LEVE)(XE(T’ s7y)$7y€(77 S, y)’fe(T))dT

un no (2.2.7) iegiut:

Es, . Ve(Xe(t, s,y)z, ¥°(2, 5,9),€(t)) <
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t
1
< Vel=,9,2) — §C2 /]ES,ZV;:(XE(TvSay)m’yE(T’ $,9),€(7))dT

S

kur y°(t,s,y) ir diferencialvienadojuma (2.1.1) ar sakuma nosa-
cijumu y°(s) = y atrisinajums. No (2.2.5) un iepriek$ minetas
nevienadibas seko:

1

§cllEs,z|X5(t, s,y):1:|2 <

< Eo Ve(Xe(t, 5,9)7, 55 (£ 5,9), (1) <
S ‘/;(‘Tay’ Z)e—éq(t—s) S 202|$|2€_%c2(t_3)

visiemz € R", y € R, 2 € Uun ¢ € (0,&), kur €9 = min{e;, 5}.
Pieradijums pabeigts.
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2.3. FAZU VIDEJOSANA UN STABILITATE

2.2.Teoréma. Ja operators @) apmierina augstak minétos no-
sacgjumus un sabiezinatais kocikls (2.1.6) ir eksponenciali stabils
videja kvadratiska nozime, tad eksiste tads pozitivs skaitlis €y, ka
kocikls (2.1.2) — (2.1.3) ir eksponenciali stabils vidéja kvadratiska
nozimé visiem ¢ € (0,&p).

Pieradijums. Piepemsim, ka P ir projektoroperators uz iero-
bezotu funkciju telpu B(U), uzdots ar vienadibu

(Pv)(2) = ) w(u)pj(u), jaz€Ujj=Tm
u€l;

kur v ir ierobezota funkcija. Minetajam () paplasSinajumam atbil-
stoSais potencials II var tikt definets visiem v € B(U) ar vienadibu:

([0)(:) = [ S 1P(t ) - i(lo(w)dt, ja 2 €Ty, =T
0o u€l;

Viegli ieraudzit, ka I ir linears, nepartraukts operators telpa B(U)
un visiem v € B(U) var tikt uzrakstita vienadiba

QIlv = —v + Pv (2.3.1)

sabiezinatais kocikls (2.1.6), sabiezinata dinamiska sistema (2.1.5)
un Markova process £(t) definé fazu telpa R x R? x U kadu jaunu
Markova procesu ar vajo infinitezimalo operatoru L, kurs uzdots
pietiekami gludam (attieciba uz z un y) funkcijam:

(Lv)(z,y,7) =

o~

.= lim l[IIZ:OJ-U(X(t,O,y)ar,g(t,O,y),ﬁ(t)) —v(z,y,5)] =

t—0 t

= (Vov(2,9,4), B(y,5)z) + (Vyu(z, 9, 5), (y, §))+

+ ZQJ-,-U(:E, y, 1)) (2.3.2)
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visiem z € R", y € R%, j =1, m.

Seit un turpmak ar y(t, s,y) apzimesim atrisinajumu vienadoju-
mam (2.1.5) ar sakuma nosacijumu g(s) = y.

Ieviesisim kvadratisko formu telpa R":

T
V(z,y,7) = (§( Gy @) = / sOy )z|*ds
0

Var pieradit [19], ka kadam pozitivam konstantem c; un cs
vienmerigi attiectba uz T > 0, y € RY, 2 € R un j = 1,m
izpildas novertejumi:

Cll:r'z < V($7 ya]) < 02|J,’|2; |VyV(:U,y,])| < 62|x|2;
c1 < 1@, )l < e25 |VaV(2,y,5)| < ealzl;
1Dy (y, )| < e25 [|1Dya(y, 5|l < ez (2.3.3)

Saskana ar Markova procesa homogenitati ir speka identitate:

E: ;| X (s +1, t, y) 2|* = Eo ;| X (s, 0, y) 2|
Tatad
Eo;Er ey | X (s +1, ¢, §(t,0,9)X(t, 0, y) z|? =

= ]EO,jIX(S +t, 07 y) .,L.|27

un peéc V(:L‘, y,j) definicijas varam izveléties T' tadu, ka ir speka
nevienadiba

(EV (2,9, 7)) = Bo|X(T, 0, ) z? — |2 < —%|x|2 (2.3.4)

vienmerigi visiem y € R% 2 € R® un j = 1,m. So T vertibu
lietosim, uzdodot Lapunova funkciju

Ve(2,y,2) = U(z,9,2) + W (z,y, 2),
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kur

W(z,y,z) = O[G(z,y,2) + QU (z,y, 2)],
G(z,y,2) = (VyU(z,y,2),0(y)) + (VU(=,y, 2), B(y, z)z)+

+£€Z) Z[U(x +eG(y, z)x,y + €9(y, 2),u) — U(z,y,u)]p(z, u),
u€l

U(:I;, y’ Z) = V(x’y’j)7

kur z €Uy, j=1,m.
Péc konstrukcijas funkcija U(z,y, z) ir kvadratiska forma ar
matricu h(y, z), uzdotu ar vienadibam:

My, 2) = 4(y,4),

jaz€eU;, j=1m.

Sis funkcija un matrica apmierina nosacijumus (2.3.3). Tatad
péc projektoroperatora definicijas varam rakstit PU = U, un,
saskana ar (2.3.1),

QU(z,y,z) = 0. (2.3.5)
Saskana ar operatoru IT un @, ierobezotibu, no (2.3.2) un (2.3.3)
seko nevienadibas

IVW (2,9, 2)|| < kule;

IV W (2,9, 2)|| + (W (2,9, 2)| < Fa ] (2.3.6)
kadai pozitivai konstantei k;.
Tad eksiste tads pietiekami mazs skaitlis €1, ka

1 -
§c1|x|2 < Vi(z,y,2) < 2cz)? (2.3.7)

visiem z € R™, y € R%, £ € (0, ;).

Pec konstrukcijas funkcija Vi(z,v, z) ir pietiekami gluda un
meés varam lietot Markova procesa {z.(t),y°(t),&.(t)} vajo in-
finitezimalo operatoru L. no (2.2.3). Péc §is funkcijas definicijas
varam izrakstit:

(Ls‘;;)(l',y,z) = (vyVE(m’ y,Z), SO(y, Z))+



45

+Q:Va(z,y, 2) + (Vo Ve(,y, 2), By, 2)2)+

+a(z) Y (VyVelz,y,u),9(y, 2))p(z,u)+
u€el

+a(2) Y (VeVe(z,y,u), G(y, 2)x)p(z,u) =
u€lU

= EQU(JS, y,2) + Q1U(z,y,2) + QW (z,y, 2)+
+(VyU(z,y,2),0(y, 2) + a(2)g(y, 2))+
+(V.U(z,y,2), B(y, 2) + a(2)G(y, 2)x) + eR(z, y, 2),
kur
R(z,y,2) = (VyW(2,y,2), ¢y, 2)) + (VoW (2,9, 2), B(y, 2)x)+

+Q1W($,y, Z)+

_|_a_(;_> Z[W(:{: + {-:G(y, z)a:,y + Eg(y, Z), U) - W(SL’,y, u)]p(z’ u)
uelU

Saskana ar formulam (2.1.6) un (2.3.2) varam rakstit:
QW (z,y,2) =
= —G(l‘, y,Z) - QlU(xaya Z) 5 PG(JI, Y, Z) + PQlU(x,y,z) =
=—G(z,y,2) — Q1U(z,y, 2)+
+ Y {G(z,y,u)+a(2) Y _[U(z,y,9)=U(x,y,u)lp1(u, s) bj(u) =

u€lU; s€lU
— —G(:L‘,y, Z) — QlU(-’IT, y,Z) + (V:cU(xv ya])’B(yJ)x)_l—
+(VyU(2,9,5), #(y-3))+
+Z Z a(2)p1 (u, U)[V (2, y, k) — V(2,y, 1)]p; () =

k=1 u€el;

= —G(x,y, Z) - QIU(xayv Z) + (I;V)(.’L',y,]),
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ja z € Uj, 3 = 1,m. No iepriekSuzrakstitajam vienadibam un
formulas (2.3.5) izriet, ka

(LeVe)(z,y,2) = (LV.)(x,y, ) + eR(z, y, 2)

visiem z € Uj, j = 1,m un tapec no (2.3.4), (2.3.6) un (2.3.7)
seko nevienadiba

. 1 1 1 -~
(Le‘/;)(:r,y,z) S —§|ZE|2 +€k1|£l?|2 S _Z|x|2 S —§CQV5(.’L’,y,Z)

visemz € R*, y € RY, 2 € Uun ¢ € (0,€0), kur g9 < &
ir pietiekami mazs pozitivs skaitlis. Tagad varam lietot formulu
Markova semigrupam [22]:

Eo.Ve(Xe(t, 5, 9)7, ¥ (8, 5,9), & (t) =

t

= V.(z,y,2) +/Esz(LsVs)(Xs(T,s,y)fc,?f(f,s,y),&(f))df

S

un no (2.2.7) iegut nevienadibu

Es. Ve (Xc(t, s, 9)2, ¥ (2, 5, 9), & () <

t

- 1 -
S ‘/;(J:vyvz) - gCZ /Esz‘/e(Xe(T» s,y)x, ys(T,s,y),fe(T))dT.

S

No (2.2.5) un iepriekséjas nevienadibas seko, ka

1 4
501Ee: | Xe(t, 5,9)z|” < oo Ve(Xe(t, 5,9)2,45(8, 5,y), £(t) <

< Ve(w,y,2)e” #2079 < 2¢pafPese2 ()

vislemz € R", y € R%, 2z € Uun ¢ € (0,&q). Teoréma ir pieradita.



3. ROBEZTEOREMAS SKOROHODA TELPA
MARKOVA IMPULSU DINAMISKA.L_&M
SISTEMAM UN KOCIKLU STABILITATE

3.1. KOCIKLU PAR ATRAM MARKOVA IMPULSU
DINAMISKAJAM SISTEMAM ROBEZTEOREMAS

Pienemsim, ka 2. dalas 1.nodala aprakstitais Markova process
£(t) ir lecienu process dinamiskai sistemai, kas uzdota ar dife-
rencilvienadojumu telpa R? :

dj: = ‘zr%(ye(t), E(t/e) +p2(y°(8), £(t/€%)), (3.1.1)

kur ©1(y,z) un ps(y, z) ir nepartrauktas, ierobezotas funkcijas
ar diviem nepartrauktiem un ierobeZotiem atvasinajumiem péc
y. Diskrétos laika momentos ¢ € {7;_1, j € N}, kad Markova
procesam &(t) ir lécieni, procesam y°©(t) ar ir lécieni, kas uzdoti
ar vienadojumu

y=(t) = ¥ (t-) +egu(y® (¢-). £(¢- /%)) + %92y (t-), E(t- /<)),
(3.1.2)
Pétamais objekts ir process z°(t), kas uzdots ar linearu diferencial-
vienadojumu telpa R

o = B (), £(t/) 2, (313

jat & {rj-1, j € N}, un ta lecienu vienadojums ir
2f(t) = z°(t_) + G (y" (t_), E(t-/€?)) z5(t_), (3.1.4)

jat € {rj_1,7 € N}, y* € R% B(y, &) ir nepartraukta un ie-
robeZota matrica un tas divi atvasinajumi péc y ar1 ir nepartraukti
un ierobezoti.

No Markova dinamisko sistému asimptotiskas teorijas zinams,
ka ja ¢1(y,&) un p2(y,§) ir nepartraukti diferencejamas attieciba
pret y un ja Dyp1(y,€) un Dypa(y,§) ir vienmerigi ierobezotas

Typeset by AAS-TEX

a7
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matricas,tad eksisté un pie tam viens vienigs atrisinajums sistémai
(3.1.1)-(3.1.2)-(3.1.3)-(3.1.4) ar sakuma nosacijumiem

z%(s) =z, y°(s) =y. (3.1.5)

Sis atrisinajums {z°(t), y°(t), t > s} ir stohastiski nepartrauktu,
no Markova procesa {£(t/c?),t > s} atkarigu procesu saime. Ta-
tad abu procesu varbiitibu raksturlielumi visiem ¢ > s ir definéti
ar sakuma nosacijumu (3.1.5) un nosacijumu £(s/e2) = €. So
atrisinajumu sistemai (3.1.1)—(3.1.2)—(3.1.3)—(3.1.4) ar nosaciju-
miem £(s/e?) = € un (3.1.5) apzimesim ar z°(t, s, ,y,£) un
ye(t,s,9,8)-

3.1.Lemma. Pie minétajiem nosacyjumiem trijnieks
{x=(t),y%(t),&(t/e%)} ir Markova process fazu telpa R™ x R? x U
ar infinitezimalo generatoru

A (2,3,€) = (B(y, )2, Vo (3,9,€) + Q" (2,,6)+

+§(901 (y7 5)’ Vyvs(x’ Y, f)) + (992(3/’ 6)’ Vyvs (SU, Y 5))

ailz
+_£‘2—) Z[Us(w + ng(ya Z)’ y+ 591(3/, Z) + 5292(y7 Z)’ Z)
u€elU

- Ue(xvy’ Z)]p('z’ u)

Pieradijums ir analogs [18] pieradijumam, jo tapéc, ka process
¢ = (y°,€) ir Markova process, atliek pieradit, ka paris {z¢, ¢} ir
Markova process fazu telpa R™ x (R? x U).
Ja ¢ tiecas uz 0, tad procesu y°(et) saime konverge uz videjota
vienadojuma
dy

= = F(), (3.1.6)

kur

F(y) = Z (p1(y, u) + a(2)g1(y, w))p(v),

uelU
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atrisinajumu. Ir zinams [8,23], ka pie minétajiem nosacijumiem
un pie nosacijuma F'(y) = 0 sistemas (3.1.1)-(3.1.2)-(3.1.3)-(3.1.4)
atrisinajumi vaji konverge,ja ¢ — 0,uz atbilstosajiem vienadojuma

% = B(y) 7, (8.1.7)

un difuziju aproksimacijas vienadojuma
dy = b(y) dt + o(y) dw(t) (3.1.8)

atrisinajumiem kada galiga intervala [0, 7], kur w(t) ir standarta
Vinera process telpa RY |

B(y) =) (B(y, u) + a(2)G(y, u))u(u),

u€lU

b(y) = ) e2(y, wn(u) +a(2) Y ga(y, u)n(u)+

u€elU u€elU

+ > [MDy(p1(y,u) + a(2)g1(y, w)](#1(y, w) + a(2)g1 (y, u))p(u)—
u€l

= > [Dy(er1(y, u) + a(2)g1(y, w)]g1 (v, w)ps(u),
uel

un simetriska nenegativi definita matrica o(y) ir defineta ar for-
mulu

u€lU

patvaligam vektoram h € RY.

Pieradisim, ka So diftiziju aproksimaciju (3.1.7)-(3.1.8) varam
sekmigi lietot sakotnéjas sisteémas (3.1.1)-(3.1.3) lokalas stohastis-
kas asimptotiskas stabilitates analizei.
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2. LINEARU DIFERENCIALVIENADOJUMU AR MARKOVA
KOEFICIENTIEM STOHASTISKA STABILITATE.

Saja nodala darbosimies ar linearu diferencialvienadojumu
telpa R
dx _
— = B(y(t))z, 3.2.1
= = Bly(t) (32.1)
kur B(y) ir nepartraukta, ierobeZota matricvertiga funkcija un
y(t) ir stohastiski nepartraukts Fellera Markova process ar vajo
infinitezimalo operatoru Q).
Ta ka paris {z(t), y(¢)} veido homogeénu, stohastiski nepartrau-
ktu Markova procesu ar vajo infinitezimalo operatoru Ly

Lov(z, y) = (B(y) 7, Vz) v(z, y) + Qu(x, y),

tad viegli redzams, ka eksiste {X(¢,s,y),t > s > 0} - tada
matricvertigu funkciju saime, uzdota ar vienadibu X(t,s,y)z =
z(t,s,z,y), kur z(t,s,z,y) ir KoSl problemas z(s,s,z,y) = z
atrisinajums pie nosacijuma y(s) = y. Matricas X (¢, s,y) apmie-
rina arl vienadojumu (3.1.7) visiem ¢ > s un sakuma nosacijumu
X(s,s,y) = I, kur I ir vienibas matrica. Sai matricu saimei piemit
evolucionaritates Tpasiba:

X(ta S, y) - X(tv T, y(T))X(T’ S, y)

visiem y € Y,t > 7 > s > 0. Si ipaiba lauj definet Lapunova
p-indeksu:
(P — i L P
AP = swui)tli’rgoptlnlE|X(t,s,y)x| :

Definicija. Diferencialvienadojuma (3.1.3) atrisinajumu sauc
par eksponenciali p-stabilu, ja eksisté tadi pozitivi skaitli M un -,
ka visiem x € R*,y € Y, £ € U unt > 0 ir spéka nevienadiba

E|z¢(¢,0,z,y,8)|P < M[:cl”e"’t

Var pieradit, ka eksponenciala p-stabilitate ir ekvivalenta nosa-
cfjumam A(P) < 0. Viegli saskatit, ka visiem pozitiviem p; < ps
var uzrakstit sakaribu

(B X (t, s, y)z|P) /P < (B|X(2, s, y)z|P?) /P2,
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Tadejadi nevienadiba
A(P1) < )\(p2)

seko no nevienadibas p; < p» un A? ir monotona funkcija.
Definicija. Sistemu (3.1.3)-(3.1.4) sauc par :
- lokali stabilu gandriz drosi, ja visiem n > 0 un 3 > 0 eksiste
tads 6 > 0, ka nevienadiba

sup P(sup |z(¢,0,z,y,£)| > n) < B,
yeY t>0
E€EU

seko no nosacgjuma x € B;s(0), kur Bs(0) := {z € R" : |z| < 6};
-asimptotiski stohastiski stabilu, ja ta ir lokali stabila gandriz
drosi un visitem x € R™ un ¢ > 0 izpildas vienadiba

lim sup P(sup |z(s,0,z,y,&)| >¢c) =0
t—)ooyey s>t
£el

Pieradisim, ka (3.2.1) asimptotiska stohastiska stabilitate ir ek-
vivalenta nosacijumam

lim A = )\ <0,
p—0

3.2.Lemma.Ja vienadojums (3.2.1) ir asimptotiski stohastiski
stabils, tad tas ir eksponenciali p-stabils visiem pietiekami maziem
pozitiviem p.

Pieradijums. leliksim stabilitates gandriz drosi izteiksme

n=1, B = %

un izvelesimies tik mazu, pozitivu skaitli o, lai izpilditos sekojosa
nevienadiba:

sup P(sup|X(¢,0,y)z| > 1) < 3.
lel<z~ 120
yeY
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No vienadojuma (3.2.1) linearitates un no ieprieksejas nevienadi-
bas izriet, ka

sup  P(sup|X(,0,y)z| > 2'*) < L
|z|<2—oG-1  £20
T yey

visiem [ € N. Apzimeésim
gi:= sup P(sup|X(t,0,y)z| > 2*).
lz|<1 20

yeY

Paris {z(t), y(t)} ir stohastiski nepartraukts Markova process un
tam piemit Markova Ipasiba [22], laika momenta 7 (x) trajektori-
jai z(t,0,z,y) izejot no lodes By (0), ja z € B;(0). Tatad

g1 = sup P(sup|X(t,0,y)z| > 20+D) =

W€l =0
y€eY
= sup / / P.y(m1(x) € ds,z(s) € du, y(s) € dv)x
|:c|<1
y€Y ° |u|=2l°
veY

P(sup | X (t,0,v)u| > 20+De) <
t>0

< sup P(sup|X(t,0,y)z| > 2(FDe)x

|r|5210 tZO
y€eY

|u' 210

< sup P(sup |X(t,0,y)z| > 2'*) = 1g,.
<1 £20
yeY
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Tatad ¢g; < glr visiem [ € N.
Apzimesim

¢ = gup |=(t, 0,2, 7)|7.
>0

Tad visiem p > 0, z € R®, y € Y var uzrakstit

e ]
EC < |of? sup EC < ) 2'**P(supla(t,0,2,9)| > 2¢7%) <
lz|<1 =1 >0

e o}
< Z 2lePg=l|z|P .= K, |z|P.
=1

Tatad gadijuma lielumam ( eksiste matematiska ceriba visiem
r€R", yeY,p € (0,a!). Saskana ar Lemmas nosacijumiem
(3.2.1) atrisinajums z(t, 0, z, y) tiecas uz 0 gandriz drosi, ja t tiecas
uz bezgalibu, vienmerigi visiem y € Y, un pec Lebega teoremas
varam rakstit

lim sup E|z(t + s,s,2,y9)|P = 0
t—o0 y€Y

visiem r € R", p € (0, a~!). Bez tam var parliecinaties, ka 1
konvergence ir vienmeriga pa z lodée B;(0) un s > 0, t.i.,

lim sup E|z(t+s,s,z,y)|? = 0.
> z€B,(0)
y€eY

Tagad varam izveleties skaitli T tik lielu, lai izpilditos nevienadiba

sup E|z(t + s,5,2,9)|P < |z|Pe™?!,
y€eY

un, lietojot nevienadibu

Elz(IT,0,z,y)[” =

= Z ZIP’(:c,y, (I - 1)T,u,v)E|z(T,0,u,v)|? <

z€R™ yeY
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< e 'Elz((I - 1)T,0,z,y)?,

kur P(z,y,t,du,,dv) ir homogena Markova procesa {z(t),y(t)}
parejas varbiitiba, varam rakstit, ka

71T
Elz(t,0,z,y)|?P < Kie™'T"" |z|?,

kur [a] ir skaitla a vesela dala. Pieradijums pabeigts.

Lai analizétu (3.2.1) atrisinajumu uzvedibu, varam lietot Din-
kina formulu [22]

ECv(z(re(1)), y(7e(1))) =
Tr(t)

= v(z,y) + EW,{ / (Lov)(2(s), y(s)) ds}, (3.2.2)

kur matematiskas ceribas indeksi apzimé nosacijumus
z(u) =z, y(u) =y, 7-(t) = min{r,, t},

7. = inf{t > u : z(t,u,z,y) ¢ B,(0)}.

Ja u = 0, tad indeksu nerakstisim.

Ja visiem t > u > 0 eksisté matematiskas ceribas
E.  v(z(t),y(t)) un E, 4 (Lov)(x(t),y(t)), tad varam lietot [22]
Dinkina formulu (3.2.2) vienkarsaka forma:

ESv(x(t),y(t) =

=v(z,y) + /]E(x“,)y(Lov)(:v(s),y(s))ds. (3.2.3)

Dazreiz ir nepiecieSami lietot Lapunova funkcijas, kas atkarigas
arm no argumenta ¢. Ja funkcija v(t,z,y) pieder (ka funkcija no
argumentiem z un y) infinitezimala operatora Ly definicijas apga-
balam un ja tai ir nepartraukts atvasinajums péc t, varam lietot
Dinkina formulu (3.2.2) forma [27]

EG),v(r(t), 2(: (1)), y(7(2))) =
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Tr1)

=wmxy+EM{/‘%+Lo<su> y(s)) ds},
vai formulu (3.2.3) forma

EG),v(t,2(t),y(t) =

=v(u,z,y) + /]E(;")y(% + Lo)v(s,z(s),y(s)) ds. (3.2.4)

u

Bez Dinkina formulas un otras Lapunova metodes varam iz-
mantot [8,27] arT supermartingalu nevienadibu pozitivam super-
martingalam {£(¢), F'} ar filtraciju F* forma

P(sup&(t) > ¢) < L1E£(u). (3.2.5)

t>u

3.3.Lemma. Vienadojums (3.2.1) ir eksponenciali p-stabils
tad un tikat tad, ja eksiste Lapunova funkcija v(z,y), kura apmie-
TING NOSACLIUMUS

alz|P <v(z,y) <elz|P, ¢1 >0 (3.2.6)

Lov(z,y) < —cslz|?, ¢c3>0 (3.2.7)

vistem ¢ € R™, y € Y kadam pozitiwvam p.
Pieradijums. Ja eksiste minéta Lapunova funkcija, var parlie-
cinaties, ka

(% + Lo)(v(@,y)es") < 0,
un, saskana ar formulu (3.2.4), var uzrakstit nevienadibu

<3

]Ez’y’v(.’l,’(t),y(t))BWt S ’U(.’L‘,y) S c2|z|p

visiemt > 0, x € R®" un y € Y. Tatad

c

=S4 £34 —
Eylz()P < fe™a Eqyu((t),y(t))e’ < Ze™e|zf?
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un vienadojums (3.2.1) ir eksponenciali p-stabils.
Ar vienadojuma (3.2.1) atrisinajumu z(¢,0, z,y) palidzibu varam
konstruét funkciju

T
oy gl = / Elz(t, 0, z, )| dt (3.2.8)
0

visiem 7" > 0. No matricas B(y) vienmerigas ierobeztibas nosaci-
juma izriet, ka

sup ||B(y)|| := b < oo.

yeY
Var parliecinaties, ka $1 funkcija apmierina nosacijumus (3.2.6).
Ja Ly ir vajais infinitezimalais operators parim z(t), y(¢), tad no
(3.2.1) eksponencialas p-stabilitates definicijas izriet

T
Lo v(z,y) = lim [/ crlBawu@le®P dt = [ Eeylo(®)

T
—gl_r{g(;[/ ,y|xt+5|Pdt_/ |z 4]

0

i

1)|zf?,

Ievietojot T = (In2 + InM)/~, pieradijums ir pabeigts.
3.1.Secinajums. Izpildoties 3.2.Lemmas mosacijumiem, vie-

nadojums (3.2.1) is asimptotiski stohastiski stabils.
Pieradijums. Saskana ar formulu (3.2.4) funkcijai

=Eeylz(T)] - [P < (Me™™" —

3¢

v(t,z,y) = v(z,y)e=
var secinat, ka gadijuma process

3¢

Y(t) == v(x(t), y(t))e=
ir pozitivs supermartingals [8]. Tad

sup P(sup |z(¢,0,z,y| > ¢) = sup P(sup |z(¢,0,z,y|? > P) <
yey >0 yeY >0
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< supP, (sup{—v(x(t), y(t))} > &) =
y€eY t>0 C1

1 5
= sup P, ,(sup{—v(t)e %t} 2] £
yeY t>0 C1

<supP,  (supy(t) > ePey) <
yeY t>0

1 Co
E.,£(0) < —|z|?
ePey 4€(0) < 5”C1lw|
un (3.2.1) ir stabils gandiiz drosi. Tagad japierada vienadiba
(3.1.3). Sim merkim lietosim supermartingalu nevienadibu (3.2.5)
un uzrakstisim nevienadibas

o

sup P(sup |z(t,u, z,y| > c) =supP(sup|z(t, u,z,y[’ > F) <
yeY t>u yeEY t>u

1
< sup PY) (sup{—wv(z(t),y(t))} > ?) <
yeY 7 t>u C1

1 1@
< sup P, (sup{ = )&(t)e™ ="} > ) <
yeY 7 t>u C1

1 _c
< sup P (sup{—)¢(t)e” ="} > ) <
yeY 7 t>u C1

< E¢(u) < C—zlxlpe_zz“
— ¢ - Py

Pieradijums pabeigts.
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3.3. UZ MARKOVA IMPULSU DINAMISKAS SISTEMAS
STOHASTISKAS APROKSIMACIJAS BAZETA STABILITATE

Saja nodala apskatisim linearu vienadojumu (3.1.3) ar Markova
procesu £(t), kas apmierina minetos nosacijumus un y°, kas ap-
mierina vienadojumus (3.1.1)-(3.1.2). Paris {y°(¢),£(%)} ir ho-
mogens Fellera Markova process telpa R¢x U ar vdjo infinitezimalo
operatoru L(g) [88], definétu diferencéjamam attieciba uz y funkci-
jam ar sakaribu:

(L(e)v)(y,&) = é(%(y,f),vy) v(y, &) + (p2(y,£), Vy) vy, §)+
+€%Q v(y, )+
+ S oy +eau(v,2) + 2020, 2) — oy ) (331)
U

kur V, ir gradienta operators telpa R? un operators Q darbojas
attieciba uz otro argumentu.

Ir zinams [8,23], ka y°(t) ka procesu saime Skorohoda telpa
([0, T]xR™) vaji konverge uz stohastiska diferencialvienadojuma
(3.1.8) atrisinajumu (pie sakuma nosacijuma y(0) = y) katram
fiksetam T > 0 un y°(0) = y, £(0) = &, kur b(y), o(y) ir nodefineti
agrak. Vektors b(y) un matrica o(y) ir nepartraukti diferencéjami
attieciba pret y un kopa ar atvasinajumiem vienme- rigi ierobeZzoti.
Tas garanté vienadojuma (3.1.8) atrisindjuma unitati un ekspo-
nencialu augsanu ar varbiitibu 1, kad ¢ — oo [27].

Viegli ieraudzit, ka paris {z(t), y(t)} ir homogeéns Fellera Mar-
kova process telpa R™ x R? ar vajo infinitezimalo operatoru L,
uzdotu pietiekami gludam funkcijam v(z,y) ar formulu:

.E’U(.’D, y) = (B(y

S

z, V) v(z,y) + (b(y), Vy) v(z,y)+

(0°(¥)Vy, Vy) v(z, y)

) ar formulu

+

@ Nl =

Uzdosim funkciju v(z,

T
o(z,y) = / E|z(t. 0, 2. y)] dt
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ar T = In24inM

Pirms nozfértét So funkciju un tas atvasinajumus, iegiisim dazus
novertéjumus sistémas (3.1.7) atrisinajumu pie sakuma nosaciju-
miem y(0) = y un z(0) = z atvasinajumiem. Lai izvairitos no
sarezgitas skaitloSanas un pieraksta formam, apskatisim skalaru
procesu y(t), t.i., d = 1. Péc piepemuma eksiste tris nepartraukti
un vienmerigi ierobezoti atvasinajumi pec y funkcijam ¢;(y,§),
j = 1,2. Saskana ar to Markova procesa y(t) sanesei b(y) un
difuzijai o(y) ir vismaz tris nepartraukti un vienmerigi ierobezoti
atvasinajumi pec y. Tas seko no potenciala definicijas un no
iespéjas atvasinat zem integrala zimes. Pec definicijas matricai
B(y) ari ir t11s nepartraukti un vienmerigi ierobeZoti atvasinajumi
pec y. Tatad [27] Markova diftziju process {z(t),y(t)} atlayj
diferencét attieciba uz sdkuma datiem y(0) = y. Varam analizét
Sos atvasinajumus ka atbilsto$o vienadojumu atrisinajumus.

3.1.Teoréma. Ja vienadojums (3.2.1) ar y(t) no (3.1.8) r
asimptotiski stohastiski stabils, tad vienadojums (3.1.3) ar y no
(3.1.1) ir eksponenciali p-stabils visiem € € (0,€9), kadam ¢ > 0
un pietiekami maziem p > 0.

Pieradijums. Ir pietiekami pieradit, ka pie §is teorémas nosa-
ctjumiem (3.1.3) lineara aproksimacija ir asimptotiski stohastiski
stabila. Vienadojums (3.2.1) ir eksponenciali p-stabils pietiekosi
mazam pozitivam skaitlim p [49], un més varam lietot Lapunova
funkciju v(y, £). No operatora A(e) un funkcijas v¢, kur

vé(x,y,€) = vo(z,y) + evi(z, 9, 8) + €%va(2, y,€)

varam uzrakstit sistemu

Qvl(maya )= _[V UO(‘T y) 301 Y, £ +a' Zgl ya

z€U
(3.3.2)

QU2(xay’€) = —[(vaO(‘T’y)a(tD2(y7€)) + (Vyvl (.’E, yaﬁ)v‘;‘ol (y’ E))+
+(Vavo(z, ), B(y,€)z) + a(€) > _(Vyvo(@,y), g2(y, 2))u(2) +

z€l

+a(€) > (Vyvi(e,y,2), 01y, 2)) () +

z€lU



60

+a(€) Y _(Vevo(e,y), G(y, 2)z) u(2) (3.3.3)

2€U

So vienadojumu labas puses ir vienadas ar 0 péc integresanas pec
mera p(€). Tas nozime, ka abu vienadojumu atrisinajumi eksiste.
Pé&c potenciala definicijas varam rakstit:

vi(z,9,6) = [(1(y, ) +a(€) > a1(y, z Vyvo(z, y))]-

Sis funkcijas un tas atvasinajumu novert&jumus varam iegit no
atbilstoSajiem skalaro reizinajumu, pareizinatu ar ||II||, novertéeju-
miem. Tas izriet no (3.3.2) atrisinajuma diferencéjamibas un ope-
ratora Il definicijas. Tatad eksisté konstante R;, kas apmierina
nevienadibas:

Ivl(x, y,f)l S R1|$|p7 |va1(xay7£)l S Rllxlp_lv

IVyvi(2,9,8)| < RilzlP, [|DeVovi(z,y,E)|| < Rilz|P~2,
1Dy Vovi (2,9, )l < RufzP™h, ||DyVyui(2,9,€)|| < Ralal?,
|Dy D Vo1 (2,9, )|l < Rale|P~, || DIV yvs (2, ,€)|| < RylzfP~2.
|Dy D=V yvr (2, 9,€)|| < RalelP™,

Funkciju ve (2, y,€) arT var noveértet no augsas. Tatad, pielietojot
iegutos rezultatus, varam uzrakstit nevienadibas:

“vaQ(wayvf)” < R2|$|p7 Ilvxvz(x’y’f)” < R2|x|p—l
visiem y € R™, z € R™ un kadam R, > 0.
A(g) ir Markova procesa {z¢,y°, £(t/¢?)} vajais infinitezimalais
operators, uzdots ar formulu:
2

Ae)v(z,y,8) = (B(y,8)z, Vo )v(z,y,€) + % Que(z,y,&)+

L0116,V (2.0, + (2200.). ¥, 052,360+



61

a Z
( = [ (z+ Gy, 2),y + £91(y, 2) + €92(y, 2), u)—
u€l

- ’Us(xa Y, u)]p(z, u)

jeb, ievietojot funkcijas v izteiksmi un interes€joties tikai par tiem
locekliem, kuriem ir reizinataji e~! un €° , jo € = 0, iegiistam:

A (@,,€) = ~[(Vyro(z,9), 13, €) + Qo (w3, €4

+a(2) > (Vyvo(@,y), g1y, 2))p(z, u) ]+

u€lU
+[(v-’cv0 (.’L‘, y)’ B(y’ f).’l)) + (vyvl (x’ Y, 6)7 P1 (yv 5))+

+(Vyvo(z,y), p2(y,8)) + Qua(z,y, &)+
+a(z) Y (Vavo(2,y), G(y, 2)2)p(z, u)+

u€lU

+a(z) Y (Vyvi(@,y,2),01(y,2))p(z, 0)+

uel

+a(z) > (Vyvo(,y), 92(y, 2))p(2, w)]

u€U

Saskaitamie katra no kvadratiskajam iekavam formulas labaja
puse ir vienadi ar 0. Tatad

A(e)v®(z,y,€) < —csz|”.

Turklat
lv1(2,9,8)| < plzl?, |va(z,9,8)| < plz|?

kadam p > 0. Visbeidzot varam uzrakstit nevienadibas
cilzlP < v¥(z,y,€) < colz|? (3.3.4)
kadam cs > ¢; > 0. Vienadojuma (3.1.3) eksponenciala p-stabili-

tate seko no (3.3.3) un (3.3.4) visiem ¢ € (0, £p), ja €¢ ir pietiekami
mazs. Pieradijums pabeigts.
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