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ВВЕДЕНИЕ 

В сборнике "Пригладные задачи математической физики" 
включены работы, посвященные, в основном, численному решению 
задач Математической физики, моделирующих различны? физичес

кие и технологические процессы. Основная часть работ связана 
с моделированием технологических процессов получения полупро

водниковых материалов или интегральных схем, а также с изу

чением процессов в полупроводниковых приборах. Изучаются ^еп

ховые процессы, происходящие при кристаллизации материалов в 
различных условиях, термоупругие напряжения, возникающие при 
вырач,ивании кристаллов и при изготовлении интегральных схем, 
гидродинамика расплава, в том числе и при положении внешнего 
магнитного поля, процессы переноса заряда в полупроподшиковых 
приборах. Все перечисленные явления описываются сигтемами не

линейных уравнений в частных производных. Зачастую, в силу 
особенностей задач, требуется разработка специальных числен

ных методов для их решения. Весьма сложным, в частности, яв

ляется расчет гидродинамических течений при моделировании про

цессов выращивания кристаллов. Ряд статей в сборнике посвяще

ны изучению разностных схем для уравнений гидродинамики и ре

шению уравнений конвекции методом Галеркина. 

В сборнике широко представлены также работы, посвященные 
моделированию процессов фильтрации. В этих работах обсуждаются 
как постановки задач, так и специфические численные алгоритмы, 
используемые для их решения. . 

Работы, включенные в сборник, могут быть полезны широко

му кругу специалистов, занимающихся математическим моделиро

ванием задач математической физики. 
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ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ МОНОКРИСТАЛЛИЧЕСКОГО 
СЛИТКА, ОХЛАЖДАЕМОГО С ПОВЕРХНОСТИ 

Данная статья посвящена анализу случаев решения за

дачи о фазовом переходе (задачи Стефана) как в класси 

ческой, так и в обобщенной постановке. 
В работе / I / сформулировано положение: при кристал— 

лизации чистого (однокомпонентного) расплава, охлаздае 

мого с поверхности, дендриты растут лишь вдоль поверхно

сти образца, не проникая вглубь расплава. Показать в 
. расчете, что вдоль поверхности образца растет дендрит 

вытянутой формы, и что переохлаждение не проникает вглубь 
расплава, весьма трудно. Для приближенного построения 
границы раздела фаз, т . е . определения формы дендрита, в 
/ I / использовано решение одномерной задачи. Таким же об

разом задача решалась и в /2,3/. Температура в слитке 
Т(г,?.,Ь осреднялась по радиусу: Т=^г}т(г,2^)гс/г, 
и вводилась еще одна неизвестная функция ^ (2,!?) доля 
твердой фазы в сечении слитка. Форма фронта кристаллиза

ции восстанавливалась по найденным значениям функции 
^ ( 2 ) , которая выражается^через координату гра

ницы раздела фаз ^(2)=^*'#%°*(г) > />(2)*Ят^7¥Г 
и тем самым восстанавливается конфигурация границы разде

ла фаз в двумерной задаче. Однако удовлетворительное оп

ределение формы раздела фаз можно ожидать лишь при малых 
значениях радиуса слитка Я . Следует отметить, что гра

ница раздела фаз в рассматриваемом случае имеет сложную 
форму. Производная ^'(г) меняется почти от нуля,вбли

зи поверхности слитка, до бесконечности. Это обстоятель

ство делает численный расчет особо трудным, как это и 
отмечено в / I / . Для решения задачи в обобщенной постанов

ке также использовался УСТОД сглаживания /4,5,6/, "разма

зывания" скрытой теплоты по температурному интервалу. В 



/3/ проведено сравнение результатов полученных методом 
сглаживания с аналитическим решением осредненней одномер

ной задачи. Как отмечено в /3/, в целом форма фронта кри

сталлизации согласуется с формой восстановленной из одно

ности слитка наблюдается качественное отличие или двух — 
фазная область. В /3/ также отмечается особая трудность 
расчетов методом сглаживания коэффициентов в интервале 
тзмператур, возникающей изза наличия обширной области с 
температурой, близкой к Тп . 

Целью настоящей работы является разработка численно

го алгоритма и расчет модельного примера, показывающий в 
двумерном случае рост дендрита вдоль поверхности образца. 
Б работе используется метод введения параметра р , для. 
двузсфазной зоны определяющего скорость объемной кристал 

лиэации / I / . Таким образом рассматривается следующая ма 

тематическая модель двумерной задачи о кристаллизации 
слитка. 

Температурное поле в слитке Т ( г , г , £ ) и граница 
раздела фаз 2 = 4>(г, Ь) описываются следующим уравнением 
и условиями: 

мерного аналитического решения, однако, у боковой поверх

</сгг(А(Т)Гао17>с(Т)/>(Т) (^ + 4 ^ ) ( I ) 

(2 ) 



Т(г,г,0) = Т0(г) 

Эч> / " » , , . 9 7 " 7 

где л(Т) - коэффипиент теплопроводности, 

М<, т<т„ 
А(Т) = 

Л , . т>тп 

Тп  температура плавления, 
С(Т) - удельная теплоемкость, 

с Й » $ \ т
т

< т " 
\сг, т>тп 

плотность, 

Ъ - стационарная скорость кристаллизации, 
/  удельная скрытая теплота фазового перехода, 
Тн  температура окружающей среды, 

( Т,, 0^ 2 < 2, 
Тг, 2 , < 2 * 2 г 

Т3, гг<г*£, 

(4) 

(5) 

(6) 

( 7 ) 

(8) 



6  степень черноты, 
<з0  постоянная СтефанаБольцмана. 

Далее осуществляется замена переменных 

„т=/ш^. .:|ВЙ 

Для учета условия Стефана (7 ) вводится функция у(Г,2,1) 
 доля твердой фазы 

Ч ( * * _ г " ( И ) 

0*1(Т,г,£)щ4, 0<?[(2.Ь<1 . 

Учитывая замену переменных (10) и введенную функцию 
7 ( I I ) уравнение ( I ) в обобщенной записи / I / принимает 
вид 

Если мы ищем классическое решение задачи ( 1 )  ( 7 ) , то 
^= О только на границе раздела фаз. Полагаем на 

границе раздела фаз, что скорость объемной кристаллизации 

=/3 • Д и-9(й и) • 60- У}) • в1 -О, ( 13 ) ' 

где Л и = и„ - и , 
]Ь - параметр, определяющий эту скорость, 

 значение функции в точке соседней с 
рассматриваемой в направлении, перпендикулярном направле

нию скорости гГ0 к поверхности образца. С учетом (13) 
уравнение (12) переходит в уравнение 



_ с(и)-Ми) 

В / I / доказана схсд/мос?ь приближенных решений Uj за

дачи ' C l o ) , С2)Сб) к точному решению исходной задачи ( I ) 

(7 ) при — . Задача ( 1 2 ) , ( 1 3 ) , ( 2 )  ( б ) рассматри

вается как в классической, так и обобщенной постановке. 
Классическая постановка задачи требует существования 
гладкой границы раздела фаз и выполнения условия(7) толь

ко на этой гладко:: границ? 2= </>(r,i) . В численном ал 

горитме это условие реализуется через уравнение ( 1 3 ) . При 
этом рассматриваются два случая. Случай А: уравнение (13) 
берем э форме 

т . е . в пространстве мы допускаем движение границы раздела 
фаз только в направлении скорости V0 . 

Случай В: уравнение (13) используем в несокращенной 
форме, т.е. считаем границу раздела фаз движущейся в 
пространстве как в направлении скорости гг0 , так и в 
направлении перпендикулярному ей к поверхности образца. 

Далее рассмотрим алгоритм реализации численного 
расчета задачи в обобщенной постановке. Условие Стефана 
( 7 ) в обобщенной постановке задачи формулируется следу

ющим образом / I / : граница раздела фаз отыскивается как 
множество точек, в которые Т = Тп , причем на этом 
множестве выполняется условие ( 7 ) . Следуя этой формули



ровке для учета условия Стефана, берем уравнение (13) в 
виде 

-§|-=^- ли- 9(ли). ( 1 7 ) 

Для решения задачи ( 12 ) , ( 13 ) , ( 2 )  ( 6 ) осуществлялась 
конечноразностная аппроксимация. Для расчетов применял

ся полуявный метод аппроксимационной поправки Яненко 
/7/. Нелинейные условия ( 3 )  ( 5 ) линеаризовывались заме 

ной 7"* на Т5Т , и на каждом временном шаге про

водились итерации по нелинейности, причем Т3 счита

лось известным с предыдущей итерации. При первой итера

ции Т3 бралось с предыдущего временного слоя. Итерации 
продолжались до тех пор, пока получаемая при этом невяз

ка не становилась меньше наперед заданного Еы . 
Численная реализация обобщенной постановки соответ

ствует случаю роста монокристалла в ампуле или контейне

ре, охлаждаемого с поверхности. Приведем основные резу 

льтаты этого случая. На рис.1 и 2 отображены результаты 
решения задачи ( 1 )  ( 7 ) в обобщенной постановке, т . е . ре

шения уравнений ( 1 2 ) , (17) с условиями ( 2 )  ( 6 ) . Форма 
границы раздела фаз (рис.1 ) , полученная при разных зна 

чениях параметра £ , показывает, что вдоль поверхности 
образца растет дендрит вытянутой формы. Из вида темпера

турного поля, представленного на рис.2, слодует, что пе

реохлаждение вглубь расплава не проникает. 
Реализация классического решения задачи Стефана со

ответствует случаю кристаллизации слитка со свободной 
поверхностью, т . е . случаю отсутствия на боковой поверх 

ности подложки или затравки. Этот случай представляет 
особый интерес, так как при интенсивном охлаждении с бо

ковой поверхности априори неизвестно, будет ли переохлаж

дение проникать вглубь распяава или рост поверхностного 
дендрита будет опережающим и переохлаждение в объеме 
расплава будет отсутствовать. Анализ случая реализации 
классического решения поставленной задачи представлен на 
рис.3,4,5. Формы границы раздела фаз (рис.3 ) , полученные 



Рис.2. Осевое распределение температуры. I г=0,О; 
2 Л.0,675; 3 г=Я»0,75; / = 0 , 5 . 



Г(СМУ 

Рис.3. Граница раздела фаз. I - случай А, 2 - случай В; 
/ 1 = 0 , 5 . 

2 

0 1 2 3 I ~ ~5 
Рис.4. Осевое распределение температуры, случай А. 

I-r=O,0; 2-r=0,675 ; 3-r=R=0,75; Ji =0.5. 



как при решении задачи в случае А, т . е . решения уравне

ний (12 ) , (16) с условиями (2)  (6 ) , так и при решении 
задачи в случае В, т . е . решения уравнений (12) , (13) с 
условиями ( 2 )  ( 6 ) , отображают рост дендрита вытянутой 
формы вдоль поверхности образца и в этих случаях. Темпе

ратурное поле в случае А (рис.4) показывает, что перед 
границей раздела фаз существует глубокая зона переохлаж

дения. Однако в полной постановке нахождения классичес 

кого решения (случай В) переохлаждение равно нулю. Мак 

симальное его значение составляет 0,3°, что совпадает с 
погрешностью численного счета. Температурное поле, иллю

стрирующее этот случай, приведено на рис.5. Отсюда можно 
сделать вывод, что для получения классического решения в 
обобщенной постановке необходимо формулировать задачу с 
использованием уравнения (13) в полной его форме. Случай 
А, повидимому, не соответствует реальному процессу. Это 
свидетельствует о неполноте формулировки в случае А. 

т(0к) 

то 
1200 

то -А 

то 
то 

о \ г з 5 2(СМ) 

Рис.5. Осевое распределение температуры, случай В. 
I г»0,0; 2г=0,б; 3г=0,675; 4г=Я=0,75; р =0,5. 



Таким образом, проведенные расчеты для случая крис

таллизации в ампуле подтвердили положение / I / о невозмож

ности переохлаждения внутри объема расплава в случае обо

бщенной постановки задачи. Для случая решения задачи в 
классической постановке, показано, что вдоль боковой по

верхности имеет место опережающий рост дендрита и отсут

ствие переохлаждения в объеме расплава. 
Задача численно решалась при следующих значениях 

физических констант для германия: 
Д4 = 0,173 вт с/(г град); Л г=0,412 вт/(см град) ; 
С, • С г=0,34 ifr с/(г град); J>4 = J>2 =5,6 г/см*; 
7"„ = I2I0°K; ,6mi. =0.6; еж. =0,18; 
б о =5,6710~ 1 2 вт/(гагград 4 ) ; vc =0,02 см/с; 
с • ш 5 см; R =0,75 см; г, =0,5 см; 2 2 = 3 , 5 см; 
Tt =300°К; Тг =600°К; Г, =1300°К. 
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ВАРИАЦИОННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ДИНАМИКИ ВЯЗКОЙ 
НЕСЖИМАЕМОЙ кидкости В ПШАОУГОЛЬНЫХ ОБЛАСТЯХ 

I . В последнее время для решения нестационарных гид

родинамических задач активно используются различные вари

ационные методы, являющиеся разновидностями метода взве 

шенных невязок /1,2,3/. При этом неизвестные функции ищу

тся в виде ряда по некоторой полной системе функций, ко 

торгую обычно называют координатной. Коэффициенты ряда,за

висящие от времени, определяются из требований ортогональ

ности невязки тем же или другим функциям, также образую

щим полную систему,'называемую проекционной. Наибольшие 
трудности при численной реализации вариационных методов 
вызывают вычисление скалярных произведений и выполнение 
всех граничных условий. Зти трудности сравнительно легко 
преодолеваются при использовании метода коллокаций /35/ 
и тауметода /3/, которые и являются наиболее распростра

ненными на практике. В методе коллокаций невязка прирав 

нивается нулю в некотором дискретном множестве точек,т.е. 
проекционная система представляет собой набор Sфункций 
Дирака. Для достижения достаточно высокой точности колло

кационные методы требуют большого числа точек, что затруд

няет исследование получающихся динамических систем. Идея 
тауметода заключается в том, что часть уравнений, из ко

торых определяются коэффициенты ряда, используется для 
удовлетворения граничных условий. Это позволяет применить 



V  скорость жидкости, 9  температура, 0.,^ опи

сывают плотность тепловых источников и массовых сил, 
число Грасгофа, Рг  число Прандтля. Пусть на границах 
х=0,1 и и =0 заданы условия прилипания, а на границе • 

термокапиллярная сила: 

^Ь.о^Я/^О, (4) 

простые в численной реализации системы функций, но пони

жает порядок аппроксимации решения. Применить метод взве

шенных невязок с непрерывными проекционными функциями в 
"чистом" виде удается лишь при граничных условиях специ

ального вида /6-8/, в частности, условиях симметрии. 
В излагаемой работе предлагается способ построения 

неортогональных коондинатной и проекционной систем в виде 
линейных комбинаций некоторых функций, образующих полную 
систему, так, чтобы удовлетворить всем однородным гранич

ным условиям и уравнению неразрывности. Это позволяет ис

кать решение в пространстве функций, удовлетворяющих всем 
линейным граничным условиям и, кроме того, исключить дав

ление из уравнения НавьеСтокса. Метод излагается на при

мере решения задачи о термограЕитационной и термокалил 

лярной конвекции в прямоугольной полости, но может быть 
использован и для других задач. Факторами, ограничивающи

ми применение метода, являются геометрия области и нели 

нейность граничных условий. 
2. Рассмотрим систему уравнений конвекции в прямоуго

льной полости 0^х^1 , О^у^О. 

+ (^)гг=-?Р+&т7+ Огвву + Р (х,у,в,г/)г ( 1 ) 

о/сг/ и = 0 , (2 ) ' 



 число Марангони. 
Для температуры на всех границах заданы условия вида 

Функцию 9 будем искать в виде суммы 

в(х,у)^6(х,у)+8(х,у), (8) 

где 9(я,у) удовлетворяет условиям ( 6  7 ) , а 8  новая не

известная функция. Функция 6 может быть, например, реше

нием уравнения Ла: аса Лв-О с граничными условиями 
( 6  7 ) . Уравнение (3) принимает вид 

Щ^.Нг^0^А0*^0ф % С), ( 9 ) 

где в=а-(&ч)о+-^&в. 

Граничные условия для функции В однородны: 

&£+мШх.ГО> . (ю) 

Будем искать функцию 9 в виде ряда 



где {¿¡1 ( х ) } 0 - полная система функций в пространстве 
С°"(СО;1] , а с1ц(Ь) - неизвестные коэффициенты,за

висящие от времени. Удобнее, однако, вместо функций д;(х) 
и (у/о.) работать с функциями, удовлетворяющими усло

виям ( 1 0  П ) , т . е . искать решение в подпространстве функ

ций, удовлетворяющих граничным условиям. Базис в этом 
подпространстве построим в виде {г1(х)^(у/а)}~°^0 

из линейных комбинаций функции ^ 

ПМ=1 (13) 
С=0 

г 

%(у/о)=1о^^е(у/а), (14) 

где и 8^ определяются из соотношений 

£/а&13м(°)+&9Ь-' (0)1=0> (1б) 

I / Л й**3м О^/гЗ'ш (Щ % (17) 

Очевидно, что из (1519) ^ и определяются одно

значно для любых I , у . Кроме того, очевидно, что системы 
функций {^(х)} и { % ^ и ^ } являются базисами в 
пространствах бесконечно дифференцируемых функций, удов

летворяющих, соответственно, условиям (10) и ( I I ) и опре

деленных на отрезках [ 0 , 1 ] . Вместо (12) теперь имеем 



0 = 1 d£j(t) г^х)о (у/а), (го) 

В общем случае для функции /"V̂ O , удовлетворяющей 
граничным условиям вида 

£ y&Fm\*i)-Q, е-*.* (2D 
i-О 

где Ci) означает номер производной, систему координатных 
функций можно построить в виде 

Е\fjiji(x) • (22) 

•Коэффициенты jji выбираем так, чтобы выполнялись усло

вия ( 2 1 ) . _ <̂ > 
Далее, пусть {fl (Х>У}0 " базис в пространстве 

бесконечнодифференцируемых соленоидальных векторов 
( oflir y>L = О ) . Аналогично предыдущему, из линейных 
комбинаций функций <ft можно построить систему соленой 

дальние функций, удовлетворяющих всем однородным гранич

ным условиям. Неудобство вызывает лишь второе из условий 
( 5 ) . Этому условию можно удовлетворить, например, при по

мощи тауметода. Однако, более рациональным на наш взгляд, 
оказывается подход, основанный на замене переменных вида 

V= ZJ+Mau, (23) 

где ¿7  новая неизвестная функция, а ¡7 определяется 
из условий . 

Эих1 7)9 
dtvu^O, Эу \у=а~ Эх Iу 'О 

(24) 

Задача для ĪJ к б имеет вид 
^+(£xv)b/=-vp+AZJ+Gr(&+G)Ķ * 

+F1(x,y,y,G,;Z,u), (25) 



(27) 

с граничными условиями (10 П) и 

^Ь-ы^Щ^а^О, (28) 

»у1у~а = 0> Э У / У " ' ( 2 9 ) 

где 

Р1=Р-Ма[(£г?)й~+(Я'37 -Дй~]-Маг(и?)и ( 3 0 ) 

а^ОгСгт^в+^б-МаПаЦв+Ш^вЗ. (31) 

Таким образом, все условия для функции ¿7 однородные и 
могут быть удовлетворены путем соответствующего построе

ния координатных функций. Функция и может быть определе

на из (24) аналогичным методом. 
Проекционные системы для невязок уравнений (25) и 

(27) могут совпадать с координатными или строиться из ли

нейных комбинаций функций ^ и . 
Если проекционная система {Ср;} для уравнения Навье

Стокса удовлетворяет условиям непротекания и соленоидаль

ности, а скалярное произведение векторовфункций опреде 

ляется следующим образом 

(и, г7)= Iи-?с(У , (32) 
то после скалярного умножения члена с давлением из (25) 
на 4*1 .получим 

^р-у^с/Ч^Жи-ф^У^рс/сх/^ 4У={р*р1-пс1$-0г (33) 

с/егг ¿7=0, (26) 



где У  область, 5  граница области, /Т  нормаль к 
границе. Таким образом, соответствующий выбор проекцион

ной системы позволяет исключить давление из уравнения 
НавьеСтокса, что существенно упрощает поиск неизвестных 
коэффициентов. 

Обозначим Х1(£) искомые коэффициенты рядов. Пос

ле проектирования невязок на N первых функций проекцион

ных систем получим систему дифференциальных уравнений по 
времени вида 

Преимущество '^ед латаемо го метода заключается в том, 
что все матрицы в (34) не зависят от времени и должны вы

числяться только один раз. Благодаря этому становятся де

шевыми шаг интегрирования по времени и вычисление матрицы 
Якоби. Кроме того, выделение матриц, соответствующих чле

нам уравнений с безразмерными параметрами, существенно 
облегчает параметрические исследования. Основным недоста

тком на наш взгляд является необходимость хранения боль

шого количества чисел (в трехмерной матрице 4у* _ 2 / / 
чисел ) , что накладывает большие ограничения на число N . 

3. Изложенным методом была решена задача о естест 

ванной конвекции в квадратной полости с твердыми граница

ми при подогреве сбоку. При этом в ( I ) и (3 ) Р =0 и А=0, 
граничные условия имеют вид 

м м 

(35) 

(36) 

и в (8) в(х,у)= <-х • 
Б качестве функций О ( см . (12 ) ) выбраны смещенные 



поликомы Чебышева I рода /9/. Координатные функции для 
температуры г£(х) и <^}(у) 

П Ы  ?1 Ш- Ш'г Щ'.р (37) 

Т/(у)-у%р Щ (у) . О б ) 

Координатные функции для скорости <Рц строятся из 
линейных комбинаций функций ф 

Шътцщ \ 

(39) 

Ц с * ; та(у))' 

Ц.] (х) - смещенные полиномы Чебышева 2 рода /9/. Из соот

ношения Т}+1 (х)= 2(1+0 и£(х) следует 0(11/ ̂  - О . 
Функции (ру имеют вид 

хч т1+е ю) % Ф ^ ( « ) 

Коэффициенты /д и определяются путем подстановки 
(4042) в (36) с помощью аналитических выкладок на ЭВМ. 

Выбор полино."ов Чебышева объясняется существованием 
простых формул суммирования и представления производных 
полиномов в виде ряда пс этим же полиломам /9/. 3?о поозо-



ляет сравнительно легко вычислять скалярные произведения 
линейных и нелинейных членов уравнений (25,27) и проекци

онных функций. 
Скалярное произведение функций в этом случае опреде

ляется следующим образом: 
/ / 

0 ^ *1 / > (*1РШС*,у)9(*.</) ̂ у Ш) 

ф о о •* 

(и, V)- (их, 7ГХ) + (иу , гГу) , 
(44) 

где ^р(х) — (х-х. ) . Сделав в интеграле (43) замену 
х,=агсз1/7(2х-0, у1 = агсв1п (2у-4), можно повторить 
вывод (33) и убедиться, что давление исключается из урав

нения НавьеСтокса и з этом случае. 
Пример расчета для 6 функций по каждому направлению 

показан на рис.1. 
4. Изложенный метод можно легко обобщить на трехмер

ный случай. Например, в случае конвекции в кубе коорди

натные функции для температуры строятся аналогично (37

3 8 ) , а координатные функции для скорости можно строить 
из линейных комбинаций функций вида 

±Т1(х)Ц(у)и1((г) \ 

ц>.. = 

ш ] 

(45) 

Метод может быть использован и для решения задач в 
криволинейных системах координат, если границы области 
лежат на координатных поверхностях. 
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УДК 519.633.8 

Е.Д.ЛЮМКИС 

ВЦ ЛГУ им.П.Стучки.Рига 

ПОЛУНЕЯВШЕ РАЗНОСТНЫЕ С Х Ш 
РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ КОНВЕКЦИИ 

I . Обычно в вычислительной практике применяется сле

дующий алгоритм решения двумерных уравнения НавьеСтокса 
для вязкой несжи: ?.емой жидкости в переменных функция то

ка V  вихрь скорости со /1,2/: используя значения 
У с предыдущего временного слоя, находятся ко!.лоненты 
скорости гг( , и значение вихря СОг на твзрдых стен

ках; для определения СО, используется какаялибо из при

ближенных формул, например, формула Тома; в) из решения 
двумерного линейного уразнения эллиптического типа с ко

эффициентами ( ) , ( -т/г ) при первых производных и 
значениями сОГ вихря на границе находится доле зкаче1 

ний на зерхнем временном слое; с) из решения урав 

нения Пуассона с правой частью (¿0) определяется функ

ция тока У на верхнем временном слое. Многочисленные 
расчеты показызают, что такая процедура решения системы 
уравнений приводит к сильному ограничен™ вэлкчины вре

менного шага Т . Основные ограничения' на *Г обычно овя . 
зывают со способом реализации краевых условий. 3 рг.боте 
/3/ показано, что для подобной процедуры решения изза 
краевых условии возникает ограничение на шаг по времени 
Т< Т в = г\ Ь г , где Р  число Рейнольдса, И шаг 
дискретизации по пространству вблизи границы. При увели

чении числа Я дополнительные ограничения на "Г жгут 
вызываться нелинейностью задачи. 

Алгоритмы, снимающие эти ограничения, были предложе

ны в работах /3,4/. 
В случае уравнений конвекции к описанным выш$ этапам 

а )  с ) добавляется еще один этап с! ): 'используя опредолэн

ные через У значения гГ{ , т/г , находится значение тем



••;•>* 26. — .' • ; •, 

пературы Т на верхнем временном слое. Поскольку произ

водная от температуры входит как источник в уравнение 
для вихря, поочередность решения уравнений для со и Т 
штат вызывать дополнительные ограничения на величину Т . 
Обобщению алгоритмов /3,4/ на случай тепловой гравитаци

онной конвекции и численному сравнению разностных схем 
посвящена настоящая работа. 

2. Списание алгоритмов удобно начать с одномерной 
модельной задачи 

ТЕ -~й ^ ' ^ ' 

с однородными краевыми условиями 

ПоЛ^УОй-О; У(?Л)-ЧГ(ф~0, (2) 

и начальным условием 

4{х,0)=^(х), со(х,ОН-/'(х), 0<х*4, ( 3 ) 

где *(х)  произвольная функция. При Ь-*00 функция 
¥(хЛ)—~0 для этой задачи. 

Введем разностную сетку узлов по пространству {хц 
1= О,..., N , и равномерную сетку по времени £ * = * ^ Г . 
Обозначим И1 = х1 -х^, 1=1,...,Ы; Ь-^^^И^{)/1, 
: = / Ы-\; Ь0 = Ь,/2 , Ъ„ = Ьн/1 . Для 

разностных производных используем общепринятые обозначе

ния /5/:' 

Обычная полунеявная схема для такой задачи имеет вид:. 
СО**- со" 1 м 

? ~ ~р7 * х ' (4) 



Ухх > 0<х<1 . (5) 

< = - ^ < > < - ^ : , ^ : < - о ^ у ( 6 ) 

Здесь верхний индекс К обозначает номер временного ело 
Схема ( 4 )  ( 6 )  одномерный аналог стандартной процедуры 
решения уравнений типа НавьеСтокса полунеявкым методом, 
условия (6) для вихря  условия типа Тома на твердой 
стенке. 3 операторном виде уравнения ( 4 )  ( 6 ) запишем в 
виде: 

• ( 7 ) 

А А 

Здесь со %Ц> - значения функций со , V на слое К+4 , 
5 / Л (Сд , сОг) = -^ со£х . в определение включено 
сОг  значения соа , Юн , которые в этом алгоритме вы 
числяются по формулам ( 6 ) , т . е . берутся с нижнего времен 
ного слоя. 

В работе /3/ исследование устойчивости схемы ( 4 )  ( 6 ) 
проведено методом гармоник с использованием признака Ба

бенкоГельфанда для равномерной сетки с шагом Л . На*»де 
но, что алгорчтм ( 4 )  ( 6 ) теряет устойчивость, если 

т> т0 = ±яи 2, 
" Вместо уравнений ( I ) рассмотрим эквивалентную систе

му уравнений: 

Уравнения (8 ) аппроксимируем разностной схемой 

Я « « , ^ *ь>г ) , ( 9 ) 



— ? — Я Г ' г } • с ю ) 

В уразнение (9) входит о верхнего временного слоя. 
В индексном виде это уравнение при I =1 на равномерной 
сетке имеет вид: 

л 1 ^ (и* м*г< и
2 0 1 я{ 2 2 ,)л I I ) 

т . е . б приграничном разностном уравнении, за счет учета 
аг с верхнего временного слоя, усиливается диагональ

ное преобладание по сравнению с обычной аппроксимацией 
' оператора Лапласа. таким образом, решение уравнения (9 ) 

не вызывает никаких затруднений. 
3 то же время, как показано е /3/, схема (9 )  (10 ) 

1 является абсолютно устойчивой. 

3. Описание разностных схем для уравнений Кавье

Стокса будем проводить на примере известкой задачи о те

чении жидкости в каверне квадратного сечения с движущей

ся верхней границей. Постановка дифференциальной задачи 
такова: 

(12) 

3 " Э ^ с№ г 

Для простоты изложение будем вести для равномерной раз 
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ностной сетки &ь={хи= L^<< > ^oí = '/Ч*» ic"0> •••А, 
e£=t>2}- Определим разностные операторы 

¿ W ^ w W * * * ^ > • ( 1 5 ) 

Аппроксимаиил (15) конвективных членов, как известно,яв

ляется энергетически нейтральной /6/. 
Стандартная полунеявная схема решения уравнений гид

родинамики, соответствующая полукеявной методике (7) ре

шения одномерной задачи, имеет вид: 

=ъ tu* (" к н. щ *>Щ. 

л 
Операторы b i n , B¿n определены аналогично одномерному 
оператору в ( 7 ) . Значения сОг вычисляются по формулам 
типа Тома: 

(17) 
к 

t \" _ хм 2 , _ \ш* 2 (. T¡,Ni-< \ 
(со ). S b ) ; n = -Ti% i ¡ &г)- tj - Щ N =~ТГ'1+ и ) 

г"7(0 J' hf Ji* • Г1*Щ JiH¿ hz f.' 
Как видно из формул ( 17 ) , тот факт, что в (16) входят СОг 

с нижнего временного слоя К означает, что значения вих

ря на границе вычисляются по значениям f с предыдущего 
временного слоя. Введя обозначение 

с.гему (16) (схему А) запишем в операторном веде: 

^=Ап(¥,сО,"г), А,Ф=-со. CI9) 



Аналогично одномерной задаче, вместо системы (12) (13) 
напишем эквивалентную систему дифференциальных уравнений 

~ * . (20) 

ot к 
Как и в одномерной задаче, напишем разностную аппро

ксимацию уравнений ( 2 0 ) , вынося значения вихря с границы 
на верхний временной слой: 

Используя обозначения ( 1 6 ) , схему (21 )  (22) (схема В) за 
пишем в виде: 

(21) 

(22) 

8 (23) 

В этой схеме операторы В^п ( сОк ,ь>г ) определяются 
аналогично ( I I ) , поэтому для решения уравнения (22) необ

ходимо обратить самосопряженный оператор, в'котором, по 
сравнению с обычным оператором Лапласа, усилилось диаго 

нальное преобладание в приграничных узлах. Исходя из ана

лиза одномерной задачи, а также численных результатов ра

бот /3,4/, можно сделать вывод, что в схеме В, по сравне

нию со схемой А, снимаются ограничения на Т , связанные 
с реализацией краевых условий для вихря. 

В уравнениях НавьеСтокса ограничения на Т вызывают

ся также нелинейными члечсми, т . е . , для разностных урав

нений, операторами , А2п . Будем в уравнении (21) 



определять скорости через значение У с верхнего вре 

менного слоя, т . е . запишем уравнение следующим образом: 

1 (24) 

Возьмем второе уравнение совпадающим с (22). Тогда схему 
(23), (22) (схему С) запишем в виде: 

А 

Ь^^аЛ*>АЪ'. ^=Ан($,<ьЛ). (25) 

В /2/ показано, что для линеаризованной вблизи стационар

ного решения задачи схема с в бесконечной области являет

ся абсолютно устойчивой относительно малых возмущений. 
Учет вличния границы производится в схеме С так же, как и 
в схеме В. Численные результаты в /3/ показывают устойчи

вость схемы С в широком диапазоне параметров, в том чис

ле и на неравномерной сетке. 

4. Нетрудно теперь выписать схемы, аналогично схемам 
А,В,С, и для задач конвекции. Систему дифференциальных 
уравнений запишем в виде: 

ЭТ 
^+А,(Ч>,со) + А2(%со)=ь<Л-6гъ^ > ( 2 б ) 

= - сд , (27) 

А2(%Т)=± йТ , (28) 

где 6г ,Рг  числа Грасгофе и Прандтля, Т - температура. 
Будем рассматривать задачу в области 5?=^0<зс^</,о£=/,2}. 
Краевые условия возьмем агёдующие:^'/ =0,-^/ =0,Т/3 =ое,. 
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Уравнение (28) аппроксимируем разностной схемой 

где А^/, (Wf'T ) энстропийно нейтральная аппроксима

ция членов переноса с монотонизацией /6/. Введем обозна

чение • 

По сравнению с рассмотренной в разделе 3 системой урав

нений гидродинамики, для задач конвекции могут возник 

нуть дополнительные ограничения на шаг по времени изза 
температурного источника в уравнении ( 2 6 ) . Численно 
сравнивались между собой следующие разностные схемы,ана

логичные выписанным ранее разностным схемам для уравне

ний НавьеСтокса: 
а) аналог обычной полунеявной схемы (схема A I ) : 

ые = Аь(Ч>,£,сог,Т); Ah4> = -£; Т^А1(Ф,Т); 

в) схема, аналогичная (23) (схема B I ) : 

Д Ц ^ = - А Л ^ Я . О ; Т^А*(%Т); cJ^AhâAAfh 

с) схема, аналогичная (25) (схема C I ) : 

*^=-Ан(Ф,с>АП; ТГА*(Ф,Т); cJ^A^A^J). 

Численное сравнение разностных схем проводилось при 
значениях числа Грасгофа 10^ и 10^, числах Прандтля 
10"^, I , 2С. Расчеты проводились как на равномерной, так 
и ка неравномерной сетках. Ниже приведены результаты для 
сетки 10x10, hm£n=h,=h,a=0M, h2= ... = hg = 0.И5 . 
Контроль сходимости осуществлялся по относительному па

дению невязки ЦГк|с / Wro\\c < £ » г Д е гк ~ 
= Ah(4>K,-ùh4>K, еО г \ 7*1. 

Положим га = 6г, £ Ю . Зависимости количества 
итераций К , необходима * для достижения сходимости, по 



К |, 

200 

0 ' 1 1 1— 1 1 — 
1 2 .5 к 5 5 

Ркс.1. Зависимость количества итераций от 
приведенного шага по времени, бг=Ю^, 
Рг =1С" 2.. 
1  схема А1, 2  схема В1, 3  схема С1. 

40

0 I 1 1 1 1 н — 
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Рис.2. Зависимость количества итераций от при 
веденного шага по времени. Сплошные линии 

штриховые линии 
штрихпунктирная линия  Сг =Ю^,Рг=20. 
1  схема А1, 2  схема В1, 3  схема С1. 



этому критерию, от параметра 5 = ^/hmin (приведенно

го шага по времени), изображены на рис. 1,2. Как видно из 
рисунков, для обычной полунеявной схемы AI выполняется 
ограничение на шаг по времени S< S0=

5/z , обуслов 

ленное влиянием краевых условий на твердой стенке. Опти

мальное значение шага по времени (величины S ) сосредо

точено в довольно узком диапазоне. 
При Рг=10~2 распределение температуры слабо зависит 

от скорости, и результаты оказываются похожими со случаем 
чистой гидродинамики /4/. Как и для задачи о течении жид

кости в каверне, схема CI оказывается практически абсо 

лютно устойчивой ( S > 10) , схема BI по этому параметру 
мало ей уступает, а количество итераций, необходимых для 

•выполнения критерия, оказывается даже меньшим ( см .рис . I ) . 
При увеличении *тисла Прандтля общее число итераций 

для достижения сходимости возрастает (рис.2) и при Яг=20 
• по схеме AI требуется 350 итераций для достижения сходи

мости. Как видно из рис.2, расчет по схемам В1,С1 сущест

венно уменьшает необходимое число итераций. При Р г=1, 
6г =10° диапазон по S для схемы BI существенно расширя

ется, а схема CI оказывается практически абсолютно устой

чивой. При GralO4 в широком диапазоне S устойчива и 
схема В1. 

Таким образом численные расчеты демонстрируют сущест

венное преимущество схем BI.CI по сравнению с традицион 

ной схемой A I . Это преимущество растет при уменьшении 
fomin » и падает при увеличении числа Грасгофа. 
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕПЛОВЫХ,ГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ 
И КОНЦЕНТРАЦИОННЫХ ПОТОКОВ В ПРОЦЕССЕ ЗОННОЙ 
АМПУЛЬНОЙ ПЛАВКИ В НЕВЕСОМОСТИ 

Современная наука и техника широко используют моно

кристаллические материалы. Одним из перспективных мето

дов выращивания монокристаллов из расплава является ам

пульная зонная плавка в условиях невесомости. Важный 
критерий качества полученного кристалла  это равномер

ность распределения примеси как по радиусу, так и по 
длине, что в большей степени зависит от поступления при

меси в область расплав*1 у фронта кристаллизации. Степень 
обогащения примесью этой области обусловлена процессами 
тепломассопередли, которые превалируют в непосредствен

ной близости к фронту кристаллизации, и процессами ГИД-



родинамическсто переноса, обуславливающими распределение 
примеси в массе расплава. 

При ампульной зонной плавне тепло, поступающее от 
резистивного нагревателя, обеспечивает образование зоны 
расплава и создает неоднородность распределения темпера

туры по длине слитка. Тепло,кроме того, теряется путем 
излучения с поверхности кристалла. На фронте фазового 
перехода происходит выделение или поглощение скрытой 
теплоты. На теплоперенос влияет также движение нагрева

теля вдоль слитка. В зоне расплава тепло переносится 
как теплопроводностью, так и потоками расплава. В рабо

те / I / рассматривались тепловые явления в процессе ам 

пульной зонной плавки, когда слиток, концы которого за

креплены в графитогых держателях, помещен в кварцевую 
ампулу, вдоль которой движется муфель с резистивным на

гревателем. Изучалось влияние расположения нагревателя 
относительно слитка и наличия рифлений графитовых держа

телей на ширину'и перегрев зоны расплава путем решения 
уравнения теплопроводности. 

Настоящая работа посвящена численному изучению теп

ловых, гидродинамических и диффузионных процессов, про

ходящих при ампульной зонной плавке германия, легирован

ного сурьмой или галлием, поскольку в условиях невесо

мости получены некоторые экспериментальные данные о про

исходящих при выращивании монокристаллов германия про 

цессах тепломассопереноса. 
Для определения температурных полей решается зада

ча теплопроводности в двухфазной среде с учетом скрытой 
теплоты фазового перехода, условий излучения на внешней 
поверхности по закону СтефанаБольцмана как в квазиста

ционарной, так и в нестационарной постановках. Исследу

ется также процесс образования зоны расплава во времени 
в начальный мемент плавки, когда муфель с нагревателем 

остается неподвижным. 

Математическая модель для описания тепловых процес

сов представлена в / I / Для определения теплового поля 



7"(2,£/,£) в цилиндрической области й = 5 2 С Л У , 
где Ясл- область, занимаемая слитком, а й у  о б 

ласть, занимаемая графитом, с боковой поверхностью 
Г(г)= Й^П ^осуществляется введение в уравнение тепло

проводности обобщенной теплоемкости, включающей скрытую 
теплоту фазового перехода в виде теплоемкости, сосредото

ченной на границе раздела фаз /£/, и замена переменных 

( I ) 

сводящая область £2 в цилиндрическую одинакового радиуса. 
В результате преобразований температура Т(2,г,£) 

будет удовлетворять следующему уравнению: 

где , </>"  первая и вторая производные функции У по 
радиусу Г , оС(Т)  сглаживающая функция в темпера 

турном интервале ( Тп/г~й4 , Гп/г + Аг ), V - скорость 
движения нагревателя, Тпп  температура плавления. Для 
решения этой задачи использовался метод неполного Щ -

разложения /3/, реализованный А.Гончаровым А / . По срав

нению с используемой ранее схемой аппроксимационной по

правки Н.Н.Яненко для параболических уравнений, содержа

щих смешанную производную /5/, метод Ш разложения да

ет приблизительно 30кратное ускорение счета. 
В зоне расплава, ширина которой найдена из решения 

тепловой задачи, определяются гидродинамические и ксн 

центрационные потоки в условиях невесомости, с учетом 



термокапиллярной конвекции, вызывающей движение распла

ва; в предположении, что поверхности раздела фаз близки 
к плоским. 

Процессы тешгомассопереноса в расплаве рассматрива

ются на основе уравнений НавьеСтокса в приближении Бус

синеска для несжимаемой жидкости и уравнений переноса 
тепла и диффузии. Расчеты проводились по методикам, опи

санным в /68/. 
Знан распределение примеси в зоне расплава и, в 

частности, на фронте кристаллизации, можно судить о вхо

ждении примеси в растущий из расплава кристалл. 
В численных расчетах был рассмотрен образец герма 

ния, радиус которого 0,75 см, длина  9,6 см. Он был по

мещен методу графитовыми полыми держателями, длина каждо

го из которых 5,7 см, наружный радиус  1,3 см, а внут

ренний  0,4 см. Реэистивный нагреватель длиной в 4 см, 
расположенный в муфеле длиной в 10 см, продвигался вдоль 
слитка со скоростью V =15 мм/час. Температура нагрева

теля бралась равной 1500°К, температура муфеля  600°К, 
температура окружающей среды  313°К. 

Таблица I 
Физические константы. 

Германий Графит 

1 2 3 
Плотно сть, _/э £ г/см 3 ] 5,6 2,26 
Температура плавления,Т^ [ ° К ] 1210 

Удельная теплоемкость, 
С [зтс/Сг град)} 0,34 1,956 

Теплопроводность, 
Л [вт/см град)] 

' Т > Т ) 
1 1 А пл ' 
( Т < Т ) 

0,412 
0,173 0,39 

Степень черноты, 
( т > т п л ) 0,18 



I 2 3 
( т < т п л ) 0,6 0,8 

Кинематическая вязкость, 
•5 [са^/с] 

Коэффициент линейного расширения 
р [1/град] 

Равновесный коэффициент сегре
гации, т 

сурьма в В 
галлий ва 

1,35 Ю  3 

5 ИГ 4 У 

0,06 
0,087 

Коэффициент диффузии, йГсм/с ] 
сурьма 5,5 
галлий 

4  Ю " 5 

5 Ю  5 

Скорость протягивания 
•у[мм/часЗ 15 

Характерные числа безразмерных параметров для зонной 
плавки германия е условиях невесомости будут следующие: 
число Прандтля Рг =4,6КГ 3 , число Марангони Ма= 1,8* 
*Ю 5 Д 11 , число М = ^ *3,91-10?АТ6 , число Шмидта 
5с * . Здесь д Т  перегрев в зоне расплава, £ 

половина ширины зоны. 
На рис.1 приводятся результаты расчетов температур

ного поля путем решения двумерной квазистационарной теп

ловой задачи при фиксированном положении нагревателя. 
Здесь представлены положения фронтов плавления и крис 

толяизации и распределение температуры в зоне расплава. 
Кривые I  без учета выделения и поглощения етефановско

го тепла; кривые 2  е учетом стефановского тепла. 

Продолжение таблицы 
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Рис.1. Распределение температуры в зоне расплава 
германия и положения фронтов фазового перехода 
в квазистационарном состоянии. 
I  без учета стефановского тепла, 
2  е учетом стефановского тепла. 

На рис.2 представлено решение по времени двумерной 
нестационарной тепловой задачи при неподвижном нагревателе 
в начальной стадии процесса, когда происходит образование 
зоны расплава. Здесь изображены положения фронтов фазового 
перехода для различных мом чтов времени до выхода на стацио

нарное состояние. Время выходе  I час. 22 мин. 
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Рис.2. Распределение температуры в зоне расплава германия 
и положения фронтов фазово1 'о перехода по времени 
в процессе создания зоны расплава. 
I  '¿ = 31,5 мин; 2  ^ =37,7 мин; 3  Ь = 40 мин; 
4  Л =41,1 мин; 5 - t =42,2 мин; 6  I =1 ч.22 м. 

На рис. 3 представлены изолинии функции тока в зоне 
расплава германия. Основное движение возникает под дейст

вием термокапиллярной силы, и образуются четыре торой 

дальних вихря, попарно расположенных друг над другом. Та

ким образом, у фронта кристаллизации имеются два вихря, 
циркулирующих в противоположных направлениях. 



г 

. О 0.75 Г (см) . 

Рис.3. Изолинии функции тока в зоне расплава германия 
в условиях невесомости в процессе ампульной 
зонной плавки. Рг = 4 , 6  Ю " 3 , Ма =3,5210 6 , 

М  7,64Ю 8 , йТ =17°, I 1 ,15. 

На рис.4 даны радиалные распределения примеси сурь

мы (кривая I ) и галлия (кривая 2) в расплаве германия, 
на фронте кристаллизации со стороны расплава. Для опре

деления распределения примеси, входящей в кристалл, зна

чения концентрации примеси со стороны расплава должны 
быть умножены на коэффициент сегрегации т . Точка вст

речи внешнего и внутреннего вихрей на поверхности крис



таллизации, где поток направлен к этой поверхности, соот

ветствует максимуму концентрации примеси. 

О 0.75Г(см) 

Рис.4. Радиальное распределение прлмеси в слитке 
германия на фронте кристаллизации; 
кривая I  примесь сурьмы 5 $ , Б с =27, 
кривая 2  примесь галлия Ва , 5 с =34. 

Результаты расчетов сравнивались с полученными экс

периментальными данными сотрудниками ГМРВДМЕГа. Получено 
качественное совпадение. Проведенные исследования подт

верждают, что при зонной плавке в условиях невесомости 
на движение расплава и вхождение примеси в растущий крис

талл влияет термокапиллярная конвекция. 
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О КОНВЕКТИВНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ ДВУХКОМПОНШТНОЙ 
ЖИДКОСТИ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ 

В настоящей работе исследуется конвективная устойчи

вость горизонтального слоя вязкой двухкомпонентной прово

дящей жидкости при наличии вертикального однородного маг

нитного поля. 
В настоящее время имеются довольно обширные исследо

вания влияния магнитного поля на конвективную устойчи 

зость проводящей жидкости и по конвективной устойчивости 
двухкомпоненгкой жидкости. Линейный анализ этих задач, 
который проведен в работе / I/ , показал, что имеет место 
как монотонная, так и колебательная неустойчивость. В ра

боте /2/ исследовано поведение решений этих задач вблизи 
точки пересечения границ монотонной и колебательной неусто

йчивости. Исследование поведения конечно амплитудных воз

мущений проведено в работе /3/{ здесь обнаружено су

ществование подкритических конечноамплитудных движений. 
Результаты численных исследований двойной диффузии приве

дены в работах /5/ (метод БубноваГалеркина) и /б/ (метод 
конечных разностей). Задача о влиянии магнитного поля на 
конвективную устойчивость методом конечных разностей реша

лась в работе /?/. Анализ линейной задачи о влиянии маг 

нитного поля на конвективную устойчивость двухкомпонент 

ной жидкости проведен в работе /8/. 

Рассмотрим постановку задачи о конвективных движени

ях двухкомпонентной проводящей жидкости в горизонтальном 
слое при наличии однородного вертикального магнитного по

ля. Пусть на границах слоя, находящегося в вертикальной 
магнитном поле с напряженностью Н0 (0,0,И0), поддержива



ются постоянным»' температура раствора T j и концентрация 
тяжелой примеси , пр;гчем поперек слоя задано линейное 
распределение температуры и концентрации, а ка границах 
слоя выполняется 

Tz (nc,y,i)= Т0 ; 5 Z (x,y,t)=S0 при 2 ~ 0 

и Tt(x,y,i)=*T0- f; Sz (x,y,t)= SQ-S при Z'fid. 

Тогда при возникновении конвективного движения тем

пературу и концентрацию можно представить в следующем ви

де! Л » 

TL (х,у,г Т0-Тг/с(+ T(x,y,z,i) 

Sl(x,y,z,i)^S0-S2/c/*S(xly,z,é). CI } 

Плотность раствора Jj^ считаем линейно зависящей от тем

пературы и концентрации: 

рг (ж,у, 2 fëtfefc^^ 

где cC ,j3 - соответствующие коэффициенты расширения при 
постоянных других параметрах, притом выбранные так, что 
они положительны, когда температура и концентрация увели

чиваются. Уравнения конвективного движения будем писать в 
рамках приближения Буссинеска / I / . В уравнениях НавьеСто

кса учтем воздействие магнитного поля на индуцированный в 
жидкости ток. Уравнения для напряженности магнитного поля 
получим из закона Ома и уравнений Максвелла в дифференци

альной форме. Температура и концентрация примеси в раство

ре удовлетворяют, соответственно, уравнению теплопровод 

ности и уравнению диффузии с учетом перекрестных эффектов 
термодиффузии (эффект Соре) и диффузионной теплопровод 

ности (эффект Дюфора). Применяя к уравнениям движения опе

ратор rot и переходя к безразмерным переменным с учетом 
соотношений: 



< 

_47 — 

получим систему уравнений, описывающую конвективное дви

жение, напряженность магнитного поля, температуру, кон 

центрацию примеси: 

% - V, - (99) Т+£* Т+ С „ л й 



 5 Г  характеристики внешнего воздействия; 3) С 
перекрестных эффектов. 

Для возмущений скорости, напряженности, тьлпературы 
и концентрации потребуем выполнение следующих граничных 
условий при л =0 и 2 =>1: 

(4) 

Теперь рассмотрим решение двумерной линейной задачи. 
Вводим функции тока для скорости (т/О и напряженности 
магнитного поля (</?): 

Э2 

Э у 

^ = Э2 

Тогда' 

дх 
и - э * 

Эг Эх Эх 

Линеаризуя систему ( 3 ) , получим систему следующего ви

да: 

где I ) Рг — число Прандтля, 5 с  число Шмидта, Рт - маг

нитное число Прандтля  характеристики физических свойств 
среды; 2) СгТ  тепловое число Грасгофа, £ г 3  диффузи

онное число Грасгофа, М  число Гартмана  характеристики 



Имеем следующие граничные условия при 2 =0 и I =1: 

Задача ( 5 ) , (6) решалась на ЭВМ ЕС1060 с помощью 
системы аналитических вычислений REDUCĒ, с генерацией 
FORTRAN-програш для получения численных результатов. 

Представим искомые функции в следующем виде, автома

тически удовлетворяющем граничным условиям ( 6 ) : 

А , • exi • sin ($fi)- sin (9ГоСх) 

7 = А 2 
•eKi-SLn(tfz)-co$(9fcfx) 

A j eht- sin (9iz) • cos (9foCx) (7) 

Щ А , - eAi- cos (9lz) • sin (9īoL x) . 

Подставляя выражения (7) в систему ( б ) , получим однородную 
линейную алгебраическую систему относительно амплитуд. 
Приравнивая определитель этой системы нулю, получим дис

персионное соотношение (связь декремента Л и волнового 
числа оС ) . Наличие у этого уравнения корня с положитель

ной действительной частью свидетельствует о линейной не 

устойчивости решения задачи, при этом если мнимая часть 
корня равна нулю, то говорят о монотонной неустойчивости, 
в противном случае  о колебательной неустойчивости. 
Определенный интерес представляет случай наличия двойного 
положительного действительного корня  "колебательная не

устойчивость с нулевой частотой". Колебательные режимы 
движения могут существовать только в области параметров 
между границами колебательной неустойчивости и колебатель

ной неустойчивости с нулевой частотой. 
Выражение для границы монотонной неустойчивости по 

лучаем следующим образом: подставляем в дисперсионное со

отношение значение Л =0 и выражаем вгт в зависимости от 
других параметров задачи: 



r С г Sc PrCsr-f .М. f. PrScCrsCsH , 
Pr ScCTS-1 - < • 

L . PrScCTsCST~< f8) 

где ^ = 9Гга+ 
Критическое волновое число o c ^ , при которомсдостигается 
минимум GrT , находится из условия ъЦГт =0 

*с2 =ch (arch (иг-М- Рт/9/2)/з) - i/г. 

Как видно, с увеличением числа Гартмана растет и крити 

ческое волновое число. 
Границу колебательной неустойчивости находим следую

щим образом: подставляем в дисперсионное соотношение зна

чение Л -= icO , приравнивая нулю мнимую часть выраже 

кия, получаем cJ в зависимости от других параметров за

дачи; подставляем и> в действительную часть выражения к 
получаем соотношение для вычисления Gr° . Полученное 
соотношение описывает кривую второго порядка, в отличие 
от задачи о двойной диффузии и задачи о влиянии магнитно

го поля на конвекцию, где границей колебательной неустой

чивости является прямая. 

Границу "колебательной неустойчивости с нулевой час

тотой" находим, следующим образом: наличие двойного корня 
дисперсионного соотношения определяется равенством нулю 
дискриминанта этого соотношения; это приводит к алгебраи

ческому уравнению пятой степени для определения GrT . 
В годе работы системы REDUCE генерировалась FORTRAN-

программа для получения численных значений критических 
чисел Грасгофа. Корни многочленов вычислялись с помощью 
стандартной подпрограммы» 

Приведем некоторые результаты расчета критических 
чисел Грасгофа. 



Рг =1. 6г$ =0. аС=1. 

Рт м 

I . 100. 2753.19 * * 
2. 100. 4727.11 4503.53 3233.79 
5. 100. 10648.86 5942.50 2306.50 
10. 10. 2753.19 1911.34 1051.48 
10. '100. 20518.46 6445.79 2028.57 
20. 100. 40257.67 6702.17 1895.46 

*  колебательная неустойчивость отсутствует. 
Здесь полученные результаты хорошо согласуются с результа

тами работы /В/. 
Рассмотрим численное решение задачи ( 3 ) , (4 ) . Для 

решения этой задачи использовался метод БубноваГалеркина. 
Выбор базисных функций и методика подбора гармоник описаны 
в работе/4/. Расчеты проводились при значениях параметров 
задачи: числа Прандтля, магнитного числа Прандтля, числа 
Гартмана, числа Грасгофа и геометрических размеров, исполь

зованных в работе /7/, где задача решалась методом конечных 
разностей. Полученные результаты сравнивались по типу кон

вективного движения и вычисленной характеристике теплообме

на  числу Нуссельта. 
Приведем значения параметров задачи, при которых про

водились расчеты, и полученные значения числа Нуссельта. 
Рг =1. 61г, =0. оС  I . 

I . 100. 4000.(1.73 
2. 100. 4000.(1.12 

8000.(2.81 
5. 100. 2500.(1.03 

6100.(1.87 
10. 10. 1400.(1.09 

2200.(2.36 
10. 100. 3000.(1.28 

7500.(3.64 

N =4 М1 4 
(Ыи ; режим) 

с),6000(2.50;с),10000.(3.31;с) 
к),4800.(1.30;к),5000.(1.31;с), 
с) 
к) ,5500.(1.50;к) ,6000. (1.62; с ) , 
с),10000.(3.77;с) 
к),1750.(1.78;с),1800.(1.82;с), 
с) ,3200.(2.87;с) 
к) ,6250.(3.33;с),6500.(3.41;с), 
с) 



20. 100. 3000. ( I .Зб ;к ) ,6500. (3 .14;c ) ,6800. (3 .2 I ;c ) , 
7C00.(3.23;c) 

Полученные результаты по типу конвективного движения 
(колебательный, стационарный) совпадают с црииеденными в 
работе /?/, можно отметить и хорошую согласованность по

лученных чисел Нуссельта. 
В дальнейшем намечается широкое проведение нелиней

ных расчетов и сравнение с экспериментальными данными. 

Список литературы 

1. Гершуни Г .З . , Жуховицкий Е.М. Конвективная устойчи 

вость несжимаемой жидкости /М: ; Наука ,1972. 392 с» 
2. КпоЫосп Б., Proctor M.R.B. Nonlinear periodio con

vection in doublediffusive systems.//J.Fluid Mech. 

19S1.V.108.P.29131б. 
3. Veronis G. On finite amplitude instabil ity in thermo* 

haline convection //J.Mar.Res.1965.V,23. N 1.Р.1Й 
4 . Герценштейн С.Я.,Калейс А.Я. О некоторых вопросах коя 

вективной устойчивости трехкомпонентной жидкости //Пр* 
кладяые задачи математической физики.  Рига: ЛГУ им. 
П.Стучки, 1965.  С.92101. 

5. Герценштейн С.Я., Родичев Е.Б.,Семин В.Н.,Шмидт З.М. f 
нелинейных конвективных движения в средах с "двойной 
диффузией" /Докл.АН CCCP.I98I.T.257.» 3.0.350351 

6. Huppert В.Е., Moore D.R. Nonlinear doublediffusive 
convection //J.Fluid Mech. 1976. V .78.N 4.  P.821

854. 
7. Weiss N.O. Convection in imposed maj£netic field.Part. 1 

The development of nonlinear convection //J.Fluid Mech 
 1981. V.108. P.247272. 

8. Rudraieh N., Shivakumara I .S, Doublediffusive convec

tion with an imposed mimetic field //Irit .J.Heat Mass 
Transfer.  1984. V.27. -H 10.  P.1625-1836. 

http://CCCP.-I98I.-T.257.-�


УДК 519.6:518.61 
Х.Э.Калис 
ЛГУ им.П.Стучки, Рига 

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕМПЕРАТУРНЫХ И 
ВДРОДИНАМИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ В СИСТЕМЕ 
КРИСТАЛЛРАСПЛАВФЛЮС 

Процесс выращивания методом Чохральского кристаллов 
изпод слоя флюса сильно зависит от свойств флюса, кото

рый является более вязким материалом, чем расплав. Работа 
посвящена исследованию задачи определения температурного ' 
поля и гидродинамических потоков в системе кристаллрас

плавфлюс. 

Дифференциальная задача ставится в цилиндрической 
системе координат (г,в,г). В области = /"</?, 
0^9^237,0<2<го}находится жидкостьрасплав, область йг 

> {г0<г<Я, 0^6^29?, ж„<2<Н} занимает флюс, а в об

ласти 03 = (0<г<Го,0^8^2&, 2 0 « 2 « / / } имеется твердый 
кристалл, который вращается с угловой скоростью Я^О. 
В областях В( и 02 рассматривается следующая система 
безразмерных уравнений для осесимметрического течения ' 
вязкой несжимаемой жидкости / I / 

дГ+Ъ д г +Ъ д г = йеГдг г дг * д г 2 ! ' (2) 

& дт 

ди 

дг + ТГ, 
~ Я / ? е К дг V дг' дг2! ' (3 ) 

(4) 



ющие вектора скорости, Ч^—Ч^(^, г, 2) - функция тока 
жидкости, £ = £ (¿1 г,2)=~ - "нормированная" завихрен 

нэсть, со= дгГг/Эг - дггг/с)г  завихренность жидкости, 
Т— Т(£, 7*, 2)  безразмерная температура среды, ы = 
= ъ/({,г,г) = ив г - момент вращения, Ув - азимутальная 
составляющая вектора скорости, /?е=6/ 0/./о число 
Рейнольдса, и о = характерная скорость, & 1 , £<? 

угловая скорость вращения кристалла и тигля П и Гг , 
Г, =/>=/?, 0*8*2$, 0*2*И} - основание тигля, 
Г2={0<: г^Я, 0*8^2$, 2 = 0}  стенка тигля, £ = /? 

характерная длина (маштаб длины), Я , г0  радиусы кри

сталлизатора и твердого кристалла, ~да11/р> ,. V  кине 

матическая и динамическая вязкость, _р  плотность, 6г * 
• ^/3^д77. /\> 2  число Грасгофа, ^3  коэффициент объ

емного расширения, <з - ускорение свободного падения,д7^ 
* Т/та** ~'п  характерная температура, мак

симальная температура, Тп
 = Т/ Гц  температура плав

ления, Г,3={0*Г*Г0, 0*8*2$, г*20}  основание 
кристалла, Р=^/х  число Прандтля, /  параметр вре

мени, Х= х/Ср - температуропроводность, X , СР -

теплопроводность и удельная теплоемкость, £ 9  высота 
жидкого слоя расплава, И- 20  высота слоя флюса. 

Соответствующие переменные и постоянные в областях 
или 0 2 обозначаются индексами " I " м и "2" , а их от

ношение  индексом " а " , например, Р**рт/р1** ,}а=1е*)/у*) 

и т.д . С рядом твердых стенок Г, , Г2 , рассмотрены 
ось симметрии 

Г0^{г=6, 0*6*2$, 0<Ж*2.о], 

свободная поверхность области "флюса" 

Г3 ={г0< Г « / ? , ' 0*9*2$, 2=Н} , 

граница раздела сред "расплавфлюс" 

С„-{Гр*Г*Я , 0*8*2$, 2 = 20) , 
. твердая боковая стенка кристалла 

Г„-1г*гв,-0*8*2$, 20*2*Н). 



(8 ) 

(9 ) 

На твердых стенках Г, , Гг , Гп , Ггз ставятся сле

дующие граничные условия: 

I ) Ч> = 0 , (5) 

г) ы/Ггз = г*, ""/г^^г'/йи (6 ) 

ъц>\ эг1 эу! эу / 

а)Т/г13=о, т/г,--*, т/гг=т/ггз=о. 

На оси симметрии имеем 

на свободной поверхности 

а на границе раздела сред Г,2 /2/ 

В качестве начальных условий при ^ =0 берем 

Соответствующая начальнокраевая задача ( 1 )  ( 12 ) ре

шается методом сеток. Для этого на неравномерной сетке 



гЫо+, = г0,гы„ = 1, М0*М, Н0<Ы] (13) 

дифференциальные уравнения ( 1 )  ( 3 ) заменяют конечно

разностными, используя интегроинтерполяционный метод и 
линеаризацию относительно вектора и = (т*?,Т,'£) /3,4/. 
Полученная разностная схема монотонна. Уравнение (4 ) ал 

проксимируется на сетке (13) в центральных разностях.Про

изводные по времени заменяются разностями по времени впе

ред, т . е . 

где иц  приближенное, значение *!/( «̂ /» 11„*пТ'д 
" = 0 , 1 , . . . , *Ё - шаг по времени. 

Следовательно, каждое из уравнений ( 1 )  (4 ) на (п*1)~ 
ом временном слое, используя 5ти точечный шаблон, можно 
заменить конечноразностным в виде 

где коэффициенты 6, 5 , С, о/\у определяются соответст

венно из таблицы I . 
Таблица I . 

Значения коэффициентов разностной схемы 

и 
а0 

I 2 3 ' 4 5 6 7 

и / 0 

т р 0 



I 2 3 4 5 6 7 

% / / 
г 

0 Л " " 
9/Т Зп 5; 

0 Г1Щ-

Здесь ^ ^ ^ ^ - Щ ^ Й Щ 

АуЬ&Ь, АгГ*ё*£, Г=2Яеиг-\ 

Т^ТДйеИ^,), Г^Г/СЯек^), 



Для постановки граничных условий для £ на твердых 
'стенках использовались граничные условия Вудса для равно

мерной сетки / I / , т .к . первые два шага сетки от твердой 
границы брались одинаковыми. Используя алгоритм получения 
условий Вудса на твердой стенке, можно получить условие 
второго порядка точности такого типа на границе раздела 5 

Г12 в виде 

*<*> з " [<(,»<<>,,,,&> у&ж*11 ±у<*> )У 

где . 

9=9»0 = 9*.+< 
' На оси симметрии Га использовалось условие второго 

порядка аппроксимации в виде 

Условие дТ/дг ~0 на свободной поверхности Г$ 
заменялось следующим разностным условием второго порядка 
точности 

9м^М.^мКМ^9м^)%м^9м
 Т1,м-< = 0. (17) 

Каждое из разностных уравнений (14) на )ом 
временном слое решается итеративно методом локальной релак 
сации, т . е . 



ич +со^и^ (к=о,1,...,к), (18) 

где 
/1*-/£ //п**'\* и"**'**1 ,,П+4,К . ,м,кн _ » 

^ у г 4 у . э % ,<К#4<2,'>-*Г*Г1, 
]=г,...>М. 

Коэффициенты локальной релаксации определялись по 
формулам, предложенным И.А.Зрязиновым в 1984 г. в Новоси

бирске на X Всесоюзном семинаре по вязкой жидкости: 

^ у = 2 / ^ с ; ^ / 4 у  ^ с { /  4 / ^ ^ ^ ^ . » (Х9) 
где 



Другой вид коэффициентов локальной релаксации дан в /5/. 
При проведении расчетов решалась нестационарная задача, 
хотя основной интерес представляет стационарное решение. 
В этом подходе шаг по времени рассматривается как итера

ционный параметр ( К =1 ) , а для определения выхода ка ста

ционарный режим использовалась относительная ошибка для 
завихренности п н 

тах/$.. - £••/ 

е*-^/,~, т. • & 
Задавалось определенное число временных шагов п^па , 
где п0 =350 и в зависимости от величины шага по времени 
($~а1;0,1; 0,05; 0,01) проверялось условие £ # < 0 , 0 1 . 

Для выяснения качественного поведения течения будем 
считать, что все параметры в. двух средах, кроме вязкостей 
^ совпадают. Основные результаты расчета для модельных 

задач были получены при % =0,05; Га =0,2; Л о =0 ,8 ; /? • 
= Н=1 на двух неравномерных сетках: 
1) М0 =13, "А/0=7, М А/= 20, т1пд^-т1п^ =0,025, 

тах^ = гпахЬ1 =0,1; 
2) Л/0=26, Н0 =14, М =//=40, тУп^- =гг>1п/?у =0,012Г 

тахд;- = /пахпу =0,05. 
В таблице 12 приведены результаты вычислений изотер

мической задачи при Я2 =0, йе0) =4000 , 6% = 0,01, 
где , Ч*£1 - экстремальные значения (положитель
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ные максимумы и отрицательные минимумы) функций тока 
соответственно в области расплава и флюса (два вида этих 
значений с разными знаками указывают, что в данной об 

ласти имеется два вихря), %ехЬ - экстремальное значение 
завихренности % на границе Г/г со стороны расплава. 

Таблица 2 

Результаты расчетов изотермической задачи при £? 2 =0 

№ 1а 40 §с 4 0 < ^ 40 

I I 0,072 0,032; 0.007  415 
2 10 0,064 0,002; 0,001  743 
3 100 0,063 0,0002;0,0002  795 

Видно, что величина растет по модулю с ростом 
числа ^ д . В пределе, когда ув—оо , величина _$ех/ 
стремится к значению уа на твердой стенке, т . е . при боль

ших 7а для функций £ на. Г/г можно ставить граничные 
условия типа Тома и Вудса на твердой стенке, пренебрегая 
слоем фтаса. Распределение момента вращения ЬХ при »» Л * 
=100 на границе раздела Г,2 отличается от распределе

ния для квазитвердого вращения. Более точно для рас

чета без флюса при больших значениях ^ а вместо краевого 
условия первого рода для ЬУ на Гп (распределение квази

твердого вращения) задавать условие Неймана, т . е . ^^Т^ = 
=0. Ясно, что на Г,2 , решая задачу без флюса, нельзя за

давать условие стенки без трения ( % =0 ) . Из таблицы 2 
также видно, что интенсивность вихрей (значения » , 
^ « х * п 0 М 0ДУ Л Ю ' уменьшается с ростом 7 а , т . е . слой 

флюса стабилизирует течение жидкого расплава. 
Если одновременно вращается кристалл ( &, ¿0) и ти 

гель ( й г / 0 ) , то картина течения усложняется. Например, 
если Яе «2000, =4/5 (вращение тигля в противо

положную сторону) уа =100, то имеем 20 £вхг =250, 



20 У' jl =0.011;  0,011 (в области расплава имеется 
два вихря), 20Ч*,А = 510 а ; 3Ю . Аналогичный рас

чет без учета флюса дает 20<АУХ£ =0,018;  0,016. 
Чтобы учесть влияние температуры, предположим, что 

Rea=K-', вга=к'г, Ра = х , Ча^* . где К =10; IC0; 
1000. Точность вычисления в зависимости от шаго" двух 
пространственных сеток контролировалась при /?е'=4000, 
P " J = 0 , 0 I ; Gr" = Ю 5 , £ 2 = 0 , К =1000. Получено, что 
на грубой сетке 21x21  40 Ч><^ =0,035, а на мелкой 
сетке 41x41  40 Ч^ех{ =0,036. Далее все расчеты были 
проведены на грубой сетке 21x21. Результаты расчетов при 
Q2 =0 показали, что I ) с ростом числа Re0) вклад кон

векции уменьшается и начинает доминировать вторичный 
вихрь, вызванный вращением кристалла, при этом для к о н  э 

векции характерен вихрь с Уexi > 0, а для враща

тельного движения вихрь с > 0; 2) с ростом чис

ла , так же как и в изотермическом случае, интенсив

ность вихрей во флюсе уменьшается и гидродинамика флюса 
мало вличет на гидродинамику расплава, например, при К « 
=100, Яв"400 , 6/° = Ю 6 , Р11) =0,01 имеем 4 % 1 & « 
=0,75, 4 Ve"i « Ю  4 , 4 $ext =213, а без флюса 

4 У $  .  0 ,85 , 4 fai 227. 

Стационарное течение в расплаве состоит из двух вихрей, 
например, при К =1000, Re" =4000: Gr(' = Ю 5 , Р ( 0 =0,01 
имеем 40 =0,036;  0,026, У $ Ю  8 ; 40 $ e x i = 
=101. Распределение температуры аналогично распределения 
момента вращения на границе раздела Г,г с ростом К 
отличается от линейного распределения. Так, например, е с 

ли Re'° «4000, Gr(i)  Ю 5 , Р(° =0,01, то разность тем

пературы от линейного распределения достигает значения 
0,35 ( К =100); 0,51 ( К 1000) при г =0,45, причем 
д'Т/дгЧГп<0. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕХНОЛОГИЧ.ЕСКИХ 
ПРОЦЕССОВ ИЗГОТОВЛЕНИЯ СБИС С УЧЕТОМ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ТЕМПЕРАТУРЫ И ТЕРМОНАПРЯЖЕНИЙ В СТРУКТУРЕ 

В настоящее время широкое развитие получило примене

ние математического моделирования технологических процес

сов изготовления СБИС (см.например, /1/,/2,/3/). В основ

ном моделируется центральный процесс технологии  диффу



зионное создание слоев легирующих примесей и связанные с 
ним процессы  окисление, наращивание, травление и др. 
При эгом внимание исследователей концентрируется на явле

ниях, проходящих на микроуровне, в пределах одного прибо

ра или его части, пренебрегая процессами, происходящими в 
полупроводниковой структуре в целом. Такое пренебрежение, 
конечно, объясняется не отсутствием понимания существен 

ного значения этих процессов, а трудностями прямого мате

матического описания процессов групповой обработки, в ча

стности, происходящих в диффузионной печи. 

Целью работы, представленной в настоящей статье,яв

ляется создание математической модели и реализующего ее 
математического обеспечения, позволяющих,кроме обычно рас

считываемого распределения легирующих примесей в отдель 

ном приборе,получить еще и нестационарное распределение 
температуры и компонент термонапряжений пр радиусу в 
структуре. 

I . Описание технологического маршрута 

Технологический процесс изготовления СБИС характе

ризуется большим количеством разнообразных этапов, в те 

чение которых и происходит образование отдельных элемен

тов /4/, /5/. 
При разработке математической модели в качестве ос

новы описания этапа была взята термическая история плас 

тины, поскольку температура является наиболее общей хара

ктеристикой любого высокотемпературного процесса. Б част

ности, именно перепад температуры, возникающий в пластине 
при нагреве, или охлаждении, обуславливает появление термо

напряжений, которые могут вызвать и нередко вызывают об

разование дислокаций или даже разрушение структуры.Кроме 
того, достаточно точное распределение температуры в плас

тине может дать возможность учесть влияние температурного 
поля на рарброс характеристпс отдельных приборов, находя

щихся в центре или на периферии пластины, где температура 
по времени изменяется псразному и, следовательно, диффу



зия примесей проходит иначе, например, изза зависимости 
коэффициента диффузии от температуры. 

Изменения температуры имеет наибольшее влияние на 
этапы, проводимые в прямоточном реакторе, поскольку там 
пластина нагревается с периферии и перенос тепла проходит 
в радиальном направлении, в отличие от этапов, проводимых 
в эпитаксиальном реакторе, где теплоперенос проходит в 
поперечном направлении, и, следовательно, температура ус 

танавливается намного быстрее и влияние нестационарного 
изменения температуры в этом случае существенно меньше. 

Считается, что в течение этапа температура нагрева

теля меняется линейно от начальной температуры до конечной 
температуры за определенный отрезок времени. Таким обра 

зом, термическую историю этапа можно описать двумя числа

ми длительностью этапа 0 и конечной температурой Тк . 
Начальная температура этапа совпадает с конечной темпера

турой предыдущего этапа, поскольку считается, что этапы 
идут друг за другом непрерывно. 

Совокупность всех этапов образует технологический 
маршрут. 

При описании реального процесса технологический мар

шрут удобно формировать из групп этапов, описывающих опе

рации от начала нагрева до конца охлаждения. В частности, 
в случае сложного хода изменения температуры нагревателя 
можно это изменение аппроксимировать отрезками прямых, и 
каждому отрезку сопоставлять отдельный этап. 

Следует заметить, что одинаково описывается нагрев 
пластины обеспечиваемый как изменением температуры нагре

вателя при неподвижной садке, так и при продвижении садки 
внутрь печи с нагревателем при неравномерной температуре. 

Пример начала технологического маршрута приведен на 
рис.1. Считается, что в начале каждого технологического 
маршрута температура нагревателя равна комнатной. 

Технологические операции, как, например, ионное ле 

гирование, не связанные с существенным изменением темпера

туры, но влияющие на распределение примесей или другие 



5 

о 1 1 1 1 1 

20 40 60 80 100 имкм) 
Рис.1. Изменение температуры нагревателя в течение 

, одного этапа технологического процесса. 

2. Распределение температуры в пластине 

При исследовании температуры рассматриваются только 
пластины, находящиеся в середине, садки, условия нагрева 
которых приближенно можно считать симметричными по отно 

шению к серединной плоскости пластины. Кроме того, распре

деление температуры считается осесимметричным. В этих пред 
положениях средняя по толщине пластины температура Т круг 

лой пластины радиуса /? и толщины Н может быть найдена из 
решения уравнения теплопроводности, осредненного по толщи

не пластины: 

ат=Ш + ±Ш , 0 < г < я , 

важные параметры приборов, могут быть включены в техноло

гический маршрут как этапы нулевой длительности. 



где а - температуропроводность материала пластины. 
На оси пластины ставится обычное условие симметрии 

а на кромке пластины условие теплообмена излучением с 
нагревателем печи: 

где у\  теплопроводность пластины, £  осредненный коэф

фициент черноты стенки нагревателя и кромки пластины, Тм -

температура нагревателя. В сущности, Тм является темпера

турой внешней среды, в которой в настоящий момент нахо 

дится пластинка. 
Полученная простая краезая задача решается численно 

неявным разностным методом. Значения температуры нагрева

теля берутся из описания технологического маршрута. 
Представление о характере изменения температуры в 

пластине дает рис.2, на котором приведен..! зависимости пе

репада температуры между периферией и центром пластины 
для различных способов нагрева. В течение первых 10 минут 
пластинка нагревается от комнатной температуры до 800 гра

дусов Кельвина, а потом в течение отрезка времени ми

нут  до температуры 1400°К и потом выдерживается при этой 
температуре. На рисунке приведены зависимости перепада тем

пературы для различных значений ~Ь 2 . 
Получившиеся значения перепада температуры достаточ

ны, чтобы создать заметные термоупругие напряжения. Прямо

го сравнения с измерениями температуры в настоящее время 
не имеется, однако измерения для близких к настоящей пос

тановке условий показывают /б/, что значения перепада тем

пературы, получившиеся в расчетах, не завышены. 

3. Расчет термоупругих напряжений 

При термообработке пластин, при эпитаксиальном нара

щивании слоев, при внедрении примесей диффузионным мето 



Рис.2. Зависимость перепада температуры между периферией 
и центром пластины от времени при различных 
способах нагрева. 
I  ¿2 = 5; 2  £ 2 = 40; 3 -1г = 60; 4 -^z= 100. 

дом в пластинах возникают перегады температуры, вызывающие 
термонапряжения. Поскольку пластина является плоской толь

ко в идеальном случае, а в действительности всегда имеет 
сферический изгиб, то возникающие температурные напряже

ния частично снимаются дополнительным изгибом пластины. 
Математическое моделирование указанных явлений осно

вывается на работах по теории оболочек /7/, /8/ и приме

нительно к эпитаксиальному наращивалию было начато в ра

боте /9/ без расчета температуры и в работах /Ю/, / I I / 
с учетом распределения температуры. Расчет термонапряже

чий при нагреве в прямоточной печИ существенных отличий 



от расчетов для эпитаксиального наращивания не имеет, ес 

ли распределение температуры известно, и если считать, 
что изменение упругого состояния происходит значительно 
быстрее, чем изменение температуры, т . е . можно решать 
стационарные уравнения для определения термонапряжений и 
нестационарное уравнение для температуры. 

Считая круглую пластину изотропной и имеющей перво

начальный сферический изгиб радиусом Я0 , учитывая не

линейное влияние изгиба и предполагая, что температура 
постоянна по толщине пластины, можно выписать уравнения 
для изгибающей силы N и радиальной производной вертикаль

ного смещения Ы : у = ^— 

где и0  первоначальное сферическое смещение, Е  модуль 
Юнга, оС  коэффициент термического расширения, р-  коэф 

фициент Пуассона. 
Краевые условия для свободной осесимметричной пласти

ны имеют вид: 

— = О Ц=0, г = О 
с/г 

Решив эту систему уравнений и получив значения N и 
у , можно рассчитать средние значения по толщине напря 

жений <эг и б у . 
В качестве примера расчетов на рис.3 приводятся рас

пределения <эг и 6"^ по радиусу. Для компоненты напряже

ний <5у характерен быстрый росу абсолютного значения 
вблизи периферии пластины, где значения всегда выше, чем 
в центре пластины. Другая компонента <эг достигает макси
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Рис.3. Радиальная зависимость компонент напряжений. 

мума в центре, где ее значение совпадает со значением (э^,. 
Таким образом, наибольшее значение всех компонент напряже

ний достигается у (о,,, на периферии пластины, поскольку, 
как известно из предыдущих расчетов, компонента (эгг полу

чается значительно меньше компонент <эг и б<̂ > . 
Поэтому для простоты можно ограничиться выводом и 

изучением поведения только компоненты (Эу> при r=R . Из

менение по времени этого значения при условиях нагрева, 
соответствующих рисунку 2, приведено на рис.4. 

4. Программное обеспечение моделирования процесса 

Программное обеспечение моделирования технологичес

кого процесса разрабатывалось с целью создания програм 

мной системы, позволяющей пользователю  инженерутехно

логу проводить поиск наиболее приемлемых режимов техно 
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Рис.4. Зависимость максимального значения компонент 
напряжений <6Г и бу от времени при различных 
способах нагрева. 
I  £ 2 =5; 2  £ 2 = 4 0 ; 3  Ьг =60; 4  Ьг =100. 

логии, исходя из разработанных им самим собственных кри

териев оптимальности. Следует отметить, что речь идет 
именно о поиске, сама система не должна вырабатывать ни

каких предложений, претендующих на оптимальность. 
Работа с такой системой должна проходить в диалого

вом режиме, и для обеспечения успешной работы она должна 
содержать средства помощи пользователю  вывод достаточна 



подробных объяснений на экран дисплея и возможность вы 

зова экранов помощи, содержащих описание возможностей 
системы и способов пользования ею. 

В настоящее время разработка система поиска опти 

мальных режимов технологии  СПОРТ85 в качестве первого 
шага продвижения к этой цели. В системе реализовано опи

сание технологического маршрута, как оно излож но в раз

деле I , при этом фактически задается не один технологи 

ческий маршрут, а целая их совокупность, поскольку пре 

дусмотрена возможность задания цикла при описании отде 

льных этапов маршрута. Циклы могут быть как по длитель 

ности этапа, так и по конечной температуре этапа. 

Другими словами, для того, чтобы провести поиск на

ибе лее эффективного набора этапов, обеспечивающих, напри

мер, быстрый и безопасный нагрев пластин, пользователь 0 

может предусмотреть при расчете какогонибудь этапа пере

бор значений длительности этапов и/или конечной темпера

туры, начиная с заданного начального значения до задан 

но го конечного значения с заданным шагом. 
Поскольку реальный маршрут содержит достаточно много 

этапов,то внесение данных о всех этапах маршрута в диало

говом, режиме будет занимать большое время. Кроме того,мо

гут быть маршруты малоотличающиеся, такие, например, ко 

торые относятся к отдельным приборам одной и той же мик 

росхемы или к отдельным частям одного и того же прибора. 
Занесение таких маршрутов в диалоговом режиме по отдель 

ности нецелесообразно. Поэтому в системе предусмотрена 
возможность ведения библиотеки описаний технологических 
маршрутов. В этой библиотеке хранятся данные об этапах 
отдельных технологических маршрутов. Маршруты в библиоте

ку заносятся по имени, и по этому имени их можно вызвать, 
просмотреть, откорректировать, выпочатать, запомнить зано

во под тем же или другим именем и запустить на счет. 

Счет маршрута может проходить в автоматическом и по

этапном режимах. В автоматическом режиме счет ведется 
по данным маршрута, предварительно считанного с библиоте



ки, до тех пор, пока пользователь не затребует переход 
на поэтапный режим. В этом режиме на экран выводятся дан

ные о текущем этапе маршрута, считанного с библиотеки 
(если это было сделано), их можно изменять, и после изме

нения продолжить счет до следующего этапа. 
Кроме распределений температуры и термонапряжений, 

рассчитываемых по описанной выше методике, система в на

стоящее время проводит расчеты по одномерным приближени

ям процессов диффузии легирующих примесей с учетом эле

ктрического взаимодействия /2/, а также расчет процесса 
окисления /4/ и ионного легирования /5/. 

Предполагается, что техника работы с программой мо

жет быть освоена непосредственно в ходе работы, исполь 

эуя средства помощи, представляемые системой. 
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ЧИСЛЕННОЕ СРАВНЕНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 
КРИСТАЛЛОВ КРЕМНИЯ ПРИ РАЗЛИЧНЫХ УСЛОВИЯХ 
ОХЛАЖДЕНИЯ 

В технологическом процессе производства монокристал

лов полупроводниковых материалов кремния, после их выра

щивания из расплава, кристаллы помещают в специальную ка

меру для ускоренного охлаждения. Однако при интенсивном 
охлаждении скалывающие напряжения становятся слишком ве

лики, что может привести к растрескиванию слитка. В рабо

те / I / рассматривались расчеты напряженного состояния 
кристаллов кремния (диаметром 80 мм), при их охлаждении в 
специальной камере, наполняемой инертным газом под высо 

ким давлением. В результате произведенной серии расчетов 
для различных режимов охлаждения получено, что максималь

ный уровень сдвиговых напряжений в кристаллах достигает 
3 кГ/мм^. Эта расчетная величина, по имеющимся в литера

туре данным, находится близко к пределу прочности при од

ноосном сжатии монокристаллов кремния вдоль направления 

В настоящей работе производятся аналогичные исследо

вания для кристаллов кремния большого диаметра (150 и 250 
мм), охлаждаемых после выращивания из расплава. Рассмат 

риваются два способа охлаждения. В одном случае слиток 
отрывается, затем приподнимается над расплавом и в таком 
состоянии в течение некоторого времени охлаждается до 
температуры примерно 100°С. В другом  слиток после отрыва 
от расплава помещают в специальную камеру, которая поддер

живается при постоянной температуре 50°С. Цель расчетов 

определение максимального уровня скалывающих напряжений и 
их 'анализ при различных режимах охлаждения. 



В первом разделе данной работы коротко изложена ме

тодика расчета тепловой задачи, задачи термоупругости в 
перемещениях и определение скалывающих термоупругих нап

ряжений. Далее, во втором разделе приводятся результаты 
расчетов полей температур и напряжений в процессе охлаж

дения слитков, и величины максимальных сдвиговых напря 

жений в зависимости от времени охлаждения. 
I . Рассмотрим осесимметричный слиток радиуса Я и 

высотой Н , в координатах ( Г,х). Уравнение теплопро 

водности запишем в следующем виде 

сЯы ~Лг ЬгУ дг*1 А Эх2
 0<х<И ч 1 ) 

о 
С  удельная теплоемкость, р  плотность, Л  тепло

проводность. 
Теплообмен кристалла с внешней средой Т( (х,1) про 

исходит за счет излучения. Это означает, что на поверхно

сти кристалла выполняются условия: 

Л^. = -£<5-(Т*-Т?(х)) ,приг=/? (2) 

Л§ = -еб(т^(Ю) • г Щ ? к х = н ( 4 ) 

£  степень черноты, б  постоянная СтефанаЕольцмана. 
Т ( г , х , ^ )  искомая температура кристалла, 7/ (*,^)  за

данная температура внешней среды. 
Кроме того, на оси при г =0 выполняется условие симмет

рии 

Эг и • (5 ) 

в начальный момент времени \\ задается температура 



Т^Т^ч (ж,г), (6) 

которая равна температуре кристалла, на момент его отрыва 
от расплава. Эта температура рассчитывается решением за 

дачи при выращивании слитка из расплава. Для решения теп

ловой задачи ( 1 )  (6 ) применяется метод конечных разнос 

тей, итерационный процесс строится на основе метода пере

менных направлений, /2/. 
Определение температурных напряжений производится по 

следующей схеме. Записывается система уравнений термоуп 

ругости в перемещениях, /3/ 

\дг* г дг г*) + Эх' +°дгЬх дг (7) 

г г У + 1 эй ^п эгу ^А гэ гъи Ц}1 ^<>т 
+ 7 э7 +а +61-Ыс УЬТ + —)]=о!Эх-' (8) 

с граничными условиями при свободной от внешних сил по 
верхности кристалла: 
при г = /? 

дг 

ПрИ X аО, Х- И 

дх 

и условиями симметрии при г =0 

и-о. ^г-о 

(9) 

(10) 

2/< ' °Ч-2/< ' ' ( И ) 



у< , оС  коэффициенты Пуассона и термического расширения. 
Если задача ( 7 )  ( I I ) решена, то компоненты тензора напря

жений определяются следующим образом 

бп-°1ди: + дг-1 (12) 

6  модуль сдвига. 
Далее, по рассчитанным компонентам тензора напряжений оп

ределялись осредненные по системам скольжения среднеквад

ратичные касательные напряжения 

ЩИЩ^Щ: (1з) 

Эти формулы являются удобным средством для оценки величин 
скалывающих напряжений, действующих по системам скольже 

ния. 
Задача (7 )  (13 ) решается разностным методом, / I / . 

Для уравнений задачи термоупругости ( 7 )  ( 12 ) строилась 
консервативная разностная схема на основе интегроинтер

поляционного метода Самарского /2/. Нар^лпение консерватив

ности приводит к дополнительной погрешности в определении 
напряжений по формулам ( 1 2 ) , при этом нарушается баланс 
сил для уравнений равновесия ( 7 ) , ( 8 ) . 

Итерационный процесс решения системы разностных 
уравнений строится на основе метода переменных направле

ний. Итерационный счет ведется до выхода на стационар, что 
контролируется по величине 



max I ^ / 5 & > (14) 

где (U,W) - разностные функции перемещений, к  номер 
итерационного слоя, t  параметр. 
В расчетах принималось £ ^ Ю  3 , это обеспечивает нуж 

ную (порядка 23^) точность расчета компонент напряжений, 
что проверялось на модельных примерах. 

Выше уже отмечалось, что исходное температурное поле 
Т ( г , а г ,^ ) является нестационарным. Компоненты тензора 
напряжений в данном случае рассматриваются в предположе 

нии "смены стационарных состояний", т . е . температурное 
поле рассчитывается на любой заданный момент времени, и 
на этот момент времени рассчитывается стационарное поле 
упругих напряжений. При этом имеется в виду, что напряже

ния уепевают подстраиваться под заданное состояние темпе

ратурного поля, полученное на момент времени t . Таким 
образом была рассчитана серия вариантов полей напряжений 
на различные моменты времени. 

Для расчетов был составлен пакет программ, состоящий 
из отдельных модулей: тепловой задачи, решения уравнений 
равновесия в перемещениях, определения термоупругих нал 

ряжений, расчета скалывающих напряжений. Практика расче 

тов показывает, что для решения задачи определения нал 

ряжений с достаточной степенью точности требовалось 100

150 итераций для определения перемещений при числе узлов 
разностной сетки 20x50. 

2. Рассмотрим некоторые результаты расчетов, которые 
приведены на рис.14. 

На рис.1 даны максимальные значения скалывающих нап

ряжений *Гз в кристалле, в зависимости от времени охла

ждения t . Сплошные линии на графике указывают значения 
t i для диаметра кристалла 250 мм, прерывистые  для 

диаметра 150 мм. Графики 1,2 рис.1 соответствуют охлажде

нию кристаллов над расплавом, графики I ' , 2' охлаждению 



Т(мг/ммг) 

о 

30 60 90 120 Ucenj ' 
Рис.1. Величина максимальных сдвиговых напряжений 

кг/мм^ в кристалле в зависимости от времени 
охлаждения t сек. 
1  кристалл R=I25 мм охлаждается над расплавом} 
I*  охлаждается в камере; 
2  кристалл R =75 мм охлаждается под расплавом} 
2'  охлаждается в камере. 

кристаллов, в камере. В начальный момент времени максималь

ные значения Т л невелики. Для кристалла диаметром 150 мм 
Tj=0,25 кг/ми^, а для кристалла диаметром 250 мм макси

мальное 'tj в0,65 к г А о г . В этом случае градиенты темпе

ратуры тоже невелики, они соответствуют градиентам темпе

ратуры на момент окончания процесса выращивания из распла

ва. Градиенты по длине в среднем составляют 1820 °/см для1 

кристаллов обоих диаметров при длине кристаллов равной ЗДч 
Можно было заметить, что для кристалла Д=250 мм Т3 боль

ше, это объясняется в основном тем, что градиент темпера



туры (6070 °/см) по радиусу в 23 раза больше, чем у 
кристалла Д=150 мм. 

Далее, если кристалл оторван от расплава ( ~ на 2 см) 
и охлаждается над ним, то напряжения с течением времени 
несколько увеличиваются и достигают максимальных значений 
для кристалла Д=150 мм 0,36 кг/мм2, а для Д=250 мм 0,8

0,9 кг/мм2, при t =1015 сек. Затем, с увеличением вре 

мени охлаждения, напряжения T j уменьшаются. Процесс ос

тывания обычно происходит 23 часа. Температура внешней . 
среды при остывании над расплавом задавалась следующим 
образом : 

/ к t 
Т, (х, Z) m Тпер е ' - х (x+h0), 

И0  высота отрыва кристалла от расплава, Тпер  тем

пература поверхности расплава. 
Если кристаллы помещаются для охла,,Ления в камеру, 

температура которой поддерживается при 50°С, то, как и 
следовало ожидать (графики I ' , 2 ' рис.1 ) , напряжения за

метно вырастают, достигая максимальной величины для Д= 
=250, Tj =3,5 кг/мм 2; для Д = 150, t3 =2,6 кг/мм2 при. 
времени охлаждения 2530 сек. При увеличении времени ох

лаждения максимальные сдвиговые напряжения убывают. Если 
время I =120 сек, то в кристаллах охлаждаемых над рас

плавом Xs < 0,3 кг/мм2, для Д=150 мм и Т , < 0,5 кг/мм7 
для Д=250 мм, если кристалл охлаждается в камере, то со

ответственно Т3 < 3,2 кг/мм2 и Т3 < 2,5 кг/мм2. 
На следующих рисунках 24 рассматриваются результаты рас

четов более подробно, кроме того приводится распределение 
температуры в кристалле на различные моменты времени. На 
этих рисунках все результаты расчетов приводятся для кри

сталлов диаметром 250 мм. На рис.2,а) даны изотермы при 
t =0, на момент окончания выращивания слитка. На рис.2,в) 
распределение напряжений T'j . Максимальные T j (0,65 
кг/мм2) находятся в области поверхности кристалла на рас

стоянии диаметра от тори? На рис.3 аналогичные результа



Рис.2. Изотермы в °К ( а ) к величина сдвиговых напряжений «Г, 
в кг/мм3 ( б ) ь кристалле Д=250 мм, при ¿ « 0 . 



а б 

Рис.З. Изотермы в °К (а ) и величина сдвиговых 
напряжений Т 3 в кг/им3 (б) в кристалле 
О «=250 мм, охлаждаемом над расплавом, при 
Г  12 сек. 



Рис.4. Изотермы в °К ( а ) и величина сдвиговых 
напряжений ?3 в кг/мм3 ( б ) в кристалле 
Д-250 мм, охлаждаемом в камере, при 12 сек. 



ты при охлаждении над расплавом при t =12 сек. Градиенты 
температур здесь несколько больше, больше и Т'з (0,85 
кс/тг). На следующем рис.4 при охлаждении в камере вид

но, что изотермы сильно изогнуты, что свидетельствует о 
больших градиентах температуры (более 100°/см) в кристал

ле , значения Т3 на момент охлаждения t =12 сек дости

гают величины «v 3 кг/мм2. Такой интенсивный процесс 
охлаждения может привести к растрескиванию кристалла. 

Приведенные расчеты позволяют определить уровень и 
распределение максимальных скалывающих напряжений и их 
изменение в процессе охлаждения слитков. Это дает возмож

ность выбора более безопасного режима охлаждения с точки 
зрения возможного растрескивания кристаллов. 

В расчетах приняты следующие величины физических 
констант: 

G « 5100 кг/мм 2, ß «1/3, оС х о ^ е - ю - 5 ^ » ^ -

Т„аж I4I0°C, Н « ЗД, р = 2300 кг/м 3 , 
Л - 2 1 ' 6 ХГТрад • С « 9 8 W r W • £  0 ^ . 
к, = 0,27 Ю " 3  g l j  , К »2000 град/м. 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ДЛН ЧИСЛЕННОГО РАСЧЕТА 
МГДТЕЧЕНИЯ й ОСЕСИМЖГРИЧНиХ МАГНИПГМ И 

ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЯХ 

Рассматриваются две математические модели осес.чммет

ричного КГ'Д  течения в цилиндрической области, возникаю

щего в результате взаимодействия протекающего по жидкости 
электрического тока /^(^'^-'/г) и внешнего магнитного 
полл ё1~(Вг>,Оу&^). Ток обугливлен (рис,1) разностью 
потенциалов между центральным алектродом I , стенками и 

дном цилиндрической емкости 2 . 
Магнитное поле в области,зани 

маемой жидкостью 3, образуете» 
как суперпозиция полей днух ди

полей,расположенных на оси сим

метрии цилиндрической емкости и 
имеющих противоположно ориенти

рованные магнитные моменты.Пред

полагается, что магнитное поле 
токов, протекающих в жидкости, 
значительно меньше внешнего поля. 
Ниже приводится сравнение двух 
вариантов математического описа

ния вышеуказанного МГДтеченин с 
точки зрения фиэичоской адекватности получаемых дискрет

ных моделей и экономичности счета. 

Математические модели 

В соответствии со схемой рис.1 и с учетом аксиальной 
симметрии, задача рассматривается в цилиндрической сис

теме координат. В общем случае гидродинамика жидкости 
характеризуется полями скоростей 2 2 ) ) 
и давления .рэ -г/о(*? з). Вместо переменных • , 
и целесообразно ввести новые переменные : О  угло

Рис.1. Принципиальная 
схема физической мо

дели. 



вая скорость азимутального вращения, V/ - момент ротора 
скорости и V  функция тока Стокса, которые определяют

ся следующим образом: 

Тогда соответствующая система уравнений принимает вид 

(4) 

(б) 

(7) 

(8) 

где Г и ¿7  полные потоки соответственно £2 и , 
^  плотность электрического тока,  кинема 

тическая вязкость,  плотность жидкости. 
Для электромагнитной части задачи имеются два варианта 
математического описания, из которых получаются следующие 
выражения для электрического тока : 

< 1 0 > . (12) 

где Ф  функция электрического тока (ФЖ**Н^ ), 
Ф _~ скалярный потенциал электрического поля. 
Одним из математических отличий этих вариантов явля

ется изменение рода граничных условий для физически эк

вивалентных моделей. В первом случае условие эквипотен

циальшсти на поверхности 5 при помощи скалярного потен

циала определяется условием ^Р/^сопз-Е ,а во втором  фун

кцией электрического токи с условием^^7 «0 .Физичес

кий смысл этих вариантов _включается в фиксации различных 



электрических режимов при изменении внешнего магнитного 
поля. В этом случае с помощью <Р фиксируется постоян

ное значение электрического напряжения между электро 

дами, а при помощи ф фиксируется величина протекающе

го по жидкости тока при условиях эквипотенциальчости на 
электродах. 

Практически, численная реализация системы уравнений 
гидродинамики совместно с уравнением для функции элект

рического тока Ф , изза более жестких требований к 
величине дискретного шага по времени, оказывается мало

эффективной, в сравнении с аналогичным вариантом при 
использовании скалярного потенциала *Р .Обнаруженное 
отличие по требованиям к величине шага по времени объ_° 
ясняется, повидимому тем, что при помощи Ф плотность 
электрического тока ^ , в уравнении (5 ) для й , опре

деляется по явной схеме из соотношений ( 9 , 10 ) , а при по

мощи ^ часть электрического тока определяется неявным 
образом через переменную £2. . Исходя из вышесказан

ного, далее будут рассмотрены варианты математической 
модели только со скалярным потенциалом У . 

При переходе к безразмерной форме уравнений в качест

ве характерных параметров выбираются радиус емкости <?о , 
разность потенциалов между центральным электродом и 
стенками емкости а * Й и значение индукции магнитного 
поля, определяемое из следующего соотношения: 

Ь : ( 1 3 ) 
где V  объем, занимаемый жидкостью, 
Таким образом, в , характеризует среднеквадратичное 
значение индукции в объеме. В качестве характерной ско

рости и времени соответственно выбираются: 

^ & < 1 4 а>; Г о т » (146) 
Система уравнений в безразмерной форме имеет вид : 



^-±гг. ( I?) л —  ( ю ) 

где Ус» =В.£^Ъу(Рд)'- число Гартмана, Р"-^' - число 
подобия электрического потенциала. 

Во второй варианте математической модели вместо у г 

ловой скорости £2 и момента ротора скорости V/ 
вводится момент азимутального вращения 4^ и функция 
вихря £" , которые определяются следующим образом: 

( 2 1) ( ^ 
В переменных и вместо уравнений (15,16,20) 

получаются следующие уравнения в безразмерной форме: 

гН1ж +г.Ш; 

~^^Ж1~н^ьг^' (24) 

хъ-Г„[Л±+±<±в У ^ / ' - ' М - ^ - ( 2 6 > 



Граничные и начальные условия 

Граница £. расчетной области содержит, следующие 
участки (рис.2) : центральный электрод I , свободная по

верхность П, боковая стенка и дно емкости Ш, ось пим

метрии 1У. Соответственно граничные условия записыва 

ются в следующем виде: ^ 1 

IV III 

Ill г . 
Рис.2. Расчетная область 

Для И/ и 5" на твердых поверхностях использовалось 
условие Тома. 3 моделях предполагается, что свободная 
Поверхность жидкости остается плоской. 
Начальные условия: 

Для скалярного потенциала в качестве начального условия 
использовалось решение уравнения (20,25) с условием 

Метод численного решения 

Полученная система уравнений решается методом ко 

нечных разностей. С этой целью в пространственной об

ласти ^'[0}i]X[0;H/RBJ строится в общем случае неодно 

родная сетка: . 

г/ -Z j -Shfi ,¿'2. . . A / z ; 

де N*» и »Уг число узлов сетки соответственно у нап

равлениях О* и Ох . Для записи разностной схемы ис

пользуется сетка: 



Для потоков, содержащих диффузионный и конвективный члены, 
в уравнениях (15,16,23,24), которые в общем виде определя

ются следующим выражением: 

где У  одна из переменных О. Ч~ 
обозначает или ; &  одна из независимых пе

ременных •** или Е , используется аппрокскмация экспо 

ненциального типа /1,2,3/. Таким образом, сеточная ашрок

симация потока Ф в узле с номером ^ определяется 
выражением: 

Ъ'^у^Аъ^-Х-г&^-оЬ и?) 
где о  функция, которая вычисляется следующим обра

зом /4/ : Ггсърму-*; 

^ = [ Г * + 1 1*1<*'4-

В других случаях используется аппроксимация с центральны

ми разностями. 
Рассмотрим дифференциальное приближение сеточного по

тока на однородной сетке: 

* г д у  ^\К.А~ »кУ<*д * ОЮ; - ( 2 6 ) 

&*-*£с£1,(^). (29) 
Сравнение (28) с (26) показывает, что в дифференциальном 
приближении перед диффузионным членом появляется множи

тель ®* , в общем случае отличный от единицы и имеющий 
смысл эффективного коэффициента вязкости. Надо отметить, 
что 6^ совпадает с коэффициентом экспоненциальной под 
гонки, введеном в работе ' 5/ для обыкновенных дифферен

циальных уравнений типа конвективной диффузии. Из опреде



ния (29) следует, что всегда положительная величина, 
и потому обеспечивает пераболичность разностных уравнений. 
При И-*0 следует 4. , что обеспечивает аппроксимацию 
потока ( 26 ) . 

Для решения полученных систем сеточных уравь^ний ис

пользуется метод переменных направлений /6/ : 

Ш г - ^ Ю ч " * ' - ^ * (зо) 

\лл - иф^и*** ' [{Ль t (31) 
где Ду. и Л а  сеточные операторы.действующие в нап 

равлениях &» и "2 соответственно, Е - единичный 
оператор, ЛК  одна из неизвестных функций, / ч  истоФ

никовый член ь общем случае, *?  временной слой для 
нестационарных уравнений (15,16,23,24),или итерационный 
шаг для уравнений (19,20,25)  итерационные 
параметры для уравнений (19,20,25), которые выбираются 
оптимальным образом по Жордану /6/. Для уравнений (15, 
16,23,24) *%**4/с<Г> и и^=^С»>, где < Е * * * С * *  £ " 

безразмерчый шаг по времени. 
При исключении промежуточного слоя ее"*** получает

ся следующая схема: 

• и [ ( ^ ^ ^ А 9 [ ^ * ^ ^ ] ^ щ , (32) 
где 

При условии р>- ~ , т . е . < Г М = £ " Л , ~ ~ схема (32) 
имеет 0(Ч~*) порядок аппроксимации по времени, без учета . 

аппроксимации источникового члена ;р 
Существенным отличием переменных £2 , V/ и •» 

является то, что в первом случае сеточный оператор А*.*Л*) 
не обладает свойством монотонности, а во втором случае 
зтот оператор монотонен. При этом в обоих случаях каждый 
оператор Л*, и Л.» в отдельности не является монотон

ным,что существенно для схемы переменных направлений. 



Применительно к переменным 4^ и ? в работе / I / 
предложен способ тождественного преобразования 
таким образом, что каждый преобразованный оператор 
А + . и становится монотонным. Предложенное преобра

зование можно записать в следующей форме: 

i V  J v 2 w ^ W A * + ^ y £ y V ' ; (зз) 

Л а Г - А . - Â^^fA^ijE)^"; (34) 
где А + , . г  исходный сеточный оператор, полученный 
на основе аппроксимации ( 27 ) , Ot^ определяется из се

точного уравнения неразрывности: 

Как видно из (33,34) для тождественности данного преоб

разования, когда A ^ A f ^ A ^ ' A * . , существенным является 
то, что А ^ - и К.ъ действует на одном и том же времен

ном слое. В противном случае, преобразование не являет . 
ся тождественным, что и происходит для схемы переменных 
направлений (30,31) . 

Применяя преобразования к схеме (30,31) , операторы 
А«» и Л ь заменяем^в соответствии с выражениями (33,34) 

операторами А + . и А * и получаем следующую схему: 

к  è^)^-[^éfE^H +*Ч> (36) 
[(Л,- k f ) ^ \ * '[(А, * (37) 

h m h > ~ * ï i  ( 3 8 )  

Щ * Т*> * ' / • (39) 
При сравнении (30,31) и (36,37) видно, что данное пре

образование в случае схемы переменных направлений сво

дится к локальному изменению величины дискретных шагов 
по времени в соответствии с (38,39) . Из этого следует, 
w o . ^ ^ V Ê ^ и схема (ЗГ 37) имеет 0(<С) порядок аппрок

симации по времени, и во jTopboc—что условие параболич



ности нз кшхдом полшаге по времени в данном случае экви

валентно требованиям С у ^ О и (С^2-0 , из которых сле

дует ограничение на величину шага по времени: 

1 « г с » г 1 ? • 2 9 *
 1ос,
Ф'

 (40) 

Условие (40) эквивалентно начальному ограничению для 
немонотонных операторов А*« и А ^ • Из вышесказанного 
следует, что предлагаемое в работе / I / преобразование 
операторов к недивергентному виду применительно к схеме 
переменных направлений не является алгебраически эквива

лентным, не снимает ограничение на шаг по времени, связан

ное с немонотонностью операторов А^»и А^. »и уменьшает 
порядок апроксимации по времени. 0 

Как показываеу практика расчетов, по данным моделям, 
немонотонность оператора А ^ + А г в первом варианте ма

тематической модели не является существенным ограничением 
на величину дискретного шага по времени. Такие численно 

подтвердилось нецелесообразность недивергентного преобра

зования для второй модели, которое не уменьшает жесткость 
требований к величине дискретного шага по времени.Напри

мер, для сетки 31 х 31 при Н<а =• I * 200, Р = I «• Ю 3 

стабильность счета для асах вариантов обеспечивалась ве

личиной безразмерного шага по времени "С • 2, Ю  3 * 10"? 
При этом стационарное решение получается за 30 + 80 ша

гов по времени и расчет требует 40 * 80 минут машинного 
времени для ЕС ЭВМ1022. 

При значениях числа Гартмана На.=. 1 + 40 появляют

ся существенные'отличия получаемых картин течения по обе

им моделям. Для варианта ь перэмэнных , £ наблюда

ется искажение конфигурации распределения азимутальной 
скорости у оси симметрии, которое обусловлено приближен

ным выполнением условия: 

Ы^о^Ьо*0- (41) 
На рис.3 Показана зависимость азимутальной скорости от 
радиуса на различных расстояниях от плоскости центрального 
электрода при На а 40, Р » 60. Вариант а) соответст



вует переменным , £ , 6) - & , V/ .Подчеркиваем, 
что невыполнение условия (41) обусловливает различные зна

чения интенсивностей меридионального течения,рассчитывае

мых по указанным моделям. В частности, для вышераосмотрен

ного случая Ца= 40, /*= 60 отличие по максимуму функции 
тока ' У в расчетах по двум моделям составляет 27%. 

Если порядок апроксимации на неоднородной сет

ке оценить как 0(\п) , то для (41) получается оценка 0(1) . 
В общем случае из условия аксиальной симметрии следует, 
что момент вращения на оси должен удовлетворять следующим 
требованиям: 

В данном случае (42) использовалось как граничное условие 
на оси, а условие (41) является частным случаем (43 ) ,ко

торые в непрерывной задаче получаются как свойства реше

ния. Точность выполнения условий (43) на оетке обуслов

лена точностью аппроксимации соответствующего уравнения 
(23) у оси симметрии и без изменения шаблона может быть 
повышена за счет уменьшения шага сетки в этой области. 

Таким образом, вариант с переменными 52 , неза 7 

висимо от немонотонности соответствующих сеточных опера

торов, с точки зрения экономичности счета, эквивалентен 
варианту с переменными , £ .Однако модель с пе

ременными О , V/ более адекватно отражает свойства 
физической модели. 

0 . 0,5 1 0 0,5 ' 1 
Рис.3. Зависимость азимутальной скорости от радиуса. 



Стсок литературы 

1. Люмкис Е.Д., Мартузане Э.Н. Численный метод расчета 
конвективной диффузии в зоне расплава //Вычислитель

ная техника и краевые задачи. Методы и специальные 
средства'.Межведомственный сб. научн.тр./Отв.ред. 
А.П.Спалвинь  Рига: РПИ, 1961.  C. I I I  I 36 . 

2. Люмкис Е.Д.Консервативная монотонная для вихря ско

рости разностная аппроксимация двумерных уравнений 
НавьеСтокса //Латвийский математический ежегодникг 
1986. ИЗО. С,216227. 

3. Козельская Н.Б.,' Люмкис Е.Д. ,Юдов A.A. Численное 
сравнение разностных схем для задачи о течении жид

кости между бесконечными вращающимися дисками // 
Прикладные задачи математической физики. Сб.научн. 
тр./Отв.ред. Н.А.Авдонин. Рига: ЛГУ,1985.  С.39 

 50. 
4. Калис Х.Э. Построение монотонной разностной схемы 

для решения задачи об осесимметричновращательных 
конвективных течениях вязкой несжигаемой жидкости// 
Прикладные задачи математической физики: Сб.научн. 
тр./Отв.ред. Н.А.Авдонин.  Рига:ЛГУ,1985.  С.50 

 59. 
5. Дулан Э., Миллер Дж., Шилдерс У. Равномерные числен

ные методы решения задач с пограничным слоем. Пер. 
с анг. .  М.'.Мир, 1983.  200 с. 

6. Самарский.A.A., Николаев Е.С. Методы решения сеточ

ных уравнений.  M.:Hayka,  1978. 
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ЛГУ им.П.Стучки.Рига 

ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОЙ ЗАДАЧИ .СОДЕРЖАЩЕЙ 
СТАРШИЕ ПРОИЗВОДНОЕ В КРАЕВЫХ УСЛОВИЯХ 

В работе А / рассматривалась задача для эллиптического 
уравнения с кусочнопостоянными коэффициентами в полом цилин

дре при смешанных краевых условиях, которая моделирует филь

трации жидкости (воды) в окрестности дрены с фильтром. В упо

мянутой работе показано, что при практических расчетах более 
удобно исходную задачу свести к другой. Новая задача рассмат

ривается в меньшей области,чем исходная, двухслойность среды 
учитывается с помощью специальных краевых условий типа сосре

доточенной емкости /3/ . Оказывается, что для упомянутой выше 
задачи в угловой точке можно поставить краевое условие, при

водящее задачу к самосопряженному виду. Численные результаты 
при этом остается того же порядка точности, что и в работе /4/, 

В настоящей работе доказывается теорема существования и 
единственности обобщенного решения подобной задачи, содержа

щей старшие производные в краевых условиях. 
I . Формулировка задачи. Несколько более общую чем в А / 

задачу, можно написать в следующем виде: 

НШ)+&~**ъ****.*<ш*Аъ ci) 
&^)*%--ы.г<*<*,ъ-о. (2) 

U = 0 , Oiz<z1!\ . ( 7 ) 

vit  заданные функции, причем *Р(2-ZJ 
fft£ tUf постоянные, 



 98  о 

Гладкость функций будет уточнена ниже. 
Обозначим ̂ ^1г,х.)\о<л<22,%<1<й}• Возьмем произволь

ную достаточно гладкую в С? функцию г? , которая при 
обращается в 0. Умножим ( I ) на -т) и проинтегрируем по об

ласти & . Применяя формулу Грина, а также учитывая краевые 
условия ( 2 ) - С О , ( 7 ) , получим 

Проведя еще раз интегрирование по частям в интегралах, 
содержащих вторые производные с использованием условий ( 5 ) 

( 6 ) , будем иметь 

2. Определения обобщенного решения. Теперь можем дать 
одно из возможных определений обобщенного решения задачи ( I 4 

О п р е д е л е н и е I . Назовем обобщенным решением 
задачи ( 1 )  ( 7 ) функцию (/егУ7&) • обращающейся в нуль при 

, которая удовлетворяет интегральному тождеству ( 9 ) 
при любой функции т5е С°(&) I обращающейся в нуль при *•*? 

Здесь //*(£)  пространство Соболева/I/. Сразу отме

тим, что не для каждой функции из Н*(&) с л е Д н а границе 
области "а£> будет обладать нужными свойствами. А именно, 

Дояжен принадлежать пространству ЦУ2£?) • 
В дальнейшем мы дадим еще одно определение решения за

дачи ( 1 )  ( 7 ) , но для этого проделаем некоторые преобразова

ния. 



На границе ЭР области?? рассмотрим функции простран

ства Соболева Н*(2&) . Точнее, нас будет интересовать под

пространство Н'(Э&) этого пространства, содержащее те функ

ции из Н4(Э&) , которые обращаются в нуль при*/? .8Н'@&) 
можно ввести эквивалентное обычному скалярное произведение 
и соответствующую норму по формулам 

^ ^ ^ ^ ^ 

В области Я? расомотрим функции из //7-0, имеющие след 
на части границы равным нулю. Обозначим это подпрос

транство через н1(И2) . Дня таких функций можно ввести экви

валентное обычному скалярное произведение и соответствующую 
норму: 

Можно установить, что для каждой функции 4^г11^Я) су

ществует продолжение р£Н1(&) на область5? такое, что 

где С не зависит от • ^ . 

из (12) и общей теории эллиптических уравнений / I / с л е 

дует, что решение задачи Дирихле: 

существуют и единственно, причем справедлива оценка: 



Теперь можно ввести линейный ограниченный оператор , 
который каждой функции сопоставляет решение зада

чи ( О ) С/ . Т о есть С/--Р^ У-иеНУЯ), Ц)//*С . После 
этого интегральное соотношение ( 9 ) можно привести к виду 

г ? /г 

о *< 

+(?&+ * *Ш$)> (15) 
если в качестве пробных функций использовать гармонические 
в<2 функции, граничные значения которых принадлежат Ц*(д&). 

Дадим второе определение обобщенного решения задачи ( I ) 

( 7 ) . 
О п р е д е л е н и е 2. Обобщенным решением задачи 

( 1 )  ( 7 ) назовем функцию Й Ч , глеое//р£?) уд<рв

летворяет интегральному тождеству (15) $'(д&) . 
Л е м м а. Определения 1,2 обобщенных решений зада

чи ( 1 )  ( 7 ) эквивалентны. 
Доказательство. Пусть сначала С/е обобщеннее ре

шение задачи ( 1 )  ( 7 ) в смысле определения I . Возьмем произ

вольную финитную в£2 функцию ц>еС'°(&) и подставим в ( 9 ) . 
Тогда получим 

Следовательно, (У является решением некоторой задачи 
Дирихле ( 1 3 ) . Из справедливости интегрального тождества (9) 
также следует, что и^^исН'ОЗ). В таком случае ( 9 ) мож

но переписать в виде: 

ф 0 о ^ у м ( . 0 ) , ц - М ) ) . (9-) 

Так как С (£?) плотно вложено в пространствах Соболева, то 
следует справедливость тождества ( 1 5 ) . 

Пусть 0</еН'(5?) , где ^Н"<ЗЯ) и 0-ц  обобщен

ное решение в смысле определения 2. Возьмем производную 



£ ' 4 1 
. Отметим, что такое же неравенство, как (17 ) имеет место и 

при л * 2 ? . Кроме того , значения в функций в угловых точ

ках (^,0) , можно оценить с помощью неравенства ( б у 

дем писать для е. = 0 ) 

Ш ^ ^ & Ш Ш : ( 1 8 ) 

Используя определение нормы в пространстве Н(д&) , получим 
оценки через //17//: 

(19) 

Щ ^ Ш ^ ' ^ Ш ( a n 

функцию ]/еС"°(5?) - Естественно, что Vl^'Oe/fOS). Тогда 
можно рассматривать Р-ве H^fJP) . Введем функцию */•(/№)* 

Легко видеть, что Vffoo'O • Так как рч/  решение 
задачи Дирихле ( D ) » то тогда ( D * j , О *ш(№Р$нщ 
"ф<1,/)нч&) • Следовательно, из справедливости равенства 
( 15 ) следует справедливость равенства ( 9 ) yveC"(Q)$ где 

3. Сведение задачи к операторному уравнению. В даль

нейшем докажем существование и единственность обобщенного 
решения задачи ( 1 )  ( 7 ) в смысле определения 2 . Рассматрива

емую задачу сведем к операторному уравнению в пространстве 
/У'(92).Сначала отметим, что по определению h"(3Q) являет

ся замкнутым подпространством пространства //'(94?). Ис

пользуя в скалярное произведение ( 1 0 ) , N'(9i2J стано

вится полным гильбертовым пространством. 
Для дальнейших исследований нам понадобятся  некоторые 

оценки для функций из пространства Й4(Я£2). Легко устано

вить следующие неравенства Фридрихе а: 



Теперь перейдем к исследованию интегрального соотноше

ния ( 1 5 ) . Легко видеть, что в правой части стоит линейный 
ограниченный функционал при условии, что Н'1'-)^Цол2),^)Л/ьЯ). 

действительно, используя ( 1 9 ) , ( 2 1 ) , можно получить 
оценку 

г2 

о % 

о % 

+ 2 1 р й + Я Г , 1 - ) М * **еНУ2). (22) 

По теореме Рисса существует единственный элемент^'^Т^ 
такой, что функционал, стоящий в правой части (15),можно 
предотавигь в виде скалярного произведения и 

В таком случае равенство (15) можно переписать в виде 

Исследуем функционал В>(<^,'^)-(Ь'и>д'0)р'^2^1/и,'0) • опреде

ленный на Н\ЭЯ)<< • Этот функционал является линейным 
по каждому аргументу, а также ограниченным. Действительно, 

д(а,т>)  положительно определен, так как 

В; - и , / > - « , 1>и)~,((г) + (и, и.) * (<л, <и) . 
Следовательно, выполняются все условия теоремы Лакса

Мильграма /2/ . Тогда существует определенный единственным 
образом ограниченный линейный оператор 5 , обладающий огра



ничейным обратным линейным оператором 5 такой, что 

(и, V) = В(6<л, 13) для 

Кроме того, 

В результате (2*0 можем переписать так: 

Это означает, что обобщенное решение задачи ( 1 )  ( 7 ) можно 
найти воздействуя оператором Р на решение « операторного 
уравнения 

или 

(25) 

4 . Теорема существования и единственности решения. 
В результате проведенных исследований можем сформулировать 
теорему. 

Т е о р е м а . Обобщенное решение задачи ( 1 )  ( 7 ) су

ществует и единственно при любых ограниченных значениях й01 

Я и для У^я^^аг?), У*(г)€Щ?,. I?). Кроме того, для реше

ния справедлива априорная оценка 

и определяется из ( 2 5 ) , С не зависит от р , у? , 

й • 
Доказательство. Существование и единственность решения 

следует из возможности представления граничной функции -и в 
виде ( 2 3 ) . Из свойств оператора 5 получим, что Ый^^Ц. 
Следуя ( 1А ) , (23) будем иметь ( 2 6 ) . Теорема доказана. 

В заключении автор выражает искреннюю благодарность 
У.Е.Райтуму и А.Б.Цибулису за ценные замечания и советы. 
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УДК 532.546 
Ф.Хэфнер.ГДР, г.Фрейберг 
Х.Фойгт,. ГДР, Г.Магдебург 

АНАЛИТИЧЕСКИЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ 
ТЕПЛОИ МАССОПЕРЕНОСА В ПОРИСТЫХ СРЕДАХ 

Изучение переноса химически активных веществ и тепла 
в пластах подземных вод имеет множество применений в 
гидрологии, получении геотермальной энергии, аккумулиро

вании подземного тепла, защите и охране грунтовых вод. 
Нарушение естественной системы путем вмешательства чело

века требует оценки и прогнозирования скорости массо и 
теплопереноса, для прогноза процессов такого рода требу

ется также идентификация параметров переноса. 
Известны методы решения дифференциальных, уравнений 

с частными производными для проблем тепло и массопере 

носа: аналитические, приближенные (асимптотические) и 
численные решения. Отметим работы /1//8/, в которых рас

сматриваются одномерные задачи. Большое число работ пос

вящено численному решению задач переноса. Наиболее часто 
применяются следующие методы решения: метод характерис 

тик /9/, конечных разностей /10/ и конечных элементов 
/ I I / , /12/. Мы здесь приведем решение одномерной задачи 
для неоднородной среды, которое по сравнению с численным 
методом требует существенно меньше машинного времени. 

З а д а ч а м а с с о п е р е н о с а . Рассмот 

рим сечение водоносного пласта вдоль линии потока подзем

ных вод (Рис.1а) . 
Вектор скорости фильтрации \7 принимается стацио

нарным, но допускается криволинейность координаты xe.fl. 
Закон сохранения массы учитывает следующие физические 
эффекты: молекулярную диффузию, механическую диспесию, 
конвекцию, радиоактивный распад, физикохимическое взаи

модействие между жидкостью и твердыми частицами. Исполь

зуется следующая математическая модель /6/: 

http://xe.fl


2. 
С 3* У> 

— 1 

Рис.1, а  одномерный однородный пласт; 
в  кусочнонеоднородный пласт. 

2 (Ь(х)Ш - и(х> С)-АС(С)С+ВС = 
^и^'Ъх 

= пЯЩ+(<-п)-5(С,Р) 

х € (о,~°.),Ы(о^£31 с=С(х,0; Р=Р&). 
Начальные и граничные условия таковы: 

1С 

(1а) 

(16) 

(2 ) 

Здесь С  концентрация вещества в жидкости ( к г/м 3 ) ; 
О(х)  коэффициент дисперсии, м^/с; Р  концентрация 
вещества в скелете ( к г/м 3 ) ; И  мощность пласта, м; 
п  пористость; 5  скорость массообмена жидкостьске

лет, кг/См3 с ) ; Ь  воемя, с; а  скорость фильтрации, 
м/с; ь/ - мощность источника на единицу площади, м/с; 



D(x) = n.Dm*8/ul; и(х)= u0 + (u~bTe)j • ( 3 ) 

Be = ¥c<-(/-n)S(C.r) . 

S(C,F)=Kf(Fs-F)C-Kc(CT-C)-F . ( 4 ) 

Здесь 0 д а  коэффициент молекулярной диффузии, 
£  дисперсия, м; fim ,  коэффициенты распада ве

щества, кг/м3 с и кг/м 3; . Кс  коэффициенты взаи

модействия, m V k t с;  коэффициент сорбции скелета, 
кг/м 3 ; С г  полная концентрация, кг/м 3 ; C s  интенсив

ность отдельного источника, кг/м 3 . 
Мы будем искать решение задачи ( 1 ) , ( 2 ) для двух случаев: 

1) v(x) = vm = const; 
2) U(x) находится по уравнению ( 3 ) , 

^ и2(х)«SlaJ, um=Uu0 + u), 

$(С,Р)—0 и С т » С (равновесие). 
Отсюда следует 

р X 

Используя средние концентрации для С и Р в уравнениях 
( 3 ) и ( 4 ) , линеаризуем уравнения ( I ) , тем самым уравне

ния ( I ) могут быть решены раздельно при помощи преобра

зования Лапласа. 

ьте  мощность стоков на единицу площади, м/с; Л - ко

эффициент радиоактивного распада (Г { /?  коэффициент 
запаздывания. 



Р е ш е н и е д л я с л у ч а . я I ) : гг-const. 
При R =1 решение уравнения (1а) имеет ЕИД: 

C(X,Í)=C0P0(x,Í)+aP{(X,í)+^Ps (ac.i), (6) 

где P0 = j ( P 0 , + P 0 2 ) , 

R(*.i)-P,(*.t,v=um); v-lul+bD-Ac • 

Решение дифференциального уравнения (IS) таково: 

Fd^^ii-expf-Ai)}. (7) 

Уравнения (6 ) и (7) итерируются,.причем после каждой ите 
рации находится новое значение S(C,F) . Итерации за

канчиваются, когда I С"*'-С*1<£, , i 

Р е ш е н и е д л я с л у ч а я 2 ) . При • 
и(х)=и0+(ъх-г?е)~-, ис>0 пренебрегаем молекулярной 
диффуэьей D^8/uml и уравнение (5) переходит в соот 
ношение равновесия взаимодействия. Решая его, получаем 
уравнение ( 6 ) , где 



и „И и (ж) ъ! г 

* - ^ г Ъ * П - Щ ' В ^ ~ И С * (8) 

Уравнение (6 ) решается итерационно. 

Р а з н о с т н ы й м е т о д и с у п е р п о 

з и ц и я . Предположим, что доминирует конвективный пе

ренос, и выберем элементарные длины блоков (см. 
рисЛв) Решение С(х1_/ , возьмем в качестве гранич

ного условия для элемента I . Изменение во времени кра

евых условий и концентрации источника С5 будем учиты 

вать методом суперпозиции. Такой метод надо считать при

ближенным, так как принцип суперпозиции действует точно 
лишь для линейных уравнений. 

Можно показать, что решение разностной задачи схо 

дится к решению линеаризованных уравнений. 
Преимущество предложенного метода состоит"в незна 

чительной требуемой машинной памяти и времени счета, он 
может быть использован и для идентификации параметров.' 

И д е н т и ф и к а ц и я п а р а м е т р о в . 
Пусть_заданы значения измеренных концентраций См(х1,^-), 
(¡ = 4,1. ; ]=1,Ы) и требуется определить некоторые ком

поненты вектора параметров: Р={Рк,х=1,К}—{К{,Ке,Р5, Л-} 
Минимизируем функционал 

11 [с^^лпЬ,^)]2}'1- •' а о ) 
ы — 

Компоненты ^ р " {к=/,К ) можно вычислить при помощи 
разностных аппроксимаций и минимум функционала найти ите

рационно градиентным методом. 
Метод идентификации параметров, заключающийся в ре



 n o 

шении уравнения (6 ) разностносуперпозиционной схемой 
был за1грограммирован на языке FORTRAN. Он требует 
около ЗОК байтов памяти и 510 мин. времени счета на 
СМ 4/20. 

П р и м е р . Рассматривается область течения длиной 
в I м (лабораторный образец с песком), через который не

равновесно протекает растворенный вводе радиоактивный 
изотоп (рис.2а) 

2 
• 1 

X,=0,Sm 

Рис.2а. Поток в лабораторном образце. 

На рис.2в дано сравнение приближенного решения (6) ( с 
итерациями по нелинейности) с точным решением для следу

ющих данных: и =10"^ м/с, В =10"^ м2/с, I *1 м, А = 
= К Г 6 1/с, Ре . т/ЦО »100, А о = К1г/В =100. 

В качестве точного решения было использовано уравне

ние (6) с гу = Х е = 0 , п =0 ,1 , А = Ю " 6 , £ 5 =0 (случай 
I ) . Приближенное решение было тестировано с =1,111 Ю " 
К с 0 . Ъ = Ю Э . | 
На рис.2с приведены результаты идентификации параметров 
для этого примера, когда требуется определить и Ь . 

Т е п л о п е р е н о с. Проблему теплопереноса в 
пластах рассмотрим для линейного случая (рис.За и Зв ) . 
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1 

Рис.3. Схематизация области для постановок, 
рассмотренных: 
а) Ловерье (1955 г. ) и Авдониным (1964 г . ) ; 
в) в настоящей работе. 

Нагнетание воды в слое I приводит к стационарной 
фильтрации со скоростью течения и . Тепло изза конвек

ции и теплопроводности передается в направлении х ,для 
пласта принимается независимость температуры от координа

ты 2 . Этот слой сопряжен со слоем 2А при 2 =-И , а 
при 2 =>0со слоем 2В; здесь осуществляется кондуктивный 
теплоперенос в направлении Я . Теплоперенос в направле 

нии 2 рассматривается нами при бесконечной мощности 
слоя 2В  это полученное Авдониным решение /2/./3/ (рис. 
За)и при конечной толщине поверхностного слоя 2В (рис. 
Зв ) . 

Упомянутая проблема описывается следующими дифферен

циальными уравнениями: 
слой I ; 02202-1, х0>0, Ьв>0 

Ш Рп
 дТ

' РА 9 Г '  Э Г < ' 



(13) 

.Использованные в уравнениях безразмерные параметры 
определяются следующим образом: 7 = ' т0'-т/ ' х°~~п~ ' 

Уравнения ( I I )  ( 1 3 ) могут быть решены с помощью преобра

зования Лапласа. 
В случае конечного верхнего слоя (Рис.Зв) получаем 

следующее решение для изображения: 

Ты = 0 при Х„>0, /20/20 

/ при /,То>0 

г,- т2А при х0>0 , 2В ~0 и 

при Х„>0 , 2а = -/ , ¿0*0-

слой 2: 

дг^ ъ>А0 Ыв
 # ™ 

причем для слоя 2А имеем 2 0 < - / , хр>0 , ^в>0 с 
условием Т (х0, 20 , / р )=0 при 2 0 =  ° < = , а для 
слоя 2В имеем 2о>0 , х0>0 , То>0 с условием 
Г ( л : д , 2о )=0 при Л в (рис.За) и с услови

ем Т=Т е при 20—20Е (рис.Зм). 
(Для лучшего восприятия мы предположим, что слой 2А и 2В 
имеют одинаковые теплофизические характеристики). Добавля

ются следующие начальные и граничные условия: 



 и з 

ОТ » т/ЗГ -УШ£0Е 

В случае бесконечного верхнего слоя (рис.За) , т . е . Л о е 

, как следует из работы Авдонина /2/, уравнение = О О 

принимает следующий вид: 

Т(хв,$)= — е (15) 

Выражение (14) аналитически обратить не удается. В слу 

чае бесконечного верхнего слоя (рис.За) в работе Авдони

на /2/ с помощью обратного преобразования ЛапласаКарсо

на дано выражение для оригинала, которое, однако,вызыва

ет трудности при вычислении интеграла. Поэтому распре

деление температуры в верхнем слое конг^гной мощности оп

ределялось численным обращением выражений (14) и (15).По 
требуемому времени счета и получаемой точности.наиболее 
хорошо показал себя метод Штефеста /13/. 

Ч и с л е н н ы е р е з у л ь т а т ы . Так как 
изменение температуры во времени и пространстве зависит 
от безразмерных параметров Т= у (х0,£р,Т£ , 2В£ , 
и а , А , ьт ) и, поэтому, одним графиком это отобразить 
нельзя, для графического отображения были выбраны следую

щие типичные параметры слоя: И =10 м, и =10 м/с, А1 • 
= Л 2 = 1 вт/м к, О О ,  (/>с)г ж,1,510б Дж/м3 к , ( ) о с^ . , 
=4.510^ Дж/м'к, Г £ =0,5. Это дает следующие величины 
безразмерных параметров: и0 =22.5, ъх =1 , К =1. 
Результаты расчетов приведены на Рис.4. Они показывают, 
что малая мощность конечного настилающего слоя значи

тельно влияет на распределение температуры. Лишь при 
(х0/л0Е)- (х/2£)< 2 можно пренебречь влиянием 
мощности верхнего слоя и применять решение Авдонина /2/ 
с 2 0 р = 0 0 ( рис .5 ) . Для больших интервалов времени, 



о 
~ 114 

т . е . для / 0 — распределение температуры устанав

ливается. Обращение уравнения (15) в этом случае приво

дит к выражению 

Уравнение (16) показывает, что горизонтальная теплопро 

водность Л, не влияет на стационарное распределение тем

пературы. 
У ч е т и з м е н е н и я т е м п е р а т у р ы 

н а . п о в е р х н о с т и . В естественных условиях 
температура на поверхности земли не постоянна, а ме 

няется согласно временам года, т . е . TE=j(t) . Такое 
изменение можно свести к. рассмотренным выше уравнениям с 
помощью суперпозиции по времени. 

С и=Ю'*тМ 

'•° ¿=//77 

-0£ Ре°у1./0=Ю0 >-

-0,6 / 

ол -0£ Ре°у1./0=Ю0 >-

-0,6 / „0.6 

-ом 1 
0.2 1 у 

о У - > ^ \ 
0 0,002 От 0.006 0.008 0{. 0.0Ю 

Рис.Зв. Сравнение точного (  ) и приближенного х 
решений. 



Рис.Зс. Зависимость функционала 4 от числа итераций. 

Рис.4. Безразмерная температура продуктивного пласта в 
зависимости от расстояния х0 для различных 
моментов времени и различных мощностей настила

ющих пород. 
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Рис.5. Безразмерная температура продуктивного пласта для 
различных мощностей настилающего слоя  I , 
сравнение с решением Доверье  2 и Авдонина 
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РАСЧЕТ НАПОРНОЙ &1ЯЬТРАЦИК НА ФОНЕ 
СИСТЕМАТИЧЕСКОГО ГОРИЗОНТАЛЬНОГО ДРЕНАЖА 

При проектировании дренажа на рисовых оросительных сис

темах возникает проблема выбора параметров дренажа, обеспе

чивающих благоприятную почвенномелиоративную обстановку на 
полях. В частности, для вегзтациэнного периода развития рас

тений, условия, накладываемые на водный режим на рисовых 
полях, сводятся к следующему: обеспечить равномерное распре

деление скорости фильтрации воды в корнеобитаемом слое поч

вы на всех участках чеков, затопленных водой при минималь

ном расходе воды в дрену. В настоящей работе на основании 
решения двумерной напорной задачи фильтрации, исследуются, 
рациональные параметры систематического горизонтального 
дренажа для одно, двух и трехслойных грунтов. 

Процессы фильтрации под затопленными рисовыми.чеками 
в насыщенных изотропных грунтах на фоне систематического 
горизонтального дренажа (рис. I ) . описываются уравнением 

10.11, 
Ч£ [0.М1 

( I ) 

с граничными условиями 

(2) 

вн- т дИ\ щ (3) 



Рис.I. Схема закрытого систематического горизонтального дренажа. 

О 2.6 5.0 7.5 40.0' Xi 

Рис.2 Гидродинамическая сетка притока воды к горизонтальной 
дрене. 

Линии равных напоров:  0.2; 2-Ь = 008 • 
3-h* 0.14-h=«U3; 



где £ , пространственные координаты, м ; И на

пор, м ;  коэффициент фильтрации м. /с^т , <? -

глубина слоя воды на поверхности грунта, м. , <4  напор 
в дрене, м. , 1~1 - половина мездренного расстояния, ~и , 
М - мощность грунта, м. , Ъ  диаметр др^ны, м. . 

Отклонение от равномерного распределения скорости фильтра

ции по поверхности грунта будем характеризовать величиной 

ее 
(4) 

Расход воды в дреку определяется по формуле: 

4 « Ы 
Г ас 

*5 ) 

В задачах (13) сделаем замену переменной и, обозначив 

м 
получим: 

дх V Зае, 
от, е [ 0, & I 

I ьс 

Эт4 

О 

Здесь введены обозначения 

И * и И м 





АВЫ-О,. хге[0,\]} } ЪС-{ас.е1оА1,**0}, 

В новых переменных формулы ( 4 ) и (5 ) перепишем ч виде 

Интегроинтерполяционным методом построена однородная р ; 
ностная схема. Для решения полученной системы алгебрамЧК! 
ких уравнений использован попеременнотреугольный метод 
/ 1 / . Для проведения численных расчетов составлена прог 
рамма / 2 / на языке Фортран. Будем изменять величины ¿1 . 
I = 4,4 в следующих пределах 0 . 5 ^ &л ^= 40 , 8г ~?0,{ , 

0,01*, 1^ 0.05 0.005^ вА 6 0.2 . Справедливы нера

венства: 6г + 6 5 ^ \ , &г •{ , означающие, что дрена* 
находится в водоносной толще. 

Анализ влияния параметров дренажа и воднофизических 
свойств грунта на расход воды в дрену и на степень откло

нения от равномерного распределения скоростей в приповерх

ностном слое начнем с изучения однородноизотропного грун

та. Расчет на ЭВМ проводился для следующих значения пара

метров 4 « 0 , 5 ; 2,5; 5,0; Ю; 4г = 0,10; 0,16; 0,24; 
43 = 0,01; 0,02; 0,03; Л = 0,005; 0,015; 0,03. На 

рис.2 приведено направление скоростей и линии равных на

поров при промывке однослойных грунтов для = Ю , Ьг л 
0,16, б, = 0,03, . 6* = 0,015. 

На рис. 3 а,б даны зависимости от междрекного рассто

яния при заданной мощности грунта расхода воды ^ в дро

чу и отклонения 6 от равномерного распределения скорос

тей при € г = 0,16, € , з 0,03, 4г, = 0,015. Из рис.3 а,в 



следует, что с увеличением междренного расстояния и глуби

ны заложения дрены при той же мощности грунта расход в дре

ну увеличивается, однако это приводит х более разномерному 
распределению скоростей в приповерхностном слое грунта 
рис. 3 б,г. 

Наиболее сильное влияние на равномерность распределе

ния скоростей в подчековой зоне оказывают безразмерные па

раметры о* и 6i . Поэтому при выборе рациональных пара

метров дренажа для однослойных грунтов будем исходить из 
зависимостей, представленных на рис. 3 б) и г ) . Положим 
4у = Ю, it = 0,16, вл = 0,03, 6ц = 0,01b. При этом 

отклонение от равномерного распределения скоростей не пре

восходит 3%. Приведенные параметры дренажа обеспечивают 
оптимальную 0.0030.005 м/сут Скорость фильтрации воды в 
верхнем суглинистом слое почвы во всех участках чеков в 
вегетационный период риса. 

При изучении фильтрации в двухслойньл грунтах появ

ляются параметры fe5  М , / М и 6,»Кф,/Кф, , где М 4 

мощность первого слоя, Кф« , Кф^  коэффициенты фильтра

ции соответственно первого и второго слоя. При проведении 
численного эксперимента параметры %l , i  -i, А сохра

нялись такими же, как для оптимального варианта однослой

ного грунта. Параметр изменялся в пределах 0 ¿6$^ \ . 
Значения 65  О и 4 соответствуют однослой

ному грунту, при этом 4 , 4 . В расчетах параметр it, 
полагался равным 0,01; 0,5; 2; 100. Первые два варианта 
соответствуют фильтрации в двухслойном грунте, верхний 
слой которого обладает меньшей дренированностью, чем ниж

ний соответственно в 100 и 2 раза; последующих два вариан

та соответствуют случаю, когда коэффициент фильтрации под

стилаемого пласта больше соответственно в 2 и 100 раз коэф

фициента фильтрации герхнего слоя. Из рис. 4 а) следует, 
что на расход в дрене влияет проводимость верхнего слоя. 
Если верхний слой грунта является более дренированным, то 



«-* «>-< w ю' w4 ю-* if n> w юг{6 

Рис.4 Записимость расхода в дрену 4 и величины о~ 
от параметров <«• и » « двухслойного грунта 
а ) , б )  I - l( = 0.01, 2  й « = 0.5, 

3  U  2, 4  I, = 100; 
. в ) , г ) - l - is = 0.0Î5, 2  *< = 0.5, 3 *s= û 



при увеличении мощности верхнего слоя до глубины заложения 
дренажа наблюдается увеличение расхода в дрену, а в против

ном случае расход в дрену уменьшается. Аналогично рис. 4 б ) 
при более проницаемом верхнем слое наблюдается увеличение 
отклонения от равномерного распределения скоростей по по

верхности грунта, а при менее проницаемом верхнем слое 
скорости фильтрации в чеках распределяются более равномер

но. При 6 5 > $2 (если мощность верхнего слоя больше глу

бины заложения дренажа), влияние параметра на вели

чины 0^ и б незначительно. Чем меньше величина парамет

ра $5 и чем ближе $6 к I (рис.4 в ) , г ) , тем ближе ха

рактеристики ^ и б приближаются к величинам Ц и Ъ 
для однослойных грунтов. Таким образом, если мощность пер

вого слоя небольшая или грунты имеют близкие значения коэф

фициентов фильтрации, то можно ограничиться рассмотрением 
однослойных грунтов. Если нижний слой является менее прони

цаемым, т . е . К<р1"^-Кф2 , то расход с| и величина Ъ 
находятся в пределах (рис. 4 а ) , б ) : 

в противном случае (при 1С4 — |С2 ) справедливы оценки: 

где ^ 2 , 4 и 6*2,4  безразмерный расход и характеристика^ 
отклонения от равномерного распределения скоростей для од

нослойного грунта с коэффициентом фильтрации К фа и мощ

ностью М . 
Если грунт состоит из 3 слоев, то появляются еще к. 

параметра &\ = ^«м/КсЬа, £| * М » ' / М ,где К$>1  коэф

фициент фильтрации третьего слоя. Численные исследования 
проводились для следующих параметров: & = 10, % г =0,16; 
| з = 0,03; в* = 0,015; 6 5 = 0 ,1 ; 4  0,5, параметры 
*>% , о? варьировались ( рис .5 ) . Пересечения линии на 



а) <{ 0) 
10* Ж 

4 

' 
$ Л 

2 Л' 

К1 

ю г 1в' « • м 4 <е* ^ и г * <? «3»*6 

г) б.У. 
ю1 
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•10 
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Рис.5 Зависимость расхода в дрену 9 и езличины 6" от 
параметров и €/ трехслойного грунта 
а ) , б )  I в » = 0 , 2  < * = 0.01, 3  6* = 0.8; 
в ) , г )  I  0.01, 2  * , = 0 . 5 , 3  Ц = 

4  « , = 100. 



рис.5 а и 5 б соответствуют параметрам ^ и о _для двух

слойного грунта -{ . Если & = c o « s t i * 4,1 , то 
зависимости и £ от параметра $t имеют асеимптотичес

кий характер с ассимптотами, соответствующими характеристи

кам для двухслойного грунта с К7ф, — 6$ , Кф а » 4_ . Как 
видно из рис. 5 в),г)^при =»0 значения ty, и '6 сов

падают со значениями и б для двухслойных грунтов с 
Кер4 = ^6 и К.ф4 = 6ч •. Параметры «S«  0 и %>i = { 
соответствуют двухслойным грунтам. Диалогично изменяется 
характеристика 6 (.О) . 

Если между коэффициентом фильтрации слоев, выполняются 
следующие неравенства К , > , Ks ^t f j v К& ? K i , то 
границы изменения характеристик ^ и б определяются сле 

дующим образом: 

^гх^\^<\г,гк , * t * 6 2 , 2 . Iß) 

Если же выполняются неравенства KA>Kg } ttj > f t a t КГ̂  > |С5 , 

то соответственно 

Здесь (^г.г и безразмерные характеристики для двух

слойного грунта с коэффициентами фильтрации К ф , * 6б и 
К ф г = 4 . Оценки вида (6 ) и (7) могут быть получены для 

любых соотношений между коэффициентами фильтрации слоев в 
трехслойных грунтах. 
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РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ НА ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЯХ ДВУХТОЧЕЧНОЙ 
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННОГО ДШФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 

УРАВНЕНИЯ 

1° . Введение. Рассмотрим двухточечную краевую задачу 
для обыкновенного дифференциального уравнения второго по

рядка 

Если . л ( х ) е \ О Д ^ф-бК*) , Н * ) - ^ * ) I 

где Ц\*)е^(ы),?(х)€^(0,1), $>г,0<и1 , и ^ ( я ) > 0 , 

О^ЬА,^ №(зс)<- а о ° , то существует и единственно ^ I/ , 
/ 2 / обобщенное решение задачи ( I ) из \Ы*г{0,{) • Дальней

шее ослабление требований, накладываемых на функцию 1С ( х ) , 
в Постановке ( I ) оказывается невозможным, т .к . в интег

ральном тождестве 4 ^ 

о о ' . " . 
произведение Кфи'фстановится неопределенным изза ухудше

ния гладкости решения 'и С*) • В этом смысле выписанный вы

ше вариант гадания класса коэффициентов и, соответственно, 
допустимого класса решений является предельным для форму

лировки ( I ) . Однако он может быть существенно расширен, 
если отказаться от ( I ) в пользу эквивалентной (для данно

го класса коэффициентов) формулировки задачи в виде систе

мы уравнений первого порядка 



где €>(зе)= к { х ) имеет смысл удельного сопротивления 
переносу субстанции, \А/(Х')  удельный .полж дачной суб

станции. Запись задачи в форме (2 ) является естественной с 
физический точки йренлг, . " .к . первое урярнение системы 
предстчьл.Щ',<кЩ закон сохранения субстанции, а второе 

соответствующий феноменологический закон ее переноса по 
диффузионному механизму (законы <урье, дика, Дарси и т . п . ) . 
Важным преимущества!.! записц. (2 ) является то, что в систе

ме интегральных товдоста, соответствующих ( 2 ) , удается 
исключить производные от искомых функций и ( ж ) и \Л/(а~), 
благодаря чему класс функций 64*) может бить расширен. 

2° . Существование и единственность обобщенного решения. 
Будем пользоваться следующими определениями и понятия

ми /3/ : ф _:'Х:: 

(О, О  негативное пространство, полученное по

полнением / . ¿ ( 0 ,4 ) по негативной метрике 

II • IU , С* > •")+ " Н0Р^а и скалярное произведение* в Wi (о,0, 
соответственно II • II, , (" » * ) • •  в пространстве I t(p, 1) ; 

4рф- билинейная форма,'определенная /3/ 

Я)+  оператор дифференцирования в смысле Соболева, 
<0  расширение по непрерывности (e"D+Vj|_ ^ ||1Г)|# , 

оператора 2)+ на все /.¿(0.0 /4/; 
i .  оператор интегрирования (в смысле Лебега) , пере

водящий элемент  ¿2 (.0,1) в элемент ^Сх) е- Wj (0 , t  ) , 
аннулирующийся при ЭС0 

* 

Г  расширение по непрерывности (tt 1*„ Ijll, Н. , 
У(0 «/.«(<MV)оператора на все W "j ( 0 ,4 ) , 



где  оператор интегрирования, сопряженный в 
смысле теории гильбертовых пространств оператору I* , 
т . е . {. 

II = ] у(х)<и , . у ^ е 

В рамках этих обозначений сформулируем две задачи 
для системы ( 2 ) . 

Задача I 

Ограничения: |* $ 0 1 * С с > 0 , < б , 1 + > 0 

Будем говорить, что функция 

и ( я ) б 1-л(Р,4), если М(а:)е\Л/| (о, 4) справедливо равенств» 

Задача 2 

(1йЗЕ)+и  \л/ е ^ (* ,<), У(о) *и<1)~0, 
ограничения: 0*- М,<= к.(х) б Мд , ^Г*)^?. 

Теорема I . Задача I однозначно разрешима в классе функ

ций и ( ж ) е £аСМ), е Щ (о,<). 

Доказательство. Из первого уравнения системы (3) най

дем \М(х)шР(.у<р1) *• и/о , где И/0 = \М(0) . После исклю

чения \А/(х) из второго уравнения получим 

яг и  61* <^У \а/0 б*, (б) 
Понимая (6 ) как равенство функционалов, определенных /4 / 
на элементах \Д/д (.0,4) , запишем 

<Ги ,1Г><^у1
+ ($ -^ )>-»^ .10 Мх)*М1(0,1), (7 ) 



Для определения неизвестной постоянной Wo достаточно 
потребовать, чтобы равенство (7) выполнялось V1f(x)-C'-cai&. 

Тогда . 

Выберем 1Г(яс) в виде V(x) = ^ % . где 1\ (*)  лю

бая функция из Lt.{Oti), и перепишем. (7) в виде 

Здесь A k « [ J m ( M . ^ [ ) . ^ * ^ « >  билинейная форма, 

 линейная форма. Нетрудно про

верить, что , что означает коэрцитив

ность билинейной формы. Покажем непрерывность А . 

Имеем IA lU .1 j l | * . | lU I I . B^ . * | l6 i l . . 4 | i^ ) l l . l l i ^ lU . Так 

как Щ% V^x) е Lt (0,1) , , о U'f^tflM, 
и II I* Wl|t =̂  И 4/ l|o , следовательно, 

Оценим линейную форму . , /, . . .. f„ \ 

I С(П)1 * Ий- II N Д t*fl м/.)».^^»-!!1.!. ( H I + И И.) • 
Если U (x ) £ J~a,Io,*) . то »Wel ограничена. Действительно, 
II Well * С',' H6*l|_ 01 \ Но + 11<}Ч. ' Н МП. ) . Отсюда следует ог

раниченность функционала t ( i p , следовательно, выпол

нены все условия, требуемые в теореме Лаксамильграмма / 5 / . 
Теорема доказана. 

Теорема 2. Задача 2 однозначно разрешима в классе. 

функций 
Доказательство. Система ( 5 ) эквивалентна уравнении 

второго порядка в обобщенных производных 

. Под обобщенным решением уравнения (В) с однородными гранич



нши условиями первого рлда будем понимать (функцию 
и(х)е И/2 (0,0 . Удовлетворяющую У^С 2 » " ) * ^[(0,1) интег

ральному соотношению 

Образуем билинейную форму А[и,<|1С* 3>*И,Ф^. + 

Из неравенств 1АЬд11̂ Мг №11.«ВОД и А 1и,и] ? М II11Ц., 
( М = 2 / 5 М л ) следует непрнрывкость и коэрцитив

ность билинейной формы. Так как функционал в 

силу неравенства непрерывен, то из 
теоремы ЛаксаМильграмма вытекает одноэньчная разреши

мость задачи 2. 
3°. Разностные схемы. 
Рассмотрим расиирешый отрезок [ " Д . ^ д ] , ¿ 7 0 . 

определим нулями вне I °, Л функции 
и продолжим по непрерывности функцию И/(х) на отрезки 
[ -Л, 01 и . Такиг*. сбразом, продолжение функций 
1X00 и \Л/(х^ являются обобщенным решением системы (35 с 

соответствующим набором продолженных коэффициентов 64*̂  

. Пусть Д К , Ц ,  Щ;- с Н, I*  *, \ }  равном** 
ная сетка, покрывающая отрезок с шагом I? . По

строим разностную схему для задачи I . Выберем конечные ЙЬ 
следовательности функций ^•(х)?/41*'", 1С Г * )  ^ _ 

Из ( ? ) при ^(х )= ^,"0>О и получим 

-ОС йа," « + й Л > , '<Ь*Ма,1 » Ч • « . „ ^ , (9) 

— — — ~т? 



Имеем 

ш с ™ ^ г( ± ь им *£ /, с | £ ь ̂  I ) 
^ \ *«е *-« («О ' / • 

(14) 

Обозначим Щ-1*1е№г{0,\) . Пусть 6»(т)  ^уг:амви

тальная в (О, последовательность Аункций №¿.¿(0,1), 
такая, что б ф . & я ^ С * ) , »»*(«.», < (Т ( х )  7(Х,))С. 
Последовательность 2£ , ( " ^ = ' 1 ,2 , . . . ) является фундаменталь

ной числовой последовательное!ьго, т.к. 

\Ъ1?-$?\* К4 ит-6пША.№(*)-Т(Хс)\\< 
р. 

следозательно, существует " " £^¿2* , который по определе

нию /3/ билинейной формы, совпадает с 18* . 
Так как функция абсолютно непрерывна, то для 

Нее справедливо условие Липшица \7(х)- ?СХк)|* ^ - Х с ! , 
где 0 - = - М « ^ оо . С ц е к и : , ^ 

«с 
Ма отого неравенства следует сценка 

Переходя к пределу при т -> с*> ( получим 

Совершенно аналогично устанавливается оценка Л - М , 

*«« 
поэтому 



Из (9) следует разностное соотношение 

Здесь &Л\6,Ъ \ ДО&Ч \ 

Примем во внимание, что функция IX (*) продолжена нулем вне 
[ 0.1 ] , поэтому 

¿7, = 17а/ = ( I I ) 

При <^(х)=0 из ( 10 ) , ( I I ) следует точная схема 

Аппроксимируем ^ а,' следующим образом Ча,1 ** & Ш , где 

^ = ~И 1 <^(-'х)^-^- . Рассмотрим разностную схему 

- С ^ х к . ' + ^ '  ^ Л » 1~0,и-<) ^-Р'О. (12) 

Обозначим Хс™ 1Л± -1и . Сеточная функция является реше

нием задачи 

 ( ^ х ) ^ ^ ^  ^ , _ ( 1 3 ) 

где , Щ^ь-Мк. 
Представим Ж в виде: %*и/+р , где \л/ и >̂  сеточные 
функции, являющиеся решением задач / б / 

Оценим И/ и /? , используя априорные оценки из /&/ 



где М  некоторая положительная постоянная, М<£ 0 0 . 

Пусть У^ [%) - кусочнопостоянное восполнение М1 

сеточной функции М - { (££=- /, N } . Тогда 

I £ Ь 5 аС*)|и(х) -и. (*))<к * Ш. Инф -ин(х)!1о. 

Остается оценить . Кмеем: 
I -о 

В соответствии с леммой 4.1 работы 

'|0 (*)|п( : 1 О11в-*-0 при И — 0 . Поэтому из (14) 

(16) следует, что ИХIIс/*'-*0 при И . Тем самым 
доказана 

Теорема 3. Разностная схема (12) равномерно сходится 
на обобщенном решении задачи I из Ь2 (0,1). 

Замечание I . При выводе разностных соотношений (9) 
накладывалось ограничение 6 " , ) ^ 0; , которое 
не требовалось при доказательстве теоремы существования и 
единственности. В априорной оценке (14) и оценках погреш

ностей аппроксимации ( 15 ) , (16) это ограничение не ъребо

валось, таким образом результаты теоремы 3 остается в силе, 
если 6(х)-0,хе 1с,с1]11с,с1] е 1о,\] . В указанном 

случае форму записи разностной схемы целесообразно подчи

нить записи (3) исходной дифференциальной задачи, выписав 
систему разностных уравнений первого порядками для их ре

шения использовать метод потоковой прогонки 1Ы . 
Замечание 2. При * 0 разностная схема (12) име

ет первый порядок точности. 
Для задачи 2 имеет место следующее разностное соот

ношение ; 

- М а ) х м . ) - \ С < 1 ^ , *-Щ 



где W.--Ufa) . Пробные функции \i (*) и коэффициен

ты (к определяются по аналогии с / 8 / , <j 87. По

ложив К. ( 1^, ^ ' ^ , получим разностную 

схему 

 ( & ^ х ) * + Ж^--# , e * Ä . ; * (17) 

где <fc ^  " ^ ] . ^ > . 

Сеточная функция ä "* 1 ^ L ™  4 i . } является реше

нием уравнения (13) с граничными условиями ä . " "^/ ! " "^ и 

правой частью У « К"1

 < CJ,,(U -М*) "> . Аля нее справед

лива априорная оценка 
М-1 

l ш c w . t ¿ ¿ a ; ,
 ( 1 в ) 

Из ограничений, накладываемых на коэффициент К ( х ) , по

лучаем 

0 ^ м < Д ; ( * к ^ * ( * ) , С  О Т . С 1 9 ) 

Теорема 4, Разностная схема (17) имеет первый порядок 

точностей верна о ц е н к а Н ^  Ц ^ Ц ^ ^ М Ь , где М -и>К&?0, 

Для доказательства теоремы рассмотрим последователь

ность 0п» (х.) 6 Л А С», О , фундаментальную по метрике 

(0 , 0 . Заменим в (18) на ^ ( х ) и уч

тем, что М{х)ь №\ (0,1) . Тогда 



Переходя в этом неравенстве к пределу при П\ — о° и 

учитывая (19 ) , получим: , что и 

доказывает результат, сформулированный в теореме. 
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ПОСТАНОВКИ С ОСРЕДНЕНИЕМ ДЛЯ ОПИСАНИЯ ПРОЦЕССОВ 
ПЕРЕНОСА В СЛОИСТЫХ ПЛАСТАХ 

Эффективные математические модели для описания про

цессов переноса в многослойных пластах представляют боль

шой практический интерес, так как подавляющее большинство 
реальных пластов имеют именно такое строеьие. На практике 
встречаются как ситуации, когда продуктивные (основные) 
пропластки непосредственно соприкасаются между собой,так 
и ситуации, когда между ними расположены перемычки (раз

деляющие слои) . 

Проблема моделирования слоистости пластов мало зави

сит от физических особенностей процесса (от того, рассмат

ривается ли тепло или массоперенос, и от геометрии потока 
в плоскости пласта), поэтому для краткости изложения мы 
ограничимся исследованием двумерной плоскопараллельной за

дачи миграции подземных вод с учетом горизонтальной конвек

ции и поперечной диффузии /1//3/. При отсутствии разде

ляющих слоев принято вместо многослойной задачи рассматри

вать однослойный пласт со средними характеристиками /2/

/4/. В нашей работе /5/, а также в /б/ дана другая поста

новка, позволяющая учитывать слоистость пласта. Она осно

вана на использовании интегрального параболического сплай

на (ИПС) /7/. Для моделирования пласта с разделяющими сло

ями наибольшее распространение получила схема МятиеваГи

ринского /1//3/, согласно которой выписывается лишь сис

тема уравнений для основных (водоносных) слоев. 
В этой статье будет показано, что возможно обобщение 

схемы МятиеваГиринского: когда на основе ИПС выписывают

ся уравнения для основных слоев с принятием линейного рас

пределения концентрации по годности разделяющих слоев. 
Кроме того, будет указано также, как методика работ /5/, 
/6/ может бтъ применена для пластов с разделяющими слоями. 
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Выпишем сперва постановку без осреднения, ср.с /8/. 
Начнем с уравнений для основных пропластков и разделяющих 
слоев: 

к которым должны добавляться условия сопряжения на линиях 

(3) 

такие же условия сопряжения на линиях 2 » ^с*//^, г г ^ л /  / , 
начальные условия: 

/ 'о) Со) 

условия для нижнего и верхнего слоев: 

и условия на входах основных пропластков: 

Обозначим через //с' » ̂ З-л.ч'Л-Ь-М-/) 
мощности основных пропластков, через / / с > ^  £ ^ , 

£ • Оу Л/- / — мощности разделяющих слоев к перейдем к 
формулировке схемы ЫятиеваГиринского. Основные предполо

жения ее (см./1//3/,./9/): I ) концентрация в основных сло

ях не зависит от 2 : С^(^ 2-^) = с/< (х, 2) в разделяв

ших слоях концентрация меняется линейно по 2 (другими сло

вами, левая часть уравнения (2) заменяется нулем). Таким 
образом, в итоге вместо постановки ( 1 )  (6 ) получаем: 

ъг^-Ч^+^С^и^+^Сц-с,;), ¿,¿757, ( 7 ) 

Ьч1Ыо- (8) 



Здесь 

(10) 

Фигурирующие в (7) неизвестные и., и 1 определяют

ся так: 

( I I ) 

Наконец, <" и с
с ' № являются некоторыми средними по 

* отс^СУ, ё) и с^'а.у. 
Рассмотрим теперь упомянутое выше обобщение схемы Мя

тиеваГиринского, основанное на введении  сред

ней интегральной по мощности с го основного слоя концен

трации: $ т 

Для этого будем аппроксимировать концентрации по Ъ следу

ющими выражениями: е . _ 

с&л&, г, 1)-- %щ+*ы*гл,С£'£'*4%), <'.-- ( 1 3 ) 

где 2ь~Ь*+б--г№> Те'+'/л,* +°- •г№+*/ъ , а завися

щие от X к t коэффициенты С/с , ¿/¿4%,» 
должны трактоваться как неизвестные коэффициенты сплайна. 
Используя для их нахождения по аналогии с работой /7/ у с 

ловия сопряжения (3) при 2 = 2г.' , 2 » Ъг*-//^ , условия 
(о ) и ( 12 ) , все можно свести к системе уравнений относи

тельно неизвестных £<! , с ~ О, л/' . Для них, так же как 
в /7/, можно получить представление 

где с/.I и определены из ( I I ) . Вспомогательный ко

эффициенты <*0/ могут •:. ть найдены для каждого фикси

рованного у'=<^л/+/ как решение следующей системы уравне

ний: 

(14) 



- ЛЫЩ +£<;/+&с-<'"/ К, <**/ 
Здесь 

(15) 

(16) 

где ^ ' / / / г Э /  дед Г*с'~О.Л/ и У ^ А ' ' 1 ^  / . 

Кроме того &-^-^л/*//х,  ° , а 

& - < / £ г $ * , X. --о}
 С ^ ' ' { х - ^ \ , ь о. %) 

Наконец, надо учесть, что при Х« = о коэффициент А о = 
» Оо - % при А* • о коэффициент А, - 46*/-//^ , 
а остальные коэффициенты вычисляются по общим формулам (16 ) . 
Заметим, что при ?с'*^-* 2%>4 1*о,л/-/ все формулы ( 15 ) 

(17) переходят в выражения для ИПС из /7/. 
Использование методики работ /5/,/6/: интегрирование 

уравнения ( I ) по 2- с последующей аппроксимацией потоков 
выражениями (13) , (14) позволяет записать обобщение схемы 
МятиеваГиринского в таком виде: 

б' 



где U$X) , ц?*(Р являются средний, согласно ( 12 ) , ве

личинами от c(p(X,t), cfct.i) • 
Подчеркнем, что в отличие от постановки ( 7 )  ( 9 ) Ыяти

еваГиринского, в постановке (1С) (20) могут обращаться в 
ноль любое число разделяющих слоев, при этом из формул 
(16) автоматически исчезают лишь соответствующие величины 
Gib I/L . Приведем, наконец, еще одно обобщение поста

новки ( 7 )  ( 9 ) , при котором для разделяющих слоев применя

ется та же аппроксимация 1ой формулой ( 13 ) , как для ос

новных слоев. Тогда многослойный пласт должен рассматри

ваться как состоящий из t/*^ ' '  го пропластка: с = сГТ~лГ , 
без разделяющих слоев (все О t'-t '/х, - ° ) . Таким 
образом, все сводится к постановке (16) (20) для t-o,Z/J, 
в которой для пропластков с нечетными номерами w t  » o , 
для них отсутствуют также условия ( 2 0 ) . 

Нами было щзоведеио равнение постановок ( 7 )  ( 9 ) и 
(18) (20) между собой (описание разностной схемы дано в 
/5/,/б/) , когда в трехслойном пласте с выбранными парамет

рами отношение коэффициентов диффузии разделяющих и ос

новных слоев составляет приблизительно 10 . Для всех 
представляющий практический интерес мощностях разделяющих 
слоев обе постановки дают весьма близкие результаты. Од

нако при малых мощностях отдельных разделяющих слоев для 
устойчивого счета по постановке ( 7 )  ( 9 ) требуется выбрать 
существенно меньший временной шаг. 

Заметим в заключение, что вывод о близости результа

тов по обеим постановкам не может быть автоматически пере

несен на задачи теплопереноса,так как в этом случае коэф

фициенты теплопроводности основных и разделяющих слоев 
есть величины одного порядка. 
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МАШЛАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СТАЦИОНАРНЫХ, 
ОДНОМЕРНЫХ ПРОЦЕССОВ В БИПОЛЯРНЫХ ГЕТЕРО

ТРАНЗПСТОРНЫХ СТРУКТУРАХ В ДИФФУЗИОННО

ДРЕЙФОВОМ ПРИБЛИЖЕНИИ 

Полупроводниковые гетероструктуры представляют эна 

чительный интерес как перспективные компоненты современ 

ных интегральных схем. В последнее время интенсивно раз 

вивается численное моделирование гетеропереходных биполяр

ных транзисторных структур на основе как кинетических под

ходов /2,3/, так и при помощи фундаментальной системы урав

1 нений физики полупроводников /1,4/. 
Выбор математической модели, описывающей процессы 

переноса заряда в гетероструктурах, довольно сложен. В 
диффузионнодрейфовом приближении развитие получил подход 
/4/, который основан на аналогии гетеропереходных структур 
со структурами, обладающими пространственной неоднород 

ностыо энергетических зон, вызванной сильным легировани

ем. 
Б настоящей работе, на основе подхода /4/, построена 

математическая модель гетеропереходов, описывающая зонную 
структуру, и вырождение носителей заряда при помощи двух 
величин  эффективной собственной концентрации и асиммет

рии сужения ширины запрещенной зоны. Построена разностная 
схема и приведены результаты вычислений для 
гетеропереходной транзисторной структуры. 

В диффузионнодрейфовом приближении система уравне

ний, описывающая перенос заряда в гетероструктуре, может 
быть представлена следующим образом: 



о/г ^ с/г 

Ыг 

с& 

Ыг - Л ' 

<1> 

(2 ) 

сГг=-й' , ( 3 ) 

/+ехр(6-/п) 
(9) 

р , (10) 

Система уравнений ( 1 )  ( Ю ) записана в безразмерном 
виде. Обозначения такие же, как в работе /5/. Уравнения 
(1 )  (10 ) замыкаются соответствующими краевыми условиями, 
сформулированными на основе предположений о равновесии и 
зарядовой нейтральности приконтактных областей структуры 
/5/. В случае гомопереходных структур система дифференци

альных уравнений ( 1 )  ( Ю ) сводится к рассмотренной и чис

ленно реализованной в работах /5,6/. Выражения для плот

костей электронного и дырочного токов ( 4 )  ( 5 ) учитывают 
пространственную неоднородность Енергетических зон при 
помощи эффективной собственной концентрации л г е и асим

метрии сужения ширины запрещенной зоны ьт . Предложен

ный в настоящей работе метод численного решения еистеж 



- I4b -

уравнений ( I )  ( I O ) позволяет осуществлять моделирование 
гетероструктур, заданных при помощи различных моделей 
энергетических зон. В каждом рассматриваемом случае не

обходимо вычислить величины n i e тл ъТ по формулам ( 7 ) 

( 1 0 ) . Величины и ьТ определяются функциями плот

ности состояний рп и f>p , а также химическими потен

циалами электронов и дырок fn и <fp . В ряде случаев 
выражения для n

i e я ьТ имеют простой вид. 
3 случае слаболегированных полупроводниковых струк

тур функции плотности состояний выражаются в виде изве 

стных параболических функций. С учетом статистики Больц

мана из выражений ( 7 )  ( 10 ) получаем: 

nie = «Щ)*вхр(-£G) , ( I I ) 

vr=Tfln(mZ/mb)+(£l-ae)+8Ev , ( т 2 ) 
* * 

где те , rri^ - эффективные массы электронов и дырок, 
£ е  полуширина запрещенной зоны беспримесного полупро

водника, SEy  разность энергий границ валентных зон 
полупроводника, рассматриваемого и взятого за основу с 

полушириной запрещенной зоны 6G . 
В случае задания структуры энергетическихзон при по

мощи сродства электрону и ширины запрещенной зоны по 

лупроводника £^ , имеем: 

nLe=(m*mt,)"exp(-e3/2) , (13) 

Известно /5/, что одним из наиболее важных вопросов 
численного решения системы дифференциальных уравнений 
( 1 )  ( 10 ) является вопрос построения разностной схемы для 
уравнений непрерывности э«:чктронов и дырок ( 2 ) , ( 3 ) , т.к. 
после подстановки выражений ( 4 ) , ( 5 ) в уравнения непре 

рывности ( 2 ) , ( 3 ) получаем уравнения эллиптического типа, 



коэффициенты которых зависят от электрического потенци

ала у , как правило, резко меняющегося в окрестности 
рппереходов. Необходимо также учитывать» что искомые 
решения имеют большой разброс значений в активных облас

тях структуры. В случае моделирования гетероструктур за

дача осложнена еще и следующими обстоятельствами. Вели 

чины т*, л?£ , £6 , £д , X , фигурирующие в уравнениях 
( 1 )  ( Ю ) , могут быть разрывными функциями на границах 
раздела различных полупроводниковых материалов. При по

строении разностной схеш для уравнений ( 2 )  ( 3 ) в точках 
границ раздела необходимо учитывать разрывный характер 
величин г>1е и Ы . В /5/ показано, что условиям аппро

ксимации и точности на грубых сетках наиболее удовлетво

ряют разностные схемы экспоненционального типа, впервые 
полученные Шарфеттером и Гуммелем /7/. Таким же образом, 
как в /5/, на основе интегроиитерполяциэнного метода 
/8/, построим разностные схемы экспоненциального типа для 
уравнений непрерывности ( 2 )  ( 3 ) , учитывая разрывной хара

ктер величин к Ы . 
В дальнейшем, не теряя общности, будем считать, что 

точки разрыва величин П^е и ъТ совмещены с узлами 
разностной сетки 

2 0 = 0 , гм = 1-, 

2и</г
=21 + Ьи,/2 , М - ' -

Примем за правило, что все разрывные величины, фигу

рирующие в коэффициентах разностных схем, принимают 
свое левостороннее значение, если они обозначены знаком 

и правостороннее значение,если снл обозначены зна

ком " + " . 
Начнем построение разностной схемы с уравнения не

прерывности для электронов.Введем замену переменкой: 



п = п1еехр(Ч>)и , 4>=4>+ы. ( 1 5 ) 

Тогда из выражения (4 ) для плотности электронного тока: 

/ / / / 

^РпП1еехр{ц>)^ . ( 1 6 ) 

Проинтегрируем уравнение (2 ) в пределах от 2^ ^ 
до ¿1+1/2 > полагая при этом 

Имеем: 

Для нахождения (Эп)и'/г проинтегрируем выражение 
(16) в пределах от 2\и до 2 1 + ( , при этом считая,что 

После несложных преобразований находим: 

( ™*# ^ Ш ^ д а ^ ^ Г ^ Л (18) 

Таким же образом может быть найдено выражение для 
(Э„)^_</г • Из выражения (18) оно получается формаль

ной заменой индекса I на ¿—1 . Подставляя найденные 

значения (^п)-ц.1/г
 и (^п) 1-^/2 в У Р а в н е н и е баланса 

( 1 7 ) , получаем следующую разностную схему: 

а 



(АпШуаи,ииг(аи^а1)и^аки1., = (19) 

Разностная схема для уравнения непрерывности (3) может 
быть получена аналогичным образом, при помощи замены пе

ременной : р * п;е ехр (- <р) V. (21) 
Сна имеет вид: 

п _ (РрЬ-Я (гц.Ъ-ъ М-Г- ЧТ)ехр(-• (23) 

Разностная схема для уравнения Пуассона ( I ) хорошо из

вестна /3/ и может быть записана в виде 

В результате получаем нелинейную систему разностных 
уравнений для определения величин , и и г / : 

(^у^^а^ью, С2б) 
(АпШс = { ^ с н ^ п ^ } ) , (27) 

Для ее решения применялся известный итерационный ме

тод Гумкеля /9/. Итерационный процесс был организован та



П+-ЭМИТТЕР Р+-БАЗА п - 1/7 КОЛЛЕКТОР 
(£) (В) \ (с) 

X 
0.3 

/7 

' 0.10 0.15 025 035 0.50 2,МКМ 

Рис.1. Схематическое изображение А^Са^^Ь-вакв структуры. 

Расчеты проводились для двух (1,11) А^ба^Ав-ваАв 
гетеропереходных биполярных транзисторных структур, с 
различным содержанием мольной доли ОС алюминия в эмиттере. 
Размеры структур и распределение сс приведены на рис.1. 
Для возможности сравнения с результатами моделирования,по

лученными в работе /3/, вычисления велись с л £ и ьХ , 
заданными по Формулам ( 1 3 )  ( 1 4 ) . Концентрация примеси в 
п* эмиттере и Л + коллекторе была равна 5 Ю^см" 3 , в 

см р* базе  2  К г 0 с м  3 , в П коллекторе  1  1 0 
Параметры зонной структур»,, подвижность и времена жизни 
носителей заряда для ва Аз были взяты из /10/, для 
А£хва,_хАз  из рабе /3,4/. Время счета одной точки 

ким же образом, как в работе /б/. На каждой итерации, 
после определения величин у> , и н у , концентрации эле

ктронов и дырок вычислялись по формулам (15) и ( 2 1 ) . Пос

ле этого,так же, как в /б/, из соотношений©), (10) находи

лись химические потенциалы $ п и Jp . По известным зна

чениям П , р ,-fn\ifpUQ формулам ( 7 ) , (8 ) определялись 
величины /7 £ е , U . Е случае задавания Л7£е и U" на ос 

нове более простых моделей ( I I )  ( И ) нет необходимости 
осуществлять пересчет величин пке и %j . В коэффициен 

тах разностной схемы ( 2 0 ) , (23) эти величины считаются 
известными физическими параметрами. 



вольтамперной характеристики на сетке 40 узлов составля

ло 0,530 сек. Расчеты проводились на ЭВМ ЕСЮбО. Ре 

зультаты расчета I транзистора представлены на рис.23. 

П,СМ'5 р.СМ'3 

Рис.23. Распределения концентраций электронов и дырок 
при напряжении ]/ с в =1В и различных значениях 
Уве : I  У « 0,6В, 2  \/„ =1,2В. 

Транзистор I I является структурой, характеристики которой 
были рассчитаны в работе /3/ на основе кинетического опи

сания переноса для электронов. 
На рис.4 изображена полученная в работе /3/ зависи

мость граничной частоты усиления по току от плотности 
коллекторного тока, кривая I , кривая 2 ::а этом же рисун . 
ке дает зависимость ^ т от тока, полученную нами по 
диффузионнодрейфовой модели. Как следует из рис.4, ре 

зультаты, полученные по диффузионнойдрейфовой модели и 
более общей модели из /3/, хорошо совпадают между собой. 
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В заключение авторы считаю' приятным долгом вьра 

зить признательность Б.С.Польскому за полезное обсуждение 
работы. 

юо 

/О 1с,МА/МКМ 1  

Рис.4. Зависимость j T от коллекторного тока 1 с . 
Напряжение VCB " I B . 
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УДК 519.633 
А.И.Е/Р 
РНИИМП, Рига 

ДВУМЕРНЫЙ ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ПЕРЕХОДНЫХ 
ПРОЦЕССОВ В МОПТРАНЗИСТОРЕ 

I . Уменьшение минимальных г. ого логических размеров 
компонентов интегральных схем  транзисторов при создании 
схем большой степени интеграции, делает необходимым раз 

витие точных моделей полупроводниковых приборов, адекват

но описывающих физические процессы е них » С уменьшением 
характерных размеров транзисторов упрощенные математи 

ческие модели, пренебрегавшие рядом эффектов, не описыва

ют с надлежащей точностью работу электронных приборов. С 
другой стороны, экспериментальный подход в проектировании 



интегральных схем, связанный с изготовлением тестовых 
структур, требует больших материальных затрат и времени. 
Как следствие этих тенденций в моделировании полупровод

ников:' приборов сложился подход, связанный с численным, 
решением на ЭВМ системы уравнений физики полупроводни 

ков, состоящей из уравнения Пуассона для потенциала эле

ктрического поля и двух уравнений непрерывности для эле

ктронов и дырок /4/. При этом, как правило, предполагает

ся справедливость статистики Вольцмана для носителей 
заряда, полная ионизация легирующей примеси, постоянство 
температуры в рассматриваемой области. Эффекты, связан 

ные с нарушением этих допущений, моделируют.с помощью 
введения эмпирических зависимостей параметров, например, 
таких как сужение ширины запрещенной зоны /4,5/ (эффекты 
сильного легирования), эмпирической зависимости подвиж 

ности носителе/ з канале МОПтранзистора от составляющих • 
поля /9/ и т .д . 

В настоящее время имеется большое количество работ, 
посвященных математическому моделированию как биполярных, 
так и МСПтранзисторов в одномерном, двумерном и даже 
трехмерном случае. Обзор этих работ приведен в /4,8/. 
Однако большинство из них относится к исследованию ста 

ционарных процессов и лишь меньшая часть  изучению пе

реходных, что связано с большими вычислительными труднос

тями при решении нестационарных задач. 
В работе /б/ была предложена эффективная, полунеяв

ная абсолютноустойчивая разностная схема. В данной ра 

боте метод, предложенный в /б/ и использованный для ис 

следования переходных процессов в биполярных приборах, 
применяется для моделирования нестационарных процессов в 
МОПтранзисторе. 

2 . Система уравнений, описывающая нестационарные 
процессы переноса заряда в МОПтранзисторе состоит из 
уравнения Пуассона для потенциала электрического п о л я ( у ) 
и двух уравнений неразрывности для электронов ( Л ) и ды

рок ( / > ) : 



(I ) 

(2 ) 

(3) 

с выражениями для плотностей токов 

(А) 

(5) 

Уравнение ( I ) решается в области полупроводника и диэлех

трика, причем в области диэлектрика плотность объемного 
заряда /> полагается равной 0. Уравнения переноса ( 2 )  ( 3 ) 
решаются в области полупроводника. Величины, входящие в 
правую часть ( 2 )  ( 3 ) , Я скорость рекомбинации, б  ско

рость генерации носителей заряда. Я определяется с уче

том рекомбинации на дефектах (модель ШоклиХоллаРида) 

в ( 6 ) , *Ср  времена жизни носителей заряда, Г7£ -

собственная концентрация носителей заряда. В  опреде

ляется процессами лавинного умножения носителей в больших 
электрических полях /7/. Коэффициенты диффузии <&п , ® р 

связаны с подвижностями р п , /<р в ( 4 )  ( 5 ) соотноше 

нием Эйнштейна: 

/ I / : 

(6) 



Для подвижности у<„, р р , являющейся нелинейной функци

ей суммарной концентрации примеси // и составляющих по

ля, используется модель,предложенная в /9/. 
Сформулируем граничные условия для задачи ( 1 )  ( 5 ) . 

Геометрия моделируемого МОПтранзистора приведена на рис. 
I . 

ЗАТВОР 

МИСТ 

5^0, 

ОК стск 
• X 

ПОДПОЖКА р-ТИПА 

Рис.1 

Для потенциала на контактах металлполупроводник и 
металлокисел задаются значения у? . На границе раздела 
5 4  510г выполняется условие: 

5£ ЭХ (7 ) 

На остальных' участках границы нормальная компонента элек

трического поля полагается равной 0. Для концентрации 
электронов и дырок на контактах задаются равновесные зна

чения, а на свободной границе п и р определяются из 
условия равенства 0 нормальной компоненты электрического 
тока. 

Условие (7) для поте'тциала на границе раздела ¿ 1 

З^О^ может быть заменено более грубой аппроксимацией, а 



с соответствующими краевыми и начальными условиями. 
3. Для решения поставленной задачи была использована 

полунеявная абсолютноустойчивая схема /6/. В ней, помимо 
основных уравнений ( 9 )  ( I I ) , используется дополнительное 
уравнение неразрывности для полного тока: 

Ж?г((рпп+ррр)чф ~ Ц г + ^Гп^-Г^р), (12) 

являющееся следствием уравнений ( 9 )  ( I I ) . Решение уравне

ния (12) определяет предварительное значение потенциала 
на слое £+*/2. , после чего окончательное значение 
на слое 6+4 находится из решения ( 9 ) . Кроме того, ис

пользование'(12) обеспечивает выполнение условия баланса 
токов проводимости и смещения. 

Система уравнений (9 )  (12 ) аппроксимируется следую

щим образом: 

именно: уравнение Пуассона решается только в области по

лупроводника со следующим граничным условием: 

с Я^=1 _ с Ш . 

 напряжение на затворе, о!ох - толщина окисла. 
Таким образом задача моделирования нестационарных 

процессов в МОПтранзисторе сводится к решению нелинейной 
системы уравнений: 

ИЗ 
с)/7 

ЖУ-(®п чп /<„ ^ч>)=2Т+Р.-в (10) 

1 р т = Жг/С^р+^рГ^^^+Я-в ( П ) 



(Ап(ч>1 )п1+%. = й(»'У)+ (13) 

( А ^ ^ Р Г ^ ^ ^ Ц ' ^ ^ . (16) 

Разностные операторы А л , Л ,̂ аппроксимируют 1-п,1-р 
в ( 1 0 ) , ( I I ) , Л  левую часть ( 1 2 ) , р - правую часть 
( 12 ) . Параметр сС=0(Т). Точные выражения для А„ ,Ар , 
Л, Р , с/, приведены в /б/. Для решения линейных уравне

ний (13)  (16) используются итерационные методы. Уравне 

ния (13 )  (14) решаются методом Булеева /3/, (15) (16) ме

тодом 1ССв /2/. Шаг интегрирования по времени определя

ется автоматически с контролем локальной погрешности /6/. 

Моделирование переходного процесса в МОПтранзисто

ре проводилось в следующем .режиме: Ои =0, Ос =1В, ¿^=0, 
напряжение на затворе ( ) менялось скачком от 0 до 2В. 
Времена жизни полагались равными Ю"^с. (Как и следовало 
ожидать, в таком режиме ток рекомбинации оказался прене

брежимо мал по сравнению с токами проводимости, посколь

ку время переходного процесса значительно меньше Т", , 
Г, ). 

Размеры транзистора (рис.1) были следующими: 1.х = 
=4 мкм, /.у =13 мкм, I- =5 мкм, о/ох =0.05 мкм, х1 • 
= хг =0.5 мкм. Легирующая примесь задавалась по аппрокси

мационным формулам стандартного вида. Концентрация акцеп

торной примеси в подлож.'е была 2x10^ см . 
Расчет проводился на разностной сетке, содержащей 



34x38 узлов. Точность интегрирования по времени была ДО, 
Интегрирование проводилось до t *2 не. В результате по

требовалось 250 шагов по времени, что составило 90 мин. 
машинного времени ЕС1060. 

Ц 6 8 4 6 8 
у,мкм у,мкм 

Рис.2 Рис.3 

На рис.2,3 приведены распределения потенциала и кон

центраций электронов вдоль канала (зс =0) для различных 
моментов времени t : Ь0 =0, ^, =0.004 не, Ьг =0.012 не, 
£ 3 0.022 не, ti| =0.08 но, Ъ5 =0.2 н е Окончательный 
вид распределений потенциала и концентраций устанавлива 

ется за время, примерно равное 0.2 не. При переключении 
МОПтранзистора из закрытого состояния ( 1)^ =0) в откры 

тое ( =2В) канал в области истока индуцируется быстрее, 
чем в области стока, поскольку поле смещенного рп пере

хода стока препятствует диффузии электронов из области 



стока в канал. В дальнейшем область обеднения вблизи сто

ка уменьшается и конечное распределение концентраций э л е 

ктронов в канале почти симметрично. 

0. 0.02 004 0.06 .0.08 Í.HC 

Рис.4 

На рис. 4 приведены зависимости полного тока истока ( 1 и ), 
стока (1 с), подложки ( Г „ ) , тока смещения затвора по абсо

лютной величине от времени. При включении транзисто

ра ток подложки заряжает емкость затворподложка, токи 
истока и стока формируют канал. Затем ток пдложки стре

мится к 0, ток стока меняет направление и вместе с током 
истока стремится к стационарному значению. В каждый мо 

мент времени выполняется условие баланса токов, а именно, 
ток затвора равняется алгебраической сумме 1и , 1с , 1п . 

Приведенный пример i лтострирует возможности метода 
и показывает, что при приемлемых затратах машинного вре



мени исследователь может получить интересующие характе

ристики переходного процесса в МОПтранзисторе. 
В заключение автор выражает благодарность Б.С.Поль

скому за научное руководство работой. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Результаты работ по математическому моделированию, по

лученные в статьях настоящего сборника, могут быть использо

ваны в технологии производства монокристаллов для улучшения 
их структуры и качества, для оптимизации технологических ре

жимов изготовления интегральных схем, при совершенствовании 
характеристик полупроводниковых приборов. 

Теоретические исследования численных методов решения зада' 
гидродинамики, фильтрации, теплообмена будут полезны для по

вышения эффективности пакетов прикладных программ. 
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Р Е Ф Е Р А Т Ы 

УДК 537.421 

ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ МОНОКРИСТАЛЛИЧЕСКОГО 
СЛИТКА ОШадДЕВДГО С ПОВЕРХНОСТИ. Авдонин H.A. .Гулбе М.Л. 

Данная статья посвящена анализу случаев решения за

дачи о фазовом переходе (задачи Стефана) как в классичес

кой, так и в обобщенной постановке. Разработан алгоритм 
численного решения задачи и проведен расчет модельного 
примера. Анализ результатов расчетов показывает, что как 
и в случае кристаллизации в ампуле, так и в случае крис

таллизации слитка сс свободной поверхностью вдоль боковой 
поверхности слитка растет дендрит вытянутой формы и пере

охлаждение вглубь расплава не проникает. 

Ил.5, библии.р.7 назв. 

УДК 532.516.5 

ВАРИАЦИОННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ДИНАМИКИ ВЯЗКОЙ 
НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ В ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ОБЛАСТЯХ. Гельфгат 
A.D. 

Предложен способ построения систем координатных фун

кций, удовлетворяющих однородным граничным условиям и 
уравнению неразрывности. Метод иллюстрируется на примере 
решения системы уравнений тепловой конвекции в прямоуголь

ной полости. 
Ил.1, библиогр. 9 назв. 



УДК 519.633.8 

ГОЛУБЕЯВНЬЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ КОН

ВЕКЦИИ. Лшкис Е.Д. 

В статье проводится сравнение общепринятого и двух 
новых полунеявных алгоритмов решения уравнений конвекции 
в переменных вихрьфункция токатемпература. Приведены 
результаты расчета модельной задачи при различных числах 
Прандтля. Показано, что расчеты по новым алгоритмам можно 
проводить с существенно большим шагом по времени. 

Ил.2, библиогр. 6 назв. 

УДК 536.421.1+537.421+536.24+532.516.5+621.315.692 

ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕПЛОВЫХ, Г^ОД>ШМИЧЕСКИХ И 
КОНЦЕНТРАЦИОННЫХ ПОТОКОВ В ПРОЦЕССЕ ЗОННОЙ АМПУЛЬНСЙ ПЛАВ

КИ В НЕВЕСОМОСТИ. Гулбе М.Л., Мартузане Э.Н.,Волков Ю.Л., 
КОПЕЛИОВИЧ Э.С., РАКОВ В.В. 

В настоящей работе проведено численное исследование 
тепловых, гидродинамических и диффузионных процессов, про

ходящих в невесомости при ампульной зонной плавке герма 

ния, легированного мыльяком или галлием, путем решения 
уравнений теплопроводности, НавьеСтокса в приближении 
Буесинеска и конвективной диффузии. Тепловая задача реша

ется как в квазистационарной, так и в нестационарной пос

тановках.. Получено качественное совпадение с результатами 
экспериментов. 

Ил.4, библиогр. 8 назв., табл.1. 



УДК 536.25+637.84 

О КОНВЕКТИВНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ ДВУХКОМПОНЕНТНОЙ ЖИДКОС

ТИ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ. Герценштейн С.Я., Калейс А.Я. 

В статье рассматриваются вопросы конвективной устой

чивости двухкомпонентной жидкости в горизонтальном слое 
со свободными границами при наличии магнитного поля. Дви

жение описывается трехмерными уравнениями НавьеСтокса в 
приближении Буссинеска с учетом воздействия магнитного 
поля. Приводятся результаты линейного анализа устойчивос

ти, полученные с помощью системы аналитических вычисле 

ний REDUCE. Нелинейная задача решалась методом Бубнова

Галер кита , приведены результаты численных расчетов. 
Библиогр. 9 назв. 

УДК 519.6:518.61 

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕМПЕРАТУРНЫХ И ГИДРОДИНАМИ

ЧЕСКИХ ПОЛЕЙ В СИСТЕМЕ КРИСТАЛЛРАСПЛАВ5ЛЮС. Калис Х.Э. 

Работа посвящена численному исследованию температур

ного поля и гидродинамических потоков в системе кристалл

расплавфлюс на основе монотонной векторноразностной 
схемы. Показано, что с ростом коэффициента вязхости флюса 
интенсивность вихрей во флюсе уменьшается и гидродинамика 
флюса мало влияет на гидродинамику расплава. 

Библиогр. 5 назв., табл.2. 

УДК 621.315.592 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ПРОЦЕС

СОВ ИЗГОТОВЛЕНИЯ СБИС С УЧЕТОМ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕМПЕРАТУРЫ 
И ТЕРМОНАПРЯЖЕНРЙ В СТРУКТУРЕ. Кояло М.В..Липскис Я.А. , 
Мартузан Б.Я., Скрыль С И . 

Излагается методика расчета радиального распределе



с ' IV 
кия тзмпературы и компонент термоупругих напряжений в по

лупроводниковых структурах при нагреве в прямоточных диф

фузионных печах. 
Приводится описание программного обеспечения расче 

тов, оформленного в виде Системы поиска оптимальных режи

мов технологии  СПОРТ84, позволяющей пользователю в ди

алоговом режиме проводить расчеты с целью минимизации 
термоупругих напряжений, возникающих в полупроводниковой 
структуре, проходящей технологический маршрут. 

Ил.4, библиогр. I I назв. 

УДК 539.319 

ЧИСЛЕННОЕ СРАВНЕНИЕ НА1ТОМ1Н0Г0 СОСТОЯНИЯ КРИСТАЛ

ЛОВ КРЕШЯ ПРИ РАЗЛИЧНЫХ УСЛОВИЯХ ОХЛАВДНИЯ. 
Вахрамеев С.С., Козельская Н.В., Шасков Ю.М. 

Производятся численные расчеты термоупругих напряже

ний в кристаллах кремния (диаметром 250 мм) при различных 
способах их охлаждения после выращивания из расплава. Пока

зано, что ьрп интенсивном охлаждении скалывающие напряже 

ния становятся сладком велики (до 3 кг/мм*"), что может 
привести к растрескиванию кристалла. 

Ил.4, библиогр. 3 назв. 

УДК 537.84 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ДЛЯ ЧИСЛЕННОГО РАСЧЕТА МГД

ТЕЧЕНИЯ В ОСЕСИГаЩТРИЧНЫХ МАГНИТНОМ И ЭЛШРИЧЕСКОМ ПОЛЯХ. 
Приедс Я.К. 

Проведен численный расчет осесимметр;шного МГДтече

ния с использованием двух математических моделей: с пере

менными угловая скорость &  момент завихренности 1л/ и 
момент вращения со  функция вихря £" . Задача решается ме

тодом конечных разностей с использованием схемы переменных 



направлений. Приведены результаты расчета одного типа 
течения по обоим вариантам, показывающие, что при исполь

зовании второй модели не выполняется условие TTocjr=0 =0. 
Это, з свою очередь, обуславливает искажение скоростных 
структур и интенсипчостей возникающих гидродинамических 
течений. Установлено также, что требования к величине 
дискретного шага по времени эквивалента для обеих моде

лей счета. 
Ил. 3, библиогр. 6 назв. 

УДК 517.95С 

ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОЙ ЗАДАЧИ, СОДЕРЖАЩЕЙ СТАРШИЕ ПРОИЗ

ВОДНЫЕ В КРАЕВЫХ УСЛОВИЯХ. Земкткс A.A. 

В работе исследуется краевая задача для уравнения 
Лапласа, содержащая вторые производные в краевых услови

'ях. Такие задачи возникают после преобразования некоторых 
эллиптических краевых задач с кусочнопостоянными коэффи

циентами к более удобному для численных расчетов вцлу. 
Введено понятие обобщенного решения, доказана его 

существование и единственность, получена априорная оцен

ка. 
Библиогр. 14 назв. 

УДК 532.546 

АНАЛЭТИЧЕСКИЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ТЕПЛО И МАССО

ПЕРЕНОСА В ПОРИСТЫХ СРЕДАХ. Хэфнер Ф., Фойгт X. 

В статье предлагается приближенный численноаналити

ческий метод решения одномерных задач тепло массоперено

са для кусочнооднородного пласта. На основе предложенно

го метода решается также задача идентификации параметров. 
Приводятся результаты проведенных расчетов. 

Ил.9, библиогр. 13 наав. 



УДК 532.546 626.841 517.946 

РАСЧЕТ НАПОРНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ НА ФОНЕ СИСТЕИАТИЧЕСКОГО 
ГОРИЗОНТАЛЬНОГО ДРЕНАЖА. Веретехина Л.В. , Демченко. Л.И. . 
мистоцкий Г.Е. 

Рассматривается задача напорной фильтрации при про

мывках многослойных грунтов. Методом вычислительного экс

перимента исследуется влияние междренажного расстояния, 
глубины заложения, диаметра систематического горизонталь

ного дренажа, глубина слоя воды на поверхности почвы на 
расход в дрено и на степень равномерности распределения 
скорости фильтрации воды в корнеобитаемом слое при промыв

ках одно, двух и трехслойных грунтов. 
Ил.5, библиогр. 2 назв. 

УДК 518:517.949 

РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ НА ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЯХ ДВУХТОЧЕЧНОЙ 
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННОГО ДШЕгШЩПЬНОГО УРАВ 

НЕНИЯ. До.ченко В.Ф. 

Рассматривается краевая задача 

'0*ы+<цл-/, б(х)^У^(0,0; у(х),/(х)е1.2(0/), 

' О'и = (осо , /«ифс^о,<^,^+7^+^7> >о, 

<й~и,т/> = (и,1)+1Г) ; \/гг(х)* У'г (0,0 , 

где О*- оператор дифференцирования в смысле С.А.Соболева, 
Б"- расширение по непрерывности на все {.?_ ( 0 , 1 ) , 
I*  оператор интегрирования в смысле Лобега^ < £ , ь ~ > 

билинейная форма, определонная над §(х)е\/~ ( 0 , 1 ) , 
2/(х)&\^![ ( 0 , 1 ) . Доказана однозначная разрешимость "за 

дачи в классе функций и(х)<=. £. 2 ( 0 , 1 ) , со(х)<= ^ (О, 
I ) , построена и исследована однородная разностная схема. 



Рассмотрен случей Lt(x)<=W2(0,1); со(х)е l_2 (Q,i), 

k(x)=g-\x)*wL(0,0; cļM,f(*Hw;'(0,1). 

УДК 532.546ЧЫ7.94 

ПОСТАНОВКИ С ОСРЕДНЕНИИ! ДЛЯ ОПИСАНИЯ ПРОЦЕССОВ 
ПЕРЕНОСА В СЛОИСТЫХ ПЛАСТАХ. Буйкис A.A. , Шмите М.З. 

В статье предлагаются две новые постановки для за

дач тепло массопереноса в слоистых средах. Эти постанов

ки, в частности, обобщают известную схему МятиеваГирин

ского и могут быть применены как при наличии между основ

ными проплгстками разделяющих слоев, так и при отсутствии 
их. 

Библиогр. 10 назв. 

УДК 621.382 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СТАЦИОНАРНЫХ, ОДНОМЕР

НЫХ ПРОЦЕССОВ В БИПОЛЯРНЫХ ГЕТЕРОТРАНЗИСТОРНЫХ СТРУКТУРАХ 
В ДИШЗЮНШтЦРЁЙ50В0М ПРИБЛИЖЕНИИ. Абалкина С.А., 
Ришанс Я.С. 

Предложена математическая модель переноса заряда в 
гетеропереходных структурах. Гетеропереход рассматривает

ся как структура, обладающая пространственной неоднород

ностью энергетических зон. Описание зонной структуры и 
учет вырождения носителей заряда проводится при прмощи 
двух величин  эффективной собственной концентрации и аси

мметрии сужения ширины запрещенной зоны. Построена разно

стная схема и приведены результаты вычислений для AßGaAs 
- GaAs гетеропереходного транзистора. 

Ил.5, библиогр. 18 назв. 



Till 
УДК 519.633 

ДВУМЕРНЬЙ ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ В 
МОПТРАНЗИСТОРЕ. Шур А.И. . . 

Осуществлено численное моделирование переходных ' 
процессов в МОПтранзисторах. Использована полунеявная 
абсолютно устойчивая разностная схема. Приводятся и анали

зируются результаты расчетов. 
Ил.4, библгогр. 9 назв. 
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