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В В Е Д Е Н И Е 

Сборник "Прикладные задачи математической физики" от­

ражает результаты исследований, полученные при выполнении 
научных тем кафедры дифференциальных уравнений и приближен­

ных методов физико­математического факультета ЛГУ им.П.Стуч­

ки, Лычислительного центра при ЛГУ им.П.Стучки и других уч­

реждений, с которыми упомянутые подразделения университета 
поддерживают постоянные научные связи. 

В этот сборник включены в основном работы, посвященные 
численному решению задач математической физики, описывающих 
различные физические и технологические процессы. Большинст­

во работ связано с моделированием процессов тепло­ и массо­

переноса. Они описывают, в частности, управление технологи­

ческим и энергетическим режимом в процессе получения алюми­

ния, температур.<ые поля и вытеснение нефти водой в нефтяных 
пластах, фильтрацию воды в окрестности мелиоративной дрены, 
колебательный режим конвекции при выращивании монокристаллов 
из расплава и др. Для эффективного моделирования таких про­

цессов требуется разработка специальных методов или модифи­

кация известных методов. Ряд статей сборника посвящены из­

учению разностных схем для отдельна задач математической 
физики. 

Работы сборника могут быть полезны широкому кругу спе­

циалистов, занимающихся математическим моделированном задач 
математической физики. 
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ЧИСЛЕННОЕ «даИРОВ/ЫИЕ МАШИГпОГО НОЛЯ И ДВЙШИЯ 
РАСИЛАШ В AJbCMtíHEBUX ЭЛЕКТРОЛИЗЁРАХ 

Одной из областей применении математических моделей 
МГД ­ явлении длн исследования и управления технологи­

ческих и энергетических режимов является процесс электролиза 
алюминия. Алюминии получается в электролизерах в резуль­

тате электролитического разложения глинозема при прохож­

дении электрического тока от графитных анодов через слой 
электролита, слой жидкого алюминия к графитному дну элек­

тролизной ванны. 

Элект~омагнитные силы, возникающие в расплавленном 
металле и электролите, создают перекос (волнение поверх­

ности металла) и циркуляцию металла и электролита, из­за 
чего размываются стамев электролизера и появляются неже­

лательные анодные эффект., поэтому очевидна необходимость 
построения математических тиодк­ле­й для расчетов електри­

ческих, магнитных и .гидродинамических полей, а также для 
расчета скоростей течения металла. 

В настоящей работе рассматривается модель всего про­

цесса электролиза. В технологическом процессе получения 
алюминия, электролизные ванны расположены г два ряда. 
Электролизеры связаны между собой при помощи ошиновки в 
непрерывную эдекяцжчеоку» цшгь. Ü данной системе выбира­

«fi'cs основной алектролиэ«р ­ гчние, в которой проводятся 
(расчеты >и измерения с учета* ­veaтн*Е«ьах полей,создаваемых 
i радом стоящими (ваннами и ванная* ео­седнего ряда. Схема 
­модели одного алектрг тэера ­ saatti «оказана на рис.1. 



I . Определение внешнего и внутреннего магнитного 
поля. 

Условное внешнее магнитное поле создает токи ошино­

вок основного электролизера, рядом стоящих электролизе­

ров и второго ряда электролизеров, внутреннее ­ токи в 
расплавленном металле и электролите. 

Схема электролизера 

2 

$ Рис.1 
1 ­ корпус электролизера 
2 ­ графитовые аноды 

В математической модели ошиновка электролизера ­ это 
совокупность разных групп проводников, образующих элек­

трическую цепь: анодные шины, обводные шины, анододержа­

тели, блюмсы, горизонтальные и вертикальные спуски и сто­



яки. Расположение проводников ошиновки задается координа­

тами начала í oCj.iji, í t ) и конца (д.^, г1л) провода. Вся 
ошиновка моделирована системой проводов. 

Условное внешнее магнитное поле, создаваемое но пря­

мому проводу ЛцАъ протекающим током J вычисляется по 
закону Био­Саварра / I / 

ЭСр. Jjp. <áp) ­ точка наблюдения,. 
Ъ$р - радиус ­ вектор, проведенный из элемента Q 

в рассмотренную точку Р . 
^/^р ^ fí* JO"' ­ магнитная проницаемость вакуума. 

Учитывая, что с 4
1 ( , * Л •^ас,­х | ,ч г ­у х , .г д ­ жх) координаты 

магнитной индукции й?1Р)«­{в^ , , Е>д j вычисляются по 
формулам 

Ч) TST Л Л - Ь - D * £ VÁTfeTF \T6~ J U ) 

4 t чт * A 6 ­ D * I f f iTbTo r ¡ T " J » 
r.;e 

«¿o » acp ­ a?A , ­ £c4 ­ ас, t с 

' A> " i/p ­ tfx > Л * у » ' 8« • 

Магнитное поле от всей ошиновки в точке P ( a p , ¡ ) p . ¿ p ) 
получается по принципу суперпозиции. 

Расчет условного внутреннего поля, создаваемого в 
электролизере токами текущими от графитовых блоков ­

анодов через слой электролита, слой жидкого алюминия 
и отводящимися через графитное дно электролизной ванны, 
более сложный. Расчетия область состоит из слоев с раз­

личной электропроводностью о iсм.рис.2) 

file:///T6~J


Индукция внутреннего магнитного ноля в точке наблю­

дения Р ( Х р , у р | Д р ) также вычисляется по закону Био­

Саварра 

где V ­ объем, по которому протекает ток Д , 
создавший магнитное поле, 

о^р ­ радиус ­ вектор I от точки интегриро­

вания 0 до точки наблюдения Р(*1*Др.лр). 

Поперечное сечение электролизной ванны 

е, 

¡L 
графит 

Ü 
ЭЛект 

а/но 

граф 

графит 

рояит 

миыии 

про б о дни* 

Рис.2 

В данном случае сначала необходимо вычислить электри­

ческий ток J . Допуская, что J*»^0, ¿ t t y * } < J * ( у , * ) ) , 
расчеты проводятся в области отображенной на рис.2, где 
ток приводят электроды е, , ел отводят ? 4 и е, • 

Ток j вычисляется при помощи электрического потен­

циала у , связанного с током соотношением 

Т" ' в" groe/ </> < 3 ) 

и удовлетворяющему уравнение 

с*и> ( « " cjraci ч; ) * О UJ 

с условиями: « О ­ на непроводящей части границ, 
\f ­ О ­ и * анодах ÍJÉ б, , 
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о 
^ сх'изг ­ на китодах е л и е ч , 

и с условиями непрерывности у и б на границах меж­

ду слоями различной проводимости. 
Уравнение 14) с соответствующими условиями решается 

методом сетки в данной пятислойпой области, после чего, 
учитывая ( 3 ) , вычисляются дискретные значения тока 

°* \ *.1.г. .,М 

0 • А « . » в ­ | , » э . . . , М ­ | 

Постоянная «/« задается такой, чтобы ток, протекающий 
через ванну, равнялся полному току. 

Учитывая,таким образом найденное.| •^o,ju(u,Jt)i (/!«(ji*)i 
вектор условного магнитного поля в точке Т>{ з > ^ р . *р) 
равняется 

Допуская, что в каждой сеточной клетке j s и посто­

янны, координаты вектора ЬСР ) вычисляются аналитически 
или по кубатурным формулам. ­

Суммарное магнитное поле TSlP)"^ В« , Ро> J есть 
сумма условного внешнего и внутреннего магнитных полей 

'внешнее ' внутреннее 

после чего электрическая сила вычисляется по формуле 

F-рь ­ ^ c t j j % • ^ (ji М А К , ( / ^ э Ц б ) 
2.Учет влияния ферромагнитной пластины 
Магнитное поле создается намагничиванием стальных 

конструкций. 
Магнитное поле с учетом ферромагнетика вычисляется 



по формуле /2/ 

н\р) ­ НЛРЬ ± ^]Ш^^±л. ^; 17,, 
где V ­ объем ферромагнетика, 

Ър ­ радиус­и^ктор точки Р , 
Н ­ напряженность магнитного поля, 

­ напряженность магнитного поля, созданная 
токами, 

В своп очередь 

£ " * < Д * . 
^ ­ относительная магнитная проницаомость. 

Для вычисления магнитного поля в самом ферромагнетике 
уравнение (7) решается как сингулярное интегральное 
уравнение. Учитывая производные потенциала Ньютона, 
вместо (7) можно решать интегральное уравнение 

у­Р яИ Щ/ 

Ферромагнетик разделяется на сеточные параллелепипеды,в 
которых н принимается постоянным. В результате для этих 
значений, как неизвестных, получается система линейных 
алгебраических уравнений, коэффициенты которых есть ана­

литически проинтегрированный интеграл на каждой сеточной 
клетке с постоянной величиной Н 

Вне ферромагнетика вычисляется поле Н по 17) с уже 
найденным вектором напряжения И в ферромагнетике. 
Численное решение данной задачи усложняется, если 
«А*сА ( ^ ) п о с Р а в н е , ' И 1 0 с " сопок-

О 3.Расчет движения расплава и статистических пере­

косов. 
Нежелательным в производстве эффектом является вол­

нение повсохности металла, так называемые перекосы, чти 
вызывает большие лишние затраты электрической энергии. 

Создание математической модели магнитной гидродина­

мики реального аламиневого электролизера наталкивается 
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о 
на значительною труднисти. В настоящей работе математи­

ческая ми,,:,2ль в Системе уравнений МГД икеет следующие 
приближения /3/: горизонтальные составляющие электромаг­

нитных сил уравноьсдоны только вертикальными градиентами 
давления. Пренебрсгаятся вертикальные скорости те­

чения, .уравнения движения осредияются по высоте слоя 
металла. В результате для расчета движения металла в , 
прямоу го льном сечении (от, корпуса электролизера Q 
возникает следующая краевая задача 

где j.n ­ нормальная составляющая в е к т о р а ^ - ¿ / s ^ ) 
на границе <3Sl прямоуголиника £?, </х> » < J a > ­ ос­

редпенные ..о з. составляющие вектора силы "íf • 
líe. f ü . оо ) _ коэффициент сопротивления вертикальных 

каналов между анодами и стенками электролизера, 
|_, ­ линия среднего канала между анодными блоками 

или линия раздела 4 * 0 области Q на две области 
П* \ у > 0 ) и П'Сц<с). 

t ф* & Д * С 

у ­ Ц ­ И " . 
Можно показать, что при ¿ * О и >¿ »> оо , решение 

неклассической краевой задачи существует и единственно, 
причем также однозначно определяется скачек у* ­ чУ" на 

L в зависимости от величины параметра |¿ . Если 
j¿ ­. оо ( т . е . когда вертикальные каналы не пропускает 

жидкий металл), то на границе OÜ су* О. 
функция тока ц/ определяется через ос ре дне иные со­

ставляющие вектора скорости U i d ¡ где 

­ V » ­ S } • 
коэффициент трения горизонтальных слоев жид­

кости. 



На тестовой задаче проводилось сравнение результатов 
расчета линейной краевой задачи 19) при Л * 00 и нели­

нейной задачи Навье­Стокса 

где 

Йс ­ число Рсйнольдса, 
•3 ­ параметр взаимодействия электромагнитных сил, 

< / ) > м ) . 

где А, ­ высота осредняоцего слоя по ^ , 
у 0 ­ параметр электрического тока , 
^. ­ расстояние до привода ( у . * И-$/Ч Я ) . 

При Се* 1 и б ­ 1 нелинейные слагаемые малы, а 
меняется на отрезке V45,6­1). 

В реальных алюминевых электролизерах в электролит* 
Ц + ею , а в слое алюминия К - сю . 

О средне иное значение < р> определгется из уравнения 
Пуассона /3/: 

_ Д < р > ­с/Су<Г> ( Ц ) 

со следующими граничными условиями: 

~ £ ^ ' ~ < $ * > ПрИЧ*СОИ$< т ^З*2** При Х­05И4У. 
2) в слое электролита х 



и 

— г * — * ~ , ­ * < ( а 4 При Л * й«">< 
с?л ч ' т д ' : ' 

Решение определяется с точностью до произвольной по­

стоянной ( < р > ( о . о ) *• <?) . Для вычисления деформации 
перекосои поверхности аломипив^ • К(я,ч) используется 
уравнение движении <9 Р г ,\ 

щ '- ** • 
где ./д - С - составляющая оекторо г , 

О ­ коэффициент силы тяжести. 
Интегрируя данное уравнений по л в слое алюминия 

(индекс П и в слое электролита ^индекс ¿1, учитывая, 
что давление на поверхности раздела о г их слоев р ^ ' Р г , 
получается 

Аад­ сто: &-с- Ш 

. с л ^ ) ­ < р . > ­ < / ^ с л > * 

«£ ­ координата начальных поверхностей, 
Ав - О , Л4, (\% ­ 1ряничные значения слоев алюминия и 
электролита 

Для численных расчетов краевых задач для уравнений 
Пуассона ( 9 ) , ( I I ) использован метод Аолицкого ^програм­

ма 1ССС0 /3/ ) , причем задача при И/С?, Л+о* 
решается итеративно, уточняя значения ф на I . Числен­

и ю расчеты показывают, что значения переносов уменьша­

ются с ростом числа К. . с 
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Широкое применение пленок, противокоррозионных покрч­

тий, труб н других конструкций из гидрофобнкх полимерных ма­

териалов обуславливает необходимость прогнозирования их 
функциональной долговечности в реальных средах, неотьемлимой 
часть» которых является вода. При исследовании долговечности 
полимерных изделий значительное виачетие ичгст изучение чеючес­

сов влагопереноса с помощью исследований сорбции и влагопро­

нмааемости в пленках / I / , /2/. 
Наиболее распростракеиным представителем гиврофобных 

полимеров явл«ется полиэтилен (ПЭ). 
Анализ литературных данных показывает, что интерпрета­

ция процесса перекоса влаги в ИЗ содержит множество противо­

речий. Так, для ПЭ высокого давления коэффициент диффузии 
воды при t =293°К по /3/ имеет значение 2,4 10"^ сг/с, а 
по /4/ ­ 2,3 Ю ­ 7 см 2 * : . 

Большинство авторов указывает иа классический ход мас­

сопереноса влаги с постоянным 5 в '"¡3, однако в последнее 
время в некоторых работах / I / , /2/, /5/ указывается на кон­

центрационную зависимость 5 • 
Рассмотрим постановку прямой задачи для определения 

поля концентрации диффундирующей влаги при известном 0 
(под концентрацией понимаем нормированную относительно рав­

новесной ч начальной ее величину). 
Имеем 



( 2 ) 

краевые условия для сорбции: 

для проницаемости 

( 3 ) 

(3 ) 

где 2,6 ­ толщина образца. 
На сорбционных установках исследуется кинетика измене­

ния усредненной по образцу концентрации НЮ (низкомолекуляр­

ных веществ) С,"* ( ^а. ~ точки изменения, к=1,К). 
На установках проницаемости регистрируется кинетика установ­

ления стационарного потока , через мембрану ия иссле­

дуемого материала и требуется определить величину коэффи­

циента диффузии Г) . 
Наши экспериментальные результаты подтвердили предпо­

ложение о зависимости [") от концентрации влаги для системы 
ПЗ ­ вода /б/. Для описания широкого класса изменений ] ) . 
*1)1с) использовалась закономерность 

Мс . )«1)рЧ1ь­1> р ) (1­=) , С , С * . * * с о . ( 4 ) 

ГДв ь \ - 0 (0 ) , Г):­, « 1)11). 
Обратная задача формулировалась как задача иидентифи­

кации такого параметра Л в ( 4 ) , чтобы наилучшим образом 
аппроксимировать экспериментально полученные величины Ь% 
с точками теоретической кривой £ " ( = 0 , где 

Исходную информацию о Ьо , Е)р . «С можно получить из 
обработки экспериментальных данных сорбции /6/, /7/. Резуль­

таты исследований проницаемости обобщены в таблице. 



T°(C) P/Po й ю 7 

( см 2 * : ) 
u>. I 0 V 

(см 2/с) 
Л M o I0 3 й ю 7 

( см 2 * : ) 
u>. I 0 V 

(см 2/с) 

36° 0­0,78 1,7 0,4 1.4 4,9 
40° 0­0,64 1.6 0,8 0,92 0,66 

0­0,67 1.5 0,5 I . I 0.8 
50° 0­0,Ы 2,6 0,25 1,65 0,42 

Чем больше увеличивается концентрация молекул воды в 
газе ­ носителе, тем более экспериментальная кинетика откло­

няется от "классической", т . е . с ростом р/р с , начиная с 
0,6 ­ 0,7, резко увеличивается величина минимизируемого квад­

ратного функционала ^ 

« . 1 
г Д е I ] ­ достоверность к­того измерения. 

С другой стороны, эксперимент сорбции, где р/р0 меняет­

ся от 0,67 ­ 0,95 при t ­30 о (С) дает Dfc =1 10 см 2 * : ; 

Dp =3.3 1С" 7 с м 2 * : ; <С ­1,69; MQv0,5 Ю " 3 , т . е . в этом ин­

тервале влагоперенос характеризуется классическими законами 
диффузии. Следовательно, при р/р 0 0,6 ­ 0,75 в полимере 
происходит процесс, который мы в моде.тч ( I ) ­ (4) не учли. 
Это может быть связано с процессом локализации молекул воды 
в полимерной матрице /2/, /5/, /8/. 

Математическая теория процессов диффузии, сопровождае­

мой локализацией некоторых из диффуэируюцих веществ, анало­

гична теории диффузии при химической реакции. Теория диффу­ . 
эии с одновременным протеканием химической реакции рассмот­

рена Крайком /9/. Особенность модели состоит в том, что диф­

фузию с учетом локализации НМВ в полимере описывает уравне­

где с ­ концентрация свободно диффундирующих молекул, 
ц ­ концентрация локализованных молекул. Здесь и далее 

принимается, что скорость локализации значительно превышает 



скорость диффузии. Тогда в (5 ) можно пренебречь членом ^—• 
и это уравн ние запишется в следующем виде: 

Далее принимается, что локалиэаци" и концентрация свя­

заны между собой соотношением 

и « С с " . 
где £,г ­ постоянные величины ( 6 > 0 . 0 * т * I ). 
Тогда (5) окончательно принимает вид: 

- М Гг.* ^ 1 ( 7 ) 
Ш а х 1-0 эх к у п 

и и т ь 

Таким образом диффузию в сочетании с локализацией можно 
представить как простую диффузию с эффективным коэффициентом 

ГУ*, зависящим от концентрации. Другие подобные модели от­

личаются от (Ь ) членом . Например, модель с прямей я 
обратной реакдией имеет вид: 

Ос 
где - коэффициенты прямой и обратной реакций. 
В /10/ решена другая модель: 

Более подробно эти вопросы ( о диффузии газов в твердых 
телах) рассмотрены К . М . Бекманом / П / , /12/. В частности, 
он рассмотрел подстановку Х.Ганса. 

которая по существу совпадает с ( 7 ) . В системах вода ­ поли­

мер эти вопросы рассмотрены в /2/, /5/. Всем этим моделям 
присущ один недостаток, который не позволяет использовать 
их в системе вода ­ ПЭ: 

С ­ пропорционален и , т . е . считается, что для всех 
С € Г о * ^ ] сразу происходит локализация. Но эксперимен­

тально установлено, что легализация паров воды в 08 начи­

нается с какой­то С к , е.. О . Поэтому необходимо ввести 

ш 



новую модель. Для этого введем следующие обозначения и по­

нятия: 
1) существует величина Ct>£> > п (концентрация "свободных" 
молекул), что при С > С » , начинается локализация, 
2 ) коэффициент диффузии молекул в зоне локализации 5 , и.в 
свободной от локализации зоне ( С < с к ) [)ь являются кон­

стантами. 
Обозначим общую концентрацию молекул НЫВ в полимере 

через С • Она равна сумме концентраций свободных молекул 
С ь и концентрации локализованных молекул Сл % т.*.­"* "•>*"«. 

Математическая модель при описанных предположениях имеет 
следующий вид (при рассмотрении диффузия в пластинке) 

Ш^Щл Й ­ О С (•) 

% * Ь к Ш . » когда с « > С (10) 

Начальное условие 

граничные условия 

с | д ­ о * с " * х • 

На разделах обоях участков (т .е . ' при X* $ , < е [ с > 1 ( ) ) 
ставим следующие условия сопряжения: 

Ревение задачи (9 ) ­ (15) осложняется условием сопряхе­ ' 
кия (15) из­за отсутствия информация о С с . 

2 Очевидно, что XI , где величина £ < г1 обозна­

чает рубеж фронта локализации в стационарном случае. Рассмот­

рим постановку и режим ее в стационарных условиях. Тогда, с 
одной стореш имеем 

с | « С с , С К ) 

1_уи 21МАТг415КА 

В I В I. I О Т £ К А 



о другой стороны 

И й & л Ж . ( 1 7 > 
где ЗГ„ ­ стационарный поток на выходе. Отсюда, с учетом, 
что с О получаем 

2 « ­ • (18) 

Далее, для зоны 0<ос< в силу стационарности т . е . урав­

нения • о имеем 

* * с т а ж * - ^ ( с , - с ~ , „ ) . < 1 9 > 

Условие неразрывности потока при X • дает равенство 

Это уравнение позволяет найти коэффициент диффузии 
в зоне с локализацией 

^ 1\, • С* I И?* .\ 
V 5 ^ — Г ~ У 5 ~ Г ' * ) - <20> 

Определяя из эксперимента проницаемости и сорбции вели­

чины ? с , С» и Ь ь , можно найти месторасположение границы 
локализации и коэффициент диффузии Ьл в зоне с локали­

эащей молекул воды. Намного сложнее получить объективную 
картину нестационар^гсраспределения концентрации, т .к . из 
эксперимента мы получаем лишь интегральные величины £ ( { ) л 

7 ( 1 ) , а информация о скорости образования и роста зароды­

шей отсутствует. Размеры зародышей из­за ограниченного сво­

бодного объема внутри полимерного материала могут состоять 
всего из нескольких молекул. Это ограничивает применение 
классической термодинамики фазовых превращений. В литерату­

ре однако имеются некоторые попытки оценки скорости образо­

вания центров конденсации У . В основе метода лежит прием, 
согласно которому для объектов малой величины избыток сво­

бодной энергии связан не только с его поверхностью, но и 
относится к объекту в целом, что позволяет рассматривать 
объекты, размеры которых не позволяют выделить с них объемную 

о 



II поверхностную честь. 
Согласно такому подходу можно получить /13/ 

где V ­ объем одной молекулы, 
(5*> ­ поверхностное натяжение для плоской поверхности, 

­ коэффициент конценеедин, 
в ­ пересыиенив пара, 
Т ­ температура, 
ь! ­ постоянная Болывчена, 
Р0 ­ давление насыщенного пара над плоской поверхность в, 
го* ­ месса молекулы пара, 
А ­ работа образования зародшей. 
Локализация происходит за счет свободных молекул воды. 

Тогда с учетом (1Ь) и (21) следует 

Следовательно, в задаче (9) ­ (15) условие (15) можно за­

менить на (22), что дает возможность получить кинетику рас ­

пределения диффуэанта в пленке с учетом локализации. 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОЛЕВОГО 1РаНЗИСк>РА ыаШНИ 
НА ОСНОВЕ МЕТОДА К08СаРьЛГИВ80Г0 ОСРЕДНЕНИЯ 

Численное моделирование работы полевого транзистора о 
затвором Шоттки Ш Ш в двумерном приближении связано с 
проблемами выбора физической (и математической) модели и 
методом ее решения. Последний должен обеспечить как доста­

точную точность, так и быстроту расчетов. Топология ПТШ 
(рис.1) способствует выбору метода консервативного осредне­

ния, основанному на использовании интерполирующих в сред­

нем сплайнов / I / . Этот метод гтрислособан к решению задач 
для слоистых сред ( см. , напр., /2/ ) . ьго использование поз­

Рчс.1. Схема ГШ 5 ­ иотся, С ­ затвор, Ь ­ сток. 



водило перейти от часто принимаемых одномерных моделей 
IIШ к двумерной /3/ путем сохранения достаточной скорости 
расчета Аарактеристив прибора. 

Дадим математическую формулировку двумерной задачи. 
Обозначим для этого через / ^ ( з г . ^ О концентрацию электро­

нов в I ­ом слое, через ч> (а,^,1:)­ гзтенциал V I ­ номер 
слоя) . Тогда работа П1Ш в дрейфаво­диффузионном приближе­

нии уравнений неразрывности для электронов и Пуассона для 
потенциала может быть описана следующими дифференциальными 
уравнениями (напр., / 3 / ) : 

&к*&1ь.2&\* Ж ' т \ ^ - ( н \ &ь) э 1 \ 11) 

Ы дх « Ь 1 Ц •• Щ ) дх »Л 4 : Ш Г Щ и 

»Ъ ЗЧ,­ д'ч\ 
- \4i\M ­ I » . ) , 

С • О.' 
Здесь р: ­ подвижность электронов, О; ­ их коэффициент 
диффузии, причем имеет место связь ^ «р^ЧТ ( а , где Т ­

температура, к> ­ постоянная Больцыана, ­ заряд элек­

трона (абсолютное значение). Далее, М 1 ° ­ концентрация ле ­

гирующей ьримеси, 0,_ * (} ­ с(, / е ^ , где £ ­ относи­

тельная диэлектрическая проницаемость. £ 0 ­ диэлектрическая 
постоянная. Параметр ф определяет режим работы транзис­

тора; *А ­ динамический, Ц; - О ­ статический. К 
уравнениям Ц ) , (2 ) необходимо добавить начальный условия: 

условия сопряжения: 

1х-л;.о ! 1 • ' Х и * ­ :з:­­а­о 

¿1 ¿,1 

и краевые условия 2­го рода: 

file:///4i/M


(где к ­ нормаль) везде, кроме участков у^',^ а 

< I ^ • С ;/ч * ь1) г р а н * * ь » с 1см, рис. X) , 
на которых заданы неоднородные краевые условия 1­го рода; 

где N,'11 ('ф ьр) задает концентрацию электронов (.потенциал) 
на истоке для ; г , на затворе для / и на стоке 
для ; • ?. , причем . С 4 ' V » , I >­ "'-о. С­,•><•• 

с . ' и „ » 0 . Мы задавали '.'г \ ' ­ концентрации легирующей 
примеси, а отсчет напряжения на затворе ( ' . велся по форму­

* ! " с 1 * /и» • ; : . . • О . а В ­ высота барьера Шоттки. 
Для применения метода консервативного осреднения нам 

удобно краевые условия на границах < .».. ­ и ж • * 0 

записать в блинообразной форме /¿/,/7/: 

где ' ч равно либо >\г Vтогда ^ 0 ; ) , либо ф . (тог­

да ^ 1 ) . Краевые условия 2­го рода ( б ) тогда определя­

ются величинами у I , л . . • , Рс • I. (соответственно 
VI ­­ I , Л , • С , г, •а >, а краевые условия, (7) ­ вели­

чинами V,. > о , Л \1 , при этом ,: ч> для и,. - V . и 
Г,. * 4 * 4 ' ДЛЯ • <*., 

Введем, согласно методу консервативного осреднения 
(см. /I/ ,/2/), интегральные средние величины 

обозначая, естественно, инсегральн '̂Ю среднюю от " ! ) 
увреэ п , т , от •* , I •; т) ­ червэ / , . , . ; ) . Далее, 
будем аппроксимировать функции • (д.ц I 1 по переменной х 
интегральным параболичазхвн сплайном / I / в следующей форме: 

I ; (д.,1|,11' и. » гмдх А. ]• ~— ...­.Т. • Г.>*н, . ( 1 0 ) 



и 

в которой неизвестные коэффицивнтыЭсплайна Г; 
могут зависеть, конечно, от ^ * Ь , Коэффициенты м, 
легко могу быть выражены через / I / для произвольного 
числа !у слоев I • 0,Ы ( у нас Ь >; 

"\ • :нгтд7(;^ 1 > К г & ¿ 4 , 1 ) : ^ « ^ . , 3 , . • 1. 

Далее, в / I / показано, что коэффициенты £ , в свое очередь, 
могут быт» выражены через не зависящие от и; коэффициен­

ты эу1,; в следующем виде: 

где и ... и п » з а в и с я т от конкретной формы краевых усло ­

вий ( в ) : 

А. • Р , , А. ' С Г*: 4 Р . > . » 
• 4 1 1 • 1 ^ и з ) 

Наконец, матрице, коэффициентов 1 ^ , ^ ) может быть вычисле 
на методом прогонки из следующей системы уравнений /1/ для 
каждого фиксированного } •• С,7Г?1 • 

I J>£^•t,i * С. ̂  • р>. • (Г*' . 1. • » ; ' . ( ^ 

Здесь д (.¿.,1^ . £ м ) ; а,­ • с;.^ (& , . ) . Г, • л ' в , . О:, 
0. * * . , Г, • 3(с­. • С­..,) причем при Л * С по­

лагается ,Л . Д , при ̂ , • с ­ в » • 0„ » • 

( , * * . ­& , • л . » О , * " 1 '&« . Л | » С . 
Перейдем после изложения этого вспомогательного материала 
по основным свойствам интегрального параболического сила Я­



2o 

на к осреднение уравнений ( 1 ) , ( 2 ) . Для этого ­ £ уравне­

ние проинтегрируем по j о т ¡ до ./ . , . Имеем: 

5Í ' * Л 1 
Т Ш Ш • ; ^ , : < ¡ p i t á 2 $ 

, . . . | ' ­Т, . : ­ ¿ , 0< ч< I . t­Л*­

В ( I ) допущена зависимость коэффициентов j и от ис­

комого решения, lo г да знак "и " у коэффициента обозначает его 
значение от средней величины. Далее, это хе значение коэф­

фициента Г) * входит такие в определение сплайна (1С) для 
функции i¿ 1 , т . е . ц., '&£ . Значит, коэффициенты 

X' . . , , аппроксимирующие искомое решение с • должны вы­

числяться линь один11' раз ( й. • 1 ) , а коэффициенты 
для Ы; надо будет вычислять итеративно, на каждом времен­

ном слое, при решении уравнения для л. разностным методом. 
Аппроксимация функций \ и Í . сплайном (10) с использова­

нием его основных свойств позволяет преобразовать к 10),vio) 
к виду: 

¿>t <?j^W'y.' ­ V и. ­> í «••» н, ¿ o * . У . ' Ч о Л 1 7 ' 

В (17) , (16) индекс N или ­t у коэффициентов ш. , е. 
сплайна показывает, который из сплайнов использован («.е. 
либо в v 10) tí, 0." при аппроксимации N либо < ; | при ап­

проксимацки С. ) . Остается лишь подставить в I17), (18) вы­

ражения ( I I ) для i*t , после втого выражения (12) для е. 
и мы получаем систему из нести нелинейных, но пространст­

венно одномерных уравнений относительно « . и /. . Посла 
вычисления п. я £ при помощи сплайна (10; восстанавлива­

ются приближенно исходные двумерны» поля .*Л(х ^,t) и 4jx.ij.-i). 

л ) *актичвски два раза: один раз для краевых условий 
1­го рода, второй ­ для 2­го рода, ибо от тиля краевых ус ­
ловий зависят коэффициенты системы 114). 

http://4jx.ij.-i


К уравнениям (17 ) , (18 ) необходимо добавить начальные усло­

вия, получающиеся из (3) в виде: 

где ­ средние, согласно ( 9 ) , величины от у, 
Фь'е>1 1 '\Г и к Р а е в ы е условия: 

•о, Ш\ М \ -'->• № 
C''J 

ПК 

си 

Ограниченный обьем статьи позволяет нам дать лишь крат­

кое описание разностной схемы (авторы предполагают опублико­

вать препринт по этой задаче с более подробным освещением вы­

числительной стороны вопроса). Для численного решен;.; зада­

чи (17)­ (20) нами была использована разностная схема типа 
переменных направлений (напр., /4/ гл . IX ) с итерациями по не­

л чеСчости на каждом слое. Использовался кусочно­постоянный 
шаг по ^ (постоянный для каждого нУ |\. ; у ^ , ] ^.04 ) . Была 
построена (интегро­интерполяционным методом, см. /4/) кон­

сервативная схема 2­го порядка аппроксимации по ч . Н а 1­м 
этапе для фиксирозанного и решается система уравнений по 

I 1 прямым обращением матриц 3­го порядка. Разностные ап­

проксимации уравнений (17 ) , I18) могут быть записаны в таком 

Здесь нами использованы стандартные безиндексные обозначения 

из /4/. Напр.: f***9f*A%***Jt . ^{о>И 

Далее, f обозначает искомую величину на верхнем Iпохуде­

лом) слое с последней итерации, j ­ на верхнем слое с 
предыдущей итерации. 
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Рис.2. Зависимость скорости электронов V (Ц/с) 

от напряжения электрического поля Е (В/и). 

Отметим, что в расчетах Г. считалась векторной величи­

ной. Далее, зависимость подвижности г< от напряжения элек­

трического поля Е задавалось выражением 

л. fc Е • Ve f 6т ) ­ \ ' 

где £ т ­ напряжение поля, при котором скорость электрона 
максимальна, V e ­ скорость насыщения электрона, (ic ­ под­

вижность при Е » 0 « В расчетах использовались следующие 
численнне значения: Е т ­ 4 . I 0 5 В /м, V t ­ I . 5 . I 0 5 " / с , у в « 
. 0.4 м^/В.с. Другие параметры: - ч л ­ у* • у»'.-Цч ' 
m I 0 - c W . ц%-у, « %-ч<> • I 0 * " V толщина канала а:, ­ i c -

На 2­м этапе методом прогонки последовательно с ите­

рациями решались уравнения: 

Перед анализом результатов расчетов приведем некоторые 
дополнительные физические характеристики модели. Скорость 
электронов в (•«- А* задавалась немонотонно зависящей от 
напряжения электрического поля (рис.2) . 



« 0,42.10" И. Концентрация легирующей примеси Ы"'\-и)ш 
­ 1 0 ^ ^/м"*. Скажем несколько слов о вычислительной сторо­

не. В расчетах бралось 100 разностных точек по координате 
у . Расчеты проводились на ЭВМ ВС­1045, при этом итерации 

на одном временном слое требуют менее 0,5 с машинного време­

ни, а расчет каждой ветви вольт­ампер характеристики (ВАХ) 
занимает около 2­х минут. 

0 

•г. •г. / — 

у^Х^ ~~ 
/ р ^ х ^ 

Рис.3. Зависимость силы тока на стоке I ь \.л/ы) от 
потенциала на стоке 1/ц (В) при различных потен­

циалах на затворе 1% ( В ) . I ­ 1'с­ • 0.6; 
2 ­ ис ­ 0; 3 ­ >\ • ­0 ,6 . 

Проведенные расчеты (часть результатов представлена на 
рис.3­5) показывают, ­­то предложенный метод консервативного 
осреднения может быть использован для моделирования работы 
ПТШ. Отметим, напр., что с увеличением 1'г> на изолиниях 
концентрации наблюдается появление дипольного слоя (рис.5 ) . 
Это связано с немонотонной зависимостью скорости электронов 
от напряженности электрического поля, показанной на рис.2. 
Объяснение этого эффекта дано например в /5/. Проведенное 
сравнение наших расчетов с результатами работ /5/,/6/ пока­

зали достаточно хорошее совпадение. Все это позволяет ут­

верждать, что метод консервативного осреднения может быть 
использован для расчета параметров эквивалентной схемы НИИ 
и ВАХ. Этот метод дает удовлетворительные результаты как с 
точки зрения быстродействия, так и по точности результатов. 



Рис.4. Изолинии потенциала \на &)) и концентрации 
(на б ) ) в расчетной области. Потенциал дан в вольтах, 
.концентрация - в процентах от величины 10*^ */м**. 
Потенциал на стоке • 0.5 В, на затворе -0,2 В. 

Рис.5. То ае самое, что на рис.4, только для 1'0-2В. 



Целесообразно дальнейшие исследования по применению ме­

тода для ГП11 более сложных конфигураций (напр., с выре­

зами в канале), для неравномерных распределений примесей, 
при выборе большего числа горизонтальных слоев и т .п . 
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УСТОЙЧИВОСТЬ И КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ РЕКИМЫ ЕСТЕСТВЕН­

НОЙ КОНВЕКЦИИ В НАГРЕВАЕМОЙ СБОКУ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ 
ПОЛОСТИ 

В настоящее время большое внимание уделяется иссле­

дованию колебательных режимов конвекции, появляющихся в 
различных технологических процессах, в частности, ори вы­

ращивании монокристаллов из расплава / I / . Одной из простей­

ших моделей для экспериментального или численного модели­

рования естественноконвективных течений является задача о 
гравитационной конвекции в прямоугольной полости, боковые 
стенки которой имеют различную температуру. Сколь угодно 
малый перепад температуры между вертикальными стенками по­

лости приводит к возникновению стационарного конвективного 
течения, а при достижении разницей температур некоторого 
критического значения стационарное течение теряет устойчи­

вость и становится колебательным. 
Определение порога колебательной неустойчивости кон­

вективного течения явльотся трудной задачей для эксперимен­

тальных исследований, из­за необходимости измерять пульса­

ции очень малой амплитуды. Не ыенее трудна эта задача и для 
численных расчетов, использующих непосредственное интегри­

рование по времени уравнений Навье­Стокса. В работах /2,3/, 
результаты которых хорошо согласуются между собой, экспе­

риментально и численно определен порог колебательной неус­

тойчивости конвекции воздуха в квадратной полости. Однако, 
для других жидкостей подобные результаты отсутствуют. 

В настоящей работе для исследования устойчивости кон­

вективного течения жидкости в квадратной полости использу­

ются ме од Гелеркина, оп> санный в /4/. Этот метод пезволя­



ет свести систему уравнений Невье­Стскса к мало: адовой си­

стеме обыкновенных дифференциальных уравнений (использова­

лось 72 уравнения), и исследовать устойчивость неподвиж­

ных точек полученной системы стандартными методами. В ра­

боте получена зависимость критического числа Грасгофа, при 
котором стационарное течение теряет устойчивость, от чис­

ла Прандтля, изменяющегося от 0 до о о . Для числа Прандт­

ля,(равного 0,02) сасс>н:таы'р "зличные колебательные рожи­

ыы конвекции. Полученное значение критического числа Грао­

гофа для конвекции воздуха хорошо согласуется с результа­

тами работ /2,3/. 
Течение описывается системой уравнений тепловой кон­

векции в приближении Обербека­Буссинеска 

7 р • д ? * 6г Т е 

ЭТ 
аг 

1 
1 \ 

1 ' 
( I ) 

с граничными условиями 

(2) 

ти- 1 ' г к - Щ З 0, (3 ) 

где ­ число Грасгофа, \\ * •У/ ­ число 
Прандтля, <-2 ­ ускорение свободного падения,у£ ­ коэффи­

цие объемного расширения, д Г ­ перепад температуры меч­

ду боковыми стенками, С ­ длина полости, V* ­ кинемьти­

ческая вязкость, % ­ коэффициент температуропроводности. 
За масштабы времени, скорости и давления выбраны соответст­

венно величины I /9 , ^/1 , У*'/£~ . 
В результате применения метода Гельркина /4/ с шес­

ты» координатными функциями по каждому направлении аадача 
(1­3) сводится к системе из 72­ обыкновенных дифференци­



альных уравнений первого порядка вида 

в которой матрицы , у . зависят от безразмерных парамет­

ров 6с и Л . 
Неподвижные точки системы ( 4 ) , соответствующие ста­

ционарным решениям задачи ( 1 ­ 3 ) , вычислялись методом Нью­

тона. На рис.1 показан пример расчета стационарного тече­

ния при(п • 10?, Я г О, ОХ . 

линии тока изотермы 

I Рис.1. 

Исследование устойчивости неподвижных точек системы 
(4 ) сводится к определению критического значения числа 
Грвсгофа, при котором хотя бы одно собственное значение 
матрицы Якоби динамической системы ( 4 ) , вычисленной в не­

подвижной точке, имело неотрицательную действительную 
часть. Расчеты показывают, что такие собственные значения 
появляются комплексно сопряженными палами, т . е . в исследу­

емой динамической системе происходит бифуркация рождения 
цикла /5/. 

Критические числа Грасгофа вычислялись ДЛ1: всего ди­

апазона значений числа Нрандтля, включая и предельные слу­

чаи ?1 С и [К -* 0 0 .На рио.2а показана нависимость 
критического числа 



Рис.2. 

Рэлея от числа Прандтля (нейтральная кривая) для Рь < I . 
Кривая состоит из нескольких частей, каждая из которых 
соответствует появлению неотрицательной вещественной час­

ти некоторого собственного значения. Соответствующие час­

тоты колебаний течения в критической точке при тех же зна­

чениях РЧ показаны на рис.26. Скачки в частоте колебаний 
и вид нейтральной кривой позволяют предположить, что поте­

ря устойчивости может быть вызвана различными механизмами. 
Природа этих механизмов пока неясна и нуждается в дополни­

тельных исследованиях. 
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Для сравнения с результатами работ /2,3/ было вычис­

лено критическое число Грасгофа при $ »йС?ляя линейного 
распределения температуры на горизонтальных стенках полос­

ти. Рассчитанное значения критического числа Грасгофа рав­

но 2,7/ • 1Се . По результатам численного расчета в /3/ '­
%Ч • У0 С , экспериментельные значения ­ к _ц76 в /2/ и 
ОД Ю 6 в /3/. Зсе результаты хорошо согласуются между 
собой, что свидетельствует о наличии двумерного механизма 
неустойчивости в рассматриваемом случае. 

Рис.3. 

Несколько большие по сравнению с расчетными значениями 
критического числа Грасгофа, получаемые в эксперименте, 
объясняются в /3/ зависимостью вязкости воздуха от темпе­

ратуры и недостаточно точным выполнстем граничных условий. 
С другой стороны, численный расчет позволяет выявить коле­ 1 

бания с очень малой амплитудой (в настоящей работе ­ даже 
с бесконечно малой), недоступные для экспериментальных из­

мерений. Поэтому, рассчитанные критические значения пара­

метра всегда должны быть меньше полученных в эксперименте. 
На гчс.З изображен участок нейтральной кривой для 

малых чисел Прандтля Ри« 1 . При А ~» О число Рэлея 
стремится к постоянной величине, примерно равной М­*Э . 



Рис . 5 . 



Ряс.6. 

Расчет нестационарных течений требует высокой точ­

ности интегрирования по времени и занимает несколько ча­

сов на ЭВМ ЕС­1060. Более подробно изучались нестационар­

ные течения для К ­ 0,0% , значения, характерного для жид­

ких металлов я полупроводников. 



Рис.7. 

Не рис.6,8 показаны колебания функции тока и темпе­

ратуры при резличных числах Грасгофа (верхний график) и 
ниже ­ соответствующая спектральная плотность. 

Р М - IУ/('0«*** ОЬ\ , (9) 
где ^/(из") ­ исследуемая функция. 

На рис.6 показан двухчастотныи режим при ¿4*4 Ю6 . 
Вычисление спектральной плотности в различных точках об­

ласти показали, что большая частота преобладает только 
вблизи центра полости, а основная часть течения колеблется 
с вдвое меньшей частотой (см. рис. 6 ) . На рис.7 изображены 
линии тока этого режима в различные моменты времени. Сто­

хастические колебания при £%­* 1 0 ' показаны на рис.8. 
Сравнение рисунков I и 7 показывает, что появление колеба­

ний влечет за собой нарушение центральной симметрия стаци­

онарного течения. Из расчетов следует, что для чисел Пранд­

тля, больших единицы, колебательная неустойчивость наступа­

ет без потери симметрии. 
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Рис.8. 

Таким оброзом, метод Галеркина позволяет не только 
рассчитывать стационарные и нестационарные режимы тепловой 
конвекции, но и систематически исследовать устойчивость 
стационарных течений. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ В КЛАССИЧЕСКОЙ 
ПОСТАНОВКЕ МЕТОДОМ ЛОКАЛЬНОГО ОСРЕДНЕНИЯ 

В работе / I / разработан метод решения задачи крис­

таллизации в обобщенной постановке. Методом локального 
осреднения по малым объемам Л <* была введена функция 
п (и.) ­ доля твердой фазы в элементарном объеме Л Л , 

причем функция ц щ ) в обобщенной постановке задачи оп­

ределялась следующим образом: 

В »том случае переохлаждение в жидкой воне не допускается 
что видно из определения функции г/ [и) . Однако, в клас­

сической постановке задачи, если допустить существ с валив 
гладкого фронта кристаллизации (поверхности фазового пе­

рехода) , переохлаждение в жидкой фазе возможно. Цель» 
настоящей работы является построение численного метода 
решения задачи в классической постановке, допускавшей 
переохлаждение и исследование устойчивости движения гра­

ницы раздела фаз. 

I . Постановка задачи 

Рассмотрим задачу о фазовом переходе > следующей 
постановке. Цилиндрический слиток движения со скоростью 
с'„ вдоль муфеля печи с температурой . Тогда урав­

нение, описьшавщее температурное пола ~( » .< « * ) а жидкой 



и твердой фазе в неподвижной системе координатзаписывается 
следующим образом: ° 

i • i относится к твердой фазе, 1 ' z ­ к жидкой фазе. 
На границе фазового перехода j - </ I г.I) выпол­

няется условие Стефана: 

0 J dt 1 6 а Эп /*.у1{4,<> • 
Т • Т,,. 

На боковой поверхности слитка выполняется условие излуче­

ния по закону Стефана­Больцмана: 

. а # | (4) 

Кроме того выполняется условия: 

Q , (б) 

Т ( г , д , а ) • Т „ / ^ ; . Л (7) 

А,, \ ­ коэффициенты теплопроводности жидкой и твердой 
фаз соответственно, 

С; ­ объемная теплоемкость, 
Р ­ плотность, 

X, - температура плавления, 
/ ­ удельная скрытая теплота фазового перехода, 

Т ь ,¿»0,12 ­ температура окружающей среды, 
% ­ начальная температура, 
£ ­ степень черноты, 6., м постоянная Стефана­Бол ьцмана. 



Аналогично Д / вводим осреднекнув функции с 

и получаем осредненное уравнение 

Условия ( 4 ) ­ ( 7 ) остаются без изменения. 
Здесь 

С (1*) I С^({ {*% ( Ю ) 

Средние вначения коэффициентов теплопроводности, объемной 
теплоемкости и плотности. 

Функция остается неопределенной. Ясно, что доля 
твердой фазы в * * < ­ в твердой фазе, у**" ­ О ­ • жидкой 
фазе, однако в <? ­­ окрестности границы раздела фаз ока 
меняется от 0 до I . Полагаем, что а этой окрестности г/"' 
меняется по закону 

. & т * . т ; . т ' (И) * 

Вне г ­ окрестности границы раздела фаз я * • С. 
Можно показать, что при 3 •» решение осродненной за­

дачи ( 9 ) ­ ( I I ) стремится к решению задачи ( 2 ) ­ ( 7 ) в клас­

сической постановке. 



2. Алгоритм численного решения 

Для задачи ( 9 ) , ( I I ) , ( 4 ) ­ ( 7 ) осуществляем конечно­

разностную аппроксимацию. Для удобства выкладок мы в даль­

нейшем в (9 ) и ( I I ) индекс I опусхаем. Вводим неравно­

мерную сетку в пространстве 

Ч • О ' ¡4, I * М, - л; , , 

и дифференциальные уравнения ( 9 ) , ( I I ) заменяем разност­

ными. В направлении I выбираем равномерный таг Т , 
1*{0* лт • Тогда разностное уравнение записывается а виде 

* 7 т 

\ и^.. ' 2 ­ иу« # X . " у " ' 

• А^Г- вг^у ей- ч\)-Ш^и - к 

^ Щ ^ ^ Щ ^ ф - & ( 1 8 ) 

<('« 

(12) 

где А и.­­ * и * ­ ис. 
< 9 

ФУ 
О, 5*0 

1 , «5 >0. 
в, (6) 

Г о, ^<о 
(14) 
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Рис.1. Граница раздела фаз, (Ъ =0.5 
Т( вК) 
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Рло.2. Осевое распределение температуры. I ­ г ­*0.0, ' 
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Рис.3. Граница раздела фаз, -0.5 
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Рис.4. Осевое распределение температуры I - -0.0, 
2 - -0 .6 , 3 - - 0 .8 , 4 - -0 .9 . В - - I . 



Для расчетов применялись итерационные методы. Использова­

лись полуявный метод алпроксимац ионной поправки Яненко 
/2/ и эффективный метод неполного Ш ­ разложения со­

пряженных градиентов /3,4/. Применение метода разложения 
по функциям Халедкого ускоряет процесс счета квазистацио­

нарной задачи, так как дает возможность увеличить шаг по 
времени до 20 раз. 

На рис.1,2 представлено решение задачи полу явным ме­

тодом аппрсксимационной поправки Яненко. Видим, что пере­

охлаждение появляется во всем объеме расплава, однако 
рост происходит устойчиво несмотря на наличие бокового 
дендрита. На рис. 3,4 представлены аналогичные результаты, 
полученные из расчетов по методу неполного Щ ­разло­

жения. Из представленных результатов видим, что происходит 
устойчивый рост кристалла, несмотря на сложную форму гра­

ницы раздела фаз. 

3. Результаты расчетов 

г(см) 

1 

о * 2 3 ч 5 г(см) 
Рис.5. Граница раздела фав. I ­ ­ 0 , 2 ­

3 ­ ­1.2 



Сравнивая рисунки 1,2 с рисунками 3,4 видим, что результа­

ты, полученные двумя разными методами, качественно не от­

личаются, а количественное отличие не превышает 1%. На 
рис.5 представлены результаты расчетов, когда на границе 
раздела фаз в начальный момент заданы возмущения фронта 
кристаллизации. Как видим, и в атом случае происходит 
устойчивый рост кристалла, причем начальные возмущения 
сохраняют свою форму в процессе роста. 

Задача численно решалась при следующих значениях 
физических констант: 
объемная теплоемкость С • с у , где с" ­ удельная теп­

лоемкость, 
Л "0,173 вт/(см град), А* «0,412 вг/(см град), 
С\ . г* ­0,34 вт с/(г град), р, ­ Д ­5,6 г/см 8, 
X ­I2I0°K, Ii ­0 ,6 . ­0,18, 4 ­0,02 см/с, 
(5,­6,67 Ю _ 1 2 вт/ (см* град), t ­5 см, Т? ­ I см, 

Лх ­О, ­ I , Т . ­И0О°К. 
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ЧИМЕННОЕ М0ДЩ1ИР0ВАНИЕ 11Р0ДШХ1В НЬШОТШ1ИЧЕСКйй 
ШЬкРЩШ ДВУХФАЗНОЙ ЖИДКОСГИ 

Настоящая работа, являвшаяся продолжением исследова­

ний посвящена численному моделированию процессов 
вытеснения нефти горячей водой в рамках модели Рапопорта­

Лиса. 
I . Не изотермическая радиальная фильтрация двух не сме­

шивающихся сжимаемых жидкостей в деформируемом горизонталь­

ном пласте с учетом капиллярных эффектов может быть сформу­

лирована следующим образом / I / : в области G'ļfa.i)'V-?-C,0if<Tj 
найти функции fļ а р( ч t ) , fJ U , t ) и \Jh,t) , удовлетворяю­

щие системе уравнений 
Г 

I I ) 

граничным условиям 

(3) 



здесь # * Ф Г М ? ••* ­1 ,1 Ri L # i i u­»)A, ,v»CiV Üb . 

^ ' v ; v ш , * ш 
J J ' ( i » a ) . r » ; ^ * < a i i . 

b Vl i ­14 ) индекс I указывает на принадлежность несма­

чивающей фазе ­ нефти; индекс '¿ ­ смачивающей фазе ­ воде; 
\ ­ полярная координата; t ­ время; Цъ) - абсолютная 

проницаемость пористой среды; m ­ пористость в долях едини­

цы; U ­ температура; P t ­ капиллярное давление; j ­ насы­

щенность вытесняющей фазы ;эоды); QAi) - массовый отбор; 
Qt\l) ­ массоьый расход; н ­ мощность пласта; f. , , 
JhiGi » А; ( ü » i.Z ) соответственно плотность, относи­

тельная Фазовая проницаемости, динамическая вязкость, удель 
нал теплоемкость и теплопроводность I ­й фазы; индекс 3 от­

носится к твердому скелету; [J ­ температура окружающей сре 
ды; «£ ­ коэффициент пропорциональности, зависящей от физиче 
ских свойств среды. 

Как было отмечено в /1/­/3/, значительные затруднения 
при численном решении задач двухфазной фильтрации с учетом 
капиллярных сил возникают из­за того, что нелинейные диффе­

ренциальные уравнения Ц ) описывадт как конвективный, так и 
"диффузионный" процессы, происходящие в пласте. 

В связи с этим в работах /1/./4/ был предложен разно­

стно­итерационный метод в подвижных сетках, который за счет 
испсльзования консервативной разностной схемы на адаптирую­

щейся подвижной сетке позволяет с высокой точностью учиты­

вать одновременно оба процесса. 
Следует отметить, что при моделировании процессов мно­

гофазной фильтрации возникает также необходимость в исследо 
ванни с определенной точностью некоторых других характерно 
тик процессов lнапример, динамики различит изосат, изотерм 
и т . д . ) . Поэтому адаптирующаяся подвижная сетка должна учи­

тывать л это обстоятельство. Сказанное с необходимостью при 



водит к разработке многокритериального способа построения 
подвижной сетки. Если структура решений задачи в априори 
неизвестна и определяется только в процессе счета, то та­

кой способ построения подвижкой адаптирующейся сетки явля­

ется наиболее естественным. 
Остановимся более подробно на многокритериальном спо­

собе построения узлов подьюиюй пространственной сетки. 
Пусть на отрезке (Чь, й ] построена не разномерная 

сетка узлов й}^ • учитьшающая априорную информацию о свой­

ствах искомых функций (например, наличие оолыии.; градиентов 
водонасыщенности и давления на концах области интегрирова­

ния) и содержащая И Л узлов /э/. Введем неравномерную вре­

менную сетку узлов ц ) г . 
Пусть 1^(1},..., Лр(Ь) ( т е ь л ­ ) ­ критерии, определя­

ющие узлы сетки г ' (С . вокруг которых необходимо 
произвести "измельчение" сетки, а ^ с О , ^ ^ ) , . . . ( б'^!^ 
I £ р # 1 ) - их ьесовые функции, причем 
для лобого' I, ( Л * Ц * р ) выполняется условие^­о^О]**, 
где С. • ] ­ целая часть, & ­ общое киличестьо узлов, вво­

димых в <^ . Па каждом временном слое указанные критерии 
расположим последовательно по возрастанию значений их весо­

вых фушший. Будем полагать, что сори любом •( е Ог количест­

во критерийи не больше р и в начальный момент времени I 1 0 

заданы значения всех весовых функций, ч.ь.Ъ^ ),...,5р{{„). 
Критерии ^ Ц ) , . . . , Лра) и функции 6|.'0, •­. 3­.(Г) 

могут задаваться исходя из априорной информации, результа­

тов вычислительных экспериментов или же определяться шпо­

средстьвмио при приведении вычислений на 'дЫл. 
Пусть при 1 • 11 ь и; $ на неравномерной пространст­

венной сетки Цчт, ) ­ ­ ( г . ) . Ц Ч . ­ . ^ Ц . ' б). 
построенная на основе использования критериев Л^;), 
ЛрДН** Р»* рЗ» определены искомые сеточные функции. Для 
построения сетки на слое I » 1 ^ необходимо определить те 
критерии, которые должны быть учтены на новом слое, их ве­

са, а также количество вводимых узловых точек по каждому 
из критериев. Допустим, что на новом слов д.лкны быть ис­

пользованы критерии Л1Н}.,\...,Л(ъ[^.х) и ** в в с а&К^ . б д 



известны. Согласно этим критериям на сетке uj/,_ ^ ) опреде­

ляем точки "VÎ , • • » "tp 4 и вводим, соответственно,сле­

ва и справа от точек ч,*. ( i *7р» ) tu -1 узловых точек 
с шагом fc^.­j и 1ц - с шагом Л.,^ . Очевидно, что 

ZJ (£ A ; ­ t * ) • «£. Общее количество вводимых узлов X 
можно представить в виде: 

Если ^ ­ О , то это означает, что в окрестности точки 
T*k.­i7pi) строго по весу критерия jic(iiTi) вводится^* 1ц 
узловых точек. Б противном случае, дополнительно отводится 
по одной узловой точке первым j Ç t критериям (<Xj < pi) . 

Рассмотрим вариант, когда при переходе на новый слой 
уменьшается количество критериев. Пусть при t> t ; , j отсут­

ствуют критерии Jat(i),jKJ.il,.••, ^ l O l ^ ^ K , ^ . <к „£р„ ) 
и, следовательно, необходимо перераспределить веса этих кри­

териев так. чтобы 

Легко видеть, что последнее соотношение выполняется, если 
веса с Д ^ х ) [ i • i,Po ) определять по формуле 

где 6"; равно 6 i ( l j ) . если заранее неизвестны веса крите­

риев на слое t ; , 4 , и равно заданному весу С ­го крите­

рия при t< i j f { в случае отсутствия одного или нескольких 
критериев Лк, [i* {7т) , выявленных непосредственно в ре­

зультате счета на слое tt• . ' 
Пусть при переходе на новый слой sa счет появления 

критериев Л^((>,JtK^(i) « î *J l ) ( Р­­*^**<•••« р) 
увеличилось их число. В этом случае веса действующих крите­

риев можно определить по формуле: 

• ­Mai 



Здесь 1{. ближайший к ^­ временной слой, при 
котором использовались все р . * а критерий, а о; ­ величи­

на, которая принимает либо значение б^Ц,;) (известны все 
критерии, но не заданы их веса; заданное число критериев 
на слое 14,4. меньше р,+ п ) , лис о б Л ^ > 0 (на новом 
слое заданы только первые р . критериев и их веса). После 
того, как известны критерии и их веса на сетке ¿3^ (.4^) 
определяем узловые точки, вокруг которых необходимо осуще­

ствить "сгущение" сетки, и по изложенному выше алгоритму 
для каждого критерия находим число вводимых узловых точек. 

Далее, поэтапно применяется алгоритм , приведенный в 
работе /4/. На первом этапе, используя не равномерную сетку 
£)д , по алгоритму, изложенному в /4/, в окрестности точки 
1* введем £1 ч 1Х узловых точек ( 1\ точек с шагом А* 

слева и 1Х точек с шагом к\ справа). Затем, на базе по­

дученной сетки <3</ по тому же алгоритму в окрестности т£ 
введем 1Ь | { „ узловых точек и тем самым подучим сетку ¿3̂  . 
Осуществляя аналогичную процедуру для других точек г* , в 
конечном итоге получим сетку 1*4*4.). ^огда^^ .^Ч^Ч­

желаемая адаптирующаяся пространственно­временная сетка у з ­

лов. 
Для численного решения задачи Ш ­ ( 4 ) , существование и 

единственность которого предполагается^ в области 5 Г вво­

дится пространственно­временная сетка £ 1 ^ м т , основанная 
на использовании критериев Л ^ М Д ' н " ) . Л ( ^ ) Д ^ . * ) П о 

критериям с#1 ЛхИрь) определяются узлы сетки Л г • 
для которых,соответственно, выполняются условия: 

Где , Ь ь ­ заданные положительные константы. 
Критерии А.К^У Ад^,^ характеризуют, соответствен­

но, иэосату 5ч и изотерму и„ • положение которых необходи­

мо определить с высокой точностью, то есть сгущенге сетки 
производится в окрестности точек, определяемых по формулам: 



Вполне очевидно, что в зависимости от рассматриваемой за­

дачи и временного слоя число критериев может изменяться. 
Система нелинейных дифференциальных уравнений, опи­

сывающая процесс массопереноса в пористой среде, аппрокси­

мируется на построенной сетке двухслойной неявной консер­

вативной схемой, а нелинейное уравнение, описывающее теп­

лоперенос, ­ монотонной разностной схемой /1/./6/. Полу­

ченная система алгебраических уравнений решается методом 
последовательных прогонок с использованием итераций / I / . 

2. Разработанный численный метод решения задач позво­

лил перейти к следующему этапу вычислительного эксперимен­

та ­ моделированию на ЬЫ процессов, связанных с разработ­

кой и эксплуатацией месторождений посредством закачки вод**. 
С помощь» численного моделирования изучались следующие­

вопросы: 

­ оценка эффективности закачки горячей воды по средой*­

нию с холодной при разработке нефтяных месторождений, со­

держащих >. ре дне аяз кие и высоковязкие нефти; 
­ влияние периодичности закачек горячей и холодной во­

ды на нефтеотдачу пласта; 
­ изучение влияния начальной водонасыщенности на конеч­

ную нефтеотдачу при обработке пласта горячей водой; 
­ оценка влияния теплового воздействия на нефтеотдачу 

истощенного пласта. 
При исследовании этих вопросов I теплообмен с окружаю­

щей средой не учитывается) были использованы данные, приве­

денные в / I / . 
Следует отметить, что увеличение нефтеотдачи при ис­

пользовании горячей воды наблюдается после определенного 
пер!. ­1Д эксплуатации. Продолжительное!ь этого периода,в ос­

новном, зависит от гидродинамических, теплофизических пара­

метров пласта и жидкостей, а также от интенсивности и объе­

ма закачиваемого агента и может достигать нескольких лет. 
Поэтому для прогнозирования эффективности гермовоздействий 
на основе численного моделирования ^­несообразно следить 
за количеством "вымываемой" горячей водой нефти. Исходя из 
•того, пли анализе полученных результатов будем пользовать­



ся величинами а у 1 
I «Л^кШа, Т ^ М М * ^ 1 , ^ 4 1 * * ^ ^*2Т*,нЧ 
• 0,9 

характеризующими ето количество. 
Для приводимых ниже результатов при 1^0 значения ин­

тегралов в размерном виде равны 51240 м э , 13620 м 3 и 15*10м а, 
соответственно. 

1°. В таблице I приведены значения 1 1 , Г ь и нефтеотда­

чи ц в различные моменты времени при различных темпера­

турах закачиваемого агента, соответственно в микропористых 
( й » 0.25 Дарси) и макропористых коллекторах V и > 3.02 Дар­

си) со средне­ и высоковязкими нефтями. Следует отметить,что 
в этих расчетах брались; х^у^о, ^з,И)'^(<) г №*Р<1смь, 

Из таблицы видно, что за три года закачки горячей воды 
( 0 * V * ) * 100°С) в макропористый и микропористый пласты, со­

держащие средне вязкую (высоко вяз кую) нефть, коэффициент неф­

теотдачи по сравнению с закачкой холодной воды (0*7?) * 40 С) 
увеличивается на 5,31% 10,01%) и 0,0«с* 10,00%), соответствен­

но. При этом в области [ 0 , 9 , I ] для макропористых коллек­

торов "вымывается" на 330 м э (660 м 3 ) нефтеносного объема 
больше, чем при закачке холодной воды, в то время как в мик­

ропористых коллекторах этот показатель равен 30 м 3 130 м 3 ) . 
Дальнейшее повышение температуры закачиваемого агента оказы­

вает практическое влияние на нефтеотдачу только для пластов, 
содержащих высоковяэкие нефти. Гак, например, если в макро­

пористый коллектор, содержащий высоковязкую нефть, закачи­

вать воду с температурой 150°С, то значения величин 1 1 и 
1 Х при £ » 3 года 1см. таблицу I ) будут соответственно рав­

ны 6530 и 6100 ы 3 , т . е . в области 0.И &а<* I дополнительно 
"вымывается" 370 м 3 нефти. 

Расчеты показали, что в приконтурных областях темп "вы­

мывания" нефти по времени постепенно уменьшается (по мере 
увеличения температуры) ­к после некоторого момента времени 
практически прекращается. 

2°. Отмеченное выше наталкивает на мысль, что обрабаты­

вать пласт горячей водой длительное время нецелесообразно. 



Гай лица i . 

К ­ 0,25 Д 

Средне вяз кал нефть Высоковязкая нефть 

40°С 100°С 40 °С Ю0°С 

5 
годы ЯЛ I . I . ч, г \ ti h т . iii I, i 
I 5,74 12850 II70Û 5,74 12850 II700 1,58 13430 I42I0 1,58 13430 I42I0 

2 11,34 10860 10190 11,35 I0S80 10160 3,09 13070 Ī3560 3,09 I30d0 I354Ü 

3 16,92 9490 9270 16,94 9510 9200 4,60 12750 13020 4,60 12750 12990 

К ­ 3,02 Д 

I 60,05 5490 5430 60,12 5490 5070 17,79 I02I0 10830 17,79 102*0 I08IÜ 

2 73,93 3830 3740 76,98 3280 31Ь0 36,14 6600 9100 36,16 üöIO 8790 

3 78.95 3230 3220 84.26 ¿630 2890 49,37 6Ô70 7010 49.38 6650 6350 



Поэтому для выяснения этого вопроса были проводе*» численные 
эксперименты. На рис.1 показаны графики распределения темпе­

ратур, полученные при следующих вариантах: 1) пласт V 1д -
• 3,02.10 см*^), содержащий средне вязкую нефть, в течении 
7 лет закачивается горячая вода V 100°С) с весовым 
расходом 100 тонн/сутки, 2) при тех условиях 4 года закачи­

вается горячая вода, а 3 года ­ холодная \ 0 * ( О ­ 40°С). 
Как видно из рисунка при | » 8 лет и X • 6 лет темпера­

турные поля в обоих вариантах,за исключением приконтурных 
зон,мало отличаются друг от друга.Ввиду того,что при атом 
совпадают и значения нефте.часыщенностей на эксплуатационной 
скважине,то коэффициенты нефтеотдачи практически равны.На 
седьмой год при закачке горячей воды < первый вариант; \ » 
•80,07%,во втором варианте ­^»79,9051,т.е. разница составля­

ет всего 0,17% (в случае изотермической фильтрации » •75,44%). 
Аналогичная картина наблюдается и для высоковязких неф­

тей. Например, было установлено, что при закачке горячей во­

ды с температурой 150°С в течение 18 лет (пласт с проницае­

мостью 0,25 Дарси содержит высоковязкую нефть /7/) I , «3310м 3. 
Если же после 14 лет закачивать не горячую, а холодную воду 
(0*(Ч)"4О°С), то в этом случае получим,что Гд • 3300м3. Та­

ким образом, за четыре года 'вымывается" всего Юм э нефти. 
3. Исследование связи между начальной во до насыщенность» 

пласта и эффективностью закачки горячей воды проводилось при 
изменении водонасыщенности породы от 15% до Зо%. Результаты 
расчета представлены на рис.2, где показано изменение по вре­

мени доли нефти, добываемой смеси 1 5 ) ори закачке холодной 
(Ц*10 ­40°С) и горячей воды и " «Ы00 °С) в пласты с различ­

ными начальными водо нас «ценностями. Из приведенного рисунка 
видно, что эффект горячей воды начинает сказываться на вели­' 
чине только после определенного моменте времени, который 
зависит от начальной водонасыщенности 3 . . Действительно,при 
5, «0,35 влияние сказывается через 1,6 года, а ори л,«0,16 ­

через 3,5 года. Отметим, что при «5.» 0,15 максимальная разни­

ца в значениях 5 составляет 6,62% (^•4года),а прид­0,36 ­

5% (3 года) . 
В целом, можно сделать вывод, что при любой начальной 

водонасыщенности закачка в пласт горячей воды увеличивает то 
сравнению с холодной водой содержал» нефти добиваемо' смеси. 
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Рис.1. Распределение температуры вдоль пласта. 

— - закачка горячей воды, - закачка 
холодной воды. 
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Рис.2. Изменение во времени доли нефти 6 в добываемой 

смеси в зависимости от начальной водонасыщенности. 
Обозначения как на рис. I . 



Таблица * . 

Состояние пласта после 4 ­х лет Состояние пласта после 4 ­х лет 
1 истощенного 

пласта 
Закачка 
ной вод 

холод­

на! 
Закачка горя­
чей воды 

Р 5 3 р 
0.001 0.8975 0 .373* 0.9746 0.5581 0.9733 0.5502 
0.10 0.9697 0.3753 0.9919 0.5587 0.9915 0.5506 
0.15 0.9760 0.3777 0.9935 0 . 5 5 9 5 0.9931 0.5510 
0 .20 0.9805 0 .381* 0.9945 0.5606 0.9943 0.5617 
0 .25 0.9839 0.3854 0.9954 0 . э6 *0 0.9952 О.оо*5 
0.30 0.9666 0.3902 0.9961 0.5638 0 . 9 9 5 9 0.аЬ35 
0 . 3 5 0.9888 0.39о6 0.9965 0.5660 0.9965 0.5547 
0.40 0.99и7 0 .40 *3 0.9971 О.обаб 0.9970 0.5563 
0 . 4 5 0.9923 0.4101 0.9975 0.5714 0 . 9 * 7 5 0 . 5 5 8 * 

0 .50 0.9936 0 .417* 0 . 9 9 7 9 0.5747 0 . 9 9 7 9 0.5609 
0 .05 0.9947 0 .424* 0 . 9 9 0 * 0.0?8Ь 0 . 9 * 0 * 0.5640 
0.60 0.9957 0.4314 0 .990) 0.00*7 0.9906 0.О706 
0.66 0.9966 0 .43О9 0.9988 0.6Ь74 0 . 9 9 0 8 0.6787 
0.70 0.9973 0.4467 0.9990 0.59*7 0.9991 0.5Ш7 
0.75 0 . 9 9 7 9 0.4570 0 . 9 9 9 * 0 . О 9 8 6 0.9*9 .1 о.бооб 
О.Ш 0 . 9 9 6 5 0.4691 0.9994 0.60О6 0 . 9 9 9 5 0.615О 
0.65 0.9990 0.4816 0.9996 0.6138 0.9996 0.6*95 
0.90 0.9994 0.4948 0 . 9 9 9 9 0.6*31 0.9990 0.6433 
0.95 0 . 9 9 9 7 0.51*5 0 . 9 9 9 9 0.6339 0 . 9 9 9 9 0.6563 
1.00 1.0000 0.5336 1.0000 0.6464 1.0000 0.6685 

I . 34700 1з*90 Ь760 
1« 8300 6160 О930 
I . О70 6а40 6150 

Однако относительно высокая начальная ьодонасыщенность ыожет 
предопределить экономическую неэффективность терыоьоэдвйствия. 

4° . для изучения эффективности закачки горячей воды в ис­

тощенный пласт были рассмотрены случаи, когда в пласт закачи­

вается холодная и горячая воды. Начальное распределение насы­

щенностей и давлений истощенного пласта определились следующим 
образом: из макропористого ((с »3.02 Дарси) нефтеносного пласта, 
содержащего высоковязкую нефть и связанную воду 115%) .отбира­



дись ж.идкость в количестве 60 м3/сутки до установления на­

сыщенности воды на стенке эксплуатационной скважины уровня 
ЗЛ­гс рубежа. Затем отбор жидкостей прекращался до тех пор, 
пока не установится стационарное распределение. 

Результаты расчетов приведены в таблице 2­ Как видно 
из этой таблицы, обработка пласта горячей водой и в этом 
случае приводит к более полному вытеснение. Если рассмотреть 
величину 1 0 , то видим, что при изотермической фильтрации ее 
значение на 470 м 3 меньше, чем при неизотермической фильтра­

ции. Это и характеризует полноту ьыгеснения, так как при об­

работке пласта горячей водой дополнительно "вымытая" нефть 
из области 0 , 0 ^ 1 * I накапливается в ч. = ч < 0,0. 

т л ю г г ш ч л ш сплсок 

1. Мусаев Г.И., Нирмамедов в.Г. Численное решение закачки 
неизотермической дьухфазной фильтрации //Прикладные 
задачи магматической физики. Рига: ill'У мм.¡1.Стучим, 

19ИЗ. С. 152­161. 
2. Гусейнов С И . , аусаеь Г.и. , Нирмамедов о.Г. Численное 

мидьлироьание процесса неьиотермической фильтрации и ре­

шение оптимальных задач. ил АЛ Азерб.ССР.Баку,1УЫ. 
Рукопись деп.ь Ь Ш И 17.0". 1*о4 г. » 6<:73­64. 

3. Коноьалоь A.h. Задача фильтрации многофазной несжимаемой 
жидкости. Новосибирск: Изд­ьо НГ^,1972. 1м с. 

4. Пирмамедов В. Г. Об одном разнистно­итерационлом методе ь 
подвижных сетках решения («которых нелинейных задач тео­

рии фильтрации и теплопроводности. ПК АН Азерб.ССР,Баку, • 
1976. Рукопись дел.в ВИНИ!И 11.07.1976г. » ¿027­75. 

5. Мусаев P.M. Численное исследование процесса нестационар­

ной фильтрации га^а в пористой среде при циклической ра­

боте газохранилищ. ИК АН Азерб.ССР,Баку, 19Ы. Руко­

пись деп.ь ВИНИТИ I0.O7.19BI г. » 3*46­61. 
6. Самарский А.А. Теория разностных схем. м. :Наука,1уУ7. 

653 о/" 
7. Желтое At.ll. Механика нефтегазоносного пласта. М.;Ьадра, 

1975. 216 о. 

http://At.ll


Межвузовский сборник каучных трудов 
ОРШСЛАДШЕ ЗАДАЧИ жАТЕЫАТИЧЫСЛЮИ 1ИЗИИИ 

Рига: ЛГУ им. П.Стучки, ГЭьа. 

УДК 519.6 А.А.Земитис 
ЛГУ им. П.Стучки 

ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗНОСТНОЙ С ХЕШ АПНРОНСИыИРУЮ­

0Д1У пЖДАССИЧЕСЮТ) КРАЕВУЮ ЗАДАЧУ 

При математическом моделировании различных процессов в 
механике сплошной среды, нередко возникают ситуации, когда 
приходится решать задачи математической физики в областях 
со слоистым строением. Иными словами, дифференциальный урав­

нения имеют скачкообразно меняющиеся коэффициенты. Опыт по­

казывает, з.тэ встречаются задачи, когда к значительному 
упрочению и ускорению численного расчета приводят применение 
краевых условий типа сосредоточенней емкости / 1 / , / 2 / . В ра­

боте / 3 / изучались существование и единственность решения 
одной такой задачи математической физики, содержащей стар­

шие производные ь краевых условиях. В настоящей работе про­

водится теоретическое исследование разностной задачи. 
Итак, пусть имеем задачу: 

( 2 ) 

(3 ) 

(4 ) 

(5 ) 



г д в Я * { К < * > 1 ' * « < " | г ' ^ < 2 1 Я г ' ^ . , ­ достаточно 

гладкие функции, сЛ­ постоянная, £ , , ­ положительные 
постоянные. 

Построим разностную схему, аппроксимируюцуо дифференци­

альную задачу ( 1 ) ­ ( 6 ) . В дальнейшем будем пользоваться обо­

значениями, принятыми в теорш; разностных схеы /4/, /5/. 
В области Q0 введен равномерную сетку ¿3 *0\ * ь% • 

Через со обозначим множество всех внутренних узлов сетки ¿3 . 
узлы сетки и> при фиксированном Дд, . . ( 0 ^ ( а ^ со ­

стоит на узлов и узловой точки с соответствующими ко­

ординатами ­Т^м» » г ^ • " "^ (^вЬ множество узлов и ^ х ^ ) и 
уз с соответствующими координатами х^д , , где ^ • 1,2 , 
^ ­ ^ с£. 

Для функции из пространства Н , состоящей из сеточных 
функций, определенных на и> и обращающихся в нуль при -(^к, • 
введем скалярные произведения: 

где ­ , если узел, по которому суммируется, находится 
на грамицо • * и 0 или Ж| • зг^ц. . После этого можно рассмат­

ривать и различные декартовые произведения одномерных сеток 
и ввести соответствующие скалярные произведения (мы здесь 
отметим лишь некоторые из возможных): 

Л ь , X 

• ^ и « а , < х , 

* 5!] и б Л , я х 

1 ? а Т ь й 



бо­

нам понадобится и следующие скалярные произведения: 

МЕД ( * . ­ ^ ­ j u a . * . . 

Будеи пользоваться также общепринятыми обозначениями 
разностных производных: и с ( ц д , ) ­ пьрьан разностная произ­

водная в направлении Лж ньзад (: перед), щл х ­ разностная 
производная второ.­о порядка в направлении хл . 

Будем и с п и л ) зоьать различи! ; нормы сеточных дикций, 
которчх мы обозничик: 

ш; ч у . у ) ^ , 

IV!.* • I Y I . i l\7Yl!. 

Аналогично вводятся норм), с индексом i или i вверху, 
если используются скалярные произведения с индексом 1 или 

1 . Так, например, 

Для ..остроумия разностной схемы будем использовать ме­

тод аппроксимации интегрального тождества (/4). Обобщенное 
райские задачи ( 1 ) ­ ( б ) определяется из интегрального тождества: 



Интегральное тождество (7) аппроксимируем суммагорным 
тождеством, которое получим, заменяя интегралы квадратурными 
формулами прямоугольников и трапеций. . 

Б результате получим (вместо и теперь будем писать 
У ) : 

Ы4»ч>4 ' И ' * » * » А Ч " - . ^ ^ ) И 1 Л А к ^ ­

Приближенным решением задачи (1 ) ­ (6 ) будем называть 
сеточную функцию У » задвинув на С. , которая при любой 
сеточной функции 0 , определенной на С- и обрацаяиейся в 
нуль при т,« удоьлетвор/ат интегральному тождеству ( с ) . 
Яаиый вив сеточных уравнений, которым должна удовлетворять 
функция У , получим, если выбирать сеточную функцию »* рав­

ной единице в каком либо одном узде сетки £> и нулю в осталь­

ных узлах. 
легко проверить, что У делана удовлетворять следующим 

разностным уравнениям: 

* ^ ) У » , ) х / У х-­ у ­ ^ /.:• Щ=д. 0. (ю) 



Y ' Ú , ¿ ^ N , , ¿ . 0 l t . (15) 

ilpM условии, что решение U задачи ( I ) ­ ( G ) достаточно 
гладкэе, разностные уравнения ( 9 ) ­ (15 ) аппроксимирует со 
вторым порядком ди^ференцилльную задачу ( 1 ) ­ ( 6 ) . 

Оценим левую часть равенства (Ь) в случае, когда ^ ­ i> 
­ произвольная сеточная функция из н . Сначала отметим оче­

видное неравенство 

Так как \> обращается в нуль, ириэ^» ! . u ¡ , то справедли­

ва оценка /4/: 

с * ^ . 
или, учитывал ( 1 6 ) , получим 

Следовательно, 

1 < (17) 

Оценим нормы разностных производных на части границы 

области IP t f l o^ , . Легко видеть, «то 



Так гак <' обрывается в нуль ОраХд* * а Ч . » т о » " ^ н 0 оценить 
снизу разностные производные На границе через, норму самой 
функции /4/: 

Учктыьаи ( 1 с ) , получим 

| t f t i % 'Чтим с, }ti9v\h>Xub») 
Отсюда будем иметь 

« < * 5 ^ 5 < " * ^ M - 4 l î , ^ ' . '<*» 
Обозначим ) , . • , j ^ , ) 

I n w ( ? j ( l 2 A i a s A t f , ^ ( 2 J ) 

Тогда, складывал (17), (20), получим 

» И £ ^ Й ^ ^ Л 1 ^ * M , t ï ^ J (22) 
Так как нераьеистхо '22) справедливо для мЧн.Я сеточ­

ной функции à , обращала*йся а нуль зри л , • i t . * i • T J следу­

ет справедливость следу!У4<*й теоремм. 
Т е о р е м а I . Р с а е и а е задачи ( Э ) ­ ( 1 5 ) существует 

и едииственностыфи любых сеточных функциях f , ч/ , У , 
6 и постоянных L'( . J 

Теперь оценим краоул часть равенства ( о ) с целью полу­

чения априорной сценки решении задач* ( 3 ) ­ ( 1 о ) . Д»я ^того 
нам понадобится норма 

Ш , - Ь*рЩ1^^ • (23) 
*Щ но **** 

Используя !»го определяй" , ­ з ­ ?» ­ че: •. rct ­ом !(г,чи 



к £ ­неравенством, будем иметь 

(Шк (24) 

где £, >0. 
Аналогично оценим остальные скалярные произведения в 

левей часты ( 3 ) : с 

где с. > 0 . 
В прямоугольной сеточной области можно оценить норму 

сеточной функции на границе через норму самой функции и пер­

вых производных внутри области /4/: 

Выберем <?Л* таким, чтобы С* « М А ( 6 Л ) . Решив квадратное урав­

нение, получим, что 

к - и * г * > ггТочв •з.й г 

Следовательно, 

Тогда из (25) следует 

Наконец 



ее 

\Ш^Ъ)*(*»лЛ » ( 2 8 ) 
Пусть У ­ решение задачи ( 9 ) ­ ( 1 Ь ) , тогда У удовлет­

воряет интегральное тождество (Ь ) при л^бой сеточной фун­

кции 1} , то есть, и при.с)»У . При <Ь У неравенство (22) 
можно переписать: 

ш ? » ну с Л . у Ь\0лл * а -* Д ) 
^ / , У £ ­ ' ^ Л У , а Л | . ( 2 9 ) 

Для оценки правой части неравенства ( 29 ) , будем исполь­

зовать ( 24 ) , ( 27 ) , ( 28 ) . Неравенство (29) тогда можно пере­

писать 

• у » ; * \\\\,ь * 1ел х\щ. 

Остается выбрать кснкретные­ значения параметров в , В, , 
С 3 так, чтобы в результате получить оценку для решения У . 

Возьмем е 3 • р, е, ­ , £\|£ГПГ . > результате получим 

* * « ( ^ ^ ш 

Итак, мы доказали лемму. 
Л е м м а. Для решения разностной задачи (9 ) ­ (1о ) спра­

ведлива априорная оценка _ 



Теперь нужно отметить, что нас практически интересует 
случав задачи ( I ) ­ ( G ) , когда 0 ,уШ*ЧЫ*&(*)* О . 
Справедлива теорема. 

Т е о р е м а 2. Если решение задачи ( П ­ ( б ) доста­

точно гладкое, то решение Y задачи (9 ) ­ (15 ) при 1 а 
*1|;еч/*& гО , J)' О сходится к С (в смысле нормы про­

странства Н* ) внутри области, а также на части границы 
области, где граничные условия содержат старшие производ­

ные, со скоростью 0{\к\х), где \hi • Шя(At, Л,.) . То есть 

0-Y%* l ü - v f e f W & 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Справедливость теоремы 

следует из того, что разностная схема аппроксимирует со 
вторым порядком дифференциальную задачу ( I ) — ( 6 ) , если 
решение дифференциальной задачи достаточно гладкое, В та­

ком случае О- Y удовлетворяет уравнениям ( 1 ) ­ ( б ) , где 
Ос ' О , а / , ч7 , </ , Ö ­ величины порядка 
Ol!k|V • "з априорной оценки (31) следует справедливость 

теоремы. Отметим, что аналогичные задачи рассмотрены в /6/, 
/V, /в/, /9/. 

БЖЛИОГРА«гЧЕСКИЙ СПИСОК 

1. Буйкис A.A. , Зеиитис A.A. , Шкиикис Ц.Н. Вычисление 
фильтрационного напора в придренной зоне и притока 
воды к целям дрены // Водные ресурсы. 1966. t 6. 
С. 16,23. 

2. Еуйкис A.A. , Шмите М.З. Разностные схемы для процес­

сов переноса в многослойных пластах // Прикладные за­

дачи гатематической физики / Отв. ред. H.A.Авдонин.­

гига: ЛГУ им. Л.Стучки, 1962. С. 53­66. 



3. Земхтис A.A. Об одной задаче содержащей старшие» про­

изводные в краевых условиях // Прикладные задачи ма­

тематической физики / Отв. ред. Н.А.Авдонин. Рига: 
ЛГУ им. П.Стучки, 1967. С. 97­104. 

4. Самарский A.A., Андреев 3.5. Разностные методы для 
эллиптических уравнений. И.:. :!аука, 1976. ЗЬ2 с. 

5. Самарский A.A., Лазарев Р.Д., Макаров В.Л. Разност­

ные схемы для дифференииальнкх уравнений с обобщен­

ными решениями: Учеб. посо 'ие для ун­тов. И.: 
Высш. ШТ., 1967. 296 с. 

6. Агранович М.С., Ьилик И.И. Эллиптические эдчач­н с пара­

метром и параболические задачи общего вида // Успехи ма­

тематических наук. 1964. 1. 19. Вып. 3(117) . С. ЬЗ­162 
7. Цейтлин Л.А. Ос определении магнитных ч электрических 

полей тонких слоев и оболочек // Журнал технической физи­

ки. 1967. Т . 2Ü. Вып. 6. С. 1326­1329. 
8. Буйкис A.A. Решение задач тепломаосопереноса для слоистых 

сред при помощи интерполирующих в среднем сплайнов // Ма­

териалы международной иколы семинара. Математичес­

кие модели, аналитические и численные методы в теории 
переноса / Под рук. A.A.Самарского. Минск,19Ьо. Ч Л.. 
С.141­147. 

9. Буйкис A.A. , Земитис A.A. Приближенное решение смешанной 
задачи для уравнения Лапласа в двухслойной среде // Чис­

ленны* методы механики сплошной среды. 
Новосибирск: ЫЗАШ СО АН СССР, 1965. Т . 16. Ш 4. 0. 
3­12. 



межвузовский сборник научных трудов 
ттщш£ ЗАДАЧИ Шшнпеомн ФИЗИКИ 

Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 1988. 

УДК 518:517.949 В.Ф.Демченко 
Ин­т электросварки им.О.ь. 

с Патона Ari yfJCP, 
Л.И.Демченко, С.Н.Заболотный 
Киевский государственный 
университет 

РАЗНОСТНЫЕ СХШЫ НА ОЬОЫдЙШС РШьНИЙХ УРАВЙШИЯ 
К0НВ1ШИЬ80Й ДИШЗИИ 

1°. Постановка задачи. Решением задачи конвективной 
диффузии будем называть функций u\xteW*( О. i) , удовлет­

воряющую i ) t {С, i ) интегральному соотношении 

где ( ' . • ) 0 ­ скалярное произведение в Ьдс, i ; . Входящие 
в ( I ) производные понимаются в смысле С.Л.Соболева. Относи­

тельно и\у},^Ы),0{л,1 fU) предполагается следующее 

•чЧх», 4, ­ la ) , t/<i/c L ^ ( u ( l ) . Jli i <­ L­ {(; i). ( 3 1 

0< с, <•­илх) * е.. , ji'iatVKCj, .t'Ct%(xj*\£. 

Выполним в Ц ) замену РЦХ)> ķ l *J - M l » ) , где 

Имеем 

где > { Р , 1 ) « СЕ ^.ti 1 ) , , » ( ty . P' t V ­ билинейная форма, 
Кц) • ­ ( } • ? »с ­ линейная форма, Zpļ-^'0k)*^e/Jt>^% 
Из неравенств 



?* 

где ^ • •)„ ­ норма в (с, 1) , 5 • Я» ­ норма • Ц^й 1) , 
М ь К­ ­ некоторые постоянные, следует к­лрцитивность я 
непрерывность билинейной формч. Непрерывность функционала 

очевидна. Таким образом, выполнены все условия те ­

оремы Лакса­Мильграна и существует единствен»ал функция 
Р1, х к V; \_ 1С, 1) , удовлетворяющая 13). Отоода следует од­

нозначная разрешимость • ^ ( С, 1) задачи 11) при входных 
данных из класса 12). 

2°. Разностные схемы. Введем с е т к у Л * ( $ / А -

через <д>|, будем обозначать осреднение по Отеклову функ­

ции икх) на отрезке &>ъ-л • • Д* * построения раз­

ностной схемы рассмотрим систему функций 'Цл;е №¿10.1) * 

Обозначим иДиАЭГ») , ^ . . ал » . . Из равенства 

следует А.'1 (XV­ о­ и. ^ 1 с
; ( & } А , 4 - ( 1 ь ) 3 л . СТШ~*' 

С учетом этого из 1 3 ) получаем следуемую систему 

(аи£ - ь - К'Ц, | } . * д / . . 1 . } , , ^ ­ ^ ­ , км 

Представим 



и приближенно положим A"V1/*'­'/. i/. , r A * ^ ' |~J 4jftfi**x 

Тогда из (4 ) получаем разностную схему 

Можно указать эквивалентные формы записи разностной схемы 
( 5 ) 

где ¿¡..jv. , jj¡ • к'лЩг i)ui,t, к • ' Ы 
Заметим, что соотношения i4 ) при ^ с о в м е с т н о с 

граничными условиями u»*,U* - О определяют точную раз­

ностную схему. 
3° . Априорная оценка. Погрешность численного решения 

j ­ и. и схемы (5) является решением задачи 

где y, ia{p,i))x i fd. ­ погрешность аппроксимации, 

3 ^ о х / | М м Ы * > . . i* • cLu, k 4 V ­ с/л. ­ g ^ . , ш _ 

тодике / I / , представим .* в виде: л - и *t , где сеточ­

ные функции u.' , t являются решениями задач 

Преобразуем задачу (10) к виду 

C^*x)by" 3'£*А$ . 0<x*ik<i , ¿V t f c * С. vil) 

Нетрудно проверить, что а задаче ( I I ) вшилняюгея все усло­

вия лем!м4 из / I / ( стр .48 ) , следовательно, имеет место оцен­

ки ¡ l \ *• fcío л с , из которой подучается неравенствок£«Л|ь)д. 



и, далее, * *.. » ­с ­ * ** : й е 
Задача 19) относительно функиии записывается в ви­

де 

где г-"-1 • 

Для оценки решения злднчг. <• воспользуемся неравенст­

вом из / 1 / *стр.169) 
. ч * . / 

из которого следуе! априорная оценка решения задачи ^о) 

%щ*гщ%&&&Ш£г\ > м^Ж '"1т. и. оа> 
* « » . "•• Г .­=1 ' ••' 

4 ° . Сходимость разностной схема. Оцени.* порядок малос­

ти по к величин ¿4,. , >>. и •/./.«.' . Так как функция *('•<)• 

ш ('у-ь)О^ при (V., является абсолютно 
непрерывной, то для нее справедливо условие Липшица: 

7(1.-...,) | < М ^ | д * . * * | . 
Тогда 

а, л 1 

Учитывая, что и|а)еУ£ л (0 ,1 ) для , имеем оценку 

К ^ К ­ "чП1)М>)­й?|ч*а 4 С П.. а. Ч о ) 

Гак.м образом, из 4 3 ) ­ \ 15) следует 
Т е о р е м а , ьри выполнении условий ^*) разностная 

схема (5> равномерно сходится на обобщенном решении из 
У/1(С. ь) уравнения конвективной диффузии (1) имеет пер­

вый порядок точности. 
З а м е ч а н и е I . вычисление коэффициентов разност­

ной схемы V5) монет оказаться обременительным, в связи с 
чем воз икает проблема аппроксимации выражений для коэффицн­



ентоа U , ii , более простыми, не треоувщи./я громоздки* 
вычислений. Как известно / I / , в теоретическом плане эта 
проблема тесно связана с решением вопроса и- -устойчивости 
разностной схемы. 

Рассмотрим задачу с возмущенными коэффициентами 

::>ь)х ~ : /* %ŗļĻ ' °-
Относительно коэффициентов ā , t , d будем предпола­

гать следующее 
- - 1 М Т - г- О. . ч 

Тогда для погрешности i * tj~w справедлива оценка 

означающая kV ­устойчивость схемы l i } ) . 
З а м е ч а н и е 2 . Класс функций }{•<•> и <j и i можно 

расширить, приняв j и ) ' W A V . l ) , <>( 0< ^; ' ( е . .0л ,|а )К ' .о этом 

случае сеточные функции у , d в разностной схеме (5 ) будем 

вычислять следующим образом 

где \< * , » >} имеет смысл билинейной формы, определен­

ной /2/ над элементами пространств to* «.'. J), WV (О. i) • Полу­

чающаяся разностная схема имеет первый порядок точности на 
обобщенном решении из vJiC\i> , которое при *(*}t-L, (0,1), 
Ō'.C­i <­к'1-» H O j существует и единственно. 

5° . Разностные схемы ь классе постояпных коэА&ициентов. 
Положим « i л ) , (у л). -1\з.). •) = c**i.­.r. j c « ­ JCiJ, (2*0.5h 5*.. 
В этом случае схема (5) записывается в виде 

к k\l Ь слк Щкх - i£ ­ • /, ^ . y v , о. (16) 

Эквивалентные формы записи этой схемы непосредственно полу­

чаются из ( 6 ) , (?) 



последняя из них при j > совпадает со схемой А.Л.ильина 
/3/. при этом же условии схема vio ) vсоответственно ­ v 17) , 
( I d ) ) является точной: ,. in*.), , ­¿f» 

Используя разложение ­С в ряд ( «2 I­ .Г). 

можно при Построить семейство разностных схем с лю­

бын, наперед заданным порядком аппроксимации, в частности, 
полагая •.' U¡: ИМ i , получим схему центральной разности, 
монотонную, как известно / I / , при (ííi< I. 

Пусть /| й] . Cvti; .'. . •.-'ъхк') ' 1 * >ч t fi;) ­ приближение 
соответствующее сумме rt членов ряда v i d ) . Тогда разностная 
схема 

^ ­ M ¿ i • • / . у . • > ­ t­ ( ¿ U J 

имеет 'ч­ый порядок аппроксимации. Условие монотонности схе­

мы 120) мож­.о записать в виде 1 f iÍtÁÜ)> Tfe I . Учитывая, 
что ^ ( * ¿ ) > l k I « А д й ; > I ! N Í оря rt ­ ¿ f » r J.m * i , ¿ . . , 
убеждаемся в безусловной монотонности схемы lidû) для нечет­

ных н . При л ­ ' ."i условие монотонности имеет вид: 
| СI < й X • где Й * ­ монотонно возрастающая последо­

вательность чисел ¡,?* ш I , I .94, С " . - 2,¡¿ó 
В области ¡ к i > 3 с д.статочной точностью можно по­

ло­мть Й * \¿\ • в S T 0 M случае получаем разно­

стное уравнение первого порядка 

Другой подход к построению разностных схем на основе 
(Хб)­(ТЗ) базируется на црвдстйвяанкях 

r<{cÁh pli* l­tll­c*)"'', ftUiM-l)>A[t*- i)". 
где Pe ­­­¿Я. ­ разностное число Пекле \Рейнольдса). Рас­

кладывая экспоненты в степенной ряд и ограничиваясь суммой 
членов, из ( I o ) , U 7 ) подучим 



Условия монотонности схем i 2 I ) , v 2 2 ) при находятся из 
решения неравенств 

для схемы U I ) 

[ Ре. й 
J для схемы ( 2 2 ) 

­А,.,* Л , [ >­0 ., Г. 

Реиение этих неравенств может быть записано в виде; Ife&ftft 
(для схемы i 2 D ) и \\ » \для схемы V 2 2 J ) , где ­

некоторые положительны» числа; ft,» I , .л. « 2 , Ь А * 1,096,... 
Комбинируя схемы C2I),v<2) так, чтобы области их монотоннос­

ти соответственно составляли ¡1 * о и k s С , можно 
выписать абсолютно монотонную схему!., i : j ­ го порядка аппрок­

симации 

Эта схема построена по образцу монотонной схемы А.А.Самарс­

кого /2/ и совпадает с ней при »> т I . Случай •*! » 0 соот­

ветствует аппроксимации конвективного члена односторонними 
разностями против потока. 
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ЧИСЛШОБ МОДШРОВАШЕ ПС ТОКОВ СВШ1ЩСиД£РЖЛ14£Й 
СТВДОМАССЫ В ЭЛШгЛаШЖПйМ поли 

Многие вещества, в том числе жидкая свинецсодерживая 
стекломасса, в определенных условиях текут, проявляя свой­

стве нелинейно­вязкой некьютоновской несжимаемой жидкости, 
когда тензор вязких напряжения '• нелинейно зависит от 
тензора скорости деформации с< / I / , т . е . 

где 1 и 1 ­ след тензора Ф: или второй инвариант тен­

зора скорости деформаций, 

р. ­ функция динамической вязкости жидкости 1для ньюто­

новской жидкости .А -<-'•••:-с ). 
Для решения конкретных задач экспериментальная зависи­

мость ^ • /I ( | ) аппроксимируется гладкой кривой. При 
определенных условиях на функцию *: в работе / I / доказа­

но существование и единственность обобщенного решения соот­

ветствующих краевых задач для движения нелинейно вязкой 
жидкости. 

В устройстве для варки сшнецсодержавших стекол создава­

емая электромагнитным полем объемная магнитнач сила / ­

приводит расплавленную стекломассу в движение. Плотность 
влетрического тока в стекломассе 1,У СОЛ А /о*<* , вели­

чина индукции магнитного поля Ь, • й 1 ­г­ '15 Т , диаметр 
стекломассы £ * ¿0 си , высота И - ¡¡0 — 50 ьй . й рас­

плавленной маем температура меняется в пределах от 1300 до 
1600 С, соответственно динамическая вязкость стекла _д от 
1000 до 100 Пуазов, а плотность р « 2 , 2 7 г/см 3. 

Тая как решается изотермическая задача, то изменение 
вязкости от температуры приближенно учтено в зависимо­

сти / I / , где 

¿ ( 1 ) - Г * ^ * ^ (*-^'ипГ/ 1 ? > 



. Так как с повышением температуры течение жидкости 
становится более интенсивна, (растет градиент скорости), а 
вязкость уменьшается, то в формуле 12) естественно предпо­

лагать, что формпараметр *>'.* 0. 
Для численного моделирования предполагается также, 

что осредленная электромагнитная сила j имеет только од­

ну азимутальную составляющую +д *:£.г '\- И г, 0, 1 ) ­ ци­

линдрические координаты), которая создает в сосуде {г- Ц-

0* Ь ; 107 , 0*'и * Н $ вращение стекломассы вокруг верти­

кальной оси ( г » 0) со составляющей скорости V­ Ц>(г,д) « 
причем V, = мг ­ 0 , у.» = 0.'с »'* , II,. . С учетом 
осесимметрий потока жидкости /2/ 

0 0 ^ Г 
V 1 г* а 

Следовательно, уравнение стационарного вращения жидкос­

ти имеет вид 

гдв и ­ ­ момент вращения жидкости, 

Граничные условия следующие;^ | • и | Л ^ 0 " и \ * ­ ( . ' 

т . е . поверхность стекломассы з. • н вращается без трения, 
а на стенках г • к , л ­ и ставятся условия прилипания 
жидкости. Введя безразмерные величины г 1­ , ¿ ' ­ ¿ 7 3 , 

и отбрасывая верхний индекс имеем краевую задачу (л,* н//г): 

I • и I * — I 
>Л'0 ' ' ' • 1 ^ Л | д » д , 



во 

Яэ­о» нелинейности постановки краевой задачи <о ) , ха­

рактерная скорость Ц, входит в ваьисимостн и) 

01) - i * / Ш г . 1 ? ) ^> 

Для конкретного устройства I', ­ 0,1 * 6 сяк~\, .ул'**л 
Краевая задача (5 ) аппроксимировалась разностной на равно­

мерной сетке N < М : 

Разностные уравнения со вторым порядком аппроксимации 
относительно сеточкой функции у следующие: 

г д е 

а„,<4 - 6.<н., ' О. к,« Л, «г ал ­V . Уч * ̂  ^ • о. 

' Й Д * : * * Л » 0 ­ м ) ­  6-' °' и'°' 1* V Ь • 

г оби учесть граничные условия первого рода при С-К<) » * 
надо коэффициенты ( Ц , а 4 < , а . « . обратить в нуль 
посла определения величины > ­ \ . Для опредолания на 
( 6 ) аргумент $ вычисляется в точках ( г ­ .^ , ̂ ) ( ( г , , \ . £ ) 

на ( 4 ) , заменял производные с центральными разностями и с 
учетом, что 

Таи как коаффициентм с, 6, ^ зависят от градиента реше­

ния, то схема ¿7) реализуется итеративно, пересчетом вели­

чин ,/(¿­1/4.^ , /1,,у­</* В зависимости от значений се ­

точной функции су на предыдущей итерация. На каждой 
итерации сеточные уравнения ч7) решались методом лолециого 
/3/, пока невязка не при вывила 10 . Число итераций увеличи­

ваетзв о ростом параметра / / / ют 3 до &0). Численные 



расчеты проведены при Н ­ М ­ I I , л. ­ I, I ' . * 0.2; 1;2;5, 
у. а ­40 * 30 и при относительной ошибке итерации 10 
Максимальное значение момента вращения v и ' дости­

гается при г » О, J , скорости вращения ( v . ^ ) ­ при 
v а 0,65, 3 <*о , а экстремальное значение вязкости 
( . A u t ) достигается при г • I, з > л» (см. табл.1;. £сли 
функция не зависит от j ( Эи/е* . 0), то при / ­ 0 име­

ем u ( v ­ ) » ( l ­ r* ­ )/$ / Для вычисления размерных величин , 
Vmo» табличные данные надо умножить на (/.­ . Профиль 

скорости V в зависимости от г параболический чем. табл.2). 
Значения функций ц > v возрастает с уменьшением параметра v*­, 

Таблица I. 
максимальные значения функций ( °­ ­ число итераций) 

t « « а х J4 и 

0,2 ­10,0 0,120 0.054 0,96 3 
­40,0 0,137 0,057 0,73 9 

1.0 30,0 0,096 0,035 1.86 40 
0 0,126 0,053 1,00 I 

­1,6 0,137 0,060 0,73 9 
2,0 ­0.4 0.135 0,059 0.79 6 

­0,6 0,156 0.074 0.43 1Р 
•0,0 0.291 0,164 0,20 . 45 
­0.9 0.673 0,464 0,10 50 

5.0 ­0,064 0,131 0.055 0,94 4 
­Ф.5 0,201 0,101 0,50 II 
­0,6 0,244 0,129 0,40 11 
­0.7 0.314 0,173 0,30 15 
­0,8 0,492 0.260 0,20 30 
­0.9 1,050 0,522 О.Ю 42 
0,5 0,107 0,041 1.42 7 0,5 1.42 



Таблица 2. 

Значения К ^ и , ( ^ ) при Ц, ­ I . $ • ­1,7. 

2 
г 0.2 0 Г4 0.6 0.8 I 

0.05 
1?|О0О) 

0,52 
(1,000) 

0.62 
11,000) 

0,67 
11,000) (1!ооо) 

0.25 2 . 5 3 
10,999) 

3,01 
11.000) 

3,25 
41,000) 1^,000) 

0.45 2.69 
10,986) 

4.09 
1 0 . 9 9 5 ) 1 0 | 9 9 7 ) 

5,21 
( 0 , 9 9 0 ) 

5,35 
10,998) 

0.65 3.22 
(0.970) 

4.75 
10.984) 

5.55 
10,985) 

5,97 
10,985) 10|984) 

0.85 
(0*.963) 

3.83 
(0.955) 

4,47 
1 0 . 9 4 4 ) 

4,83 
10,940) 

4,98 
ч0,937) 

I 0 
(0.896) 

0 
(Ц.81Ы 

0 
10,746) 

0 
10,696) 

0 
10,669) 

Из таблицы I видно, что при V » 2 , ., • 1 ( / и ве­

личины мало меняется при • :о.<;г , например, Ц. /• ­

• ­1,6. В случае линейной зависимости 16), например, 
(|) • з • и ' ^ * такое свойство сохраняется при всех зна­

чениях и// *­& •* ь > л * ' • В данном случае, итерационный ме­

тод сходится ДЛя получения решения • области с переменной 
безразмерной вязкое гьп ^ • 0,1 • 1 только при Ц. * 2 , 

­ ­0 ,9 . 
При О. ­ I метод сходится только для у ­> ­1,7 

( ^ « ~ ­ 0 , 6 7 ) , а при Ц, ­ 0,2 ­ для ^ л ­40 1 ^ ^ ­

­ 0,73). 
Численный расчет показал, что в данном диапазоне измене­

ния вяэюсти характер течения сохраняет слов вид, изменяется 
только интенсивность течения 1 У ц м » ? , и , г и А ) . 
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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ КУСОЧНО­ГЛАДКИХ 
В СМЫСЛЕ ЛЯПУНОВА КОНТУРОВ 

На практике нередко встречается задачи оптимизации, 
роль переменной в которых играет граница данной области. 
Такой, • частности, является задача оптимизации возмуще­

ния вносимого ферромагнитным телом я магнитном поле пос­

тоянных токов, рассмотренная в работах/ 1­3/. Переменной 
здесь является кусочно­гладкий в смысле Ляпунова контур 

Г , определявший форму поперечного сечения ферромагнит­

ного тела. Контур Г при этом предполагается заданным а 
параметрическом виде с помощью некоторой вектор­функции 
и* и(< ) ? ( и 4 ( е } , и 1 ( ' ' ' • определенной и непрерывной 
на заданном отрезке <3 * 1 *%% числовой оси; удовлетворя­

ющей равенству и{а, и [Ь) и имеетей при заданном раз­

биении этого отрезка > 1 • а * £ % « . . * >,» * |„.,, • 6 на 
каждом из частичных отрезков [ . $ . . , ? ^ . , ) • 1 * *• •• .** • 
непрерывку» в смысла Гелъдера с показателем * * р А 1 ] 
проиаводнув и • и 14 . { Л 1 (I). и 4 < I ) ) . 

В настоящей статье предлагается метод сплайн­интер­

поляции втой вектор­функции, позволяющий не только свес­

ти исходную бесхонечномерну» ьадачу оптимизация к конеч­

номерной, но и удобно варьировать контур Г' в малой ок­

рестности любой заданной его точки. 
Построив на отрезке [ а , 6 ] сетку 

% ? « - Ч 1 ' ( I ) 



•ведам • рассмотрение вектор­функцию и. , кмехягую на 
каждом ав отрезков [ f, , ?¿.,J А­ N » 

где /,* » t ­ ш которые простые непрерыв­

НВ дифференцируемы* на отрезке [ J , , ] функции J 
u.ffl ­ вначамня веггор­футпсции и в увлах сетка ( I ) , 

• *•! • ~ вначенял ее про ив водной справа • слева 
• точках с.­ я Ķ,,t соответственно. 

Потребовав, чтобы 

Я.m ' » * 

пожучим, что 

ft.[\&y LA ь ) ' о. ; 
F. ц . 1 г í i 4 1 ' СЗ) 

В силу теге , что вектор­функция ь имеет на отреэ­

ке Г ^ непрерывнув в смыеяе Гехадерл с пока» 
аатежем jļc {о, i j яро ив во дну» , имеем при любом j . 

» i,. . , aJBg ­ 1 . • 



Здесь 0{&?) ­ малая величина порядка А? и 0(/if)sÙ, 
как только составляющие воятор­функции и является ( ne t 
е ю часто бывает на практике) на отрезке i%., } еж— 
гебраичеекими многочленами степени не вьем второй. 

Потребовав, утобы 

получим, что 

f ­ 1 / ( 2 л . ) яри * • 

foliâ • < i / i ( ^ f ) п в " * " * J • * 1 • 

Таким образом, как вытекает на ( 3 ) я (4) каждая на 
*ГН*Ц"» Ц • /„'..» fVrt, . »*"0,. , . делала 
теперь удовлетворять на каждом отрезке jff4.sk«, ' ч J , 
\ ' 1 • '<". , четырем заданным ограничениям 

(иметь заданные аначения функция в ее первой производной 
на концах этих отреаков). Поэтому для однозначного опре­

деления этих функций естественно искать их на каждом кя 
этих отреаков в виде некоторого многочлена третьей с т е ­

пени • 

Положив, например, 

для всех i * f fc y ­ i . ¿ ' 4 , • • . г > | ­ , получим, что 

N • M*i*4*- F - ( I M • < ) " ( % ' - J + 

http://jff4.sk�


­ ( I ­ 1 ) я„. ( . , )а - о - Ц - ' п • £ • (К) л> • 
Отсвда, • сяду ( 3 ) и (4) , следует, что 

О при И Ы * * Д . . 

при д . * Г*^¿«.1 й * 

г I & 3 & р Ц р ­ 3 | * ­ ­ * * е | г • 1 
• А. 1 Л . 1 

при 11 ­ 1 „ т | * Д . и г». « 4, »»\ ­ * 

Точно так ив находим, что 

О при Н - Ы*А<.. 

/ . ' ( « • • А . Г ( - ' ^ ) , - г ' 1 ^ ) Ч ' - ^ ) 1 <«> 
ври 14 ­ ^ | £ л . , 

' 0 при Г , ^ г ^ м 1 > 6 . , 

Ври и- Д> 

Подставляя теперь выражения ( 5 ) , ( 6 ) и ( 7 ) » ( 2 ) , полу­

чим на каждом ад отрезков что 



где при j * 1 вместо u^.z ставится U{t - ?, v t Д , , а при 
j » mi вместо i­'ij­. 1 ставится и.,Пи.ц 2С[,лй., 

Вектор­Пункция и , определенная формулой ( 8 ) , факти­

чески представляет собой на отрезках [\У, щМ* ф* 
. . • , N • некоторый параметрический кубический сплайн дефекта 
два /4/, интерполирупщий значения в узлах сетки СП вектор­

функции и . При этом важным свойством этого сплайна являет­

ся свойство его локальности, эаклечаещееся в том, что его 
поведение на каждом частичном отрезке f 1а-\%<\.; ] ,J^2 , 
>••• -i , не зависит от значений вектор­функции и в 
узяах сетки ( I ) , отстоящих от концов этого отрезка более, 
чем на д „ . 

Оценим теперь погрешность вышеописанного приближения. 
Положим 

Д е м м а. Вектор­функция м , определенная формулой 
(8 ) , удовлетворяет при любом i «­­ f ) , » « ­ N , 
оценкам 

Ii." И) ­ ui til о н ­

|ü»iiV­ u U > ! ̂  ­|L Hu Ä * . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положив для краткости 

1 ­ K.J.« 4 ^ * 2 u v ­ Ä , 

получим из ( 8 ) при лабом i е [ t . j . j , и4) t д-- i...., п., f что 

Я Л . I alt) Uli) I * S|o ; j , .o. lb;J + ic,•­ £ < 3 l U f e ) j 

С другой стороны, а силу свойств производной вектор­

функции и , имеет место оценки 



« гнил.1*" , ^ 2 . , п у л 

Iflul • 1«,. ­ Ttfcj r T ž t l > ' A ' l * 

­ Я [ ¿ ( L o 4 PK) - tWí . '^J j £>рИ V 
Диалогичным обрааои находки, что 

и, что i жаждой точке t * frif*, t-¿) t i ' *' ' 

яр» ¿ 1
1 " ļ - * « » 

Р Р J" • 2i • t > 4 ­ ' « 

Подставляя «та оценка • ( 1 0 ) , получим ( 9 ) . 

В 1 Ш . О Г Р Ш Ч В З < И Й с т а ж 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О ПРИТОКЕ К ЩЕЛИ ДРЕНЫ 
ОСРЕДНЕНИЕМ ПО ФИЛЬТРУ 

Рассматривается следующая краевая задача математичес­

кой физики /3/ для области О­{<•'.,<)/.­с /_>...?], * ± С- 3, Ъ) ^ •' 

Ц Ц -У, (5) 

Эта задача возникла из приложений: она описывает 
фильтрацию несжимаемой жидкости к поперечной щели покры­

той фильтром дрены. Так как физическое содержание ее дано 
в /3/, на этом вопросе мы здесь останавливаться не будем. 

Особый интерес представляет величина притока жидкос­

ти к щели дрены: 
о < 2 

­ .г Щ+9 .л К* о 
(6) 

Так как для практических задач (напр. мелиорации) от­

ношение параметров х' • кУЛ фНуг»У/(&-гл) мало, 
то численно решать полную задачу Ш ­ ( 5 ) за^удпительно. 
Поэтому, наряду с задачей ( 1 ) ­ ( 6 ) сформулируем приближен­

ные постановки, иопольэувщ4Э осреднение по слою{ с с (г*,г\ ], 
•> 7.}}. Отметим, что а /Э/,/4/ испол» "овались осред­



нения по двум сдоям. Решения этих задач будем обозначать 
через и /<"• I) . Аппроксимацив для частей Г»*» С* 1, -I £ Ш £]) 
и 1. 4 * £-2<0] \ будем проводить отдельно. 

Начнем с первой области, где решение будем аппрокси­

мировать константой или полиномом 2­ й степени. Для этого 
введем средние по слов функцию 

Ш • ~ ~ 

умножим уравнение ( I ) на г* и проинтегрируем по г* : 

V , З г и * , ) ' , 0. 

Используя условие ( 4 ) , мы можем тогда переписать подучен­

ное уравнение в форме: 

аппроксимируя при а€ 10. '1Л функций II константой, прини­

мая в силу ( 2 ) , и (Л)' и \г.е1 , мм получаем окончательную 
форму граничного условия на нижней границе для новой по­

становки задачи: 

Второй рассматриваемый вариант ­ ето аппроксимация ре­

шения полиномом 2­ой степени а виде (обозначим ае через и.) 

Для этой функции уже выполнено первое ил условий ( 2 ) . Ис­

пользуя второе из соотношений ( 4 ) , мы мажем получить 

и.. *ц * с*((ъ #•)* • 2(о гарь •г)). 

Теперь вычислим среднюю по слою величину этой функции и 
найдем последний неизвестный коэффициент; 



Из непрерывности потока (2 ) получаем 

Последнее соотношение вместе с (7) дает систему уравнений 
для слоя {1>е [ Г о . ] . л е Л и г ] } : 

( ( У ^ ' Ч " ' ' * - 5 , , ' , : ф £ * и / - и ­ Й ( 1 0 ) 

' " • ' ­ Ч 3 ­ " ' 0 —1, 0 -<-^ ( I I ) 

Крае^е условие для (10) при * > 2 следует из 2­го усло­

вия (3) исходной задачи: 

рй I - О. (12) 

Перейдем ко второй области /»'£[с.г, J , лс £• ¿̂ .07̂ . В ней 
рассмотрим аппроксимацию константой, линейной функцией и 
полиномом 2­ й степени. При использовании константы мы по­

лучаем условие 1­го рода на линии г' » Л : 

При аппроксимации решения линейной функцией, ату функцию 
возьмем в виде: и,« и'г т(е- л , ) и из непрерывности давле­

ния на линии г •- г, (2) получим 

т * "/г. ­ — 
'\ ­ й 

Вновь вычисляем среднюю по слов функцию 

Остались еще два сравнения: непрерывность потока (2) и 
проинтегрированное основное уравнение для выбранного слоя: 

Зто позволяет получить два различных уравнения для линии 



11 • /': . Из (2) получаем I ­ о форму краевого условия: 

К» сч' 1л, о 

Подставляем в уравнение (15) полученное выражение для 

Непрерывность потока (2) вместе с выражением для и„ дает 

Заметим, что если мы не пользуемся условием непрерывности 
потока, то 

и условие на линия принимает вид 

и | , ­ и % ' : И г ' - - ^ 1 0 ( 1 7 . , 

Эта форма нам кажется менее удобной, ибо при построении 
разностной схемы коэффициент при центральном члене будет 
состоять из двух слагаемых о разными знаками. При измене­

нии толщины фильтра &л г, -га и шага сетки коэффициент мо­

жет менять знай, что может приводить к потере устойчивос­

ти разностной схемы. 
Осталось рассмотреть аппроксимацию полиномом 2­ й 

степени для области { г'с |> Л .г\} , л с £­ <5, О]} . 

Уравнение для непрерывности функции и на линии 
г* • г, позволяет исключить т и получить 

Вычислим опять функцию 



выразим отсюда ;/ через 17 . Это дает: 

Остается подставить ыД* ) в условие непрерывности по­

тока ( 2 ) : 

х J ; * « .r.V |r,.o ' 

Используем (15) для получония уравнения относительно ufi), 
подставляя в него выражение и,(г) : 

Краевое условие для (19) при j • -А вытекает из 13): 

£ L '°- ' 
Итак, новая постановка для функции и[г,л\ состоит 

из основного уравнения 

вместе с условиям!' 

u ļ g • ч ­ *?< Л< Z , 122) 

­ Г " ! ' ­ 7 7 ­ 1 ' 0 , (23) 

и полученными выше условиями на нижней границе, т . е . имеем 
NUlO<i<Z (или ( Ю ) ­ ( 1 2 ) ) и для . v С имеем (13) 
при аппроксимации константой, имеем ( I 4 ) , i I 6 ) или (14 ) , (17 ) 
при линейной аппроксимации и имеем (Ш ) , ( 1Э ) , ( 20 ) при по­

линоме 2­ й степени. Поток в щель определим по формуле 

C i * ' / й К Г . \±L\ rit. Ш) 



Перейдем к пол/ионию разностных аппроксимаций осред­

ненных задач, пользуясь при этом ооозначениями из / I / и 
/2/. Введем сетку: 

Искомую функцию . 4 (г. л ' будем аппроксимировать се­

точной функцией 1/ , а функцию ti.il • * . Будем 
строить аппроксимации второго порядка г, <; < л, , для всех 
уравнений. 

Уравнение (21) аппроксимируем по классической схеме 

В качестве примера построения разюстных уравнений для до­

полнительных условий рассмотрим аппроксимацию уравнения 
( 8 ) , для всех остальных уравнений напилен окончательные 
выражения. 

Из ряда Тейлора имеем 

С помощью уравнения (21) это можно переписать в ьнде: 

Подставляя ето выражение в (8 ) мы можем легко его аппрок­

симировать с вторым порядком; 

л ; < л < Лл • ли. 

Приведен остальные разностные уравнения. Условие 122); 

уравнение ( 10 ) : 

http://ti.il


9b 

i 2b) 

(29) 

130) 

При аппроксимации i l l ) используем ( 21 ) : 

для (12) воспользуемся уравнением ( 10 ) : 

Условие (13) аппроксимируется просто; 

в; • и* , 1 * ;к* Ы', (31) 

Далее для уравнения ( 14 ) : 

%к • л , 7ТГ , > № ' U f ' ' ' ^ ч ' J ­I • ­1 ­ J * • ( 3 2 ) 

для уравнения ( 1 6 ) : 

Разностное уравнение для (17) имеет вид: 

для (16) 

4 « {Ч * ­ 6(4 • г. i u ^ , l < ­ j * $ , f * > 

а для ( 19 ) : 

(34) 



I <J *• N * . 
При аппроксимации (20) используем уравнение (19) i 

' ; . ~ r 5.V/U­. ( ^ n » ^ , . , • C^u^jyt j - ^ l 3 7 ) 

Отнотии,ч!j не выписана аппроксимация условия ( ¿ 3 ) . При 
численных расчетах для линий г« i и j ^ < Кл (i < i ^ Л. j мы 
использовали соответственно те же формулы, что при • ' и 
и bj' > f.': ­ i , но с учетом симметрии расширили область расчета: 
I к 

%$*f4 i l з - л . ч . г ^ ^ ч . ' ­ ' « А * I3ö) 

Разностные уравнения решались методом верхней релак­

сации. Поток в цель определим по формуле являсшейся аппрок­

симацией формулы ( 2 4 ) : 

Дело в том, что из формулы Грина и однородности условий 
(23) следует Q (г. • ­.'­V <"<"»'­t1 при всех t . При численных 
расчетах в сылзи с ошибкой аппроксимации и округления эти 
« токи при разных : могут отличаться. Поэтому окончатель­

но величина потока определяется по такой формуле: 

a-~tl%* 5^ u f o . ­ j f j . 
Разностная аппроксимация исходной задачи ( I ) ­ ( ö ) вы­

писыы зтея стандартным образом /2/. по особое внимание 
требует аппроксимация в точке ( г . . 0 } смены типа краевого 
условия ( 4 ) . Следуя работам /о/,/6/, аппроксимация для 
•той точки была записана в виде 

с неизвестным коэффициентом С . После чиеллкных расчетов 
(величина % варьировалась от 0 до 50) оказалось, что не 
одно из г шчений £ особых преимуществ не дает, поэтому 
в расчетах мы используем простейший из этих случаев, ког­

(39> 



» 
поста­
новки 

(• ­ 0.041 Г, ­ 0.045 » 
поста­
новки I U I 0 6 * \ й • ю6 

I 4300 1070 ! 
460 

I6ÜÜ 
2 160 1076 190 1665 
3 130 1063 160 1767 
4 140 1074 170 1652 
5 700 1075 2IC 1853 
6 630 1074 450 1856 
7 600 1069 210 1799 

да ­ 0: 

U'l>.>. 
Рассмотрим теперь результат численных расчетов. Все 

расчеты проводились с параметрами >. • 0.U4, г', • 0.041 
(или Г, • 0.04о) , С « 0.065,2 » 0.05, J » 0.002,«:, « 25, 
К. • 0.5, I t u » 1.05. Параметр релаксации всегда при­

нимал значение w « 1 . 9 . Для просто!ы представления резуль­

татов введем нумерацию постановок, присваивая I ­ й номер 
полной задаче. Осредненные задачи (в них всегда присутству­

ют уравнения (2ь) ,127) , ( 36 ) ) будем нумеровать так. Постанов­

ка 2: уравнения (26 ) , ( 31 ) , постановка 3; (26) ,132), ( 3 3 ) , 
постановка 4: ( 26 ) , ( 32 ) , ( 34 ) , постановка 5: ( 28 ) ­ ( 30 ) , 
( 31 ) , постаноька 6: ­ ( 23 ) ­ ( 30 ) , ( 32 ) , ( 34 ) , постановка 7: 
( 28 ) ­ ( 30 ) , ( 35 ) ­ ( 37 ) . 

Для определения необходимого числа итераций I , мы 
сравнивали потоки после каждых М итераций: 

Отметим, что при решении полной задачи ( 1 ) ­ ( 5 ) величина по­

тока Ü не меняется монотонно при росте числа итераций, по­

этому для этой задачи мы выбрали М • 100 и i » i0 , а для 
всех остальных постановок М • 10, t • Ю ­ ' . Численные рас­

четы исходной задачи, а также всех осреднеиных постановок 
показаны в таблице. 

Таблица I 
Величина потока для разных постановок задачи 



9ö 

Из приведенной таблицы видно, что при тонкой фильтре 
11\ * 0.0ÜI) ошибка ь осредненных постановках не превышает 
0.7% и число необходимых итераций уменьшается в 6­7 раз 
при аппроксимации Полиномом 2­ й степени по области 

С'' Л ! i '• ' • • 7. : ' и Зо раз при использовании кон­

станты. Ьсли хе толщина фильтра . с = О.ООо, то максималь­

ная ошибка возрастает до 3%. Для аппроксимации полиномом 
2­ й степени она составляет 0.о>о, а число необходимых ите­

раций 2 раза меньше, чем для полной эедачи. 8тИ результаты 
показывают целесообразность использования осреднения по тон­

ким слоям. При этом отметим, что при тонких слзях выгодно 
использовать аппроксимации константой, а если тояцнна филь­

тра увеличивается, то можно решение аппроксимировать поли­

номом 2­ й степени. Итог: решение таких ^классических за­

дач дает небольшую ошибку, но существенно уменьшает число 
необходимых итераций. 
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ПРИМЕНЕНИЕ ЗАМЕНЫ ПЕРЕМЕННЫХ ПРИ РЕШЕНИИ 
ОДНОГО КЛАССА ГРАНИЧНЫХ ИНТНТАЛЬНЫХ УРАБНЕШ 

Пусть простая замкнутая кусочно­гладкая линия состоит 
из конечного числа кривых Ляпунова и описана на плоскости 
параметрически уравнениями • .г I \ . у щ--). 1?<д * '•• • 
где о ­ параметр (длина дуги) , I. ­ длина кривой Г . 
Обозначим через , . • «; 1. • ,Щ№г с^-1, • • * * I) 
значение параметра , соответствупщие угловым точкам 
линии ',' . Предполагается, что угол наклона касательной 
к кривей I , как функция от .< , в угловых точках имеет 
скачки , удовлетворяющие неравенству и~ |ч\1 <^". 

Рассмотрим линейное интегральное уравнение 

Л ­ параметр \р< J>*ï) , ¡11) - кусочно­непрерывная 
функция, которая в угловых точках контура Р имеет 
скячки первого рода. Функция U ­ i . t ) непрерывна и имеет 
кусочно­непрерывные частные производные по Л и f на 
множестве [O.L\ « (> .Lj . При этом 1,1­5.̂ ) 1-

Функция ЩаЧ­И имеет вид Kj(,i.t; • U 1 •> ­11 , где 
М и ­ ч О ­ гладкая функция при y*­t 

Уравнения вида ( I ) используются, например, при реше­

нии задач электрсстатики, магнитостатики и теории упругос­

ти (см., например, / I / и­ /2/ ) . 
Гладкость известной функции ftt) зависит от гладкоеги 

кривой Г . В случае гладкого контура Г , используя из­

вестные численные методы, можно найти приближенное решение 

( I ) 



О высокой точность» / I / . 
На практике в основном встречаются случаи, когда Г 

является кусочно­гладкой линией. В этом случае решение 
уравнения ( I ) имеет особенности в угловых точках, в чис­

ленные методы решения таких уравнений мало исследованы 
/ I / . При этом функция М и , г ) имеет в угловых точках не­

витегрнруемув особенность. 
В данной работе предлог яется видоизменить уравнение 

( I ) о целы» увеличения гладкости неизвестной функции. 
Для натурального числа т* X в и . [ г . , Г ,. ] рас­

смотрим Эрмитов сплайн 

J 'О • <\" 

гда р ­|и т ] / г:;., ­ г . ) , * 

Эта функция удовлетворяет условиям 

1*М\ с " " ( Г ) У™(Т. ) ­ Т. . 

уЛ1"|Г. ) • 0 , К- 1.2,. , *..С,з\*. ­.*»• 

После вамены переменных V» у« Ы) , подстановкит*~1 и) 
в умножения уравнения ( I ) на у » О ) приходим к интеграль­

ному уравнению 

ГДе |>(и) • б ( ^ | и > ) ^ , ( и ! 

Так как ^4(С. ) • й , то правая часть уравнения ( 2 ) 
непрерывна при и <- [ -ль] . Используя методику работы 
/3/, можно показать, что х уравнекпе ( 2 ) применима альте­

рнатив» «редгольыа в классе С (Г) . При этом можно пока ­

аать, что ^и.) • О . Иа­еа громоздкости докаватедьст­

во этих фактов на приводим. 
Будем использовать равномерное {.авбиькие на каждом 

ив отрезков Ь , 1 . Т ; ] . I ­ . Н а отрезке];;.,;.] 
рассмотрим миряаство точек £, ^ . >•.. (• О. ?, •,. '[ 



м 
где л. • ( г . т 1 ( ) / а к , ч, г i . Множество Е" 
содержит^.»­' ! ) различных точек t>, на отрезке 
где п .Таким образом, F. j • о.J,2, , a j . 

Приближенное решение уравнения (2 ) наем в виде ку ­

сочно­линейной функции 
it 

где v ( ­ непрерывные положительные на [O.LJ функции, 
линейные на каждом интервале (Л' , t ' t , , ) при i ,л-

В узловых точках функция у принимает значения K(<¿)« 
» 4 . . í.t • Д j , . , и ( if - символ Кронекера). При 
атом |*ij, iufsY, Неизвестные коэффициенты i ; опре­

деляются методом коллокацш, т . е . из системы линейных 
алгебраических уравнений 

* ' 1 r (3 ) 

где i>; . - | ( J , ) . Здесь учтено, что кривая I замкнута. 
Приведенный алгоритм решения интегрального уравнения 

( I ) можно использовать также в случаях, когда для линии Г 
используется другая параметризация или кривая Г состоит 
из нескольких замкнутых линий. 

Для вычисления коэффициентов матрицы системы уравне­

ний (3 ) приходится применять численное интегрирование. 
При Ü * 200. для решения системы ( 3 ) используем 

метод Гаусса, а при >< > 200 система линейных алгебраи­

ческих уравнений решается методом верхней релаксации. 
Рассмотрим пример, когда Г представляет собой зам­

кнутую линию, которая описывается уравнениями 

Данная линия имеет угловую точку при t ­ j f j j £j 
**/нхция J (i) имеет вид fiih: J vili,ЙЩ>• ?\-.HtcCeij• 

Реаультаты приведены при A>­¿ , r l b . ' W A . l .U. i ) . 



В таблице I приведены численные результаты для урав­

нения ( I ) с применением формулы прямоугольников в точках 

I-) К и для уравнения ( 2 ) в точках 

и. • 'у , . к ИР" и А 

Таблица 1 . 

V 
V/ J. J J 1 ' 

V 
И Ii" г; • К .1 • № 

I 0.7175 0.6662 0.6616 0.1306 СЛОГ? 0 . I0 I I 
2 0.6245 0.6198 0.6I9I 0.4067 0.3352 0.3951 
3 0.5983 0.5961 0.5956 0.8114 0.8076 0.8076 
4 0.5IÖ7 0.5095 0.5093 I . I I I 9 I . I I04 I . I I 04 
5 0.2357 0.2352 0.2351 0 0 0 

При решении уравнения (2 ) наблодается более быстрая 
сходимость приближенного решения к точному. Численные 
эксперименты показали, что т следует слишком увеличивать 
степень •"' , таи как в втом случае растет производная 
неизвестной функции / в других точках. Предложенная 
замена переменных фактически приводит к неравномерной 
сетке по переменной , которая сгущается около угловых 
точек. 
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РШ>ДЯРИ30ЬАИНАЯ РАлКОСх'НАЯ ОШк ДНЯ РШЫЖ 

ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ пйЛИН .̂НОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 
в Т Р Ё Х С П О Й Н О Н П Л А С Г Ь 

Как известно, большинство задач теории нелинейной 
фильтрации в многослойных пластах при известно*, начальном 
распредзленим давления и заданных режимах разработки в об­

щей постановке является трехмерными. Однако, трехмерные 
задачи с произвольной границей области весьма трудоемки 
для численного решения на Зои, поэтому особу» актуальность 
приобретает рассмотрение упрощенных миделей фильтрации в 
многослойных пластах путей сведения их и задачам меньвнй 
размерности. Кроме того, важным моментом в постановке за­

дач фильтрации является выбор закона движении флюида, т .е . 
зависимости скорости фильтрации от градиента давления. Во 
многих случаях эта зависимость является нелилейной. Отме­

тим, что в некоторых случаях такого типа задачи изучались 
в работах /1/­/3/. 

Настоящая работа посвящена построению и исследованию 
сходимости регуляризованной разностной схемы для решения 
краевой задачи нелинейной фильтрации в трехслойном пласте 
методом монотонных операторов и является продолжением и 
обобщение* работ /4/­/5/. 

Рассмотрим процесс фильтрации в трех елейном пласте, 
средний слой которого хорошо проницаемый, а дье соседние 
слабопроницаеыые перемычки. За основу математической модал 
ли атогс процессы выбираем известную модель Хантувв, ко­

торая описывается системой из трех квазилинейных параболи­

ческих ура в «зчий с соотквтству\>щныи начальными и граничны­

ми условиями. 



Сформулируем ату задачу s случае безразмерных переменных. 
Требуется найти функции И,(л1ъХ^%у.1 ) *tiHfy.»ttO 

• Wjfai/*"». »*'.>. t ) , удовлетворяющих следующей системе 
квазилинейных параболических уравнений 

с начальными 

U 1 ( ; i , . . . i . a i l 0 ) • ­ U^a«.au л,.(?) О и> 

и граничными условиями 

у Ж > ) Й Й Е | * 4 # Г ) Ы « С , 13) 

U 1 ( t , , t x , C . i ) ' l U * . . * . . ­ 0 • i ' j l ­ t , , ^ . ­ ' . * ) . (4) 

U x ( ï . ^ ^ ; • a; (л, л j e г, io) 

где S V | C < * j . j !i *«***j.a?* :Vî 
Г* r.i/Ç jr^jr, ; г; {1д,.з.Я i;V ec,:.'). с j . 

я 4 < [ c . t i i ­ , i ; i . à * 4 f i c . i ) y v : 

0 дальнейшем предполагается, что функции 
i j » 1,3) абсолютно непрерывны по ?; и удовлетворяют 
следующим условиям 

гад С i и С» некоторые положительные каистанты. 
Введем для удобства записи следующие обозначения; 



( , хе , 

[ и А { а Д ) , х * 1 ? , . 
Определим пространство V как совокупность всех фун­

кций, получаемых в результате замыкания множества бесконеч­

но дифференцируемых финитных в Г' функций в норме 

/ к а п ' . сМШ/' * £13? Й » ' » ; 

Ц ­ гильбертово пространство со скалярным произведением 

( и <.») ; }. \ Шах * J ысс^х 

и нормой .'­ ^ 

|| и ¡1 ­ У (и, и) ' , 

V * ­ сопряженное пространство к V ; 

и ( о , т ) ( щ * , * ; * 1 , 1 0 , 1 , у ) ; ^ с у о . т л ' # ) ( у ( д . о ) ­ <П­

О п р е д е л е н и е 1. Функцию и(*;< )с V. и ­.''',) на­

зовем обобщенным реяением задачи ( 1 ) ­ ( 5 ) , если для любой 
функции 1[1 г,1}^ 1Л(С.':', V) справедливо следующее интеграль­

ное тождество 

Нетрудно показать, что имеет место следующая 
А е и м а 1. Оператор I. , порождаемый формой Ми,! ) )* 

является ограниченным непрерывным оператором, действующим 
яэ V в V . Кроме того, Ь ­ монотонный и коэрцитивный 
оператор. 

Доказательство леммы проводится аналогично доказа­

тельству леммы I в работе /4/. Следовательно, используя 
метода теории монотонных операторов легко установить сире­



иддивость следующий теоремы. 
Т е о р е м а I . Задача С 1>­V 5) имеет единственное 

обобщенное решение при любых г( * Л )с 1и(1.\Т, V* ). 
Переходим к построение и исследованию рогуляризован­

ной разностной схемы для решения задачи ( 1 ) ­ ^5 ) . Здесь и 
а дальнердем используются обозначения, введенные в работе 
/5/. При построении разностной мемы, как обычно, будем ис­

ходить из интегрального тождества 17) и воспользуемся мето­

дом сумма?орных тождеств /о/. 
Пусть ­ ­ разностный оператор, действующий из Н*.и 

Нь , определяемый выражением 

!. Е £ л . • 
Рассмотрим следующую разностную схему; 

( Е « г $ ( } ) | | 4 * . ^ ч V ' . ^ ( 1 С > ' <- • ' & ( й ) 

где й;йи -* Лк - линейный самосопряженный разностный 
оператор, удовлетворяющий условиям: 

£оч, ч) * Л'* * * , \ ­ > о, 
б) если П ; А след гладкой функции ц{Ц)с1 '7<­.Г'*"7­2Л 

Заметим, что схема ко) включает в себя как частные 
случаи фактэриээаанную схему при 3 ? б , <?,, ̂  ^ г. а 
и явную схему при Ц *Ъ . 

О п р е д е л е н и е с. Функции ч1 , принадле­

жащую при каждом 1£ б­* пространству '* к , назовем ре­

шением регуляриэованной разностной схемы ю > , если она для 
любого и * ( * ) «Г Н|, удовлетворяет следующему сум­

маториому тождеству 

С(Е>тбО)че .Л ] • * ] - Щ л ] иь) 
Нетрудно проверить, что а силу неотрицательности опе­

ратора разностная схема <В> одиозна чн» разрешима. 



Следуя результатам работы /о/ докажем следующую 
Л е м м а 2. Пусть и{ < ' 1 ­ решение разностной 

схемы к о ) . 1огда I ) если <.\ » 0, то для любых А и ~ 
справедливы следующие оценки 

Ь т л д (I Н1* < с ; V г * Н у , I 0 1 1 * С I <»> 
2) если » 0, то оценки 1.9/ имеют место дли *> и Г , 

удовлетворяющих условию ( ­ ц, /». • где сл ­ зависящая 
от исходных данных задачи. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Умнакая 16) скаллрно в 
|: на ­ ; , получим следующее тождество 

или 

" ^ Щ \ ­ ,7, ] . ш > 

Каждое слагаемое в Ц0> преобразуем в отдельности: 

2 т 1 * Г| .£1• г«Ь' Ц Г ; г « Щ } 3 ' ^ ¿4/» 

**£ с г (У о. * м . , ­ ; ^ 

где с ' ­ постоянная из разностного аналога неравенства 
вридрихса) 



№ 

Подставляя эти неравенства в (10) и суммируя no Г от 0 до 
1' i , после некоторых элементарных выкладок получим 

l l i j l t ' ) / ' С "5 iCi'jli'j.fi') Ь 'Л*^| i " -

, / Ч - т . * , . 4 1 ) 
» L ļ i t O i f i - ' / j j ) / . < i U r ^ i W с г . » ) » 

Так как ­ j и c A произвольные константы, потребуем, чтобы 

1С ­ r j ¿3 - Cči > L > t-'. 

Пусть .\ : 0. Выберем 'j таким, чтобы 

Тогда из ( I I ) получим, что 

откуда следует оценки ( 9 ) . 
Пусть теперь » 0. носпольэовавлмсь разностным ана­

логом неравенства Фридрихса и неравенством /?/: 

I л J, f ^ * 

из ( I I ) подучим, что 

ВнбириЯ к и т тая, чтобы 

^ • ( С Ч Й J/ C j) U3 ) 
из (12) получим оценки ( 9 ) . Условие (¿3) эквивалентно следу­

ющему условию; 

Г * С Л, V гее С < — г ­

Лемма доказана. 

(12) 



далее черва йде обозначим решение разностной схемы 
( 6 ) . Тогда аз оценок (9 ) следует, что существует такал 
функция и ( 1 , ^ € ; . ь ( о . Т . V) , что при Г , А ­ 0 я г/А1­* О 
имеет место соотношения: 

Ч\ Ч А С 6 

« с
о л * (14) 

Т е о р е м а 2. Функция м{аг, I ) , с пределе иная 
предельными соотношениями (14) является обобщенным решени­

ем задачи ( { . ) ­ ( 5 ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^ к '(с - следы 

функций Л ( а ) ^ С ~ ( & Л » ^ К С"(О.Т) , * ( / ) ' > ооот­

ветст венно. Умножим скал ярко в Н А . равенство (В) при каж­

дом с ьЗ т на ТЛ » { г , просуммируем по г от 0 до 
Т ­ т и после применения формулы суммирования по частям,по­

Заменяя последнее тождество с вквивадвнтным интегральным 
тождеством и переходя к пределу при Т, А ­ » 0 также, как к 
в работе /5/, получим 

% 1^ ( х<[ Л , 
Нетрудна показать, что 

Следовательно, приходим к следующему интегральному 



но 

тождеству 

Для проведения дальнейших рассуждений рассмотрим следующее 
легко проверяемое неравенство 

£ v I ( а „ ­ j t , «jte Л . J * 11. > i С к * - ) , , { 4 ­ ffct ] ; 
t*o 0 » ^ u l i a ) 

где ­ решение разностной схеми l b ) , a t*i,­ ­ обычный 
сн 'гладкой функции v[t,t)C L"(0,T, С'( в точки сет 
KU . \ « и v[x. с) • и . 

После некоторых преобразований из i l o ) получим 
Т­ £ 

i> t * о 

где 

т ­ у т т 

Оценим каждое слагаемое, входящее I" Э и учитывай условие 
Т Д ­» О пр" Г, А ­* с; , аналогично /7/, получим 

у • О. 
­ т.,*­»^ 

Таким образом, можно утверждать, что теорема доказана, 
так как далы­. ­йший ход доказательства теорзмы проьодится 
аналогично доказательству теоремы с из /о/. 
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ПОСТАНОВКА С ОСРсДНКНИЕМ В Ш ь̂МЫЧКАХ ДЛЯ ТЕМИКРА­

* ТУКЮГО ПОЛЯ нТЮГОСЛОИНОГ'О ПЛАСТА 

' В данной работе рассматривается процесс распространения 
тепла • среде, содержащей параллельные друг другу Ы слои, 
в • .срыв внедряется жидкость. Предполагаем как в / I / , что 
основные слои разделены перемычками ненулевой мощности. До­

пустим также и все остальные в / I/ принятые предположения. 
Тогда распределение температуры описывает следующая система. 
Уравнения для слоев ( к. ­ ,цК ) : 

П) 

( 2 ) 

сд> - * « , " ^ т ;г . •.5* г-"и ' 

для перемычек ( < • С7К~~1 ): 

уравнения для подстилающих и покрывающих пород 

дты<% * ^ * Т и ' « ц , ' , и 

Здесь о17,1 - к1.*-"1* ­ температуропроводностью''¿1­ой 

' VI., к., I/» 
парамычки, А, ­ теплопроводность, С ­ объемная теплоемкость 
(индекс "I" указывает на свойства сиалата пропласткев, "О" ­



из 

на свойства нагнетаемой в пропласток жидкости, полуцелый 
индекс отражает свойства соответствующей перемычки или 
окружающих пород). 

Условия сопряжения на границах: 

^ 1 л ­ ^ . 0 ' ^ ' ' *1х.з . ­о • Ух-лл.^о ? Ц | » ^ . о . ( 5 ) 

граничные и начальные условия: 

(7 ) 

Приведем систему уравнений из / I / , в которой отдельные 
пропластки т, актуются как средоточенные теплоемкости, что 
равносильно аппроксимации температуры в них константой по 
мощности слоев. Как в / I / , введем 

Получаем следующую систему уравнений (аналог постановки 
Ловерье для многослойного пласта): 

I **эв' I 

!**Л*'0 _ у 

( I I ) 

В этой постановке Т,.и А ,е) означает осредненную темпе­

ратуру пропластков, а 'IV,^ ( а , , л, {) ­ температуру пере­



мычек для 4 » 0,Ц-1 и окружающих пород. 
Перейдем к получению новой постановки для которой тем­

пература в перемычках аппроксимируется полиномом 2­ й степе­

ни по 2 (см. /2/ ) : 

имеем 

­'il/C. >/* П«.. </д / д . ' 

используя условия ( 5 ) , из (12) получаем систему: 

1 *'Vi , " U K " « * У l4t 

К этим уравнениям добавляем определение средней по мощности 
пропластков температуры: 

отк'/да , и 

Тд*у А * и " "/л <2 **.*­?Д 

Из этих трех уравнений ыожем найти коэффициенты представле­

ния (12 ) : 

Проинтегрировав (8 ) по •/ для к-0~Л-1 , с испольэова­



нием условий (13) при лк., » * * * * • ' / * , получаем 
уравнение для перемычек ( к ­ сТк7 ) 

с начальными условиями (осреднением ( I I ) ) : 

При практическом решении начальные условия ( I I ) на беско­

нечности (при ^ « ) заменяются краевыми условиями на 
достаточно отдаленных линиях Щ'*'л~ ,*"'** : 

Основываясь на / I / , каждую из окружающих пород будем делить 
на два слоя: х.х * * < д . , , * д < л „ в 
Д ^ < Д * Л а д м • Лы*1<4 **к<хт и для каждого вз 
них вновь применим осреднение полиномом 2 ­ й степени. Посту­

пая как выше для получения ( 14 ) , в итоге прядем я уравнениям: 

г д Г„ 2 е . 
1 ­2 , ­ i . f t '<^ .W•^ I (16) 

* 81 Н. 

где Н; ' л^4 ~ *1 ~ моиности слоев, Т , ­ их средние тем­

пературы, а 

я 

г ЗА Г УГ­ , ­ ЦТ­д. » х т - % т ­ з Т.Л 1 

Выражения . . , а выписываются аналогично.6_ 1 , с \ А , 
только вместо Т ~ ­ и индексов "О" , " ­ 1 " , " ­ 2 " в выражениях 
требуется поставить Т* в индекс:» " N "К!*­й "Л1 + А " . 
Остается получить уравнения продуктивных пропластов. Для 
этого необходимо лишь подставить в (13) конкретные выраке­



ния коэффициентов ­ (Г)*; 11% , <^к, / / д > ,К'.­/7Л? и подставить 
после этого (13) в ( 9 ) . Это приводит к таким уравнениям 
для температуры внутренних пропластков ( к • 1,Ы-{ ); 

(17) 

и температуры крайних пропластков: 

'* (18) 

К этим уравнениям должны быть добавлены полученные выше на­

чальные условия и условия на входах пропластков: 

В итоге новая постановка состоит из уравнений ( 14 ) ­ ( 20 ) . 
Эту постановку будем решать разностным методом. Кратко ос­

тановимся на разностной аппроксимации уравнений (подробное 
ях выписывание заняло бы слишком много места). Конвективные 
члены аппроксимируется явной разностью назад, для членов, 
аппроксимирующих производные по * , используется алпрок­ . 
с имения с весами. При этом для (16) весы обозначаются как 
6 " , I ­­ 1* , /V* Я для ( Г7 ) ­ (19 ) ­ члены с боль­

шим индексом чем к с весом <5** , с меньшим Ь . Очевидно, 
что эта разностная схема аппроксимирует постановку (14)­ (20) 
с порядком 0[Т* (хг), где V , кх ­ шаги по временя • 



координате Хх . 
Опишем метод решения разностных уравнений: он подобен 

приведенному в / I / алгоритму, отличие состоит в том, что 
используется прогонка для матринч пятидиагонального вида. 
Точнее, берутся разностные уравнения для X*,* кх и прово­

дится прогонка по номерам слоев к, после этого берется 
X = 2,кх • процесс прогонки повторяется и т.д. Рассмот­

рим устойчивость этого алгоритма реализации разностной схе­

мы, используя приведенный в /3/ критерий. Его применение 
к внутренним пропласткам дает следующие условия: 

!Пб*-'Ск.,^бк&„,1х) 
к крайним слоям к условиям: 

Практические расчеты подтверждают достаточность этих усло­

вий устойчивости. 
В заключении отметим, что постановка (14)­ (20) может 

быть обобщена принятием предположения линейности распределения 
температуры по мощности пропластков а не постоянства, как 
выше. Уравнения (17)­ (19) в таком случае сохраняют прежний 
тип, изменяются лишь числовые коэффициенты при членах, ап­

проксимирующих производные по г . * 
Скажем ещё в ваключенив^'несколько сяов о других пуб­

ликациях, авторы которых решения по сечению многослойного 
пласта аппроксимирует той яхв другой ваконоиерностьо. В 
/4/, /5/, как в пропластках, так л в перемычках, решение 
аппрокоиииоовалось линейной функцией. При «том в них рас­

сматривалась полная аадача неньотериичесхой двухфавной 

к подстилающим и покрывающим слоям: 

Сын Ныч (£д/< 



фильтрации. В /б/ дано аналитическое решение для темпера­

турного поля двухслойного пласта (симметричного трехмер­

ного), где при аппроксимации температуры пропластков при­

нималось предположение сосредоточенной емкости с использо­

ванием линейной аппроксимации температуры между середина­

ми пропластков. 
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ПРИМЕНИМ. МЕТОДОВ ОСРЕДНЕНИЙ ДЛИ ОПИСАНИЯ 
ТИ1Л0ВЫХ РЙКИмОВ НЕОДНОРОДНЫХ КВА^ИДШЕРНЫХ СГРУ1С1УР 

Представительный класс различного рода теплообменных 
устройств и аппаратов с регулируемы* температурным режимом 
состоит из конструктивных единиц, представляющих собой ква­

зидвумерные структуры, протяженность которых в направлении 
осей I и 1| значительно превышает поперечные размеры по 
оси £ (сы. рис.1) . В общем случае это теплофизически и гео­

метрически неоднородные тела V с большим числом элемен­

тарных неоднородностей. Всегда можно считать плановые разме­

ры таких структур единичными; тогда относительный масштаб 
отдельных неоднородностей £ « \ 

Рис.1. Схема сегмента квазидвуиарной структуры 1/ . 1 ­ плос­

ко э основание, 2 - геометрические неоднородности. 



Обозначим через р ­ произвольную точку пространства 
(тела V ) с координатами х , у , £ , а через М ­ ее 
проекции на плоскость а:у . Будем в дальнейшем знаками 
и " ­ " помечать величины, характеризующие условия теплообме­

на рассматриваемой структуры на ее верхней и нижней (по на­

правление оси ,2 ) поверхностях О т и о ' , омываемых жидкой 
или газообразной средой с температурой { „ЧМ ) и 1̂ 4 М ) • 
Общие уравнения, описывающие д; та ль нов стационарное темпера­

турное поде в теле V , имеют следующий вид: 

а) ^ 1 Р ) | ( р М П Р ) ­ * . 1 ! / ^ ) ! . ш 

Здесь ^' (ч/ 'к) ­ ьзктор плотности теплового потока 
(проекция вектора на внелнюю нормаль и к поверхностям ^3*" 
и 5 ~ ) . Л! ­ коэффициент теплопроводноеги, ­ объемная 
плотность распределения тепловых источников, <и+ и 3.. -

локальные коэффициенты теплоотдачи, V ­ дифференциальный 
оператор Гамильтона. 

Дополнительное задание граничных условий на боковой, 
цилиндрической поверхности, ограничивающей объем V в на­

правлениях осей а* и и . полностью замыкает задачу ( I ) . Ёе 
специфической особенностью является то, что форма поверхнос­

тей о * и <У . а также асе фигурирующие в ( I ) распределения 
могут существенно изменяться на малых расстояниях порядка 

6 . Последнее подчеркивается штрихом в их обозначениях. 
Детальный расчет быстро осциллирующих полей { ' { ? ) и <1'(Р) , 
как правило, представляет собой чрезвычайно сложную проблему ­
даже при использовании современных ЪйА, причем зачастую в 
атом нет прямой необходимости, и на практика достаточно ог­

раничиться приближенным решением, тан возникает задача ос­

ре дне иного, асимптотического описания температурного режима 
неоднородных квазидвумерных структур при £ -» и , аналоги 
которой рассматриваются в рамках общей теории гомогенизации 
/1/­/4/ и макроконтинуального описания гетерогенных сред 
/5/,/6/. Нике сформулированная задача исследуется на основе 
конкрэт: ой реализации одного из таких иодходов /7/. 



Введем операцию осреднения произвольного детального 
распределения у'( Р, ( ) , определенного в объеме V , 

<Г . }ДМ) = $1*4(1*1­ Ы ) у Ч Р ) с < Р , 
V 

где ь)тЛ1М1) ­ бесконечно дифференцируемое усредняющее яд­

ро /8/ с радиусом осреднения 1 > О . Естественно предполо­

жить, что осредненные поля <С^'\ асимптотически регулярны 
/7/,/9/, а именно: существует зависимость г ­ такая,что 
1 и £ /,г •* С , а пульсационная составляющая распределения 
< у ' > ч есть величина более высокого порядка малости по 
сравнению с его главной частью мало изменяющейся вместе со 
своими производными на расстояниях порядка £ . Такое допуще­

ние фактически равносильно /9/ условию 6­ ­сходимости / I / Сус­

ловию существования С ­асимптотики /7/,/9/) исходной матема­

тической модели ( I ) . Далее всегда будем считать, что радиус 
осреднения г соответствующим образом согласован с микро­

масштабом нэоднородностей £ и будем понимать под средними 
< Ч 1 ' > , Д М ) их регулярные асимптотические представления 
при £ ­> о 

Обозначим дополнительно через 

Мм) ' Л*>дIм мОсФ 
среднюю толщину квазидеумврной структуры в окрестности точки 

М ( {. ^ Ь ) и определим макро масштабные характеристики 
, соответствующие детальным распределениям у'[Р;£). 

опуская при этом штрих. Тогда, применяя операцию Осреднения 
(2) к уравнению теплопереноса ( I ) с учетом граничных условий 
на поверхностях ^ ' и 5' , найдем 

V (ф* ^ ­ о С , ( Г ­ о ­ ^ . ( ¿ ' ­ 1 ; ) , и ) 
где с ре дне поверхностные коэффициенты теплоотдачи . £ л и тем­

пературы { 1 задаются равенствами 



т ( 1 м - м| )^ (Р ) ^ 1 Р ) о ( 3 ' . 

Уравнение (4) записано в терминах искомых регулярных, 
макромасштабных характеристик, описывающих стационарный 
температурный режим квазидвумернол структуры с большим чис­

лом локальных неоднородности э среднем, без учета микро­

масштаб ных флуктуации детальных полей. Однако для построе­

ния соответствующей замкнутой модели нужны дополнительные 
соотношения, связывающие ц,. , Iг и ( ' с полем температур 
X • Эта проблема вывода так называемых конститутивных урав­

нений традиционно возникает при использовании методов осред­

нения /5/ ,/6/, и ее решение невозвожно без дальнейшего более . 
полного анализа исходной модели VI) и структуры ыакромасшзвб­

ных распределений (3) /7/. 
Послед­ее в свою очередь требует конкретизации формы и 

строения тела V • Исключительно из соображений простоты из­

ложения ограничимся ниже рассмотрением типичного случая,ког­

да кьазидвумерная структура (см, рис.1) представляет собой 
пластину, на одной стороне которой (сверху), вообще говоря 
произвольно, расположены одинаковые неоднородности ­ прямо­

угольные параллелепипеды I выступы) со сторонами, параллель­

ными координатным плоскостям. Их размеры по осям координат 
задает вектор а*Х$£.& , 5* ) , | Л > £ , а центры р* 
имеют координаты о с Ъ ч » > 3 ¿ - 1 , 2 , . . 

Для анализа макромасштабных характеристик 13) и соотно­

шений между ними по аналогии с методами теории гомогениза­

ции периодических структур /¡¿/-/4/ свяжем с каждой неодно­

родностью специальную систему так называемых "быстрых" коор­ ­
Динат X , У . Ъ ***** 

Х^х**охХ , 4 ­ 6 Н У . ^ • л> «• £л I . **• 
Пусть далее 04^) ~ характеристическая функция тела V ; 
тогда, очевидно, 

где А, ­ толщина пластины­основания, а А. ­ средняя толщи­

на прямоугольных выступов, рассчитанная на единицу площади 
основания. 



Введем новый тип осредненных характеристик /7/, кото­

рые будем называть условными средними /о/, отмечая их чер­

той снизу, 

* К*% «Р« 7 Ч Ом - N ' I ) о (р*' - лг)/' ( р ; . а к'), 
где ­ вектор­точка с координатами У, , V , 2­ в простран­

стве быстрых переменных. 
Поля условных средних описызают в средним в окрестнос­

ти точки М детальные процессы, происходящие вокруг отдель­

ной неоднородности в масштабе быстрых координат (<• . Как и 
выше, полагая, что 1 = и 1/%1£)*гЪ при С *о , 
под будем понимать их регулярное асимптотическое пред­

ставление. При достаточно общих предположениях /7/ можно 
считать, что величины 13) и (6 ) не зависят от выбора усред­

няющего ядра и непосредственной проверкой показать, что 

г д е И А , П > 
ето равенство предопределяет значение условных средних при 
построении конститутивных соотношений для различных макро­

континуальных характеристик, фигурирующих в и ) , так как 
непосредственно сводит данную проблему к задаче нахождения 
соответствующих величин типа Ц. . 

Заметим, что т определений кб) внутри выделяемой 
(пробной) неоднородности с центром в начале координат 
( (к ­ С ) и в непосредственной близости от нее в плоском 
основании 5Ч£) ­£ .4 также, как и 6[Р1кЗ'8), Х'*.1 
Далее же с ростом 1Ь| величина нетривиально изме­

няется в зависимости от характера взаимного расположения 
выступов. В связи с этим естественно возникают две типич­

ные предельные ситуации (см. рис.2) : 
I . Квазидвумерная структура является периодической и 

может быть получена путем дублирования некоторой еле мен­



а 

& Рис.2. Характерное изменение условной средней кон­

центрации неоднородностей о " ( й ) при 
вдоль координатных осей с ростом !£| в случае 
периодического ( а ) и хаотического (б) рас­

положения выступов. 

тарной ячейки периодичности по двум неколинеарным направ­

лениям в плоскости а у . Образ & э т о й ячейки в простран­

стве быстрых переменных в плоскости ХУ будет так же об­

ластью периодичности функции £ 1 ( 0 % Э И . . 5 С ) при лю­

бой I . 
2. Неоднородности размещены на плоском основании хаоти­

чески, без дальнего порядка в положениях их центров, и на 
некотором расстоянии от пробного выступа при |2|< '/я с Р ° с ~ 
т о м ­ б ы с т р о изменяется от 0 до своего предель­

ного значения А» / &­л . 
В обоих случаях в пространство быстры: переменных в 

окрестности пробной частицы > где СЛ р ) совпадает с харак­

теристической функцией структуры, уравнения для полей ус­



Iüb' 

довных средних являются прямым следствием исходной деталь­

ной модели. Действительно, переходя в ( I ) и новым шрзкон­

ным 15), умножая полученные соотношения наA +4^j^t^(IM"H^l)' 
и суммируя по j , в соответствии с v6; найдем 

Здесь верхняя и нижняя поверхности структуры в 
окрестности пробной неоднородности, образы v j 1 в простран­

стве быстрых переменных, V ­ Дифференциальный оператор 
Гамильтона, действующий по координатам X , V ,1 . Л ­

диагональная матрица (.тензор) с ненулевыми элементами на 
главной диагонали: 

Лх - Щ<% , л г • л* * • 
При выводе уравнений 18) предполагалось, что дк) , 
f£f(P'tSk) ье зависят от j и совпадают со своими ус­

ловными средними ^ ( £0 и ' « ^ t t fc) , а i * (М ) « i a * (Н ) 
и не зависят от R . 

Подчеркнем еще раз, что уравнения ( 8 ) справедливы лишь 
в некоторой конечной окрестности начала координат ( Г? • О } 
и не образуют замкнутой модели. Однако в зависимости от ти­

па квазидвумерной структуры (характера расположения неодно­

родностей) при тех или иных дополнительных предположениях 
на их основе может быть сформулирована задача приближенного 
построения полей условных средних. 

Рассмотрим вначале первую из выделенных выше предель­

ных ситуаций ­ случай периодического расположения неоднород­

ностей. При этом, исходя из физического смысла полей услов­

ных средних, нетрудно видеть /7/, что их флуктуации относи­

тельно соответствующих макроконтинуальных распределений 
есть периодические функции по быстрым переменным. Га к им об­

разом, уравнения ( 8 ) , действующие в ячейке Q , должны быть 
дополнены условиями типа: 



- Ь - периодическая функция по X и У . 
Одновременно равенства 17) переходят в условия норми­

ровки 

х j"5l^)t(м;t•)dлrfY, 
п о 

« * 1 5.1 • ~~ 
Первое из этих соотношений является условием разреши­

мости задачи (8 ) , 19), а два других представляют собой не­

достающие конститутивные уравнения, замыкающие \4). 
Асимптотический анализ модели (4) ,18)­СЮ) при ¿-^0 

позволяет найти главные члены асимптотических разложений 
всех входящих в нее макро мае штаб ныл и условных средних ха­

рактеристик изучаемого процесса. Излаженная схема фактичес­

ки совпадает с известными результатами теории гомогенизации 
периодических структур /'¿/-/4/. Этим, однако, не исчерпыва­

ются возможности применения методов осреднения. 
Так в случае хаотического расположения центров неодно­

родностей в квазидвумерной структуре при приближенной по­

становке задачи для условных средних представляется целесо­

образным аппроксимировать условную среднею концентрацию вы­

ступов кусочно постоянной функцией, полагая, как 
показано на рис.2, при \1\< */* 

; . [ 1 , |х|.|\'|< *Й ', 
0 . 1 X 1 . I V ! г 7г. ( Х . у ) б 0 - . 

• . , I X , У ) # ? • 
• Наилучшее в среднем приближении такого вида реализует­

ся /7/ на ячейке 6 с площадью пш Ч * 6* ! , граница 
вв , которой является линией равного уровни функции о~(£), 

зависящей только от переменных X и У при 111 < 1./ 2 • 



флуктуации теплового потока и температурного поля в 
теле V обусловлены неоднородностями и, следовательно, по­

ведение соответствующих условных средних характеристик 
должно коррелировать с видом 54R) . Последнее дает ос­

нование приближенно считать, что вне ячейки £ условные 
средние совпадают с макроконтинуальныыи распределениями, 

— Jo(fe) VШ, й V d 2 • / ( a t \X. ч * 4 Y ) , ( X , Y ) * Ь. 

При этом остаются в силе условия нормировки ( 10 ) , а недо­

стающие граничные условия на ЭО , необходимые дня замы­

кания задачи ( 8 ) , ( 1 0 ) , непосредственно вытекают из сделан­

ного выше предположения и из непрерывности теплового пото­

ка на сХ 

Таким образом, осредненное описание температурного ре­

жима квазидвумерных структур в случае хаотического располо­

жения незднородиостей оказывается модификацией так называе­

мого метода самосогласованного поля и предлагавшихся ранее 
ячеечных моделей /6/,/оУ. 

Основное различие между двумя рассмотренными типами 
структур математически в первом приближении выражается в 
выборе ячейки 0 и краевых условий v9) или I I I ) на ее гра­

нице. 
Полученные результаты, в частности, могут быть исполь­

зованы при разработке математических моделей для расчета тем­

пературных полей в радиоэлектрочных устройствах /10/ и пред­

ставляют собой одну из возможных реализаций системного под­

хода / I I / к тепловому проектированию подобных сложных иерар­

хических структур со спектром пространственных масштабов. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ТЕПЛООЬМКНА 

ПРИ НАЛИЧИИ ТОНКИХ СЛОЕВ 

Большинство процессов, происходящих в вакуумных уста­

новках, предназначенных для нанесения покрытий на материа­

лы или получения отделяемых конденсатов, связаны либо с на­

гревом, либо с охлаждением. Особенностями таких вадач при­

менительно к вакуумной технологии являются: 
а) сложные условия на поверхностях, включающие в себя 

условия теплообмена излучением с окрузахщими поверхностями, 
неидеального теплового контакта, теплообмена с жидкими теп­

лоносителями, учёт теплоты конденсации к т .п . ; 
б) наличие тонких, иногда соприкасающихся поверхнос­

тей иди слоев различных толщин и теп л трагических характе­

ристик, что приводит к необходимости решать сопряжённые 
вадачи теплообмена при наличии малых параметров. Эти зада­

чи достаточно сложны в решения в часто при использовании 
аналитических методов приходится делать существенные упро­

щения, что может привести к большим погрешностям результа­

тов. Поэтому для их реализации целесоо;.раано пользоваться 
аппаратом численных методов, где сложность граненых усло­

вий не вызывает больших дополнительных трудностей. 
Для облегчения решения сопряжённых вадач предлагается 

использование методики из / 1 / , изменяющей постановку задач 
с помощью метода осреднения по тонким слоям: уравнение теп­

лопроводность для слоя с соответствующими граничным! усло­

виями преобразуется в граничное условна для основной облас­

ти. 

http://621.79S.14


Пример использования этой методики для задачи в де­

картовой системе координат с граничным условием Стефана­

Больцмана на наружной поверхности осредняемого слоя поко­

ван в /2/ . Здесь предлагается аналогичная методика для за­

дач в цилиндрической системе координгт с идеальным и неиде 
альным контактом между слоями. 

Рассматривается вакуумная устоновка для получения 
фольг. Установка представляет собой многослойный цилиндр, 
поперечное сечение которого показано на рис. 1. Цилиндр 
состоит из металлического корпуса ( 1 ) , слоя жидкого тепло­

носителя с внутренними источниками тепла (2) и металличес­

кого барабана ( 3 ) , охлаждаемого водой ( 5 ) . На наружную по­

верхность конструкции наносится слой отделяемого конденса­

та ( 6 ) . Внутренняя поверхность барабака отделена от воды 
металлическими рёбрами, пропятствуюцими быстроту стоку теп 
ла от барабана. Совокупность этих рёбер, соединяющих между 
собой, назовём оребрённым слоем, сопряжённым барабану ( 4 ) . 

г 

Рис. 1. Сечение чи.иклра. Обоэкачения в тексте. 



В зонах 1 , I необходимо учитывать влияние слоя кон­

денсата. 
Уравнение для слоя имеет вид: 

На наружной поверхности слоя либо условие теплообмена о 
внешней поверхностью (зона Г ) : 

либо заданный тепловой поток (вона I ) : 

л Й = а . 
На линия сопряжения слоев условие равенства тепловых пото­

я о в : 

О средняя уравнение для слоя по толщине: 

и используя ( 3 ) , преобразуем его в граничное условие для 
уравнения (1) с учётом осреднённого слоя. ПосколькуЛ3­>­А, , 
то в случае идеального контакта слоев можно считать, что 
"Ч/й * Ц -- Т„ , и граничное условие принимает вид, г*Ц-

Если же между корпусом и наносимым слоем конденсата 
существует или газовый вавор, или слой ващитной смазки, ТО ' 
между поверхностями ставится условие ­..эидеального контакта ­ 4 

скачок температур при равенстве тепловых потоков: 

Л ^ Р ^ С г . - т ; ) , (5 ) 
где Т. ­ температура в слое конденсата. Тогда уоловве 
(4) принимает вид: 

• Ч ' » ­ " . } с С. у ^ ­ г е " ' л е А. ^ ( б ) 



О 
Для сребрённого слоя также рассматривается уравнение теп­

лопроводности: 

на внутренней поверхности ­ условие контактного теплообме­

на с водсй: 

­ Л ч Щ * ­сГд( Тч - % ) , п • 0, . 

После осреднения по толщине оробрённсго слоя: 

граничное условие для барабана на внутренней поверхности 
принимает вид: 

ь л А 4 < * » " ­ * » 1 £11 £ > ( г ­ г . ) * . * 

Предположим линейное распределение температуры по толщине 
осреднённого слоя: 

Т-Тл » д а д , где дТ л ­ ­ • 

Окончательный вид граничного условия для барабана при 

Такой вид граничного условия позволяет учитывать я тепло­

фивические и геометрические раамеры осреднённого слоя. 
Во второй задаче изменение граничных условий по на­

ружной поверхности корпуса приводит я необходимости рас­

сматривать двумерную задачу. 
Уравнение теплопроводигсти для корпуса: 

о граничным условием на внутренней поверхности: 

На няружной поверхноотк в аоне яТ ­ условие теплообмена 
ивлучением о внешней стенкой установки: 



Тепловая аадача для этой установки состоит $в двух 
подзадач: 

1. Равогрев корпуса барабана до рабочой температуры 
с помощью подогреваемого теплоносителя. При втом необходимо 
оценить влияние оребрёнкого слоя на изменение температуры 
как в теплоносителе, так и в корпусе. Для решения этой под­

задачи используется одномерная постановка по радиальной ко­

ординате, поскольку условия по всей окружности корпуса оди­

наковы. 
2. Изменение температуры в слое конденсата на поверх­

ности корпуса при идеальном и неидеальном контакте между 
нанесённым слоем и корпусом. Рассматривается двумерная по­

становка вадачи в цилиндрической системе координат, с рав­

личьюми условиями по окружности корпуса: воня Г ­ нанесе­

ние конденсата, зона 1) ­ остывание нанесённого елся, 80­

на Ш ­ стабилизация температуры на корпусе после отделе­

ния конденсата. 
Для первой вадачи рассчитываются распределения темпе­

ратуры по оси т в корпусе ( 1 ) , барабана (3) и осреднённое 
значение температуры в жидком теплоносителе ( 2 ) , учитывал, 
что вещество теплоносителя интенсивно перемешивается. Урав­

нения теплопроводности для перечисленных слоев связаны гра­

ничными условиями контактного теплообмена. Между барабаном 
я оребрённым слоем ставятся условия идеального сопряжения 
слоев, включающие в себя равенство температур и тепловых 
потоков. 

Уравнение для барабане имеет вид: 

и^-^Л-кгж • 
На наружной поверхности ­ контактный теплообмен с теплоно­

сителями: 

На внутренней поверхности условия идеального контакта: 



Для повышения до 8­го порядка разностную аппроксимацию 
условия (5 . * , используем разложение производной в ряд 
Тейлора: 

откуда получаем условие при г - R •: 

J? C * . : jH К.? с'­р Рп c t 1 1 

При приведении уравнений (б) и (7) к виду Т, • < 
из (7) и Tj -- fTt *о из ( 6 ) , получаем такое выражение 
ДЛЯ 

Ta-td-jb)/U- у ) , ( 8 ) 

г д в j . 1,­ . j . Ш [ # 4 . 

v ' 1 6 - Щ ^ Й г г I? л А («г - л «3 

Полученное иг (8) значение т. используется в (7) при реа­

лизации граничного условия на наружной поверхности корпуса 
о учётом осреднённого по толщине нанесённого слоя, имеющего 
неидеальный контакт с поверхностью корпуса. 

На рис. 2 показана зависимость температуря теплоноси­

теля и на внутренней поверхности оребрённого слоя в вави­

симости от коэффициента теплопроводности слоя при различ­

ных мощностях тепловых источников Q e . 
На рис. 3 показано изменение максимальной температуры 

конденсата в случае идеального контакта между слоями ш 
неидеального контакта при различных значениях <£ . 

Обозначения: Q ­ радиус, Л ­ коэффициент теплопро­

водности, _р ­ плотность, с­ ­ теплоёмкость, <£ ­ коэффи­

циент теплоотдачи, fc* ­ степень черноты материала, <5 -

постоянная Стефана­Боль циана, г ­ шаг по времени, к ­ шаг 
по оси г . . 

В заключение хочется выразить благодарность БуЯкису А.А. 
за полевные советы и помощь при выводе разности^:: с х е м . 

(7) 



0 Р П б /(Вг'/м.*) 
Рис. 2. Зависимость температуры в зависимости от коэффи­

циента теплопроводности слоя. 1 ­ теплоноситель, 
2 ­ внутренняя поверхность о ре бренного олоя, 
с - 0а ­ го , ¿0* ~ ткьт. 

Ряс. 3. йвьененво во ср вмени максимальной температуры кон­

денсата 1 ­ идеальный контакт, 2 ­ ивадеалышя 
контакт, г<­«с* * , пЛ'ШО, ё-А-ПЯ. 



•а. 

Численные данные для приведенных рисунков: 
Внешний радиус корпуса Q =0,908 м; 
внутренний радиус установки Р ц => 0,820 м; 
толщина оребренлого слоя £ л ­ 0« « 0,01 м; 
толщина конденсата с„ ­ ß = 0,001 м; 
коэффициент теплопроводности материала корпуса Ai * 
­ is.s ftr/.u i> ; 
коэффициент теплопроводности материала конденсата iA» »400­

- Ьт/м к 1 
теплота конденсации Q • хои х в т / а < J ' ; 
коэффициент теплообмена л л ^ \' и «Ад /50 , где число 
Нуссельта для турбулентного потока рассчитывается по фор­

муле: 

Д/Ы • С1. C Z 1 • А­ Л * * 6 * , 

. 53 ­ характерный размер слоя теплоносителя, л л ­ коэф­

фициент, учитывающий изменение среднего коэффициента тепло 
отдачи по длине слоя. 
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О РАЗРШИМОСТИ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ .ВОЗНММЕЙ В 
ТЮРИН ГРАВИТАЦИИ 

Пусть имеем крае дув задачу 

где р е [1.« <»С , с{ е ] ­г . , . <»• г, , е 'с <? , для лю­

бого ¿3 6 ] 0 . 1 С, / 1$ , 1 ] » К 1 •* А? нвпрервная 
функция, а при I • о функция / имеет, быть может, не­

суммируемую особенность. Под решением краевой задачи И ) , ( 2 ) 
будем понимать непрерывную функцию а Га 1 ] •­• Р ­ ,удов­

лвтворлввуо условиям ¿2) , сужение которой для любого 
<3>~£ l C . l t на Г.<*\ I ] является реиением уравнения 

( I I . 
В работах /1/./2/ приведены условия, при выполнении ' 

которых для любого ' с € £ локально существует реме­ . 
нив уравнения ( I ) , удовлетворяющее начальным условиям 

ХЫ1- О . ¿ 1 * . С . 1 3 ) 

Это обстоятельство побудило нас исследовать вопрос о при­

меняемости метода анализа фазовой плоскости (см. .например, 
/3/) к изучению краевой задачи V I ) , ( 2 ) . 

Д в и н а I . Пусть для всех * е К,­» ~ > С , г € £ О , Й ] , 
С выполняются равенства 

http://lC.lt


^ ( г ^ / ( г ^ ; 4 , * О. < 6 ) 

Тогда разрешимость краевой задачи Ц ) Д 2 ) возможно изучить 
методом анализа фазовой плоскости. 

Д о к а э а т е л ь с т в о . Заменой переменных 

U •» ж J с | р " 1 , т. • I / с. | 1 6 ) 

условия ¿3) преобразуются в следующей форме 

и(О) • О , ÏLm ^Ш. = ^иэя. с , 1 7 ) 

t » 0 > х р 

равенство (4 ) гарантирует, что уравнение U ) в новых пере­

менных не содержит с . Далее введем переменные 
$ . ьлг ' " р , ^ • а ' г 2 ­ ^ . i 8 ) 

Дифференцируя выражения \8) и используя уже преобразован­

ное уравнение ( I ) для исключения переменных и и и , 
получаем сис/ему двух дифференциальных уравнений первого 
порядка 

Г â l . , п - Р м + ц, ; 

• dx г 

Из равенства (5) следует, что существует непрерывная фун­

кция у • С ь г> В такая, что 

и мм б ( < , г/) плоскости получаем уравнение 

Условия (3) совместно с выражениями ¿6) и 18) дают 

а второе "из условий ( 2 ) , согласно сделанным заменам пере­

менных, при |с Г'. дает |f»ff* ^ . ft. 



Следовательно, число решений краевой задачи Ш , ( 2 > равно* 
числу пересечений в \ %. 4) плоскости прямой I *Ь с по­

лутраекториями уравнения \У), выходящими из точки начала 
координат и соответствующими неотрицательным значениям 
параметра г . Лемма доказана. 

З а м е ч а н и е I . В частности, равенства 14) и ьэ) 
выполнены, если р « 4 и функция I имеет следующий вид 

х ' г / Л х ) . £ / . ^ х ) . (Ю) 
где / 1 , /з. , / л (3 ­* )? непрерывно дифференцируемые 
функции, при этом имеем 

Далее, если ^Л[С) - о , то точка начала координат являет­

ся особой точкой уравнения ( 9 ) , тип которой определяется 
характеристическим уравнением соответствующей линеаризован­

ной системы. Если и / ь ( С ) * О. ¿'„(01 >- Я- • 
то эта особая точка является седлом. Следовательно, в атом 
случае разреаимость краевой задачи ( 1 ) , (2) устанавливается 
пересечением прямой § ­ 6 с неустойчивой сепаратрисой 
седла. Эта се перетряся в точке начала координат касается век­

тора, компоненты которого положительны, 
З а м е ч а н и е 2. Пусть выполнены условия леммы 

[ и р * 1 , тогда для численного реяеняя краевой за­

дачи ( I ) , (2 ) удобно пользоваться методом преобразования 
(см./4/). Действительно, ренаем задачу Коей для уравнения 

с условиями (7) да значения % при котором выполняется ' 
и ( а 0 ) = (, . После этого остается подученное решение 

преобразовать формулами 16). 
Сформулированный нами результат получки хорошее при­

менение к краевой задаче, возникшей в связи с развитием 
нового подхода к описанию гравитационного взаимодействия 
в пространства Маяковского. Решая систему уравнений теории 
гравитация, предложенную в /5/, внутри статического 
сферически­симметрического гравитационного поля, в работе 



/6/ подучена краевая задача, которую но" еде некоторых не слое­

ных преобразовании запишем в следующей форме 

£х 1-у Ц. я . я ' ) . * 

д ( 0 ) = О , а (1 ) ­ ­ г, /'*•••« ) 

О Я / 4 С { О , | ] ; 1 М > 

где для краткости обозначено 

X X ~- а. • ­гг— 1 ­ Ж Е л ' 

о(1, Х**<§» (а » * ­р<3* .и> * д 4 ( я ) , 

а * ­ * » * ' ^ 1 ^ — ­ — ^ ­ ' 

£ ­ ^ о ' , о­ * 2. . Непосредственным изучением 
функций , <3 х , заключаем следующее. Функции 
^ , д, м промежутке Л ­ о . а [ непрерывно дифференцируемы, 

^'>, ю ) >- г • ­ «V » • 

д а ( о > * * Ч о ) ­ о . ( и ) 

' X, I I — • 

существует число а 0 » —г­ |'а такое, что 

<%ъ{х) > о, х е [ о , г ] _ а е [ и . , < ­ [ , I 1й ) 
при фиксированном х е [о , г } монотонно возрастающей по 

о. ив ' - - 1 является функция 
<$, ( я ) ( 4 ­ ам̂ м, 3» ( х 0^*1*1 , а;« С о, ¿4. 

в, следовательно, при фиксированных 1<­30,1]. а «, у ­ а , * * ! , 
з ­ ' ё Й функция ^ на С г ­ I минимальное значе­

ние принимает при а - г . Для дальнейшего существенно 
будет ц тс, что для любого о. > X имеем неравенство 



1-Х. * « ^ ( а : ) > 0 > я € ] 0 Д С . 

Мы, используясь также методикой априорных оценок, до­

кажем разрешимость краевой задачи СП)­( .13) , указывая для 
решения атой задачи легко вычисляемые оценки, при этом 
ограничимся лишь значениями о. > 2, , так как случай 
а » 2 с атой точки зрения хорошо разобран в работе /7/. 

Так как функция / определенная формулой ( 10 ) , удовлет­

воряет условно Бернштейна 1см./В/), и в операторе ^ 
имеем р ­ 1, 1*9, то простым следствием теоремы из /0/ 
является следующая лемма. 

Л е м м а 2. Пусть функция $ определяется формулой 
( 10 ) , у 12 ­ * к. ­ непрерывная функция, 

ж. * ' ) * /1 « .Я .ЭК* ) * у/х), ( 1 6 ) 

И существуют дважды непрерывно дифференцируемые функции 

о1,у> •. j О , 1 1 С такие, что 

ЛИ)* 1еДр,х| , ¿ ( 1 ) * 6*%ИТ, 

б.™ л ( т . ) ' * о ' » &м1 /г> ^ г ) . 

ЦМ и'(^ (\>'[и ~> - °* ' 

Тогда краевая задача для уравнения л * (I ,х, 
о условиями (2 ) имеет непрерывное решение х [о, Ц ­» Р, 
удовлетворяющее оценке 

. / ( ( К X /<) * ) . г е 1 ] с I? ) 

Т е о р е м а . Краевая задача ( И М 13) разрешима 
при асах ­ значениях параметра <х >% 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем два вспомога­

тельных уравнения 

* • * • а ) , ( 18 ) 

где ^И,л,х)* а ' 4 ^ , а ) * ^ ^ х ( с ) . 



где а ' Ч ^ ( э с ) + ± ^ Ц . 
Пользуясь заменами переменных ( б ) м (8 ) эти уравнения со­

ответственно сводятся в уравнениям в фазовой плоскости 

¿ 1 I ( 20 ) 

- . ' ¿ 1 , 2. | - 4 ^ 4 ^ 1 X 4 1 ^ 1 4 ) « «МП . 

Пусть а е [ а . , + о» С . В силу соотношений 114), 
замечания I и того, что уравнение (20) на полосе |б ]о, я ] . 
^ е £ не имеет особых точек, существует монотонное 

решение ^ . Го ,1 ] •* £ краевой задачи И В ) , 112),и сле­

довательно, выполняется оценка 

¿ 4 ^ ( 1 ) 4 1 ' ; * <= [ о . 1 ] 

Из неравенства V15) следует, что справедливы соотношения 

выбирая оС | ^ ­ С , I £ С°. 11 , «м» лемме 2 устанавливаем 
существование решения краевой задачи ( 1 9 ) , 112), которое 
снова обозначим черва X • Для этого решения выполня­

ется оценка 

0 £ лХ^^^сИ) , I 4 СО, 4 3 . 1 * 1 ) 

Заметим, что существование единственного решения крае­

вой задачи (19) , (12) обеспечивается и замечанием I , одна­

ко непосредственным применением этого замечания мы не 
мокем установить оценку ( 21 ) . Наконец, неравенство 

совместно с леммой 2 влечет разрешимость краевой задачи 
( Н ) ­ И З ) , при втом дли решения ­с втой задачи справедли­

ва оценив (17 ) . 



Пусть теперь •• ¿ i , [ % f> рееение краевой за­

дачи ч11)­(13) при а » г которое согласно результатам 
работы /7/ удовлетворяет оценке 

i * $ ( Ц * г - г (­—­)* , i * Юл1-

В силу свойств функции g инеем 

Выбирая ¿ l l ) ­ o , t с г о, i ] , и опять пользуясь леммой 
2 окончательно убеждаемся в справедливости теоремы. Теоре­

ма доказана. 
З а м е ч а н и е 3. Из доказательства теоремы легко 

усмотреть схему установления разрешимости краевых задач с 
условиями (2) для уравнения 

а " * ­ f ­ a ' ­ ­ f r * ­ / 4 i 4 x.*'). 1 2 2 ) 

где > ­ г , функция / 1 определена формулами 
(10) и ( 16 ) , у непрерывно дифференцируемая функция не 
меняющая знака на отрезке ["о , • такая, что 

у ( о ) » о , у ' ю ; + / j ( о > ­ ^ 

Вместе с тем учитывая замечание 2 и решая краевые задачи 
с условиями (2 ) для вспомогательных уравнений, возможно по­

лучить хорошие оценка на решение я краевой задачи V22), 
( 2 ) . В частности, значение параметра преобразования а фор­

мулах (6 ) дает оценки на производную решения х при 

Так, например, если а ­ я „ . т о решение сс краевой • 
задачи ( I I ) ­ ( 1 3 ) при i ­ 0 имеет производную ас.' , кото­

рая оценивается следующим образом 

г,чгч * а ' < г,5iq. 
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об одно;.: численном алгоритме решения задач 
ГЮ&1ЕТРИЧЕСКИ НЕЛИКЕ&ЮП УПРУГОСТИ для 

НЕОг.ИМАЕМЫХ СРЕД 

В настоящей работе рассматривается первая краевая 
задача и задача о жестком контакте для системы уравнений 
в частных производных, списывающей двумерный упругий нес­

жимаемый материал, поведение которого носит геометрически­

нелинейный характер. Такие задачи представляют непосредст­

венный практический интерес, поскольку материалами подоб­

ного вида являются технические резины, полимеры и т.д . 
Кроме того, нелинейности рассматриваемой системы уравнений 
являются характерными для целого класса модолей несжимае­

мой теории упругости при конечных деформациях. 
Пусть и • ( и ' , и - ) ­ вектор перемещений, р ­ Функция ги­

дростатического давления. Рассмотрим первую краевую аадачу 
для системы уравнений 

Ыы и + сНс * ( и ) - О , хе 12. ( 2 ) 

^ и | р . а а , Г ­ < 9 # . ( 3 ) 

Зд«сь у " ( у . О . - ( а \ о * ) ­ заданные векторы 
внутренних сил и поверхностных перемещений соответственно; 
С * ^ М • ( с < е * М ) (V и ) * 1 , где ? и м ^ ( ) , а 

Ыet ( и > « и * Х 1 и 1 , 4 - и'Хк и Л , 4 ­ определитель с а . 
Уравнение ( I ) является уравнением равновесия дчя уп­

ругого тела Я с К* : Э/Эх^ ~и ( ? а , р ) * / % * * 1, *• . 
о тензором напряжений в виде Пиола Т­Р(и)­ р 6 ("•) ,где 



Fij • SIJ + » ­ символ Кронекера, a G • 
­ ( r j f t F ) F " 1 • Уравнение ( 2 ) является двумерным 
аналогом условия несжимаемости. 

Пусть Q­^acfe ( t2 l |0< , зсъ< i j ­ . Аппроксимарм» 
уравнений будем проводить на сдвинутых сетках, которые оп­

ределим следующим образом. Пусть ы­ { ; x « ( ( A . j k ) I <-,д' 1> 
. . . , M ­ i , b=M 'J , тогда ^ ­ {*(¿4^*"j . &я ­

" I х ' т ' ^ e . e i o S , Л ' = •{ эс|ас ± Ь е<& Як , к * i ,Z} t 

где С и ­ единичный вектор в к. - i m направлении, а ш « и ( / ^ , 
­ множество граничных узлов для области £2 . Через H( * J ) 

вудем обозначать множество сеточных функций на сетке и? , 
а через Н(и?) я На ( со ) множества /и eH{w) | и,| г­

• О V и t и е Н Ы ) I Е l U x ; • 05 соответст ­

венно. 
Задаче (1 ) ­ (3 ) поставим в соответствие разностную: 

найти u ^ e . Н( J l j , K . i . Z , р € Н а ( Л ' ) такие, что 

­ Ä V • d j t р * рД1 - ttlW.p*.)*' * У* , ле 12л , 

u|j «= а , , ( б ) 

Здесь & К ­ пятиточечная аппроксимация оператора Лапла­

е а , 7й » (dxi , 3 %л ) и cUv * определяются черва 
центральные разности, а вектор Л/[и./э)=((и£ лр д,­ u i , p^J , 

проксимиругтся тая, чтобы выполнялись соотношения: 

CN14u\p),w1Jilt­ ­ [ N . ' U ' . u ^ . p ] * . , 
[ N N u \ p ) , W 1 } ^ = - C N , ( U \ **Ш*> 
1Н*Ы.*).1]Й. - [ ^ ( ы \ и ' ) . 1 ] д . ­ 0 , 



где С(/.Ч']и> 1 51 (к1ч(х) ^ ( ж ) ) , Л»,, ­ константы 
вектора м ь<и,'р) , с--1,г.ъ 

Решение задачи ( 4 ) ­ ( 5 ) будем искать, используя итера­

пчонный процесс для модифицированного метода Ньлоиа­Кан­

тогввича /2/ с нячальным приближением (м, , р . ) « 0 . На каждом 
начале этого процесса решается краевая задача: 

С6) 

и • Е р л „ (х) • О, 

где Й ^ и . р ) ­ ( М * ( и . \ р ) , М» 1« . • р)) . Реализация итера­

ционного процесса осуществляется следующим образом 

где 6 ­ . &и ­ оператор обратный к оператору ( ­ а 1 ) 
о краевыми условиями ( 5 ) на сетке ­П. • ; * О, »*] 

Итерационные процессы подобного ряда применительно к 
краевым задачам для уравнения Навье­Стокса рассмотрена я 
работе / I / . 

Рассмотрим теперь задачу о жестком контакте. В «том 
случае краевое условие имеет 

Ч р ' ° • Т » | г ­ ° » ( 8 ) 

о 
где ц»*и . *А* , Ту» л* Т с < у ' . Здесь л.» ( и Л *Л) 
­ вектор внешней нормали я точкем Г , а V * ( о 1 , у 1 } 
левый касательный вектор по отношение ж к . Поскольку 
Л ­область прямоугольного вида, то условия ( 8 ) преобра­

зуются к условиям 
и Ч х ) ­О , х е Г м и Рх. , и* ( * ) ­ О, л « /•„ и , 



где*'"!. * ( ( х , 1 )| 0 < х < . д » , Г 4. « ^ * , 0 ) ) '0< 
и аналогично для Г\, , Гх. . 

Пусть Г* ­ соответствуй;ив множества граничных 
узлов для сеток Л к , к. » 1 , 2 . Тогда для дискретной задачи 
условия (8 ) имеют представление 

а * ( х ) ­ 0 . , мН*)'*>0. х * Г / _ , 
, ( 9 ) 

Э ^ и * ( х ) « 0 , а ^ Г/, и Г/. , Щл>1%(л)-0,хеVГя\ , 

где З ^ У ' Ы * » ! ^ ) " ^ ( х ­ « ' ' . г 
Продолжим (и,р) с сетки оО на и*«^(сь.^}|4''^»­М,.­..г1} 

по правилу: 

( и 1 и 1 Р ) . 4 и * « * { " " 1 * °****'­(10) 
' (ч\-и\р)1хх>~хх),0*х>а,-1*хх* О, 

( ­ иД ­иЛрИ - . х ч . - х , ) , а 

Несложно убедиться, что ( и , V , Р ) на границе С * удовле­

творяют условиям периодичности и удовлетворяют уравнениям 

если втвм уравнениям удовлетворяют (и,р). Здесь (Т ,в ) ­

продолхенные по правилу (10) соответствующие правые частя 
системы ( 6 ) . 

для краевой задачи ( 6 ) , ( 9 ) итерационный процесс ( ? ) 
реализуется следующим образом 



где В * " ( ft*i,J и fot. ­ оператор обратный к'оператору 
( ­6** ) для краевой задачи с условиями (9 ) на сетке Л2, , 
¿«1,2 . В этом случае сх\*л ( Ь * v^p) - - íp , где Р ­ то ­

ждественный оператор, что проверяется непосредственно 
Фурье­разложением для сеточных функций. 

Т е о р е м а . Пусть / t « И ( * T J и 

1 1 р | ( ^ Е 1 1 1 Г ! 1 ц ( й 4 - С с < | ( я с о ­ % , > 2 . 

Тогда итерационный процесс ( I I ) сходится к реаеекив задачи 
( 4 ) , ( 9 ) , и выполняется оценка 

11 ь Д t ñ ^ f 11 г\ ' Р 1 ­ i (ñ '| ­

Здесь С j ­ оценка норыы оператора перехода от п. к 
п.* 1 слов итерационного процесса ( I I ) , a L . , ^ ) , w\ 4 í W>) -

дискретные аналоги соответствующих пространств непрерывных 
функций. 

Так как решение задачи ( 6 ) , ( 9 ) допускает периодичес­

кое продолжение c u ) на й^,= { U l . j » ) I ( ¿ . j K ­ £ j ,то 
для получения C¡ применяется дискретное преобразование 
Фурье с последующим применением теор?м ИарЦкнхевича о муль­

типликаторах для сеточных функций /3/. Поскольку (7 ) яв­

ляется итерационным процессом для модифицированного метода 
Ньютона­Канторовича, тэ оценка (12) получается аналогично 
тому, как это проделано в /2/. 

Отметим, что в случае областей ¿2 с гранящей яз хлас­ . 
са С 4 , подобное утверждение имеет место и для итерационно­

^го процесса ( 7 ) , если 

где С ь ио^ма оператора перехода от а к л * i сдое в 
( б ) , ( 5 ) , a 1ЬИг * П. . 

X в заключение остановимся на применения предложенно­

го алгоритма для численной рэчлаэацуи на ЭВМ тестового 



примера, в нечестие которого возьмем функцию (и.р) • 
* ( £ ( * . - х ^ Л б Ч о с - х » } 4 , е ( * * ) ­ ' б т ( 2 . т ^ ж ) ) , где 
Е > О ­ контрольный параметр. В этом случае и « 
+ с<е£ ( ^ 1 = 0 , / ­ (­ Ч£ • (г • Д £ г ( х , - х , . у «­о* М * , , 
- **€.- г.е Л( а-1­х,.; сой(гтхо). 

ЧисленннЙ эксперимент проводился ш. ЭВМ ЭС­1060. В 
области Л рассматривалась сетка с шагом к ­ 2 ~ ° . Обраще­

ние оператора Лапласа осуществлялось при помощи быстрого 
прообразевгнпя Фурье и использовалась стандартная програм­

ма. 
Первое уравнение в ( 7 ) решалось методом простой итера­

ции. 

г * - иг,. , Л1 , м е Й , а з ) 

где ри. * р » , рг м * р* * . < 3 ( р » , ^ и , . ) • е * И ( еУ//« 
­ £ * * ( о . , , р * ) ) ­ и£ . и^ ) . Применение (13) обусловле­

но тем, что оператор о(£у*Ц*1э а*­) эквивалентен по спектру 
единичному. 3 1 о гарантирует сходимость в Ь, ( Д ' ) про­

цесса ( 13 ) . 
Расчеты проводились для случая: С " 0 . 5 , Т ­0 .4 . Ре­

зультаты расчетов приведены на рис.1,2. На рис.1 символа­

ми " » " отмечены смещения узлов сетки, т . е . если коор­

динаты узла ( зс* , х д) , то соответствующего смещенного ( 3 . 1 * 
+ и ' , Х± + и ь ) . На рис.2 предст.'.плены некоторые прсфили 
графика функции гидростатического давления р » р(э1»}. 
Как видно из рисунка, наблюдаются некоторые его искажения 
около границы. Это можно свяэеть с недостаточней аппрокси­

мацией и. в точках границы. 
Сходимость процесса ( 7 ) и ( 8 ) контролировалась в нор­

ме пространства С по величине невязки, которая для пер­

вых двух уравнений в ( 4 ) обозначается череэ о\ , а для 
третьего б? . Обозначим череэ N Р ­число итераций для 
внутреннего процесса ( 1 3 ) , а через N0' ­ общее число ите­

раций для ( 7 ) . Об оптимальном их отношении для данного 
примера можно судить по результатам численного эксперимен­

та, представленного в таблице.ПВ ­ время работы процессора 
ВС­1060 в секундах. Результаты этого эксперимент:» можно 



Таблица I . 

пв (5 Р N1 ИР 

36 
28 
28 

0.01 
0.01 
0.01 

0.0023 
0.0032 
0.0038 

17 
18 
35 

3 
2 
I 

объяснить тем, что увеличение К1Р способствует более точ­

ному выполнению условия несжимаемости, но, в свою очередь, 
ведет к увеличению величины невязки с**. . Для случая N Р » 
•3 для первых итераций подобная ситуация отражена на гра­

фике (рис.3) . 

Рис.1 Характер перемеще­
ний узлов прямоугольно! 
сетки. Результаты чис­
ленного акспервиеята для 
тестовой задачи. 

I 1,5 

Рве.2 Профили функций 
р - р и а . Резуль­

таты численного ахсперв­
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Рис. 3 Зависимость погрешности невяекя ( , 3Р ) от 
первых итвтаций NU я промежуточных итераций N Р . 
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РАЗНОСТНАЯ А1ШРОКСШАЦИЯ ЗАДАЧИ ШГШАЛЬЮГО 
РАСПРЕДЕЛЕННОГО УПРАВЛЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ СИС1Ш0Я 

Пусть О ­ ограниченная область в с достаточно 
гладкой границей Г и состояние ие \̂  * ( Л ) системы (физи­

ческой, механической или др.) определяется как ре венке за­

дачи Дирихле 
Я» г-

где &ц , О. б 1,ДЯ.) ­ известные функции, удовлетворя­

ющие условиям ^ 

почтя всюду в Л2 , о , 1 х ) > £ > 0 почти всюду > Л ; 
у€ Ц ( ь ! ) ­ заданная функция; <У ­ управление, распре­

деленное в области 12 и выбираемое ио нашему усмотрение в 
некотором выпуклом замкнутом множества И#с допусти­

мых управлений. 
Каждому управление Ос и & соответствует значение 

функции стоимости 

г » * д € 1 ^ 0 . ) ­ заданная функция. Э>0 ­ задан­

чое число. 
Требуется найти 

ы$ {НО), ^€С1а ) (3 ) 

В работе / I / доказано существование единственного реше­

ния задачи ( 3 ) , Т .е . яле мента и € ид . для которого 

Межвузовский сборник научных трудов 
ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ ИГ£Ш№а (СИ^ИЗЙКИ 

Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 1906. 



J(u) • ïhf J J(O), ÙC Ùà<i. (4 ) 

приведены необходимые к достаточные условия экстремума, из­

учены структура и свойства уравнений, выражающих эти условия» 
Наша задача состоит в составлении алгоритмов, позволяю­

щих численно находить аппроксимации управления и , и иссле­

довании сходимости этих аппроксимаций к точному решению. За­

метим, что аналогичные вопросы рассматривались в /¿/-/4/. 
Рагобьем пространство Л?" плоскостями Хг* tbk*l 

где е , h: > ь , на элементарные ячейки 

с вершинами [*tkt , » ' « • . Обозначим £1^ -

замкнутая область, состоящая из ячеек Wi.#y<­.T<. • У Г , 
\ ­ граница О.^ , & f c » Г а л - . Эти же символы Лц, • 
^ я Пи будем употреблять и для обозначения множества то­

чек сетки, принадлежащих ûl^ , .\ и , соответственно. 
Построим аппроксимацию функции стоимости (2) и тождества, 
определяющего обобщенное решение д £ & г 1 & ) задачи ( I ) , 

Интегралы по Л заменим суммами интегралов по ячейкам 
Й 'А ) с з2 и в пределах каждой ячейки V , 'J~ н ч заме­

ним кусочно­постоянными функциями jjfj, , ? А и , а произ­

водные &%ldxi и &Ч/&Х1 - кусочно ­постоянными­восполне­

ниями каких­либо однотипных разностных отношений, их аппрок­

симирующих, например, и £*х; :. Требование принадлежнос­

ти i i | i l } | v.Sl> заменим естественным требованием, что­

бы сеточные функции «jt и »/̂  стращались в нуль на & . 
Будем считать также i j ^ ­ Зх­С 1 ­ 1 •^•N' * 

Итак, заменим функцию стоимости 3(о) на 

а тождество (5 ) заменим следующим /6/ 

(б) 



или, что то же, в 

где д * А/,.. . А« •, ­ множество вершин ячеэк ' ­ ' ^ о ' * ч 

" лТ J 1эеМх „ аналогично определяются сеточ­

* ДЛ и ) «О „ I 
ные функции о 0 ( ч , $ь , ск , чжц_ . воспользовавшись 
формулой суммирования по частям и произволом в выборе IV 
на £2^ , приведем (7 ) к системе разностных уравнений /а/ 

Заметим, что при заданном г система (8) однозначно 
разрешима относительно * к , что следует из априорных оце­

нок /5/ 

г * • « и * д М & * Г " « л о г и ч н о * 
для других сеточных функций, с ^некоторая положительная 
постоянная, зависящая от размеров области ­Ь . 

Как и в /5/убеждаемся, что имеет место 
Т е о р е м а I . Для любого заданного Сс раз­

ностная схема 18) устойчива в сет.чной норме, соответству­

ющей энергетической норме, и при К.) ­ (7^ Ь?)*1* "* 0 полу­

линейнме интерполяции 1а значит и 1 ' 1 * , ) , построенные 
по решениям Ц%. систем (8) сходятся в к решению 
ч € & » ^­Ш задачи Ш , а их производные ^/Ох. сжо­

А Я Т С Я В Ь г ^ 1 1 ) Ж ̂ вУЛС; , ь « * * г . 
Заменим задач; (3) следующей . 

ГДв И Д * Н*. П И# ) ­ пространство кусочно­постоянных 
на .Л. функций. 

Очевидно, что существует единственный элемент 
для которого 

Я Ы - ыр{ЬМ, Ъ< ил). ао) 



О 
Т е о р е м а 2. Пусть выполнены сделанные выше пред­

положения. Тогда при / к I ­* & 

й 1 м ­ * ( и ) , * к 1 л > , (¡2) 

& М - * # « • ) • (13) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нетрудно убедиться, учи­

тывая теорему I и предельную плотность подпространств Н», в 
Ь'Ц­Д) , что 

У<£>0 3 ^ ( 6 ) > С : 7 с ( и 1 ) 4 .7 (И)^ при |к|<сГ (14) 

Отсюда следует, что 

£ и Л Л ц ^ * ОЧи)­ (15) 

С другой стороны 7*./к*) ^ ^ |иц 1^,0* , что вместе с 
(15) доказывает ограниченность величины 1и*а1>'»,аД, • Значит 
из последовательности { ид *{ можно выделить подпоследова­

тельность, которую будем обозначать танке { и», у , такую, 
что и^-*ьу слабо в ЦДЛ ) , ­и'е У Л ­ Отсюда и из теоре­

мы I получаем, что и^(ы«,)­» у слабо • Ц,(&) , 

а&Ы, -,, , ¿ . 17 « , слабо в М Д ) • Значит 

дк{иК) > откуда и из (15) следует * > • И я пм­

полняется ( 1 3 ) . Поэтому (12) выполняются в смысле слабой схо­

димости. •. 
Поскольку р / Э Д * * & ( $ . 4 * М 

Ы V ^ ^'Ц^Й при А И > , „ 

полагая 

( ^ М - ^ Л О ) . ^Ы-уЛа^'НЪ.и&тГ 12а1 > я> . 

получим Нйь!»^­* Ли^а . Но I й'1 | Л'4 Й • | г л , поэто­

му имеет место ( I I ) , откуда с учетом теоремы I следует (12). 
Для составления алгоритмов численного определения аппрок­

симации и», оптимально ч> управления " , рассмотрим 3 слу­

чая задания множества \Лг : 



а) НА » У Й ) ­ , 
в) и^»1^« «гь£ 1 ) ' 4*0 почти всюду в • 
в) • 1,{И) : \ *<) *• 1 почти всюду в И , 

V € Ь „ ( Л ) ­ заданные в Л функции > . 
Пронумеровав точки сеточной области определенным 

способом и отбрасывая множитель в У*(Л I » 4 1 0 т по­

влияет на искомые значения <.'̂  и ^ , перепишем (9) в виде 

*1 { ( Г" • Г ) • О); /. с . <?с V ] . 4 6 ) 
где ч*. 5\ , Т е - ­ векторы, компонентами которых 
являются значения < Лд*| {*., в узлах сетки соответст­

венно способу их нумерации; ­ квадратная матрица л> ­го 
порядка, вид которой определяется разностным оператором за­

дачи (8) и выбранным способом нумерации; л. ­ число точек сет­

ки 51^ ( г*. » о° при 1М •» О ) ; \ ' с ^ ­ множество, вид ко­

торого определяется множеством и^к : например, в случав а ) 
V « 2* , в случае б) V t : \ C i в случав 
в) * К 4 ^ *<­»;* г̂ , , о *7н.) , где ^ и \­ представ­

ляют собой значения сеточных функций < к и %к а узлах 
сетки, соответственно выбранному способу нумерации. 

Используя методы выпуклого программирования /З/./б/ мож­

но получить совокупность соотношений, характеризующих опти­

мальное решение 7 задачи (16) для указанных трех случаев 
в виде следующей теоремы. 

Т е о р е м а 3. Элемент и доставляет решение задачи 
(16) тогда я только тогда, когда выполняются соотношения 

в случив в ) ; ­» г ­

и * ­ ^г Р ' 118) 
в случае б ) : (17) н 
И,- • •* р; , если р . * С и и; "О всгм р,>0, ¿.4^; (19) 

О в случав в ) : (17) в 

Ц; • . «СЛИ ­ | р , ^ ь , Ы, • - ± р; , •СЛМ_ (20) 

где р ­ ветгор сопряженных переменных. 
Соотношения (17) , (18) представляют собой линейную, а 

(17 ) , (19 ) и (17) , (20) ­ нелинейные системы алгебраических 
уравнений относительно неизвестных компонент векторов а я 

file://t:/Ci


о* и вектора сопряженных перепе.'шых р . 1аким образом, на­

хождение разностных аппроксимаций оптимального управления 
сводится к решению систем линейных или нелинейных алгебраи­

ческих уравнений. 
Подобным образом могут быть рассмотрены разностные ап­

проксимации задачи (3 ) с функцией стоимости (2 ) , когда состо­

яние системы с| с (**Д^30 описывается задачей Неймана 

-у-± \л. ы}.- й& ЬЬ., £>„#<*м.)-с«« р. 
ох,х * ох41 * • « " ^  1  

где*' 'ста 1 , 1 , ^ ) ­ ь ­ый направляющий косинус внешней нормали 
К к границе Г . Разностная аппроксимация задачи Неймана мо­

жет быть построена как и в / 5 / . Интегралы в функции стоимос­

ти и интегральном тождестве, ог.ределяощчм обобщенное решение 
задачи Неймана, заменяются суммами интегралов по ячейкам 
< А ш ) с ^д . ' где _>1^ ­ замкнутая область, состоящая из ячеек 
2исо » таких, что ъйид.) * Ф , в предположении, что 
коэффициенты и свободные члены уравнения продолжены на неко­

торую область .'Я.' э !Г1 с сохранениям их свойств. 
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ДИНАМИКА НЕйТРдЛИЗ'ОВАННСЙ ЗАРЯВННСЙ KOMIJŒffiHM 
в В Ы С Ю К О Ч А С Т О Т Н О М а̂ ЕгатомАГкитном полк 

Вопрос изучения в?аимодейстрия электромагнитных по> 
лей с плазмой является актуальным и имеет широкий круг 
приложений / I / . С целью исследогания ее устойчивости в ра­

боте рассмотрено поведение изотермической однородной раз­

реженной плазмы как упругой среды, в которой произошло ра­

зделение зарядов за счет кулоновского поля. Объем с цилин­

дрической поверхностью занимаемый системой заряженных час­

тиц с концентрациями fif'»*' в начальный момент времени, ра­

зобьем на торообразные части, поверхности которых образо­

ваны вращением прямоугольников П. со сторонами &t, ¿¿.0x0x0 
оси цилиндра, лежащей в плоскости прямоугольников (7, и не 
пересекающей их. Заряженные частицы, находящееся в каждой 
такой чести, будем рассматривать ка.­. одну крупную частицу. 
Учитывая аксиальную симметрию кулоновского и внешнего эле­

ктромагнитных полей, поведение крупных частиц будут описы­

вать положения центров тяжести прямоугольников fik в плос­

кости 12 . Отметим, что в такой модели геометрические раз­

меры крупных частиц в начальный момент времени различны, 
однако*концентрация частиц в них одинакова. Отсюда следует,» 
что переход крупной частицы вдоль радиуса цилиндра на мес­

. то, занимаемое другой частицей, изменяет концентрацию вхо­

дящих в нее частиц пропорционально отношению i(L)/i(tt) » 
где x ( t j ) , i t ' i j ­ радиусы центров тяжести крупных частиц в 
моменты времени К и t t . Поведение крупных релятивистских 
частиц в вакууме в принятой модели исследовано на основе 
следующей нестационарной нелинейной системы уравнений в ци­



линдрическоП системе координет с( * , « * ) : 

(3 ) 

где £ , £ , й , 0 ,/><",/г'­ соответственно, внешняя и ку­

лоновская электрические напряженности, индукция магнитного 
поля, вектор скорости и концентрация электронов и ионов 
крупных частиц; ^ «и­ ох/с1') ' и ;Ягл/^' " £ *" • Здесь С , 

, 6 , с ­ соответственно, заряд и масса покоя электрона, 
ехектричесипя постоянная и скорость света. Аксиальная сим­

метрия позволяет решение уравнений ( 2 ) представить в виде: 

* и***У *•*), (б) 

с • 

г д е $ ть!С* /Я ­ циклическая частота колебаний, Я ­ дли­

на волны; Н ,»с х , волновые числа; 7» , ^ ­ функции Бессе­

ля перпого рода нулевого и первого порядков. Введем основ­

ные характерные задаваемые величины:и'^" г^/с »•*­­ ­• , X , 
£ с ­ Г ^ , , ^ ^ / с \ у ч и т ы в а я соотношение^дхя плазменной час­

т о т ы . ^ ^ п ^ Д т е ) я полагая £? =^р>"2лл. , имеем п р и ^ * 
0,5" неравенствоЙи<^?, т . е . случай, когда ВЧ­поле прони­

кает внутрь плазменного сгустка) и вспомогательные:^»^* 
*2/(*гС*Л У,* ^ , 4.* С , где I , £ ­ образупцая и ра­

диус резонатора, Т ­ период высокочастотного поля. Для вы­

полнения граничных ус.овий: 



(начало координат помещено р центр резонатора) достаточно 
положить ­ в>,т / С , К, ­ р Г / Х , где р • 1 . 2 , 3 , . . . ; 6 Л Т -

корни уравнения Х/а) • С . Следовательно,длина волны дол­

жна выбираться с учетом соотношения >\--2Т/Г((?нп, / 
+ (рТ ^ У * .Перейдем к безразмерным переменным к"** 
г ' ­ г/ % , / • 0 / У , , , Г'- Г / е в , Г­<Г/А. , 
Г1 е'«м'/йв, Л * ' « п . * / " о , V"* у / /в . В дальнейшем штрихи 
опустим, тогда уравнения ( 1 ) , ( 3 ) , ( 4 ) я выражения ( 6 ) ­ ( 8 ) 
примут вид 

Ш ^ * } > Л - **** **Г. ( 1 0 ) 

( I I ) 

£ч * (Am* J Л » < Р 7 * > f 2 r ' f V ' ) , (14) 

f j « ­ X (Ъ>тг) *л(рЪ) C£*(ZJri - <у). ( 1 5 ) 

Д с " J t а л { p ^ J * у), (16) 

где 3­ (1­ tf­ a V i * * , ' в * ^ ­ PJ£ * • . 

fi­eeJA/K^'«£.*A'»<;M ,P , ­ я / о t 

Начальные условия определены исходя из того, что 



(17) 

Начальная задача для уравнений (Ю ) ­ (12 ) решена чис­

ленно методом Хемминга, при этом на каждом шаге по времени 
х краевая задача (13),(17) решена методом полной редукции 
с шагами по тространству постоянным яд и переменным А\ * 
2 <;­<>/< и ­ Л . ( Х 1 А м " 1 ) ­ 1 ) . . ^ , 2 , ,М- \ . Для проверки . 
достоверност.. результатов проведены расчеты с дроблением 
шагов по времени и по пространству, а также сравнение с ре­

зультатами одномерной модели. 
Определим условие устойчивости поведения нереляти­

виствекой частицы, находящейся ч одномерном ВЧ­поле при 
малых отклонениях из положения равновесия. Соотаетствупцее 
этому случав уравнение (10) с учетом первого уравнения в 
(12) прир ­1 примет вид с * * . * / сЧ * ­ Р э В?*са> Ш 1 ) . После 
замены переменной 31 - 0 получим уравнение Натье следующего 
вида л ­ЦебсЛ 1 ) /(эттс*..)]­* а>й(Хв) • О . Отсюда сле­

дует, что условие устойчивости имеет вид /2/ 

срл « (ее в А 1 ) / (лттсЧ)*^о ,9 . (18) 
Условие (18) можно использовать с удовлетворительной точ­

ностью я для релятивистских частиц. Однако при значитель­

ных отклонениях заряженных частлц от положения равновесия 
оно нарушается. Поэтому двумерные расчеты для релятиристс­

кях частиц были проведены при меньших значениях верхней 

плазменный сгусток выбран либо в виде со сглаженными угле­

ми цилиндра с радиусом 0.2/2, образующейся!/!, и центром по­

мещенным в начало координат (условно первая зона устойчи­

вости), либо с коаксиальным ему цилиндрическим слоем с об­

разующей 0,21 , внутренней границей.с радиусомС%С и внещ­ • 
ней границей с радиусом с1, %Ч С­ (условно вторая зона устойчи­

вости). При этом сгусток.разбит не рассматриваемые как 
крупные частицы части, которые в начальный момент покоились 
и заполняли полностью пространство, занимаемое сгустком. 
Краевые условия с учетом симметрии относительно плоскости 
Л 'С следующие: 



границы параметра «7^. 
Получена эволюционная картина распределения концен­

трации электронной компоненты в моменты времени, промежут­

ки между которыми составляли ОЛ Г. Так во второй зоне ус ­

тойчивости для крупных частиц с размерами £!£Л1 и(*»|н.»л) в 
к концентрацией и„ МЮ& • С,ь) при 1?" I.* *м 
и ВЧ­поле типа £ в л , с интенсивностями £,'2.1- Ю" 
2,0 10е Ч*[Ь *О.Ы) ; 8.5­1С *0.гы \?^М* 

эволюционная квртина показалв, что имеется осцилляция час­

тиц вдоль осей I и 1 , причем с большей амплитудой колеба­

ний по оси г . По мере уменьшения интенсичкости ВЧ­поля 
увеличивается начальный интервал рренени сравнительно сла­

бых колебаний частиц и уметшается затем последующий интер­

вал времени, в течение которого частицы покидают резонатор. 
При этом не начальном участке времени отклонения частиц 
вдоль оси г происходят за область условной зоны устойчивос­

ти, а по оси I ­ внутрь ее . С уменьшением интенсивности 
ВЧ­поля процент вылетающих частиц из резонатора в направ­

лении оси т( Ы\) изменяется от * 4 * д о 1 С У> ­ против 
оси а ) от ^ ­ 707. до Ыг'*<Э0 7. , а в направлении и 
против оси Зг от Ы\ -к'л •ЗА (£ , ­2 . ? •'/•**) ^ * л > Д Я 

2,0 ] о * < Ы ДО И ] ­ N ¿ « 0 7 « т & Ц * м £10"/и ) . 
максимальная \УЯ я средняя у е скорости частиц и максималь­

ная Е„ и средняя Е с кулоновские электрические поля перед 
моментом времени i i , кегда част и:ш начинают покидать резо­

натор, изменяются соответственно от •<» г 0,Х-с , \>е ч7.г9с , 
Е я « о , 1 б ' £ , , ес. р . эге . ( 1.С,и-Л-ЬТ) до 

д,в1 • С . У« •*<*,•)*;­.,* Л ' 3 . » е , ,£­<3*9£, " 
, ( ^ » 5 , 0 Т , 1 д , * 5 . С Т ) , где Ч», ­ интервал времени 
'от начального состояния до момента, когда все частицы по­

кинули резонатор, максимальную скорость приобретают внеш­

ние частицы, находящиеся на внутренней границе цилиндричес­

кого слоя. Исключением является случай при Е„ * Ю" Чл , ког­

да колебания каждой крупной частицы происходят в окрестнос­

ти своего неподвижного нейтралиаутцего положительного фона 
на протяжении всего интервала времени наблюдения (* ко Т) • 

« 



Такое состояние, по­видимому, следует считать устойчивым. 
На рис.1 приведено эволюционная картина поля концентрации 
при Е в ­ 2,7 I0ci/jn, где значком плюс помечены с концент­

рацией лс положительно заряженные крупные частицы непод­

вижногс нейтрализующего фона. Проведенные расчеты распре­

деления концентрации крупных частиц при ВЧ­поле со сдви­

гом начальной фазы от С до 2т с интервалом в .и/ч во вто­

рой зоне устойчивости для B3-Z,i iC**U> показали, что харак­

тер осцилляции крупных частиц в интервале времени от £ • О 
ДС '1=0,$Гпри т ' от I /ч до Ж изменяется по сравнению с 
соответствующими оецилляцияыи при \Ц от до Zt . В 
первом случае внешние частицы сгустка отклоняются из зон» 
устойчивости по оси i на расстояния otQüäüL дойе 'бьи по 
оси 1 внутрь сгустка на расстояние от Сенй до G i ß , а 
во втором случае имеют такой же порядок величины отклоне­

ний, но при замене осей i к а ш i на л . Максимальное гА в 
первом случае имеем при у ­ X (­t,­ %iG Т , n" • »»" • Ы,'1$ /> • 
Wa* « ЪЛ S У ) , а во втором случае при ф < 0 ( 1 Х » 3. М * Т, 
Nj» * № * Л . м г * Sjl Таким образом, для дос­

тижения оольшей устойчисости состояния плазменного сгустка 
следует выбирать начальную фазу ВЧ­псля в окрестности у* ü . 
Проведены расчеты во второй зоне устойчивости при различ­

ных концентрациях плазменного сгустка п.»S.H0S сг .и."*, где 

и фиксированных остальных параметрах £„ • Ä,7 ^ */«*« , 
R ­ L ­ 1 х . , Л* "9?> * ­ Расчеты показали, что с умень­

шением концентрации амплитуда колебаний крупных частиц па­

дает. Для J V 0,5 имеем 1*« %ЗЛЧ Т ЩЫ{ ­ Д1 X ,ЛГ • 73 /. , 

Мд*»и^ • 5" У. • Яри дальнейшем уменьшении концентрации 
небольшой процент частиц покидает резонаторti**iZ.S/.ty =5'io) 
и Ы \ * 8 7. (jb=C), создавая тем самым избыток положительного 
заряда нейтрализующего фона, что обеспечивает устойчивое 
состояние плазменного сгустка. Наблюдение за эволюционным 
процессом проводилось для j v ­ S-io',. до i * J O T , для 
J"> * о"' 1 0 * н ,Jb * С ДО t * bST . При этом для 
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Рис.1. Поле концентрации электронов (в единииех во второй зоне устойчивости при 
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Jo * Я - iO" *" максимальные отклонения частиц из зоны ус ­

тойчивости составляли O.of ß на внешней границе цилиндри­

ческого слоя и с,Сь J2 ­ на внутренней границе, а для ß> * 
5 iO'4 максимальные отклонения внутрь зоны устойчивости 
на внешней границо цилиндрического слоя составляли О.СЬ Q . 
При 1Ъ - 5 io" 1 среднее с 4 и максимальное £ и кулоновские 
электрические поля, максимальная скорость v (, , приходяща­

яся на внешние частицы сгустка, имеют значения: Е6-с,Л5-

•ю"л Е­ $ 0 - * е * с , а при/ь^л?" 
­ е 4 ­ о . ги j e - f . , е „ = о ,ач i c " er«, * V « • fei» с 

На рисунке 2 представлена картина распределения концентра­

ций электронной компоненты приJ"> *5 ю~3 . Проведенные рас­

четы для частиц с размерами0,017,51 и(А" J*­cs } ß , нахо­

дящихся в первой зоне устойчивости (о,2.1 и o.i (2) для ВЧ­

.поля типа £ 0 1 1 при 2. Т ­ J 0 6 a«. , 1 » i a i , 
Лс*6,г$1Ь- iG1* ­ u ( J b ­ 0,5 ) , показали, что ампли­

туда колебаний частиц увеличивается. Однако половина 
крупных частиц покинуло резонатор практически за то ке 
время, что и в случае расчетов для частиц с размерами 
OOiöL и(Аг | « « л л , ) . J2 при ж в значениях остальных па­

раметров. Таким образом, в качестве устойчивого образова­

ния могут служить с концентрацией нейтрализованной элект­

ронной компоненты порядка 6-5,1 И i o " v » » " J плазменные сгу­

стки, помещенные во вторую зону устойчивости. В заключение 
следует отметить, что полученные результаты, в частности, 
могут быть использованы при проектировании и создании в 
метровом диапазоне ускорителей заряженных частиц. 
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ЗАКЛЮЧИТЕ 

Результаты опубликованных в настоящей сборнике ра­

бот по математическому моделирование могут быть использо­

ваны в технологии, для оптимизации характеристик прибо­

ров микроэлектроники, энергетических режимов получения алл 
миния, технологии вакуумных покрытий, повышения нефтеотда­

чи пластов и др. 

Исследования разностных схем для задач фильтрации, 
теплопереноса, гидродинамики будут полезны для повышения 
эффективности современных численных методов я для создя ­
ния пакетов прикладных программ. 
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