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УДК 

О РАЦИОНАЛЬНЫХ ТОЧКАХ НА Г-.ШЗМШТШСШ КРИВЫХ 

А.А.Берэиньш 
ЛГУ им.П.Стучки 

Морделл в статье [ 5] высказал гипотезу о конечности 
ла рациональных точек на любой алгебраической кривой р о д а ^ > 4 , 
Единственный общий результат з этом направлении - это д о к а з а ­
тельство Паниным аналога гипотезы Морделла для функциональных 
полей. В чистовом случае известен лишь результат Шаботи [ 6 } 
и некоторые результаты для чаотных кривых, имеющих большую 
группу рациональных отображений на одну эллиптическую кривую. 

В данной статье показано,как гипотезу Морделла для г / п е р -
эллиптических кривых ыожно свести к кривым специального вида. 
В статье также содержатся некоторые результаты, относящиеся к 
этим кривым. Террема 3 - некоторое косвенное подтверждение 
гипотезы Морделла. 

Теорема I . Пусть к - конечное расширение поля (2 , I- -
гиперэллиптическая кривая, заданная уравнением 

Н*) = *№*~А,) А'к€ к ( I ) 

Если на кривой I- бесконечное число к - т о ч е к , то бесконечное 
число к- - т о ч е к содержит и некоторая кривая С , задаваемая 
системой уравнений 

{х-Ас = О / - / Л , V / , С « * 3 ( 2 ) 
Доказательство . Множество к - т очек на якобиане 3(0 пра­

вой I- - конечнопорожденная абелева группа 3(1-)(к) Следо­
вательно , КО(Ь)/^ Э(0(Ю - к о н е ч н а я группа. Легко в и ­
д е т ь , что Ц&) 3(Ш) = м±(*3(ОШ + Р;) 
Так как множество 1-(к) бесконечно, то найдется бесконечное 
множество вида 1-(к) П (2Ш)(к) + (>) , причем Р> с 
В о з ь м и Р(*,у) * 1(к) п (2ШШ * Тогда 
р - Р- . 2Т , Т ^ 3{1)(к) . Рассмотрим кольцо 



Имеется гомоморфизм групп 
У }(1)((с> —*• А / А э задаваемый следующим образом. Если 

Р 6 , т о У(Р) (ж-х(р)) , где ' - к а -
ноничеокий гомоморфизм А* —* А*/к* Естественным образом 

у0 продолжаетоя на в е с ь якобиан. Имеем УР(Р-Р))= ^(Т)1 1 
и <е(Р)=Щ), 1(*-Х(Р)) = С(*-*Ц), х-х(Р) =(*-х^)){\ / е / Г 

равенство в кольце А Следовательно, х-ХСР) =(М-Х(^))-(3 + у 
в кольце кЫ) Придавая х значения Л < =1,2, ^ ' Л 

получаем 3 

и координата х(Р, 

р ' б о й точки Р из бесконечного множества удовлетворяет системе 
вида ( 2 ) . Теорема доказана. 

Эта теорема дает возможность свести доказательство г и п о т е ­
зы Морделла для гиперэллиптичеоких кривых к доказательству г и ­
потезы для клаоса кривых вида ( 2 ) . Так как класс кривых вида 
( 2 ) обладает большим количеством рациональных отображений, то 
доказательство гипотезы в классе ( 2 ) зависит о т справедливости 
э ъ о г о утверждения для кривых, являющихся образами этих рацио­
нальных отображений. В ч а с т н о с т и , гипотезу достаточно проверить 
только для кривых определенного вида, лежащих на прямом произ­
ведении эллиптических кривых. Такие кривые будут рассмотрены 
в конце отатьи. Сейчас дадим более точное описание кривых к. а с -
са ( 2 ) . 

Теорема 2 . Пусть на кривой X действует группа автомор­
физмов С = (Ж/2%) Х/<х рациональная кривая, 
и пусть / / ( > / / 2 ; , Н2\{ - вое подгруппы индекса 2 в (х 
Тогда якобиан ^ ^ и з о г ё н е ч Э(Х/Й,) 

Доказательство . Будет использован оледующий факт: пусть 
{ X ~* X/С - накрытие Галуа с гр/ппой Галуа С , к 
к - индуцированные отображения якобианов. Тогда сграве.тлпвн 

формулы 

т'ся), (к°Ю* Шх ( ъ ) 

Пуоть / 4- - каноническое отображение X ~*• X //^ , 
пуоть / = 2 7 / - 3(Х)^>®3(Х/Н.}- Тогда :виду формулы ( 3 ) и 
рациональности кривой Х/6 имеем ( ' / "оД)а = (/'о/: )А = 



- Ъ -

Так как для в с е х (У. "К')х = /Ус/х =2 х х ,20 / л 

Из равенств / * • » / ' и / ° / = 2 следуют коне'. ! ' 
ядра и коядра отображения / Следовательно, / - и з о г е к * 
Тгореыа доказана. 

Применим теорему 2 для вычисления якобиана рода кр/1. {* 

( 2 ) . Обозначим через ^ - Ч , . . . «•"„ кривую, заданную уравне­
нием (х-А.^л-А,,) ("'-А-К') ' С,, С,А С,ку\ 

Предложение З-(с) изогенно Ф 3 (С^ 4 . . . , 4 . ) 

сумма берется по всем различным наборам из мно­
жества {1,2, , 2д +{ }. 

Доказательство . Для простоты ограничимся случаем ^ = 2, 
(Доказательство общего случая ничей принципиально не отли- с т ­
о я , но треб^эт большого разбора лучаев ) . Рассмотрим группу 
автоморфизмов С кривой С порожденную автоморфизмам" 

Группа <2 = (Ж / 2 Ж) содержит 7 подгрупп индекса два 

и, = (<з,4Н,=(<1<*,<*<л). Случай а ) (Н1у Н1} И}) Х/Н( 

- эллиптическая-кривая, изогенная кривой С 1,1, у / 

Случай б) (1-й, (-/у, 2ля определенности Х/пч 
Кривая I- = Х/Нч задается системой уравнений 

(х-Аг)(х-А3) = СгС3и\ х-Л* С\ У, *, Х - А ^ С ^ У / 

Рассмотрим группу автоморфизмов Р , порожденную автоморфизма­
ми т , ^ г , и, -> - К г . ^ = (Ж/2Ж) , 1-/Р 

- рационально. (хЛ) , Р*. = ^ = (т±тг) - подгруппы 
индекса два. / / ^ 1-/Рг , I-/^з - эллиптические кривые, 
изогенные кривым С 2 ) 3 > 4 , , С ^ ^ ^ и С3,з,+,у с о о т в е т с т в е н ­
н о . Случай в ) (Мг ) Кривая = Х/М7 задается с и с т е ­
мой уравнений 2 

(х-А,)(к-АЛ)(Х.А3) = С,СгСги\ А-А,=С,У,*, х-МуС,* 
Группа автоморфизмов Г т ) Г, 4 - » - и , г , 14.->-^, 

^ =(Ъ ), Гг = <т*) ) ^ <Ч * г
 } Я Р И М Я . " Ра­

циональна, 3(1/Г2) изогенно С 1 > 1 3 <вС^Г/35 3(1/^) 
изогенно С , , , з ^ ф 2 ( С ^ , , ^ ) . 

Объединяя все случаи, получаем требуемое равенство . 
Следствие. Род кривой ( 2 ) выражается формулой 



•= и + аи + & 

Обозначим через С л кривую у 3 = * 3 + А х ч - В Сг 

и3+ + 6 С3 2* = 13+ сж ^ + Р 

где "Г, , т я I - ранги С4 и { ? л , / 1 , и Л а - конечные 
группы конечных к - т о ч е к на Сл и Сг 

Лемма I . Ни нт какой прямой ^ - м о д у л я ф Сг)'(&) 
не лежит бесконечное число ^ - т о ч е к кривой ( 4 ) . 

Доказательство . Множество / - - т о ч е к кривой ( 4 ) , лежи 
на прямой модуля (С, Ф Сл) (&) задается формулой 

Фиксируем простое число р 
За счет выбора определенного смежного класса при отображении 
редукции по модулю р можем с ч и т а т ь , что Р1 6 и й1 = О , 
.где Р обозначает редукцию точки Р по модулю р Пусть 

^ = ~ |Г и * = ~ V ~ локальные параметры на С и С, 
Из формул оложения на Сл и Сх следуют равенства ( р вы­
бирается т а к , что Р. * о и О о * о ): 

х / р ; = л = х с - 2ует (ИР,) + Vе ^ 
„ ц(а) = а = и. - 2 У . < ! * У« ("а,)) , 
где у -и у - аналитические функции, сходящиеся при т;ббр. 

В ч а с т н о с т и , § с 2 / 7 

Кривая ( 2 ) при любой $ имеет рациональные отображения 
на кривые, заданные системами 

(С (с1я ^ 
/ * - ( > а , з или ' ' Эти кривые 

Г) и рационально изоморфны следующим кривым, лежащим на абелевом 
многообразии - прямом произведении эллиптических кривых. 

ж \ Ах + 8 (у2= * \-> *« < й 



Пуоть д1 и $ г - изоморфизмы формальных групп кривых С 
С2 о группой' /о Жр ( о обычной операцией сложения). 

Ввиду формулы т (л/р<) = = д,~'л/#, Г(Р,} 
функция т ^ , ^ - аналитическая и оходится при воех Л/^^р 

Аналогично для кривой Из уоловия В* * С имеем 
д*р(г(\р1)) +С — У ' ( 2 ) ) , а следовательно, Р (к) 
где Р - аналитическая функция, сходящаяся при всех N е 

Если уравнение Г(/г')=0 имеет бесконечно иного решение, 
то Г - тождественно нулевая функция,и все точки вида 
(р<>, ®0) + N <21) принадлежат кривой ( 4 \ При регулярном 

отображении абелева многообразия на себя 
к См Ф Сг -> С е С* , Я(Р,а) (р,й) + (ъ, о,) 

кривая ( 4 ) " е р е с е ч е т с я со своим образом з бесконечном числе 
точек и, следовательно , совпадает с ним. Но э т о невозможно, 
так как кривая ( 4 ) не эллиптична, а отображение ^ не перио­
дично. Лемма доказана. 

Применим лемму к кривым ( 4 ) и ( 5 ) в с ; ,учае, если ранги 
кривых С± , Сх и С3 равны I . Через \ обозначим высоту 
Тэйта, соответствующую высоте (гх(р) - & /X/ Пусть 

Н ' @1 » 7* ~ базисные точки на Сх , (Г4 , С3 . 
Предложение. Если / & И ( $ 1 ) - рациональное 

число , то число точек на кривой ( 4 ) конечно. 
Доказательство . Пуоть точек бесконечно много . Выбираем 

такие конечные точки Ра и 0о на С, и Сг , что имеется 
бесконечное число точек кривой ( 4 ) вида (п Р± + Ра> гь (Зу + 0о ) 
Из равенства и $Х + С следует („Р, * Ро) =^и'Ст^ +йо) 4 0({)_ 
Переходя к высотам Тэйта, имеем /%/ПРА -^(тй л +йо)/ < с 
Ввиду конечности точки РА , ^ (П РЛ *РА) = п21(Р,) °+ 2П{(Р1>Р0)<-

\ I /Р 1 п*& (Р.) л . откуда следует неравенство 

Случай а ) (й^) ' квадрат рационального 
числа хг . (Доказывается аналогично примеру в [ 2 } ) 

Полагая п т > 0 имеем /« м т А/ < п М + т у и , 

не считая конечного числа п. и т , получаем равенство 
п. М т /У О , которое означает , что бесконечное число 

точек кривой ( 4 ) лежит на прямой модуля (С, ФСГ)(Ю . 



Случай б ) 1Ж №)/$и ( Ж Имеем А гМ- * > / < С' 
Пары (пут) лежа» на конечном числе "кривых" , задаваемых 
уравнениями л2М № С . Следуя доказательству леммы, 
имеем уравнение -2#с т&Р4) + С и0 2У0 б (* аА)+-... 
из которого аналогично получаем, что а - аналитиче­
ская функция, оходящаяся при те Ж , и , значит , Р%>)Н 
-гщгН = С Легко п р о в е р и т ь , что Г(**.) не может тождественно 
удовлетворять этому уравнению, и, следовательно , существует 
лии'Ь конечное число решений. 

Теорема 3» Раосмотрим кривую ( 5 ) с рангами *4=*г=13 = 1 

= " I М} 9 • почти в с е х 
пар у р) 6 / о , {)ж [озй) на кривой ( 5 ) имеется лишь к о н е ч ­
ное число к - т о ч е к . 

Доказательство . Пусть (Р,<2,т) (п Р% +Ро} т Ох + О0, * ^ Тс) 
I - т о ч к а кривой ( 5 ) . Следуя доказательству предыдущего у т в е р ­

ждения, имеем - # * * / < < Г } **/< С 
Вцрирае» некоторый октант для определенности п>о , т>0 , * > г ) . 
Имеем Г п К - т и с : 1пф- КГ < ?1 

Так как интеграл / ^ ' с х о д и т с я , то для почти всех 
значений ({&} А -Сф}) и , з н а ч и т , для почти г с е х значений 

} , {р) ) неравенства имеют лишь конечное число р е ­
шений. Теорема доказана» 

С^едотвио. В ч а с т н о с т и , по теореме Рота решений будет 
конечное число , еоли с* и ^ айгебраичны. 

Литература 

1. гСасселс , 1 * . Диофанторь1 уравнение снеии^льг^ 

смотрением рлл. птически ивк .1атем<° тяка. вы. 

1, с . П 8 - 1 ё О ; 135В, вь-п.12, 1% с Л - 4 > 

2 . Мачин :\'А. Зь'сотэ Тэйта точг* на 2 " 'Л«гог . г 'ообра-

зии, ее варианте и приложения.- Изв.АН СоСР. 

1964, т . 2 Р , С . 1 с 6 3 - 1 о у 0 . 



3 . ТаЪе Т. ТЬ-е АгЗ.-Ыипе'Ыс Е111р1;1с Сиггев.—'1пувп-Ысвв 
та-Ыа. 1974 . * 2 3 . р .179 -206 . 

4 . Ъап& 3 . АЪеНап та'гхе-Ыев. 1п-ЬеГ8с1епов, Яе* Уогк, 1959 < 
МогйеН Ь,<1. Оп ЪИе га1;1опа1 ао1и*1опа "Шс 1пйе*егт1)< 
ечиаНоп о:Г "ЬЬе Ш г й апй Гоиг"Ыг йеегеев«г-Ргоо.СипЪг1<1в'-. 
РЬНов З о е 1922 , К 2 1 , р .179 -192 . 

Поступила 18 октября 1979 г . 



Топологические п р о с т р а н с т в у и _ и х отображения. Рига . 1361 . 

УДЯ 11 з - З З 

ОБ ОДНОЙ МОДИФИКАЦИИ ТЕОРЕМЫ ЭРДЕША И РАДО 

Ю.Х.Брегман 
ЛГУ им. П.Стучки 

В известной работе по комбинаторной теории множеств [ 1 } ' 
венгерские математики Эрдеш и Радо доказали, что множество 

Р бесконечных подмножеств любого бесконечного множества 
можно представить в виде т а к о г о объединения $ У ^ 
где ни Р, , ни $\ не содержат никакого . -.сества 
вместе с о всеми е г о бесконечными подмножествами. № р а с с м о т ­
рим более общую задачу . Пусть 8еА и \А^В\- />', На­
зовем тогда экспонентой А по модулю В множество 

(С в& С & /}~ ох.р(А/в) >-,оп,но лк ино -тзо 
I® бесконечных подмножеств любого множества представить 

б виде 5] V Т[ , где ни 5? , ни 7[ не содержат 
<^р(А/в) для любых множеств А и в если только 
Л^0 бесконечно? Б общем случае ответ на этот вопрос 

нам неизвестен . Используя метод доказательства теоремы Э р д е -
ша-Радо, решить такую задачу не у д а е т с я . В данной заметке на 
основе топологических теорем о рамсеевских пространствах [2], 
[З] получены некоторые частные решения поставленной задачи. 

Мы будем использовать следующие обозначения: Р= (О, {) 
дискретное д в о е т о ч и е , / / У / - мощность множества М , 

е^ир М = {Ас Му - множество всех подмножеств 
множества М , е^р ^, /1 * {АсМ / А / } 
- множество не более чем счетных подмножеств множества М 
Для мощности континуум наряду с С мы будем использовать 
обозначение Лс- ; при этом первый нерегулярный кардинал, 
превосходящий континуум, принимает обозначение 

Теорема 1. Для множества М , мощность которого меньше 
/>'«*«>. , &*Р}< № представима в виде объединения 
мсрц, Т, иРг , где ни ?, , ни ^ не содержат 

ел-р (А/В ) для любых множеств А и в , если т о л ь ­
ко А* В б е с к о н е ч н о . 



1М1 
Доказательство . Пусть А* /У X е & 

смотрим бие?;цию у съу> / У — » О которая опрг; зляет -
ся равенством у = х - (Х*) + ем > Г Д ° 

/ - ^ если «ч*Л 
Х*~ \ О б ели * ^ 

заметить , что образ у ( ея/>у. е с т ь 
2, -п:" ,дение, лежащее в произведении П с б а э и о -

ной точкой Х 0 , в с е координаты которой равны 0 х ; . для 
любых в сдерем таких, что 1Л^в1 = Ь. , обрао 

у(е*ч>(4/в)) е сть множество >7Г А< > * 
РеМ*А}ж\(*)г , котороь , очевидно, гомеоморпно кан-

горову дисконтинууму О'9 

В с т а т ь е доказано , что ^ - п р о и з в е д е н и е д и с к р е т а х 
двоеточий обобщенном тантороэом дисконтинууме Я1 

г д е г' < >>с*м>. м о л ю таким образом представить в 
4 и до 2 - У, иУ2 % чтоСы ни У, ни УА не содержали 
го.лео:/.ор-^ного : ,аза ^ Л р Определим .лиожестьа ^? и 
р а в е н с т в ьи ^Г'(^) *и ?^Г*С^) . П о -
скольку , : * х Ай*ъф?т# Ф*В1*,У.) У(**/>(*'в)) 
гомео^оргно , то ии 5̂  ни ^ не содержат цели­
ком ^хр(А/&) Теорема доказана. 

,ла льне идем потребуется с^но теоретико-множественное 
по ".пол.- . ;еп ; ;о. Назовем аксиомоГ А7/ у т в е р д е н и е "для любого 
кардинала Г жь^зго />с+м>» , имеет место 
Аксиома г ;е противоречит аксиомам теории мноляств, так 
как она следует из о и обменной континуум-гипотезы СгСЦ . 

Теорема ... [ /У/У 7 Для мног-вств^ М , мощность 
к о т о р о г о меньше > юрМ представима в виде о б ъ е ­
динения &х.р М - 5] и Рл , где ни , ни ^ не с&дер-
>г:ат е^ьр(А [&) для любых множеств А и 0 для к о ­
торых А 4 В бесконечно. 

^ к а с а т е л ь с т в о , г е з ограничения общности мы можем р а с -

21 -произведением семейства пространств { Е^ ^еА} 
>азисной точкой (е+)^Е = П{Е< *±А} 

( с м . , н а п р . , [А] ) называется подмножество в Е , с о с т о я ­
щее из точек <: произведения Е , отличающихся от точки 

* с не более на счетном числе координат. 



сматривать только такие Г]ары А В где 1А^Е>Ы#9 

действительно . *х /> ( А / В ) где М ч В) * />* 
всегда целиком содержит некоторую соср (А /с) где 

1А*С1*Ул Поэтому если ^ не содержит **р (А/с) 
для всех А и С9 таких , что /А*С/=Х , то ? § не 
содержит и с^ьр (А/В) для в с е х множеств А л 3 
для которых / бе сконечно . 

Рассмотрим биекцию у , определенную при доказатель­
с т в е теоремы ± . Аналогично теореме 1 / г р у щ о заметить, ч т о 
для А ЬВ е е*хрА1 ( 1А* В1*#.) образ У( (А'В)) 
лея*ащий в О *м1 гомеоморфен канторозу дисконтинууму 

З.И.УаЛыхин [3} доказал , ч т о любое топологическое 
хаусдор^ово пространство X /.ощность -которого не п р е в о с ­
ходит может быть ' .редставимо з уиде Х = У, ^ Ч. 
где ни У, , УА не содержат гсмеомор[ного образа 
В предположении /VН I ВШ11 * 2 , Н 1 < цоэтому 

.южет быть представлено в виде [>1И1= У1 иУг , и 
ни У| , ни Уг не содержат канторов дисконтинуум. О с т а ­
лось опорделить уш1 ( У9 ) и Р1 - у - ' ( Уг ) и 
заметить , ч т о ни ^ ни ^ не содержат еяср (А(8) для 
любых А, В € * о у > / / таких, что /А*в/±У* 

Теорема доказана . 
.заметим, ч т о . полагая з -ориулировках теорем 

олучим частные случаи теоремы срдеша-Радо. 

5 заключение автор приносит искреннюю благодарность 
А.Л.достану и В.И.Малыхиьу за помощь, внимание и поддержку. 
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Топологические пространства и их отображения. Рига. 1^81. 

УДК .1 .Ю+513.В8. 

ОБ ОдНОМ ОБОНЯНИИ ТЕОРЕМЫ АМОГЛУ 

М.А.Гольдман 

ЛГУ им. П.Стучки 

Напомним Формулировку теоремы Ллаоглу например, 
[I, с . 8 0 ] ) : еслиXX- о к р е с т н о с т ь нуля в топологическом 
векторном пространстве ,5" над почем К (1К=К. или К* С ) , 
то множество Е'--^-М&$*11-х($)1 * -/ для всех 5 € 2 ^ / с л а б о * 
компактно, 

ста теорема допускает следующее обобщение. 
Теорема 1. Пусть ,5" топологическое вег. тарное п р о с т ­

ранство нэд полем , V отцолимое топологическое в е к т о р -
пространство на а, тем те полем, X - совокупность всех 

непрерывных линейных отображений ^ в V , и б" - топология 
поточечной сходимости на X Тогда каковы бы бьли о т ­
б ы т о е в $ множество ЪС и компактное в У множество /И 

множество Е'•-XI•Х(Ы-)°} компактно в пространстве 

(Х,е) 
Теорема Ллаоглу с о о т в е т с т в у с . тому случаю с*ог>ыулирован-

нол сейчас теоремы 1, когда У=/ /^ в / Д ^ ^ / /Л / ^ •]} 

а \Л, - окрестность нуля в 3 
•юказательстзо теоремы I опирается па следующее т в е р иде­

й н о , легко вытекающее из теоремы .Н.Тихонова о топологическом 
-'изведении компактных п р о с т р а н с т в . 

Пусть (У* I $ } с емейство топологических п р о с т ­
ранств и Е - подмножество топологического пр введения 

Тогда Е контактно в , если с 
замкнуто в Г7 {V - ^/^€^5 '^ и для каждого ^ € 5 оекния 
Р"ь{. Е относительно ••'жшактна в У$ Эти условия т а т г е 

необходимы для компактности Е если У̂ -
—пространствами. 

гли понадобится первая ч а с т ь э т о г о ---гудения 
точности ) ,прито т .учае .когда эс-„ У 5 



^оказательстзо т о о р э ж 1. 
В силу приведенного выше следствия теоремы А.Н.Тик ;'озя 

достаточно показать , ч т о : 
(а) семейство Е : - [ л е Х I Х(Ы)с замкнуто в т - п о л с . й й 

поточечной с у д и м о с т и ооотранстоа У ; 

(в ) для каждого 3 « к с к е с т в о (лО)) I Е } отн 
сительно компактно в У 

Установим ( а ) . Следует " о к а з а т ь , если (~ХТЯ) . л — 
*;аптавленность в Е X* С*) - у » •* (3) : ' Л я -*еого 4-&о 

то л е Е г ;ля э т о г о чадо проверить, что отображение Ж 

линейно, непрерывно и обладает с ю й о т ь о и > (Ы) С /V/ Послед­
нее вытекает из замкнутости множ«„тва М линейность X 
следует из т о г о , что вое ,ХЖ — линейные отображения, бляоти 
значений которых асполэ-шиы в о п е л и .ал, .ространстве . 
зательство чепрерьвности Ж легко получить, опираясь н 
линейность .X и на включение Л (Ы) с Возьмем какую-
либо окрестность точки Поскольку множество М 

ограничено, <;но;:еетво М—М толе ограничено; поэтому с у ­
ществует такое число (X > О , что <Х(М—М ) ^1А Пусть 
- какая-нибудь точка множества 1С и Ы с - А(Ы—50). б о ж е ­
с т в о %А.0 является окрестностью точки вл , причем 
— О- I* (Ы)-лаи)]с С1 (/И — М) С 1/ Этим непрерывность 
X доказана. 

Остается показать , что Е обладает свойством ( в ) « 
Пусть — Фиксированная точка множества ЪС какая-
нибудь точка пространства Так как Ъ1~^>^ является о к ­
рестностью точки 0л , то найдется такое' О , что 

, следовательно, 
аля кэ.кдого Л( <= Е Отсюда получаем: $Х(3)+ М , 

Ж4)е(Г~ (М — М) для каждого х&Е Поскольку множест­
во М компактно, множество тоже компактно, з н а ­
чит, мно-кество {*(5)\х&Е$ относительно компактно в У 
Теорема 1 доказана. 

замечание. При доказательстве 'епрерывности линейного 
"••т обра тения .у удовлетворяющего условию У(ЬС) с не 
используется «актгпоть множества М ,а лишь его ограпи-

•чность; ,ел-:!/,ость пространства У при зтом также не 
;ТС I : 



Обобщенная теорема Алаоглу (теорема 1) позволяет сформу­
лировать следующий р е з у л ь т а т . 

Теорема 2 . Пусть ,5* - сепарабельное топологическое век­
торное пространство над полем НС , У метриэуемое т о п о ­
л о г и ч е с к о е векторное пространство над тем же полем, X — с о ­
вокупность всех непрерывных линейных отображений 5 в У и 

в" — топология поточечной сходимости на X Тогда, каковы 
бы ни были открытое в 3 множество Ы и компактное в У 
множество М , множество еквенциально 
компактно в пространстве (.Х7<з). 
0 Теорема 2 является обобщением известного результата о сек­
венциальной компактности в слабой* топологии поляры окрестности 
нуля сепарабельного т о п о л о г и ч е с к о г о векторного пространства 
С1, с , , 8 2 , теорема ЗЛ7] . 

Доказательство теоремы 2 нетрудно получить с -.•пщыо с л е ­
дующей метризационной теоремы. 

Теорема 3 . Пусть (Е;т) - компактное топологическое 
п р о с т р а н с т в о , (^;<А-) — метрическое пространство , лсли не­
которая последовательность СНп. )п-е N непрерывных обращений 
Е в У разделяет точки в Е т о Е метризуемо. 

Формулировка и доказательство этой теоремы в случае , к о г ­
да У = / К 1 I имеется в ^ 1 , с . 7 5 1 3 рассматриваемом нами 
с л у ч а е , когда У — произвольное метрическое пространство , 
доказательство в [ 1 ] необходимо несколько видоизменить. 

Доказательство теоремы 3 . Не .ограничивая общности,мо /Шо 
с ч и т а т ь , что с1 (у, Для любых ^ , ^ ' е У , так как каждое 
метрическое пространство гомеоморфно метрическому пространст ­
ву , диаметр которого не превосходит единицы [ 2 , с . 1 6 5 , т е о ­
рема 13 Л . Пусть —^топология на Е , индуцированная м е т -
рикой Р(р»^'-=^^ 2.~ПЖ({л(р),^С<),)) Докажем, что с^> с Г 
Для э т о г о нужно п о к а з а т ь , что для каждого шара В (р> ' ь ) — 
:—(^,^Е1 РС-р>е^)< Ъ ^ существует множество & 7Г 
т а к о е , ч т о р е ( Э - с й С ^ т ^ . Возьмем ГП,<= N так , чтобы 
выполнялось неравенство < , и п у с т ь ^ : = { п . ( р ) , 
л . » 1 У . } пь- Так как -рп. — непрерывные отображения, 

т о существуют такие множества ЬСр е Г , ч т о ^ р е Ыр 
и В Пусть (В'-Пи^ . т о гда 
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р ё О € тг ^сли я б 0 , то ^ С Д (р), Ь<%»< 
*• • - •, • Отсюда следует , что г~л

с1 (р), ^(^)) + 
+^2~**(1п<р), ^(^)<Уг*^-"<г , т . е . р < г 
для 'иавдого ^ е 6 Значит, С с В ( Р > Так как тс 
пология Та хаусдор^ова , то Тр « Т ^ 1 , с . 7 4 . ] . 



Топологические пространства и их отображения. Рига. г д в 1 . 
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ЭРГОДИЧЕСКИЁ ТЕОРЕМЫ дЛЯ НЕГЛАДКИХ МАРКОВСКИХ ПРОЦЕССОВ 
А . Ю д а н о к 

ЛГУ им.П.Стучки 

Введение 

Изучение марковских процессов обычно сводится к и с ­
следованию двух полугрупп линейных операторов в бапаховчх 
пространствах функций и мер . 3 случае однородных МП ( м а р ­
ковских п р о ц е с с о в ) с дискретным временем эти полугруппы 
исчерпываются целыми степенями двух марковских операторов 
Марковские операторы имеют д о с т а т о ч н о общий Так, н а ­
пример, произвольный линейный ограниченный положительный 
оператор в пространстве непрерывных функций на компакте 
определяет некоторый МП на этом компакте, если он " п р а -
в ил ьно" отнормирован. 

Задачу исследования асимптотического поведения МП 
( эргодические теоремы) можно существенно облегчить , накла 
дывая на марковские операторы те или иные условия непре­
рывности, т . е . г л а д к о с т и . Типичными предположениями явля­
ются фелл^ровость МП,либо существование инвариантной веро 
ятностной меры для марковского оператора. Такие ограниче­
ния присутствуют в большинстве многочисленных работ по МП 
Однако многие МП, описывающие реальные процедуры, в част 
н о с т и , некоторые стохастические вычислительные методы,ука 
эанными свойствами не обладают. Таким образом, кроме есте 
с т в е н н о г о желания рассмотреть более общие МП, существуют 
и практические потребности в таком рассмотрении. 

3 настоящей работе устанавливается ряд новых Жактов 
об асимптотическом поведении МП, на марковские операторы 
которых априори никаких ограничений не накладывается. Ме­
тодологической особенностью проводимых рассмотрений явля­
е т с я продолжение марковских операторов на пространство ;о 
нечно аддитивных мер, т . е . отказ от вероятностной трактпя 
ки промежуточных р е з у л ь т а т о в . 



Пусть X. произвольное множество, про'/эзог 
ная ^ - а л г е б р а е г о подмножеств, содержащая г>се од; 
ные множества, из X Если X - топологическое поос- '^ан-
с ' г з о , т о будем обозначать соответственно символами Л ) 
5 Ь - ®>х и ^Г-У^х борелевскую алгебру, боэельвскую 
(Г -алгебру и бэровскую 6 - а л г е б р у подмножеств из X с о ­
ответственно . 

Будем использовать также следующие обозначения: 
В(Х,2) , С(Х) - банаховы пространства ограниченных в е ­

щественных функций ^ на X с равномерно нормой, 2 - и з ­
меримых и непрерывных (в случае топологического X ) с о ­
ответственно} 

ёа(Х,2), ^а(Х^), са(Х,2), 
банаховы пространства ограниченных вещественных мер на 2 2 , 
с о о т в е т с т в е н н о конечно-аддитивных, регулярных к о н е ч н о - а д ­
дитивных, счетно-аддитивных и регулярных счетно-аддитивных. 
Пространства и *ччу могут рассматриваться лишь в 
случае топологического X Нормой во в сех пространствах 
мер является полная вариация мер на X 

Пусть на измеримом пространстве (фазовом) (Х,2) з а ­
дан однородный МП с дискретным временем и с переходной 
Функцией р(ХуВ) Х<Е X Е <г 2 удовлетворяющий 
обычным условиям: 

р : Х * 2 ; —>(.о>13 ; 
У х е л р(* , . ) € са СХ,2), р(*,Х) = 1 ; 
V Ь ' €2 Р О , Е ) € В ( Х , 2 ) , 

МП порождает пару марковских операторов : 

Д : с а ( / , 2 ) -+са(л , 2 ) , / V 0 0 = $р(*,Е)^(с1х). 

Операторы Т и А являются линейными, непрерывными, с 
единичной нормой, положительными относительно конусов н е -



отрицательных функций и мер с о о т в е т с т в е н н о . Оператор /\ 
изометричен, г . е . , в ч а о т н о с т и , переводит вероятностные 
меры в вероятностные . Вероятностные меры определяются 
условиями уи € со (К , 2 ) , М > 0 ; У*Ш = 1 

Феллеравские операторы; соответствующие феллеровским 
МП и определяемые условием * Т ( С ( Х ) ) С с 6 * 0 (для 
т о п о л о г и ч е с к о г о X ) , также обладают перечисленными с в о й ­
ствами, если их рассматривать как сужения на С(Х) 

Отметим, ч т о конусы неотрицательных функций в В(Я,2) 
и С(Х) телесны и оператор Т имеет неподвижную т о ч ­
ку $-00 — 1 . принадлежащую внутренности как о д н о г о , 
т а к и д р у г о г о к о н у с а . Вопрос о существовании ненулевой 
неподвижной точки ^ - А / * в конусе неотрицательных мер 
в Ь<х(Х}21) в называемой инвариантной мерой, представ ­
ляет собой проблему стационарного распределение вероятнос ­
т е й для марковского п р о ц е с с а . 

Пуоть ^0^са(Х,^) ,^еЪО /*с(Х)=1 и 
= = А М° для п = 1,2> МП обычно 

отождествляют с семейством последовательностей мер {УГ>\ 

зависящих от начальной точки ^ * как от параметра. 
Кроме описания МП на языке мер, возможно также е г о 

описание в терминах случайных величин. При достаточно 
общих предположениях о фазовом пространстве каждой в е р о ­
ятностной мере ^ с о о т в е т с т в у е т случайная величина Т 

с о значениями в X. В этой терминологии МП отождествляется 
с последовательностью случайных величин ? л /1 = 0 , 1 , . * - ; 

соответствующих мерам уи* 

В настоящей работе изучается характер асимптотическо­
г о поведения последовательностей мер Задача о с у ­
ществовании инвариантной вероятностной меры является з д е с ь 
подчиненной. • 



§ I . Продолжение марковских процессов на пространство 
конечно-аддитивных мер 

Пространства функций и мер находятся в определенной 
двойственной связи [ [ ] для (X , Х ) произвольного - В Ч Х , 2 } -
= ва(Х,Ъ); д л я X нормального - С *(Х) = (Х,Я) } 

для Л мпакгного хаусдорФ го - С Я(Х) = ( X , ^ ) > 

где зн- членства означает :эо: ческий изоморфизм. От­
ряда с л р ц / е т , л иль для ^еллерочекого процесса , задан­
ного на ха/одор- 'опом компактном пространстве , ператор А 

является сопряженным оператору что хорошо известно 
Используя конструкцию интеграла по конечно-аддитивной 

мере [ [ ] , в рамках которой для любых 6- ^ З С Х 7 2 ) и 
<Е. €а(Х,2.) существует интеграл ^ Ч с / ; » продолжим 

оператор Л с сохранением е г о аналитического вида на 
пространство ёа(Х}^) Легко проверить, что такое про­
должение определяет оператор 
который является линейным, непрерывным и положительным. 
Подставляя для каждого Е ^ 2 характеристическую функцию 

= 7 Е в Р,(Х)2,) р Т О Ж Л е с т в о ±(Т*)л) -ЯИ(^}} верное 
для всех /\ <г %а(Х,%) }<ь И(х}2)> получим Т * - Д # 

Лемма I . Для любого марковского процесса существует 
инвариантная конечно-аддитизная мера /^ € &&(ху2>) , т . е . 

5Р<*>{= )„**(с!х) для любого причем 
'/>< > О , > « Б Л 1-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положительный оператор 
Т имеет в конусе пространства 3 0 * , 2 , ) внутреннюю непо ­

движную точку и Т*-А Отсюда и из теоремы Крейна-Р>*-
мана с . 2 6 ) следует утверждение леммы.-> 

Итак, естественное продолжение А* оператора А на 
в с е г д а имеет неподвижную неотрицательную 

точк* которая, в частности, может быть счетно-аддитивной, 
т . е . вероятностной мерой. 

Далее символом А будс обозначать оба оператора А 

А' 
Напомним, ч т о чисто конечно-аддитивной мерой наэыва-



- л 

-л 

М 

1/2 

±/1 

при X ^ [ с , х/и.] 

при 
при 

при 
пои 

с* в (о, и±\ 
х - о ; 

х & (о, 1/2) 

е т с я неотрицательная мера Я <Е ёс! , для которой 
иэ С4^<:Л и ь ес4(Х,И) следует > " - 0 д л я 

л«^ой Л С б < з ( л , Х ) , существует единственное 
представление Л * А± $ г д в , Л г ^ <?с*(дД)? 

а ^ - чисто конечно-аддитивна ( 1 3 ] , с . 5 2 ) . 
Рассмотрим следующий пример. Пусть. Л = С<з> х/2] , 

Р ! Л ~* X и на X определена рекурентная з а в и ­
симость Х п - К ( Х л - х ) . Функцию Р" опишем тремя с п о с о ­
бами: 

1 ) Г ( * ) 

2 ) Г(Д) 

3 ) 

Во всех трех случаях зависимость Лп = РС^п-х; , *с <= ; 

п = ' ; 2 > " * можно рассматривать как некоторый вырожден­
ный МП (МП I , МП 2 и МП 3 ) . Построив соответствующие п е р е ­
ходные Функции, нетрудно убедиться , что если /<с ( [ о , 1/̂  ]) = 

^ уиоСС0,1/!)) ~ 1 , (.го во всех трех случаях \М*\ с х о ­
дится в топологии ?сса; ( с с о тотально на са(л40) 
и порождает отделимую тихоновскую топологию в са(к,Ф>) ) 
к вероятностной мере м 1 / ;>Л = > 1 = 1 з т а м е р а и н _ 
вариантна для МП I и не инвариантна для МП 2 и МП 3 . Кроме 
т о г о , МП 2 вообще не имеет инвариантных вероятностных мер, 
а МП 3 имеет инвариантную меру >ы (С<?, 1 . / ^ ; а >« П - I -
При этом МП I феллеровский, а МП 2 и МП 3 таковыми не я в ­
ляются. Таким образом, при достаточно широком классе н а ­
чальных мер все три МП неразличимы и ведут ^ебя р асимпто­
тике одинаково "хорошо" независимо от наличия или о т с у т ­
с твия инвариантных вероятностных мер и связи их с предель­
ными. (Обрисованная ситуация иллюстрирует сложность изуче ­
ния общих МП и объясняет , почему в соответствующих и с с л е ­
дованиях традиционно ограничиваются достаточно гладкими 



МП (например, феялзровскими). 
Рассмотрим продолжения МП I , МП 2 и МП 3 на простри 

с т в о ваСх^Т), Согласно лемме I все ори МП имеют на 
( Х , & ) инвариантные конечно-аддитивные меры. Воли для МП 

I и МП З ^ а первый вэгяяд^они иочерпываются с о о т в е т с т в е н ­
но мерами Л < ( ( & } ) - 1 и > и О Мг\) То для МП 2 инва­
риантная мера обязательно должна удовлетворять условно 

;?(1о} А/гЗ)= = 1 для любого 6 ' > о и являть­
ся чисто конечно-аддитивной. При более внимательном р а с ­
смотрении оказывается , что и МП 1 , МП 3 также обладают 
инвариантными чисто конечно-аддитивними мерами э т о г о клас ­
с а . Более т о г о , дЛй ><& ( С ° ^ 3 ) ( (0{ последова­
тельность сходится в тогшлоГ*ИИ ^С(х) ( к о т о ­
рая в ва(к}'5у) неотделима) к инвариантной чисто конеЧ-
но-аддитивгтоп мере с указанные свойством для всех трех МП. 

Ра: глиный Пример позволяет ожидать, что для общих 
МП " о т в е т с т в е н н о с т ь * за определенное асимптотическое пове ­
д е т е несут инвариантные конечно-аддитивные меры, а не в е ­
роятностное . Обоснований э т о г о предположений И служат д о ­
казываемые ниже результаты. 

§ 2 . Лэльфандояское представление банаховой 
алгебру & (X 1 2 ) 

Пространство В ( Х , 2 ) как банахова алгебра изоморфно 
алгебре С СУ) Всех непрерывных функций на некотором 
хаусдорфовом компакте У (пространстве всех Максималь­
ных идеалов алгебры В ( Х , 2 ^ ) . Опишем подрсйнее э т о с о о т ­
в е т с т в и е ( [ I ] , с . 2 9 6 - 2 9 9 . 3 3 6 - 3 4 1 ) . 

Существует взаимно однозначное плотнее вжмвйие 
У'Х->У, - У Каждая 5 - € й ( Х , 2 ) имеет е д и н с т ­
венное непрерывное продолжение с йг(Х) на V Это про­
должение определяет алгебраический И Изометрический Положи­
тельный изоморфизм В(х ,2 ) -* С(У) * Пространство 
У вполне несвязно . Существует алгебраический ИзоМорфйЗМ 

о ( ' 2 <т -алгебры 2 И алгебры 2 " Всех о д н о ­
временно открытых и замкнутых множеств в У . Алгебра 2)у 



образует базис топологии в V При этом 5 " - а л г е б р а , п о ­
рождаемая 2 . у . совпадает с бэровской ^ - а л г е б р о й в У 
т . е . ^Уу ^ в - ( Ъ у ) с . 2 1 8 ) . 

Поскольку & Ч Х , 2 ) = 6А(Х,Я) и С Я ( У ) 
^ * с с / ( У , й у ) , т о пространства В А ( \ ^ ) и *«у(У,1}у) 

также изоморфны и приводятся в эквивалентность отображени­
ем сопряженным с < . 
Для *1 € ( У , а у ) и Е € 2 выполняется -
^1(<*(Ъ)). Для > ^ ^ а ( Х , 2 ; и С - 6 2 у получим 

=/<(У*ЧС)). Мера *?*~"|/< > так определенная на 2?у о д ­
нозначно продолжима д о регулярной счетно-аддитивной меры 
на бэровской <3" - а л г е б р е « А у и на борелевской 6"" - а л ­
гебре ф>у ( С 5 ] , с . 1 0 3 ) . Это изометрическое продолжение 
определяет конструкцию изоморфизма 

Марковские операторы Т и А изоморфизмами ^ и ^* 
переводятся в пару операторов ТЧ и для которых 
выполняется 

Л! Т / , ЦА1И'йПП = 1 . 

Операторы Т1 и Ах линейны, непрерывны и положи­
тельны. Опираясь на теоремы Бартла-Данфорда [ I ] об о б ­
щем виде линейного оператора в С ( У ) ( с м . таюке [ 6 ] , с . 
2 9 5 ) , нетрудно у с т а н о в и т ь , что существует единственное я д ­
ро удовлетворяющее условиям 

^ : V * & у 11 , 



Таким образом, исходный МП на изоморфен фел-
леровскому МП на ( V , й у ) с переходной функцией ^ ( У , Е ) . 

Очевидно, мера <И (х,Е), у* & о яттяется н е ­
подвижной точкой оператора А тогда и толькп т о г д а , к о г -
ца мера 0 = Г2Г*~1>< чеа(У,&*) является неподвижной 
гочкой оператора А± 

Далее мы будем изучать асимптотическое поведение МП 
на ( Х > 2 , ) 9 решая соответствующие задачи для изоморф­
ного МП на ( У , й у ) , что и составляет методологическую 
особенность данной работы. 

Исследуем предварительно некоторые с в о й с т в а отображе­
ний 1 , * и X Отметим с р а з у , что из определения 
о( и (С следует : 

Е с Г С=> о((Е) С о ( ( Г ) с \ 

Е = <р<=> в((е) = & <:-=> # ( е ) - 0 ; 

Е ~ х < = > <х(е) = У ; 
Е * р < : = > * ( Е ) ^ с х ( р ; 4 = > ^ е ) * . 

Под понимается образ множества ^ при п о т о ­
чечном отображении 2Г 

Лемма 2. Для любого Е ^ 2 выполняется-

Пля любого конечного Е <=: 2 выполняется* У ( Е ) = <А(б)* 
для любого бесконечного Е б 2 выполняется 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем оначала, что 
пля всех будет # ( * )=<* 0*0 ( по условию 

2 для в с е х х ^ Х ) . Пусть Е Предпо­
ложим, что существуют & . > & € Е Такие, что У х ^ У * * 
Поскольку Л хаусдорфово и 2у=°<(2) - база е г о т о п о ­
логии, т о существуют такие Е ^ Е г ^ ^ у , что Ед ^ У± > 



6 * * ^ ^ 1 8 2 = 0 . При этом ^ Ч Е ! ) , * " 1 ^ ) е 2 
и оГ А (Ед. )Л*~Чб 2 ) = 0 . Однако Е*. П Е , Е 2 П Е * 0 ; 
Е ^ П Ё , Е г Л Е € 2 у ; Е х Л Е ^ ё 2 ПЕ с Е оГЧ'г* П Е ) ; 

о1"А(Е« Л Е ) * 0 ; о ( ^ ( Е А П Е ) 5 о Т Ч ^ Л ^ с * " ^ . 
Следовательно, сГЧ'Ед.) Л о С 1 ( Г Ё г ) - - I х ] ^ 0 . Полученное 
противоречие д о к а з ы в а е т , что множество одноточеч­
н о . 

Поскольку характеристические функции множеств Е <=• 2 
при изоморфизме ^ переводятся в характеристические фун­
кции множеотв ^ ( ь ) 9 т о Ъ*4М ~ € С ( У ) 
Так как любая 5 € С ( У ) является продолжением * ^ 
с х(Х) на V , т о получаем, что у б * ) = з 
силу аддитивности о< равенство 84 Е) - < * ( Е ) справедли­
в о для любого конечного Е С X Из приведенных рассуж­
дений следует также, что У с Е ) с ^ ( Е ) для в с е х Е (= 2.. 

Пусть существует такое бесконечное Е ̂  2 что 
#(Е)гы(б) в Тогда ^ ( Е ^ ^ у и является компактом в 
У С другой стороны У ( Е ) - ) где 

а4*) = <*6*1) 5 :У и у о П для каждого Е . 
Из открытого покрытия компакта у ( Е ) можно выбрать к о ­
нечное подпокрытие = .V ХС**)} х с ' 6 Е 5 т . е . 

взаимно однозначно, то полу­
чаем противоречие. 

Так как У У Е ) * д и Л Ч Х ) где все К(х) открыты,то 
У ( Е ) также открыто . Заметим, что 2)4 й ) - ^(^<^Л^С^Г 

для любого^ Е С Л , а не т о л ь к о измеримого Е 

Осталось д о к а з а т ь , что уТ*П~*^) 0 • Пусть э т о 
не т а к . Тогда б -=* (0\у(е ) * 0 и &-<?- По­
скольку а * ( Х ) плотно в У то существует такое 
х е Х _ ^ ч т о а Ч * ) ^ < ? т . е . ггсх> ^ о * с е ; и 

^ г ( е ) ' Но т о г д а х<&Е и Проти­
воречие доказывает р а в е н о т в о . 

1емма доказана . 
Пусть X - топологическое п р о с т р а н с т в о ^ ^ ^са(Х9^ 

^ЪОи Множество К / - Г ^ С X будем называть носителем 



меры ул , если (X Ч ^ ) "= С и для любой открытой 
окрестности каждого к > выполняется 
ул (Ш*)) > с Носителем является дополнение к наиболь­
шему открытому множеству >< -нулевой меры. Если X л о ­
кально компактно, то для любой уи е са ( х , с с у ­
ществует носитель ( [ 7 . 1 , с . 4 8 ) . В частности , существует 
носитель К ? для любой ? <̂  ( У , & у ) , ? . 

Лемма 3 . 1;усть ( X, 2 ) - произвольно, /л€ёа(Х9Ъ)у 

2€гса(Ч,$>*)> У У » ? 
> ^ Х ) - р(Х)=±. 

Тогда 
1. ! ? в ^ } ) > ° для любого у е к ? Л г ( Х ) . 
2 . Множество К? Л у ( Х ) не более чем счетно . 
3 . Если /л чисто конечно-аддитивна, т о К ? Л у ( Х ) = - 0 

и Е ^ 2 у для любого I: С . 
4. Если К ^ З ^ С К ) =1 , то К* С с * ( К ) . 
5'. Если К ^ г , ^ 0 0 * 1 . г г ^ € К : ^ « * 1 ) я о З , 

то о ( ( к ) ^ о ( ( г ) с к г с ы о < Ь а ( г ) . 
6. Пусть любой атом меры €са(х*%) /л - э к в и в а ­

лентен одноточечному множеству. Если существует у€УхУ(Х) 
т а к о й , что Ч«$})>0 % т о ^ ф. Сса (Х)Т.). 

7. ? ( У Ч У ^ Х ) ) ~ 0 т о г д а и только т о г д а , к о г ­
да уц 6. Са(х3Е) и существует счетное К с X ( для 
которого >< ( К ) = А • 

8. 2 У т о гда и только т о г д а , когда существу­
ет счетное К с X т а к о е , что > < ( К ) - 1 и / * ( { М ) > 0 для^ 
любого х ^ К . При этом Кр = с 4 ( к ) . _̂ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждения п у н ц о в 
1-4 следуют из определений. Докажем 5. Пусть х < е К х 2 * 
Тогда %((<в*1))=ММ)>0 и *<7*0 ^ . С л е д о в а т е л ь н о , 
3 ' ( К \ ? ) с К р , Поскольку К(К\г) о т к р ы т о й зам­
кнуто , т о у ( К ^ 2 ) с кг, , Согласно лемме 2 у « \ ? ) = 
= о((к\г) = Л (к) ^ с А ( ? ) л Первое включение доказано . Пусть 

К ? Согласно 4 у е<*(к) . Если {у}$2у , т о 
О < г « У » = ^ ^ ^ Л ) ) , т . е . о Г 1 ^ } ) * * й 



Коли / * } * 2 у , то ^ ^ 6 * ) и тем более у * 
Вункт 5 доказан . 

Докажем б . Пусть у * У ч г О 0 и р ( * * У = * > о . 
Множество замкнуто и не является открытым. В с и ­
лу регулярности меры р для П-*Л>~ с уществу ­
ют такие и п « что У 

Положим У п * д Л ы к . Тогда V I ^ э " > ^ > ^ 2Гу 
и * рОЧ » е дяя п = М , . . . - Если П^п, 

то , и ^ х 6>п Для Е п ^ Ч У » ) 
имеем Ё ^ Е ^ - " , ^ 6 ^ и «г*^ >УЛ(Ь»)> 1. 

Если Е » Л е , » . т о < * < € ) с * ( 6 п ) * V* > откуда о < ( е ) с ^ 

Предположим, что счетно -аддитивна . Тогда / < ( е ) = 
» й т ^ б * ) - * . Следовательно, ? 6 * ( е > ) -

Воспользовавшись теоремой Сакса ( [ Г ) , с Э 3 5 ) о р а з -
л оке нии измеримого пространства ( Х , 2 ) на атомичес ­
кую и невтомичеокув части и предположением пункта 6 , п о ­
лучим: либо существует к Е , для которого 
» , и ( Е ) - * 7 ) л и б о существуют такие , 
что Е А С Ё и ^ ( Е О - З Пусть х €г Е и Х * 1 ! ) - 1 * -
Тогда и ? ( о * 0 ' 1 ) ) - С л е д о в а т е л ь н о , ыа*\)*#, 
что противоречит условию. Если уи(Е1)=<? и Е.1 с Е , т о 

а ( Е А ) с У и ^ ( У ^ ) ) = ^ с : Г ^ • Однако для любого 
С е й у либо = либо уСб)^* Проти­

воречие доказывает утверждение . 
Заметим, что если Л - польское и 2 = й ; т о пред­

положение пункта 6 выполнено для любой ^ € ^ ( л , ^ ) , 
Докажем 7. Пусть ? О Л * 0 О ) - О . Тогда Л 

и в силу 2 . множество б ^ К ^ Л ^ Х ) с ч е т н о . Множество 
К * Я ' 1 / ? ) также с ч е т н о и О й 1 . а С И Л у I 

/*(^\Ц]))-$0'}])>0 для любого у е с ? и , следовательно , 

Очевидно, у̂Ы счетно -аддитивна . Обратное утверждение 
доказывается аналогично. 



Докажем е . Пусть <= 5 Г у - Т о г д а в силу предыду­
щих утверждений для К = эГ 1 (Кп ) выполняется /л(&)-± 
и /щ{{*\)>о для любого К Следовательно, К 
с ч е т н о . Пусть К с ч е т н о , уи(к)-1 и /л({*\)>о для лю­
бого Из 5 получаем Ы(К) с К? с <*(К') ^ т > С ф 

К ? = « ( К ) € 2 у . 

Лемма доказана . 

§ 3 . Эргодические теоремы 

Теорема I . Пусть на некотором измеримом пространст­
ве ( * > 2 ) задан произвольный ЧП с переходной функцией 
рС*| Е ) Тогда для любого Е € 21 выполняется одно 

и только одно из следующих двух условий: 

(А ) $ и р ^ 5 Р К ( * > Е ) - * о , » - > ~ > . 

(3) 3/л - А / А , М € ёа(*,±), 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Е € 2 • Тогда 
с < ( Е ) € Е у С ^ У у является бэровским компактным 

множеством. Изоморфный МП задан на хаусдорфовом компакт­
ном пространстве и является феллеровским. Следовательно! 
применима теорема 2 [ 6 ] , согласно которой для 4(Е) вы­
полняется одно (и только одно) Из двух условий: 

( А ' ) *ир ^ 2 А? ?и(4(Е)) ^> О , , 

( в ' ) 3 ? = >4±р б ^ ( у , Й у ) , ? > ^ , < р ^ ) ) > 0 , 

где ? у - мера Дирака с носителем ^ • 
Согласно лемме 3 для каждого у € ^ { Х ) выполнд 

ется «?у - ^ ^ у * 1 ^ ) • Отсюда. Л 1 ? у ( Ц ( е ) ) * 

Аналогично получаем для 



у что эквивалентно р* (* "УДЕ). 
Поскольку < * ( Б ) € 2 1 у ^ т о характеристическая фун­

кция Х а ( е ) непрерывна на V Оператор Т"! феллеров-
ский. Следовательно, 

Так как множество у ( Х ) всюду плотно в V и согласно 
лемме 2 V * У ( Х ) = 0 , т о 

уе*00 
Следовательно, для всех Е. <= 2 х <= Л и я - ' » 2 » 
выполняются следующие равенства : 

*ыр ± ^ Р*0 ,Е ) - *ир ^ 2 ^ ( Л * ) | - < ( Е ) ) = 

Итак, эквивалентность условий ( А ) и ( А * ) доказана. Экви­
валентность устовий ( 3 ) и (В ) следует из § 

Теорема доказана . 
Обозначим Д множество, в сех инвариантных положи­

тельных мер оператора А: 

4 = | / « с ^ ( х , . 2 ) : мго} м(Х) -1} ^ ] 

Согласно лемме I Д / 0 Для Е е 51 будем писать 
Д ( Е ) - 0 если _/Ы (Е) -0 для каждого с~ Л . 

Следствие I . Для любого Е ^ 2 т а к о г о , что 
Л ( Е ) - 0 * выполняется условие ( А ) . 

Теорема 2 . Пуоть на некотором (Х9Л) задан произ­
вольный МП с переходной функцией р(х, Е ) Пусть множест­
в о Л счетно и для каждого м 6. Л • существует счетное 



множество К^^Х т а к о е , что у и ( К и ) а 1 и ^ { Г ' О >С 
для каждого * &м 

Тогда 

( С ) Р и ( * , ) ~ * 1 * - * * о . 

Д о а э а т е л ь о т в о . Пусть $ * ^* 
Согласно лемме 3 ~ 2 у для каждого {? е *"*УД) 
Поскольку А с ч е т н о , то множество К = Ч.,Ц*! открыто 

б э р о в с к о е . Следовательно, V 4 К <с *.Уу - компактное 
б э р о в с к о е множество, Воспользовавшись теоремой 2 [ 8 ] , 
получим с ^ и ( < / , К ) - I ^ 6 К М , . -
Отсюда 

? Ч^К У* К 

для любого у ^ У и и = / , 2 , , , , 
Для У ч к выполнено условие (А ) , поскольку 

* * " ' д ( У \ К ) - О. Монотонность ^ 'Ч^ 4 " 4 *) обеспечива­
ет сходимость * и р -> О , д Л Я Е = У ^ К , 

У ' 
а следовательно , и для любого Е с Ч ^ К • Таковым 
является множество * ( & ) 9 "где С - ^ Х 4 ^ ^ Действи­
т е л ь н о , ( г < 3 2 , о ^ ^ У ^ Г ^ * / 4 ) . ^ 6 ^ а к как очевид-

После преобразований, аналогичных преобразованиям 
теоремы I , получим ( С ) . 

Теорема доказана . 
Следующие утверждения легко проверяются непосредствен­

но . 
Следствие 2 . Пусть выполнены условия ( А ) , ( С ) . Тогда 

выполнены с о о т в е т с т в е н н о условия: 

(А1) для любого ,}Л € & * ( Х , 2 ) , у >09 уи(Х) = ± р 



( С 1 ) для любого >л € 6а (*, Я), ^ ЪО^М-Ь, 

Следствие 3 . Пусть МП имеет в Аа(К^) единствен­
ную положительную инвариантную меру ул 9 и пусть эта мера 
обладает одноточечным носителем ( т а к а я мера с ч е т н о - а д д и ­
т и в н а ) . Тогда для любой е ва (*,2), > о, ме(Х)= ^ 
марковская пголедовательность •Г/ ' * } сходится к в 
норме пространства вс/(*,Т!) , т . е . \\}**-/"\\ о. 

Следствие 4, Пусть X - топологическое пространст­
в о , и на ( Х , Я ) определен некоторый МП. Пусть существу­
е т такая точка 2 ^ X , что для любой / * с ^ с с / ( Х , й , ) , 

^ о , ><©(Х ) - ^ последовательность ] с х о д и т ­
с я к мере в топологии 7^ сх ) ( т . е . 6>ю Л-^>>> 
= Л г ^ для любой }<Е С ( Х ) ) и существует / Л о ,для 
которой п О . 

Тогда МП обладает инвариантной чисто конечно-аддитив­
ной мерой 5 удовлетворяющей условию 

для любой окрестности точки ? При этом мера 
^ 2 ( счетно -аддитивная ) может не быть инвариантной д л я 

данного МП. 
В терминологии случайных величин условия ( С ) , (С1 ) и 

условия следствия 3 почти наверное гарантируют сходимость 
при любом / о последовательности ^ за конечное ч и с - , 
ло шагов к носителям инвариантных мер. 
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Топологические пространства и их отображения. Рига . 1981 . 
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О СВОЙСТВЕ ОБРАТИМОСТИ СЛУЧАЙНОГО ЛИНЕЙНОГО 
ОПЕРАТОРА 

Т.А.Щцанок 
ЛГУ им. Ц, Стучки 

Вопрос о существовании измеримого решения уравнения 
с о случайным линейном вваимно-однозначным оператором т е с ­
но овяван о проблемой измеримости обратного оператора . 
Хорошо иевеотна теорема Ганша [ 6 ] об измеримости о б р а т н о ­
го к случайному линейному ограниченному обратные .у о п е р а ­
тору вида Т ' П * Х - * * У * г д е >/< ) - в е р о я т ­
н о с т н о е п р о с т р а н с т в о , а X и У - оепарабельные б а н а х о ­
вы п р о с т р а н с т в а . Имеется, однако , ряд вадач. приводящих 
к изучению случайного оператора , определенного не на всем 
произведении . О " X , а на некоторой е г о ч а с т и , порож-

^
енной случайным подмножеством ив X ( см. [ 3 ] , [ 4 ] , 
^ъ] К В настоящей р а б о т е рассматривается вопрос об и з ­

меримости обратного оператора к такому случайному линей­
ному оператору* 

Пуоть ( 0 , Е , у*) - полное вероятностное п р о с т р а н ­
с т в о , X и У - оепарабельные банаховы пространства над 
полем |̂  вещеотвенных ч и с е л , фикцию на С1 ( и л и на его 
измеримом подмнояеотве) с о значениями в банаховом п р о ­
с т р а н с т в е будем называть случайной величиной, если она 
ивмерима относительно борелевской б*-алгебры множеств 
э т о г о п р о с т р а н с т в а . Пуоть 1 М и > } о * € ф . ~ оемейство н е п у с ­
тых подмножеотв ив X Его модно рассматривать также 
кан многобрачное отображение пространства О в X С е ­
мейство 1 М и | ] ы * 0 . назовем случайным множеством, если 
для любого * е X множество 1и> 1 х в М ид } принад­
лежит 6Г - а л г е б р ^ X Оператор Т [ С ^ , х > ) | иэе 0_ 

. м _ } —• У - где ( М ^ З ^ е ^ - случайное м н о -
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жество в X , называется случайным оператором, если 
Т( оо Для каздого фиксированного является 
случайной величиной на { ы | х € М ^ } с о значениями 
в )( Если { М ^ ^ ю е * " случайное линейное подпро­
странство в х > т о г оворят , что случайный оператор Т 
п . н . ( почти наверное ) линеен, п . н . ограничен, п.н. обра­
тим и т . д . , если соответствующими свойствами о вероят­
ностью 1 обладает детерминированный оператор 7"ы Мц> **У» 
определенный равенством Т<* (*) «Тс<о . х ) , * ь М ^ 
Символом Й (То,) будем обозначать область значений опе­
ратора Ти) Используем также следующие обозначения! 
О ( л 7 О и В (X) 1 ) - с оответственно открытый и вамк-

нутый шары радиуса т > с с центром в Х 4 X V 

- некоторое зчетное всвду плотное подмножество множества 
V ив X . 

Теорема 1. Пусть 1Мс.Ло,*й - случайное эамйнутое 
подпространство в X >Т 1Си!,*) | ы €С1 , х « Ми)}"* 

У - случайный п.н. линейный ограниченный оператор, 
такой , ч т о п.н. 5 (Ты ) =. К^Т^ГТ" и п о ч т й Для в о в х 

О) в С1 д л я о п е Р а ' г о Р а существует обратный оператор 
1 КСТ.,) Мы Тогда для т о г о , чтобы оператор 

Т " 1 1(ы ,у) 1 е С1 , ^ к (Ты X I опре­
деленный равенством Т^ 1 ( ^ . у ) - ( у ) I **Я 
случайным оператором, достаточно выполнения одного й8 
следующих условий; 

1. пространство X рефлексивно, оператор Т явля­
е т с я сужением некоторого случайного п . н . линейного огра­
ниченного оператора "]""«. П * X У # и существует 
случайный п . н . линейный ограниченный оператор р 

X такой , что оператор является проектором на 
И со почти для всех ^ * X I ; 

1 1 . оператор Т является сужением некоторого слу­
чайного п.н. линейного ограниченного оператора Т 1 
; Х 1 - > Г Х У 0 п * н * замкнутой областью значений, под­

пространство М <0 имеет конечную кораэмернооть почти 
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для в с е х со е П , и семейство { М * * ] ы ^ л обладает 
овойотвами 

{СО | Ми, п Гх + ЛП * 0 } * I 

для любых Л 6 X , конечномерного подпространства X, 
д . о . в . ( дейотвительной олучайной величины ) г с ю ) > о и 
случайной величины - Х ( и > ) из X \ 

1 1 1 . оператор Т является сужением некоторого с л у ­
чайного п . н . линейного ограниченного оператора 
Тс -О.« X У » подпроотранотво М'и> имеет конечную 
равмернооть почти для в с е х ы б П , и семейство 

{ (Мч> Зсовл обладает овойотвом 

{ и , Л V* 0 } < I 
для любого замкнутого множества \ /б X * 

1У. существует такое с ч е т н о е плотное в X множе­
с т в о С/ , ч т о 3 Г) М ы плотно в |М|а> почти для в с е х 
ы « А 

Более т о г о , при выполнении одного ив условий 1 - 1У 
можно утверждать , ч т о для любой случайной величины 
в У такой, что п . н . у е Р. ( Т ы ) , величина 
Л Ы ) * Т " 1 С с о , у ( о ^ ) является и з м е р и м ы м реше­
нием уравнения 

П.К. Т(со\^(са>); = у ( и)) ( 1 ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нетрудно п о к а з а т ь , что ( &("П*>)}Ы^ 
являетоя случайным замкнутым подпространством в у 
Действительно , фикойрузм У и положим 
Е, * [и I Ч # Я (ТиО } Требуемое утверящение с л е ­

д у е т йз равенств 



пооиольку в оилу п . н . нвпрврывнооти Т и открытости 
множества 0 -Ь) о вероятностью 1 справедливо с о о т ­
ношение . 

М ^ 1 Т < и > в х ) « О ( у > я ) } • 

- Ц> Ы Т с ^ х ) * О ] . 

Так как проотренотво X оепарабельно, то для д о к а з а т е л ь ­
ства измеримости Т~* ( ы » ^ ) на множестве Е у д о с т а т о ч ­
но покивать , ч т о для любого замкнутого шара В * X 

{ и » Е а | ~ Г 1 < : о м ) е Э 3 • I 
Обозначим • [<о I х * М ы } , где х • X . Запи­
шем следующее очевидное равенство ! 

( ы * Е а I Т " у ) * 6 ) -

Итак, докавательства требует ооотношение 

1^ Е 3 П р А | Т(и>,ж) » у } е I (2 ) 
1) Пусть выполнено условие 1 . В этом случае имеем 

Далее докажем, ч т о с вероятностью 1 справедливо следую­
щее равенство : 



V и I Р ^ Х ) Д ( и ) , Х ) Н1 

Пуоть о принадлежит множеотву, стоящему в правой части 
раввнотва (3) , причем операторы Т^_, и Р 1 0 непрерывны. 
Это о е н а ч а е т , ч т о найдется такая последовательность 

{л* * ь Е > . ч т о Л ^ Ъ ^ у и ^ ч 1 ! - , ! ) - ^ ) о 
Тан как проотранотво X рефлексивно, т о шар 6 слабо 
компактен ( ом . [ 2 1 , о . 461 ) . Следовательно, некоторая 
подпооледовательнооть [ Л л » } последовательности [ хп] 
слабо оходитоя к некоторому х е О . Н о тогда Г а и , Х п , ) 
слабо оходитоя к Т ь С оС ) , а р<ьо,ч.П|1") -л -п^олабо 
о х о д и т о я к Р<ы>,л) - х ( ом. [ 2 ] , о . 458 ) . Отсюда заклю­
чаем , ч т о Т -! (со, л ) ц я рс х) - , и , значит, с о 
принадлежит левой чаоти равенства (3 ) Равенотво (3 ) д о ­
к а з а н о . 

Теперь для любого ^ - х.а,. получаем 

Ый й е н , , ! Р1*,*)ьО[А1Ъ)}Т1(ьз>*)е01а>Ь)}* 

Это равенство ( справедливое о точностью до множества в е ­
роятности 0 ) нетрудно проверить , используя непрерывность 
операторов о Т\ и Р и открытооть множеств О ( у , -я ^ 
• 0 (х} я ) Поскольку Т4. и Р - олучайные о п е р а ­
торы, т о множества ив последнего равенства измеримы, а 
вначит, выполняется и соотношение (2 ) . 

2 ) Пусть выполнено одно ив уоловий 1 1 , 1 1 1 . Т р е б о ­
вания, наложенные вдьоь на оемейотво { И ы 1 со е .п. 
обеопечивают со глаоно леммам 3 н 4 ив Ц4] с у щ е с т в о в а ­
ние случайного п .Н . линейного ограниченного оператора 



Р Л * X X т а к о г о , ч т о является п р о е к т о -
рои на Мы почти для кавдого ^ ь Г 1 . Повтому мы можем 
с о с л а т ь с я на приведенное выше доказательство ооотношения 
(<Л , о той только равницей, ч т о , поскольку теперь не 
предполагается рефлексивность X , следует ванови у с т а ­
новить справедливость равенства (3) 

Итак, пусть принадлежит множеотву, стоящему в 
правой части равенства (3) , причем операторы и 

непрерывны и пространство |М.» имеет либо к о н е ч ­
ную коразмерность , либо конечную размерность . Это о з н а ­
ч а е т , что найдется такая последовательность {_хп } ^ & 
что ^ С-** - Р с ^ . х Л )) ^ с и Г1 , Лп ) - у 

Если подпространство имеет конечную коразмерность , 
т о , очевидно , ядро о п е р а т о р а Т А ^ конечномерно. Так как 
область значений оператора 7 ^ по предположению замк­
нута, то он представим в виде Ц ^ г , 
где и. ^ - непрерывно обратимый, а к о - конечномер­
ный операторы / с м . теорему 2 в 1 Д ] / . Поскольку п о с л е ­
довательность } ограничена, то для некоторой ее 
подпоследовательности [ .X .-, ч ) существует 

1 Г « С*** Ч± 1 1 • 9 н а ч и т » п о с л е ­
довательность ( Л п ^ сходится к Х г * и:""о" С у -
При этом |Ъ , поскольку множество й вамкцуто. Но 
тогда * Л 1 и Т1 С ^ - О = ^ , ч т о и д о ­
казывает равенство (3 ) Если же подпространство М ч ^ 
имеет конечную размерность , то оператор ] , где 

I - тоящественный оператор в X , имеет конечномер­
ное ядро и замкнутую область значений. Поэтому в силу 
той же теоремы 2 из он представим в виде Г " Рцо -

Ы1и> + Ко. ^ , где С ^ - непрерывно обратимый, 
а К , .и ; - конечномерный операторы. Опять убевдаемся , что 
некоторая подпоследовательность { Хл^ } по следова ­
тельности { А } сходится к Лд. ( - у ^ ) > 

где у х • Следовательно, выпол-
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няются ооотношення Р^ ( х х ) * Х л и Т 1 0 с О * У » 
откуда и оледует оправедливость равенства (3 ) • 

3 ) Пуоть , наконец, выполнено уоловие 1У. Покажем, 
ч т о о вероятноотыо 1 справедливо оледугощее равенотво : 

У { и* Ей П Рх | Т ( ^ , 0 •* Ч } * 

Действительно , п у с т ь со принадлежит правой части р а в е н ­
ства (4 ) , причем оператор Гоэ линеен, ограничен и 
обратим. Это о з н а ч а е т , ч т о найдется такая п о с л е д о в а т е л ь ­
н о с т ь [ А * } 6 (3 П Ми). ЧТО Т(и>,*Об О (у, 
Но тогда 

« И Т I I I (* 4 * ) 

Пространство X полное , и , значит , Х л ~ ^ . * ° 13П 
причем Т(ц^ло) «• у Итак, ^ принадлежит левой 
чаоти равенства ( 4 ) . Равенотво доказано . 

Теперь для любого п а1>'<1, получаем 

И [сое ЕипРх I Т ( ^ х ) В О С Е М Ь 

^ (5 ) 



где 5 - В П ') , а !7 - вто счетное всюду плотное множе­
с т в о в X . фигурирующее в условии 1У. Для доказательства 
равенства (5) возьмем произвольный элемент и? ив его левой 
ч ю т и . ^ Е с л и ^ не принадлежит правой части равенства , то 
либо (Л п ф либо для в с е х х из множества 
Iз п М ̂  т о ч к а Т(<~, \) лежит вне шара 0 ( у . К) • Но 
если б л М с о 0 9 т о , т . к . 3 п М ^ / ф , д о л ­
жно быть с л Это противоречит выбору элемен­
та со Второе предложение также приводит к противоре ­
чию. Действительно, возьмем любое X из множества й п М , 
Так как в - шар, то Ъ плотно в 1?> По условию 
7^ М плотно в М ^ Поэтому существует такая п о -
с л е д о в а т е л ь г о с т ь ) х п \ точек из Л п М ^ ч т о х 

Поскольку тогда ' с ^ , А . , ; ^ I х то из нашего 
предложения с л е д у е т , ч т о Т цол ж ) лежит вне шара 
О ( у , что невозможно. Итак, равенство (5 ) д о к а з а ­
но . Теперь для установления соотношения (2) о с т а е т с я в о с ­
пользоваться измеримостью множеств Р х и вели­
чины Т ( и ; , - 0 при фиксированном е 5 

Мы показали, что У" 1 " является случайным оператором 
при выполнении одного из условий 1 - 1У. Еоли теперь 
^ и ; ) - случайная величина в у , такая, что п . н . 
у(ьи) е К} ( Т со ) т о измеримость множеотва 

| со | Т ' \ о . \ у (со)) е в } 

доказывается с помощью тех же аргументов, что и свойство 
2) с той только разницей, что вместо у надо писать 
ц(ьи') и учитывать измеримость у С^) 

Теорема доказана . 
Заметим, ч т о требование , предъявленное к семейству 

^ \с^ь Л- в условии 1У, является достаточно жестким, 
^мейство множеств, удовлетворяющее этому требованию, в 
чботе [ 5 ^ названо сепарабельным. Сепарабельным будет я в -
т г ь с я , очевидно, любое счетное семейство множеств в X 

Теорема 1 .пае г ответ на вопроо о существовании изме-



римого решения уравнения (1 ) о п . н . обратимый оператором 
Т Однайо УМ не можем едвоь у т в е р в д а т ь , что решение 

0̂  С но) и<:'Л удовлетворяет также неравенству 

с некоторой д . ц . в . С С ^\) , очевидному в детерминирован­
ном сл;уиае. В теореме 2 будут укааага д о с т а т о ч н е е условий 
для выполнения (б ) « Докажем предварительно следующую 
лемму. 

Деуцд* Пуотъ ^ М ^ ^ ъ л - олучайное ваминутое п о д -
проотранотво в у , уд<?йлетворяющее требованию: с у щ е с т в у ­
ет такое очетное Плотное в У множество ^ . ч т о 

Г) N ы ЙЛОТНО в N ^ Почти для в с е х е 47. 

ПУОТЬ 6 Ц и ; , 9 > 1 со * ^ , у е |\| ^ } ^ X 
- случайный п . н . линейный ограниченный оператор . Тогда 
Норма |6 ' и* 1| оператора ^ ^ е с т ь д . с . в . 

ДОКаааТдДЬОТЗа. Для каядого ц е у положим 
Ё ц * ! " ! ^ ^ } * ! Д м любого с > о получаем 

|| 5и>|[* С } * { Н 5 с ^ ) ( К с } 

г д е б»й ( с > 0 Г) Я* .Доказательства последнего р а в е н ­
ства проводитоя аналогично д о к а з а т е л ь с т в у равенства 5 в 
Пункте Э * т е о р е « 1. Теперь о с т а е т с я заметить ,что \\ ^ 
•оть д . о . й . Йа для кавдого фиксированного у<= У, 
поскольку ^с^,^) является случайной величиной в V 

Теорема 2» Пуоть Т * оператоо,фигурирующий в т е ­
ореме 1, й выполнено одно из условий 1 - 1У этой теоремы. 
Тогда для т о г о , ч т о б ы для любой олучайной величины ^ с ^ ) 
а У такой , что П.н. ^(ц})е1? ( Т ^ ) * случайная ее-
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личина ^ ( и . ) »Т с ^с^)) удовлетворяла неравен­
ству (6 ) о некоторой фиксированной для оператора Т д . о . з . 
с; со») , достаточно выполнения одного ие следующих 

условий: 
1 , существует случайный п . н . линейный ограниченный 

оператор Сх I I я У -> у такой , что оператор 
является проектором на ^ ( Т ^ ) почти для в с е х сое Ц ; 

1 1 . существует такое с ч е т н о е , плотное в у множе­
ство а« , что & Г) N и . плотно в |>/^ почти для всех 

Доказательство . Пусть выполнено условие 1. Опреде­
лим оператор Т г Х"|1 * У У равенством 

Так как Ц является случайным оператором, то для Каждого 
фиксированного V величина %(ий) я О ( е е , у ) 
является случайной величиной в у , такой, ч т о п . н . 
х с- $ С Т*** ) Но тогда в силу теоремы 1 и 
Т " ' ( < ^ ; Л 1ы)) будет случайной величиной в X 
Следовательно. является случайным оператором на 

Г 1 4 У Но тогда е г о норма Ц Т ^ Ц е с т ь Д . о . в . 
Этот факт хорошо и з в е с т е н , но он следует также и ив д о к а ­
занной выше леммы. Теперь достаточно положить 

С Си*) йТ^И и, 6 п 

Пусть выполнено условие 1 1 . Положим 

В силу леммы с ч е с т ь д . с . в . 
Теорема доказана. 
Итак, как мы выяонили, наличие случайных операторов 

проектирования на область определения и облаоть вначений 
случайного п . н . линейного ограниченного обратимого опера ­
тора Т обеспечивает ( при выполнении некоторых дополни-



тельных уоловий ) оущеотвование измеримого решения у р а в н е ­
ние (1) , удовлетворяющего неравенству (6) В общем с л у ­
чае приходится накладывать на семейства ( |М ^ ] и 

[ К ( Т и . , ) } ^ * л требование их сепарабельнооти . 
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Л СКАЛЬНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ УРАВНЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИИ 

ЦШИНДРИЧВСКИХ ОБОЛОЧЕК 

Е.С.Козьмина 

Рижский Краснознамённый институт 
инженеров гражданской авиации 

С и с т е т уравнений колебаний цилиндрических оболочек 
не о т н о с и т с я к известным типам уравнений с частными произ ­
водными, портому к ней не применимы разработанные приемы 
доказательства существования локального решения. Если и с ­
ключить из системы одну неизвестную функцию, то получатся 
квазилинейное уравнение 9 главная линейная часть которого 
относится к уравнениям гиперболического типа. Однако в 
младших членах появляются операторные коэффициент» что 
приводит к необходимости применения операторных методов» 
в частности методов теории полугрупп операторов . 

В первой части работа доказывается локальная разреши­
мость операторного дифференциального уравнения в т о р о г о п о ­
рядка с нелилейной правой частью. Вторая, часть посвящена 
приложениям разработанной схемы к уравнениям нелинейных 
колебаний цилиндрических оболочек . 

I . Локальная разрешимость задачи Коп» для операторно-
дифференциального уравнения в т о р о г о Порядка с нелиней­
ным оператором в правой ч а с т и . 

Пусть иг({)- абстрактная функция с о значениями в гильбер ­
товом пространстве Н с о скалярным произведением С.,.) 1 
нормой | .| . Рассмотрим дифференциальное уравнение 

с неограниченным линейным самосопряжённым оператором Л 

имеющим всюду плотную в И область определения Ю(А), и 
нелинейным оператором р , действующим в Я • с областью 



определения Ю(Р) , плотной в И Присоединим к уравнению 
( 1 . 1 ) начальные условия 

и сформулируем достаточные условия разрешимости задачи К о ­
ни ( 1 .1 ) , ( 1 . 2 ) . 

ТЪк как Л - самосопряжённый о п е р а т о р , то оператор *~А 
является производящим оператором сильно непрерывной гтлы 
унитарных операторов Ии)\-*е<{*оо [ I ] . Пусть опер,- Л 
имеет ограниченный обратный # определённый на всём п р о с т р а н -
о гае Ц Тогда задача Коши для линейного неоднородного 
уравнения 

С . з > 

имеет единственное решение при любых У*Я)(А*), №Ю(А). если 
функцияА/(1) определена и непрерывна на [09Т1 [I]. Реп^ния 
з а д а ё т с я формулой 

и являв тоя дважды непрерывно дифференцируемой функцией с о 
значениями в Ю(А*), при этом иг'({) принимает значения вЮ(А) 
и функция непрерывна на Г 0 , Г ] . Кроме того 

№(1)1 *{. (1 .5 ) 

На множестве Ю(А) введём скалярное произведение (и, ъ)г = 
- (Аи%А1г) дня любых и, V из Я)(А) . которому отвечает 
норма Л й 4 . « / Л ь 7 # превратив таким образом ЖЯ) в г и л ь б е р т о ­
во пространство . Аналогично поступим о 3)(Л^)"//^ 
(ы91г)ц * (А*и9 А*1>) для произвольных и • V из ЖА*)% 

1иИ) * 1Л*и1Пользу :сь неравенством ( 1 . 5 ) и п е р е с т а н о в о ч ­
ностью операторов А1 и ИШ на Ъ(Лй) , можно получить 
оценку по^ш решения (1*4) в пространстве Н4 

I 

1Щ +1Щ +1 1д(Щс(б. (1 .6) 

Если в в е с т и о б о з н а ч е н и е / , * ^ ^ с ШПШ*)'-

^и^с(омл^Щ^° я*?****™(ь4) м о к е т быть э а п и с е н ° 



короче ЫшЦ'р , где оператор ^11С(0УД}*С(О№4)ПС'(0Щ^ 
^Сй(ОьГ;ИА) '[3] порождает решение задачи Коши (1.3),(1.2) 9 

причём да* Щ = Ц*дй , и%*1 

-<*5 А ^ / / у , ^ (1.7) 

Таким образом задача Коши (1.1) , ( 1 . 2 ) может быть заменена 
эквивалентным ей уравнением 

Ц'риГ ( 1 . 8 ) 

при условии» что непрерывно» 
Сформулируем ограничения, накладываемые на оператор , 
при которых уравнение ( 1 . 8 ) может быть разрешено с помощью, 
принципа сжатых отображение 

В пространстве С(0%Т\Н+) рассмотрим множество 

г д е Я0 = сош1 9 значение которой уточним п о з д н е е . Пусть о п е ­
ратор р на этом множестве обладает следующими свойствами: 
для в сякого Ы [0ЬТ] и произвольных и , ^ %

 и
А из И 

ИРи^ 4 1Ръ -Ри,$г * уШ9)1щ-*А1+ . а .10) 
где ^ н е к о т о р а я неубывающая неотрицательная функция. Учи­
тывая неравенства ( 1 . 6 ) , (1.7) ж (1.10) , д ш оператора Ц*р 
получаем 

I I * Г щ I , < Т 1(Я,) 1Щ-Н- ( 1 , П ) 

Выражение 1=ЛУ%+»'Щ фиксировано. Выберем^* /* / ж п о д б е ­
рём Т так , чтобы 

Тогда из (1.11) и (1 .12) о л е д у в т , что 11 ̂ Р и 1 с ( о р н } * 

т . е . оператор 1*~*р отображает множество М в с е б я и на 
этом множестве является сжатием с константой с^^1 У с т а ­
новленный факт о з н а ч а е т , что к уравнению ( 1 . 8 ) применим 
принцип сжатых отобрш;сен5й1, который доказывает существовав 



ние единственного решения э т о г о уравнения, а значат и з а ­
дачи. Копш (1.1) , (1 .2 ) на н е к о т о р о й локальном промежутке 
[О,Т} Те;*: са./ы... доказано следующее утвер.'ги 

Теорема I . Пусть Л - лянейный самосопряженные о п е р а ­
тор с плотной областью определения 2 ) / ^ в некотором, г и л ь ­
бертовом пространстве Н , обладающий ограниченным о б р а т ­
ным оператором, определённым н а всём И ; Р - нелинейный 
непрерывный о п е р а т о р , удовлетворяющий условиям ( 1 . 1 0 ) . 
Т о г д а задача Коши (1.1) . (1.2) н а некотором промежутке 
[0,Т] имеет единственное решение иАС(0,Т;Я)(Л*))/1С*('0$Т;Д) 
для любых У*Ш')* ШЯ(А) 

2 . Приложение к уравнениям нелинейных колебаний 
цилиндрических о б о л о ч е к . 

Срединная поверхность тонкой цилиндрической оболочки 
может Сыть развёрнута в прямоугольную область Р , которую 
можно рассматривать как подмножество в пространстве К1 т о ­
чек Система уравнений нелинейных колебаний тонкой 
цилиндрической о б о л о ч к и , находящейся под действием п о в е р х ­
ностной йагруэкж, имеет вид 

I Д*ф-</7)г«г.д»иг-едх
ёиг ^ 

Здесь дс - оператор дифференцирования по переменной х. {1=1У2)% 

А-Ъ** 5 * - двумерный оператор Лапласа, Ъ7«;-Ъ1гф-Ъ1 иг-Ъ1Ф+ 
^иг^ф-Зд^иг^Ф ;<х,6 ,с ,д? ,е - положительные к о н с ­
т а н т ы , / г / ^ , * ) - функция, определяемая поверхностной н а г р у з ­
кой . Подробнее о системе (2.1) с м . [ 2 1 . Присоединим к с и с ­
теме ( 2 . 1 ) начальные условия 

*Г\М*У(*)% иГ<11ш0шЩх\ ( 2 . 2 ) 

Граничные условия так же, как и в [ 2 ] , выбираем периоди­
ческими, т . е . т р е б у е г , чтобы периодическими по каждой п е ­
ременной были функции иГ к ф и их частные производные до 
т р е т ь е г о порядка включительно. Этим требованием определя­
ется выбор п р о с т р а н с т в : будем использовать пространства 
С б б а д е в а Н 5 ^ ^ ^ , Д / Ы ^ Я / ^ « ] , г д е ^ г ^ / д ; , ^ » ^ ^ > 

в у Г < ^ ^ ^ ^ ^ ; ( . , . ) ' - с к а -



лярное произведение ъ12(Р)\$- ц е л о е , неотрицательное . В 
пцостранствеН*(Р) введено скалярное произведение * ц,-^ 
+^кы?%ик-1Гк для любых и 9 г изН*(Р), к о т о р о е отвечает 
норма 1и1*=1и0(*+^1кщи1ил11

ш эквивалентная обычной норме п р о ­
с т р а н с т в а Соболева. ^ 

Определим о п е р а т о р ы ^ , действующие *1(Р)9 оледушим 
образом: А**и=ав*^!&м)/1илек При кавдом фиксированном 5 
оператор А** имеет область определения $(А*1) -Н*(Р) , в с ю ­
ду плотную в 1*(Р) , и является самосопрякённым полозлтель— 

оператором с ядром , совпадгшцим. с одномерным п о д п р о с т ­
ранством констант Е° Разложим Н*[Р) в прямую с у ш у (по 
введенному скалярному произведению) Н'(Р)=Ев®Н*(Р] • Сужение 
оператора А*1й на подпространство 1?(Р)*Л*(Р) является с а м о с о ­
пряжённым положительно определённым оператором с плотной 
в 1/(Р) областью определения лЛ(Р)9 и поэтому оператор А*"* 
обладает ограниченным обратным, определённим на Л//Р). Та ­
ким о б р а з о м , построенный оператор А=-а& оЖА)*Л*(Р) у д о в ­
летворяет требованиям, предъявляемым к оператору А_ в п . 1 , 
при условии , ч т о # = / . * ^ / . При этонА**а*Д* с®(А%*/*(Р)ш 

Лемма I . Отображение [и/,Ф)^а/Ъ11{Р является непрерывным 
билинейным о т р а ж е н и е м из НМ(Р)ХН^1Р} в Н*(Р) • 

Доказательство . Докажем сначала , что произведение п р о ­
извольных Функций и- »# из Н*(Р) лежит в Н*(Р)» Из окрйдсле -
ния пространства }\2{Р) с л е д у е т , что №р*'Р)тогда и только т о ­
г д а , когда й(шг)с№(Р)л Распишем подробнее й(и1г)*Ди-(г+«'Д г + 
^2д1и-1)1г^2д2и-д21г и рассмотрим отдельно каждое с л а г а е м о е , 
•.ели шНЛ1Р)% тоДи*С*{0)9 а так кекН*(Р)вложено в п р о с т р а н с т ­

во непрерывных на Р цу\ш\т С(Р)9 тогг*С(Р)9 и , с л е д о в а т е л ь ­
но, 4 и-(Гё1/(Р)л Аналогично и-АпкЩ Далее, так как .2) кь%мН*[Р) 
и п р о с т р а н с т в о / / ^ вложено в1?(Р) мя в с е х конечные т о , 
выбирая р)^ ,убеждаемся, ч т о ^ и ^ ^ ^ ( Р ) • 1*1 %И . При о тем 
в силу указанных теорем сложения и непрерывности о п е р а т о ­
ров ! ) ; .'Я Д е л о е неотрицательное^ ГиЩ й 
*сШг Шг ь С=сол*4>0 

Если иг %Ф*Н*(Р) , то в выраженийЪ*шф%*$(*ф*ЦШ'Ъ}ф-
-АП^иг.рДф каждое слагаемое е с т ь произведение Функций, 
из НЧР). поэтому &игф'*феН2(Р). причём Й&шфЩ*$1иЦЩ9 



4* тСОМ+ >0 . Л е ш а доказана . 
Лемма 2» Для Любых *.Ф*Н4(Р) Ъ*<*Ъ"Ф*В*(Р). 
Эта лемма доказывается так н е , как лвьдш 3 работы [2] 

с учётом т о г о , ч т о ортогональность некоторого элемента 
пространству &° в окалярном произведении п р о с т р а н с т в а / , ^ 
влечёт ва собой ортогональность э т о г о элемента п р о с т р а н ­
с т в у В0 ж в окадярном произведении пространства Н*(Р). 

Из оиотемы уравнений ( 2 . 1 ) замечаем, что функция # м о ­
нет быть определена с точностью до Ф§ • Фиксируем ф у с л о ­
вием Ф9шО . Проекция, первого уравнения на подпространство 
Е0 ( в силу леммы 2 и с в о й о т а операторов й* ЬЪ*) даёт 
уравнение 4*иГйа)1<И*ш{аа) ш для к о т о р о г о начальные условна 
определяются на условии ( 2 . 2 ) • Этот факт позволяет в д а л ь ­
нейшем рассматривать о и о т е м у ( 2 . 1 ) в подпространстве ТМР). 

Введём оператор 0 о областью определения 9)(0)ШЦ^(Р) твлх 
Д о г - й**(дйчГЪ,йиг)-ш 4"*2>/ иг Т о г д а ив в т о р о г о у р а в ­
нения оиотемы ( 2 . 1 ) можно выразить ф^ОиГ ж исключить ф 
из первого уравнения: 

Обозначал Риг* 6$дигф*(в«г)+с7)/((!1иг)+^ , получим о п в р а -
торно-дифференциальное уравнение * Л ' о / - / ^ о нелиней­
ным оператором в правой ч а с т и , причём 8)(Р)=Я*(Р) • Это 
уравнение эквивалентно уравнению ( 2 * 3 ) , а следовательно» 
ж системе ( 2 . 1 ) • 

Опишем схему действия, оператора (к (каждая стражи* 
означает непрерывность соответствующе го оператора)! 

з д е с ь Л - оператор взятия произведение:, Т* - линейная ихм-
бинация алементов ив указанных пространств, & означает 
вложение первого пространства во второе» Ив втой схемы 
легко вытекают бяедующие с в о й с т в а : ддя црожа вольных иг, 
Ч $Ц ввЛ > где Л есть а.в) при утоов.« А^#У/У, 



^1 9^2 некоторые положительные конотан 'Ш. 
Аналогичный образом можно описать схему действия о п е р а -

як(р) -^н"(р)^й1(р)^^ 
и вытекающие из неё с в о й с т в а : для любых иг* 9 иг^ 9 и$ иа М 

1г«г1г я: я* ^ . ,9 *, 

/ ' • А » А " положительные константы. При выводе неравенств 
( 2 . 5 ) использованы с в о й с т в а (2*4) оператора @ . Обозначим 
^ " ^ А ^ Л ^ ^ ^ ^ ^ Л ( обитаем, ч т о # > 4 . т о г д а 
из ( 2 . 5 ) с л е д у е т , ч т о для произвольных и/ , *4 9<4 не Н 

т . е . описанный здесь оператор Р обладает свойствами , д о ­
статочными для применения схемы п . 1 . Из теоремы I и р а с с у ­
ждении относительно с л е д у е т такое утверждение. 

Теорема 2 . Для любых У*Н'(Р), У*Н*1Р) а /*С(0ШГ>Я'/Р)) 
задача (2.1) , ( 2 . 2 ) на некотором промежутке Г^Г] имеет е д и н ­
ственное решение ШЩСМШ^ЧШНР))гФ(^С(ОТ\Н'(Р)и 

Заметим, что теорема I не с л е д у е т из теоремы Х.72 [ 4 ] , 
т . к . накладывает меньше ограничений на нелинейный оператор 
Р Это стало возможным благодаря предположению о б о г р а ­
ниченности оператора А'1. Для случая нелинейных колебаний 
цилиндрических оболочек условия упомянутой теоремы Х . 7 2 
не выполняются. 
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Топологические пространства и их отображениЯг РигаД-^Ы. 

УДК 513.ВВ. 

УСТОЙЧИВОСТЬ СПЕКТРАЛЬНЫХ СВОЙСТВ ПУЧКА А-яВ 
ПРИ СЕКВЕНЦИАЛЬНО-КОМПАКТНОЙ АППРОКСИМАЦИИ 

В. И.Лабеев 
ЛГУ им.П.Стучки 

В предлагаемой с т а т ь е рассматриваются спектральные с в о й ­
ства пучка линейных отображений А и исоледуетоя у с т о й ­
чивость этг овойств при секвенциально-компактной аппроксима­
ции. Полученные результаты являютоя обобщением аналогичных 
теорем, докаэанных автором для олучая, когда & (си.[АЗ, 

Пуоть X и V - банаховы пространства над полемК 
Через 1.С (Х_,У /) л\-СС С^У) будем обозначать пространства 
всех линейных нелрерывных и линейных компактных отображений^ 
в У , а через (.С&^ВГЛ)*X^ У) - множество воех замкнутых 
линейных отображений с ^СА)<=Х и К(А) с у Резольвент ­
ным множеством пучка А - ЛВ> линейных отображений А и - в 
нааываетоя множеотво воех таких Я €. К , что А-7\6> являет -
оя биекцией ВСЛ) наУДЙСЛ^с ВСЗ) и 0С/\3 = X), при-
чем (Л-31 В}""'* ^С(У^ В(А)) . Резольвентное множество А о т ­
носительно В будем обозначать через Яел (А) Ю, а множест­
в о , дополнительное к Йл*(.А1 Ю в поле К у ~ через 
&(А'В; и называть опектром. В С^З указано , что 8(^В) 

являетоя замкнутым (не обязательно ограниченным даже для 
А, 6> € 1(? ( X, У) ^множеством, а &л (А) В) - открытым, 
причем резольвента С А-ЗВ>)~1 = Оял ( Я ) является аналитиче­
ской функцией аргумента 7\ на множеотве Й*л (А; в ) . 

Покажем теперь компактность мнояеотва $(А; 9 ^ если 

Таореча I . П у о т ь ^ « С X , У,) и в и М . в ) * / < 
Тогда. 'I . отображение в являетоя Фредгояьиовыи; 

2 . 6 (А] в ) - компактное множество, состоящее не б о ­
лее чем из счетного множества ч и с е л , каждое из которых ( за 



возможным исключением пуля) является изолированным собствен­

ным числом конечной корневой кратности; . 

4. если с/<_,л. X — то Р € .5 ? 

5. если х*\,(А~2вд = {о"} то 2 & /2,^ ( А ) 6 , ) . 

Доказательство. Пусть 71 ь ^ СА;Ю ( ш ограничимся 

рассмотрением бесконечномерного пространства X" , и поэтому 

X ^ .О (в противном олучае получаем, ччоА&'&ът{ХУУ)Ц:<(1/11*1АУ. 

где / 4 - . \ В с Т.*>о/п Сх_,У) Из последнего оледует фредголь-
мовость 6 

Далее, пусть 7» Ф О, 

т о г д а с « : и е с ( х ; г ; . О е Т - э о т Д ' х у г ; и / 4 - з в = - ^ ч с - р ] 
Рассмотрим теперь суперпозицию 

о - 1 М - а а ) = 4 х Г о ' с - I I . 
В силу соотношений _ _ -< , л , .. _л 

заключаем, что к*™ 1 А ~ Д) < + < » ; И если 

к г ^ ( Л - Д В ) = { о ] т о / 4 - 3 \ 6 е 1 ^ » у , С ХУУ) т . е . 

п Ь . (А; в). 
Аналогично устанавливаются равенства К ^ А - З ' З ) ^ ^ ( А - Я в З 

и 1Л\Л (Л-МЪ) =0. 
Далее, для всех Л е К ' Ч ь } ; А + " ^ о 

Поэтому д . а я. . ^ 2 о и о 1 А - -^Цг Г 3 -
В силу общей теории линейных компактных отображений спектр 

0'^А€.\^С(.X^X) является не более чем счетным ••^ыпактным 

множеством, каждая точка которого,з& возможным исключением нуля, 

изолирована и являетоя собственным числом отображения ЕГ'А 

конечной корневой кратно"ти. Таким образом, нам осталось пока­

зать ограниченность множества $ ( А / о ) Пусть - ^ . ^ 

Так как ? может быть либо регулярным числом, либо изолирован­

ным собственным числом отображения 0~М , то 

Эь>о V?; о<№-<1<8 о'А-#1€1зогп(Х,х). 
Стсюда, реиая неравенство о<1-^г < & , получаем, 



что при всех й , удовлетворяющих неравенству / > - Я е ' > ' - ^ ^ , 
отображение Л-ЗВ аг З в ^ ? р (о~/4 - ^ - ^ Х ] я в л я е т о я 1 з о г г 1 

Замечание. Н е о г р а н и ч е н н о с т ь ^ в ) для отображений 
А 8 ^ ^-С(€д У 3 • заданных формулами 

Л = 1 . В - е г „ . г д е ( е а ) - с т а н ­

дартный базис в , показывает, что 5 ( А) В ) не являет ­
ся ограниченным, если / ) й 1С (Л У) а 

Определение. Пусть А)А*.6- I- ( Будем г о в о ­
рить, что последовательность линейных отображений ( Ап, ) с е к ­
венциально-компактно аппроксимирует линейное отображение А 
золи 

а ) для любого вектора ос 6 Л 
б) для любой ограниченной последовательности векторов 

Со^) с Х последовательность векторов {Ацр&ъ- А'Хп,) 

относительно компактна в V В этой ситуации будем писать , 
ч т о / и ^ ^ А с и ^ у ; . 

В доказана следующая 
Теорема 2 . Если то сущест ­

вует такое число г и 0 б /У , что для всех гъ ^ -п^ , 
А ^ б 1 5 о « , Г х , У З ; / / А Г К < с ^ о > ^ л ^ ^ ^ / Г ^ у , * ) 

Теорема 3 . Пуоть / } и о - к . в . у А и б ^ с - к - а , > в Тогда для 
любого компактного множеотва М с ^лМу 'фзущеотвует такое 
число До 6 Ы , что для в с е х -5- По 

I . м с / З ^ С / 4 п ; 8 п ^ ' 

Доказательство . Предположим, что утверждение I неверно. 
Тогда, переходя в случае необходимости к подпоследовательности, 
можно построить такую последовательность чисел ( ^ О с М . ч т о 

В ,оилу компактнооти М существуют такая подпооледователь-
нооть С ^ л . * } и такое число Я е е М , 4 1 0 ^ ^ и З и * = 3 » . 
В силу свойотв секвенциально-компактной аппроксимации СДЗ 



В оилу теоремы 2 для воех доотаточно больших ъ й 

что противоречит предполояению 3 ^ 6 5 ( / 1 л к < 6 ^ ) , 
Аналогично доказывается утверждение 2, а опразедливооть 

утверждения 3 получается из утверждения I и теоремы 2. 

Следствие. Уели С^п) С К - такая последовательность 
чисел , что при в с е х г\, то мно­
жество всех предельных т о ; последовательности С"^«0 с о д е р ­
жится в 6' ( / 4 . 6 . ) 

Теорема 4. Число ЗъЪ&ад САЮ) в том и только в том 
случае , к о г д а при всех достаточно больших 3;,С-

существует таксе число с > о I что |МК-А6„Н^ С . 
Данная теорема является чаотным случаем теоремы 17 из С23. 
Пусть М компактное подьшожество б^М, ' *?^ ('Х} 

б а н а х о в о . т р е п е т н о всех непрерывных функций 2 И •—=»Л 
нормой _ ^ М ^ / / Н С ^ 1 / 

Определим линейное отображение К/^СЛ' л 1 ** ^ М 1 ^ 
едующи;.- >рззом: 

е е , в силу теоремы 3 длн в с е х достаточно больших *г/б)У 
.яредолим последовательность отображений 

/ ? м ( 4 ~ ) ; X ' — > с м г х ; 
с л е д у й ^ ^ з ^ - Ь ^ . 

Чсказятельство этой теоремы опирается на тождество 

аведлиьое для ;пбых " З ^ ^ ^ Е м ( А - ' 13.) и аналогично 
" К а э а т е л ь с т ь у теоремы 15 и з С З Л . 

П^'сть 7\ с 0 -изолированное собственное значение отображе­
ния А относительно отображония в Тогда существует такое 
ЧИСЛО (Г > О , ЧТО • »л г п 

Пусть А ^ ^ ^ А и в^ С - К - а -|> в , А в е ^ С ^ . Тогда в 
силу теоремы 3 существует такое число Л-о & Л'» что для в с з х м * « о 

Рассмотрим линейное непрерывное отображение 



р ( А х ч 1 _ ^ (А-*в)Ъо1л Х>-*Х 
1 последовательность линейных непрорывных отображений 

определение которых корректно при в с е х П. & 1с 
Совершенно аналогично можно определить последовательнос ­

ти линейных непрерывных отображений 

а также линейные непрерывные отображения 

Тогда справедлива оледующая теорема. . , . 
Таооема б. Р „ Г А „ ; ^ с - к - а - > Р < * < Я > ^ Х ) < 

П У (А „ : Л,) с - " - а - > Т(А;Х)ЫС (У: У). 

Доказательотво этой теоремы аналогично доказательству 
подобного соотношения при в * = 1 ( Г З Ц , теорема 2.8 ). 

В доказано , что Р , X ; Р„, "Т^, пвляютоя п р о ­
екторами в X и У с о о т в е т с т в е н н о . Причем Р проектирует 

на корневое подпространство , соответствующее с о б с т в е н н о ­
му числу 'А,, • а - на линейную оболочку корневых подпро­
с т р а н с т в , соответствующую всем собственным числам 

В С 2 7 доказана оледующая теорема : если последовательность 
линейных непрерывных проекторов ^Ьл' X >~* X оекввнциально 
компактно аппроксимирует линейное непрерывное отображение 

/ и € I С С X , X) , то 
1. Д / - линейный непрерывный проектор ; 
2. еоли с / с ' л и д Х < : + < » , то существует такое число 

«в 6 /V * что для воех гг^п*. с^*иД-„ Х»«Л'#»»у1 У; 



3. если для некоторой подпоследовательности С/^п^ 
последовательности проекторов С/\) е/лггьДцХ ^у-оо^ 
то сСст, Д X < : о о , 

Тогда из приведенной теоремы и из теоремы б следует с п р а ­
ведливость следующего утверждения. 

Теорема 7 . Пусть 5 М > 13)НоЛ - изолированное 
собственное число . Тогда 

1. существует такая последовательность чисел Д п
6 364^'вд) 

, что ^ л ^ , = \ ! 

2 . если корневая кратность с обственного чиола Д 0 к о н е ч ­
на, го для в с е х достаточно больших и - € /V корневая кратность 
собственных чисел - Л ^ , конечна\ 

3. если корневая кратность ооботвенного числа равна 
4 , то в 6 С О Для в^ех достаточно больших и^е/У с у ­
ществует единственное собственное число Я ц , отображения 

/\ относительно & , ь единичной кратности и й г п ^ - ^ Я , 

Как следствие теоремы I и теоремы 7 получаем справедли­
в о с т ь следующей теоремы. 

Теорема 8. Пусть А н ° - 1 С ' а - К), Д > ° - к - а 1 в > 

в € 1С( X , Г , ) Т о г Д а Д л я любого числа Х е 5 ^ Н ) ^ а } 
существует такая последовательность чисел Д к е § ^ влД» 

ствснны'ми числами конечной корневой кратности. Если корневая 
кратность р \ с е с т ь единица, то для воеХ достаточно больших 
Г ь ^ / У корневая кратнооть ^ 0 е с т ь - / и выбор чиола 

однозначен. 
Отметим также, ч т о , используя переход к норме Б .Секке -

йальви-Надя . 

можно доказать аналогичные теоремам 3 , 5 , 6 утверждения для 
случая линейных замкнутых отображений А , А*, таких, что 

& (А) — & 6 4 г ъ ) « линейных непрерывных отображений 
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УСТОЙЧИВОСТЬ РЕ1УЛЯРИ5УЕМ0СТИ ОБРАТНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ 
ПРИ СВ;КВВ1НЦИАЛЬНО-КОМПАНТНОЙ АППРОКСИМАЦИИ 

В.С.Левченков 

ЛГУ иы.П.Стучки 

В работе [ г ] доказано необходимое и достаточное у с ­
ловие регуляриэуеиости по Тихонову отображений! обратных к 
линейным непрерывный отображениям в терминах х а р а к т е р и с ­
тики подпространства [ I , т е о р е м а 4 ] . В данной работе и с ­
пользуется э т о условие для докааательотва устойчивости 
регуляризуемости по Тихонову отображений, с е к в е н ц и а л ь н о -
компактно аппроксимирующих линейное непрерывное о т о б р а ж е ­
ние. 

Определение I , Пусть $ : ( Х , И ^ * - * ( Х и ^ - линейное н е -
прерывное биективное отображение нормированного в е к т р р н о -
но пространства ( Х , Ч ^х) в нормированное векторное п р о ­
странство (У,||-\1у). Нормой Б.Секефальви-Надя в пространстве 
(У,Н 11^,определяемой линейным отображением 5 11у/^(Хи*1Ц 
называется функция I I У»--* (К .определяемая равенством 
1 > \ = II 1 

Замечание I . Если{X,№11,)- полное нормированное в е м т о р -
ное п р о с т р а н с т в о , т о ( У | | } - также полное нормированное в е к ­
торное п р о с т р а н с т в о . 

Пусть(#п}- произвольная последовательность Коши на 
пространства ( У , I I Так как д л я . з с е х натуральных чисел 
п. и ^ с п р а в е д л и в о неравенство 11/"^^ - / " ^ ^ ^ ^ к ' ^ г п ! , 



ю ( 5 являвхоя последовательностью Кош в п р о с т р а н с ­
тве (Х ,|| Н * ) « а следовательно ; найдетоя таной вектор 

Так как ^ - непрерывное отображение, т о «>п 115^5 

и,следовательно , в оилу биективнооти о т о б р а ж е н и я ^ / ? * ^ » - * * ' 
т . е . элемент 5 ^ квляетоя пределом последовательности К о -
ши в проотрвнотвв ( У , 1 0 . Таким образом ( У , | I ) - пол -
нов проотранотво . 

Замечание 2* Мнейное отображение 5" 1 (У ;11) »• И х 

непрерывно. Действительно, для каждого вектора ^ € V 
справедливо неравенство И 5" 12> " д * 

Теорема I . Еоли 5 I (Х <И |0-»(У, | , 'М - линейное непре ­
рывное биективное отображение нормированного векторного 
пространотва (Х;11 и*) на нормированное векторное п р о с т р а н с т ­
во (У,1Ы1у),то отображение 5 : ( X 1 1 ' ) '—* С V , I \ ) 
е сть изоморфизм в категории топологических векторных 
пространств 

Доказательство.Ввиду замечания 2 ооталооь проверить 
непрерывность отображения 5 при наделенииТновой нормой 

I I Но вТо немедленно вытекает иэ неравенства ! 
|5х| = ц х ц , + И5*Пу * Их1|ж+«5ШЦх =С1 +1*11)11*11 * , 
справедливого для-любого х*Х. 

Определение 2. Будем г о в о р и т ь , что последовательность 
'линейных непрерывных отображений 5ц ( Х Д Н * ) М 

секвенциально компактно аппроксимирует линейное непрерыв­
ное отображение 5 I ( Х , И * ) * * ( V И-Иу)» в о л и 

1)для любого вектора з с с Х "&>п = 5-* * проотранот-
Вв (Х"11у){ 
2)для любой огрвниченноТгооледовательнооти векторов ( * ч ) 
•а проотранотва ( , Х , И * ) пооледовательнооть векторов (5*,*».-
- $хп ) относительно компактна в пространстве ( У д и * ) . 

В атоМ ситуации кратно будем пиоать 

[2 ,определение. . В -]. 
Теорема 2. Пусть 5 : (\*п»)*—(Хп'Н - линейное непре­

рывное биективное отображение и 5* : (Х,*М'-*'(\| 0̂ - по-
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следовательность линейных непрерывных отображений. Боли 

то ^ ^ $ с 1 С ( и , И « О , О Г А М -
Доказательство .Для нвндого вектора е/С справедливо 

неравенство || - Ц у =5 Н V 1 (К* - Ш и * - = 
и , с л е д о в а т е л ь н о , &п I ^ к э с - 5 * IIу =0 
Аналогично для ограниченной пооледовательности ( 2 * ) ив 
пространства ) ( доказывается относительная коипактнооть 
последовательности ( $п т „ - 5**) в проотранотве ( У,11 Н у ) , 
так как \| I! г * | I 

Замечание I . Если 5"! (Х.П 1Ь) •-*( V,IIII») - иэоморфиам в к а ­
тегории топологических векторных проотранств , то с п р а в е д ­
ливо также и обратное утверждение, т . е . если г — 5 е 

1С((Х,»«*), (У, и-ИуДто 5с|.С(ГЛ,11МДУ>1 О/ 
Действительно, так как отображение (Xи Х , »Ц 
линейно и непрерывно, то справедливо оледующее н е р а в е н с т ­
в о : | 5и* - **1 = И^- 1 Г^ Э 1 -^11х+ Н к = с - * * И у 5 

И 41II 5 . x + И** - 5 * И У = С Н - ' Н + О Н ь ' - ^ г 

Замечание 2 . Еоли ( / И ' ' " * ) и (У,1И1у) - полные норми­
рованные векторные пространства , в частности конечномер­
ные, то по теореме Банаха отображение X" 5 ( ^"Иу) '^* ( X 
непрерывно, и замечание I цриг/ениг.'.о к теореме 2 . 

Теорема 3. Пусть (Х,й Н»)|( V,И Ну) - нормированные 
векторные пространства , причем (Х,Н-И*) - полное , и^: [Х^Н*1* 
-'-(X11 "О - линейное непрерывное биективное отображение. 

Если 5„2 (Х,ч п^^(Хн"0 - последовательность линейных н е п р е ­
рывных отображений такая , что 5 - * ^ ^ $ € ЬСГСД н̂̂ ЛГ'С' 
то существует такое натуральное число л . ^ ^ , ч«-о''для в с е х 
иг"» 5 ь: (Х,11 -и^»-*(У,й Н - линейное непрерывное биективное 
отображение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы I о т о б р а ж е н и е ( Х ; ! Я * ) -
->(У) О - изоморфизм. В силу Г 2 ,теорема 26] д л я . в с е х 
п г п. отображения 5* (Х,П-И#)-»(\\ I ) - и з о м о р ф и з м ы . Но 

биективность отображения ^ п н е зависит от выбора нормы п р о ­
странства У . 



Отображение существующее для П»»у в оиху 
теоремы 3, будет регуляривуеиым во Тихонову тогда и т о л ь -

Теорема 4 , Пусть 5": (X , " " " ОУдн^ - линейное н е п р е ­
рывное биективное отображение сепарабельного или рефлек­
сивного банахова пространства (Х,1И1х) в нормированное 
векторное пространство ( У д Н у ) и ^ : ( Х , Н Ц ( Х 1 1 1 1 ) - п о ­
следовательность линейных непрерывных отображений такая , 
ч т о выполнены у с л о в и я : 
1 ) ^ г - ^ $ е ь с ( ( Х , н » ) , а 1 
2) любая ограниченная последовательность векторов ( а : ^ ) 
из пространства («Х.»" с относительно компактной п о с л е ­
довательностью образов ( б " * 3 ^ ) в пространстве ( У , П о я в ­
ляется относительно компактной последовательностью в п р о -
странст 1е (Х,И М ( в более общей форме условие р е г у л я р ­
ности последовательности ( 5 к. ) сформулировано в работе 
Гз , определение 21 . Если отображение *Г:(\\\Н~-*0(^Цръ-
гуляриэуемо по Тихонову , т о существует натуральное число 
и , с № такое , что для каждого натурального числа и^п„ 
(^1-н^«-»(Х >!1 и*) регуляризуеыое по Тихонову отображение. 

Доказательство^ Векторное подпространство М с ^ , в с ю ­
ду плотное в слабой топологии0~( X ' / ^ н а з ы в а е т с я подпро ­
странством о нулевой характеристикой, если норма 

не эквивалентна исходной норме проотранотва I В п р о ­
тивном случае г о в о р я т , что характеристика подпространства 
М отлична от нуля . Пусть - топологически сопряжен­

н о е с проотранотвом Х > • 1 _ , Д в X* - п р о с т р а н с т в о X с н о ­
вой нормой (/У!^ хТ/у В случав сепарабельного бана­
хова чроотранотва X по теореме 4 ив работы ^ 1 3 отображение 
^'1 (У^.Цу)~^[Х^ . ^ р е г у л я р и э у е м о по Тихонову тогда и т о л ь ­
ко тогда ,когда ' характеристика пространства X не равна нулю. 

т' 

Но это условие эквивалентно ограниченности по норме п р о с т ­
ранства (Х ,Ид) еамыкания единичного шара •$* в олабрй т о ­
кологии б~( Х,Хя ) , т , е , ограниченности ЗГ <гс*'а1' в 
( Х1""х)И10боэначим черев X топологичеоки сопряженное 
цространство о проохрвнотвоыХ**, гдвХо* пространство А в 
вовой нормой , „ л 



ко т о г д а , когда характеристика проотранотве/Л.^де равна н у ­
лю, что эквивалентно ограниченности ,$ ег(х>^^1 в ( 'Х,"' ! 
Покажем, что для вйех п ъп< с г (Х,Хыл) = ^(Х,Х1) 
Для э т о г о достаточно показать эквивалентность норм Ц •( *.„ 
и II II» для воех п>,г\ь Докажем, что существуют натуральное 
число п4й; М и постоянные числа С< > О и Сг* Э т а к и е , ч т о 
для в с е х хе X и для в с е х п г- п1 справедливы неравенства 

с 1 п н и ^ 1и Инг» * с 4 н зек* 
т . е . С, « $ * Н у $ И$и*11у * С а Н-^Иу 

Предположим противное, т . е . пусть для каждого к е |\ч 
существует вектор х к еХи существует ном^р пк ь к такие , 
что II $ и ь з г « йу > к к 5зг к Ну ( I ) 
или || $„„ а„ |у < ^ - Щ а с ^ Н у ( 2 ) 
т . е . при = ^ 
( о с к + О^х ,иначе возникает пооткво"я*гие О>0) 

и л и ( ^ к е Ш ) 1 Н к . * : И у < ^ И-Г^.Ич.^) 
Из неравенства ( 3 ) следует , что II Ну * II ̂ « „ ^ . Г II 

Так как г ^ 5 е IС (( X, И-Н х ) , ( V, I' I ) ) , 
то по теореме 2 * и ^ * е 1С (( X, И-И * ) , (V, II М . ) 
и с л е д о в а т е л ь н о , существует такое О О ^ ч т о для в с е х 1 * п . 
1 » Я ^ С С 5- теорема 3 } . 
тогда «$=с , г 1 1у< ^ л ^ ь . ^ и . у * ^ 11*0111 « . п и * т г г г и 0 

Так как г ^ - ^ ( Г Х , « ч ) > , 
то ( К , * * - - относительно компактная последовательность 
в ( У ^ / К у ) . Из сходимости пооледовательности 5 3 * - " О б с л е ­
д у е т , что (5*,̂ *) - относительно компактная п о с л е д о в а т е л ь - ° 
ность в пространстве ( У,и-Ну)» Таким образом, в силу у с л о ­
вия 2) теоремы следует существование подпоследовательности 
( ) , которая сходится к некоторой точке эс<?Х Тогда з си­

лу непрерывности нормы Н Х ^ - * Н *Д И , с л е д о в а т е л ь н о , 0 X 7 ^ / . ' 
Т . к . ^ - непрерывное отображение, т о . - » • 5 * , с л е д о в а т е л ь ­
но , $* = 0. Так как 5 - ..гаекция, т о х = о , т . е . И ^ и х = 0 
Из полученного противоречия вытекает , что неравенство ( I ) 
ложно. Теперь докажем, что неравенство (4-) и , с л е д о в а т е л ь ­
н о , ( 2 ) также ложно. Действительно, из неравенства ( 4 ) с л е ­
д у е т , что ^ э с * - « - о * . Так как сходящаяся последовательность 

относительно компактна, т о в силу условия 2 ) теоремы 



существует п о д п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ^ " ] к о т о р а я сходится к 
некоторой точке Так как $ * г , 5 е ^ С ^ А ^ Ы Л ' 1 

и X , " —=> ос , т о 5 » ^ . Эс*° — * =0 [ 2 , теорема 15]и, 
с л е д о в а т е л ь н о , * - О , Но э т о противоречит тому , что 
Следовательно, ложно и неравенство ( 2 ) . 

В олучае рефлексивного банахова пространства ( / , 11 II*) 
применима теорема 3 иа данной работы и теорема б ив 1 
Теорема доказана . 

Следствие,Пусть ^ I ( ^ И ^ " ^ ( У Ш - линейное непрерыв­
ное биективное отображение сепарабельного или рефлексив­
ного банахова пространства (Х,|Ц} в банахово пространство 
{ У II IIу ) и ^и?(Х,«-11^)»-»(У||-нО - последовательность линей­
ных непрерывных отображений т а к а я , что выполнены условия : 
I ) 5 к * ^ ^ $ € 1С((ХЛП*),(У,\\^)); 
2)любая ограниченна'я последовательность векторов ( 3 ^ ) 
из пространства (Х,1"х) о относительно компактной п о с л е д о ­
вательностью образоъ в пространстве ( У,»-Иу) я в ­
ляется относительно компактной последовательностью в п р о ­
странстве (Х,11И0. Еоли отображение (У,\| |^1-+(Х,Н Н>) р е -
гуляризуемо по Тихонову, то гсуществует натуральное число 

т а к о е , что для каждого натурального числа пг-Но 
^(ХипО^СХ/н^ регуляриауемое по Тихонову отображение. 

Доказательство .В силу замечания 2 к теореме 2 приме­
нима теорема 4 . 
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ОТКРЫТО-КОМПАКТНАЯ топология 
В ПРХТРАНСТВАХ ОТОЕРАЖНИЙ 

А.Я.Ливчак 
ЛГУ им. П.Отучки 

В с т а т ь е определяется и научается топология на простран ­
стве отображений, двойственная в некотором смысле хорошо и з -
Евотной компактно открытой топологии . 

Пусть X и У - топологичеокие пространства , Г н е к о т о ­
рое оемейот"'0 непрерывных отображений К в У Каждому откры­
тому множеству (Л в X и каждому компактному множеству К в V 
сопоставим множество \Й (̂ЦЭЮ в Р определенное равенством 

Теорема 1, ^ 
Условия. Хотя бы одно из пространств X или ,/ локально 

компактно. . 
Утверждение. Семейство^ всевозможных множеств вида У^и^К) 

образует предбаау некоторой топологии на Г 
Замечание. Здеоь и в дальнейшем рассматриваемые п р о с т р а н ­

с т в а , вообще г о в о р я , не удовлетворяют никаким аксиомам о т д е л и ­
мости. 

Доказательство , Покажем, ч т о Р является объединением 
воех \Х/(и,К) , тогда теорема будет доказана. Пусть У - л о ­
кально-компактное п р о с т р а н с т в о . Возьмом^вГ , *«Х . Сущест­
вует открытая окрестность ТГ .точки + ( » ) , замыкание К к о т о ­
рой компактно. Так как отображение } непрерывно, то 11 = 5(17) -
открытая окреотнооть точки * Так как ^(и)»1Г сК то 
$*\М(и,К) Следовательно , ^^^/СЫ,К) 

Пусть теперь X - лонально-компакт^^е пространство . 
Возьмем , Х«Х Существует открытая окрестность И 
точки У , такая, ч т о множество М компактно в X - Так как 

^ непрерывно., то множество К * ^ ( 0 ) .компактно в У Т а ­
ким образом, ^ у / ( Ы , К ) Теорема доказана. 

Топологию, порожденную оемейством множеств вида 
в Г , назовем открыто-компактной топологией , будем 
обозначать ее ТГ 



Пусть С - семейство всех непрерывных отображений X в ^ 
с заданной на нем топологией Т Заметим, ч т о Т" индуцирует 
открыто-компактную топологию на любом подсемействе Г с С 

Теорена 2 . 
Условия. У - яьусдор^ово локально-компактное п р о с т р а н ­

ство . 
Утверждение. Пространство ( С / О х а у с д о р г о в о . 
Д о к а з а т е л ь с т в о , Пусть $ 4 / ^ * С > ^ 1 ^ ^ Тогда 

существует такая точка Ж * У , что 1* ^ ( Х ) Следова­
тельно,, существуют Непересекающиеся окрестности 1 ^ и т о ­
чек $ 4 О 0 и 7^01) с о о т в е т с т в е н н о . По теореме 5 .17 из С 1, 
с . 198 ] с\м<ествуют компактные окрестности и ^ точек 
^(х) и ^0<) такие, ч т о , К 4 < с ЛГ% ТЪк как о т о б р а ­
жения ^ , ^ непрерывны на X то 1 4 4 » ^ ( 3 * Л К^) и 
11!= К" х) , РДе К означает внутренность К* 
тп- ' .^тся открытыми окрестноетями точки * Таким образом, 

. ^ ^ ^ ( « Ж . ^ " -'РИ этом 

Теорема 3 . 
Услопия. X регулярное локально-компактное п р о с т р а н с т -
^ таусдоррово пространство» 
Утверждение. Пространство ( С / С ) кауеа?ор|ово. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^ , ^ € 0 • чУ~ 

отнует точка х « Х ' т а к а я , ЧТО В о з ь -
•м открытыг непересекающиеся окр@.СТН1>етй ^ й Точек 

у^*) и | ( * ) с о о т в е т с т в е н н о . Ш * отображений ^ и ^ 
янн, то / 4 и ^ ( 1 ^ ) - 9*КрНтн* окрестное?» т№4-

X По условию существуют открытке окрестности и 
_ Л , замыкания которых ко*ШКтШ» й ^ « 

Множества К 4 * Ф^СУ Н К 4 а К(4Г,> 
мпактны в V и К ^ К ^ в ф , Таким образом, Г 

^ € \к/(иг1Хх) и при ЭТОЙ 
Следующий пример показывает» что требование : жальной 

-•^•/.пачтности либо пространств* Ч( # Либо пространства У 
;улостпенно для задания открнто-КРМЙ&КтНой топологии на с е ­
мействе непрерывных отображений X В ^ 

Пример 1. 
Пусть - пространство рациональных чисел* Поскольку 



- ьа -

ш одна окрестность в О, не имеет ко:лпактного з а и к а н и я , 
го С1 не является-локально-компактным. Рассмотрим тождест ­
венное отображение 1 ! О - * О. Так как ] переводит 
открытые множества в открытые, а ни одно открытое в С( м н о ­
жество не содержится в компактном, то не существует множества 
вида \ИУ(и,К) , содержащего 1 Таким образом, ни на 
одном семействе отображений Р пространства О, в с е б я , с о ­
держащем 1 нельзя задать открыто компактную топологию. 

Напомним, что топология на семействе Р отображений X* 
V н зывается совместно непрерывной, если отображение 

Р ' Р * Х - * " У , задаваемое равенством Р ( ^ ) = н е п р е ­
рывно [ 1 , с . 294 ] Топология на Р называется компактно-
открытой, еоли ее предбаэой является семейство всевозможных 
множеств вида , где К т компактное множество в 
У , а 11 - открытое множество в У [ 1 , с . 292 ] 

Теорема 4 . 
Условия. Либо X либо ^/ - регулярное локально-компакт­

ное п р о с т р а н с т в о . 
Утверждение. Открыто-компактная топология на С с о в м е с т ­

но непрерывна. 
Доказательство . В этой и следующих теоремах д о к а з а т е л ь с т ­

во будем проводить только для случая локальной компактности п р о ­
странства У , оставив д о к а з а т е л ь с т в о второго случая читателю. 

Пусть А « Х , 5 ' С Возьмем открытую окрестность 
точки {(я) Существует^открытая окрестность ^ точки 
^ С ^ ) _ такая , ч т о К**Л/1 компактное множество и К с 1 7 « 

Так как отображение | непрерывно, то 11= $ ( ^ 1 ) - откры-
тая^окрестность точки * . Тогда 5«\Х/(И,К), и так как 
Р (\1^(и,К) / И ) в К с -ЯГ , то Р непрерывно, а следовательно, Т 
совместно непрерывна на С . 

Так как по Теореме 7 . 3 из Г 1 , с . 294 ] любая совместно 
непрерывная топология на С мажорирует компактно открытую 
топологию (Г на С , а по теореме 7 .4 в [ 1 , с . 292 3 С 
мажорирует топологию поточечной сходимости о на С то 
в предположениях теоремы 4 Д с (Г с *Х 

Лемма. 
Условия. Либо )С - регулярное локально-компактное п р о ­

с т р а н с т в о , либо У - локально-компактное п . о с т р ч н с т в о ; У -



хаусдорфово п р о с т р а н с т в о ; Р - некоторое подсемейство о е -
мейотва С ., компактное отнооительно Т" 

Утверждение, \ув = С = Т на Р . 
Доказательство . Пространство <Г,^) хаусдорфово как п о д ­

пространстве^ V я ~ Так как Р компактно относительно Т и 
у^в^Г , т о у * = Т С 2 , 3 . 8 , с т р . 7 4 ) Из т о г о ч т о 
^ З с С Г с Т , с л е д у е т , что А^С»х. 

Теорема 5 , 
Условия. Либо К - регулярное локально-компактное п р о с т ­

ранство , либо V - локально-компактное п р о с т р а н с т в о ; V - хауо 
дор^ово п р о с т р а н с т в о ; Р - некоторое подсемейство семейства 

С . 
Утверждение. Для т о г о , чтобы семейство Р было компакт­

ным относительно Т , необходимо и д о с т а т о ч н о , чтобы выполня­
лись следующие три требования! 

( 1 ) Р Х - замннуто в С \ , , 
(2) замыкание множества Р(*> * [ у | цеУ, Э ^ * " Р : ^ в 

компактно для каждой точки Х « X } х 

(3) топология ^9 на у5 -замыкании множеотва Р в У 
совместно непрерывна и совпадает о Т 

Доказательство , Необходимость. Коли Р компактно Е С 
относительно Т т о согласно лемме. Т « р на Р Ив 
теоремы 7 .1 в С 1 , с . 2871 следует (2) и т о , ч т о Р у З - з а м -
снуто в V х По теореме 2 пространство ( С,Т> хаусдорфово , 
ледоьательно, Р Т -замкнуто в С Из того , что Т-^ 

Г и Р у§ - в м к н у т о в V 1" следует ( 3 ) . 
Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть выполняются требования ( 1 ) , ( ? ) и 
Обозначим ч е р е з Р у8-замыкание множества Р' в V* 

;:абование (2) о значает , что Р1с») компактно для каждой 
чки Х « X Так как ?* -замкнутое аодмножеотво у З -

-омпактного множеотва П [ Ры> X $ I То Р ^ - к о м ­
пактно. В силу (3 ) ]Ь совмеотно непрерывна на Р . С л е д о ­
вательно, каждое отображение с е м е й о т т Ф непрерывно, т о 
зсть ? * « С . Тогда утверждение о том , ч т о Т»*ув на Р , 
имеет смысл. Из (1 ) следует , ч т о _Р Т - в а т ш у т о в Р' ^ а , 
оледовательно, у * - з а м к н у т о в - г Значит, Р ^ р ^ и ^ м н о ­
жество Р Т -компактно . 

| Следующий пример .показывает, ч т о на семействе Р о в а -



данной на нем открыто-компактной топологией нельзя задать 
структуру топологического векторного п о о с т р а н о т в а . 

Пример 2 . 
Пусть У - векторное ПБОстранство над полем К. (или 

С )с заданной на нем т о п о л о г и е й ; Р - некоторое подсемей­
ство семейства С являющееся четриоиальным векторнкм п р о ­
странством с заданной на нем от^окто-^омпактной топологией . 
Так как Р -векторное т о с т о а н с т в о , т о функция при­
надлежит Р Возьмем и»Х К » { в ] , тогда 
Щи,*)=[$\. .'.'.ножество ^ ( ^ К ) е с т ь окрестность нуля в Р ,но 
не является поглощающим множеством, а следовательно , Г не я в ­
ляется топологическим векторным пространством, каковы бы ни 
были топологии на X и V 

Гесоема б , 
Условия. Либо , К - регулярное локально-компактное п р о ­

с т р а н с т в о , либо V - локально-компактное пространство ; V 
хаусдортово п р о с т р а н с т в о . 

Утверждение. Множества \ХДМ,кС) открыто-замкнуты в 
(С /Г) 

Доказательство . Возьмем ка^ое-либо множество \Х /(М,К). 
Пусть $€С\^(1>1 , Ю • ? т с оаначает , что существует точка 

и такая , что $<*>€*\К . По условию у 
хаусдортово п р о с т р а н с т в о , следовательно , К замкнуто. Так 
как является окрестностью точки , т о с у щ е с т ­
вует компактное множество К 4 * ^ У т а к о е , что К ^ с ^ Х К 

. Поскольку ^ непрерывно, то множество 
является открытой окрестностью точки * 

Таким образом, мы имеем ^ ^ ( % ^ ) и М С ^ К ^ (] 
П\( / (Ы ,Ю=0« Следовательно, К) замкнуто в С 

В предположениях теоремы 5 мы имеем \(МК,К) в ЧДИ,К) 
т.е. предбаза , а-следовате^ьно, и бава открыто-компактной т'о-
пологии -на С образована ,открыто-вамкнутыми множествами. Та­
ким образом, С является нульмерным (в смысле « и / ) прост­
ранством. Очев"дно, что ( С /Г ) регулярно. Поскольку (С / г ) 
- хаусдортово пространство (теоремы 2,3) , то оно и вполне не­
связно. 

Раосмотрим С Ш ) -пространство воех непрерывных ограни­
ченных вещественных функций, определенных на некотором тополо-



€ \)(/ ока.гем Т'.пеоь, ч т о ^ с в ^ ( ^ ) • Пусть 
Возьмем Х « Х , существует ^ С 1 , . . . , ^ } такое , 

Л е и . / Поскольку у ^ О . у й О « К(Г то 
! ^ * > - ^ Ь о [ ^ ^ < С • т ? м ' ш образом, ^ « в с ф а э т о 

?е:летим, что множество 
^(ХДС-Х) где се |& открьто относительно Т 

тел >ткрытым з гии равномерное сходимости на 
В(.Х) 'Реопв'/й чгка.-'чна. 

' '.Т1 ывает , что пространство 
..ПОГПГИИ Т 

'Уой функции ^ С В ^ Л О множество я в л я е т -
м в Т тогда только т о г д а , когда у ^ а м м ^ - . 

тао. допустим, что существует функция ^"«СБ^И^ 
-,тг 

•I чтольс: 
равная ;.-'1Нстанте, та;:\ч, ч т о является открытьм в Т" 

: -тост••.<„А, т . е . Л \Х/(Ы 1 ) К 1 ) . Обозначим 
(11>Л/(и4>Кг') . Так как $Ф схтъьГ , то суще­

ствуют течки ' х 1 , Х 1 е Р . , * < < Х 4 такие , ч т о 
$ ( Х 1 > = ^ ( Х г ) . н , ч ; т ь $ ( Х а ) < х ( Х ^ . °ассиотриы 
два случая: 

гическом пространстве У На СВ(Х') з а д а е т с я топология 
павномерной сходимости при помощи нормы ||̂ || шД4^> 

Теорема 7. 
Открыто-компактная топология на СВОО сильнее т о п о л о ­

гии равномерно, сходимости . _ 
Доказ-.: те льет в о . Возьмем функцию ;/*С&(Х) и ее & - о н -

•естность Вв<Т>«{ $ | КСй(Х). I $«> - * < » 1 < & , Ух« X ^ 
&>0 ^рка-*ем, что В ( ? ) содержит некоторую окрестность 
г"/нкиии у в топологии Т Так как у -ограниченная 
"нкцин, то существует такое , что для 

.сох Х . с Х Зоэьмем Ыь"IV?-***а-{• 1 -|- + •,*,-„Р|*Т-1 
Лтчначим Л ^ * ^ ^ ^ } — 1 Очевидно, что . О и г в Х . 

.рем кгидого Ы( некоторую точку м^еЦ! , 
•шотек означения: - С ^ ) - ^ - , у ( Х 1 ) - * - | г ] , ^ 

^ — ГГ \?С/(Ыт К Е ) Пока.-ем, ч т о ^еМ*' Пусть кс X и 
^ с { 1*. Л/ / т а к о е , что Я« Ы|. По определению Ц 
1 ^ 0 0 ? о Э Д I < Следовательно, у~СХ) е 1<1 . т - е -



ТГ -

1) Существует т о м е г / т о к ( у ^ Ц » ) с такой, 
что (Ч*,)̂ ) Л ( Д и * < ) а 0 Покажем, >то в этом случае 
множество \Х/ с о д е р ^ т более одного элемента. Зададим ф.унк-
1ИИ $ 4

 и ^ следующим образом: 

I о, > » - и + ^ ь . 

(_ линоЯна в 1^ , Й1 +Л*] 

1 ( линейна в[д.*{*] и в 
•Очевидно, ч т о функции ^ и $ ь содержатся в \Д/ С л е ­

довательно , I V не является^ одноэлементным множеством. 
2) Промежуток ( у ^ с ^ и . Тогда < * 1 , х 4 ) содержится 

в замыкании объединения конечного числа м н о ж е с т в ' и ^ ^ А М Э Д ^ Х 

• г д е И Т а к к а И а ж л + т о " ° 

теореме Зеиерптрассз г'/пкг.ия ^ п р к ч и л а е т (х*,Хд) в се 
значения из промечсутка ( ^ О ^ ) ) ели бы ' "нкция 
^принимала ,ча ;:а дом *Щ1 . I > не более счетного числа 
значений, то $ принимала бы на ( ^*,ж 4) также не более 
счетного числа значений, но ( ^ ( х * ) , $С*Г)) имеет 
ность континуума. Из полученного п отивопечия с л е з е т , что 
существует такое ю ъ е с т ь о ;нчексов {, \ 
на множестве 1Г= VII' функция ^ ; ;мает 

лее у ч е т н о г о числа з н а ч е н и й . Так м н о г е е г ь о "V 
следовательно, с о с т о и т и з с ч е т н о г о з ц и н е н и л 

межутков, то существует т а к о й ромежуток ( у ^ ^ ^ Т Г и 

такие точки * " е » > ч т о # ^ * " ) 
пустим, что л ' < х " и ^Ч*') < ^(х") По т е о р е м е Б а й е р -

штрасса функция ^ принимает на все ;ачения из проме­
жутка, | ^ * ) ) Это означает , что Г $ < = 
^ Л К{ ' > Т- 9 - ' н а ^ наложено ограничение следующего 

в и д а * {Ш\%Н1)сЩ*,)> $(**)) , но такому требованию у д о в ­
летворяет бесконечное число тунксий . Следовательно, и в этом 
случае ьсножество V/ не является ш о г л е м :м. Таким 
разом, е^ли | Ф Сапм^ , то множеств 1 [ Ц и* л « д е т а -



вить в виде Ш « Д М и ^ К х ) :.сли же с « Л 
то [ 0 = ^ ( & Д < ^ 

Теорема доказана . 
замечание. Утверждения теорем 3 , 4 , 5 , 6 остаются верными, 

если заменить в них требование регулярности и локальной компак­
тности пространств требованием существования базы из к о м п а к т ­
ны: окрестностей ( т . е . компактных открытых множеств) в каждой 
точке . В теореме 1 достаточно потребовать существование компак­
тной окрестности .для каждой точки пространства . 

Следующий пример показывает, что существует нерегулярное 
пр остранство , не являющееся локально-компактным, к о т о р о е , тем 

менее, обладает базой из компактных окрестностей в каждой 
т о ч к е . 

Цример 3. 
Пусть )( - множество, состоящее из бесконечного числа 

т о ч е к . Возьмем какую-либо точку Зададим на X 

топологию ело чующим образом: открытыми являются множества, 
торые о д е р к а т точку Х # , а также п у с т о е множество. Легко 
видеть , что пространство X не удовлетворяет в заданной т о ­
пологии никаким аксиомам отделимости, кроме аксиомы 7^ З а ­
мыкание любого непустого открытого множества в X совпадает 
со всем пространством, к о т о р о е , очевидно, не является компакт­
ным. Тем не менее, каждая точка X из X имеет кемпактну 
•крестность ЧГ= [ * ,Х .^ содержащуюся в любой другой 

р е с т н о с т и . Следовательно, пространство X обладает базой 
из компактных окрестностей в каждой т о ч к е . 

Пусть либо X - регулярное пространство и семейство I" 
с о стоит из непрерывных замкнутых отображении, либо V - р о -
.улярное п р о с т р а н с т в о . Тогда аналогично т о м у , как это делалось 

теореме 1, доказывается ,_что семейство всевозможных ^множеств 
вида \А/(и>К) , где И открыто в X , а К замкну­
то в V , образует предбазу некоторой топологии на Р Эту 
топологию будем называть- открыто-замкнутой. Если У - х а у с д о р -
фово п р о с т р а н с т в о , т о открыто-замкнутая топология на Р с и л ь ­
нее открыто—компактней•топологии. 

Для семейства 6 с заданной на нем открыто-замкнутой 
топологией будут верны утверждения, аналогичные утверждениям 
теорем 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , если либо заменить в условиях теорем т р е б о -
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вание локальной 'компактности пространства V требованием 
е г о регулярности , .либо требование локальной компактности К 
заменить на требование регулярности X и вместо С рассмат­
ривать подоемейство С ^ в С , состоящее из в с е х непрерыв­
ных замкнутых отображений. В теореме б можно отказаться от 
требозачия хау$дс.)|овости пространства У 

Если в примере 2 предполагать , что пространство У у д о в ­
летворяет акоиоо.е отделимости Т 4 , то на семействе Г 
с заданной нем открыто-зам:;нутой топологией также нельзя 
задать структуру топологического векторного пространства . 

Утверждения теорем 7 и 8 будут верны и й случае о т к р ы т о -
замкнутой топологии. 

Автор выражает благодарность доценту М.А.Гольдману 
за постановку задачи и внимание к р а б о т е . 
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О СХОДИМОСТИ ИГЕРАЦИОИШ ПРОЦЕССОВ КВАЗИНЕРАСТЯ-
ГИВАЮЩИХ ОТОБРАЖЕНИЙ В МЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ 

А.Х.Лиепиньш 
ЛГУ им. П.Стучки 

В предлагаемой работе приводятся необходимые и д о с ­
таточные условия сходимости итерационных процессов квази -
нерастягивающих, с т р о г о кваэинерастягивапщих отображений, 
а также кваэисжатий в метрических пространства* . Понятие 
квазинерастягивающего отображения было введено в Г I ^ и 
получило существенное развитие в [ ^ 2 ] , и В о т ­
личие от упомянутых работ сходимость итерационных п р о ц е с ­
сов для э т о г о класса отображений в предлагаемой работе и с ­
с л е д у е т с я без предположения непрерывности отображений на 
множествах определения. Отметим, что отображения, рассмат ­
риваемые в процессе приближенного решения- нелинейных у р а в ­
нений в банаховых пространствах некоторыми классическими 
методами, при определенных условиях с у т ь квазинерастяги-
вающие, с т р о г о кваэинерастягивающие отображения или к в а э и -
сжатия [] 5 } , [ 6 ^ Таким обраэом,вопрос о сходимости и т е ­
рационных процессов кваэинерастягивагащих отображений п р е д ­
ставляет собой интерес не только с т е о р е т и ч е с к о й , но"и с 
прикладной точки зрения. 

Результат предлагаемой работы о сходимости итерацион­
ных процессов квазисжатий применяется в [_6], г д е р е з у л ь ­
тат из |2 5 ^ о возможном выборе начального приближения, при 
котором сходится метод Ньютона-Канторовича для приближенно­
го решения нелинейных уравнений распространяется с конечно­
мерных на произвольные-банаховы пространства^. 

Предлагаемая работа основывается на и д е я х , предложен­
ных в и [*Г) . 



Предположив., что метрическое прост ранегьо с 
расстоянием Ы Предположим, что множество т 4 с : , 3 не 
п у с т о , ^асгА и у Т/1*- 5" Через /-'- (А^А) о б о ­
значим множество неподвижных точек отображения у во 
множестве А0 /~~) Л Множество ^\А} А^ обозначим п р о ­
с т о через (Л) 

1 . 1 . Определение ( с м . [^4 , С . ' * 6 3 ] ) . Отображение 
у А^З (А С1 уА называется коазинерастя-

гивающим во множестве Л0 О Т Н Е С Л И / ( Л^А)^у5 

1 . 2 . Определение. Отображение у . А ^ 5 (А<г^ А/^, 
называется с т р о г о кваэинерастягявающим ьо множестве 
^ с г у ^ е с л и ^ А 0 Л ) ^ . ^ и ^ ' (А„, А) 

1 .3 . Определение . Отображение у А/-* ± .Ь^А?\ 
называется квазиожатием во множестве -А0 с^?А если 

^(тАъ; Л ) 7* & И ^-6 <Г / О , «Г / ^ ( Я " 
^ З4О ч / О / ^ <г 

Ксно, что кваэисжатие А*»*.$ {А<^-5^ /*'/ ^ 
в о множестве - т4 0 <^Гт4 с т р о г о квазинерастягивает в ~ /\ п 

и тем самым квазинерастягивает . Отметим, что неподвижную 
точку кваэисжатие в о множестве :А^/ОЛ- имеет лишь 
одну , ч т о , вообще г о в о р я , неверно уже в случае с т р о г о кве 
ьинераотягива&щих отображений. Тем не менее ясно , ч т о , ег 
ли отображение у с т р о г о хвазинерастягиваюшее и 
/^(А^Аг) с^^4о; т о единственность неподвижной точки име­

ет м е с т о . Множество сжатий полного метрического простран 
с т в а в с е б я , вообще г о в о р я , является собственным подмно­
жеством кв р зисжатий. Кроме т о г о имеем: множество с т р о г о 
нерастягивашщих отображений (см например, [ 4 с Л Т З ) 
метрического пространства в с е б я , имеющих неподвижную 
т о ч к у , вообще г о в о р я , является собственным подмножеством 



множества с т р о г о квазинерастягивающих отображений э т о г о 
пространства в с е б я . То же справедливо относительно мно­
жеств не растягивающих и квазинерастягивающих отображений 
( с м . [ > 1 . 1 , с . 4 6 3 ) ) . 

Предположим, что отображение ^ 4 / — 
квазинерастягивает во множестве . Тргдй оно непрерыв­
но в любой своей неподвижной т о ч к е . Тем не менее даже к в а ­
зисжатие полного метрического пространства в с е б я может 
оказаться непрерывным лишь в своей единственной неподвиж­
ной т о ч к е . (Действительно . д о с т а т о ч н о рассмотреть о т о б р а ­
жение вещественной прямой ^ в с е б я , для 
любого л е определяемое равенством ^ / ( * ) = ^ ( - * - ^ ( * $ 
где -г* *т _/о^^/2 и у( функция Дирихле. ) 

2 . Сходимость итерационных процессов кваэисжатий 

Предположим, что о т о б р а ж е н и е ^ / А*-+ -5 (АС:Л^ 

является квазисжатием во множестве с г т 4 . Таким о б р а ­
зом ^существует неподвижная точка сх <=: ?40 П/^- отображения 
/ которая единственна во множестве -^4^/7Л и Д*я к о ­

торой выполнено ^7 т ^ е / Г о , ^ ^ С т 4 0
 У ^ Г < Х ^ 

(ус ^ л ) ^ сс) Наименьюе из чисел 
^/Ъ} / / со свойством Ф^^^Ло с^^^С^)^)^ 
^-СЫ-С^^). условимся называть показателей квазисжатия 
/ во множестве -И^ 

2 . 1 . Георема. Предположим, что о т о б р а ж е н и е - / 
А 5 /* &) является квазисжатием во множестве 
А« Л Рассмотрим последовательность ~*-лГ~ "^0. 

педп .сим, что ет ^ с и для каждого ^ е-У^ 

Тогда последовательность ( ^ ^ ^ ^ сходится к 
единственной неподвижной точке л отображения ^ в о 
множестве -А-0/7^ При этом быстрота сходимости дается 
неравенством ^ (^>„^с±) ч< ^ ^ ('-г©, 
где показатель квазисжатия - / в ^ <ъ е 
•томе т о г о справедлива следующая оценка: ^(^^^) ^^^г^(^\ 



Доказательство , Пои пооизвольном /г. е_Л^имеем 
от < ^ « . ) ^ У Г ^ - Д ^ <̂  ^ 

Путем индукции из э т о г о с л е д у е т , что -^*>г. с- . /V" 
с < ^ ( ^ ^ <̂ %/(^ о^Таким образом г*лс*) = 

т . е . ^4^^" ^ " л Одновременно имеем первую требуемую 
оценку быстроты сходимости , 'Установим вторую. Предположим, 
что ^: _ / < э , - < ^ ~ # ( 3 противном случае -«е - о , т . е . о т о ­
бражение ^ постоянно в ^ 0 и доказательство завершено. ) 
Допустим, что при некотором ^ е - и м е е т место 

<^ О*,**.) >-2~Г^ ^ С ^ ^ ) Так как 

> I <*^~) - * <*(^схХ 
что невозможно Таким образом справедлива и вторая оценка 
быстроты сходимости последовательности ( 

Аля отображений, определенных в замкнутых подмножест­
вах метрических пространств , теорема 2 .1 справедлива в 
следующей форме. 

2 . 2 . Теорема. Предположим, ч т о - 5 - м е т р и ч е с к о е п р о ­
с т р а н с т в о и отображение у ^ / - О Ч с з а э и с ж а т и з в нем. 

Тогда итерационный процесс =± у(Уп_лу сходится к 
единственному решению о . уравнения ^/Х^=^ П Р И л ю ~ 
бом выборе начального приближения ^ с ^ Т При этом б ы с т р о ­
т а сходимости д а е т с я неравенством 

- показатель квазисжатия у в ^ 
Если.кроме т о г о д п р о с т р а н с т в о ^ 5 ограниченно, т о 

справедлива оценка: ^ ( - ^ * ^ € X ^ ^ т ^ ^ ^С^С^) 
- диаметр пространства ^5" ) , ^ ^ -И^Г"* 



3 . Сходимость итерационных процессов с т р о г о квази­
нерастягивающих отображений 

3 . 1 . Теорема. Предположим, что отображение - / А 5 
(^Л <^ 3^ Л У — с т р о г о квазинерастягивающее во 
южестве -А Рассмотрим п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ( ^ ~ . ) * е ^ ^ А 

Предположим, что а> еА и 
Т о г д а для т о г о , чтобы последовательность 

(одилась к единственной неяодвижной точке отображения 
^ , необходимо и д о с т а т о ч н о , чтобы некоторая ее подпосле-
эвательность сходилась к точке множества в 
тгорой отображение у непрерывно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, если последовате ль -
х т ь )^ел^~ с х о д и т с я к неподвижной точке отображения 
4- , т о к ней сходится любая ее подпоследовательность .По ­
тому следует лишь отметить , что с т р о г о кваэинерастягива-
цее отображение (и даже только квазинерастягивающее) н е ­
разрывно в любой своей неподвижной точке (которая единст ­
венна в случае с т р о г о й квазинерастягиваемости) . Установим 
•статочность . Имеем ( ^7 * •~/-(с*)^ л 

-\А А\ {сх^ с^&О-Уу^У < <^<^^) .Установим, что 
<^>^*_ ^ Предположим, что - - ^ ^ - - ^ " о ^ / о / 

УХ. —» ' * 

\ т . е . - г о М и (*\ у и <~ 
п р о т и в н о м с л у ч а е . ^ /х\а <= " Ъ > / ^ ^ 

Т е м самим ^ > ^ . " о* 

•три п р о и з в о л ь н о м п с г - И ^ и м е е м 

(/С ™) < ^ 1 ^ ) 

ослеп, овагельность ( 1 г л . ^ ^ ) ) * * ^ 

•орательно, он с х о д и т с я . Ее предал обозначим через г/* 
^ановим, что сГ= О Допустим, что это не т а к . 3 силу 
'^ерчвнос ги расстояния имеем с) с л ^ - г * «д.) 

* ^ у
 ч по условию л с с л е д о в а т е я ь -

' т ь с^-г,, ^ имоет подпоследовательность , сходящуюся к 



некоторой точке множества т 4 в которой отображение 
у непрерывно). Таким образом, ^ С-г*^ л У 7^ ° > т . е . 

- з * ^ «я- и тем самым с т4 N / ^ / - Следовательно, 
(у(х*)>^ < ^ С ^ ^ = ^ ^ стУ непрерывности о т о б р а ­

жения у в имеем 

Следовательно, <Г>С^(у<У%^ = ^ > « ) = ^ > 
чго невозможно. Таким образом 1 </"— р Т ( е . ^ 

^= сх. -» что т р е б о в а л о с ь . ~" 
3 случае непрерывных отображений метрических п р о с т ­

ранств б себя т е о р е м а 3 . 1 дает" известный результат 
["3 3 ?.Э или 4 . 3 . 1 , с . 4 7 0 , с . 4 7 5 ) . Для отображений ком­

пактных и локально—компактных метрических пространств в с е -
Оя из теоремы 3.-Л следует справедливость теорем 3 .2 и 
3 . 3 . 

. 2 . Теорема. Предположим, что ^3—компактное метри­
ческое пространство и отображение ^ ^5"/ -* ^5 с т р о г о 
квазинерастягивавщеэ в нем. Кроме то г о , пре дположим, чтскуГ 
непрерывно на множестве г. / 7 ^ % * ° ( ^ ) 

Тогда итерационный процесс ^п УС^*-*) с х ° Д и т с я 
к единственному решению уравнения у (У)** ~г при любом 
выборе начального приближения о 0 «с -5". 

3 . 3 . Теорема. Предположив что метрическое простран­
с т в о -5 локально—компактно. Предположим, что отображение 

у ^ в некоторой окрестности речения у р а в н е ­
ния У(\г)*^ С т р о г о кваэинерастягизающве и непрерывное. 

Тогда б этой окрестности реи; е д и н с т в е н н о ^ для 
него существует такая о к р е с т н о с т ь , что при любом выборе 
начального приближения из нее итерационный процесс 

ч5л. -^(зл,4) с ходится к решению. 0 



4. Сходимость итерационных процессов квазинерастя­
гивающих отображений 

4 . 1 . Определение [^4, 1 . 1 , с . 4 6 4 / . Отображение 
у ^ (л с : ~ А $ ^ называется асимптотически-

регуллрним в точке ^ с - А ^ если для последовательнос ­
ти ^ п ) п е ^ с : ' / ^ } Для которой о л У ( Ч . ^ ^ 
исполнено условие с*. (-г^ - 5 „ ^ ] — ° -

4 . 2 . Теорема. Предположим, что .отображение у -А 
(А<=-5^ Л ^ё>^ - квазинерастягивающве во~множёогве 

/ / Рассмотрим последовательность С**) " <^ 
[1ре дположим, что ^ ^ А- И ^Ф^^^\ ^ = уХ^"^ 

Тогда следующие утверждения равносильны: 
) последовательность сходится к н е к о ­

торой неподвижной точке отображения _ у 

( ^ О отображение у . асимптотически-регулярно в точке 
, некоторая подпоследовательность последовательности 

сходится к точке множества ^А и в 
этой точке отображение ^у непрерывно; 

некоторая подпоследовательность ) А 

последовательности сходится к точке множест­
ва , к этой же точке сходится последовательность 

С-*"^*-*-)**^ и о т ° б р а ж е н и е ^ у непрерывно з этой 
о ч к е . 

Доказательство . Т о , что ( О влечет за собой ( " О , 
но . Действительно, если последовательность 0**.)^*^^ 

ходите я к неподвижной точке отображения у скажем, к 
очке то в силу непрерывности расстояния ^ имеем*' 

^ ( ^ ^ . ^ . ^ с ^ Ь ^ л ^ ^ ^ . Т а к и м образом, отображение 
у : 0 0 асимптотически регулярно в точке ла Естественно , 
точке а. сходится и любая подпоследовательность п о с л е д о ­

вательности С ^ - О ^ ^ - " " . Поэтому о с т а е т с я лишь-отметить, 
что квазинерастягивающее отобра1жение непрерывно в любой 
своей неподвижной т о ч к е . Установим, что из ( ^ ' ^ с л е д у е т 
( ^ ) . Предположим, что подпоследовательность 

оледоиательности (у^)^^^г^ сходится к точке ^^е.^-



Достаточно показать , что к ней же сходится последователь­
ность ( + 4 ^ 0 И Л У асимптотической регулярнос ­
ти отображения у в точке имеем. с^О^л-^^лУЯк°. 
Тем самым &1(~г«лл **" ° Т а 1 С к а к П Р И П Р ° ~ 
извольном имеем с ^ ( ^ ^ ^ л ^ ^ ( ^ . ^ V, 

_ г * / ^ т о в итоге ' V 

&~^'^(^\+4 = т . е . 
^ ь ^ , - 5 ^ **" ^ что т р е б у е т с я . 

Наконец, установим,, что ( «-'<•-- ) влечет ( О . Предположим, 
что подпоследовательность С^п^^хпоследовательности 

•САО^*г_*'~ с х о д и т с я к т о ч к е ^*<:А-. Таким образом, 

имеем ~ УСЛА) Л ^ * НО В СИ* 
лу непрерывности отображения в точке имеем также* 

/ с т а н о в и й , что в ^ ' 3 силу т о г о , что о т о ­
бражение _уГ-кваэинераотягивающве во множестве^- п о с л е д о ­
вательность (^е^^^ ^ л - -*^ л < г _у-монотоннеяи ограниченная 

Следовательно, она с х о д и т о я . 

Но т о г д а ^С^^ ^^0= У+)^ О. 

Таким образом, действительно , ^ — ^ - ^ ( ^ * ) 

Доказательство завершено. 
Отметим, что отображение у А ^ ^ 4 - с = . . 5 ^ А/у>)^ 

кваэин*растягивающее в о множестве может оказаться в 
некоторых точках множества ^ асимптотически-регулярным, 
а в некоторых н е т . По поводу соответствующего примера с м . 
^ 4 , 1 . 2 , 0 , 4 6 5 ] . 

Для непрерывных отображений метрических пространств 
в себя теорема 4 .2 влечет справедливость утверждения, р а в ­
носильного т е о р е м е , приводимой в [^3, З Л , с .481_ / . Напом­
ним, что кваэинерастягивающее отображение метрического 

т пространства в с е б я , вообще г о в о р я , на обязательно непре­
рывно* 

Подчеркнем, что в теореме 4 .2 рассма?»:- л - ;я о т о б р а -



;ение, действующее в произвольном метрическом пространст ­
в е . 3 случае отображений, действующих в-по-лных метрических 
пространствах (отображения непрерывные), необходимое и 
достаточное условие сходимости итерационного процесса к 
неподвижной точке рассматриваемого отображения при н е к о т о ­
ром начальной приближении дает теорема , приводимая в [Л, 
Г .Л, с . 4 6 2 ] Теорема 4 . 5 ниже является прямым обобщени­
ем теоремы в 4_]. 

4 . 3 . Определение ( с м . , например,"^7^}) . Непустое под -
мч >жество -А метрического пространства -5* называется 

•фбитально гюлнчм в точке ^ а где ~А 
любая подпоследовательность последовательности 

( ) ^<г. м~ с: А-^ для которой ^ = ^(-Ъ-*^ ^^^С 

шляющаяся последовательностью Коши^ сходится к некоторой 
точке множества т 4 - . 

что непустое полное подмножество -^4- метричес ­
кого пространства ^5 ^ - / " - орбитально полно для любого о т о ­
бражения У в любой своей т о ч к е . Если множе-

тво -А- (А сг. 5 А?*-(б)^-орбитально полно в любой 
воей точке для некоторого отображения У А У\ 

о н о , вообще г о в о р я , не обязательно полно. Действитель-
статочио рассмотреть некоторое неполное метрическое 

'•и^транотво и, например, некоторое постоянное отоброже-
э т о г о пространства в себя . 

Лемма. 1рэдположи> ч т о множество уА с г 
/ т о и н е п / с г о отображение ^ А / - ^ ^ - У - к в а -

н;10'^лстпги^агощев в нем. 
огда но^естзо /^" ( /^ -неподвижных т о ч е к отображе-

. / во множестве -?А- замкнуто. 
Доказательство . Зыберем произвольно точку & /^(А) 

•"илу замкнутости множества ^4 имеем СХ <ЕГ (ибо 
(А) с А = Т 4 ) . Установим, что ^ ( ^ - ^ ^ т . е . 

«ЕГ /^(А) Зыбсрем некоторую последовательность 
и)*,*- /• (^). ,сходящугося к а По условию отображе-

^-квазинерастягипающёе во множестве т4 • поэтому 
% ™еем ^ (\УГ(<*)^ А^) ^ ОЛЬном 



^ Следовательно, переходя к пределу, в 
силу непрерывности расстояния о'(^(с^^ск.^ = Оу 

т . е . -/С°0 Л 

4 . 5 . Теорема. Предположим, что множество т 4 с г .5 з а м ­
кнуто и непусто и отображение /—* - 5 " кваэинерас-
тягивающее В Г Ш . Рассмотрим последовательность )^^^<^-Л 
Предположим, что € *4 и - 5 ^ = 
Кроме т о г о , предположим, что множество ^ / " - орбитально 
полно в точке ^ в 

Тогда для сходимости последовательности ( ^ ) ^ ^ у ^ 
некотороГ неподвижной точке отображения у/- н е о б х о -
!0 и достаточно , чтобы для некоторой подпоследовательно­

сти ^ з ^ ^ ^ ^ п о с л е д о в а т е л ь н о с т и было выполне­
но условие , , I 

Доказательство . Необходимость очевидна. Проверим д о с ­
т а т о ч н о с т ь . Установим, что подпоследовательность (к„А 

последовательности (^^^с./г является последовательностью 
Коли при выполнении условия ^ С - Ч г ^ ^С**-))** О 

Зыберем произвольно <е е ( - множество всех поло­
жительны" ч и с е л ) . Тогда < 0 УЧ^Ч^^ > <0 

<гС(У„^^ ̂ (А^^А Выберем произвольно точку ^ /-(А) 

Отображение^уГ^квазинерастягиваюцее во множестве^ - Следо­
вательно , при произвольных ^ / С 0

 и м е е м ^ ^ ^ ч < 

Таким образом, в - силу произвольности выбора точки а ^Р(А), 

3 и т о г е , действительно , последовательность С-Чс с~^г^ 
- зто последовательность Коши. По условию множество -т^-
является у - орбитально полным в точке - * 0 Следователь­
но, последовсдельность ) к сходится к неко ­
торой точке **ет4- Установим, что — и 
отображение Непрерывно в - г * Тогда требуемое будет 



следовать согласно теореме 4 . 2 . Сперва установим, что 
отображение у непрерывно в Достаточно показать ,что 

_*-^<е ^уА-)^ так как квазииерастягивающие отображе­
ния непрерывны в своих неподвижных т о ч к а х . По предположе­
нию <?С(^ -= О поэтому найдется такая 

последовательность С^*-*^)** <Е~л^~ ( ^ ) ч т о 

—-г* Но согласно лемме 4 .4 множество ^(А-) замкнуто. 
Таким образом, действительно / ^ ( ^ / С л е д о в а т е л ь н о , 
в силу непрерывности о т о б р а ж е н и я ^ ^ в имеем 

Доказательство завершено. 
3 теореме 4 .С(далее ) по сравнению с аналогичной т е о ­

ремой в 1^4, 1 .3 , с . 4 6 6 ^ при том же утверждении о с л а б ­
лены условие : во -первых, не предполагается полнота п р о с т ­
ранства , во -вторых , непрерывность отображения предполага­
ется лишь в некоторой определенной т о ч к е . 

4 . 6 . Теорема. Предположим, что отображение^ , / " 
( ^ <гг -5 . -А~^$&\ - квазинерастягивающее во множе­

с т в е ^ и Л\/^(<4) ^ с х ^ ^ ( ^ 0 . 

Рассмотрим п о с л е д о в а т е л ь ­
ность (з^)^ еуу^ Предположим, ЧТО ^ " о и 

-^>2^уГ^ ^ Предположим, что А-
некоторая подпоследовательность 0>^) *е~А^ последова ­

тельности ( ^ ) ^ ^ у ^ сходится к точке > 5 * ; Наконец, 
предположим, что отображение у ^ непрерывно в -г*" . . 

Тогда - * е (А \ и й л ^ _ ^ — 

Доказательство . Достаточно установить лишь т о , что 
о ( ^ ) Действительно, если э т о так, т о в 

силу непрерывности отображения у ^ в -5 ~*~ имеем 

Таким образом, т р е б у м р е следует согласно теореме 4 . 2 . 
Установим, что - г ^ е Предположим^противное, 
т . е . что ^ 5 ^ е Л \ А^С^У • Т о г д а п о условию най-



- в е ­

дется такая точяа а.* Р ( М что €1 ($(**)><>)< 
^ (** , Ос ^ Рассмотрим последовательность 
(сС (ЛП , СИ)) п€ // Отображение ^ квазинэрастягиваюцее 

в А Поэтому она монотонна и ограничена. Следовательно, 
она с х о д и т с я . Ее предел обозначим через <Г 3 и т о г е , п о л ь ­
зуясь непрерывностью р а с с т о я н и я Л и отображения / в 
имеем с1 (? ос) < с1 (5Щ ск) - 4 ш 

Это невозможно. Таким образом, 5* ^ Р (А ) что т р е б о ­
в а л о с ь . 

Условимоя отображение метрического пространства в с е ­
бя назвать асимптотичеоки-регулярным в этом п р о с т р а н с т в е , 
если оно асимптотически-регулярно в любой е г о т о ч к е . Т о г ­
да согласно теореме 4 . 2 имеем следукщую теорему, аналогич­
ную теореме 3 . 2 . 

4 . 7 . Теорема. Предположим, что 5 - компактное м е т р и ­
ч е с к о е проотранотво и отображение / 5 5 - к в а з и -
нерастягивагацее и асимптотически-регулярное в нем. Кроме т о ­
г о , предположим, ч т о / непрерывно на множестве 

л . <*> , , , 
Тогда итерационной процесс * } ( 5 л - * ) г о д и т ­

с я к некоторому решению уравнения / С * ) * ^ при любом 
выборе начального приближения 3* & 3 

с 
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Топологические пространства и их отображения. Рига. 1961 
УДК 513.80 

О СХОДИМОСТИ МЕТОДА НЬЮТОНА-КАНТОРОВИЧА ДЛЯ 
ПРИБЛИЖЕННОГО РЕиЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

3 БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

А.Х_.Лиепиньш. 
ЛГУ им. П.Стучки 

В предлагаемой работе исследуется возможный выбор на 
-чальных приближений, при которых сходится метод Ньютона-
-Канторовича, примененный для приближенного решения у р а в ­
нений вида У(*)-Р с дважды дифференцируемой левой часты 
в банаховых пр9странствах . Оказывается, ч т о , заранее пред 
полагая разрешимость исследуемых уравнений, выбор началь­
ных приближений, при которых метод Ньютона-Канторовича сх 
дился , удается расширить по отношению к выбору, устанавли 
ваемому классическими результатами Л.В.Канторовича 
Это указано в [^2]. В предлагаемой работе результат из [̂ 2 
о сходимости метода Ньютона-Канторовича распространяется 
конечномерных на произвольные банаховы пространства . При 
этом с п о с о б Доказательства соответствующей теоремы анало­
гичен используемому в [2]. 

Предположим, что г ? банахово пространство над п о ­
лем вещественных или комплексных чисел, множество 
СС<^^ открыто и непусто и отображение ОС 

дифференцируем* в смысле Фреше в ОС Пусть ^ е ОС и 
& ( ^ < > ^ ) ст* ОС^ где ^О^У*) - замкнутый шар с центр 

си радиуса г ^ - ^ ^ ( ^ ^ Г - множество всех положи­
тельных ч и с е л } . Предположим, что при произвольном векторе 

г ) с у щ е с т в у е т обратное отображение 
к первой производной по Фреше о т о б р а ж е н и я ^ - ^ Рассмотри 
отображение &(сх^) — 9 ^ ^ определяемое для лю­
б о г о вектора - г е: -&(у*^ ^) равенством 

Далее векторное пространство / ^ ( ^ \ всех линейных 



непрерывных отображений банахова пространства ^ в с е б я 
тредпогагается: наделения топологией равномерной сходимости 
на в с е х ограниченных подмножествах пространства ^ ? , в 
которой оно само-банахово пространство . То же предполага­
ется относительно пространства 

3 предположении, что отображение^ имеет вторую п р о ­
изводную по Рреше в открытом шаре / 5 * ( ^ , с центром 
радиуса ^ (быть может 1 за исключением самого центра с*_)% 

через <2 обозначим ^сл^ // -/-'Х^^)^ 

Предполагается, ч т о с к о н е ч н о . } 
Наконец, предположим, что у (сх) =* О 

Л е м м а ! . При сделанных предположениях для любого 
?̂«гг \) справедлива оценка ^ 

- ~ У « г с //<? Х*)УЪ 
Доказательство . Выберем произвольно в е к т о р 5). 

/ становим требуемое непосредственно. №«еем / ^ У ^ ) — с* — 

Следовательно, у ^~(&) — сх / < 

'"аким образом, с о гласно формуле Тейлора ( с м . , например, 
3 . Э . 7 . 2 С , с . 2 7 3 ) / / / ^ ( ъ ) - * ^ с Ж Щ > кл^Л* 

что т р е б о в а л о с ь . ~х. 

Предположим, ч т о ^ € / $ ^ \ ) ^ 
•онеччо, и обозначим через с : ' 

По аояоду определения кваэисжатия см . 

Лемма 2 . При сделанных предположениях из неравенства 
с с > <^ ^2 с л е д у е т , что отображение является к в а -

зпожатием в ^ ' 
Доказательстшэ. По предположению у(с*)= о Следова­

т е л ь н о , / ^ ( ^ ^ с * и вектор сх. является для отображения 
неподвижной т о ч к о й яре Согласно лемме I 



•4' с #-*^г^- Следовательно, если 
сс'г.<2 и ^ / с с - ^ т о для каждого 

и отображение /~~ квазисжимает в ^?(<=*^>^ 
Таким образом 1 вследствие леммы 2 при соответствующих 

предположениях к отображению можно применить теорему 
из Ё.2*]] 0 сходимости итерационных процессов квазисжатий 
0^, 2.2^ , Сохоаняя предыдущие обозначения для 

" ш и - ^ у ^ 
сформулируем итог - теорему о сходимости метода Ньютона-
—Канторовича. 

Теорема. "Предположим, что ^ банахово простран­
с т в о над полем вещественных или комплексных чисел, 
множество С*С 2Ь открыто и непусто и у С/.'—>'2: 
Предположим, что <и_ является решением уравненияУ(^)-<• 
и /?{ска*)с1 СЛ~ (-гиЕ/^). Предположим, что отображение 
^ д и ф ф е р е н ц и р у е м о в омысле Фреше в С/. , имеет» вторую 
производную в открытом шаре ( з а исключением, 
быть может,в о . ) и при любом векторе - г ^ с у ­
ществует обратное отображение к первой 
производной о т о б р а ж е н и я Н а к о н е ц , пусть выполняется 
неравенство е е 'х. < 2. 

т о г д а процесс Ньютона-Канторовича ^ ^ — 
' ^ * сходится к решению а 

которое единственно в шаре ^ ( с ^ О , при любом выборе 
начального приближения - г 0 ^ / 5 ( ^ ^ V 
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Топологические пространства и их отображения. Рига . 1981 

УДК 5 1 3 . 4 5 . 

НЕКОТОРЫЕ РАДДОЛЫ В АЛГЕБРАХ ЛИ 

Р.С.Липянский 
ЛГУ им. П. Стучки 

I . Пусть ^ обозначает некоторое абстрактное свойство 
алгебр Ли. Алгебры Ли, обладающие с б о й с т б о м <9 , назовем & -
алгебрами. Обозначим через 0 ( и ) сумму © - и д е а л о в алгебры 
Ь ( О идеал - э т о идеал, являющийся & - а л г е б р о й ) . Е с -

снова б -идеал алгебры , то назовем е г о ради­
калом Ь , а с в о й с т в о В радикальным. 

Рассмотрим следующие свойства алгебр Ли: / ? / \ ( с о о т в е т ­
ственно А/Л) - с войство быть разрешимой (нильпотентной) а л -
гзброй Ли линейиьи преобразований ( л . п . ) векторного простран­
ства \ / , каждый элемент которой является алгебраичеокая л . п . 
пространства \/,/?/1/(соответственно/1^1/^ - с в о й с т в о быть р а з -
решиной (нильпотентной) алгеброй Ли д . п . векторного простран­
ства У , каждый элемент которой является нильпотентным л. п. 
пространства V С в о й с т в а / ? / * , / ? / * / , А/А, А/А/ не являются, в о ­
обще г о в о р я , радикальными ( х о т я в алгебрах Ли л . п . конечномер 
ного векторного пространства эти свойства дают разрешимый и 
нильпотентный радикалы). 

Объектом изучения в пункте I являютоя алгебры Ли алгебра 
ических " . п . фиксированного векторного пространства над по 
лем Р нулевой характеристики. В этом случае известно [ 2 / , что 

/^/1/2.) сов падает С разрешимым радикалом I* , А/А/А) о ов падает 
совокупностью эягелевых элементов из разрешимого радикала а л ­
гебры Ь , / 5 * / / / ^ я в л я е т с я множеством нильпотентных л. п. из ра 
решиыого р а д и к а л а / , и Л/лУ/А)- совокупность нильпотентных 
л . п . в Имеет место теорема . 

Теорема I . Пусть С - действующая алгебра Ли из алгебраи 
ческих л. п. векторного проотранотве V над полем Р, и А -
обертывающая асооциативная а л г е б р а . Тогда 
I ) если радикал Левицкого ^СА)- 0 , то и д е а л Х " ^ ^ » 2 » где 

2 - 'Центр С ; 



2) если /_, - локально-конечная алгебра ъЦ(А)- О, то -
-Л * ДА(6)> г Д е А» - подалгебра в С , не содержащая ненуле­
вых разрешимых идеалов ( т . е . полупроотая подалгебра) и /?А(/.)-

Замечание. Второе утверждение теоремы I было доказано в 7 
для алгебр Ли с полупростой в смысле Джекобсона.^37 обертываю­
щей алгеброй. Мы доказываем э т о утверждение для алгебр Ли с 
полупростой в смысле радикала Левицкого обертывающей алгеброй. 

Доказательство I . Пусть Л/А (6)?2. Так как [Л/А(6)} 

С ] ^ Л О У ^ ^ ы ) , то из нашего предположения о л е д у е т , 
что Л/ А/(1)ф О. Поэтому в 6 имеетоя ненулевой локально-ниль-
потентный идеал О , каждый элемент к о т о р о г о являетоя нильпотен-
тным л. п. Так Кс1к ц е н т р е (3) алгебры О инвариантен о т н о с и т е л ь ­
но в с е х дифференцирований алгебры ^ , то 2 идеал , 
состоящий из нильпотентных л. п. Тогда ооглаоно лемме 2 из 

С 2 7 радикал Левицкого обертывающей алгебры А)(/->^отличен от О, 
что невозможно, а следовательно , А/А = 

2 . Докажем вначале, что каждый элемент л , « " Г Ц > Ь . 7 / 1 2 
является нильпотентным л . п . Для э т о г о проделаем редукцию к к о ­
нечномерному случаю ( с р с ^ , лемма 3 . 7 ) . 

Пусть а. - ^ С й с , ^ 7 , где , < ^ ц а, <эгЛ=0для лю­
бого с. Обозначим через п о д а л г е б р у / , , порожденную э л е ­
ментами а., О., , С с я , . - , , &Л1 Так как а л г е б ­
раическая алгебра Ли, а Д , - конечномерная алгебра , то о б Ф ! ^ -
вающая алгебра А (1>о) является конечномерной. Для любЬ*^ Цвло.-
го к выполняются условия Г й л ' ' й . > 0 . Следова'Тел**^» 

а " X а *-<гаш /. ^ *•) 2. л , (с^/Г)- бГф4** 

Рассмотрев регулярное представление аХгёбрИ ^(/^/3 
А О,), мы видим, что й-е й ^ О д л - любого Ц0Шв ШЯёАУ й<тг>-
му а - нильпотентное Л. п. Еоли &*д; *'§ § § г Л й й й о Г 2 , ЛеНШ 2 ; ; 

&(А)±-0 . что противоречит уоловйй т"в9|еин. СледовательйО, 
С**> Ь112. (Л) - о. Поэтому можно такое подпространство 

С1,^1у Что I'•'= -4 * Й к как Д , с о з р р ж и т ^ ^ Л . У . 
то / е - идеал ^ Докажем, «НРЭ идеал не оодерхят нэнуяР-
в о г о разрешимого идеала. Для З-Рото с о г л а о н о с ^ ^ д^статочнР 
п о к а з а т ь , что если -У - идейЛ , содержащий 2(/) и 



пункте I , приходим к тому, что В . Теорема доказана. 
И з / ; 2 , лемма 2 7 немедленно следует 

Предложение I . Пусть / , - действующая локально разрешимая а л ­
гебра Ли из алегебраичеоких л . п . Тогда производная алгебра 
является локально-нильпотентной алгеброй из нильпотентных л. п. 
Переходя к абстрактным алгебрам Ли, получаем утверждение о том, 
что производная алгебра любой конечномерной разрешимой алгебры 
Г,'А характеристики 0 нильпотентна. 

Предложение 2. Пусть - действующая локально разрешимая 
алгебра Ли лад Р , состоящая из алгебраических л . п . Если о б е р ­
тывающая алгебра А\ (I,) полупроота в омысле радикала Левицкого, 
1[о1_,- абелева алгебра . 

Доказательство^ Если С / . 7 ^ 0 , то по предыдущей теореме 
в / , имеется ненулевой нильпотентный элемент в 7 . Но 
тогда , согласно Г 2 , предложение 27 радикал Левицкого &(А)$0, 
что противоречит условию. С л е д о в а т е л ь н о , Ы 3 &. 

2, В предыдущем пункте мы рассматривали радикалы в локаль­
но-конечных алгебрах Ли из алгебраических л . п . , в оонове к о т о ­
рых лежит свойотво быть разрешимой или нильпотентной алгеброй 
Ли. Рассмотрим теперь строение локально разрешимого радикала в 
действующей локально-конечной алгебре Ли над полем нулевой х а ­
рактеристики. 

Из теоремы Л и С б , т е о р е м ! I , § 57 следует , что если а л г е б ­
ра Ли / действует в конечномерном векторном пространстве над 
алгебраически замкнутым полем нулевой характериотики, то мат­
рицы из разрешимого радикала алгебры I, могут быть приведены 
одновременно к треугольному_виду. Раосмотрим аналог э т о г о у т ­
верждения в класое локально—'Конечных алгебр Ли. Для дальней­
шего нам понадобятся некоторые определения из С 1 7 . 



Еоли каждый композиционный фактор алгебры Ли / является о д н о ­
мерным векторным пространством, то алгебра Ли 1а называется 
сильно триангулируемой. Ясно, что из сильной триангулируемости 
злгебры Ли следует ее триангулируемость. Обратное утверждение, 
вообще г о в о р я , не имеет меота даже в одномерных алгебрах Ли. 
Действительно, оуществует линейное преобразование бесконечно ­
мерного векторного пространства , которое являетоя триангулиру­
емым, но не сильно триангулируемым Г 1 7 . 

По аналогии С / С 1 , теорема 3 . 3 7 доказывается 
Лемма I . В локально-конечной алгебре Ли, каждый элемент КОТО-
оой-локальнолалгебраическое л . п . векторного пространства V 
над алгебраически замкнутым полем характеристики нуль, локаль­
но разрешимый идеал является локально триангулируемым. 

Рассмотрим теперь присоединенное представление алгебры Ли 
I . 

Лемма 2 . В локально-конечной алгебре Ли си//, локально три 
знгулируемый идеал локально разрешим. 

Доказательство . П у с т ь / ? - конечнопорожденная подалгебра 
з о.иЬ. Так как ^ - к о н е ч н о м е р н а я алгебра , то любой элемент х 
лз алгебры лежит в конечномерной алгебре АА<: А , инва­
риантной относительно Покажем, что подалгебра @ являетоя 
триангулируемой на> А^. 

Действительно, алгебра-Ли $ триангулируема на / 4 Я , т . е . 
она обладает нормальной системой о одномерными факторами. 

Если рассмотреть соответствующую нормальную систему в 
индуцированную первоначальной системой в / _ , , то ее факторы как 
^ д а л г е б р ы одномерных факторов первоначальной оистемы^являют-

либо одномерными, либо нулевыми. Отбросив повторения, МЫ 
юлучиы, следовательно , что алгебра в триангулируема на А х < 

Обозначим через $ х ядро представления алгебры Ли $ на А х . 
Очевидно, фактор-алгебра 5 Х - триангулируема на А^. ПОЭ­
тому алгебра ~$ как алгебра Ли треугольных матриц разрешима 
"!ооделав аналогичные построения для любого Же /_, , получим 

В/п в , & в ' в л 

с н о , что отепень разрешимости алгебры б / ^ у я н а превосходит 
"зэмернооти пространства В', и поэтому подпрямая сумма 2 ^ ^ / , . , 
тпгебр является разрешимой алгеброй Ли. Так как (~) 

<^ 2 С А) » и фактор-алгебра ^ ^ / 3 является РАЗРЕШИМОЙ я л -



г е б р о й , т о алгебра 3 - разрешима. Лемма доказана. 
Раосмотрим теперь лиевскую пару ( где ^ - л о ­

кально-конечная алгебра Ли. Покажем, что сумма всех локально 
триангулируемых идеалов алгебры Ли ас// является локально 
триангулируемым идеалом. Действительно, по лемме 2 локально 
триангулируемый идеал локально разрешим. Согласно лемме I л о ­
кально разрешимый идеал из локально-алгебраических л . п . л о ­
кально триангулируем. Так как линейные преобразования из ас// 
являются локально-алгебраическими, то доказана 

Теорема 2 . В локально-конечной алгебре Ли /1 над а л г е б ­
раическим замкнутым полем нулевой характеристики локально три 
ангулируемый радикал относительно присоединенного представле­
ния алгебры Ь оовпадает о локально разрешимым радикалом ос// 

Так как локально триангулируемая алгебра Ли / / из локаль 
но алгебраических л . п . пространства \ / является сильно триан­
гулируемой, то из теоремы 2 с л е д у е т , что локально разрешимый 

радикал в ас/1, является сильно триангулируемым. 
3. ПустьИ - ассоциативная алгебра над полем Р нулевой 

характеристики, коммутаторная алгебра Ли алгебры А. Ес ­
т е с т в е н н о , возникает в о п р о с , как отрутура коммутаторной алгеЗ-
ры А^ влияет на свойства ассоциативной алгебры А? О том, что 
свойства алгебры оказывают влияние на отроение алгебры А, 
можно проиллюстрировать следующим примером: если - разре ­
шимая алгебра Ли и &(А) = & $ , то А - коммутативная алгебр 1 : 
1Ъ1. 

Предыдущую 1-еорему можно переформулировать в следующем 
виде: если А не является коммутативной алгеброй и - разрс 
шим8я алгебра Ли, то оС/А)^^о(. Следовательно, налагая те ил г. 
иные требования на Ас , можно получить условия существования 
А нетривиального радикале Левицкого. Мы доказываем, что мне 

жеотво нильпотентных элементов из радикала Плоткина коммута­
торной алгебры Ли А± оовпадает о радикалом Левицкого алгебрь 
А, а также приводим необходимые и достаточные условия нетривг 
альности радикала &(А)ъА-

С вопросом о оущеотвовании нетривиального радикала*%(А / 

теоно связан вопроо о существовании характеристических л и е в о 
ких радикалов в А с . К э Г 2 7 вытекает , что в коммутаторной ол 



гебре Ли Ас существует максимальный локально разрешимый идеал 
из алгебраичеоких элементов алгебры А (радикал &ДА(А*.$ 
максимальный локально разрешимый идеал из нильпотентных элемен­
тов алгебры А ( р а д и к а л / / ? И / # У ) , максимальный локально ниль-
потентиый идеал из алгебраических элементов А ( радикал ЬМАбЩ 
3 этом пункте доказывается характеристичность этих радикалов 
для произвольной коммутаторной алгебры Ли. 

Из С 2 , теорема 12 с л е д у е т , что в коммутаторной алгебре 
А± совокупность нильпотентных элементов из радикала Плоткина 
АЛ/(АЛ}, совпадает с 1,ЙА/- радикалом этой алгебры. Покажем 
еперь , что/ * Й Ы - радикал алгебры совпадает , в свою о ч е -

оэдь , с радикалом Левицкого ЛС(А)алгебры А. 
Теорема 3. Пусть А - асооциативная алгебра над К, -

локально-нильпотептный идеал в А/,, ооотоящий из нильпотентных 
элементов алгебры А. Тогда . # 7 / 0 * 0 и СЙА//^)-^6^)-
Доказательство. Рассмотрим асооциативную оболочку М лиевокого 
идеала алгебры Ли Д ^ . Так как каждый элемент из явля-
этся нильпотентным элементом в А, то М - локально-нильпотентна:; 
чссоциативная алгебра Г 1 7 . С помощью тождества Яко<*и легко 
проверяется , что / М А - идеал в Аг.. 

Из построения идеала /Ль с л е д у е т , что в М всегда найдется 
'янулевой элемент у , такой , что У^«0. Покажем, что правый и д о -
л /^.порожденный в алгебре" А элементом у» является л о к а - ь н о -
'льпотентныи. Пусть Р- {х-^ - некоторое конечное подмножест­

во элементов из / ? . Тогда каждый элемент <^"без ограничения 
тбщности можно представить в виде : х .̂ * а*'Д * где , 1 

Л, ^. Пусть с - множество всех элементов <2Ь , п р и с у т -
"гвугащих в разложении для элементов Хс Обозначим через Л/ 

•ласе нильпотентности лиевской подалгебры, порожденной элемеп-
"чми вида С^°-с1 » где й 4- е С\ (элементы С ^ 3 о ^ 
- Д 1 , ибо у * / 1 и М - идеал в Ад ) . Рассмотрим элемент 

Так как ^ ^ (а^е С) 

Л 7 / 

то 



Используя равенство 

организуем собирательный процесс для группировки справа элемен­
тов у , начиная с самого левого вхождения у в выражение ( 2 ) . 
Это аначит, что мы в первую очередь используем равенство 

Лодотавив ( 4 ) в ( 2 ) , получим , 

ибо у^=0. Продолжая далее э т о т п р о ц е с с , мы приходим к равен­
ству ^ 

Но / 7 ^1Л ~ О следовательно , Х=0. Значит, 

А . - локально-нильпотентный идеал. Отсюда вытекает , что радикал 
Левицкого Ц(А) алгебры А отличен о т нуля, ъйо А!^ <Х(А) Т.З]. 

Покажем т е п е р ь , что ^ <^%(А). Предположим противное, 
т . е . .У^ ф М.СА)> Тогда рассмотрим фактор-алгебру А - ^/к(А). 

Подалгебра ^ = "*Ь + %(А'У.х<а) алгебры А*, является нетривиаль­
ным локальнО-нильпотентным идеалом алгебры ^ , состоящим из 
нильпотентных элементов алгебры . Повторяя предыдущие р а с -
суадения, мы получим, что Ц,(А<,№ Мы пришли к противоречию, 
ибо &(А) - & ( а/^са)) = & .Следовательно , 3± <^ •%(/!). Из 
э т о г о кслючения непосредственно вытекает включение: А(А//А^) 

^ 1%СА). Обратное.включение очевидно . Теорема доказана. Из 
этоИ теороиы непосредственно вчтекает 

Тоопемо 4 . Пусть А - ассоциативная алгебра над Р. Радикал 
Леи -<кого #(А) тогда и только тогда отличен от нуля, тогда в 
Аь циоетоя локально-^ильпотентный идеал, содержащий нетривиал* 
Н!Ь1 ^льпогентнчй элемент. 

Локазотельотво. В одну оторону утверждение теоремы очевид­
но . Пусть Аь обладает локально-нильпотентным идеалом * ^ , с о ­
д е ; ^ ::;нм цетривиальный нильпотентный элемент х . Шс27 вытека­
е т , ч т о , в , м н о ж е с т в о ^ воех нильпотентк . - элементов о б -



разует идеал в • Так как 3^4 то для завершения д о к а з а ­
тельства теоремы доотаточно применить теорему 3 . 

Следствие I . Пуоть А - аосоциативная алгебра над Р. Ради­
к а л ^ (А) тогда и только тогда отличен от нуля, когда в А^ име­
е т с я локально разрешимый идеал, содержащий нетривиальный нильпо-
тентный элемент. 

Доказательство э т о г о утверждения полностью аналогично д о ­
казательству теоремы 4 , ибо в локально разрешимой алгебре м н о ­
жество в сех нильпотентных элементов образуют х а р а к т е р и с т и ч е с ­
кий идеал. 

Следствие 2 . Пусть А - аосоциативная алгебра на К. Н * д и -
кал &(А) тогда и только тогда отличен от нуля, когда в А<, 
имеется локально-нильпотентный идеал О'» содержащий ненулевой 
алгебраический элемент , который не лежит в центре ,^7. 

Доказательство . С о г л а о н о С 2 , лемма 1 7 в этом случае в О 
имеетоя нетривиальный нильпотентный элемент. Применив теорему 
4, получим требуемое утверждение. 

Предложение 3 . Пуоть А - ассоциативная алгебра над Р 
* УИА)=0' ЕСЛИ В локально разрешимом идеале«7 алгебры А^ с о ­
держится нетривиальный алгебраический элемент х , то х лежит в 
центре алгебрЫ/4. 

Доказательство . Прежде в с е г о из условия леммы вытекеет , 
ч т о / Л / Л < Я , ] / # , ибо х е / Л Я ^ Л Так как = С, т о , 
тывая теорему 3 , в У нет нетривиальных нильпотентных элемен­
тов . Поэтому х принадлежит центру и д е а л а , т . е . //А/А 
ляется коммутативной алгеброй Ли. И з Г 2 , теорема I ^ в ы т е к а в ! , 
<то для любогох^А, . , СЦА/А(А*.)>*3 /•#ЛУ/АЛ). Но так как 
&(А) 'С, тс 1./лЛ/^^)-0. Следовательно, ^ А ^ ^ ^ д 7 - < Э д л я 
любого % *А^, т . е . /,Л/А/АА)лежит в центре алгебры А. 

Лемма 3. П у с т ь , ? - локально разрешимый идеал в Ал , и 
х / 0 - алгебраический элемент в А. Тогда п о д а л г е б р е Л 1 * / с ^ х / , 
порожденная 3 и х , являетоя локально разрешимой. 

Доказательство . Л е г к о ' в и д е т ь , что для доказательства л е м ­
мы достаточно проверить , что подалгебра ы"0, порожденная элемен-
5*'*в >г)т>* • г д е г / ' • Эявляется р а з ­
решимой. Так как х - алгебраический элемент в А , т о в - ^ л я в л я ­
ется алгебраическим дифференцированием, т . е . существует такое 
/? , что элементы а,:/Га}кЛ, ал= Га^кЛ , , с^^Ла^^х! 



линейно зависимы для любого <Х&\. Рассмотрим подалгебру 
с ,М0, порожденную э л е м е н т а м и ^ и ^ - Су^к У ,,/-^г^, »Л-7 

= ^ / ч » . х 7 , ' ^ г У 1 А - г - > * 3 Легко проверить, что 
М| инвариантна относительно аЛх. Так какуё-Уп У - локально 
разрешимый идеал, то е с т ь разрешимый идеал в М 0- Но М0/М^ 
является коммутативной алгеброй Ли и, следовательно , алгебра 
?Л0 разрешима. Аналогично доказывается 

Лемма Ч. Пусть У - локально ртзрехимый идеал в ^ и 
х^О - энгелевый элемент в Лс . Тогда подалгебра А ) 
порожденная ^ и х , я в л я е т с я локально разрешимой. 

Теорема I?. Пусть / Ц обладает локально разрешимым идеалом 
, / и пусть - алгебраический элемент в А. Тогда либо 
?.сЯС7) ( ^ ~ централизатор у ) , либо ,у?СА)±0. 

' Доказательство . Обозначим ч е р е з ^ максимальный локально 
разрешимый идеал. Пустъ^е- -7~ л рассмотрим алгебру ЛЛа-/*^/ 
Согласно гчмме 3 Н 0 - разрешимая алгебра . Тогда возможны два 
с л у ч а я : / ^ х , у7^ о, л и б о / Г х , у 7 • 0. Если/Гх , у _ 7 / 0 , то 

[х, у _ 7 - нильпотентный элемент, лежащий в 7) ( с м . С 2.1). По след ­
ствию I >к(/*)?0. Следовательно, ^(^/О^ если_хотя бы для 
одного 4 6,7, СХу?3{Ъ. Если же для л ю б о г о / ^ /7 =о, то 
X* /(7)^/?6УУ' Теорема доказана. ^ 

^Рассмотрим теперь дифференцирование ассоциативной алгебры 
А. 

Лемма 5.. Пусть О - дифферецирование ассоциативной а л г е б ­
ры А. Тогда ШЮ^гЖА). 

Доказательство . Очевидно, ч т о ЫСА) + &(А)0является иде 
алом в А. Покажем, ч,то э т о т идеал нильпотентен. Пусть / Г г 

конечное множество элементов из &&1)/7, 
причем / ± Предположим, что алгебра 7~0 порожденная 
^/Улз- -> & и лоиащая -р-кС/!^ имеет класо нильпотентноет 

д / и покажем, что , / 7 ^ ^ ^ • ' ^ ^ » . гдо ^ ^ . Действитель­
но , О Я(*^)Я' - уУ^^ * °^ » Г Д 0 ^ е с т ь оумма про -
наведений, какдое из которых содержит хотя бы одно < ^ <?--̂ К^7-
Следовательно, элемент г / ^ о Й ^ Н о тогда 
Поэтому фактор-алгебра к^+Ь^Я/х^уу'локально-нильпотентнз 
Отсюда вытекает локальная нильпотентность алгебры *• 
ЕЫ и , следовательно , включение ^ 



Теорема 6 . Пусть А - аосоциативная алгебра над полем Р. 
Тогда для всякого дифференцирования аоооциативной алгебры А 
имеем 
а) 1ЯЛ/(А>)0 ^ А Я Л//**); 
б) I Я А САД О ^ 1ЛЛ/(А*). 

Доказательство . 
а) По теореме 3 1/2М(Аь)-&/1). Тогда по лемме 5 имеем 

Ь Я Л/СА*) 0 ^ 6/? Л/ /А^) , 
б) Рассмотрим алгебру А= Так. как согласно_лемме 5 

ЦЛ)0 & и С А) . т о _ / ? индуцирует дифференцирование / ? а с с о ц и а ­
тивной алгебры А . Тогда , учитывая предложение 3 , получим, 
что и д е а л ЬААСАЛ/^^ л е ж и т в центре а л г е б р ы ^ " Но центр л ю ­
бой алгебры Ли инвариантен относительно дифференцирований. По­
эт йщЬДА(Аб)0^6АА(А\)' Так как //ААС^)является локально 
разрешимой алгеброй , то и з г 2 7 м ы и заключаем, что 

Алгебра Ли называется радикальной, если в / имеется в о з ­
растающий нормальный ряд . у 

/ с / - - / в ^ А ^ •и 
где 41<. г/ . - локально разрешимая алгебра Ли. 

Лемма 6. Пусть I, - радикальная алгебра Ли, - максималь­
ный локально разрешимый идеал, У / ^ С - централизатор / -
Тогда * 

Лвмма доказывается аналогично соответствующему утверж;и: 
кию для групп г 17 . 

Предложение 4. Пусть в аоооциативной алгебре А имеется > 

11 яд из подалгебр: 77А • Л 
{ о > А . ~ Л , ^ ~А~~~ в У Л 

где ( X ) а ^ (А^1)1. Если является локально разрешимым 
идеалом ъ(АА, содержащим нильп^тентный элемент* х^О, т о ^ 4 - - у 

Доказательство . Из оледствия I вытекает , что ? & 
так к а к / ^ Д - Учитывая теорему б , лемму б , применяя Ии .^кдя* 
можно показать , д т о для любого л радикал ^ ^ ^ А О . Обознп 
чим через А- С/<%(АЛ Легко в и д е т ь , что • 
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Томы: ' .у^ские пространства и их отображение. Рига. 1961. 

УДК 5 1 3 . 8 3 1 
КАТЕГОРИЯ К0ЖЙП03 И СИНГУЛЯРНОЕ ГОМОЛОГИИ 

Ю.Т.Лисица 
Московский энергетический институт 

3 работе [ I ] рассматривалась категория коиейпов, к о ­
торая является двойственной известной категории Борсука-
-Мардешича [ 2 ] , [ з ] . Эта категория кошейпов является про ­
должением гомотопической категории с категории Фоб - п р о ­
странств , имеющих гомотопический тип СУ^ -комплексов» на 
категорию Пор всех топологических пространств . Она 
гесно связана с сингулярными гомологическими группами и с 
конечно-порожденными когомологическими группами. В рамках 
эгой категории будет показано: 
1. Сингулярные гомологические и конечно-порожденные с и н г у ­

лярные когомологические группы являются кошейповымй ин ­
вариантами. 

2. Меаду двумя гомотопными кошейповымй отображениями можно 
построить правую гомотопию. 

3. Каждое расслоение в смысле Серра для кошейповых о т о б р а ­
жений является расслоением в смысле ГуревЪча. 

В этой работе будет рассмотрено с в о й с т в о колодвижнос-
ти, являющееся кошейповым инвариантом, и при котором к о г о ­
мологические инварианты категории кошейпов изоморфны с о о т ­
ветствующим инвариантам сильной категории кошейпов 
[5]. . . 

§ I . ^категория топологических пространств 
Определение 1 . 1 . Прямой гомотопической системой 

Л) = |(Хс*.А*), 1м*л А] по напра1 ленному частичнр у п о р я д о ­
ченному множеству индексов А наэовем совокупность пар 
(Х*,Ас<)топологических пространств и отображений п*р 
-«и* : (Хы, А«)-*(Х*», А^),где таких , что 

1. I** : (Х*}А*)--+(Х«,Аы) т о ж д е с т в о . о 
2 . ^ м " гомотопно *>ык" для любых . 
Объектами категории 1я}-ЗЪр будут прямые г о м о т о п и ­

ческие системы 



Определение 1 . 2 . Морфизмами категории щ-Уор н а ­
зовем отображения (Хл&)"*СЧ[Л1В) из прямой гомотопической 
системы (Ж, А) в прямую гомотопическую систему ()[ЛВ) = 
-{(Чр'$?)>]}}'лВ}. состоящие из системы отображений 
где 1 р : А - » 8 , а ^ (Х*,А*) —> ^ У ^ Н ^ ^ ) т а к и е , что 
для любых. существует такой индекс В # ч т о 

Последнее соотношение означает коммутативность с л е ­
дующей диаграммы: 

( / и - ) ( УУГ-Х В » И 
Тождественный иорфиэм » , • ~~* РК.Д) задается 

Определение 1 . 3 . Композицией морфиэмов + ;(ХА)-*(Хв у) 
назовем систему о т о ­

бражений к*} где Ф-УУ-'А—Г - композиция 
отображений V и V а кйл$чы$*:(Х*>А*)—'Г^йьСйч)-

коппозиция отображений ^ и 9<№0 . 
Предложение 1 . 1 . Компоэиция является мор-

физмом категории 1п]-Тор . 
Действительно, для любых «^ы1 найдется такой ин 

деке ч т о 

Для найдется такой индекс X* Г что 

Для найдется такой индекс У'е Г ч т о ^ 
* * . ( 1 . 3 ) 

В силу направленности множества индексов Г существует 
такой индекс 1"* Р , что / " И ^ Л ^ Г ' Т огда по 
определение 1 .1 верно 

Из приведенных выше условий ( 1 . 1 ) - ( I . 1 » ) с л е д у е т : 



что и т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 
Доказательство предложения 1 .1 легко прооледить на 

следующей диаграмме: 

Определение 1 . 4 , Два морфиэма {,$*(ХЛА)^СХ В) н а з о ­
вем гомотопными, если для любого ыеА существует такой 
ИНДеКС р9<?(4), , ЧТО ^^р-рЫ * $°< 

Последнее соотношение означает коммутативность с л е д у ­
ющей диаграммы: 

Предложение 1 . 2 . Отношение гомотопности / — на 
множестве мор{>измов категории иу-*Уор является отноше­
нием эквивалентности . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ь ( Ж, А } С такие 
^ орфизмы, что -Г - $ и 2 ^ 1 г . И з определения 1 .4 вытека-

А Л Л Л д 

от существование таких / > д ' е » что выполнены следую­
щие условия : 

а Зшр'З** *№?ЬсЪ. ( 1 . 5 ) 
3 силу направленности множества индексов В существует т а ­
кой индекс р"& В ч т о Тогда в силу о п р д е л е -
ния 1 .1 имеем: 

Тогда из условий ( 1 . 5 ) и ( 1 . 6 ) следует 

с ледов а-



т е л ь н о , к*с: ^ ^ 0 / " ^ 4 X 0 и т?е^оъь.лосъ д о к а ­
з а т ь . 

Доказательство предложения 1.2 легко проследить на 
следующей диаграмме: 

(Ущ, В-*.)) С ( ^ 

Теорема 1 . 1 . Пусть имеются морфизмы {^^(КАУНХ в ) 
и ^ * ' : ( У . В ) - » ( 2 з С ) Е с л и / * / ' и т о г д а 

Докажем с п е р в а , ч т о | , ^ / - | в { То е с т ь найдем такой 
индекс ( Г * / 7 зависящий от * , что Х> У*1ЫЛЧ"ес+) и 
выполнено условие ^ - К+гшЯч'М'к» Действи­
т е л ь н о , в силу условия теоремы для любого а&А сущест ­
вует такой индекс В что выполнено 

В силу т о г о , что 5 - морфизм и з ^ в , ) , в С^л*Р)> найдет­
с я такой индекс х'еГ , что X'* У(р) и такой ин­
декс Я"бГ что X'1* УФ'Ы)Л и при этом выполне 
ны следующие условия : 

3 силу направленности множества Г и в силу определения 
1.1 с у щ е с т в у е т е а к о й индекс Г что и выпол 
нены следующие'условия: 

х*«)* ~ к г ^ П ' Я " **гии * *г*к+**(*)*"> ( 1 Л 0 ) 

Из условий ( 1 . 7 ) - ( 1 Л 0 ) вытекают следующие соотношечия: 

~ *Ч>*'МХЗГМ 1* • Что и следовало д о к а з а т ь . 



Приведенное доказательство первой части теоремы 1 Л 
сорошо иллюстрирует следующая диаграмма: 

Докажем т е п е р ь , что -9'^ То е с т ь , для лпбого 
* М наедем такой индеко V / 1 , \ т о / * » " 1 ^ , ^ * < * У > и 
выполнено условие * ? 4 № / / ^ д о ^ - В силу 
,'словия теоремы найдется такой индекс ^ , ч т о 
йГ> УЧИМ, и выполнено условие ' ^ д о / ^ ' о д * ' 
~ Ку*еы)ц9*М Но т о г д а верно и следующее с о о т н о ­
шение: ^ ^ Н М / ^ ^ »что и нужно было д о ­
казать. 

Доказательство второй части теоремы иллюстрирует д и ­
аграмма: . 

В силу предложения 1.2 вытекает , что 
- зэательство теоремы 1 Л полностью закончено. 

Предложение 1.2 и теорема 1.1 позволяют определить 
яедующую категорию, которую мы будем обозначать щ-Но(&р)• 
•бъектами этой категории будут объекты категории щ-7Ър % 

иорфивмами : (%>*) —*СV, 8) будут классы ["-р] г о м о т о п -
чх морфизмов -Р категории ы у - Т о р Действительно, в 
^лу предложения 1.2 множество в с е х морфизмов { к а т е г о -

III} - 7Ьр распадается НА непересекающиеся классы [ ^ ] 
омотопных между с о б о й морфизмов. В силу тео{>емы 1.1 мож-

" о определить композиций [ | } в ^ ] , полагай е е равной 
[| в ^1 Тождественный морфизм категории Сн}-Нъ(УЬр) 
с л а г а е м равным ГтГХ А ) ] Категорий ыу-НоГТор)явля­
ется Гомотопической категорией категории 'муТор , поа-



тому морфизм будем называть гомотопичес ­
кое эквивалентностью, если существует морфизм 9:(ХВ)-+1ХЛЛ) 

т а к о й , что 3***1(КЛ) и 1***и%*)Л 

§ 2 . Категория кошейпов С о - $ Ь . а р е 
Нас будет теперь интересовать категория и*^-Ф*ов , 

где Фов- категория пространств , имеющих гомотопический тип 
конечных - к о м п л е к с о в , 3 этом случае категория и * ] ' -

-Мь(Фов)позволит построить гомотопическую категорию тополо ­
гических пространств , которую мы назовем категорией кошей­
пов и которая совпадает на категории пространств , имеющих 
гомотопический тип конечных СУС-комплексов, с обычной г о ­
мотопической категорией 

Определение 2 . 1 . Прямую гомотопическую систему 
из категории ^'-Фов назовем ассоции­

рованной с парой топологических пространств (Х,А) , если 
оущеоч-вуют такие отображения ы : (Хы,Аы) —+ ( Хл А) , что 

• для любых имеем 'ч ясы'*-**' ; ( 2 . 1 ) 
- д л я любого отображения р: (Р>&) ~* (ХЛА) л гАе(Р,0) 

имеет гомотопический тип конечных С^-комплексов, 
найдется такое отображение -Р« : (РлО} —*(Х*, Аы), 
что -Р ^ ( 2 . 2 ) 

- е с л и для двух таких отображений 4*а?4:(Рлв}—*(Хыл4ы) 
выполняетоя условие - и - Г * , т о найдется 
такой индеко ы1** , ч т о сыы'Ры - ( 2 . 3 ) 
Теорема 2 . 1 . Для любой пары (ХЛА) топологических 

пространств существует прямая гомотопическая система С&,А)= 

= \(Хы9А*л)л1411лА]щъ категории иц-ЗЪв^ ассоцииров* ная с ней. 
Доказательство . В качестве прямой гомотопической сис ­

темы (X^ А) возьмем систему , состоящую из конечных о т н о ­
сительных подполиедров (*Хы, Аи) геометрической реализации 
|5(Х,А)| относительного сингулярного комплекса Кана 
5(Х.,А) а 1с1 с о с т о и т из ограничений на (Хс*,^^есте­
ственной прс кции I :\$(Х,А)\-+ (Х,А) 

Условие ( 2 . 1 ) 
вытекает из построения отображениЧ 1*4 В силу т о г о , ч т о 
отображение о являетоя слабой гомотопической эквивалент­
ностью топологической пары / 2 ( Х , ^ ) | в топологическую п а -
РУ ( Х Л А ) • а также т о г о , что образ к о м п а с н о й пары (Р,®) 



при отображении воегда лежит в конечной относительном 
подполиедре полиедра | 5 ( Х . , А ) | , выполнены уоловия ( 2 . 2 ) 
и ( 2 . 3 ) ( с м . , например, [ 6 ] с . 4 4 3 - 4 4 4 ) . 

Определение 2 . 2 , Морфизм $ 1 (Х^)—9 (.X®) назовем 
ассоциированным с отображением 4-*{ХлА)—>(УЛЬ) , если(АА) 
и ( ^ в ) с о о т в е т с т в е н н о ассоциированы с парами (Х>А) и 

и^кроме т о г о , для любого <**А выполнено оледующее 
уоловие: 

* . ( 2 . 4 ) 
Теорема 2 . 2 . Пусть (X^А) и (%В) ассоциированы 

с о о т в е т с т в е н н о о парами (^А) и (У>Ю Т о г д а для любо­
го отображения ^' !X^А) —+(У>В) существует морфизм 4* 
1(Х^)—*(Х&) > ассоциированный с -Р . с 

Доказательство . Для любого * е А определим ^ ; 

' ( Х с ^ А ^ - ^ У ^ в ^ л е д у ю щ и м образом: рассмотрим отображение 
{ I * :(Х«<,А*)—* (V,В) ; в силу условия ( 2 . 2 ) существует т а ­
кое отображение ^ :(Х^ёА^)—^(У^4)1 Ър=щ))9 что -Р14 ~Ур4* 
Оно и будет искомым. 

Докажем, что система {Ф,4ы) составляет морфизм из 
(%ЛА) в ( 6 ) . Пусть с * * * ' 4 Рассмотрим два о т о б р а ­
жения ^ р ' т ч * и - / у ' * * * ' из (Х*,А<4ъ (У}',Вр')л Для них вы­
полнены следующие соотношения:. 

Следовательно, по условию ( 2 . 3 ) существует такой индекс 
что д}р" +4* I а э т о и с л е ­

довало д о к а з а т ь . 
Теорема 2 . 3 . Если два морфизма ^ 9 :(Х,А) р(Х,б) 

ассоциированы с о о т в е т с т в е н н о с отображениями ^,§:(Х4А)->(ХЩ) 
и -р гомотопно $ т о г д а морфиэм -р гомотопен морфизму 

л Доказательство . По условию ( 2 . 4 ) имеем ^ т * ~ т ^ « < # 

]у$ы ~ $Ы Тогда найдется такой индекс рш*р'>р .что 

Щ"'ёы Действительно, отображения ^р»-г<л и 
такие, что 

Тогда по условии ( 2 ^ ) существует такой и н д е к с р т * в * -что 



-УУ"^1'"^ с • Но из определения 1.1 с л е д у ­
ет, что ^ - ^ ^ « З " * ' Следовательно,^ гомотопно ^ 

следствие. Если (X, А) и ( X I А') 
ассоциированы с од­

ной и той же парой (Х,/4) то тождественное отображение 
*(х.,А) >(Х,А) порождает ассоциированный морфизм ^ ^ Д ) 1 

; (X., А)-^(Х^А'];причем любые два такие ассоциированные морфиз-
мы гомотопны между собой. 

Определение 2 . 3 . Кошейповым отображением -рч.(Х,А)—* 

из (Х,А) в (У,Ю назовем всякий морфизм $:(%,А)-* 
- * ( Х 8 ) , где (Х^) и (%8)- прямые гомотопические систе­
мы, ассоциированные соответственно с (Х,А) и (У,В,) . 

Оп̂  еделение 2 . 4 . Два кошейповых отображения 
: (Х,А) — * С Х 8 ) назовем гомотопными, если для морфизмов^: 

( М ) ~ * М В ) и ^ ( Х ' , ^ —^У',© 1 ) существуют морфизмы 
^ Х / Г ^ ^ ^ Х ' ^ ' ) и 1(улау(ХВ}-*№&) , ассоциирован­
ные соответственно с тождественными отображениями *(Х;А) и 

1 ( у ^ такие,что 
Определение 2 . 5 . Пусть-^:(Х,Д]-^^В) и 9:(У,8)-(2ёС)-

два кошейповых отображения, определенные соответственно 
м о р ф и з м а м и | : ( ; М ) - * И 1 В ) и Г ^ в У Г Компо­
зицией С 3 ] ° ^ ] гомотопических классов [^1 и [ 9 ] назо­
вем класс С ? В ^ ( Г , В ) В ^ 1 » г д е морфизм, ассоцииро­
ванный с тождественным отображением ±(у^у 

Таким образом, все пары топологических пространств 
(Х,А) и гомотопические классы [ + ] кошейповых отображений 

$ образуют категорию. Эту категорию Со-*&аре назовем 
кошейповой категорией. Из теорем 2 . 2 и 2,3 вытекает суще­
ствование функтора Ф из категории \-1о($ор) в гомото­
пическую категорию Го-*каре Покажем, что на полной под­
категории категории То б состоящей из пространств, име­
ющих гомотопический тип конечных С№ -комплексов, катего­
рии Но(&°е) и (?о-$&аре совпадают. 

Теорема 2Л. Если пара (Х>А) имеет гомотопичес­
кий тип конечного С ^-комплекса, то для любого морфизма 
^:(Х,А)—>(ХФ>) г определяющего кошейповое ото .ужение 
^"-"(Х,А)-*(КЯ)?существует отображение $:(ХЛА\ 3) такое, 



что 4 ассоциировано с 4 
Доказательство . Так как пара (ХЛА) имеет г о м о т о ­

пический тип конечного СМ-комплекса, т о прямая система 
(ХА)-{(Х«<,АД^',А}> состоящая из (Х^А^(Х^А) и т о ж д е ­
ственных отображений <<«и ,-4(Х,/0 • будет ассоциирована с 
[X^А) Пусть (Х,А)—>(У,Й]-произволькый морфизм, о п р е д е ­
ляющий кошейповое отображение 4:[^А)—*(У,В) , т о е с т ь 
-Р с о с т о и т из семейства отображений 4-^:[ХмА\—*(Ур38р) 
таких, что $<**-щ*$* Полагая 4 = ^4ы. Д л я н е к о т о ­
рого В Тогда для любого докажем, ч т о ^ ' ^ ' - " Р 
Действительно, в силу т о г о что Нр - мърфиэм, т о с у щ е с т ­
вует такой индекс что ]рр«-Ри - ]р*р*4+9 • Н о 

Ц-4р*1рр* • следовательно , 4 * 1р*Л»*1**^уЪ" 
- {р'^49 > ч т о и т Р е ( 5 о в а л о с ь д о к а з а т ь . 

Теорем^ 2 . 5 . Если для любых гомотопных кошейповых 
отображений {\$:[Х,А)—* (УЛВ) построить в предположениях 
георемы 2Л "отображения :(Х3А) — > ( У, В) т о г о ­
мотопно ^ 

Доказательство . В силу построения теоремы 2Л для 
п п б о г о ^ М имеем 4-^4* и $ - ^р'В* • В силу г о м о т о п ­
ности морфизмов и ^ имеем Лрр*^ ^и^» В* • а в силу 
ассоциативности с ( V, Ь) системы (\ В) имеем е? 
~ 1р91рр* и 1р* -1р*Лр*р" Учитывай сказанное , получим 

>ать. ' ' г г 

Замечание. Если в параграфах I и 2 рассматривать 
пунктированные пространства и отображения с фиксированной 
очкой, т о получим пунктированную категорию кошейпов. 

§ 3 . Алгебраические инварианты в категории кошейпов 
Любой прямой гомотопической системе (ХА)={(Хм/^/\<<,Л} 

естественно соаоотавить прямой спектр |Нц(Ж,А;6)-№Н(Х^4^ 
С ^ ) * > Л } и з гомологических групп, обратный спектр 
1Н*(ДЛ&Н'М^Л^ЙД^Л} и з когомологических групп, 
прямой с п е к т р Я ^ ( Л / л Н ^ й ( Ч ^ ^ ) > ( ^ , 3 ^ 4 ] П* гомотопи­
ческих групп и обратный спв1«рЭГ п(^А]*| ,1Л(Х^А*^(^^А] 
из когомотооических множеств. 

Для любой пары (^А) топологических пространств 



рассмотрим прямую гомотопическую систему (^А) , ассоции­
рованную с (Х)А) Тогда е стественно рассмотреть г о м о л о г и ­
ческую группу №ъ(ХлА1&)=&т /И^^ когомологическую группу 

Н*(ХЛА:Ь) = &2 ИК(Х,А1&) я гомотопическую группу Д Г * # Д Л > 
-&*5пх(%;Ал&) и когомотопическое множество 3"(Х^) -
=^р5Пн(Х>А) пары (ХЛА) 

Теорема 3 . 1 . Любое кошейповое отображение -р- (ХЛА\—* 
-*(У> й) индуцирует гомоморфизмы гл : Н* (Х,А.;6) — ( У # В ; < г ) 
гомологических групп,-Р* Н^У^В; 6]—^НЧ^А^О когомологи­
ческих групп, 4 ^ ; Х ^ Х / ^ З ^ Т ^ У Д I) гомотопических групп, 
а также, если э т о возможно, V, В) яц(Х>А) к о г о -
мотопических групп . Причем, л если -Р ̂ 5 т о - Р # = 0 * 

Г=Г ****** 
Зта А теорема вытекает из следующей теоремы. 
Теорема 3 . 2 . Морфизм А)—* (Кл&) из прямой 

гомотопической системы (X^А) в прямую гомотопическую с и с ­
тему СИЬ№) индуцирует гомоморфизмы -р* 1 Н и ( Ж , ^ б ) — * 

групп,^:Я и (Х > А ,й>)^3»Ги( г ^1В;вЗ - г р у п п , а также, если 
это возможно, 4* : ~* ЯЩ(Х, Л\ р** - групп . Причем, е с -

Доказательство* Пусть Ч в ) морфизм из 
( ^ А ) в (У[>6>) Тогда он определяет систему отображений 
[4,1**] где а -Р^ \\*1иМ*ь^Ы*т>Ъы)*) 

Аналогично определены системы { Ч-\-Р*] . ( ф , { ^ 
где * А - * В , а -^*: М Ч ^ / А ^ р ^ Н Ч * * . ^ 6 ) , 

При этом для любых о*^-* ' в силу т о г о , ч т о ^ ^ д / * ' ^ ' -
- -Р̂  выполнено условие ( > ^ & ) 4 П ^ < ^ 0 * = 

= 0<#о/)* №0* аналогично выполнены условия 

М Это означает , что семейства 

|у,-Р«*] • и {^-Г^} определяют гомомор­
физмы -р* -?* и -Р* , -р* с о о т в е т с т в е н н о - групп и 

р г о - г р у п п . Пусть теперь заданы г о м о т о п н а млрфизмы 



(^:(%Л)-^СУ.В) из (X^А) в (%В) Для любого * М 
в силу т о г о , что - лгМрЗ* выполняются условия 

(̂  #н!/)^ " 0 ч * ^ # ^ч^О^И^З^Г^^^^!^^ Следовательно, 
гомоморфизмы равны 4* * 3> , 4**3* 4м^^4 и в 

- и рго -категориях групп. 
Замечание. Нетрудно проверить , что при этом компози­

ции %• 1 морфизмов 4 и % соответствуют равенства 

-т"* у 9 * а тождественному морфизму % [^А) с о о т в е т с т в у ­

ют тождественные гомоморфизмы 11(Х>*\)* >Ц 1Х,Л})* 
и (*&А)) Тем самым мы построили функторы / Н н , 
ЛГИ и ЯГ* из категории в категории и у - А С 

^еорема 3 . 1 . вытекает из теоремы 3 .2 и теорем ЗЛЭ и 
.13 из [ 7 ] . 

Теорема 3 . 3 . Группа йт(ХлА^) изоморфна сингуляр­
ной гомологической группе Ны(Х}Ал6-). 

Доказательство . Сингулярная гомологическая группа 
Нй(У,А.»6г) изоморфна гомологической группе 5(КА)'*), 
г д е 5 ( М ) — сингулярный -комплекс Кана. Но ( 5 ( Х , ^ | = 
-(1т[[ХлгА^)л1^лА) где (Х*§ Аы) — конечные е г о подкомп­
лексы. Мы видели, что прямая гомотопическая с и с т е м а (/К,/^* 
~|(Ха, А * ) , / * * ' , ^ ) ассоциирована с парой (ХЛА) , с л е д о в а ­
тельно, {\^1Х^М^^{\^ЛХ4,А^^и^')^А\л^0 г о м о л о г и ч е с ­
кий функтор коммутирует с функтором прямого предела, 
следовательно, 

Аналогичным образом мо;кно получить следующую теорему . 

Теорема ЭЛ. Обычная гомотопическая группа я(ХлАла) 
изоморфна группе **.(Х,Ала). 

Из теорем 3 . 1 , 3 .3 и ЗА вытекает теорема 3 . 5 . 
Георема 3 . 5 . Группы Н„ (Х,Мб) , Н*(ХЛЛ&) .7ГЩ[ХМ 

и 71* (X А) являются кошейповыми инвариантами. 



§ 4 . Коподвижнооть 
Определение 4 . 1 . Прямая гомотопическая оистема 

(ХлА)х[[Х^й^Ам\А] называется ко подвижной, еоли для любого 
оущеотвует такой индекс •<'*-< , что для любого ин­

декса « " я 1 оущеотвует такое отображение <*у*;(ДГлЛ*-1 
-Р (ХылА*') ЧТО 

Определение 4 . 2 . Пара топологичеоких пространств 
(X,И) называется коподвижной, если о ней можно ассоцииро­
вать коподвижную прямую гомотопическую систему (ХЛА)~ 
--{№,Ш*+'>А] 

Теорема 4 . 1 . Коподвижнооть являетоя кошейповым икве 
риантом. Более того , еоли пара (Х>А) коиейпово доминиру 
ет пару (У,&) и пара (ХАА) коподвишна, то пара (У*й) 
также коподвикна. 

Доказательство. Из условия кошейпового доминировани 
следует существование прямых гомотопических систем 
~{[Хы,Аы)А4*1,А] и В ] , ассоциированных 
соответственно с ( Х , А ) и (^В)9п таких морфизмов 
:[*,М-ЧЪВ) щ 1:(Х6)-*(К,А) . ч м * . | ^ ^ в > Пока-

мем, что для любого 8 существует , что для 
любого найдетоя такое отображение ^•:(У^0^)'9(^ 
ч*о *,}}}9 • Действительно, для любого В су 
щеотвует такое , что 

В силу подвижности пары (Х}А) для существует т 
к о е * 1 * * , что для любого ы9**1 найдется такое ото 
бражение * * ч * ^{Хм^Ама)-*(Х^Ам'), что 

В силу того , что морфизм, существует 
такое В что и выполнено следующее ус­
ловие: 4 а 

Пусть в9&&$ , а . В оилу того, что $:(ХЙ)~* 
А)-морфизм, то существует такс» # чтс 



слагаем: . 
в Л , . « л , ' У * « 1 1 ' * 1 (*.5) 

!окажем, что * У//* Действительно, ив увло-
ый ( 4 . 1 ) - ( 4 . 5 ) имеем слвдушщув последовательность со­
отношений: 

ам самым теорема 4 .1 докавана. 
Теорема 4 . 2 . Еоли пара (Х,А) коподвишна и о ней 

лжно ассоциировать с чет ну в гомотопическую систему (%АА)= 
- { ( Х к , М > г ' , ^ # то оингулярная когомологическая группа 

()(ЛА*6) изоморфна группе ик{ХлА*&) о 

Доказательство. В силу очвтмости системы (Х,А) = 
[ {Х*,Аг) ,«**»,Л^ можно раоомотрвть сяедумув точную 

последовательность [ в"]: 

да ^ и ^ 1 - первый приведенный функтор обратного пре­
шла [ 9 ] . 
окажем, что в силу коподвижности пары (ХЛА) обратная 
истема групп { НЩшк(Хп§Аи1&)} удовлетворит уояовив 
иттаг-Леффлера [ю ] , т . е . д я й любого « оуй»отвует 
г<ов х х , что для луйого к " * * имеем ( / 1 * ц ' } * ( И й ^ а 

кк'Г̂ Н*'1) Действительно, для Любого к существуем 
.кое к что для любого # 4 * найдется такое 
•Сражение ^ г в : ^ к ^ * * " ) ^ ^ * ' > ^ * ^ , что Ьц^^н" ^ '-кг* 

•-доватеяьно. (^ к0^к'*!»)Миг)* Н о Й Э условия <-*г"* 
следует, ч т в ^ - у ^ ^ ^ ^ * ' } ^ ^ ^ /Нйжаяиме ра-

, в а в л е к у ^*ггОЧ » * > ' г « 0 ^ -
Так лак обратная система групп { М й ~ (Хк,&**Ь)}уАоъ-

сверяет условию Миттаг-Леффлера, то ^^^Ц^Х^АлЛ)}-^ 
0] Но тогда из приведенной выше точной последователь-

г и следует, что группа Н*(ХМА>6) ивоморфна группе 
, что и следовало доказать» 

Приведем пример пространства X не являющегося ко-
, ;зи*ним. Таким пространством будет дополнение Х ~ Е * Ч 5 



в Е к_диадичеокоиу ооланоиду 6 Известно, ч т о Н , { & * > 
- 2 , а Н в ( 6 ^ 3 * 2 # Ех* ( (3>2) где О - аддитивная 
группа двоично-рациональных чисел. По теореме двойствен­
ности Чогошвили [ I I ] имеем следующий изоморфизм 
Н 0 ^ ; *- )*У*(** Ч 5;*) • По теореме двойственности Ситникова 
[ I I ] Н . № * ) * Й * ( Е ^ * ) . Так как ( Е * - 5 ) *А#*> то 
Й А ( ** ч 5 ;2 ) * Н Ч ** -5 ; * ) Допустим теперь, что Х = Е ^ 6 яв­
ляется ко подвижным пространством, тогда по теореме 4 .2 
имеет место оледующий изоморфизм Н1(Ъйу>6'*Ш)кНл(Е**В*2). 
Но в силу приведенных выше изоморфизмов последний изо­
морфизм не возможен, следовательно, пространство Х - Е ' ч 5 
не являетоя коподвикным. 

§ 5. Правые гоиогопии и расслоения в категории 
кошейпов 

Пуоть ^ р ^ ' Х ^ У - д в а кошейповых отображения из X : 

У , причем Тогда оущеотвует прямая гомотопиче 
кая система Х*{Х4,ыл9

лЛ} , аоооциированная о / ; и два 
морфивма/ ,^ : %—* У из X в У ,где У-/У, * у , / ] . что 

г ^ . Н о тогда для любого имеем гомотопию ото­
бражений 4л и , г - е . 4м*Йл Но известно \\2] , 
что в етом олучае для диагонального о т о б р а ж е н и я ^ ^ ' 
:Х*-ЧУЖЮ оущеотвует поднятие * У Г . то еоть р.*** 
« й й и р 4 ^ М ^ М , где У 1 - * У - естественная 
проекция, которая каждому пути У ставит в ооотве 
ствие образ г(ОшУ 

Теорема 5 Д . Сиотема отображений { « ( ^ являет 
оя морфиамом к ' % —+ У * , определяющим кошейповое ото 
бражение * : Х : — * У * , навиваемое нами правой гомотопие 
для 4 и | х 

^Доказательство. Покажем, ч т о # ; Х ~ ~ * У морфизм 
иэХ в У 1

 в где Х * г { У * , 1 Г 1 , * ] Пусть По 
кажем, что К+ьКм'Ыл* . Для етого нужно для от о б раже ни 
(**>1ЬиЫ4'):Хл-+ У 1 найти поднятие г ; Х ц — > У 1 щ * для 
некоторой проекции 
В произведении 1*1 будем различать две пары отрез­
ков , 1ж{1\ и , {1] *1 Так как ^ ± и я 
^ 1 - ^ 1 , то для отображения (4*4Ы Х<-*(У*У) суще-



гаует поднятие ^ ' Д ^ Т а для отображения 
о/Л-̂ О Хы1 существует поднятие к**: X**"* 
V У 1 • Так как ^ * ^"- ' .ы 1 , то для отображения 
^Ас- '^О-Х* * ГУ* У) существует поднятие <л><4:Х*-* 

~* ^ . Рассмотрим естественную проекцию (р*>Рл): 

' 1 1 ж 1 / Поскольку подмножеотво з? -

( Г - М И Ф ^ ' М ; множества 1*1 является его 
деформационным ретрактом, то сущеотвует деформация 4: 

^{°М^1 */4 Отображение /Л , Рл) можно 
тредставить как композицию V1**—г ( У х ^^* у{'№я Х1^)^ 
-+(\1'М<Г1шМ) причем пространство ( Г 1 ' " ' - у ' ' Н 
х у ! "'"̂ ^ гомеоморфно пространству У* Теперь отобра-
е н и е ^ к ^ ^ X.. — ( У 1 " ^ , у 1 ' ^ ) поднимаем 
,тобщением С к , ~ , - X, ~>(У У ц ? ' 
•Х отображение (Н4Л»4Л**'**') : ^ 

однимаем до отображения к У**^ 
(ажцой точке х пространства Х«* ставим в соответствие 
композицию с/ и и4Л*4ПЛШ<1) (ж) Тем самым получим 
поднятие к 

Определение 5 Л . Отображен!» -* В удовлетвори-
относительно X аксиоме о накршшвдей кошейповой гомо-

опии, если для любого кошейпового ото<*ражения >Е 
любой кошейповой гомотопии ^ X —* 8 кошейпового 

^ображения { = Р*^ ' Х~^В л существует кошейяовая гомо-
лия 4* Х-*Е кошейпового отображения -Р* Х - * С > 

скрывающая кошейповую гомотопию ^ • т о естьт*1*Р'м ( 

Теорема 5 . 2 . Каждое расслоение р Е—»В в смыс-
Серра удовлетворяет аксиоме о накрывающей кошейповой 

^мотопии относительно любого топологического пространст­
ва X 

Доказательство» Пусть %-\Ха/л 'Л Л ] - прямая гомото­
пическая система, ассоциированная с X а Л *Е мор-
:изм, определяющий кошейповое отображение 4* По укло­
ню теоремы задана кошейповая гомотопия ^ ^ , т . е . 



для любого ~Ь ^ представляет собой морфиэм< определяю­
щий кошейповое отображение -^:Х~~*В , причем р4*= 
Для любого * раоомотрим отображение 4^'Х^Е и гомо-
топию 4аЦ 1 Х,*«Г-*В такую, что р4% 3 4ыо В силу т о г о 
что р ; Е —* 3 является расслоением Серра, т о сущест ­
вует поднятие - Р ^ • Хм ЖХ —* Е , для которого 42% к +3 

и р4++ * 44+ . Докажем, что для любого 1 сиотема 
отображений { 45+] образует морфизм из Ж в Е 
Действительно, пусть т о г д а из определения морфиэ-
ма 4 с л е д у е т , что 4* & 441*44» Но по построению 
4+ -4% ь а 4%, - 4*^ , следовательно , А<*/**<' 

Замечание 5 Л . Теорема 5.2 является двойственной к 
известной теореме теории шейпов, утверждающей, что каждое 
замкнутое вложение является в категории шейпов к о р а с с л о е ­
нием. 

Замечание 5 . 2 . В пятом параграфе для упрощения д о к а ­
зательств мы пользовались морфизмами из прямых г о м о т о п и ч е с ­
ких систем в топологические пространства , а не в прямые г о ­
мотопические системы, ассоциированные с этими п р о с т р а н с т в а ­
ми. Аналогичные, но двойственные упрощения достигались в 
категории шейпов с помощью аппрокоимационных последователь ­
ностей [ 1 3 ] . 

В заключение сформулируем несколько задач, возникаю­
щих в категории кошейпов. 

Задача I . Что собой представляют корасслоения в к а ­
тегории кошейпов? 

Задача 2 . Можно ли гомотопные кошейповые отображения 
представить через цилиндрический объект ; по -другому , суще­
ствует ли между ними левая гомотопия? 
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Топодргичвсгкив пространства и их отображения. Р и г а , ^ , 

УДН 5 1 3 . 8 3 

Пример одной топологической группы 
В.И.Мадыхин 

Московский институт управления им. Оерго 1)рджоннкидэе 

Пример [СН]. Существует регулярная нормальная наследственно 
сепарайедьная счетно-компактная тоаологичеокая группа .квадрат 
которой не счетно-компактен и имеет несчетную т е с н о т у . 

Этот результат был уже получен автором ,когда он узнал из 
препринта В*>н Дауена [1] , ч т о т о т в предположении аксиомы Мар­
тина построил счетно-компактную группу без сходящихся последо ­
вательностей и доказал теорему о существовании в каждой такой 
группе двух счетно-компактьых подгрупп,произведение которых ье 
счетно-номпактно, 

ш т е р е о к указанному выше примеру объясняется также- и с л е -
дующим.Кан ю в е о т н о , А . В . А р х а н г е л ь с к и й [<0 построил д в а п р о ­
странства счетной тесноты,произведение которых счетной т е с н о ­
ты не имеет . ?анее автор [ з ] д о к а з а л , ч т о такого быть не может, 
если х о т я бы одно на этих пространотв-бикоыпакт.Казалось в о з ­
можным,что наложение с т о л ь же сильного ,как и бикомпантность, 
условия на п р о с т р а н с т в о , - б ы т ь топологической группой-способно 
дать такой же аффект.Однако приведенный выше пример показывает 
ч т о это не так* 

Построение примера иопольэуе? конструкшзо иа работы л Л а й -
нала и И.Юхаоа [4] .Построение довольно длиннс^и ниже д а е т с я 
лишь е г о набросок . 0 

Конструируемая группа будет подгруппой в «X и будет 
иметь мощность №^ .Сначала построим подходящую п о с л е д о в а т е л ь ­
ность точек*Х Я \У± 1 из Д ^ и аатем на это множество 
натянем искомую группу (г .Возьмем в / т . е . пока X еще 
не построено,во множестве ЬУ\ ,элементами которого будем и н ­
дексировать точки Уо. / д в а дизъюнктных несчетных подмножеот-
ва С1-^с1 : и С ^ с Ь . .В * множество 4 

С » { с ^ " » ^ , ^ г Д в ?4. понимается как точка в * о 
жоордиватами ,<ц> будет иметь точку • » < • , • > своей п р е д е л ь ­
ной, во никакое счетное подмножество из С э т о д свойствен о б -



задать не б у д е т , Э т о и е с т ь нарушение счетной тесноты в & 
В предположении си множество в сех очетных бесконечных 

:емейств,состоящих из конечных подмножеств *К ^ занумеруем 
;четнши ординалами 

Теперь предположим,что т/ь^х и в с е точки с 
/же определены для в с я к о г о ^ , т . е . являютоя точками 1 
хзли к е с т ь нонечное подмножество из ^ , т о череву (к) 
Зознздается сумиа X / « . I ' ^} в группе Д * .Цусть е -

*аное-иибудь открыто-замкнутое множество в А* , а К -какое— 
шбудь семейство конечных подмножеств из X .тогда пусть 

(Когда на б у д е т в конце концов натянута группа &~ , то 
аждый ее элемент б у д е т оуммой конечного множества (с еле-

•лентов из 3 ( , а - подмножество ю (г .навдый эле­
мент к о т о р о г о лежит в 4 , и е с т ь сумиа конечного множества 
элементов группы &) у 

Наконец, определим семейство ,членами к о т о р о г о является 
невозможные семейства , г д е 2~ —открыто-замкнутое 

ножество в ^ К счетное бесконечное семейство к о ­
ечных подмножеств из % и К в нумерации ^ К>* : МЫ**± V 
1>:еет номер,меньшим V , и всякое конечное подмножество !с«К 
оже с о с т о и т из У* с . Я с н о . ч т о .5^^ с ч е т н о ; пусть далее 
ножество Су с о с т о и т из точек С+'^С^СлУ из С г т а к и х , 
то в с е С-*лсХ . как точ*ки из , имеют номер,меньший V . 
ш о . ч т о также с ч е т н о . ° 

Сейчас в с е точки с Сбудут определены на 1̂  , п р и -
в (г точка 0 будет отделена о т множества Су ,и при 

том для каждого ^ у и каждого 1 6 Л в ^ найдется 
^сконечно много точен ,которые на )/ принимают з н а ч е н и е * 

Самое главное -тан определять значения точек |^ в а У , 
тобы ни для одной пары <^*{<а><* ^ ф о б е точли не приняли 

^ значение О . Э т о г о можно добиться,опре,целяя значения 
'очек У«с на V постепенно;важно при этом знать,что в груп­

пе X замыкание до подгруппы « ^ Т Т / конечного ч н о ж е о т -



ва Т само конечно ,в то время как каадое / из X б е с к о ­
нечно.Высказанные соображения позволяют определить значения 

точек ^ на V нужным образом . 
шшсанное построение имеет с в о е й целью обеспечить н а с л е д ­

ственную сепарабельность конструируемой группы (г и о т д е ­
лить каждое множество Су в (г* от тонки О .Теперь нуж­
но позаботиться о накоплении в & множества С к О .Для 
э т о г о заметим.что Т^9Ж[{^^У\]- счетная подгруппа ъЛ* , 
поэтому в произвольной окрестности V точки О в Л* най­
дутся точки С ^ с " т а к и е , ч т о * У Ту , Смф ^С[Туи{сЧ]* 

Включим эти точки в УС , присвоив им подходящие номера. 
Далее позаботимся о счетной компактности конструируемой 

группы 0~ .Для э т о г о д о с т а т о ч н о обеспечить ,чтобы 'Х+О* ^ 

для любого <А*г ( ч т о , о ч е в и д н о , и необходимо ) / Э т о д о с т и ­
г а е т с я включением в Л. в с е новых и новых точек из д о п о л н е ­
ния в Л * к ^ П ^ 1 ГУ Для • 

По завершении трансфинитного процесса будет построено мно 
жесФво точек % в 1***. Натянутая на э т о множество группа ^ 
будет ( регулярной ) нормальной, наследственно сепарабельной, 
счетно-компактной ( д о к а з а т е л ь с т в а э т о г о , более подробные,мож­
но найти в [<* ] ) . 

Далее из построения с л е д у е т , ч т о О е сть предельная точка 
для множества С в 0- . н о никакое счетное подмножество 
из С не имеет О с в о е й предельной точкой, ибо отделено о т ь 
ва некотором шаге транофинитного процесса-. 

Примерно так же можно д о б и т ь с я т о г о , ч т о б ы в 0~ у множест* 
ва С воякое счетное подмножество было замкнуто во всей 
группе & , о т к у д а , в ч а с т н о с т и , б у д е т с л е д о в а т ь , ч т о (гх не 
счетно-кпмпактно; Для э т о г о надо отделять счетные поданожес 
из С не только от о но и от других точек группы С-* 
хотя принципиальной разницы з д е с ь нет . 

В заключение сформулируем несколько проблем. 
I , Построить группу Фреше-^рысона, квадрат которой свойствог. 

4реше-^Урысона не обладает или д а п не имеет счетной тесноты. 
2.Аналоги?тый в о п р о с - о секвенциальной группе . 
3 ,Построить секвенциальную группу индекса секвенциальное -



ти,промежуточного мевду { - о в о й о т в о Фреше-Урыоона, - и & 1 -
таким индексом сеивенциальнооти обладает свободная т о п о л о г и ­
ческая группа любого бесконечного компакта. 

4 .Поискать такие алгебраичеокие группы»согласованная с о 
труктурой которых топология подчинялась бы некоторым огранж-

гениям ( например,чтобы квадрат такой топологической группы 
че повышал теоноту ,оохранял овойотво Фреше-Урыоона и т . п . ) . 
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В своих предыдущих раоотах [ 5 ] и [ 6 ] авторы показали. 
410 каждый А Л/В в к л а с с е перистых паракомпактов [ 1 ] и каж­
дый АлуН в классе X - п р о с т р а н с т в [ 6 ] имеют гомотопические 
типы симшшциальных комплексов . 13 э той заметке п р о в о ж а е т с я 
изучение класоов п р о с т р а н с т в , каждый А ^ й которых имеет г о ~ 
мотопичеокиа тип н е к о т о р о г о симпляциального комплекса. Основ­
ным результатом з д е с ь является теорема 4 , с о гласно которой 
каждый АЫН в классе перистых финально-компактных п р о с т ­
ранств г г е е т гомотопический тип некоторого с ч ё т н о г о л о к а л ь ­
но-конечного сшлшшциального комплекса» 

Все п р о о т ? а н о т в а . вотречапциеся в заметке , предполагают­
ся хаусдорфовыми, в с е отображения - непрерывными. Мы испольау-
емс.следупдие обозначения: 

!р - класс перистых паракомпактов (или. к р а т к о . р-па~ 
ракомпахтов; 111 

7 - клабс финально-компактных пространств 
в Т(\Т % Т . е . - класс пержстых фияально-ком-

палтных проотранотв . 
Л - 1иаос метрических п р о с т р а н с т в . 

- класо проотранотв оо с :ётно.й б а з о й . 
Через А / У Н ( # ) о б о в н а ч а е т о я , как обычно, абсолютный окрест -
ностный ретрант в клаосе X топологических пространств . 



Напомним, ч т о отображения $ и % пространства X в 
пространство 7 наэываютоя К -близкими, г д е Ц - некоторое 
открытое покрытие пространства У , если для люоой точки х*Х 
найдётся такой элемент и+М , что / (х), д 66 . О т о б р а ­
жения : X — » У называются 1С -гомотопными, если с у щ е ­
ствует такая связывающая их гомотопия Н: А * 1 — » У ( I =[11,1]), 
что для каждой точки х « Х множество Н ( { х ) я I ) целиком с о ­
держится в некотором и. € Ц. . Г о в о р я т , что пространство X Ц-
' о ш н и р у е т с я пространством У , если существует отображения у : 
У -*• X и у/ : X —+ 7 т а к и е , что композиция у • у & -гомотопна 
тождественному отображению : X X [ 4 , с . 4 . 1 ] . Если 
при этом единственным элементом покрытия IX является в с ё X, 
то говорят п р о с т о , что X домиыируется пространством У 

В [ о ] авторами рассматривались пространства класса А Л ^ Н ^ ) 
Начиная изучение класса абсолютных (окрестностных) ретрактов 
перистых финально-компактных п р о с т р а н с т в , установим прежде з с е -
го следующие простые соотношения, связывающие эти два класса 

Теорема I . Имеют м е с т о р а в е н с т в а : 
А И ( ^ » ) Л ^ = ш № и 

Доказательство . Мы проведём д о к а з а т е л ь с т в о только в а б с о -
;->тном с л у ч а е ; доказательство о к р е с т н о с т н о г о случая совершенно 
налогично. 

Включение Л Щ ? )П?& С АВ.(У?) очевидно. Обратно ,пред­
ложим, ч т о ТълМРУ). Согласно теореме Нагаты 17} кгздшЗ 
ристыЛ паракомпакт вкладывается замкнутым образом в п р о и з в е -

-нле вида М * 1 Т где М I =1и,1.1 , а Г - некоторый 
-Рданал. Поэтому, п о к а з а в , ч т о У является* ретрактом каждого 
остранства вида М * 1 Г , содержащего У замкнуто , мы сможем 

включить, что У « & ) Л РФ 
Итак, предположим, ч т о У - замкнутое подмножество в № * I 1 , 

. пусть Л - проекция М * 1 т на М . Будучи проекцией вдоль 
'^компакта, Я совершенно и, следовательно , УС (7) = М - зам 
; т о е подмножество в М ; при этом М 0 , очевидно , фанально-ком-
иктно , а следовательно , и сепарабельно Г З , теорема 4 . 1 . 1 Б ] . 



Воспользовавшись теоремой Куратовекого - Войдыславского, 
погрузим М 0 в нормированное пространст .о 1_ т а к , чтобы М 0 

было замкнуто в своей выпуклой оболочке С = М 0 ) с С 

Покажем, что С сепарабельно . В самом д е л е , сепарабельность 
множества М 0 позволяет выбрать в нём счётное всюду плотнее 

подмножество *0 Счётность 2> влечёт , как легко видеть , се ­
парабельность множества Сспу ( & ) ; в свою о ч е р е д ь , плотноать мно ­
жества Л в М 0 позволяет заключить о плотности множества 

Со#\\/(а) в С Тем самым сепарабельность множества С д о к а з а ­
на, и , следовательно , С * 1 т с У , . Г . Поскольку У является , очевщ 
н о , замкнутым подмножеством в С * 1 Г , отсюда немедленно следу­
е т , что существует ретракция Г 1 : С* Iх-* У 

Далее согласно, теореме Ю.Лисицы 111} С является АН(^ 
а следовательно , АН( ) будет и произведение С * 1 Г . 

Рассмотрим присоединённое пространство М'= М Ц С , г д е 
I - тождественное отображение М 0 ( с М ) на М 0 ( с С ) . 

Легко заметить , что М' метриэуемо ( э то с л е д у е т , например, иэ 
Г 3 , теорема 4 .4 . 17^ ) , а значит , м ' « 1 т € $> . Поскольку С«1 
очевидно, является замкнутым подмножеством в М * 1 Г , отсюда 
следует , что существует ретракция гх М'ж 1 т - > С * Iх. Для 
завершения доказательства теоремы нам достаточно определить р е : 
р акцию г М х 1 т - » У как ограничение композиции ретракций г. 
и г, на множество М и I х . 

Теорема 2 . Для каждого открытого покрытия и пространств. 
У с А/^НСУ'У") существует такое открытое е го покрытие 11' . ч т о 
любые два и ' - близкие отображения / и # произвольного топо 
логического пространства X в У являются Ц-гомотопными. 

Доказательство . Рассуждая А'ОЧНО так же , как и в предыдуще' 
теореме, можем погрузить У замкнутым образом в произведение 
С к I е , г д е С - сепарабельное выпуклое подмножество нормироваг 
ного пространства . Пусть 0 - о к р е с т н о с т ь множества У в С* 
которая р е т р а г и р / е т с я на У , а г - соотвествующая ретракция. 
Рассмотрим произвольное покрытие 1С тространства У , тогда 
Г и и =|г"и : и« и.} покрывает, очевидно , множество 0 . Впишем 
в г - 4 II открытое покрытие Т) множества У 2 С * 1 г , с о стояла 
из выпуклых множеств произведения С * 1 Т в иоложим *и' = / \ / л у 



\/« ^ У Ясно , ч т о , если отображения / • / X - * У и ' -
1ЛИЗКИ, т о г о м о т о ш я Н: Х « 1 0 , эада1шая формулой Н ( х . * ) 
Ь Лх) + 0 - 0 ^ 1 x 5 , определяет \) - гомотопию, овязывающую 
отображения } и у Но тогда композиция г * н является , 
<эк легко в и д е т ь , искомой К - г о м о т о п и е К , связывающей отображе-
И1Я / и ^ 

Теорема 3 . Для каждого открытого покрытия V. п р о с т р а н с т ­
ва У « Ад/Н(^.!Г) существует счётный симплициальный комплекс 
М , который IX -доминирует над пространством У . 

Д о к а з а т е л ь с т в о , как и в доказательстве теоремы 1,вложим 
пространство У замкнутым образом в произведение С * 1 г , 
где С - оепвраоельное выпуклое подмножество нормированного 
пространства. Пусть 0 - о к р е с т н о с т ь множества У в С * 1 г , 
которая ретрагируется на У, и г - соответствующая ретракция. 
Гзоспользоваг гшсь предыдущей теоремой , найдём такое открытое 
покрытие 11' пространства У , ч т о любые два и ' - близких о т о ­
бражения в У IX. - гомотопны. 

Для каждой точки у * У зафиксируем некоторый содержащий 
её элемент и у * 1 / ' и выберем выпуклую о к р е с т н о с т ь э т о й 
точки, лежащую в I Ц/ ). Поскольку У финально-компактно, 
а следовательно , и паракомпактно, в е г о покрытие (\^/уПУ: у « У | 
можем вписать локально-конечное звёздное измельчение V > при 
- о м , очевидно , б е з ограничения общности можем считать Я) 
счётным, а все входящие в него множества - непустыми. 

Рассуждая совершенно так же, как и при д о к а з а т е л ь с т в е у т ­
верждения 3 . 2 из [ 6 ] , и с учётом предыдущей теоремы п о к а з ы ­
ваем, что нерв N (А)) покрытия 1} Ц-доминирует пространст­
во У с А / / Н ( 1 Т ) что и завершает д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. 

Теорема 4 г Каждый АА/НСДО*) имеет гомотопический тип 
некоторого очётного локально-конечного оимплицжального комплев-
оа К . 

Докааатедьотвр.. Пусть У в А А / Я ( Л Г ) . Согласно теореме 2 
пространство У доминируетоя некоторым очвтвш комшгвкоои Ы». 
Изввотно, что каждая компонента овявноств комплекса являетоя 
подкомплексом • при этом отирыто-ааыкнута; следовательно, А/ 
раопадаетоя в счётную прямую сумму о в о ы саяаных подкомплек­
сов Ы = ® , . . ф м ф . . . . 



Поскольку X доминируется симплициальннм комплексом N , 
найдутся отоораквния $ Х - » л / и д : А/ —-X такие , что ^ « / « « Ч . , 
Отсюда легко заметить , ч т о для каждого ь множество Хс-= 
является открыто-замкнутой компонентой пространства X . Таким 
образом, X разлагается в прямую оумму X = Х ^ ф ^ О ) . . .<Э Х,-+. 
где каждое Х^ гомотопически доминируется соответствующим счёт 
ным связным комплексом ^ Согласно теореме Лунделла - Уайн-
грама [ 1 0 теорема 6 . 1 ] отсюда следует , что X,; имеет г о ­
мотопический тип н е к о т о р о г о локально-конечного симшшциального 
комплекса К^. Более т о г о , из доказательства теоремы Лунделла-

Уайнграма нетрудно заметить , ч т о комплекс К; может быть в ы ­
бран при атом локально»нонечным. по тогда и в сё пространство 
X имеет гомотопичеокий тип с ч е т н о г о локально-конечного симп-
лациального комплекса К = К А @ 1 С , ф . . . ® К ; + что и 
завершает доказательство теоремы. 

Следствие. Каждый А Л / Н ( Л Г ) имеет гомотопический тип 
некоторого А / / И ( Я ^ ) 

В самом д е л е , каждый локально-конечный симплициальный 
комплекс К является А Л ' И ( Х ) . Если при этом К с ч ё т е н , 
то он и сепарабелен, а с л е д о в а т е л ь н о , К с Ал/НС/КУ) 

Замечание. Итак, мы показали, что каждый АЛ'Н(,?.Г) и м е ­
ет гомотопический тип н е к о т о р о г о А л ' Н ( Л У ) . Отметим, что спра­
ведливо и обратное , в некотором смысле, утверждение, а именно* 

каждый А/^Н(-М*) является А / У Н С ^ У ) . 
Действительно, если ХеЛл/ЩУИУ) то X является пери­

стым финально-компактным пространством , т . е . Херу. Кроме т о ­
г о , Х е АЛП!( «А1) Г 9 , следствие 5 . 6 ] Отсюда, воспольэовав 
шись теоремой Ю. Лисицы з. ключа ем, что X * АЛ/Н( <Р ) , 
но тогда и тем более Х е А / » * И ( Л Г ) . 

Воспользовавшись теоремой 4 и рассуждая так же, как и в 
доказательстве теоремы ( 3 . 4 ) из [ б ] чегко убедиться в справед­
ливости следующегс утверждения: 

Теорема 5 . КаждыЛ. АН(ЛГ) имеет гомотопический тип точки 
т . е . стягиваем. 
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Топологические проотранотве. и их отображения. Рига. 1981, 

УДК 513 .88 

АНАЛОГ ТЕОРЕШ ПЭЛИ-ВИНЕРА ДЛЯ МЕТАБЕЛЕВЫХ ГРУПП Ж 

Л, А. Севастьянов 

Универоитет Дружбы Народов им. П.Лумуыбы 

С.Андо в работах [б ,б ] доказал аналог теоремы Пали-Вине­
ра для некоторых клаооов нильпотентных групп Ли о уотойчивымк 
поляризациями. В данной ваметке конструкция Андо, неокодько 
модифицированная, реалиауетоя для класса метабеленых групп Ли 
( в тон чиоле для Групп о неуотойчивыии поляризациями ) . 

П р е д в а р и т е л ь н ы е о в е д е н и я . Пусть С 
- овяеная одноовя8Н|я вещеотввнная метабелева группа Ли, 
- её алгебра Ли, $Д* - векторное пространство, дуальное к 
•3 | " комплевоифинация 0*1 * 

В оущеотвует Линейное подмногообраеие 0. , име­
ющее ровно по одной точке пересечения с почти всеми Сз -орби 
та ми ( относительно яоприооединенного действия ) в &^ * , т . 
о орбитами, объединение которых открыто в топологии Зарисског 
В &2 оущеотвует Такой бааис в о } »что 

, е\ являются координатами на 0 . , а векторы «. 
принадлежат аннулятору О. ( ом. [1 ,2 ] ) . 

Пуоть X - про невольный элемент из 9^ с О х. 
стационарная подгруппа точни Х , т » т (А.) С|Х тогда в 

оущеотвует [ 7 ] такой набор векторов [ е " " е " } > 
что отображение ' 

является гладким диффеоморфизмом многообразий ( л к » Я " " г > _ ^ - (д 
О п р е д е л е н и е п р е д с т а в л е н и й е (Л 

Обоеначим черев норму оператора А<| «лр Ц в д * " * 1 ) 
в конечномерном пространстве На | р / " я зададим при 
любом {.г Ц?, меру 



рассмотрим гильбертово пространство 
снабженное гильбертовой нормой 1|-||(Л1 

;ооективный предел гильбертовых пространств # ^ 
шляется полным счетно-гильбертовым пространством, лежащим 
з пространстве У* ^ *,х , дуальном Я- А [ 3 ] 

Одномерное представления подгруппы (]| к 

^ ) • и г { и л , (и Ч > } , 9 * ^ 
1-ндуцирует в %ъ. непрерывное представление €. О ) 

^оуппн й 

В подпространстве Гординга действует [ 2 ] соответ.* 
;твующее представление I (К) универсальной обертывающей 
ьчгебры 1Д. ( 0 $ с ) алгебры Ли ^ 

О п р е д е л е н и е а л г е б р ы В Обозначим 
^ерев Ь^(-->о' ) множеотво операторноаначных функций ^ на 
Д в . {\« е ; ( х ) - 0 > ^ Ш , . . . , ^ удовлетворяющих условиям: 

а ) при любых и Л с Л с значение } (к) 
является непрерывным линейным оператором в о т о б р а ­
жающим % \ в подпространство Гординга -

б) при любых $ - е в « * к л « А с о п е р а т о р } С л) 
ЭДк , сопряженный с оператором ^ ( А ) , о т о б р а т е т Я. х 

себя и непрерывен в топологии ^ к { функция \* 
качения которой задаются равенством | * ( л ) » 
акже принадлежит •, * 

в) для любых и ^ и , , ^ 1л, (.(V)с) существует такая конотан-
С ( и 4 , и „ ) ) что оценки 

справедливы для в с е х ^ е , А с Л « , ^ * ^ 
г ) при любых и 4 , е II (. с ) , Р 6 ( Я ~ У 



билинейная форма < Р , ь ( л , и 4 ) { ОТ « . ( л . и / ) *у > 
является целой аналитической функцией на Л * 

На кножеотве В » д [ Ь * 3 * » о задаем структуру а л г е б ­
ры операциями поточечного сложения и умножения функций,алгеб­
ру Ь снабжаем инзолюциел * $ »-•-

О с н о в н о й р е з у л ь т а т . Рассматриваем 
/\ т (Сз ) к а к алгебру о обычной инволюцией. 

Теорема,. Интегральное преобразование А — Ь 

является изоморфизмом алгебр о инволюцией. 
Доказательотво теоремы проводится по схеме ,изложен­

ной в [ б , б ] , причем обратное преобразование Ь-*А имеет вид: 

г Дв Л . Й . . Л . , е. . « и « А - пера Лебега н а л 

Замечание, Конструкцию Андо удаетоя перенести на кж 
метабеленых групп Ли благодаря использованию приводимых пре; 
ставлений. При любом вещественном X общего положения 
представление 1М продолжается до унитарного представления, 
кратного нег,; вводимому [ 2 , 4 ] 

Автор глубоко благодарен Д.П.Шелобенко за постоянное 
внимание и помощь в работе, 
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АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ ПЭЛИ-ЗИНЕРА 

ДЛЯ ОДНОЙ НИЛШОТЖТНОй ГРУППЫ ЛИ. 

Л.А.Севастьянов 
Университет Дружбы Народов им. П.Лумумбы 

С.Андо в работах \3,4] доказал аналог теоремы Пэли-Вине 
чдя некоторых классов нильпотентных групп Ли с устойчивыми ш. 
/•яривациями. 5. данной заметке конструкция Андо переносится нь 
простейшую нильпотентную группу Ли Ся с неустойчивыми поляри­
зациями общего положения ( пример,предложенный А.А.Кирилловы? 

С п и с а н и е г р у п п ы С Пусть 0^ -шесте 
мерная нгльпотзнтная вещественная алгебра Ли с баэисом й м ,е 

коммутационными соотношениями 

[ « ч в ] * г ] » й м » ] • О где 12 

и С *] ] е « • * > где ( с , {, < - циклическая 
перестановка индексов ( 1 . x , 3 ) Обозначим через Сл соот­
ветствующую связную односвявную группу ли, через - век­
торное пространство ,дуальное 9$ Функционал А р 6$ * 
(нокетлекоификация о^ш) назовем :ционалом общего положена 
*зсли он неинвариантен относительно действия А ^ * групп. 

С, в Еоли Л общего лояения, го легко 
кавать, ч т о в алгебре сущее тьуе 1ятимерн:йч пидалг~ 
ра Г ^ а I подчиненная л , т . е . < •Ну } > 
( адеоь < > - каноническая билинейная рорма ) .Отсюда слэ 
дует [ 2 ] Однозначное дифф^оворфное разложение 

§ * *хр С1 О 
для произвольного елеыента 3 е Сх . г д е ^ х * О л г щ> 

•Ь е Я и * А - фиксированный вектор из в не л»-. 
аащиЯ в ^йл . 

О п р е д е л е н и е ё л е м е ' н т а р н ы х 
п р е д с т а в л е н и й 6 (Л) .Для произвольного функционале 
Л общего положения определим пространство У,к как проектив-



ный предел пространств XV {*&кМ^А) ( эдеоь 
и Ы 1 л - норма, оператора А с ! **р ( х е Л ) в конечномер­
ном пространстве 0% ) , снабженных нормами 

(дномерное представление ^ л группы (3 х 

индуцирует 1.1] в пространстве # л представление е. (л1) 

где 9 = ? л с к р г а е О е > * А Л * ек|> 

В пространстве Гординга д е й с т в у е т [ 1 ] о о о т в е т -
ствугощвв представление С ГА) универсальной обертывающей 
алгебры и. ( (5*5 * ^ алгебра Ли 0$ 

О п р е д е л е н и е а л г е б р ы А . О б о з н а ­
чим черва (оо) множество функций $ на (У^\ при­
нимающих в произвольной точке Л значения ^ (Л} в . а л г е б -
1 непрерывных линейных операторов в пространстве % х и 
удовлетворяющих условиям: 

1) при произвольном {.с Я выполняются соотношения 

г Д е Ьц. - оператор сдвига на ^ \ 
2) подпроотранотво Я.^ инвариантно относительно 

-сех операторов | ( л ) # 
3) для произвольных и и^е (Я оущеотвует 

1кая константа С ( и 1 к и * ) , что оценки 

^ПОЛНЯЮТСЯ При ЛЮбЫХ \ ё А * 4 > е л у с > 
4) билинейная форма < Р^кл.м^ }сл) е (X> « О У > 

ддяется целой аналитической функцией на <у^ . при п р о и з ­
вольных А » , ^ ! ^ А . ^ е 1 7 ; Р е ( # Г ) ' 

На иножеотве А - и { А * } ^ задаем структуру алгебры 
операциями поточечного оложения и умножения. 



О с н о в н о й р е з у л ь т а т . ; ^ рассматривав 
пространство СГ ( О ) как алгебру О1носительно свертки . 

Теореца. Преобразование Фурье 

осуществляет изоморфизм алгебр С Г ) и А 
Схема доказательотва .аналогичная [ 3 , 4 ] , осноьана ни 

следующих утэерздениях ! 
ь ) при любых ^ * А и А б <У$* оператор ^ (к> явлп 

е т с я интегральным оператором о ядром ^ 
б) функция К* (о/) с С Г С Л ) , 
в) функция К* Со ,4) является целой аналитически 

функцией экспоненциального типа на с^* 
г ) формула обращения имеет вид 

где 6 г 

- мера Лебега на е>д* 
Автор глубоко благодарен Д.П.Желобенко,под р у к о в о д с ; 

вом которого выполнена э т а р а б о т а , з а постоянное внимание и 
помощь. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Кириллов А . А . Элементы теории представлений. М. 1978 . 
2. Веша* Р. е* а11 . НергевепгаНопа йее вгоиреа (1е Н е 

гево1иЫеа. Раг1е, Шпой, 1972 ,^5 . 
3. Апао 5 . Аналог теоремы Пзли-Винера для группы линейных 

^ преобразований прямой линии. - (КМаНьКуого ОП1У . , 

' 1 9 7 4 ^ 0 1 . 1 4 » * 2 , р. 1 9 5 - 2 1 3 . 
4 . Апйо з . Аналог теоремы ГЪли-Винвра для некоторой мат ­

ричной группы - «1.МаЧь.Куо1;о 11п±у. ,1976 »УО1. 16 , N 3 , 
Р-375-393 . 

Поступила 13 октября 1979 г . 



<Я 519 .21 

К ЮПРОСУ ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РЕИЕНИЙ 
ЛИНЕЙНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ 

В.Н.Царькова, Д.А.Калныня 
ЛГУ им.П.Стучки 

ВЦ ЛГУ им.П.Стучки 

Целью наст си щей работы является получение удобных для 
приложений условий устойчивости решений линейных о т о х а с т и ч е -
;них разностных с и с т е м . Полученные условия в конечномерном 
омплексном пространстве в последнем пункте работы применяют­

ся для анализа простейших разностных схем в 
1. Рассмотрим на некотором вероятностном пространстве 

( _ ^ ? ) ^ р ^ разностное с тохастическое уравнение 

.ри начальном уоловии Здесь 2п. - вектор в 
-мерном унитарном пространстве С У • А , 8 - комплексные 

(А/* Л/) -матрицы; ^ ~ пооледоватвльнооть одинаково 
аспредоленных случайных величин, независимых в совокупности 

Обозначим поток -минимальных & - а л г е б р , с к с т о -
ыы согласована последовательность { *»/н*в т . б . , / ^ / , ^ 

-измеримы, & и независимы, еоли С***,**] ПС"?*,'^ 
ф где с 7 - множество целых чисел от /»*•»• 

о ' я* и ' С * асли Далее 
ведем в расскотрение минимальную « -алгебру ~*„ , о т н о -
ительно которой измеримо начальное условия * в , в потребуем 
а независимость от при в с е х о'-тлп Обозначим 

Г ( * * в ( / . Г Д * - минимальная * - а д -
збра , содержащая класс & Тогда решение уравьзния ( 1 ) 

в * ^ * , * ) при А » ' * * по начальным данным * » п а Е 
измеримо и определяет меру 

где и - элемент & -алгебры борвлевских множеств в С 
При втом система / * » , ^ л " ! ^А» а / являетоя комплексным 



1 3 6 -

марковокиы процессом с дискретным временем [2] 
Обоаначиы черев Д пространство эрмитовых (Л/'Л/) 

матриц, а черев К - конус неотрицательно определенных мат ­
риц из и 

С системой ( 1 ) свяжем семейство операторов ТУп) опре­
деленных на Д соотношением I 

(Т(*)М*,*)-Е {(Мгл1о,*),1*(Ъ*Ц • (2) 
Легко показать , ччо1(*)М « ^ , если М* К и 

Лемма 1, Операторы 7 7 * ] и Т[пг) перестановочными 

д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая марковское с в о й с т в о и единстве! 
ность решения, имеем.' 

(Т(*.м)Мш,*)*Е(Нй^(о,*), (о,ф 

Лемма доказана . ' ^ 
Еоли обозначить Т(*) черев ^ то * * Тогда 

для любого И* ^ имеем 

или чГН' АщМА>ЬтМ5. ( 3 ) 
Итак, с оистемой ( 1 ) овяеан оператор ^ , который можно про­
должить на в се пространство I, , используя ( 3 ) . Поскольку /, 
нонечномерно, то э т о т оператор имеет спектр , состоящий из 
конечного чиола т о ч е к . 

_ Обозначим ' -матрицу ковариации случайной величины 
^л.(0,•^) удовлетворяющей уравнению ( 1 ) . Тогда 

„ л . Мь-^К, , г д в /м14АМА**ЬМ&* 
В пространстве эрмитовых матриг / , определено скаляр ­

ное проиеведение ( МгМ)* &/> ММ* ^ , г д е $р>М - след 
матрицы А/ 



Лемма 2 Р 

действительно , для любых комплексных матриц А и В имеем 

и лемма 2 доказана . Отсюда спектры операторов И и Ф с о в ­
падают. 

2 . Тривиальное решение системы (1 ) называют експоненциаль-
но-уотойчивым в среднем кйадратичеоком, еоли Е(Ил(о,г)1*^ 
при некотором т*>о и Л, 

Теорема 1 . Тривиальное решение системы ( 1 ) вкспоненциаль-
но-устойчиво в среднем квадратическом тогда и только т о г д а , 
когда спектр оператора 5^ лежит внутри единичного круга 

, т . е . , в(А)с(*:Ц\<4). 
Доказательство . Необходимость . Из условия теоремы с л е д у ­

ет существование таких положительных постоянных |*" и \<4. , 

что Ё ( I V , *•*'*'* для любых « « 
Поскольку в конечномерном пространстве нормы топологически э к ­
вивалентны, то из неравенств 

ИМ1И инынн 

следует тот факт, ч т о спектральный радиуо * " 

Д о с т а т о ч н о о т ь . Пуоть в ( ^ ) с ( * : 1 * 1 Тогда 
Е \ ю , 1 ) | 4 . № *) , и(о, *)) - ( ^ * и • / / / • / * , 

где »У - единичная матрица. 3 условиях теоремы легко подучить 
.ри н е к о т о р о м /*>0 , \ 4(0,1) И ^ * | / * ^ Х * , т . е . 

ЕН»{о,к)\ 1*1 , ч т о и требовалось доказать . 
обозначим & • . Очевидно, в уоловиях теоремы 1 

п блаоть определения оператора & / \ ° А , так как р е з о л ь ­
вента оператора ^ существует при I в [*>'/*! 
на всем пространстве А 

Лемма 3 . Нонус 1С - воспроизводящий. Действительно, у ч и ­
тывая, что для любой матрицы С < А можно у к а з а т ь р ?о 
такое, что 4 ^ П Р И в о в * 
ё ^ С * ' И 1 кроые т о г о , рУеК , где ^ - единичная 

матрица, находим ЦС+^Ю*,*) - *Р(*>*) * 0 » 
т е . матрица Ь-С+рЦйК. . Т о г д а С*&-^? 



Теорема ?,. Для экспоненциальной устойчивости в среднем 
нвадратическоы тривиального решения си с е м ы (1) необходимо и 
д о с т а т о ч н о , чтобы 

^ о к а з а т е л ь о т в о , Необходимость очевидна, так как э к с п о ­
ненциальная устойчивость в среднем нвадратическоы тривиально­
г о решения системы (1 ) означает , ч т о б ( с [ г : 1 '<}, 
и, следовательно , определен на всем п р о с т р а н с т ­
ве Ц 

Для доказательства д о с т а т о ч н о с т и рассмотрим 
и покажем, что она существует при 1*1*1 , т . е . п р е д с т а -
ьима в виде ряда 2 с х о д я щ е г о с я по операторной 
норме. Согласно лемме 3 любой элемент Се1, представим в 
виде С*М-А/Л , где М , М й % . Тогда для 
любого М* А , записав # */V/- Л* М.^е/!. 
при имеем 

Таким образом, при / * ) »1 оператор 
ничейно обратим и, следовательно , &(Ъ$)С-(* 

Теорема 3 , Для т о г о , чтобы тривиальное решение системы 
(1) было экспоненциально устойчиво среднем кнадратическом, 
необходимо и д о с т а т о ч н о , чтобы при любом 6* : |а| 
имело место 7 Е С а ) * ) ' Г Д е * -
- случайный вектор , с и » * » * 

Доказательство . Необходимость . Пусть 
Е{\1к(о,1)~\г:) * ^ \ ч Е / * | * , где У > о , 

Тогда Е [\ък(.о, I а|* * ^ 
Отсюда заключаем, что исходный ряд мажорируется числом 

Для доказательства достаточности нужно покгыать, что 
0$ К , т . е . для любого М * сушейIоуйт п о л о ­

жительная постоянная У " такая , что/1 Е ^"М! ' 5 и Р | ( * ^МЙДЬЙ" 

о г р а -



оследнее вы те к а е т с я условия сходимости ряда . Лейстзител-мо. 
•м любом яе! °Е Е(1гк(о,г),а)У=Х(Нп*а.)<Т. (2яМи.,\) 
де Мл. - матрица ковариации ъл(о,1) ,М - 1ггрйца * п а р о д ­
ии * ал 

Таким образом, получены условия устойчивости тривйвальчз-
о решения системы (1 ) в терминах работы [ 4 ] 

3 . Полученные результаты можно использовать при построении 
бласти экспоненциальной устойчивости в среднем -;вадратичном 

-ривизльного тенил системы ( I ) . Обозначим % - множество 
••атриц 3 таких, что тривиальное решение (1) экспоненциально 
;. зтойчиво в среднем квадратичном при всех Ь я ; д% 
танина у с т о й ч и в о с т и , т . е . множество таких 3 , при которых 
$М-М имеет нетривиальное решение, для определения области 
зтойчивости <С введем параметр и, заменив В на 
уравнении (1) будем искать ^е^О т а к о е , ч т о й Ъ&С * 

-эгда аналогично тому, как э т о получено в 157 при в с е * 
ре[\р[<.ре} ^ЬйК , при в с е х ^ « / / / » 1 » А } ^бШХ. 
. спользуя тот ( а к т , что на границе области устойчивости у р а в ­
нение -М всегда имеет нетривиальное решение, оринадлв-
*ашее конусу К , вычислим ^ е Условие р0 >1 й явет 
^м у словие устойчивости в виде ограничений на к о э ^ и ц и в в я 
истемы ( 1 ) при специальном виде матриц Л и в 

Пример. При решении уравнения в частных производных 
= ^ - у ^ т н а ЭВМ методом сеток используется 

••ззностное уравнение 

-1е > л > ̂  - ш а г и по ^ , л с о о т в е т с т в е н н о , 

Пусть ^ • < , ' ' ч 6 [ ' » . г Д 0 <** - п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь 
лучайных величин с нулевым средним и единичной дисперсией* 

Тогда и.(п*г, <] = Ци(л,к^) + ^-Х$,)ли(п> *] + 

•ли, в более общем виде, 

лее , переходя от последовательностей в *х в ^ 



при помощи отображения, задаваемого соотношением 

и1*)*^^<'(*)т*к) •» * получаем уравнение 

"ннИ) ^*]«нСаМя. где 
или 

При «Л V» полученное уравнение с о о т в е т с т в у е т системе 
(1) в одномерном с л у ч а е . Решая уравнение &М=М , в силу 

получаем истемы (4 ) еаменив ВС^о) на 3, Ъ(*о) 

Т * в 

I &\ЪШ\*-1'0 , 

и граница устойчивости определяется неравенством 

Взяв 74- получаем область у с т о й ч и в о с ­

ти для в с е х У Полученное неравенство совпадает с неравен­
ством, дающим достаточное условие устойчивости [3] получении . , 

при помощи др ; той методики исследования устойчивости 
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УРАВНЕНИЙ 

Е.Ф ,Царьков , Л. Е.Энгельсон 
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ВЦ ЛГУ им. П.Стучки 

При исследовании устойчивости решений дифференциаль­
но-функциональных уравнений вторым методом Ляпунова уже 
в линейном случае построение функционалов Ляпунова пред ­
ставляет значительные трудности М ] . Так, например, а в т о ­
рам не был и з в е с т е н вид функционала Ляпунова, ч< 
обходимое и д о с т а т о ч н е е у словие у с т о й ч и в о с т и ! ^ ) 0 ) для 
скалярного уравнения ^ _ а в настоящей р ^ о т 
ягс\ )ется методика исследования устойчивости линейных а в ­
тономных систем дифференциальпр-фуикциональных уравнений, 
основанная на анализе так называемых статистических: реше­
ний, определение которых приведено нк:::е. В ч а с т н о с т и , с т р о ­
ится явное выражение Функционала Ляпунов? для вышеупомяну­
т о г о скалярного уравнении. 

Пусть С — пространство непрерывных м к е И / К м -
мерных вектор-функций, 5у С} - 1емеп'1 пнетвз 

С , сопряженного к С , { - линейный непрерывный о п е ­
р а т о р , отображающий С в 7К по правилу \ У 
^ ^ > ) , где V * С а < ' ? ; / ; - > е с т ь лпче -не 'Гунк-

ционала $• нпа элементе V . Дли каждой непр 
аИпХ.'И^Н^ и каждого 1 " ^ ^ ооозис X^ элем-
пространства С ,определяем рар спе"-»юм * (® У((*>: 



Рассмотрим функционально-дифференциальное уравнение 

л 

любой начальной функции существует 1^] единст-
<• иное решение этого уравнения, то есть непрерывная век-

• р-функция, удовлетворяющая уравнению (I) при*'**? и 
в̂падающая с V при - { ^ " ^ О 

Каждому"^сопоставим оператор 5 ГО отображаю-
<л С в ^ по правилу $(~ОФзг ^г , где ^ вышеуказанным 
разом соответствует решению х уравнения ( I ) при на чаль-

1- >й функции V7 . ПустьТ- 6-алгебра борелевских подмножеств 
- юстранства С в а -семейство всех вероятностных мер, 

гределенных на 7 , то есть неотрицательных счетно-адди-
- вных функций м: д Л Я которых ^ • Для лю-

« / I ? ,^^определимХМ)=>мС{^С 5 « ) Г б И } ) . 
*гно, что при в с е х ^ Я /**В?Р Семзйотво мер \^ } ^ ^ б 

взывают статистическим решением уравнения ( I ) при началь-
н ^ мере 

Одной из основных характеристик элемента у* ^ явля­
йся его ковариационный опера^р ^ ,дейстзугощий из прос-
^анства С в пространство ^ и определенный для дюбых 
* | ^ « е ^ * равенством г Л а . . 

Если ^ -гауоовская мера, то значения оператора 
"?жат вССЦ в этом случае оператор ^ мопо отождествить 

положительно определенной симметричной матричной функ­
цией, определенной на квадрате О. - 9°1*[~190] р 

Действительно, пусть Е -пространство всех к * п -
'.чтриц, элементы которых & 1К являются непрв-
! явными по совокупности аргументов функциями и удовлетво­
рит УСЛОВИЮ ^ ( ^ Л ) в %>уЛв1,е1)у ( в ц б д ) * ^ 

Каждая такая матрица задает оператор ^ * С С й 0 

'•••едующему правилу. Пусть ^ 6 С* , то ость 
г е ^ : 1*"^°^^-функция ограниченной вариации. Следова-
л льно, для всякой о 



<^1> е о т ь вектор-пункция из С » / _ а я координата которой в 
каждой точке ^ 6 Г - ^ , 0 ] равна 
В дальнейшем мы отождествляем оператор у, с матрицей <р/ 

и опускаем ч е р т у . 
Ковариационные операторы г а у с с о в с к и х _ер образуют в 

Ь подмножество УС , элементы к о т о р о г о удовлетворяют 
условию Одля любого 

Лемма I . ^ является конусом ГУ"] в Е ,причем л и ­
нейная оболочка ^ плотна в Е . 

Доказательство .Поскольку из 4 " ^ II ~ ^ II = О и 

< ^ « ^ , ^ > ^ С, >« " ^ . . с л е д у е т <$>?7*<?> » то первая часть 
утверждения леммы очевидна. Вторую часть утверждения д о ­
кажем, используя приближение непрерывной на квадрате фун­
кции многочленами. Согласно теореме Стоуна-Вейерштрасса 

а все остальные элементы равны О Легко проверить,что 
Р1** а также матрица,которая получается из Рч , если 
оставить в пей неравны».; нулю л и и ь р ^ и р. . , о б е принад­
лежат УС Следовательно , их разность Р̂ 'Л'Ч у которой 
не равны нулю лишь элементы *79« А^ГА* и Р/7 " ^ ^ " ^ ^ О 

принадлежит линейной оболочке Х(ЗК') конуса X . 
Семейство ' в с е х конечных линейных комбинаций функций 

вида ^ ( О У ( в 4 ) ,где У Г 1,<Л » К непрерывна,раэ-

дпляет точки треугольника { ( е » , М ' ^ °» ^Ч - } , с о д е р -
ж;г: константы и являетоя а л г е б р о й , т . е . содержит линейную 
комбинацию и произведение либих двух своих элененгов .Сле ­
довательно ГЗЗ, зто семейство функций плотно в С(^.1 К) 

Продолжал тагске функц::-п --:а в с е Ф , получаем, что в люб:. 



что й требовалось доказать* 
При помощи ранее введенных операторов о п р е д е ­

лим при операторы "И*) равенством Т ^)^*1 (* )^8т? / 
лля любого Ё , где в правой части стоит композиций 
трех о п е р а т о р о в . Оператор ТЫ) ставит * с о о т в е т с т в и е й о -
Еяриационному оператору % гауссовсной мерм ковариа­
ционный оператор гауссовоной меры М * 

Для лк^бых \ е Е . Д , 1 ) ( 1 1 ^ Я , ^ * ^ - > и Ш№ 
фикций с С у у П# б С р а в е н с т в * * ! 

Лемка 21 Семейство операторов является полу ­
группой классе * Ее производящий оператор ^ 
задается равенством 

При в с в х ^ о п е р а т о р ^ ^ д о с т а в л я е т инвариантным « о в у с 
-К I прм в с е х ^ > ^ вполне непрерывен. 

Доказательство .Равенство "П^г-и) - Т М п у 

окрестности э л е ы е н т о ^ ^ ц , матрицы имеютой суммы вн -

Обозначим К **и-матрицу, у Которой единственной н е ­
равный нулю.|лемент 1 е сть функция т ( ^ ^ Ь ? * ^ ) ^ 
Поно, что ^ Следовательно, для матрицу $ д о с т а в л е н ­
ной из элементов имеем 



- 148 -
с л е д у е т прямо ие определения. Далее оператор Т(^) 

можно представить в виде компоэиции Двух операторов 

т с и г - к а т и * } ; и ш , Щ ) ^ Е » г д е 

Пользуясь таким представлением, нетрудно показать , 
что Тй)вполне непрерывен п р и ^ > 1 и ( Т ( * ^ 0 е с т ь полугруп­
па класса (Сл) , исходя из аналогичных свойств о п е р а ­
торов 5 О,) # Из э т о г о же представления получается вид 
оператора , # . О с т а е т с я д о к а з а т ь включение Т с О Л ^ Л * ^для 
любого Пусть <^*ЗС,т.е. для любого 
<Ч*у1>>°> Тогда < ТН)% (,1> = С<Ъ *, $*Ш> ~< 

т . е . Т ( + ) о г Лемма доказала. 
Лемма 3« Спектр оператора & исчерпывает его с о б ­

ственными значениями. Для любых вещественных }\ у у % 

таких, что ^ у г у множество {~\е 6~(^&): у% ^ а с 
с о с т о и т из конечного числа точек или п у с т о . 

Доказательство.Покажем сначала, что в каждой полосе 
вида {ъу^&Ям. содержится лишь конечное число с о б с т -
генных значений. Пусть . ^ ^ - с о б с т в е н н ы е значения о п е р а -
тооа я ,причем с Л± А с уг 

Пусть ^ 6 ^ - с о о т в е т с т в у ю щ и е им собственные в е к т о ­
р а . Из равенств *2Г**'= * т Ъ < С М - М ) и Т№)*1 
(тождественный о п е о а т о и ) с л е д у е т , что в о с р 6 ^ ) 
являются собственными значениями для Т ( 1 ) и [ ( ' П а 

Поскольку ( с р Л ^ г [&хр }*-*р^х] и*Э)> 
а оператор Т(1) вполне непрерывен,™ множество ? мо-кет 
быть лишь конечным. 

Остается д о к а з а т ь первое утверждение лемьп Пусть Д „ -
очный 

спектр оператора Л Согласно доказанному имеется лит 
конечное число собственных значении оператор ^ с в е ­
щественной ^частью <^о . ^Обозначим о+'1Р>1>~ у^о+ *- Р>т • 
Г у с т ь ^ е 7 / ^ т а к о в о , чго ^— несоизмеримо ни с одним из чи~ 
сед (У 1 -Д м . . . | ^|^. !ножество в сех собственных значений о п е р а т о -



рй"ПО с модулем иЛ*) е с т ь [ # ^ & ^ * * ' / 1 Д - - Ч ) ^ & 
+ /О)],"* "*р + также принадлежит Рг(ТИ9)) 
^см. [ 5 , п . 16 .7 ] ) . Отсюда следует , что ((*>0~/5и) = 2я$ 
для некоторых , ч т о противореча? выбору 
,'емма доказана . 

Лемма 4 , У операторе Я существует действительное 
собственное зпачение и/, | ЦТ(*)Н т а к о е , что 
все остальные точки опектра лежат в полуплоскости 
р Т\л^^^>У\л з Х оуществует собственные элемент о п е ­
ратора & # соответствующий ообствзнному значению • 

Дока з а т е л ь о т з о . То . что тип полугруппы совпадает с м а ­
ксимумом вещественных частей собственных значений о п е р а т о ­
ра Л , с л е д у е т из цепочки равенств : 

* и ****** ш * 

Покажем, что е 
б" (Л) 

• Операторы При Г ̂ 7 
вставляют инвариантным конур Л и являются вполне непро ­
ч н ы м и . Поэтому по теорема бл !имеем жд7**ЙЧ))'*'* 
6 Г ( Т М ) при ^/ 4 . Отсюда по доказанному и используя 
з , п . 1 6 . 7 1 ,получаем Й ^ а ^ и ? ( + ^ в ) | 

"редположим, что ^ б'СЛ). Пусть ( ы ^ + с ' Д ^ и ^ Д ^ -
.ножество в с е х собственных значений оператора вещест ­
венной частью, равной ь>0 . Выбираем ^ в > / 5,несоизмеримое о 

- д ^ при в с е х К ) и получаем противоречие аналогично до­
казательству леммы 3 . 

Остается доказать существование в конусе ^ с о б с т ­
венного вектора оператора Л с о о т в е т с т в у ю щ е г о с о б с т в е н ­
ному значению & 0 • Теорема 6 . 1 работы Сь] гарантирует 
:ушествование в# ч Г 0 }при в с е х "б^ 7 ! вектора % , для 
которого Т / + ) ^ 

Пуоть { ^ 0 / ^ > . 4 в с е с о б с т в е н н ы в 

значения оператора & с вещественной частью СОв , и 
( > ^ несоизмеримо с «%Ь. п р и в с в х К Покажем, что 

Г Д 9 М ^ ) ° э н а ч а е т я ц р 0 о п ^ Р 8 1 ^ ^ • 



1)тривиальное решение уравнения ( I ) асимптотически у с т о й ­
ч и в о . 

Доказательство .В силу полноты Е из оценки полугруп­
пы в пункте а ) следует в ) . Для доказательства мпликации 
в)—*>с) предположим, что утверждение с ) но имеет м е с т а . 
Тогда существуют ьещественмоеА^Ои <^с&акие, ч т о У Ц ^ ч Ь 
т . е . ТМу-уьяра*), * Ъ 0 . 
Ясно, что не лежит в области определения ютепциала. 
Получим противоречие условию в ) . 4 ) следует из с ) по 
леммо 4 . 

Далее, из Л ) с л е з е т , чго ">е\0и,значит} ( с м . (. ^^полу­
группа у с т о й ч и в а , т о е с т ь выполи»--теп а). 

Для в т о г о используем р а в е н с т в о _ , , . ч Г"? л// • т ^\ 

где ~ ^о^^о <> *• , ^ ~ о , * 4 э * 2 , . . # , которое с л е д у ­
ет иа [ 5 , п . 16.7 3 Для любого /3* - и любого целого и. 
2 * * " ^ . Следовательно . Н и ^ " ^ ) Ж[0] при п.* О , 

и имеем Л/ ю . И - Т С О = Л/ ( " ' Л ^ ) ^ 0 Т К у д а Сраз;; 
следует утверждение леммы. 

Доказанные предложения позволяют ответить на вопрос 
об устойчивости тривиального решения уравнения ( I ) в с л е ­
дующей форме. 

ТЕОРЕМА, Следующие утверждения эквивалентны: 
а)сущеотвуют положительные числа М и У" такие , что для 
в с е х ~{^/0 имеет м е с т о оценка \\ТИ)П^ М&ср 
в )для любого ТС существует потенциал (Л *\, -^Т(±)^ сО:} 

с ) в с е вещественные собственные значения оператора Л о т р и ­
цательны; 
сОспектр о п е р а т о р а ^ расположен в полуплоскости ^ ^-<1<0 
е ) существует ^ г д е X * - [ / ^ Е * : < ^ / у / ^ 0 } ) т а К о и , 
что функционал (для каждой г е с 
<Ч\\)У*> равно значению функционала V на элементе 
определяемом как матрица с элементами ^ (8^ ув^) =•' 

( в у ) ф ^ удовлетворяет неравенствам 

У 1: ~> О V 



Остается показать эквивалентность утверждений е ) и 
ь ) остальным утверждениям, входящий в теорему, е) 
следует из в ) , если в качестве ^ рассмотреть функционал 

\де \ еС* -~ компоненты оператора т из ( I ) . 
В самом деле> из леммы 2 и замкнутости УС 

ледует(Л^ с ЗС Поэтому легко показать ,что <^/»»0 , У^еХ, 
, е . ^ 6 X Отсюда же следует и неравенство 

дифференцируя V ( 5 ("О V) «.необходимо у ч е с т ь тождества 
<*М1\ и Л И г - М о г д а получим ^ Г Т П ^ < ^ - ^ ) Ь 

"О и требовалось доказать. 
Для доказательства импликации е ) — > / ) можно в о с п о л ь ­

з о в а т ь с я как функционалом Ляпукова-Крпсовского [1~]а 

Пусть теперь выполнено ! ) . Известно [II , ч т о в олучае 
зтоноыных линейных систем дифференциально-функциональных 

уравнений из асимптотической устойчивости следует э к с п о ­
ненциальная,т .е . существуют положительные константы п 
и у такие , ч т о 115 и) 1| $ И ь*р (~Г±) . Тогда 
ЦТ1+ЦП < II 5(^11 П^1Н5*«)11 < М*е*р 
откуда следует а ) . Теорема доказана . 

Пример. Рассмотрим скалярное уравнение 
(3) 

Известно, что при « ^ 1 , 0 ) тривиальное решение уравнения 
(3) экспоненциально уотойчиво . В доказательстве пункта е ) 
теоремы построен функционал, который в случае уравнения 
(3) имеет вид ^ 

где ^ ( ^ 1 ) б | к ) является решением задачи 

1 У - ^ + 1 М ^ = . ^ 1 ) П 9 х ) при - / « . < а , « > , ( 4 > 

ипо,-1) то)? < 6 ) 

Ч ( е ' , ; е , ) ч ( « . - . О при - I « д ^ б ^ о , (7) 



Из (4 ) имеем V С , в г ) = ^ ( в > ] ^в)Шг$^9Ш 

и (о) принимает вид 

^ + а г Н - ^ < ^ , * « Н . ° > ( 0 ) 

где 

Найдя общее решение уравнения ( 8 ) , потребуем выполнения 
условия (6 ) и получим! 

Следовательно, имеем функционал Ляпунова 

у м * ч ^ о ) + а.1 / ч>1св) ив * 

• I - 1 

В р а б о т е / " б ! , и сходя из других соображений, был вычис­
лен '{функционал для которого&»~-^ ^(Ыт-УЩЧГЩ Однако 
вопрос о е г о положительной определенности не рассматривался. 
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Топологические пространства и их отображен::я. Рига, ] ^ 8 1 1 

УДК 5 ] 7 . 9 2 9 

ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К ИССЛЕДОВАНИЮ УСТОЙЧИВОСТИ 

тшршлмшо-шьщшших урден?ж1 ^ т р а л ь н о г о т . ш а 

Л.Е.Энгельсон 
ЗЦ Л17У им.П.Стучки 

Настоящая работа посвящена распространению результатов 
статьи [ 1 ] на случай уравнений льного типа. Уравнение 
исследуется при помощи полугруппы отобра Б ее^я 

пространства непрерывных ДТОПКЬ; ^/нкпий. 
Пусть пространство ^ ''•"нкпия Х+> означает ТС >::е, 

что в ^1 ] 
Обозначим )Р о т р и н у в е р н о с т и -лг'м.. тами 

которой являются | т 'нкь ;л огг лкченпои з'лри- или на С ж^^1 
причем существует непрег на [О^&э) ' 'мкь 'ия Ь с 

Ь[0)-0 такая , « т о ^ля х ^ ^ ^ « [ р , ! ] 

Пусть ^ и 0 - л / ч е ^ ь ё ! ? - : : ! • :ОР' е о п т г г о - кз С-
в Ц ' 1 , причем 0У=^Г0) - ^ 1 Р ^^\(вШ(в) 

(\Ос Г \ Уравнение , и 
^ - ^ А = ^ (1 ) 

называется а в т о л о в ы м ^ипейнум ' 'павнеппе^ ^итпалыюго типа 

Пусть ^ € С етжвная "-ч.киия X ; ^1,+°°) 
называется ^'енивл ура,. VI.' ои ^пчальпом УСЛОВИИ 

если сужение ^/щг ~ ^ Ь&ъ . ' епоегьвно диУмерен-
чаруемо по *Ъ т^О^^У а имеет место равенство (1 ) 

при всех *Ь ЪО 
3 ч а с т н о с т и , когда ^ имеем ' " п к и ^ л ; ь н о -

дифгепенциальиое уравнение с ---паздыва'г .ллр т . . случаи, о а с -
•метренньй в [ О ^ .̂УД^м с ч и т а т ь , что |)^-Н<1 этом 

"луч?е при любо'; мачэльнол рункчии ,?пует и 
действенно ь .л ;ние оалячи ( 1 ) , ( Р . ) , и мы левди, как и в ^ 1 ] , 



о с м а т р и в а т ь полугруппу операторов сдвига ,5 ("Ь) вдоль [.е-
;ний уравнения ( 1 ) . Операторы ,$("Ь) в случае ура веяний 
-^трального типа, вообще говоря , не являются вполне непре-
.нньми. дноко существует "Ь»>0 такое , ч т о при Ь>% 
оратор 5(-Ь) мозмо представить в виде суммы о си мающего 
шолне непрерывного оператора [зЗ 

Пусть ^ -комплекси[икацик С , Т(/Ь) - комплексное 
•юширение 5С"Ь) напомним, что оператор &'.С*-+С назы-
хется ^гедголь^овым, если В((Г)*В(С) к ((ИП.(На/С(Ь)) = 

<яА*Г\. (В (с))^*°° Радиусом Т)редго л ьма оператора 5 С У 
1зывается число Х^(ВС±))ЛШ^(\М' не треД 
^льмов ^ 

'Аз представления 5 ( У в виде суммы сжимающего и впол-
е непрерывного операторов следует неравенство Л ^»С5^))< 1 
ри -Ь>"Ь в ( см . , . например, [ 4 ] 

Полугруппа операторов Т("Ь)! В > определяемая 
л̂у группой (5Г"^))^>о ' 0 С Т а в л 7 е т инвариантным конуо 

и принадлежит классу (С,*) [ 1^ 
для оценки радиуса Т'редгольма операторов ТСЬ) в о с п о л ь -

'/емоя известной ^ 5 ^ формулой 

де IIВ ||ц расстояние относительно операторной нормы 
т оператора В до подпространства всех -операторов конечно-
о ранга из в (2. . 

Лемма 1. Пусть $'С~*С - линейный непрерывный о п е -
ятор и ТГЕ-^Б оператор , определяемый равенством 

Т„ ' =5 в < ^ 0 5* в ^ я в с я к о г о <^.*Е Тогда ^ С Г ) 4 
4 1 » ( 5 ) » ( 5 ) г д е ^ 5 ) • пектральный ра> 
.иус оператора 5 ° 

Доказательство . Пусть Е>0 ХТ\, - натуральное 
•1сло, и К/«С'""*С ~ ° п е р а т о р конечного ранга , для к о -
™ о п , ||5т-К,||<1|Ы1ц + * } ||5т-К, II* ИЗ"И ^ Определим 
гератор Р . ' Е ^ Е равенством К/0 ^ 0 К. Тогда 

с/лтО (Е)<+оо . да т т 

Рассмотрим оператор То,—5 °^°5 Имеем 

4 | 5 т - М ( « З т » ) « Ч - 1 1 4 3 11 5 " ~ *• 1 1 " 5 * ' 1 ** " ' 



Поскольку Р опе­
ратор конечного ранга к> & >0 произвольно, отсюда с л е ­
дует НТт||и6 Ь 1|&т||Й5тН^ и из {ормулы (3) выте -
кает 

а * 1 $ \ ч т о и т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 
Лемма 2. ьсли оператор Л (производящий 'оператор 

_:угруппы Т , см. рЗ ) не еет неотрицательных шг <ествен-
ны.-: собственных значений, то при некоторых ЛД>0 , У >0 
п $ II4 м е,-** для в с е х -с > о . 

, ок .•"Угыльстзо. Согласно \ь, ле:<тл -'й.^у нам достаточно 
д у м а т ь , что при нсиотор ^ > 0 , ^(3(^))<4. 

• оло'кхи, ч т о з т о неверно , .усть Л? '-'йяонства 
^ ( З Ф ) * ! с л е з е т , ч т о вне ,:руга диуса ^ = - ^ [ ^ ( 5 ^ ) + ^ 

с центров >'-'ле содерч.ктся лкпь К ч.ое Ч Й С -
'чтра оператора 8 ( 0 п|.и 'с-- таля-от-

ся оистветшми 5 н а ч е ы : в , и опеоьтпра 5(Ь) СО 
^^"^1 + 1 Л - то из ?тих собственных з ч а -

'ль которого равен и с о о т в е т ­
ствующий л± собственна;-! в эктоп , т . е . у , « у + 14^ \ 

Рассмотри:/! опсоатор Д С Е > см^едегчемый ^авонством 

~ЯН ЛГС-КХ $ €(? $ О} Л«ГКО ПЯОВЯрИТЬ, 'ЧТО 

стзвчное качение оператора Т(~С) "ж этом |7|^| 

е с т ь кзолиро-закиая точка ^(Т(6)) т . к . ^ ( Т И ) ) 4 

Ьоскольку точечный спектр 

З р ю ) - * ^ ^ со) , р< (та)) = ар<(А))и1о} ( 4 ) 

•ается зать , что г , ( Д ) « Р * ( А ) 
Ьг"пств ( 5 ) о д у е т , что 'а -дом "Ь^^о четпует 

, явственное т а к с е , ?то ^(А)*))^ м о т с я к 



.>ванным собственным значение:.: к ( " Ь ) = 4 
то мно^естзо Ж = - { У е ^ > ' С в } \ { 0 } не лее 
^ачит, и множество всех вещестзеникх чисел, с о / . з - :х с 
юлами из УУ̂ " --е более че;. с ч е т н о . Пусть та:-'Сво 
Ъ'>Ъо 'л 2$ несоизмеримо ни с о ".ним У*'ЛУ" 

б ы V*» € , У / " .
 т о леер (•*.' Ус. ц ) * 1 . начит , \4/ = О, 

• е . ^ ( А ) Б %ГЛ) Полученное противоречие с условием 
»ммы завершает ; а г а т е л ь с т з о . 

Сформулируем теперь основную теоре;,.. 
Теорема. Следующие утверждения эквивалентны: 

существуют т=.:'ке М>0 « #~>0 о для всех 

для любого С^Ь ^ с , ч е с т в у е т потенциал "1/^,""^ Т(-Ь)^с6"Ь^ 

оператор Л не .г/еет неотрицательны вещественных 
собственных значений; 
оператор Д является бхекцией на Е ч - , ' н к -
ционал V(Ч)=2^.С<Ч^Ъ^?-<РГ^(V^^0^•^ ^ -

:ля любой ( ( ? « , ) & удовлетворяет неравенству 

;ля любой ( з д е с ь $1 и Р1 компоненты операторов 

/ и 0 : С —»В-^ ) ; 
^ ) тривиальное речение "равнения (1) асимптотически устойчивее 

Д о к а з а т е л ь с т в о , импликации ( а ) - * ( в ) - * ( с ) и ( ^ ) ( а ; 
а оказаны в [ 1 ^ >1з ( с ) следует \а) по ле:а-.е Остается п о к а ­
з а т ь , ч т о < в ) - * ( е ) и \ е ) - * (^ ) . о 

Пусть Тогда Л ^ - ^ ^ 4 Т ^ Ч ^ в " ^ ' 
1братно, если ф € & ( Л ) то М Й ^ Т ( ^ 1 Т С ^ 1 « 

аналогично 

Пусть теперь выполнено ( е ) . Вычислим У V т / ^-



Поступила 2.0 октября 1Э79 г . 

При этом ааметим, ч т о &т /Г**'* [ЪСт)*тЪ(Х)<Г - « Л * 

V | ц п <-ЦУ 0/ > -<Л^> ( 1 - 4 , . Л ) Получаем 

~ ° - - НОУ I I 1 - 1 * * + М Н * 4 -и 
Из последнего неравенства и неравенства ( ' ) по [_2 (След­

ствие 5 . 2 2 с л е Д У е т утверждение ( - ^ ) . 
Теорема д о к а з а н а . 

Автор благодарит К.Ъ.Царькова за постановку задачи и 
внимание к работе и Р.Р.Ахмерова за ценные советы . 
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Топологические пространства и их отображения. Рига,1-.-5Т 

УДК 51Я.ЗЗ 

ЛОМИНИРМГ1ДОЕ .ООСЛЕЛОВАТЕИЬНОСГИ И УЗКИЕ 
ТОПОЮГИЧлСКЩ; ПРОСТРАНСТВА 

А.И.Векслер 
Ленинградский институт текстильной и легкой 

промышленности и м . С . К и р о в а 

§ I , Основные определения, ^ериинология л обозначения 
(Главное) определение Г. Пусть X - топологическое п р о -

транство . Нос ледова тел ьн ость { Р^} за мкнутых ( з . ) нигде не 
тиотных ( н . н . п . ) множеств в X называется доминирующей п о с л а -
ловательностьи ( д . п . ) (на X ) , если 

а)1У Р л плотно в X и 
б ) для любой последовательности { Р л } э . н . н . п , мно­

жеств в X такой что Р л л Р^ = ^ обязательно 
\) н . н . п . в X . 

Замечание I . В условии б ) нельзя заменить равенотва 
^ п Р л = & С ^ е с о ) на Р^ л (к <6 ш) новое у с ­
ловие существенно с л в б е е , чем б ) . 

Замечание I. Пусть { Р а } - Д.п. в X. » - з .н .н .п . и 
Фп, э р а С*1€(1)) Тогда , очевидно , {<ф л ^ ю к является 
д . п . Отсюда с л е д у е т , ч т о для любой д . п . существует мажорирую­
щая ее монотонно возрастающая д . п . 

Определение 2 . Объединение V Р ^ элементов доминирующей 
последовательности { Р л } называется стержнем. Топологическое 
п р о с т р а н с т ю , обладающее доминирующей последовательностью, 
называется узким. 

Очень хорошие пространства обычно не являются узкими, 
т к , метрические пространства не являются узкими} не может 
ыть узким и никакое бэровское ( т . е . т а к о е , в котором плотно 

•тполнение до всякого множества I категории) пространство оо 
четной "П. -базой ГдЗ . В то же время существуют узкие би-. 
)мпакты [ 2 ] , [ з ] , узкие линейно упорядоченные бикомпакты. 



В качестве примера хорошо и з в е с т н о г о пространства , являющегося 
узким, можно привести пространство 116", всех равномерных 
ультрафильтров над С0 Л С М . И ) . 

Как правило, нахождение доминирующей последовательности 
в данном пространстве весьма н е п р о с т о . Тем самым, понятие у з ­
кого проотранотва ,как нам кажется*,не лежит на поверхности . С 
другой отороны | имеются содержательные примеры д . п . и узких 
пространств . Все э т о позволяет считать целесообразным с а м о с т о ­
ятельное изучение доминирующих последовательностей и узких 
пространств . Приведем один относительно пг.остой поимер узкого 
пространства (являющегося нехаусяорфовым Т | - про стоя нет том). 

Пример Г. Пусть { х а } и { ^ ц . ^ - пепвоно дизъюнктные п о с л е ­
довательности точек единичного отрезка X с плотннш объеди­
нениями в 1 . П у с т ь , д а л е е , - копия X Положим 
X г { х в У О ^ - [ 1 ^ •.«6^03^ / и зададим топологию на X В к а ­
честве базиса о к р е с т н о с т е й точки х 9 возьмем семейство всех 
дополнений к счетным объединениям вида Щ Х« . л н.е<л-}. Если 
же Х # Х в , то пусть ее базис о к р е с т н о с т е й с о с т о и т из в с е х 
Множеств вида в с * с и 1 . У 1 г и е для счетного числа 
индексов С,я ж Хл. • а остальные - э . н . н . п . в топологии 
отрезка 1.x . Пусть ^ ^ = и{х^ * е & ч } У { а с , } , где С С * -
обраэ Х к 6 I в 1^ . ф к = ^ { ч ^ - л € а - , > 1 / {хв} . Ь е з 

большого труда можно проверить , что { Р ^ и { ф 1 г ) " - Д - п « на X 

Мы будем пользоваться терминологией монографий [ 5 ^ и Е? ] , 
но замыкание множес ' Еа А будем обозначать через сХ А . Б у к ­
вой X будет обозначаться топологическое п р о с т р а н с т в о . З а ­
пись И А« 1 В следует рассматривать нак сокращение более длин­
ной , А п Ь - ^ Я * • Символы С, 0"» будут употребляться 
для обозначения открытых множеств, а символы ^ ф ^ а » ^ 

для обозначения з . н . н . п . множеств (или подмножеств) . Под 
@ -множеством будет пониматься э . н . н . п . нуль-множество ( т . е . 

множеотво нулей некоторой непрерывной вещественной функции на 
X ) ' , для обозначения таких множеств будут использованы сим­
волы • В нормальном пространстве класс © - м н о ­
жеств совпадает с классом з . н . н . п . в-. - множеств. Если 



А с Н с X то утверждение вида А - замкнутое ( откры­
т о е , н . н . п . , 0 - ) подмнояеотво ( в Н ) " следует понимать 
^зк: А - замкнутое ( открытое , н . н . п . , О " ) множество 
И а относительной топологии на Н "• Запись вида А а 1 ^ Н 
расшифровывается т а к : ( т . е . { А Л } монотонно в о з р а с т а ­
ет) и и А а = Н при этом под М А (г Всюду понимается 

? 2 . Доминирующие последовательности 

Отметим несколько простых свойств д . п . 
Предложение I . Пусть Доминирующая последователь­

ность на X • 1 о г д а 
1) след { Г ц } на любом канонически замкнутом ( к . а . ) и н о ­

честве Х 0 е с т ь д . п . на X , 
2) если X открыто и плотно в У , а <ф - э . н . н . п . в 

У " Ф п , э с*м Рц . т о 1 ф Л } - ж . в . ва Ъ { 
3) если [ ) р Л С Н С X . т о { Р а } - д . В . на Н ; 
4 ) если в 3) Н является множеством I категории в X 

го Н - стержень в X . 
Доказательство . I ) Так как Х« - к . э . в X . то Г^п Х^-

н . н . п . в Х 0 и и С Р г г ^ Х о } плотно в Х в » Значит, для п о с ­
ледовательности { Р а

п Х о } выполнено уоловие а ) из о п р е ­
деления д . п . Провеоим б ) . Пусть Р а - э . н . н . п . в Хо я 

Р^ Л С Р ^ п Х о ) (чей») Тогда^оче видно 4 Г^ и т а к 
как { р а } - д . п . на X то [)Гп н . н . п , в X • с л е д о в а ­
тельно, н . н . п . и в Х„ . 

2) В силу замечания 2 к определению I доотаточяо показать, 
что ( с ! у Р а } - д . п . на У . Надо проверять лишь выполнение 
1 ) . Пусть Р^ - э . н . н . п . в У и Р^ с! с 1 а р л . Тогда Г^пХ -
1 . н . н . п . В Л и С Р ^ п Х Н Р а . Потому С Д Г ^ л Х } - н . н . п . 

X , откуда 1УР^ н . н . п . в У . 
3 ) Очевидно, что Р л н . н . п . в Н . коатому надо лишь 

роверить б ) . Пусть Р̂ . - э . н . н . п . подмножество в И и 
[•^с! . Очевидно, Р/̂  с1 Р а • т а к как \ _ $ л } - Д . п . 



на X , т о 1^41^ Р* — н . н . п . в X . Отсюда V Г̂ — н .н .п . в Н. 
ч) Сразу вытекает из 2) при У = X , 
Следствие . I ) Канонически-замкнутое множество у з к о г о про 

странства - узкое п р о с т р а н с т в о . 
2) Бикомпвктификация у з к о г о локально-бикомпактного прост­

ранства - узкое п р о с т р а н с т в о . 
3) Всякий стержень является узким (небэровским) простран 

ством ( в относительной т о п о л о г и и ) . 
Очевидно также, ч т о прямая сумма узких пространств - у э -

аде п р о с т р а н с т в о . 
Предложение 2. Пуоть ^ У — * Л - замкнутая (непрернв-

ная) сюръекция такая что образ и полный прообраз н . н . п . мно-
жеств-оами н . н . п . Тогда 

1) еоли { Р п . } - не У то { У ( Р а ) } - Д.п. на X 
2) если ( Р а } ~ Д . п . на X то ( у ' С Р п . ) } - Д.п. на У 
Доказательство . Ограничимся, к примеру, доказательством 

2 ) , В силу овойотв ^ а ) выполнено для { Ч ~ и в про-
ьеоке нуждается лишь условие б ) . Если Р^ - э . н . н . п . в У и 
Р* *> *~А1?п) > т о ЧСГ*)Л Гц • З н а ч и л и Ш ^ ) - н .н . п 
в X . Поэтому - н . н . п . Е У . Тем более ̂ Р ^ -
н . н . п . Б У 

Следствие . Соабсолютные пространства являются узкими 
лишь одновременно. 

Наше ближайшая цель - выделить один большой класс д . п . и 
с его помощью соответствующий клабс узких пространств . Напом­
ним предварительно некоторые понятия. 

Определение 3 . Замкнутое множество Н в X называется 
Р -множеством ( с о о т в е т с т в е н н о Р-множеством) , если для 

любого & 4 -множества С Э Н выполнено сЛ <.пА С 1 И ( с о о т ­
ветственно ^\пХ. С Э Н ) . Р - ядром множества А нп?ь>ва-
е т с я объединение Р 'СА)всех Р -множеств (не ''-подмно­
ж е с т в ! ) , содержащихся в А . 

Понятие Р' -множества было введено в работе автора И 
и изучалось в [9], [ ю ] и д р . ; Р -множества также изучались 
в [11]] , [Г23. Для удобства ссылок мы соберем вс" |'.»-1холимый г 



я л ь н е й ш е м с в о й с т в а ^ - м н о ж е с т в и . - " - м н о ж е с т в в следу- -ЛРМ 

п о м о г а т е л ь н о м п р е д л о ж е н и и . 

Л е м м а 3 . В р е г у л я р н о м X имеют м е с т о с л е п у г з ш у т в е р ж л 

гая: I ) к . з . м н о ж е с т в о в X е с т ь Р - м н о ж е с т в о 2) - п о д -

•иножестЕо Р - м н о ж е с т в а е с т ь Р ' - м н о ж е с т в о Е А 3) Р- я д -

0 0 з а м к н у т о г о м н о ж е с т в а з а м к н у т о ч) в п р о с т р а н с т в е у с л о в и е м 

С у с л и н а н е т н е п у с т ы х н . н . п , Р ' - м н о к е с т Е ; 3) с л е д на Р - м н о ­

ж е с т в е л ю б о г о 0 - м н о ж е с т Е а н . н . п . п о д м н о ж е с т в о ; 6) е с л и ф -

Р - м н о ж е с т в о , а (г - о т к р ы т о е м н о ж е с т в о в А т о с ! С Ф п 0 ^ -
Р ' - п о д м н о ж е с т Р о в к . з . сХ О- а с л е д о в а т е л ь н о , Р - м н о ж е ­

с т в о в X 7 ) о б ъ е д и н е н и е ДЕух Р -МНОЖЗСТЕ С Р - м н о ж е с т в ) 

е с т ь Р ' - м н о ж е с т в о ( Р - м н о ж е с т Е о ) 3) п е р е с е ч е н и е ДЕух 

Р - м н о ж е с т в е с т ь Р - м н о ж е с т в о . В б и к о м п а к т е Л имеют м е с ­

т о с л е д у ю щ и е у т в е р ж д е н и я : 9) е с л и X б а з и с н о н е с Е я э н о [^э] 

( в ч а с т н о с т и , е с л и X экстремально н е с в я з н о ) , т о классы 
р ' - м н о ж е с т в и Р - м н о ж е с т в в X с о в п а д а ю т ; *0) след н . н . п . 
Р -множества на любом @ -множестве - Н .н .п . подмножество ; 

I I ) всякое э . н . н . п . множество с пустым Р - ядром погружается 
в © - м н о ж е с т в о ; 12) если У - абсолют Л » а У; 1 4 - * Л -
каноническое отображение, то полный прообраз в сякого непуото -
г о Р -множества из X содержит н е п у с т о е Р -множество 
из У . 

Предложение 4 . Всякая м о н о т о н н о возрастающая последова ­
тельность {.РцУ н . н . п . Р -множеств о плотным объединением 
я в л я е т с я ломини рующе й. / 

Доказательство . Пусть Р л - э . н . н . п . и р а сС Р л . Д о п у с ­
тим, что с1 и покрывает открытое Сг / М * Найдется Гл, 
пересекающееся с 0- • Не умаляя общности, можно считать,}что 
Р< п С- +0 . Так как Р* А Р л о р 0 т о Р ») сА Р< , Пусть 
С = X 4 I) Рп, Т о г д а &|-множеотво С э Р̂  • Однако 
Л 1»гЬ С «-) 0- , т . е . 1пА С Ф р< . Это противоречит тому, 
что Рн Р -множество . 

Замечание. Существуют бикомпакты с такой последователь­
ностью Ра)" гак в предложении ч . Тек, В.А.Гейлер [ 2 ] п о ­
строил базисно несвязный (кваэиэкстремально несвязный) биком-



пакт, в котором имеется последовательность н . н . п . Р -множеств 
о плотным объединением. Из результатов Б.Балцара и П.Вопенки 
С » ] с л е д у е т , что такая же последовательность Р - м н о ж е с т в име­
ется в пространстве ЦСО, равномерных ультрафильтров на си, 
(автор благодарен П.Симону, обратившему его внимание на р а б о ­
ту [ ч ] ) . Отметим еще, что д . п . 1 Р л } и { Ф п } и э примера также 
лостоят из Р -множеств. 

Предложение ч позволявт относительно несложно построить 
пример линейно упорядоченного узкого бикомпакта X ( ке 'доста ­
ток места не позволяет поместить его з д е с ь ) . 

Для получения содержательных результатов о д . п . и узких 
пространотвах будем в дальнейшем, как правило, накладывать на 
рассматриваемые пространства некоторые ограничения. 

Определение ч . Будем г о в о р и т ь , ч т о Е X существует 
ТУ- база канонически замкнутых множеств ( к . э . м . ) , если для 

люоого открытого 0- р найдется к . э . Х с с С г ^ Л с / Х 
В регулярном пространстве существует 7 1 - база к . э . м . , 

в хаусДорфовом такой .ожет и не б ы т ь . 
1 Теорема 3. Пусть в X существует Т1- база канонически 

замкнутых множеств, { Р п . } - д . п . в X . Тогда 
1) всякая подпоследовательность { Р ^ } с { Р п } С*ц* п^* ) 

е с т ь д . п . на X 
2) если р-^ - э . н . н . п . и [) С Рм. п ^п) н . н . п * , то и 

и рА. Н . Н . П . •| 

3 ) если { ф а } - тоже д . п . на X то и { Р а п ф п } -
д . п . на X * 

4) если открыто , то { Р ^ п С } - - д . п . на С-
Д о к а з а т е л ь с т в о . I ) Условие б ) из определения I выполнено 

для {,Рл,.} очевидным о б р а з о м . Осталось провесить , что 
Н = с 1 \ЛРак-' к е с о } - = Х • 3 предположении противного в о т ­

крытом Х Ч Н найдется к . э . множество Х „ ^ ( У . Положим 
Р а = ( Г г » п Х 0 . Тогда Р^ о1 Р Л | С . ибо Р Л ( с о1 А 0 • Однако 
и Г к = С и Р Л ) о Х 0 плотно в Х 0 вопреки б ) для { Р а | с } 

2) В предположении ПРОТИЕНОГО существует непустое к . э . 
Х в о1 У С Р а П Р а ) . на котором плотен след [) Р^ Тогда 



(Сп п Х 0 ) . н о и ( Г ^ п Х 0 ) плотно в Х 0 Это п р о ­
тиворечит тому, что { Р а } - д . п . на X • 

3 ) Сначала прогерим, что для •{ л ф а } выполнено а ) , 
предположении противного \) С Р а ^Фп. ) ^ Х„ некоторого 

. з . Х 0 т4 $ . В силу п р е м . С Г ) { Р г г ^ Х , } - л . п . на Х 0 . и так 
С Ф ^ п Л . З а С Р л г , Л . ) то 1 г С Ф л пА, ) = (Ц -|» л . )пХ е н . н . п . 

Х 0 Но это противоречит доминируемости Теперь 
лроверим б ) . 

Пусть Р„, з . н . н . п . в X и Р л с1 ( Р а л ф „ , ^ . Тогда 
Рп. Отсюда 1 > С ф и . п Р ^ _ ) н . н . п . в X Но в 

зилу 2) и доминируемости { ф > ц . } , I ) Р^ н . н . п . з Л 
4 ) Надо проверить лишь б ) . Лусть Р^ - з . н . н . п . подмноже­

ство в Сг и Р„, о1 С Г а п С-^ . Если V Р ,̂ плотно в $з0^ & > 
0 - о с 0- , то пусть Х 0 - к . з . в X и ^ ^ А , с 6-с В силу 
с п е д л . 1 . 0 - \Ргг<"*Х 0 } - д . п . на Х 0 Далее Р ^ п Х „ - з . н . н . п . 

Х с 1 С Р^ п ,\ 0 ) сС С Р а л Х р ) , но и С Р ^ ' п Х о ) плотно в Х е , 
Противоречие завершает д о к а з а т е л ь с т в о . 

Замечание. В узком Т , - пространстве из прим.1 не вы-
сэлнено ни одно из утверждений теоремы, в частности Рцг»ф>ц = 

{ х ь } . Существует узкое хаусдорфово пространство , в котором 
не выполнены утверждения I ) , 3 ) и ч) теоремы. 

§ 3 . Классификация стержней 

Естественным поедставляется следующий в о п р о с . Пусть М 
стержень. Можно ли утверждать, что любая «ф^ Т М является 
д . п . ? 

Определение 5. Стержень, для которого ответ на предыду­
щий отЕет положителен, называется твердым. Стержень М . для 
которого существуют последовательности э . н . н . п . множеств 
Ф^Т М и Р^ с1 <!>„, , причем и р ^ плотно в X назывеет-
-я мягким. Ясно, что мягкий стержень - антипод твердому. 

Предложение 3. Пусть X - регулярное, наследственно 
бэровское по замкнутым множествам пространство и д . п . • { . Р л } 
' .ловлетворяет условиям предложения Ч. Тогда стержень N = О 
>;ишется твердым. 



Д о к а з а т е л ь с т в о , Луоть ф п . Ч ' М В силу препл.ч д о с т а ­
точно проверить , что и * Р ' С ф ^ ) плотно в X В предположе­
нии противного найдется к . э . м . Х 0 т а к о е , что 0/ д 4 Д (I[}Р'($>„, 
Пусть Г п 0 п 1*Л Х„ ^ / . В силу леммы Э . б ) Р с ^ сХ С Р п л 1*Л X.. 

Р ' - м н о ж е с т в о . Очевидно, Р„ сС^Ц 3,, ) п Х 0 С ^ П " Х О 
Докажем, что э т о невозможно. 

Действительно , ф ц п Р е - н . н . п . подмножество в г̂ , 8 
противном случве ф п Р„ содержало бы непустое к . э . подмноже­
ство ф в Рс ; тогда в силу леммы 3 . 1 й 2 ) , ф - Р'-мнс*е 
ство в X и в то же время ф с ф ^ и ф > с1 Р ' О ф и . ) Так как 
Ре - б в р о Р с к о е (по условию) - включение Гс с 1)<^>„. невозможно. 

Замечание. Без требования наследственной бэроросгти X по 
замкнутым множествам соответствующий стержень М мо*ет о к а ­
заться даже мягким. 

Существование мягких степеней вытекает из следующего у т ­
верждения. 

Предложение 7 . Если л . п . ф -множеств в произ -
аольном X то стержень (Л- 1 ) © а является мягким. 

Сначала докажем следующую лемму. 
Лемма Э. Пусть { © п ) " - последовательность © -множест? . 

•Тогда найцетоя последовательность { © ц . } © - м н о ж е с т в такая, 
что и О ^ = и © а и 0 * <± © * * при | п - т - | > 1 . 

.Доказательство Л'еммы. Сначала установим, что для_Л!обых 
@ - м н о ж е с т в © ' с ® * найдется { ( а ^ такая, что С ) © , , ; © " © ' 

и 0 т при | п - к | > 1 . Для э т о г о достаточно заметить , 
что @ ' - е с т ь множество нулей некоторой непрерывной функции 
| X — • ' С о , О , и положить 

Далее , не умаляя общности, можно с ч и т а т ь , что © п Т 
Пользуясь уже доказанным, построим аоследовзтельно^тч 
{ З Д к с с о } т а к и е ; что п . е с о > - ©к >• 0 ^ <5}Ги 0 * 
при 1 » г - » п | * 1 . Остается положить = и 0 '̂\.> . 



Доказательство предложения 7. Применяя лемму В, положим 
Фа = © / У а ' - х и (V = 0 Л ' Тогда Рк' с1 © а ' , ф „ Т М - V 9 п 

то и 1> М = У ©а 
Замечание. А.В,Колдунов ( с м . [ з ] ) построил бикомпакт X с 

условием Суслина и д . п . © - м н о ж е с т в , оледорательно , с мяг ­
чим стержнем. Твердого стержня Е X быть не может в силу лем­
мы З .ч ) и т е о р . 1 2 , В [ Забыло показано , что в иОС, при не­
которых т е о р е т и к о -множестЕенных предположениях, более слабых, 
чем гипотеза континуума С Н (именно при наличии - шка­
лы в со и : ; как показал А.^имансккк С^3,без е т о г о услоЕия 
Сойтись нельзя) , тоже с у ш е о т Е у е т д . п . • { . © „ } © - м н о ж е с т в 
ч т . е . и мягкий с т е р ж е н ь ) , ^сли ( Р л ) - д . п . Р -множеств в 
а со 1 » о которой шла ре«ь в замечании к препл.ч ( объедине ­
ние которой е с т ь твердыЛ с т е р н ь ) , то по теореме 3 {Рп"©аЗ" 
тоже е с т ь д . п . в а с о , . . Лри втом вта д . п . соптокт из "кро­
шечных" множеств, так как Рц .п® а н . н . п . как в Р^ , так к 
г <Э а (см. лемму 3 .6) и [ I ) )1 Заметим еще, что всякий очет-
!цт стержень в пространстве , очевидно Мягкий (В.Л.Малыхин, 
.ак известно автору , помощью СН построил счетное р е г у -

"чрное узкое пространство Г д ] ) , 
Предложе!. \е 9 . Пусть X -пространство с Т1- базой к.з.м, 

•1 - стержень в X . Тогда в Л найдется такая максимальная 
-иетема ^_ХС, Х г С т ь Г ) . } попарно непересекающихся к . э . м . , что 
М 0 - Н(г» Х е - т вердый стержень в Х с а № х я М г»Х т - мягкий 
-теркенъ в Х г . 

Доказательство . Назовем открытое отмеченным, если 
:ушествуют последовательности э .н .н .п . множеств с ф Л Т М и 
{ Г ^ } ( з а в и с я щ и е от С- ) т а к и е , что 0-с1 11СР^пфк.Л. а 
,'г~4 плотно на О- Пусть & е - объединение воех отые-
: д н н ы х множеств, а Х с - Х ^ М е Н г , . В силу п р е д л .1 .1 ) , М р -
^ержень в Х 0 . Покажем, ч т о он твердый. Пусть Рц,ТМ0,1^-
н . н . п . в Х е , Р ^ с 1 Р„, , но и Р^ плотно на С-/,"?' • 

: г да если Тп 1" М то ф а * С Р„. 6ч>Ь Р* 1* И , 
Л У ( Р л п ф п Л т а к как Р ^ п ф л с Г* Х 0 ) и О Г* плотно 

О- . н о э т о о значает , что ( г - отмеченное множество 



вопреки тому, что (г с1 0 о Итак, Мо - тгерднй стержень в Х 0 . 
Выберем теперь в О 0 максимальную систему { Х г Г} 

к . з . м . , каждое из которых лежит в некотором отмеченном множе 
с т в е . В силу п р е д л . 1 . 1 ) М{- - стержень в Ху- . Но если 
ф л Т М , Рц с1 ф п и [) р / плотно на отмеченном С э Х г то 
С Ф г " А г ) / Г М г , С Р г ( п А г ) а С ф л п Л Г / ) и и С Р ^ п Х ^ ; плотно 
в Х ^ « А э т о значит , что стержень Му - мягкий в- X г . 

Замечание. Даже если Х„= / ^' стержень М из прелл.9 
может не быть мягким ( такой стержень естественно назвать ПОЧТУ 

мягким). В то же время, если в с е степжни М 0 , М у тгерлне для 
максимальной системы { Х„ , X* С^е \~)} к . з . м . , то и стержень 
П - ттердый. 

Предл.9 показывает , что изучение стержней сводится, в 
известном смысле, к изучению твердых и мягких стержней. 

Предложение 10 . Пусть М - твердый степжен1 X Тогда 
1) если в X имеется 7 1 - база к.э.м. , а А 0 - к.з.м. 

то М 0 - М г | \ 0 - ТЕОПДНЙ стержень в Х 0 

{ 2) если X открыто и плотно в У , а М ^ множе 
СТРО I категории в У и М э М , т о М' тгерднй с т е р ж е н ь 
в У ; 

3 ) если М с Н с Х , т о М - твердый стержень Р И 
Д о к а з а т е л ь с т в о . О Положим X , ч1 <1Х % Л С ) , М , =• Мо А , 

Очевидно , М 0 о М< М а М 0 п М 1 с Г: Х с Р * А ( 

Пусть Р ^ Т М , , Р а Т М 1 и Р„ 1 " , где Р„' э.н.н.п. 
в Х 0 . Тогда Р а = ^Р^ с >и Р^°)ТМ.. Так как М твеодый 
стержень, то { р ц } - д . п . на X Очевидно , С' С Г„. о Гм ) с I -у Аа 

т . е . н . н . п . в«>Х По теор. >.•?) отсюда 0 Р^ н.н.п. в X и 
в Х 0 . Но это о з н а ч а е т , что { Р^"} - п .п. на Х 0

 а Мс 
твердый стержень в Х 0 • 

2) Ё с л и ф ^ Т М ' в У , то пусть Р ^ = ф к - п Х . Т о г д а 
Рп Т и и Р^ э М . Так как М - твердый стержень, то \Гп\ 
- д . п . на X Но ф „ =>сХ а р ^ В силу поедл . [ .2) {<Ф„.}-
д .п . на У 

3 ) Нужно п р о в е с и т ь , что если Р„ , э.н.н.п. в Н , 
ГЛТ М и Р/с! Гц , то V Рч' н . н .п . в Н . 



Положим Р а = Гп_) Г̂  = с ? х Р № ' . Пусть с Ь ^ - З . Н . Н . П . Б X 
и ф а Т М Имеем Р Л = Р а г, Н = Р^п М - п Лфс> II •/ Р^Ф, и «А 
Очевидно, р 1 г \ = Р а г , Ф ; ~ э . н . н . п . в Л и Р ^ Т Р ^ * Так как 

и Р„.т М , то и Р П Л Т М причем Р П Л - э . н . н . п . в Л 
Ввиду т о г о , что М - тЕердый стержень, - { Р а н . } - Д - п . на X 
Ко так как Р а о Р 1 1 Г Ь , то Р^ «Н . Отсюда, учитывая, что 
' г ^ Р а ' ^ Н . получаем Р,С А Рпа Поэтому и Р а ' н . н . п . в X 
назначит, С) Р ^ н . н . п . в И 

Замечание. Предл.10 .1 ) переносится и для мягких стержней 
(для любого X ) . Из Ю . 2 ) с л е д у е т , что если М , с М д _ - с т е р ­
жни в X и \~ЛЛ - твердый, то и М А - тЕепдый, нетрудно п о ­
казать, что если 1МА - мягкий, то и М ( - мягкий. Что же к а ­
сается п р е д л . Ю . З ) , то оно переносится на случай мягких стерж-
ней, если в X имеется "П.- база к . з . м . 

Предл.Ю и замечание к нему можно рассматривать в к а ч е ­
стве добавлений к предл.Х. Следующее утверждение сразу выте ­
кает из предл.2 и может рассматриваться как добавление к нему. 

Предложение П . В условиях предложения 2 : 
[ ) если М - твердый стержень в Ы то У(М) - твердый 

-тержень в X ; 
2) если М - мягкий стержень в X то - мягкий 

У . 
Замечание. Прецл . I I . Г) теряет силу для мягких стержней 

даже для бикомпактов X и У . Ниже ( в с л е д . 1 к т е о р . 1 2 ) 
Судет показано , что 1 1 . 2 ) переносится на случай твердых с т е р ­
жней для локальных бикомпактов X и Н 

§ ч . Строение твердых и мягких стержней V 
о 

Оказывается, твердый стержень, описанный в предл .6 , я в -
ччется типическим для твердых стержней. Именно- имеет место 
^леду^щая 

Теорема 1 2 . Пусть М - плотное Р -̂ множество I к а т е -
срии в локальном бикомпакте X . Равносильны следующие у т ­
верждения : 
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1) Ч - твердый с т е р ж е н ь ; 
2) если Р Л ТМ то иР '(Р„.) плотно в X или, иначе 

гоЕоря, {Рп.} мажорирует некоторую возрастающую д . п . Р ' -мно-
ж е с т в ; 

9) Р ' ( Ю плотно в X . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 2) •—> I ) с л е д у е т из п у л и . о и 1 0 . 2 ) 

(при У - Л ) , 2) = ^ 3 ) очевидно . 
I ) —=—^2). Допустим, ч т о У Р <.^л) не плотно Е X , и пусть 

непустое бикомпактное к . э . м . Х с с1 ьЛ. и Р 'СГ^) . Никакое множе-
СТЕО Р Л л Х 0 не содержит непустых Р ' -множеств из X , а 
значит, и непустых Р-подмножеств из Х с (лемма 3 . 2 ) ) . 
По лемме З . П ) г"п.г\Х0 погружается в некоторое (5 -лодмно-
жество © а из Х 0 Можно с ч и т а т ь , что 0 Л Т М '= К) 0 ^ Тогда 
в силу предл.7 и замечания к п р е д л . Ю стержень М п Х с мяг 
кий в Х 0 . Но это п р о т и г о р е ч / т п р е ц л . 1 0 . 1 ) . 

3 ) > 2 ) . В предположении ПРОТИЕНОГО возьмем предыдущее 
Х 0 и Р'-множество сфсМ т а к о е , что сфлич^ .^ф ^ . По 
лемме 3 .7 ) ф с = сХсфп . .>Л Х . е ; Р' -подмножество в Х 0 

При этом сф с сф > с М Выше было показано, что Р п . п Х с с ( н ) п 

Отсюда 0 ^ ф в с М л Х с С ^ Э « А э т о невозможно в 
силу леммы 3 . 3 ) и бикомлактности Х 0 

Замечание. Уже для вполне регулярного X теорема т е р я ­
ет силу ( с р . с замечанием к п р е д л . б ) . 

Следе ТЕ ие [. Пусть X и У - локальные бикомпакты, а 
У У—*Х замкнутая неприводимая сюръекция. Тогда^если М 
твердый стержень Е X т о \У"ЧИ_) - тгеодый стержень в^| 

Докаэателъство . Не умаляя общности, можно с ч и т а т ь , что 
У - экстремально несЕяэен . Действительно, если % - а б с о ­
лют У , Ц —'У - каноническая сюоъекция, а (ч/^/'ЧМ.) 
тгердый стержень в ^ то ^" 1(М) =• У Г Л ' ^ ) " ' ( . И Х ] - ТЕердый 
стедаень в У в силу п р е д л . С Г . Г ) . 

По т е о р . С2 Р ' ( Н ) плотно в X Б предположении не ­
плотности Р 'С У ' Ч М ) ^ найдется непустое открыто-замкнутое 
в У бикомпактное У 0 6, Р'СЧ'1^)) . Теперь вместо 
у у ^ и М надо рассмотреть У 0 , Х 0 - ч - С ^ 0 у ) . с о о т -



>етстЕующее сужение отображения У и М ^ - М я Х , Т о г ­
да ^ 0 и Л 0 - бикомпакты, У 0 - абсолют Л 0 , % - каноничес­
кое отображение, Р / ( М 0 ) ^ Х ( х о т я бы по лемме 3 . 5 ) ) , а 
г>'(У"Ч М 0 ) ) - $ Ото противоречит лемме 3 . 1 2 ) . 

Следствие 2. В локальном бикомпакте X пеоесечеш: 
двух твердых стержней и М г е с т ь твердый стержень. 

Доказательство . Б силу п р е д л . П . 1 ) и замечания к лрс-дл.9 
можно считать , не умаляя общности, ч т о X - б и к о м п а к т . Снача­
ла рассмотрим случай экстремально несвязного бикомпакта X 

Гогда в силу т е о р . 1 2 и леммы 3 . Я) м с* но дополнительно считать , 
что н а й д 7 т с я н . н . п . Р -множества ^^М, 1* Мг 

Р а ^ Р а " Р-мнокестЕа (лемма 3 . 3 ) ) и СР^пг"^ )ТСМ,пМ.) 
!о т е о р . 1 2 стержень М, ч М ,̂ - т в е р д ы й , 

3 случае любого бикомпакта X мы, используя с л е д . 1 , п е -
оеходим к абсолюту X далее пользуемся уже доказанным и 

дредл. П . Г ) . 
Замечание. Б примере Е пересечение твердых стержней У Р л 

состоит из одной точки. С другой стороны,можно пока­
з а т ь , что Е локальном бикомпакте X пересечение счетного 
числа ТЕеоднх стержней плотно на X (но нз обязано быть 
стержнем). Пользуясь этим, можно д о к а з а т ь , что если М - т в е р ­

дый стержень Б локальном бикомпакте X;, { Р ^ У - Д«п . (не о б я з а ­
тельно возрастающая!) и и Р^ = М то в X найдется такое 
длотное множество Е что всякая точка из Е принадлежит 
бесконечному числу множеств Р л . 

Перейдем к характеристикам мягких стержней. Здесь типи­
ческим является стержень из предл .7 . 

Теорема ЕЗ. Тусть X нормальное пространство , М -

:тержень в X Равносильны следующие утверждения: 
Е) М - мягкий стержень ; 
2) М допускает счетное покрытие © - м н о ж е с т в а м и ; 
3 ) М допускает звездно-конечное счетное покрытие 

. н . н . п . множествами ; 
4 ) М допускает такое же покрытие кратности 3 ( т . е . 



каждый элемент ПОКРЫТИЯ пересекает не более ДЕух других элемен­
тов покрытия) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Схема I ) ^ 2) = ^ ч ) = ^ 3 ) =$>I). При 
этом ч ) = ф З ) очевидно . 

1 ) = » 2 ) . Пусть Р ^ Т М , р / с 1 Р„. и I I Р / ' плотно в X 
'1оложим С Л = Х ч и ( Г ^ К » п , } . Тогда Сп - ( ^ - м н о ж е с т в о , 
ь^* ^ л = Ж. С Л Т и С а ' Г Л ( и б о Р^. с1 Р а пои К!*и. ) . 
В силу нормальности X найдется © - м н о ж е с т в о @„_ » для 
которого С*. ^ О п . 3 Рц, • Очевидно, I / С Л ^ 1 1 ^ = М 

2) = > ч ) . ^сли М с СДЭ^ , то в качестве искомого п о ­
крытия можно взять покрытие { © ^ . У из леммы 3. 

3 ) = > 1 ) . Пусть { ф ^ } - данное покрытие. Положим 

Р л = Ф < У ^ Ф " 

Р ^ и { ф е : ф < п Ф ^ / и Ф * « * ^ Ф 1 ° 

В силу звездной конечности {.Фи} » каждое Р^, е с т ь объеди­
нение конечного числа с ф к т . е . Р^ - з . н . н . п . Далее, Р„Т 
и Р л о1 Р„, . Для завершения доказательства достаточно у б е д и т ь ­
с я , что I) Р^ о М . 

Врэиием любое ф ^ . Пусть гх = и ( 1 ) - наименьшее, при к о ­
тором п ф л ^ ,0" . По построению р / э ф ^ . Зна чит, 

и р ^ и ф ^ ^ м 
Следствие. В нормальном пространстве объединение счетного 

числа мягких стержней е с т ь мягкий стержень . 
Замечание. Пересечение счетного числа мягких стержней м о ­

жет быть пусто даже Е случае бикомпакта ( с р . с замечанием к 
с л е д . 2 т е о р . Г 2 ) . 

Теорема Р». В бикомпакте X стержень М является 
мягким тогда и только тогда , когда Р 

Доказательство . Действительно , пусть Р ' С м ) - / ' у Р^ТМ. 
Тогда Р ' ( Р „ ) = / . По лемме 3 . СГ) Рп с © а . ^Значит , 
М с У б , , , Обратно, если М с и / © ^ , т о Р'СМ)-^ по лемме 
3 . 3 ) . Т е п е р ь (Остается с о с л а т ь с я на т е о о . Г З . 

Замечание Г. Существует локальннй бикомпакт немягким 
стержнем М тэким, что Р ( М ) = Х . С д р у г о й С Т О Р О Н Ы , 



-ушествует вполне регулясное пространство с мягким стержне-: 
Р ' С М ) . 

Замечание 2. Еще одно условие равносильно мягкости стерж-
я в бикомпакте: для всякой М найдется мажорирующая 

юслеп ователь ность © -множеств. 
Определение 5 . НаэоЕем стержень М разложимым, если 

уцествуют такие плотные Р ё -множества I категории М, и М г , 
! то М ^ М ^ и М< о э М Стержень М будет называться 
: т р о г о неразложимым, е с л и для любых Р^ - м н о ж е с т в к а т е г о ­
рии М4 и таких, что М , е 1 М г и М . у М ^ э М найдутся к . э . м . 
X, и Х А для которых Л , у Х д _ X и множества М ; п Х ^ 

-\}г) н . н . п . в Л 
Предложение 13. Трерднй стержень М в локальнс-бикоы-

гнктном или норма льном пространстве строго неразложим. 
Доказательство . Поскольку случай локального бикомпакта 

водится к случаю бикомпакта, достаточно рассмотреть с л у -
ай нормального X 

Допустим, что следы указанных множеств М1 и МА плотны 
••••а некотором к . з . Х 0 ^^ В этом случае продл. 1 0 . 1 ) поэволя-
т дополнительно с ч и т а т ь , что X : Х 0

 т - в » М 4 и М д плот-
• ы в X Далее в нормальном пространстве замкнутые дизъюнк­
тные множества можно отделить нуль-множествами ( в данном случ 
чае з . (г 4 -множествами) . Отсюда, если Г М 0 - плотное Р^-мно-

:ство и Р о1 М то найдется @ э р ^ © с 1 М 0 . И з э т о г о 
сассуждения вытекает, что плотные Р^-множества М 1 и М А 

еджно отделить Р^-множествами вида и © \ и и Но 
г огда М допускает счетное покрытие ^ - м н о ж е с т в а м и , 
'нсчит, он мягкий по т е о р . Г + . 

Замечание. Существуют и разложимые стержни. 
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А Н Н О Т А Ц И Й 

УДК 513 .6 
рациональных точках на гиперэллиптических кривых, 

ерэиньш А . А . , с . 3 - 9 . 

В с т а т ь е рассмотрены вопросы, связанные о гипотезой 
лорделла для гиперэллиптических кривых. Указан с п о с о б , п о ­
зволяющий свести эту гипотезу к аналогичному вопросу для 
кривых специального вида, лежащих на прямом произведении 
эллиптических кривых, ^ля них гипотеза доказывается в н е к о ­
торых частных случаях. Библиогр. - 5 н а з в . 

1)6 одной модификации теоремы Зрдеша и Радо . 
">регман Ю.Х., с . 1 0 - 1 3 . 

На основе топологических теорем о рамоеевских простран-

;б одном обобщении теоремы Алаоглу. 
'ольдман М.А. с . 14 -17 . 

доказывается следующая теорема: 
Пусть X - совокупность в с е х непрерывных линейных о т о -

ажений т . в . пространства Р в отделимое т . в . п р о с т р а н с т в о 

рг дические теоремы для негладких марковских п р о ц е с с о в . 
:ок А . К . , с . 18-33 . 

работе изучается асимптотическое поведение однородных 
чр; овских процессов с дискретным временем без каких-либо 
граничений на переходную функцию и фазовое пространство . По-

"ученик . ро. ты показывают, ч т о эргодические свойства 

УДК 513 .88 

УДК 513 .88+519 .21 



марковсних процессов общего вида определяются наличием ин­
вариантных конечно-аддитивных мер, которые могут и ке быть 
счетно-аддитивными, т . е . вероятноотными. Библиогр. - 3 н а з в . 

УДК Ы о . 63+519.21 
О овойотвв обратимости случайного линейного опера*-
Л1данок Т . А . , 0 . 3 4 - 4 4 . 

Р а с с » а т р и в а е т с я вопроо об измеримости оператора , о б р а т ­
н о г о к случайному линейному ограниченному оператору , опреде ­
ленному на случайном подпространстве сепарабельного банахова 
п р о с т р а н с т в а . Библиогр. - б н а з в . 

УДК 517 .946 
Локальная разрешимость уравнений нелинейных колебаний 
цилиндрических о б о л о ч е к . 
Козьмина Е . С . , с . 4 5 - 5 1 . 

3 работе о помощью теории полугрупп и принципа сжатых 
отображений доказывается локальная разрешимость операторно-
дифференциальнсго уравнения в т о р о г о порядка с нелинейным 
оператором в правой ч а с т и . Разработанная схема применяется 
к системе уравнении нелинейных колебаний цилиндрических 
о б о л о ч е к . Библиогр. - 2 н а з в . 

УДК 513 .88 
Устойчивость спектральных о в о й с т в пучка Д - Л В П Р И с е к в е н -
циал. .-10-компактной аппроксимации. 
Лабеев Б . И . , с . 5 2 - 5 8 . 

Исследуемся уотойчивооть с в о й с т в спектра пучка операто­
ров А - Х б при секвенциально-компактной аппроксимации. Эти 
результаты обобщают ранее известные в случае , когда В-1 
Библиогр. - 4 н а з в . ^ 

Устойчивость регуляризуемооти обратного отображения 
при секвенциально-компактной аппроксимации. 
Левченков В . С , с . 5 9 - 6 5 . 

Доказывается у с т о й ч и в о с т ь регуляризуемооти по Тихонову 
отображений, обратных к линейным непрерывным отображениям 
при секвенциально-компактной аппроксимации. Библиогр. - 5 наз 



1 ! с Р О 

ткрыто-компакткая топология в пространствах отображений, 
ивчак А . Я . , с . 6 6 - 7 4 . 

3 с татье изучается топология, заданная на пространстве 
тображений, которая строится аналогично тополог. , равномерной 
ходимости на некотором семействе подмножеств. Ниблиэгр. 2 назв 

•>„К о 1 о . 8 8 
сходимости итерационного процесса для кэазинерастягивающего 

тображения в метрическом пространстве , 
иепиньш А . Х . , с . 7 5 - 3 7 . 

Б работе исследуется сходимость итерационного процесса 
ля кьаэинерастягивающего отобрттения в метрическом простраист -
е без предположения о непрерывности отображения на множестве 
пределения. Библиогр. - 7 назв . 

сходимости метода пьютона-ланторовича для приближенного 
•зшения нелинейных уравнений в банаховых пространствах . 
иепиньшЛ.Х. , с . 8 8 - 9 1 . 

Приведены достаточные условия для т о г о , чтобы отображение, 
арактеризующее метод Ньютона-Канторовича, было квааинерастя-

гивающим. Этот результат применяется к исследованию множества 
тех начальных прибл/некий, при которых метод Ньютона-Нанторо-

ича с х о д и т с я . Библиогр. - 4 н а з в . 
УДК 513 .45 

екоторые радикалы в алгебрах Ли. 
Нипянский ? . С . , с . 9 2 - 1 0 2 . 

Доказнвается инвариантность относительно дих -реренцирова-
тия радикалов ЪН& , ( А ь ) для произвольной а с с о -
иативной алгебры А над полем нулевой характеристики. 

Рассматриваются также вопросы, связанные с отщеплением 
•>тих радикалов в алгебраических алгебрах Ли. Библиогр. 6 н а з в . 



1'Л 0 1 3 . 8 3 
Категория кошейпов и сингулярные гомологии. 
Лисица Ю . Т . , с . 1 ^ 3 - 1 1 9 . 

Вводится новый ко:иейпоБьй инвариант, т . н . коподвижность. 
При коподвижности негомологичеекие инварианты нлоаорфны с о о т ­
ветствующим инвариантам сильной категории кошейпов. 
Библиогр. - 13 н а з в . 

УдК 5 1 3 . 8 3 
Пример одной топологической группы 
Малыхин В . И . , с . 

В предположена; континуум ппотезы описывается п о с т р о е ­
ние примера регулярной нормальной наследственно сепарабельно^ 

счетно-кодшиктной тоиологичеткой -уплы, к в а ^ р и т иоторо. ; не 
счетно-компактен и не иыеет счетно.-: тесноты. ЬиО.; низв. 

У^К . 3 3 

О гомотопическом типе айн для перистнх финально-компактных 
п р о с т р а н с т в . 
Мардешич С , шостак А . П . , с . 1 2 4 - 1 2 9 . 

Основной р е з у л ь т а т : каждый ат- в классе перистых 
нально-номпактных п р о с т р а н с т в имеет гомотопический тип н е к о ­
т о р о г о с ч е т н о г о локально-конечного симплициального гомплекса. 

Библиогр. - , 1 н а а в . 
УдК 513 .88 

Аналог теоремы ПэЛп-Винера для метабелевых групп Ли. 
Севастьянов Л . А . , с . 1 3 0 - 1 3 3 . 

В работе*получен аналог классической теоремы Пэли-Зинера 
Для с * ( о ) в случае связных вещественных метабелевых 
групп Ли О Библиогр. - 7 н а з в . 

УДК 513 .88 
Аналог теоремы Пэли-Ьинера для одной нильпотентной группы Ли. 
Севастьянов Л . А . , с . 1 3 4 - 1 3 6 . 

В заметке приводится аналог теоремы Пэли-Зинера для 
С^*(о ) в случав шестимерной нильпотентной группы Ли а 

(предложенной Кирилловым А . А . ) . Библиогр. - 4 н и з е . 



УДК 519 .21 
К вопрооу о б устойчивости решений линеййнх с*охастичеокнх 
систем" разностных уравнений. 
нарьковя В.Н'., Калнйня Д . Д . , с . 1 3 7 - 1 4 3 . 

Получены условия 1 экспоненциальной устойчивости в среднем 
квадратической тривиального решений линейного с т о х а с т и ч е с к о г о 
разностного уравненй'я в конечномерной комплексно* п р о с т р а н с т ­
в е . Результаты применяются для" анализа простейших разностных 
схем й Библиогр. - 5 н а з в . 

УДК 517.929 
С статистических решениях линейных систем 1 

дифференциалън о-фу н кцй'онал ьных у ра вней ий. 
Царьков Е.Ф. , Энгельсов Л . Я . , с . 144-153Л 

Предлагается метод построения квадратичных функционалов 
Ляпунова для линейных систем дифференцйа'льно-функциональных 
уравнений, основанный на анализе полугруппы ковариационных 
операторов статистических решений. Библиогр. - б н а з в . 

УДК 517 .929 
Об одном подходе к' исследованию устойчивости дифференциально-
функциональных уравнений нейт'рал'бного т'йпй. 
Энгельсон Л . Я . , с . 154-158' . 

Получены необходимые и ДЪст'аточные условия: а'сймпт'от'йчб-
ской устойчивости тривиального решения линейной системы у р а в ­
нений нейтрального типа в терминах функционалов Ляпунова й в 
терминах вещественного спектра некоторого вамгснут'Ого о п е р а т о ­
р а . Библиогр. - 7 н а з в . 



УДК 5 1 3 . 8 3 
Доминирующие последовательности и узкие топологические 
пространства . 
Векслер А . И . , 0 . 1 5 9 - 1 7 4 . 

Последовательность { Рл\ замкнутых нигде не плотных 
множеств называется доминирующей, если I ) V Р^ всюду плотно 
и 2) для любой другой последовательности { Р ^ } замкнутых ни ­
где не плотных множеств т а к о й , ч т о Р^ л Р а =/1 о б я з а ­
тельно Р^ нигде не плотно . Объединение доминирующей 
последовательности называется стержнем, а п р о с т р а н с т в о , имею­
щее доминирующую последовательность , называется узким. Приме­
ром и з в е с т н о г о п р о с т р а н с т в а , оказывающегося узким, является 
пространство и.Со^ в с е х равномерных ультрафильтров над Со^ 
Изучаются доминирующие последовательности , выделяются с т е р ж ­
ни двух типов и даются их характеристики. 



А N N О Т А Т I О Н 8 

Оп га*1опа! ро1л!в оГ Ьурегв11р*1о оигУев. 
Вегг:1пв А.А, р . 3 - 9 . 

ТЬе рврег 1в сопсегпеД *х1Ь Могйв1 в пуро*Пбв1в *ог 
Ьуреге11р*1о сигуев.А те"Ьпой по* Ъо гейиое во1иЧ1оп 
о* Ьуро1Ье01э "Ьо а врво1а1 севе 1в б1увп.Хп *п1в оавв 
сиггвв тиэ!; пауе в врес!а1 1?ог*й апй Н е 1п Ьпе о1гео* 
рго<1гкМ оГ еИр*1о сигуеаЛп *пе оопсгеИе *пв пуро"Ьпва1в 
1в ргоуей. В1Ъ2. - 5 патвв. 

Оп в то'Л1^1оа-Ыоп о Г Егйов-Найо ^Ьоогвт. 
Вгввшвп ^ . Н . , р. 1 0 - 1 3 . 

Не* тойИПса-Ьгопа оГ а *е11-кпо«п сотЫпаи>г1оа1 
Ъпеогет оТ Егйов апс! Нас!о аге оЪго1пей.1Ъе ргоо* 1в Ъавей 
оп а ^оро1о^1са1 Натвеу-гуре Ъпвогет \уп1оп Ъв1оП^в *0 *пё 
аи*пог. В1Ы. - 4 пашез. 

Оп а яепегв11га{±оп А1аов1и *Ьеогеш. 
0о1<3тап Ы.А.. р. 14 -17 . 

Ъе* X депо-ее *пе ГвтИу о? а11 Нпваг оопг!пиоив 
тарр1п#в оГ а *оро1ов1оа1 уео^ог враа* ? 1л1о а Наив-
йогГГ *оро1оя1оа1 уесгог врасе У Тпеп Тот втвгу орвп 
11с Р апс! еуегу оотрас*Ь М Су *Ъе ве* {х-*хеХ » 
зс (и) С М} 1в аотрао* 1л X впйоетва мгНп *пе *оро1о*у 
оГ ро!пЪгт1ве сопуегеепае. В1Ы. - 2 паве в. > 

о 
Кг § о (11с 1пеогеша Тот попвшоо!п Магкоу ргооеввев* 
2с1апок А Л . , р. 18 -33 . 

Тпе аа1тр*о-Ыс Ъепау1оиг о* пото^епоиов Магког рго-
севяеэ *11;п <11всге-Ье *1те аге 1пуеб*Ыва*еа»Но врес1а1 
аэзшпрЫопя аге тайе оп "Ьпе "Ьгап81"Ь ГипсЫоп а М Гаге ара-
се-Тпе оЪ*а!пе<1 геенна впо*,*па* *пе ег80<11е ргорег*1ев 



оГ ее п ега1 Магкоч ргооееавв Дерет! оп Ше вх1в1;епое 
1пуаг1ап-Ь ?1п1аЬе-ааа1'Ыуе теавигеа.юЫсН тиз* Ье ооипЪаЪ-
1у-аай1'Ыуе|1»е« ргоЪаЫНо. В1Ы. - В патев. 

Оп ап 1пуегвв-ргорвГ"Ьу оГ а гвпаоы Ипьаг орега1юг. 
Ёйапок Т.А. , р . 3 4 - 4 4 . Т 

1пе ргоЫвт о ! теавигаЪШЪу о$ ап орегаъог, 
теМсп 1а ап 1пуегве а гапйот Ипваг Ъоипйей орега-Ьог 
1в 1пуеа*1ва*еа. Вав §1уеп орвга1юг 1з йеПпеа оп а галиот 
виЪврасе о? а верегаЫе Вапаоп эраое. В1Ы. - 6 палю е. 

1ле 1оса1 во1уаЫ11"Ьу поп11пеаг овс111а"Ыоп е^иа1;^опв 
о? су11пог1оа1 вЬвИа. 
Коат1па Е . З . , р. 4 5 - 5 1 -

1п 1пе рарвг Ъпе 1ооа1 во1уаЫ11"Ьу о:Г -Ьпе аесопа ог-
йег орега1;хопа1-<11ГГегеп1;1а1 есдоНоп иг1"Ьп по:^1т;еиг оре-
га*ог 1п "Ьпе г1&п-Ь рьгЪ 1в ргоуеа Ьу теапз о1Г Й1е 1пеогу 
оГ ает1$гоирв апй *Ьпе рг1пс1р1е о? соп*гас*1оп шарр1п^в. 
Зпе оЪ"Ьа1пе<1 ргооГ вспете 1з аррИеа Ьо Ъпе зуз'Ьеш поп-
Ипеаг о а о Ш а и о п ас^даиопв о Г су11паг1са1 впе11э. 
В1Ы. - 4 патев. 

131в в*аЫ111у о!" вресгга1 ргоретЧ1ев оГ а ЬипсИе А - Х В 
ипйег "Ьпе зе^иеп•Ыа11у сошрасЬ арргохша-Ыоп. 
^аЬе^вУ У Л . , р. 5 2 - 5 8 . 

!Шв в"ЬаЫ11Лу оТ воше врес-Ьга1 ргорег"Ыез о? ап оре-
га^ог ЪипсИе А - ^В ипйег №е весцаеп-ЫаНу сотрасЬ арр-
гох1та-Ь1оп аге айкИей. Тпеве геаи1"Ьа яепегаНге ^ е апа1о-
боиэ 1:пвогетз 1п №е саве В = I , оЫ;а1пес1 е а г И е г Ьу 
•ЬЬе аиНюг. В1Ы. - 4 патеа. 

Тпе а1»Ъ111*у оТ геви1аг1га1;1оп оГ ап 1пуегве гааррзл^ ип-
йег 1пв веф1вП"Ыа11у сотрас* арргохэла-Ыоп. 
ЬвУЙепкоу У . З . , р. 5 9 - 6 5 . 

I * 1в ^гоуесЗ, "Ьпа-Ь Ше ргорег^у о? геёи!аг12а*1оп о? 
а тарргп^юпоэ е 1пузгве 1я Ипеаг апй сопт!пиоиз, 1з еЪс'Ые 
ипйег "Ьпе 8едиеп*Ыа11у сошрас"Ь арргох1та -Ыоп.Я1Ъ1.-5 патее 



Ореп-сотрас* Ъоро1ову оп *пе враое оТ гаарр1п&в. 
Ыусак А . . Ь , р . 6 6 - 74 . 

А Ъоро1ойУ г оп Ъпе врасе оТ сопИпиоиэ тарр1п^а 
} ( Х , У ) , «пеге X апс! У аге 1оро1о^1са1 арасеа^1в йеПпей 
ап<1 вЪ1«11е<!. И1в сопэ1гисг!оп оТ *пе 1юро1о&у X 1а ои11;е 
апа1озоив *о Ъпе йеПШЪхоп оГ Ъпе Ъоро1ову о* ип!1*огт 
сопгегвепсе оп а Гат11у оТ виозеЪв. В1Ы. - 2 патев. 

Оп -Ьпе сопуегвепсе о? 1*ега*1оп ргосеаа Гог оиаа1-попех-
рапе!уе тарр1п^а о* те*г1с зрасев. 
Ыер1па А . Н . , р .75 -37 -

ТЪе ргоЫет *Ьеп -Ьпе И е г а Л о п ргосева Тот а ^иав^« 
попехрапа!уе шарр1п^ оТ те^г!о зрасе соп^ег^ез хв 1пуеа-
11&аЪеА. Тпе соп1±пи!гу о? а Д1уеп тарргп^ 1в по* аавше<1. 
В1Ы. 7 патев. 

Оп -Ьпе сопуегкепсе оГ Неуг^оп-Кап^огоу^п1 в те^пой *ог ап 
арргох1та-Ыуе во1иЧ1оп оТ попНпеаг всра-Цопа 1п Вапвоп 
ер ас ев* 
Ыер1пй А . Я . , р . 8 8 - 9 1 -

Зоте зиТ1?1с1еп* сопсШ;1опв Тот а тарр!пя спагвс*е-
г!в1пе *пе ГСеи'Соп- Кап*огоу1сп' а те!пос1 -Ьо Ьа ср1аа1-
попехрапвАуе аге оМахпей. ТЫэ геви11; 1в иаей 1?ог Ъпе 
1пуез*1Ба*1оп оГ *пе ее* о? Ъпове а1;аг1;-арргох1та'Ыопв, 
«ЫсН таке Ке*1;оп-Кап1;огоу1спв а1 толпой *о оопуегве. 
М Ы . 4 патев. 

Зоте гаа1са1а 1п Ые а1^еЪгаа. 
1 ^ а п в к 1 1 Н.З. , р . 9 2 - 1 0 2 . ° 

11: 1в ргоуей, *па* *пе га(1±оа1в ШГ( А) ап<1 1АА(А) 
аге 1пуяг1ап* ипйег <11Г*егеп1:1а-Ыоп. (Неге А аепо*е ап 
1авос1а1;1уе а1деЪга оуег а Г1е1<1 оТ 2его-опагао<аг1в11ов). 
Ше ерШгЫпе о± -Ьпеае гад 1са!в 1п а1^еЪга1с Ые аХвеЪгав 
1а а!зо сопевшее!. В1Ы. - 6 патев» 



Со-впаре оаЪе&огу апд е1п|;и1аг пото1ой1еа. 
Ь1в1са ^ . Т . , р . 103-117 . 

А пе* оо-аЬарв 1пуаг1ап1 са11е<1 оо-тоуаМ11*у. 1в 
аеПпеа апа в*ис11в<1. ипаег "кпе аввитр1;1оп оГ с о - т о у а М -
11"Ьу "кпе оо-пото1ов1са1 1пуаг1ап"кв аге 1аотогрЫо ^1Ъп 
"кпе ооггевропа1пв 1пуаг1ап1;э Гог а э"кгопв впаре Ъпеогу. 
В1Ы. - 1 3 патев. 

Ап ехатр1е оГ а *оро1ов!са1 дгоир. 
М а 1 у Ы л У Л . | р . 1 2 0 - 1 2 о . 

1п *пе рарег. аввшпхпб 1Ье сопЪхпишп-пуроЪпеэхв. И; 
1в оопв*гио1;ес1 а ге^ихаг пегеоМЪагПу зерегаЫе соип-каЫ 
сотраск погта1 -корохоехса! &гоир9 соип-каЫе ро*ег о!" 
юп1сп 1в по* ооип-ЬаЫу сотрао* апй 1в оГ 0,11 ипсоип1;аЫе 
1;хвп-кпевв. В1Ы* - 4 пагаез. 
Оп -кпе потскору "куре оГ АИН'в Гог Геа1;пег Г1па11у с о т -
рас "к зрасее» 
Магаеехй 5 . , 5оз"Ьак А . Р . , р .12 - , - 12^ , 

Й1е та1п геаиН; Еуегу АМН хп *кпе с1азз оГ р-Г1па1-
1у сотраск врасев паз ^̂ е̂ ЬотоЪору куре о? а соип'каЫе 
1оса11у Гхп1*ке вхтр11сха1 сотр1ех. В1Ы. 11 пашеэ. 

Оп апа1одие оГ Ра1еу-Л1епег Ъпеогет Гог текаЬеИап 
И в вгоцрв. 
Зеуав^апоГГ Ъ.А., р. 1 3 . - 1 3 ^ . 

1п *Ье рарег хэ йопе ап апа1оеие оГ Ъпе с1авз1са1 
Ра1еу-Л1епег -Шеогет Гог С„ (С>) 1п *пе сазе оГ соп-
пескеа геа1 те-каЬеНап Ые егоира (^ В1Ы. - 7 патез 

Ап апахо^ие о* Ра1еу-#хепег кпеогет Гог а п11ро*епк 
1*1е ггоира. 
Зеуаэ^апоГГ Ь.А # , рЛЗ -13-_ 

1п <пе рарег хв ргезепЪеа ап апа1оеив оГ ±Ье 
Ра1еу-^1елег -кпьогет Гог С™ (О ±п *пе сазе оГ а!хй1-



пепэ1опа1 пИрогепг И е вгоир & ( виевевге<1 Ъу К1г111оуА. 
Э1Ы. 4 патев. 

А вхаМПгу оГ во1иг1опв Гог 11пеаг вгопааг1а вув-
гепе о? <ИГГегепг1а1 е<]иаг1опз. 
Оагкоуа У.Н. .Ка1п1пуа Ъ.Ъ. р.137-143» 

Зоте сопа±г!опз *Гог хпе ехропепг1а1 втаЫИгу 1п 
Ше <?иадгаг1с ауега^е оГ хпе хг1у1а1 во1их1оп 6Г а 11пеаг 
вхопавх1о й1ГГегепх1а1 есраНоп 1п а Г1п1 хе-ахтепа1опа1 
сотр1ех врасе аге оЪ га1пес1. ТЬе гези1хз аге иве<1 апа!у-
ее еогае з1тр1е <11ГГегвпх1а1 впетев 1п 0,2 . В1Ы. 5 пашев* 

А. эхах1вх1с ао1их1опа о? Нпеаг ауатетв оГ 
с11ГГегепха1-гипсх1опа1 еяиах1опа. 
Сагкоу Е.Р. ,ЕЛве1воп . р. 144-153. 

А техпой по* хо сопахгиоЪ ф!а<1гах1с Царипоу Гипог1о-
па 1а Го г Нпеаг зувхета оГ <1±ГГвгеп1;1а1-Гипо х1опа1 ефаа-
Попа 1э вхуеп.ЗЫв техпос! 1а Ъавей оп хпе 1пуевх1яах1оп 
оГ хпе вет1^гоир оГ а11 соуаг±апх орегахогв оГ ехах1вх1о 
во 1и х1опэ. В1Ы. 6 пат ее • 

Ап а жау поте хо 1пуевх1вахе хпе вхаМ11ху оГ хпе 
сЦГГегепг1а1-гипс х1опа1 пеихга1 "куре есх1ах1опв. 
й1бе1воп Ь..1. р. 154-158 . 

Зоте песеввагу апй ацГГ1с1епх сопсИ*1апв Гаг хпе 
Хг1у1а1 зо1их1оп оГ Нпеаг вуа*ет оГ пеихга1 туре еяиа-
г!опв хо Ъе ав1трхох1са11у а-ЬаЫе аге ооха±пе<1. ТЬе ооп-

<ИХ1опв аге Гогтихахей 1п хегша рГ Царипоу гипох1опа1е 
ап(1 1п хегав оГ хпе геа1 вреохгит оГ а р1оаеа орегвхог. 
Э1Ы . 7 патев. 



Вот1пахгЬ ве4ие11се0 ялг! паггоиг Ъоро1ов1са1 вресев. 
Уека1вР А Л . , р . 159 -174. 

Юае аедиепсе {Р^] о±* схоаей по^пеге йепае ае*Ьа 1п 
1:оро1ое1са1 ер асе X 1а с а Н е й а 6\ош1пап-Ь зедиепсе 1Г 
1) 1] Р л 1а йепае 1п X апй 2) 17 Р^ 1в пояпеге йепае Гог 
апу аечэиепсе ^Р^оГ с1оаес1 потепеге йепае аеЪа ,иг1Ъп 
Р^пР^ & 0 \ Тпе ипхоп оГ апу йопапап-Ь ве4иепсе хв са11е<1 
а р1уо*Ь. Ацу арасе иг1"Ъп а йодп.пап'Ь аедиепсе 1а са11е<1 а 
пагго* врасе. Тпе *е11-клоте врасе ио^оГ а11 ипПогт 
иГЬгаГ11"Ьегв оп лз̂  1а ал ехашр1в оГ а паггош зрасе. О о т 1 -
пап*Ь еедиепсеа ап<1 ргуо^з аге з-ЬиНеа 1п "ЬЫв рарег. 
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