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ВВЕДЕНИЕ 

Сборник посвящен проблемам топология и функционального 
анализа• 

В сборник вюплены работы, посвященные исследованию 
структур топологического типа, в частности, исследование 
топологических структур на группах и топосех, экспоненты 
топологического пространства, топологической и линейной 
структуры не пространствах непрерывных функций, а также 
нечетких структур топологического типа. 

Ряд работ посвящен вопросам аппроксимации отображений, 
в частности, разработке теории сплайн-интерполяции, а также 
исследованию устойчивости свойств линейных операторов при 
аппроксимациях, соответствующих различным топологиям. 

Основной объем сборника составляют/работы, выполнен­
ные сотрудниками математических кафедр ЛГУ и представляпцие 
собой результаты плановой научной работы, проводимой нв ка­
федре математического анализа ЛГУ. В сборник включен также 
ряд работ, выполненных специалистами других вузов по этой 
тематике и при тесном сотрудничестве с кафедрой математи­
ческого анализа ЛГУ* 

Большинство из результатов ,вклетенных в сборник ста­
тей докладывалось на 45-й и 46-й научных конференциях ЛГУ, 
а такжэ на семинарах при кафедре математического анализа 
ЛГУ. 

Сборник предназначен для научных работников, препода­
вателей, аспирантов и студентов старших курсов, работапцих 
в области топологии и функционального анализа, а также в 
смежных областях. 
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ПРОЕКТИВНЫЕ ОБЪЕКТЬ И ШСРЫТИЯ 
КАТЕГОРИИ б -ПРОСТРАНСТВ 

С.М.Агеев 
Брестский государственный педагогический 
институт им. Л.С.Пушкина 

Задача построения проективных объектов и накрытий в 
различных категориях представляет определенный интерес 
Бе значимость была выявлена при построении гомологической 
алгебры. Позже ее решение было получено в категории топо­
логических пространств [ 1 , 2 ] . В работе [ 5 ] изучены многие 
аспекты этой задачи для категории топологических групп. 

Б.И.Пономаревым и Ю.М.Смирновым давно ставился вопрос 
о построении и описании свойств проективных объектов и 
накрытий в категории топологических групп преобразований 
(или 6-пространств). гастичный ответ на него был дан 
в ВД. Здесь отправной точкой явилось следование категор­
ному определению основных понятий. При этом полученные 
результаты несколько упрощали ситуацию: оказалось, что 
пространства эквивариантно соабсолютны в том и только Б 
том случае, если их пространства орбит соабсолютны. 

В предлагаемой работе дается иной подход. Определение 
проективных объектов тесно связывается со строением 
стабилизаторов точек исходных пространств, а существенными 
мор^изыами становятся эквивариантные и в обычном смысле 
неприводимые отображения. При этем построение требуемых 
объектов стало возможным с помощью теории 0-близости 
[53* а их свойства оказалось возможным сопрячь с действием 
группы. 

Содержание 
л . I . 0 —близости, согласованные с действием группы. 

2.. Эквивариантнве абсолюты. ' 
3., Эквивариантные экстремально несвязные пространства. 
4». Функциональный подход к эквивариантным абсолютам 
5-ч Проективные объекты категории 6-пространств 

Инъективнье объекты категории банаховых 6-"-?ост-



рПНСТБ 

Основные определения теории 6-пространств изложены 
в [ 6 ] . Нами приняты следующие обозначения 51(1) - ста­
билизатор точки; Т / 6 - пространство орбит, а«ЭГ *Т-**Т/6-
каноническое отображение ( знак п — у к а з ы в а е т на сгорь-
ективность отобра:кения). 

1. На регулярном 6-пространстве Т рассмотрим 
отношение с* мощу множествами Т , удовлетворяющее 
следующим семи аксиомам: 

1. А<*В < ^ Вс(А; 

3. 0*<Т; 

5. АсАб ^ существует такое каноническое открытое 
множество С , что 
6.-{1}о(А = > * е с 1 А ; 

для всех оси. 
Здесь аксиомы б-близости С 5 ] дополнены еще 

одной - седьмой. Б связи о эт.им <4 называется бли­
зостью, согласованной с действием группы или эквивариант-
ной 9 -близостью. 

Примером сильнейшей зквивариантной 0-близости 
служит отношение <А> множество А с*-далеко от & , 
если О'АЛ&=0 для некоторой окрестности 0 единицы е 
группы 6 ; А<*В *=Ф существуют оС -далекие открытые 
окрестности и \)(Ь) множеств А и й . 

Напомним основные конструкции фории ^-близостей 
и выделим новые моменты, связанные с седьмой аксиомой. 

Центрированная система 1Х4Н} открытых множеств К 
называется о< -системой, если для любого Не^ найдется 
такое Н ' Ч , что И'й(Т\С(Н) Каждая о< -система 
содержится в некоторой максимальной сХ -системе, которую 
называют сС -концом. 

Множество Е(Т) всех о(-концов наделяют топологией, 
базу которой образуют множества вида Оц-{^еЕ(Т) : Н€*[у , 

Я - произвольное открытое множество. Е^(Т)-^Ъ-^ Н} : 
()СШ - одноточечное множество}сЕ(Т) ; Е^'Е^П) 
Б^(Т)=Лс1Н . В С 93 показано, что Е(Т) есть би-



компакт, ^ ( Т ) - его плотное подмножество, Е^ - сюръ-
ективное неприводимое совершенное непрерывное отображение. 

Из эквиваряантности 0 -близости оЧ следует 
Предложение 1. (а) Формулой 

д . г = { д . Ц ] , где де& , <Рд {Н}еЕ(Т) 
определяется непрерывное действие группы о на Е(Т) 
(б ) Е#(Т) есть инвариантное плотное подмножество в 

Е(Т)9 а Е& - эквивариантное отображение. 
(в) Если с* - сильнейшая эквивариантная 0-блиэость, то 

для любых оС -далеких открытых мно­
жеств 1},\сЕ(Т) . 

Предложение 2. Соответствие 

устанавливает Зиекцию между всеми эквиварианткыии ^-бли­
зостями оС и эквивариантнкми бикомпактными расширениями 
совершенных неприводимых эквивариантных прообразов Т 
При атом соответствии сохраняется отношение порядка. 

2. Определение. Эквивариантным абсолютом 6-лрост-
ранства Т называется такое экви вариантное совершенное 
неприводимое отображение р&: р $ Т — , что для любого 
другого эквивариантного совершенного неприводимого ото­
бражения Ц Т'—**-Т найдется эквивариантное совершен­
ное отображение Г: РеТ—-* Т', ^ с г = р^ , 

Пространство ра7 также называют эквивариантным 
абсолютом. 

Теорема 1. (а ) Эквивариантный абсолют регулярного 
пространства Т существует и единственен с Точностью до 
естественной эквивалентности. 

(б) Ед:Е#(Т)—~Т является эквивариантным 
абсолютом для сильнейшей эквивариантной 6-близости 

Например, эквивариантное отображение Г-Е^П*)~""Т # 
замыкающее диаграмму = , строится по формуле 
й Г1*) = Л { с Ц " ' ( Н ) : Н € т } 

В случае тривиальной группы &={ё} эквивариантный 
абсолют переходит в классический абсолют Глиссона-Понома-
рева. Для усиления аналогии между этими абсолютами введем 
оледующее 

Определение. Пространство Т назовем эквивариантно 



экстремально несвязным (кратко. ецеЛ-пространством), 
если заг.шкания любых двух оС -далеких открытых множеств I 
не пересекаются. 

С помощью введеного понятия эквивариантный абсолют 
может быть охарактеризован так 

Предложение 3. Эквивариантное совершенное неприводи­
мое отображение ( } гЗ —••"Т является эквивариантным абсо­
лютом в том и только в том случае, когда 5 есть 
Щ. 9. (1. -пространство. 

При доказательстве этого предложения и теоремы 1 
использовалась 

Лемма 1. Эквивариантное совершенное неприводимое 
отображение ^ : 5 ^ ~ Т н а бфбй.-пространство Т являет­
ся эквиморфиэмом. 

Между эквивариантным абсолютом и максимальным эквива­
риантным бикомпактным расширением [ б ] существует соотно­
шение, аналогичное формуле Илиадиса. 

Предложение 4. (а)^{Е^(*ГЙ =Е(Т) Д д я любого регу-
лярног 6-пространства Т . 

( б )Д (рбТ )=р с { р 6 Т)для 6- пространств Т , имею­
щих максимальное эквивариантное бккошшгтное расширение. 

3. Для тривиальной группы понятие эквивариантной 
экстремальной несвязности совпадает с экстремальной 
несвязностью и играет аналогичную ей роль в теории абсолю­
та. При переходе к инвариантным плотным подмножествам и к 
бикомпактному расширению РоТ эквиж^риантная экстремальная 
несвязность сохраняется. Отметим, что регулярное ёЦ.еЛ-
пространство 7" имеет р&7 и, следовательно, является 
тихоновским. 

Более детальное изучение свойств таких пространств 
удается осуществить для бикомпактной группы. 

Теорема 2 . Следующие свойства регулярного б-прост­
ранства Т с действующей бикомпактной группой & 
эквивалентны 

1. Т является е^е^-пространством 
2. Т/6 является экстремально несвязным пространством, 

а отображение А»Т -~-еоср(6) , сопоставляющее I ее 
стабилизатор 5^(1) &€Оф ( б ) , является непрерывным (боСр(6) 



рассматривается в топологии Зисториса) 
3. Т/6 является экстремально несвязным пространст­

вом и О*А открыто в Т для любого среза А с Т и 
открытого множества О с б Напомним, что эа?.жнутое 
множество А с Т называется срезом, если его пересече­
ние с каждой орбитой одноточечно. 

4. Т/6 является экстремально несвязным пространст­
вом, а О'А открыто в Т для некоторого среза А с Т 
и открытого множества 0 ^ 6 

Схема доказательства: 1 .=*2 . ± *3 ;^4 .^3 .~=^1. 
Пространство, удовлетворяющее одному из условий тео­

ремы, имеет экстремально несвязное пространство орбит. 
Это приводит к тому, что любой срез А помеоморфенТ/6, 
а ограничение &\А

:А—Т/6 - гомеоморризм. Более того, 
любые два среза А и В гомеомор^ны, а гомеоморфизм 
Т - ^ А Л - Ь с—Т | ^ = З Г Г 1 .3Г| продолжается Д О эквимор^иэ-

ма р:Т-Т9$1$>а)ф$ьуа ш где Н-а=ЬеЬ Это • 
обстоятельство доказывает эквивалентность 3.1=^ 4. 

Предварим остальным доказательствам лемш, представ­
ляющие самостоятельный интерес. 

Лемма 2. Если открытое множество 0 содержит 
подгруппу 51Ц) то существует такая окрестность II 
точки ^ , что 

(а ) ГеУ^ЪЦПсО 
(б) если Ъ'.т'еЬ! лежат на одной орбите *ЯТ=ЯЧ' , 

то они переводятся друг в друга элементом из 0 :Х = д*1\ 

Лемма 3. Пусть окрестность и точки X и откры­
тые множества. О , О' , 0й таковы, что 61(1') с 0 
для всех Хе[) 9 О*ОПОи-О* = 0 Тогда существует 
такая меньшая окрестность V точки X , что V 

о( -далека от У= 0'> V и У Л О Ч . У = 0 . 
Лемма 4. (а ) Отображение Л : Т-*~в1р6 полунепрерыв­

но сверху С ? 1 
(б) К любой окрестности О^е можно так поДобрать 

окрестность О'^эё $ что каждая точка 1 некоторого 
плотного инвариантного открытого множества V/ с Т будет 
иметь окрестность 0 , удовлетворяющую условию \ ' е [} =^ 



Пели Л есть непрерывное отображение, то в качестве 
\У молгно выбрать все Т 

1.^2. Пусть Л разрывно в \ с , т . е . не является 
толунепрерывным снизу. Это приводит к существованию 
направленности " ^ Ь ш ! , * и таких открытых множеств 0 , 

&>0"сЁ , что ООПО'О^р 9&1МП0ш*ф99Ц1Дс0. 
!<ркменяк лемму 3, найдем у каждой точки 4д окрест­

ность которая оС-далека от 1ЛЙ~0** 1)л и 
1)дП0"1)д = ф • Можно считать, что система4& дизъ­

юнктна и Ли €Й(1/сзГ1/д) (если это не так, то следует 
часть из них отбросить, а остальные ужать). Тогда 
и с(-далекие открытые множества, причем 

1 Ш " 1 / ' = 0 • Поэтому по условию С1У П С1]}'=0* 
Т.к. Ъ^ШпХл , то 1 в = Й1/ . Пусть дебЦЦПО* . 

Тогда 1о=<?'Ь=йт<^, т . е . 1се0(0'-Ц)* (Л\)§ , а значит 
1о^сЛ/Л (Л \У - противоречие. 

2.-=»3. В силу леммы 4 (6 ) существует такая окрест­
ность 0 'эе , что каждая точка аеД имеет окрестность 
V:^^еи =* 0'-51(о)с0'$т9). $ Уменьшим Ц до 

такой окрестности У(0) , что ^,1*еУ АЗП'^да" 
-4*=0-*\ ^еО'-ЗДфиемма 2 ) . 

Достаточно показать, чтоОАэпуДОили 1п1(0-А)эА • 
Если * е У ( 0 ) , то -1 = 4-0! , где <дс=0*-ЗЦа) Но 
де0*ЗД(а^ и, следовательно,-4е0-й' и ±еОА . 

з . Ф 1 . пусть и л о - у - 0 9 о г 4 ' 0 ^ • ноЪы&ипау . 
Легко указать срез А , проходящф через 1 0 По условию 
IV = 0**А есть открытое множество, Поэтому 
У=[/Л\У $ V - УЛУУ открытие непустее множества и 
* в е с1\)' ЯЛУ* Более того. « I/ 1 П&У'=0 - непересе­

кающиеся открытые множества, <Л"й>е с1&У'П(Л V* » Это 
противоречит экстремальной несвязности Т/ б 

4. Известно, что тихоновское в-пространство Т 
о действующей локально-бикомпактной группой" в допускает 
расширение Р$Т. Множество функций З^С(Т) , продолжаю­
щихся на раТ . обозначим черев и назовем 

о( -равномерными* Они характеризуются условием: для как-



доге 8>>& норма ( ^ " ^ ' Л ^ б длт всех элементов $ 
из достаточно малой окрестности 0 з е 

3 дальнейшем группа 6 всегда предполагается 
бикомпактной. 

Теорема 3. Следукхцие три услоиич эквивалентны: 
1. Т является #}.еЛ-прастранстосм. 
2. Отображение ограничения 0*ГТ) С^(А) есть 

изоморфизм для Бсех плотных инвариантных множеств А 
3. Отображение ограничения СО —~ ( Ц) есть 

изоморфизм для всех плотных инвариантных открытых множеств 
V 

1.^2. Рассмотрим следующие коммутативные диаграммы 

м и м ) М А * > . 

Заметим, что является эквиморфизмом* %* ** 
1р&1)а и рь изоморфизмы, то и 1е также иэоио^рйэ*, 
что и требовалось. 

3 . -^1 . Цусть А с Т - срез, а 0 открытое множест­
во. Уточняя рассуждения, использованные в импликации 
2 ^ 3 теоремы 2, получаем существование открытого мно­
жества 0^с:^ и инпариантного плотного открытого 
множества \Я , для котогох 

(**) 1*А„(0-Аё) ^Ол-А1 , гдеА'^АГМ. 
Т.к. оС-равномерные функции разделяют точки от 

замкнутых множеств, то для каждой точки СХ^А сущест­
вует Л е ,М<>)^1 ,МУ/\0-А) = 0 ...При этом 
условие ( * * ) позволяет выбрать семейство равносте­
пенно непрерывным относительно 6 , т .е . выбрать таким 
обравом, чтобы для всех 6>0 и 0 е А ЦЛо-д-Ы <Ё для 
элементов ^ из достаточно малой окрестности 0 "эе 

Цусть Ос В А Аналогично [ 9 , с . построим 
такое инвариантное открытое множество \ ^ с у / и 

. что а*ёаУш4щ\о-А*)=о, Щ^р*** 
Доопределим на Т \ # У ^ = 1 / ^ нулем, получим 

<А -равномерную функцию на \^УУ/^ Цусть 3 - ее 
продолжение на Т ( с л е з е т из условия 3 ) . Тогда 
&Ъ)ъе.* , . ? ( Т \ С < А ^ , т .е . ОеЫ[0к)ъ ОА -




