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ввw.нп'

Развnи,е IЩyXИ и техники прявеао и веоБХОдm.l{)~1I,ИЗУ-

чиь р&ЗJ1И CJВOJJOpo:naСИСТ~Ь:ОВORYПВООТ-И свяаанвш Jlежду
coб<m otiъепuв .• la1t ~ПО, В8и'боllее ~ереснце.ссис!е1Щ'im-

;.~ .• ,.. .••••.•••.••••••.. -.1,,.....\,0,.'-;

..I'иm.О'ЯбоJIъmиuи в C1I0ЖШi!01, 8 средсева ИООJIедuванtТJ! 'iей~ву-
вf в orpaиичеmшx Jl8сиабах. nO~OIlY необ%а~е сведевяя о

CIIC~6Jle]J целом иссхедовs!еп AQJDJt6И ИЗШI; ", ь ИЗ яоваяьяш

JtaBВRX,'ко!'орые:вJIec'lевзипre образym щi'> ',~ю пформs-

Ц)Ш. lloCJIеnив" в свою очередь, поltехаЗSБa~с;::во~(mше даль-
иеmе ~ОЧК:И ПриJIОзteпв яоваяъввз сре]t~в.СсЗ1еДQ:ванияt 01"-

равичива~ разнообразие .1Iока.:пьшп свойств" Ч'r0 в вовечвов
счетеприводи! к ВOВШI даlшым OnН~Ьив. rJlooanblIQIJ "уровне.

Dpoдeoc изучешн[ БQ1IЬШП аиС~e1I '~еиа~ во .вавввсдея-
cnии ,lЮИЗЗIЫ10РО И гзroбахыюro, -воИOlll. еРЮМОПО вааваеь
&1tCШ1t1Iо-аodзnьВШI аиапз-OII .• со.щевв() J:Г-аваUЗ{)1i. _
. ~ ;" ..

',13-38 (:]Iоеl ес~еспе~:~~ ПО~ .CIlОЗ[ЬЗУ~СВ
. -, ~.".

. . ~ 8"'v-- • .( ~. ., _

"'~. во в CJCВOВ1rOll Д1IВ' 'И33i,~-В ввпрерыввых, бесконечных
- . . ,,*''''>'' ~

:_ •• :lлaссичеСКИJIИ ип' :?,;" "ClnВnk:' -' .,__~~ зт-оro явав-

ШФi:uфФеренциаJI:Биое • ин~е сЩ,: е, !еория ава-
впче-сип фуПЦИЙ, диффереll~_МН. ~()uе~рив. Однако J!Г-

..~ '-~'..~~'Ц.t-.:~.:;~',:

ааиз ~ ДlСКре2Шn СИe-f' 7 св JПIШЬ В ~адии

:c=uousвиtl, в 1IЗ~QищаВ'рвбо~а явяяеюв по~оl продве-

.JffПCИ.l' ero развип среJtспаuи ~eopo rpaфms.•
1D ·1IИ,arиxси~ell (ЭJIепри~ские • ~раIlСПО~выесеев,

'1IIID1'oiramи1пе управ'ВJ8РIItCII;) cyDtеспsевио, ТlfO.ецу
с. -_~ ";''10''':';''---:

1feВo:rQPШIJIП,,~JIi ";~.\'''~:,'_,< >'. йenосре~:веввав евяав,



5

между ,цругиuи такой связи нет, но предстаВJlяет ин~ерес рас-
сяоеревведяв последних опосредованной связи, т. е. пссяедова-
еваьвссзя еаеаенесв, в которой вепосредезвевно свяваапервяв
алеаеввсо BTOPЫU; второй С третьИII и т .д. Струкжуру свваей v

. 't v

~а}{ой системы удобно представить в вим графа и даJIьн~йшие
исследования вести с использованием аппарата теории графов.
Граф явдяется структурой в nЧИСТОIIвиде", и для успешной ра-

. , ~

боты с реааъвывв свсееваив иеобхо.циu· опне В исследовании v'- .

СВОЙСТВиuевво таких OfБлечевннх струК!ур.
'\

Последовательности, опосредующей связь непосредственно. - ~ -~ "- - ~ ~---- - - --- - - -

не связанных элементов, Б графе соответствуеж цепь. Длина це-
пи является простеИmей хараRтеРИСТИКО~Г'СВЯЭJ4межДу' с?едивяе-
JlШ4Иею элементами. Связь можно характеризо:ва'rЬ также общmr
числом цепей, соедавящах пару ааевевесв, ПОМИ1Iоподобных во-
л»чествевных характеристик представляют ин~~ресиачественные
-'Описание связи с помощьюразличных конфигураций цепей. Эrо
позволяе~ охарактеризовать также одновременную СВЯЗЬболее
чем двух элементов. Строение системыt поддающееся такого рода
описанию, вазовеu свяэностю:ш строением, соответствующие свой-
ства - свяэнос!ными свойствами. Изучение СВЯЗНОС'rВЫХсвойств
rрафов с поuощью ]Г-анализа и является содержанием настоящей
работы.

При lIГ-ава11Изе необходимо различать локальные и гаосаль-
вне носители иифорuации. Тривиальными аокадьвыви осреаованвв-
uи вв~яются фиксированный элемент и пара смежных элементов.
Однако эти образования ничеrо не говорят об особенностях стро-



~~";"с.хСУeJIL ВО:ИОJqв вачеевве пе}ЩIlЧИОro JЮlI:aJIЪ-

JШN'- 84разе:вslDШ' раее.JЮ%jЦD1' tr.ll. ~ З:l~1tD - пq-
~. CiбраЭОВ8ВИJ1lиех-ar6pь1V фиХсирсшmпm:UЭJI'6I1СИОМ ввееее= :вееп зшяreИaJII' CJfeDEDПt ·С.ИИJI. 11С ИJlеDЩИJlИСЯ межJcr НШlИ

. ~. ~. .

.епосреД,~веиншm еВЯЗЯ& ~СХОДИОI.(:~ew.Вою ИRформацп о
• _ - м

&рОении .ОRJЮCПО~. иеCТl3n:eue~. CJlежwе с )taRВШI. Подсио-

RJiI.обраЗОВ8ИQ:1J JDOI •. назовеv охрнжemt;е. ЭТQl'O

ueJl6И8. Jтr rpaфов at18ХОNЧНШIоораЗ0l10преJteJШиея ПОВЯНИ

upecПо<;п • 'oвp)"e~B :В~}JШИlI-.,ОкjЮ~ВОС!fЬ • окружение 0118-

иса- оеио:ввыIJ1(JЮRaJ[ЬJDiМИ,CQ1U-l1JВЮfИ eДlвицап. На :их рас-
" •. - . "" . - ~ \"с .

_~ • основав.'.If~3.СВ83И-О~'Иoro сrроеНИJlrpSфоВ.
,"', ,-. .,

.-.-:,;-'ОЕре!С~JlОСП8: cm.RЗ~ оИoI~ AJlС1ф8П1П евееев,

JllQ<2AUeввыx, ~, ..иеrюе~~<'JВЩQnЗJ'ИСI :в зua чах
'Р8CCQOВП. :возвпаiJI!tИX·DPJI Щ.а!.~.oi·1IPOек~DP0В6ВИ.
ueцровИIlX' 1CQolan. D1'D, 'цpJI.JJa.ЗQЧIIIiX ЖOnnIlП • по-

~'. .'~'- -'-. --~- ---

Iiiпmп· erpaвичевивх ЖОDJПl бtIIt;',пров8хеп JlМ8пизировавнне
:; .. ' ... '.', --С. ',,/.:, . V

::cвeJUIВевп.IeQ;y ueaеи8D _.ричесах CXeJI,. l'jeфы1IIИJЮRО
, '~y

;~П8Jаасв ~_e.-вqрп UUК8%ta.!fеорП жоrМ'Weпx CXeJI
'. . ", " ,;:1:'4, •

·!--._pucerel .З:"~.~ИО"В п рапах ВО3ИПUIl

'jUa''IIШfl JIjJO&e&'.reQA тpa~:a, » r. ЧIIе&е()~иосциеса .•
. . .," .

и....-ч..
'••• ''IИ8и••.•. еОI~· •• ~..Б.А~~Е$бjlO-

, ' . "r,' . . . ~f J '

.••.••. DCC& 'c~,:LL.Q"~]c ." ''',~BB:'~

&I::_'IIQIIIX".ciaux ,~_v:'1Iaк",:UQ.~_ 'J(U-

,.••.••••••••.. JPII. Н·_а '.- .,.,.вeau •• G ;.:~.;pJ.e-
••• ~._ ".~,~._,': :. ·1tмDD ,oatвИ .•DOCS~.
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д_о .CCдeдrJ1J8~i!sпе граф G. Его гааваов ха~аК1fеРИС'fИRоl
'~ . .

и з~о.,~o;nучае·ПЗIяе"rСЯ постоянсево локального строеввя, ИССЗ1е-
JOваВИ~<IЭКИХграфов - первая задача ЛГ-анаnиза С:ВЯЭ80етвоro

QP-а61fDt rpафОВ. Поэтоgy в васюяаей работе она рассваерява-_8 ~y после подгеюваа необходимого ооаею аппарата.
t

Зfa;. Пf)Jtгото:вка состоит .в определении асяоввш прввеяев-
lfIlX ме:томв изучения графо:в {§ IJ, средств описания их сгро-

emшi __ рзцчны:х уро:внях локального и глобального, а также
~

Сlедсв- up.еде:nевия различных ИХ квассов (§ 2). Метод расви--,
pmщ:енсп ПQдrpaфа (§ 1) и ·обратНЬtЙ." ему цезод разложения

(§§ II,~I2) хежат в основе большинет:ва результато.в настоящей. --

pa~o~~ ORинвляются также основой для предполагаемых д8ль-
иейmи~р&зраБОТОR HeKO~Opыxновых алгоритмов исследования
рР8фGВ. С Э!иuи методами связаны перспектива применения лг-
авахиз& ~пзноствого строения rрафо:в к реальным системам, :в
8CQбеRКО~~ R oднopo~ вычислительнымсредами uногоuаmин-
ВШf вmmзrехсау обработки информации. Прииеневие указанных

.e~~ и отдельныv вопросам теории графов уже дало интсрес-
вае результаты: получено, например, новое ~окаэательство те-
ореиы ПОRтрягина-Кура~овского о неплоских графах (§ 14).

В § 6 получены некоторые сведения о строении Т.Н. ЦИК-

пческихграфов, возникающих при абстрактном моделировании
UНОГОСlfаби:.льНЬtX !p~ггepOB. Циклические графы являются специ-

альным :видом графов с ПОСТОЯНКШl локальным строением (§§ 4,

5).

DOCJleизучения таких rpaфов~ следyIOЩШl вагов является v
С, ~l4e,'"

ОCJI8бnеиие яесеввх ограничеввй аокавьвого стрсевяя, ссхравве- ~I
t.\.

nOC!OS1fC2BjYвявь векоесрвк свойств (§ 7). В §§ 8-10 вссаедо-
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ваны лональные достаточные условия сущееТВОВЗRИЯ простых ЦИК-

лов всех длин в однородных графах, основанные на связности

окрудений вершин. Эти исследования являются примороu примене-

Н~Я метода расширяющегося подграфа и, в частности, дают новые
достаточные условия для существования ганильтонова цикла.

Использование в качестве носи~еля локальной Иilфорыацпи
подграфов более общих, чем окрестность вершин, позволяет нахо-
ДИТЬ системы Т.Н. операций локального разложения (§ 12), слу-
жащих средством описания "Как отдельных графов, так и их клас-
сов. ДЛЯ МНОГИХ Rлассов удается определить специальные их под-

. классы - т .н, ядра, к графам ноюрых с помощью конечного чис-
ла ~лераций ЛОF.ального разложения редуцируются все остальные

граф~ этих классов. Основополагающим эдесь является исследова-
ние однородных графов малых степеней (§.J1). __Наиболее инэерес-

иыuм·иэ рассмотренных являются классы всех ОДНОРОДНЫХrрафов
nроиэвольной фиксированной степени и классы всех графов произ-

~ольной финсированной связности (§ 13). До этого были иэвест-
v ВЫр~эультаты B.TaTTa~ [7зJ и В.К.Титова [28] о 3-связных гра-
~ ~

фах и ЛИШЬ в cauoe последнее время в литературе появляются ра-
боты, посвященные исследованию отдельных классов однородных
графов с валыии степенямв вершин и некоторыми фИRсироваННШJИ

еввэиостяuи.
Основные реэулъ~аты настоящей работы отражены в публика-.

ЦИВХ,которые перечислены в конце общего списка литературы и

снабжены специальной нумерацией, помеченной буквой "А". к ма-
териалам отдельных глав они относятся следующим образом: глава

1 - IAI,~t глава 2 - [А2,з] , глава 3 - [A4,s,6], глава 4 - [A~.



Г л а в а I

ОБЩИй АППАРАТ ЛГ-АНАЛИ3А СТРОЕНИЯ ГРАФОВ

§ I. Основные понятия.

'\
Большинство используемь~ нами понятий теории графов и их

наименований исходит из работ [2,4,I5,2з,2~, но так нак тер-
ми:нология теории графов строго не установлена, мы вынуждены
начинать с разъяснения ее применения \ настоящей работе.

Для нонечного множества М осоавачиы через IMI~число
его элементов. Пустое множество ·-оБОз-НаЧиМ-сииволом }Z5- • Поло-
шимM2<M~f{(X)'j)\:(=F:1 8<.x.)~e:.M~,-где (xJ'j)-- н~~порядо-
ченная пара '. оёрааовавная объектами XJ"j.

, Определение 1.I. Графом называется упорядоченная пара
вновесев [У,Е] t где V - проиэвольное ковечное множество,
Е - подмножество множесева V &v.

Это определение аналогично соответствующему определению
из [2], данное ~Оllятие графа совпадает с понятием обыкновен-
ного графа [I5].

Эдененеы множества V графа [V,Е] вазываются его вер-
шинами, элементы множества f: - его ребрами. Вершины, ytffiCTBY-

ю~ие в образовании ~ебра, назьrnаются сuежными верllilнами. О
самом ребре и произвольной ИЗ этих вершин скажем, что они ИН-

цидентны друг другу.

Для любых графов [v"" Е1] , [У2.) Е 2.1 свойство У1 == У"). ,
Е1= Е2, запишем выражением [У1)Е-1] = ['12.) Е2,1 . Если

9

v

\r

ч

v



между веряивави множеств V1и V2, существует взаимно однознач-
ное есозветсэвие. сохраняющее ИХ смежность, то скавев , что
Э~И граФblизоморфны,И будем писать [v" )E~]N)[Vz, Е2.1.

обычнографы 0603Ha~c поиоаьв других выраяений, чаще V
адной:~~~.рЙ,!:Е.с.~и G веноюрое оёоэна чение графа [У, Е] ,
яо полокив G'=.V, G"=E( • Граф Ал~ у ;)отоРогоrЛc:l~'VV
назовем пустьw графом. 'и}3H~'Zt.O'") 1. 1 = 'р -~_

G' G' G·· г' цЕсли графы G и G1 тенова, что 1С 1.. 1С \=' t то
скажем, чво граф G~ является частью графа G • Часть G.,
графа G вааовев его осювныв графом, если G~=G' . Часть
G1 .Г~фа ~ вазовев подтрафов графаG t если любое ребро

граФа G t ввцидененсе двум вераанав графа G1 ,является
также ребром последнего. ПОНЯ!rНО, ЧТО любой ПQдграфданного
rpaq>a одиозна чно определяется ивовесзвоа __~ВОЦХ_13ершин. Поэто-
му есеесевевво говорвэь о подграфе графа G , пороядевнов
ввозесевов вершин Мс.е .Такой по;цграф осоэва ЧИIl через G(М).

Подrpaф RВхяеrся максимальной по ребрам частью с фикси-
..,r. .. . . v

роваиныu ~ножеСТЕОU вершив. Если фиксировать URожес~во ре6ер,
.,....... v

~·o есэесевеннв рассмотреть соот:ве!~вующую минияаяьнгв по- . .

v

вершинам час!ь,котораятакже определяется однозвачно.
., . G G G'-G' G·nG1_dEeJIИДЗIИ двух граФО131 ,2,1 - 2,,1 2, -}Q

1"·1ICI ."1"" 10 G' ..и . \:)1и~'=;:"~1CX1 ' то будем ro:ВОрИТЬ,wо .каЖjtЫЙ

."3 и:их яваяееса. дополнпельвьш графоu дp~гoгo.· ДОlIолни~ель-
. -

вd rpaф rpaфа<Б >06ВЗR~ЧИJI через G • Граф с ЧИ·СЛО14вер-

IIJШ n. , содержащийвсе :вС'Э.It-QЖные ребра, вавовев ПОЗШШI гра-
фоМ и обозначимчереЗК1\.
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О~ределение I.2. Цепью графа (; называе~ся такая по-
следовательность его вершин (.:JC" ~:x~) ... J JCn.) , Ч!1'о

V~е:{1.~)...,n-1}«(Х':)Х~+-t)е:G") • При X1=Xn, и n.~~
цепь называется циклом, Вершины -X~ (i = .•..2.' •.. J n.) называ-
ются верmинаии цепи, ребра (.х~).хi"'-ir(i.=412.J ... )n'--1) - рео- v

рави: цепи. tЦепь соединяет вершины ,х.• и х n. • \/
Каждой цепи' графа G соответствует винивальная часть >/\.

последнего, порожденная множествоы ее ребер. Мыне будем
8\..v v

специально различать эту часть И саму цепья оооавачим их
ОДНИМ И ~eы же выражением.

цепь, все вершины которой различны, называется простой
цепыг, Аналогично определяется простой- цикл. Длиной цепи

~

(цикла) называется число ее (его) ребер. O~la вершина порож-
дает цепь ДЛИНЫ о. Простой цикл длины 3 называется также
треугольником.

Граф, каждые две BepW1Hbl которого соединены Б нем не-
которой цепью, называется связным графом. Каждый несвязный
граф распадается на непересекающиеся связные подграфы, ко-
торые называются его СВЯЗНЮ!JИ компонентами.

Любые свойства изучаемого графа кан единого образова-
ния будем считать глобалън~~и, а локальными - TaI~Ae свой-
ства, которые полностью определяются некоторым его собствен-
RЫY связным подграф6м.

Окргкениев вершины х: графа G называется его под-
граф, порожденный всеми смеЖWЮJИс ~ вершинами. ОЕрествос-
тью вершины ::х. называется подграф, порожденный вершиной ~
и всеми верШинами ее окружения. Окружение и окрестность

v
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осоаначив соответственно через 0G (х) и 0G (х) • Если из-
вестно, в наком графе рассматриваются эти образования, то

~
будем ЛОЛЬЗ0ват ься упрощенными ооозна ченияыи о«, или о(х).

Последнее- замечанще -относится также ко всем другим обозначе-
ПИЯМ, ввоДИМЫМдалее.

~
Использование онрестностей вершин позволяет определить

специальные методы ЛГ-анализа строения графов. Допустим,
что связный подграф D1графа G обладает некоторым данным
СВОЙСТВОМ.. '''_. Д:;,:.

Пу.сть D~э ~ , О'{~)\D~ЧF~ . Если подграф

D2.~.~(D~ UA) ,где AcOt(~)\D~ ,полученный рас-
ширением подrрафа1)1 ' также обладает данным· свойством, то
и его, :в свою очередь, можно подвергнуть подосвоку расвире-

нию И т.д.
,МНQгие свойства, например связность, допускают много-

кратное расширение подграфа указанным образом с сохранени-
eu этого СВОЙСТВа. IeM самым посдедовательное применение
такого расширения, па3frnаемое нами методом расширяющеrося
подграфа, может использоватьсЯ как средство для алгоритмов
или- .докаааэеяьсзв ; 'ПрЮJеняя его в алгоратмах, можно узнат ь,
каНОЙ~RаИбольшиЙ·подграф данного rрафа обладает рассматри-
веевыв свойством. Приыенением этого везода :в jЦока~ель-

. ~CTC\. Н О8"'1"' .е •V
севах вокво пытаться дОl{8за!Р~, что ЭТИМ свойством обладает

~

-вся связная компонента данного графа.
Глава 3 наdтоящей работы дает пример использевпния

этого иетода для доказательства т.н. панцикличности. ВБе-
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денное яональное расширевис подграоа в раэличных вариантах
применяется 130 многих других. работах по теории граоов (см.'
§ 3). Иногда она цриводит н очень эффеКТИВНШJ локально-дей-
етвующималгоритuам.

Указанный способ расширения МОЖ110 обобщить, рассматри-
J

вая виссто вервины 1 некоторое множество вершин Sс: D~,
для множества А требуя, чтобы оно было подмножеством
множества (U O'(~)\D~.

~e:S ~ v
С помощью обобщенного раС~1рения определим расслоение

связного графа, которое может быть использовано в качестве. - - -- - - --- . - --

самостоятельного метода изучения строения графов. Пусть дан
связный- граф G и в нем выделена векогорая вершина х: .
Вершина Х лорокдает подграф Do= G ( {,х,)) , который бу-
дем считать расслоенным. Множество 50 = {~) назовем сло-
elJ подграфа Do • Допустим, что уже расслоен веногорый под-

JtTo

граф DK(K~O) данного графа,~ножества SO"S1J",)SK -\1
его слои. .

Рассмотрим расширение, где S=S~,A=(U O'(~»)\D~.
1e:SK

Обозначим последнее множество еще через SI<..~1 и положим
DK+1 = G (So Uэ, U ... uSK+1). Подграф DКo;.1 также счи-
таем расслоенным, , СО слоями SOJ S.•J ••• J Sкo .)SK"'1. Так V

как данный граф связный, то этот процесс оборвется л~шь
при таком значении К', когда DКo = G, и тем самым для гра- V

фа G будет получено особое семейство множеств SO~ S"J'"ко J

Sк.' которые попарно не пересенаются "U S~= G' ,Две,-=0
Еершины из различных множеств сыежны тольно тогда, когда
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содержа~е их множества (слои) следуют непосредственно
один за другим, каждая вершина смежна @lхотя 6~ одной вер- v

.' , ,....,
вввой предыдущего слоя. 3аJJ~Т.ИЫt что S1=O(.x),D1=O(x).

§ 2. Сре;Цст:ва описаввятраёов ,
2.I. Локальные, и глобальные каравтерисевкя,

v

Особенности строения графа! описываются с помощьюраз-
личных характеристик, которые ~oгy!' быть как числовыми, так
11 ка чественнывв , как докадьныви, так и глооальныви, Наложе-
ние ограничений на характеристики конкретизирует предмет
исследований, делает описание графа более детаЛЬНЬШi такие
ограничения будеы назьrnать просто .7Iокальньшиили глрбальны-
ми ограввчеввявв ,

llримероu локальной нечисло:вой характеристики является
,

~ре60вавиеt чтобы окружение некоторой :вершиныизучаемого
графа оыво изоuорфно другому данному графу. Требуя, чтобы
окружения всех вершин изучаемого графа были изоморфны вдно-
.У И тому же графу, получаем сневанвсе аояальвс-гаосаяьвсе
ограииqевие. Примерами чисто глобаJIЬНЫХхарактеристик гра-
фа яв.пяиеЯ.у~веpzдения о его пданариоети, непланарво-сти,
сущеС!йо~ании :в вем специального оето:ввого графа.

:"с!'enеныt вереивы з: rpaфа G .называется чвсао его
вершки, 'euеииых с :вершиной Jt , обозвачаемое через 9G(X)

( 9(Х) - есяв Be~ веоБХОДИUОC!r1lслвцваяьво уиаза~:ь граф
G ) • П~о~еЙШИJI.локвдьвыв ограаачеввеа яваяеесв треёова-

v
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....-., - .
вяе равенства С'.!6П'е1Ш некогорой ..вервины заданному натураль-'

~ .

ио»у ЧJlС~ р.. '
Граф, с!епеии вершИн которого равны.ОДНОЫУи тому же

чИслу р ,ваз:ов~м р -одаородныв графоы. ВЫесто' "Э-однород-
вый граф" будем говорить "кубический граф", а ~

~ с-одвороааяв граф ~азьmа;ъ просто Q-графОм. Ес:пи
~ ~ ~eT)' нас He~ интерес~а!~ величина степени вершин, то исполь-

зуем понятие "однородный граф".
на основаник числа вершин, смежных с некоэорой вершиной,

можно определить и другие л~кальные числа графов. Ыусть
. . \Sc G . Тогда 9G S (.х.) будет означать число вершив из

J

мнояесева S • свеанвх С верввной .х. графа G • Обычно ~
пользуемся упрощеннШl оооава чевяея fs (х ) •

. Очень инэересныв для ;zт;вyx снежных вервив х и 'j графа
"G яваяееся число ~G (оХ,,) d=:~~OG('j) (х) ,которое назо-
вем относительной степенью смежных :вершин .х, и 'J • Очевидно,
оно равно числу треугольников графа (; t содержащих ребро
(~.~) • Имеют uecTo также следующие соотношения
p<.xJ'j) = Y<~J~) = S>O(x>('j) (== ~O'(~) ('j) = ~O'('5)(Х).

дЛЯ BeoднopoДНblX графов простейшей локально-глобальной
характеристикой служит набор (Pi.) (~::"J2.)...)~) степеней
всех вершин, прошяеровавных числами I,2, ••• t п , Он псаводя-
e~. например, вычис~~ть такую глобальную характеристику даН-
кого графа G , как число t+:r , где t - количество ~pey-

ШзtЬ.ВИКо:вграфа G t а t: - количество треугольников графа_.
G • Соо!ве,!,С~ЭУl)щавфорuула при:ведена также t налривер , в



работе [18].
n Действительно, пусть Pi. = \G'\-1- р" · Тогда сумма

.LP~Pi считает дважды каждое 3-верmинное множество вершин,,=.•
графа G , не порождающего~реJГОlIЬНИRа ни в графе G , НИ В

графе G.
очевидно)

't.+"{+ 1:.~pip•.= c;~-·tn(n.--1)(t\-2,) ,
. \.=~

1:5 - 3"~(~--~'~этоuу t+'ь = С'" - 1:с: р, -p~ .
\="i .

Понятво~ чео огранвченвя с~епеней вершин ограничивают
возuожностистроения всего графа, и при малых степенях одно
. Dи,реJе.А"lWt1 \;
это ограничение уже полностью ~I;Iисыва~ строение графа. Так) v
все сведени~, кроые чи~ла вершин, содержит уже само название

. ,.

v

v

О-графа. Простую структуру И1fе~ ~aюtе !-однородные и 2-0Д-

нородные графа. Некоторgй ~граф всегда является остовныы
графОJ4 любого данного графа _ ОДнако ве дли всех графов сущес-

. ? ltel~ V
твуют ос~овнай !-однородВЫЙ гРаф (!.И:Vnа~очетание) и ос-

! V

!о:вИЬtй2-0ДНОрОДНЫЙ ГРаф (!.Н -. фaRтороид{;\связный факторо- v
ид ваввваееся !акже гаввдвеововыв цакяоя),

Рассеояввев Jl8ЦУ веряаваив .:1-и У давяого ГIiaфа G
ваЗЫЕае!ся длина ваиболеекор~ткой цепи, .соединяющеЙЭТИ

веряввв, Обозначим это чвсяо 'через d.G(~J'J)(d.<XJ'j)). С
.~

его помощьюможно опредедвеь две ваквне глобальные заракее- ~'~
рисnmJI - двавевр и радиус графа. Диаметр9)(G)~f ma;:t. d..,(x,y»)
радиу·с 5t(G)z mc:n. nvn .а.(Х)1) •~(G) +1 . ~~ Gизи-.

. -'" .x.c:G' 'J€:G' ','
-бmrьmеJlУ чиc.ny CЗIо~. в рассдоенвях графа G , а ~(b) +i -.'(~
118иuевьшеlrУ их ЧИСJIУ.
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Jlокальной связностью различных вершин х. и ч графа G
~ tt~~~~· Jназывается наибольшее число пр стых-цепеl!, соединяющи)СИХ в

этом графе и попарно не имеющихобщих виутренних вершив
(внутренне_'непересеIrаю~~:\). Обозначим это чис~о через
ftG (х.':!) (1\. (;J'p) • ЧиСЛОМсвяз"нос~а'e'lСЯ величина
pt (G)d,9a- тt\'\. • "- (X1'j) • Если число сввэвосев данного гра-

. ет X.J'JEG~x:l:y
фа равно 1t, то скажем, чво данный граф 1..-свяаный,

Множество вершин, удаление которых из данного графа де-
лае~ его неJ:связныu, назовем ~аздеnяющим множеством. Jlональ- v
вой рааделимостьв для раааичных вервив х: и ':J графа G назы-
вается наименьшее число вервин .•- удаление коюрых из графа G
приво~т к таноыу графу G., , что ~G.•(XJ)) = О _. Обозначим
это число через ~G (XJ'j) (~(XJ~». Числом рааделимоств
графа G называется величина a(G)J9 mi.n.

G
,9f.rJ'j).

. ~ () QteT x,'j€: J~r)
Будеы считать, что полный граф имеет бесконечно боль-

v

шое число разделимости.
Если известно, что число связности данного графа не

меньше ~., то -скавец , что данный граф не менее чем У-.-
связный. Аналогично определяется не менее чем ~ -раздели-
МЫЙ граф. Общеизвестно, что не!поJIный не иенее чем 8 -раз- v
делимый граф ввдяееся также ве менее чем ~ -авяз! ~JII)- v
бой не менее чем ~ -связный граф является не менее чем Il-
разделиlWU.

Если некоторое разделяющее множество содержит ровно
OДB~ Берmину, то эта вершина называется вершиной сочлене-
ния. Ребро, ивцидентное двум вершинам сочленения, называет-
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ся переmеЙRОМ.Требование отсутствия Б данном графе вершин
сочленения или перешейков ЯЕляется глобальным ограничением.

2.2. Операции над графами.

Часто строение графа удается описать с помощь~ выделе-
ния некоторых подграфо~ или частей, которые между собою свя-
заны регулярным, легко описываемым образом. Последнему соот-
ветствуют некоторые действия, с помощью которых из этих час-
тей можно построить исследуемый граф. Иногда изучаемый граф
можно получить из другого с помощью уда~ения подходя~~х час-
тей. Действия обоих видов принадлежат н операциям над графа-
ми. Операции первого вида называются операциями построения,
второго - операциями разложения. Произвольная операЦия мо-
жет об~адать кан чертами построения, так и чертами разложе-
ния. Если операция затрагивает только некоторую собственную
связную часть графа, то будеи говорить, что она действует

"лонально. Во само применение локальной операции обычно явля-
ется глобальным актом, ибо нахождение СООТЕетствующего мес-
та воздействия ыожет потребовать обзора всего графа. Сущес-
твуют и чисто локальные операции, применяемые в любом месте
графа. Примероu является расщепление вершины, определяемое
CJ1едующиыоорааов, Удалим из данного графа'G вершину .х,
вместе с ивцвдензнывв ей ребрами, и дооаввв S'G (,Х) новых
вершив, каждую из которых с помощью ребра тан соединим ров-
но с одной вершиной из множества 0(; (х.) " чтобы каждой из
последних также была смежна ровно одна новая вершина. Понят-
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1Ш. что р~сщеПJ1ЯЯвсе вершины данного графа, 'получаем !-одно-
родный граф, ЧИСЛО'ребер которого равно числу ребер исходногu
!!рафа.

Далее определи~ некоторые простые операции ПОСТРоения,
в качестве операндов которых рассмотри~лиmь непересекающие-

•ан графы. Дополнительно договоримся V
. - v

си,повторяющееся в одном и том же :выражении обозначение фаК-
тически буЯет обозначать изоморфные, но различные и непересе-
кающиеся графЫ. i v

• •
" о~~единениеll~~зо:веll граф [G1U G~ •

G1UG2.J.~@;.U~" v
Сле~ющая операция впервые была ()J1ред~лена и исследова-

на А.А.Зыковым [!4]. Произведением графов G1 и G2, вааывает-
сн граф, получаемый из графов (;~ и (;~ соединением реброы
каждой вершины первого графа с каждой вершиной второго графа.
Ре:эультат таКО.Р9 дей'СТВИЯосоэна чим через G.••G 2. • Легко ви-
деть, что для вершины .х.е:. G~ 0G ~ (..х.)= О'" (х). G~ • Прос-

. . 1-'=':L, \:11
то доказывается также следующий факт. Если графы А, В.•)B~
таковы, что д. В"' NA·Ba. , то B1~B2.'

Граф К"'" •Kn ••.. :Kn нааываезся полвыи МНОГОДОЛЬНЫМ
'''1 2. t'n

графом и .обозначается чер.ез K~.. •.... ( т~ 2,).
• ,~" ~ "1. J • • • I " t'Y\

Пусть даIit n-вершинввй граф А и n. попарно непересека- V
вавхся графо:в B1)B~.i... )Bt'\. Пронумеруеи числами !,2, ••• ,n
вершины графа А и добавим к графу В1U В" U...U В'" все
ребра тех и !fОЛЬКО вех произведений В\,· BJ ' соответствую-
щая воюрыв пара t -той и J -той вершин графа А является
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ребром последнего. Подученный таким образом граф назовем

композицией 11 обозначим через A[B1)B2,J"'jB"J . При
этом всегда будем предполагать некоторую коннретную нумера-

цию вершин графа А • Понятно, что различным нумерациям мо-
гут соответствовать неиэонорсвые норпозиции. Если В1~B2,(V

••• С'.:>В",С".:> В ,то буДем писать просто AIB] . в Ta~ы виде

компози~qя определена в (29).
Рассмотрим вопрос 06 изоморфизме графов А1 и Az.' ес-

ли известно, что для ненсгорого графа В A1[Bl~A2.[B].
в общем случае при A1[B",B2.J'''; &t'\.J~A2,[B1JB2..J"') Bi'\rJ
может оказаться А1~A2.,. Действительно, пусть А1 и А ,-
изо6раженкые на рис.I графы с .приведенноЙ там нумераЩ1ей

вершин. Тогда А1 [К1) К.,)К1) к2,,] с'..:> А2,[К"",К,,) К1) К2,] J

в противоположность неизоморфности графов А1 и A~.
Однако имеет место следующая теорема.

ТЕОРК\1А 2. г, Если графы А.,.,A~)~") B~).,. )Bn. та-

ковы, что A1[B1)B2)".)BnJ~A2.,[B1)B~) ... )B,,1' \B~\=
с:\В~\=...=\В:\и ~ce граф~ Bt: ~)'-- или их дополни-
тельные граф~дновременно связны, то д1(s) A~.

Доказательство. Определим над вершинами произвольного- -графа G предикат SG(х ,'1)JJ 0G (.х.) = 0G (~) , утвержда-
ющий совпадение окрестностей двух вершин. Очевидно, он явля-
е!ся предикатом типа эквивалентности, поэтому вершины графа
(; распад&ются на классы ЭF.вивалентности. Непосредственно
видны следующие свойства этих классов.

свойство 1. Каждый класс порождает полный подграф

v

v

v
v'
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графа G ..
"

CBOwCTBO 2. Если вершина некоторого :класса смежна с вер-

шиной другого класса, то она смежна со всеми вершинами второ-

го класса.

Эти свойства сана чают, что граф G являет ся номпозици-
~ v

еа, т .8. G~ Go [к" ,Kn,) "') Кn-, ] ' где Go - некот орый
# •• '"

г-раф,а Kn.. ( i.= ~)2.J>") t.) - полные подграфы, воровленные
с.

некоторым образом пронумероваННillЛИ классами вершин графа С; .
Понятно, что каждый Rласс вершин графа ~o , порожденный в

ЕВМ предикатом SG ' содержит ровно одну вершину.' Заметимо .
также, что ~имеет место изоморфизм G~Go , гак как ~

лека не все графЫ являются нетривиальньши композициями.

Пусть G<:\.) А'1[В1 ~B~) ... ) Вn J и, согласно дaHHOMY~ V

G~A2.[B1JB2,;"'JBn.] • При первом изоморфизме вершины

графа G распадаются на множества B~1J B-1~2, ) •• ') B-1~t't , 1\0-

горые соответствуют графам В".) B~ ~... ) Bn. '{ в первой компоэи- V

ЦИИ; при взором изоморфизме соответственно получаются множес-

тва B2.."J\ J В2.,2> > •• J B~n. ЭтИМ множествам взаимно однозначно

ссоевеесевуют вершины графов А", и А2,.. Осозна чиы через

1J'~(х) ( l= -i) 2.. ) вершину графа А ~ , соответствующую тому

ав множеств B~)j (j = -i J 2. J ••• ) t\) , нот орое содержит вершину Х.

графа G. .
Предположим сна чала, что все графы ВJ связны. Дока-

жем,. чю для любых вершин х: и 'j графа G
SA1 ('\З'.• (,х,), V••(~») # :SA2.('\)'2.. (х) "'~(j)) •

Ввиду симметрии достаточно доказать импликацию в одну
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C~OPOHY. ПОЭТОМУl пустъсправедливо утверждение V

SA1 \ '\t" (~) ) '\t" ('::1) ~
Легко видеть~ что для произвольных вершин Jt и ~ из

различных множеств B.:.~-(","~(..x)=/:vi.('j) имеют место соот-

ношения:
11 G""\ ((1t\.(~».v~()')e:Ac:. {::} (Х)У)Е:, *> v

~A~('I!"~оо, "'"(у» :::; ('11", (.х)) '11".: ()'» е: A'~. ( '**) v

Если ""2,. (.Х-) = \1"",("'1) t то утверждение 5Al (V:l,(X), V,t(Y»
справедливо тривиальным образом. Поэтому рассмотрим случай,
K~гдa "'2.. (х) =1= lli ('1) • Необходимо докаэат ь, что вершины

""2,(",) и 'IJ'''('1) смежны в графе А2. и любая отличная от

Ш1Х вершина графа А" которая смежна в нем с вершиной
'V'2,.(x) , смежна также с вершиной ""J.,(y).

Донажем второе утверждение. Рассматриваемой третьей
вершиной графа А2, является некоюрая вершина ,,~(~)) и, v

л"по данному) (~2,(.x), "",,,(1..»е:. Г\2" • Согласно (*) ,

(~J'1)e:G" ,чт~ равносильно

А""1 (х.) = v:. (?,) V (~(:)(),"...(~))е: -1.

Поэтому если "\t1<~)4=V .•('1)' то из-за..$Д1 (V.,(.x.» '\t.t<'j» v

в графе А1 свеяны вершины ~ ('i.) и ~ ('1) t что после
!,~ двухкратного использования (*> дает (l1ir(~)' Y:l,("j»e: А';,.

Пусть ееперь 111('1;) = V" ('j) • Тан как "2.(~) ~ ".~( 'i..) t

. fQ В графе G долква существоват ь такая вервина U. t что
н') ., ~

'~(!;~~2;'!Ц)= ""~('l.) , а '-'1 (СА) ::/= "'1 (~) • .Дейсэвигельно , если
.. i"G' в:·С·, .

. -;' ;jtД1:J ..~~~X вершив. \А СО своисевов "'2" <.u..) = V'a., (~) имело
т .:J':-_\~ .,r

·;~~~.-nЫ~e.,CT.oсовпадение 11"1(tA.) = ~ ("j)
. :-~f-'}). 1,. .

_ ->Jo>

~.

v

v

t то :ввиду равенства
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чисел ве~mин графов .Bj это оэначадо-оы совпадение множеств,
соответствующих 1)'2, (1..) и V" ('j) t а так кан второе множество
содержит вершину ) t то, вопреки предполож~нию, должно было
быть '\)':t(~)=""~\~) • Заменяя вершину ~ вершиной \А , при-
ходим к предыдущему случаю.

Для доказательства существования ребра (""2. (эс) , Vi ('j))

в графе А 2.., • также необходимо рассмотреть два случая.
YIOJl1U\f У('( ~

Если ·v.,ёх) =F '\[., ('}) ,то требуемое свойство ~ V

после непосредственного привененив соотношения <**) с по-
следующим двухкразныв лрименением (*). Если "'-1 (~) --: -1]" ('1),

то пусть "'"1 (х) соотвезсзвует множество B~J К. ,а 11'2.,. (х)

и 1)3..('1) ~ множества В2)е и B2"rt1. Так как В2•е n в, ...~
::::е5 , ~)'} €. В-1"к , х..е:. BZ#f ,,'jE:. B~.,т , Iв2., м ,= \В1•К\'

т о множества B2..rt" n В",.к. и &2.rn\ &"1, \(, не пусты. При
3TO'~ 'jЕ: В2.",т n &1. 1<. ~ Из-за связности графа Вт ' в гра-
фе G существует ребро, соединяющее некоторую вершину у 1

первого множества с некоторой вершиной ~~ второго множес-
тва. Так как' '11Е В-1 к. t то, согласно определению композиции, V~ и~
вервина .х; также смежна с вервиной ':12.- , откуда щш-- П-(V6Щji '1
(~~) непосредственно следует смежность в графе А2, вервин
""2. (х) И V2.,(~~) = V',.,('j) ..

Доказательство эквивалентности утв рждений
SA1(Vi(X), V'-1(~») и 'SA2. ('\}:t(X), ...,~",(y») завершено.

Так как, очевидно, предикат SAi ('\1~()()J~(~)) (t==.-1.2.)
является преWIкатом типа эквивалентности, то множество вер-
шин графа G распадается на классы эквивалентности, каждый
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ИЗ которых содержит цельте внокества Bi..~J. Кроме того, если
произвольная вершина некоторого класса 'смежна ~хотя 6ЭОД-

ной вершиной другого класса, то она смежна со всеми вершина-
ми второго класса, что следует из определения композиции,

соотношения (*) и свойства 2 предиката SA~ в {?афе AL•
Таким осразоц , 'граф G хожно представить в виде другой ком-

позиции, г ,«, G~G-t[L-iJL2...''''} L~J ' где Lp(P=~J2J'''/~)
- подграфы графа G t лоровдонные вервинами классов энвива-
лентности преДИ1{аР8 SA~ (.,y~(..х) J "'~ ('j)) •

Тем множествам B~д' , которые являются лодивовесз-вами
J- I

одного И того же иножесгва Lp , ссот ветствуез в графе A~
класс эквивалентности предиката SA~ . Порояденный нервинаив
этого класса подграф графа A~ , согласно свойству 1, явля-
ется полным графом, причем с числом вершин 9,.(р) = ~ 1 L:p\

(п, = \B~)~\ ) •. Поэтому граф А ~ представим в виде

номпоэидии G-1 (Kq.,t.{) ) Keyt2..) , ... ) Kq.,(1)} Тэ.н как послед-
нее выражение не зависит от ~ ,то ~@~ А", ~ А 2.. ,

что и тре60валось доназать. - -
Если свяэныни являются все графы В,,) B~, ..') Bn.. t то

доказываемое утверждение получается очевидным образом после
рассыотрения дополнительных графов композиций.

J

Теорема 2.1 доказана.

Следствие. Если графы А", А, и В таковы, что
А1 [В] ~ А2.[В] , то А1 ~A2,.

в за1[лючен~ параграфа приведем два примера использо- \1
вания простого соотношгния между ОRрестностью и окружением

v

ч
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:-:~ (1~13БОЛЬНО го ГРС1фа: О (х) с-:» к ~·о (х.) с:
Обозначим через Y\G(&) число ИЗ0МОРс1ных. В различных

подграфов графа G • Нагдеы формулу, позволяющую вычислить

число t'\G (Kt\oA) '. где А - неног орый граф. Если окружение

зершшы .х графа G ссдержие подграо , изоморфный К t\.-J\' А,
:;:0 .х, виест е с этим графом лоровдает расснат риваемый попграф.

с ;z:,ругой стороны, любой изоморфный Kt\·A подграф графа G
поролден подоснам осрааоц , при этом вершину.х можно ВЫбрать

Ч\рсу _~f~ _ 08n различпыии способами. ПОЭТОЫУ1упереа~ по,п:графi< вида

Kn.-~ ..А Е окружениях всех вершин' каждый из считаеных под-

v

v

графов будет выбран n. раз, что дает соотношение

n.G С. ~<n.·А) ;: k LG' n.О (х ) ( к rt - J\ ••А ) ..
~E.

Специальвыви случаями этой формулы являются следуюыие:

r\G('<2.,)=~L n06c)(K-1)= 1;L ~(,)(.),
xe:.G' ~e:G'

"э ( K,~J=1L. n.O(~) (K~) =1L т[" fo(x/~)=
. ',:(.Е:,G' .xe:G' 'j€.О'(х)

= iL L.. ~(x.} '1) •
.х.е:G' 'jE:. о'(х)

Первая является известной формулой, связывающей НОЛИ- ,

чество ребер данного графа со степенями его вершин, вторая
форцула позволяет вычислить количество треугольников данного

графа с .по~ощью количеств! ре6ер окружений вершин Иilll С по- V

uощью относительных степеней сыежных вершин.

Другой характеристикой графа является т.н. плотность,
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определяемая как. чи~ло вершин наибольшего полного подграфа.
Так как Кn'<'.;) К,,· Kn-1 ,то МОЖНО выразить ллоз ность данно-
го графа G , ооозна чаемую через к (G), через плотности

окружений его вершин:
К (G) = 1+ гпо,х, к (O(~») •

.х.е: G\
1/

Эта фОРМУJ1аявляется реиуррентным соотношением, сводящим
задачу нахождения плотности данного графа R нахождению плот-
ностей меньших графов. На ее основе разработан алгоритм и со-
ставлена программа (AIJ дЛЯ наХОЕдения плотности небольших
графов (ДО 270 вершин) с помощью ЭН~.

I

§ 3. ЛГ-анализ в других работах по теории графов.

-Коротко рассмотрим отдельные примеры ЛГ-анализа строе-
ния графов, имеющиеся в литературе. Работы, непосредственно
касающиеся наших исследований, упомянуты в остальных парагра-
фах.

Многие авторы заметили, что при исследовании связност-
\. v

НЫХ СВОЙСТВнеоБХодимо рассмотреть локальные образования гра-
фов. Особое значение имеют работы В.Мадера [20,58-62J, в ко-
ТОрЫХизучаются свойства наименьших разделяющих множеств,
расположение цепей, определяющих локальную свяаност ь некого-
рых вершин, относительно ИХ окрестностей, а также локальные
СВойства критических графов ,данной связности. К ним прVtмыка-

ЮТ работы [40,49], а важные дополнения содержат [12 t 301, Е

ноторых изучается распо~ожение Т.Н. существенных ребер гра-
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e';::;~E}ены един стьеннов ЕрЗТ чаиае й цеп ью.

~:HTepeCED:l11.образом связнсстиые свойства характеризуются

с ::O~.~оцью циклов, Используя ЦИКЛЫ, bl~;ilНO дат ь другое опреде-

лсн.:е числу. связности [56]. В работе [76 J определяются лакал ь-
Еке цикловые характеристики вершин. На их основе вводятся ГЛО-

сальные характеристики графа t например , наибольший цикл из
~ v

найдет HЬL'1. дЛЯ RаilЩО.Й вервины прохолизих через нее крат чайних V

циююв.исследуются соотношения между ними. Другой вид ЩШЛО-

вого строения имеlOl.r графы, содержащие простые циклы всех длин

~~~ Bce~ ДЛИН, за исключением одной [54].
Осз.еиэвесзным свяэносгныв свойством является сушсствова-

пив J3 неноторых графах гамильтонова или айлерова ЦИI\ла. Неко-
~ODblC достаточные условия для их существования дав: сгп.ниче-
ния степеней вершин [2зJ, набор которых в общем виде исслсду-
ется 13 [29]'. Рассматриваются ограничения, налагаемыс на ЭТО~

иаоор планарностью [42]. Изучены также такие ограничения сте-

пеней вершин, когда одинаковыми могут быт ъ лишь две из них

[171 бзJ t или ровно три ИЗ них [4-4J. В работах [31, 35] при ДЗН-

НОМ наборе степеней вершин изучаются графы с давной связнос-

тью. Подходящие ограничения степеней влекут СЕЯЗНОСТЬ OKPY~C-

ний всех :вершин графа -[41, 74-J.
Кроае степеней вершин и зу чаются лональные tШ ела, анало-

гичные оэносит еяьныв степеням СЫЕ;ЖНЬ.Х вереин .. Многие задачи
приводят l{ рассмотрению количества цепей длины 2, соединяю-



щих данные вервины 1I9,26,3~52]. Степени :вершин и озносв-

ьвве степени смежных вервив псаволнее описат ь еще более

. '. , ~:.~~кие яовааьвые ~СJШ [64). В работе [25] для пере-
. - - ~ '._~,.;:.

'Чl:I:11е.Я::~iiе&х ro-Rе.р11Щ~JШX, 4-QДfiOpOДНЫX rpaфов ПQ,МШlО ОТНО-

ОИ!елЬ1ШХстen:еией O1fe:uIiX вераив ИСИQ1fь'зуеуся тзЮltе ИОЛИ-
"чеcn& ребер.:в.~евии' ~ИIL

."Изy.чe:вt'!еособп XOn~Ыiт: чиееа зшя реоер и спецааль-
JШX nОJI'P8фЩ,. IЮС!])Dеншп ка основании сврееевссяей :вершив.,

:.~.-:< '
. .

1I8"И ,ROЗJIОDQ:е7'.';$'aJmоап рекуррентное сесеаоаевае дяя кола-
. ",:;с_ ~\':"._":~" ,., .

1IeCDa' всех ПРQCЖПЦИПОВ,дзm~ 4. [33]. ~JI всеведоваввя

81Wlоrичиыр8СО)l.Q.!реИИOU3 А~А.•ЗшrOВШl (в] п~дсче!fУ раадвч-

iШX а-rиx чи.СeJl'ва nСВQВ8ВИИ l10КSJIЫIЫX данных.

1IpиvеJifПO!r.С:ЯRпе .хsчес:!Вешше lЮкaзrЪ:Н1lехаpщt~РИСТИ-

В. -Их .ясяоаваевавве .~aк&e дам ~И(1чаоеJrc.n.o·:вие)иui су--

,щ:еС!!,:овaшtя mJAПЬ!r.оИсм ЦИlC.tШ 148]. Рабо~а [6?] посвящена
iз"'DI)l'J)S:фщ. li- Jt~Qpы.xJte' аОВпа}{Э.Пfахр,ужеmm hecm'e-JrJ:tШ: ._ ..

~", ,'-' -:'; . .

ве.р••• Эrи вееяедвваввв ПРОJtQuевв в [41].Бопе~вепссред-
""'" ' " vсвеиио O1qlJЖ-6ИИВ Вej)ШИ1iиеПOJIIЩШС:S 11pa~e I~}'l'Дe" 113

ВХ'. DJneIfa~.c,B,ИНфаjЩ~ЦИ'-'l ,О.,ПpиRaJUIeDоети МImdl'k~ерШииьt
".

к~:.и.. вaиtiOJJ;~~){у 1ЩНЖ'ренне 'уС~ОЙ-ЧИ:ВО.J IlножеС!rВУ. В р!60-

~f<I~изучamс.я l'paфыt сжружени.я всех вереиакоесрых coJtep-
.ZИ'Ш1IlШьтоио:в ЦИКЛ. 1!р.Уroй авзор 15?] свяаываев это свой-

~' С ШlаиаРИО<:~БIl, аааечая, tВDИII 06J1адае~!'риаиryJIНЦИЯ

'tt1Incкocп. ,Pa6:o~a'165] '·llOORЯЩе.иа и~учemш псавых подграфcm

В'~IЩ-СТВХ вервав и внясяеввв ~дunuоспобраЗОВaRIlВ
8З иих яекоеорого покрвеяявсеге- rpaфа.
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Покрыъие графа ст-роится также из- окрестностей вершин,
у. J Vкоторые служат ИСТОЧffilКОМинформации для раБОТЫспециального

локального алгоритма [8,9J. В работе [24].рассмотрен другой
локально деЙСТВjЮЩИЙалгоритм, предназначенный для постепен-
ного увеличения цепей и циклов. Близкая задача решается с по-
мощьюалгоритма [21], локальные шаги кЬторого состоят ~ за-
мене ребра парой других ребер. Такая задача возникает при
трассировке эаектричеСRИХ соединений. Для осуществления трас-
сировки имеется также классический а~горитм Ли, рассмотрен-
ный:; например, в [22]. Его особенностью является Т.Н.• "рас-

~ v
пространенае ВОЛН" - процесс, внадогичнвй обобщенному расши-
рению подграфа. Похожий процесс предлагает [3] при моделиро-

_.- -. ~ - -

ванин графа электронной однородной средой. ПротеRа~ие.таRИХ
процессов может быть облегчено, если рассматриваемое свои-
ство наследственно! [51J, т.е. им обладает каждый подграф
данного графа. Однако для изученин обычных свойств требуют-

у

ся более усложненные алгоритмы •
. А.А.3ыковыы [15] рассмотрзны различные глобальные алго-

ритмы, основанные на использовании булевой алгебры. Но, на-
пример, для нахождения т.н. клик выгоднее пользоваться алго-
ритмом [16], который в основном работает лонально и фаКТ И-

~еСRИ использует метод расширяющегося подграфа. Авторы работ
[32,5з,69J в па~естве локальных шагов ИСПОЛЬЗУЮТ т.н. поиск
первого порядка, который позволяет эффективно решать пробле-
M~ изоморфизыа планарных графов, выделения 3-связных компо-
нент, установления плпнарности.



'ПО-дрfРОJlУ вопрос ввясвенвя планарности данного графа
решен в [з9). Основныв среДСТВО1! там является резу.лЬТ8!

в..т.CJ~~а[73] о строении 3-е:внз1ШХ графов, которое полност ьв
олвсвваееся в терминах операций над графами. Операции явля-
шся !аRже савосеовеелввык объектом исследования. В. работе
[68] изучается !f.B-. Х -соедивевве графо:в (~ВИ13aзrепновпо-

зиции), ;lt.1Iядруrих операпвй исследуется пдаварносеь реэуль-

~ирующих графо13 [50). Рассматриваются различные операции
умножения и иэу~ются графы, не sвляющиеся произ:веденияии

(9. f например, [43]) •

•

•
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г п в в ~ 2.

l'J'Л1,tl,ОRрпEfЩп воюх J9ЕРUIИН KarOpыx И80МОРФНbl
oltiIOМl И ТОМ1 ЖЕ ГРАФ:Г

,

§ 4. О~щие О~ОЙства. прииеры.

Кe~ flвзеQ~ПО (~O.~51.В.А.ТрахmеЙбро, и A.A.tblHQB офор-v

.'ПИРQDапиgвR~~ОР~8 пробпемы о rрафах, » ~O~OPЫXонружения
, i

всех вершин. и' 'орФtiы одному и тому же rрафу. Неноесрве :во-
.• I . '. .

проев оврсеаия tt131"ЙХ rрафов расоваеривались уже в' [IS). 8

решение ОДНОЙ t{a~ ноИ проблемы дала О~Я.АГ8I<ишиева (1]. На-
яОолее глуdОRие t>еЭIJ1 Ir~~bl вдвоь подучены В~К.БУЛИТI<О:j но ••.
шорыв ошр~.ены D~ero дисоертационной работе (5] и :в публи-
Ц8цИАХ [6,~. ОО~ОВНОЙ целью пооледнего автора RВИЛОСЬ до-
наееmелЪс~во епгориrмичеоной нераврешимооти проблемы сущеот-
вования rрвфs, оиружеН"fi воех вершин моторого изоuорфНЫ ~вH-.. ,

ному графу. ОпеЦИ8ЛЬНО'иеучапиоь раэпичные ЕИДЫ отроения

окружений, но о~нооитепън~ воего графа раооыатривалиоь
I

лишь воnрооы оущеошвования, нонеЧНООfИ и еДИНО~БеННОСТЙt

бее оообого иоолеЦОВВRИЯ ~руrих овойотв его глобапьного
qтроения.

Было
r .. '

БЫ 8аN8ВЧи~ыv nОП8вать, что данное лакапъное огра-
v

вичеиие влече~ 88 собой ограничение воэможнос~ей глобальноrо
•

отроения. Однако Hвno~peДO~BeHHO выяоняетоя, что в оамом об-
щеu олу~е это не ~8H. Дейо~в~тельно, раоомотрим лроиэволь-.

, . .
вый р-~днородиый граф и подвергнеи его оледующеыу преобра-
зованию. Раощепиw (§ 2) вое его веРШИНЫ1 и каждые две новые V



В~'$>~ет:eD'уIOЩИ.е Q,1Ui:QЙ И '.rоЙ же вершине всшдяош
rpaфа, ~ реброх. ДрУI'ШJИ евовеяа, хаэцую ,ВеРШИЦl во-

xo-no:ro I'pЗфа Шl опредеяенныв аCiраз01l аавевяев другим гра-
фоll ~ 1(O'f(}1JНЙ изоморфен полному графу Кр• ПОНЯТНО" ЧТО по-

nучевиы.й rpаф !:акжер -одвородвнй, во окргяенвя всех его
веряан изоморфны. rpa~y «p-iU К.. . Легко видеть, ~TO в-се

~aitие rpафы J&oгy1f(iIarЬ востроевв описанныа способом, исхо-
. - .

.-хи из векоесрого, :в абщеu- случае, иyJIътиrpаф-а сеэ петель,
вее .в6рlпины которого ввцидевгва р ребрам. Очевидно, 1ПО

все 8ВИ В: иеКО!f"ОPOU свысав сохраняют. чертн глосаяьвою серо-

еввя ИСХОА1l0rо :rpафа и 'ПотреБО13ание попарной изоморфности
".1 • •

8КJ!ужеВИIвсех вершин фактически ве вакаадвваее никаких ог-
раввчеввй на разнообразие глобальных СБОЙ~В .•

, .

-' ·~1IШСш. 11ШIDCТРИРУе!!!еще fШО-Й вривер, ]]уСТЬ окруве-

~Bcex вераив даВНОРО rpафа G· изоuорфНЫ вW.вЯ3НО1Q' V
rрафу н..UН,. • Раесвстряв СЗlеДУ~1D операции, В!Юерем-'две v

~iюизв:охьиы:е вераивы .:L.)'jE: <: , раесеоявие между которыми
~ rpaфе G ];'е яенее 3. ПозroжимО{.х) = 'И.~ U Н2.•..х, v

'O{y}=H-t~1U'Н,~~,rдe Н1.х.NИ~1~Н1И'НlIХ~Н2..'~Нl.
l]{aШIJI все ребра rpaфа G , соеДИ1ШЮЩИе :вершину .х. с" верши-

вами rpaфа -иt.X и вершину у е :а.ерmинап rpaфа "4} • и
еоедвнвв с помощью 1Ю1ШХ ребер вервант х. 'ео всеми вервана-

.Jlrpa~ Иt.J ,. а :аеРПfИlQ''1-ео всеми вервивавв графа J И2~.V
neJI~ИQ., ~O окружешцг-всех вервив нового rpaфа осеавясь
ИЗOJlopфншm. rpaФJ н.·о-Нl. .~ ко вексеорвв еro I'Зlобa.nьные
CJЮI.~:ва яавеявдвеь; lIanРИJlер~есвв даввыв граф бш веlсввз- v
вша, ~O ВОВIlЙ :!раф 1f01l.."e:!~~!> ужеC1lНЗШDI, юm" ecu ~В!ll V
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граф был плоским, то новый граф может стать неПЛОСRИМи т.д.
l'

Указанным образом можно получить бесконечно мвого гра-
фОВ, окружения всех веРШ1Нкоторых изоморфны одному ,и тому

. - ~

же неlС:ВЯЗНDМУграфу.,. и каж~ый из которых имеет .специфичес-
, •....

кое глобальное строение. Простейшими графами такого рода я:в-
rJ'-

ляются однородные графы без треугольников.
~

Сказанное справедливо и в отношении графов со связными
окружениями вершин. ДеЙетвительно,·пусть окружения всех вер-
шин некоторого графа (; изоморфны графуН • Ра~смотрим ком-
позицию G.[K,n] " n. ~ 2. • Окружения BC~X ~ершин этого графа
иэоморфlШ графу Kn-i··Н[Kn] r' е ,е , произведению
двух нenyетБХ графов. Такое произведение всегда связно, поэ-
!lt1Yy ~ни'Я всех вершин рраф~ G[Kn.l изоморфны- одному и
!"ому же: cmmноыу графу. Понятно, что разнообразие глобальных
с:в.ойс~..Б:~воавоввнх у графа G, непосредственно выражается
савокуlI1'ШCYEЮ ВОЗМОЖШiX свойств графа G [Kn.] • Соответству-
ющие п~ры м~жно гeHep~pOBaTЬ на основе уже упомянутых од-
HOPO~ rpaфОВ без треугольников.

С·друРОЙ CTOPO~, например, из [5], известно существова-
ние беснонечномногих таких графов ~ , которые не могут слу-
жить окружением :вершин,в графах рассматриваемого вида. Поэто-
му в имеющейся ситуации интерес представляют различные специ-
ал~ные случаи, рассмотреяиеы которых мы займемся в следуюп~х
параграфах.

v

v



§5. Два оообых олучая.

Еоли дан граф Н и требуется построить веноторыв дру-
гой граф (; , оиружевия всех Bept~H ноторого изоморфны Н ,
то можем пос~упить следующим образом. Берем произвольпую вер-

шину ~~ Н' и соеДИЕяем ее ребрами со Бсеми Dершина~и ~~афа

Н , т.е.' рассматриваем граф, ивомороный графу к 4\- Н • Если
граф Н полный, то полученный граф являетср иономыи, В про-
ТИ~НОМ случае задача сводится и нахожд~ниюнеRОТОРОГО графа
р с р'!) ({.х] U Н') =. flJ и способа проведения ребер между
:вершинами графов Р и Н •

Рассмотрим случай проетейшего возможного здесь глобаль-
ного строения t когда известно, ЧТО Р ('vкt -1( l ~-1) • Очевид-
но, что тогда каждая вершина графа Р в иономом графе 'G дол-
жна быть смежна со всеми вервинами графа Н , т.е. G('.,)t\·Kt.
Введенное глобальное ограничение порождает дополнительные ло-.
нальные ограничения. Исследуем их СБЯЗЬ В более общем виде,
таП,кав это dД~лано Б [АС].

,Лемма 5.I. Если окружения всех вершин графа G иэоморф-
вы граФу' Н и граф G является проиаведеввеа непуоэых гра-
ф~В А1 ,~А2.' то окружения всех вершин графа А1 ивоморёны

неиоторому графу Н1 , а оврухения всех вершин графа А2. -
некоеорому графу Н2,.

Д~наэательство. Пусть Hi, '1 и H~"-чгнружения двух раэ- V" .
ЛИЧНЫХ вершин графа A~ (~='1J2.) • Согласно § 2. окрукениями
этих вершин в графе G будут ~афы H~,~·,AJ .и· НС:.<t·Лj (i~j),
Ko~opыe, ,ПО данному, изоморфны. Из этого следует (§ 2) изо-

, ~ vморфизм графов Н~..-'\ и H~",2. , tr.rоvдокаэывает лемму.
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не является зроиэвсдсние» IL?>~v'X нсл усть х граоов , то су асст вует

.•...акоп гр~ф В , что A2.~A1·B .
докаааэельсг во , По данному, А1, Н2, ~ А2,· Н1 • Эrо

сэна чает, что в ~рафе А2.· Н1 имеется подграф Ай, ИЗ0МОРФ-

=:ibl:l графу А1 ' все вершины которого ·~ыежны с оста~ьньши вер-
пвнами графа А2.·Н1 • Граф Ао не может быть лолграфом графа
Н1, ибо последний СОД~ржит меньше вершин, а так нак граф А1
не является произведением непустых графов, то граф 1\0 не МО-

нет содержать вершин из графов ~1 и' А" одноврсвенно , Из это-
го следует, что Ао подграф трафа А2.. Обозначая чёре з В
подграф , по рожденный остальными вервинами графа А1, получаем

Az =A~'B~A1"B , что и требовалось доказать.
Теорема 5.I. Если окружения всех вершин графа G изо-

иорфны графу Н и граф G является проиэведением непустых
графов, то существуют такое n и такие графы Go и Но , что

G('~к,[Gol J

графу Но и граф

Окружения всех вершин графа Go изоморфны v
~o не является произведением неnустых гр а-

фов.

Доказазельсэво , Так как граф G является произведениен
непустых графов, то мояем полагать, что G('\,)Go"G... ' причем
граф (;0 не является таКIШ произведением. Из лемыы 5.1 следу-
ет t что онрткения всех вершин графа Go ИЗ0НОРФпы некоторому
графу Но t а онрувения всех' вершин графа G-t-Н8КОТОРОblУ гра- v
фу H~ • Из леммы 5.2 следует, ЧТО граф C;-f является произве-
дением и один из множителей изоморфен Go, т. е. G-fNGo • G2,. .
Таким осрааон, G(\,) Go"Go•G-a, • Если грао G2. пустой, то, оче-
видно, G~ K2.[Gol и теорема доказана, в противном случае



авадотвчвыв суждением можно получить, чес G2,~ Go • Gз и
GNGO' Go 'Go' Gз· • Из-за конечности числа вершин графа G
Э!О~ процесс должен оборваться получением результата (;~<;o·
·Go· '" '(;0 ,что при соответствующем ~ можно записать как
G~ Ktt [Go1 . Теореыа 5.! доказана.

С помощью этой теоремы можно полностью описать строение
выверассмоеренных графов вида Н·Кt (t) t1) , онр~~ния всех
вершин которых изоморфны графу Н • Так как граф К е не
является произведением непустых графов, то исследуемый граф
иокяо представить в Биде Kn, [Kt1 ,что является rt-ДQЛЬ-

ныы псавыв графом К tI D п.
~Jt.) ••• )t.

Далее исследуем строение графа С; , окружения :всех вер-
шин которого изоморфны графу Н , содержащему ~ гаках вер-
mИ~t К9торые смежны со всеми остальными его вершинами. Эти
вервины назовем звездами графа Н.

Теорема 5.2. Если онргвевия всех вершин графа G изо-
морфны графу Н , содержащему V звезд ( V ~ о ), то существу-
m такие графы Go~ Но , что GNGo[Kv+~] . Окружения v
всех .вервин графа Go изоморфны графу Но , граф Но не со-
держит звезд.

Доназательство. В отличие от доназательства этого фанта,
про~еденного в [A2J~ воспользуемся более общими результатами
§ 2. Рассмотрим над вершинами произвольнога графа преДИRат
~(~)1) , ЯЕЛЯЮЩИЙСЯ истинным тогда и только тогда, ногда
вершина ~ является звездой Б окрестности вершины ;( • Легко
доказать, что в однородном графе Z (х) 'j) равносильно утверж-
дению, что окрестности вервив х. и у совпадают, Т. е. преди-
К8!У ·$(XJ~) (§ 2). Так как данный граф G является одно-



родввв, Т.О, согваено евействав предиката S<; (ж) 'J) , ОН яв- \1

яяевся веноторой новпоаицвей, т.е. GNG"" [К~ J Ки ).... К•• ]_v '.'9..... ""2. ..1 ",t·
В вавея случае, KI\t (t=1)2.J_,t) -полные подграфн, порея- v

денные классами экви:валенхных вершин-звезд окрестностей вер-

ив !'рафа'G. ,~V

'ПОНЯ~Qt что аквиваяеязнае авеада являются эвеадаив
окрестности одной и !ЕО-И же вервввн, Поэтом] каждый класс со-

xep~Bce звезды некоторой окресуности. Так как окрестность
. .

хю60й~ерmина содержит на одну звезду больше, чеу ее окруже-
, вве, а окружения всех вераин данною Графа содержит . ~ звезд,

," , -

!О ~аЖДIlЙиз рассматрвваеиыхкяаесов содеряив ~*''' вервину,
" TВ100f образоu.~GС'\) (;0 (K~+-t].

OR'ружеви~"ДВух рааяичных вервив рааннх классо~ изоuоРФ-_
. ин rpафau 1(1- НО '[ K~+,\] и 1<.i·Hi[K~+1] соответственно •
.1'"1(еН. и "1 окружения тех веряиа графа 'Go ~ x~~opыe .0001'-

~e!f?!Bym эти» классам. с.оз:ласно результ.аТЭ!l' § 2, НоN Н.,.
Граф но Н9 сод~ржиТ~'ВеЗ]t,. иБQ в противном ехучае граф

v
:.1\#·Ио[.К~+.•] содерзая бы более ~ звезд. Теорема 5.2

доказана •
. .- .

. .-: . .СхеJ.tсnие. Аля коаеса Та!lУЭ «:{{2:9] , WQ.~ K1·Cn.J
l'~eCa. -- ПРОС1!О:Й ЦИКЛ ,цли1Ш1'\) при R.~ I.f не существует ~a-

ксге графа, окружеШ:IЯ всех вервив воюрого И30морфНЬ1Wn.. .
. jtmcaззrе1IЪC!r:БО. IIpи1\); :граф Wn. содеркиз одну' един-

.·с!iе-виуюзвеw •. ПОЭ'lОIlУ ]t1IЯ ~уще~]SnвaВJ[1:I,,~ v
Wn v

~B rpaфа.ORpужеНИR всех вервив воюротс И301fоРФИВ e1IJ .•

&i~eB би.Ь npе~авШl в в·це· .~. н.[K~ ~Но 1ПJ v
ОДИН ПJЮC!rОЙЦИЮI не являееея IroЩlазициеl.вца Н .[KJ •
СиеД~ВИ'е доказано.
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§ 6. Цикдичеснве графы.·

6.1. Определение циклических графов, v

.v . v
Среди rрафОВ,. окружения' :всех :вершин которых изоморфнЫ

,
одному и тому же графу,. осооое положение занимают вераинно-

сИШiетрические rpафы {29]. Граф нааываеюя веряанно-симиетря-
чеСRИМ,еслиеro г~уппа автоморфИзмов транзитивна на множест-
веего :вершин, т.е. для каждой пары :вершив существует авто-

f !lОрфИЭМ~ переводвций одну в другую. Из этого определения не-
посредственно следует, что любые два подграфа верmинно-симмет-
ричееноrо графа, расположенные соответственно идентично.отно-

v

.v,

.сительно некоторых его вершин, ИЗ0МО~ друг. 'Другу. Так, по- V
пврно ИЗОJ,н)рфнымиоказываются окружения всех вервин , Хотя по-

- - - --_.- -. ~ -

следнее свойсено не ввляееся особо интересным с еочки зрения
-. -

самих- вервивно-сиявезрических графев; оно явлнется иллюстра-
цией еогс, как сильное гвоеалъное ограничение пороядаев сияь-.
ное ЗIОК81lьноеограничение. С другой ~OPOHЫ, если .для некото-
рыхцелей необходимо генерировать множества графQВ, окружения
.~cex вершин которых изоморфны одному и тому же графу, можно
.вослольаоваеься именно вервавво-сиввеернческими графами.

В ,аком свете особый интерес- заслуживают циквическис
графы. Граф назыв~е~ся. ЦИRлическим, если при ве.нотороЙ нумера-
ции его вервин часдави о.г,а, •.. ,~i1 его группа авюкореаа- V

(О 1 2, ••• n.-~).140Всодержит цикли:еску!О псдстановкт :tr = ~ 2 3 ••• о .•
~кличеСRие графы rенерируются чрезвычайно просто с помощью-,
циклического сдвига первой строки матрицы смежности [46].
Кроме того, циклические графы представ~ самостоятельныЙ
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интерес в 'вычислительной технине, тан нан с их помощью описы-
ваетсн строение и фуШ{ЦИОIШРОRaние Т.Н. многостабильных триг-

геров [rзJ.
~ "ЦErне будем накладывать специальных локальных ограничс-

НИЙи рассмотрим такие евязнОСтные сВойства цинличеСЮ1Х гра-
\/

Фов~ которые :выте~ают из определения этих графов, имеющего
глобальный характер. Некоторые другие с:войс~ва ЦИRличесних
графов рассматривались в работах (45~46,721.

Для каждого циклического графа предположим, что его вер-
шины пронумеро:ваны числаАШ O,I,2, ••• ,~-1 таким образом, что
подстановке 1\' соответствует его ,автоморфизм. Вместо выраже-
ния "вершина с номером Jtn иногда будем говорить просто о
вереиве х , Указанную нумерацию назовем правильной,

Основой генерирования циклическах графов· является следу-
ющее, HenocpeДCTBeнн~ доназываемое с~оЙство.

СВОЙОТJ30 о. Если в циклачеснов графе е числом вершив n.
.:...

И прав,ИЛЬНОЙих нумера ией существует ребро (Х, '1) , то для лю-

бого целого )( Е нем существует также ребро

«Jt+IC)(mod .n.)" (1+K)(mod n»).
Эfо свойство позволяет ввчисяиэь .номера всех соседей

. -

проиэв.ольноЙ :вершины, если даны номера :всеХ.Rершин, смежных с. .

v

вершиной о.
ОСПОВОЙ описания строения циклического графа я~ляется

следующее лональное образо:вание.

Определение б.!. Правильным подграфом называется такой
подграф циклического графа, который ~РИ~ФИRсированных; j~k: по-
~~ждев всеми веркинами с номерами вида <А.;." IG. ) ( тo~'J\.) •
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Свойство 1. Правильный подграф ЦИКЛИ ческого графа с пра-,
вильной нумерацией вершин танке является цикличесним графом.

~ v
СВОЙСТВО2. Каждая связная номпоневва цянлического гра-

фа свравильной нумерацией вершин является' его правильным
подграфом, все эт~ Rомпоненты изоморфны друг другу.

Свойства 1, 2 непосредственно слелуют ИЗ определе~ия
ЦИI\личесного графа.

Пусть дан циклический граф G с числом вершим n. и с.
лравильной их нумерацией. Двухместный npeW1KaT на множестве
(;11, определяемый формулой

v

где ('х'1J.'j 1) и (.x~,~2.) - ребра графа G', является предика-
том типа вквиваленэвсств , и все ребра графа G распадаются
на классы эквивалентности. Обозначим через ~,F" ... , Ftn

ыививаяьвые части графа G, порождевные ребрами этих классов.
. 11 m " 11n "d .'Тогда G=~~1~ )Fi. ~ =)'1 при tI~d· .

.Использу~ свойства 1, 2~непосредственно получаем следую-
щие С;ВОЙСТ1Заrpафов F".

Свойство 3. Если (O)~),t F,,"
роидом графа G t если (o,~)e:~"
графа G.

, то Fi, является фаRТО-
t то Fi. - пароссчезание

Свойство 4. Граф G.•= [G\ G"\ il'\] является цикли-
чесним графам с той же нумерацией вершин t что У графа G.

6.2. Гамильтонов цикл. Локальная СЕЯЗНОСТЬ.

Теорема 6.1. В связном ЦИRJшчесном графе с числом Еершин
n.. ~ 3 существует гакидьюнов цикл.



Доказательство проведем ИНДУRциейпо числу вершин.
Пусть во всех отличных от K'1,K~ связных циклических

графах с числом вершин не оолее п существует гамияьювов

цикл, а G - такой связный циклический граф, что 'G'\ = n+i.

Необходимо рассмотреть случай, когда при правильной нумера-•
ции вершин ни одна из частей '1:;, F2..'.~.'Fm не является
тамиаьеоноввм циклом графа G • Положим Go:= G и при \')"
Gi.Ц (G'., Gi~-1\ Fi."1 , есливсэыояво , в качестве F:;
всегда вЫберем паросочетание графа (; • Очевидно, в посдедо-
вательности этих графов с~ществует такой связный граф GK,

J"

что c;~+~_ уже не связный. Согласно свойствам-!, 2, 4 все
связные компоненты графа GIG+<4 изоморфны векоторому связ-
ному циклическому графу А , такому.,. что .3' \A"~, n. ,И в v
потороы по индуктивному предположению существует гамильтонов

v

цикл.
Положим t= IА'\ . Пусть ~~4 э{О, f,) ~ Ао - одна из

евяаных компонент графа. GJ<.-\'-1 , ':'-4) t,1.J"'» i.t,. - номера вер-
шин графа Ао в графе G и (i.~J~2,;J••• J (,t,J C:;t) - гамиль-
rовов :цикл графа Ао •

Вершинам с номерами ~O( +~ е. при фиксированном ~ > о
и при С( = AJ 2.) •.• J -t соответствует некоюрая другая
связная компонента графа GK." t которую осоана чив через
A~ , и (C:1+~t)c:.2..+~(J ... J L-t.1lJ~-1+~l) - ее гамилыо-

нов цикл, Так как граф Эк.. связный, то ребро (OJ l) не при-
надлежит ни одной из свяаных комповенэ графа GКo""'" ,а свя-·
зывае! некоторые две ~З них. Так нак еоrлаено свойству О,
свезнывв являются любые две вершины ~ и ~ при
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.x.~'j= t (mod. 'n.) , то существуют ?ары сменных вершив в
соседних графах последовательности Ао )A1~A2.J... • Если
графы этой последо:вательност.И не содержали бы все :вершины
графа G , то 'граф Gк. был бы очевидно не связным. Поэтому

. ..., ,
существует такое .наивевьвее ~~ ~ ,что. U А',.. =э.

"l -=0' ~Пол овив ~
v

если ~ чеТБО

если ~ не чет но.

Если конечная вершина векоторов цепи ~ СI4~жнас на-
чальной вершиной другой цепи fl" .• то но.вую цепь, ПО7.уче1ШУЮ
есвесзвенныв .образом, соединяя це.пи.-.~. .в .~ -, обозначим че-
рез (~ fi) . Понятно, что в выражениях вида «.~,P~))~ )

~ • ., - - - О'· _ _

все внутренние скобки можно опуснз!ь.
Так как, очевидно, (I)~) D~+~) яваяеюя простой це-

П1!Ю rрафа G t то искомый гамильеснов циня эадаевся в сле-
дующемвиде

(~-1) Do JD",)... )D~ J~1+Аt)i-1+(4-~)() ••• )~-1+1.) L.-.).

Теорема 6.1 доказана.
Далее выясним локальную связность смежных верm~цикли-

чеСRОГОграфа~
Теорема 6.2. ЕслИ данный ЦИRлический граф (; является

Р-однородным Гр~Фом,.то количество внутренне непересенающих-
ся.простых цепей, соединяющих произвольные две его смежные
вервины, равно р .

Доказательство. Без ограничения общности можем предпо-
ложить, что при невояорой правильной нумерации вервин одна



из. рассматриваемых смежных вершин имеет номер О, вторая е ,
и n.=O(moc! е). Ребро (о,е,) принадлежит некогорой части Ii
rрафа G • Так как fi\= G', то каждая вершина, смежная с
вервиной О, принадлежит векоторой связной компоненте графа 11,.
Пусть сначала~С - одна из таких компонент, которая не содер- v

жит :вершину О, а t" < t~< о •• < tКo<n'- номера всех вершин, v

смежных с вершиной О и принадлежащих С • Тогда числа td +е.)
d= 1( J 2.} ••• ) ко J равны(mod n..) .новерав всех вервин , v
смежных вершине t и также принадлежащих С •

Граф ~ ·является либо элемента~нь~ циклом, либо ребром

(свойство 3), поэтому для любых двух своих :вершин :J:.._ и ':J он

опредеяяеэ в графе G не более двух простых цепей. Обозначим
через D (х, 'j) ту ИЗ них, которая выходит из вершины ..х в

направлении возрастания номеров вершин множества с' (при

~= ':J рассматриваем цепь, состоящую из одной вершины). Так

как цепь D (t.J ,t(d+-.)(mod 1<.) )(J':.lf12Jo.'J К) не содержит дру-

гих BepWiH, смежных с о, кроме своих конечных, а цепь
])(tj~e.J 't(J.-t)(mod.t<.,+t,)(d'=А,,2.J ••••• К) - других вершин, V

смежных с t t кроме конечных, и так как tci+te: D'(td;
trJ.-1)(rnod. к))) t<'J+~)(mod.")е::])'( tJ"" е, t<i.-tХmod 1<.)+е),
то понятно, чео цепь !>(t.~+t.,t(~.i\)\Mod.Кo))(d=~J~J''')К)
не содержит других вершин, смежных вершине О или t J кроме V

tJ+t, И t(A+-4)(""'ОoL~) • Таким осрааоццепи (l.J D(t,J+ V

+t J t.(d·+~)( mocl к) ) )О) (д': J(12.J •••• J К) являются простыми,
соединяют вершины О и t и попарно не имеют общих внутренних,
вершин. Число этих цепей равно числу тех. вершин из С , кото-

рые смежны с вершиной о. .



ЕС~Иt однако, вершина О принардежит графу С: , то необ-
ХОД1шые цепи строятся аналогичным образом с использованием
тех же обозначений, лишь выронденную запись (е, D(O) ~»)О) ,
которая получается .иа (t)1)(tf<-+t, t-1)' О) , необходимо заме-
нить просто обозначением ребра" (е..,О) _..

Рассма1ривая все связные компоненты части ~ , получаем,
что число построенных внутренне непересекающихся цепей равно
числу верrnин, смеБНЫХ с вершиной о. Теорема 6.2 доказана •

•Утверждения теорем б.1 и б.2.не справедливы для произ-.
вольных графов, окружения ВGех~ершин которых изоморфиы од-

~ - -

ному И тому ж'е графу. М этом можно легко убедиться, рас-

смотрев коипоэицию G[K~1 ,где G- куби чесний граф оеэ
треугольников, имеющий хотя бы oд~ вершину, инцид~нтную

(О ,)<~eJl6"V V
трем перешейкам. Га~ильтонов цикл ~e существует даже в ~
вершинно-симметрическом графе, что видно на примере графа Пе-

терсена [29].

v

б.3. Раадедввость,

Как известно (§ 2), связность неполного графа можно
охарактеризовать его числом разделимости, то есть наимень-
Ш~М ~iСЛОМ Beplli~H, удаление которых приводит к несвязному
графу. В случае ПрОИЗВОЛЬНЫХ вершинно-сm~метричесних графов

это число оценено, на~ример, в работах [rr,57J. Мы добавим
некоторые специальные факты, касающиеся циклических графов.

Пусть Н'НН" ... - семейство всех подграфов неполного
связного графа <; , порожденных его наименьшими разделяющи-
ми ыножествами вершин. Если }\~ - наименьшая связная компо-
нента подграфа G( G'\ Н~) (i =.о1) 2..)... ) ,то существует



ганое to ' что 'А\о \ :: m[n. IА\' · Положим Н\.О =Н,
А •..о ~ А • в работе [II]граф н считается порожденным
"агрессивным множеством сочленения", в работе [57] графу Д

дано имя "наименьший член1'.
Теорема 6.3. Подграф А связного циклического ~рафа G

с- правильной нумераQиейвершин являе~ся его прав ильным под-
графом с числом вершин MeH~OO~Mстепени вершин графа (j.

Доказательство. В работе [А3] дана самостоятельная вер-
,СИЯ доказ~тельства этой теоремы. Эдесь мы поступим более
экономично, ссылаясь на следующие факты, доказанные в (57] •

. Факт 1. Для любого авюворёвэяа 'f вершввнп-симметри-

ческого графа G.

.f (А\) = А V 'f (д') n А' = y?f .--
Факт 2. Если (; - bepM1hho-симыетрический граф, то

, H~'= d.. \Аа,. и d. ~ 2, •
.: Рассвоерим таное ребро (о., t) графа G, что а..е: А',, .
te: Н, • Существует такая степень t. подстаНОВRИ:n-, ч;.то
&= 3t"'t.(a,) и тогда при подстановке ~t Rаждkй образ

и его оригинал смежны. Очевидно; rt(A') n H'=F9f . и поэ-
тому жt(А') ,#д' • Тогда, согласно факту 1, ?(t(A')nA'=
=)6 и V~€:..А'('Кt.(~)~А') ,т.е. подграф А не ссдер-
ЖИТ ни одного ребра вида (х, ')Ct.(x.» , которые все пороя-

дают некоторую часть Fi., графа G . Это оана чает, что после
удаления из данного графа всех ребер множества fi,'\ подграф
А останется связным И будет удалено также ребро (0..1 &) ,

связывающее некоторую его верши~у с некоторой вершиной под-
графа Н . Если подоовве ребра еще остались, то их т анае
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~OEHO УДаЛИТЬ вместе со всеми.ребрами СООТJ?етствующсй части
F:J' и это также не повлияет на связност ь подграфа А • Из

"l..- •
этого следует, что после такого удаления всех ребер, связыва-
пцих подграф Д с подграфом Н , подграф .А будет являться
связной ноыпонент~й неноторого графа, который согласно своЙ-·

v

ству 4 явлпется цикличесним и с той Ж8.нумераIщеЙ вершин, что
"'" .. "

у графа <; • Поэтому из свойства 2 заключаем, что j\ - пра-
'\i

вильный подграф графа G.
ИЗ фанта 2 следует, что 'А" ( \Н" , а так как \Н" не

v
превосходиг степени вершин данного графа, то IА'\ меньше это-
го числа. Теорема 6.3 доказана.

-

Следствие I. Если Р - степень вершин связного цикличес-
~ , бкого . графа, р - наи ольвая свепевь вершин во всех его пра-

вплъных подграфах с числом вершин меньше р , то число разде-

ливосви .~ ~ р-р'.
. Доказательство. Если р" - степень вершин в лодграфе 1\ ,

то Р-Р""Н'\-3 . А так как p'~·P1 , то ~~p-p'.
Следствие 2. Если все части F" цвкличесного графа ЯВ-

ляются его гамилыоновыми циклами, то ~ =.р.
Доказательство. В данном случае все правильные подграфы

с числом вершин меньше р ЯВЛЯЮТСЯ О-графами, т ,е , р'=О .
Поэтому ~ ~ р и, очевидно, должно быть ~~ Р .

Следствие 3. Если число вершин циклического графа прос-
тое, то ~:::p •.

Доказательство. В этом случае все части Fi данного ЦИК-

лического rрафа являются его гамильтоновыми цинлами, и требу-
емое равенство следует из следствия 2.
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", 01ШОFoднblЕ ГРАФЫ СО СПЕЦИАЛЬНЫМИ ОКРУЖЕНИЯМИ ВЕРШИН v
~' .

.-~-.: ' .~ ~
§- ? Прперьt аокальвых ограввченив,

: ,',

"•...~.~~, ".' .--. - ~. ~
~:~~~.

•.• :: ~ о.' ~- '."

fl _! ' ,-

.;~~-'-~;.~,~~;"
:~~ -;> -В предыдущей паве lIы треёсвадв , ~o6ы окружения всех

~:'-~e~1O!В.зучаеJfОГО графа были ввоворёвв одному Jl т ОМУ-же гра-
~~;::ф,.'в·~ахОuщчsе все свойсева оиружевиl равявчнык верпав
~t .. ~". " ;- _ .-

:'~~~З8ПСЬ OД1l~aKO:ВЬOOl, Ч!О И:В
о
иez;B очень саяьнян локаяьвнв \/

'оrpaВJIчевиеlf. Теперь по!ребуеJl о ЩИМИишь некоторые свойства
- - ~-.. .. }--

:,~ИР1Же~й всех веряав, JI изучим одвородвве графы СО свяавывв 'J

-.еирysеиивп »сех :вершив.

~- ;;'-'}, ИепосреАс!:ве1ШО дсваэвваеася сле;цующее эвеневеарвое
-:фJОIС!lВО: есвв окрysевия всех вершин давяого графа не менее

••• . . --- - v

-.'че. к.. -свяавн, !О св явявезоя не меиее1. чеа (F-.+1) ~ВязВЬOl. v
.~,AP1l'11e яросеве свойсева faRИХ графов рассвоеревы в [1+1,75].

teopeJla 7.1. ЕCШI, окруже.ния всех верmaи вепсвяотс р-
onopO;ltВoro сввввого rpaфа не иене; чем в -равдевввв и кая- V

дне жве ero еuежвые вершины соедииеаы в нем не аевее, чем ~
ПРОС!ЬDlIBнytpeввe аепересекавааався цепями, !О даввый 'граф

~e .е1lее1. чем ( t •.~-f~] )-раз;детwьtl. v
ДОR8ЗS~eJlЬ~ВО. ПуОТЬ 31- чвсао раздеJI.ИYОC!rИ рассвае-

рвваевою графа G. Н1 - разделяющее ввовесзво с ЧIII CЗIOII

верlIIIII i1' ох.Е: Н1 • Понязво, что ивояесевс Н~ О '(.х) f\ Н1
вввяевся разделяющD ввозесевов rpафа 0(&) , в, сстяасво



;1t8ИВтау, "Hl ~S' •
Подrpаф G (Ь'\ Н.) сосеояе из не вевее ;' чем двух СВВЭ- 1/,.,....

вых ковповеве , Среди ввк иuемся такая ; которая содервае на-
именьшее воявчесево :вершив, смежных с .:вершиноЙ .х.. Пус-rъ ах
Ч8QJ[О Р1 t а ~ - едва из З~ИХ вершив. очеввдво, Р1' [~8-].
Так век .х и ':J соедввевы ве менее, чем t про~ШlИ ]Jиутреи-
ве яепересеващаввся цевявя, яо через веряивы ввсаесева Н
АОDШiI прохо;ztИТЬневевее t - р.. из яих, Таким образ о."

91=\н..I.~е-р.•-+.d) t+-1-[..р~з-]. Теорема 7.1 донааава •.
Схежсuие х. Есп вакдве две cuежвыe верШИ1Ш свяавою

р -QDОРОДИОPQ:; rpaфа еоеДИВ8ВЫ:в не» ве менее, чеJ8 е ПрОСТЫ-
- .

118.ввз!ревве JIеJ:lер~секаJ)ЩJDIJlСВцеПШUl.,.!~ он ве 1IeHee~ Чell \1

( .t+.с. - [t]') I/-раЗ1tеmoшl. \/
v ---------

_~",C.:: се~~Вilе 2. ЕCJDIкаждые две свеквве вервивы свяавого
.Qб.ЧеСR~$ 'i-paфа сеедввевы :в нев ве менее, чем t прссенва

." ~ " • .''''-. • #

:в.ВJ~pe~e вепересекaJ)Щ1IJIИСЯ цепява, во он не менее чеJl t - ~
раз..,..е ..•..•••."-'1'3 . _.' "; -ь,

Н 01188_. :(

"'- :". " Cl:еДС2вие3. Ее. ·;.CV!носи!е.пыше ~еп,е. всех пар сяев-
"., ,.

вых ЗJе,~ ~aS3ItOI'O:. р ,,-оltRородвого rpафа не. меньше 't , 20

02 ив .еа8е, чем _~~.+~, ..•\~Jt]) -разде.1IJDПil. v
. В CJ1~ЮЩИХпара~":'рассмотрИ1l свввь между рвалвчвы-

•• оrpавичеиинl!И ийо~.~еltЬвых сеепевей свевввх Bepme

свяавосвьв окружений, а !ше ввеевававе ИЗ Э~ИХ специальных

жоиахъиых оrpaвичевий ~ВОИ~В8 глобального С2роениа coo!:вe~-
С!вущеrо ОЮ!ОРО].tВоrо графа.,



§ 8. llанцикличноеть •
. '::"

'n. -вервавный граф вааываевсв павциклаческвв [36], если
в ·ием сущес!ву~ прое~ые ЦИRЛЫ'ЕСехдт1Н 3,4, ••• ,n. Скажем,
~o вершина ,:J. - сосед веряивы ~ ПО циклу С t если С"э (~.'j).

. ~ у
Теорема 8.1~ Если пра. p~-1~ относительные степени

, .
nюбнх lJ:Вyxсмежных веряавсваввою j>:~ОДВОРОДНОГО графа не
меньше p-lf t !о ДЛЯ иац'О'~ веThаМИJIЬтоиова цикла эт ого V
rpaфа сущес~ует ~акой !реугольник, что одно его ребро ввля-
е~ся реброи этоrо цикла, а противопо~ожвая вершина этому
цикву, ие ,прииаддежиж.

:ДОRаза~еЗlЬС!:ВО. ПУСТf> С - неlгамильтоиов цикл данного v
rpaфа G. о: - !J!зная веряива этого цикла, что O'«(t)\C'~~
Положим Д.?= О -<е)\ с' , в = (oy~)nс,') \ {а. j ~ } -.'где Q.il>-

соседи в~pmиЩl ()' по циклу С • Очевидно, IAI ..•.' В\ +2, =Р
. .

., ПОЭ~О)lУ IBI::р-2. - lд'. --' v·
Необхо~о рассмотреть случай, когда ии одна вершина v

множества А ве евевне с вервивавв Q.,' t ибо :в проеввнов v

схучае нечего ~БОJIьmе докааываеь, Пусть ХЕ: А • Так как v
РА<х)' 'А\ -1 ,и, по данному, ~o(o)(.x)~Р-4 " то w
f6 (.х) ~ р-ц - (JAt-1) = p-3-IAL в свою очередь, РА(Q)=Q,

'{&} (a)~ -1 ,- ПОЭ!fОМУ fg (Q.) ~ p-S' и.авадогичвс, w

fB (&) ~p-s-.
Леrко доназать следующее Rомбина~орное неравенство.

IIyC!rD дано К подавозесев М1 М2, ... М", конечного вно-к J 1 J ~

zеС!:БаМ • Тогда 1.п м~I ~. t ,М· , - (Ко - ~ ) \ м\.,,=1 с.: i ~
Оценим нояичество вершин множества В , одновременно



so

смежных с вершинами о., g И .х • Согласно поиввдснному нера-

венству,~их число не меньше .
S>B<.х) +fB <а.) -+ ~B(~) - 2.181 ~ р-з-IА\ + ~ (р-5)-

- 2.IBI = р-3 + 'А\ ~ p-~+-1 ~ э .
\1

Трех V
Таким образом, множество ~ со~ержит не менее вер-

шин с указанным свойством. Понятно, что одна из них отделена
•

на цикле С от вершины <'" двумя другими,\ и поэтому ее сосе- v

ди по циклу' С не могут совпадать с вершинами а. и l>. 060-
.....-v С J \/

значим эту:вершииу и ее соседей П:9 циклу через <:."сх)е
соответственно,- и рассмотрим. по.цграф О(с) • Имеет 'место СООТ-v
ношение ot(c.)::>{cl.,eJa.', &;.х }--. -Так"как РО(<:,) (.x)~ p-Lf -

и вервина :$.. не смежна с :вершинами -Q.J &-, то она' должна быть
смеЩНа. хотя. бы свдвой из вервин d~e . Если G"э (.i~-d) ,

U!e)G" '. vто, (.Jt"d., e~.x.) - ,искомый треугольник, еслИf э (..x.le) , то
. '

им явявегся (.х.,е,с.,х). Теорема 8.1 доказана •.
Так ~ак_о~носитепъвые' с~enени :всех пар смежных вершин

рассматрива.емоrо графа больше О, то в этом графе с~ществует
!реУГОllЬВИК, и, очевидно, этот граф павцинлическвй, Далее "
рассмотрим а~аЗ10ГИ этого свойства для однородных графов дру-
rих С!rепенеИ.

Если С - простой цикл ПРОИЗВО.1lьного графа, а вершины
~,'JJ~e:.·с' ~aKO:ВЫ, что .х."#- ~ , ':1~:l ,то ЦИКЛ С опре-.
делнее две простые цепи, соединяющие .х и 'j • Одна из этих
цепей не прокодие через вершину ~ • Обозначим ее выражением
(~)~, 'j) • в общем случае запись вида ( ... , а" f> J с.) cl"eJ .. )

будеж озиача~ь, что в рассматриваемой цепи имеется участок,



определенный некоторым известным ЦИКЛОМ, соединяющий его вер-
шины &)d и не проходящий через вершину С. •

Приведем 3 способа построения большего цикла на основа-
нии данного. Пусть <: - простой цикл графа (; •

Ситуация З'1 • Сущес~:вуюттакие верзавы а,~i::с' и
с.е: G'\C' ,что' С"э (G\,,') J G"\С":э (~JC» (&...с).

Ситуация ~. Сущест~уют такие вервины 0." ~"C) de: с' и
еЕ G'\.C' ,;Ч!О

с"э (Q.I) ~-'{с." ol.)
G"\ с" э (,"с) J (С1,.е), (r.J., е)- ,а.Е (&" cL~~)

Сnуация'~ • Суще~твуют такие вершины a."&JcJd.le~Cf
и f е: G.' \ с.' , чю

с"э (~,,')"(a.,,~),(а.",е)
G" . Сh·Э (a.~d ), (QJ f ),(е.,' )J ( ~~ с.)

d'E (~~E~A)'
'-

Ле.гко видееь, чнгпрв :всех этих ситуациях в rpaфе G су-
ществует также простой цикл длины 1C.'\.-1 (ва рис.2 покааав
пунктироu).

Лемма 8.I. Если окружения всех вершин данного графа сввз-
RЫ И содержат более одной вершины, то :каждое ero ребро являет-
СН ребром неноторого !реугольника.

Теорема 8.2. Связный 4-0ДНОРОДНЫЙ граф со связными окруже-
Н~ЯVИ всех вершин панциклическиЙ.

Доказательство. Пусть граф G удовлетворяет уеловаяв
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теоремг .• В силу леммы 8. I, в нек существует треугольнин ,
Расс~отриы произвольный простой не га~ИЛЬТОfiОВЩIRЛ С: гра-
фа G И'lа~алогично теореме 8.1, докажем, что стносительно v

этого цикла имеет веста ситуация ~1' т.е. существует тре-
угольник, одно ребро которого является такве ребром цинла С ,
а противоположная ~ерmина этому циклу не принадлежит. Из это-

v

го непосредственно будет следовать паНЦИRЛИЧНОСТЬдаННQГО
графа.

Так как граф G связный, то некоеорая вершина цикла С
смежна с векоторой вершиной вне его. Пусть G"\С"э (~t.x»)
~E: с' ,~~ с' . Подграф O(<t:) содержит ровно 4 вершины, ч

v
две из которых, обозначим _1Х через а)'g являются соседями
вершины о- ПО циклу С • Далее. веооходимсрассмотрезь слу-
чай, когда G"~ (.J(J~)' (.;(J~) • Четвертую епежную с е- вер-
шину обозначим через С • Если c.rj. с' , ТО из связности
графа О((У) нелосредсзвенво следует существование требуемо-
го ·треУГОЛЬНИRа.Поэтому допустим, что СЕ с' , и, понятно,
G"з (JC~<:.). Кроме вершив в,С. , с вершиной .х смежны еще
две вершины•. Согласно связности графа оо: , одна из них
должна быть смежна или с вервиной ~ t или С вершиной с:. •
Очевидно, ова является соседом по фiКЛУ для вершины ~ или
для вершины С • ЭтИМ обеспечено существование требуемого
треугольника и тем саМымдоназана теорема 8.2.

Лемма 8.2. Если скрукения всех вервин 5-0ДНОрОДНОro.
графа связны и треугольник (а ..•~I С ~а) единственный, коео-
рый содержит ребро (Q..•t,), ~o ребра < С" с) и (C.)Gl) ЯВЛЯЮТСЯ

ее Vребраuи по меньшей мере двух треугольников Ka~
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Лемма очевидна.
Теорема 8.3. Связный 5-0ДНОРОДНЫЙ граф со связными

окружениями всех вершин панцинлическиЙ.
Доказательство. Настоящая версия доказательства явля-

ется продолжением исследований, проведенных в работах [А4,
~ "5), посвященных-доказательству существования гамильтонова

ДflЕла Б однородном графе при этих же условиях.
Ta~ как, согласнол~мме 8.1, Б данном графе существу-

ет треугслънвн , "то досзввочно донаэат ь , что для каждого
не гаМИЛБтонова простого Щ1кла с: в этом графе можно по-
строить- простой цикл длины \ с" + -1 • Если относительно

цикла С имеет меСТОНЗRQтора~итуаЦIJ е, J З2.) s~, v
то ЭТИМ уже обеспечено существование такого Щ1кла. Поэтому
предположим, что ДЛЯ простого не :raiильтсiiова---Цl~iirа --с дан-

ного графа G не ивеее весто ни одна из этих ситуаций. По-
кажем, что искоuый цикл можно тогда построить некоторым
другим образом. v

. l' " С' ~ с' акак обычно, G Э(О')-Х) ()'Е l,xy- ; ~) С - свсе- чч

аи верявны t::J по циклу С • Вершина & вне цикла С может
иметь 3,2 или только одну смежную с ней вершину. Расс~отрим
отдельно все три случая, предполагая, ЧТОt если некоторая v
ситуация рассмотрена раньше, то ни в текущем, ни в последу-
ющих случаях она не будет иметь место •

. Случай 1. Вне цикла С имеются три вершины, смежные

с вервиной ~ • Однан о это невоэвозно , и60, вопреки лредло-

О( ) НОАЦ1ие.
дсаениь, из связносги граоа ct' следует ~еТjJОIJ81П:е

гt
СИТJации . ;:)1 .

v
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()'.

Пусть се: с' - пятая сыскнав с о" вершина. 11з связ-

ности граоа О(е) и отсутствия сит уации 51 следует, что
вершина С. являегсявераиной сочленения. графа О (Q') • Поэ-

'\.
TOJ~ без ·ограничеНИЯ.общности можем предположить, чт~
.G"з (.xJC ). J (~J С ) • Рассьогрив воэникашие здесь под-

v

случаи.
J

G" ( )2-1. Э .J(J'j •
2-1-1:. (<:J~)e:е" (рис.·3).'

исновыв Я1щяетсяп!>осто~ ~.~~ 50'J.Q.) i~.CI.x):;~~),
как его длина, очевидно, ,с" + 1-.
2-1-2. (CJ&Jt с". ..--_._..- .
Чтобы не повторить только что рассмотренного случая,

v

v

так

веосховиио предположить, что вершина а. такве не является
соседом вервины __С по цинлу С • Пусть f и s эти соседи
и ~E:(C"(;'Jcx.)'. (рас,ч),

. Тоr:да О'(с.) = { O'JX ~ g~f j ~} • Из-за связности гра-
фа О (с) вервина ~. должна быть смежна хотя бы с одной
из вершин '<>Jз:.J t" ~ . Так как р<а).= 5 t то она не мо-
ыет быть смежна с верШИЕой ~ , а так нан отсутствуют ситу-
ации S1J S2.) S~ t то она .:1ie может быть смежна соответствен-
но и с вершинами ~J ~.J~ .• Случай 2~I-2 невоэможен,

2-2. G" ~ (.х.) '1).
Из-за связности графа О(()О) и отсутствия ситуации S-f

06е вершины .х,'j должны 6~TЬ смежны с верниной С. • Очевид-
но, эреугсльник (О") С J.:I() 0') - едивственный ссдерхаший ч 11
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ребро (с,.х.) t и -ВВИДУ савветричаоств вершин а и ,с. t он v 1/

также единственный, содержащий ребро (х) с). Это противсре- v

чит лемме 8.2, поэтому случай 2-2 невозможен.
Случай 3. С вервиной о- вне цикла С смежна ровно од-

ва вераива .х.. /
Согласно лемме 8.1, ребро (~).)(.) содержится в некою- V

рои треугольн:ине «)'J.x.J с, <» • Так как случай, когда с
верниной ()- :вне щшла.<; с~.ежны 2 вервивы, уже рассмотрен, v
то можем предполовиеь, что вершина ~ и другие в аналогич-
ных ситуациях принадлежат цинлу С . Одно И3 ребер (О').х),
(C~) согласно лемме 8.2~ содержится еще в одном треуrоль- v

вике, ПУСТЬ (O"J.x.) - это ребро, т .е. существует такая верши-
на t:LEC' .~что G11:э (cL1 0-) ,(d..JX) (рис.5).Так как
вев СИJfуации 51 t то вершины С и d. оелвчаююя от: соседей

веряивы .е- по I.UшлуС -. Предпоаоаив для конкретности, что
- -

с.Е (&)~,)a)', и докажем, что 'С"Э(С"~)J (ci~Q..~
Действительно, Если C·t~ «, &)~(c(,a.) t ТО граф G \/

ве вовее вообще содер;ЗТь ребер (с.ес), (е.•&), (оСа).> (ol, g)) V

В че»uажво убедитъсв, рассуждая со:вершенно аналогично слу-
чаю 2-1-2~а о~сутствие этих ребер нарушает СВЯЗНОСТЬ графа
0<<t). ПОЭ!rОМУtПУСТЬ еще C"~ «(" &) ~ но с"э (ot;a) v

(рис.5). Тогда в графе G из упомянутых ребер нет ТОЛБКО

(CJ~)) (С) ') • Так кеш нет ситуации З2.' то G"~ (a .•'J,
а так как г;>аф О( f)') СВЯЗный, то G"э «(Ia) • Пусть е -
второй _сосед вершины d. по цинлу С • Так как отсутствует
ситуация 5" ТО GIl;tJ (e~ос.) , а таи как вершина а не
смежна ни с ОДНОЙ из вершине J .х , е. , то треугольник



S6

(Gt
J

~.) d.J а) ~ е.щШСТ5СНННЙ\ солсрхаций ребра (.d.~a), vv

(Q)cr) • Это противоречит левые 8.2. поэтому долкно быть
С If Э (сJ ~ ) ) < О(} о,) (рис. 6)•

Вершина ~ смежна еще с двумя вершинами, одна из кото-
оых из-за связности графа О (.х) должна быть смежна или с
- J ,~"вершиной ~ , или с вераиной С • Пусть t~ э (X)~) (CJ~)

С• u

И ~e: . ~налогиtШо предыдущему, нрат чаивая цепь, соеди-
няющая по циклу С вершины С и ~ , имеет ровно два ребра,
которые осоаначив через (c.~f» (f~Q) (рис..ь),

й ~ ~
Согласно лемме 8.2, одно из .реоер (O-,J'))(~IC.) содер-

ЮIТСЯ по меньшей мере в д:вух треугольниках. Так кан рассмат-

v

v

риваемая конфигурация симметрична, то' можем предположить,
что это ребро (~)~) .• Иа-эа отсутствия- ситуаций' -S1' J s~)
GIf~ ((,I.x.)J (~Ja,l-поэтому должно быть G"э (~Jol) • Но тог-

да вервина е не может быть смежна с вервинами ~) а} (,J ~)

и60·нет ситуаций $1 ~S2. И р(с9') =5• Это противоречит связ-
ности графа-()(cl) • Поэтому случай 3 невозможен. Тем самым
за:вершеНО'дон.азательство теоремы 8.3.

Следующий пример поназы:вает, что связность окружений
всех вершин существенна для докаэанного свойстваt и ее не-
ЛЬЗЯ вавеввэь вытекающим. ' ИЗ нее более слабым требованием,
чтобы каждая вершина окружения любой верmиF~ была инцидент-
на некоторому его ребру, т.е. чтобы каждое ребро данного
графа было ребром венотЬрого треугольника. Можпо непосред-
ственно проверить, что каждое ребро изображенного на рис.?
5-аднородного графа содеР2i\ИТСЯв некотором треугольнике. Од-
нако , так как этот граф имеет вершину ссчленения , оп не может
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быть га~ильтоновым, тем более панциклическим. На рис.8 ПОК8-

зан анаЛОГИЧР~IЙприыер 4-0ДНОРОДНОГОграфа.
Другой пример опровергает гипотезу, что любой связный

б-однородный граф со связными онружениями всех вершин паНЦИR-

лический: на рис~9.изо6ражен связный б-однородный г~аф со
связными окружениями всех вершин; если бы в нем существовал

Т)ОСJ1Чt'!\А; .

гамильтонов цинл,!о должен был проходить через ребра
(1,2), (1,3), (1,4), что невозможно, так нан наждая вершина
простого цикла инцидентна тольно двум его ребрам.

В такой ситуа.ции интерес представляет рассмотрение связ-

ного ~-PДHOPOДHOГO графа с не ыенее\- чем 2-связными окружени- V

ями всех вершин. Следующая теорема показывает, что для пан-

v

..

цикличности достаточно и более слабого локального ограничения.
Теорема 8.4. Если окружения всех вершин связного б-одно-

родного графа связны и относительные степени любых его ДВУХ

смежных вершин не меньше 2, то данвый граф паНЦИRлическиЙ.
Доказательство э~ой теоремы имеет МНОГОобщего с дока-

зательством теоремы 8.3, однако здесь должно рассматрив~ться
большее количество случаев расположения окрестности неноторой
вершины относительно содержащего ее простого не\гамильтонова v1.:.-

цикла. Осоёенво много различных подслучаев. Поэтому !.Ш ссы-

лаемся на работу [А5] , в которой приведено доназатеЛЬСТЕО
существования гамильтонова цикла в связно~ б-однородном гра-
фе при указанных УСЛОВИЯХ.Это доказательство ~актичес~и ~E-

ляегся донаэазельсгвои павцинличиости такого граоа,
Следствие. Связнцй б- однородный грае с не иенее ЧС~J 2-

связными ОКРУАенv;яu~ всех верiliИН панцикличеСRИЙ.



Согласно предыдущим теореыам, такое утверждение спра-
----

ведливо и дЛЯ ~И 5-0ДНОРОДНЫХ графов, но нам неизвестно,.,.

существует ли не~панцикличеСRИЙ 7-0ДНОРОДНЫЙ связный гр~ф С
не менее чем 2-связными окружениями всех вершин. Условий те-
оремы 8.4 для панцинличнос~и 7-0ДНОРОДНОГО графа недостаточ-
но t так как граф G[K2.1 , где G - н~орый кубичеСR~Й
граф без треугольников и с тремя перешейкаuи, инцидентными

""-
сдвой вервине ,не гавильеонов , хотя окружения всех его вер-
шин изоморфны графу К1• (K~[К,]) ,который является

~СВffЗНЫМИ со степевя~и всех Bep~ ие меньше 2.

Выше (веорева 8.1) мы уст.знов-или, что панцвклвчёскив
являееся свяаный р -однородныЙ гращ,--~у-которого Р ~ -{1 ---и-
относите~ьвые .степени любых двух смежных·вершив не меньше
р-ч •.Иuеет.. Jlе.ст-_о-_~·и_БOЗIее сильное утверждение.

Т~ореuз 8.5. Если при p~1 относительные степени лю-
быХ двух сu~жных вершин р -одворсднсго графа не меньше

- .- - - .. .
р-ч , ТО _эtr9Т--:-Граф ._па·ВЦИИJIИческиЙ •

. Доказат~дьствоэтой теоремы также может быть непосред-
ственно и-звлечено из работы [AS], где при ЭТИХусловиях до-
казывается существование гамильтоиова цикла.

§ 9. Дерево треугольников.

в предЬtдущеu параграфе мы фактически рассаазрввала
свойство, более сильное, чем панЦИRЛИЧНОСТЬ,так как доказа- v
·ли, что ДЛЯ каждого простого не]'гаuильтонова цикла спецааль- V

~

v '

v

v

v



вого однородного Графа иовно построить такой простой ЦИКЛ,

который на единицу длиннее исходного и проходит через все
или почти все его-вершины. Более детальное ознакоuление с по-

~обными конструкциями позволяет выявить другие особенности
глобального С!rроения исследуемых графов.

~
Определение -9.1. Граф Кз (треугольник) по определеввв

является деревом треугольников, все его ребра называются
~неmm!uи ребрами. Еели граф lГ - дерево треугольников с мно-

жес!воu внешних ребер~ I то жеревом треугольников являетсв
!sкже граф ~ , поnучаекый следующим 06разоv. Берем произ-
В01IЩЮ вераиву ;xfj. т-а и соедвняев ее реоравв (..х.,а)) ()() &)
с !акиJIИ проиавояьяывв вершинами G\J "~ Т' I для которых
(Q.}~)E:M • -Внешними ребрами дерева треУ"ГОJlЬНИХОВ 11 ваэв-

вашся ребра множества М1еЩ (М\ {<а..tJ})U{ (~.a.). (х, &J].
На рис.IО показав пример дерева !реугОЗIЬВИ~О:В.

!егко видеть, ч!о любое~ерево tреуГОlIЬНИКОВ fiвляетсв
ПЛОСКИМ панцинпичеекиu графом, гаМИЛЬfОВОВ ЦИКЛ которого по-

рosдеи-его ввеmвими ребрами. 1
кa~OHY дереву !реугольнико:в UОИВО сопос~ави~ь неко!6-

рое обычное дерево: COO~Heceи с каждым его треугольником во-
вгв вершину, и JIю6ыедве из них соединим ребром тогда и юаь-
хо !огда, когда соо~ве!с!вующиеим треугольнИки ИU~ общее

~ ~ ребро. Понятноt по лосероевный ~акШl обраЗОIl rpаф ввавееся., -

,1 • деревоя, • дав mбого дерева вокво построить сомветст:вуоцее
- А ==--С:::: •~.

'. е.у Jte.~eBoтреугольников (однако не одвовввяво),
;~,,) Оцредедевве 9.2. Дерево ~реуroJlЫlИКОВваавваеесв цепы)
If . ~peYI'OJIЫDIJtOB. есяв цепью явдяееся соопе!стВуlllЦeе elfY обiiЧ-

"



все: дерево •.

Лемма 9.1. Если дерево треугольнинов содержит солее , чеы
. ~ 1/

2 ~реугольнина, то в нем существует вершина, степень которой
ве меньше 4.

v

ч

v

~ начинаем с треугольника, то, согласно вышесназанному,
каждому циклу этой последовательности соответствует дерево
!реугольников с таким же числом вершин, и г~милътонову циклу

рассматриваемого графа соответствует OCTOB~
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ное дерево треугольников.
Согласно лемме 9.1, остовное дерево треугольников куби-

ческого графа не МОЖ~Т содержать более 2 треугольников. Та-
,

ким образом, связный куби~еский<'граф со связными окружениями
всех вервив имеет не 60з{~е 4 ~~ршин, т ,е , является графом Ки•

. _.,' ~ -, v

Установленное CBOWCTBO позволяет полностью описать так-
же строение рассматриваемых 4-0ДНОРОДНЫХ графов. Пусть G -
такой граф, n. - число его вершин.

При n.:: 5 ,-тривиально ~ N:) к 5 • v
Пр~ п, т' 6 '\ JОЭМOJtНЫ два '~раэличннх ОСТО:ВНЫХ дерева тре- '1/

УГОЛЬНИКРБ:(рис.I2а,б).
)~'~w~. •

НедЬстающ~е для графа (; ребра добавляются единствен-

нымобразо~, и 11 обоих случаях получаетс граф

(рио.I2в).
При n. ~ 'f , согласно яеиве 9.2 t рассматриваемое остов-

ное дерево треугольников является цепью треугольников. Как и
выве , недосгавцие реб~ графа G добавляются единственным v

образом и получается замкнутая цепь треугольников. При ~eT-
НОМ n. она является плоским графом t при нечетном n. ее моя-
во без пересечений ребер нарисовать на листе Мёбиуса. На рис.

. .
I3 приведевы примеры со~тветствующих графов с большиы числом
~ершин обеих уетностей~

Таким образом, для каждого n.~ S" существует единствен-
ный .n. -вершинный связный 4-0ДНОРОДНЫЙ граф со связными окру-
жениями всех вершин.

Следствие. Связный 4-0ДHOPOДHЫ~ граф со связными окруже-



нпнци .вссх вервин является ЦИКЛИ чеС1\ИМ гpa·~oы.

ДоКазательство. Рассмотрим некоторый -цинличесний граф

G с n.~S вераинави , Пусть при правильной ИХ нумерации, V

с вершиной О смежны вершины I,2, n.-~-, n.--1 . ТаК как n.~S,
то все они различны, и G явдяется t4-0ДНОродным гpa~OM (на v

vрис.I4 приведен пример такого графа). '\
Непосvедственно проверяется, что окружение вершины О

графа (;" связно. Поэтому связны окружения всех его вершин.
Согласно вышесназанному, существует единственный n -вершин-
вый связный ч-сдноролный граф со связными окружениями всех

v
верцин, Очевидно, - ИМ И являееся Г-раф G---. Следсзвве .дона-

:зано.
Теорема 9~I. Связный 5-0ДНОРОДНЫЙ граф со связн~~и

окружениями всех вершин содержит остовное дерево треугольни-
НО.В.

Данный факт-не может быть получен как следствие теоре-
мы 8.3, ибо при ее доказательстве используются ситуации ~,
и ~3 t которые не могут бы~ь непосредственно применены для
построения некоторого дерева треугольников. Доказательство
теоремы 9.1, сформулированной с помощьюнесущественно отли-
чающихся терминов, приведеио в работе [А6]. Здесь отметим
лишь, что техника этого доказательства не отличается от тех-
НИКИ доказательства теоремы 8.3( из-за большей сложности
дерева треугольников по сравнению с ПРОСТill~ L~RЛОМ, увеличи-
Rзется количество рассматриваемых подслучаев).



§. 10. СуРОение rрафов рассuатриваемого класса при
.~ и больших сгепевях .вервив ,

в предадущих пара графах мы показали, что связный р -одно-
'- v

родвый rpaф ( p~.2,) со свявными окружениями всех вершин и с'. . е
относитеЛIiНЪWИстепенями любых смежных вервин не Me~~ Р-4 v
ввяяееся панцвкаическин, и при p,~ полностью описали строе-
вве яаких rpaфов. Оогаасво [36] J павциндичесниы является любой
иеnудоJIьный граф, удовлетворяющий условию Оре: V~~~е:G'
(.P{..x)+f(~)~tG'1) ~ и возникает вопрос, при каких значени-

ях р иаmе,спо~ие имее~ саuоетовтельное значение~ т.е. при
каких р сущеСТ13уm рассматриваемые ваив графы с ЧИСЛО»-вер-
шин БОЛьпtl2.р • Такие графblизучим 'подробнее, МЯ остадьных v
вриведем вескоаько приверов, tr!личающихся ОТ· тлных графов •

. _ .пр)! ·2.~P's-- , согласно аеяве 8.1, ,1(SЯ' аюбых смежных

~e~' '.~ •. 'j С~fIЗВОГОР -однородного :rрафа со свявнынв
оК;ружени~ всех вервин р<х,) ~) ~ --1 ~ что влечет выполвевве

веравевсева f(Х,У)~Р-'i • для Р = 2~3~4 O!rBe!r на постав-
иеННblЙ'~1Rевопрос ~ают ранее провеА~~~слеДОБания Cfpoe-

ив СО€l~:вет.с.т.вуIOЩИX ~фоJ3. ДзIв р.=.!kпаэюiитеJlЬНЫЙ ответ вы-
,оиа~ из рассвоереявя rpaфа икоСаэДра. С'посо6 лосероевая це-

, .
:~ cmteйcnа 'евяаннх 5-о;цн.орадных~>~фа~ со свявнывв окруве-

.1 . е..'
В1mImвсех вершини ,·~O их БО~ m расевоерев визе, V

~p=-& lCШlEие:· f(.%,Y) ~ 2. 11 !ребовSвие евяавос-



тп окружений всех всршин янляютеп независиы~ыи. Примером
"выполнения лишь первого условия являе~ся реборный граф ([29])

/ Vлюбого 4-0ДНОРОДНОГО графа без треУГОЛЪНИRЬВ,а лишь второ-
го • граф, приведенный на рис.9. На рис.I5. показан фрагмент
триангуляw,и плоскости бесконечным б-однородным графом. По-

.
пятно, что некоторый конечный б-однорадный граф с произволь-

~ . v
но большим числом вершин подобным образом триангулирует по-
верхвость ~opa", И, очевидно, 11\ является связным 6-0ДНОРОД- vv
ным графом со ~вязными опружениями всех вершив и с относи-
тельными степенями любы~ смежных вершин не меньше 2. Дpyг~e

графЫ этого рода рассмотрены ниже.
""Лемма 10.1. Если с!епени всех вершин .р-вершинного

графа. не меньше p-lt , то он не MeH~~\- Ч~~ .-( р- G. )-разде- v
зI1uIы.. .

v

v

-Доказательство. Необходимо рассмотреть лишь случай не-
пол~ого графа. Пусть произвольное разделяющее множество дан-
BO~ графа содержит 8 вершин, а остальные вершины распре-
делены по ДBY~ непересекающимся подмножествам с числом вер-
шив К1 И ~2. соответственно. Для произвольной вершины х
i. -еого подuножест~а ( i.= ~,,2.) p-l(" ~(oX) ~ ~ + t<i -1 .
ПОЭ!D~У 2р-8 ~ 2.5 -t к.•-tК~ - 2., • Так как к.,"'K2.~a=

=~ t то после упрощения последнего неравенства получаем
S~р-' , ~~оназыветT лемму. V

Тат·образом, П~И p~ '1 связиость окружений всех
вершив рассuатриваемых графов не является независиыым свой-
севон, а '5!reKaeT ИЗ условия P(.x .•~) ~ р-ч для



RJйш... свеявах вершив -х и у r •
, ,

Дtшиeйmиe вссведоваввя яровелев с помощьювееода рас-

еявевва,
Iq:crI», при р:#1' шm свяввый р -однородный1граф с ое- v

~ ~
воситеJI~1IШ!И ClleIremnm 1IDбш: nyx. смежных вервин не MeH~ V
р-4 "и. сеиейсзвс иаовееев [0.1: s.~.)s.....s а.. ~.. . пред-
~аВ11Яет его рассяоенае отвосиееяьно вершины е,.; осоэва чив

через Mi (t.~ О) количество ребер, соединяющих :вершины

.1I0Z6-СП ~_ И S':+.f • в графе' G ИJreЮТ место следующие
. ~.

с:оопашевив:

. t:'c:.:., ' _ 8'V\' -~.
'.. - .~,' ....·....."0 - Г}'

~ . ~~~, .

,:.'~"-i.Е:S" <. f~ (~) )р- ч) '.'-.--..--.- .-.--_..- v

V ~,E Sзot ( fs. (.Jt) = i ),. - OJ

.. - У:А.Е:. St ((~~) (f(X)= ~St-1 (JC)+~S\, (~);'S>,s'i",4(x.))) 11

" . 1. v

~~~~-:.L o~. (оХ.) =r- 0<:._ оо .
. "". .)~"'+~ L-.) vi.

- .:LE S-i :L&:Si.oн

;',

v

v

ОБО8В8ЧИU через .x.~':J1~ со-ответственно проаэвояьные .

~.е·РШИ1i~)I~ожест:в S~~5• .)5з . Используя приведенные сооэно-

веввя, легко лошчивь неравенство 9~ (х.) " ~ • Если вер-

tQUl8 .х..' смежна с вервиной у , то по данному ~o(y) (.х.) ~

~ p-Jt . ~ а с ДРУГОЙ стороны ~O<y) (оХ) , ( YS1 (~) - -1) +
-+ (~~=') - ~ ) ~ ~s..(~)+~ · Поэтому 95..(1) ~ р-5.
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Таи как
3·15-c I ~ L ~s (:Jt) ~ L.. ~s.•(~)~ (р ~5) ,s21' ,

5.2- '" ""'Е .• ~-E:'~'..

'. ,s' / 3' S1, - ~.,
1'0 1.1 ~ p-S"" ~ P"':~:.· \

Е.с1IИверяива ':J смежна с вераивой ~ , то )4вожеств~, -
SLn о ('1) является разделяющим множеством графа О (':1) •
Положим ~:::.I s~nO'('j} , = ~5')" (~) • Согласно найден-

{вы» выше соотношениям,

v

~S3{~)= ~('j) -~s.•(~)- YS:a5':J)' Р - (p-S)- Э = 5- 8
И.•. аналогично предыдущему,

'. -'

P-4~ S>O('1-) ('j).~(~S~L('2:.)--i)~(~S'!)(jУ':'~)-~~s~ti)+:?>-8J V

'В,П ',fsa. ('2:.) ~ p-\-~ -1. . Так как

(s::~)'~.L\~L Ys <'~P=L S>s(1:.)~ (р","Э-1))Sз\,
': ~S~ 3 :t.E~.1, v

!О,_

•

,. СОГЗIасво лемме IO.I, 3 ~ p-G ,лоэтоиу
15~'~(~:- р) '5:L , • в следующей таблице приведены оцев-

'. .p-i3
кв Значений ISJ.J и 15з\, вычисленные с помощью этих ФОРМУЛ

при ненот орых р , принимая во внииание , что ОНИ ЯВЛЯЮТСЯ

натуральными числами.
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р- '5~\~ \5з \~
7 IO 40

8 8 8

9 6 2

10 6 О

11 5 О
, ."~

видно', чю прв Р~ -10 G' = 50 U в, U S2. .
Поэтому 'Э" ~ ~+ р -+ ~ < ~.p.

При Р=9 S&f:' ~ , и.ба :вtfi"раТИВНОlJ случае окру-

жение векоюров вервивв множ~ст~а 5з не могло быТь бо-

лее чем 1-раздеЛИЫЫR, вопреки неравенству ~- ~ р-ь .
Поэтоыу G'= SoU 5" u S-a.,u SЗИ-- \G1

' , ~ -+~ +6 +2.::
= -18 = 2,. <3 • -_.

---- -

v

Таким образоu, ДЛЯ панцикличвости самостоятельный ИН-

терес представляют ·не боле~~.чеы 8-~ДHopoдвыe графы рассмат-{

ряваевого ввда;. -в сnедующих пувктах текущего параграфа под-

pO~Bee изучим их строение при р = 5,6,7,8. Здесь еще при-

ведем приuеры ветривиальвых (неполных) р -однородных гра-

фо:вс большими Р и с оеносаэеяьвывв степенями любых смея-
е-

ных вершив не ыeB~e р-ч. v

Рассмотрим ~ ~вершинный циклический граф с пра:виль-

ной нумерацией вершив, у которого сuежными с вершиной О ЯВ-

ляются .:{5_ершины2,3,4', & •• , п- 2. • Понятно, что р = n. - 3 ,

а так ~K в таков графе для любых смежных вершин Jl » 'J
(~)'i) ~ "'-Ь ,то ~(x,'j) ~ p-~ , т.е. рассвае- v

рИ!веuый цикличесний граф удовлетворяет требуемому лональ-
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H01IY условию.

Можно рассвозреть ванзе следующее семейство n.. -вер-

шинных р -однорсдвых графов ~

КЧ.)ЧJ .•. ,Ч . (p:n.-Lt.) f(~)'d)=Р-~ )
К ~1I э )... ,~ ( р: n.-.~ э ,t~J'j) = р- з )
К 1..)-2..) ••. J 2" СР :: n.~2.,.)~i.:t) '1) :: р-2, )

t< ~1.I'" )2.,[К2.] (р ~ n.-~ ) f (JC) 'j)e:{p-~J р-1) )
'K~~~)..)~[К~l{ri~.~-Ч)f~':а'j)Е:tР-~)р-1J)

'. ко = "J L) ~ .)..•

1\. -:'" '" ) j
n.. :3~);
1'\. w:.2.K)'

..!

t\. ': lt к:) ;
1'\. :: 6 t<. ) ;

Ореди них вет графов, у воюрык .Р = 'tV11 (mod
12). ДЕв их нахождении ВОСПОJ1ьз~емся следующиы свойством •

. Jlеоа то.а, l1yCn~lJlIa&llll, P(G)-~ь:ичWt-".:fo от- v
Rоси~еJ1ьвые степени nюбых двух смежных :вершив р -однород-
вого графа G не меньше' р- '-f • Тогда .

. /
P(G",G2.)# P(G.)!cP(~)& (n.1-р" = ttt.- рl, ~ 1>, \J

v

тде, n'1J n'2,> Р1) Р2. '- числа вершини их степени в графах

Ь.•) G2, •
ДаказатеЛЬСfВО. Донажем импликацию слева направо. Во-

первых, PCG1·G.z,) означает (§ 2), что ~G.c(х.) +n." =
=~G;.(~) + n'f = Р • Поэтому графы G1 и Ga, являются

uоднородными, соответственно степенем р" и р'2, , причем

I't ••~p"= rL:L - p~ . ~ЛЯ вершин х: е: G~) ':J €: (G1·G,)'
s> G".G2.. (;)() ~) е::. { ~G.•(~J~) +n.~.)p~+р, J ,
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:1 для ненст орых различных вершин у 1 эта -степень принимает v

оба зна чения, Во-в-торых, Р (G..•.G~) .озна чает, чт о

fGA (Х) 'J) + п, 1" ~ Р- ч и р -1 + Р~ ~ ~ - ч ,Т •.е •
~G..•(.)()'j)~Р'1-L(,n1-р1~4 и n1..-p1.'.lf . Ана-

логично получаем, что S'G2,.(XJ'j) ~ RJ,-Ч .• Первая имплина- v

ция доказана. v

Для до~азательства импликации справа налево заметим,
чю из n.1-P1 = п~-Р1- следует однородность графа
G1. Ga,. со сеепенью вервин р1t n''L =- р2,+ n'ц ,а

оцевва ведачаяв PG.1'GJ5~)'j)· получается рассувдеввея,
обра~вым ,.только что_~рове~нно~у _~~_лем~а доказ?на.

СnеДС'lвие.

v

v\/

P(~-1)&P(G,.) & (n'1-P1= п2..-p~~4Y==>-P-(G .•·G~·~G~,-.. ·G2).
Доказательство-: Так как ДЛЯ графа G1• G,., n..:. n'1 •••

1"n.~)р:: rt.•-4- р2, t !О n.-p:.rt~- p~ • ПОЭТОМУ утверж-
()

~"JI~l,A.elS4.:Jt
дение р G1' G2#-' G:L. вепосредствевно -вNTeHae! И~ примене--ve)lf -

НИ~ аеввы --10.2 к графам G.•·G2,. и G2". Аналогичным обра-
зом поагчаееся P(G1·G2.·G~·Ga,) и Т.д •• Следствие до-
казаво.

Беря в качестве графа (;1 циклический граф с числом
вершив 10 и степевью 7t а в качестве графа G~ циквичес-
КИЙ rpаф с числом :вершив 12 и степенью 9 t причем оба со

,;~ .

свяввывв дополниеельнввв rpафаuи, указаввьw.~ в следствии
. .'

Образом\- получаем семейство рессваервваевых графов с р= 7- v
( mod I~-)·. Авалогично получаем графЫ с р = -11 (mod I2).

Заметим, что ни один ИЗ этих rpaфов не является циклическим,



!" ~"("''''''-" • ","сJi,ча~':QRРJж·еиИя всех. верши~ ваядою бы.ли
~одtо~>.;.~ж~~~~:·rPaФJ.·~а~·]{а.' G1ие явявее-

• " . " . ;.l.~' __:~~'~":".';,;~ ,.",:".:..-,:,} " .."" .J>.,

;.> вввев .•еП1~~Вх,~ФО:J.3,~!~,-соrлaсво ~eope)(e::,;5.I". 'v

_О" Ii: .~D?;.ы,'ИО Dpaф :~'~~.... • о- ~ должен И}lе'!ъ вид
--i:,:" '.j.'o;ci,.J;;,.".~;;T ~r/",: .'~?f" ,>':"Ф" .' " , ,:;.' , \1G-. .~. ~~_.~~ .•." " " а-.~aa' ':,," ~,-zаDе не .6.ЩIеJ:,еи

.~ прои~;в-еittеп.е•. , У'О ,"49ПИО ,~~~:J;~~:'S2" ~'~О'fIpМИ-
В'ОJjйЧИ!' ~~tПG1 ,'~;

. .,,,,r'v .• ".,- о:: ~,..,.. ~1~~:·.. ,...,jo~

. ; -;; "·.~111· CJIeJtcmme п:е)Olbl.lD:~,if.?irD3ШО~РOllТЬ и друrие 1.:
. . .. . ~.. " - " .."~

веnиицчвСdе rpaфн, .1.:ltОВВ:S"SрJЦ)ЩИ'е >,аС·Сllа~риваеIlО.У докаль-
ИOV" :JUOBIIL .

v

'.~oe: cellelcu-o 5-щatоiЮJ8ПiхrpaфmГСО'~mJJЩШDIИ'-OKPJ-

&е1f8ВUИ .':всех -JШIИВ IIOXВO ·irо1iYЧИП, '·СИJreиваи'D IIЩtXOДЯЩи'lI

~~ .~p8aeк ][ecкOlIiК~' ЗRзешцv01J l'рафО1S, П01f8Завнш: на ри:с.16.- -
t QJtп ',.В 1фо.е2еlтих ~апх ·СИllе:еииых- .rpафов 'изображен ка
• " --.".' , v

рв~П~ '&шее C1fQZВIiI -' варяе, 18.•. С 1I0IIОЩЬS первого графа·
рвс~l:Б .·oSио nUс"%.рои~ь· ин!ереСIUЦИ! И8'С rpаф' ва .основации

~ :Х1Jб9I'..оItY~б.чес;ио.rоrpaфа 'без ~ре,у.rО)IЪЦRОВ.В!aRQU сnyчaе

·О1фуzeвиs:вс.6Х верван ПОJI.Учевио.ro rpaфа окавввакеся И301l0РФ-

IШIIII,Ii}in.8!оl :цепи. .чnивы 4.Суще,спу~ :~акже ве .приваJUIP.Zaщие V
, , I

'onacaвaC$J СeJlеЙ~ВJS-QДИОРОJ(ВЫе rpa-фы со с~язВШIИокруже-

ВJUDl. Ecrtt .-вершив.(рис. I9 ) t полу ченвые ·СКJl,€iивqниСВ" друrиx

фраzvеВ!rО:В.
Во всех цраведеввых ,графаХ сущеСТ:fjУЮ'Т вервины, окруже-

вив 1tо~ор1П I-раздеJIИVЫ. НепосредствеИВШIИ построенвявв UQЖ-
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но' убедиться, что ~ K,,-единст:аенныЙ' 5-0ДНОРОДНЫЙ свяэ-гу
ны.Йг~ф, окружение. хотя бы одной вервины которого не менее
чем' 3-раэдеЛИ1..0~На рис.20 представлены все связные 5-0ДНО-

РОДВЫЕ;}·графы с 2-разделимъши ОRружениями всех :вершин.

Для построения б-однородных rpqфов ·со связныuи окруже-

витц! в-сех вершин и с относительными -"Степенями любых, двух
. е.

смежных вершив не MeH~e 2 можно воспользоваться подходящим v

"снаеввавиев n вновества экземпляров графов, изображенных на
риЦ.2I. Как и в CJIYчае 5-0ДНОРОДВЫХ,- графов, здесь также вне- ~

еЖllеСТQ,бодьшое разнообразие.'Ранее приведенвая триангуля-
. rцвя псверхвссев тора дае·!ПРЩМсf;.R_ДРУГО.~9_вида.

v

v

Исследуеu--с!рёiевие 7-0ДВОРОДНЫХ связных графОВ'С O~HO-

9иеnЪИШIИ с~епеиsми .nюбых -двух' свеявых вершин не MeH~e 3

и се БОЗIее. чем.-1 4 вершинами.

ТеареМ8 10.1. Если окруже ии е ХОТЯ бы одной :вершинырас-

сМа·~.ри:ваеuого rpaфа I-раэделиuо, то при некотором n..~ 2 он

!~~JlQрфенrpaфу C~I\.[K~)K~IK~ )....) K~) \(.~)K~1,
гд-е C~~ -. ПРОСТОЙ цвкл дяввы 31'\. с естественным образом
npсвук~роваввыми вершинами.

,. :', ."/ 1- ~t;··~ .

.., . .':';)tОказа'lеJIЬС'lJ30. ЕдиНС!J!:веВНЫII7-верmиmшм I-разделимыu
'. . Lrpафоu со сеепевяяв вершив не вевьве 3 является граф

К18 (КЗ Uкз) • Беря Э!J!ОТграф в качестве окружения не-
RО~ОРОЙ »ершивы, вепосредственныы конструированием искомоrо

rpафа убеждаемся, что при соблюдении рассuатриваемого ло-

v



кавьного ограничения он порождает изображенный на рис.22
rpaф, ио~оръtЙи является ·требуемоЙкомпозицией. Тебрема 10.1
доказана.

При отсутствии I-разделимого окружения некоторой верши-
ны рассuа!риваеuого rрафа требуется более детальвое~го изу- v

чеиие, которое проведем с помощьюметода расслоения с исполь-
ЗОЕаииеu пол.ученных ~ n.IO.I результатов. Пусть сецейство

lIиожес!в~о ,51 .52.)... представляет расслоение данного
rpафа G оевосиеельно проиэвольвой его вервины •

.JIeu)laIO.3. Если при t>;.1 ае: 5" .и fs. (a.)~1,с..Е,
!о ~SC:-t. (Q.) ~ 3 t где t = ± 1. .

деказа!е~ьс~во. Пусть ~ - смежная с вершиной а вер-
. .

вява ввозесева SL+& • Так как fO(d:) (&) -~3 ,~-----

fs,~~.sc:.•.е(ct)~fO(<x)(g)+1 , то -Ys~us~.•.t(а) ~ ч 'и,теu v

С81iШJ: ··0 .~. (Q.) ~ 3 . Jlемуа доиазаиа. -~ -- v. J'fJ.-t.. •.•
. lle~)(aIO.4. ПУС!rЬокружения всех вершин графа G не менее

"чем 2••ревделивы, Если вершина о,Е З" <.С: ~ 2.) !raROBa, v,
чжо S>~~_~(а) = ~- ,8 &)с - смежные с вершиной <1
вершины множества SL-i ,!О os. (&)~2. иОs. (с.>,2.

~ "'- 2. J «.-2,
lоиаЗ8!rеЛЬС!rВО. Так как YO-(Q.) (~»). 3 и множество

S':--'4f f'\ 0'(0.) содержит ровно 2 вершины, то 9s~(~)~
~(~О(Q.,)(~~-")+1~З. Согласно не менее, чем 2-разделиuос- \1

!И !'рафа 0(") , Ys ..• (t) ~2 . Поэтоuу 0s.u~. (&)~_ ,,--, J се v,,_~
Ф 5 и ~Si-2. <t) ~ 2, • То же самое и двя верявны с.
1lемма доказана •

.Jlell148 10.5. Пусть окружения всех вершив графа - G не
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1Ie.~ee',.чеи 2~разделимьt~~огд.~:,.ДЗIЯ Л~60Й вервины а.Е:S·з v
o~" (<:1:)'~2, •.1v:z;...

.' - IQИа~а~'еJIЬСТВО •. Д-QПУСТ'i!.14 противное, что для невоеорой
sеР1l1JШJi.Q;.е:S1 ввеевся ровво 2 смежных с вей .~~рmины &,с
из JI1lOJte~Ba Sa.. Если. G"iJ (&.•е) •.то Hepa;Jt~e~Bo 1/

f()(aJ(tJ~~ вяечезS>s~(f») ~ Ч~, что вевоЗU6~'о в v

СИЗIу nevw 10.3. Поэ!ou! G" Э (f»JC) и должно МВ J
~ V

Ys, (&) =3 .. . ..
corJIaCBO. вене 10.4, fs .(~)' 2, ('а еегвасно об- v
. • '" ~ v

щей~еории (п.10.I), ~s (&)~{-~ = 2, • ТаКИJI оорааов, v. ~ .
~S~'<&)= 2. и, _~O~B!~O~~~~~_~&~==, ~. ~ ~H~O~_~~ ра-. _
венсева иuеОи вееео и ДJ!Я :аерШИ1Ш С .•

ЕСJ!ИсоБОЗ-в~чиъчерез I 1JЖОРУJ)'--Qllепую с -верШИllol С.

:вер1ПИНУ .• иожесж1ra=_~ " жо пeJxI- изображенвую Ba'-РИс.Z3
Конф.:гураЦИD, Сущес!во:вавие ребе~ (e,Jcl).)(e.J&)J(e~~)J(clJf)
:В~!'exae! яа УСJI_О~ИЙ yo(c)(e)~3J,fO(c.)(d)~3, ,З P~6p8 IJ

(t,f) - .~~.fO(e){6)~3 и !ОРО" tD~'t>,coI'I1a~~: Q,бще@ ,

!8oph,._YSz. (е), 3 • Так хан rpaф О(с.) ие lIeHe~ 'чем v
2-раздедmшi,!о fs (')~ i . ПОЭ~О)fУ. согввево пеШIе
.", , 3 3 .

10'.3,: ~Si<.,,), • .
'.' Для вершив d ,е ве~БOJIъше Друrиx сuежвнх с ИИШI

:вершин ввозесева 52.'. Таи как граф O<d) ве меиееt. чем v
.. ,~ .. - .

2~раздеJuufыtt 10 дo.uвa существоВ8!Ъ веяеесрая 01lПЧН8S ~

е верпiива 86:51 .и (d)S)e: .G" • УСJlовие 90(d) <f)~
,,,3-· :В!lечеf, 1И!о G" э (~)f) • Рассмотрим окружение вер-

шины f::' JU[И к~орой О"<f)э(3' f» .• <3J<:') f~<') ~~ I



S>O(f) (~) ~ з . · ПОНЯТНО, ЧТО ~,~ <~~р~~е~~Бе 52. доли-

на существовать tМ~ершина yt , ~I G .3 (/' yt ) (~" AJ. V
Но вершина ~ не ыожет быть сневне с вервинами е)d,С" &,
~O лротиворечие условию 5'0(~) ( ~) ~ э • Это проти-

воречие и доказывае~ лемму. ~
Теореыа 10.2. Если в 7-0ДИОРОДНОМ СВЯЗНОМ графе (;

,
о~воситепьные степени любых двух смежных вершин не меньше
3 и окруzевия всех вершин не ueBeet чем 2-разделимы, ~O V
его радиус не превосходит 3.

Доказа~еnьС!:во. Допустим противное. В ~акоы~случае
при расслоении дaHHOГ~ графа относительно любой его верши-
ны БУ]1.ет ..SЧ =/:. 0 . Согласно общей теории, для всех
вервив lе:Sз Y~('l)~1+~(O('l;») -1 = Э (O(z).
в даввоя случае д (O~t.)) ~ 2 I но так как :в силу леммы
10.5 y~~('l..) Ф 2, ,!О ~S2, ('l-) ~ 3 • Из этого сле-
дует, что ~ в U 5 (2:)' 4 И, если вершина 116: з.,n0'(2,)1 V

3 ~ v
!О, .согласно условию S>O('L) <"') ~ 3 ,она смежна~o все- v

ми другими вершинами из множества (~USLt)nOI('l.) ,:В

!ом числе со всеми сuежныuи с 1t вершинами множества ~3.

Поэтоыу nюбая вершина множества ~ч t которая смежна с
иекоторой вершиной множеотва ~3 t смежна со всеми верши-
вами содержащей ее связной коиповензв графа '" G ( S~).

дИВ ;rmбойверявны 'l.E: S3 ,имеющей смежнуюс вей

вершиву -u- в вновесеве S., , согласно деиве 10.3

9S~(2:.) , 3 , ПОЭ'rоuу 9s~..<~)= з • Так как

~'~~('i.) ~ 2, t ~o s'S~ (~) '- 2, -
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'Ра'ССUОТРИlf случай у~" ('t) = 2., '. Пусть u - вто-
рая C1.t~JtВаяс 'i;, вераива вновесева S.., • Условие

" ' ,S>O(t..) <,,> ~ 3 влечетЩ G э (ц,,"') .;, согласно вы- J/V

яескааавновг, вершины u.;11" смежны со всеми вершинами
связной компоневты ' Н графа G (s~) ,~содержащей вершину v

~ t И для вершии втоИ компоненты нет других смежных с' ни- .
IIИ вершин ИЗ множества sч. ПОЭТОМУ,- если O'(,,)\{{tA~UH')# v

#.;5 t !О вершина ~ является вершиной сочленения графа -
О ('\t)J :в противоречии с давным. ТакИJ\ образом, 0'(,,) = ""
={(.(.~U н' .и IH't =y('\)')-~= ~. Тах<как :в расстаера-
ввевов случае, S>S~('t,)= ~ " f"o граф, Н явлвется простым
ЦИКЛОМ С, J И теы ~uы,. О('\)')('\,)к -1 • С, ~ w, . vV

В слу'чае 9s••(~) = -1 ",аналогичным обра~оu ПО11:(- ч
чае~ \ Н' \ =t ~ ~в ('2:.) = 3 , что невозможно, v

. ~
~бо .ие существуе~ кубического графа с нечетныу числом :вер-

вин,
Таким образом, остается лишь первый случай, при кото-

ром скаваяосъ,' чес O{V-)NW, • Так как вераива графа G,
относительно которой производилось расслоение, принадлежи!
мвож.ес!ву Stt из расслоения относительно вервивн "... t !О

И ее оиру ение ивоворёно графу W, • Э!l!оозначает, что ес-
nи радиус графа ~ больше 3t то окружеБИЯ всех его вер-
шив изоморфны VV, ". а такое невозможно, согласно след-
СfВИЮ теоремы 5.2. Теорема 10.2 доказана.

. .

Из !~opeмы 10.2 следует, что интересующиевас ?-одно-. .

родные rрафы с числом вершин бол е I4~uе~~укаэавное ~



~ ~eopeMe rO.1 простое строение, или их радиус не больше 3,
~e' -существенно 'ограНИЧИ13ае~воэмокное их количество. Сущес-

. .,~ - . . ~~-f'~.1~ii:1$.·~<! •

foВОВti1iиетаквх rpафо:& Bvцuij:':; Из. ри с. 24.~
,.. J .•••,:.. •

-":~. ~ v
Itcследуеи С!rроение &-однородных связных графо:в с ОТНО-

ои!елъными степенями любых двух смеЖНЫХ'~ерmиn не иеньше 4. . '.

и с числом Dершин более I6.
!еореиа 10.3. Если окрзжение хотя бы одной вершины рас-

сааврвваевого гра-фа 2-разделиуо, ТО при вексеороа лт ~ 6 он
изоморфен графу СП [K~] ..

Доказа!ельет:во. Единственным В-вершинныы 2-раэделимым

rрафоы со ст~пеняuи веРПn1Нне меньше 4 является граф

K2.·(K~UК:!» • Рассматривая его в качестве окружения неко-
~орой :вершиныисследуе~ого графа, непосредственно у6еждаеи-

си в истинности утверждения ~eopeMЫ.

!eмua 10.6. Количество треугольников В-вершинного 4-0Д-
v. •....•..

породного графа не яревссходае 8. Сущест:вуm еояькц два та-
ких rpафа с ровно 8 !реугольвиками.

д'оказатедьство. Пусть t - число !fреугольников рассвае--рвваеяото графа, t - число треугольников его допоявиеедьво-
ro графа. Согласно приведеввой :в § 2 фориУЛ~t t+t; =C~-
-*'8-;-3= s. ПОЭfОМУ -ь ~! . Непосредственно 140ЖНО убеД11!Ь-

св. ч!о сущеС1fВУЮ! юлввс па веиэоморфНЫХ8-вершинных куби-

чеСКИХграфа без !реугольвиков. Их допсяниэедьнне графы ЯБ-
lШШСИ'ИСRОWDIИ (враведенв на рис.25).
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teopetm 10.4~···'ЕСJIИ;В·B-о;Цнородном связном графе относи- ,
~ . v

~1lъввe· ееепеви любых двух смежных вершин не меньше 4 и ОК-

PJжевии веех вершин БОJIееt чем 2-раздеJIИМЫ, т·') ~ сло вервив V

З!f()ро.rpaфа не превосходит 16.

Доказательство. Допустим противное и рассмотрим рассло-
евве Jtаииого графа G, '-

относительно ПРОИ3ВОЛLНОЙ его верmи-
на.

ПреДП.ОJlОЖИМ," чео радиус графа G ве меньше 3. Соглас-
но общей теории (n~IO.1), для любой вервины ':JE:. з~ Ys ('J)~

. 1

~ ~,~5'=3 • T~ как 9s2,<» ~"a(O(~») ~ э , !fos>S;('J)~ v

~ G • Это означает, что если веноюрая вершина '2.е:. З3 смеж-
на с верmиВО~"j ~ ~о'согласно :fСЛО:ВИIO. YO('j)(~)~l( и не-

равенсеву .~ s u s ('j) , 5 " o~a должна быт ь смежна. со v
2.. .} n о'( ) . .всева вервввави из 52. 'j и теы самым со всеми вер- v

шинами. связной компоненты Н rрафа G(S2,) t содержащей
вершину 'у ~ Так как ~S3 ('J) ~ 2. t ТО С' вершинами этой

компоне~ты смежны не _более 2 :вершин внояесева 5з.
Ес1lИ \ Н'1<1 t!O невозможно ооеспечие ь даже 2-разде-

яавосеь графа O('l.) ~:.'есл~Н'l = 1 t то Н должно fШ- V
литься 7-вершивныи кубическим графом, а ~aкoгo графа не су-
"ест:вуе!. Поэтому Н . является 8-вершиннъw 4-0ДВОРО;ЦНЫМ гра-

фом и совпадает с окружением :вершины ~ • Понятно, что ~акик
ае rpaфOJl является окрзжение любой вервина графа G ~PI V
,:всех его расслоениях SЧ=<;о • Согласно общей веораа,
'52.\~& , а ~81{ как IH"~\S~l t ~O 'S~'::8 и ,s~I:~.

·Таив обраЗОUt граф G содерказ 18 верван,
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У!rОЧНИМ строение rрафо13 G(S1) И G( 51.) , являющих ••
"""" vоп онружениями' двух вервин графа G • 11уОТЬх 3", J '1с За.

Как уже неоднократно отмечено. 9з,,(Х)'3 • fS., {'J} э .
ПОЭТОМУ

%<~>1: fs (',) =L. S>s {~) ). 6',.1,
JtE:. З1 2. -~е:.SL .,

откуда оледует, tr.ro при лвоых J(j'J S>S25oК) ~s.•(~)=3.

Обовначии черва GtJ ~I со r смежные о вераиной .х. верши- v'

ВЫ ввовеоява з~ . Таи как .PO(;t)(Gt)).!f ,НО9s,,(<Х)=З,
то G" - (~" 4.) J (CX,J с.) ,и, аналоги чво , -<;" э <~..о ),
<&Jc.) • Очевидно, вреугодьники (..x,Gt'~J:JC),(JC)gjc).x)~{.xJaJ~j.x.) "

~- (~K~e] - v
е,tщнст:венIШe7; одна вершина ноторых .х.. а' две другие принад-
лежа!!! множеотву S~, поэтоыу общее число треУГОЛЬН11КО:В, од-

на вервине коюрык принадлежит $1 , а две других SR,' рвв-
а - ~ - vно ,. = 24. TaKO~ же количеотво треугольников, одна верши-

на коюрыя приввдяежие S2.,' 8 две других S1'
Легко подечиееэь, что Н8ЖДЫЙ из графов G (5.,) , G (5.2.)

оодержит I6 ребер. Пус~ь ~ - общее количеотво их Tpeyronb-

НИКОВ. Тогда RоличеО~БО 'реугольников графа <; равно
t+ ~'''1'+1~2.li t + 80 . • Выражая их нодичесгво о по-
ыощью о~ноои~епьн~х отепеНеи омежных вершин (§ 2), получаем,
что оно не яеньве 96. Поэтому t~~6 • Ооглаоно лемме 10.6,
графы G( 51) и G (52,) содерааэ Ы8НОИ14альное воаможное

rr- . v
нолиqество треУГОnЬНИRОВ1 и поэтому они могут быть только v

двух указанnых на рио.25 ВИДОВ.

Так KsR вти графы получены при проиавольном расслоении



графа G , то окружения всех его вершин ДОЛЖНЫ принадле-,...
sать к" ЭТИМ двум :видам. l1епосре.пственным конструированием

легко лровериэь , что такого графа не суцесгьует , Поэтому~
~-- V

uo~eT быть ~pa~1YC рассматриваеыого графа больше 2, и
~ .иы ДОЛЕНЫ предположить, что ОБ равен 2. ..

Тогда ,s~t ~ 8 , 5з = ~ . в -;01-.1 случае эакае

~S2.(:x.) =. ~S;(~)-= 3 , но 5>52,(~)= S • Пусть t J! V
так же как и :выше,-общее количество треугольников графов

GCS,,} и G(S.2.). Аналоги:ным Сбразоы вычиоляезся коли-
чество ереугоаьнвков графа ~ , нозорое равно 1;-+16 ..•.2·24=

= t -t ~ Lf . и с другой стороны ··не.меньше 9I. Из этого сле-

дует, что Б графе G (520) ДОЛЖl~_ существовать _не меньше
19 треугольвинов, Однако :в графах G (52,) и G ( s~) ввес-

С3 ~з е имею-тся лишь g - ~·8 ·5~2=~6 треугольников. Это
означает~ что предполагаемый граф не может иметь радиу~ б~- v

v

v

v

лее 11. j1 t тем саыыв t числа вершин, превосхсдяаего 9. Полу- v
ч~нное противоречие и донаэывает теорему 10.4.
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r л а в а 4.

ЛОКАЛЬНАЯ РАЗЛОЖИМОСТЬ В КЛАССАХ ГРАФОВ

§ 11. Однорадные графы малых степеней.
v

I1.1. Кубические и 4-0днородные графы.

Непосредственным обобщением изоморфвости окружений
всех вершин некоторого графа одному и тому же графу являет-
ся !ре60ваниеt чтобы окружения всех его вершин принадлежа-
ли фиксированному множеству графов. В самом общем случае
любой граф удовлетворяет такому требо:ванию. Поэтому разуы-
во данное фиксированное множество ограничить, например,

---~ ----

условием, чтобы окружения всех вервив имели ровно р. вер-
шин.

При p~5 ивеее весго большое разнообразие окруже-
ний :верmин р -сднородных графов, однако ДЛЯ р~lt раз-
личные' р -верванные графы легко обозримы. важнейшим и!
свойс!воu являе!ся то, что, ВОЗЫОЖНQ при некоторых глобаль-
ных ограничениях, :вершиныс окружением определенного вида
вынуждаю! другие близко расположенные вершины порождать
специфические подграфЫ, с помощью KO~OPЫX можно охаракте-
ризова~ь строение всего графа. Для этого удобно использо-
вать локальные операции (§ 2). Целесообразность применения
операций в описании строения однородных графов малых сте-
пеней и плоских графов демонстрируют также авторы работ
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[34,70,711·
Рассмотрим кубические графы. Окружения всех вершин та-

K~ графов могут принадлежать только к 4.видам, изображен-
..~ на рис.26. Если окружение хотя бы одной вершины связ-
ного кубическогО·графа изоморфно графу ~~ , ~o он~вляет-

v
9Я.. .графов Кч t а окружение, изоморфНое графу К1•Кг. )оче- v

_видныв оораавв влечет не более"\- чем ~-разделимость зтого V
графа.Поэто~у справедливы следующие утверждения.

Свойство 1. Окружение ни одной лерmины 3-разделимого
-кубического графа не содержит ровно 2 ребра.

свойсево 2. Окружения всех вервив оздичвою от -Кч СЕ v
~ 13>-разделимого кубического графа coдep.~~~_.~e_60~~.e.О_д:fiОГО@- v
,~ "1~\ ра ,

.-
Легко видеть, что каждое I-ре6ерпое окружение 3-разде-

~MOГO кубического графа может быть получено заменой проиэ-
:вольн~й:верmивы-Другого 3-разделимого кубического графа

~~

треугольником, изображенным на рис.2? образом, который на- V

зовем операцией Т. Из этого следует такое свойство.
Свойство 3. каждый 3-разделимый кубический граф ыожет

бы!ь получен из графа Кч или из 3-разделимого кубическо-
го графа без !реугольнико:в с помощьюмногокра~НОГО_ПРWlене-
ния операции Т.

Легко видеть, что.2-реберное окружение вершины 2-раз-
деШrnJ6го кубического граф? порождает подграф, в общем виде
ИЗDбраженнЫйнарис.28. Поэтому любой ~акой граф може~ быть
~ОJ1учев заменой некоторого ребра H~ ыепее1 чем 2-разделимо- V
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го ку6ичеСЕОГО графа ЭТИМграфом. Назовем.ЭТУ замену опера-
цией ~ • Тогда имеет Ы~CTO следующее свойство.

Свойство 4. Каждый не ~eHee1 чем 2-разделимый кубичес- v
кий граф может БЫТ'~подуче,н .и.3 . ~рафа Кч ИЛИ из не менее! v
чем 2-разделимаго кубического графа без треугольниiов с по-
мощьюмногокраевого применевия операций Т ИК.

, .;

Далее рассмотрим прои~вольный связный кубичеСRИЙ граф,
не содерщащи~подграфов, получаемых после применения опера-
ций Т и -К к векозорому другому графу. Тогда 2-реберное
окружение векогорой вершины определяет изображенный на рис.
29 подграё, Замену ребра таким графом назовем операциеЙХ.

СВО:Й-СТВО 5. ltaждЩi связный кубический граф может' быть

получен из графа .K.J.t· или И~ связного к.у-бического-:·графа
без треугольввнсв с помощью многократного примененив 'опера-
ций Т, К их.

Таким образом, среди всех кубических графов особое по-
~ожецие занимa.k\ граф lK1t и Rу6ические графы без треуголь- V,;"

НИКОВ. Для описания последних определим операцию О, дейст-
вие которой состоит в замене произвольных двух ребер данно-
го графа непересекающимися простыми целями ДЛИНЫ 2 и после-
дующимпроведевием еще одного ребра, инциден~ного средним
вершинам обеих цепей. Очевидно, операция Т является спе-
циадьвыв случаев опера циа о.

'С помощью перебора не60ЛЬШОГОколичества различных
случаев легко МОЖНОдоказать следующее свойство.

Свойство 6. Любой ОТЛИЧНЫ~ от K'f не MeHeet чем 8 - v
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рааделивнй ( ~) 1 ) кубический граф оеэ треугольников МО-

:::.ет 6ы~ьtJолучен из другого не менее, чем , 8 -разделимого Уу

ну6nчеекого графа с помощью однократного применения опера-
ции о.

Следствие. I1 Все 3-разделимые :кубичеСI\ие графы и
то11Ь:КО они МОГУТ быть получены из графе Кч с лояовьв
многократного применения операции о.

2). Все H~ менее,\- чем 2-разделимые кубические графы и v
только они могут быть получены из гр~фа Кч с помощью
яногократного прииевевая операций О И К •

3) Все связные кубические rp~фы_ и только ОНИ могут
быть получены, из графа Кч с помощьюмногократного приве-
вении операций О) К их. ~-~---.-- .-

- ~-

приыечание. :ВЫ-е'стообщей операции К можно всспольао-
~а~ься'е~, ~~~ случаем, заменяя ребро соответствующим V
6-рершипным~подг~афом (рис.28, вершины I,2,3,4,5,6).

!Лff' получения всех вышеприведенных свойств мы поступи-
ли СлеДУЦJщим·образоu.Вблизи окрестности некоторой вершины
нашли аекоторый однозначно определяемый ею подграф исследу-
емого графа и заметили, что после его замены меньшим графом
получается другой граф, обладающий таким же свойством (со-
гласно сказанному в § '2, такая замена является операцией
разложения, и ее применение в данном случае сохраняло неко-
торое свойство разлагаемого графа). Поэтому мы могли сразу
определить соо~ветствующие операции построения, с помощью
KO~OPЫX описать строение исследуемых графов. Понятно, что
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п:i , ,: -_···~·C:ьБЫ ив vевеепоJШШI, есЗIИ бв JIЫ огра-

~~Cь'- :~апко';~fIeрациВ1lИ рааловевая, ПDЭ'lОUY. далее при-

щ*с:В' ввевнс такого описания расоваериваеявхграёов, ~/
на рис'зQ цриведенв все 4-верmишше rрафы. Если окрг-

вевве BeKo~opol :веРIПИ1Ш?4-0ДВОРОДНОI'О графа содержи! не 60- v
. "'-

аее 2 ребер, ~O пасхе удакения этой вершины вмеске с инци-

JleB~~ ~ ребрап'Х"'оМ'а:вmeilyся графу можно так дооа- :,V
ВИ~Ь 2 вовых ребра, Ч!обы опяеь поJIYЧИТЪ 4-0ДН-ОрО;ЦНЫЙ граф.

При ПРОНyJlеРО1Jании _вершив окружения удаляемой верmины't как V

поваааво ва j)Ис.30, вовывв ребраuи могу! БЫть, вапривер,

ребра (1,3), (2,4). Так ~ожво пос~у~ъ до тех пор, пока v
окружения всех вершин похучевного 4-0ДRopoднOГO графа~:ка- V

~у!ся свяаяывя ИЛИ ИЭО1l0рфНШIИграфу K~uКз • Строение
.. - - ~

свяввнх всвпояева ч-сдвородаог» граеа со СВЯЗНЫМИ окруке-

НИЯМИ всех вершив полностью описано в § 9. Поэтому иссле-

ltYelf !8.Кой 4-0ДВОРОJUШI граф, весвязвые окружения вершин

1tо~ороroИЗСJlОрфНIi rрафу К1UК~•
- , Очевидно, ec~ мmшА граф содержи! ваоёравеввнй- на V

рис.Л подrpаф. !о все виу!ренние верваяв последнего 1I0ГУ!

б1i~ь аавевевя опой, CJlеиноl с вереяваяв I.2t3~4; !-ем са- 'у

IIШI по.п1чiJ~иовъtl 4-0JtиороJtныl rpaф с кевЫIIИ1IЧИ.CJ!OJI вер- V

пв. IЧИ!I:ШU, Ч!О все весвяавне окружении Р'SCCJfа!риваеlfO-
ro rpaфа пет ПА K.U К-у,- црешсаагая, чrо ПОД1'рз- v
ф~ I"зображ.евшп' на рис.л, БU1Iblll~ вее , вегво ПО1Q'ч:ае.,

Чf.O ВC~ еваавве JrOJOЮВеив DXOl'O :rpaфа, ара ПО~

1\ )2. t ПО8орфввJ[onaэцD c~[к..,-t<.. J К ~ к.. I 1<..,



K~)".) К4, К1, KJ, где С~n. - просюй Цикл длины 3",.
Фраruев! подобной композиции приведен на риС.32.

Тем С8МШ1 получено достаточно полное о~иса)~е строении V
4-0ДНОРQДИЫХ графов с использованиеы понятия азложимоет •

v

v

I1.2. lIJIоеиие однородные графы.
~

хак вавесево , для яюоого плоского графа т~n р.:" 5,
где (p~) - набор степеней его вершин. Поэтому требование'-ппанарности однородного графа ограничивает его степень чис-

v

ХОМ 5, И для таких графов естественно использовать подход
n.1I.I, основанный на рассмотрении окружений вершин}с целью у

--~- -~--

приuенеиия·операциЙ разложения.
ВСе результаты, полученные о кубических графах, непо-

средсжвенво приложимы и К плоскиМ кубическим графам, что
обусловлено простотой приuевяеuых операций. Однако изучение
плоских 4-0ДHOpoДRЫX графов требует дополнительного рассыот-
рения'В случае.2-ребервого окружения, изоморфного графу

К1U (к,.К2,).
Такое рассмотрение uожво провести в следующем порядке,

rде каждое отсутствие векоторой вершины или подграфа с опре-
деленным свойством означает, что уже найдены удаляющие их
операции (во ~cex сл~чаях они находятся тривиальным образом).

1) Предполагаем отсутствие вершин, окружения которых
~~?

'изоморфlШ nю()оuу !4Э первых ~ графов рис.3D.

2) Предполагаем отсутствие подграфа, изображенного на
рис~3I•.

v



3) Рассuа~ривае. вершину, окружение которой изоморф-

110 I'J?ilфУ К1U (1<,,' К2,) , и ваходинспецвввьнвй подrраф V
(рис~33).

4) Предnолаraе~ ОТQутствие по,дграфа, изображенного на

рис.33, и находим другой специальный подграф (~ис.34).
5) Дополнительворасс.мотр~в окружение К1U К3 '

прихоJtИ~ к ваоёраяеннввг на рис.35 подграфу , который ) одна- \1
oS;CJlcl..1l4~ei '

КО)Bxв~ суще.с~во;вавиепереmеЙка, что невозможно' в 4-0ДНО- v

ром о,. rpaфе.
Эrи. ваверваееся обзор всех веовяанвх окружений вервив

=OCK~ГO 4-0ДВОРОДНОГОграфа. Каждый такой граф с помощью

приuевения соотве!ствующих операций разлО/Женияредуциру-

е~ся к иеко~орому плоскому 4-0ДВОРОДНОUУ графу со связными
v

, - ".ОRpухе~ями всех :вершин. Связные коыпоненты последне~о иые-
Ю! описанное в § 9 простое строение.

Вопрос о существовании подобных операциЙ·для плоских

5-0;ЦBOpOдm.lX графQВ оказ~ается гораздо более СЗIоЖНШI. Не-
••.....•.

см,отря на !о, ч!о по сравнению с произ:воЗIЬНЫU5-0ДНОРОДНЫМ

~афо" разнообразие окружений вершин плоского 5-0ДНОРОДВО- v

ro Ppa~ зиачительно меньше, э!а проблема нами не решена.
()двой из причив за!руднений яв.nяе!сs О!rСУfс!вие ВОЗUОDОС~.

удапевив ~очно О~ОЙ вершины' чес приводи.! в иеобозрИJIОМУ

.ио&е~ву различных епецвааьввх подграфо:в.
Таи вак в вовввввей си!уации правомерве ояидаеь даже

МСУ!~цЙ' aeJIaeuol свсвевв операций, ~O дJIЯВОЗIlQЖИОl'О JtQ- V
ваааееяьсева MOrot. веобхоДDО даmшй вопрос пос!а:впъ :в v

"
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фОРU8"Iиэоваввоu виде. Такая формализация лривсдие к раавв-
~Иl) !ef)РИИt рассвоэревной в следующих парагр.афах (а также

в [А?]). Внутри 'ЭТОЙ теории удается получит~ не менее ИВ-

!ересиые самостоятельные результаты.

v

§ I2~tСИС'fеJlа пон~ий локальной раЗЛО1!GШоети. v

в предыдущем параграфе показана возможность определе-
~ v

пия для графов некоторых K;JIacco» операций разложения, лей-

ствующих в непосредственной близости некоторой вершины и
. .

поэтоuу характеризующихся локальным действием :в графе-опе-
ранде. Наряду с нахождением системы ~аких операций) выделяв- v
СП специальный подкласс (ядро) данного класса. к графам ко-

. . .
!орого. редуЦировались остальные графы. Необходимость подоб-

. .

ных исследований обусловлена большим количеством вопросов
теории графоВ, связанных с рассмотрением графов как элемен-

. (~ С) V
!ов различных классо~пределением всевозыожных операций
над ними. Обычно эти операции должны в данный класс внести

. Зlt Jупорядоченность и дать возможность построить, не выходя ~y
ezo У\tЛlМt1

~, из нескольких базисных графов оетальдые графы со все
. воврасеащим числом вершин. Класси чеСНИМИ примерами этого

?\ являются оп.ерации B.~aTTa [73] для не иенее,,\ чем 3-связШlX VJJ .~а~деJIИМьtX) графов и .операции В.К.Титова [28] дЛЯ!.Н. не-
'разделиuых графов. Примечатеnьво~ что при определении таких
операций ДЛЯ изучаемого класса всегда необходимо рассмо!-
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реть и обратные им, разлагающие операции. Разлагающие опе-
рации ПQЭТОМУ являются истинным средством выяснения струк-
туры графов и донааагельсзва возможност~ операций постро-. V

енив. Это позволяет считать их особенно важн~ми и рассмот-
реть :в кач~стве OCHOEHJX~. Правомерность такого в{гляда убе- v

дитеяьно демонстрирует материал предыдущего пара графа •
Для любого графаG обозначим через р (G) наиболь-

шую степень его вервив. Если А-подграф графа G t то вер- V

шинымножества

.IG (А )cl~ {а..е:. А '13.x.e: G'\А' ( G"з (а,.х.» J

назовем граничными вершинами подграфа А.
Определение 12.1. Одвоместная операция- CJ над графами

называется элементарной операцией воздействия. если ей сопо-
ставлены два фиксированных графа S и Т с помеченными вер-
шинами "\J'••• 'V''l, ••• -J"t'f". У графа б , .,.}"I WL) •• ' J Ww,. ~ у v

) ). "'L.графаТ ~ ~ m~n...( \s" ", Т'\)) и для данного {'рафа V
~

(; ее действие состоит в следующем. 1) Находим такой под-
граф Д графа G , который изоморфен графу S и множес-
тво граничных вершин которого является подмножеством мно-
жества {а..•.•а..а. J .'. J ~'t. J t где вершина a~(i :-1J2J" .../t)
соответствует при данном изоморфизме помеченной вершине ~
графа S . Если такого подграфа не сущест:вует t то операцию
W .считаем не определенной ддя графа G • 2) Конструиру-

ем тапой граф В t что спв' = fG (А), ВС'\) Т и при



вершине ел.: Е: ·В' с сотъст ст вует

лсчеченвая вершива I.J'~ графа Т . Граф [(G'\A')UB',
(G"\ л'l)u· D"J считаеи г,«t-\ D _il... 1> результатом примене~ия операции """

к графу G.
Граф S назовем удаляемым графorл{ а граф Т·-заменя- VV

кшш графом операции со • Обозначим через со (G) множес- v

ТВО всех графов, получаемых из G приаевевиен процедуры t

описанной в определении 12 .•1. Снааем , чт о операция U.) оп-
редеясна для графа G в классе ~ J ~если GE: '5- и v I!

~ n сл)(G) =J. >гf , ,} не определена в противном елу чае. v
Лля множества операции Q ПОJWЖИU Q(G);= U w(G). V. . Qef <.V€.Q

Определение 12.2. Элеrюнтарная операция воздействи я
называется элевентарной операцией разложения, если для ее
удаляемого графа S и заменяющего графа lГ имеет место не-

равенсево \T'\~\S" , И при IT'I=\S'\ также

{Т"l <, 5"\.
Определение 12.3". Элементарная операция раЗЛОi:\ения на-

зывается эаенсвэарной операцией локального раалокения 9 если
ее удаляемый граф свЯЗный.

Определение 12.4. Пусть ~ класс графов,~ - сис- V

тема (мнозсство ) элементарных операций раэлоаелия .. Mno,iec-
ТЕО тех графов из ~ , для которых в классе ~ не опрсделе-
·на НИ одна операция ИЗ.S6 , называется ядром класса '& и
060ЗНэ. чается через ~O.

Следствие. Пуст ь '& - класс графов, ~ и ~o - ука- V
занные в определени~ система операций и соответствующее V



ядро. Тогда,- если ~ \ ~o :f. Ф ,то для каждого графа v

Ge: ~\ ~o существует такая конечная посдедсвателъ-
восвь графов из'5 G.•,G2. о •• , G ,что G",e:Q.(G)) V
"ке: {"'J 2..')"') ,,"-~} (Gf<.+~е: (Gf()) и Gn.Е: ~o.

Это простое утверждение выражает наиболее важное свой-
'CT~O рассматриваемых классов графов. Далее изучим специаль-

Н&е их разновидности.

Определение 12.5., Класс графов ~ наэываезся классов
nокальной разложимости, если существует такая сис~ема эле-
MeH~apHЫXопераций локального разложения &2J , что- для :каж-

дого натурального числа n. множества {Ge: "50 , Р(G), \'t }

и {wе:~\;ЗGЕ'5(р(G)~n' & (Л)(G)n,&~~)J
вовечнн,

Примечание. Если в определении I2.5 вместо системы
элементарных операций локального разложения rpe60BaTD сис-

тему.элементарных операций разложения, то соответствующий
.: .~
..класс .графов можно называть классом нвааияональной разло-,
жиuости. Возможны И другие расширения на\ей системы ПОНЯ-

!ий.

v

v

Три:виальныы образом класс всех полных графов нвляеf-
СН классоu локальной раЗЛОЖИМОСfИ.

Г Теорема 12.I. Класс всех О-графов с четныу числом

~Be являе!ся классоu 'локальной ра;;~и~~ти.= ;
Доиазательс,во. ДеЙСТВИfельно, удаляеuый граф вю60Й

зnемен!арной операции локального разложения, определенный
для О-графа, »оже!' быть !'ОЗIько графом К1• Поэ!оuу в квас-



се э ,-образованноu О-графаыи с четным чтсяов 'вершив, не-
возможно- опредеяизь ни одну алевенеаряув операцию ловаяь-

ного равяояеввя, т .е, ~ =ф и '50 ='5 . Но !ак как
степени' вервин всех графов этого класса огрвначённ числом
o~ и. таких графов бесконечно много, то беqконеЧmыu явлнет- v
ся внокесево {Ge:'50 \ p(G) ~О} =~ ~,что против 0- "

речит требованию определения 12.5. Теорема 12.1 доказана.
Примечание. qчевидно, класс всех О-графов с четным

числом вершин является классом Rвазилокальной разложимос-•

Определение 12.6. Класс графов. ~ _называется кяас-
сои конечной локальной разложимости, если существует та-

. _. - ~- -

кая. вонечная система элементарных опереЦИЙ,локального раз-
ложения,~ , ~o ядро "50 также конечно.

св~зь:uежду понятия~и класса локальной разложимости
и класс~~онечной локальной разложимости У.ллюстрирует
следующая теорема, непосредственно вытекающая из опреде-
лений 12~5 и 12.6~

Теорема 12.2. Пусть степени верши~ графов класса ло-
кальной разложимости не превосходят фиксированного числа.

. ..•. t .. '(\ .

Тогда данный класс является- также классом конечной ло-
кальной разложимости.

Следствие. Понят~е класса локальной разложимости
для OДH~POДНЫX графов фиксированной степени эквивалентно
nОНИТИЮ класса конечной локальной разложимости.

В дальнейmев попятие элементарной операции разложе-
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нин будет являться фОрJалъньш средствои, служаli~М единой
ОСНОВОЙ подхода к иэу чаеной проолепе , а к ГРJ.фСШ наядого

класса буды., приленят ь операции более ЕЫСОНОГО уровня,
ориентированные на использование конкретных СВОЙСТВ.

r'\ гv v
Определение I2е 7 е Пусть i::з~ .- инохество элезенэарпых

операций воздействия ((локального) .раэхокения ); Одноисст-
ная операция w над графаыи называется операцией воздей-

СТВИЯ «лональпого) раэложения ~ если для наядого графа G v
ее действие состоит в приыенении R G некоторой опера~

ции из ~ и объявлении полученного рееувьгага результа-
том привепснив операции (...), т ,«, полагаев w(G)cl~t
=Q( G). Будеы гсвориг ь , что ннсаесзэо ЭЛС!.ieнтарных

операций Q соответсъвуез операции со •
Приведем несколько приморов операций локального раз-

яояения, Очевидно, такой является операция удаления реб-

ра данного графа, поскольну она сама непосредственно яв-
~

лястсн элементарной операцией локального разложения с
~

удаляемым графо», и зоморфным графу К 2. , и с заменяю--
ЩИМ графом t иаоморфныц графу К2,.

цокажек , ЧТО операция удаления лроиэвольной вершины

данного графа G 13ыесте с инцидентными ей ребрами и с
послеДУЮ~1М проведениеы некоторьх новых ребер между вер-

шинами ее ~нрузения танже является операцией локального

у

v

действия ~ОЖНОреализовать с поuощью лрименен~я, 8лемен-
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'v 1.~~ q
ниец нессходимах ребер 1{ rpa~)s 0G (.х.) ,~~ все ••О,

огличвые от х, вершины так помечены, что налдая вервина
янокества т' = о; (х ) Ю,18СТ таRОЙ же номер и в графе
_. ~ ~ v
ОG (:Х:) • Таюш образом, каждое КОИХ14етное удаление вер-
п.ны данного, графа вместе с инциденгвыми ей ребрами и с
последуюцим добавлением некоторых новых ребер Б ее окру-
=ыши реализуемо применением некоюрой элеыенгврной опе-

"-рации локального разложения. Это,в соответствии с опреде-
v

Тt8ниеtl 12.7 означает, что данная операция является опера-
цией локального разложения. Заметим, что при желании ыы
иогли бы ~ривиальным образом считать удаляеuым графом так-

Ее всю связную номлоневту графа G , оодерхацув вершину

х: , а· эаневяюциа графон - эту же компоненту без веРШ1- ны

.:h и с соотвеэсзвуюиин, реораыи , Подоопыви рассуаденияни

;.:О~~ШО пснааать, что замена ПОДХОДЯЩ1"М графом любого под-
графа или чаС!rИ данного связного графа также является
операцией локального разложения. Оддако всем таким опера-
цияз обычно соответствует оесновечное множество элезен-
тараых операций, среди которых мохет окаааться и бесконе ч-
но 1'НОГО тривиальных, в смысле выиесиааанисго за!,{ечаНип~е[ ;1-1~O()J.I

.,~ ~

и предназначенных тольно для от дельннх графов. Гакие опс--- "--'-'-----.
рации не позволяют выявить более тонную структуру изучае-

иых графов и не являются поэтому интересными. ДЛЯ их
устранения вводим дополнительные ограничения.



Определение 12.8. ОПерация воадейсзвия «локального)
разnожения) называется опера.циеЙ конечного воздействия

((JIокальвоI'О) разложения) •. если соответствующее ей множес-
!во э;nементарных .операций вовдейсевая (локального) раэло-

веввя) .,онечnо.,. ~ v
Поsя!во, ЧТОУД~Аение ребра нвляетсв также операцией

ибkечноI'О Jlокальвого разложения. другим примером служит
Qперацив удаления вершины фиксированной степени с после-
:~I~J,!.добавлевиеJlR~А~ОРЫХ НОВЫХ·,ребер между вершинами
. . . _. . .' >__~':'.~,~:~~-~~7~;~~·~·.~:~i~.·~~', :-:. . . ...~~~~.""\. "
окружения удаJlяеJl·аl·'.~.·Jщ. ·:·'6011ее ·с,ло~'·"::':,L..:примеро:u явля-

. . . ·l':,;·_·t!,'l~: «; ;" ~.

е!ся операция удаленив.~ граФовдааво,,,. '" . асса одво:вре-
.",.,"'1;.. ";., ~_ .

• вино Д!ух вершив фиксированной степени и Raходящихея на

етравячевнов раесювввв друг от друга. Если еж и & уда-
~ . . - . ~ - . v

вяевые эдесь верввив графа G ,а (Q..lJC.1J:La.J •. ' J ~n'J g )
- врs!чзйmая прос!sя цепь, соединяющая их:в (; , !О:В ка-

1еС!ве здахяеuого графа соот:ве!~твующей элементарной оп&-
J~8ДИИ.аокавьвого tразложения В этом случае веооходивс рас- v

'смо!ре!ъ подrраф, порожденный мвожеетвоu :вершив \ v

O'G(а.) U (1G (~) u{.xz,)Х3 J ••• ) :t.n.--t} • ~
в ~.пьвеЙmеw мы используем только операции конечного

~~оиального разложения, ПО из-за проето!ы сущлений ие бу-

-:дем каждый раз спецваяьно осеававявваеьсе на докаааееяь-
С!вах ~!ОDOИХ. своЙ~ва.



§ 13. Itnaeeы 'JШRаJ1i,1I01~j}aЗJ1~lIаё'J:в,
·L

1:80р,е»а '13.1.' ItПасс всех графoi явяяеесв классов ко-
, .

. . ~.i
' не 1QIаl J[ОК81lЫIО! ра;3J10itИU ОО'fИ•

. . ~.

, ДОRаэа!еJJЬ~ВО. IIyс~ь cJi -операLЩяудалеНИ1J;;реб-

ре, (J2;' - операция ,lдале1lИЯ изолированной -веряинн, Обе
, ,

операции sвJ1.SИСЯ'эJ1емен~арными операциями локального раз-
Jl~еВИJ1t ,И дЛя' кавдото rрафа, отличного от А t В данвоя

. . -. . .
классе опРедеn6ва XO~B бы одна из них. ,по~оыу при
.Q,:={<A>4:J'Wir) '!10 ={Л~,--и выполняются требования t Vv

ОnреАежекии 12.6. Теорема 13.1 док~зана.
, '!сви :в качестве операциа (,.)~ ваяеь операцию удале-

. - _. - - - -

нии вервавы степени 1'. ес !акже вепосредсевевво воввс дс-
,~a~;!fi ._~~е,ДУJ)щее~~~ерждеm.е.

,.,<. ":',:!еореМ8 13.2. КJIacc всех свяввых графов является
-; а . ,. ',: '-.',

" ::П~С~ОIl·~~С!Иечнойвокаяьвов разложимости.

, Подходящие. сисжемы эхеuевтsрных операций лохального
раЗJIozецв аегво кояво определить также для классов всех

" , " , ,-
~rpaфОВt всех пассвих графов, всех вепаоских граф~ ИЛИ, Yv
(tдример.дnв ихассавсех графов без fреуroльвико:в. ВСе
":~'~.".,j .' .

a,fИ'КJ1ЩССЫоиаЗЫЕаися классами конечной локальной раЗJ10-. '., .' -.

uuос~и,.~ИRfереСВОt ~o ядро класса всех веаяосквх rр8фО1S
~

\ ~ '~~С~~!J;~I"}~РЩQО:В Ks, и К"З. v

~ ., iTeQ:'~M~::;~3~.3.Класс всех однороднвхграёов фиксиро-
" " "

BasНOI с~епейИЯВJlяется классоu ковечной локальной раэло-
ПUОС~ ••

v
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Доказательство. Обозиачив через р степени вершин
графов данного класса, Дусть<'v., следующая операция над
р -однородвыми граёави , Удаляемиз данного графа G та-
кие две верявны ~ и& ,расстоя~ие между ноторыяи равно
4, и Р новыми ребрами вак соединяем вершины из Q'( а.)

с вереинами из.' О'( ') , чтобы каждой вершине из O'(a.)U
.' .

uO'{t) было инцвлевгво ровно одно новое ребро. Если та-
ких вервив .~) ~ "''8 существует (диаметр графа G. мень-
ше 4J, Ж? ОFерацию\;':Ы.. считаем не определенвой для это-
го графа. Понятно, что если ввозество W., (G) непус-

то, ео ОВОсодержит только р -одворсднне графы;. а опера-
цИЯ W., окаанваееся определенной и в классе р -однород-
вых графов.'

'. -~- ._---- - -_.- -- - --

Пус'ть ~ - операция удале1J.ИЯ свяаной компоненты с

v

~aмe.fpOY меньше 4 из веовяаного р -сднородвого графа.
Эта·: операция также определена в классе р ':"однородных

·графо~,." "
Операции W •• и (,J2. являются операциями конечн-огifло- "

о .

кавьвого разложения t поэтому множество ~ t сосеоявее иа
соответствующих им элемент-арных операций локальною раз-

аовения, новечно, В классе F -одаорсдных графов эти
операции' веопредеяевы только для связных .р, -одаородных
rрафО8 с диаметроu меньше 4, а такие графы образуют K~
вечное множество (ядро). Теорема 13.3 донаэана,

Следствие. Класс всех однородных графов является у

классом локальной разложимости.
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Д;fi'tQЗМ'еJIЬСТВО. Пусть Q <р), ~o (р) - вывеопреде- v
~

Л~.~ 5Ласса р ~OДHOPOДHЫXграфов системы операций

щ; .~ с оным укаэавиемчиояа р.Положим Q=
=осп &\(р) j\ ~o = U ~o (р> • Легко непосредственно
р=8 . р=о ~

~tI ЧТО ~ И ~o удовлеТВОРЯЮfтребованиям опреде-
~еви- ~. ffледствиедоназано.1- . .'

~etilJeR· 13.4. ~,~Jrcex полных графов не является
ИDSссgr иовеЧRОЙ локал~lразложимос~и.

," "~ЬCTBO. Допустим противное t что для класса
'\.

lн:ех •• -, rpафов сущеСТВУЮ!rконечные системы Q и ~o '.
- - - --- "-- "- ~-- _.-. ~- - ---- - - - '---- -- - - -- - ~ -- - - - --~

lA.~e треёовааияя определения- I2.б. Из конечнос-
!2'И '''58 - cв:e)ty6T t что для всех полных··графов--q- дО-статочно

- . _. _ ..
-< - ~--

ба1IЫМ*1II!'ti2Qы-верШии:в'их К11асое опредеllены элементарные
О$~~~ЯЬНОГО р~зложения. Степени непомеченных вер-

• • - _О.

шmt;У:ЛS1Шe1Пiх·графов:в-c.erда равны степеням соответствую-
~х;,-~еJ1!П1Шfв, rP~фах-алерандаХt а для ковечвой системыО ~
~И' Qt:ЕШеu.ограничеmс13 совокупности. Из этого следует,
чтq к п·OJ1i!ЩtррафаМс достаточно большим числом вершин МО-

r,YJf БEIf~цр~нm~НЬt лишь тани~ операции, у которых помечены
все :в,ерШШlJiL РaJ1Яемых графов. но та.кие элементарные апера-
IG.!:И 1!окuцоrо~разложения не уменьшают числа вершин, а с
ПОUО-ЩЫО. уд:aзr:енияодних лишь ребер нельзя 'из пслвого графа. .

П€lQЧИТ'. дру>гой полный граф. Таким образом, в противоречие
~~RйО~У, для бесконечного множества полных графов в
вхаааеее ке может быть определена ни одна элементарная

"
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:операция локального разложения. TeopeMaI3.4 доказана.
Следствие. Класс всех однпродных графов не является

классом конечной лодальной р~злож~мости.
. . .

Доказательство. Анало~ЧIIО предыдущему, в случае КО-_.~ ;.

вечности используемой .системы элементаРнЫХ операций 310-
.. ' ..... ..' "-

Rального разложения\ К. 6ес~онечномумн~жеству полных гра-
фОВ не прим~~има ни одна операция этой системы, и600ДНИМ

лишь удаJlеЦlо~еыо~личного от О и ограви ченвого чиела ребеРt
юаьвове вовечвого числа полных графов можно получить
одвородввй граф. !аRим'образом, '50 'должно содержать бес-
конечное подмвожеетво, что невозможно, если оно конечно.
Следствие доказано •

. Теореыа' 13.5. Класс всех связных однородных графов
-- -- .~- ---~ - -.

фиксированной степени является классом конечной локальной
'разложимости •. "

Доказа~еJlЬСТ:ВО. ПусIL'Ь Р' - степень вервин графов
'данного класса, GV- операщ~я ~~ t определенная в дока-
авеельсеве теоремы 13.3. Пелояив ~ равным множеству ) v

v

v

элементарных операIJ;ИЙ'локального разложеН:ИЯ,соответствую- v
щИХ W) и докажем, что для любого связного Р -однорсдно- v
го графа G с радиусом не менее 4 множество си(G)
содержит связный граф. Этого, нан легко :видеть, достаточ-
ао, ~O~Ы удовлетворять требованиям определения 12.6.

Очевидно, необходимо рассвотрет ь только случай, кот-
да у~лен~е вервин а 11 ~., нахсднщихся на расстоянии 4

друг от друга, нарушает овязНость. Так кан вое вершины



, r- ~
:.аЕНОГО гра.,е однов рсвенвс не являются вервинами сочлене-

r"ния , то вершгну а можно выбрать ган ~ что ее удаление
связност{ не нарушает. Пусть граф С;1' получаемый удале-

ние•.! из графа G· вершин о., @> ,несвязныИ. Ясно, что
~iСЛО его связных компонент не лревосходит р , каждая
вочпонента содержит вершины множества 0(; ( ~) ~, неко-

торые компоненты содержат вершины МНОжества 0G (а.) •

ПОЕажем,jчто в графе (;1 можно так добавить новые ребра
vсогласно действиям операции. GV Г' чтобы восстановить связ-

ность. Действительно, проведем первое ИЗ новых ребер между
, о'проиэвоаьной вершиной множества -. G(ct)--- и такой верши-

пой И~ 0G (~) , которая ПРИП~.щIеЖ!1Т _~_ другой связной.
компоненте, ТаЮ1МОбраЗОМt получится одна новая ·связная
компонента, а общее их число уменьшится на единицу. дей-
ствуя аналогично, проведени~наждого нового ребра уменьш~vv
~1СЛQ полученных связных компонент, и так нак в начале их
Rоличеетво не превосходило р , то не позже проведения
( p~~ J-ro ребра, получится в точности одна связная КОМ- v
понентаr т.е. связность всего графа будет восстановлена.
Остальные новые ребра добавляются произвольно. Теорема

13.5" доказана.
В занлючениJrпараграфа приведем наиболее важный лри- V

мер "класса конечной локальной разложимости.

Если вершины ~ и у некоторого графа таковы ,
что 0'('1) с.О'(Х) t то 'i назовем внутренней вершиной

окрестнос~и вершины ~ • Каждая вершина является внутрен-

v V

v

v

v

v

v

v
v



ией Е СЕоей ОКР8С!НОС~И.

A~MMa I3.I. Еспииз не менее! чем ~ -разделиuого v

графа 'удали!ь ~ce виутренние вершиныокрес!ности некото-
рой вершины и-между оставmимися вершинами э~ой окрествос-

~111ПРОЕес!и ~овнеребра :цо- образования по;ппо~о подграфа,

то снова полуtiml не U6иее"t- чея З -раз,целимый rpаф. v
lОRаЗ8теВЬС!ВQ~ Пус~ь.~~ - НОВЫЙграф, полученный

'" ,О(j~~е.с)V16л.е\-![.Аеv'1
ИЗ .:4ВИИОrorpaфа _'0"- _ ' указанВЪtх в лемме дев- vV

с!виl, К - возmilmи. ::\ И Э!ОIl ПОШlЫЙ подграф' _фа G.•.
" ..." ,с·:'· '_. "';*, ,._

-Необходимо рассжирееь вввь сягчай, когда об:,.; Фа',':-':'G и
G., вевоявве, ПQНSТВ~~ Ч!О вершины rpафа с;;' '~(-B~~;':~~ГY!

прива,цlIеzsть разлиЧRblU связным компонентам rpафа

G.•~G~\ Н) , где Н - некоторое ваияевьвее равдедяе-
.ее мваиес!во rpцфа (;.. • Поэ!оuу существует ~aKaH свнз-

вая ковяовевза графа G", (G~\Н) t коеорав не содержи!
вервав rpaфа К , а так как удаJIЩые вершины.графа G V

соедввевв с оС!а.nьВШIИ 81'0 верванава !ОЛЬХО через верваяв
, • v

. rpaфа :К , !О ввояесево Н явяяееся разделяюЩИ1l ~ожес-
!:ВО•• див ~фS G , т.е .• \•.•\ ~ ~ • Э!о ;цоказы».аеlf 11е1l-

11)'.

!еllма 13.2. Есп степени B~ex вершив не lIeBe~ чеа v

S -Р88J(8~nГО графа больше 8 ' !О :в э!.оu графе сущеС!~у-

,9 ребро, У~Зlевие коеорого не варгваее не MeHe~ чем а - 'У

~ра8де-JIиJIО~Ъ. -

.J10иаза~eJIЪС2Ii~ Э!ОГО~·!:веридеВИfJ, СФОp1lупроиавиоro

в иееущеcnевво о~пчаlШ(еUСfJ виде, содеPU!rсJt,'~ПРlDlеРt



в рабоже [20]. , ~
теоРема 13-.6. Rnасс. всех ве менее.,. чем 8 ·.•раадеяв-

wx rpaфо:в при фиксированном 5 ) о· является каассов ко-
) i

вечноl nОкалЬНОЙ разложимости.
Доказательство. Определим

"

v

следующие ~e операции KO~
«-:

вечного яокадввсто разложения. Пус!ъ cu.. -удаление реб-
ра, CY~ - у~а:nевие вершиlШ степени 8 с посnедуюЩИII

проведениеu всех возuожных ребер между вершинами ее окру-
жения до образовании по~ного подграф8. Приuеневие опера-
ди. ~2.. к не lIеиееt чем ~ -разд~ому графу яваяееся- ~
специаnьвнм случ~еu действий, определенных :в .nемме 13.1•
.Поnожим ~ равным множеству элеыентарных операций ло-

.-- --_ .._-..,-.~-- . ~ -

вааьвого разложения, соотве~С!вующих операциям cJ1 и !.Va,.
Так вав.в СИЗIy JIeUM 13.1 и 13.2 для nюбого ве lIeHee~ чем v

3 ,-ра~деJiиuого rpафа G , содержащего более 8, вершив,

Q.(G). содержит хотя ~Ы один не менее\. чем 8 -рааде- v
ЦШii! rpaф, !О, очеввднс, '50'" {К4, К2.)'" )KSJ и поиу-
чевв конечные сис!е~ы операций и графов Q. и ~o, УДО:В-

це!воряющие требованиям определения 12.6. Теореыа 13.6

у

доказана •.

'§ 14. Jfокальная раалокввссе ь ве менее,- чем 3-раз- \(

дехимых rpафов и их веплаварнос!ъ.

Поиsжеu, как, используя реЗУJlьтажы предыдущего пара-
rpафа, можно Доказа!ь известную теореыу Повтрягина-Куратовс-



10'2.

кого. Специальную терыинологиюиспольэуем в обычном виде
(согласно [15,29)). Предположим, что все рассматриваемые
П1IОСRие~а.фы>.Уже правильно нарисованы на плоскости •.

Обозначим через ~ класс всех- не менее, чем 3:'-раэ- v

делимых графов. Пусть <.J.., - операция удалеНИfl ребра,____ v

.;~-a.';" операция _удаления' :кубической веряивы с последуюцвв

-:i6~а1ленnем необходимых ребер между свеввнна с .нейве р-

шинами до образования tpeY-ГОЛЬНИRа.

ЗIенм-а14.1. Если граф G1 изоморфен графу Ks или
содержит часть, гомеомо;>фнуюrрафу .к~"з ' то такую часть
содержи! также граф с t для которого G1e: {VJ",., w",~(G).

Слеl!U~ очевидна, -/ @
11е13ыа.14.2. Если графыG .•G'1E:. "5 таковы, что

G'!I·e:.~1-(G), G - непаоский, G1 ~ ПЛОСRИИ,-'ТО' или .
G ее Кs:,или G содержит часть, ~ го:меоморфн]ю графуk~~З. v

ДORаза~ельство. Пус~ь првяевениев операции <N.• из - --~-

графа GУд8лнется ребро ($,~':J) •. Так как граф G не-
'.~ v

ВJIоский,~!D вершины XJ'j не могу! сдновревенно принад-

веааеь границе одной яеой же области ~лосного графаG-f.
ЕС'ШГ R..•"R~~.... - границы опласеей графа G1 ,содер-

. R ."жзщие. В:еРШИl1У Х t то ребра множества ( UR· ) \QG (JC.)
. . ..•.. .~

. ~.,
п-арождают--минимальную часеь-граёа G1 t являющуюся его

просжШ4 циклом С • Для определенности ЛОЛDЖИМ,ЧТО верши-

ва х: находится внутри этого цикла (рис.3б). Негрудно не-
посредственно ПОRазать (НО можно воспользоваться знаМени-

ТОЙ теоремой MeHгepa)~ что вершины $... и "j в графеG1 со-



103

едпьевы не менее , чем 3 внут ренне нсперссснаэлпзлсп просты-

ми цепяни, Пустьа) g J С - первые привадлехащие циклу С
вервины этих цепей, всэре чаюыиеся .при их прохождении , начи-

ная с вершины '10 (на рис,,3б специал~о выделены). ПОНЯТНО, v

что из-за планарности графа G1 вереивы а" €>J с, ле мо-

гут одновременно принадлекат ь одной и той же границе Rt._ '--,.+.' v
Если {а]~)с}~ OG-e (.х) или YG~(х) ~ 4 ,то легко
усмотреть существование в графе (; части, гомеоморфной гра-

~ v

ФУК~ 3-.~ - , .
Рассмотрим более сложный случай, когда 0G (.х.) =

- - .- - - _. --- -- 1- -
={о., ~) С О) _ • Если неиоторая из- найденных выше простых

цепей, соединяющих в графе G'1 вервину 'j- -с вераинави а" €)
С , содерзит боле-е двух вершин, то ее внутренние вераинк с

ПОМОЩЬЮ простых цепей соединены или с внутренними вершина-

ми других цепей или с отличными от a~IJJ с. вершинами цик-
ла С, • в обоих случаях в графе G-1 существует ненот орый

ДРУ'ГОЙ просвой ЦИКЛ С., , оеделяюций вервины ох- и 'j , со-

дерзацийсмекиые с х: вершины и имеющий отличное от
{а. J 'ь:,.с. J множество первых принадлежащих емз вершин прос-
тых цепей, соединяющих вершиву -:; с вершиной х: .- Как и

выке , этого достаточно для существования в графе G части,
говеоворрной графу К 0~J3 •

, Если не имеет место ни один из рассмотренных выше слу-

чаев, то G'=G~= {.x.J'jJo..~~Jc.) и немедленно получаем,
что G~Ks • Лемма доказана,

Лемма 14.3. Если графы GJG1e:~ таковы, что
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G..•е:. CVjL (G) ,G - неплссний , .Gi- плоский, то

граф G содержит часть, гомеоморфную графу K~" ~ •
Доказательство. Согласно дейст~ияы операции VU" в

графе G1 существует особый треУГОllЬНИН,И, гак как граф
(; неПЛОСRИЙ,то этот треугольник не.является границей

области ~афа <;1 • Понятно, что вне и внутри рассматрива-

еыого треугольника существует хотя бы по одной вершине, со-
еДине~ной с его ]ершинами с помощью 3 внутренне непересека-

ваихся цепей. Эти цепи существуют также :в графе G и

вместе с ребрами, ИRцидентRblМИ его :вершине, удаленной при-
веневиев операции GJ", лороядают-в нем часть, гомеоморфную

rpафу К~jЗ (рис.37). Лемма доказана.

~eopeиa 14.1. Любой неплоекий не ме~~~1-чеu 3-раздели- V

вый граф является графqм К,) или содержит часть, говеоворё-
. . .

вуюграфу Кз,з ·
,Доказательство. Так как любой связ~ый неплоекий граф

l~СOUll)Йwe~) ~.~/'
содержит более 4 вершин, то, согласно теОре"..- 13,6, для дан- V

. '- v
нога вепяосксго не JJeHee, чеМ3-разделимого графа G в "
классе всех не MeHee~ чем 3-разделимых графОв определена хо- v

т'я бы одна их операций Vj1)W~. Если граф· G .вакой, что
некоторый не менее, чем 3-разделимый граф G1E: { W"J <л.)2-} (G) v

обладает доказываемым свойством или является ПЛОСКИМ, то,

согласно леммам 14.1-3, граф G является или графе» К S

или содержит часть, говеоморфную графу К~з~ . Испсльзун
приведенное СУЕдение J3 кзчестве шага .иНДУНЦИИ и отпrавляясь
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JOi~THO, что тсопеыа ПОНТDяги~а-i')'QtiТ~3СКОГО Rвляет-r ... ~ J. ,

СН следствием тесревы 14.1, гвк как ооцоиавестна редукция
зопроса о непланарности произвольного графа R вопросу О

~епланарности не MeHe~ чем 3-разделимого·графа. v

•
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в настоящей работе ]Г-анализ етроеНИff графов проведен
в че!ырех направл~ниях: подготовлен некоторый общий аппа-

~ v
рае , включающий средсева описания графов и методы их иссле- ,;

~ .
дования (глава I);получены некоторые сведения о графах с

'--постоянным локальным строением, в том числе о цикличеСRИХ
~ v

графах (глава 2); методом раеширяющегося подграфа исследова-
«>: "ВЫ однородные графы со специальн~м локальным строением (гла-

,.....-- v
ва 3); разработана система по~Тий лональной разложимости

~ ~
и продемонстрирована ее полезность в ROHRpeTHЫXприложениях
(глава 4). Полученные реаульэаты и ИХ сспоставяевие - с дру-
гими родсзвенныви работами по теории графов (§ 3 и ~дp;~)

свидеТ~ЛЬСТБует о Р.ерепективноети ЛГ-подхода. Пред~тавляет-
ся 'цедесоо6разным 1\а1\ дальнейшее развитие теории ЛГ-анали-

v

- -за строения графов, так и попытки новых ее применений, ори-
ентированных на конкретные вопросы естествознания.

-в области теории, на наш ВЗГЛЯД, наиболее плодотворным
направлением является дальнейшее развитие'систем операций
над графами и из]чение основанного на них метода разложи-
ости (локальной разложимости) в сочетании' с методом расши-

ряющегося подграфа. Понятие разложимости является не только
.среДСТВШ4структурного ~описания графов и их классов (где ее

~озможности далена не исчерпаны §-ОМ 13). На ее основе мож-
но попытаться сравнивать сложность различных графов или
классов графов. В качестве ыеры сложности, например, для
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клаСGЗ конечной локальной разложимости можно использоватьт (t.Q,\+ \~o\) (осоэн, § 12). Знание разложимости
может оказаться полезным также для разработки алгоритмов
и8Хохдеиия некоторых характеристи:к-графо:в. Результат § 14
вепссредсевенво применам при реализации алгоритма }станов-
яеввя пваварассев графа. Сходная вдея уже реализована в
~9] (са, § 3).

. .
Необходимы дальнейшие исследования воавоввосзей мето-

да расширяющегося подграфа. НарядУ с результатами §§ 8-10

вyz.вo 02l1е~и!ъ, '170 ЭТИМиеесдов дегко найти кратчайшее 00-

~.oa06:дepeBO графа со вз:вевеннывв реоравв .• Дейсэввэедьво ,

8С1П1!ахое д~pe:вo извес~но д;lIЯ иежотороrо СВЯЭ1l0rоподгра-
фа, ЖО

J
расширяя Э~О! IIОltrраф бnижай'шей не приваддевааей .",

9У вёpmiОЙ~ Jtp8~'laйmee OC~OBIIO;--д8~;O.~!I!pe~ до: v

бuJfеаиеu ис:sрОUУ дереву Этой веряивы и краечайвето рео-

Jа.СО'.SJ)ще1'О ее с вик.' На освове ветода ра-сmиряющегося
, ,

:noarpaфа вамечево ~8~аБО!аfЪ вовые алгоритмыуставо:вленияя

!D1_р1~,~И и чаеаа С15ПЗИОСТИдаввогстрафв, ·
Сущес~:вуетt коаеЧВОt~'UJ10ГО зврактервсеик графов, для

. .

~~ которых локan$ВblЙ ~ежод раеширяющеrоея подграфа
~иепPIМ~виu. Так,при ав~оuатичеCRОЫ ра~уещени~ элеыен,о:в . V
~оииыхсхем необходимо найти оп~~ыальную укладiу не-
nxaаарного графа в 'плоскость. В рамках ЭТОЙ задачи появля-
e!cf.l проблема эффективного нахождения плотн~~ти ~~И- t
большего полного подграфа) не:которого граФ~споль~здесьV
.uе~о;ир.,расширяющегоеяподграфа\-требуется накапливать много v
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проыежуточных 'данных. На такоы накоплении основан алгоритм
[I6], поазоиу он привеним .лишь к специальным графам. Более

. с. ·Вatrll~,и V
удовлетворительно эта проблема решается~, исполь~у:я- рекур-
peHTHO~соотношени} § 2 и идеи [AIJ. В настоящее время ве-:
дутся работы ПО.СО1\ращеН:ИЮ.:ВОЗНИRающегоперебора.

.>,» \".

Метод расширяющегося подграфа оказывается полезным
npи- решении другой прикладной задачи. В настоящее время
нами разрабатывается способ ·оцоэнавания графических изо-
бражений письменных знаков. Для этого рассматриваемое изо-
бражение представляется подграёов векоторого опорного "гра-
фа рецепторов" и исследуется вместе с его дополнением в
этом опорном графе (по определению, графы G(A), G(В) ,
где 1\.)Вс. G1

, дополняют друг друга в ·графе .G , если
ДnЗ=0, Au В;. (1

). Признаки знака -выражfi-ются черва осо-
бенности взаимного расподовевая .. этих ]I;Вyxлодграфов , кото-
рое описывается в терминах теории графов и ]Г-анализа. Вы-

явление конкретных особенностей происходит с помощью спе- v'-циальных методов просмо!ра графа, основанных на лока~ьном
расширев~~.подграфов •

.-'(»..:.-Э~ 8,9 приведевв теоремы, доказательства которых
~ребо:вали просмотра БОJIЬШОГОкоJmчества случаев взаимного
расположения :в данном графе простого цикла и окружения не-
ноторой вершины этого цикла. Такой просмотр становится не--
дос~упньш человеку в ycp~eHНЫX вариантах этих теорем, 1\0--
торые тем не менее представляются верными (например, гипо-
теза о паНЦИRЛИЧНОСТИ·связного 7-0ДНОРОДНОГОграфа, OKpy-~
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хения всех вершин которого не менЙ'е1чем 2--связны, см. § 8).Vv

~елесообразно составление особой диалоговой .программы для
3Еl, которая автономно провела бы значительную часть необ-
ходимой работы.

Из сказанного ~идно, что ЛГ-анали~ строения графов име-
ет ряд перспективных применениЙ. Мы надеемся, что он ОКажет-
ся полезным ~кже в других областях: в исследовании вычисли-
тельных систем,. при разработке многопроцессорных кампленсов
управления и обработки ИНформации, в и~учении и моделирова- v

нии строения мозга. Классическая rеория графов трудноцрило-
жима к перечисленньш .вопросам, так ~aK она_в OCl!OBHOM раз-
вивается в глобальном, коМбинаторном направлении. Последнее

. - - -~~- - - -- - - - -

является причиной передко наблюдаемого подхода, когдаиссле-
дователи ПО существу используют лишь определение графа, а не
результаты их теоретического изучения. В исследовании реаль-
НЫХ ~истем главну~ роль играют связвостные свойства, бли-
зость элементов, локальные образования. Поэтому здесь необ-
ходим имеНЕОЛГ-подход, в исследовании графов выражающийся
как ЛГ-аналиэ ИХ строения.*)t v

~) Толчком к настоящим исследованиям была попытка вообразить
однородноедис:кретное физическое npOC'l'J)aнcTBO,'f.e. ре-
альную систеиу с некоторыми даввыми локальвыми свойства-
ми. Э'1'оааотавилс изучать гpa<I:ы,.ориентируясь на их до-

- .

кальные свойства, считаясь С особенностями реальных сис-
тем.



110

,Ш1ТЕРАТYFА

т. Агакишиева С.п. ГрафlJу окружением вершин которых слу-

жат црсстые цепи ИJIИ простые пиклы. Дом. АН Аз. сер.
I9?О,2б. J 12. ?--т..

_ ~ v
2. БаС8IreР' Р., С,аати !.•:Конечные графi и сети. М•..." ·На-

. , ~.. 1974'7 368.•

З.Ваmмэков И.А., Кохов В.А. Использование однородной вы-

ЧИCJIИте.льной струк'l'УРЪ1 для решения струвтурно-комсияа-:

~opmп задач теории графов, Тр.•Мос:к.энерг .ин-ёа, I9?4..,

mm.,I78. 133-141.

4. верх К. Тео.рия графов и ее вривевенвя, М.. -ИЛ". 1962'9

зш,
5.•.Буа~ЕОВ.К. О некоторых алгоратввчвсквк про6лемах в

~орп rpaфов.. AВTope~paT диссеР7ЗЦИИна соисtt.УЧ:.СТ.

И81Ut.qиз.-ма~.IЩук. MOC-1tовсЮ!Й I'Dc.Пед.ии-~. МocItВa.

I9'l3.
•

6.•'DJJLП1tO В.•К. К воцросу о конечноста одвородвш e~yx-
~. авданвнх яокаяьво сВ 06."Вспросааионоыакя моря
.• IЮрс1tOI'О -rpaвcnop"l'a"'( Ив-'r вконовавв АН YCCP~.Одес- "

са, "I9'l2, 1-59-165.•

7'.. БуJlИТКО в.к. о rpaepn с зaдamrнми- Щ"1ШЯМИ. nершин .•

'T:p.-ате'Lин-та АН СССР., 'l'.I3З. 1973:. "19-94 •

.a~ Be-ryxноВC1tИЙ Ф.Я. о 80kРы'rИЯX граqй <:МС'retJЮЙ окрестно-
c7e1i его вершин. ДАН .1964'•. 158." l, Ю-2.4 .•



111
•••9. Ветухвовсввй ФJi.• Задачи о вокрытвяк трафа систгmй

окрес~остей еговерввв, Сб. ""Црo6Jlемв RИ6еPJfe'lИ8tR,
..J" <. ;:_~

, ВIm..I"9~ J... ~". :1967.,47-74.

ю. ВизiUП"в.•т. Векоюрне веревенвне задачи в теорИи .гра-

,qu. щ ':1968. 2З~ .вtm~6,(I44).·пт-тзе,
'д.. ВИЗивr' :~>;r..о' 11iИIfИМ3JlЬвоi свяаяосевтрафов. е траизи-

ввlЮl .r,w.ппоЙаМО!i40Рфизмов. Вс6. ·Уцра:вляеweсас-.
.." . .

!'е.-:,' :фitп.•'7. :Нoвoc_~ 19'i'O. 46-50.

'~.. raв~ о .Н. Иoo.zrедО~ЗRИе JЮкaJlЬНОЙ Сl'рупJ'ры ~

--СВИЗННХ rpaiItmc ~'l'ВeШiШlIИ ребрами. В 06. ..'

,~реfl~решt&: l'j)8.фu- ~ Ь1в" 1т.,З2Б.
t~ :Зd~ 'Я.Jt.Транзио"lOpиue~epв с' ООЛЬ~ ЧИCJIOJI

, , , .' " ,- ,- ,: '.

~~IЧИВSX COC'tOШПlЙ. ДиссеР'1atiШ! 118 еQисit~Т'1.СТ.

вввщ.WDI~'JЩJlt. ,,шJIив.а=Р. 'f)Qмqиз~OЮIX, в век-

·,_···:м_вп-·~ PIIra.1968.

!4. ЗmtoвA.A~ О ие.ХОЖОрнхСВОЙС~ ~еЙlШX xoмJJ.JIex-__ о _-о . ---о _. -'--__._~.. - -

co,~. IlaтeJl.С~pв'Шt. 1:949. 24. ~ ,2. 163-188.
i

~. ~ A.~. ~ КQlre1JlfЧ~.L "Науха''. Си6ирсхое I
,оцeJieШ!е, ,~~~."i41. Ф f

, i",_ "'; ~

зв, ~ШШ я.г, O"·-.m.еJib'~:ita1r"1'Р8~."АВ'ЮМатика и J1
i' 1
l' !
~~
"
"

V'
v

В1A1I~ _Вика-. I9S7.• 2,. 7..;,П.
.г

r;..'Raц 1. о: .о вполне' ReQJUlQPQЛJЩXrpaфах. Учев:.зan. .(:JIГY'.
, •• 1LО~.rчки). I9'75,. ~.•242.•. I28-lЗI.

!Б~Кe1IЬмажс А.К. ,о сюй0"lВ8X~, J1IНOгоЧЗIe1!6

rpaфi. В сё., "КИ6ерне~ - ва :'Щ(Ж6у к.оммувизцу"'.

'l.~.1967.. М.-Л,,","~ергиg· ~ 27-41•
•

у'"

•



19. Еедьманс A.IC Графы с одинаковым числом путей длины
2 между смеШThThlliи несмеЖНЪ1~ иарами вершин. В с6.

"Вопросы киоернетики", М.. 1973, 70-75.

20. Мадер В. i':1июnr.адьные n. -связные графы с максимальным

числом ребер. В со, "Теория графов", М., "Мир". I914,

48-58.

21. МаксимеНRОВ А.В., Михайлов А.В. Нахожцение путей в

гpa~e методом последовательного разрастания ребер.

"Электронная техника" t 1970, серия 6, Микроэлектро-
ника, ВЫll.4(25), 92-97.

22. Ме..'1ИХОВ А.Н., Берштейн Л. С., Курейчик В.М. Примене-

кие rpaiOB ДЛ~ проектироваНFЯ дискретFЫХ устройств.

М., "Наука", 1974., 304.

23. Оре О. Теория гpa~OB. М., "HaJ~a", 1968. 352.

24.• Перепелина ~.A. Асимптотический подход к решению не-
которых экстремадьных задач на графах. С6. "Проблемы

кибернетики" t 1973, вып..26, М.,·Наука; 291-314.

25. Петренюк л.п., Петренюк А.Н. Перечень десятивершив-
ных однороцяых графов степени 4. В со, "Вопросы 1\"11-

6ернеТЩ<11". Труды 2 Всесоюзного семинара по комбина-

торной математике, вып.15, ч.2, Изд.АН СССР, 1975,

7I-76.

26. РозеRq~льд ~.3. О построении и свойствах неЕОТОРНХ

классов сильно регудярвнх графов, УМН, 1973, 28, внп,

З(I7I), 197-198.



z7 •.G'таробинец с.ы. О наноольшем ввутренне устойчивом

множестве rpaq~a. "Кибернетика", I975~ j 2~ 6I-6З.

28. ТИТОВ .3.К. Нераздедимыесети и -r:'рщtы. В со; "Кибер-

нетику - на службу коьмунизму", Т.4у 196"'7, M.-JI..,

"Эвергвя", 18-26.

29. Харари Ф •. Теория графов. il!., "Мир", 1973., 302 .•

за. Хаменко н.п., гаврилюн О.Н. Свойс ТЕа А. -свяавш

графов С существенными реёрачи .• В со, "Роподогиче-

сние аспекты теории графов" 1 ИН-Т математика АН

УССР,Киев, 1971, 166-183.

3L•. Хоменко Н .п., Гавридюк О.Н. ~J7!l{еСТJ30вание ~ -связ-

ннх графов с припвсанннмв сэепевямя вершин, Бсб.

"Тополсгические аспекты теории графов", Иn-~ мате-
матИJ\И АН эссг, Киев, 1971~ еот-еоз,

32. ХопкрофтДж.Е., Тарьян Р.Е. Изомор\fи3М вланарных

графов. В СО. "Кибернетический ссорпвк }i 12"". М.,

"Мир", Т975, 39-6I.

3З. Эргашев г. Реберная ФУНКЦИЯ, связанная е количеством
циклов длины четыре в графе. Тр.Свмарканд лв-та,
I970, Bыn.I9I~ 220-222.

34. Ba.rnette D. on generating planar grapha. "Disc:rete

J1ath.·, 1974~?, 110.3-, 199-208.

75. Вoesch 1'.!. ТЬе зtrоngезt шспоз опс degree conditicn

ror в -С.Dnl1е.сtednеsз of а ~ph. "J.Cambi..n...th.-eQry" .•

1-9'/4-, В16, 110--2.. 162-165-



. . . - .

. "!9?t,.ВJfJ .••• 1;.: .'-~.

~ .•.110".1_••••• ,;-_.:',;;.. LOa-ilale-_~·~

1еаа .iD.~,tImoJ.7. "Вeitr~~eat!aori8@f"'"

- Jla;t••on~"''''~'1967-', I;e'ips:ig .• 19бi8..~3Ii-

38. Вовев.е., -sьrnha114e .3.·3. Grapha·ьа: wJnck ~

pa1r -fd 'Yer't.1c:ee 18 adj,аceиt '-6 "nа -~.-c
. . ~. .

. ,

.-oC-'otJier· ••ertices ~.''ttsb4 •.SC1.Jldh.HJmg.·.-."f9ID. '

t ~f а..1-а., 181.....qs.
39'.' Вrono 1•• st:eiglits L-. -~ 1.. А Jle.p1""ВZi~

---~ .:;..~ ~.:.i.._-.••-. :::L-.A - .•....с - __.с+- .-0 --..._.-.:.-.а:,к.. ...aJиtа. _ ~ .••• е.сIi:"'У".-J'. -..r..ADD. ..CIoI&D.~t..

'lhe0Ж7~.1-т. '17.·-"'.г.- 191'~'
IIO•. ~: CJ4.--~t1g8rS .t.:'t'. ЫЦ ..DOD L CnЦc..тv.

,,-еOJitfeetе4 _~ "Ъoc.~.'tk.,ac.· •._~
.• 32.- ".1-.-_~

v

v

-\1. Char'tЗ'8nCl с.:.' щ.рреrt •• 11. I.ocan7c0DD8C~'" .pe]lbw•
•-Саs.рёеt:оv.иrat. ~.- 1~ 99:. ..0..2 .• '1""'~'з'

42. Chv&"ttй·У. Р1arш~lt~ 0"[ grapba '1dUt, "УiЩ -.~

?o-t: Yet'tie-es. lfJriешr •.arech. wJ.aJamde·J.1.969.1?.q~ 1-.47'-60-
.- ~. .

.4}. СУеtkоviё ».•••.Uber- сИе. Z-erlegцn:g e.!n,es G1-8PheD i:a

~ ·,"in produkt YOn Cr8phеп • .,а.DП-.)fU8..xouо~·~~

И'Осhlrе.h.l1mвmш. 1~3~.llt2·.З.1 ••.• а. S?-~
". dtAmbly е.Ч;;__Graphen JВit ge:naа d.rei Иnotenpцnktеа

gleicher Valenz. "18.I:nt •_iзв. Хо11оч·.1'есhn.•lIocl1вch.

.~.~_enВU.191'- иt2". &.1•., 8.a.~11-1i.

?
•

7



45. Djok:ovic!D.Z •. IsошоrрhisшргоЫеm -[ох· а special classL V

otgrapbs. "Aeta.Мath.Acad.Scient.Hung.", 1970, Т21

46. Elspas В•• Т'urneг J. Graphs with circulant adjacenc;e

П1аtriС:~з. "J.Combin.TheorY"f; 1970, 1l0".9, 297-?IJ7 •
...----

47. Entringer R.C., G;аssшanL.D. Line-critical point
. "t

determining andpoint dis,ti..Dguishing graphs. РЖ Ма-

тематика, I975~ 5В498.

v

48. GооdшanЗ., Hedetniemi з. Sufficient· conditions tor

а graph to Qe Haml1tonian. wJ.Combin.Тheory", 1974,-
\. v

2, No.3, 135-158.

54. Jacos V., Jendrol,t s. А ргоЫет сопсегпз.пя
.d -ра1l-

cyclic graphs. "Mat.cas.", 1971~, 24, No,,1, 259-2б?



55. Кnauer :В~.~ :ii~~ii'~1les Pla1'1ari ta*Skriter.i1l8.
. . .... - .

·z.-~Jf.~!ta*~. Шl. Меюn'·., 1913.53,5е.4 ..•.!215-~:6.

56. Li,1;#t~;J1 R.,~ас·te.r.-i'.шti_ims ~o'L.-com:iected aшi

. ·" .•.-llne. c:oUnAC:ted'. g1:"aphs •. РЖ·,Ма'rе:iiатика? 197З,I0ВЗ27 .•

51•. Иаdеr" ._~ .••denаu.saщmе,nhcШgВymШеtrisсhщ Graphen.•
. .~ -. - . '

"A.i'd1.lIath. -. ··~·..21'f: ilo;._~,.3]1-336.
:.' . . - . "

58. J!ader~ .• Eil1еЩg.е~р'~:l't -der Аtоще endlichcer G~

• phen.·"Ar.ch.k.~'\ 1171. -22, Но.3, 333-336.
- . .

59. J4ader У •. Ec:ke:n v:o.G.ra4·, n in minimalel1n -fach .
"

zuвamme.nha.ngenden.· Gt'8фhеn~ "Аr.сh.Иа th.", 1972:, 23 .•

v

". :

60. J4ader ". Grad und lokaler zuSammеrшangin end11.chel1

1973, 98. Во.3. .3О.5-ЗОЬ.

64. ~ei_del J.J. Strongly regular gra.phs. "Recent.P.rogr.

Combinator." New-Уоr*iLondоn. 1969. 185-198. v
-~

65. Sharp H.Jr. Local1y eomplet-e graphs. "Pacit.J.Math."

1973~47, Ео.1, 24:3-~50.



66,. Skupien Е. PrоЪ1еШl i twierdzenia dotyc~ace grafow

.lokalnie hamiltonowskich. "Zез.z.паuk •.Аkаd.gОrn.-

hutn,.", 1969. Но.20В., 23-.30.

67. SUmner D.P. Point determination in graphs. "Discrete

](ath. ". 1973~5, Хо.2," 119-181.

68. Sumner j;).,P. Graphs, iIldеСОПlро~аl:йе wi th rеэресt о:!.

the X-j,cin. РЖМатемати:ка, 1974, 6M5I.'. '

?.

69. Tarjaп R.:E;. Ап e:fficient planarity algorithm. Тес-
•nical Report STAN-CS-241~-71, Computer Science De-

partment, StanfordUniversity, Stanford, Cali1o~-
. ~..

ц~a, р.154.

?O•.'ToidaS. Propertiea о! а planar счЪiс graph. "J.

lranklin Inst.", 1973, 295~ Но.2, 165-174.

71. Toida s. Сошэtruсtiоп о! quartic g:.гарhэ. "J .Combin.

ТЬеory" " 1974, В1б, По.2, 124-133.

72. Tиrner J. Point-symmetric grарhз 1(/1 th а prime number

о! points. "J.Com,bin.Theory", 1967. Но.3, 136-145.

(}. Tutte W.J. А theol"y о! 3-со:rшесtеd graphs. "Indeg~

Иаth.". 1961, 23, Во.4, 441-455.

74. Vanderjagt D.W.Sufficient conditions for local1y

совпес.т её graphs. "Cas.pestov .mat.'f, 1974, 99, No.4,

400-404.

75. Vanderjagt D.У/. Gгарhэ \Цi th prescribed local соnnес-.

tivities. РЖ Матеw~тика, 1975, 5В452.

76. Wiilther Н., Уор Н. -г , Uьeг Кreise iXl Graphen. Berlin,

УЕВDtsch.Verl.Wiss., 19?4, 2?1 s.



AI. Кикуст П.Е. Нахождение максимальных полных подгра-

фов веориевтирсваяного униграфа. ГФIlA, 19"71, инв.Ji
цсоогзт.

А2. Кикуст П•.Е. О структуре графов с изоморфными окру -

аев.Jf:ЯМИ вершин. Депонировано в ВИНИТ'й 29.09.72.

JO 418:1:7-72 Деn. ~Э
АЗ. Кикуст П.В. О строении цивлических графов. Учен.эап.

v

\ЖУ ИМ.П•Стучки t ' 1975 , Т. 242., 120-127.'

А4.. Кикуст П.В. Га!'>1ИЛЪТОНОВ цикл в однородном графз сте-
,./;.------ ,

пени 5. Депонировано в ВИНИТИ ~:;. 10.72. lМ872- 72 деп JjГ;t1)1{'~

А5. Кикуст п,в, Гамильтовов цикл в ОДНОРОДНОМ графе. 'Де- 'v
понировано в ВИНИТИ 20.03. 7З j 5666--73 Леп, ry'J/.4"UC<}V;'

А6. Кикуст п.в. О,существовании гамильтонава цикла в од-

v

ПОРОДНОМ графе степени 5 ~ Латвийский математический

ежегодник, 16, Рига, "Эинатве" , 1975, ЗЗ-З8.
А7. Кикуст П.Б. Локальная рааяожимость Б классах графов.

Латви.iiс:г:иЙ математический ежегодник, 20, Рига, "Зи-

натне" , 1976, 180-189•

•



р и а у II I\ И



·"~1

5.•

120

Рис. 1

•

{

Рис. 2

Ри.с. 3 Рис • .(

е



..с.

Рис. 6

РЕ. 8



Рис .. 9

Рис.IО Р'АС. П

12.2.



а)

n.= О (mod 2)

б) В)

l$1S!

Рис. 12

n-2. ' ,2,

tt::: 1(mod 2)

Рис. 1.3

РИс. 14 Рис. 15



Рис. 16
•

Рис. 17

РИС.' лв

12't



125

. Рис. 19

Рис. 20

Рис. 21



.....
Рис. 22

.s
'е

•
Риtt~ 2з

•

РИС. 24 .

12'

.....



Рис •. 25-

()ОО

Рис. 26
•

1

Рис. 27

Рис. 28

Рис.29

12.7



12.8

~: 3
о о
о о

1 ~
::·с Q ~.~
r:~V1

v:
Рис. 30

1·

Рис. 31

•..•. ."

Fис. 32

Рис. зз Рис. 34



129

:Рис. 35
.,.):, -_' t.: .,,-

Рис. 36

./"J
./ '1

~/ 11
. I

. ,,
••

Рис. 37


