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В В Е Д Е Н И Е 

Всвязи с нарастающим техническим прогрессом г нашей с т р а 

не и за рубежом год за годом создаются новые виды конструкций 

различного назначения: строительные,судостроительные,авиацион

ные,ракетные и д р . Одновременно развиваются новые теорети

ческие и практические основы расчета таких конструкций, среди 

которых важное место занимает проблема оптимизации. Проблема 

оптимизации,имеющая колоссальное значение для народного х о з я й с т 

в а , в настоящее время исследуется во многих областях науки и 

техники,в том числе и в механике твердого деформируемого т е л а . 

"Считать разработку теории и методов оптимизации одной из важ

нейших задач в разных разделах механики твердого деформируемо

го тела"  отмечено в решении Всесоюзной конференции "Проблемы 

оптимизации в механике твердого деформируемого т е л а " , состояв 

шейся 4  6 июня 1974 г . в Вильнюсе. О внимании к этой пробле

ме и ее важности можно судить и из следующих фактов . Общее чис

ло работ по оптимальному проектированию конструкций уже правы 

шает 3000 и появляется со скоростью 200  300 работ в год , сое 

тавляя около 23 % в общем потоке информации по механике т в е р 

дого деформируемого тела ( по реферируемым работам в "Механика. 

Серия В.Механика твердых деформируемых т е л " , [ П б ] и [Иб] ) . 

В 1974 г . появился первый новый журнал по инженерным проблемам 

оптимизации [ 1 8 4 ] . 

В механике твердого деформируемого тела задачи оптимиза 

ции ставились и некоторым образом решались гораздо раньше, чем 

в других областях . Ж.Лагранж поставил вопрос об очертании 

центрально сжатого стержня,обеспечивающего минимум веса при 



заданной нагрузке [ 1 7 5 ] . Эта задача является истоком задач 

оптимизации с учетом устойчивости.Решение задачи Ж.Лаграшса 

было получено лишь спустя много лет и принадлежит члену Пе

тербургской Академии Наук Клаузену f l 7 3 ] . В [186] показано, 

что решение Клауэена для сжатой,шарнирно опертой упругой стой

ки минимального объема с непрерывным изменением размеров по 

длине,найденное на основе условия устойчивости является не 

реальным,так как при этом площади концевых сечений получаются 

равными нулю.К задаче Лагренжа в различных ее обобщениях ( р а з 

личные поперечные сечения,различные виды нагрузки ,арка и т . д . ) 

вернулись и другие авторы ( [32 ] , [ I I I ] , [143] , [153] ) . 

Эта классическая задача с позиций математического программиро

вания рассмотрена в £м] , где численное решение проведено ме

тодом проектируемых градиентов Розана.Позднее оптимальное реше

ние этой задачи в аналитической форме получено методом динами

ческого программирования в работе [ 1 5 2 ] . Она исследовалась в 

диссертации [ 5 4 ] способом последовательных приближений,в [ 1 2 4 ] 

 методом случайного поиска. 

Проблемы оптимизации конструкций характеризуются большой 

вариантностью в постановке и,как правило,большим объемом вычис

лительных работ.Поэтому на их решение существенное влияние ока

зывают математический аппарат и средства вычислительной техни
• 

ки,имеющиеся в распоряжении исследователя.Последние достижения 

математики и вычислительной техники позволяют сформулировать 

новые и заново рассмотреть ранее сформулированные в этой облас

ти проблемы.В связи о этим,исследования ведутся по двум основ

ным направлениям: по аналитическим методам,основанным на ва 

риационном исчислении,и по методам,основанным на математичес

ком программировании.Настоящая работа принадлежит второму нап
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равланию. 

Развитие методов математического программирования открыло 

новые возможности и перспективы для исследования и оптимально

го проектирования конструкций.Многие задачи оптимизации конст 

рукций могут быть выражены в виде задач математического прог 

раммирования. 

Линейное программирование,возникшее впервые в работе Л.В. 

Канторовича [бз ] в 1939 г . и возродившееся в 1949 г . в статье 

Дж.Б.Данцига [ 1 6 5 ] .впервые для исследования и оптимального 

проектирования конструкций было использовано в начале пятиде 

сятых годов американскими учеными А.Чарнес и Н.И.Гринберг [163] , 

а также И.Хейман [ l 6 8 ] , [169] . 

В СССР метод линейного программирования к расчету строи 

тельных конструкций впервые применил А.А.Чирас [ 1 5 5 ] , [15б] . 

Начатые в 1963 году и оформившиеся в дальнейшем в самостоятель

ное направление работы А.А.Чираса [157]  [159] и д р . и его 

учеников являются ярким примером успешного применения математи

ческого программирования к решению новых задач механики твердо

го деформируемого тола.Также очень успешно методы математичес 

кого программирования для синтеза упругих оптимальных шарнир 

ностержневых и других систем были применены Д.А.Мацюлявичюсоы 

[ 9 6 ]  [99] и д р . 

Далеко не вое задачи оптимизации конструкций можно свести 

к задачам линейного программирования.Существует очень много з а 

дач ,для решения которых следует использовать методы нелинейно 

го программирования,получившего свое начало в работе Куна и Тан

кера [ 1 7 4 ] .Сегодня уже имеется много монографий и статей со 

ватских и зарубежных авторов по математическому программирова

нию и его численным методам,которые могут быть применены для 



 8 

решения проблем оптимизации конструкций различных видов ,мате

риалов и назначений.Это монографии Р.Беллмана [ i l ] ,С.И.Зухо 

вицкого и Л.И.Авдеевой [ 5 8 ] , Г.П.Кюнци и В.Крелле [ 7 2 ] , Г .Ф . 

Хэдли [ 1 5 1 ] , Д.Б.Юдина [161] , Л.А.Растригина [ 1 2 9 ] , а также 

недавно появившиеся па русском языке монографии Р.Даффина, 

Э.Питерсона и К.Зенера [ 5 2 ] , У.И.Зангвилла [ 5 7 ] , Э.Полака 

[ 1 1 9 ] , Д.Химмельблау [ 1 4 9 ] и д р . Появление каждого нового 

направления или метода в математическом программировании,наряду 

с различными областями его применения в экономике,управлении и 

других областях , находят свое применение и в оптимальном проек

тировании конструкций.Ввиду т о г о , ч т о данная работа посвящена 

вопросам оптимизации цилиндрических оболочек из композитного 

материала,приведем только примеры применения методов математи

ческого программирования и оптимального управления к проблеме 

оптимизации цилиндрических оболочек (изотропных и подкреплен 

ных) и , в редких случаях,некоторых других конструкций и более 

детально рассмотрим вопросы оптимизации упругих цилиндрических 

оболочек из композитных материалов. 

Одними из наиболее популярных методов нелинейного програм

мирования для решения задач оптимизации являются градиентные 

методы в различных модификациях.Примеры применения этих методов 

в различных их вариантах.можно найти в работах И.Н.Гинзбурга, 

Б.Я.Кантора,С.Н.Кана и д р . [37 ]  [42] , [ 6 2 ] для о п 

тимизации подкрепленных,трехслойных и гофрированных цилиндри 

ческих оболочек.Эти методы также используются и другими авто 

рами [94 ] , [140] и д р . 

Метод случайного поиска применяется Ю.М.Почтманом с с о а в 

торами для оптимизации гладких ( [ 1 2 0 ] , [122] , [123] ) , .трех

слойных ( [ 1 2 5 ] ) ,ребристых ( [ 3 0 ] , [ l 2 l ] ) оболочек, а также 
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другими авторами [44] , [б1] , [145] и д р . 

Примеры применения метода динамического программирования 

для оптимизации безмоментных оболочек вращения можно найти в 

работах [ 7 0 ] , [71] , [107] и д р . 

Определение наименьшего веса многослойной пластинки или 

оболочки,несущей заданную нагрузку ,как задача выпуклого прог

раммирования сформулирована в [ 8 0 ] , где используется метод 

отсечений. 

Для определения,с точки зрения веса оптимального закона 

толщины по длине цилиндрической оболочки,нагруженной осесиммет

рическим внешним давлением с учетом устойчивости,в работе Б.И. 

Моссаковского с соавторами [ 5 ] применен обобщенный принцип 

максимума.Принцип максимума Понтрягина использован в [45] и [95] 

В [95] получены уравнения системы сопряженных оболочек вращения 

переменной толщины.В [45] получены уравнения,позволяющие опре 

делить оптимальную Форму оболочки вращения постоянной толщины. 

В обеих работах показано ,что оптимальными являются поверхности 

кусочнопостоянной кривизны.Обзору работ,относящихся к примене

ниям принципа максимума Понтрягина к стержням,пластинам и обо 

лочкам,посвящена работа Ю.Р.Лепика [ 7 7 ] . 

К одним из первых попыток применить метод геометрического 

программирования для оптимизации конструкций следует отнести 

работы [160] и [177] . 

Вопросы приложения теории надежности к решению экстремаль

ных задач строительной механики рассматриваются в [ б о ] . 

Здесь математическая модель задачи проектирования конструкций 

с оптимальной надежностью формулируется как стохастичоская мо

дель нелинейного программирования. 

В настоящее время по вопросам оптимизаций конструкций н а 
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писано немало обзоров,освещающих различные стороны решения 

этих проблем в различные периоды.К более ранним обзорам по 

оптимальному проектированию конструкций относятся [ 1 3 0 ] , 

[ 1 8 2 ] и [18б] .Общее соотояние современной строительной ме 

ханики,главные проблемы и направления к 1971 г.изложены в кни

ге В.В.Болотина.И.И.Гольденблата и А.Ф.Смирнова [ 1 6 ] , где з а 

трагиваются также и вопросы оптимального проектирования конст

рукций .Обзор некоторых исследований,опубликованных преимущест

венно на английском языке,по оптимальному проектированию конст

рукций дается в [112] . Анализ существующих методов оптимиза 

ции приводится в [176] .Подробно рассматривается общая поста 

новка задачи оптимального проектирования.Особое внимание уде 

ляется методам решения задач о использованием штрафных функции. 

Обзору работ,выполненных на кафедре строительной механики Днеп

ропетровского ИСИ в 19681972 г г . и близких к ним работ других 

авторов,посвящена с т а т ь я [ 1 2 7 ] . В [166] дан обзор и обобщение 

результатов оптимизации некоторых конструкций,опубликованных 

ранее.Описана методология поиска оптимального решения для слу 

чаев непрерывного и дискретного изменения варьируемых парамет 

ров проекта по методам штрафных функций и динамического програм

мирования. 

Широкое применение тонкостенных конструкций из композит 

ных материалов типа оболочек и пластин,требует всестороннего 

теоретического и экспериментального рассмотрения различных воп

росов расчета таких конструкций.Большую работу в этой области 

проделали советские ученые С.А.Амбарцумян([2] , [ з ] ) ,Э.И.Гри

голюк( [46]  [48] ) , С . Г . Лохницкий([78] , [79]) , Х.М.Муштари 

( [103]  [105] ) и д р . Сложность проблем и большой объем вы 

числений требует широкого применения численных методов .Разра 
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ботке эффективных методов решения широкого класса задач о нап

ряженнодеформированном состоянии тонких многослойных оболочек 

вращения произвольного очертания о изотропными и анизотропными 

слоями переменной жесткости при неравномерных силовых и темпе

ратурных воздействиях посвящены монографии Я.М.Григоренко и д р . 

[ 4 9 ] и [ 5 0 ] . Все эти исследования дают основу для формулиров

ки и решения задач оптимизации,которым в последние годы уделя

ется все больше внимания. 

Конструкции,полученные непрерывной намоткой,представлпют 

собой анизотропные слоистые материалы,в которых,в отличие от 

природных анизотропных материалов,упругие свойства можно регу 

лировать путем изменения ориентации и взаимного расположения 

арматуры и связующего,и это как раз создает плодотворную почву 

для применения методов оптимизации.Наиболее эффективными конст

рукциями из армированных пластиков будут такие ,в которых анизо

тропия упругих свойств наиболее выгодно соответствует напряжен

ному состоянию оболочки или обеспечивает ее максимальную жест 

кость по отношению к заданной нагрузке.Исходя из э т о г о , в к а ч а с т 

ве критериев оптимальности можно принять условие равнопрочное™, 

условие совпадения направлений армирования с траекториями г л а в 

ных напряжений и д р . 

В настоящее время наиболее исоледованы оптимальные схемы 

армирования безмоменгных.осесимметрично нагруженных цилиндричес

ких оболочек.Эти вопросы исследовались в работах В.В.Васильева 

и А.Н.Елпатьевского [21]  [24] , [2б ] , [ 5 5 ] и д р . В [21] ,гдо 

используя в качестве критерия оптимальности условия^на'ар'яжан 

ности,проектируются баллоны давления.В [22] , [ 2 3 ] , [26] в к а 

честве критерия оптимальности армирования цилиндрических оболо

чек принято условие совпадения направлений армирования с траек 
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ториями главных напряжений.Оптимальное проектирование цилиндри

ческих оболочек с днищами рассматривается в [ 2 4 ] , где показано, 

что спроектированная конструкция является полностью равнонапря

женной,т .е . ,напряжение в нитях цилиндрической части и днищах 

одинаковы,а краевой эффект в месте переходов цилиндра в днище 

отсутствуют.Оболочка рассматривается как нелинейная система из 

нитей.В [ 2 7 ] получены оптимальные схемы армирования конструкции, 

находящихся в условиях плоского напряженного состояния ,в кото 

рых оптимальная схема армирования определяется из условий совпа

дения армирующих элементов о траекториями главных напряжений и 

равнопрочности.В качестве примера рассмотрена цилиндрическая 

оболочка,образованная методом намотки из однонаправленной с т о к 

лоленты и нагруженная внутренним давлением и крутящими момента

ми.Рациональное армирование ортотропного цилиндра при одновре 

манном кручении с растяжением рассмотрено в [ 5 6 ] .Критерий оп 

тимальности минимум перемещения.В [ 1 8 3 ] исследуется толстостен

ный полый цилиндр,армированный двумя симметричными относитель

но образующей системами нитей,находящихся под наружным давле 

кием. Установлено,что рациональный угол армирования составляет 

с образующей угол равный 5 4 и 4 4 ' . Обзоры работ,посвященных оп 

тимальному проектированию базмоментных цилиндрических оболочек, 

оболочек вращения,армированных непрерывной намоткой,баллонов 

давления,цилиндрических оболочек с днищами,продела иных до 1971г , 

принадлежат В.В.Васильеву и И.Ф.Образцову [ 2 5 ] , [ и з ] , [ П 4 ] . 

Привлекает внимание тот факт,что в выше упомянутых работах оп

тимизация проведена классическими методами без применения ма 

тематического программирования. 

Центральное место в настоящей диссертационной работа за 

нимаат оптимальное проектирование цилиндрических оболочек и 
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плаотин из композитного материала о учетом устойчивости.Реше

ния этих задач основаны на более обшей и сложной моментной 

теории оболочек.Наиболее полно и на современном уровне вопроси 

устойчивости цилиндрических оболочек и пластин из композитных 

материалов исследованы в монографиях А.К.Малмейстера.В.П.Таму

жа,Г.Л.Тетерса£92] ,Г .А.Тетероа[148] и Р.Б.Рикардса и Г.А.Тетер

ев [138] . 

Рассмотрение вопросов оптимизации конструкций из композит

ных материалов о учетом устойчивости начнем с прямоугольных 

пластин,как менее сложных по сравнению с оболочками.Рациональ

ное армирование прямоугольных пластин,состоящих из параллельно 

и диагонально армированных слоев (под углом + П/4 ) и сжатых в 

одном направлении рассмотрено в [ 6 6 ] , [ 6 7 ] . В этих работах 

под рациональной принимается схема армирования,при которой кри

тическая нагрузка на пластину имеет максимальную величину.В 

[ 6 8 ] пластина представляется состоящей из одинаковых слоев 

стеклопластика,половина которых направлена под углом f , а поло

вина под у г л о м к направлению действия усилий и исследована 

зависимость оптимального угла SP от формы потери устойчивости и 

соотношения размеров пластины.В этих работах применяется модель 

без учета поперечных сдвигов.Влияние угла укладки волокон и 

числа слоев на статический прогиб и критическую силу при сжатии 

в одном и в двух направлениях квадратной пластинки иссладивано 

в [ 1 7 0 ] и [189] . Вопросы рационального армирования пластин из 

композитного материала рассматриваются также в [ I E 2 ] , [33] , 

[ 1 5 0 ] , [181] и д р . 

Впервые задача об рациональном армировании цилиндрических 

оболочек с учетом устойчивости была поставлена В.И.Королевым в 

монографии [б9] , где получены выражения критических усилий ци
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линдрических оболочек,изготовленных косой однозаходной и косой 

перекрестной наиотками при действии осевого сжатия или внешне

го давления,в зависимости от угла намотки У . Оптимальный 

угол 9 численным образом определяется по следующей процедуре 

Для каждого значения f определяется наименьшее значение кри 

тической нагрузки в зависимости от целочисленных параметров в о л 

нообразия.Из полученных значений оптимальным является тот У , 

при котором критическая нагрузка максимальна.Там же рассмотре 

ны оптимальные методы непрерывной намотки беэмомантных цилинд 

рических оболочек из стеклопластиков однонаправленными стекло 

наполнителями,стеклотканями и намотка днищ различной геометри 

ческой формы. 

Основные результаты,полученные в [69 ] , можно найти также 

и в [ 9 ] . Идейно сходственной по этому вопросу [ 6 9 ] является 

работа В.И.Микишевой [ 1 0 1 ] и гораздо позднее появившееся [51] . 

В [ l u i ] , исходя из выражений критических нагрузок,полученных 

в [ 6 9 ] , при некоторых допущениях, получена приблизительная фор

мула для критического внешнего давления,независящая от парамет

ров волнообразия,которая дает возможность повысить критическую 

нагрузку за счет изменения угла намотки.Исследуется оптимальная 

намотке при осевом сжатии.Рассмотрены различные виды намотки 

пряная однозаходная,перекрестная,изотропная.Выбор оптимального 

угла намотки при кручении цилиндрической оболочки с использова

нием тех же предположений и основных формул,как и в [lui] . р а с 

смотрен в [ 5 1 ] . Исходя из требований максимума критической 

нагрузки и условия р а в н о п р о ч н о е » , в [ 1 0 2 ] рассматриваются ци 

линдрические оболочки,изготовленные методом спиральной намотки 

и подкрепленные слоями с продольным или кольцевым армированием. 

Оболочки оптимальны по структуре к действию внутреннего давпе 
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ния и по максимуму критической нагрузки при осевом сжатии. 

Более общие задачи выбора рациональных параметров арми

рования (интенсивности и углов) исследованы в работах Ю.В. 

Неыировского и В.И.Самсонова [ l 0 8 ]  [ l i d ] . В [108] рассмат

ривается сжатая вдоль образующей равномерно распределенными 

по торцам усилиями цилиндрическая оболочка,теряющая устойчи 

вость по осесимметрической и неосеоимметрической формам.С по

мощью процедуры Бубнова  Галеркина разработана методика ус 

тановления рациональных углов армирования и рационального вы

бора объемного коэффициента армирования.Определена область 

изменения отношения толщины к радиусу оболочки,в которой в мо

мент потери устойчивости все элементы деформируются упруго.В 

[ l 0 9 ] и [ Н О ] , по той же методике определяются рационалышо 

параметры армирования в случае действия внешнего давления и 

крутящих моментов и при их совместном действии.В этих рабо 

тех критерий оптимальности  максимум критической нагрузки. 

Цилиндрическая оболочка,изготовленная продольно  поперечной 

намоткой стеклонитью рассматривается в работе И.Я.Амиро и П.Я. 

Прокопенко [ 4 ] . В случаях осесимметрической и неосесимматри

ческой форм потери устойчивости определяются оптимальная струк

тура обопочки.а также исследуется влияние толщины слоев с про

дольной и поперечной ориентацией волокон на величину критичес

ких напряжений. 

Рассмотренные работы в основном посвящены рациональному 

армированию композитного материала ,из которого создается ци 

линдрическая оболочка.В них в качестве параметров оптимизации 

принимаются направления армирующих волокон,относительныеколи

чества олоев с различным способом армирования,объемный коэф 

фициент армирования.Однако практическое применение конструк 
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щи из композитных материалов выдвигает более общие и более 

сложные задачи оптимизации,в которых учитываются структура 

материала,условия работы конструкции,время эксплуатации,на 

дежность и д р . Учет целого комплекса ограничений,отражающих 

реальные условия работы конструкции,таких как ограничения на 

устойчивость (местную и общую),прочность,надежность,геометри

ческие ограничения,ведение оптимизации по многим параметрам, 

характеризующим материал и конструкцию в целом,с критерием 

качества проекта  весом конструкции,означало качественно но

вое направление в оптимальном проектировании цилиндрических 

оболочек из композитных материалов,начало которому дала рабо

та Р.Б.Рикардса и Г.А.Тетерса [131] .опубликованная в 1970 г . 

В этой работе в качестве параметров оптимизации приняты тол

щина,радиус и коэффициент армирования цилиндрической оболоч

ки из стеклопластика при продольнопоперечном армировании.За

дача сформулирована в виде задачи нелинейного программирова 

ния с функцией цели  весом оболочки и ограничениями на проч

ность,общую и местную устойчивость и решена методом обобщен 

ных множителей Лагранжа [151] . 

В работах [ 1 3 2 ] , [133] , [136] , [179] .исходя из к л а с 

сической теории оболочек,основанной на гипотезах Кирхгофа 

Лява ,ведется оптимизация многослойных анизотропных цилиндри 

ческих оболочек,подверженных действию статических нагрузок: 

осевой силы,внешнего давления,крутящего момента.Параметрами 

оптимизации приняты геометрические размеры оболочки,направ 

ления армирующих волокон,относительные количества слоов в 

каждом направлении и объемный коэффициент армирования.Опти 

мизация ведется при ограничениях на геометрические размеры, 

прочность и устойчивость по методу проектируемых градиентов 
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торых оптимизируется подкрепленная стрингерами и шпангаута

ми цилиндрическая оболочка из армированного волокнами ма 

териала.Решение проводится по методу штрафных функций в 

форме Фиакко  Мак Кормика. 

Метод случайного поиска (покоординатного самообучения 

с забыванием) использован в [ 4 3 ] .формулировка проблемы в 

которой полностью заимствована из [ 1 3 1 ] . 

Ввиду сложности,как с таоритичеокой.так и с вычислитель

ной сторон и разнообразностью проблемы оптимизации цилиндри

ческих оболочек из композитных материалов,много вопросов еще 

нуждается в решении. Укажем на некоторые иэ них. 

Многие задачи оптимизации конструкций сводятся к зада 

чам нелинейного программирования (необязательно выпунлого).К 

сожалению,единого метода подобного симплексметоду линейного 

программирования,который позволял бы находить оптимальные 

решения во всех нелинейных задачах ,пока еще нет.Большинство 

существующих в настоящее время методов решения таких задач 

приводят к локальным решениям.Поэтому,должно проводиться к а 

чественное исследование полученных результатов по отношению 

глобальности решения. Для этого должны быть известны обвил 

свойства функции цели и ограничений.Исследование общих свойств 

при оптимизации цилиндрических оболочек из композитных матери

алов математически довольно сложная проблема и решение,повиди

мому,возможно лишь в некоторых частных случаях.Пока в этом 

направлении достижения незначительны. 

Известно,что при определении критической нагрузк . , ,исхо

дя иэ уравнений устойчивости,приходиться производить дискрет

ную минимизацию выражения относительно волновых чисел.харак 

теризующих форму потери устойчивости (процедуру такой миними
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зации можно найти налрм. в [178] ) . В подавляющем большинст

ве работ,посвященных вопросам оптимизации,учет устойчивости 

ведется по приближенным выражениям критических усилий,в ко 

торых.по предварительным предпосылкам,волнообразна фиксиро 

вано или не зависит от волновых чисел и,тем самым,отпадает 

проблема целочисленной минимизации выражения.Применение приб

лиженных формул требует дополнительных ограничений на размеры 

оболочки и величины действующих усилий,что ограничивает о б 

ласть применения полученных результатов.Решение оптимизаци 

онных задач с минимизацией выражения критической нагрузки 

относительно волновых чисел гораздо усложняет задачу ,как в 

теоретическом,так и в вычислительном отношении.Однако это 

обязательно ,так как в процессе оптимизации при изменении па 

раметров оболочки,меняется и форма потери устойчивости и н о 

учет этих изменений ведет к снижению точности полученных р е 

зультатов . 

До сих пор решения проблем оптимизации цилиндрических 

оболочек проводились на основании классической теории оболо

чек , основанной на гипотезах Кирхгофа  Лява без учета попе

речных сдвигов.Эта модель в некоторых случаях приводит к 

довольно большим погрешностям при определении величины кри

тической нагрузки и формы потери устойчивости ( с м . [ б ]  [ 8 ] , 

[138] ) .Возникает проблема оптимизации с использованием б о 

лее точной,но и более сложной кинематической модели например 

модели типа Тимошенко,а также сравнения результатов оптими 

зации,полученных при использовании различных моделей к опре

делении пределов применения этих моделей в оптимизационных 

задачах . 

В последнее время вопросам устойчивости цилиндрических 
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оболочек из композитных материалов,заполненных упругим запол

нителем гораздо меньшей жесткости,уделяется немало внимания 

( [35] , [64] , [93] , [ 1 0 0 ] , [106] , [147] ).И применение 

таких конструкций довольно широкое.Однако,вопросы их оптими

зации недостаточно освещены.Это также относится и к проблеме 

оптимизации с учетом прочности оболочек иэ композитных м а т е 

риалов. 

Реальные тонкостенные конструкции типа пластин и оболо

ч е к . а тем более конструкции такого типа из композитных м а т е 

риалов не лишены разного рода начальных несовершенств таких, 

к а к : начальные прогибы,отклонения фактических размеров толщин 

в разных местах конструкций от теоретических,наличие самоурав

новешенных начальных налряжений,возникающих в процеосо изго 

товления намоточных конструкций,наличие полей макросвойств ма

териала,несовершенства граничных условий и т . п . Уже давно из 

вестно ,что начальные несовершенства играют важную роль в проб

леме устойчивости реальных оболочек.Особенно важную роль в этой 

проблеме играют несовершенства формы.Большая чувствительность 

критических усилий к начальным несовершенствам,с одной сторо

ны,и случайный характер этих несовершенств,с другой стороны, 

приводят^ большому разбросу критических усилий.С появлением 

работы В.В.Болотина [12] и монографий [13] и [15] было осозна

но ,что начальные несовершенства наиболее правильно рассматри 

вать как случайные и при решении задач,связанных с ними,исполь

зовать методы математической статистики,теории вероятностей и 

теории случайных функций. 

Применение стаИ^Хческих и вероятностных методов в строи 

тельной механике открыло пути к применению теории надежности. 

Методы оценки надежности конструкций,разработанные в [ 1 5 ] , 
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позволяют определить качеотво проекта по отношению к палый 

случайных отклонениям. 

Теоретическим и экспериментальным исследованиям устой

чивости несовершенных цилиндрических оболочек из изотропного 

материала (металические оболочки) посвящены работы В.В.Боло

тина.Б.П.Макарова,В.М.Лейэераха [12] , [14] , [73]  [75] , 

[86]  [90] , а также работы других авторов [36] , [167] , 

[187] и др.Аналогичные проблемы устойчивости для оболочек 

из композитных материалов рассматривались в работе [ 1 7 ] и в 

монографии [ 1 3 8 ] , где экспериментальная функция прогиба пред

ставляется в виде двойного ряда Фурье,коэффициенты которого 

определяются путем численной обработки экспериментальных дан 

них на ЭВМ.Этой тематике посвящены и работы [ 5 9 ] , [ 7 6 ] , 

[ 1 8 5 ] и д р . Однако,устойчивость таких оболочек,как с[теорети

чоской.так и с экспериментальной точки зрения,еще недостаточ

но исследована и окончательные выводы,повидимому,можно получить 

лишь при более широком применении методов теории вероятностей 

и математической статистики. 

Влияние случайных начальных несовершенств на устойчивость 

оболочек иэ композитных материалов может быть "нейтрализова 

но" увеличением толщины оболочки,изменением структуры материа

ла или другими способами.Но в большинстве случаев это ведет к 

увеличению веса оболочки.Поэтому.естественно,может быть постав 

лена задача о минимизации веса такой оболочки.Но так как здесь 

приходится иметь дело с олучайными величинами ( или даже фу ни 

циями),что проблема оптимизации ставится гораздо сложнее и для 

ее решения должны обращаться к стохастическому программированию 

[161] . 

Б настоящее время наиболее полно разработаны методы реше 
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ния стохастического аналога аадач линейного и квадратичного 

программирования.Но задачи оптимизации цилиндрических оболо

чек из композитных материалов ( о учетом устойчивости и проч

ности) ,как правило,формулируются в виде задач с нелинейной 

Функцией цели и ограничениями.Поэтому проблема оптимизации т а 

ких оболочек с начальными несовершенстами формы и другими слу

чайными факторами составляют как раз ту область,которой мало 

коснулись современные достижения теории оболочек и стохастичес

кого программирования.В виду актуальности вышеизложенных проб 

лем оптимального проектирования цилиндрических оболочек из ком

позитных материалов ,в настоящей работе ставятся следующие основ

ные цели: 

а ) Разработать метод,позволяющий в процессе оптимизации и с 

пользовать выражения критической нагрузки,зависящие от целочис

ленных волновых параметров. 

б ) Применять в решении задач весовой минимизации цилиндри

ческих оболочек и прямоугольных пластин до сих пор неприманяв 

шиеся при решении таких задач кинематические модели с учетом по

перечных сдвигов.Произвести сравнение результатов,получанных по 

классической и уточненной теориям. 

в ) Произвести весовую минимизацию цилиндрических оболочек 

с упругим заполнителем при комбинированном нагружении с учетом 

устойчивости и прочности. 

г ) Сформулировать и решить стохастические задачи устойчи 

вости и оптимизации цилиндрических оболочек со случайными началь 

ными несовершенствами формы и оо случайными прочностным х а р а к 

теристиками с использованием стохастического программирования. 

Решение сформулированных проблем составляет основное со 

держание настоящей работы,которая оостоит из введения,четырех 
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г л а в , заключения, описка литературы и приложения. 

В первой главе приводятся структурные,деформативные и 

прочностные соотношения многослойного,армировашого композит

ного материала, физические уравнения и уравнения состояния в 

матричной форме цилиндрических оболочек о упругим заполните

лем в общем случае простого нагружения.с использованием кине

матических моделей КирхгофаЛява и Тимошенко,приспособленные 

для решения оптимизационных задач.Сформулирована общая задача 

минимизации в е с а цилиндрических оболочек с заполнителем. 

Во второй и третьей главах рассмотрены частные случаи р е 

шения детерминистических оптимизационных задач.Проведена о п 

тимизация прямоугольных пластин,сжатых в двух перепендикулярних 

направлениях,и пилиндричеоких оболочек с упругим заполнителем 

при осевом сжатии с использованием кинематических моделей Кир

хгофаЛява и Тимошенко. Полученные результаты сравнены.Дока

зано ,что ограничения на устойчивость в пространстве парамет

ров оптимизации не выпуклы, а квазивыпуклы. Проведена весовая 

минимизация цилиндрических оболочек с учетом общей и местной 

потери устойчивости и прочности по критерию А.К. Малмейстера 

при осевом сжатии и комбинированном нагружении. 

Четвертая г л а в а посвящена стохастическим задачам устойчи

вости и оптимизации.Проведен вероятностный анализ устойчивости 

цилиндрических оболочек со случайными начальными несовершенс

твами формы при осевом сжатии.Сформулированы и решены с п о 

мощью стохастического программирования задачи весовой миними

зации цилиндрических оболочек со случайными начальным! н е с о 

вершенствами формы при осевом сжатии и вдлиндрических оболо

чек о упругим заполнителем при комбинированном нагружении с 

учетом случайных характерных прочностей материала. 

Работа выполнена в институте механики полимеров АН Л а т 

вийской ССР в 1972  1976 г г . 



Г Л А В А П Е Р В А Я 

ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК С УПРУГИМ 

ЗАПОЛНИТЕЛЕМ ИЗ КОМПОЗИТНОГО МАТЕРИАЛА И ОБЩАЯ ФОРМУЛИРОВКА 

ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ 

§ 1.1 . Структурные,деформативныо и прочностные соотиошония 

многослойного композитного материала и Физические у р а в 

нения цилиндрических оболочек. 

В широком смысле практически всякий современный материал 

представляет собой композицию,поскольку материалы редко ис 

пользуются в чистом виде.Технология изготовления композитных 

материалов считается одной из древнейших,так как еще на заре 

цивилизации первобытный человек делал слоиотые луки для их у п 

рочнения,при изготовлении кирпичей перемешивал солому (армирую

щее волокно) с глиной (связующее) и т . п . Хотя эти материалы, 

применявшиеся в далеком прошлом можно отнести к классу компо 

зиций.трактируемому в широком смысле,тем не менее современная 

наука о композиционных материалах зародилась совсем недавно. 

Сейчас применяются два пути построения механики композитных 

материалов.Первый путь чисто феноменологический,основан на н е 

посредственном использовании известных уравнений для анизо 

тройного тела .Здесь механические постоянные определяются на 

основе лабораторных испытаний образцов из композитного м а т е 

риала.Второй путь построения теории деформирования композитов 

базируется на структурных соображениях.Следуя этому пути,меха
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нические характеристики композита выражаются через механичес

кие характеристики компонентов, коэффициенты армирования ,раз 

меры армирующих элементов и другие структурные параметры. Та

кой путь предпочтительнее, как с теоретической, так и с п р а к 

тической точки зрения . Он позволяет предсказать механические 

свойства композитов по механическим характеристикам компонен

т о в . Это как раз дает возможность решать вопросы оптимального 

проектирования армированных материалов. В данной работе б у 

дем следовать по этому пути. 

Пусть известны исходные характеристики: и Вс  с о о т 

ветственно модули упругости армирующих волокон и связующего; 

Ра ж % - соответствующие коэффициенты Пуассона; ^и.  объем

ный коэффициент армирования материала. Конструируется одно

направленные армированные элементарные слои, упругие х а р а к 

теристики которых определяется по известным формулам теории 

армирования [ 92] : 

( 1 . 1 ) 
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Эу  символ Кронекера. 

Жесткости повернутого на угол Р„ элементарного слоя в 

ооях Ох.'х"Н? , определяются в матричной записи по формулам 

преобразования [92] : 

 1.2 6 ) , ( 1 . 2 ) 

где £  элементы матрицы преобразования, которая в этом 

случае имеет следующий вид: 

Здесь Е° , £л , £ , ° , £ ° , (2°гз , £ , Р°,  жесткосгные 

характеристики ортотропного элементарного слоя в осях Ох,'х£1с' 

( р и с . 1 . I ) . 

Принимаем б, = 0 и выражаем соотношения между деформаци

ями и напряжениями однонаправленного элементарного слоя в 

системе координат Оле'ж/^/ в тензорной записи по.форму 

лам: 

где ад  элементы матрицы жесткости элементарного с л о я , с в я 

занные с исходными характеристиками соотношениями 



Рис. 1,2. Расположение элементарных слоев относительно 

срединной поверхности оболочки. I - слой с арматурой под 

углом *уЗА ; 2 - слой с агматурой под углом - . 



[4 

- гв -
0 0 0 мЪ2р 
0 0 0 -Уп2]}, 

0 0 7 0 0 0 

0 0 0 яЪД о 
0 0 0 (ечД 0 

0 0 0 соз2/3„ 

( 1 . 3 ) 

Несколько элементарных слоев под углами 1~Ак фор

мируют многослойный пакет с "к" типами слоев.Для всего па 

к т а , образованного из элементарных слоев , расположенных под 

различными углами /3К , жесткостные характеристики пакета 

определяются по формуле: 

Здесь  мембранная жесткость пакета ; / Л /  мембрапмо

иэгибная жесткость пакета; Щ:  изгибная жеоткость пакета; 

¡1  толщина оболочки ( п а к е т а ) . 

При данных интенсивиостпх армирования и расположении с л о 

ев пакета по толщине, интегралы известным образом заменяются 

суммами. Так, например, мембранная жесткость пакета йу опро

( 1 . 5 ) 

( 1 . 6 ) 
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Здесь Су  Элементы матрицы жесткостей пакета в системо 

Ох'^К- \2
Г

- общее количество слоев пакета ; Щ  количест

во слоев,расположонных под углами*/? я-А'< ё  общее коли 

чество различных углов намотки; 6- Л*/2Р  относитель

ное число слоев,расположенных под углом . А . . 

Таким образом,элементы матрицы жесткости можем выразить 

через исходные характеристики м а т е р и а л а м они являются функ

циями объемного коэффициента а р м и р о в а н и я ^ , относительных 

чисел слоев и углов армирования, т . е . 

Это утверждение действительно также и для мембранной,мембран

ноизгибной и изгибной жесткостей всего пакета . 

Б частном случае ,когда используется только три вида сло

е в , с фиксированными углами н а м о т к и , т . е . при /Зк = 0,+ % , 

±&/2 , элементы матрицы жесткостей всего пакета опроде 

ляются по формулам: 

арматура в которых расположена под углами 0,+ ¡ 7 / 4 , + Ч/2. 
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Очевидно, что <• 

п.. 
гак как с у ш а относительных количеств слоев всех типов должна 

равняться единице.Кроме того ,из ( 1 . 5 ) и ( 1 . 7 ) видно,что при 

^ - Сол^ ' элементы матрицы жесткости всего пакета Су- есть 

линейные функции с аргументами относительными количествами 

слоев & к . 

Анализ прочностных свойств слоистого композита проведем, 

исходя из физических уравнений оболочек,которые будут исполь

зованы и при решении других вопросов. 

Соотношения между усилиями и деформациями многослойной 

цилиндрической пологой оболочки, составленной из ортотропиых 

элементарных слоев ,в матричной форме имеют вид: 

N ' й в ' & ' 

М _ 7), X 
( 1 . 9 ) 

где Л / _ матрица усилий; М  матрица моментов; Й , / 3 и 

•Э  матрицы жесткостей,элементы которых определяются из с о 

отношений ( 1 . 4 ) ; £  матрица деформаций; Эй  матрица ис 

хривлений. 

Дальнейшее исследование ( 1 . 9 ) зависит от выбранной кине

матической модели оболочки и от способа конструирования мно 

гослойного пакета материала оболочки. 

В случае модели Тимошенко матрицы усилий,моментов, жест

костей,деформаций,искривлений имеют вид: 



 ы 

м , N1* Щ 
. н . а , 

. 5 . 

Ь /? 

ц 2» ц 

Эх 
Эи 
ь 2* 

дх 
ЭК 

л , 0 0 0 
0 0 0 

0 я» 0 0 
0 0 0 

5 0 0 0 $11 

в--

/ з , 2 0 

#н 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 4 

5 ) 

~ Д , 0 « о 
Шп 2 « о 
о о 4 

З д е с ь / V ,б(,5,М^И  усилия и моменты в оболочке; 

@  радиус срединной поверхности оболочки; и  осевоо п е 

ремещение по оси 1С ; V  окружное перемещение по оси у ; 

№  прогиб (перемещение по нормали); и ^  компонен

ты вектора поворота нормали оболочки в соответствующих плос 
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костях . 

В случав иодоли Кирхгофа  Лява некоторые матрицы изме

н я т с я и имеют вид : 

ч 

5 

Зи 

2л. + £ 

3 * 

я * о 

О О Й,( 

( 1 . П ) 

•эй • 
Э х 2 

- _ 

9У. 

/3 

/ 3 „ А . <? 

/ 3 2 , 

0 5 4 , 

Остальные матрицы те же самые,как и в модели Тимошенко ( 1 . 1 0 ) . 

Элементы матрицы /3 характеризуют влияние изменений кри 

визны и кручения на тангенциальные оилы и влияние деформаций 

удлинения и сдвига на моменты.В случае однородной и слоистой 

симметрично собранной относительно срединной поверхности обо

лочки 3 = 0 и исчезает указанное выше взаимовлияние. 

Прочность слоистого композита определяем из анализа проч

ности каждого однонаправленного армированного слоя с известны

ми прочностными характеристиками.Прочность всего пакета опре 

деляется по слою,который разрушается первым. Ясно, ч т о , при 

различных напряженных состояниях,начальное разрушениайачинает

ся в различных слоях.Для установления этого необходимо знать 

напряжения на каждый "к"  типа элементарный олой при оложном 

напряженном состоянии на слоистый пакет.Пусть известны нагруз 



£ 
ре. [ 
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Из ( 1 . 1 4 ) и ( 1 . 1 6 ) суммарные напряжения на слой "к"  того 

типа определяется из 

б 6. е . * 
( 1 . 1 7 ) 

ки,действующие на оболочку.Для определения напряжений исполь

зуем соотношение ( 1 . 9 ) . Разрешаем ( 1 . 9 ) относительно деформа

ций. По формуле фробениуса [34] , получаем: 

И"* -к~Ъа~1 ] Г/у" 

здесь к- Й-Яд~'зт. 
Из ( 1 . 1 2 ) определяем средние мембранные деформации слоистого 

пакета  г . 

¿" = К / V  К 3 3 М. ( 1 . 1 3 ) 

Мембранные напряжения на элементарный слой "к"  того типа 

определяется из средних мембранных деформаций по формуле 

[ С ] • [с 1 £ • С1.н) 

Деформации изгиба на элементарный слой "к"  того типа, 

который расположен на расстоянии г„ от средней поверхности, 

определяется из ( 1 . 1 2 ) : 

[СИ' (Я'Ъ (д'д'я Т*~'®ЩН] 2*. ( Ы 5 ) 

Соответствующие изгибные напряжения на слой "к"  того типа 

равны 

( 1 . 1 6 ) 
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Подставляя (1 . 13 ) в (1 . 14 ) , ( 1 . 1 5 ) в (1 .16) и суммарные 

напряжения в выбранный критерий прочности, получаем систему 

уравнений,определяющих поверхность прочности многослойного 

композитного материала оболочки в пространстве усилий и мо

ментов. 

В дальнейшем,при решении оптимизационных задач.принимаем, 

что элементарных слоев очень много,их расположение симметрич

но относительно срединной поверхности оболочки и относитоль 

ные количества слоев 6« меняются непрерывно ( см . р и с . 1.2 ). 

При таком способе конструирования получаем ортотропный мате 

риал.Поэтоиу будем пользоваться уравнениями ортотропной ци 

линдрической оболочки. 

§ 1 . 2 . Матричное выражение уравпоний равновесия ортотропных 

цилиндрических оболочек с упругим заполнителем 

В этом параграфе приводятся необходимые уравнения для оп

ределения устойчивости оболочек и пластин,которые используются 

везде в дальнейшем для установления ограничений устойчивости 

в оптимизационных задачах . 

Методы исследования устойчивости и оптимального проекти

рования оболочек из композитных материалов и выбор киномати 

ческой модели зависят от свойств материалов,вида конструкции, 

способа нагружения, числа параметров оптимизации, требуемой 

точности расчетов и д р . причин.В настоящем параграфе остано 

вимся на выборе кинематической модели оптимизируемых оболочек. 

При решении задач оптимизации,можно идти разными путями и и с 

пользовать различные кинематические модели оболочек.Выбранная 

кинематическая модель отражается в уравнениях состояния обо 

лочек. 



+ 9**0, ( 1 . 1 8 ) 

( 1 . 1 9 ) 

- % - о, (1 .20 ) 

(1 .21 ) 
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Уравнения равновесия пологой цилиндрической оболочки о 

упругим заполнителем ( р и о Л . з ) в общем случае статического 

нагружения имеют следующий вид [138] : 

Шх + Ц 

2у Ях 
ЪН* , УН 
•дх Ъ 

Здесь ^ , ф и ^  составляющие реакции заполнителя; 

N° , Л£° и 2А/Х°  критические усилия, при которых оболоч

ка теряет устойчивость. 

Для преобразования уравнений р а в н о в е с и я ( 1 . 1 8 )  ( 1 . 2 2 ) в у р а в 

нения в перемещениях,из уравнений(1.9)при выбранной кинемати

ческой модели КирхгофаЛява или Тимошенко определяются усилия 

и моменты и подставляются в ( 1 . 1 8 )  ( 1 . 2 2 ) . П о с л е элементарных 

преобразований приходим к уравнениям,которые в матричиоопе

раторной форме могут быть представлены следующим образом: 

где Ц  симметричная операторная матрица пятого порядка: 

о-

а1г оа 
о О 

ап агг аг> 0 О 
« и о* 

0 О а» 
0 О % <ъ 

( 1 . 2 4 ) 
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Рис. 1.4 . Выход на границу допустимой области. I  допус 

тимая область ; 2  ограничения. 
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о элементами йу , зависящими от кинематической модели обо 

лочки. У  вектор функций перемещений, также зависящей от 

выбора кинематической модели, 

— вектор реакций упругого заполнителя.Значок " т " означает 

операции транспонирования. 

Наиболее простая кинематическая модель получается при и с 

пользовании гипотез КирхгофаЛява.Проведенные исследования по

казывают, что для практических расчетов на устойчивость орто

тропных оболочек из стеклопластика в первом приближении можот 

быть использована кинематическая модель,основанная на гипоте

зах КирхгофаЛява ( см . работы А.А.Буштыркова [18]  [ 2 0 ] ) . И 

при решении некоторых задач оптимизации будем пользоваться 

этой моделью.В этом случае элементы матрицы 0_ следующие: 

к Эх* Ь г / • л $хду 

По классической теории оболочек,нормальное волокно имеет 

три степени свободы и поэтому 
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уг--[и,1/,м, 0,0]. ( I i 2 V ) 

В случае исследования цилиндрической оболочки (модель 

КирхгофаЛява), имеющей начальное отклонение от идеальной 

формы при осевом сжатии,и с учетом т о г о , что начальный про

гиб W° нал по сравнению с толщиной оболочки,меняется только 

уравнение равновесия ( 1 . 2 2 ) , которое принимает вид : 

2х Эь $ -Эх' h ' ( 1 . 2 8 ) 

где Wf - дополнительный прогиб.Остальные уравнения равнове

сия ( I . 1 8 ) — ( I . 2 I ) не изменяются. 

Уравнения равновесия в перемещениях в этом случае выра

жаются „ 

тт=[о, о, *;^~>о,о1 

Применение классической теории оболочек при решении опти

мизационных задач значительно уменьшает объем численных работ . 

Однако пределы применяемости этой теории в случае композитных 

материалов должны быть исследовены в каждом конкретном случае . 

Оценке точности кинематических моделей и пределам применяемос

ти в зависимости от соотношений размеров и упругих постоянных 

материала в задачах устойчивости цилиндрических оболочек по 

священы работы Н.Ю.Бабича, А.Н.Гузья и д р . [ 6 J  [в] . В ра 

боте [ Ю б ] показано,что неучет поперечных сдвигов для цилинд

рических оболочек с заполнителем дает неверную информацию о 

форме потери устойчивости оболочки и приводит к существенным 

погрешностям при определении критической нагрузки . 
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Пои решении оптимизационных задач,наряду о классической 

теорией оболочек, будем использовать уточненную теорию типа 

Тимошенко,принимая, что в процессе изгиба нормальное волокно, 

оставаясь прямолинейным,может быть неперпендикулярным к де 

формированной срединной поверхности, т . е . , ч т о нормальное в о 

локно имеет пять степеней свободы.Четвертая и пятая степени 

свободы соответствуют углам поворота нормального волокна в 

плоскостях х г и и соответственно обозначаются Т, и 2£ . 

Общая форма уравнений равновесия в матричнооператориой запи

си ( 1 . 2 3 ) не изменяется.Изменяется вектор У и некоторые э л е 

менты матрицы Ц : , ... , . 

г п - г — п - г 

Элементы # н , ^ 2 , в,} , Оп , 02Ъ такие как в ( 1 . 2 6 ) . 

Вектор перемещений с учетом углов поворота равен: 

У К С> С.зо) 

Уравнения равновесия ортотропной прямоугольной Пластовы, 

сжатой в двух направлениях можно рассматривать ,как чаотный 

случай уравнений цилиндрической оболочки (при / ? = <*> ).Приняв 

во внимание и поперечные сдвиги.уравнения равновесия пластины 

также можно выразить в натричнооператорной форме ( 1 . 2 3 ) с учи
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той,что 

Ут*[0,0, &,Г„Г,], ( 1 . 3 1 ) 

<}Г*[0,0,0,0, 0], ( 1 . 3 2 ) 

и элементы операторной матрицы ( ? равны: 

йу = 0 (с* 42;/* 4,2,*), 

%* (Я 9 я 

* &<() 
дг 

* &<() 

7* -К 
•Эк* Л 2 

Здесь 
£ ) . . = 

V 
Л е.. 
-12 У 

•Же 
12 

( 1 . 3 4 ) 

( 1 . 3 5 ) 

/7  толщина пластины. 

Введенные в этот параграф уравнения будут использованы при 

решении задач оптимального проектирования,общей формулировке 

которых посвящается следующий параграф. 
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§ 1.3. Формулировка проблемы минимизации веса цилиндрических 

оболочек 

Теория оптимального проектирования является сравнительно 

молодой и весьма сложной проблемой.Она рассматривает такие с и 

туации, в которых скрещиваются противоречивые требования ,как , 

например,минимальная стоимость конструкции и максимальная на 

дежность.минимальный вео и максимальная нагрузка,макоимум кри

тической силы и минимальная характерная деформация и др.Поэто

му одним из первых грудных вопросов является установление кри

териев качества проекта.Правильный выбор критерия качества 

проекта представляет собой сложную техникоэкономическую з а д а 

чу.При решении оптимизационных задач оболочек в качество кри 

терия качества может быть принята стоимость( [53] , [70J , 

[164]), суммарная стоимость оболочки и опорной конструкции 

(L7I] , [Ю7]), наибольшая критическая нагрузка ( [65] , [ 1 0 1 ] , 

[102] , [108]  [ Н О ] ),максимум отношения критической погруз 

ки к весу^площади консгрукции([29]).минимум отношения веса под

крепленной оболочки к веоу гладкой оболочки ( [40] ) , минимум 

характерной деформации ( [154] ) ,равнонапряженность арматуры 

в композиционном материале ( [21] , [ 6 9 ] ) и другие.По в по

давляющем большинстве работ критерием качества считают вес 

оболочки.Важную роль при выборе критерия качества играет т е х 

нология изготовления конструкции.Технология может не только 

внести существенную поправку,но и даже потребовать специаль 

ных методов расчета.Иногда более легкая конструкция ,по„сказан

ная оптимальным проектированием,может быть менее выгодна,чем 

более тяжелая,но удобная о технологической точки зрения .Поэто

му критерий наименьшего в е с а , конечно, не всегда определяет 
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оптимальность конструкции.Однако.этот критерий тооно связан 

со стоимостью. В работах [ П 8 ] и [ 1 4 4 ] даются аналити

ческие зависимости между затратами на изготовление конструк

ции и их весом,которые дают возможность обобщить критерий 

минимума веса ,выразив стоимость конструкции в виде некоторой 

функции от веса .Вес играет одну из главных ролей в самолето

строении и ракетостроении,где в качестве несущих,используются 

конструкции типа тонкостенных оболочек.Исходя из этих сообра

жений,в данной работе в качестве критерия качества проекта 

принимается вес конструкции. 

В поисках минимального веса ,будем варьировать некоторые 

переменные ( и1} и2, . . . , и„ ) , которые обычно называются па 

раметрами оптимизации и рассматриваются как компоненты некото

рого вектора С1 из П  мерного эвклидова пространства £ „ . 

Здесь при оптимизации цилиндрических оболочек и пластин 

из композитных материалов, работающих в упругой области,при 

статическом,кратковременном нагружении в качестве параметров 

оптимизации в различных Формулировках задач принимаются: г е о 

метрические размеры оболочек (радиус и толщина) и параметры, 

характеризующие структуру материала,такие как жесткость упру

гого заполнителя, объемный коэффициент армирования и относи 

тельные количества слоев о арматурой,составляющей различные 

углы с осью оболочки. 

В общем случав,после нормировки некоторых параметров, 

вектор параметров оптимизации принимает следующий в и д : 

и * (ц. иг,и>, щ, в,. • • •>%), 
/,-/,, 

П2 - Л1 ( 1 . 3 7 ) 
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где /у и Ьг  нижняя и верхняя границы изменения толщины 

оболочки; Л? и  нижняя и верхняя границы изменения 

радиуса срединной поверхности оболочки;  модуль упру 

гости заполнителя; Ее " - верхняя граница изменения модуля 

упругости заполнителя; вк ( / ' = •1,2,... , С )  относительное 

количество олоев,арматура в которых направлена под углом Рк 

к оси оболочки. 

С вводом в число параметров оптимизации объемного коэф 

фидиента армирования и относительных количеств слоев с раз 

личной укладкой арматуры открывается возможность вместе с с о з 

данием оптимальной конструкции одновременно оптимизировать и 

композитный материал,из которого создается конструкция. 

Вес конструкции  функция цели в общем случае выражается 

через параметры оптимизации следующим образом: 

(1 .39) 

где Сд,  вес оболочки (или пластины); С2(и)  вес заполни 

теля . В тех случаях,когда вес заполнителя считается полезной 

нагрузкой,можно принять,что 

и х ( " ) * 0 , ( 1 . 4 0 ) 

П р о с т р а н с т в о ^ содержит и такие проекты, которые не 

удовлетворяют некоторого множества требований,необходимых для 

изготовления и пригодности конструкции.Поэтому на изменение 

параметров оптимизации налагаются ограничения технологического, 

Физического,структурпого.геометрического и других характеров . 

Ограничения можно рассматривать как границы,разделяющие про

странство на допустимую и недопустимую области.Очень 
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часто ограничения выражаются в виде ограничений на функциона

лы и делят пространство лишь неявно.Это как раз вызывает 

наибольшие трудности в задачах оптимизации при установлении 

свойств допустимой области,метода оптимизации и оптимальнос

ти решения. 

В настоящей работе при решении отдельных проблем оптими

зации цилиндрических оболочек будут затронуты ограничения ,ко

торые можно разделить на следующие группы: а ) ограничения по 

предельным состояниям где входят ограничения на местную устой

чивость,общую устойчивость,прочность,надежность относительно 

устойчивости и прочности, б) ограничения на верхние и нижние 

границы изменения структурных параметров материала,которые в 

дальнейшем будем называть структурными, в ) геометрические о г р а 

ничения на верхние и нижние границы изменения геометрических 

размеров оболочки. 

Из всех вышеупомянутых ограничений здесь остановимся па 

составление ограничений на местную устойчивость,структурных 

и геометрических, т . к . в дальнейшем эти ограничения входят в 

каждую,здесь исследуемую оптимизационную задачу . 

Для составления ограничений на местную устойчивость при 

оптимизации цилиндрических оболочек можно использовать раз 

личные подходы.Коротко укажем схемы составления этих ограни

чений,используя статический и энергетический методы,которые 

применяются в данной работе . 

Статический метод. В уравнения равновесия ( 1 . 2 3 ) подстав

ляются значения вектора перемещений У (функции перемещений), 

удовлетворяющие граничные условия.В случае конечного число 

степеней свободы ( функции перемещений аппроксимируются коноч

ным числом ч л е н о в ) , после дифференцирования и элементарных 
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'Р1-0 ( 1 . 4 2 ) 

получаем характеристическое уравнение для определения выраже

ния критической нагрузки N .которое зависит от параметров 

оптимизации и волновых чисел т , П , т . е . 

Л / ' = N (и,м,п). 
Ограничения устойчивости выражаются неравенствами 

У(«,»,»)-^44 О, ^т 

где Л/  параметр действующей нагрузки. 

Энергетический метод. Из общих теорем механики следует , 

что равновесие являотся устойчивым, если потенциальная энер

гия системы имеет минимальное значение. 

Приращение полной потенциальной энергии представляется 

в виде [ Я ] : , , 

лЭ-сГЭ*|о~ 1 
Для любого равновесного состояния 

где приращение потенциальной энергии деформации,возникаю

щее при небольшом отклонении оболочки от соотояния равновесия 

преобразования получается система линейных однородных уравне

ний. 

( 1 . 4 1 ) 

где \_У°'\  вектор,составленный из коэффициентов функций п е 

ремещений; Р - квадратная, симметричная матрица.Из условия 

нетривиальности системы ( 1 . 4 1 ) : 
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§ " У - приращение потенциала внешних сил при отклонении обо 

лочки от состояния равновесия. 

Равновесие будет устойчивым,если S Э У О и неустойчи

вым при S Э< О • Т.К. верхняя критическая нагрузка 

соответствует переходу от устойчивых равновесных состояний к 

неустойчивым,то , 

S э-о. 
В практических расчетах используется условие устойчивос

ти 

S V  f O O , d.45) 
как замкнутое множество точек в пространстве параметров опти

мизации. 

Для многослойной пологой ортотропной цилиндрической обо

лочки симметричного строения относительно срединной поверх 

ности { 3 = 0 ) приращение потенциальной энергии деформации 

выражается: 

( 1 . 4 6 ) 

О о 

Второй член в ( 1 . 4 6 ) дает потенциальную энергию деформа 

ции упругого заполнителя с учетом только радиального взаимо 

действия оболочки и заполнителя. р  контактное давление меж

ду заполнителем и оболочкой,зависящее от нагрузки оболочки. 

Формула (1 .46 ) может быть использована при определении прира 
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дания потенциальной энергии деформации как для кинематичео 

кой модели КирхгофаЛява, так и для модели Тимошенко.Общий 

вид формулы не зависит от модели.Изменяются только значения 

матриц £ , ~И , А , <3 и <) . В первом случае они определяют

ся по формулам ( 1 . 1 1 ) , во втором  по формулам (1 .10 ) .Она 

может быть использована и при определении приращения потен 

циальной энергии деформации прямоугольных пластинок ,соответст 

венно изменив пределы интегрирования и элементы матриц £ и з с . 

Приращение потенциала внешних сил,действующих на оболочку 

в общем случае нагружения имеет вид: 

О о ( 1 . 4 7 ) 

При заданном векторе перемещений У .после интегрирова 

ния и элементарных преобразований,условие устойчивости ( 1 . 4 5 ) 

получается в виде квадратичной формы относительно вектора[У°], 

которая завиоиг от <^ , т , О • 

( 1 . 4 8 ) 

( 1 . 4 9 ) 

[У ] определяется из системы: 

7У° 

Таким образом, опять приходим к системе ( 1 . 4 1 ) . При подста 

новке [У]'в ( 1 . 4 8 ) получается 

%(Ц Л» п) = /V"- О ( Ь 5 0 ) 

и тем самым ограничения устойчивости можно представить в виде 

(1.43).Выражение ограничений в виде квадратичной формы относи

предпочтительнее при теоретическом исследовании 
свойств этих ограничений. 
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Приравняв С1.43) нулю и варьируя ч и с л а " ' и в , для 

каждой пары (,т,П) получаеи гиперповерхносги в пространстве 

оптимизируемых параметров и .Точки п р о с т р а н с т в а ^ которых для 

всех пар ( ' ч ,/7) выполняются неравенства ( 1 . 4 3 ) , составляют 

область устойчивости. 

Структурные и геометрические ограничения есть линейные 

функции относительно параметров оптимизации.Поэтому их объе 

диним в одну систему линейных уравнений и неравенств : 

и,--КО, 

<§(и)»-ея *0 (/-г*-**; к<Щ:>Л ( 1 > 5 1 ) 

Составление остальных групп ограничений будет обсуждаться 

в каждом конкретном случае. 

Вектор оптимизируемых параметров и удовлетворяющий всем 

ограничениям,т .е . такой,для которого 

$(и) £ О. 
называется допустимым вектором.Множество всех допустимых век 

торов составляет допустимую область,которую обозначим £2 , 

Оптимизационная задача коротко может быть сформулирована с л е 

дующим образом: определить и* такой,что 

где и*бЯ*{"1У(и)$0'} « ЯС£Я . 

Следовательно.задача оптимального проектирования оболочек 

сводится к задаче отыскания условного экстремума при огршичо

ниях в виде равенств и неравенств.Решение, пользуяоь клаоси 
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ческими методами анализа ,в большинстве с луча е в ,из  з а сложнос

ти и большого числа параметров оптимизации и ограничений,за 

труднительно и приходится применять методы математического 

программирования. 

§ 1 . 4 . Метод и особенности численного решения оптимизационных 

задач цилиндрических оболочек из композитных материалов 

В настоящее время методы нелинейного программирования р а з 

виваются довольно интенсивно.Однако пока в их основе не так уж 

много принципиально различных идей и выбор метода оптимизации 

не очень обширный.Использование того или другого метода зави 

сит от конкретной задачи.При выборе численного метода следует 

учесть следующие моменты: точность вычислений,степень чувотви

тельнооти к ошибкам и оценить приблизительно объем времени,ко

торое,вероятно,потребуется для решения задачи и главное учесть 

особенности задачи.Изложение многих современных численных мето

дов можно найти в [ 1 1 9 ] , [ l 2 8 J и [ 1 4 9 ] . 

Сформулированная в предыдущем параграфе задача оптимиэа 

ции цилиндрических оболочек из композитного материала имеет 

свои особенности.В большинстве случаев функция цели сравни

тельно несложная,но зато ограничения довольно сложны и их мно

го (до нескольких д е с я т к о в ) . Кроме того ,в некоторых олучаях 

ограничения трудно выразить в аналитической форме (стохасти 

ческие задачи).В виду этого не каждый численный метод может 

оказаться эффективным. 

В настоящей работе используется один из методов нелиней

ного программирования  метод проектируемых градиентов Роэона 

[ 1 8 0 ] . Подробное изложение метода можно найти также в |_72] 
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и сокращенное изложение в [ 5 8 ] и [ 1 5 1 ] . Э' гот метод для реше

ния задач оптимизации цилиндрических оболочек из композитных 

материалов применен в [ 1 3 2 ] где описан и алгоритм.Поэтому 

здесь не будем останавливаться на описании и подробностях э т о 

го метода. 

Отметим некоторые особенности задач оптимизации оболочек 

с учетом устойчивости.Методом проектируемых градиентов Розова 

поиск минимума ведется по направлению антиградиента целевой 

функции на касательную гиперплоскость к допустимой области и 

движение к минимуму происходит по границе допустимой области. 

Таким образом,стартовая точка должна находиться на границе 

этой области.Для выхода на границу допустимой области сущоот 

вует много различных методов.Здесь используется метод деления 

отрезка,соединяющего две точки,одна из которых находится в д о 

пустимой области,а другая вне е е . 

Ввиду т о г о , ч т о не все координаты вектора Ц, одинаково 

влияют на устойчивость,прочность и д р . свойства оболочки,при 

выходе за границу допуотимой области изнутри менпем те коорди

наты Ц, , с уменьшением которых приближаемся к границе допуоти 

мой области.Пусть,для определенности,это будут первые "к" коор

динат вектора и , т . е . Ц, и2 и„ , Принимаем,что и" 

находятся в допустимой области 52 или на ее границе.Тогда 

/пах [ У?(и°, 

где  левые части ограничений устойчивости; 

 левые части других ограничений (прочности и д р . ) . 

Для того,чтобы точка и была в области устойчивости или па ее 
границе,неравенства 
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( 1 . 5 3 ) 

( 1 . 5 4 ) 

о, 
должны выполняться для каждой пары (м , п ).Но при решении 

численных примеров должны ограничиться некоторыми интервала

ми и з м е н е н и я м и Л ,а именно, fty * />7 $ , ¿ О П2 . 

Тогда на каждом шагу оптимизации рассматривается (4 «v*/ ' ^ ^*< < ) 

ограничений устойчивости и J = l,Z,...,(^¡-"ifi^)("¿-f>1*^). 

При выходе на границу допустимой облаоти делится пополам 

расстояние точки Ñ0(u')yf¡ П - к  мерного многообразия ,натя

нутого на орты е (f*Mt к*2,.. , г п ) .При этом получаем точ

ку в, (и'") рд« иш

*(</2.%>--,и°„,,,.,и;;){шлА\ 
Если в точке 

v
 у J 

то точка fíi находится в допустимой области и следующим ша 

гом делится пополам отрезок ^fíi , а если 

то пополам делитоя отрезок fí0 . 

На границе допустимой области 

тах[У!(Ч *>,»), <P¡(U) = %(Ц»а1 "J = 0, ( 1 . 5 2 ) 
V 

если граница допустимой области в точке U. совпадает с грани

цей области устойчивости.При этом интервалы Lmi'^iJ и 

\_п1, fí2~] должны быть такими,что 



 52 

При выходе в других местах допустимой области 

тах[%(и,м,п), %(и)]*%(и)*0. ( 1 . 5 5 ) 

V 

При вычислениях на ЭВМ имеет смысл замена отрогах ра 

венств ( 1 . 5 2 ) и ( 1 . 5 5 ) неравенствами 

При выходе на границу допустимой области или при движении 

по ней в пропессе оптимизации меняются активные ограничения и 

может наступить момент,когда не выполняется какоелибо из усло

вий ( 1 . 5 3 ) и ( 1 . 5 4 ) , т .е . .может быть,что » Щ или 

/»о • ^ 2 П Р И невыполнении условия (1.53) и /?„ = П, или 

/?„ = Нг при невыполнении условия ( 1 . 5 4 ) . В этом случае долж

ны быть изменены интервалы 

Геометрически это означает,что должны вводиться новые гиперво

верхности,исключив из рассмотрения некоторые старые ^ п р и н а д л е 

жащие к числу активных.Блоксхема подключения новых ограничений 

устойчивости с изменением волновых чисел приводится на рис Л . 5 . 

Необходимость изменения ограничений одних другими в процес

се оптимизации делает неприемлемыми такие методы,как метод 

штрафных функций,метод случайного поиска и д р . Поэтому одно из 

преимуществ метода проектируемых градиентов Розена для данного 

класса задач заключается именно в возможности автоматического 

отбора опасных форм выпучивания при движении к oптимyмv. 

В применениях методов оптимизации с использованием произ

водных,как показывает вычислительная практика,обычно вычисли 

тельные затруднения возникают при вычислении производных.Здесь , 
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Выход на границу д о 

пустимой области. 
Определение 

Проверка условия 

М1 <С тв <: ^ 

Проверка условия 

Итерация по методу 
проектируемых г р а 

диентов Розена 

Подключение новых 
активных ограничений 

Проверка условия нет 

т, 

да 

а ) 

Проверка условия 

П,.--пгк; п^-п^-к 

Рио. 1.5 Блоксхема подключения новых ограничении, о помощью 

изменения интервалов [г»,,">г] и [ П , , п2 ~^ ; 

К - натуральное число. 
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в большинства случаев,появляются неточности и ошибки,лимити

рующие точность определения оптимальной точки.Это относится 

и к методу проектируемых градиентов Розена ,так как на каждом 

шагу необходимо определять градиенты ограничений,которые оп

ределяются сложными нелинейными функциями.Более подробно о с 

тановимся на определении градиента ограничений устойчивости, 

когда вектор оптимизируемых параметров имеет вид: 

и*{щ.О,А 3 / 
Тогда градиент ограничений устойчивости в матричном виде вы 

ражается 

Зс„ дс,г Яс„ Яс<,± ЯЛ " 
2 и, Э

]и, Яи, Я и, ди, За, 7а, 

Яси Я^,г ЗС2г 2 Я^-га Я^(\, 26 
Яв, Яв, Яв, 19, ~ЯвТ Э # Г Щ~ ( 1 > я 

Э^-гг ^¿¿2. Р^д Я/) 

Щ Я9, 7д( Я0[ ~Я% ~Я~% ~Щ 

^ = [ 2с„ Ясп Ясп Яс„ Яс# яс« д/, _' 

В случае модели КирхгофаЛява из й, и О/ выпадают чет 

вертый и пятый столбцы.Матрица £ , в процессе оптимизации 

постоянная в виду линейности функций С^- и Л относительно 

параметров оптимизации. 
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Известно,что для качественного исследования результатов 

оптимизации и установления глобального оптимума важно знать 

общие свойства функции цели и ограничений.Здеоь указан общий 

метод исследований ограничений на выпуклость. 

Для того,чтобы фцнкция была выпуклой, ее гессиан должен 

быть положительно полуопределен ( см .напр . [ 5 7 ] , [ 7 2 ] ) , т . о . , 

все главные миноры,составленные из элементов гессиана,должны 

быть неотрицательные ( [ 3 4 ] ).Таким образом,исследование вы

пуклости сводится к исследованию свойств главных миноров г е о 

сиана ограничений устойчивости. 

Элементы матрицы жеоткостей Су линейные функции отно 

сительно параметров оптимизации ( см. ( 1 . 5 ) и ( 1 . 7 ) ) и на 

основании формулы ( 1.46 ) входят в ограничения устойчивости 

в первой степени. Из этого следует ,что гессиан имеет следую

щую форму 

О о ( 1 . 5 7 ) 

о о 

где 

( 1 . 5 8 ) 
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Из ( 1 . 5 7 ) следует ,что неравны нулю могут быть: 

а ) только один главный минор первого порядка ^(*}'д^г 

б) главные миноры второго порядка,имеющие форму 

?1 
о 

ц.бо) . 2 4 

Остальные главные миноры равны нулю.Все это облегчает иссле

дования выпуклости ограничений устойчивости,так как из обще

го числа главных миноров 

/V/ 

надо исследовать только ^ / миноров. 

И в заключении несколько слов о численном решении.Для 

численного решения задач были составлены программы,(пример 

приводится в приложении).Программы написаны на алгоритмичес

ком языке МАЛГОЛ,который являотся модификацией алгоритмичес

кого языка АЛГ0Л60 и служит входным языком для системы ав 

томатического программирования для ЭВМ "Минск22".Описание 

МАЛГ0Л"а можно найти в [ 141] и [142] .С использованием прог

раммы "Совместимость",численные примеры решены на ЭВМ " Минск

32" в вычислительном центре Шяуляйского телевизионного завода . 



Г Л А В А В Т О Р А Я 

ОПТИМИЗАЦИЯ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИН И ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 

ОБОЛОЧЕК С УПРУГИМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ, РАБОТАЮЩИХ НА УСТОЙЧИВОСТЬ 

А 

Обеопечивание устойчивости  особенно важная задача при 

проектировании тонкостенных конструкций иа армированных плас

тиков.В данной главе рассматривается синтез оптимальных прямо

угольных пластин и цилиндрических оболочек из ортотропного ма

териала с упругим заполнителем.Принимается во внимание потеря 

устойчивости и некоторые структурные и геометрические ограни 

чения.Также принято,что прочность материала достаточна и не 

является причиной потери несушей способности конструкции. 

Основные положения этой главы были опубликованы в [ 8 1 ] 

[83] . 

§ 2 . 1 . Оптимизация сжатых в двух направлениях прямоугольных 

пластин с учетом поперечных сдвигов . 

2 . 1 . 1 . Постановка и свойства задачи . Рассматривается пря

моугольная,шарнирно опертая пластина из орептированно армиро

ванного материала,жесткоотные характеристики которой опреде 

ляются по формулам ( 1 . 4 ) , ( 1 , 5 ) , ( 1 . 3 4 ) и (1 .35) .Главные оси 

анизотропии параллельны сторонам.Пластина сжимается равномер

но распределенными по краям усилиями Л^* и , лежащи

ми в срединной плоскости пластины ( р и с . 2 . 1 ) . 



. 2 . 2 . Зависимость минимального веса от нагрузки для 

квадратной пластины. 



 Ь9 

В качестве параметров оптимизации принимаются величина, 

характеризующая толщину пластины,и относительные количества 

слоев.расположенных под различными углами к оси Ох . Вектор 

оптимизируемых параметров: 

Здесь Ц '~,—Т ' К и
 _ соответственно верхняя и нижняя 

границы изменения толщины пластины. 

Критерием качества проекта принимается вес пластины,ко

торый выражается через параметры оптимизации следующим обра

зом: 

где О. и Ь - длина и высота пластины; fa - объемный 

вес армирующих волокон; Ус  объемный вес связующего. 

Принимаются во внимание структурные и геометрические о г 

раничения на верхние и нижние границы изменения параметров 

оптимизации,которые выражаютоя соотношениями 0 . 5 1 ) с учетом 

f = I и ограничения на местную устойчивость.Рассматривая 

пластину как частный случай цилиндрической оболочки (,/? = оо ), 

для составления этих ограничений используем формулы первой 

главы.Применим энергетический метод.В случае прямоугольной 

пластины,координаты вектора перемещений,удовлетворяющие г р а 

ничные условия,задаются в виде £69] : 

и* О, 

и = 0, 
J"0l7Q, 

£ = fm 00iX)C Steffi, (2.2) 

Гц --1>. >!nX* ">чу> 
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Из (1 .48 ) ограничения устойчивости выражаются 

У '-^(ЧЪф^РИ^О ( 2 . 4 ) 

или в развернутом виде 

где Л = - ^ — , ^ - у — • 

т ж П - числа полуволн в направлениях осей Ох ъ 0</ . 

Значения функций ( 2 . 2 ) подставляются в (1.10).Элементы 

^£4, и /£у матрицы / ? заменяются соответственно ^ • 

из (1.35).Полученные матрицы (5 , Э£ , /7 и ¿2 подставляем 

в ( 1 , 4 6 ) и ( 1 . 4 7 ) с учетом,что /°0 - О и /Чу-0. 
Полученные приращения потенциальной анергии подставляем в 
(1.45) .Проинтегрировав в пределах от 0 до а и от О до 6 

получаем квадратную форму относительно вектора ( 1 . 4 8 ) , 

где 
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Вектор[У°] определяется из системы уравнений ( 1 . 4 9 ) . 

Отметим некоторые свойства ограничений устойчивости , 

когда материал пластинки.составленный из слоев трех типов ,сос 

тавляющих с осью Л углы 0,± Н/4-,± 11/2. 

I . Справедлива следующая теорема 

Теорема. Ограничения меотной устойчивости прямоуголь

ной пластины ( 2 . 5 ) в пространстве параметров оптимизации не 

выпуклы. 

Доказательство. Для доказательства анализируем гессианы 

ограничений ( 2 . 5 ) , общая форма которых представлена в ( 1 . 5 7 ) . 

Допустим,что ограничения устойчивости ( 2 . 5 ) выпуклы,т .е . 

все главные миноры гессиана неотрицательны. Исследуем главный 

минор второго порядка 

м е л у ту 

Яц 2 $ 

2 « , 99, 

О 

где с учетом йормул ( 1 . 7 ) из ( 2 . 5 ) получаем 



Из нетривиальное™ решения системы ( 1 . 4 9 ) следует ,что С 

Пусть для определенности $"^0 • Тогда 

X = ~~г~' 
Ь* у 

Дальше исследуем квадратный трехчлен относительно Л '• 

дискриминант которого 

Известно,что С°г с£ , ¿7,° с°2

 и Д л я определенности прини

маем,что С < С° • При замене во втором и третьем слагаемых 

( 2 . 7 ) величин С°2 и С°г на <^ 0 , дискриминант только увеличи

вается и получаем 

Из 2 С° +2 ^0 следует ,что при любых X! 2!.~>0 

470 противоречит начальной предпосылке, и теорема доказана . 

2 . Ограничения устойчивости ( 2 . 5 ) , с большой вероят 

ностью.в пространстве параметров оптимизации квазивыпуклы. 

Следуя по [ 5 7 ] , функция ^(и) называется квазивылуклой, 
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если для любых и, ,С/2б£„ъ любого ОС хз0£°1<4 удовлетворяет

ся веравевство 

Для численного доказательства этого свойства была с о с 

тавлена программа на алгоритмическом языке МАЛГОЛ и проверено 

случайно подобранных 10* пар точек . Не найдено ни одной лары 

точек,которые противоречили бы определению квазивыпуклости. 

Из этого можно,с большой вероятностью,утверждать,что ограни

чения устойчивости квазивыпуклы. 

Таким образом,сформулированная проблема является задачей 

нелинейного программирования с линейной функцией цели и н е 

линейными квазивыпуклыми ограничениями. 

2 . 1 . 2 . Результаты вычислений и обсуждения. Исследуется 

прямоугольная пластинка из материала со следующими характе 

ристиками: Еа = 4 , 2 * Ю 6 к г с / с м 2 , р„ = 0 , 2 1 , Та = 2 , 6 г / с м 3 

(борные в о л о к н а ) , / ^ = 3 , 5 ' 1 0 4 к г с / с м 2 , Д = 0 , 3 3 , £ = 1 , 2 г / с м 3 

(эпоксидное связующее). Коэффициент объемного армированиями. = 

= 0 , 6 . Пределы изменения толщины пластины / ) , = 0 , 1 см, / ? 2 = 5 с м . 

Вектор оптимизируемых параметров: 

где 0, , <9г и &3  относительные количества с л о е в , арматура в 

которых расположена соответственно под углами 0 / ^ г к оашОн, 

Приведем примеры весовой минимизации квадратных и прямоуголь

ных пластин. 

А) Квадратная пластинка. 

При оптимизации квадратной плаотины,сжатой усилиями 
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/V/ * /%° = 1000 кго/ом и С2 • Ь = 200 см, получено, что 

оптимальная схема армирования следующая: С% = 0 , вг = I, 

9} = 0 , т . е . оптимальная пластина составлена только из сло

ев,арматура которых составляет с осью Л угол ± " / 4 . 

Матрица жесткостей оптимальной квадратной пластины следующая: 

0,723 0 ,621 0 0 0 0 

0 , 6 а 0,723 0 0 0 0 

О О О О О О 

О 0 0 0,042 О О 

О О О О 0,042 О 

О О О О 0 0,647 

10° кгс /см^ 

Известно [ 3 l ] , что для квадратной,изотропной,сжатой в 

двух направлениях пластины при потери устойчивости всегда 

Р) = Пш I . Поэтому и Я = Ч . Из выражения ( 2 , 5 ) следует ,что 

вес или толщина пластины зависят от суммарной величины уси 

лий Nx t и не эавиоят от соотношения этих усилий по с т о 

ронам пластины. Интересно отметить,что это утверждение дейст

вительно и для квадратной ортотропной пластины оптимальной 

структуры. Кроме того,оптимальная схема армирования пластины, 

работающей на устойчивость,не меняется при изменении размеров, 

усилий и соотношений усилий,действующих по сторонам пластины 

и во всех случаях т = П • т . 

Толщина и вес оптимальной квадратной пластины зависят 

от суммарной величины N°+ N° .Зависимость Gn- от /К°*Лу 
показана на рис . 2 . 2 . 

Для сравнения в таблице 2 . 1 приведены результаты из [170] 

где исследуется квадратная пластина,армированная только е л о 
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ями,составляющими с осью Он угол * Р (в наших ойоз 

начениях) . В этой таблица приведены результаты,полученные при 

сжатии пластины усилием / V в од

Таблица 2 . 1 ном направлении оси Ох (столбец 2) 

р' т 
I 2 3 

0 35,831 21,742 

15 43,760 40,206 

30 59,619 59,618 

45 67,548 67,548 

60 54,115 59,618 

75 25,129 40,206 

90 13,123 21,742 

и при сжатии в двух перпендпкуляр

ных направлениях усилиями Z * т . е . 

суммарное усилие также /У, (стол 

бец 3 ) , но распределенное по пер 

пандикулярным сторонам пластины. В 

таблице приведены величины безраз 

мерного параметра критической наг 

рузки / , • 

Наибольший параметр критической 

нагрузки получен при армировании 

слоями,составляющими с осью Ох угол 

и 1 II / 4 , ч т о вполне соответствует оптимальной структуре мате

риала квадратной пластины при весовой минимизации. Кроме того , 

для пластин неоптимальной структуры соотношение усилий,расп 

ределенных по сторонам влияет на форму потери устойчивости и 

вес пластины. 

Б) Прямоугольная пластина. 

Оптимальная схема армирования не эавиоит от абсолютных 

размеров пластины и абсолютных величин усилий,а зависит от 

соотношений усилий,приложенных к короткой и длинной сторонам, 

а также,от соотношения размеров пластины. Численные реэуль 

таты,полученные при оптимизации пластин,размеры которых 

О. Ь = 40000 с м 2 , а усилия К° + А>° = 1000 к г с / с м , пред 

ставлены на р и с 2 . 3 . 

Из приведенных результатов следует , что с увеличением 



Рис. 2 . 3 . Зависимости толщины пластины минимального веса 

ь / / и е 2 / / от ц'/ы', 
при различных соотношениях <Х/Ь. 

Рис. 2 . 4 . Зависимости минимального веса пилиндричеокой 

оболочки от жесткости упругого заполнителя. I -

модель Тимошенко; 2 - модель Кирхгофа — Лява. 



 67 

отношения усилий,приложенных к длинной и короткой сторонам 

пластины,происходит перераспределение видов армирования, 

уменьшается относительное количество слоев , в которых арма

тура расположена под углом * ^ / 4 , и увеличивается число 

слоев , арматура в которых расположена по направлению увели

чиваемого усилия. Во всех вариантах отсутствуют слои с ар 

матурой направленной по длинной стороне ( в, = 0 ) . При н а г 

ружении только длинной стороны пластины,остаются слои, в 

которых арматура направлена по направлению этого усилия. В 

этом случае IV щ П • I . При этом вес пластины увеличивает

ся примерно на 2627%,по сравнению с нагружением только ко 

роткой стороны таким же усилием. 

Известно,что метод проектируемых градиентов Розена , в 

общем случае,ведет к локальному минимуму. В выше решенной 

задаче Функция цели и ограничения  дифференцируемые функции, 

Функция цели  линейная,ограничения на устойчивость, с боль

шой вероятностью,квазивыпуклы. Эти свойства функции цели и о г 

раничений удовлетворяют требованиям теоремы достаточности н е 

линейного программирования [ 5 7 ] и поэтому,пользуясь этой 

теоремой.можем.с большой вероятностью,утверждать,что получен

ные решения есть глобальные минимумы. 

§ 2 . 2 . Оптимизация цилиндрических оболочек с упругим заполни

телем при осевом сжатии. 

Рассмотрим шарнирно опертую по торцам круговую цилинд 

рическую оболочку,находящуюся под действием равномерно распре

деленных по торцам осевых сжимающих нагрузок А£ . Материал 

оболочки конструируется по способу,описанному в § 1 .1 . 

Ставитоя оптимизационная задача,аналогичная оптимизаци
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онной задаче прямоугольных пластин,решенной в предыдущем па 

раграфе: определить минимальный вес цилиндрической оболочки 

с упругим заполнителем,находящейся под действием осевого 

сжатия,считая параметрами оптимизации величину,характеризую

щую толщину оболочки и относительные количества слоев,арма 

тура в которых расположена под различными углами / З х , т . е . 

вектор параметров оптимизации как и в предыдущем параграфа 

а*М.в*.-М (2;8) 

Вео оболочки через параметры оптимизации выражается 

=2Ш[% / Ч  с* I ]. 
( 2 . 9 ) 

Вас упругого заполнителя считается полезной нагрузкой и в 

Функцию цели не включается , т . е . { и ) - 0.Характерная 

особенность функции цели ( 2 . 9 ) т а , что она не зависит от н е 

которых параметров оптимизации, а именно,от относительных 

количеств слоев с различной укладкой арматуры и является ли

нейной в пространства параметров оптимизации. 

Считая, что /> « 2 / ? , радиус заполнителя не будем отли

чать от радиуса срединной поверхности оболочки.Для пологих 

оболочек это всегда имеет место . 

Пользуясь результатами,полученными в [ ю о ] , в предпо

ложении только радиального взаимодействия между оболочкой и 

заполнителем, а также,принимая во внимание,что потеря уо 

тойчивости происходит с образованием большого числа волн по 

длине оболочки,контактное давление заполнителя может быть 



 69 

выражено в следующей форме: 

Е0 Я 

где £ а  модуль упругооти заполнителя : Я  коэффициент 

Пуассона для заполнителя.Минимум целевой функции будет опре 

деляться при ограничениях: а )на местную устойчивость , б ) с т р у к 

турных, в ) геометрических . 

Структурные и геометрические ограничения выражены соотно

шениями ( 1 . 5 1 ) при Г = I . 

Ограничения на местную устойчивость зависят от выбранной 

кинематической мадели оболочки.Оптимизацию будем проводить 

без учета поперечных одвигов материала (модель Кирхгофа  Лява) 

и с учетом поперечных одвигов (модель Тимошенко). В обеих 

случаях для составления этих ограничений будет использоваться 

энергетический м е т о д . 

2 . 2 . 1 . Модель Кирхгофа  Лява. Перемещения,удовлетворя

ющие граничные условия,принимаются в виде [ 1 3 8 ] : 

и - иоСо}Я. % З/ПпУ, 

[/ • 

Й7= 51Г)Х% ЛЯПУ, 

« [ - Я Г ' У * * " — ' 

где "  число волн по окружности ; . ?^  число волн вдоль о б 

разующей. 

П о д с т а в л я е м ( 2 . I I ) в (1.11).Дальше полученные матрицы £ яХ, 

а также, Й я дя значение ре из ( 2 . 1 0 ) подставляем в ( 1 . 4 6 ) , 
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( 2 . 1 1 ) в ( 1 . 4 7 ) , о учетом т о г о , что /У, • Л£ у = 0.Полученные 

выражения приращений потенциальной энергии подставляем в 

( 1 . 4 5 ) . Проинтегрировав,условие устойчивости получаем в виде 

( 1 . 4 8 ) , где 
[</'] = [V,, 1/с, Щ], 

4 ьп 4. 
Р-- 4г 

4. 
следующими элементами 

4, = ^ г + с « п г 4

4  * г ( ь + 2 ь ) * * л + с * * ' ] * 

( 2 . 1 2 ) 

V С . 

Ограничения на местную устойчивость выражаются 

Щи, *, »)з - Цщ 4 / ° Г # ^ О, ( 2 . 1 3 ) 

или в развернутом виде 

$(и, щп) —(с„ л
2+Сы *Ыямщ+ 

2А (•/-£)' А 
( 2 . 1 4 ) 
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Вектор / У J определяется из системы ( 1 . 4 9 ) . 

2 . 2 . 2 . Численные приморы. Исследуется цилиндричоская обо

лочка о упругим заполнителем из материала ( борные волокна и 

эпоксидное связующее ) со оледующиеми исходными механическими 

характеристиками: Еа = 4 , 2  Ю 6 к г с / с м 2 , Ра = 0 , 2 1 , ~£а • 

= 2 , 6 г / с м 3 , £ с = 3 , 5  Ю 4 к г с / с м 2 , ¡1= 0 , 3 3 , £ = 1,2 г / с и 3 , 

= 0 , 5 , Р0 = 0 , 5 . Размеры оболочки следующие: $  45 см 

/ / = 100 см, hz = 2 , 5 см, /?, = 0 , 1 см.На оболочку дейст 

вует упругое осевое усилие Л£°= 2 , 5 " I 0 4 к г с / с м . 

Оптимизируемые параметры:  величина,характеризующая 

толщину оболочки; é?t , в г и в3  относительные коли 

чества слоев под углами намотки соответственно равными О, 

+ ' F / 4 , + 7Г/2. Вектор оптимизируемых параметров: 

и*ЩЛ%.й). (2.15) 
Результаты численного решения задачи приведены в таблице 

2 . 2 . и на р и с . 2 . 4 . 

Первая строка таблицы 2 . 2 , при = 0 (оболочка без з а 

полнителя), носит контрольный х а р а к т е р . В [ 1 3 5 ] теоретически 

было доказано ,что при осевом сжатии цилиндрической оболочки 

без заполнителя (модель КирхгофаЛява) структура материала 

оптимальной оболочки удовлетворяет уоловие изотропности т . е . 

С = С.,* С,+?С. и относительные количества тогда расп

ределены следующим образом: О, - 0 , 2 5 , дг - 0 , 5 0 , = 

= 0 , 2 5 . Имея это в виду, можно судить о точности численного 

метода ,в данном случае о точности метода проектируемых гра 

диентов Розена при решении сформулированной задачи.Как видно 

из первой строки таблицы 2 . 2 , относительная погрешность при 



t0 en" 
u°"( С#40'*к/С1,' 

/77 n t0 en" h en ft ft ft 
/77 n 

0 1,55 0 ,249 0 ,499 0 ,252 0 ,847 0 , 2 7 1 0 ,854 0 ,289 
7 
6 
4 

0 
3 
5 

500 1,50 0 ,279 0 ,482 0 ,239 0 ,899 0,263 0,818 0 ,280 
7 
6 
6 

I 
4 
3 

1000 1,44 0 ,328 0 , 4 6 5 0 ,207 0 ,991 0 , 2 5 4 0 ,744 0 ,271 7 
6 
6 

I 
3 
4 

1500 1,39 0 , 3 3 4 0 ,446 0,220 0 , 9 9 4 0 , 2 4 4 0 ,761 0 ,262 7 
6 

2 
4 

2000 1,33 0 ,389 0 , 4 0 5 0 ,206 1,085 0 ,224 0,710 0 ,242 7 
6 

3 
4 

2500 1,27 0 , 4 4 4 0 , 3 6 4 0 ,192 1,176 0 , 2 0 4 0 ,660 0,221 7 
7 
6 

3 
4 
4 
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определении параметров оптимизации и элементов матрицы жест

костей сравнительно небольшая и не превышает + 0 , 8 %. 

Из полученных результатов ( т а б л . 2 . 2 ) с л е д у е т , ч т о с у в е 

личением жесткости заполнителя,уменьшается вес оптимальной 

оболочки.При этом,уменьшается относительное количество слоев 

с арматурой,расположенной под углами + ^ / 4 и + Л/2. Таким о б 

разом, заполнитель воспринимает на себя некоторую ч а с т ь "обя 

занностей" слоев с угловым и окружным армированием. 

2 . 2 . 3 . Модель Тимошонко. Перемещения и компоненты в е к т о 

ра поворота нормали цилиндрической оболочки,удовлетворяющие 

граничным условиям, принимаем в виде [ 1 0 6 ] : 

После аналогичных преобразований,как и в 2 . 2 . 1 , с исполь

зованием формул ( 1 . 1 0 ) , ( 1 . 4 5 ) , ( 1 . 4 6 ) , ( 1 . 4 7 ) , ( 2 . 1 0 ) и ( 2 . 1 6 ) и 

интегрирования,ограничения на местную устойчивость приобретают 

вид ( 2 . 1 3 ) , г д е в е к т о р коэффициентов перемещений и поворотов 

( 2 . 1 6 ) 

нормали СЧ°1 равен^. 

матрица Р имеет вид 
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P--

4 4 4 0 0 

4 2 
0 0 

4} 4u 6» 4 b„ 
0 bif 

<9 6» bK 

Кг 

( 2 . 1 7 ) 

Остальные алеионты матрицы ^ о с т а ю т с я те же самыо.как и в мо

дели КирхгофаЛява.и представлены соотношениями ( 2 . 1 2 ) . 0 г р а 

ничения на местную устойчивость выражаются: 

+ cft) Л пи. % + 2 сп 2 и. и. - (с2г Л с, tjif* 

h 

( 2 . 1 8 ) 
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И здесь вектор [ ( / ' ] определяется из системы ( 1 . 4 9 ) . 

Остановимся на свойстве ограничений устойчивости цилинд

рической оболочки.армированной слоями трех типов . 

Теорема. Ограничения местной потери устойчивости цилинд

рической оболочки ( 2 . 1 4 ) и ( 2 . 1 8 ) в пространстве параметров 

оптимизации невыпуклы. 

Дока за тельство .Те орема доказывается по схеме.описанной 

в § 1 . 4 , аналогично 2 . 1 . 1 , но только с другими функциями ^ 

а ) Для органичений ( 2 . 1 4 ) (модель КирхговаЛява) 

и,там самым, М(^¡2) ^ О < откуда и следует невыпуклость 

ограничений ( 2 . 1 4 ) . 

б) По поводу доказательства теоремы для ( 2 . 1 8 ) ( модель 

Тимошенко) ограничимся замечанием,что функция ^(^г) по 

лучается из соответствующей Функции ( 2 . 6 ) путем замены в е л и 

чины £ на П . 

Замечание. В приведенных доказательствах в 2 . 1 . 1 и выше 

приведенной теореме.величины главных миноров второго порядка 

не зависят от нагрузки .Из этого оледует .что доказанные свойст

ва действительны для любого способа нагружения осевым сжатием, 

внешним или внутренним давлением,крутящими моментами. 

2 . 2 . 4 . Численные примеры. Оптимизируется цилиндрическая 

оболочка с механическими характеристиками арматуры и связующе

го и размерами,как в 2 . 2 . 2 . 

В таблице 2 . 3 и на р и с . 2 . 5 приведены результаты, получен

ные при оптимизации цилиндрической оболочки сжатой осевым сжи

мающим усилием / \ = 25000 кгс/см.Представлены зависимости оп 

тимальной структуры материала и элементов матрицы жесткостей 
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Таблица 2 . 3 . 

г *к 
Су, сп' 
г *к 

Су, сп' 
/7 с/у &з 

т п 

0 1,65 0 , 2 8 5 0 ,466 0 ,249 6 
7 

4 
3 

300 1,62 0 , 2 9 3 0 ,451 0 ,256 6 
7 

4 
3 

500 1,59 0 ,300 0 ,440 0 ,260 6 4 

700 1,57 0 , 3 2 5 0 ,431 0 , 2 4 4 7 3 

1500 1,48 0 , 4 3 4 0 ,378 0,188 7 4 

2500 1,36 0 , 4 6 4 0 ,349 0 ,187 7 
8 

4 
3 

3000 1,31 0 ,527 0 ,301 0 ,172 
7 
8 
8 

4 
3 
4 

5000 1,10 0 ,796 0 , 1 2 4 0 , 0 8 0 8 
8 
9 

3 
4 
4 

оболочки от жесткости упругого заполнителя.Из проведенных 

расчетов можно сделать вывод,что с увеличении жесткости упру

гого заполнителя ,как и при использовании модели КирхгофаЛява, 

уменьшается относительное количество слоев с арматурой,распо

ложенной под углом + 57/4 и +77/2 и увеличивается число слоев 

с арматурой,направленной по направлению действия усилия . 

Зависимость минимального веоа оболочки Ст-„ от жеоткости 

упругого заполнителя представлена на р и с . 2 . 4 (кривая I ) . З а в и 

симость получена линойнаяЛосле обработки результатов оптими 

зации методом наименьших квадратов составлена эмпирическая з а 

висимость (л от модуля .упругости заполнителя 
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где коэффициенты К и Ь зависят от механических характеристик 

арматуры и связующего,размеров оболочки и нагрузки . 

Для исследуемой оболочки К о  0 , 0 0 5 9 9 , Ь = 88 ,505 .3ависи 

мость дает возможность при любом значении Е0 из интервала 

[ 0 ; 5 0 0 0 ] определить (х„;л с относительной погрешностью + 0,5%, 

Зависимость минимального веса и структуры материала обо 

лочки от осевой нагрузки Ыг при постоянном модуле упругости з а 

полнителя,равном £ о = 1 0 0 0 к г с / с м 2 , п р е д с т а в л е н а на р и с . 2 . К . В 

исследуемых пределах изменения осевой нагрузки /V, , зависи 

мость минимального веса от нагрузки получена почти линейная. 

При увеличении нагрузки структура м а т е р и а л а м тем самым и э л е 

менты матрицы жесткостей,меняются незначительно . 

В [ 1 3 5 ] д о к а з а н о , ч т о при исследовании ортотроппых обо 

лочек (без заполнителя) в рамках модели КирхгофаЛява оптималь

ная оболочка является изотропной и в точке оптимума активными 

являются ограничения по осесимметричной и неосесимметринной 

формам потери у с т о й ч и в о с т и , т . е . оптимальная оболочка при о с е 

вом сжатии может терять устойчивость как по осесимметричной, 

так и по неосесимметричной формам. 

При исследовании оболочек с использованием гипотезы типа 

Тимошенко получены несколько иные результаты.Материал опти 

мальной оболочки(беэ заполнителя) характеризуется соотношения

ми между компонентами матрицы жесткости,близкими к соотношо 

ниям для изотропного материала ( это относится лишь и компонен

там,характеризующим жесткость в плоскости оболочки) . Интересно 

отметить,что для пустой оболочки активными являются дьа ограни

чения по неосесимметричной форме потери устойчивости.Ограниче

ние по осесимметричной форме в точке оптимума становится почти 

активным, т . е . оптимальная оболочка может терять устойчивость 
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как по двум неосесимметричным формам, так и по осесимметрич 

ной форме.При увеличении жесткости заполнителя анизотропия 

оболочки увеличивается ( Р и с . 2 . 5 ) . Модули межслойного сдвига 

меняются незначительно.В исследованных пределах изменения 

жесткости заполнителя (£ . уменьшается от 32000 к г с / с м 2 до 

28000 к г с / с м 2 , а С}1- увеличивается от 33000 к г с / с м 2 до 37000 
о 

к г с / с м 

Коротко остановимся на оравнении результатов оптимизации, 

полученных при использовании гипотез КирхгофаЛява и Тимошенко. 

На р и с . 2 . 4 (прямая 2) представлена зависимость 0.т . от 

Е0 для оболочек,исследуемых в рамках модели КирхгофаЛява. 

Ноучет поперечных сдвигов дает заниженные значения минималь 

ного веса оболочки.Это является следствием т о г о , ч т о теория, 

основанная на гипотезах КирхгофаЛява,формально соответствует 

теории Тимошенко при = — ( [ 1 3 8 ] ) . Эта р а з 

вица ,в нашем случае равна 6 — 7 %.Также имеется некоторая 

тенденция к уменьшению числа волн образующей при потери уо 

тойчивости оптимальной оболочки. 

Аналогично 2 . 1 . 1 была проведена численная проверка к в а з и 

выпуклости ограничений устойчивости ( 2 . 1 4 ) и ( 2 . 1 8 ) , где в 

каждом случае было проверено по 10^ пар точек,случайно взятых 

из допустимой области и не найдено ни одной пары,которая не 

удовлетворяла бы определению квазивыпуклооти.На основании а н а 

логичных 2 . 1 . 1 рассуждений, можно сделать вывод, что получен 

ные решения,с большой вероятностью, есть глобальные минимумы. 



Г Л А В А Т Р Е Т Ь Я 

МИНИМИЗАЦИЯ ВЕСА ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК ИЗ КОМПОЗИТНОГО 

МАТЕРИАЛА С УПРУГИМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ С УЧЕТОМ ПРОЧНОСТИ И УСТОЙ

ЧИВОСТИ. 

Некоторые тонкостенные конструкции могут быть изготовлены 

из материала с высокой прочностью и потеря несущей способности 

конструкции может произойти только и з  з а потери устойчивости. 

В этих случаях при решении оптимизационных задач достаточно 

принять во внимание ограничения на устойчивость,структурные и 

геометрические.Эти случаи рассматривались в предыдущей г л а в е . 

Однако эти условия выполняются не во всех тонкостенных конст 

рукциях.Потеря несущей способности может произойти и з  з а не 

достаточной прочности композита.В этих случаях следует рас 

сматривать и ограничения прочности,которые усложняют опткми 

зационную задачу.Исследованию таких задач посвящена эта г л а в а . 

Основные результаты опубликованы в [ 8 4 ] . 

§ 3 . 1 . Минимизация веса длинных цилиндрических оболочок с у п 

ругим заполнителем пороменной жесткости при О С О Б О М 

сжатии 

Тонкостенные конструкции типа цилиндрических оболочок с 

заполнителем могут быть различных видов и назначений.В одних 
л и , 

аз них заполнитель является неотъемлемой частью^функциопиро

вания конструкции и можно только в некоторых пределах варьи

ровать его жеоткооть.В конструкциях другого типа заполнитель 
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ставится в качество элемента,улучшающего несущую способность 

конструкции.В таких конструкциях влияние на несущую способ 

ность заполнителя может быть заменено повышенной толщиной. 

Здесь возникает вопрос угодно ли , о весовой точки з р е н и я , з а 

полнять тонкостенную цилиндрическую оболочку легким заполни

телем с гораздо меньшей жесткостью,чем сама оболочка или же 

в з я т ь оболочку б е з заполнителя,но толще.Для хоть частичного 

ответа на этот вопрос при решении оптимизационной задачи цо 

лесообразно включить в число параметров оптимизации величину, 

характеризующую жесткость упругого заполнителя.Кроме т о г о , б у 

дем с ч и т а т ь , что имеется возможность варьировать величину р а 

диуса оболочки в некотором интервале .Пусть длинная цилиндри 

ческая оболочка сжимается осевым усилием Д£ • Конструкция 

материала описана в § 1 . 1 . В качестве параметров оптимизации 

принимаются величины, характеризующие толщину оболочки, мо 

дуль упругости заполнителя , радиус оболочки и относительные 

количества слоев с различной укладкой арматуры.Вектор оптими

зируемых параметров выражается: 

где и, , Ц2 и С/3 выражены соответственно ( 1 . 3 7 ) и ( 1 . 3 8 ) 

и изменяются в сегменте [ 0 ; 1 ] . 

Функция цели выражается ( 1 . 3 9 ) . Остановимся на олредело 

нии веса упругого заполнителя £ г ( ^ ) . Известно , что объемный 

вес некоторым образом зависит от модуля упругости материала . 

Для заполнителя соответствующую зависимость аппроксимируем 

функцией г 

( 3 . 1 . ) 

( 3 . 2 ) 
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где К  коэффициент пропорциональности, определяемый из 

эксперимента и зависящий от материала ; Х> " объемный вес 

заполнителя . Имея в виду ( 1 . 3 8 ) и что радиус заполнителя ра 

вен „ Л 

г?- •§-. 

вес упругого заполнителя через параметры оптимизации выражаем: 

Функция цели,с учетом веса оболочки ¿ ^ ( ¿ 0 по ( 2 . 9 ) , выра

жается через параметры оптимизации следующим образом: 

Характерная особенность функции цели т а , ч т о она не зави

сит от относительных количеств слоев Вк , Функция монотонная 

относительно параметра оптимизации ^ 2 ( в пределах изменения 

, определенных геометрическими ограничениями) . Это о з н а 

ч а е т , ч т о минимум функции цели находится на границе допустимой 

области . 

Оптимизация проводится при следующих ограничениях по пре

дельным состояниям: а ) на местную устойчивость , б) на общую 

устойчивость , в ) на прочность . Также принимаются во внимание 

структурные и геометрические ограничения ( 1 . 5 1 ) при г = 3 . 

Ограничения на местную устойчивость составляются с уча 

том поперечных сдвигов (модель Тимошенко) аналогично 2 . 2 . 3 . 

Радиус заполнителя будем отличать от радиуса срединной поверх

ности оболочки,вследствие чего в формулах ( 2 . 1 2 ) и ( 2 . 1 7 ) из 
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меняется элемент матрицы Р , который становится равным: 

Ья<г+С0*+Снп + -Щ^Г " (3-4) 

Следовательно,ограничения на местную устойчивость выражаются 

неравенствами ( 2 . 1 8 ) с учетом ( 3 . 4 ) . 

При значениях размеров Е ? « Е .оболочка может терять 

устойчивость как стержень трубчатого сечения,наполненный упру

гим заполнителем.Эйлерова критическая нагрузка определяется по 

формуле: 

А,* —27— + — 7 г " ° '
5 ) 

Здесь первый член выражает критическую нагрузку оболочки как 

стержня трубчатого сечения , а второй член — критическую на 

грузку для заполните ля.Подставляя значения моментов инерции 

сечений оболочки и заполнителя 5^. и 0^ в (3 . 5 ) и принимая 

приблизительно,что Сн получаем 

« ( ^ Л Ч И ' Ч (з .б) 
и тем самым ограничение на общую устойчивость оболочки как 

стержня трубчатого сечения с заполнителем выражается: 

•* (3.7) 

Для определения ограничений на прочность используется крите

рий Малмейстера,предложенный в 1966 г . [ 9 1 ] , в котором по 
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верхяость прочности изображается в шестимерном пространстве 

напряжений уравнением: 

'* 
г л  е / ^ з ' /*/>г<Г > • • • •  так называемые тнеэоры второго , 

четвертого и более высоких рангов поверхности прочности. 

Рассматривается прочность оболочки при плоском напряжен

ном состоянии.В этом случае , при сохранении и уравнении ( 3 . 8 ) 

членов первого и второго порядков,получается поверхность ( э л 

липсоид) в трехмерном пространстве напряжений о уравнением 

( 3 . 9 ) 

Для определения коэффициентовуравнения ( 3 . 9 ) надо знать 

характерные прочности Qj)p i W °£ • 0 , 1 1 , 1 1 ; fi = 0 , 2 2 , 2 2 ; 

V = 0 , 1 2 . 1 2 . Индекс 0 о з н а ч а е т , ч т о данная компонента напря

жений отсутствует .Черта над индексом означает наличие сжимаю 

щей компоненты. 

Пользуяоь экспериментально установленными характерными 

прочностями / ^ y 3 j ~ , и з системы [ 9 2 ] : 

рг +р пг »4 
/ н itoo I Hit -ноо ' 

( 3 . 1 0 ) 



 85 

fJ2 0220 I'i 322, О220 
p p + p г' = / 
>77 0220 >22. 

- P /•_ * P f> » •/ 
'2t 0220 ' 2222 0220 ' 

'fin "Ofl 

P P - P Г _ +p p* _ * 

'ff -"¿Z0 1ц 11220 'líff -11220 

+ /2222
 P

-f1l20 ~ ^/?« г ^lOo ~ ^ 
определяются коэффициенты уравнения ( 3 . 9 ; . Из системы полу

Г- -Г п - А> 
W ° то '¡¿lo ' ¡ í í 0 

P - 1 Í J 

2р:^-^^+р +р - — • 

I mi г - 'на '2221 Р -

Для ортотропного материала в осях симметрии Р =' Ри г = 

= 0 . Прочность на срез в этих осях не зависит от знака к а с а 

тельных напряжений, т . е . / * Л  . Р1г= °-

Напряжения в повернутом на угол Рм элементарном слое 

определяются по формулам: 

где при осевом сжатии К = С * I ; £ • _/ = 1 . 2 . ^ " э л е " 

менты матрицы 



4 

При подстановке ( 3 . 1 2 ) в ( 3 . 9 ) получаем уравнения 

* (л ™г

А *л *г

А)Ф-^о (*•**,.». г), 
из которых определяются предельные напряжения б]*' 

на каждый элементарный слой. 

Исходя из равенства деформаций заполнителя и всех элемен

тарных с л о е в , напряжения от нагрузки Л/с можно определить для 

заполнителя по формуле: д / £ 

3" ^ Е +РгС 
а для каждого элементарного слоя по формулам: 

Здесь Ь/„ и - напряжения в заполнителе и элементарных 

слоях от осевого усилия Л у ; площадь поперечного 

сечения заполнителя ;  площадь поперечного оечения обо

лочки; Сн  жесткость повернутого на угол уЗ«, элементар

ного с л о я . 

Ограничения на прочность для каждого элементарного слоя 

и заполнителя выражаются соответственно неравенствам: 

т <3,„ 

б; 
Ум -

-1 *о. 

( 3 . 1 3 ) 



 87 

где (5  предельное напряжение для заполнителя . 

Несущая способность конструкции считается исчерпанной,ес

ли достигнуто предельное напряжение для заполнителя или любого, 

хотя бы одного , элементарного с л о я . 

Сформулированная задача имеет нелинейную функцию цели (3 .3) 

линейные ограничения (1.51)и нелинейные ограничения ( 2 . 1 8 ) , ( 3 . 7 1 , 

и (3 .13) . 

3.1 .2 . Численное рошение з а д а ч и . Проводилось численное 

решение задачи для цилиндрической оболочки из стеклопластика с 

следующими исходными данными £ а = 0,75*10^ к г с / с м 2 , Ес = 

= 0,035Ю
6 к г с / с м 2 , Рс = 0,33, ?а = 0,21, Тл = 2,6 г / с м 3 , 

Тс = 1,2 г / с м 3 . Размеры оболочки следующие: Ь = 200 см, 

п, = 0,1 СМ, ^ а з СМ, (?, = 9 СМ, &2 • 40 см. Коэффи 

циент объемного армированияуи = 0,5 . Для определения А. и 

й-к( из системы ( З Л О ) используем экспериментально установлен

ные характерные прочности однонаправленного армированного слоя , 

которые в нашем случае равны! Гцоо ~ Ю000 к г с / с м 2 , Рц,в = 

= 7000 к г с / с н 2 , Гвг10 • 300 к г о / с м 2 , ГвГго • 1400 к г с / с м 2 , 

ГМ11 = 600 к г с / с м 2 , = 1 3 5 0 т с / о м 2 . Предельное напря

жение для заполнителя <33'я = 40 к г о / с м 2 . 

Вектор оптимизируемых параметров в численном решении при

нят следующий: 

т . е . принимается,что оболочка составлена только из слоов 

трех типов,арматура в которых расположена под углами О, 

+ 1//А. + '///г.Нксимальная допустимая жосткооть и объемный 
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вас заполнителя соответственно р а в н ы е = 1200 кгс / см , 

7^ • 0 , 0 2 г /см 3 , коэффициент Пуаосона для заполнителя 

равен Р 0 = 0 , 5 . 

В процессе минимизации по в е с у , пoлvчeнa о б о л о ч к а , с о с 

тавленная только из с л о е в , арматура в которых направлена по 

направлению осевого усилия, т . е . д1 = I , в2 = 0 , &) = 0 . 

Изменения остальных параметров оптимизации в зависимости от 

изменения осевого усилия представлены в таблице 3 . 1 . 

Таблица 3 .1 

Н см Рс» '-О СН2 т л 

0 , 0 7 5 8 ,553 0,248 1 2 , 4 4 590 25 5 

0 , 1 1 0 , 9 6 4 0 ,337 1 2 , 3 9 460 18 5 

0 ,125 1 3 , 3 7 0 0,426 1 2 , 3 7 340 14 5 

0 ,15 1 5 , 7 4 7 0 ,514 1 2 , 3 5 250 10 4 

0 ,175 18 ,126 0 , 6 0 3 1 2 , 3 4 100 8 4 

0 , 2 2 0 , 3 6 0 0 ,692 1 2 , 3 3 0 

0 , 2 5 2 5 , 4 5 1 0 , 7 9 8 1 3 , 3 5 0 

0 ,75 7 6 , 3 5 0 2 ,159 14 ,81 0 

Так как во всех случаях структура материала одинакова, то 

матрица жесткостей оболочки та же самая и равна : 

0 ,020 
О 
О 
О 

0 ,020 0 0 0 
0 , 0 7 5 0 0 0 

0 0 ,025 0 0 
0 0 0 ,036 0 
0 0 0 0,036 

Ю 6 к г с / с м 2 . 
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При изменении осевого усилия Л/, от 0,075Ю*' кго до 

0 , 1 7 5  Ю ^ к г с , минимальный вес получается в точке пересечении 

гиперповерхностей ограничений на прочность , общую устойчи 

вость и местную устойчивость (волнообразна указано в табл . 

3 . 1 ) . При Л £ в О . г ' Ю ^ к г о , минимальный вес получается при 

пересечении ограничений на прочнооть и общую устойчивость.А 

при N¡1 = 0 , 2 5  Ю 6 кгс и больших минимальный вес получается 

только при активном ограничении на прочность.В этом случао, 

оптимальной является оболочка б е з заполнителя.Поэтому запол

нитель в повышении неоущей способности участвует лишь в до 

вольно тонких оболочках, т . е . при небольших усилиях. 

При весовой минимизации без учета ограничений на прочность 

результаты получаются иные (таблица 3 . 2 ) . 

Таблица 3 . 2 . 

£ кг Псм /?а и

с ОТ* в, ;; м о 

0 ,125 1 1 , 3 1 9 0,249 1 4 , 6 2 1200 I 0 0 32 0 

0 , 7 5 42 ,437 0 , 9 4 7 1 7 , 2 1 1200 0 ,989 0 , 0 1 1 0 10 5 42 ,437 0 , 0 1 1 
9 А 

1,00 5 2 , 3 5 4 1,127 1 8 , 0 3 1200 0 ,949 0 ,051 0 9 
8 

3 
3 

1,50 70 ,201 1,457 1 8 , 9 7 1200 0 ,944 0 ,056 0 7 
6 

3 
3 

При изменении осевого усилия в довольно больших интервалах 

в оболочке сохраняется заполнитель с максимально допустимой 
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жесткостыо.С увеличением усилия меняется структура материала. 

Появляется незначительное количество слоев,арматура которых 

расположена под углом к направлению осевого усилия. В 

точке минимума активными становятся ограничения на общую и 

местную устойчивость .Следовательно , неучет ограничений на 

прочность в исследуемом случае дает неверную информацию о в е 

с е , жесткости и форме потери устойчивости для оболочки мини 

мального в е о а . 

§ 3 . 2 . Минимизация веса цилиндрических оболочек при комбини

рованном нагружении. 

В большинстве работ , посвященных оптимизации ортотропных 

цилиндрических оболочек из композитного материала,работающих 

на устойчивость (и в редких случаях на прочность) принимается, 

что на оболочку действует только или сжимающая сила ,или внеш

нее давление,или крутящие моменты ( напр . [ 5 1 ] , [69 ] , [101] , 

[ 1 0 8 ] , [ 1 0 9 ] , [131] , [135] и д р . ) . Лишь в немногих рабо 

тах исследуется оптимизация аналогических оболочек при комби

нированном нагружении ( [ П О ] , [ 1 3 2 ]  [134] , [136] , [ 1 3 8 ] , 

[ 1 7 9 ] ) . Во всех вышеупомянутых работах рассмотрены оболочки 

без заполнителя . 

В настоящем параграфе проводится весовая минимизация ци

линдрической оболочки с упругим заполнителем при комбинирован

ном нагружении. Выбран случай совместного действия осевого сжа

тия и внешнего давления . Оптимизация при других комбинациях 

нагрукения не представляет принципиальных трудностей.Приведен

ные в первой г л а в е общие уравнения и метод дают возможность 

исследовать любой случай статического нагружения. 
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3 . 2 . 1 . Минимизация веса цилиндрической оболочки при с о в 

местном дойствии О С О Б О Г О сжатия и внешнего дапло

ния . 

Рассматривается шарнирио опертая цилиндрическая оболочка 

с упругим заполнителем,на которую кратковременно действуют 

статичоские н а г р у з к и : осевое сжатие и внешнее давление (Рис . 

3 . 1 ) . Конструкция материала оболочки опиоана в § 1 . 1 . Вектор 

параметров оптимизации выражен в ( 2 . 8 ) , функция цели — в ( 2 . 9 ) . 

Оптимизация проводится при ограничениях по предельным состоя 

ниям: а ) на местную устойчивость , б) на прочность . Приняты 

во внимание структырные и геометрические ограничения ( 1 . 5 1 ) 

при Л • I . 

Коротко остановимся на составлении ограничений на местую 

устойчивость.Используем статический метод определения крити

ческой нагрузки ч е р е з параметры оптимизации в рамках модели 

КирхгофаЛява.Принимается во внимание только реакция радиаль

ного взаимодействия заполнителя и оболочки, т . е . в ( 1 . 2 5 ) 

^ = фа 0.Реакция радиального взаимодействия приблизи 

тельно у ч и т ы в а е м а по формуле [юо] : 

^ 2/?(1-Х) '*'• 
Поэтому вектор Я выражается: 

к о , о, 
Ь 1 ' ' 2й[1->?) 

IX/ J, 

( 3 . 1 4 ) 

Координаты вектора перемещений У .удовлетворяющие г р а 

ничные условия , выражены соотношениями ( 2 . 1 1 ) . Подставляется 
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Р и с . 3 . 1 . Цилшцгрическая оболочка с упругим заполнителем 

при комбинированном нагружении. 

О 500 /ООО /500 200О 

Рис. 3 . 2 . Зависимости минимального в е с а оболочки от осевой 

нагрузки при различных интенсивностях внешнего 

давления р . 



 9 3 

( 3 . 1 4 ) и ( 2 . 1 1 ) о учетом ( 1 . 2 6 ) при Л £ = 0, в ( 1 . 2 3 ) . После 

дифференцирования и элементарных преобразований получаем 

систему однородных линейных уравнении относительно [У°]: 

РМ-О. ( 3 . 1 5 ) 

где [</']= [ц,, К, 

Элементы матрицы Р выражены по формулам ( 2 . 1 2 ) , кроме Ьи , 

который в этом случае имеет в и д : 

Здесь р - интенсивность давления . Из условия нетривиальности 

решения системы ( /Р/ = 0 ) критическое усилие равно 

3 >~ 4 , 4  4 
и ограничения на местную устойчивость выражаются неравенствами: 

/V' 

Щ т , п ) • -^г " и О (/'<г,:-Л-4>4 (зле) 
Здесь / ? 2 и П1  верхняя и нижняя границы поиска опасных форм 

выпучивания по окружности, т . к . при действии внешнего д а в л е 

ния и осевого сжатия опасная форма выпучивания по обра зую 

щей почти всегда имеет одну полуволну, т . е . №  I . 

Примечание. Ограничения на местную устойчивость могут 

быть получены,исходя из энергетического метода ,и представле

ны в виде ( 2 . 1 3 ) или ( 2 . 1 4 ) с учетом, что /% Ф О , которые 

более удобны для исследования общих свойств ограничений на 
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выпуклость, но при численном решении требуют несколько б о л ь 

шего объема численных работ . Т . к . общие свойства на выпуклость 

уже исследованы, применяется выражение, которое требует меньше 

вычислений. 

При определении ограничений на прочность,рассмотрим ч а с т 

ный случай, когда прочность оболочки можно оценить по безмо 

ментному состоянию {М = О ) и слои расположены симметрично 

относительно срединной поверхности { 3 = 0 ) . Для опреде 

ления напряжений используются формулы ( I . I 3 ) — ( I . I 7 ) . При 

выше принятых условиях из ( I . I 3 ) , ( I . 1 5 ) и ( I . I 6 ) получаем 

6-fl'4N, /СУ-О. ( 3 . 1 8 ) 

Поэтому,из ( I . I 4 ) и ( I . 1 7 ) с учетом ( 3 . 1 8 ) находим,что 

( 3 . 1 9 ) 

где 

И 

<3 

. С») 
и -

О 
с1" О 

К 
, л/

о о о 
Матрица й представлена в ( I . I I ) . После элементарных действий 

получаем 

" 2 'г 
N с1" 

о 
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Напряжения на элементарный слой , который находится под 

углом _/3 4 к главным осям оболочки, определяем иэ 

( 3 . 2 0 ) 

на где  элементы матрицы преобразования ( 1 . 3 ) ; Со

пряжения на " к "  тый слой в осях оболочки. 

Пользуясь критерием Малмейотера, ограничения на прочность 

для каждого типа слоев можно представить в виде 

( к = 1,2 в \ I, / = 1 . 2 , 6 . ) . 

Здесь ^> , /?.  компоненты тензоров прочности, определяемые 

по формулам ( 3 . 1 1 ) . 

При численном решении основная трудность возникает при 

определении градиентов к ограничениям прочности, т . к . опти

мизируемые параметры входят в эти ограничения довольно сложным 

образом.Рекомендуется для определения градиентов использовать 

следующие формулы 

3'«. 

2 9, 

п 

2С,г 

9 6 ? 

дс12 2С2г 

Ж ' 

и 



Г Ш 

V Ж 1 
Матрица О, в з я т а из ( 1 . 5 6 ) . 

3 . 2 . 2 . Результаты числанного ращения и выводы. Предметом 

численного исследования является оболочка из стеклопластика с 

теми же исходными данными для арматуры и связующего как в 

3 . 1 . 2 . Размеры оболочки: / ? = 50 см и = 50 см.Характерные 

прочности О/к однонаправленного композита в зависимости от 

объемного коэффициента а р м и р о в а н и я п р е д с т а в л е н ы в таблице 

3 . 3 . Вектор оптимизируемых параметров дан в ( 2 . 1 5 ) 
Таблица 3 . 3 . 

А 
Характерные прочности " г с / с м 2 

А 
г 
Ч10О 

Г 
OZZO 

Г -

оно 
Г 
0012 

Pfl220 
0 , 1 2700 3200 600 1350 630 950 

0 , 2 4560 4900 550 1375 610 1090 

0 , 3 6320 5950 500 1385 600 1150 

0 , 4 8100 6640 400 1390 600 1230 

0 , 5 10000 7000 300 1400 600 1350 

0 , 6 I I 7 0 0 7200 200 1350 540 1280 

0 , 7 13400 6500 150 1200 460 1200 

В т а б л . 3 . 4 . и на р и с . 3 . 2 представлены численные р е з у л ь 

таты,полученные при оптимизации цилиндрической оболочки о 

упругим заполнителем, модуль упругости которого £-а = 500 
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Таблица 3 . 4 . 

СП Р-зр СП ¡1 с» а 4 п 

0 0 58 0 0 I 12 

500 0 61 0 ,058 0 0 942 I I К 

15 1000 0 , 6 8 0,320 0 0 680 I I * 

1500 0 77 0 ,555 0 0 445 I I * 
2000 0 89 0 ,461 0 , 3 9 3 0 146 * 

0 0 91 0 0 I 9 

500 0 93 0 . 0 I 8 

30 1000 I 00 0,160 0 0 840 8 

1500 I 09 0 ,307 0 , 1 0 1 0 592 8 

2000 I 21 0 ,381 0 , 3 6 5 0 254 * 

0 I 17 0 0 I 7 

500 I 20 0 0 I 7 

45 1000 I 25 0 ,085 0 , 0 2 4 0 891 7 * 
1500 I 34 0 ,100 0 ,388 0 512 7 * 
2000 I 47 0 ,311 0 , 3 2 6 0 ,363 * 

0 I ЗС 0 0 I 7 

500 I 42 0 0 I 6 

60 1000 I 45 0 0 , 1 3 4 0 ,866 6 

1500 I 53 0 0 ,522 0 ,478 6 

2000 I 70 0 0 , 8 2 1 0,179 * 
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к г с / с м 2 и коэффициент Пуассона Л • 0 , 5 . Объемный коэффициент 

армирования в этих вариантахJA= 0 , 5 . 

Из полученных результатов видно, что с увеличением осе 

вого усилия уменьшается относительное количество с л о е в , арма

тура которых расположена под углом • " /2 к оси оболочки и уве

личивается относительное количество с л о е в , арматура в которых 

направлена по образующей и под углом + !/Г/4. С увеличенном 

внешнего давления , увеличивается относительное количество 

слоев с арматурой, расположенной под углами + 57/4 и ± ^ / 2 к 

оси оболочки. При этом уменьшается число волн по окружности 

оболочки. При N° = 2000 к г с / с м , минимальный вес получается 

только при активных ограничениях на прочность для с л о е в , арма

тура в которых расположена под углом + 5Г/4 к оси оболочки. 

Варианты,в которых активны ограничения на прочность ,в табли

цах 3 . 4 и 3 . 5 отмечены звездочкой . 

П р и ^ = 0 , т . е . когда на оболочку действует только вношное 

давление , минимальный вес получается при активных ограничениях 

на устойчивость .В этих случаях рациональный проект получается 

при армировании только слоями, арматура в которых расположена 

в окружном направлении. 

В таблице 3 . 5 представлены зависимости толщины и других 

параметров оптимизации и элементов матрицы жесткостей от моду

ля упругости заполнителя £̂F . Численные результаты получены 

при нагрукении оболочки усилиями Л£ = 1000 к г с / с м , р = 

 30 к г с / с м 2 и при объемном коэффициенте армирования JX. = 0 , 5 . 

В оболочке минимального веса с заполнителем, с увеличением мо

дуля упругости заполнителя , увеличивается жесткость оболочки 

в направлении образующей и уменьшается жесткость в окружном 

направлении.Яесткость заполнителя играет существенную роль в 
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распределении относительных количеств слоев с различными у г 

лами намотки арматуры.Общая тонденция в исследованных при 

мерах т а , ч т о с увеличением жесткости заполнитоля ,увеличивает

ся число с л о е в , арматура в которых расположена по направлению 

образующей оболочки. 

В зависимости (хт„ от Ьо с увеличением £ 0 ,при задан

ной комбинации н а г р у з о к , в е с оболочки может уменьшаться до н е 

которого фиксированного значения ( о м . р и с . 3 . 3 ) . А также с уве 

личением Ев стабилизируется структура материала оболочки. 

Таблица 3 . 5 . 

с иге 
С

° СП* 

и 
п с иге 

С

° СП* Ь СП &, вг в, сп с» си 

п 

о 1,47 0 0,536 0 , 4 6 4 0 ,123 0 ,059 0 , 2 7 2 0 ,074 5 
6 

250 1,20 0 0 ,171 0 ,829 0 ,090 0 ,033 0 , 3 5 8 0 ,036 6 * 

500 1,00 0 ,160 0 0 ,840 0 ,127 0 ,020 0 ,346 0 ,036 8 * 

750 0 , 9 0 0 ,268 0 0 , 7 3 2 0 ,161 0 ,020 0 , 3 1 1 0,036 10« 

1000 0 , 8 6 0 , 3 3 1 0 ,532 1,197 0 , 1 9 4 0 ,031 0 ,259 0 ,045 1 2 ' 

1250 0 , 8 5 0 , 2 7 1 0 , 3 0 0 0 ,428 0 , 1 8 9 0 ,042 0 ,240 0,057 

1500 0 , 8 5 0 , 2 7 1 0 ,300 0 ,428 0 , 1 8 9 0 ,042 0 ,240 0 ,057 

Большой интерес представляет задача выбора оптимального 

соотношения армирующих элементов и связующего.От относительно

го содержания волокон в композиции зависит ее упругие констан

ты, величина структурных напряжений, возникающих в окрестности 
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Зависимость минимального в е с а оболочки от жест 
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Рис. 3 . 4 . Зависимости минимального в е с а оболочки от объем

ного коэффициента армирования. I  оболочка без 

заполнителя ; 2  оболочка с заполнителем. 
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волокна при нагружении, а также остаточные напряжения,образую

щиеся в процессе полимеризации.Увеличение объемного коэффициен

та армирования приводит к увеличению модулой упругости материа

л а , н о в то же время в некоторых случаях уменьшается прочность 

на сжатие вдоль и поперек волокон,на растяжение поперек воло

кон ,на сдвиг ( с м . т а б л . 3 . 3 ) . Поэтому.существует некоторое опти

мальное значение коэффициента армирования, при котором дости 

г а е т с я минимальное значение веса оболочки.На рисунке 3 . 4 пред

ставлены зависимости G.nin от объемного коэффициента армирова 

ния JU. ,при r% ш 1000 к г с / с м , р = 3 0 к т о / с м 2 . П р и иссло 

довании оболочки с упругим заполнителем ( £ с = 500 к г с / с м 2 , 

кривая 2) оптимум достигается при значении рх » 0 , 3 . При коэф

фициентах а р м и р о в а н и я J U < 0 , 3 , в точках минимума активны толь 

ко ограничения на устойчивость , а п р и р с > 0 , 3 активны ограни 

чония на устойчивость и на прочность.В точке оптимума происхо

дит подключение к числу активных ограничения прочности. И это 

естественно , так как при минимизации веса оболочки, не приии 

мая во внимание условий прочности, с увеличением объемного 

коэффициента армирования происходит только уменьшение веса обо

лочки.Лишь подключение ограничений прочности к числу активных 

меняет характер зависимости.Аналогичная зависимость для пустой 

оболочки ( £а - О ) представлена кривой I . Здесь минимальный 

вес достигается при JU~0,5. Из этого следует , что с увеличо 

нием жесткости заполнителя ,появляется тенденция для оптималь 

ной точки д в и г а т ь с я в сторону уменьшения рс . 

И в заключение несколько олов о глобальности полученных 

минимумов. В 2 . 2 . 3 д о к а з а н о , что ограничения на местную устой

чивость невыпуклы,но,о большой вероятностью,квазивыпуклы.Поэ 

тому, в тех варинтах , в которых в процессе оптимизации активны 
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только ограничения на устойчивость , полученные решения, с 

большой вероятностью, оптимальны. 

Численное исследование ограничений на прочность показало, 

что эти ограничения не только невыпуклы, но даже и ноквазивы 

пуклы. Для численной проверки глобальности минимума тех ва 

риантов, в которых активны ограничения на прочность , была с о с 

тавлена программа, основанная на случайном поиске и проворены 

некоторые варианты.Не найдено ни одного варианта , в котором 

случайный поиск привел бы к оболочке меньшего в е с а , чем полу

чено по методу проектируемых градиентов Розопа . Это дает н е к о 

торое основание п о л а г а т ь , что полученные и в этих вариантах 

решения близки к глобальному минимуму, хотя вообще вопрос б о 

лее детального исследования свойств ограничений прочности в 

пространстве параметров оптимизации о с т а е т с я открытым. 



Г Л А В А Ч Е Т В Е Р Т А Я 

ВЕРОЯТНОСТНЫЙ АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ И ВЕСОВАЯ МИНИМИЗАЦИЯ 

С УЧЕТОМ НАДЕКНОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК ИЗ КОМПОЗИТНОГО 

МАТЕРИАЛА 

Практически любой композит можно рассматривать как мато

риал со стохастическими свойствами, т . к . свойства компонентов, 

их размещение, концентрация, неточности форм и д р . носят с л у 

чайный х а р а к т е р . Оптимизационные задачи , решенные в предыду 

щих г л а в а х , можно рассматривать как задачи , в которых исполь

зованы осредненные свойства композита . Более общая проблема 

оптимизации оболочек из композитного материала должна Форму

лироваться с учетом стохастического характера материала и фор

мы оболочки. 

Настоящая глава посвящена анализу устойчивости многослой

ной армированной цилиндрической оболочки со случайными несо 

вершенотвами Формы, Формулировке и решению некоторых задач 

весовой минимизации оболочек со случайными несовершенствами 

Формы и случайными прочностными характеристиками материала 

методом стохастического программирования.Основные результаты 

опубликованы в [85 ] . 

5 4 . 1 . Устойчивость несовершенных ортотропных цилиндрических 

оболочек. 

Рассматривается многослойная, армированная, шарнирно опер

тая дилиндрическая оболочка, материал которой конструируется 
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по способу,описанному в § 1 . 1 . На оболочку кратковременно 

действует с т а т и ч е с к а я нагрузка  осевое сжатие . Оболочка 

имеет нокотрые начальные отклонения от идеальной формы ( см . 

р и с . 4 . 1 ) . Сначала решим детерминистическую задачу устойчивос

ти.Для решения данной задачи используется методика,предложен

ная в [ 8 8 ] , где решена аналогическая задача для изотропной 

оболочки. 

4 . 1 . 1 . Детерминистическая задача устойчивости. Уравнения 

равновесия такой оболочки выражены соотношениями ( 1 . 1 8 )  ( 1 . 2 1 ) 

и ( 1 . 2 8 ) . Р а с с м а т р и в а е т с я оболочка без заполнителя, т . е . £ = 

^ = ^ = 0 . Уравнение ( 1 . 1 8 ) и ( 1 . 1 9 ) удовлетворяются 

при введении функции напряжений У : 

д
г

¥ ^ 7>
г

Р 

2 / * " Э х ' ^  "Эх 9? И 4 ) 

исключив из ( 1 . 2 0 ) , ( 1 . 2 1 ) и ( 1 . 2 8 ) поперечные силы С)к и 

О, получаем 

9 Л
1 ШЩ Ь2 * 2*' (4.2) 

йз ( 1 . 9 ) и ( 1 . 1 1 ) определяется М . После подстановки значе

ний А) в ( 4 . 2 ) и с учетом 

Ь^Ъх'
 б

У
= % ' /? ' Ъ * Я* ' ( 4 . 3 ) 

приходим к уравнению 

ц№~1?-ъГ -К ^ ' и л ) 



Рис. 4 . 2 . Функции плотности распределения вероятностей 

критической нагрузки . 



 106 

где дифференциальный оператор 

Х</ ъ - начальный и дополнительный прогибы ( Р и с . 4 . 1 ) ; 

•Эу определяется из ( 1 . 4 ) ; 

Иоключив из выражений ( 4 . 3 ) значения перемещений СС и V , 

получаем уравнение совместимости деформаций 

где дифференциальный оператор 

Из уравнений ( 4 . 4 ) и ( 4 . 5 ) , п о с л е несложных преобразований 

разрешающее уравнение приобретает в и д : 

1 „,./ [д3(щ*»') 
е2 ях* * "-"л Ъх2 

( 4 . 6 ) 

Граничные условия для шарнирного опирания следующие: 

Доле отклонений срединной поверхности оболочки от идеальной 

цилиндрической оболочки аппроксимируется разложением^ двухмер



 X07 

ный ряд Фурье следующим образом [88] 

J J 

у 

г д е (2,1 , и с/у* - коэффициенты разложения. 

Дополнительный прогиб, удовлетворяющий граничным условиям, 

будем искать также в виде двухмерного ряда Фурье[88] : 
J "X 

ар sin L 

( 4 . 8 ) 

Для определения связи между коэффициентами начальных н е 

совершенств Qjt % , djK и коэффициентами дополнитель

ного прогиба <у„ , bjn , dji используется уравнение ( 4 . 6 ) . 

После подстановки ( 4 . 7 ) и ( 4 . 8 ) в ( 4 . 6 ) и приравнивания с о 

ответствующих членов , получается 

( 4 . 9 ) 

г? 

> ш -

0 

N, 

J" 

J 
(4 .10 ) 
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4' Ы%Ъ4 

При определении 0,-0 используется 2Г0 т 0уЛ(к=о> ^ ' о = /к=о' 

Функция напряжений принимается в виде : 

( 4 . 1 2 ) 

Для определения зависимости между коэффициентами функций Щ 

и У , выражения ( 4 . 1 2 ) и ( 4 . 8 ) подставляя в ( 4 . 5 ) получаем, 

4-: 
4* ( 4 . 1 3 ) 

Уравнение нейтрального равновесия получается путем линоа-

ризации около невозмущенного равновесия.Будем считать докрити-

ческие перемещения и начальные отклонения сравнительно малыми 

по сравнению с отклонениями от невозмущенного равновосия 

Линеаризованное уравнение для отклонения V/ имеет следующую 

форму: 



 ,.09 

4 9 * 

( 4 . 1 4 ) 

В правую часть уравнения ( 4 . 1 4 ) входят усилия, определяемые 

при помощи функции напряжений по формулам 

( 4 . 1 5 ) 

Докртические напряжения определяются из формул ( 4 . 1 5 ) с уче 

том ( 4 . 1 3 ) и равны: 

j к 

4 « t t , ( 4 . 1 6 ) 



- н о -

Функцию IV будем искать в виде выражения 

Н I Я 8 & 7Г' ( 4 . 1 7 ) 

г д е / " и О волновные числа . 

Выражения ( 4 . 1 6 ) и ( 4 . 1 7 ) подставляем в ( 4 . 1 4 ) и решаем ее 

методом Бубнова  Галеркина: 

4 д%/ / / . . 9 Й >  'г?"" 

О о 

После интегрирования получается система однородных лшгаП

ных уравнений относительно ^ и / ^ . И з условия нетривиаль 

иости решения системы ( 4 . 1 8 ) ( детерминант системы равен нулю) 

и, принимая во внимание ( 4 . 9 ) , ( 4 . 1 0 ) и ( 4 . 1 1 ) получаом зави 

самость критической нагрузки от коэффициентов разложения Функ

ции начальных несовершенств: 



I I I 

Здесь 

п - — I 
V J 2м -у 2м */ 

и уЗ определяется из ( 4 . 1 1 ) 
А» 

Уда ' У̂  ~.У>/у'Л, 

где 

(4 .19 ) 

Суммирование в ( 4 . 1 9 ) производится при нечетных у 

Принимая,что ^ < < г 4 и ук<.< 4 , критическая нагрузка вы

ражается в в и д е : 

/ V 

А/ -- г»* — у , г 2 , ' 

• и 1 >*л^р%х~ ( 4 > 2 0 ) 



 1X2 

где 

А > у Д . % * 

Следует отметить ,что 

для идеально гладкой ортотропной цилиндрической оболочки 

• критическое усилио 

4 . 1 . 2 . Вероятностный анализ устойчивости. Известно,что 

начальные несовершенства наиболее правильно рассматривать как 
&СТН, 

случайные.Переходя к вероятйбму анализу устойчивости несовор 

ценных ортотропных цилиндрических оболочек,разложение ( 4 . 7 ) 

можно рассматривать как спектральное представление случайной ' 

функции со случайным спектром /~̂ *_7 • 
В настоящее время нет никаких достоверных сведений о з а к о 

нах распределения параметров начальных несовершенств для оболо

чек из композитных материалов.На основании экспериментальных 

данных для цилиндрических оболочек,изготовленных из листовой 

стали ,в работах [ 7 3 ] и [ 7 4 ] п о к а з а н о , ч т о опытные данные не 

противоречат гипотозо о нормальности распределений коэффициен

тов начальных несовершенств.Той же самой гипотезы будом при 

держиваться и в данной работе ,исследуя оболочки из композит 

ных материалов. А именно, принимается, что коэффициенты С^0 , 

Ь-х и образуют системы олучайных величин,распределенных 

по нормальным законам распределения . 

Задача очень упрощается ,приняв ,что функция й£ является 

однородной в окружном направлении.Этот случай и будет исолодо



 113 

в а г ь с я . 

Из ( 4 . 1 9 ) получается ,что 

/ V 

ф*1+*< \ * Ш К г ( 4 . 2 1 ) 

Здеоь Х0 и X/ линейные функции от случайных аргументов соот
ветственно Су0 и Ьук , распределенных по нормальному 
закону распределения.Поэтому Х„ • X, а также и 

N.. 

/ V ' 
( 4 . 2 2 ) 

распределены по нормальному закону распределения вероятностей 

(напр. [28] ) : 

г д е < ' г ) и (5г соответственно математическое ожидание и сред 
нее квадратическоо отклонение случайной величины ^ . Для оп

ределения этих числовых характеристик должны знать математи

ческие ожидания, средние квадратичаские отклонения и корроло
ционные матрицы коэффициентов йуо и ^ , 

Из ( 4 . 2 2 ) и ( 4 . 2 3 ) плотность распределения вероятностей 

критической нагрузки N в ы р а ж а е т с я ^ г > 
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Ввиду т о г о , ч ю < 9 " ^ / / О о о ( нормирующий множитель С 

определяется из уравнения 

О . * 
При замена переменной £  — _ получаем, что 

<5< 

А ( 4 

Откуда б г 

/ - 4 % 

Обратим внимание на некоторые свойства функции ( 4 . 2 4 ) . 

Функция ( 4 . 2 4 ) определена в интервале ( Л *  ° с ) . В точке 

А/'= 0 функция не определена.Но так как 

то можно п о л а г а т ь , ч т о р№) = 0 . Функция ( 4 . 2 4 ) неотрицатель

на . Нетрудно д о к а з а т ь , ч т о 

4. 

о 
Максимум функции достигается в точке 

/ V . . 

/*'-£гН'>*)/<*>+*4 
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Математическое ожидание и среднее квадратичное отклонение кри

тической нагрузки определяется по формулам: 

<//*) = ш» / /у^'Л/лЛ 

Определение других числовых характеристик / V * при известной 

функции распределения вероятностей затруднений не вызывает. 

4 . 1 . 3 . Численные примеры. Исследуются ортотропные ци 

линдрические оболочки с начальными прогибами и оо следующими 

механическими характеристиками для арматуры и связующего: мо 

дули упругости £ , = 0 . 7 5  Ю 6 к г с / с м 2 , Ес = 0 . 0 3 5  1 0 6 к г с / 
/ с м 2 ; коэффициенты Пуассона 1?а = 0 . 2 1 и • 0 , 3 3 ; обьемпне 

весы Та = 2 , 6 г / о м 3 , Гс = 1,2 г / с м 3 ; коэффициент объемного 

армирования М. = 0 , 5 . Размеры оболочки /? ш 25 с м . А, =Ю0см. 

На оболочку действует упругое осевое усилие N° = 600 к г с / с м . 

Материал оболочки составленный из трех типов слоев , арма

тура в которых расположена под углами 0 , £ 5/"/4 и + ТГII к 

оси оболочки, относительные количества которых обозначены 

соответственно , и Э3 . 

При решении численных примеров было принято,что матомл'..;
ческие ожидания и средние квадратические отклонения кооффшшен

тов и°. и Ьук равны между собой при всех исследуемых у . 

Обозначим \0^1} и (6уе У  м а т е м а т и ч е с к и е ожидания коэф

фициентов 0.° и Ж ; (5 , и б /  средние клад 

ратические отклонения этих коэффициентов.Тогда статиотичоокио 

характеристики начальных несовершенств можно выразить вектором: 
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4 \ 'СМ 

0 0 I 641 

0 , 2 5 0 , 5 0 , 2 5 835 

0 , 3 3 3 0 , 3 3 3 0 , 3 3 3 876 

0 , 5 0 , 5 0 885 

I 0 0 970 

В таблице 4 . 1 . приведены результата вычислений математи

ческого ожидания критической нагрузки ( Л/"У в зависимости 

Таблица 4 . 1 , от структуры материала обо

лочки.В рассмотренном слу 

чае толщины оболочек п -

=0,507 см,в вектор началь

ных несовершенств 

£ = ( 0 , 0 0 4 ; 0 , 0 0 4 ; 0 , 4 ; 0 , 4 ) , 

Из т а б л . 4 . 1 можно сделать 

вывод,что увеличи

вается с увеличенном числа 

слоев с продольным армиро

ванием.Критическая нагруз

ка для идеально гладкой изотропной оболочки ( в, = 0 , 2 5 ; 

Ог = 0 , 5 ; 9Л р 0 , 2 5 ) такой же толщины равна /V* • П50КГ0/0М, 

На р и с . 4 . 2 представлены графики функций плотности распре 

деления вероятностей критической нагрузки в зависимости от р а з 

личных значений статистических характеристик начальных несо 

вершенств.Кривая I получена при начальных несовершенствах , за 

данных вектором 5 = ( 0 , 0 1 ; 0 , 0 1 ; 0 , 2 ; 0 , 2 ) , кривая 2 при 

£ = ( 0 , 0 1 ; 0 , 0 1 ; 0 , 0 8 ; 0 , 0 8 ) и кривая 3 при £ = ( 0 ; 0 ; 0 , 0 8 ; 

0 , 0 8 ) . 
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§ 4 . 2 . Минимизация воса цилиндрических оболочек с учетом на 

дежности относительно устойчивости и прочности. 

4 . 2 . 1 . Стохастичоская формулировка оптимизационной задачи. 

Пусть цилиндрическая оболочка имеет некоторые случайные 

начальные несовершенства формы. Влияние этих несовершенств на 

устойчивость оболочки в случае осевого сжатия исследовано в 

предыдущем параграфе . Кроме т о г о , характерные прочности 

элементарного слоя композита являются случайными величинами с 

известными законами распределения вероятностей . Ставится следую

щая з а д а ч а : определить толщину оболочки Ь и относительные к о 

личества слоев вк , в которых арматура расположена под углом / 3 

к оси оболочки ( к = 1 , 2 , . . . , £ ) , таких ,что с вероятностью 

неменьшей параметр критической нагрузки Л / * был немопьшим 

параметра заданной нагрузки N , прочность оболочки при задан

ной нагрузки была бы достаточна с вероятностью номоньшей ^ и 

при этом математическое ожидание веса оболочки было минимальным. 

Следуя [ 1 6 1 ] , задачу сформулируем в виде Ммодели стохасти

ческого программирования.Воктор параметров оптимизации 

и-(и,. 9,, 9 2 . - ; &е), 

где и, выражен в ( 1 . 3 7 ) . 

Надо определить минимум функции цели 

$(«))> 
( 4 . 2 6 ) 

где(уУ^) математическое ожидание веса оболочки. Принимаются 

следующие группы ограничений: 
а ) на надежность относительно устойчивости оболочки 

/рш Р{^> г?* ( 4 . 2 7 ) 
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З д е с ь / "  выражение критической н а г р у з к и , зависящее от слу

чайных параметров начальных несовершенств формы, от ..' и от 

формы потери устойчивости: 

где м ъ Л - волновые числа ,Тробуется ,чтобы ограничения ( 4 . 2 7 ) 

выполнялись при любых п и М . Для численного решения,как и в 

детерминистических з а д а ч а х , /~п и /9 должны ограничиваться н е 

которыми интервалами изменения ( / Ч 1 , т 2 ) и ( П~1. " 2 ) . 

Таким образом, имеем группу ограничений надежности относительно 

устойчивости и с = 1 , 2 , . . . , (
т

2-"', + -/)(п2-'>)*/). 

б) на надежность относительно прочнооти 

' ( 4 . 2 8 ) 

где в  случайное событие т о г о , что несущая способность отно 

сительно прочности не исчерпана; Р№) - вероятность этого 

события. 

в) структурные и геометрические ограничения на верхние и 

нижние границы изменения параметров оптимизации 

Рт Р{РаТ- /5±0}>£>, 
( 4 . 2 9 ) 

где Р и В - характеристики структурных и геометрических о г р а 

н и ч е н и й ; ^  заданная в е р о я т н о с т ь . 

Выбор надежностой , Р/> иуЗ представляют собой также 

оптимизационную задачу,зависящую от многих факторов: затрат на 
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изготовление конструкции, польза от эксплуатации, ущерб,нане

сенный при разрушении,моральный ущерб и др.Экономически  оп

тимальное значение надежности может быть определено после про

ведения экономического а н а л и з а . Здесь не будем останавливаться 

на этих проблемах,а лишь укажем, что примеры определения опти

мальной надежности можно найти в [ 9 2 ] и [117] . 

Задача оптимизации упрощается в случае детерминированного 

вектора оптимизируемых параметров.Этот случай в дальнейшем и 

будем р а с с м а т р и в а т ь . В функцию цели входят только детерминиро

ванные величины и она выражается 

Структурные и геометрические ограничения прр этом доторми

рованы и выражаются ( 1 . 5 1 ) при Г • I . 

Рассмотрим чаотные случаи сформулированной задачи . 

4 . 2 . 2 . Весовая минимизация цилиндрической оболочки со с л у 

чайными начальными несовершенствами формы при осевом сжатии. 

Пусть цилиндрическая оболочка со случайными начальными 

несовершенствами формы сжимается осевой сжимающей нагрузкой Л/ 

( т . е . Л ' =/1^ ) ,равномерно распределенной по торцам.Будем считать , 

что прочность материала достаточна и не является причиной по

тери несущей способности оболочки. 

Надежность относительно у с т о й ч и в о с т и , т . о . вероятность 

того,что критическая нагрузка не меньше данной нагрузки , при 

известной функции плотности распределения критической нагрузки 

р№)равна ( р и с . 4 . 3 ) : 

( 4 . 3 0 ) 



- ао -

0,5" 0,6 0,7 0,8 0,9 0,95 0,39^ 

Рис . 4 . 4 . Зависимости отношения 0.„:„/а° от надежности 

9 • I  £- Со,004; 0,004; 0,04; 0 , 0 4 ) ; 2  £ = (0 ,01; 
0,01; 0,08; 0,08.) ; 3  £ = (0,004 ; 0,004 ; 0,2; 0 , 2 ) ; 4 — 

£ = ("о,004; 0,004 ; 0 , 4 ; 0 , 4 ) ; 5  зависимость отношения 

(з„м / о т надежности £ ? * для изотропной оболочки прк 

£ = (0,004; 0,004; 0,4; 0,4) . 
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n; ( 4 . 3 i ) 

После подстановки /Y /V%3 ( 4 . 2 4 ) в ( 4 . 3 1 ) и некоторых преоб

разований получаем,что д/ 

Из ( 4 . 3 2 ) и ( 4 . 2 7 ) ограничения надежности выражаются 

Таким образом, в случае детерминированного вектора U , 

задача стохастического программирования ( 4 . 2 6 ) , ( 4 . 2 7 ) , ( 4 . 2 9 ) 

может быть заменена ее детерминированным эквивалентом ( 4 . 3 0 ) , 

( I . 5 I ) и ( 4 . 3 3 ) с линейной функцией цели (4 .30) ,линойними 

геометрическими ограничениями ( I . 5 I ) и нелинейными ограни 

чениями надежности ( 4 . 3 3 ) . 

4 . 2 . 3 . Численные примеры оптимизации. Для численного и с 

следования использовались математические модели цилиндричос 

ких с начальными несовершенствами и с исходными механическими 

характеристиками и размерами такими, как и в 4 . 1 . 3 . Вектор 

параметров оптимизации выражен в ( 2 . Т 5 ) . 

Для сравнения и проверки результатов была произведена но

совая оптимизация идеально гладкой ортотропной цилиндрической 

оболочки с такими же механическими характеристиками и размера

ми при той же нагрузке (Л£°= 600 к г с / с м ) с учетом устойчи 

вости оболочки.Получены следующие результаты: минимальный вес 
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£ г „ л

 = 10 ,979 к г , оптимальное решение 

и = ( 0 , 3 6 8 ; 0 , 2 5 ; 0 , 5 ; 0 , 2 5 ) . 

На р и с . 4 . 4 . представлены графики зависимости отношения 

минимального веса несовершенных оболочек к минимальному весу 

идеально гладкой оболочки от надежности /5 . Как и следовало 

ожидать, с увеличением надежности / ? , увеличивается отноше

ние С„;„ , аоимптотически приближаясь к прямой 

=1. На характер изменения зависимости £ ? „ „ / С „ , „ от / ? , 

решающее значение имоют средние квадратические отклонения на

чальных прогибов. При небольших средних квадратических откло

нениях начальных прогибов , о увеличением надежности вес обо 

лочки увеличивается незначительно до довольно большой надеж 

ности (кривая I ) . При больших средних квадратических отклоне

ниях заметное увеличение веса начинается уже при довольно низ

ких надожностях (кривая 4 ) . 

В таблице 4 . 2 приведены результаты,показывающие зависимость 

минимального веса ,комлонент вектора и элементов матрицы 

жасткостей [Су] от изменения величины средних квадратических 

отклонений начальных прогибов при заданной надежности Р$ = 

= 0,99 и математических ожиданий = < ^ ° ) • 0 , 0 0 4 . С 

изменением средних квадратических отклонений меняется не толь

ко минимальный вес оболочки,но и структура материала . С увели

чением сродних квадратических отклонений уменьшается относи 

тельное количество слоев ,арматура в которых расположена под 

углом + 1Г / 4 и увеличивается число слоев с продольным арми

рованием. При больших сродних квадратических отклонениях о с 

таются только слои о арматурой,расположенной по направлению 

образующей оболочки. Во всех случаях нет слоев ,арматура в 

которых расположена в окружном направлении. 



Таблица 4 . 2 

б , С кг 
«*' 

4 
б , С кг 

Ь СИ 4 в, в, <Ъ 

0 , 0 1 0 , 0 1 12 ,46 0 , 4 2 0 , 2 1 0 , 7 9 0 0 ,214 0 ,080 0 ,140 0 , 0 9 5 

0 ,02 0 , 0 2 1 3 , 1 3 0 , 4 4 0,27 0 , 7 3 0 0,228 0 ,075 0 ,134 0 ,091 

0 , 0 4 0 , 0 4 1 4 , 1 5 0 , 4 7 0,36 0 , 6 4 0 0 ,250 0,068 0,126 0 ,084 

0 ,2 0 , 2 1 8 , 1 3 0 , 6 1 0 ,94 0 , 0 6 0 0 ,385 0,026 0 ,074 0 ,040 

0 , 4 0 , 4 2 2 , 1 3 0 , 7 4 I 0 0 0 ,400 0 ,022 0 ,069 0 ,037 

0 ,8 0 , 8 3 4 , 0 2 1,14 I 0 0 0 ,400 0 ,022 0 ,069 0,037 



 124 

4 4 'у 

0 0 I 0 ,517 

0 I 0 0 ,550 

0 ,25 0 , 5 0 0 , 2 5 0 ,661 

0 ,333 0 , 3 3 3 0 , 3 3 3 0,698 

I 0 0 0,900 

Зависимость надежности от структуры материала для оболо

чек с одинаковыми числовыми характеристиками начальных проги

бов и одинаковыми весами 

Таблица 4 . 3 даны в таблице 4 . 3 , г д е 

¿ = ( 0 , 0 0 4 ; 0 , 0 0 4 ; 0 , 4 ; 0 , 4 ) , 

Q = 1 8 , 8 5 5 к г , Л =0,661см. 

Наибольшая надежность = 

= 0 , 9 достигается при армиро

вании оболочки слоями с арма

турой,направленной по нап 

равлению образующей оболоч

ки .Наименьшая надежность по

лучается при армировании 

оболочки слоями,арматура в которых расположена в окружном нап

равлении. Таким образом,при больших средних квадратичосиих о т 

клонений начальных прогибов, способ армирования материала имеет 

большое значение для надежности оболочки. 

Изменение веса оболочки, структуры материала и эломоптов 

матрицы жесткосгей в зависимости от надежности приведено в 

таблице 4 . 4 . С изменением надежности, при тех же статистичес 

ких характеристиках начальных прогибов,меняется не только в е с , 

но и структура материала оболочки. Во всех случаях с увеличе

нием надежности увеличивается относительное количество слоов, 

арматура в которых расположена по направлению образующей обо

лочки. 

Интересные результаты получаются при сравнении надожноотон 

оболочки с оптимальной структурой с надежностью оболочки из 

изотропного материала такого же веса (толщины) Щ( . Во всех 

случаях получено, что надежность оболочки оптимальной струн 



Таблица 4 . 4 

р* G .« 
min 

и* 
р* ш G .« 

min h с ft в, я 4 с„ с„ с « 

s = C o , 0 1 ; 0 , 0 1 ; 0 , 0 8 ; 0 , 0 8 ) 

0 , 5 

0 , 6 

0 , 9 

0 , 9 5 

0 , 9 9 

0.5Ё0 

0 , 8 4 3 

0 ,907 

0 , 9 7 1 

13 .32 

13 ,77 

15 ,15 

15 ,50 

16 ,15 

0 , 4 5 

0 , 4 6 

0 , 5 1 

0 , 5 2 

0 , 5 4 

0 , 3 1 

0 , 3 4 

0 ,46 

0 ,50 

0 ,56 

0 , 6 9 

0 ,66 

0 ,54 

0,50 

0 , 4 4 

о 
о 

о 
о 

о 

0 ,237 

0 ,246 

0 ,274 

0 , 2 6 3 

0 ,297 

0 ,072 

0 ,070 

0 , 0 6 1 

0 , 0 5 8 

0 ,054 

0 , 1 3 1 

0 , 1 2 8 

0 , 1 1 7 

0 ,114 

0 , 1 0 8 

0 , 0 8 8 

0 , 0 8 5 

0 ,076 

0 ,074 

0 ,069 

i = ( 0 , 0 0 4 ; 0 004; 0 , 4 ; 0 , 4 ) 

0 , 4 

0 , 5 

0 , 6 

0 ,7 

0 , 9 

0 , 9 5 

0 ,999 

0 ,294 

0 ,364 

0 ,433 

0 ,502 

0 , 6 6 1 

0 , 7 2 1 

0 , 8 2 3 

1 4 , 5 5 

15,50 

1 6 , 3 0 

17,06 

18 ,85 

19 ,66 

2 6 , 3 8 

0 , 4 8 

0 ,52 

0 , 5 5 

0,57 

0 , 6 3 

0 , 6 6 

0 , 8 8 

0 ,94 

0,97 

I 

0 , 0 3 

0 , 0 2 

0 

0 , 0 3 

0 , 0 1 

0 

0 ,384 

0 , 3 9 3 

0 ,400 

0,024 

0,024 

0 ,022 

0 , 0 8 1 

0 , 0 7 3 

0 , 0 6 9 

0 ,039 

0 ,039 

0 ,037 
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туры больше надежности изотропной оболочки. На р и с . 4 . 4 

пунктирной линией показана зависимость О ? ^ . , / ^ , . от надеж

ности для изотропной оболочки при £ = ( 0 , 0 0 4 ; 0 , 0 0 4 ; 0 , 4 ; 0 , 4 ) , 

т . е . п р и довольно больших средних квадратических отклонениях 

начальных прогибов . С увеличением надежности разница между 

весом оптимальной и изотропной оболочки при той же надежнос

нооти очень у в е л и ч и в а е т с я . Эта разница уменьшается с умень 

шениам средних квадратических отклонений. При небольших 

средних квадратических отклонениях ( Т а б л . 4 . 4 £ = ( 0 , 0 1 ; 0 , 0 1 ; 

0 , 0 8 ; 0 , 0 8 ) ) надежность оптимальной и изотропной оболочки 

отличается не значительно .хотя структура оптимальной оболочки 

отличается от изотропной. Поэтому можно ожидать,что при н е з 

начительных средних квадратических отклонениях оптимальной 

при ограничении надежности будет изотропная оболочка. 

4 . 2 . 4 . Весовая минимизация цилиндрических оболочек с 

упругим заполнителем при комбинированном нагружении с учетом 

случайных характерных прочностей. Формулируемая в этом па 

рагрэфе задача я в л я е т с я непосредственным обобщением детер 

министической з а д а ч и , решенной в параграфе 3 . 2 . 

Рассмотрим математическую модель идеально гладкой ци

линдрической оболочки о упругим заполнителем, на которую 

действует осевое сжимающее усилие N° , равномерно распреде

ленное по торцам оболочки и равномерное внешнее давление 

/У°=р/? , где /Э  интенсивность давления . Ввиду идеальной 

гладкости оболочки, принимаем, что ограничения на местную 

устойчивость дегермированы и выражаются ( 3 . 1 6 ) . 

Как и в 3 . 2 , для определения прочности элементарных 

слоев используем критерий Малмейстера, ограничиваясь сохра
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ненией членов первого и второго порядков : 

• i . . / * , Л ( 4 . 3 4 ) 

Принимаем, что /¡y> независимые случайные величины, 

распределенные по нормальным законам распределения вероят 

ностей . Тогда Д и А . функции от случайных аргументов , вы

раженные по формулам ( 3 . I I ) , в общем случае , законы распре

деления которых отличные от нормальных. В дальнейшем, для 

упрощения з а п и с е й , будем пользоваться следующими обозначе 

ниями 

Аг*'-
В работе [ 1 4 6 ] показано , что при коэффициентах вариаций 

характерных прочностей меньших 10 fa, распределения X¿ могут 

быть аппроксимированы нормальными законами.В дальнейшем будем 

придерживаться этой предпосылки. Пусть известные с т а т и с т и ч е с 

кие характеристики — \/"íJa/ И б  математические ожи

дания и средние квадратические отклонения характерных проч 

ностей. Определить соответствующие статистические характерис

тики <(Xi} и S¿ случайных величин X¿ можно по 

известным формулам теории вероятностей [ 2 8 ] : 

I — J 

6 y = 

1 / *oo 

([Ян ^ / 4 a .  ^ ^  A « K ^ » v  ^ J » 
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где !Р(г,, гг,..., гя)  функция, аргументы которой случай

ные величины 2 „ г , , . , . , г , ; г/х^ж^..., ж*) - плотность рас 

пределения системы случайных величин Х,,Хл,..^гя . 

Из ( 3 . 1 1 ) с л е д у е т , что некоторые из находятся в 

функциональной зависимости.Учитывая только эти зависимости, 

коррелеционную матрицу приблизительно можно представить в ви 

де 

" 1 0 1 0 1 0 
0 1 0 1 1 0 

1 0 1 0 1 0 
0 1 0 1 1 0 

1 1 1 1 1 0 

о о о о о ! 

ы -

где 1%:  коэффициент порролоации случайных величин % 

Из ( 4 . 3 4 ) с л е д у е т , что X/, является линейной функцией от случай

ных аргументов Х6' . Поэтому закон распределения ее вероятное 

гей также нормальный со следующими числовыми характеристиками: 

математическим ожиданием 

и средним квадратическим отклонением 

( 4 . 3 5 ) 

( 4 . 3 6 ) 
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(4 .37 ) 

где Ф(к) определена в ( 4 . 2 5 ) . 

Разрушение какоголибо типа элементарных слоев еще н е и с 

черпывает несущей способности оболочки относительно прочнос

ти. Будем с ч и т а т ь , что оболочка может выполнять свои функции, 

если не разрушается не меньше ~6 типов слоев ( 1 •< ^ К * / . 

Вероятность неразрушения не менее ( типов слоев будем счи

тать надежностью относительно прочности. 

Таким образом, надежность относительно прочности может 

быть определена по известным формулам теории вероятностей: 

Р№* ^Н/~'СРУ ( 4 . 3 0 ) 

где ( 

р , - Е р ш , И Е Р т ) , , , 

Ы кк ( 4 . 3 9 ) 

где [5,]'* [ Щ * , зЛф}\ 

е м 
определяется по формулам ( 3 . 2 0 ) . 

Неразрушение слоя " к "  т о г о типа обозначим событием й к . 

Вероятность осуществления этого события тождественная в е р о 

ятности выполнения неравенства X* $ 1 : 

Т.к . У\„ распределена по нормальному закону распределения 

вероятностей, то , , 
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Разрушение какоголибо типа слоев влияет на вероятности 

разрушения других с л о е в , т . е . события , в общем случае , 

зависимы. Формулы ( 4 . 3 8 ) и ( 4 . 3 9 ) и в этом случае остаются 

в силе . 

Ограничения надежности относительно прочности выражаются 

( 4 . 4 0 ) 

Параметры оптимизации довольно сложным образом входят в 

( 4 . 4 0 ) через выражения числовых характеристик ( 4 . 3 5 ) и ( 4 . 3 6 ) 

и формулы ( 4 . 3 7 ) и ( 4 . 3 9 ) . 

Таким образом, стохастическую задачу оптимизации ( 4 . 2 6 ) 

( 4 . 2 9 ) можно заменить ее детерминистическим эквивалентом 

( 4 . 3 0 ) , ( 1 . 5 1 ) , ( 3 . 1 6 ) и ( 4 . 4 0 ) . 

4 . 2 . 5 . Численные примеры. Проводится весовая миними

зация математической модели цилиндрической оболочки с упру

гим заполнителем с исходными механическими характеристиками 

для арматуры и связующего такими как в § 4 . 1 . 3 . Размеры обо

лочки £? = 50 см, Л = 50 см. Обьомный коэффициент армирова

ния М • 0 , 5 . Вектор параметров оптимизации выражен ( 2 . 1 5 ) . 

Числовые характеристики (математичеокие ожидания и 

средние квадратические отклонения) характерных прочностой 

приведены в таблице 4 . 5 . Т . к . будет исследоваться влияние 

различных значений средних квадратических отклонений на в е 

личины минимального веса и параметров оптимизации,приведены 

два варианта средних квадратических отклонений при тех же 

математических ожиданиях. 

Из экспериментальных исследований и з в е с т н о , ч т о , в 
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большинстве с л у ч а е в , / ^ мало отличается от нуля . Поэтоцу 

здесь принято, что Д =3 и на основании этого предположения 

в т а б л . 4 . 5 отсутствуют числовые характеристики ГнЯл 

В исследуемых числовых примерах £ =1. (материал обо 

лочки состоит из трох типов элементарных с л о е в ) . Надежность 

относительно прочности определяется по формулам (4 .3В) и 

( 4 . 3 9 ) при ^ = 3 , т . е . принимается,что несущая способность 

относительно прочности исчерпана если разрушается хотя бы 

один тип элементарных с л о е в . Эту модель определения надеж

ности относительно прочности обозначим моделью А, 

В тех с л у ч а я х , г д е нет оговорки относительно средних 

квадратических отклонений , оптимизация проведена при 

значениях . 

Зависимость минимального веса и параметров оптимизации 

от жесткости упругого заполнителя £ 0 при фиксированной н а г 

рузке приведены на рио . 4 . 5 . Здесь исследована математичес

кая модель цилиндрической оболочки, на которую действуют 

нагрузки N° = 1000 к г с / с м и р = 30 к г о / с м 2 . Надежность на 

прочность Я/, = 0 , 9 . 

При ^ „ = 0 р е з у л ь т а т минимизации получается такой как 

и в § 3 . 2 . 2 ( т а б л . 3 . 5 ) . Этот р е з у л ь т а т носит контрольный 

х а р а к т е р . Здесь активны только ограничения на устойчивость . 

При изменении £0 = 250  750 к г с / с м 2 , в точке минимума а к 

тивны ограничения на устойчивость и на надежность относи 

тельно прочности . Изменение £ а в указанных пределах имоет 

большое значение для распределения относительных количеств 

слоев с различной укладкой арматуры. С увеличением £ 0 у в е 

личивается чиоло слоев с арматурой, направленной по образую

щей оболочки. Относительные количества слоев с другими угла 
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ми укладки арматуры изменяются более сложным образом. Меня

е т с я и форма потери устойчивости: увеличивается число волн 

в окружном направлении от 6 до 1 0 . При увеличении £ а мини

мальный вес уменьшается до некоторого фиксированного значе 

ния (в нашем случае до 2 7 , 6 0 7 к г ) . Э т о является следст 

вием т о г о , ч т о в исследуемой математической модели упругий 

заполнитель влияет только на устойчивость оболочки, т . е . п р и 

активных ограничениях на устойчивость . При Е0^ 1000 кгс / си , 

активными становятся только ограничения на надежность относи

тельно прочности и дальнейшее увеличение жесткости упругого 

заполнителя не влияет на минимальный вес и параметры оптими

зации .Аналогичные вычисления велись и при больших значениях 

Я!/> . Получено, что при = 0 ,999 при любых значениях 

£ „ в точке минимума активно только ограничение на надежность 

и в этих случаях изменение £ 0 не влияет на минимальный вес и 

параметры оптимизации ( см. т а б л . 4 . 6 ).Отсюда слодуот , что 

заполнитель влияет на вес оболочки и структуру материала 

только при сравнительно небольших надежностях относительно 

прочности. 

Б т а б л . 4 . 6 приведены результаты оптимизации при р а з 

личных комбинациях нагрузок в случае £а = 500 к г с / с м 2 . 

При = 0 , 9 во всех вариантах в точке минимума ак 

тивны ограничения на устойчивость и на надежность относитель

но прочности ( во всех таблицах,варианты в которых активны, 

ограничения на надежность относительно прочности отмечопн 

звездочкой ) . При Ь?р = 0 , 9 9 9 в точке минимума активны толь 

ко ограничения надежности относительно прочности.Увеличение 

надежности от 0 , 9 до 0 ,999 значительно увеличивает вое опти

мальной оболочки.Отношения весов в соответствующих вариантах 
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Таблица 4 . 6 

кгс 
РсТ> см n 

кгс 
РсТ> см 

ha \ a 1 ft 1 Й 

n 

30 
1000 

1500 

3 0 , 3 8 2 

3 3 , 6 2 6 

1,018 

1,127 

0 , 1 1 5 

0 , 3 0 0 

0 ,217 

0 ,315 

0,668 

0 ,385 

8 * 

8 * 

45 
1000 

1500 

3 7 , 8 0 2 

4 1 , 3 8 2 

1,267 

1,382 

0 , 0 4 8 

0 , 2 6 0 

0,212 

0 ,300 

0 , 7 4 0 

0 ,440 

7 X 

7 * 

f%* 0,999 

30 
1000 

1500 

5 2 , 6 8 3 

6 3 , 8 2 4 

1,765 

2 ,139 

0 ,246 

0 , 3 3 4 

0 ,285 

0 ,332 

0 ,469 

0 ,334 

* 

* 

45 
1000 

1500 

6 6 , 6 4 3 

8 2 , 0 0 6 

2 , 2 3 3 

2 ,748 

0 , 1 7 1 

0 , 3 2 9 

0 ,259 

0,329 

0 ,590 

0 ,342 * 

колеблются в пределах 1,73  1 , 9 9 . Структура материала меня

ется не столь з н а ч и т е л ь н о . Во всех исоледованных случаях 

нагружения увеличивается относительное количество олоев с 

арматурой,расположенной по образующей оболочки и под углом 

t 57 /4 , и уменьшается число слоев о арматурой,расположенной 

в окружном направлении. 

Большой интерес представляет выяснение влияния величин 

средних квадратических отклонений характерных п р о ч н о с т и на 

минимальный вес и параметры оптимизации оболочки, при раз 

личных надежностях на прочность . 

Исследования при /V/ = 1500 к г с / с м , Д = 45 к г с / с м 2 , 

Е0 = 500 к г с / о м 2 и двух вариантах приведены в табл . 

4 . 7 . При небольших надежностях ( / ^ * < 0 , 9 ) влияние величины 
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" л о т вг 4 п 
0 , 5 4 0 , 7 8 5 0 ,226 0 ,205 0 ,489 7 » 0 , 5 

40 ,524 0 ,206 0 ,277 0 ,517 7 * 

0 , 7 6 д , 40 ,979 0 ,240 0 ,292 0 , 4 6 8 7 » 0 , 7 

4 0 , 5 8 9 0 , 2 1 1 0 ,279 0 ,510 7 * 
0 , 9 41 ,382 0 ,260 0 ,300 0 ,440 7 * 0 , 9 

40 ,647 0 , 2 1 5 0 , 2 8 1 0 , 5 0 3 7 * 

0 , 9 9 
_ ( « 
б./« 41 ,607 0 , 2 3 3 0 ,362 0 ,405 0 , 9 9 

б , . 4 0 , 8 0 8 0 , 2 2 8 0 ,286 0,486 7 * 

0 , 9 9 9 б у > 82 ,006 0 ,329 0 ,329 0 ,342 0 , 9 9 9 
«1 

4 1 , 3 2 1 0 ,264 0 ,302 0 , 4 3 3 7 * 

средних квадратических отклонений в исследуемых ва ри

антах на минимальный в е с оболочки незначительное . Однако при 

больших Я!р величины средних квадратических отклонений харак 

терных прочноотей имеют существенное значение . 

Из сравнения с соответствующими результатами оптимиза

ции при детерминистической формулировке задачи ( т абл . 3 . 4 ) 

можно сделать некоторые вывода. При надежности г„р = 0 , 9 во 

всех случаях форма потери устойчивости т а к а я , как и в с о о т 

ветствующих вариантах детерминистической задачи.Минимальные 

весы оболочек,полученные при оптимизации о учетом надежности, 

выше соответствующих весов,полученных при оптимизации о у ч е 

том прочности на I  3 , 5 %. Более значительно отличается 

струк 

Таблица 4 . 7 
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тура материала . Если в решениях детерминистических задач при 

небольших нагрузках относительные количества слоев с армату

рой , расположенной под углом + 9Г/4 ,незначительны, то в р е 

шениях стохастических задач при соответствующих нагрузках 

эти количества довольно большие. Во всех исследованных с л у 

чаях в рошепиях детерминистических задач относительные коли

чества олоев с арматурой,расположенной в окружном направлении! 

больше, чем в соответствующих решениях стохастических задач . 

Увеличение надежности значительно увеличивает вес и изменяет 

структуру оболочки. В этих случаях результаты оптимизации 

детерминистической и стохастической задач становятся несрав

нимыми. С уменьшенном надежности / у , и средних квадратпчоскнх 

отклонений б ^  д ( т а б л . 4 . 7 ) результаты оптимизации стохасти

ческой задачи приближаются к результатам оптимизации дотерми

нистичеокой задачи.Таким образом, детерминистической форму 

лировкой можно пользоваться в тех случаях ,когда средние к в а д 

ратичесние отклонения небольшие.Тогда до довольно большой н а 

дежности разница в весе незначительная.При больших средних 

квадратических отклонениях и больших надежностях предпочти 

тельное пользоваться стохастической формулировкой оптимиза 

ционной з а д а ч и . 

Формулы ( 4 . 3 8 ) и ( 4 . 3 9 ) дают возможность использовать 

и другие математические модели определения надежности относи

тельно прочнооти.Будем с ч и т а т ь , что несущая способность обо 

лочки исчерпана , если разрушается больше, чем один тип эио 

ментарных слоев .В этом случае t = 2. Эту модель обозначим 

моделью Б . Сравнение результатов,полученных при оптимизации 

с использованием моделей А и Б при средних квадратических 

отклонениях нагрузках К = 1500 к г с / с м , /> = 45 кго/см' 



Таблица 4 . 8 

Модель А Модель Б 

РШ Pff)2) PPJ п Р(Я) РШ РШ h 
0 , 5 0 , 9 9 9 0 0 ,5009 0 ,9990 7 « 3 7 , 5 9 3 0 ,9714 0 ,0100 0 , 9 9 9 3 0 ,9710 7 

0 , 7 0 ,9990 0 , 7 0 1 3 0 , 9 9 9 1 7 * • » 

0 , 9 0 ,9990 0,9016 0,9992 7 *  » » 

0 , 9 9 0 , 9 9 9 1 0,9917 0 ,9992 * 38 ,060 0 , 9 9 2 1 0,0112 0 ,9978 0 ,9900 7 * 

0 , 9 9 9 I 0,9990 I * 40,596 0 ,9990 0 ,4835 0 ,9990 0,9990 7 * 
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и жесткости заполнителя Еа - 5 О 0 к г с / с м 2 приведено в табли

це 4 . 8 . Здесь Р(Я,) , Р(в1) , Р(^)  о з н а ч а ю т 

вероятности неразрушения элементарных слоев с арматурой ,рас 

положенной соответственно под углами О, ± ^ " / 4 , 57/2 к оси 

для оболочек с минимальным весом. / у >  надежность 

оболочки минимального веса относительно прочности .Т .к . в мо

дели Б. разрешено разрушение одного типа элементарных слоев , 

то в некоторых случаях вероятность неразрушения слоев с арма

турой под углом + Л / 4 очень маленькая , однако надежность 

всей конструкции довольно большая. Во всех случаях самая боль

шая вероятность разрушения для слоев с арматурой под углом 

± 7Г/*.. 

В заключении заметим, что данные исследования можно р а с 

сматривать лишь как одну из первых попыток применить отохас 

тическое программирование для оптимизации математических мо 

делей многослойных цилиндрических оболочек. 



З А К Л Ю Ч Е Н И Е 

Существующие методы расчета конструкций из композитных 

материалов , а также , методы определения устойчивости и проч

ности этих конструкций развивались преимущественно для целой 

а н а л и з а . Так как задачи оптимального проектирования являются 

задачами с и н т е з а , т о приходится приспосабливать существующие 

методы решения и для этих з а д а ч . В связи о этим, работа начи

нается о главы, в которой вводятся основные соотношения ус 

тойчивости и прочности многослойной цилиндрической оболочки 

с упругим заполнителем (и пластины) , выраженные в форме, удоб

ной для решения оптимизационных з а д а ч . Матричная запись соот

ношений между усилиями и деформациями многослойной цилиндри 

ческой оболочки позволяет независимо от выбранной киномати 

ческой модели и способа конструирования материала оболочки 

произвести анализ прочности слоистого композита, составить 

уравнения равновесия в перемещениях и , используя энергетичес

кий принцип, вариационное уравнение устойчивости цилиндричес

кой оболочки с упругим заполнителем в матричном виде и в об 

щем случае нагружения осевой сжимающей силой, внешним давле 

ниом и крутящими моментами. Формулы и методы, приведенные в 

первой г л а в е , составллют исходную точку для решения всех д а л ь 

нейших проблем. Задачи , решенные во второй и третьей главах , 

являются конкретными примерами применения полученных общих 

зависимостей, возможности которых этими задачами не исчер 

пываются. 

Если современное развитие теории устойчивости миогослон
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них ортотропных идеально гладких цилиндрических оболочок с о с 

тавляет достаточную базу для решения оптимизационных задач о 

учетом устойчивости , го этого нельзя с к а з а т ь о теории устой

чивости таких же оболочек со случайными несовершенствами формы. 

И поэтому, прежде чем перейти к вопросам оптимизации таких 

оболочек, слодуот произвости анализ их устойчивости. Некою 

рые вопросы устойчивости ортотропных цилиндрических оболочок 

со случайными несовершенствами формы затронуты в § 4 . 1 . На о с 

нове полученных соотношений сформулирована и решена оптимиза

ционная з а д а ч а . 

Результаты выполненных исследований сводятся к следую 

щену: 

1. Разработан общий метод учета устойчивости в оптимиза

ционных з а д а ч а х , независящий от кинематической модели оболоч

ки в общом случае нагружения, позволяющий использовать вира 

жения критичоских нагрузок , зависящие от целочисленных волно

вых параметров . 

2 . Исследованы некоторые общие свойства ограничений на 

устойчивость и прочность цилиндрических оболочек в пространст

ве исследуемых параметров оптимиэации.Докаэана новыпуклость 

ограничений на устойчивость цилиндрических оболочок ( модели 

КирхгофаЛява и Тимошенко ) с упругим заполнителем в общем 

случае нагружения. Численными методами установлено , что ог 

раничения на устойчивость с большой вероятностью квазигыпук

лы,а ограничения на прочность неквазивыпуклн. 

3 . Получена детерминистическая зависимость критической 

нагрузки ортотропной цилиндрической оболочки с начальными н е 

совершенствами формы при осевом сжатии от параметров началь 

ных несовершенств . При случайных начальных несовершенствах 
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формы получена плотность распределения вероятностей крити 

ческой н а г р у з к и , зависящая от статистических числовых харак 

теристик начальных несовершенств. 

4 . Решены следующие задачи весовой минимизации много 

слойных ортогропных прямоугольных пластин и цилиндрических 

оболочек: 

а ) сжатых в двух направлениях прямоугольных пластин с 

учетом поперечных сдвигов и работающих на устойчивость . 

б) цилиндрических оболочек о упругим заполнителем при 

осевом сжатии о использованием кинематических моделей Кирх

гофаЛива и Тимошенко, работающих на устойчивость . Проведено 

сравнение полученных р е з у л ь т а т о в . 

в ) длинных цилиндрических оболочек,работающих на проч

ность и устойчивость при осевом сжатии о жесткостью упруго

го заполнителя в качество параметра оптимизации. 

г ) цилиндрических оболочек с упругим заполнителем при 

комбинированном нагружении (осевое сжатие и внешнее давление) , 

работающих на устойчивость и прочность . В численных примерах 

исследованы: оптимальная структура материала оболочки при 

различных величинах внешних н а г р у з о к , зависимости минималь

ного веса от жесткости упругого заполнителя и объомного коэф

фициента армирования. 

д ) ортотропных цилиндрических оболочек со случайными н а 

чальными несовершенствами формы при осевом ожатии с учетом 

недожности относительно устойчивости методом стохастического 

программирования.При численном решении задачи получены зави

симости минимального веса и параметров оптимизации от с т а т и с 

тических характеристик начальных несовершенств и надолнооти. 

е ) цилиндрических оболочек о упругим заполнитолом при 
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комбинированном нагружении о учетом случайных характерных 

прочностей композита . Установлено, что при уменшении средних 

квадратических отклонений характерных прочностей происходит 

конвергенция решений стохастической задачи к решениям д е т е р 

министической задачи при довольно больших надежностях отно 

сительно прочности. 

5. На алгоритмическом языке МЛЛГОЛ составлены универсаль

ные программы, предназначенные для решения широкого класса 

оптимизационных задач цилиндрических оболочек из композитных 

материалов. 

Представленные в данной работе соотношения и метода дают 

возможность решать и некоторые другие оптимизационные задачи, 

непосредственно связанные с исследованными. 

В работе детально рассмотрен случай весовой минимизации ц и 

линдрической оболочки при совместном действии осевого сжатия 

и внешнего давления.Приведешше соотношения для определения 

устойчивости и прочности дают возможность исследовать и дру

гие комбинации нагружегаш с включением крутящих моментов. 

Методика исследования устойчивости ортотропных цилиндри

ческих оболочек с начальными несовершенствами формы при о с е 

вом сжатии может быть использована для анализа устойчивости 

и при других способах нагружения. Кроме т о г о , при вероятност 

ном анализе устойчивости законы распределения случайных вели

чин, характеризующих начальные несовершенства формы.могут быть 

другие напр . законы равномерного распределения . 

Нуждаются в решении аналогические задачи оптимизации ци

линдрических оболочек из композитных материалов находящихся 

под действием случайных н а г р у з о к . 

Эти проблемы ведут к новым оптимизационным задачам. 



Прилоденио 

П Р О Г Р А М М А 

ДЛЯ ОПТИМИЗАЦИИ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК ИЗ КОМПОЗИТНОГО 

МАТЕРИАЛА С УЧЕТОМ УСТОЙЧИВОСТИ И НАДЕЖНОСТИ ОТНОСИТЕЛЬНО 

ПРОЧНОСТИ МЕТОДОМ ПРОЕКТИРУЕМЫХ ГРАДИЕНТОВ РОЗЕНА 



 144 

Pf (Tp ff о? «ooi потаит* ŗ 1 о l и - 2* . 76 . из , и , I 
к rip,"; — " — • •• 
«no ? (и RI» cp ' J -ŗ тг 1 ' It 'M.,IJ,12.J1.JÜ>¡ «00 А и 6Г 1 fi ' lUrPOU* tipi] MOO" КПП' OUTPUT' 4M но о* г о» • t : pe STtp»i H HT 11. • lit и • «СО? TEXTMM1*»!! uuTPttT»(j)i ИР1? HNtM «Pli SU'P̂U'LEMTf 
«••1? ntç lм ' IF * P.R î ) * » ' T • F_ r' • i. : = 9 bi.sF ' t : г"*тт i 
«"1? rOfî* I ÎBM Г I (• P* 1 UMT T i. 'CZ PO* Ko i A Plein *f OPUpSi • * t Ī X * l ) (ТЕХ TP l* 1 Э »f » I > l I :*L*D• H"i« íNP * t Ol'TPuT • i i i t ! F ' си). THEN*tt'BriP*ī I'll СОТО* LU «"1* F-NPM Ŗ9l> FOR ' ! ! si M STf'i "ИТЦ.М1Г KO' *p 2 P ftEP trt'Lt I T(;XTR1 * tj » В g I » ' 'li «021 F О P * J : = К 1 г T E И * 1 UH'T T L * Xj «C2,4 ! F 'BML THEI' 'Tt»TP l M TT|«« (M, t J I • » h L S E • «027 TIXÎ41'<TT#XR»*»Î!*JIiMOUTPUTM.l>l «"2A *ЧП' 6П0М «P2« I* î Î ī il t*l i i i ia í«ií I jji: = Jii «íj2;sd2¡ 
Н0'Ч> ГОРУ' I Tff . ,f, M 
«»2? и * X ' i* » » T i * t t i « 111 t t a ) t 
коз» iF'ftp-s'T2M*Ps*Ti тиец» n : * * i s ' та t L S F * T Í ī 111 
«031 S6*L*» ttlttT **'*•! í 
« О З ? 1Г*П1е1",112еА THfîK'nUL ĪBTRUEf EIRE • Fil'L ï »f *L*E ' I 
Н П З ? I F ' Р Г : } A . ? TfEN'P:tî3*RP ELSE ' 
« p 3 /» Qî *TT*P.H*? f N î »e*T I Rt» * 1121/1 Ht INI t F.l iejJÎ i 
ri (i э ч BE • К 21 в * 1411 -1 f IF ' Kl И «U 2 Tt-'fcN'rOTU'CL! 
«e3«.iF'K?:)JJ7 г не*'ri : «.r j? i 
*P3? LEf'T;LlNIĪKi:cfc2*lī('>TO'',B| «04" Г С ! PHP' t «Dil 
« P A ? 
к i» (, 7 f s и ' ^ ü ' S T y fc G í N * HO « A 1uTPPTMp)[PPI«T2MX,tlï«ïX.I21nX,(*liM 
gjU'g luTPi'T ' ( ? ) fNU' I 
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Описание программы 

Программа предназначена для весовой минимизации цилинд

рических оболочек из композитного материала с упругим запол

нителем при комбинированном нагружении (осевое сжатие и внеш

нее д а в л е н и е ) , заменив стохастическую задачу оптимизации 

( 4 . 2 6 )  ( 4 . 2 9 ) ее детерминистическим эквивалентом. Для 

оптимизации использован метод проектируемых градиентов Розопа 

Вектор параметров оптимизации выражен ( 2 .15 ) , функция цели 

 ( 4 . 3 0 ) . Приняты во внимание ограничения трех групп: 

а ) ограничения на устойчивость ( 3 . 1 б ) ; б ) ограничение надеж

ности относительно прочности ( 4 . 4 0 ) ; в ) структурные и геомет

рические ограничения ( 1 . 5 1 ) . Программа предусмотрена для р е 

шения оптимизационных задач цилиндрических оболочек,материал 

которых составлен из элементарных слоев трех типов : с арма

турой , расположенной по направлению образующей оболочки, и 

под углами О +9Г/4 и 1/2 к образующей. Используя соотношение 

( 1 . 8 ) , элиминирован параметр оптимизации 6^. Расчет водетоя 

по кинематической модели КирхгофаЛява. Для определения на 

дежности относительно прочности использованы формулы ( 4 . 3 8 ) 

и ( 4 . 3 9 ) , допускающие построение различных математических 

моделей определения надежности относительно прочности в з а 

висимости от значения t . В программе предусмотрена возмож

ность исследования трех математических моделей, в зависимости 

от К? вклгочанной перед пуском ЭВМ клавиши из группы "Набор к о 

д а " на пульте управления ЭВМ Минск22 или на пульте инженера 

ЭВМ Минск32. При включенной клавише под К; 5 , перод расчотом 

АЦПУ печатает признак модели "55555555" , и осуществляет р а с 

чет надежности относительно прочности при € = 1 / £= 3 для 
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всех в а р и а н т о в / . При включенной клавише № 6 соответственно 

печатается "66666666" и надежность относительно прочности 

определяется при t • 2 . При включенной клавише под IS 7 по 

ч а т а е т с я "77777777" и расчет в е д е т с я при t ш 3 , 

Программа состоит из ряда процедур подпрограмм и воду

щей ч а с т и . З д е с ь не будем останавливаться на описании стаи 

дартных процедур транслятора МАЛГОЛ, использованных в прог

рамме и на технических вопросах работы о приведенной прог 

раммой.Зти вопросы рассмотрены в [ 1 4 1 ] и [ 1 4 2 ] . Коротко опи

шем назначение нестандартных процедур и подпрограмм,исходную 

информацию, необходимую для решения задачи на ЭВМ и ипфэрма 

цию,выводимую по окончанию процесса оптимизации. 

Нестандартная процедура МЙТИ1С производит печатание на 

АЦПУ одномерных и двухмерных массивов . Подпрограмма 5РХ произ

водит печатание вектора параметров о п т и м и з а ц и и . / ' * ? ^ / произ 

водит расчет величин, постоянных в процессе оптимизации,среди 

которых есть упругие характеристики однонаправленного эломен 

тарного с л о я , определимые по формулам ( 1 . 1 ) , а также элоыоиты 

матрицы G, (формула ( 1 . 5 6 ) ) . KOEFZ вычисляет жесткости всего 

пакета материала оболочки Су , обозначенные идентификаторами 

ЙИ , Д12 , R22 и ЛЗЗ и другие выражения, необходимые для 

определения критической н а г р у з к и . FORttH вычиоляот поэффициопты 

формы потери устойчивости Ц, , Ц я Щ , обозначенные иденти

фикаторами У4 , У2 и УЗ . 

Подпрограммы 5/NCOS , ЗТДЫО ,/Г£НРк K0EF3 преднвзна

чены для вычисления значений надежности относительно прочнос

ти : . J ^ W вычисляет синусы и косинусы различных углов и с т о 

пвней;5/~ДМ£> вычисляет жесткости элементарного с л о я , с о с т а в 

ляющего о образующей оболочки угол_уЗ j ITEMP - напряжения 
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и oi (Формула ( 3 . 2 0 ) ) и Формирует маооив коэМмциои

т о в , содержащих значения напряжений и используемых в ( 4 . 3 5 ) и 

( 4 . 3 6 ) ; к'ОЕРЗ вычисляет по формуле ( 4 . 3 5 ) математическое 

ожидание ( X * ) , обозначенное идентификатором ПХК с р е д 

нее квадратическое отклонение 6 ^ по аюрмуло ( 4 . 3 6 ) , в е 

роятности неразрушения элементарных слоев Р(ЯК) по Формулам 

( 4 . 3 7 ) и надежность относительно прочности Р(Я) (идонти.Ы

к а т о р РйТ ) в зависимости от выбранной математической моде

л и . 

Подпрограммы JUtä/i ,]UN9N и TliN осуществляет автомати

ческий отбор опасных форм выпучивания.Исключает из группы о г р а 

ничений по устойчивости,путем изменения интервалов ( , я». ) 

и ( п

< , в$ ) , неактивные и подключает в рассмотрение новые 

ограничения, т . е . реализует схему, приведенную на р и с . 1 . 5 . 

Остальные процедуры и подпрограммы непосредственно с в я з а 

ны с методом проектируемых градиентов Розона . Процедура 5Ц/Ь 

производит вычитание векторов , NORMR вычисляет нормы векторп, 

ЪТРсовершает шаг в пространство оптимизируемых п а р а м е т р о в , / ^ 

предназначена для выхода на вновь нарушенное ограничение путом 

интерполяции. Эти процедуры и подпрограммы имеют служебный х а 

р а к т е р . 

Подпрограмма F вычисляет значение функции цели FX на 

каждом шагу оптимизации, Gr  градиент Функции цоли, W -

значения ограничений и Формирует массив этих значений FI. ,GW-

градиенты активных ограничений и формирует соответствующую n a i 

рицу, FlßR _ осуществляет выход на границу допустимой области 

из любой точки пространства параметров оптимизации по методу, 

описанному в § 1 . 4 . 

Ведущая программа начинается с метки PR . Часть программы 
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до меткиf  / производит ввод и почать исходных данных, опре

деляет число ограничений и производит описание массивов.Лолж

ны быть введены следующие исходные данные, длп обозначения 

которых использованы идентификаторы: N  размерность лектора 

параметров оптимизации; Teui  начальная длина шага; 

THUM  минимальная длина шага, после доотижония которой п о 

лученное решение считается оптимальным; SELTfi - допусти

мое отклонение точки от гиперповерхности активного ограничо 

ния ; EPS  мера достижения оптимальной точки; ЕЯ я ВС -

модули упругости арматуры и связующего; М
/Й и  коэ'Ь

(Тиционты Пуассона для арматуры и связующего; $Я и 67С  обой

ные весы арматуры и связующего; ° и L  радиус и длина оболоч

к и ; / Л ' и НЙ  верхний и нижний пределы изменения толщины обо

лочки; Hi и Ш  границы начального интервала изменения вол 

новых чисел вдоль образующей оболочки; / W и Л2  границы на 

чального интервала изменения волновых чисел по окружности обо

лочки; f?IJ. - к о р р е л я ц и о н н а я матрица случайных компонент 

тензоров прочности; MP я 5Р  массивы математичооких ожиданий 

и средних квадратических отклонений компонент тензоров проч 

н о с т и ; X.  в е к т о р параметров оптимизации; £0  модуль упру

гости заполнителя ; A W  коэффициент Пуассона для заполнители; 

NXO - осевое сжимающее усилие N° ; г*о  интенсивность внеш

него давления р ; PZV  нижний предел надежности отпоситолыю 

прочности Rp ; « С  половина шага численного дифференцирова

н и я . 

Часть программы до мотки ( № осуществляет выход на границу 

допустимой области и почать значений основных параметров, по 

лученных на границе допустимой о б л а с т и . 

Ооновная ч а с т ь метода проектируемых градиентов Розана н а 
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ходится можду метками Й " » < ) , Здесь также предвидено . стома

тическое изменение шага оптимизации.При кратковременном вклю

чении клавиши под te I из группы "Набор кода" осуществляется 

уменьшение шага, при кратковременном включении клавиши 1й 10 

происходит увеличение шага.В ходе оптимизации на АЦПУ выло 

дится следующая информация: при изменении шага оптимизации 

п е ч а т а е т с я величина нового шага, информация о включении новых 

ограничений к числу активных и исключении неактивных ограни 

чений. В этих случаях каждый раз печатаются значения парамет

ров оптимизации.Кроме т о г о , на каждом шагу оптимизации в за 

висимости от включения или невключения клавиши № 0 из группы 

"Набор к о д а " , может печататься значение функции цели . 

Часть программы от метки Э по окончанию оптимизации 

производит вывод результатов.Выводится следующая информация: 

Ж  значение функции цели; H  толщина оболочки; ТЫ , 

JE2 и ТЕЗ  соответственно относительные количества слоев 

(й , 4 | н Щ ; АН , Д12 , Д22 и ЙЗЗ _ жесткости материала 

оболочки; , РД2 ,Р#3 и РЯТ вероятности неразрушоппп 

элементарных слоев и надолность относительно прочности; г/. -

массив значений ограничоний в оптимальной т о ч к е . 

При помощи этой программы были рошоны численные примеры 

§ 4 . 2 . 5 . 



Л И Т Е Р А Т У Р А 

1 . А д а м о в и ч И.О. , Р и к а р д о P . E . Оптимизация 

сжатых цилиндрических оболочек о пороменными по длине 

упругими свойствами. Механика полимеров, 1975 , 18 5 , 

с . 8 1 6  8 2 1 . 

2 . А м б а р ц у м я н O.A. Теория анизотропных пластин. 

М . , 1 9 6 7 . 

3 . А м б а р ц у м я н С.А. Общая теория анизотропных обо

лочек . М . , 1 9 7 4 , с . 4 4 8 . 

4 . А м и р о И . Я . , П р о к о п е н к о Н.Я. Устойчивость 

многослойной цилиндрической оболочки при осевом сжатии. 

— В к н . : Сопротивление материалов и теория сооружений. 

Респ . межвед. н а у ч .  т е х н . с б . 1 9 7 1 , в ы п . 1 5 , с . 4 6  5 4 . 

5 . А н д р е е в Л . В . , '! о с с а к о в с к и й В.П. , О б 

о д а н Н.И. Об оптимальной толщине цилиндрической обо

лочки нагруженной внешним давлением. — Приклад.мат. я 

мех . , 1 9 7 2 , 3 6 , Ш 4 , с . 717  7 2 5 . 

6 . Б а б и ч И.Ю. Исследование устойчивости стержпой,плас

тин и оболочек из композитных материалов и продолы при 

монимости различных прикладных теорий.  В к н . : 4п 

В с е с . к о н ф . по пробл. устойчивости в с т роит , мох. Тоэиоы 

д о к л . . M., 1972 , с . 72  7 3 . 

7 . Б а б и ч Н.Ю., Г у з ь А . Н . , Ч е р н у ш о н к о И.И. , 

Ш у л ь г а А.Н. Об оценке точности тоории устойчивости 

цилиндрических оболочек при внешнем давлении.  Приклад



 158 

ная механика, Киев , 1974, т . 1 0 , вып. 1 0 , о . 1 6  2 1 . 

8 . Б а б и ч И.Ю., Ш у л ь г а H . A . , Ч а р и у • о В к о 

И.И. Сравнигельный анализ прикладных теорий устойчивости 

пластин и цилиндрических оболочек из композитных материа

л о в .  Сопротивление материалов и теория сооружений.Реоп. 

межвед. н а у ч .  т е х н . с б . , 1 9 7 5 , вып. 2 5 , с . 22  26 . 

9 . Б а ж е н о в В . Л . , Г о л ь д е н б л а т И.И. , Ко п 

н о в В . А . , П о с п е л о в А . Д . , С и н ю к о в А.М. 

Пластинки и оболочки из стеклопластиков . М.,1970 , с . 4 0 8 . 

1 0 . Б а у б Л и с П . С . , Ц Ы П И Н а С И.К. Применение мото

да проектируемых градиентов для оптимизации упругих сна 

тем , подверженных потере устойчивости . — Литовский меха

нический сборник, 1969 , № 1 / 4 / , с . 70  8 1 . 

1 1 . Б 9 i i n 1 1 Р . Динамическое программирование.М., i 9 6 0 . 

1 2 . Б о л о т и н В . В . Статистические методы в нелинейной т е о 

рии упругих оболочек . — Известия АН СССР. ОТН, 1958, № 3 , 

с . 33  4 1 . 

1 3 . Б о л о т и н В . В . Статистические методы в строительной 

механике . 2е и з д . М., 1 9 6 5 , 0 . 2 8 0 . 

1 4 . Б о л о т и н В . В . , М а к а р о в Б.П. Корреляционная 

теория докритических деформаций тонких упругих оболочек. 

— Прикладная математика и механика,М. , 1 9 6 8 , т . 3 2 , вин. 

3 , 0.428  4 3 4 . 



 159 

1 5 . Б о л о т и н B.B, Применение мотодов теории вероятнос

тей и теории надежности в расчетах сооружений. М., 1 9 7 1 , 

с . 2 5 6 . 

1 6 . Б о л о т и н В . В . , Г о л ь д о н б л а т И.И.,С м и р 

н о в А.ф . Строительная механика . Современное состояние 

и перспективы р а з в и т и я . 2е и з д . М., 1972 , с . 1 9 2 . 

1 7 . Бр а у н с Я . А . , Р и к а р д с Р . Б . , Т е т о р с Г.Л. 

Исследование начальных несовершенств и форм выпучивания 

стеклолластиковых оболочек при длительном иагружении, 

В к н . : Теория оболочек и пластин . М., 1 9 7 3 , о . 9 9  104 . 

1 8 . Б у ш т ы р к о в A.A. Применение метода множителей Лаг

ранжа для исследования устойчивости пластин и Оболочек. 

— В к н . : Т р . 4ой Всес.кона) . по теории оболочек и плао

тин . Ереван , 1 9 6 4 . 

1 9 . Б у ш т ы р к о в A.A. Устойчивость ортотропной цилинд

рической оболочки с начальными ноправилыюстпми при о с е 

вом сжатии, поперечном давлении и кручении.  В к н . : 5ап 

Всес.консЬ. по теории пластин и оболочек. М., 1 9 6 5 . 

2 0 . Б у ш т ы р к о в A.A. Нелинейная задача устойчивости 

цилиндрической ортотропной оболочки при осевом сжатии и 

поперечном давлении . — В к н . : Проблемы устойчивости в 

строительной механике . М., 1 9 6 5 , о . 193  2 0 2 . 



 160 

2 1 . В а с и л ь е в В . В . Исследование напряженного состоя 

ния цилиндрических оболочек из стеклопластика . — ЛвтореЛ. 

к а н д . д и с с е р т . , МАИ, 1 9 6 4 . 

2 2 . В а с и л ь е в В.В. Изгиб и кручение цилиндрических 

оболочек из стеклопластика при действии внутреннего д а в 

ления . — В к н . : Прочность и устойчивость элементов тонко

стенных конструкций. М., 1 9 6 7 . 

2 3 . В а о и л ь е в В . В . , Е л п а т ь е в с к и й А.П. Об 

особенностях деформирования цилиндрических оболочек, на 

мотанных и з однонаправленной стеклоленты при действия 

внутреннего давления . — Механика полимеров, 1967 , В" 5 . 

2 4 . В а с и л ь е в В . В . , Е л п а т ь е в с к и й А.II. Не

линейные деформации оболочек вращения из упругих питой 

при действии внутреннего д а в л е н и я . — В к н . : Расчеты на 

прочность . Вып. 1 3 , М., 1 9 6 8 . 

2 5 . В а с и л ь е в В.В. Оптимальное проектирование плаоти

нок и оболочек . — В к н . : Тр. 7ой Воео. конф. по тоории 

оболочек и пластинок , 1 9 6 9 . М., 1970 , с . 722  7 3 5 . 

2 6 . В а с и л ь е в В . В . , Е л п а т ь е в с к и й А.П. Оп

тимальная форма оболочки вращения, изготовленной из с т е к 

лопластика методом непрерывной намотки.  В к н . : Тр.Моск. 

а в и а ц . и н  т а , 1 9 7 1 , в ы п . 1 8 0 , с . 2 2 0  2 2 8 . 

2 7 . В а с и л ь е в В . В . , М а р ц ы н о в с к и й В.В. Об 



 I6X 

одном классе оптимальных тонкостенных конструкций из 

армированных материалов .  В к н . : Проектирование опти

мальных конструкций. Межвузовский сборник, вып. I , Куй

бышевский авиационный институт , 1 9 7 3 . 

2 8 . В е н т ц е л ь Е.С . Теория вероятностей . 4е и з д . М., 

1 9 6 9 . с . 5 7 2 . 

2 9 . В л а с о в Н.В. Выбор оптимальных параметров трехслой

ных пластин и оболочек при сжатии. — Тр. Куйбышев, авиа

ционного и н  т а , 1 9 7 1 , вып. 5 4 , с . 16  2 3 . 

3 0 . В о л ы н с к и й М.И., П а л ч е в с к и й А . С . , По ч 

т м а н ¡0.11. Оптимальное проектирование ребристых ци 

лнндричоских оболочек о большими вырезами при осевом 

сжатии. — Прикладная механика , Киев , 1 9 7 5 , I I , % 5, о . 

118  1 2 1 . 

3 1 . В о л ь м и р А.С. Устойчивость упругих систем. И . , 

1 9 6 3 , с . 8 8 0 . 

3 2 . В о р о б ь е в Л.Н. Некоторые случаи устойчивости ко 

лон , объем которых минимум для заданной на г руз ки . — 

Известия Новочеркасского индустриального института , т . 4 , 

№ 1 8 , 1 9 3 8 . 

3 3 . В о х м я н и н И . Т . , Н о м и р о в о К и й В.В. О р а 

циональном армировании плаотин, теряющих устойчивость . 

— Прикладная механика, Киев , 1 9 7 1 , 7 , № I I , с . 7и  7 7 . 



 162 

3 4 . Г а н т м а х е р Ф.Р. Теория матриц. 2е и з д . М.,1966, 

с . 5 7 6 . 

3 5 . Г а т а у л л и н М . З . , И в а н о в в .А. Устойчивость 

ортотропной цилиндрической оболочки,связанной с упругим 

заполнителем. — Механика твердого тела , 1 9 7 5 , № I , с . 

154  1 5 9 . 

3 6 . Г е й з е н P . E . О методах оценки влияния начальных про

гибов на устойчивость цилиндрических оболочек.  В к н . : 

Вопр. оптимальн. использ . ЭЦВМ в расчете сложи, конструк

ций. К а з а н ь , К а з а н , у н  т е т , 1 9 7 3 , с . 4 3  5 1 . 

3 7 . Г и н з б у р г И.Н. , К а н С И . Выбор оптимальных па 

раметров эксцентрично подкрепленной стрингерами цилиндри

ческой оболочки при осевом сжатии. —В к н . : Теория плао 

тин и оболочек . М., 1 9 7 1 , с . 5 5  59 . 

3 8 . Г и н з б у р г И.Н. , К а н т о р Б.Я . Выбор оптимальных 

параметров гофрированных оболочек при осевом сжатии. — 

В к н . : Теория оболочек и пластин . Тр. 8ой Всос . конф. по 

теории оболочек и пластин, М., 1 9 7 3 , с . 652  6 5 6 . 

3 9 . Г и н з б у р г И . Н . , К а н т о р Б . Я . , Ш е л у д ь к о 

Г.А. Подкрепленные цилиндрические оболочки минимального 

в е с а , сжатые в осевом направлении. — В к н . : 9ая Воос. 

конф. по теории оболочек и пластин , 1 9 7 3 . Аннотации докл . 

Л . , 1 9 7 3 , с . 1 8 . 



 163 

4 0 . Г и н з б у р г И.Н. , К а н т о р Б . Я . Оптимизация по 

весу подкрепленных цилиндрических оболочек, сжатых в 

осевом направлении. — Изв . высших учебных заведений. 

Авиац. т е х н . , 1974 , № I , с . 51  5 4 . 

4 1 . Г и н з б у р г И.П. , К а н т о р Б . Я . , X о д о в а 

А . Е . Оптимальные по весу трехслойные цилиндрические обо

лочки. — И з в . высших учебных заведений.Авиац. т е х н . , 

1974 , К! 2 , с . 48  5 1 . 

4 2 . Г и н з б у р г И.Н. , К а н т о р Б . Я . , Р о к у т а 

Л.Ф. Выбор оптимальных параметров подкрепленных оболочок, 

сжатых в осевом направлении. — Динамика и прочность ма

шин. Р е с п . межвед. темат . н а у ч .  т е х н . с б . , 1974 , вып.19, 

с . 20  2 6 . 

4 3 . Г о д е с Я.Ю., П о ч т м а н Ю.М. К вопросу о выборе 

оптимальных параметров цилиндрической стеклопластиковой 

оболочки при осевом сжатии. — Механика полиметров, 1972, 

№ 5 , с . 945  946 . 

4 4 . Г о д е с Я.Ю., П о ч т м а н Ю.М. Расчет трехслойных 

панелей минимального веса как задача математического прог

раммирования. — Изв . АН СССР. Механика твердого тела , 

1 9 7 3 , 16 3 , с . 134  1 4 0 . 

4 5 . Г о н ч а р о в A.A. , М а т в е е в В . Е . О выборо опти

мальной формы оболочек вращения. — Оптимальное проекти 

рование авиац .конструкций, Куйбышев, 1973 , в ы п . 1 , с . 3 7 

4 2 . 



 164 

4 6 . Г р и г о л ю к Э.И. Тонкие биметаллические оболочки и 

пластины.  Инж. сборник ,1953 , 1 7 . 

4 7 . Г р и г о л ю к Э.И. Уравнения осесимметрических биме

таллических упругих оболочок.  Инж. сборник, 1954, 1 8 , 

4 8 . Г р и г о л ю к Э.И. О выборе исходной поверхности в 

теории изотропных оболочек. — Изв. АН СССР, ОТН, 1956, 8 . 

4 9 . Г р и г о р е н к о Я.М. Изотропные и анизотропные слоис

тые оболочки вращения переменной жесткости. Киев , 1973, 

с . 2 2 8 . 

5 0 . Г р и г о р е н к о Я.М. , В а с и л е н к о Е . И . , Б о с 

п а л о в а и д р . Численное решение задач статики орто 

тропных оболочек о переменными параметрами.Киев, 1975 , 

5 1 . Г р и щ а к В . З . , К о с т ю ч е н к о И.Н. О выборе 

оптимального угла намотки стеклотканью цилиндрических 

оболочек при кружении. — Гидроаэромеханика и теория 

у п р у г о с т и . В с е с . межвузовский научный оборник, 1975 , вып. 

1 9 , о . 126  1 3 3 . 

5 2 . Д а ф ф и н Р . , П и т е р с о н Э . , 3 е н е р К. Гео

метрическое программирование, М., 1972, с . 3 1 2 . 

5 3 . Д е х т я р A . C . , М и х а й л е н к о В.Э. Оптимизации 

геометрических параметров пологих оболочек. — Допов. АН 

УРСР, 1 9 7 2 , А, № I , с . 63  6 5 . 



 165 

5 4 . Е л и з а р о в А.ф. Оптимальное проектирование стерж

ней и стержневых систем, подверженных потере устойчп 

вооти , методом последовательных приближений. Автореферат 

к а н д . д и с с , Новосибирск, 1 9 7 2 . 

5 5 . Е л п а т ь е в с к и й А . Н . , В а с и л ь е в В.В. 

Прочность цилиндрических оболочек из армированных ма 

териалов , М., 1972 , с . 1 6 8 . 

5 6 . З а й ц е в Г . П . , М а х о в Л.С. Оптимизация по жест 

кости тонкостенного ортотропного цилиндра, работающего 

на кручение с растяжением. — Механика полимеров, 1973 , 

№ 6 , с . 1121  1 1 2 3 . 

5 7 . З а н г в и л л У.И. Нелинейное программирование.Един

ный подход. М., 1 9 7 3 , с . 3 1 2 . 

5 8 . 3 у х о в и ц к и й С.И. ,А в д е е в а Л.И. Линойпоо 

и выпуклое программирование. М., 2е и з д . , 1967 , с . 460 . 

5 9 . И г н а т о в И.В. Вероятностные характеристики пара 

метров деформированного состояния беэмомонтной оболочки. 

— Сопротивл. материалов и теория сооружений.Респ. мек

в е д . н а у ч .  т е х н . с б . , 1 9 7 5 , вып. 2 5 , с . 15  2 1 . 

6 0 . И е г и Э.М. Общая постановка задачи проектирования 

конструкции с оптимальной надежностью. — Тр. Таллии. 

Политехи, и н  т а , 1975 , № 3 7 5 , с . 3  1 8 . 



- 166 -

6 1 . К а в а л е р ч и к Б . Я . Оптимальное проектирование 

трехслойных оболочек. — И з в . АН СССР. Механика твердо

го т е л а , 1 9 7 3 , № 3 , с . 167  1 6 9 . 

6 2 . К а н т о р Б . Я . , X о д о в а А . Е . , Ш о л у д ь к о 

Г.А. К расчету оптимальных трехслойных цилиндрических 

оболочек несимметричного строения . — В к н . : Расчет 

п р о с т р а н с т в , с и с т . в отроит , мох. Саратовский универси

т е т . С а р а т о в , 1972 , с . 76  7 8 . 

6 3 . К а н т о р о в и ч Л.В. Математические методы оргаяи 

зации и планирования производства . Ленинград, ЛГУ, 1939. 

(Перепечатано в сборнике Применение математики в экономи

ческих исследованиях . M., 1 9 5 9 , Соцэкгиз. ) . 

6 4 . К а р а о е в A . B . , М а л ю т и н И.С. Устойчивость 

стеклопластиковой цилиндрической оболочки с упругим з а 

полнителем при кручении. — Механика полимеров, 1970, 

№ 6 , о . 1082  1 0 8 6 . 

6 5 . К о л о д я ж н ы й А.П. Выбор рациональных параметров 

стрингерной оболочки,нагруженной изгибающим моментом и 

осевой с и л о й . — В к н . : Решение некоторых * и э .  техн. 

з а д а ч , Днепропетровск, 1 9 7 2 , с . 44  4 8 . 

6 6 . К о м и н а р В.А. Об устойчивости прямоугольной плас

тинки и з стеклопластика . — Вестник ВНИИ1Т, M., 1967, 2 

с . 3 5  3 8 . 

6 7 . К о м и н а р В.А. Влияние схемы армирования на устой



 137 

чивость прямоугольной пластинки из стеклопластика . — 

Механика полимеров, 1967 , 16 6 , с . 1136  1139 . 

6 8 . К о и и н а р В.А. Об оптимальном армировании пластинки 

из с т е к л о п л а с т и к а .  Механика полиморов, 1969 , II? 4 , 0 . 7 4 1 

7 4 4 . 

6 9 . К о р о л е в В.И. Слоиотые анизотропные пластинки и 

оболочки иа армированных п л а с т м а с с . М., 1 9 6 5 , с . 2 7 2 . 

7 0 . К у з н е ц о в Э.Н. , О о т р о в с к и й А.Ю. Об опти

мальном проектировании безмоментных оболочек . — В к н . : 

Тр. 7ой Всос . конф. по теории оболочек и пластинок, 

1 9 6 9 . М., 1 9 7 0 , с . 328  3 3 0 . 

7 1 . К у з н е ц о в Э.Н. , О с т р о в о к и й А.Ю. Оптимиза

ция формы безмомонтной оболочки вращения. — В к н . : Иовыо 

методы расчета строительных конструкций. М., 1 9 7 1 , С .Т49

1 5 6 . 

7 2 . К в н ц и Г.П. ,К р е л л е В . Нелинейное программирова

н и е . М., 1 9 6 5 , С . 304 . 

7 3 . 1 е й 3 1 р а X В.М. Статистический анализ случайных н е 

правильностей в цилиндрических оболочках при помощи ЭВМ. 

— В к н . : Докл . научнотехн . конф. по итогам научпопс 

следовательских работ за 19681969 г г . МЭИ. Секц.Знерго

машиностроителышя, подсекция динамики и прочности машин. 

М., 1 9 6 9 , с . 45  5 5 . 



 168 

7 4 . Л е й з е р а х В.М. О статистических свойствах поля 

начальных неправильностей в тонких цилиндрических обо

лочках . — И з в . высших учебн. заведений. Машиностроение, 

1 9 7 0 , Й 1 2 , с . 12  1 6 . 

7 5 . Л е й з е р а х В.М., М а к а р о в Б.П. Корреляцион

ный статистический анализ деформаций сжатых оболочек с 

начальными неправильностями. — В к в . : Теории оболочек 

и пластин. Тр. 8ой В с е с . конф. по теории оболочек и 

пластин ,М. , 1 9 7 3 , с . 320  3 2 4 . 

7 6 . Л е й з е р а х В.М. Экспериментальное исследование 

устойчивости отеклоплаотиковых цилиндрических оболочек 

под действием осевого сжатия при длительном нагруиепии. 

— Механика полимеров, 1 9 7 3 , № 4 , с . 710  7 1 3 . 

7 7 . Л е п и к J0.Р. Применение принципа максимума Понтрягипа 

в задачах прочности,устойчивости и колебании тонкостопных 

конструкций ( О б з о р ) .  Механика.Периодический с б . п е р . 

и н . с т а т е й , 1 9 7 4 , № 6 , с . 126  1 4 1 . 

7 8 . Л е х п и ц к и й С . Г . Теория упругости анизотропного 

т е л а . М . , 1 9 5 0 . 

7 9 . Л е х н и ц к и й С . Г . Анизотропные пластинки. М.,1957, 

8 0 . Л и т в и н о в В . Г . Некоторые вопросы оптимизации 

пластин и оболочек . — Прикладная механика, 1972 , 8, 

№ I I , 33  4 2 . 



 169 

8 1 . I ) Ī D I g в i н о P . C . Синтез прямоугольных п л а с 

тинок минимального веса из композитного материала мо 

тодом проектируемых градиентов Розона .  В ки. :мокуто 

i r aultlōjitto problemos. KrespuMikinēa konferenci jos t e -

йв, Š i a u l i a i , 1973, р. I I I . 

8 2 . Л у к о ш е в и ч ю с P . C . Синтез прямоугольных плас

тинок минимального веса из композитного материала ,под

верженных потере устойчивости.  В к н . : Физикомохани

чоские свойотва топких пленок . Тезисы докл .конф. по 

развитию технических наук в республике и использованию 

их р е з у л ь т а т о в , К а у н а с , 1 9 7 4 , с . 20  2 2 . 

8 3 . Л у к о ш е в и ч ю с Р . С . . Р и к а р д с Р . Б . , Т е т о р с 

Г.А. .Ц ы п и н а о И.К. Синтез оптимальных цилиндричес

ких оболочек из армированных пластиков с упругим запол

нителем работающих на устойчивость .  Механика полимеров, 

1 9 7 5 , » 2 , с . 285  2 9 3 . 

8 4 . Л у к о ш е в и ч ю с Р . С . . Р и к а р д с Р . В . , Т е 

т е р е Г .А . Минимизация массы цилиндрических оболочок 

из композитного материала с упругим заполнителем при 

комбинированном нагружении,работающих на прочность и 

у с т о й ч и в о с т ь .  Механика полимеров, 1976 , № 2 . о . 2БЗ 

2 9 7 . 

8 5 . Л у к о ш е в и ч ю с Р . С . Стохастические задачи опти

мизации цилиндрических оболочок из композитного матери

ала с учетом устойчивости и прочности.Депоиироваппая в 

ВИНИТИ рукопиоь под № 688  Деп. от 9 . 0 3 . 7 6 г . , с . 17 . 



 170 

8 6 . К а к а р о в Б . П . Анализ нелинейных задач устойчи 

вооти оболочек при помощи статистического метода.Инжо

норный журнал, 1 9 6 3 , т . 3 , вып. I , с . 100  106 . 

8 7 . М а к а р о в Б.П. .Л е й з е р а х В.М. К вопросу 

об устойчивости цилиндрических оболочек со случайными 

начальными неправильностями.  В к н . : Докл.паучнотахн 

конф. по итогам научно  исследовательских работ за 

1968  1969 г г . МЭИ. Секц . энергомашиностроитольная, 

подсекция динамики и прочности машин, М., 1969 , с . 35 

4 4 . 

8 8 . М а к а р о в Б.П. Статистический анализ устойчивое! 

несовершенных цилиндрических оболочок.  В к н . : Матери 

алы 7ой В с е с . конф. по теории оболочек и пластинок, 

Днепропетровск , 1969. М., 1970 , с . 387  3 9 1 . 

8 9 . М а к а р о в Б . Ч . Статистический анализ деформаций 

несовершенных цилиндрических оболочек.  Расчеты на 

прочность , М., 1 9 7 1 , вып. 1 5 , о . 240256 . 

9 0 . М а к а р о в Б . П . , Л е й з е р а х В.М., С у д п 

к о в а Н.И. Статистическое исследование начальных 

несовершенств цилиндричоских оболочек.  В к н . : Проб

лемы надежности в строительной механике, Вильнюс, 1968 

с . 175  1 8 1 . 

9 1 . М а л м е й с т е р А.К. Геометрия теории прочности . 

Механика полимеров, 1 9 6 6 , № 4 . 



 171 

9 2 . М а л м е й с т е р А . К . , Т а м у ж В . П . , Т в т а р о 

Г.А. Сопротивление жестких полимерных материалов .2 е 

и з д . Р и г а , 1972 , с . 500 . 

9 3 . М а л ю т и н И . С , К а р а о е в A.B. Устойчивость 

подкрепленной ребрами цилиндрической оболочки с упругим 

з а п о л н и т е л е м .  В к н . : Теория пластин и оболочек, М., 

1 9 7 1 . с . 173  1 7 8 . 

9 4 . М а н е в и ч А . И . , 3 а й д е и б е р г A.M. К весовой 

оптимизации конструктивно  ортотропных цилиндрических 

оболочек.  В к н . : 9ая В с е с . конф. по теории оболочек 

и пластин , 1 9 7 3 . Аннотации д о к л . , Л . , 1973 , с . 4 9 . 

9 5 . М а т в е е в В . Е . , М а т в е е в а Ф.А. К решению з а 

дачи оптимального сопряжения оболочок вращения.  Опти

мальное проектирование авиационных конструкций, Куйбышов, 

1 9 7 3 , вып. I , с . 137  1 4 2 . 

9 6 . М а ц ю л е в и ч ю с Д.А. Алгоритмы линейного програм

мирования для синтеза стержневых статически определимых 

конструкций минимального в е с а .  В к н . : Строительная ме

ханика и конструкции, Вильнюс, 1964 . 

9 7 . М а ц ю л е в и ч ю с Д.А. Некоторые особенности конфи

гурации стрежневых упругих статически определимых конст

рукций минимального в е с а .  В к н . : Строительная механика 

и конструкции. Вильнюс, 1 9 6 4 . 



 172 

9 8 . М а ц ю л е в и ч ю с Д.А. Алгоритм выпуклого програм

мирования для оинтоза упругой шарнирно  стержневой конс

трукции минимального веса в случае многих загруженпй. — 

В к н . : Строительная механика. Вильнюс, 1 9 6 6 . 

9 9 . М а ц ю л е в и ч ю с Д.А. Алгоритм поисковых гипотез в 

задачах оптимизации конструкций. Материалы Всео. ltomTi. 

"Проблемы оптимизации в механике твердого деформируемого 

т е л а " ( Вильнюс, 4  6 июня 1974 г . ) , Вильнюс, 1974. 

1 0 0 . М и к и ш е в а В.И. О влиянии жесткости упругого запол

нителя на форму потери устойчивости и величину критичес 

кой нагрузки цилиндрических оболочек из стеклопластика 

при осевом сжатии. — Механика полимеров, 1 9 7 1 , № 5, с . 

931  9 3 9 . 

1 0 1 . М и к и ш е в а В.И, Оптимальная намотка оболочек из 

стеклопластика работающих на устойчивость под внешним 

давлением или осевым сжатием. — Механика полимеров,1968, 

1С 5 , с . 864  8 7 5 . 

1 0 2 . М и т к е в и ч А . Б . , П р о т а с о в В.Д. Оптимизация 

оболочек давления к устойчивости от осевого сжатия. — 

Механика полимеров, 1 9 7 3 , № 6 , с . 1123  1126 . 

1 0 3 . М У ш т а р и Х . М . , Г а л и м о в К . З . Нелинейная теория 

упругих оболочек . К а з а н ь , 1 9 5 7 . 

1 0 4 . М у ш т а р иХ.М. К теории изгиба оптимальных по весу 

пластин из композитного материала . — Прикладная механика. 



 173 

1967 , 3 , № 4 . 

1 0 5 . К у ш т а р и Х . М . Теория изгиба пластинок минимального 

веса из композитного материала . — Прикладная механика, 

1967 , 3 , № 4 . 

1 0 6 . Н а р у о б е р г В . Л . , Р и к а р д с P . E . Влияние по

перечного одвига на устойчивость ортотропной цилиндричес

кой оболочки с упругим заполнителем при осевом слитии. — 

Механика полимеров, 1 9 7 3 , fe 2 , с . 267  2 7 3 . 

1 0 7 . Н е х р у т м а н A.B. Определение оптимальной Формы 

безмоментной оболочки вращения при произвольном загруже

нии. — В к н . : Автоматизация проектирования строительных 

конструкций на ЭЦВМ. М., 1 9 7 1 , с . 123  1 3 1 . 

1 0 8 . Н е м и р о в о к и й Ю.В., С а м с о н о в В.И. О р а 

циональном армировании цилиндрических оболочок, сжимае 

мых осевой силой . — И з в . АН СССР. Механика твердого тола , 

1974 , fe I , с . ТОЗ  112 . 

1 0 9 . Н е м и р о в о к и й Ю.В., С а м с о н о в В.И. Цилин

дрические армированные оболочки, наиболее устойчивыо при 

всестороннем внешнем давлении. — Механика полиморов, 

1974 , fei, с . 7 5  8 3 . 

1 1 0 . Н е м и р о в о к и й Ю.В., С а м с о н о в В.И. О р а 

циональном армировании цилиндрических оболочек теряющих 

устойчивость под действием крутящих моментов. — Приклад

ная механика , 1974 , т . 1 0 , вып. 5 , о . 63  7Т. 



 174 

1 1 1 . Н и к о л а и Е Л . Задача Лагранжа о наивыгоднейшем 

очертании колонны. — Тр. по механике, M., 1955 . 

1 1 2 . Н и о р д о о н Ф.И., П е д е р о е н П. Обзор иссле 

дований по оптимальному проектированию конструкций. — 

Механика. Периодический с б . п е р . ин. с т а т е й , 1 9 7 3 , № 2 , 

с . 136  1 5 7 . 

И З . О б р а з ц о в И.Ф. , В а с и л ь е в В . В . Некоторые 

вопросы расчета и проектирования оптимальных конструк

ций из ориентированных стеклоплаотиков . — Тр. Московс. 

авиац . и н  т а . M., 1 9 7 1 , вып. 1 8 0 , с . 201  2 1 6 . 

1 1 4 . О б р а з ц о в И.Ф. , В а с и л ь е в В . В . Оптимальное 

проектирование пластинок и оболочек из армированных 

п л а с т м а с с — В к н . : Теория пластин и оболочек, М.,1971 , 

0 . 204  2 1 5 . 

1 1 5 . Оптимальное проектирование конструкций. Библиогрогаичос 

кий у к а з а т е л ь отечественной и иностранной литоратуры за 

1948  1974 г г . Часть I , Новосибирск, 1 9 7 5 , о . 222 . 

1 1 6 . Оптимальное проектирование конструкций. Библиографичос 

кий у к а з а т е л ь отечественной и иностранной литоратугы за 

1948  1974 г г . Часть П, Новосибирск, 1975 , с . 4 7 4 . 

1 1 7 . Оптимальные задачи надежности. Сб. отатой под ред . И.Л. 

У ш а к о в а , M., 1968 , о . 2 9 2 . 



 175 

П а с т е р н а к П.Л. и д р . Железобетонные конструкции. 

И., 1 9 6 1 . 

П о л а к Э. Численные методы оптимизации. Единый под 

х о д . М., 1 9 7 4 , с . 376 . 

П о ч т м а и Ю.М., Ф и л а т о в Г . В . Проектирование 

цилиндрических оболочек минимальной массы с помощью мето

да случайного поиска. — Реферативный сборник 1ШНИС Гос 

отроя СССР "Межотраслевые вопросы строительства ( о т е ч е с т 

венный о п ы т ) " . 1970 , К! 7 . 

П о ч т м а н Ю.М., Ф и л а т о в Г . В . Оптимальное проек

тирование ребристых цилиндрических оболочек при совмест 

ном осевом сжатии и внутреннем давлении методом случайно

го поиска на ЭЦВМ. — В к н . : Тезисы докл . 6ой Весе.конф. 

по применению ЭЦВМ в строительной механика (секция 5 ) , 

Ленинград, 1 9 7 1 . 

П о ч т м а н Ю.М., Ф и л а т о в Г . В . Розрахупок ци 

л 'ндричних оболонок м'нсмальноб ваги методом випадково

го пошуку з оамонавчанням. — Допов^ди АН УССР, 1 9 7 1 , А, 

К? 2 , с . 163  1 6 6 . 

П о ч т м а н Ю.М., Ф и л а т о в Г . В . Применение мето

да случайного поиска при оптимальном проектировании ци 

линдрических оболочек. — И з в . АН СССР. Механика твердого 

т е л а , 1 9 7 1 , » 5, с . 199  2 0 1 . 



 176 

1 2 4 . П о ч i к а н В.М. Проектирование сжатых стержней наи

меньшего объема методом случайного поиска . —Рефератив

ная информация о закопченных научно  исследовательских 

работах в вузах УССР ( Строительная механика и расчет 

сооружений) . К и е в , 1972 , вып. 3 . 

1 2 5 . П о ч т а ! D.U. Выбор оптимальных параметров трех 

слойных оболочек как задача математического программи 

рования . — Сопротивление материалов и теория сооружении, 

1 9 7 2 , вып. 1 6 , с . 36  3 8 . 

1 2 6 . П о ч т м а н Ю.М., Ф и л а т о в Г . В . Оптимизация ме

тодом случайного поиска параметров подкрепленных цилин 

дрических оболочек . — Прикладная механика, 1 9 7 3 , 9 , № 5 , 

с . 38  4 3 . 

1 2 7 . П о ч т м а н В.М. Оптимальное проектирование методами 

математического программирования некоторых стержневых И 

континуальных систем с учетом потери устойчивости , — 

Гидроаеромеханика и теория упругости . В с е с . межвузовский 

с б . 1 9 7 5 , вып. 1 9 , с . 107  1 1 4 . 

1 2 8 . П ш е н и ч н ы й E . H . , Да н и л и н В.М. Численные 

методы в экстремальных з а д а ч а х . М., 1975 , с . 3 2 0 . 

1 2 9 . Р а о т р и г и н Л.А. Статистические методы поиска. И. , 

1 9 6 8 . 

1 3 0 . Р е й к и М.И. Оптимальное проектирование констук

ций методами математического программирования. — Строи



 177 

тельная механика и расчет сооружений, 1969 , № 3 , с . 54 

6 2 . 

Р и к а р д с Р . Б . , Т е т е р е Г.А. О выборе опта 

мальных параметров цилиндрической стеклопластиковой обо

лочки при осевом сжатии. — Механика полимеров, 1970, II? 6 , 

с . 1132  1 1 3 4 . 

Р и к а р д с P . E . , Т е т е р е Г . А . , Ц ы п и н а о И .К 

Синтез оптимальных цилиндрических оболочок из армирован

ных пластиков при внешнем давлении и осевом сжатии, — 

Механика полимеров, 1972 , № 2 , с . 301  3 0 9 . 

Р и к а р д о P . E . , Т е т е р е Г.А. Синтез цилипдри 

ческих оболочек минимального веса из композитного маю 

риала при статических н а г р у з к а х . — В к н . : Тезисы докл . 

4  я В о е с . конф. по проблемам устойчивости в строительной 

механике, Харьков , 1215 сентября 1972 г . , М . , 1972, с . 

102  1 0 3 . 

Р и к а р д с P . E . Двойственная задача оптимизации ор 

тотропной цилиндрической оболочки. — Механика полиморов, 

1 9 7 3 , И! 5 , с . 865  8 7 1 . 

Р и к а р д с P . E . Об оптимальной сжатой круговой цилин

дрической оболочке . — Механика полимеров, 1 9 7 3 , 16 5 , с . 

944  9 4 7 . 

Р и к а р д с P . E . , Т е т е р е Г.А. Оптимизация цилин

дрических оболочек из композитного материала при комби 



 178 

нированпом нагружении. — В к н . : Материалы Вооо. конф. 

"Проблемы оптимизации в механике твердого деформируе 

мого т е л а " . Тезисы д о к л . Вып. 2 , Вильнюо, 1974 , с . 3 8 

3 9 . 

1 3 7 . Р и к а р д с Р . Б . Управление упругими свойствами обо

лочки, работающей на устойчивость . — Механика полимо 

р о в , 1 9 7 4 , К I , о . 93  1 0 0 . 

1 3 8 . Р и к а р д о Р . В . , Т е т о р с Г . Л . Устойчивость обо

лочек из композитных материалов . Рига , 1974 , с . 310. 

1 3 9 . Р и к а р д с P . E . , Т е т е р е Г.А. Оптимизация ци 

линдрической оболочки из композитного материала с в я э к о 

упругим заполнителем при осевом сжатии. — Механика по 

лимеров, 1 9 7 5 , № 3 , с . 442  4 4 6 . 

1 4 0 . Р я б ч е н к о в В.М. Вопросы расчета безмоноптшос 

подкрепленных оболочек минимального в е с а . — Тр. 7ой 

В с е с . конф. по теории оболочек и пластинок , Диопро 

п е т р о в о к , 1 9 6 9 , М., 1970 , с . 679  6 8 3 . 

1 4 1 . Система автоматического программирования для ЭВМ 

"Минск22". Вычислительный центр ЭРСПО. Таллин, 1969, 

с . 1 5 0 . 

1 4 2 . Систома стандартных программ алгоритмического языка 

"МАЛГОЛ". Таллинский политехнический институт , кафедра 

вычислительной математики. Таллин, 1972 , с . 1 0 8 . 

1 4 3 . С м и р н о в А.Ф. Сторжни и арки наименьшего воса при 



 179 

продольном и з г и б е . — Т р . МИИТ, 1950 , вып. 7 4 . 

1 4 4 . С т р е л е ц к и й Н.С. и д р . Металлические конструк

ции, I I . , 1 9 6 1 . 

1 4 5 . С т р е л к о в В . В . Метод случайного поиска в задача 

весовой оптимизации вафельной цилиндрической оболочки.— 

Строительная механика и расчет сооружений, 1972 , № 4 , 

о . 10  1 2 . 

1 4 6 . С т р е л я е в B.C. Статистичеокие закономерности р а з 

рушения композиций на основе минеральных волокон и по 

лиыорных матриц при квазистатическом нагружонии. Докт. 

д и с . М., 1 9 7 1 . 

1 4 7 . С у х и н и н С . Н . , М и к и ш е в а В.И. Устойчивость 

цилиндрических оболочек из стеклопластика', с упругим з а 

полнителем при действии осевого сжатия, внешнего д а в л е 

ния и кручения . — Механика полимеров, 1974 , В! 3 , 

с 484  4 8 9 . 

1 4 8 . Т е т е р е Г.А. Сложное нагружение и устойчивость обо

лочек из полимерных материалов . Рига , 1 9 6 9 , с . 336 . 

1 4 9 . Х и м м е л ь б л а у Д. Прикладное и нелинейное прог

рамирование. М., 1975 , о . 5 3 6 . 

1 5 0 . X и т р о в В . В . Влияние схемы армирования на устойчи

вость прямоугольных пластин из армированного материала. 

— Вопросы динамики и прочности. Рига , вып.22 ,1972 , с . 



 180 

145  1 5 7 . 

1 5 1 . X э д л и Г.Ф. Нелинейное и динамическое программа 

рование . M., 1 9 6 7 . 

1 5 2 . Ц ы п и н а о И.К. , Л у к о ш е в и ч ю с P . C . При

менение динамического программирования для оптимизации 

центрально сжатых стержней. — В к н . : Molcslinès kon

f e r e n c l j o B , e l c l r t o s TSHS 5 0 - m e č i u i , prftneëimu t e z è s , 

š i « u l i « i , 1972, p u s . 133 - 135. 

1 5 3 . 4 e H ц о в H.Г. Стойки наименьшего в е с а . — Труды 

Ц А Г И, 1 9 3 6 , вып. 2 6 5 . 

. 1 5 4 . Ч и г и р и н с к и й A . B . К задаче выбора оптимальной 

структуры стеклопластика в упругих тонких оболочках 

вращения. — Прикладная механика, 1967 , И: 9 . 

1 5 5 . Ч и р а с A.A. Применение методов линейного программи

рования к расчету статически неопределимых конструкций. 

— Тр. Вузов Лит. ССР, Стрво и а р х  р а , Вильнюс 1 9 6 3 , 

т . З , »! 2 . 

1 5 6 . Ч и р а с A.A. Кинематическая формулировка расчота у п 

руго  пластических одномерных сиотем в терминах линей

ного программирования. — В к н . : Строительная механика 

и конструкции. Вильнюс, 1 9 6 4 . 

1 5 7 . Ч и р а о A.A. Методы линейного программирования при 



 181 

расчете упруго  пластических систем. Ленинград, I9S9 , 

с . 1 9 8 . 

1 5 8 . Ч и р а с А.А. Теория оптимизации в предельном анализе 

твердого деформируемого т е л а . Вильнюс, I 9 7 1 , с . 124 . 

1 5 9 . Ч и р а о А . А . , Б а р к а у о к а о А.Э. .К а р к а у с 

к а с Р .П.Л . Теория и методы оптимизации упруго 

пластических систем. Ленинград, 1974 , с . 280 . 

1 6 0 . Ш а й к е в и ч В.Д. Синтез оптимальных систем методом 

геометрического программирования. — Строительная меха

ника и расчет сооружений, 1972 , № 4 , с . 15  2 0 . 

1 6 1 . Ю д и н Д . Б . Математические модели управления в уело 

виях неполной информации ( Задачи и методы стохастичес

кого программирования). М., 1974 , с . 4 0 0 . 

1 6 2 . B u s h H a r o l d G . A n a l y t i c a l d e s i g n m e t h o d f o r 

s t r e n g t h o p t i m i z a t i o n o f c o m p o s i t e o r t h o t r o p i c l a m i n a 

t e s .  " C o m p o s . M a t e r . E n g . D e s . P r o c . 6 t h Syfflp. , S t 

L u o i s , 1 9 7 2 . " Metals P a r k O h i o , 1973, p p . 391  4 0 1 . 

163* С h a r n e s A . , G r e e b e r g H . J . P l a s t i c c o l l a p s e 

a n d l i n e a r p r o g r a m m i n g .  P r e l e m i n a r y r e p o r t , B u l l Amer . 
M a t h . S o c , 1951 , 57 , К 6 . 

1 6 4 . C y r a s A i K a l a n t a S . O p t i m a l d e s i g n 01* c y l i n 

d r i c a l s h e l l s by t h e f i n i t e e l e m e n t t e c h n i q u e . 

K e e n . R e s . Commune, 1974, I , H 3 , p p . 125  130 . 



- 182 -

1 6 5 . D a n t z i g G. B . P r o g r a m m i n g o f I n t e r d e p e n d e n t a c t i v i t i e n , 

K a t h n m a t i c a l m o d e l . - E c o n o m e t r i c a , 1 7 , 1 9 4 9 . 

1 6 6 . G o b l e G e o r g e G . , M o s e s 1 -red . P r a c t i c a l a p p l i c a t i o n s oC 

s t r u c t u r a l o p t i m i z a t i o n . - J . S t r u c t . D i v . P r o c . Amer . 

S o c . C i v . E n g . 1 9 7 5 , 1 0 1 , /V 4 , 6 3 5 - 6 4 8 . 

167» H a n s e n J o r n . I n f l u e n c e o f g e n e r a l i m p e r f e t i o n s i n n x L n l -

l y l o a f e d c y l i n d r i c a l s h e l l s . — K e p t D a n . G e n t . A p p l . 

M a t h , a n d M e c h . , 1 9 7 4 , JV~ 7 6 , 2 5 p p . 

1 6 8 . Keyman J . P l a s t i c d e s i g n o f Beams a n d P l a n e F r a m e s f o r 

M i n i m u m W e i g h t , - s t u c t . E n g . , 5 , N 31, 1 9 5 3 . 

169- Heyraan J . P l a s t i c d e s i g n o f Beams a n d P l a n e f r a m e s f o r 

Minimum. M a t e r i a l C o n s u m p t i o n , Q u a r t . A p p l . M a t h . , 1 9 5 1 , 

8 , N 4 . 

1 7 0 . J o n e s R . M . , Morgan H . S . , . W h i t n e y J . M . B u c k l i n g a n d v i 

b r a t i o n o f a>; t i s y m m e t r i c a l l y l a m i n a t e d a n g l e - p l y r e c t a n g u 

l a r p l t t e s . - T r a n a c t i o n a o f t h e ASMS, 1 9 7 3 , B 4 0 , V 4 , 

1 1 4 3 - 1 1 4 4 . 

1 7 1 . K i c h e r T h o m a s P . , Chao T u n g - L a i , Minimum w e i g h t t d e s i g n 

o f s t i f f e n e d f i b e r c o m p o s i t e c y l i n d e r s . - AIAA/ASME I l t h 

s t r u c t . , S t r u c t . D y n . pnd foster, c o n f . . D e n v e r , C o l o , 1 9 7 0 . 

B o u n d v o l t e c h n . p a p s t r u c t . N e w ¥ r k .N.Y. , s . a . , ?l?9»I45. 



- 183 -

1 7 2 . K i c h e r T . P . , C h o T u n g - L a i . Blft latt f t w e i g h t 

d e s i g n of a t i f f e n e d f i b e r c o m p o s i t e ! c y l i n d e r s . - J . A i r 

c r a f t , 1 9 7 1 , 8 , N 7 , p p . 5 6 2 - 5 6 9 . 

1 7 3 - K l a u s e n . Ober d i e l 'or m a r c h i t e k t o n i s c h e r S ä u l e n , 

3 u l l e t i n p h y e i c o - m a t h , d e 1' A c a d é m i e d e S t . - P e t e r a -

b o u r g h , 9, 1 8 5 1 , p p . 368 - 379. 

1 7 4 . K u h n H . V V . f 9 u O k e l A . V V . K o n l i n e a r p r o g r a m i d n g , 

S e c o n d B e r k e l e y S y m p o s i u m on M a t h e m a t i c a l S t a t i s t i c e 

a n d P r o b a b i l i t y , U n i v . o f C a l i f o r n i a P r e s s , B e r k e l e y 

a n d L o s A n g e l e s , C a l i f o r n i a , I 9 5 I . 

1 7 5 . L a g r a n g e J . S u r l a f i g u r e d e a c o l o n n e s . - U i a -

c e l l a n e a T a u r i n i e n s i a , t . V, p p . 1 7 7 0 - 1 7 7 3 » 

1 7 6 . U o e J . f u n d a m e n t a l s o f o p t i m i z a t i o n . - C o m p u t e r s a n d 

S t r u c t u r e s , 1 9 7 4 , v o l 4 , p p . 95 - 1 1 3 -

177» 11 o r r i s A . J . S t r u c t u r a l o p t i m i z a t i o n by g e o m e t r i c 

p r o g r a m m i n g . - I n t . J . S o l i d B . a n d S t r u c t , 1 9 7 2 , 0 , H 7 t 

p p . 8 4 7 - 8 6 4 . 

1 7 8 . P a p a s W . , A m b a - K a o C h i n t a k i n d i L . 

A d i s c r e t e s e a r c h p r o c e d u r e f o r t h e m i n i m i z a t i o n o f 

s t i f f e n d c y l i n d r i c a l s h e l l s t a b i l i t y e q u a t i o n s . - ATAA 

J . 1 9 7 0 , 8 , H I I , p p . 2 0 9 3 - 2 0 9 4 . 



- 184 -

1 7 9 . R i k a r d e R A , T o t e r e G . A . O p t i m a l e P r o j e k t i e 

r u n g v o n Z y l i n d e r v m n n t e l n a u s V e r b u n d w e r k s t o f f e n b e i 

k o m b i n i e r t e r B e l a s t u n g . - P l a s t e und K a u t s c h u k , 1 9 7 5 , 

8 , s . 6 2 9 - 6 3 2 . 

1 8 0 . R o s s e n J . B . The g r a d i e n t p r o j e c t i o n m e t h o d f o r n o n 

l i n e a r p r o g r a m m i n g . P a r t I I . N o n l i n e a r c o n s t r a i n t s . - J . 

S o o . I n d u s t . a n d A p p l . M a t h . , 1 9 6 1 , 9 , N 4 , p p . 5-14. 

1 8 1 . S c h m i e L . A . , P a r a h i B . Optimum l a m i n a t e d e s i g n 

f o r s t r e n g t h a n d s t i f f n e s . - I n t . J . N u m e r . M a t h . E n g . , 

1 9 7 3 , v o l . 7 , p p . 519 - 5 3 6 . 

1 8 2 . S h e u G . Y . , P r ia g e r VV. R e c e n t d e v e l o p m e n t i n o p t i 

m a l s t r u c t u r a l d e s i g n * - A p p l . M e c h . R e v . , 2 1 , 1 9 6 8 , 1 0 . 

1 8 3 . S p e n c e r A . J . M . , R o g e r s T . G . , M o s s R . L . An 

o p t i m a l a n g l e o f w i n d i n g f o r p r e s s u r i z e d f i b e r - r e i n f o r 

c e d c y l i n d e r s . - M e c h . R e s C o m m u n e , 1 9 7 4 , N I , p p . 2 7 - 32 . 

1 8 4 . T e m p l e m a n A . B . E n g i n e e r i n g o p t i m i z a t i o n - s c o p e 

a n d a i m s . - E n g . O p t i m , 1 9 7 4 , I , N I, p p . 1 - 3 * 

1 8 5 . T e n n y i o m R . C . , C h a n K . H . , M u g g e r i d g e P . 

B . The e f f e c t o f a x i s y m m e t r i c s h a p e i m p e r f e c t i o n s on t h e 

b u c k l i n g o f l a m i n a t e d a n i s o t r o p i c c i r k u l a r c y l i n d e r * . -

CASI T r a n s . , T .97I , 4 , N 2 , p p . 131 - 1 3 9 . 




