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Cand, math. E. Grtnbergs.

Da2as transformdcijas elementErd jeometrij6.

Si referata autors, biidams viens no jaundkajiem Latvijas
mat6matilsiem, pilnigi apzinas tam pieSfirto godu - izteikties tik
iev€rojama sapulcE. Ta-pEc tam jo vairdk jdatvainojas par iejauk-
Sanos jautajuma-, kur vi45 ir tikai vErotdjs no malas, un nevis
specialists, proti {eometrijas maci5and vidusskold. Si iemesla dE}

daii spriedumi bIs pdrak subjektivi. Referats galvend kzirta

domats daZu pardomu ierosind5anai, Ja tas bds izdevies, mlsu
mErlis biis pilnigi sasniegts.

Ka tas vispar ir atzits, mat€matikas mdci5anas uzdevums
skold ir attistit lofisku domd5anu. To jo seviSl;i var attiecinat
uz feometriju. No 5i viedokla raugoties, teoremas ir tikai pa-
raugi, un tie5i uzdevumu atrisina5anai bntu jdrdda, cik talu sko-
lEni piesavinlju5ies Sadu doma5anu. Ja skolu beidzot tie iemd-
cijudies tikai zinamu skaitu teorEmu, bet neprot tds izlietat pat-
stdVigiem lo$iskiem secindjurniem, tad matEmatika tiem ir bijusi
tikai lieks balasts.

Autoram ir ndcies nove-rot pie vairaku vidusskolu skole-niem,

ka $eometrijas uzdevumus tie lield mEra uzliiko ka kddu mlklu
veidu, kas pie tam nemaz nav interesants. SkolEns tad nu izne-

finas kaut ko ,,dabfrt", uz labu laimi velkot daZddas taisnes un
ri4$us. Ja nu Sada Svitro5ana nekddus pandkumus nedod, kas
notiek visai bieZi, jo skolens palaikam pat neapzinas, ko vi4F
isti meklE, atrisinajumu noraksta ro biedra, vai ari to liek 

"izr6.lSinat" privatskolotdjam, nemaz pat necendoties to izprast.

Skol€nu nesp€ja patsta-vigi atrisinEt mat€matikas, it ipa5i

$eometrijas, uzdevumus ir diezgan zimrga lidzSin€jai mat€matikas
maci5anai miisu skolds. Un ja skol€ns nav laikus ieradis kaut,
cik metodiski un patstavigi domat, v€lak tam gJiiti 5o speju pie-
savindties. Ir tak piedzivoti gadijumi, kur studiju beigls mat€-
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matikas studenti, kas daireiz pat pa5i ir skolotaji, neprot tikt
gald ar pavisanr elementarienr feornetrijas uzdevumiem. Skaidrs,
ka viss teiktais attiecas tikai uz caurmdru ; ir, protams, sastopami
ari iz4Emumi, kam uz mate-matiku ir seviika_interese, bet ari tiem
palaikam skola maz ko devusi metodiskd ziqa.

Vards iebilst, ka daudzi skolu absolventi labi parzin izqemto
kursu. Bet ko tad tas dod ? Kursa zinEiana un sp6ja loSiski
domat ir divas pilnigi daZddas lietas. Un ja kads skoldns kursu
labi zina, bet nespEj atrisinEt vienkar5us uzdevu rnus, tad ir
skaidrs, ka vi45 savu kursu ir vairak vai mazak iemacijies no
galvas, bet nav to isti izpratis un piesavinajies. Neviens tak
neuzskatis par labu latinistu skol€nu, kas no galvas iekalis visu
lati4u grammatiku, bet nespej partulkot visvienkar6ako Cezara tei.
kumu, ja viqS ari tuikojumu nav iepriekS izmacijies no galvas.
Tapat ari prasme atstastit kadu kursa daf u nekada zirla
viena pati nenora-da uz lablm matEmatikas.zina5ana-m.

x._Saja referdta ir mE$inats dot daZus ierosinEjumus skolenu
sekmigakai ievadiSanai maternatiska domaSand. MEs vel lieku
reizi uzsveyam, ka no vispdrigas izglitibas viedokla pa5ai prasmei
atrisindt feometrijas uzdevumus nav sevi5$as nozimes. Si prasme
tomdr ir vienigais kaut cik drodais kriterijs attiecibd uz matema.
tiskds lofiskEs domd5anas realu piesavina5anos"

Vispirms varEtu pieverst .vairak vEribas paSiem uzdevumiem

- macit tos pareizi formul€t, metodiski analizdl un izdarit even.
tuala-s konslrukcijas kE ar diskusiju. Sis jautfrjurns ir stipri
pla5s, kapec ari mes tani vairak neiedzilindsimies.

Otrs cef5 butu zin6ma programmas paplaSinaSana no skolo.
1a-ja puses. Te nu var rasties iebildumi, kas b[s vErsti ari pret
pirrno lidzekli - tikko atliekot laika izqemt obligatorisko pro.
grammu un to iemdcit skol€niem, kur tad nu v4l lai nodarbojoties
ar blakus lietam. Sie iebildumi nav vairs dibindti, Ar neseno
skolu refornru, ka= to ari vairakkart uzsveris lzglitibas ministra
kungs, palielinot vidusskolas kla5u skaitu ir nov€rstas parpfleSa-
nas briesmas un katru priekSmetu ir iespEjarns apstra=dat mierig5k
un pamatigdk. Otrkart, autoram ir cieda parlieciba, ka metodiski
izlietajot abus minEtos lidzeklus, skolEnu datbs patiesibd tiks
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atvieglots un dos tiem lieldku svEtibu. Ja tie reiz bfrs iemaciju'
Sies $eometrija patstavigi domat un patstevigi secinat, tiem teo-
r€mas nemaz vairs nebiis jeka!: pietiks atcerEties domu gaitas
virzienu, lai pierddijums naktu pats no sevis. SaOa mdcl5ana
skolotajam protams prasis lieku darbu, bet par to vigs varEs

apzina-ties, ka vig5 saviem skoldniem iemdcijis ne tikai zinamu
skaitu teorEmu (ko tie tA ke td dfiz aizmirsis), bet tiem devis ari
ko daudz vErtigdku - prasmi metodiski straddt.

Kursu eventueli paplaSinot protams ir ja-rikojas pec noteikta
pla-na. Tad vards cinities vEl ar otru negdtivu parddibu. Skol€ni
visuma $eometriju mazdk ciena, ka algebru vai pat trig6nome.
triju, Zindmd mEra tas ir izskaidrojams ar subjektivo ievirzi -ari rado5os matematilus mEdz sadalit ,analitihos" un n$eometros"

- tomEr sava loma bls ari objektiviern apstakliem. Algebra un
trigonometrijd teorija iet uz priek5u pa diezgan norobeZotu ceJu ;

ari uzdevumi pieder pie zina-miem raksturigiem tipiem, ko var
atrisindt gandrlz mechaniski. Qeometrija, turpreti, pieradijumi ir
tik daitidi, ka skolenam daZs labs tie5dm var likties ka kads
veikls triks, kur savelk kopI pavisam nesaderigas lietas. TedA
kartd viegli kaut kur sirds dzilu rnos var rasties parlieciba,
ka $eometrija ir tiri vai sagudrota nabaga skoiEnu mociSanai;
lofiskas kartibas vieia tur saredz vairs tikai patvalu un nekdrtibu,
ko nemaz nav vErts censties saprast SAda uzskata dabigas sekas
tad ir vai nu pilniga atmeFana feornetrijai ar roku, vai ari kal.
Sana no galvas. Te nu skol€niem diezgan datdz varEtu lidzet
no vienas puses dodot pla5aku skatu un no otras -. tos tik tdlu
iepazistinot ar feometrijas pa4€mieniem un to butisk5m sakaribam,
ka vigi vairs nejustos ka neizbrienama purva-. Tad ari skol€ns
pats sdks izprast feometrijas lofisko uzb[vi un iegus pa-rliecibu,
ka tam dotos uzdevumus vi45 spEj atrisindt pada spEkiem, kaut
arl daireiz butu japiepfilas.

Ir vairdkas iespEjamlbas stradat Sai virziend. Vispirms var
dot daZus apvienotajus principus, kas sevi ietveJ lielaku skaitu
teordmu. Td, piem€ram, antiparall€litates j€dziens un ta divas
pamatipa5ibas satur teoremas par ievilkto detrsturi, punkta paka-pi
attieciba- pret rigl;i, taisnleglla trijstuya katetes kvadratu, punktu
feometrisko vietu, no ku"iem dotu nogriezni reriz zem dota
legl,<a, u. t, t
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Cits lidzeklis bils skolEnus ieradinat rikoties ar $eometris.
kEm figiirfrm, ta-s metodiski pEtit: apzirrdties, kas tieSi j[meklE
un kadiem lidzekliem tas butu atrodams; Tad skolEnam vairs
nebus ja$eJas pie neaugligds zii€Sanas.

X.Si merka sasnieg5anai liela nozime var but daiam elemen"
tardm transformacijam. Tira feometrijd transformacijas ir pa4e.
mieni, kas vienas fig[ras elementiem - punktiem, likndm, vai
virsa-m ar noteiktu konstrukciju palidzibu liek atbilst citiem
Sadiem elementiem, kas nosaka transiormEto figlru. Viegli
noprast, ka visvienkdrsakas ir tas transformacijas, kas punktus
parverS punktos, Me-s tad nu ari apliikosim daZas no Slm trans-
formacijam pldnimetrija, noradot ari uzdevumu vai figuru tipus,
kam katra sevi5[i piemerota. MinEsim ari daZus uzdevumus
analitiska feometrija plaksnE, kur paris planimetrijas sledzieni
liela m€ra atvieglo apl€sumus; Sadus uzdevumus atrisinot sko.
lEni butu japieradina iepriek5 mekldt vienkardako atrisinaSanas
veidu. Tuliq llerdamies pie apldsumiem tie var nonakt pie tik
sareZfitdm izteiksmEm, ka nespEj tas veikt.

Izteiksmes saisinaSanai izejas figfiru, ko mEs transformEjam,
mds apzim€sim ar F un tas atsevi5fos punktus ar A, B, C, . . .

Attiecigie transformetie punkti bus A/, B', C',... un to kopiba
sastEdis F transfomEto lig'riru F'.

Sam€ra- vienka-rSas ir tas transformdcijas, kas katru doto
figlru F parv€r5 kongruenta figrira. Tds sauc arl par parvie-
t o j u m i e m, jo iaktiski tas doto tiguru tikai parvieto citd stdvokll.
Savu apl[kojumu rnds tad ari iesdksim ar visvienkdrSako pdrvie-
tojumu - proti translaciju.

Tr4nFl.4gija pastav katra punkta pdrvieto5anfi dotd vir.
zienE pii dotu atstatumu ; to var defin€t ar noteiktu brivu vek"
toru piaksnE. Pieradisim, ka translacija ir parvietojums. Aplfkosim
tris F punktus A, B, M un to transformEtos (zim. I)*). PEc transla-
cijas deiinicijas nogrieZqi AA', BB', MM' ir parall€li un vie-
nadi, ta tad detrsiuJi ABB'A', AMM'A', BMM'B' ir parall€lo-
grammi, AB : A'B', AM: A'M', BM: B'M', trisstuJi ABM
un A'B/M/ ir ta tad kongruenti. Ta kd tiem ir vienada orien-
tacija, parbldot F pa plaksni td ka A sakristu ar A' un B ar B',

*) So un turpmakos zim. skat. pieliktii tabull lpp. 36.
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ari M sakritis ar M'. Par lVl mes varam izvEl€ties ikkatru F
punkiu, kas nordda, ka p€c F parvietojuma til sakrit ar F/, ta

tad figlras F un F/ ir kongruentas. Transldcija td tad taisnes

parverS parall€las taisnEs un uzglaba le4$u lielumu un orientaciju.

Ja gribanr noteikt translaciju, lietajot tikai F un F/ elementus,
to visvienkarsaki var izdarT! dodot atbilsto5u punktu pdri A un A''
Katram F punktam M atbilsto5u punktu M/ dabujam ka krust'
punktu taisnem, kas caur M, respektivi An, vilktas parallEli AA',
respektivi AM. Ja M atrodas uz taisnes AA', Si konstrukcija,
neder, bet nav ne mazakas gyfitibas atrast kadu citu, Ari turp'
rnak mEs katrai tranformacijai dosim vienu vai daZas vispdrigas
konstrukcijas, nepakav€joties pie gadijurniem, kur tds neder, jo
katrreiz speciolas konstrukcijas var atrast bez glutibam.

Transl5cija, ka visai vienkdrSa transiormacija, uzdevumu
atrisinadanai neko daadz nevar dot. Ta piemerota uzdevumien:,
kur dotd virziena jakonstruE dota gayuma nogrieznis, ka gala
punktiem ja-atrodas uz divam dotam linijam. Sadi uzdevurni ar

attiecigas transldcijas palidzibu atrisinami pdris vardos.

Rotdcija definEjama Sadi: dots rotdcijas centrs O unori.
entEts leqfis c. Katra F punkta M tratrsform€tais M/ ir tdds, ka

OM: OIVI' un orientEtais leqkis MOM/ ir a, Citiem vDrdiem,
nogriezni OM pagrieZot ap O par leql1i a, \6 gala punkts nonak
punkta M'. Punkts O ir dubultpunkts, t. i. tas sakrit ar savu

transformEto. Viegli pierddamus Sadas rotacijas pamatipaSibas :

l) Ta ir parvietojums; it ipadi taisnes pa-rv€r5as taisnEs un

le4l;i uzglaba savu lielutnu un orientdciju.

2) Katra taisne T veido ar savu transformeto T/ orientEto
lenfi o; di ipa5iba izriet no iepriek5€jds, jo T veido ar OM tadu
pat 1e41"<i ka T' ar OM'.

3t O ir vienada attaluma- no kairas laisnes un tas trans-
Iormetas.

Rotacijas noteik5anai ar F un F/ elementu palidzibu pietiek
clivi atbilstodi stari Ax, A'xt, Rotdcijas le4!is g ir leqkis
(Ax, A'x') un caur centru O iet tris linijas: AA' vidusperpen-
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dikulis, trissturim ABA/ apvilktais riqlis (B ir Ax un A/x/ krust-
punkts), jo (zim. 3.)

9 : { (Ax. A'x') - X(OA, OA'),

un viena no Ax un A/ x/ veidoto leql;u bisektrisEm. Ta ka
figlram (O, Ax), (O, A'x/) ir jabut kongruenta=m, O jdatrodas
tai pa5a pusE attiecibd pret abu staru atbilsto5iem virzieniem. O
ta tad atradisies nevis uz bisektrises zBzt , kas iet starp atbil.
stoiiem virzieniem Ax, A/x', bet gan uz otras bisektrises yBy'.
Ja tikai stari Ax un A/ x' nav parall€li un vienadi versti, vienmEr
atrodams viens un tikai viens rotdcijas centrs, ap kuyu grieZot
staru Ax, var likt tam sakrist ar A'x'.

Atrisinot feometrijas uzdevumus, rotdcijas bieZi lietojamas
kopa ar homotEcijam, kdpec attieciga tipa uzdevumus mds apl[-
kosim vEldk.

Rotacijas delinicijai viegli dot daZus vispdrindjumus. Ja
mEs centru O attalinam kdda virziena, liekot le4$im reizE dilt, td

kd. izteiksme 2OAsin !, kas izteic atstatumu AA', tiecas pret

kddu galigu robeZvdrtibu, rotdcija aizvien mazdk atSliras no
transldcijas AA' un, punktam O neaprobeZoti attalinoties, ar to
sakritis. Sis apstaklis ari nora-da, kapdc diviem parall€liem un
vienddi verstiem stariem nevar likt sakrist ar rotecijas palidzibu,
bet gan izlietdjot translaciju. Katru parvietojumu plaksn€ ta tad
var izdarlt ar rotacijas vai transldcijas palidzibu. Ja nu mEs
apllkojam ka-du tigliru, kas kustas plaksnE, divos foti tuvos std.
voklos F un F', viegli saredzams, ka katra kustiba pldksn€ ir
sadalama elementdras kustibas - acumirklig5s rotacijas vai tran.
sldcijas. Sada cefa m€s nonakam pie kinematikas teordmas par
acumirkligas rotdcijas centru. Ta, no vienas puses, var dot labu
priekistatu par acumirkligo kustibu, bet no otras - ertu lidzekli
tiri feometriskd celd p€tit daZddas trajektorijas.

Ja rotdcijas le4l;is ir n, attieclgo transformaciju sauc par
simmetri ju attieciba* pret centru. Simmetrija ir defi.
nEjama ari vienkar5aki : O ir viduspunkts katram atbilsto5u
punktu p6rim. Citiern vdrdiem, punkta A simruetriskais A/ atrodas

uz taisnes AO, pie karn AO : O['.
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Simmetrija, lidzigi translacijai, taisnes parvErS parall€lds

taisnes, bet maina to virzienu.

Uzskatot A' ka izejas tiguras F sastavdalu, ta- simmetriskais
ir A So iaktu izteic, simmetriju apzimejot par in v ol uti vu
transforrndciju, Ir skaidrs, ka translacija un vispdriga- rotacija
nav involutivas.

Sirnmetrija ir sekmigi izlietajarna uzdevumos, kur dots kdda

meklEjama nogrieZ4a viduspunkts un linijas, uz kulam jdatrodas

ta gala punktiem.

Atrisindsim vienu Sadu uzdevumu: konstruEt detrsturi ABCD,
kam dotas stavokli virsotnes B un D, diagonales AC viduspunkts
O un lertrli A un C (zim. 4). A un C ta tad respektivi atrodas

tuz lokiem BED un BFD, ko mEs makam konstruet. TA ke

O ir AC viduspunkts, A simmetriskais pret O sakritis ar C. C iA

tad atrodas ar7 az loka BED simmetrisk6 loka BtBtDt attieclba
piet O. Kd redzams, uzdevuma konstrukcija ir' diezgan vien-
kdrda. Drusku gayaka, bet ari ne visai gl[ta ir diskusija, lai
noteiktu gadijumus, kad uzdevumant ir 0, l, 2 vai bezgaligi
datdz atrisinajumu, jo ir janoteic tikai loku BFD un B/E/D/
krusto5anas. Turpreti atrisinot 5o uzdevumu ar analitiskas Seo'
metrijas palidzlbu, ka viegli redzams, aplesumi bfrs visai sareZfiti.

Ir iespejamsvEl otrs simmetrijasveids, proti simmetrija
p r e t a s i. Tas vispariga definicija ir Sdda : ir dota simmetrijas
ass (D) un virziens (u) (zirr. 5). Punkta A simmetrisko dabil
velkot parallEli virzienam (u) caur A, kas S!ie! asi punkta M, un

atliekot uz 5is paralleles Mf ' : Alfr'.

Apl[kojamo transformaciju starpa 5i ir pirma, kas gan taisnes

parv€r5 taisnEs, bet visparigajd gadijuma uzglaba tikai tos gaJu'

mus, kas ir parallEti asij vai virzienam. To viegli redzEt, iev€-

rojot, ka kafta trijstfrJa malas ir simmetriskas attieciba pret to
ietverto medianu parallEli treSai malai.r Ari le4fa'un td simmet'
riskd lielumi ir daiddi, pie kam leql;u un vispar iigfru orientacija
parvErSas pretdja.

Bieii par simrnetriju pret asi mEdz saukt aug5minEtas trans'
tormacijas specialo gadijumu, kur simmetrijas virziens ir ortogo'
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nEls asij. Si speciald simmetrija uzglaba kI gayumus, ta le4!us,
Tomdr td nav pdrvietojums pldksn6, jo katras liglras F sim-
metriska F/ ir gan kongruenta ar F, bet preteji orientdta. Lai F/
liktu sakrist ar F, td ir jaizce| no pldksnes drd un jaatliek ap.
griezta atpaka!.

Sirnmetrija pret asi b[s noderiga analogu uzdevumu atrisi-
nd5anai, ka simmetrija pret centru. Bez tam visdda veida sim.
metrijas var palidzEt pEtit un padarit uzskatamas daZas figEras
(it ipa5i telpa-), karn ir simmetrijas asis vai centrs, t. i. has sakrit
ar savu simmetrisko tigfiru attieciba pret Sim asim vai centru.
Starp citu pastEv visai vienkhrdas sakaribas starp Sadu figlru
simmetrijas elementiem: asim un centru. Beidzot simmetrijas
elementiern ir nozime statika-, piem€ram smaguma centra noteikSana.

Homoiccija ir bieZi un izdevigi izlieta-jama transformd.
cija. To definE Sadi : dots homotecijas centrs un homotecijas
attieclba k (patvaligs, pozitivs vai negdtivs skaitlis). Punkta A
homotEtiskais A/ atrodas uz taisnes OA, pie kam (zim. 6)

w_1.
OA

Viegli redzet, ka homotEcija taisnes parvErs parallelas taisnes,
pie kam leqli patur savu lielumu un orienta-ciju, bet visi atsta.
tumi tiek pareizinati ar k. Katra iigura parvEr5as tai lidziga figura.
Ja k: - 1, attieciga homotdcija ir simmetrija ar centru O.

Gan viena pati, gan kopa ar rotaciju, homot€cija izlietdlama
daudzos gadijumos. Visoirms td ietveJ sevi visu lidzigo liglru
teoriju, it ipa5i teorEmas par legla, trijstuJa malu, vai ari staru
Slipsnas Sl5el5anu ar paralldlam taisn€m.

Ja ir dotas divas lidzigas figtiras lidzigd stavokli, t. i. abas
ir orientEtas tai pa5d ri4llodanas virziend, un viens atbilstoiu malu
pEris ir parallEls, vienmEr var atrast homotecijas centru O, kas

lauj vienu iiguru parvErst otra. Td, piemEram, visas taisnes, kas
savieno atbilstoFus punktus abas figuras, iet caur O. Ja turpreti
vienai figlrai F ir simmetrijas centrs C, atbilsto5ais punkts C,
bfrs F/ simmetrijas centrs un F un F/ir divi homot€cijas centri
O un O' kas iek5Eji un ar€ji sadala nogriezni CC/ abu tiguru
lidzibas attiecibd.
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It ipa5i katriem diviem dotiem rig$iem ar daZldiem radijiem
ir divi homot€cijas centri O un 01, pie kam kop€jds tangentes,
ja tadas ir, iet vai nu caur O vai O' Sis fakts starp citu lield
mErd atvieglina uzdevumu ar analitiskas feometrijas palidzibu
vilkt kop€jas pieskares diviem patvaligi dotiem ri4l;iem. Ja me-s

turpreti neizmantojam 5o apstakli, bet mEfinam tieSi atrisinat
uzdevumu, vispdriga gadijuml m€s nonEkam pie pilna ceturtas
pakdpes nolidzindjuma, kuya atrisind5ana prasa galus un sareZ-

fitus aplEsumus.

Ja doti 3 ri41;i ar centriem C1, C2, Cs, tos ik pa diviem
qemot dabiijam 6 homot€cijas centrus, kas, kd to viegli pierddit,
ik pa trim atrodas uz 4taisn€m, tasaucamajam homot€cijas

-x-a s i m. Sis asis izveido pilnigu detrmali, pie kam doto rig$u
centru linijas ir detrmala diagonales. KI redzarns (zim.7) 5i specidla
pilnigd detrmala katras divas diagondles ire5o sadala harmoniski.
AplDkojam ai konf igurac ijai ir daudzas vienkar5i pierddam as ipa5ibas.
TA, piemEram, ri4!u radiji ir proporciondli to centru atstatu.
miem no homotEcijas asim ; ja viens ri4lgis pieskaJas kadai asij,
respektlvi to Sl;ef, ari abi pdrEjie tai pieskaJas, respektivi to 5!ef.

Ja mums ir dots kdds patvaligs pilnigs detrmalis, ir iespE.
jams konstruEt aplfrkoto figiiru un tadd karta pierddlt, ka teorema
par detrmafa diagonalem ir vienm€r pareiza. Sis pagemiens gan
ir visai mdkslots, bet par to tas izlieta tikai elementarus lidzeklus,
nevis transversalu vai projektivds staru S$ipsnas ipa5ibas.

Konstrukcijas uzdevumos homotEcija plaSi izlietajama gadi-
jumos, kur meklejamai fignrai zinams viens gaJums, bet par€jie
dotie elementi ir le4ki vai attiecibas. Ja, piemeram, jlkonstruE
trijstfrris, karn doti divi leql;i un kaut kadu divu punktu atstatums
m, 'mEs konstru€jam trijsturi,' kam ir dotie leg[i - tas bus
lidzigs meklEtajam. Attiecigo divu punktu atstatums Sai trijstdri
b[s m/, Pietiks izdarlt homotEciju ar patvaligu centru (to bieZi
e-rti novietot vienE no pallgtrijstuJa virsotnEm) un ar attiecibu

O : F, lai dabutu meklEjamo trijstiiri. Tapat hornotEcija lietd.

iama visur tur, kur dota ler;l;i laievelk dotai figfrrai lidziga iigura,
kam uzlikts vEl hlds noteikumq. Saaa tipa uzdevumi butu:

I

['

,{,

{t
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konstruEt rigl;i, kas iet caur dotu punktu un pieskayas 2 taisnEm,

dotl trijstdri vai rig$a sektora= ievilkt trijstlri, kE malas ietu dotos
virzienos, u. t. t.

Kopd ar rotaciju homotEcija lietdjama konstruHcijas uzde'
vumos, kur dots kdds rneklEjamds fignras punkts un leqlli, zem

kadiem no td redzami nogrieZr;i, kuJu gala punktiem jdpilda vEl

citi noteikumi. Paraugam apldkosim Sadu uzdevumu: dots

punkts A un divas taisnes D, Dr. JakonstruE dotam trijstdrim
apy lidzigs trijsturis ABC, pie kam B jdatrodas uz D tn C uz

D, (zim. B).

Ja ABC ir mekldtais trijsturis, tad

X (AB, AC) - { (aP,.or)

un AC-aY
AB_4'

kas izsaka, ka C atrodas ari uz taisres D', ko mEs iabflam
pagrieZot D ap A par le4l5i @F, aT) un konstru€jot Sai pagrieztai

taisnei homotEtisko attieciba I pret centru A. C ta tad bfrs
{l'J

D, un D' krustpunkts. Ari diskusija ir visai vienkEr5a: ja-izteic

tikai, ka D' S!e! Dr.

Uzdevumu var protams atrisinat ari citddh veida, piemeram
konstruejot punktu E, no kuJa trijstEJa opy malas saredzamas zem

tiem paSiem le4!iem, ka trijstuJa ABC malas no D un D, krust-
punkta E, kas dod detrsturim ABEC lidzigu detrstEri ope1. Si

konstrukcija tomer sareZfitAka, ld izlieta uzdevuma butibai sve5o

punktu E un ari diskusija ir sareZfitdka, jo jdizsaka divu loku
krustoiands un atsevi5$i jaaplEko gadijurni, kad E ir trijstEya cpy

iek5pusE vai drpusE.

Visas apl[koteis transformacijas faktiski neparsniedz vidus-
skolas planimetrijas programmu, bet gan tikai sistematizE daZus

spriedumus un konstrukcijas. TdpEc ari tos var izlietat pat nepar-
kdpjot programmas teksta burtu * pietiek katra- atsevi5l;d gadi-

iuma aprakstit izdaranros parveidojumus vai konstrukcijas un
pieradit no tiem izrieto5as vajadzigas ipa5ibas.

3t

Tagad apliikosim lransformdciju, kas vairs nav ietilpinama
vidnsskolas' programmd, bet ir foti nodetigs ierocis daZadiem
pctijurni€m feometrija- - proti inversiju. Tai iespejams dot
tlaZridas deiinicijas ; vienkdr5a un vispariga ir Sada : dots inversijas
ccutrs jeb pols O un inversijas pakape ea2, kur e - +1 vai

-l un a ir dots gafums. Punkta A inversais A' atrodas uz OA,
pie karu

il,q . -Oet : s2,2

Atkaribd no e zimes tund par pozitivo inversiju,
kaur e - +l un O atrodas nogrieZqa AA' drpuse, un n e g a.

trvo inversiju, kam e: -l un O ir starp A un A'.
AugSEja sakariba rdda, ka inversija ir involutiva transtormdcija,
jo A' inversais ir A.

Ja kddu ligEru parveidojam ar divam daldddm inversijdm,
l<nm ir kopEjs pols O, dabntas figiiras F'un F" ir homote-tiskas,
'l'iciam, ja A ir kaut .kdds F punkts un A', respektivi A" td in-
vcrsais, attieciba pret O, tad

lr ll

l<as dod
m ' 0A7 -e2a22,

-OA' e,a,2

AOU 3zaz"

'ticSi SAda veidd m€s detinEjdm homotEciju. Sis apstaklis
rltla, ka kddu figlru pdrveidojot ar pozitivu vai negdtivu inver-
siju, clabfitds figdras principiali neat5lliras.

Apllkosim tagad dalas svarigakds inversijas ipa5ibas.

Divipayi inversu punktu atrodas uz kopEja riql.<a. Ja A, A' un
It, [3/ ir Sadi punkti, rirlfis, kas iet caur A, A' un B, 5$els OB
lrirdir yrunkta B't (z\m. 9), pie kam

6E. o_e, -Oe. OT?

llct t;i ka O'T . OT : eaz - G . O'87, redzams, ka

Oly -F' un B/ un B" sakrit. Bez tam v€l redzams, ka

t;risrrcsnB, A' B' ir antiparallElas attieciba pret leql;a AOB mala-n.
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Ja tagad punktam B mEs liekam tuvoties A pa kadu likni L'
B/ tuvosies A' virzidamies pa inverso llkni L'. Tai5qu AB un

A'B' robeZstavokli irlik4u L un L' tangentes AT un A/ T/, kas

bus antiparall€las pret dubulto taisni OA, citiem vardiem veidos

ar to vienddus, bet pretEji orientEtus leql;us (zim'10)' Tas'pats bus ar

kuJu katru citu likni, kas iet caur A un tas inverso - ta iad

inversija wglabT le4l,<us, bet maina to orientdciju. It ipaSi' ja

divas liknes punkta A viena otrai pieskaJas vai ir ortogonalas,

tas pats notiks ar viqu inversam likn€rn punktd A/.

Otra inversijas svarigaka ipa5iba ir ta, ka ta ri4$us, kas

iet caur polu, pdrvErs taisnes, bet visus pardjos - atkal ri4l;os'

So ipa5ibu var daudzEjddi pieradlt. IzvelEsimies seko5u veidu,

kas derigs abiem gadijumiem. Dots kads rigl;is, kas neiet caur

O (zim. ll.). A un B lai ir ta diametra gala punkti, kas iet caur

O, un M kaut kads ri4l;a punkts. Attiecigie inversie punkti bus

A', B', M'. TA ka tai54u paJi AM, A'M' un BM, B'M' ir
antiparalleli attiecibd pret leq$a AOM maldm, A'M' veidos ar

B/M/ tadu pat leg$i, kA AM ar BM. Ta ka Sis p€dEjais leqfis
ir taisns, ari

af B,M',A' : T2

un M/ atrodas uz riq\a ar diametru A/ B'. Ja M apraksta visu

pirmo ri4$i, M' aprakstis visu otro rig$i, ta tad teoremas viena

puse ir pierldita. Ja nu O sakrit ar A, { OMB un tam vien'
lielais { O'B'M'top taisni. M' ta tad atrodas uz taisnei OB

punkta B/ v.ilkta perpendikula. Ja M apraksta visu ri911i, M' apraksta

visu 5o perpendikulu, td tad caur polu ejoda rirll(a inversa ir taisne.

Redzams, ka ari otradi, polu nesaturoSas taisnes inversE fig[ra ir
caur polu ejo5s ri4$is. Ja taisne turpretim iet caur polu, td ir
pati sava inversa. Viegli atrast daZadas €rtas konstrukcijas li4$a

vai taisnes inversai figurai.

No teikta redzams, ka inversija var lield mErd atvieglot
uzdevumu atrisind5anu, kas saistiti ar riql;iem. Divus dotos

riqfus iespejams vienmer parverst vai nu taisnes, ja tie 5!elas,

vai arl koncentriskos rigl;os. Ta, piem€ram Apollonija
"pr oblE m ai : konstruEt riql,<i, kas pieskaJas trim dotiem riglliem
(ka to robeZtorma var b[t ari taisnes vai punkti), vai pat Sls
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problEmas vispdrindjumam: konstruEt riql5i, kas zem dotiem teq.

$iem 5$ef tris dotus riq$us, sam€ra vienkdr5i ir dodams vispatE'
jais atrisindjums un ari diskutEjams attisinajumu skaits un iespe-
jamiba. Turpreti bez inversijas "5o paSu uzdevumu atrisind5ana

ir stipri sareZfita - ir jdaplnko daiadi speciali gadijumi - un
pilniga diskusija praktiski gandriz nemaz nav izdarama.

Illustracijas pEc aplukosirn azd.ev umu: konstruEt rigl;i,
kas iet caw 2 dotiem punktiem A un B un pieskaias dotam
ri4lim (R) (zim. 12.1. Izdarct inversiju ar centtu A un pakdpi

vienadu ar A pakapi pret ri4l;i (R), (R) bls pats sava inversd
tigiira, B dod viegli konstruEjamo punktu B/ un mekidtais rigl;is
parvCr5as taisn€, kas iet caur B' un pieskaJas (R). Sadas taisnes
ir divas, un to pieskar5anas punkti T', Tr' ir meklejama ti4$a
pieskarSanas punkta inversie. Izdarot vEl reiz to pa5u inversiju,
B/ dod B; T' un Tr'inversie punkti T un T't ir tie, kur taisnes
T'A, T1'A otrreiz Shel (R) un trijst[rim ATB respektivi ATtB ap-

vilktais riql.<is ir mekl€tais. Uzdevumam tA tad ir divi atrisina-
jumi, ja tikai B/ atrodas arpus (R). Viegli redzams, ka tas bDs

tad, un tilrai tad, ja A un B ir vai nu abi (R) arpus€, vai iek5-

pusE. Tapat nerada glutibas daZi atseviSli gadijumi, kur taisne
AB ir (R) tangente, vai ari viens no punktiem ir uz (R).

Apl0koto uzdevumu, protams, ir iespEjams atrisinat ari ar

daudziem citddiem par;€mienienr. Var piem€ram konstru€t punktu
C, kur Sl;elas (R) pieskares punktos T un T1, jo velkot caur A
un B kadu ri4|i, kas 5!e| (R), to kop6ja chorda krusto taisni AB
punkta* C, tomdr neviena cita konstrukcija nerodas tik dabiga
ceJd, ka min€ta.

Ari daZadu konf igurdciju petiSand inversija dod

lielas iesp€jamibas. Ta, piemEram, viegli iespEjams atrisindt Sadu

jautdjumu : kadiem trijstlriem, kam malas ir taisnas vai riq[u
loki, ler;lu summa ir n ? Vispirms der trijstuJi ar taisndrn
malam. .Skaidrs, ka neder trijstlJi, kam tikai viena mala ir tigfa
loks. Ja tagad kadarn trijstfrim divas malas ir loki, izdaram
inversiju, centru 4emot 5o loku tai krustpunkta M, kas nav virsotne.
Lai inversais trijstiiris, kam lenl;i ir tie pa5i kd dotajam, nepie-
derEtu pie iepriek5 minetds kategorijas, ati tredai malai jatop par
taisni, t, i. trelam rigl;im jaiet caur M. No inversijas viedokfa
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var teikt, ka plaksnei ir viens vienigs bezgala tal3 punkts -
taisnes tad ir rigl5i, kas iet caur 5o punktu. Atbilde uzstEditam

jaut6jumarn, ka redzEjarn, ir Sada: lai riql;u loku veidotam trij'
stlrirn le4[u summa butu n, ir nepiecie5ami un pietieko5i, ka

visiem trim ri4$iem ir kopEjs punkts.

Ari bezgaligi daudzu rir;llu saimes €rti p€tamas ar inversiju.

Qiq$u saimi, kam ir divi kop€ji punkti, ta atlauj pdrverst taiS4u

5$ipsna ; min€tai saimei ortogonalo ri41,<u saime tad parvEr5as

koncentrisku ri4!u saimE. Tapat ari telpa viegli apllkojamas
riql;u izveidotas figiiras. Minesim tikai to apstakli, ka Latvijas
Universitdtes Saja macibas gada izsludindto sacensibas darbu par

Dipe-na ciklidarn ir iespEjams loti pilnigE veidd apstrdddt ar

inversijas palidzibu, bez neviena aprel;ina vai iormulas, vienigi
izlieta jot dalas diferencial$eometrijas teoremas DipEna ciklidu
definlcijas pdrveido5anai piemErota veidd.

Aplfikotie gadijumi attiecas uz figlru formdlam ipaSibam,

bet tie ne tdlu neizsmel inversijas lietddanas iesp€jamibas. Ta

var dot metriskas ipaSibas : piemEram parveidojot taisnes punktu
ipaSibu

ffi+e--c:ffi
m€s dabiljam pirmo Ptolomeja teorEmu ievilktam detrsttrim.
Lidzlgi dabujama ari otrd Ptolomeja teorEma. Tad vEl inversija
nemaina anharmonisko attiecibu 4 ri1\a, respektivi 4 taisnes
punktiem (ka zindms, par anharntonisko attiecibu detriem punktiem,
kas atrodas uz ri1\a, sauc to, kddd Sajos punktos vilktas pie:
skares sadala patvaligu piekto pieskari).

Saja parskata, ka redzams, ir grib€ts vienigi dot kddus

ierosinajumus transformaciju izlietaSanai vidusskolu planimetrijas
kursd. TdpEc ari galvena verlba piegriezta to "praktiskai 

pusei",
t. i. apliikotas tikai daZas tie5i izlietajamas pamatipadibas. Vienigi
inversijai doti drusku pla5aki noradijumi izlietadanas iespFiamibdm.

Lai vairakkdrt nepavairotu relerata apjomu, bija pilnigi jaatmet

paSu transformdciju pEti5ana. 5i iemesla de! ari pats referats

sirgst ar metodes trukumu, pret ko tas bija grib€jis cinities.
Viegli ooprotams, ka ari pa5as transformacijas var diezgan plaSi

izpEtit tik pat elementarl ceJa - var, piemeram, katrai atrast
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visus dubultpunklus, invariantas figiiras un tigiiru saimes, pa:m-

metru skaitu, noteikt, kEdas transformEcijas veido grupu un kadas
n€, u. t. t.

Katrs skolotajs, protams, pats noteiks, vai vig5 visp6r atzist
par derigu apllkoto principu izlietdianu sava ma-ciba un keda
rnera vi45 to daris. Ja varbDt Sie ierosinajumi nebiitu pieme-
rojami kartEjam klases darbam, tom€r ir japatur prdta, ka klase

nav tikai amorts kollektivs, bet ka tajd. ir ari topodas personlbas,
nakoSie Latvijas likte4a veidotaji. Ja nu kads skolens interesdjas
par mat€matiku, paverot tam plaiakus apvark54us, kaut ari arpus

stundam, skolotajs viqam ne tikai sagadas prieku, bet ari dos

svEtlgu ierosin6jumu patstdvigam darbam, kas diena-s var vaiga-
goties ar lieliem panEkumiem un palldzEt musu tEviju celt saulit€
pdrdjo kulturas tautu vidil,
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Ztmejumu tabula.
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