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Prieksvardi.

Vektoru rekinus bieZi lieta pétijumos par fizikas vai technikas probléemam.
Ari geometrija tiri teorétiskos jautajumos vektorialam metodém ir labi pa-
nakumi. Tapat tas ir vértigas no paidagogijas viedokla, jo ar tam daba isas,
izteiksmigas, viegli atminamas formulas un skaidrus, labi parskatamus pie-
radijumus, So celopu dé] vektoru rékini aizvien vairak k]ast par nepiecie-
Samu sastavdaju inZeniera matématiska izglitiba.

Sini gramata apskatita viela atbilst tai, kas nepieciefama studentiem
L. U. mechanikas un inZeniejzinatpu fakultatés. Nodajam (I—VI) pievienoti
atrisinati un neatrisinati uzdevumi, lai iesacgjiem atvieglinatu vektorialas
metodes piesavinasanos.

Darba pamata ir Sapirograféts izdevums, ko neliela eksemplaru skaita
izgatavoja zinatnisko darbinieku grupa Valsts Elektrotechniskaja Fabrika,
kur 1936./37. mac. g. lasiju lekcijas par dazadam inZeniermatématikas no-
zarém.

1941. g. maija. Autors.
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levads.

Vektoru rékinu vésture iesiakas ar novérojumiem, ka daba sastopami
tadi lielumi, kuriem ir virziens. Pazistamais holandieSu fizikis Stevins ap
1600. g. atrada spéku parallélograma principu un Sini sakara pirmoreiz
attéloja fizikalus lielumus ar virzitiem nogrieZniem. Apméram 100 gadus
vélak darbojas Niatons: vipa otrai kustibas aksiomai ir vektorials saturs,
jo td maca starp citu, ka spekam un spéka raditam paatrindjumam ir viens
virziens.

Analitiskds geometrijas attistiba (Dekarts, 1596--1650) atlava pétit
virzitus lielumus, sadalot tos komponentés koordinatu asu virzienos. Ar $o
panémienu zinatnieki, kas 17. un 18. g. s. lika pamatus méchanikai, atrada
daudz vektorialu sakaribu, kaut vipi ari nerunaja par vektoriem. Ilesakuma
pétija ar plaknes geometriju, bet apm. 18. g. s. vida (Eilers) attistas telpas
geometrijas metodes. Nakosa 19. g. s. iesakumi, kad nodibinajas potencial-
tedrija, noskaidrojas diferencidloperaciju nozime virzitu lielumu pétisana.

Jau |oti agri radas vajadziba rékinat nevis ar lielumu komponentém,
bet ar paSiem lielumiem. Leibnics (1679) méginaja So vajadzibu apmierinat,
bet neguva panakumus. Argans (Argand, 1806) paradija, ka kompleksu
skaitli var attelot ar vektoru. Sim atradumam bija liela nozime kompleksu
skaitju teorija, bet tas reizé ar to nelabi ietekmeja vektoru tedrijas attistibu,
jo radija iespaidu, ka redlais vektors neatSkirami saistits ar kompleksiem
skaitliem.

1835. g. Bellavitis publicé gramatu par ekvipollenu rékiniem (Cal-
colo delle Equipollenze), kur sistématiski apskata vektoru geometrisku sa-
skaitiSanu un vektoru vienadibu. Tagad saka, ka divi vektori ir vienadi, ja
tie neatSkiras ne lieluma, ne virziena, ne virziena puses zina. Bellavitis bij
uzmanigaks, vin$ sauca tos par ekvipollentiem un S3is IpaSibas izteikSanai
lietaja ipasu simbolu.

Ari Mébius sava Debess méchanika (F. Mobius, Mechanik des Him-
mels, 1843) izveido virzitu lielumu geometrisku saskaitiSanu. Bet ari vip$
baidas lietot vienkarSo vienadibas zimi (=) un tas vieta raksta =.

Tai pa3a laika (1843—44) vektoru teorijas attistiba ievérojami pavirzas
uz prieksu, pateicoties Hamiltona un Grasmana darbiem.

Hamiltons (dz. Dublina 1805., miris 1865.), skots, 1824. g. iestajas
Trinity koledZa, Dublina. Vina sp€jas bija tik ievérojamas, ka jau 1827. g.,
pirms kursa pabeigSanas, vipam piedavaja astronomijas profesora vietu Dub-
linas universitate. leverojot zinatniskos - nopelnus, 1837. g. vipu ieveélgja
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par Irijas karaliskas akademijas priek3sedétaju. Vin$ ieverojams ka kvater-
nionu tedrijas autors. Kada sava vestule vip$ pastasta, ka kvaterniona ideja
vinam galva radusies 1843. g. 16. okt. cela uz akademijas sedi, ejot gar
karaliska kanala malu un pardomajot kadu problému, kas pasreiz nodarbi-
naja vina pratu. Akadémijas sédé vin$ pieteica savu atradumu un ladza
atlauju nolasit kada nikama sédé priekSlasijumu par kvaternioniem, ko ari
tiesam dabiija un izpildija 13. nov. Nakamos gados vip$ tematu apstradaja
dzijak un publicgja ,Lectures on Quaternions“ (1853), bet vipa galigais
darbs par So jautajumu (,Elements of Quaternions“) naca klaja tikai 1866.
g., neilgi péc autora naves.

Neatkarigi no Hamiltona tada pa3a virziena darbojas Vacija Grasmanis
(dz. Stetina 1809., miris turpat 1877.), kas bija matématikas skolotajs savas
dzimtas pilsétas gimnazija. Vina darbs ,Lineale Ausdehnungslehre“ (I izde-
vuma pari par 300 lp.) paradijas atklatiba 1844. g. augusta.

Starp Hamiltona skolniekiem visievérojamakais ir T&ts (P. G. Tait,
dz. 1831., mir. 1901. g.), kas, sakot ar 1860. g. iepéma dabas filozofijas
katedru Edinburgas universitate. VinS publicéja ,Elementary Treatise on
Quaternions* (I izd. 1867., II izd. 1873.).

Ne Hamiltona, ne Grasmanpa sistémas neapmierindja fizikas un lieta-
jamas matématikas prasibas, jo bija parak visparigas un sareZgitas parasto
rékinu vajadzibam. Hamiltona teorija imaginariem skaitliem ir liela loma,
vektoriem un skdlariem nav patstavigu tiesibu, bet tie ir tikai kvaternionu
specializéjumi. Talin péc Hamiltona un Grasmanpa darbu publicéSanas da-
7adu zemju matématiki saka pielagot minétos pétijumus vienkar§akam pra-
sibam. '

Amerikd vektoru tedrijas izkopS$ana lieli nopelni ir Gibsam (I. W.
Gibbs, dz. 1839., miris 1903.). Vins studéja papriek§ Amerika, velak Parizé
(ziemd 1866/67) un nakamos divi gados Berliné un Heidelberga. Atgriezies
Amerika iegem lidz maZa beigdm mat€matiskas fizikas profesora vietu Jélas
(Yale) universitate. Pazina Grasmapa un Hamiltona darbus un centas tos
lietat fizikas jautajumu p@tiSana. Ta radas vajadziba padarit So smago ma-
tematisko aparatu értaku. Savu skolnieku vajadzibam privati iespieda 1881.
un 1884. g. rakstu ,Elements of Vector Analysis“, kas tikai peéc 20 gadiem
kluva pieejams plasakam lasitadju aprindam. Parak nodarbinats ar citiem
jautajumiem, vin$ vélak nekad nebija pierundjams uzrakstit un sikak izstradat
savu vektoru tedrijas kursu. So darbu izdarija vina bijusais skolnieks Vil-
sons (E. B. Wilson, Vector Analysis, New Haven, pirmais izd. 1901. g.).

Ka Gibss Amerika, lidziga virziena Anglija darbojas Olivers Hevi-
saids (Heaviside). Vipa darbs par elektromagnétisko gaismas teoriju
spieda meklet derigus matématiskus paliglidzeklus. Vip$ izmégindja kvater-
nionu tedriju, bet velak atmeta ka nederigu. Vip$ izveidoja vienkarSakus
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réekina3anas panpémienus, kas batiba neatSkiras no Gibsa vektoru algebras,
nerunajot par sikakam izSkiribam apzimé&jumos.

IpaSu vektoru tedrijas skolu Italija nodibindja Neapoles universitates
prof. R. Markolongo un Turinas kara akad. prof. C. Burali-Forti.
Vinu vektoralgebra ir tada pati ka citiem, nerunajot par darbibu apziméju-
miem; augstakas nozarés saskatama Grasmapa un Hamiltona ietekme. Vinu
sistemas vienkarSakie elementi atrodami kopigi sarakstita gramata ,Eléments
de Calcul Vectoriel* (Paris, 1910., tulk.); lielaks darbs, tapat kopigs, ir
.Analyse vectorielle générale“ (1. I 1912.; t. II 1913.).



|
Vektoru saskaitiSana un atpems3ana.

1. Skalari un vektoriali lielumi.

Par skalariem lielumiem jeb, isak, skdlariem sauc tadus lielu-
mus, ko pilnigi apraksta ar lieluma vienibu skaitu, bet kas nav saistiti ar
virzienu telpa.

Skalaru lielumu pieme€ri: garums, tilpums, lenkis, laiks, masa, blivums,
temperatira, siltuma daudzums, elektriska pretestiba, kapacitate, elektribas
daudzums, speka darbs, méchaniska energija u. ¢. Gribot ar kadu tadu lie-
lumu nodarboties, vajadziga tam atbilstoSa vieniba un méroSanas metodes,
ar kuram var noteikt, cik vienibu ir kada noteikta lielumia. Atbilde uz So
jautajumu skalaru lielumu pilnigi apraksta; ta, garums ir pilnigi noteikts
(izmérots), ja zina, ka tas lidzinas tik un tik, teiksim — a centimetriem.

Tatad, skalars lielums (quantity) var bat tikai lielaks vai mazaks, tam
ir tikai lielums (magnitude) jeb intensitate, ko méro (izteic, apraksta,
raksturo) ar vienibu skaitu, bet tam nav virziena.

Turpretim, vektoriali lielumi ir tadi, kuriem ir nevien lielums
jeb intensitate, bet ari virziens. Pieméram, parvietojums, atrums, paatri-
najums, spéks, elektriskais vai magnétiskais lauks u. ¢. Arl 3eit vajadzigas
vienibas lielumu intensitates meéroSanai, bet ar to nepietiek. Piem., punkta
parvietojums nebiit nav pietiekami aprakstits, sakot, ka tas lidzinas tik un
tik, teiksim, a centimetriem; ar to ir izteikts tikai parvietojuma lielums, bet
parvietoSanas virziens paliek nezinams. Lai vektorials lielums bfitu pilnigi
noteikts, jazina nevien ta lielums jeb intemnsitdte, bet arl virziens.

Apziméjumus ,skalars“ (no lat. scalae = trepes jeb kapnes) un ,vektorials*
(vektors, no vehere — vest) iesaka lietot Hamiltons (1843). Pirmais iero-
sina pakapenibas, otrais — parvieto$anas ideju.

2. Skalara un vektoriala rekinasana. Vektori.

Skalaru lielumu pilnigi raksturo lieluma vienibu skaits, tatad, abstrakts
reals skaitlis. Bet reals skaitlis ari ir skalars lielums. Tas var bat lieldks
vai mazaks, atkariba no ta, cik vienibu vai vienibas daju tani ietilpst; vir-
ziena tam nav. No citiem skalariem lielumiem tas atSkiras ar to, ka tam
nav dimensijas.
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Ka visvienkarsakie skalari, realie skait]li teicami derigi citu skalaru aiz-
vietoanai. Tadas aizvietoSanas piemérs ir visa rékinasana ar redliem abstrak-
tiem skaitliem aritmétika un algebra (skalara rékinasana). Tur maca darbo-
ties (darbibas) ar skaitliem un ta sagatavo dzivei, kur jadarbojas ar lietam.

Moderna zinatne un technika spieZ nodarboties ar vektorialiem lielu-
miem. Skaidrs, ka ari $inl gadijuma |oti deriga iepriek3€ja vingrina$anas ar
kidu domu objektu, kam jabat apveltitam ar vektorialo lielumu raksturigam
ipasibam — ar lielumu un virzienu. Vajadzigi ,virziti skait]i“ (Weatherburn)
jeb ,ekstensivi skait]i“ (Lagally). Velams tomér ari, ka Sis domu objekts
batu iespgjami vienkarSs un uzskatams, lai vektoriala rékinasana neprasi-
tu tikpat ilgu maciSanos ka skalara.

Si beidzama prasiba noteic vajadziga objekta izveli. Par tadu visértaks
ir izradijies virzits nogrieznis, tatad, divu telpas punktu savienojums,
kam vel pierakstits virziens; tadu nogriezni sauc isi par vektoru. Rakstot
vektoru attélo ar taisnes gabalu, kam pievieno bultas atkasus ka virziena
raditajus.

3. Vektora elementi un apzimejumi.

Vektora elementi, kas to pilnigi noteic (raksturo), ir $adi: 1) taisne, uz
kuras ir vektors (vektora atbalsts); 2) $is taisnes punkts, kura ir vek-
tora iesakums; no $ punkta pa atbalstu var iet uz divi pusém, tapéc
jazina 3) puse, kas atbilst vektora virzienam; 4) vektora garums
jeb  modulis.

Apzim&jumos valda liela daZadiba.
Vektoru, kam iesakums ir punkta A un gals punkta B, visbieZak apzimée:

AB vai AB, -
bet vektora garumu (moduli) izteic, ieslédzot vektora nosaukumu starp ver-

tikalam Svicipam:
|AB| vai |AB].

Isuma zipa priekSroka jadod apzim&umam ar vienu burtu. Ja vektoru
apzime€ ar Sviku vai bultu virs burta, tad ta moduli apzimé ar to pasu burtu

bez vikas (bultas); vektors a, ta modulis a:|E|:a.
Ta ka bultas pievienoSana burtam saistita ar tipografiskam gratibam,

lieto ari diveéjada izskata burtus vektora un ta lieluma apzim€Sanai. Pieme-
ram, vektors a, ta modulis a: |a|=a.

Viacu literatara piepemts vektorus apzimét ar gotu burtiem (A, B,
¢ ...;a0b,¢...),bet to moduJus ar attiecigiem latipu burtiem: |A|=A.
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4. Dazas definicijas.

Definicija I:

Par nulles vektoru sauc tadu, kam lielums ir vienads ar
nulli.

Visi nulles vektori jauzskata par vienadiem, neatkarigi no virziena, jo
geometriski nulles vektors ir virzits nogrieznis, kam garums ir nulle, tatad,
tas ir punkts, bet punktam nav virziena. Raksta

a=0, ja a=0.

Definicija II:

Par vienibas vektoru sauc tadu, kam lielums ir gajuma
vieniba.
Saskapa ar definiciju vektors a ir vienibas vektors, ja a=1.

Definicija 1II:

Par kolineariem vektoriem sauc tadus, kuru atbalsti ir
parallgli.

Divi kolineari vektori var bit virziti uz vienu un to pasSu pusi vai ari
uz pret&jam pusém; pirma gadijuma tos var saukt par tieSi paralléliem,
otra — par pretéji paralléliem.

5. Vektoru iedalijums.

Ikviens vektors ir virzits nogrieznis. Atkariba no ta, kadi noteikumi ir
speka papildus par vektoru iesakuma punktu, jaiz3kir vairaki vektoru veidi:

1) Saistitie vektori ir tadi, kuju iesakuma punkts ir noteikts.
Saistitu vektoru var definét kda nogriezni starp divi punktiem A un B, kur
A — iesakums, B — gals. Tadam vektoru veidam atbilst: atrums, paatrina-
jums, elektriskais vai magnétiskais lauks u. c.

BieZi ir vajadziba vektorus skaitit no kopiga uzdota iesakuma punkta,
piem., no koordinatu asu iesikuma. Tadus vektorus sauc par vietas
vektoriem: tie noteic savus gala punktus.

2) SlidoSie jeb aksialie vektori ir tadi, kuru iesakums drikst
slidet pa taisni, uz kuras ir vektors. Piem., statikd speka iedarbiba uz cietu
kermeni nemainas, ja spéka pielik38anas punktu parvieto gar taisni, pa kuyu
speks darbojas. Divi speki ir lidzvértigi, ja tie neatSkiras lieluma zina, ja
tiem vienads virziens un virziena puse un ja tie ir uz kopigas taisnes.

Divi slidosie vektori ir vienadi, ja tie ir uz vienas taisnes, virziti uz
vienu pusi, un ja to gajumi ir vienadi.

3) Brivie vektori ir tadi, kuru iesakums drikst atrasties ikviena
vieta. Piemeérs: parvietojums taisnd translacijas kustiba, kad visi cieta ker-
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mena punkti parvietojas pa taisném vienada virziena un ar vienadu atrumu.
Visu kermepa punktu parvietojumi ir vienadi lieluma un virziena zina;
ikkura punkta parvietojums pilnigi apraksta un noteic visa kermena parvie-
tojumu. Parvietojumu var attélot ar vektoru, kura iesakumu briv izvelet ik-
viena kermena punkta.

Visur, kur buis runa par vektoriem, sapratisim, ja nav paskaidrots kas
cits, brivus vektorus.

6. Vektoru vienadiba.

Definicija:

Par vienadiem (ekvipollentiem) sauc tadus vektorus,
kuju atbalsti ir paralleli, kas virziti uz vienu pusi un ne-
atSkiras lieluma zina.

Vektoru vienadibu izteic ar parasto vienadibas simbolu (=). Izteiksme
a—b (vektoriala vienadiba) apzimg, ka vektori a un b neatSkiras
ne lieluma, ne virziena, ne virziena puses zipa. Vektorialim vienadibam
ir tadas pa3as ipasibas ka skait|u, figiiru u.t.t. vienadibam: ja a = b, tad
b—a; ja a=b un b=g¢, tad a=c.

7. Kolinearu vektoru saskaitiSana.
Vektoru reizinasana ar skalaru.

Uzdoti vektori a, b, ¢,. . ., kuyu atbalsti paralléli (kolineari vektori);
pienemsim, ka tie ir virziti uz vienu pusi. Sini gadijuma vektoru summa ir

vektors
s=at+b+te+. : : s a5

kas kolinears ar uzdotiem vektoriem, virzits uz to paSu pusi ka tie, un kura
lielums ir vienads ar uzdoto vektoru moduju summu:

s—atb+c+.

Konstrukcijas cela vektoru s atrod, atliekot vienu pakal otram nogriez-

nus A_B:a, B??:b, CD=c unt t un savienojot pirma vektora iesa-

kumu A ar beidzama vektora galu E. Ka lieluma, ta virziena zina AE = s.
(1. att.) ;

Acim redzot, iznakums nav ailkarigs no summandu kartibas; tatad attie-
ciba pret parallélu vektoru summeéSanu ir speka kommitativais likums.

Konstrukcija paliek spéka ari tai gadijuma, kad kolinearie vektori
a, b,c, ... . vérsti uz dazadam pusém. Tapat paliek spéka summas
vektora modula formula, ja summandu modujus saskaita algebriski, pemot
tos ar -+ zimi vektoriem, kas versti uz vienu pusi, un ar — zimi vektoriem,
kas versti uz otru pusi.
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Piemeéra, kas paradits 2. att, b +d>a +c. Ja vektoriem b un d mo-
dujus nemam ar +, tad vektoriem a un c tie japem ar —:

S=—a+b—c+d.
Summas konstrukcija jaiedomajas uz vienas taisnes, lai gan uzskatamibas
labad vektori attela pabiditi sanus.

Ari 8in1 gadijuma summeSanas iznakums nav atkarigs no summandu
kartibas. Kolinearu vektorn saskaitiSana ir pak]auta kommitativam likumam.

Ipasa gadijuma uzdotie koli-
nearie vektori var bat vienadi: a b C
da—b=¢t=d=. . . Ja vekiom d
skaits ir m (m > 0), seko, ki to bt
summa, vektors a b C d
f=at+atat. ... Fa=ha {{ B O 1D, i
kur$ kolinears vektoram a, tapat S
P
virzits ka tas, un m reiz lielaks. 1, att,
a R
i A=

b b ' B

d d 1D
£ N
S

2. att.

Saka, ka vektors a ir pareizinats ar pozitivu skalaru m, ja ta lielums
ir pareizinats ar So skaldaru un virziens atstats bez parmainas.

Ikvienu vektoru a var uzskatit ki sastavoSu no a vienibas vektoriem
e(e=1.) No ta seko:

Lai dabfitu vienibas vektoru, dotais vektors japareizina ar
apgriezto moduli (jeb: jaizdala ar moduli).

Negativas zimes (—) pievienosana vektoram apgrieZ ta virzienu, atstdjot
bez parmaipas ta lielumu. Tatad, — a apzimé vektoru, kas pret&ji paral-
lels vektoram a un tikpat liels ka tas.
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Pareizinat vektoru ar negdtivu skaitli nozimé& pareizinat ta moduli ar
skaitj]a absolato lielumu un apgriezt virzienu. Tatad,—ma(m>0) apzimé
vektoru, kas pretéji paralléls vektoram a un m reiz lielaks par to.

Vispariga kartula:

Reizindajums ma apzimé vektoru s, kam lielums | m |
reiz lielaks ka vektoram a, bet virziens tie§i vai pretg&ji
paralléls, atkariba no ta, vai m>0, vai m<0.

Vektora reizinasana ar skalariem pak|auta reizinataju asociacijas un
kommiitacijas likumiem:

m(na)=n(ma)=(mm)a, . . . . . . . ... (1)
un distribativam likumam
(m+tna=ma-+na ... .......(@®
Pieradit (1).

Piepemsim apziméjumus: A= m(na), B=n(ma), C=(nm)a. Vektora
reizina$ana ar skalaru nemaina atbalsta virzienu, bet var mainities virziena
puse, ja reizina ar negativa skalaru. Tapéc vektori A, B, C ir tiesi paralléli
a, ja reizuliem m un n ir vienadas zimes, bet pretgji parallelli a, ja tas ir
dazadas.

No ta redzams, ka vektori A, B, C ir sava starpa tiesi paralléli, to vir-
zieni (ieskaitot virziena pusi) ir vienadi. To lielums:

A=mna, B=nma, C=nma

ir visiem vienads. Tas nozimé
A=B=C,
ko vajadzgéja pieradit.

8. Vektoru saskaitiSana un atpemsSana vispariga gadijuma.

Vairiku kolinearu vektoru apvieno$ana neprasa vairak ka algebrisku
saskaitiSanu, uzskatot uz noteiktu vienu pusi veérstu vektoru lielumus par
pozitiviem, bet pret&ji vérstu — par negativiem. Tapat nevar darit, ja
vektoru virzieni dazadi, jo vektoru summai jabat atkarigai nevien no to lieluma,
bet arl no virziena. Kas jasaprot zem divu dazadi virzitu vektoru summas,
tas janoteic ar definiciju.

Piemérs mechanika, kas paskaidro dazadi virzitu vektoru saskaitiSanu,
ir salikta kustiba. ledomasimies mazu kermeni, kas kustibas iesakuma ir
uz platformas punkta A.

Attieciba pret platformu punkts var parvietoties ar vienmérigu atrumu
pa taisni AB lidz gala punktam B. Tikpat gara laika spridi platforma var
parvietoties attieciba pret apkartni no stavokla P lidz stavoklim P,, tapat
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ar vienmérigu atrumu taisnd transldcijas kustiba. Platformas parvietojums
altieciba pret savu apkartni (parnesums) ir A_;llza. Kermena parvieto-
jums attiecibd pret platformu (relativais parvietojums) ir AB—h.
Tie abi noteic kermepa (absolfito) parvietojumu attieciba pret apkartni;
ka to atrast?

Ja platiorma kustas pa priekSu un péc tam kermenis, ta pdrvietojums
ir AA; B,; simboliski: A_A1+AFBI=4¢T:41+EB=a+b. Ja kermenis kustas
pa priek3u un p&c tam platiorma, ta parvietojums ir ABB;; simboliski:
A_B+B_BI=A_§+A_A1:b+a. Ja abi kustas reiz€, tas parvietojas pa

trajektoriju AB,, un vektoru A_élzs uzskata par abu parvietojumu summu.
Raksta:

s=a+b=>b+ta.

Tapat no piedzivojuma zinams, ka divu speku iedarbiba uz kadu punktu
ir lidzvértiga viena vieniga spéka iedarbibai. P€déjo speku lieluma un vir-
ziena zigd dabil ka parallelograma diagonali, kura malas lieluma un
virziena atbilst uzdotiem spékiem.

Definicijas:

Savietojot divi vektoru iesakumus un konstrug&jot ar tiem
parallélogramu, dabiojam vektoru summu, kda to diagdonalj,
kas iesdkas vektoru kopigda punkta.

Divau vektoru summa ir vektors, kas sniedzas no pirma
vektora iesakuma lidz otra vektora galam, ja pirma vektora
gals savietots ar otra iesakumu.
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Saskani ar beidzamo definiciju, lai atrastu grafiski divu uzdotu vektoru
a un b summu, konstrué no kada izejas punkta A vienu paka] otram
vektorus: . .
AB=a, BC=b,
tad pirmd un beidzama punkla savienojums
AC=a+b=s.
Varéja par pirmo uzskatit vektoru b un par otro a. Konstrugjot
Ai}l —b, B,C, = a, parliecinamies, ka C, ir tas pals punkts C; tatad

AC=b+a=s.

Tas rada, ka
a+b=b++a,

t. divu vekloru summé$ana ir paklauta kommatativam liku-

mam.
Saskana ar 30 likumu summa nav atkariga no summandu kartibas. Kon-

struéjot summas vektoru, ir vienalga, kuju no summandiem pem paprieks.

Definicijas:

Savietojot tris vektoru iesakumus un konstruéjot paral-
lelepipedu, kam vektoru tesdkumi ir viena stari un padi
vektori $kautineés, dabidjam vektoru summu, ki to galveno
diagdnali, kas iesdkas vektoru kopiga punkta.

Tris vektoru summa ir vektors, kas sniedzas no pirma
vektora iesZkuma lidz beidzama vektora galam, ja viena
vektora iesdkums ir savietots ar iepriek3éja galu.

Uzdoti tris vektori a, b, ¢; jaairod to summa s. Ta ka vektori ir brivi,
var gemt to iesakumus kopi. Piepemsim, ka vektori nesavietojas atbalstiem,
ka ari, ka lie nenovietojas viena plakne. Tad tie veido iriedru un var, ka
definicija aprakstits, konstruet parallélepipedn. Ta dlagtmale OOI_.s_
-_a+b+c To pasu gala punktu dabatu, konstrugjot Od=a, ACI_OB b,
C101 OC—c tatad, konstrugjot vekiorus vienu paka] otram.

No 4. att. nolasam:

OC, + C,0, = 00, =s,

0A, + A,0, = 00, =s,

0B, + B,0, = 00, =s;
un tapat:

OC + CO, = 00, =s,

0A + A0, = 00, = s,
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No ta seko:
(at+b)y+c=s,
(b+tc)yt+ta—=s,
(c+a)+b=s,

un v&l 3 formulas, kas no iepriek3¢jam atSkifas
tikai tai zipa, ka pirmie divi locek]i apmaini-
judi vietu ar beidzamo locekli. lekava, ki
parasts, apzimé& to, ka darbiba tas iekiiené
jaizdara papriek3u. Saskana ar agrak pie-
radilo, locek|u kartibai iekavu iek$ien€ (divu
vektoru saskaitiSana) nav nozimes.

Tatad:
(atb)yte=(d+ec)+ta=(cta)tb=
=c+(at+tb)=at+t(b+te)=b+(c+a)=s.

Tas ir tris vektoru sakaitiSanas aso- 4. alt.
ciativais un kommitativais likums.
Saskapa ar to, lai saskatitu tris vekiorus, drikst tos pemt kada patik kartiba,
saskaitot divus un iznakumu saskaitot ar treSo vektoru; iznakums visos ga-
dijumos ir viens un tas pats.

Ja vajadzigs atrast lielakam vektoru skaitam a, b, c, d, K summu:

s—atb+c+d+ + k,
konstrug, tapat ka lidzsinéjos gadijumos, vektoru poligdnu, t. i. vienn
paka] olram vektorus:
d.&l:a, A_é=b, B_é‘_—_c, .ﬁ(:k,
un savieno pirma vektora iesakumu ar beidzama vektora galu. Ta daba
vektoru 07{, kuyu, saskapa ar definiciju, uzskata par uzdoto vektoru summu:
OK—a+b+c+d+ +Kk=s.

Vektoru summa ir vektors, kas noslédz vektoru poligdnu
un iet no poligdona iesakuma lidz beigam.

Arl lielaka summandu skaita gadijuma iznakums nav atkarigs no 1a,
kada kartiba vektorus pem un ka tos apvieno. (Kommatativais un
asocialivais likumi.)

Teoréma:

Vektoru saskaitiSana ir pakjauta kommatativam un aso-
cidtivam likumam. Summa nav atkariga no locek|u kartibas
un grupéjuma.

Pieradijums pamatojas uz to, ka ikviend vektort summa divi locek]i
lidzas drikst savstarpeji apmainities.  VairgkferNghwatkartojot apmaipu,

4. < ‘e
Iy 6.0 A »



20 Yektoru atpemSana.

ikvienu summas locekli var nogddat tani vietd, kur gribam. Atkadojot 3o
procediiru, varam sasniegt ikvienu locek|u grup&jumu.

Definiclja:

Atpemt vektoru nozimé pieskaitit tada pa%a lieluma pre-

téji verstu vektoru:
a—b=a-+(—b).

Si definicija vektoru atpem$anu noved pie to saskaitiSanas.

Uzdevums:
Atrast divu uzdotu vektoru starpibu: a—b.

Dots:
B/ D Oﬁ —a,
0§ =b,
O—él=—b.
Jaatrod:
a—b=04+08B, = OC.
Bet:
OC = BA,
tatad:
a—b=BA.
5. att. Divu vektoru starpiba ir

vektors, kas savieno abu vek-
toru galus un virzits no atskaitama vektora gala pret ta
vekiora galu, kuram jaatskaita:

a—b = 0OA — OB = BA.

9. Vektoru salik3ana komponentes,

Katru vekioru var uzskalit ka vairiku citu vektoru summu; pédgjos
tad sauc par komponentém, bet to summu (uzdoto vekioru) par rezul-
téjoSo vektoru jeb rezultanti. Uzdota vektora salikiana komponeniés,
ja nav nekddu papildu nosacijumu, ir pilnigi nenoteikts uzdevums; kompo-
nendu skaits, virziens un lielums ir ierobeZoti tikai ar vienigo noteikumu,
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ka komponen3u poligdnam jaiesdkas uzdotd vektora iesakumid un janobei-
dzas ta beig3s. Uzdevums top noteikis, ja uzdod komponensu skaitu un to
virzienus.

Vektoru salik3ana plakné — Uzdoto vekioru a salikt komponen-
tes virzienos O, O,, ko noteic vientbas vektori e,,e,. Dots, ka a, e,, e, —
koplanari.

Parnesisim vienibas vektorus un uzdoto
vektorn viena plakné&, Projecgjot vektioru a

slipi uz uzdotiem virzieniem, daba ta kom- d C
ponentes a, un ay:
a=—a;+a,.
Vektori a, un €, ir kolineari, ay
tapat a, un e, (¢;=¢&=1).

Tapéc:
Ay —ay €, &y — ay €y,
tatad:

A B

a=a.e; | aye,.

e,
AB, tatad skaitlis, ko dab@, izmérojot AB e [
ar OFE; un pemot to ar ,+", ja a, tiedi !
parallels e, bet ar "—", ja a, pret&ji pa- 6. alt.
ralléls e,. Lidzigi par a,.

£
Se a, ir gajuma vienibu skaits nogriezni O/

Uzdotas plakné asis xQOy ar vienibas vekioriem e, un e, un sta-
vok]a vektors r. Tas noteic plakné punktu P (x,y). Sini gadijuma:

=04 —=uxe,,

l'y=ﬁTP= yeq, v
tatad: P(X.y)
r = xe, + yves. r
Ja koordindtu =asis ortogondlas, < 1%

xQy — taisns, €, L ey, un tad 3os vienibas
vektorus médz apzimél ar I un j. (e, =i,
e, = j).
r=uxi+yj,

izdalot ar r:

I_*i+2; !
r—r r?’ Of e, [4]
r, =1 cos & + ] sin o,
kur r, — vienibas vektors (r, =1). 7. att.

tatad:
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Vektoru salik3ana telpa. — Vajadzigi tris virzieni, kas veido triedru.
Virzienns uzdod ar nekoplanariem vekioriem e, e,, e;. Taisnes, kas
vilktas no kada punktia O paralleli 3iem virzieniem, ir references triedrs
O,, O, O..

Izskir divéjadus triedrus. Apskatisim figiru, kas sastav no taisna lepka
papira plakné un stateniska stara, kas virzits uz lasitdja pusi, Numeréjot
starus visiem iespéjamiem papémieniem dabd 6 triedrus:

Triedrus 1, 2, 3 var savietot

X y ta, ka vienvardigas asis ir kopa ar

vienvardigam; tapat var savietoi
triedrus 4, 5, 6. Bet nevienu

bd
L 0
g 4 * / 9 Y /0 3 triedru no 1, 2, 3 nevar savietot
¥ z W ar kadu no 4, 5, 6. Pietiek ap-
2 .3
OL_ 0
4 i /
x

Y skatit vienu no katra veida.
Triedrs 1 (,kreisds rokas
x triedrs*). Daudz lietats Francija

; 3 / 6 analitiskas geometrijas un mécha-
A

nikas kursos. Novérotajs, kam
kajas punkta O un galva pa Oz,
raugoties uz kvadrantu xOy,
redz Ox pa kreisi, Oy — pa
labi. Ja staru Ox grieZ ap O un tuvina visisaka ce|a staram Oy, vajaga
griezt pulkstena raditaja virziend. Kreiso vitnn skrive uz 2 ass, ja skrivi
griez virziena Ox— Oy, parvietojas virziena Oz, Ja kreisas rokas 1k3ki
noliek virziena Ox, raditaju pirkstu virziena Oy un vidéjo pirkstu state-
niski pret abiem, tas rada virziena Oz.

Triedrs 4 (,labas rokas triedrs*), Lieta astronomija un elekiribas
maciba. Novérotajs, kam kajas ir punkta O un galva virzita pa Oz, aplikojot
kvadrantu xQOy, redz Ox laba pusé, Oy—kreisd. Ja staru Ox tuvina i1saka ce]a
staram Oy, jagrie? pretéji pulkstepa raditajam, ko trigonometrija piepem par
pozitivo rotacijas virzienu. Parasta labo vitgu skrave (vilkis) parvietojas pa
0Oz, ja to grieZ Ox— Oy. Ja labas rokas ik3ki noliek virziena Ox, radita-
ju — virziena Oy, vidéjais novietojas gar Oz,

Sada virziena grieas zeme ap savu asi, ja asi virza no S uz N. Ta-
pat rinko planétas pa ekliptiku ap sauli. Tas ir ari spéka liniju roticijas
virziens magnétiskd lauka, ko rada elekiriska strava ap taisnu elektribas
vaditaju,

Meés lietasim labas rokas triedru, iznemot gadijumus, kur tiedi pieminéts
pretéjais.

8. att.

Uzdots references triedrs ar vienibas vektoriem e,, e, e; (nekoplanari
vektori) un kads vektors a. Caur ta galiem velkam plaknes, kas parallglas
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triedra plakném. Katrs parallelu plakgu paris no3ke| koordinatu asim Ox,
Oy, Oz vekiora komponentes ay, a,, a..
a—a,+ a, +a,

tatad:
a=a,e, +ae,+ae,

Skait|i a., a,, a; dabati, izmerojot vektoru a,, a,, a; garumu un dabato skait-
i pemot ar + vai —, atkariba no {4, vai vektora virziens tads pats ki at-
fiecigajam vienibas vektoram, vai pretgjs.

Ja uzdotais vektors ir stavok|a vektors r, ta iesikums janovieto
punktd O. Gals noteic punktu P (x, y, 2). Sini gadijumi a.=x, a,=y,
a,—=2:

r:xel +ye2+zes.

Ja vienibas vektori, kas noteic references triedru, savstarpéji stateniski,
tos apzimé& ar i, j, k. Sini gadijuma, ja vektoram a projekcijas uzdotas ar
skaitliem a., @,, ¢: un vietas vektoram r gala punkia koordinatas ir x, y, 2,

seko

a=ua,i+a,j+a.k;
attiecigi

r=uxi + yj + zk.

Vingrindjumi un papildindjumi.

1. Uzdots Cfetrstiiris ABCD. Uz stirli A darbojas speki AB un
AB, uz stari C speki CB un C_f). Paradit, katorezultéjo3a ir 4P‘a. kur
P un @ ir attiecigl AC un BD viduspunkti.

CQ ir mediana, tapat AQ:
AB+ AD =2 A0, 3
CB+CD=2C0.
Saskaitot dabin;

C

AB+ AD + CB+ CD = 2(4Q + CQ). 3
AQ= AP + PQ, d
CQ=CP+ PQ.

AQ+CQ=2PQ + (4P + CP). 9. att.
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Punkts P dala nogrieznl AC uz pus&m,
Tapac . .
AP+ CP=0,
tatad, _ - -
AQ+CQ=2PQ,
un

AB+ AD+CB+CD=2 2PQ=4PQ.

2. Atrast punktu, kas divu punktu savienojumu sadala uzdotd attie-
ciba.

Divi punkti A un B uzdoti ar saviem stvokla vektorlem a un b. Jaatrod stavokja vek-
tors punktam M ar tadu ipa¥ibu, ka attieciba:

AM_m __
MB 1
jeb
- —»
AM=m . MB.
Punktam M stivok]a vektors ir x:
A?W:X-—-—-a
- Xx—a=m{b—x)
MB=b—x
Tatad :
X—a=mb— mx,
X+mx=mb+a,
mb+a
X—=——
m-t 1
Ja
m A AM
— =
g~ MB
tad
x_lb-l-p.a
=X+q .
Delinicijas:
Uzdoti n punkti, kuju stdvok|a vektori attlecibd pret iesakumu O
ir a, b, ¢, Punkts P, kuya stidvok]a vektors
= 1
OP=—(@+b+c )
ir uzdoto punktu centroids.
Ja punktiem atbilst r redli skait|ip, q. r. , tad punktu P tadu ka
— + +rct+
OP=pa gb+rc
ptgtr

sauc par punktu centroidu ar saistitiem skaitjiem p, g, r, . .
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Plemers:
Punktos r;, ry, Ty,

ir attiecigi masas my, my, my,
ar vietas vektorn

_mn tmarytmyry +
T omytmatmg+

Tejréma:
Centroids nav atkarTgs no vektoru Jesikuma.

Centrolds atileciba pret lesdkumu O:

+ p.b+ p,c +
OP_pla 2 E]
TPt pgt

Nemam cltu {esdkumu Q,

P13 T pob, + e, +

O P_ Prtpatpyt

0,0=k

a,—atk

b,=b+k

c1=c+k
_pfatk)+py(b+K)+p(c+Hk)+

Prtpyatpyt

At pb+ e+,

T o ptpatpyt
Tas nozime, ka punkti P un P ir kopa.

OP

+k=0P +k.

. Centrolds attiecibid pret jauno lesakumu:

Masu centrs ir noteikis

3. Vienibas kuba stiijos novietotas masas 1, 2, 3, 4, 5 6 7, 8 grami:
plrmas tetras viena sina stiros A, B, €, D, beidzamis Zetras attiecigi 3o

punktu projekcijas uz pretitjo sanu A4, 8B, G, D,

Atrast masu centroidu.

Punkis Vietas vektors Masa Reizionijums
A i 1 i
B i+k 2 2i 2k
C k 3 3k
D 0 4
A 1+] 5 51 5]
B, i+i+k 6 61 6 6k
C, j+k 7 7j Tk
D, i 8 8
Kopa 36 i i 2§ | 1Bk

—~  141+26]+ 18k 7
0P = 36 =18

13 1
gk
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4, Atrast centroldu 3n punkiiem:

1, 21, 31, ni;
i, 2), 3j, nj;
k, 2Kk, 3k, nk.

Saskap? ar definiclju jdatrod vektoru summa un jaizdala ar vektoru skaitu.

Vektorn summu var dabit, saskaitot vienddl virzitos vektorus:

i+2i+3i+ +rl=({+2+3+ +n)i
_n{n+1)
S =="5
_n(n+1)
Su="4""}
S”,:”(”T"'Ilk,
Saskaltot
m nin+1) .
S—H}__:IS,,—- 5 i+j+%
Centroids 1
— n+1
P—ﬁS-— r (1+j+K).
Centroida modulis:
o~ n+tl roer— n+tl
OP| = 1+1+ 1=,
|0A| 5 v /3

td virziena Koeficienti:
C0Sa — COSf =cosy —.ntl _1 = 1_
' 6 2 ]/-3 l/_d.

5. Uzdots régulars a—stiris, kam visos stiiros, izpemot divus, ir vie-
nidas masas. Atrast masu centroldu.

Centroids nav atkarigs no iesakuma punkia izvéles. lesdkumu pemsim aprakstits ripka
centrd, No centra javelk vektorl uz visiem poligona stariem, {zpemot divus; jaatrod
vektoru summa un jdizdala ar vektoru skaltu (n —2).

Vilksim paprlek$ vektorus uz visiem sturiem, atradisim to summu un tai atskai-
tisim divus vektorus, kuyus meés plengmdm ltdz tuk3iem sturlem.

No reguldra poligdna centra Itdz stiriem vilktu vektoru summa = 0.

Tas skaidrs pats no sevis, kad poligona s3nu skaits ir parskaitlis. Pretejd gadijuma
picrdddm, ka vektoru poligdns ir slegls Vektora poligona malam ir vienads lelums,
un i3s veido vienddus lek3éjos lepkus:

Q0 = T — 2“.
n

Virs katras polighna malas konstruésim vienadsdnu trijstiri, kam ple pamata legki ir a:
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Legkis A\ -fa virsotne Ir
Ir
n

Skaidrs, ka visiem frijstifiem virsoines ir kop#ja punktd C; un ka visi legki ple vir-
soines iztaisa kopd 2r, t.i. poligbna gala punkis nondk atpaka] lesdkuma punkts. Tatad
vektoru summa ir Q.

Visu vektoru summael, kas = 0, jaatskaita divl vektori no to koplgd punkta Itdz tuk-
§lem stiifiem, Tatad, jasaskaita vektori no tukZiem stifiem Iidz poligdna cent-
ram nn summa jdizdala ar n— 2.

6. Piecl spekl darbojas uz régulara seBstara starl A virziend uz pare-
jlem stupiem. Lieluma zipd sp2ki proporcionali stira A4 atstatumlem 1idz
parejiem stiarlem., Atrast rezultgjolo speku.

Slarus apzimeésim ar A, B, C, D, £, F. Attiecigi izvélot gajumu spéku vienibas attz-
lo3anal, var sasniegt to, ka punkti A piellktos spekus atiglo vektori

AB, AC, AD, AE, AF.

Jdatrod %o vektoru summa.

AB = = AB

AC = = AB + BC
AD=AC+CD =AB +BC+CD
AE = AF+FE =CbD +BC

AF = = CD

7. Punktu A un B stavokla vektori Ir @ un b. Atrast stavok]a vektorus
punktiem C un D, ja AC—3 AB un BD—2 BA,

AB—=b—a,
AB=3AB=13(b—a),
BD=2BA=2(a—b).

Tatad :
x=a+ AC=3(b—a),
y=b+§D=2(a—b). 10. att.
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8. Trijstiarim ABC apvilktd rigka centrs Ir O un oriecentrs (amgstumu
krustpunkis) O,. Pleradrt, ka:

1) OA+ OB+ OC = 00,
%) 0,4+ 0,B + 0,C =20,0

un

3) AQ, + 0,8 + O,C = AD,

kur AD ir apvilktd ripka caurmérss.

Savlenojot apvilktdi ripka centrn ar A,
B, C, sadalim uzdoto trijstiirl vienadsanu
trijsturos:
OA + OB =20¢C,
OB + OC = 204,

O0C + OA=20B,

2 (OA + OB + 0C) = 2 (OA, +
+ 0B, + OC))
OA+0OB+0C=0A,+ 0B, +0C,. (1)

Figira OA,C, B, ir lidziga fig. O,ACB,

bet homologds dimensijas pédgjal divrelz
lleldkas.

204, =— O,A

20B, = — O,B

20C,=—0,C
2(0A, + OB, + OC) + (O,A+ OB + 0,C) = 0 (@)
No (1) un (2) seko:
2(0A+ 0B+ 0C) + (0,A+ 0,8+ 0,C)=0 . (3)

Tapec:

Cita sakariba starp 3Im summam:

0,A = 0,0 + O/

0,B=0,0+ 0

0,C=0,0 + OC,
tatad:

(0A+ OB+ 0C)— (O, A+ 0B+ 0,C)=300, . ...
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No (3) un (4), saskaltot:

()7’4+(5§+5'C=501 (5)
lo ievietojot (3):
0A+ 0,8+ 0,C=—200,=20,0 (6)

Tas ir tas, ko vajadzeja pleradit.

Lal pierdditu uzdevuma beldzamo daju, izejam no jau picridilas sakaribas (6), kuru
parrakstam 3adi:

— AD,+ 0,8 + 0,C =200,.
Abam pusem pleskaitim 2 /Tb,:
AOQ, + O,B + 0,C = 2(0,0 + A0y
=2(A0, + 0,0)
=2(4A0)=AD.
9. Uzdots trijstirlis ABC. Punkti AB,C, Ir ta maln viduspunkti.
Paradrt, ka ikvienam punktam O speku sistéema, ko attélo vektori,

04, 0B, OC,
ir ekvivalenta sisteémal
04,, 08,, OC,.
Turpinot 0A;, OB, OC, par tadu palu gabalu, dabiijam parallélogramus:
0A+ OC=20B,
OC + OB=204,
OB +0A=20C,.
Saskaitot:
O0A+ OB+ OC = 04, + OB, + 0C,.

Uzdevumi 1.

1. Uzdotl vektor:
v, = 31 + 7j — 4k,
v, =1— 5j — 8k,
vy =61-—-2j + 12k.
Aprékinat to modojus un virziena koeficicntus. Atrast vektoru summu.

2. No koordinatu asu lesikuma O iziet divi vektori:
OP=1+3j— 7k,
0Q —5i — 9j + 4k.

Atrast vektoru l—"—ti) un apriltinat t4 virziena kosinu.
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3. Tris vektori:
v, = a,l + a,j + aJk,
v, = b, + byj + bk,
ve=2ol + e + oK,
kas iziet no koordInatu asu icsakuma, notele trijstura virsotnes, Uzrakstit vektorus, kupus noteic
trijstiira malas un atrast malu garumus.

4. Cetru punktu A, B, C, D stivokla vektori:
OA=a, OC = 2a + 3b,
OB =b, OD=a— 2.

Atrast vektorus z?C 5;3. BC un CA.

5. Regulard se3sliirf divas malas péc kartas noteic vektorus a un b. Afrast vektorus,
kurus noteic turpmakas malas,

6. Punkts rloko ar vienmerigu atrumu i, j plakné, apgriezdamies 12 sekund2s vienreiz
apkart. Ja iesikuma punktam stavok|a vektors attlecibd pret griedands centru ir 1 un rigko-
Sana virzita no i pret ], atrast stavok]a vektorus péc I, 3, 5, 7 sck, tapat pec 1,5 un 4,5 sek.

7. lepriek32ja nzdevumi atrast kustofd punkta dtruma vektorus péc 1, 5, 3 un 7 sek.

B. Laivas atrumu attiectbd pret udeni izteic vektors 31 + 4j un adens atrumu attiectba
pret zemi vektors i —3]. Kads ir laivas atrums attiecibad pret zemi, ja 1 un | apzimé atru.
mus 1 km stund3d uz ritiem un zieme|lem respektivi.

9. Divi kermegl kustas ar vienu un to padu adtrumu v m/sek.; viens pa noteiktu ripka
caurméru, otrs pa ta aplocl. Atrast pirma adtrumu attieciba pret otru, ja beidzama radiusam
ir lenkis @ ar plrmi virzienu (8 — pieaug).

1¢. Divi kermepi, kupi paSlaik ir punktos 4 un B, atstatuma 15 m viens no otra,
parvietojas ar vienmerigu atrumuv, pirmais no A pret B ar Atrumu 5 mjsek., otrs state-
niski pret AB ar atrumu 3%, m/sek. Atrast o relativo dtrumu, 1siko atstatumu starp abiem
un momentu, kad tie bas viens otram vistuvak.

11, Atrast 3 vekioru summu, Kuros noteic kuba kvadritu diagdniles, kas let caur
vienu kuba storl; vektoru lesdkums ir SinI sltdr.

12. Uz kuba starl darbojas speki 1, 2,3 kg stitrl saejofo 3 dlagonaju virzienos. Atrast
to surnmu.
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Lineari vektoru nolidzinajumi, Lietajumi geometrija.

1. Lineari atkarigi un neatkarigi vekiori.

Vektorus sauc par kolineariem, ja to atbalsti ir paralleli kopigai
taisnei; tadu vektoru atbalsti ir sava starpa paralleli. (Sk. 13. lp. p. defini-
cija ll). Tadus vektorus, parnesot iesakumus, var novietot viend taisné,

Vektorus sauc par nekolinedriem, ja to atbalsti nav paralléli vienai ko-
pigai taisnei; tadus nevar novietot vien@ taisné.

Vektorus sauc par koplandriem, ja tie ir paralleli kopigai plaknei,
1a ka tos, attiecigi parnesot iesakumus, var novielot viena plakné.

Ja nevar vilkt tadu plakni, kas paralléla visiem vektoriem, tad tos sauc
par nekoplanariem.

Vektorus a, b, c, . k sauc par lineari atkarigiem, ja iespéjama
sakariba: Aa+ Bb+ Cc + Kk =0,
kur 4, B, C, K ir kadi skalari, kas nav nulles. Vekiorus sauc par

linedari neatkarigiem, ja tada sakariba ir neiespgjama, 1. i. ja vienmer
Aa+ Bb+ Cc+ . Kk £ 0,

kad skalarie reizu)i nav nulles.

Tedréema 1.

Divi lineari atkarigi vektori ir kolinedri; tapat otradi,
divi kolineari vektori ir lineari atkarigi,

Uzdots, ka divus vektorus a un b saista sakariba:

Aa+ Bb =0,
kur 4, B 0. To var rakstit ari ta:
A A
b—_Ba, _E—m, b = ma.

Tas izteic, ka vektoriem a un b ir parallgli atbalsti, t. i, ka
tie ir kolineari.
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Otradi, piepemsim, ka wvzdoti divi kolineari vektori: aunb.
Izvelésim vienibas vektoru e||a. Tad seko:
a—ae, b=t be;
e=toid
+ba+ab-—0,

t. vektorus saista lineara sakariba. (Jigpem +, ja a un b ir vz vie-
nu pusi virziti, bet ,—“ zime, ja uz pretgjam.)

Piezime.

Caur ikvienu telpas puonktu var vilkt bezgaligi daudz
plaknu, attiecibd pret kuyam kolineari vektori a, b, ;. ir
koplanari.

Ja divi vektori @ un b ir lineari neatkarigi, t. i., ja vienmér:
Aa+Bb+0, bt —a bt ma,

iad vektori ir nekolineari. Ja to atbalstu virzieni ir vienadi, vienm&r var
sameklat tadu m, lal b = ma; bet ja virzieni ir daZadi, nekdds m nevar ne-
vienlidzibu novérst.

Otradi, ja vektori a un b nav kolineari, starp tiem ir lenkis @ & 0 vai
m. Vektors Aa ir kolineirs ar a, Bb ar b; skaidrs, ka Aa+ Bb—s, un
5 =0 vienigi tad, ja A=0, B=0. Ja A+0, B0, tad arf 5540,
td ka

Aa+ Bb 0,
t.  nekolineari vektori a un b ir lineari neatkarigi.

Divi vektori vienmér ir koplanari. Ja tie ir kolineari, tad
ir bezgata daudz plakpu ikviend telpas punktd, kurdm tie ir
paralleéli. Ja tie nmav kolineari, var caur teipas punktu vilkt
tikai vienu plakni, kurai tie ir paralléli.

Teoréma 1l

Tris daZadi virziti koplanari vektori ir lineari atkarigi;
otradi, ja tris daZadi virziti vektori ir 1ineari atkarigi, tad
tie ir koplanari.

Uzdoti 3 koplanari vekiori a, b, c. Caur kadu punktu O konstrus-
sim tadus pasus vektorus; tie visi novietosies kopipa plakné. Kolinearu vek-
toru, saskapd ar pienémumu, nav, tapéc konstruéto vektoru atbalsti nesa-
vietosies, Vienu vektoru saliekam komponentés paréjo vektoru virzienos,

piem., vektore .
C=2¢Cz+ Cy.
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Veltors ¢, kolinears ar a, ¢, ar b. Tatad:
CQ == ma,
Cp = nb.
No ta seko:
¢ = ma + nb.

Tada sakariba ir starp uzdotiem koplanadriem vektoriem,
ta ir lineara:
ma+nb—c=0.

Otradi, ja 3 vektorus a, b, ¢ saista lineara sakariba:

Aa+ Bb+ Cc=0,

A4 B
C———C."a—'cb,

c=ma+nb

un vektoru virzieni ir daZadi, var konmstruét vektoru frijstiri 0A=ma

AB = nb, OB =c. Visas trijstiya malas ir viena plakn&, kas paralléla vek-
toriem a, b, ¢. Arto ir pieradits, ka tris lineari atkarigi vektori ir koplanari.

Piepemsim, ka vektori @, &, ¢ ir lineari neatkarigi, t. i, ka
Aa -+ Bb+ Ce £ 0.

Tada gadijumi tie nav koplanari. Savietojot to iesikumus, nedaba
tris starus plakneé, bet iris starus telpa, t. i. triedrn.

Kaduo ceturto, pilnigi patvaligi izvélgtu vektoru OC = d var salikt kom-
ponentés 3inis virzienos:

OHA:daJ
AB =d,,
BC =4d..

Ta ka vektori d. d., d., ir kolineari attiecigi ar a, b, ¢, tad seko:
d: =ma, d;=nb, d, = pc.
Talak:
d=d; +ds+ d.=ma+ nb + pc,
tatad, ¢etri vektori ir limedri atkarigi.

Otradi, piepemsim, ka 4 vektorus a, b, ¢, d saista linedra sa-
kariba:
Aa+B8b+Cc+Dd=0
No $ejienes atrodam (D 3§ 0):
A B C

d=—Ha—pb— ¢

d =ma + nb + pc.
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Lai dabiitu d, jakonstrue:
OA=— ma,
e .,
AB = nb,
BC= PC,
Mala, kas vekioru poligdnu noslédz,
O_(.: =d.

Vektors d nav koplanars ar a, b, ¢,
ja tie ir linedri neatkarigi.

2. Vektorials talsnes nolidzinajums.

12. att. o . .
? Uzrakstit nolidzinajumu taisnei

caur uzdotu punktu uzdota virziens,

Uzdots punkts A ar stivokja vektoru a, un kads vektors b noteic taisnes
virzienu caur A. Caur A vilksim taisni, kas paraliela vektora b atbalstam,
un gemsim vz taisnes kadu punktu P, kam stavok]a veklors ir r. Vektori

ATP un b ir kolineari:

Aii)ztb,

r=a+‘A75,
tatad r=a-+b. {1)
Kad koeficients ¢ mainas no — <o lidz

+ o, vektora r gals apraksta visus taisnes punk-
tus, tipéc nolidzinajumu (1) var uzska-
tit par taisnes nolidzinajumu.

Blakus iznakums:

Taisnei caur iesakuma punkiu, kas paral-
lela uzdotam vektoram, ir noolidzinajums, ko
dabi no (1), liekot tur a=0

r=!b (2)

No (1) viegli dabil taisnes analitisko nolidzindgjumu, Visus vektorus

a, b, r iedomijamies parnestus punkid O un izteikius koordinatas.

13. au.

Uzdevums I.

Uzrakstit ar vektoru tedrijas palidzibu analitisko nolidzindjumu
taisnei caur p. A {x, y,, z;), kuyas virziena koeficicoti ir propecrciondali
{, m, A

Vientbas vektori:

i, j, k.
Uzdotd punkta A siavok]a vektors:
a=uxi+yj+zk.
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Virztenu nosaka vektors:
b={+mj+nk.
Mainigam punktam P (x, y, z) stivokla vektors
r=uxi+yj+zk.
Sakartba:
r=a+1b,
kad tur fevieto vektoru izteiksmes, dod:
xityj+zk=xi+yj+zk+ {i+mj+nk),
tatad:
x=ux, ti, y—y, +tmt, z=2z, +rt,
XX _ Y yl:z—zlzt
{ m n '

Uzdevums Il

Uzrakstit vektorialo un analitisko nolidzindjumu taisnei caar divi
uwzdotiem punktiem A un B.

Vektoridli divi punktus A un B noteic to attiecigie a un b stivok]a vektori. Reizé
ar to ir noteikls punktu savienojums AB—b—a. Vajadzigo taisni dabdsim, velkot caur A
vai B parallell vektoram AE. Uz (1) pamata:
r—=a-+ib-—a),

val:
r=(1—na+tb (3)
Tikpat labi var¢ja rakstit, uzskatot B par uzdoto punkiu:
r=sa+(!--s)b 4)

&t formula seko no (3), plepemot tur 1 —¢=s, titad t=1—s,

Raksturlgais formulds, (3) un (4) ir las, ka koeficientu summa laba pus@ ir
tdda pati, k2 kreisa.

Diva uzdoto punktu koordindtas: A (x;, v. z) un B (x5, ¥y, 75). Main'gais savienojuma
talsnes punkts P (x, y, z). Punktu stavokla vektori:

a=xityjtak
b=ux,i +y.j + 2.k,
r=xi+yj+zk.

r=(1—na+ib

No formulas (3)

seko:
xi+yj+zk=(1 — ) {xi+y,j +z.K) + t{i +yoj + 2:K);
x=(1—1)x, +tx,,
y={=0y, t 1y,
z=(1—1z, + tz,.
Tatad:

X=X + (x".’_xl)tl

y=nt =
z=2z,+{za — 24,
no Kuriepes galigi:

X=X _Y—-h_z2—un_,
Xoa— X Ya—V1 Zp— 2y,



a6 Tris punkti uz taisnes.

Tedrema.

Lai tris vietas vektoru a, b,¢ gali biitu uz vienas taisnes,
nepiecieSamais un pietiekamais noteikums tam ir tas, ka
starp vektoriem jabit spéka linearai sakaribai:

Sla + S2b + 53(.'. :0,
kur koeficientu summa ir nulle:
SI+SQ+53:O.

Noteikums ir nepiecielams: ja tris vektoru a, b, ¢ gali ir uz
vienas taisnes, starp tiem ir spéka nolidzinajums ar tadu ipaSibu.

No iesakuma punkta O konstruéjam vektorus OA=a, OB=h, OC=c.
Tad seko: A_;sz—a, BC=c—b. Dots, ka vektoru gala punkti 4, B, C
ir uz vienas taisnes, tatad, vektori AB un BC ir kolineari, t. i.

A.—é:t.B_C",
jeb:
b—a—t{c—b),
a—(1+Hb+ic=0.

Tas ir linears nolidzinajums, un koeficientu
summa ir nulle. Tas bija japierdada tedrémas
pirma puseé.

Noteikums ir pietiekams: ja tris vek-
torus a, b, c saista linedra sakariba s,a + s;b +
s;¢ =0, turklat s, +s,+ s;=0, tad 3o vekioru
gala punkti A, B, C ir uz vienas taisnes, No
14. att. 5, t 59+ 53=10 seko:

So= — (5, + 53).

To ievieto nolidzinajuma, kas saista vektorus:

s;8a— (5, + s b+ s5,¢6=0,

jeb:

sy {a—b)+s, (c—b)="0,

I Y
b—a=(c—b)

Tas izteic, ka vektori AB=b—a un B?T:c —b ir kolineari. Bet ta
ka tiem ir kopigs punkis B, tas nozimé, ka tie ir uz kopigas taisnes. Tada
gadljuma visi to punkti, ari A, B, C, ir uz vienas taisnes, un tas ir tas, ko
vajadzgja pieradit.
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3. Plaknes nolidzinZjums vektoriala veida,

I[) Uzrakstit plaknes nolidzinidjumu, kas vilkta iet caur
iesdikuma punktu O un paralléla vektoriem a un b.

Vektoru iesakumus var parnest p. O;
divi taisnes caur kopigu punktu noteic
plakni, (Sk. 15. att.)

Teiksim, P ir kads $is plaknes punkts,

un ta vietas vektors OP — r. Saliekam
to komponentés uzdoto vekioru a un b

VITZIETIOS r—= O_’P=Oﬁ4+ 07\"
Vektors OM ir kolinears ar a, vektors
ON — kolinedrs ar b:

O?I./I: sa, 07\!: tb. 15. att.
r=:sa+(b. (1)
Se s un £ ir skaldar, kas atkarigi no punkta P vietas plakng. Attiecigi

tos izvélot, var ar tadu nolidzinajumu izteikt ikviena plakmes punkta vielas
vektoru. Kadu citu punkiu, kas ir arpus plaknes, ar to izteikt nevar.

II) Uzrakstit plaknes nolidzinajumu, kas vilkta caur uz-
dotu punktu A, ko noteic vietas vektors a, un kas paralléla
vektoriem b un c.

Vektoru b un c¢ iesakumus var parnest p. A; to atbalsti, iedami caur
kopigu punktu, noteic plakni. Teiksim, P ir kids plaknes punkts. Ta vietas
vektors

r=O0P=0A+AP=a+ AP
Vektoru AP saliekam komponentés vektoru b un c virzienos:

AP = AM + AN.= sb + fc.
Tatad:
r-—=a+sb+ fc. @)
M) Uzrakstit nolidzinajumu plaknei, kas vilkta caur tris
vietas vektoru gala punktiem.

Savienojot vektoru gala punktus, dab@jam trijstiri ABC, kur AB=b -—a,
AC=c—a. Jauzraksta nolidzinajums plaknei caur A, kas paralléla AB

un AC. Uz (2) pamata

r=a+s{(b—a)+{(c—a), (3)
vai arl:

r=(1—s—fat+sb+tc .. ... ... #P
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Nolidzinajuma veids ir tads, ka koeficientu summa laba puseé ir vienada
ar koeficientu kreisa puse, bet ja visus loceklus péarnes viena pusé, tad
koeficientu summa ir nulle.

Tedréma.

Lai &etru vietas vektoru a, b, ¢, r gali bitu viena plakneg,
nepiecie§amais un pietiekamais noteikums tam ir tas, ka

s;,a+s,b+s,c+s,r=0,
kur koeficientu summa ir nulle:
$; T8+t osy+ 5, =0.
Ka noteikums ir nepiecieSams, to jau redzéjam. Ja tas izpildits, vai
punkti A, B, C, P ir viend plakné? No papildu noteikuma seko:
§;=—1(s5+ 83+ 8,).
To ievietojam uzdota vektoru nolidzinajuma:
—(s, ts;ts)a+sb+s,e+s,r=0,
. s,
r= (1+ 24 s")a — Srp_ S,
LY

Piepemot apzim&umus
Sa Sy

— =35, — ={,
5, 5y
dabii:
r=(l—s—tfia+sb+lec,
jeb:
r=a+s(b—a)+tc—a),
jeb:

r—a=s{(b—a)+i{c—a)

Tas izteic, ka vektori A-f’, AB un AC ir koplanidri, t. i, punkti 4,
8, C, Pir viena plakne.

4. Lineara sakariba, kas nav atkariga no vektoru iesakuma.
Tedrema.

NepiecieSamais un pietiekamais noteikums tam, ka saka-
riba, kas saista nzdotu punktu vietas vektorus, nav atkariga
no iesdkuma punkta izvéles, ir tas, ka koeficientu algebriska
summa ir nulle,

Uzdoti punkti 4,, A,, 4,, Ap, kuru vietas vekiori ir ry, 1y, Ty, Ts
(attieciba pret centru 0). Tos saista lineara formula:

k1r1+k2r2 +k3l'3+ .- +knrn:0 s e e e (I)
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Japierada:
1) ja formula speka ari tad, kad iesakumu pem cita vieta, tad
b+ ks + &yt + k=0, (2)

2) ja tada sakariba starp koeficientiem ir speka, tad formula (1) deriga
neatkarigi no iesikuma punkta izvéles.

O

16. att.

Noteikums ir nepieciedams: ja (1) ir sptkd neatkarigi no ie-

sikuma izveles, tad seko (2). Uzdoti punkti A,, 4,, 4,, An. To vietas
vektori atlieciba pret iesakomu O ir ry, ry, €y, t,,bet attieciba pret ie-
sakumu O, ir t/;, 'y, 3 r',.  Neatkarigi no iesakuma punkta izvéles:
() b1y + koro T kgry + + k.t =0,
() &yv'y thot's + AyT'y+ + hat'n=0;
r,—r,— O_C.)l:I,

t,—=r—1,

l"g = l'.z —_ ',

I"'3 == ra - l )

t'h=r--1.
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Viena laika ir speka:

() &yry + RyTa + R3ry + + ko, =0, un:
(A1) &y (r, —1) + ky(r, — 1) -+ ko(rs — 1} + + ky(rn— 1) =0.
Otra formula attaisam iekavas:
Rty + Roto + Ryry + thaty— (kT Ry + Ryt + k)i =0

Ieverojot (1), seko:
kyt+ kyt+ hy+ k,=0.
Otradi, noteikums ir pietiekams: ja (1) un (2) ir spéka, tad
iesakumu var izvélst patvaligi. PatieSam, ja

Ryt oty + Rty + + Ratn =0,
un tai pasa laika:
Byt ko + Ryt + k., =0,
tad seko, ka arl sakombingla formuia ir spgka, proti:
k1r1+k21‘2+k3r5+ +k,,l‘,,—(k1+k2+ k,,)l:O
kur 1 kads pilnigi patvaligs vektors. Parkartojot, atrodam:
Rinn—Dth(r,—1)+ + Rt —1) =0

Tas izteic, ka formula (1) ir speka attieciba pret patvaligi (ar vektoru 1)
izvéletu iesakumu,

Vingrindjumi.

1, Pleradit vektoros, ka trijstifa medidnas krustojas koplIgi
punktd, kas katral medidnai at3ke] vienu tre3dalu, skaitot no
malas, ko medlidna dala.

Plrmais atrisin&jums.

lesikuma punktu O pemam 2arpus (rijstdra plaknes. Trijstiga virsotnes notelcam ar
vektoriem

O_:'4=a, O_B:b, OC =c.

Malu viduspunktl, kas atilecigl pretim virsotnem A, B, C ir A,, B, C;; to stivok]a
vektori:

O_Alzé(c+b), O_;Bl=%(a+c), (TCI_—_;(HI:).
Medidnu nolidzin2jumi:

AA, (04, 0A)) r—sa+ '§ (1—s)(c + b)
BB, (OB, OB)). r:tb+;—(l—t)(a+c)

cc,. . .(0C, 0C) . . .r:ac+é—(l—u)(a+b)
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Ja medlanas krustojas kopigd punktd, tad ir tidas vértibas s, £ u, ka no vislem no-
lidzindjumiem seko vlens un tas pats vektors r.

Jabait speka:
1 1
=;(1—H=5(1—u),

%(1—3):!:%(1-—:1),

2(1 s)_ﬁ(l—t):a.

No ta seko:

Uz katras medianas ir viens tads punkis, kam stivokla vektors kopigs; 3ls punkts
visaim medianam kopigs. Vietas vektors koplgd punkta:

073=sa+1§(1 —s)(b+c):%(a+b+c)

Ta ka
A= g(b+0),
tad seko:
A‘j):%(a+b+c —a:%(a+b+C—38)=%(b+c_2a)l
p_,il:%(b+c)—%(a+b+c)=é—(b+c—2a).
Tatad
A_}’DZQP_A:‘U
jeb
PA, = g A,

Otrs afrisindjums.

Trijstiya virsotnes ir A, B, C, pretéjo mala viduspunkti A,, By, C,. Malas wvztveram k2
veklorus:

— — -3
AB=¢, BC=a, CA=b.
Savienojam A ar A;, tad viegll apsvert, pagarinot medianu, ka
2AA,=c—b,
ta ka
1
=z {c —Db).
Medisnu A4, sadalam 3 dalas; punkts P Ir tads, ka
AP:PA, =2:1.



4_ 2_ ang_rlnijumi_.

Tad seko: 0
AP 3AA1_3(C b),

PA = g A, = (c—b).

Punktu P savienojam ar 8 un B,; japierada, ka B,P un PB veido taisni un to attleciba
ir ! 2. Aprékinam:

= 1 — —
Dy — —
Bp=, CA+AP= d(c b)_6(2c+b,,

1
Ph=AB— AP—c—-—(c b)= 3{2(:+b),

no kurienes izrict, ka
— 1 —

B.P=PB.

‘

Lidziga karta pierada, ka
- ] —
CIP:_"PC.
2
2. Uzdots parallelograms ABCD. Mailu AD sadala r vienaddas
dalas, ta ka
AK=14D.

Punktu K savieno ar B. Sis savienojums sastop diagénali AC
punkta P. Atrast AP:AC,

Iesakumu piegemam punklda A un wzdodam punktiu B un D stivok]a vektorus:

a—AB, b=AD.

Dots:
el el l
Ak=Lab="p.
n n
Var atrast;
AC=AB+BC=a+b.
Talsnei AC ir nolidzindjums:
r—= s(a +b).
Taisnei K8:
r=(. AK +(1—1) AB,
'
= b+l — .
n b+ fa
Krustpunktad P vietas vektori ir vienadi:
s(a+b)=%b+(l —Da,
no t3 seko:
4
s=]1—ft=—;
n
1
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Tatad:
AP _ 1
AC ™ n+ 1Y

Ja mala AD sadalita n da|as, tad diagonale AC sadalita 7 4 1 dalas:
AD _ AC

Geometriski skaidrs, ka punkts P sadala vienadi altiectba tiklab AC ka KB. To var
plerddit vektoriali:
b athb
-+ x = sy
n n+1
tatad:
na—b
X=-—-.-- ;
nin+1)

e —
ntl mx=a,

tatad:
X — na—b>b
T oont1

X —=mX,
m=nn

17 att.

3. Lenpkis uzdots ar vektoriem aun b, Uzrakstit lepka bisektrises
nolidzindjumu,

Qermetriski, lai atrastu vzdoto lenka bisektrisi, konstruéjam rombu QACSHB (bisek-
trise OC) vai OA C, B (bisektrise OCp (Sk 17. att)
Vektoriall:

No punkta O koostruc¢jam vienibas vektorus

a b

— un b-,

(o modu]i = 1). Bisekirisel OC ir nulldzindjums:

a., b
r—s(242)

Lai dabiilu bisektrisi, OC,, konsirugjam no kopiga punkta vienibas vektorus:

a
— ufl— —

a [
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vai:
a b
— T un —
a b
Bisektrisei: O C, ir nolidzindjums
r—s(2 E)
—T\a &)

4, Trijstura tek32ja bisektirise sadala malu divi nogrlieigos, kas

attlecas k4 tiem pieguloSas malas.

lesdkums: punkta C.

CA=a,
CB=b.
Malas AB nolidzindjums
r=sa+(l —s)b.
Bisektrises nol(dzinajums
f— t( a b )
— 5"
Krustpunkid
b

sa+ (1 —s)b:t(-g_ +75)'

s=—t—, as="5b(l—s)=t,

a
titad:
t
]. — 5= ? -
Talinu parametri krasipunkia:
b
S=a+b’
ab
t = —
até

tatad:
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5. Pleradtt, ka trijstfira blsektrises krustojas kopiga punkta Atrast
51 punkta vietas vekioru.

Trljstlifa virsotnes apzimejam ar A, B, C; bisekirdses, kas no 5im virsotnem (ziet,
sastop pret2Jas malas punktcs A4,, B;, €;,. Mums bas:
AB=b—a, BC=c—b, CA=a—rc
Apzimgfuml malu gajumiem:
|AB|=¥, |BC|{==, |CA|=58,

Lietojot iepriek¥2ja uzdevuma {znSkomus, var atrast malu nogrieZpus, kados bisekirises
malu sadala:

a+f
A — T
B 1—ﬂ+'{(c b)!
Bisektrifu nolrdzindjumi:
A4, r=sa+(l —s)(b+ BA,),
BB, r=tb+ (1 —)(c+ CBY,
CcC, r=uc+(1 —u) (a+ A_é‘l).
Tatad:
BB, r:tb+(l—t)c+v+a(a—c),
CcC, r—=uc+(l —u) a+m_[f_p(b—a) .

Japierada, ka Ir tadas parametru vértibas, ka visi nolidzindjumi dod vienu un to palu
vietas vekioru. Vajaga pastavet sistémai:

s=(1—t)i—= (1 —u) (1__ _E_.),

a+f

ai= =9 (=,1)

t=(1—u)

val arf: ‘
s 1—t 1—u
ey Fa—atp
t l—a 1—s
B=a+p Bty
4 1—s 1—¢
Y TRt T
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No 3 redzams, ka
s 4 u I—s 1 —t 1—u 1
R T BT Tkt yta a8 T aApAy
Tadas parametru veérlibas atrast iespéjams. Talad biscktrises krustojas koplgd punkia,
kufam atbilst vietas veklora parametrs

§= 2 * i
=T BET = p (p — perimetrs)
un vietas vektors
b +vc aa + fb + yc¢
Bty p

6. Paradrt, ka trijstori kada lepka iek3&ja biscktrise un divu parégjo
lepku 3rejas bisektrises saiet kopa viend punkta.
Trijstiira virsolnes apztméjam ar A, 8, C. Ta malas uztveram ka vektorus

— — —

CA=a, CB=b,AB=b—a=uc

r—sa-+ (l—s)B

Malu garumi ir
—_— — —_—
|CA|=a, |CB|=0b, |AB|=c.
lekZejai bisektrisei stirl € ir nolldzin2jums
a b
— S| - —
T (a + b)l
arejam bisektrisem stofos A un B {r nolidzindjumi:

r=a+t(;+ E).
r=b+u(g E)

Vektoru ¢ var aizvictot ar b—a, tad seko:

a_ b
I'—S(a +5):

r:a+t(a b_a)l
A

a

r=b+u(

+

b, ,a—b
bt

).

(0

Lai kopigais krustpunkts eksistétu, nepiecieSamais™ un pietlekamais noteikums tam ir
tas, ka nolidzindjumu (1) Jabas pusés skaldrie koeficienti pie a un b ir vienadi:

s g t
a=]+a C:?, jeb: se —ac+{(c—a)=au
5 u
=l =1 +b-_':, jeb: S¢ = bt = be + u (¢ — b).
Tatad :
ahc
cs—au="bt=— - —
a4 a+b-—c¢

No Zejienes seko tadas parametru s, ¢ 4 veritbas, kas nolidzindjumus () pataisa par
vienddlem, t. . talsném, ko tic izteic, ir koplgs punkts.
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Divu vektoru reizinajumi.

No vektora, ka virzita nogrieZna, jédziena neizriet tiedi, kas jasaprot
ar divu vektoru reizinajumu. Novérojot divu vektoridlu lielumu kopumus
méchanika un fizika, redzam, ka iznakumiem var bit divéjads raksturs.

Piemers |I. Piegemsim, ka uz materiilu punktu P darbojas konstanta
virziena un lieluma speks, ko aitelo vektors F, un spéka pielikuma punkts
parvietojas pa taisni no P lidz P,. Pirvietojumu PP, attélo vektors s. Speé-
ka padarito darbu pilnigi izteic skaitlis

Fs cos (F,s),

piepemot, ka darba vieniba ir norunata (piem. kilogrammetrs). Si skait]a
izteiksm€ jeb formula ieiet ka reizinataji: abu vektoru lielumi (modu}i} un
vektoru veidota legpka kosinus.

Piemeérs Il. Spéku lidzsvara jautdjumos lie!la loma ir spéku momenta
jédzienam. Pienemsim, ka punkta P, ko noteic vietas vektors OP = r, pielikts
speks F. Speéka momenta lielumu (atiieciba pret punktu O) dabi, ka spéka
reizindjumu ar atstatumu no O lidz speka darbibas taisnei:

Fr sin (F, ).

Sini formula ieiet ka reizinataji: abu vektoru lielumi (modul]i) un vek-
toru veidota lenka sinus. lzteic darba vienibas, bet gluZi pretéji, ka pirm3
piemérd, neapmierinds ar skaillisko lielumu, bet piegem ari virzienu, t.
attelo speka momentu ar vektoru, kas statenisks pret abu vektoru plakni.

Abos pieméros uzdoti divi vektori un veido reizinajumu, kurd ieiet ka
reizinataji abu vektoru moduli un lenka trigonometriska funkcija; ja p&déja
ir kosinus, iznakumu uzskata par skaitli (skalaru), bet ja ta ir sinus, iznakumu
uzskata par kada veklora lielumu,

Sie un citi praktisko zinibu lauka smellie piemeri liek izikirt divéjadus
divu vektoru reizinajumus: 1) skaldro un 2) vektorizalo.

1. Skalarais vektoru reizin@jums.
Definicija:

Divu vektoru @ un b skalarais reizindjums ir skaitlis ab
cos 68, kur 8 i1r vektoru veidotais lenkis.
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Skaldro reizinajumu apzimé, rakstot starp vektoru nosaukumiem punktu;
ad, saskapa ar definiciju:

a-b=abcos 8 v

Vienu no uzdotiem vektoriem, piem. b, var saliki komponentés: otra
vektora virziena (iek3&ja komponente b,) un stateniska pret to virziena
(ar¢ja komponente by):

b =bcosH,
b2=b5in 9.

Lidziga karta var salikt vektoru a— a, + a,, kur a; kolinears ar b,
a, 1 b. Tad komponentu lielumi: a;—acos®, a,—=asint.

Definicijas formulu (1) var rakstit:

asb—a(bcosB)="0b(acos®),
a-b=ab,=0ba,.

Tas nozima:

Lai dabitu divu vektoru skalaro reizinajumu, jdpareizina
viena vektora lielums ar otra vektora projekciju uz pirmo (jeb:
ar otra vektora ick3éjas komponentes lielumun).

Tapeéc skalaro reizinaianu sauc ari par iek3§&jo reizinasanu (Grassmann,
no jaunakiem autoriem: A. Chatelet un I, Kampé de Fériet). Vel citi apzi-

méjumi: diva vekloru tie§ais reizindjums (Wilson) vai algebriskais rei-
zinajums (Coffin),

Ipasi gadijumi:
1) Kolineari vektori var bat tiedi vai preteji paralleli: 8 =0 vai =.
Atkariba no ta, seko:
ja =0, cos®=1, a-b=ab;
ja8==w cosB=—1, a-b=—ab.
Ja abi faktori ir vienadi, a=>b, skaldro reizindjumu a -a sauc par vek-
tora a skalaro kvadratu un raksta (a)®; tatad:
{a))=a-a—a3,
t. i. vektora skalarais kvadrats ir viendds ar modu]a kvadratu.
2) Stateniski vektori:
8=H;,c038=0:

ab=0.

Ja uzdoti divi vektori a un b, un vienam no tiem parmaindm
virzienu uz pretéjo pusi, tad nemainas ne vektora moduli, ne lepka kosinus
absolata veértiba, bet parmainis tikai kosinus zime, t. i. parmainas skalara
reizinajuma zime:

(—a)s b=a«(—b)=—(a-b) . . ... .. .(@
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2, Skalara vektoru relzindjuma ipaSibas.

Tas var izteikt 3 vienadibas:
1) a-b=b-a;
2) (ma)-b=a-{mb)=m(a-b);
J)ar(bt+cy=a-b+a-c.

Pirma vienadiba izteic, ka vektoru skilard reizindjumd faktoru kartibu
ir atlauts mainit (kommatativa ipasiba).

Tas seko no ta, ka formulas

a-b—abcos(a,b)=abcos 8,
b-a= ba cos (b, a) = ba cos (—¥)
labas puses ir vienddas; tatad, ari kreisds puses ir vienadas.

Otra vienadiba izteic, ka skalaru koeficientu drikst parvietot no viena
reizinatdja otra vai ari nolikt visam reizindjumam priek3a. (Skalaro koefi-
cientu asociativa un kommitativa Tpasiba.)

Lai to pieraditu, apskatim papriek$ gadijumu, kad m > 0; 3in] gadijuma:

cos (ma , b)= cos(a , mb)= cos(a, b),
tatad, pareizinot ar mab:
mab cos (ma , b) = amb cos(a , mb) —=mab cos(a, b).
Tas apzime, ka

(ma)«b—=a-(mb)=m(a-b) 3)
S1 formula, ievérojot (2), pareiza ari tad, ja m ——1. Apskatam,
kas bis, ja m = —m,;, kur my >0. Saskani ar (3)

(m,a)-b=a-(mb)=m(a-b)

Ja piarmaina virzienu vienam vektoram, parmainis zime skalaram
reizinadjumam ; tatad, ja iepriek$&ja formula pirmas divi iekavas pieliek
klat — zimi, tad tada pat zime japieliek priek3a beidzamam lcceklim

(—ma)-b=a«(—mb)=—m (a-h).

No ta r¥dzams, ka formula (3) paliek speka ari tad, kad = ir negativs.

No (3) viegli seko Sada visparigaka formula:

{ma)+ (nb) = (na)- (mb) = mn(a-b) %)

Otradi, ja skalarais reizindjums a-b =0, tas nozimé&, ka var biat ¢ =0,
vai =0, vai a L b; faktori var ari nebat nulles, bet tom&r to skalarais
reizinajums izzdid, ja vektori ir stateniski.

Tatad, nepieciefamais un pietiekamais noteikums tam,
lai divi vektori, kas nav nulles vektori, biatu stateniskij,
ir tas, ka to skadldrais reizinajums ir nulle:

a-b=0.
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Vienibas vektori. Divu vektoru a un e (e=1) skaildrais reizinajums
are—acos B
ir vienads ar a projekciju uz otru vektoru. Ja abi uzdotie vektori ir vienibas
vektori: e, un e, (¢, =1, e; = 1), to skaldrais reizinajums dod vekioru vei-
dotd lepka kosinu:
e e, =—cos B,
Ja e1=02=e:
(e*—e-e—=1.

Vienibas vektorus tris savstarpigi statenickos virzienos pienemts apzimét

ar 1, j, kK; acim redzot:
lel=j-j=k-k=1,
lej=j k=k-1=0.

Visparigd gadijuma divu vektoru a un b skalara reizinajuma noteik3anai
ir definicijas formula:

a-b=ab cos (a, b).

Se @ un & ir pozitivi skait|i, kas izteic vektoru garumu (moduli), ta ka
ab > 0. Lenki starp vektoriem var skailit no pirma vektora lidz otram: ne-
gativu pulkstena raditaja virziena, pozitivu — pret€ja virziena ; ievérojot kosina
funkcijas 1pasibas, pietiek gemt mazako lenki starp vektoru virzieniem,
uzskatot to vienma@r par pozitivu,

TQ—C), cos 6 >0,

a-b>0; ja, turpretim, legkis starp vektoriem ir plats (ﬁ<8<'rr), tad

2
cos 80, a-b< 0,

Ja, neaizkajot vektoru lielumu, vienam parmaina virziena pusi pret
pretéjo, lepkis starp vektoriem parvérias agraka lepka papildindjuma lidz &,
reizé ar to kosinus parmaina zimi, jo cos (x —8)=—cos 8,

Tre3a vienadiba

Ja mazakais lenkis starp vektoriem ir 3aurs (0<8<

a-(b+c)=a-b+a-c (5)

izteic vektoru skilaras reizinisanas distribiitivo Ipaiibu: lai pareizinatu
summu, japareizina visi summandi un izndkumi jasaskaita. Zime + apzime:
kreisaja pusé — vekioru {(geometrisko) saskaitianu, labaja pusé — skilaru
lielumu (algebrisku) saskaiti3anu,

Pieradijums.

Apzimé&sim ar ¢ lepki starp vektoru a un vektoru 0C=0B+BC=b+c¢
{18. ait). Tad seko:

a-(b+c)=a- O—f,'=a.10_(:‘| cos o,
tatad :

as(b+c)=a.0C,=a.(0B,+8B,C)=a.08,+a.BC,.
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Viena vektora lieluma reizinajums ar
otra vektora projekeiju uz pirmo ir vektoru
skalarais reizindjums:

a OB,—a+b;a B,C,=a-c,
tatad :
a-(bt+c)=a-b+a-c.
Si iznakuma vairakkartiga lietiSana rada,
ka divas vektoru summas skalari
jareizina 13 kd algebriskas summas:

(atb+c+ Jde(l+m+n+. )=
asl+b+1+c-1+ +
a-m-+b-m+c-m-+ =+
a-n+b-nt+cen+ +

Piemé&ram :
(a+byP=(a)*+2a-b+4(b)*;
(a+b)-(a —b)=(a)’—(b)°.

Ja divi vektori a un b ir izteikti savstarpéji stateniskos vienibas vektoros:
a=aql+aj+ak,
b=¥&11+ 56+ 8, K,
to skilarais reizinajums:
a'b = albl(i)2 + a2b1 j' i + asbl k"+a2b2 (j)2+a1b2l"j+asb2 k'j +
+ aﬂ ba (k)‘z + albs 1 - k + 02b3 k 'j — albl + a2b2 + asbs,
tzapéec ka (1)* = (j)® = (k)® = 1, bet visi citi skalarie reizinajumi labaja puse izzid.

Tatad -
a'b=01b1+agb2+a3b3. (6)

3. Skaldrd vektoru relzinajuma lietaSanas plemeéri.
Piemérs 1: Uzdoti divi vektori a un b, Atrast to veidota
lenka kosinu.

Nosauksim lenki, ko vekiori veido, par 8; 13 kosinus ir vienibas vektoru
skalarais reizindjums:

R
.

cos 8=

Piemérs 2: Uzdoti divi vektori a un b. Atrast viena vek-
tora komponentes parall&li otra vektora virzienam un sta-
teniski pret to.

4.
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v —

Vektora b iek3€ja komponenie
b,=bcos B 2,
a

kur
a b
cose_a b
tatad :
asba a-b
=b— ——=-—-4,
by =5 ab a— &
b3=b—b1=b_§'—_,b—a
al

Piem&rs 3: Divi punkti uzdoti ar stdavok|a vektoriem a un b.
Alrast to atstatumu d.

Ja O_;I:a, 0—1'3—_-1), tad AB=b— a.
To pacelam skalari kvadrata:

@ = (AB)?= (b —a) = (b)2 — 2a- b + (a)%,
d=a*+8—2a-b.
Ja lepkis starp vektoriem ir 8: a-b—=ab cos 8:
d*=a?+ b%*-—2ab cos 8.

Piemérs 4: Dabiit ar vektoru palidzibu formulas, kas izteic
sakaribas starp trijstira malam un lenkiem.

Apzimésim ar A, B, C trijstira stiijus un reizé lepkus 3inis stdros.
Trijstara malas uztversim ka vektorus:

EB:a, C?A':b, \B—c=a+b.

Pacelot skalari kvadrata:
(a)’ =(b)*+2b-c + (c)?,
a?® = 5%+ 2 bc cos (b, ¢) + c%;
lengkis (b,¢)=7=—A4,
cos (x— A) = — cos A.
Tatad:
a2 =6 —2bccos A+
Vektorialo sakaribu starp maladm pareizinisim skalari ar a:
a.a=b-a+c-a,
tatad -
2® = ab cos (b, a) + ac cos (c, a),
lenkis (b,a) = C,
» (C, a) = B,
a®—=ab cos C+ accos B,
a=~§cos C+ ¢cosB.
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Piemé&rs 5: Dabut sferiskds trigonometrijas pamatformulu:
cos @ = €os & cos ¢ + sin b sin ¢ cos A.
Vienibas vektori e,, e, e; noteic lodes punktus A, B, C. (Lodes radiuss = 1).

Sferiskais lepkis A ir lepkis starp punktd A vilktdm pieskardm ple lokiem A8 un AC.
Tas vzdosim ar vienlbas vektoriem v, un v,. Vienibas vektoru relzlndjums ir lenka kosinus:

c0s 4 = v,V

Vekiors v, ir koplanars ar e, un e, v, ir
koplanars ar e, un e, Tatad:

v,=ua e, +fe,,
V‘Z — 0’-281 + E2e3-

(A)

Jaatrod Xy, al- Toy 32-
Reizindm skalari pirmo formulu (4) ar v, un
e,, bet otru ar v, un e;:
Vievi=2@, -V, T B eV,
Vite,—ux e e +Pey e
v s vi=(v,)? =1,
el 'V1 — 0 (e1 _J_ Vl)’

T .
eV, — cos(2—c)=31n £,

e -e, =1,
€,+€,=Co0s C.
VyoVo=0,@ * Vot 850 Vy, 19. att
Vysey—=me e tfe; e
VorVe=1,
e v,=0,
€y Vy— cos(;— b):sin b,
e, -e, =1,
€; &, =cos b,
No ta seko:
1} 1 =8, sin ¢, 0=e,+p, cos c;
2) 1=R, sin b, O0=uayT B, cos .
1 . eos ¢,
B =in &> =" Sin ¢
1 cos b
2= 5n s ™= "sin b
Tatad:

e, —C05¢C -8
sin ¢
e;—cosh-e

sind

v,=

V2=
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Tie skildri japareizina:
e;,—Cosce+e)-(e,—cosb-e
cos A — &2 cosCc e) (e, —cosbhee)

sin & sinc¢
Skaitrtaja ir:

e,*e; —e,+e,c0sh—cosce,~e,+cosbcosce re, =
—=C¢05d — cOS £ =cos b,

cosa —cos b cosc
C0SA= —— ——

sinbsinc
Tatad

€0S @ == c0s & cos ¢ + sin & sin ¢ cos A,
Cits pieridijums:

Projicgjam B un C ortogdnali uz OA, projekcijas punkti ir B, un C,. TakiOB=1,
tad OB = cos ¢, B,B = sin ¢; tapat OC, = cos b, C,C = sin b.

e, —=08=0B,+B,B—e, cosc+tvsing,

e =0C=0C+CC=e,cosb+v,sinb.
Skalari pareizinot, un leverojot to, ka e; L v, e, 1 vy

CoOSa— ey e, =Cos b cosc+ v,=Vysin b sing,
cosa — cos b cos ¢ + sin & sin ¢ cos A.

Piemérs 6: Telraedrd divi pari pretéjo Shautpu ir stateniski; pie-
radit, katre3a pdra 3kauvtnes arl ir stateniskas, un ka pretejo Skavtgu
kvadratu summa ir t2 pati katram parim.

lesakuma punktu O novietojam vilenad tetraedra virsotng. Vielas wvektori OT‘I:a,

08 = b, 56 = ¢ noteic partjis virsotnes.
Pretéjas Zkautnes:
cunAB="hb — a;
aunBC=c¢— b;

bunC4A=a —c.
Ucdots, ka ¢ 1L ATB:

c-{(b—a)=0,
C-b=c-a.
Uzdots ari, ka a 1 E&‘:
a-(c—b)=0,
a~c—=a-h.
No t3 seko:
c*b=a-c=a-b, (B)
c*b=a-b,

cCb—a-b=0,
b:(c—a)=0.
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Tas izteic, ka b L AC=c—a jeb:

bl CAi=a—c.
Pret&jo Skautpu kvadrati:

(€ +AB2=(2+(b—a)y=c2+b+a*—2a-b,
(a)2+(BC)2—-(a) +(c—b)P=a>+ 5+ c*—2c-D,
(b)’+(CA)~:b‘2—|—(a—c)2:b2+02+c2—23-c.
leverojot (B), labas puses ir vienddas.
Plem&rs7: Uzdotas 4 nekoplanaras taisnes. @ mn apzimé legkl
starp m-toun n-to taisném,
Pieradrt, ka

1 C0S @3 €058, cos B,
COS @ | cos By, cosB,, |
OS5 Qg €058y, 1 cos 8,
cos @, cosB, cosB,; 1

Taisnes uzdotas ar vienibas vektoriem e,, e;, €5, ¢,. T3 k2, saskapd ar piegémumu,
talsnes nav koplanaras, starp vientbas vektoriem ir sp&ka llneara sakartba:

Ae1+Beg+Ce3+De4:0.
Relzinasim 3o nolidzindjumu péc kirtas ar visiem vienibas vektoriem:
Ae,-e, + Bey+e, + Ceyee, + De,-e, =0,
Ae e, + Beyre, + Cegee, + De ey =0,
Ael’e3+Be2'e3+Ce3'e3+De4'e5=0,
Ae¢;-e, + Be,-e, + Ceg-e, + De,-e,=0.

Tatad:
A + B cos 8,, + C cos 8, + D cos 8,;, =0,
Acos B, + B + C €08 By + Dcos 8, =0,
Acos8,y+ Bcos B, + C + D cos B, =0,
Acos 8, +Bcos8,, +Ccos 8,, + D =0.

Lai 3ie nolidzindjumi visi reizé varetu biat spekd, kad A, B, C, D visl |- 0, koeficienta
determinantam jabit viepddam ar 0. Tas jr tas, kas japlerada.

Piem&rs 8: Sliplenkrgis koordindtu aslts (asu tesdkums ir p. O un
savstarplgle legki v, w,, w_.,) uzdots punkts P (a, b ¢). Atrastatstatumu
OP un lenku kosinus, ko OP veido ar koordinitu asim,

Vienibas vektori asu virzienos: e, e,, &,
) €3 = COS Wy,
eg . ea = COS wy,
es . el —= COSs (.02.
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No iesdkuma O lidz P
OP = ae, + be, + ce,.

Lai dabitu vektora garumu, tas jipace]| skalari kvadreata:

O — (OB = (aey ey = oo =
=a(e,t +b¥(e;)? +c%(e,)* +2abe, ~e, +2ace ~e;+2bce, e,

Tatad:
OP2 = a? + b% + ¢ + 2ab cos wg + 2ac cosw, + 2b¢ COSw,. 1
Lai dabitu cos @, kur 2 — lenkis starp Ox un OP, japareizina skalari abu virzienu
vienibas vektori:
ae, + be, + cey a+ b cosw; + ¢ cosmy
oS =@+ —= oiZ_..=" "7 o
Va+ b+t + Vat+b+c2+

kur 1zteiksme zem saknes ir (l).

4. Vektorialais vektoru reizinajums.
Definiclja:

Divu vektoru a un b vektoridlais reizindjums ir vektors v,
kam $adas ipaSibas: id modulis ir ab sin 8, kur 8 —mazikais
lenkis starp vektoriem (0<{8 < %), tavirziensir statenisks pret
vektoru a, b noteikto plakni, un virziena puse ir ta, kas veido
labas rokas triedru a, b, v.

Vektoridla reizindjuma apzimé&$anai Gibss un Vilsons lieta krustipu:
a X b, vicu matématiki bieZi — starainas iekavas: [ab], Burali-Forti un Marko-
longo ipadu simbolu: a A b. Se lietasim krustipu.

Saskapa ar definiciju:
axXb—=absin® n, (1)

kur n apzimé¢ vienibas vektoru, kas virzits 13 ka parvietojas
labas rokas skrave, ja to grieZ ta, ka a visisaka cela savie-
tojas ar b. Pagrieziena lepki © &rti skaitit pozitivu, ja grieSanas, raugoties
no n gala, ir pretéja pulkstepa raditaju kustibas virzienam. Ja a, b, n
virzieni ir t2 saskagoti, ® vienmeér ir pozitivs, tatad, ab sin 8 >0,

Vienu no uzdotiem vektoriem var salikt komponentés: paralléli otra
vektora virzienam un stateniski pret to (iek$&ja un aréja komponente).
Vektoru argjas komponentes ir a,—a sin 8, b, =25 sin 8, tatad:

axb=a(bsinV)-n=~(asinB)-n,
axXb=ab,n—"Ffa,n.
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Lai dabatu vekloriald reizindjuma lielumu, viena vektora
modulis japareizina ar otra vektora aréjas komponentes mo-
duli.

Tapéc vektoridlo reizinasanu sauc arf par aréjo reizinaSanu (Grassmann,
no jaundkiem: A, Chatelet un 1. Kampé de Fériet).

Apskatisim parallglogramu OAPB, kura malam OA un OB ir tadi virzieni
un lielumi, ka attiecigi vektoriem a un b. Parallélograma laukums ir vien-
lidzigs ab sin O, kur 8 =Y ACGB. Tapéc:

Divu vektoru a un b vektorialais reizinajums ir vekiors,
kam modulis ir vienads ar vektoru veidota parallélograma
laukumu, bet virziena vienibas vektors m ir statenisks pret
paralléelograma plakni un virziena puse izvéleta ta, ka, ska-
toties no n gala, parallelograma kontirs OAPB jaapiet pre-
i€ji pulkstena raditaja kustibas virzienam,

Uzdoti a, b; kas ir a X b?

Konstruéjam parallelogramu, velkot O?l:a. 0B =b. Parallelograma
laukums S=gabé sin 8.

Nosakam parallelograma apieSanas n
virzienu. Izteiksmé a b pirmais faktors I
ir a=0A, ar to jaiesak. ApieSanas kar-
fiba OAPB. Vektors n jipem ti, lai,  / |1y DO ___.___.__. P
skatoties no ta gala uz parall€logramu,
apielanas virziens ir pozitivs (pretéjs O
pulkstena raditaja gaitas virzienam).
Seko:

axXb=35n.

Uzdoti tie padi a, b; kas ir
bxa?

Tapat konstruéjam parallelogramu
OAPB, ta laukums ir tas pats: S =ab
sin ©.  ApieSanas kirtitba ir cita, jo izteiksmé b X a pirmais faktors
ir b= OB. Kontiirs jaapiet $ada kartiba: OBPA. Lai tada kustiba no vie-
nibas vektora gala batu pozitiva (pretéja pulkstena raditaja virzienam), vienibas
vektors n, japem pretéji n, Tatad:

b<a=8n,=—5n.
(m,=—n)

— o —— =

>

20. att.

Ipadi gadijumi:
1) Kolineari vektori: =0 vai w, Abos gadijumos sin 8 =0,
axb=0
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Nepiecie§Samais un pietiekamais noteikums tam, ka
divino nulles at$kiriga lieluma vektori a un b {30, 64+0)
ir kolineari, ir tas, ka aXb=0.

Ka 3is noteikums ir nepiecielams, més jau redz&jam: no ta, ka vektori
kolineari, seko, ka to vektorialais reizinajums ir nulle. Otradi, ja a)Xb=0,
un turklat @ +0, 540, no ta seko, ka ad sin =0, tatad, sin 8 =0,
O =0 vai =, tatad, vektori ir kolineari.

Secindjums:
axa=0
9) Stateniski vektori: (-):;, sin O =1.
axXb=abn.

Statenisku vektoru vektoridlais reizinajums a)Xb ir
vektors, kura modulis ir ab un kura virziens ir tads, ka
a, bun aXb veido ortogonalu labas rokas sistému.

3) Vienibas vektori. Kada vektgra a argjais reizindjums ar vie-
nibas vektoru e (e=1) ir vektors, kam modulis ir vienads ar vektora a
ar¢jo komponenti:

axe=asin® n

Divu vienibas vektoru vektorialais reizinajums ir vektors, kam modulis
ir vienads ar vektoru veidota lepka sinu:

e, Xe;— sin 8 n.

Jaatzimé vienibas vektoru 1, j, k ipaSibas, kad tie veido tieSo jeb t.s.
labas rokas triedru: divu cikliskd kartibd npemtu vienibas
vektoru vektoridlais reizinajums dod iznakumi tres3o vie-
nibas vektoru. Proti:

j Xk=1, turpretim: kX j=—1,

Vienadu fakioru reizindjumi izzad:
IXI=Xj=kXk=0.

Ja, neaizkarot vektoru lielumu, viena virzienu parmaina pret pretéju,
lenkis starp vektoriem parvér3as agrika lenka papildinajuma 1idz w; sinus
vériibu 13 neietekme, jo sin (R — 8) = sin B, (0 =<6 = =x). Nemainis ne
vektoru modul]i, ne to veidoti lepka sinus. Parmainas {ikai vienlbas vektora
virziens pret pretgju, t. i. padrmainds vekioriadla reizindjuma zime:

[—a]lXb=aX[-b]=—[a3(h].
Tatad, ja vektoriala vektoru reizinZjuma vienam fakto-
ram parmaindm zimi, tad parmainas zime visam reizindju-
mam.
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5. Vektoriala vektoru reizinajuma ipasibas,
Tas var izteikt vienadibas:

1) aXXb=—1b X al,

2) [ma] X b=aX [mb] = m [a X b],
3yax[b+te=aXxXb+aXc,

3 [bt+c]Xa=bXa+c}a.

Pirm3 vienadiba rada, ka mainot fakioru kartibu, mainas reizi-
ndjuma zime pret pretéju. Tas jau noskaidrots sakara ar vektoriala
reizindjuma definiciju. Vektoriala reizinajuma faktoriem, tatad, nav kom-
matativas ipasibas,

Otra vienadiba ir skaidra pozitiva reizu]a m gadijuma. Ja vienu vai
ofru vektoru palielina m reiz (m >0), lepkis starp vektoriem un to sinus
nemainas, tapat ari nemainas vienibas vektors. Parmain3s vienigi viena
vektora modulis, kas palielinas m reiz; tikpat reiz lielaks ir reizin3jums.
Ja vienu vai otru vektoru pareizina ar pozitivu skaitli m, ar
tikpat pareizina to vektoriidlo reizindjumu. K& jau pieradits,
formula 2) speka ari iad, jam=—1. Viegli paradit, ka i3 deriga ari tad,
ja m ir negativs. Viegli seko visparinajums:

[ma] X [nb] = [ra] )X [mb] = mn [a X b].

Si formula izteic vektoriald reizindjuma aso-
ciativo un kommatativo ipadibas attieciba
pret skalariem reizinatajiem. qa

Formulas 3’} un 3”) izteic vektorialas reizi-
nadanas distribativo likumu. Pieradijums pa-
matojas vz lemmas:

Vektoridala reizinajuma vienu vek-
toru drikst aizvietot ar ta projekciju uz
plakni, kas stateniska pret otruvektoru.

Tatad:

a X b—=a X bl)
kur b, ir vektora b projekcija uz plakni | a.

Lemmas pieradijums.

Vektori a, b, b, ir viena ylaknég, turklat pa- 21. att.
grieziens a, b ir {apat virzits, ka pagrieziens
a, b,. Tas nozim@, ka reizinajumiem a X b un aX b, ir kopigs vienibas
vektors .
Tatad: aXb=absin® n,
ax b,=ab;siny,. a.
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Bet:
= o, by=b sin 8,
a)(b_—_aXbl.

Uzdoti vektori a, b, ¢; var pienemt, ka iesakumi savietoti punkid O.

Vektorus OB =1 un OC =¢ papildinam lidz pilnam parallélogramam;
iad

OD=d=b~+c.

22, att. 23. att,

Parallelogramu OBDC projictjam uz plakni 1 a, tur arl dabdsim

paraliglogramu O, B,D,C;,. Ta malas O:’Blzbl, O:.C1 =¢,, diagonale
OTDI =d,=0b, +¢,.
Uz lemmas pamata var rakstit:
axb=aXxXb=v,
axc—axe —=yv,,
axd=axd=v;.
Vektori v, v,, Vg visi 1 a, tatad, visus var parnest plakné S; tie
1M, ¢, d attiecigi. To lielums seko no:
vi=axXb,=abn, (alhb)v,=ab,;
vo=—a c,=ac; n, (alcg),v,=ac;
vo—axXd,—adn, (ald,),v,=ad,.
No ta izriet, ka O,B,D,C, ~ O, B, D, C,, tatad:
Vg =V, + V,,
axXd=aXxb+aXce,
ad(b+ov=aXxXb+aXe
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Ar & likuma palidzibu var paradit, ka divi vektori, kas uzdoti ka sum-
mas, jareizina {dpat, ka algebriskas summas; vektoridlas reizinaSanas
fpatniba ir tikai ta, ka visos locekjos jdievero faktoru kartiba, jo kartibas

maiga ir lidzvertiga zimes maipai.

Tatad :
[a+b+c+ 1 X[1+m+n+ ]
=aX1+bX1+ce X1+
+FadXm+bXm+cxm+
+axXn+bXnt+c¢xn+
Piemérs :
Pareizinat vektoridali vektorus:
a—=—a,it+aj+agk,
b =61+ b5) + b;k.
Reizinam abas summas {apat, ka reizina algebriskas summas, bet se-
kojam, lai faktoru kartiba nesamainitos:
axXb=ab [| X1]+tazb, [j Xl + @b, [k X 1]+ a,8,[1 X ]+ a,6,j X]]
+ azby [k X j]Fa,by[1 X K]+ asby[j X k] + azb, [k XK.

eit
iIXi=jXj=kXk=0;
ij=k jX1=—Kk,
iXk=1i, kKXj=—1,
kxX1=j, tXk=—j.

Tatad :
ax b: - 0261k+03b1j +dlb2k—ﬂ’3b._,i _albaj + agba i.
Sakirtojot :
a X b=(ayb;—a,b.)i—(a,b3—a36,)j +(a,6, —a.b)) k,
2y da 4
i j k

reizinajums

No lemmas seko, ka vektoru vektorialais
taisni, kas

nemainds, ja viena vektora gals slid gar
paralléla otram vektoram:
axb=—aXxc=a>d.
To var paradit arl ta (24. att.):

b=d+ B,B,
= d + BaBg,

jeb:
b=d+ na,

C:d+nga.
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Tatad:
axXb=aXd,
axXec—=a)d,
axXb=a)Xc=axd.

Otradi,ja aXb=a>{¢,tas nenozimg,
ka b=c, bet ka b no ¢ atS§kiras ar kom-
ponenti, kas paralléla a, t i. no ta seko
ka ¢c=Db+ ra.

6. Vektoriadla vektoru reizindjuma Hetijumi.

Plemeérs 1:

Uzdoti divi vektori a un b. Atrast
to veidota lepka sinu.
24. att. Pareizinot a ar b vektoriali:
a X b=—ab sin 8n,

kur n=1. Titad:
|a X b|=absin®,
JaxXhbh| _|a b
“ab T;Xﬂ'
Tatad, lai dabitu sinu lepkim starp divi vektoriem, ja-
pareizina vektoridli virzienu vienibas vektori un jaatrod
reizindjuma modulis.

sin 8 =

Piemeérs 2:

Uzdoti divi vektori OA=a un OB=" ar gala punktu koor-
dinatam A4 (a,, a,, ay) un B(b,, by, b;) ortogdnilias koordinitu
asis. Atrast sinu lepkim AOB =8,

a=a,i + ay] + ask,
b =41 + byj + byk.

Vektoru a un b modujus dabujam, pacelot skalari kvadrata:

a® = (a)> =a} +a; +az,
5 = (b)? = b + b3 + b3.

Tatad: a:l/af+a§+a§,
v, g2 g2
b=V b+ b5+ b;5.
Lai dabiitu lenka sinu, uzdotos vektorus pareizinam wvektoriili.

a; a; a
axXb=|b b, by|—=absin® n,
i j k
asay|  .|a;a a a;| )
ib2b3 b, b, +kb162_.absm8.n.
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Vektors, kas vienadibas kreisaja pusé, vienads ar to, kas labaja puse;
tapéc ari to moduli vienadi. Atrodam:

2 2 2
a, as a, a4, @) Ay} 23 30D E
b, b, + b, b, + b, b, = a? b sin? 8.
Tatad:
sin2 @ =— {898y — agby)® + (a3b, — a,b5)* + (@, 55— a,b,)*

(63 + a3 +ad) (b + b2+ b3)
Piemeérs 3:
Pieradit Lagranfa-Eilera identltati:

2
Bt 2| =(al+ad+ad (8l + B+ ) — (a6, + ar by + as by,
by by by

Krelsaja pust izteiksme apzimé malricas minoru kvadritu summu. Identitati dabajam,
uzskatot a;, a5, ay par punkta A, bet &, b, by par punkta B koordinilam ortogdndlas
—

koordingtu asts. Vektorss OA=a un OB = b pareizindm vektoniali:
a=ga,1+a,j+ak,
b=~51+ b,j + b,k.
Veklorlilals reizinijums:
a, a; a,
axXb=\d by by|—=absinOn.
i J k
Pace]ot skalad kvadrata:
(a X by=a%b?sin?* B,
=a?b? (1 — cos® 8),
=a?b* — (ab cos B)2

(a X b)2=0a%b6>—(a-b)>.

Tatad:

Tas ir vajadzigd identitite vektoriala veida. levietojot tur attiecigds vertibas, dabii:
2 K

2

a, a, a, ag ag a,
b, b, by by by &

= (ai+ar+a3) (5] + 81+ 8)) — (@b + a0y + 3, 69)".

+ +

Piemérs 4:

Pleradit, ka trijstart
a _ b _ ¢
sind” sinB~ sinC’
Teljstira malas uztveram k3 vektorus, kas veldo slégtu poligdnu, {1 ka
a+b+ec=090.
To relzinAm vektoridli ar b un ¢.
axXb+rcXb=0,
axet+tbxXe=0

(A)
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Seit:
a X b=aébsin(a, b)(—n) (a, b)=n—-C
c><b=cbs.1n(c, b)n € b)=r—4A
bX c=cbsin(c, b)(-—n) |
ax c=acsin(a, ¢n a ¢)=rx—~H
n apzimé vienibas vektoru, kas virzits stateniski pret trijstira plakni; no n gala rau-
goties vektor! a, b, ¢ atbilst pozitivas rotacijas virzienam (preteji pulkstena raditija gaitai).

Tatad: aXb=absinC(—n),

cXb=chsinAn,
b X ¢ =cbsin A{—n),

ax ¢—=acsin8Bn.
To ieverojot, no (A) seko: . .
—absinC+chsinA=0,

acsinB—cbsinA=0,
vai:
cbsin A =acsin B=absinC,

sinA_ sinB__sinC
a b

Vingrinajumi.

1. Paradit, ka stategi caur trijstiara malu viduspunktiem fet
caur kKopigu punktu

Izvélot patvaligu iesakuma punktu O, uzdodam trijstara stojus A, B, € ar 3 nchkopla-
nariem vietas vektoriem k, I, m, ta ki

O_h:k, OB = L 0C=m.
Trijstafa malas uztveram ka vektorus a, b, ¢:
a—BC—=m— 1,
b=CA=K— m, )
c=AB=1—k

Izvelam frijstara plakng vienlbas vektorus h,, hy, hy (h, = h,= A, =1}, kas stateniski
attiecigi pret maldam a, b, ¢; tatad

h,ea=0, hy-b=0, hy-c=0. an

Caur trijstira malu viduspunktiem vilktiem statepiem ir nolidzindjumi:

rlzm—;—a+s1h1.

l'2: k—%b +52h2,

]
r3=I —Q’C+33h3,

kur $,, S, §3— mainigi parametri, Ja 3is taisnes krustojas koplgd punkta, tas nczime, ka ir
tadas parametru vértibas, ka r;=r,—r, Jabut
]

2b+52h2:b_‘1'c+.§3h3-

2
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No Zejlenes seko, {everojot (I):

55 h3 —_ 32h2= :i' a,
$ihy — sghy = ;—b,
.5'2119—.5'1']1 :; C.

Reizinot 3is vienadibas skalar ar a, b, ¢, dabi, ievargjot (II):
1b-c_ )bcosA
2h, ¢ 2 sinB
un tapat s, = r cos B, sy =rcosC, kur A, B, C apzimé Irljstiira lepkus un r — aprakstita
rinka radiusu.

5= =rcosd,

2, Atrast vientbas vektoru, kas statenisks pret vektoriem 2i—j+k
un 3i+4j—k, un aprékinat sinu legkim, ko 3ie vektori veldo.
Uzdotos vektorus apziméjam ar vy un v,:

v,=2i—j+k,
v, =3l +4j—k
Vektoru moduli vlzl,f'ré: v,:]//—Qé.
Vektorialais reizinijums
v, X vo=[2i—j + k] X3+ 4—Kk|=
=11{ixX1—3[Xk]+5[kX1]=—31+5] + 11k.
Tas Ir vektors, kas stalenisks pret abiem uzdotlem; ta modulls
Vi X ¥ | =3 (— 3P+ 5+ 112=)7 155.

Vienibas vektors n, kas staienisks pret abiem uzdotiem:

—_3i+ 5+ 11k
Y155
Sinus lepkim, ko veldo sava starpd uzdotie vektorl:
e —| Y1y Vel _[ViX¥|_ 4 /155
Sin® = wlx'vg X 156

3. Uzdotassliplenpku koordinAtu asis ar vektoriem

OA=a, OB=b, OC =¢.

Punkts P 1, 1, 1} noteic starn 5!5 Atrast td virziena kosinus, ka

art
moduli.

Vektoram r = 6)3 komponentes ir a b <.

a, b
r=—+—-+
a b
Pacejot skalari kvadrata:
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Ja lepkus starp b un ¢, ¢ un a, a un b apzime attiecigi ar X, p, v, tad seko, ka
r=1/ 3+ 2(cosA+ cosp + cos v).

Virziena kosini vektoram r:

a a b C
a r E.(3+F+?) 1+ cos v+ cosp
COS @ = ¢ —= -= ,
a r r r
b fa b ¢
b r ?.(E+F+ c’) cosv + ) + cosA
COSP=- «-= = ,
b r r r
¢ fa b ¢
c r c'(_5+_5+c) cosp + cos A+ 1
COSY:?"—r:-—— ’ — - .

Uzdevumi 1II.

1. Pieradit, ka trjstiira augstumi krustojas viend punkia.

2. Trijstaris dabdats, savienojot trapezai neparallelas malas viduspunktu ar pretejas ma-
las galiem. Pierddit, ka trljstiifa Jaukums ir viendds ar pustrapezas laukumu.

3. Uzdotas sliplepku koordinitu asls ar vektoriem O-;l =a, 58: b, O_(",'-_- ¢. Airast
tadu punktu P, lal vektors aP veidotu vienadus lenkus ar a, b, ¢.

4, Ja taisnei vienddi lepki ar tris talsném, kas parallglas kopigal plaknel, tad ta sta-
teniska pret 3o plakni.

5. Punkts ir vienados atstatumos no taisma trijstafa stifiem. Pleradit, ka punkta sa-
vienojums ar hipoteniizas viduspunktu statenisks pret trijstira plakni.

6. No argja punkta O velk pret plaknl stateni ON. Otru taisnl OM velk stateniski
pret taisni PO, kas ir vz plaknes. Pieradit, ka MN 1 PQ.

7. Tetraedra Skautnu kvadrati kop ir vienlidzigi 4-kartigai pret&jo skauipu savieno-
jumu kvadratu summai,

8. Pieradit, ka parall2logram3a diagonaju kvadratu summa ir vienlidziga visu malu kvad-
ratu summai, ka diagonalu kvadratu starpiba ir vienlidziga 4-karligam kaimipmalu reizini-
jumam ar kosinu no legka starp 3im maldm, ka divu kalmipmalu kvadrdtu starpiba ir vien-
Itdziga diagondju relzindjumam ar lepka kosinu starp diaginalem.



iv.

Vektoru lietajumi telpas geometrija.

A. Plakne.

1. Plaknes nolidzinajums. Uzdots vienibas vektors e, kas vérsts no
iesakuma punkta O stateniski pret uzdotu plakni. Statepa gajumu no O
lidz plaknes punktam A nosauksim par p:

ON=p, ON =pe.
Patvajigi izveleta plaknes punkta P vietas vektoru nosauksim par r. Pareizi-
nasim to skalari ar e:
r-e=r-l-cos89=p,
r-e=p (H
Visu plaknes punktu vietas vektori atbilst nolidzinajumam (1), un ne-
viens vietas vektors, kas nobeidzas punktd arpus plaknes, nav $ini nolidzi-
najumi derigs. Tapéc (1) var uzskatit par plaknes nolidzindjumu.
Ja plaknes normailes virzienu raditu nevis vienibas vektors e, bet kada
cita gajuma vektors n, tad biitu
e =n/n
To ievieto nolidzindjuma (1) un daba:

n-—
r‘;—p,
r-n=np=4gq,
r-n=gqg (2)

Tas ir nolidzindgjums plaknei, kas stateniska pret m un ir atstatuma
p =g/n no iesdkuma, skaitot atstatumu pozitivu vekltora virziena.
Otradi, ja uzdots nolidzindjums (2), var paradit, ka visi vietas vekton
r, kas taja derigi, ir ar galiem uz kopigas plaknes. Piepemsim, ka nolidzi-
ndjumi (2) der r, un r,. Tatad:
1‘1 =N = q,
r,n=g.
Pareizinot ar %k, un k&, (patvaligi skalari) un saskaitot:
(hy 1y + ko To) - n= (%, + ko)g,
kyrytkyor, _
kFE, CMTT
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No ta redzams, ka, ja nolidzindjuma der kadi divi vektori r; un r,, tad
tai pada nolidzinajuma (2) der ari visi bezgala daudzie vektori

= hrthr
Btk !
kuru gali ir uz taisnes, kas savieno uzdoto vektoru galus.

Visu nolidzinajuma (2) derigo vekloru gali veido kadu virsmu ar tada ipa-
§ibu, ka, ja divi punkti ir uz virsmas, tad uz tds paSas virsmas ir visa taisne,
kas punktus savieno. Tada ipasiba attieciba pret ikkuriem diviem punk-
tiem ir tikai plaknei.

Plakne var bat uzdota ar normiles virziena dotu vekioru n, nosakot, ka
tai jaiet caur uzdotu punktu A, ko noteic vietas vektors a.

Ja kadam patvaligi plakné izvéléetam punktam P atbilst vietas vektors
r, tad seko AP=r—a. Tas vektors ir statenisks pret n:

(r—a)-n=90,
r«.n—a-+n.

Uzdevums ).

Sliplepkigds koordinltu asis, kas sava starpld veido legkus w;, w,,
wy, uzdots normals pret plakni virziens ar virzien a parametriem (% /
m). Plaknes attllums no lesdkuma ir p. Uzrakstrt plaknes nolidzi-
nijumu

Asis noteicam ar virziena (vienTbas) vekloriem e;, e, e,

Lenki starp koordinitu asim uzdoti:

€ €, = (oS Wy, € *€ —COSw,;, €5-* 89 — COS w,.
Vientbas vektors virziend stateniski vz plaknes pusi nzdots ar komponeniém:

OTtl:e:kel+le,+me3.
Patvaligi izveéleta punkta P stavok|a vektors
@:r:xel+ye2+ze,,.
Saskapa ar formuln (1):
r-e={xe, fye,+ ze;) » (e, +le,+mey) =p.
Pareizinot :
kxtilytmz+(ixtky)e <e;+(my+lz)e,ce,+-(kz+mx)e;+e,=p,
kx +ly+mz+ (lx+ ky)coswy+ (my+1z)cos v, + (Rz4 mx) cos w, = p,
vai arl:
(R+ilcoswy+tmceoswy)x—{{+mcosw, +2coswy)y+
+(m+ERcosawy+{cosw)z=p.
Plep emot apziméjumu :
Ok, my=(ke, +ie, tme =R+ 2+ m*+
+2k{coswg+ 2{m cos w, + 2mk cos vy,
. —=2(k+ ! cos wg + mcos wy),
D=2+ mcosw, +2cosw,),
Yy =2(m+ kcoswy + [ coswy),
seko plaknes nolidzindjums:

Vpx+ Oy + Bz = 2p.
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Uzdevums 2.

Sitplepktgis koordindtu asis, kas savd starpd veido lepkus o, m,
wy, uzdots normals pret plakni virziens ar virziena kosiniem (cos a,
cos 3, cosy) Plaknes attdlums no iesikuma ir p. Uzrakstit plaknes
nolidzindjumu.

Vienibas vektori:
asu virzienos: ey, e, €,
normdiles virzieni: e.

Legki starp koordinatu asim w;, w,, wy:
€+ €, —C0SW,, €, +e;=—COoSwy, @+ ey —CoSw,.
Vektoram e skalaras komponentes (%, I, m) nezinamas:
e—rke, + ley + me,.
8o formulu relzinam skalari ar e, e, ey
e ~e=k(e)+le -8t me e,
e, ~e—ke e+ (e, + me,- e,

ere—ke, €5t ley- ey T m(ey)?
Tatad:
cose = k + [cOSwg + mCOSt,,

cosf =1+ mcosw, + kcosw,,
cosy = m + kcosuwy + {cOsw,.

Laba puse Izteiksmes ir koeficlentl pie x, y, z plaknes noltdzindjuma (sk. {epriek5ejo
uzdevumu), titad, plaknes nolidzindjums ir

xcosa + ycosp+ zcosy =p.

2. Asu nogriefnl. Uzdots plaknes vektoridlais nolidzinajums, jaatrod
nogrieZni, ko ta atSke| koordinatu asim. Visparigika probléma: zinot plak-
nes nolidzinajumu un kada stivok|a veklora virzienu, atrast ta lielumu.

Plaknes nolidzindjums:
r+n—g,

kur r mainigs vektors (stdvokja vektors), kas iziet no iesakuma puonkfa.
Kada stavokla veklora virziens uzdots ar vienibas vektoru eie—1), ta
lielumu apzimésim ar r,, pasu vektoru ar r;:

l'l = fle.
Vektora gals ir uz plaknes, vektors der plaknes nolidzinajuma:

rnesn=g,
titad

n=er (1)

Plakne ren—g at3ke] taisneivirzienae(e=1)nogriezai (1}).
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Ja plakne stateniska pret m un iet caur vektora a gala punktu, tas
nolidzinajums ir r-n—=a -n. Taisnei, kas vilkta no iesakuma virziena
e(e=1), ta atdke] nogriezni
_a-n

=
I~ e-n

(2)

Koordinatu asis uzdotas ar vienibas vektoriem e,, e,, €;. Sinis asis dota
plakne:

r-n=gq.
Tas asu nogrieZgi ir:

_ 9 _ 9 _ q

o= e o’ Yo e-n' T e em )

Atbilde seko no ta, ka, ja stavok]a vektoru virzieni ir e;, e, €; un to
garumi attiecigi x,, v, 2, pasi vektori ir x,e,, y,e5 2se:.

Tie derigi r vieta plaknes nolidzindjuma:

X+ M=—=¢, Yo€e"N=¢g, Z4€;+B=gq.

Izdalot pirmo nolidzindgjumu ar e, -n, otro—ar e, +mn, treSo —ar e; -n da-
ba (3).

Ja asis ortogonilas e; =1, e;=]j, ¢3=k. Plakne r+n =g noke| asim
nogrieZnus:

» P T Tkew @

Plemers:

Plaknes normale ar sliplenkigdm asim (asu lenkl o, w, wy veido
lenkus &, §, v; statepa garums no lesdkuma 11dz plaknei ir p. Atrast
asu nogrieZpus.

Apzimésim virziena (vienlbas) vektorus: asTm: e,, e, ey normalel: e,

Plaknes neltdzinijums: r-e—=p,

Ja plakne nogrieZ astm gabalus xp, ¥, 2, tad vektorl x,e,, ye, z,e; derigl r vieta
plaknes nolidzinajuma:

Xt =Yy =2,¢-e=p,
tatad, asu nogrieZpi:
P P _p 14 r

== — —_ 2y = =,
o e, *e& cosa’ Yo e, » e cosf ®T"e,- e cosy

3. Atstatums no punkta lidz plaknei. Atstatumu no iesakuma punkta
0 lidz plaknei r-n=g¢g var defin® ka vektora r projekciju uz normales
virzienu. Lai dabutu vektora projekeiju, tas jareizina skalari ar projekcijas
wvirziena vienibas vektoru.

—ON—r-.D_F"N_¢
p=ON=r-2=CR=0 )
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Uzdevums I.

Atrast atstatumu x no iesdkuma punkta O lidz plak-
nei ren—=gqg slipa virziena, ko noteic vienibas vektors m.

x = OM, ta tad: OM = xm.
Sis vektors der plaknes nolidzinajuma:

xm-n=—gq,
tatad:

—_49
PR @

Piepemsim tagad, ka uzdota plakne r-nm—=g¢g un punkis A tads, ka
OA=a. Punkts A nav iesakumd. Atrast atstatumu no A lidz plaknei.

Uzdotas plaknes nolidzinajums

r-n—g¢
vai
n_q__
AT a= P
Tas atstatums no iesakuma:
ON =p —=gqjn,
— n_ gn
ON=p =

Velkam plakni caur A(5:4=a) stateniski pret n. Mainigam stavok|a
vektoram r’ ir tada pati projekcija uz normali k3 uzdotam a:

r-n—a-n.

Plaknes atstatums no iesakuma

s __ ,__a=n
ON'=p'= —,
— n a-
ON’:p' EI nﬂ—l'l.

Aistatums no uzdota punkta A4 (O?l:a) lidz plaknei r-n—=g:

AP=NN=0N—ON'=172"1, 3
AP=NN=0N—ON' =931y “)
n2

Ja aprékinot &is izteiksmes iznak AP>>0, tas nozimée, ka AP tapat
virzits ka n, tatad, O un A ir viena pusé uzdotai plaknei. Ja turpretim

iznak AP< O, tas nozimé, ka AP un n ir pretéji virziti, tatad O un 4 ir
plaknei pretéjas pusés.
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Uzdevums Il
Atrast ajstatumu x l1dz plaknei ren=g¢g no uzdota
punkta A (OA=a) slipa virziend, kas paralléls vienibas
vektoram b (&6=1).
Vektors OP=a + xb der uzdotas plaknes nolidzinajuma:
{a+txb)-n=gq,

tatad
an+xb.en=yg,
—a-n
x=922"1 (5)
Atkariba no ta:
Ap=xp =122, (6)

Ja x iznak pozitivs (x >0), 1as nozimé, ka vienibas vektors b vérsts uz
plaknes pusi, ja iznak x < 0, tas nozimé, ka b vérsts projam no plaknes.

4. Divi plaknes. — Plaknes
ren=gq, r-n'=g (1)
ir parall€las, ja 1o normalém ir vienadi virzieni, tatlad, ja vektori n un

n’ ir kolineari. Lenpkis 6, ko sie vektorl veido = 0 vai =:
!

c056=: =1 )

Vel citadi: plaknes (1) ir parall¢las, ja
nxn=0 3)
Plaknes ir stateniskas, ja m 1 n’, titad, ja normaju vektoru skala-
rais reizinajums izzod:
n-n’ =0 (4)
Vispariga gadijuma divi plaknes veido kaktu, ko meri legkis 8 slarp
normalém.  Si lenka kosins ir vienibas vektoru reizinajums:
n
cos® = n (3}
Ja divi plaknes nav parallelas, tas krustojas pa noteiktu taisni, caur
kuju var vilkt bezgala daudz daZadu plaknu. To visu nolidzinajumi ietelp
viend formuld, kuru dabn tapat ka plakpu kila nolidzindjumu analitiska
geometrija:
ren—g+i(ren—gqg)=0,
r-(n—in)=qg—ig (6)
Visi punkti, kuju vietas vektori r derigi reiz€ nolidzindjumos (1), apmierina
ari (6); no 13 redzams, ka abdm plakném kopigas faisnes punkti ir
plakng (F).
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Mainot A maindm plaknei (6) normales virzienu vektorn n un n’ plakné.
Speciali o parametru izvélot, varam likt plaknei (6) izpildit kadus papildu
noteikumus. Prasisim, lai {6) iet caur punktu, kura vietas vek-
tors ir a.

Tada gadijuma:
a-(n—An’)=g--Aq,
tatad:
a-n—gq

A= _ (7}

a.ni_qf

Uzdevums 1.

Uzrakstit nolidzindjumus plakném, kas dala uz pusém
kaktus starp divi uzdotam plakneém (1).

Apskatdm kadu punktu P tai kakta, kur ir iesikums Q. Punkta P vietas
vektoru OP apzimésim ar r. No punkta P velkam statepus pret plakném
PQ un PQ. Sinf kakta F_"Q|‘n, P_f)’ 'n’ un atslatumiem no punkta lidz plak-
nei ir vienada zime. Vektori

0Q=0P+PQ=r+h -,
O_Q’=O_}5+P??’:r’+h’%:

apmierina pirmais— pirmo, oftrais — otro nolidzinajumu (1).
levietojot dabi:

n
(r+h F)-n_q,

un
F
(,,+ B %)_n,: 7
tatad:
—r'-n f—r e
h:—q . , h':g— !

Tai kakta, kur ir iesakums, Siem lielumiem ir vienada zime, bisektrises
plakné bez tam tie ir vienadi aritmétiska nozimé. Rakstot vietas vektoru
r’ bez indeka, dabnjam bisektrises plaknes nolidzindjumu 33da veida:

g—ren_g—r-n s

n - n ( )

kaktam (un tam pretimstavo$ajam), kur ir jesikums. Blakus kaktos atstatu-
miem no punkta lidz plaknei ir pretéjas zimes, tur bisektrises plakné 2z —= — £’:
g—r-n_ _g—r-n (8)
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Parkartojot (8) un (8), dabijam nolidzindjumus plaknei, kas dala uz
pusém to kaktu, kur ir iesdkums:

(P _M\_9q¢_ ¢
r (n n’)— n n' ®)
un blakus kaktu:
r '
r.(“ +n_;)=_q_'_+-if_ (gf)
n n n n

Kartula:
Uzdoto plakpunolidzinajumus
r-n=gq, r-n'=g¢g'
izteicam normalu vienibas vektoros:

nf 7
r.7=q_’ r¢7’=€.'_
n n n n

Atskaitotdababisektrises plaknesnolidzinajumu kakta, kur

iriesakums:
,.n,g:qqi.
n n n n’

saskaitot dabo bisekirises plaknes nolidzinajumu blakus

kaktam:
] J
r-(ﬂ—}-n—):i-i-i,.
n n n ' n

Uzdevums II.

Uzrakstit nolidzinajumu taisnei, kas kopiga divi uzdotam
plakném.

Piepemts, ka plaknes nav parallélas, ki arl nesaplist kopa, t3 ka
tieSdm ir viena noteikla taisne, pa kuyu t3s krustojas. Lai uzrakstitu tis
nolidzindjumu, jazina kadam vienam tas punktam vietas vektors un jazina
tas virziens.

Vektori m un n’', saskapd ar piepémumu, nav kolinedri, tie noteic
plakni NON’, kuras nolidzindjums ir:

r=sn+ s'n’, (10)
ja s un §' ir mainigi parametri. Attiecigi izvElot parametrus, var sameklét
tadu vietas vektoru, kas apmierina nevien (10), bet ari abus plaknu nolidzi-
ndjumus:

ren=g¢q, r-n"=g¢q (1
No (10) un 11) izslédzam r:
(sm+ s'n’j-n =g,
(snm+s'n).n"=¢g.
Vai ari:
(nen)s+(n+n)s’' =g,
nen)s+(n-n)s' =g’
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Atrisinot dabi:
qnl‘) f(n nl)
(nn' —(n-n')?
_ gr’—gq(n-.n) ,
- (nnf)Q__(n.“l)z (12)
Tadas parametru vértibas noteic punklu P’ (vektoru OP'). Plaknpu
kopiga taisne QR ir stateniska pret abam normilém n un o’, tatad, pret
plakni NON’; tas nozimg€, ta paralléla vekioram n ) n’. Taisnei QR ir no-
lidzinajums:

5§ =

(12)

r=sn+s'n"+{[nXn], (13)
kur {— mainigs parametrs, bet s, s’ — konstantes (12), (12°).

5. Atstatums no punkta lidz taisnel. Caur punktu A4 (5A=a)
uzdota virziend b (b =1) vilkta taisne. Atrast atstatumu lidz taisnei no
vzdota punkta P’ (5}0’ =1r).

Projicésim punktn P’ uz uzdoto taisni (punktd N): PN L AN. Legkis
ANP’ ir taisns:

AP = AN? + NP7,

Tam var atrast vienu kateli un hipoteniizu, katete AN ir veklora AP’

projekcija uz uzdoto taisni, tatad:

AN = (r'—a)-b
(lai dabdtu vektora projekciju, tas jareizina skalari ar {a virziena vienibas
vektoru, uz kuru projicé).

Hipoteniiza ir uzdota ki vekioru starpiba AP =1 —a’

(AP')2 = AP' « AP =(r' —a),
tatad
(PN? = AP?— AN? = (v -— a)> —{(t' — a) - b}2.

lepriek3gja formula dod meklejama atstatuma kvadratu. Atstatumu var

uzskatit ki vektoru:

PN=PA+AN=a-—rv +{(t'—a)-b}b,
PN=a—r—{@a-—r)-b}b

Vingrinajumi.

1. Atrast plaknes nolidzinadjumu, kas iet caur punktu 2i43j—k
stateniski vektoram 3i—4j+ 7k
[zejot no ta, ka visu stavok]a wvekloru projekeljas uz plaknes normali ir vienadas,
dabiijam :
r-n—a-n.

a=2+3j—K,

n=23i — 4+ 7k.
a-n=(A+3j—K-Bl—4j+7k)=6 —12—7=—13=g4.

Mums ir:
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Plaknes nolidzindjums:

re(31—4j+ 7K) = — 13,

Atstatums p=ON—gq/n:
n=3-4j+ 7K,

=94+ 16449="74,

n=y"14,
_9___ 13,
P=n= " v

2. Atrast nolrdzindjumu plaknel, kas iet cauriesikuma punktu up
taisni, kur krustojas plaknes

rea=—pun r-b=g.

Nolrdzindjumu plaknel, kas iet caur divu dotu plaknu koplgo talsni, atrod, pleskaitot
vienas plaknes nolidzlndjumam otru, kas pareizinits ar kddu parametru i:

r-(atib)=p+iq.

Kamer » vértiba nav notetkta, nolidzindjums izteic plaknpu kali. Parametrs A jaizvel t3,
lal plakne iet caur iesakuma punktu. Nolldzinajuma vajaga derét vietas vektoram r=0. Talad:

Meklejamas plaknes nolidzindjums, péc neliellem parveidojumiem :
r-(ga—pb)=0.

3. Paradrt, ka punktii—j4+3kun3({4+j+ K irvienddos atstatumos
no plaknes
re(514+2j—7K)+9=0
un prettjds pusés.

References punktu (lesakumu) apzimeésim ar Q. Vektors a =1 —-j-|- 3k uzdod punktu
A, tipat vektors b=3( 4+ j4 W punktu B. No iesakuma punkta pret plaknl stateniski
vilktd taisne sastop plakni punktd N; 31 taisne uzdota ar vektoru n=5i4+2)—Th

Plakntm, kas parallelas uzdotal un let caur punktiem A un B, Ir nolidzindjuml:

A re(G1+2j—TK) =(1—j+3Kk)- (51 +2j—7k) = — 18;
B r-(5i+2j—7k)=3(1+j+k)+ (51+2j--7k) =0.

Normale pret plakném, kas vilktz caur jesikuma punktu, sastop plaknes attleclgi punk-
tos N, N, un Ng. Atstatumi:
— 9 — 18 —
N:—-'if;;, ONA:__: ONBZO.
/78 V78’
Seit ) "T8B=n—|51+2j—Tk|.

Dabatie iznikumi rada, ka iesakuma punkts ir uz plaknes caur B, Punkts N ir vidd
starp M, un Ng (jeb O», turklat preteja pus#, neka ta, ko rada n.
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Uzdevumi IV A.

r-@l—j+x =1,
re(i+4j— 2K)=2.
Atrast kopigas talsnes nolidzinajumu.

1. Uzdotas divi plaknes:

2, Uzdotas plaknes
r-@Gi—j+k=1,
r-(i+4j—2K)=2.
Atrast plaknl, kura stateniska pret taisnl, kas kopiga uzdotdm plaknzm, un iet caur punktu
i+2j—k
3. Dots kubs, kam Zkautnes gajums ir 1 (vienibas kubs). Atrast statenisko atstatumu
no kuba stiya lidz diagonalel, kas nelet caur $o starl.

4. Uszdota plakne un drpus tis punkts. Punktd novietots ortogonllu koordinaty asu
iesakums. Piepemot, ka plakne noike| asim nogrielous @, b, ¢, pieradit, ka

1 1 1

atETe

ir llelums, kura vertiba nemalnis, ja asis pagrieZ ap iesakumu.

5. Paradit, ka plaknes

re(21+5j+3k)=0,
r-(i—jt+4k)=2,
r-(7j—5k)+4=0

iet caur kopigu taisni.

6. Paradit, ka plakgu r-(i 4+ 2j 4 3k)=0 un r-(3i4 2§ + k)= 0 kopigal taisnei
ir vienadl lepki ar { un k.

7. Punkts pirvietojas t3, ka starpiba starp td atstatumo kvadratiem Irdz divi uzdotiem
punktlem ir konstanta. Afrast parvietolands geometrisko vietu,

B. Lode.

1. Lodes nolidzinajums. Par lodi sauc geometrija virsmu, kuyas punkti
ir konstanta atstatuma no kiada viena punkta, ko sauc par lodes centru;
konstanto atstatumu no cenira lidz virsmas punktiem sauc par lodes radiusu.

Pienemot iesakuma punktu O, uzdosim lodes radiusu a un centru C (O_'C:c).
Kadam patvaljigam lodes virsmas punktam R atbilst vietas vektors OR=r.

. Cﬁ =Tr—=cC.
S1 vektora modulis ir a:

(CR)? = (r— ¢)? = a* (1)

() —2r-c+d—a2=0,
{atad, apziméjol ¢*—a* ar &:
rt—2r-c+k£=0 1)
Tada sakariba ir speka attiectba pret visiem lodes virsmas punktiem. Tapéc
nolidzinajumu (1) jeb (1’) sauksim par lodes nolidzinajumu attieciba
pret iesikumu O.

vai
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Ja iesikums ir lodes arpusé: ¢>a, i2>a% k=c*—a?>0.
Sinl gadijuma & apzimé no iesdkuma lodei pievilktas pie-
skares gajuma kvadratu.

Ja iesakums ir uz lodes: c=a, c?=a2 k= —a® =0, pieskares
garums ir nulle. Lodes nolidzinajums 3int gadijuma ir:

r2—2r.¢c=0.

Ja iesakums ir lodes ieksiené: c<a, 2 <a? k=c>—a?><0; pieskari
no iesdkuma vilkt nav iesp&jams (to izteic sakot, ka pieskare nav reala).
Ipasa gadijuma iesdkums var bit lodes centra: ¢=0.
Lodes nolidzinajums:
rP=a? vai arl: 2 —a?=0,
3in1 gadijumi k= — a2

Uzdevums.

Sitplepkigas asts (asu lepkl o), o, o) dots lodes centrs C (x, ¥, zp
un radiuss a. Uzrakstit tis nolidzindjumu.

Asu virzienu vektori e, €, €3 (6, —=e3=e3=1): &; - €3 =10c0S 3, €; - €= COS Wy,
€, . e3—=cos w;. Cenlra vietas veklors ¢ = x,e, + v,&; + Z,ey, mainiga punkta vietas vektors
r=uxe, + ye; | z€;. Lodes nolidzindjums:

(r— )2 =a?
[(x —x0) &+ (¥ —yo) €3+ (z — 20) & =0,

Pace|ot skaliri kvadrata:

(#—X)* + (¥ — 3o + (2 -- 20)° + 2 (x — xp) (¥ —yo) cos w3+ 2 (x — x;p)
(z—2z)) coswyg+2(y—y,) (z—2,) cosw, = a?.

2. Lode un taisne. Uzdota loede ar nolidzinajumu
Fry=r*—2r-c+4£=0
un taisne r=d + £b. Atrast punktus, kur taisne sastop virsmu.

Krustpunktos lodei un taisnei ir kopigs radiuss vektors:
(d+1b)2—2(d+tb)-c+ k=0,
d*+2¢d-b+2b2—2d+-c—2¢tb-c+k£=0;

b ir vienibas vektors, b2=1:
2+2{(d-b—b-c)f+d>*—2d-c+4£=0,
£24+2b-(d—c)t+ F(d)=0 (N

No t3 seko divi parametra vertibas ¢ un £, kuras var bit: 1) redlas
dazadas, kad faisne tieSam iet cauri lodei divi daZados punktos, 2) reilas
vienddas, kad taisne pieskaras lodei (sastop lodi divi kopa sapliidu3os
punktos), un 3) neredlas daZidas, kad taisne lodi nemaz nesastop. Kurs
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no Siem gadijumiem ir spékd, to izikir kvadritnolidzindjuma (1) diskri-
minants:

3={b - (d—)}*—F(d) 2

Ja

§>0 2 dazadi reali punkti,

§=0 punkti kopa,

80 punkti nereili.
No (1) seko:

{=—b-(d—c)t)/ 8 (divi vertibas £, un ty).

Neatkarlgi no ta, vai £ un £, ir redli vai neredli, to reizindjums

¢, un ¢, apzimé&, cik reizes jagem vienibas vektors b, lai no punkta D (d)
nok|dtu vz lodes virsmas, tatad:

t,=DP,, t,= DP,,
(gajumi no D lidz lodei, pozitivi b virziena). Tatad:
DP, - DP, = F (d). (4)
Izteiksme F(d) nav atkariga no b, sk. (3). Ta paliek tada pati,

ja mainam b virzienu., Mainisim virzienu pamazitipam, liekot punktiem P,
un P, tuvoties. Gala stavokli DP, = DP, = DP (pieskares garums). Tad

F(d)=DP?=pieskares garuma kvadrats.

3. Pieskaru plakne. Uzdots ar vektoru d punkts D uz lodes virsmas
un lodes nolidzinajums :

F(N=r*—2r.c4+k2=0. )
Vilkt plakni, kas uzdota punktd pieskaras lodei.

Ta ka punkis D ir uz lodes, ta vietas vektors d der lodes nolidzi-
ngjuma:
Fd)=d*—2d-c+£=0.

Caur D velkam taisni virziena b(b=1):
r=d+ (b,
un mekléjam tas krustpunktus ar lodi:

(d4+ibp2—2(d+ib).c+ k=0,
24 2be(d—c)t+d®—2d-c+ k=0,
vai ar, ievérojot to, ka konstantais loceklis F(d)=0:
2+2b-(d—c)t=0.
No ta seko:
L,=0, {(,=—2b-(d—<c).
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Pieskaru plakne.

¢, atbilst punktam D, f, — punktam [¥, tie ir sekantes gafumi no
punkta lidz lodei. Bet ti ki punkts izvéléts uz lodes, viens atstalnms
neizbégami ir nulle. Meés gribam, lai DI’ batu pieskare, tatad, ari otrai
saknei jaizzod, punktiem D un DY jasaiet kopa, jabat Z, =0, tatad:
be(d—c)=0 (2)
kas ijzteic to, ka pieskares virziens b ir statenisks pret radiusu Ch=d—c.
Ja vienibas vektors b 50 noteikumu izpilda, nolidzinajums
r=d+17b 3)
parameiriem { un b mainoties, izteic visas pieskares punkta D, t. i. pie-
skayu plakni.
Lai atbrivotos no parametriem, pareizinam iepriek3€jo nolidzindjumu
skalari ar d — ¢, seko:
red—c¢y=d-(d—c)+ib-(d—rc),
re(d—c¢y=d-{d—c) 4)
Nolidzinajums izteic plakni, kas stateniska pret vektoru d — ¢=CD un
iet caur punktu D(5D: d). Patie3am, ieliekot nolidzindjumia r vieta d,
dabijam identitati, tatad, D pieder plaknei.

Tatad:
JaCirlodes centrs (O_t’zc) un D ir kads tas punkts (50:
—d), pieskaru plaknei punktd D ir nolidzinajums
re(d—c)=d-{d—c) ®
Uzdevums 1.

Uzdota lode F(r)=r2—2r-«c+%=0 un plakner«n—=g. Ki-
dam noteikumam jabat izpilditam, lai plakne pieskartos
lodei?

Noteikums: atstatumam no lodes centra i7dz plaknei lie-
luma zipa jabtt vienddam ar lodes radiusu.
OC+ Ch+ MN=0l= 21
kur CM un ON ir stateni lidz plaknei; tatad:
ctx2sm=9n
n n?
Ta ka MN L n, iad M?\/-n:O, tapec iepriek3€jo nolidzindjumu rei-

zingm skalari ar n:

c-n+£n-n+M_1:\/-n:-g,_,n-n,
n n

C-n+nx=gq, tatad x=7 "1
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Jabat
g—c-n
n

(q_Tc'")E —a'=c—k (5)

=xa, (a ir radiuss),

Uzdevums II:
Uzdotas divi lodes:
rP—2r-¢c+k =0,
r?—2r.c,+4,=0,
kad tas 5ke| viena otru stateniski?
Savienojot kadu abam lodem kopigu punktu A ar centriem C un C,,
dabiijam taisnlepkigu trijstiri, kam katetes ir radiusi ¢ un a,:
CC =a+a} = (CCy,
(¢;—c)2=a%+a}
Pace]am skildri kvadrata un ievérojam to, ka
k=c—a? k=c—al;
tad seko statenibas noteikums:

o= (6)
4. Polara plakne. Uz lodes, kas uzdota ar nolidzinajumu
rP—2rsc+k=0,
pemsim punktu D(OD=d). Tatad

d?—2d-c+4£=0 1)
Caur punktu D vilksim pieskaru plakni; ta ir stateniska pret CO=d —c:
r-(d—cy=d-(d—c) (2)

Attiecigi izveélot punktu D, var sasniegt to, ka pieskaru plakne iet
caur H(OH =h), punkta vekiors h tad der nolidzindjuma (2):
he(d—c)=d-(d—¢) {3)

de(d—c)=d+c—k

No (1) seko, ka

tatad
he{d—c¢)=d-c—*4
Parkartojot:
hed—h-c=d-c—%,
d-th—c¢)=h-c—%. €)]
Visi pieskar$anas punktu vietas vektori d atbilst 3im nolidzinajumam:
r-(h—c)y=h-c—=% (5)

kurs izteic plakni. Visi pieskarSanas punkti ir Sinl plakng, kuru sauc par
poliro plakni, kas atbilst punktam H, p&déjo sauc par tas polu. No

(6) redzams, ka polara plakne ir stateniska pret taisni, kas savieno polu ar
lodes centru.
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Ja vietas vektoru iesakumu novieto pola, seko (h —=0) no (5) polards

plaknes nolidzinajums:
rec==% . (6)

Uzdevums.

Uzdota lodes virsma rP—2r.¢4+k=0 un iesikuma punkta polirs
plakne r-c=% Pileradif, ka caur jesdkuma punktu vilktu taisni lodes
virsma un poldri plakne sadala harmoniskl.

Apzimgsim iesdkuma (references) punkiu ar O, A, B un P lal ir punktl, kur virzlena
b caur O vilkta faisne sastop lodl un polaro plakal.

Japlerada, ka

04 OB__ . AP__BP "
AP BP~ " T OAT T OB
Ja taijsne uzdota ar vlenibas vektoru b, tad O0P= b, 5:4=t2b. OB= t;b; tatad:
OP=t, O0A=t, OB=f, 2)
No t3 seko:
JTP:()_)D‘—O_qutI—tQ,} (3)
BP=QP—0B=t,—t, )
Veértibas (2) un (3) levietojam (1):
tl—ta____t1“‘ts
ty ty ’
no i3 scko
1 1 2
P @

Tas japlerada.

Lal atrastu parametru #, talsnes nolidzinajums r=tb jiatrisina kopd ar poldrplaknes
nolidzindjumu r.c=k:
tlb s L= k,

tatad: 5
tl = m . (5)

Lat atrastu #, un ty, taisnes nolidzinijums r = ¢b jaairisina kopa ar lodes nolidzluajumuo
r2—2r.c+ k=0:
(tb)2—2tb-c+k=0.
2—2bsc+k=0.
tg'13=k, tg+t3=2b’c. .(6)
1 1 _t+t 2bec_ 2

Gt =Lt kR 4

Jalevero, ka b=1:
No 11 redzams, ka

No & un 6 seko:

ko vajadzeja pieradit.
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5. Diametridld plakne. Apskatim taisni r=d+ (b kopa ar lodes
vissmu: 3 —2r-c+4&2=0.
Meklésim parametra vertibas krustpunktos:
d+tby?—2(d+¢b)-c+k=0.
Ta ka b=1, tad _
£2—2(d-b—b-c)i+{(d®—2d-c+£&)=0.
Abas t vértiibas ir viendda lieluma, bet atSkifas ar savam zimem, ja
iepriek3€ja nolidzindjumi izziid vidéjais loceklis, t. i. ja
d-b—b-c=0. 1))
Sini gadijuma punkts D(5D=d) dala uz pusém lodes chordu. Jo, t2 ka
b=1, tad:
t]_:DT)l. tgzD—F)2, t1+t2=.l)_P1+D—F’3:0, D_P1=_‘D_P2.
Tatad, punkti D, kuju vietas vektori d izpilda nolei-
kumu (1), caur tiem (virziena b) vilktu chordu dala uz
pusém. Visu So punktiu geometriskd vieta ir plakne, kuras nolidzinajums
seko no (1), liekot tur d vieta mainigu vektoru r:
rb—b-¢c=0 . £2)
(diametrala plakne)
No (2) redzams, ka diametrala plakne ir stateniska pret b, tatad pret

chordu virzienu, Talak (2) parvérias identitaté, ja piegem r—=¢, t. i. ja
diametrald plakne ir vilkta caur centru.



V.
Tris un vairak vektoru reizinajumi.

1. Triskartigais jauktals vektoru reizind3jums
a-[bXxc.

Tada izteiksme apzimé, ka papriek§ japareizina vektoriali b ar ¢; izna-
kums ir kads vektors, kas vé&lak japareizina skalari ar a. Darbiba, kas uz-
rakstita iekavu iek3a, jaizdara paprieks, bet iekavas nav nepiecieSamas izteik-
smes sapralanai. Ja, atmetot iekavas, raksta a-b)c, neizce|las darbibu
izprainé neskaidriba. Méginot uztvert uzrakstito, ka (a « b} <c, talin redzam,
ka tada uztvere neiesp&jama, jo pareizindt vektoru ¢ vektoriali var tikai ar
vektoru, bet a «b ir skalars.

Jauktais vektoru reizinajums a-[b>c] ir skaitlis, kur3
geometriski apzim€ no vektoriem a, b, ¢ konstruéta pa-
rallelepipeda tilpumu, kas pemts ar + zimi, ja a, b, ¢ veido
labas rokas triedru, bet ar — zimi, ja — kreisas.

Pienemsim, ka uzdoti tris nekoplandri vektori a, b, ¢; ja tos konstrué
no viéna punkta, tie nenovietojas viena plakné, bet veido, teiksim, iabas
rokas triedru.

P N Saskana ar definicijub XX ¢ =
(, N besin (b, ¢) e, kur e vienibas
C / vektors, kas statenisks pret paral-

; lelepipeda plakném OBA,C un
‘ () OBAC; ja a, b, ¢ veido labas
B, ' " tokas triedru, vekiors e virzits uz
i to paSu pusi no plaknes OBA,C
: ka a; legkis starp a un e 3inl ga-
; dijuma ir Saurs. Koeficients, kas
! vektoram e ir klat, be sin (b, ¢)
b,J\fB = laukumam OBA,C=L:
. b X ¢=1e.
N Sis iznakums ar a skalari
AN japareizina:

G a-[bXc]=Le-a.

Ja kadu vektoru pareizina
Att. 25, skalari ar vienibas vektoru, dabio
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vektora projekciju uz vienibas
vektora virzienu, {3 tad: e<a=
acos® = OF. Tas nav nekas cits,
ka parallelepipeda augstums, ja
pamats ir OBA,C, bet galigais iz-
nakums ir parallélepipeda til-
pums 7:
a*[bXc]=L.0H=T. (»
Lai dabntu kreisas rokas trie-
dru, pietieck parmainit viena vek- ﬂ
a

B o)

tora virzienu pret pretéju. Nem-
sim a uz pretgjo pusi. Tapat ka
ieprieks:
bXxc—=Le,
un ar to skildri jipareizina a:
abXxXc=le-a.

Ta ka vektori a, b, ¢ veido
kreisas rokas triedru, vektori a
un e ir plaknei OBA,C pretgjas
pusés un veido sava starpa platu lenki == —98,. Tatad, e« a—=acos9 =

26. att.

—acos(x —8,) = —acos8, = — OH. Lieluma zipa tas ari 3oreiz ir paral-
lelepipeda augstums, bet tas ir pemts ar negativu zimi:
a‘bXc=L.(—O0OH)=—T 2)

Ja kada izteiksme, kas satur burtus @, b, c¢, izdara burtu apmaigu, @
vietd liekot b, b vieta liekot ¢, ¢ vieta liekot g, tad to sauc par ciklisku
apmainu.

Vektoru trijotnes a, b, ¢; b, ¢, a; ¢, a, b izce]as burtus cikliski ap-
mainot, Tas visas veido vienvardigus triedrus, jo pedgjie visi ir vienas tas
pasas (labas vai kreisas) rokas. Tas tap&c, ka vektori neatSkiras ar savu
savstarp&jo stavokli triedros, bet tikai ar triedru novietojumu telpa. Attiecigi
pagrieZot ikvienu triedru var savietot ar par&jiem.

No td seko, ka triskartiga jaukt3 vektoru reizindjuma vé&r-
tiba nemainas, ja vektorus cikliski apmaina.

a-(bXxXce)=b-(cXa)=c-(a xb) @)

PatieSam, ikviens reizindjums lieluma ir viendds ar vektoru veidota
paralielepipeda tilpumu, kas visiem reizinajumiem kopigs, tapeéc ka visos
ir tie padi vektori. Sie tilpumi bez tam japem ar vienu to pa3u zimi, jo rei-
zinajumu izteiksm&s vektori apmainas cikliski; veltoru veidotie triedri ir vien-
vardigi, tapéc tilpumi japem ar vienu to paSu zimi.
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Saskapd ar skilara reizinajuma 1pa3ibam, tida reizindjuma drikst ap-
mainit sav3 starpa reizinatajus; auvgiéjie reizinadjumi (2) neatdkiras no 3adiem:

(b cyra=(cXa)-b=(aXb)-c . (2
Salidzinot (2) ar (2), redzam, ka:

as(bXc)=@xhn)-c
b-(cXa)=(bX)-a. 3)
c+(aXb)=(cXa)-b.
Tatad
Triskartiga jauktd vektoru reizindjuma drikst apmainit
savd starpa punktu un krustipu (skaldro reizina3anu pret vek-
toridlo), atstajol savids vietds vektoru nosaukumus.
Divi jauktie reizindjumi, kas atSkiras ar vektoru ciklisko kirtibu, ir
pretéji vienadi, piem&ram:
a(bXc)=—b-(aXxr),
tapec ka saskana ar aug3a konstalétam jauktid reizindgjuma ipadibam:

a-(bXc)=(bXc)ra=bh-(cXa)y=—b-(aXc),
ievérojot to, ka ¢ X a=—{(a X «).

Sapemot kopa sacito:

a-(bxXc)=(bxXc)ra=—(Xbra=—a-(cXb)=
=b-(cXa)=(cXa)b=—(@xXc)-b=—b-(aX)= (4
=c+(axXb)=(aXxXb+c=—((bXa)c=—cs+s(bxa)= =T,
kur e =4 1, atkariba no ta, kddu triedru veido a, b, ¢

Sis vienadibas Hevisaids (Heaviside) sauc par parallélepipeda
likumu. Parasts to apzimét ari par apmaipas tedrému (Vertan-
schungssatz).

Vardos:

Triskartigais jauktais reizindjums nemainas, ja parmij
sava starpa punktu ar krustu, vai apmaina cikliskd kartiba
vektorus, bet ti zime mainas, ja maina vektoru ciklisko
kartibu.

Sikuma més minéjam, ka iekavas rakstiSana jauktad reizinajuma nav
nepiecieSama. Tagad zinam, ka darbibu apzimeéjumus (punktu un krustu)
drikst rakstit tada kartiba, k3 velas. Noteic vektorn cikliskd kartiba. IevEro-
jot 3is Ipadlbas, triskartigd jaukta vektoru reizindjuma apziméSanai lieto
ipasu simbolu, rakstot iekavds vektoru nosaukumus to cikliskd kariiba.
Formulas (4) var parrakstit:

[abc]=-—[acb]=¢T. (Grassmann).. . . . . . . (5)
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Tris nekoplanari vektori a, b, ¢ (lab3s rokas pirkstu sakdrtojuma) veido
parallglepipedu, kura tilpums
T = [abc]), . ®)
vai ari tetraedru, kura tilpums

T, =%[abc]. )

Vektorus a, b, ¢ var aizvietot ar vienibas vektoru vairojumiem:
a—ae, b=1/be, c=ce,. Tad seko tetraedra tilpums
1
To=gabcle e ¢ (7')
Triskdrtigo reizinajumu [e, e, e,) Staudt’s sauc par stdara sinu
(Eckensinus). Apzim€&umu attaisno (7') lidziba ar plaknes frisstdra formulu

F=_Lab sinC.
Uzdevums.
1, J, k apzime vienibas vektorus, kas noteic ortogdnalu labas rokas
sisttmu. Atrast [ijk], [ kj].
[iikj =i+ XK)=1-i=1;

k) =1-kXP=1-(—)=—1.
Visas triskirtigd jaukta vektoru reizinajuma Ipasibas var pieradit ana-
litiski, izleicot vektorus to komponentss.
Piepemsim, attieciba pret labas rokas sistému i, j, k, ka
a=a,1+a,j+ak,
b =251+ b;j + bk,
c=o0l+cj+ck
Vektorialais reizinajums:

turpretim:

i j Kk
bXc=|b b by
€ €3 Gy
tatad: i j k
as (bXc)y=(a,i+agj+ak)s |b b, by,
€ € &y
a) a3 a4y
a-(bxc) =15 b, b (8)

Ta ir pazistama formula paralitlepipeda tilpuma aprékindsanai, kam
viens siaris ir koordinaty iesakuma.

Paraliélepipeda likums izteic to faktu, ka determinanta vertiba nemainas,
ja ta rindas apmaina cikliska kartiba, bet atkapSanas no cikliskas kartibas
lidzveértiga zimes panmaipai. Izejot no 3im ipadibam, var pieradit visas
formulas (4).
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Pierddisim ar determinantu palidzibu, ka drikst apmainit savd starpi
punktu ar krustu, Jaatrod (a b))+ c=?

a, a, a,
axXb=\|b, b, b,|,
i ] k
2, a, a,
(@Xb)-c=|b by by| - (c,i + 3 + k).
i] k
Pietiek pareizinat tre3o rindu:
Q, @, ag
@Xb)-c=|b by b (89
€, € G

Salidzinot (8) ar (8') redzam, ka

a-(bXe)=(@xb)-g
kas bij japierada.

Lietdjot Grasmana simbolu, raksta:
a, a, a,

[abc)=5b, b, b, &)
€ 6 €

Teorema, e

NepiecieSamais un pietiekamais noteikums tam, lai tris
vektori a, b, ¢ biotu koplanari, ir tas, ka to triskartigais jauk-
tais reizindjums [ab¢]=0.

Noteikums ir nepiecieSams: nevar gadities td, ka vektori ir ko-
plandri, bet to reizindjums [abe¢] 3= 0. Ja uzdots, ka tris vektori a, b, ¢
ir koplanari, no t3 seko, ka katrd zipa [abc] =0.

Apskatisim papriek§ visparigo gadijumu: neviens no uzdotiem vekto-
riem nav nulle, nav arl starp tiem kolinearu. Dots, ka vektori koplanari,
t. i. paralleli kopigai plaknei, ta ka, konstruéjot tos mo kopiga iesdkuma,
tie novietojas kopiga plakné. Parallelepipeds, ko tie veido, 3inl gadijuma
izvaérdas plakana figira, kuras tilpums ir nulle, ta tad [abc] =0.

Citadi: uzdots, ka a, b, ¢ — koplanari, j3pierada, ka [abc]=0.
Apzimgjot vektoridlo reizindjumu b ¢ =v, var rakstit:

fabc]=a«(bXc)=a-v.

Vektors v=b ) c statenisks pret plakni, ko noteic vektori b un ¢, td
tad, statenisks pret ikvienu vektoru, kas ir $ini plakné, ari pret a. Ta tad
a 1 v, bet tada gadijumz a-v=0,t. i. [abc)=a-v=0.

IpaSos gadijumos vektori var bat koplanari ti, ka viens no tiem ir
nulle, vai ari neviens nav nulle, bet kadi divi ir kolinedri. Pieradijums ar
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geometriskds interpretacijas palidzibu arl Sinfs gadijumos paliek speka.
Otrs pieradijums top vienkarsaks. Ja a—0, rakstim [abc]=a- (b c)=0,
tapéc ka skaldrais reizinajums ir nulle, ja viens faktors ir nulle, Ja a ir
kolinears b, rakstim: [abc]=(a X b)-¢ =0 - ¢ =0; jo kolinedru vektoru
vektorialais reizindjums ir nulle.

Noteikums ir pietiekams: ja par tris vektoriem a, b, ¢ zinadms,
ka [ab¢] =0, no ta seko, ka tie ir koplanari, Ja kads no tiem ir nulle,
vektori ir koplandri; tapat tas skaidrs, ja divi vektori kollneari. Atliek
visparigais gadijums: trls vektori a, b, ¢ kas neviens nav nulle, k3 ari
neviens paris nav kolineari, ir tadi, ka [abc] = 0; pieradit, ka tie ir kopla-
nari. Rakstam:

[abc]=(@aXxXb)sc=v-c

Ta ka vektori a, b nav ne nulles, ne ari kolineidri, to vekliorialais reizi-
ndjums a X b=v (v 0); tapat ¢ +0. Divu neizziido3u vektoru skalarais
reizindjums var bat nulle tikai td un ne citadi, ka tie ir stateniski viens
pret otru. No ta, ka

{abe]=v-c=0,
seko, ka vl c. Bez tam v—aX b, tatad vla, v.l b. K3 redzam, v
statenisks reizé pret a, b, ¢, t. i. pédéjie vektori ir koplanari.

Secinajums 1.
Ja triskartiga jaukta vektoru reizinajuma divi faktori ir
vienadi, reizindjums ir vienads ar nuili.

Piemé&ram:
[abb]=a-[b)Xb]=0.
Citadi: a, a, a,
[abb]: bl bg b3 :0-
by by by

Secinajums II.
Ja triskartiga jaukta vektoru reizindjuma faktoriem ir
skaldri koeficienti, tos var rakstit reizinajumam priek3a.

Piemé&ram :
[(ma) (nb) (pO)] =ma- (nb X pc) =mnpla-(bX c)} =mnplabcl.

Cits piemers:

[abc] = abc[%% ;]: abele, eye,).

Visparigak, piegemsim, ka e,, e,, e; ir tris nekoplanari vienibas vek-
tori. Ikvienu vektoru var salikt komponentés $inis tris virzienos. Piepem-
sim, ka

a—a,e ta,e +ay,e,,
b:bl e1+ bgenz + bs 03,
C=c¢ @ T8+ 038
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Vektoriilais reizindjums:
b X € = (b cy— b5 ca) (€2 X €5) — (b1 03— by¢1) (€5 X &) +
+(brca—bycy) (e, X &),
ey Xe; e3Xe; ¢ X¢e
bXc=| & b, by
5] €y Ty
Tas japareizina skalari ar a—a, e, + g, e,+ az@,. Ar S0 summu japa-
reizina skalari visi elementi determinenia pirma rinda:

a- (e X e)=(a,€ tae;+azey)- (&)< e)=a e - (eXey),
ieverojot to, ka triskarligais reizindjums, kam divi faktori ir vienadi, izziid.
Tatad:

a-{e;Xeg)=a, e - (&< ey),
a- (e Xe)=a5e,- (e5<¢),
a- (e Xe)=aze - (e X e)
Triskariigie reizinajumi laba pusé ir vienadi:
a; a; ag
a- (bXc)=|b, by by|e; - (e3Xey),

€) £ &3

a, a; a4
[abc]=|b, by by|[e,eqe] @)
€ £ G

Uzdevums 1.

Zinot, ka
d=uxa+yb+2zc N)
atrast x, y, z,
Ja a, b, c ir nekoplanar vektorl, kas veldo trledru, ikvienu ceturto var tlkal vieni
velda salikt komponentés paréjo vektorn virzienos. Skaitll x, y, z ir pilnigl noteikil, tie
derigl komponentu iztelkZanal vektoros a, b, c.

Nolidzindjumu
d=xa+yb+2zc
parelzinasim sk3larl ar b X c:
d-(bXc)=xa-®bXc)+yb+(bXc)+zc- (bXc),
[db¢]=x [abc]+y [bbe]+ z[cbc],

__[db¢e]
*= [abc] (10)
Lidziga kart3, pareizinot uzdoto nolrdzindjumu skalirl ar ¢ X a un a X b:
y= [adc]
— [abc]
" [abd]

Formulas vargja izceltles tikai ar noteikumu, ka [ab¢] =0, t. i. ka vektori a, b, c nav
koplandr. Ja 3is notelkums nav izpildits, nolldzin3jums (), visparigl, nav lespejams.
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Ja [a, b, ] = 0, vektod &, b, ¢ Ir val viend plakng, val uz vienas taisnes, wval visi
ir nulles. Vajadzigs, 1ai ari vektors d bitu tal pasa plakne, uz tis palas taisnes, val 0,
un 13d3 gadijumd atrisindjumu ir bezgala daudz.

Ievedisim veél formulds vektoru komponentes tris ortogéndlos virzienos,
kas veido 1abas rokas triedru i, §, k:

a=al+aj+ak,
b=>51+b]+ bk,
c=cgl+ca]+gk,
d=d,i+d,j+dsk.

No (N) seko:
dii+ dpj +dyk = x (a1 +a,j +agk)+
+y (0,1 + baj + b3 k) + z (1 + €3] + 63 k),
tatad :
xa,+yb, +ze,=4d,
Xayt+yby+ zeg = d,,
xas + yby + zcy = d,.
Taiad:
dy b, ¢ a, d ¢
dy by ¢y 8y dy Cy
x = dsb“’c“,yz,m,z_—_
a, b ¢ a b oo
a; by ¢y a, by ¢,
ay by cy ay by cy

(Krtimera formulas).

Sts formulas mes uzraksttjam, eliminZjot nezinamos lineard algebriskd nolidzinajumu
sistem3. Var paradit, ka tds seko tiedi no (10) un (107}

__[dbe] _

Jc_[abt:]_?
1l jk a; ay ay
[abcj=a-(bXc)=(a 1 ta]+ayk)|b, by b3 |=|b, by by -
¢ € &g 6 G Oy

U § k| |4 dy dy
[dbc]=d-[b > ¢] = (d,1 + dgj + dgk) - |b, bs 8| =6, &, Bs].

€ G & 6 63 G
Tatad: 4
[dbC] ld'zda alaaaa
X=_ = bl bg ba b] bg ba uo t t.
[abc] !
€ Cy €y € &y Cy
Secindjums:

4 nekoplandrus vektarus saista identiska sakariba:

[abcld —[bed]a+ [cda]b—[dable =0.. . . . . (11)
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To var parraksiit 3adi:
[dbe] | [adc], _ [abd]

J— r
“Jabe] [abc] [abe] ar)
Uzdevums 2:
Pleradit, ka a-a a*b a-c
[abd“::b°a b+b b-c (12)
c-a c+b c-c

{(Grama determinants).
K3 paliglidzekli pemam vektoru salikumu komponentgs ortogdnilds asis:

a—a,i+ayj+ azk,
b=b,1+ by) + bk,
cC= f]_’ +£’2j + cSk.
Saskapd ar agrak pieradiio:
2, 4, a4
[abe]= |51 &2 bs
€y L3 &
Pace]ot kvadrata:
@) Gy &g a, b o
[abC]2= bl bg bg * 02 b2 Cg -—
€1 C3 Gy ay by &
al +al+al a2, b, t @by + aghy a,c,+ asca+ asc,
=|aib,+ as b, + asby b+ b+ 062 bio,+ bycat bacy| =
a, ¢, taycy + agey byey + byt byey i+t
a-a a-b a-c
—|b+a b+b b-c].
c+a ¢c+b c-¢
Grima determinantu dabi u2devumi: atrast punktu, kas kopligs 3 plakneém:
r-m=q, r~Ma=4g, T-Ny3—4q;
kur ny, ny, ng—~—nekoplanarl vektori un g, g3 ga—1trIs uzdoti skalarl
Jaatrod vektors r, kas derigs visos trijos nolidzin3jumos.
To var sallkt komponentgs vektoru r;, n, ny virzienos:
r=uxn; +yn, + zn,
So nolidzinajumu reizinam skalarl ar n;, n, ny:
XN,-n;, tyNyen, +2Z0g+N; —=r+10, — g,
XNy eyt YNy eyt 20Ny =T Ny =gy,
XMpeNg+yN,+Ny+ 20y Ng—=T *Ng = Jp.
No Sejlenes seko eliminéjot no 4 beidzamiem nolidzlndjumiemy, y, z:

g, MmN NN, NNy
ga Ma=MN; NNy Ny>T4
Ga Pg=N; Ng-Ny 1y -1y

=0. ... (13)
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2. Tris vektoru vektorialals relzinajums.

Apskatisim reizindjumu a ) (b ¢). Tas nozimé&, jaatrod b Xc=v,
un ar to vektoriali japareizina a. Iznakuma dabGjam kadu vektoru
vo—=aXv,=aX(bX ). Uz vektoriala reizinajuma definicijas pamata:

vlJ_b’ vl_ch vl_LVg;

tatad vektori b, c, v, ir koplanari, jo tie ir stateniski pret vienu to pasu
vektoru v,. Piegemsim, ka b un ¢ nav kolineari; tad vektoru v, iesp&jams
salikt komponentes vekioru b un ¢ virzienos:

v,=xb + yc,

aX (bX¢)=xb+yc, (1
kur x, vy — kadi skalari.

Lidziga karta var paradit, ka:

(@aXb)Xc=ua+vb, (2
kur #, v — kadi skalari.

Salidzinot (1) ar (2), redzam, ka, visparigi, to labas puses (tatad ar

kreisds) nav vienadas:
a3 (bX«¢) F (aXxXb)Xe,
tatad iekavas 3¥in! gadijumad nedrikst atmest vai par-

vietol,
Uzdevums.

Atrast vektora v komponentes parall&li un stateniski
virzienam, kas uzdots ar vienibas vektoru e.

Nosauksim parallglo komponenti | /S

ar v,, statenisko — ar vy, (v, [ @, | Vi
VQ_Le): , o E

V=V1+V2. !

Lai dabitu vektora paralielas kom- VI
ponentes algebrisko lielumu, jareizina : .
vektors skalari ar virziena vienibas 4'(

vektoru:

v,—e-v, ta tad: v;=(e-vie (3) 27. att.

Stateniskas komponentes lielums v, = © sin 8. Tads pats lielums ir
vektoram

vi—eXv=vsin® k=17u,k,
(£=1), bet tas ir statenisks pret v,. Pareizinasim vektoru v, vektoriali ar e:
vaXe=(exXv)Xe=v,kXxXe=yv,
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Stateniskd komponente
va=(eXv)Xe. (4)
Tatad:

Saliekot vektoru v komponent&s paralleli un state-
niski virzienam e(e=1), dabu:

parallelo komponenti v, =(e-v)e, (3)
statenisko ” vp,=(exXv)Xe. (4)
To summa ir uzdotais vektors:
v={(e-v)et(exv)Xe, (5)
jeb:
v=(v-e)e—({vXe)Xe. (5

Vektoru b saliksim komponentés parall€li un stateniski virzienam e — %.

Saskapa ar (3) un (4):

blz(:,. b)i-— a-b a,

a a-a
_(a a__ {(axb)Xxa
bﬂ—(zx")xz—T-
Saskaitot:
T a-a a-a !
tatad:
axX(axby=(a-b)a—(a-a)h. (6)

Lidziga karta, ja vektoru a saliekam komponentés paralleli un stateniski

- b
virzienam &= —-:

bX(bXa)=(b-a)b—(b-b)a. (6")
St formula seko no (6), ja tur apmaina a pret b.
Vispariga formula tris vektoru vektoriala reizina-
juma izvirzidanai:

aX(bXc)=(a c)b—(a-b)c (7)

Pieradijums I.

Piepemsim, ka vektori b un ¢ nav kolinedri, Tada gadijuma vektoru
irijotne b, ¢ un |b3< €] ir nekoplandri, kas veido triedru. lkvienu vektoru,
arl a, var saliki komponentes tris nekoplanaru vektoru virzienos:

a=xb+yctz[bX( 8)
kur x, y, z— skalari.

Nolidzinajumu (8) pareizinam vektoriali ar [b X c]:
aX[bXc]=xbX[bXc]+yeX[bXc]+z[bXc]X[bXc],
aX[bXX cj=x{bX[bXc]}—y{eX[eXDd]}. . . .. (9)
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Figtiralo iekavu izteik3anai ir formula (6), no kuras izriet:
bX[bXec]=(bsc)b—(b-b)c,

ceX[eXbl=(c+b)c—(c- c)b,
tatad:

aX[bXc=x{(b- )b—-(b- b)c} —y{(c- B)c—(c- )b},
aX[bXe=x{b-c)+y(c-c}}b—{x(b-b)+yc-b)jc. (10)
Lai atrastu x un y, pareizinam (8) skalari ar b un c¢. Seko, ievérojot
to, ka [bXc]- b=[bX €]+ c=0:
asb=x(-b)+y(c-b),
a-c=x(b-¢c)+y(c-c).

Ievietojot formula (10):

axX[bXel=(a- )b—(a-b)c )

Pieradijums 1I.

Mas jaut noskaidrojdm, ka a X (b X ¢) ir vektors, kas koplanars ar b un ¢, t1 ka
a X (bxXc)y=mb—nc.

Tas ir statenisks pret a, tatad skalarals reizinijums ar a ir nulle:

axX(bxc)ra=mb-a—nc-a=0.

Kreis2 puse ir triskartigals Jauktals reizinijums, kam faktorl vlenadi:
m n
=k
a-¢c a-b "

tatad:
aX(bXxXce)=k{a-c)b—{(a-b)c}. (1)
Atllek vel pleradit, ka k= 1.
Parelzinam (11) skalard ar b:
aX(bXc)-b==kt{@-c)(b- b)—(a- b)(c- b)}. . (12)
Kreisa pus2 drikst apmainit savi starpd punlkitu un pirme krustigu:
a-(bXe)xXb=—a-{bX(X)}=—a-{b-c)b—(b-b)c}
Val ari:
a-(bXeO)Xb=(arc)(bsb)—(@-b)(b- ). (12
Formulas (12) un (12f) krelsads puses ir vienidas, bet labis at3klras ar fakioru &, Ta-
tad k=1, ko vajadzeja pleradrt.

Pleradijums III.

Iztelcam vektorus a, b, ¢ komponentgs ortogdnidlds asrs, izvelot b virzienu par 1 un
novietojot ] vektoru b, ¢ plakn& TreJo vienibas vektoru k konstru&jam td, lai 1, j, k biilu
direktais (labas rokas) triedrs.
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Uzdotle vektori:
a=a,l+ agj +agk,

b=2¥,
¢ =1+ ¢,
To relzindjuml:
b X ¢ = bt XX ()1 + £,§) = beal X j = be,k;
a X (bX¢)=(a,l +as) + a3k) X besk = @, bc,l Xk + apb0,] X k=
= —a, beyj + asbeyl.
No otras puses:

(a- c)b—(a-b)e=(a,c, T aycy) bi —a, b (c,1 + €,§) = axbca1 — a, be,j.

Salidzinot, redzams:

axX((bXc)={a-c)b—{(a- b)c.

Pieradijums [V.

Izvelam patvaligu labds rokas triedru 1, j, k:
a—ga,i+a,j+a,k,
b= 6,1+ &,j + bk,
c=ol+ej+ ok

Jaatrod v=a X (b X c)=aX vy, kur vy=b X ¢c.

Vektoridlais reizindjums:

i j k

b by by

€ 0y G

axX1l axXj axk
bl b2 b3 .
3 €2 £y

v=axXv,=

Vektora v komponentes ilelums vienibas vektora (i=1) virziend ir vienads ar abu

skdlaro reizindjumu:
axl aXxXj axk

v,=v-i=| 4 by by |-1;
c o €,
Seit:
axX1l-i=a-(ixXi)=0,
aXj-l=a-(jX)=—a-k
axXk-i=a-(kxXl)—a-].
Tatad:
0 —a-k a-j
V=8, by by |,
5 Cy Gy
—ask=—(al+ajtak)s k=—a,,

a-j={(al+ayj+ak)-j=a,.
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MekiZjamas komponentes llelums

0 —ay a
U= bl bg b3 —
2] €2 &y

=@y (bicg— bycy) +ay(byca— byc)) + a1 8,0, — a b6y =
= (@16, + ayes + ag6s) by — (bycy + byey T Byc3) €.
Tatad:
Ve=(a-C)b;—(b-C)¢,
un tapat:
vy=(a*C)by—(b+C)cy,
v:—=(a-¢)by—(b-c)c;.
Pareizinot nolidzinijumus p&c kartas ar i, J, k un saskaitot, dahGjam:
V=0 + 7]+ vk = (@ - Q) (8,1 + by + bK) — (b + ©) (6,1 + 63 + GoK),
axX((bXxe=(@a-c)b—(b-c)c.
Pierdadijums V.
a=a,l+a]+agk,
b==581+8,j+ b3k,
c=qli+t qj+ek
Veldojam vajadzipos vektorlilos relzindjumus:

i jk
by by by
€ 6 Gy

= (Bats— by} 1 + (bgcy — by cg) ] + (b1 65— bac)) K.
Talak, uz ta pala likuma pamata:
| j k
a, ay a;
bacy — byCy bycy — b6y byca— byey
=1[ag (b ¢y — byc;) —ag(bye, — by165)] +
+j [ay (b — Dy€) — @, (6163 — bpey)] +
+Kk(a, (ba6; — bya) — a3 {(b205— b33}
No otras puses:
(@a-c)b—(a~b)c=ayc; + asc, +ay¢;) (b1 + baj + bk) —
—(a,b,F agby + agby) {61+ 3] + k) =
=i [(@y63 + aycy) by — (@3 T agby) )] +
+jllaye, + agcy) by — (8,0, + a3b5) ) +
+K[(ayc; + agca) by — (a1 8, + ax85) ¢35
Labas puses ir vienadas, tatad arl kreisas ir vienadas.
No formulas

b X<X¢=

aX[bXc]=

. axX[bXc=(a-c)b—(a-b)c

[aXb] Xe=—cX[aXb]=cX[bXa]=(c-a)b—(c-b)a,
[aXb] X¢c=(@"¢c)b—(b-c)a.



a8 Uzdevumi.

Abi gadrjumi pak|anjas kopigal kartulai:

Lal pareizinatu tris vektorus vektorlali, japareizina skalari male-
jle vektorl; dabotais skaltlis ir koeficlents pie videja vektora. Vide-
jals vektors vienmér Ir stiralnajas lekavds. Talik nem otru vektoru
lekavds un pareizina ar paréjo vektoru skalaro reizindjumu; iznakumu
atskaita agrak dabitam,

Jaievaro:

1) lzndkums ir linedra fekavas vektorn funkcija;

2) koeflclent! ple tiem vienm&r ir pargjo vektorn skilarie reizinZjumi;

3) skalarle reizindjuml japem vlens ar 4, otrs ar —;

4} ar 4 japem malejo vektoru skilarais reizindjums.

Uzdevums L.
Pieradit, ka

axX[bX+bX[cXal+eX[aXb]=0 . (13)

Pamatformula:
aX[bXc]={a-c)b—(a-b)c.
Apmainot burtus cikliski:
bX[cXa]=(b-a)c—(b- ¢)a,
cX[aXb]=(c-b)a—(c+a)b.

Saskaltot dabd (13), jo laba puse summa sastiv no locek|lem, kas pards pretejl vie-
nadi.

Uzdevums Il.

Vektoru u ortogoniii projicg uz sliplepkigam asim Ox, Oy, Oz, kas
uzdotas ar vienTbas vektoriem e, e, &, Projekciju llelumu {ztelic uzdoti
skait|i «, §, v. Atrast vektoru u.

Pirmais papEmiens:

Vektora projekcljas liclumu dabii skaldri pareizinot vektoru ar virziena vientbas vektoru:

a—=U-&, f=u-e, v=u-e,
Jaatrod t3dl x, y, z, lai bitu:
u=uxe +ye,+ze; (14)
To relzinam skalirl pec kartas ar e, e, e;:
a=—u-+e =x¢e e tye-e +ze,- e,
B=—u«e,—xe; e+ yey- e+ ze, e, (15)
Y==U-e=xe e+ ye,-e;tze;.e,
No (14) un (15) izrlet, elimingjot x, y, z:
u e e e
o e, =@ € °€ @ 8
B ey-e e;-e; €e;-ey
Y €a€; €3+€ €+€4

=0. (16)

Tatad:
0 e e, e,
" —1 |® €°€ €°€ € & an
T [er8g€a]2|B €2°€ €@ @gc@glT 7 C
Y €€ €3°€ € €y
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Otrais pan&miens.
Mekleto vektora ledomljamies sallktu komponentes virzienos, ko noteic

1= EQXeas (I 1 PI' € es)
J = eaxel, (.l _J_ » B3 el) (18)
K — e1><E2. (K_L » €1, eg)

1, ), K nav vientbas vektorl, tie Nelum3 ir triedra e, e; €, lepku sinl nn virzitl sia-
teniskl pret ti plaknzm, Veidojam:

IXK=1JX[e;Xe;]=(J-e;) e, — (J &) &;

Selt:
J-ey;=[e;Xe,] e =[e, ea 5] =, (19)
J-e, =[e;<e,|-e, =[e; e e]=0,
tatad:
JXKz (1] e]_’
Kxl =we, (20)
IXJ i ] ea.

Ja e, ey ey ir direktais triedrs, (e, €5 e = o > 0, tad veidotle vektorl Ir kolinear
ar €, e, e;. Vel atrodam:

I- [IXK]=eg<e;» v e, = u?,
[1JK] = w?. . (21)
Jaatrad tadi X, ¥, Z, lal bata:
u=XI+YJ+ZK.
To pareizindm skalarl ar (J<K):

- [IXKI=XI+ (J<K] (citi locek]i izzad).

Tatad :
x=2y=P 7_1. (22)
[{1] w w
0= m'—ﬁu':'*"f_'(_ (23)

3. Vektoru daliSana.

Dali3anu defing ka darbibu, kas pretéja reizinaSanai. Ja reizin3jums
un viens reizinatajs zinami, bet otrs reizinatajs jaatrod, ta atralanu sauc
par daliSanu. Tatad, ja nolidzin3djumos:

va=hbvai vea=s,
vir neziniams, bet paré&jie (a,b,s) ir zinami, nezindma vektora
atrasanu sauc par vektoru dalifanun,

Vektoru reizinasana ir divéjada (skalara un vektoridla), atkariba no {a
jaiz8kir ari divéjadi dalifanas uzdevumi.

Uzdevums |.
Zinota un b, atrast tadu v, ka vXa—=»b
Saskapa ar vektoridlas reizinaSanas defipiciju bl a vai a-b=0. Ja
uzdotie vektori a un b 30 noleikumu nepilda, vzdevuma ir pretruna: atrast
rid
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tadu v, kas prasibu izpilda, nav iesp&jams. Tatad, lai uzdevums nebatu

pretrunigs (un neiespgjams), jabat papildus izpilditam noteikumam

alb vaia-b=0. Tas ir nepiecieSams noteikums uzdevuma atrisi-

nadapai un reizé arl pietiekams. Ja tas izpildits, tidus vektorus v, kas

atbilst uzdevuma prasibai, var atrast, turklat atrisinajumu ir bezgala daudz.
Zinot a un b {a-b=40), atrast tadu v, ka va=h.

Ipa3s atrisindjums ir vektors

b vy, kas statenisks pret abiem
uzdofiem a un b:
vo,—=k[a X b].
Konstantai & jabat tidai, ka
v, derigs reizinaSanas formula:
M O 0 v0 X a= b)
4 k[aXb] X a=h,
tatad:
Y/ AQ i k{(a-a)b— (a-b)aj=h,
/ / Dots, ka a «b =0, tapéc:
k{(a-a)b—=0b,
28. att. 1 1
k== -
Viens atrisinajums ir:
_axb_axb 0)
" a.a” gq? '
Piegemsim, ka ir vél kads cits atrisindjums v; titad:
vXa=h,
vy Xa—=bh.
Atskaitot
(v—yvo) Xa=0,

tas nozimé&, ka vektors v— v, ir kolinears ar a. Vai ari:
v—vV,—Aa,
kur A — patvaligs koeficients; tatad:

v=v,+13ia 3)
levietojot formula (3) v, izteiksmi (2):
v=2%P11a 3)

Geometriski v apzimé& vietas vektorus taisnei, kas vilkta caur vektora
v, gala punktu parallgli virzienam a.
Atrisinadjumu (3') var dabnt tie3i no uzdotd nolidzindjuma,
reizinot to {priek3a) vektoriali ar a:
vxa=Dhb,
ax (vxa)y=axh.
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Kreiso pusi izvirzam:

(a-ayjv—(a-v)a=aXh,
tatad :
:a)<b+ a.\_ra,
a-+a a-a

v= %‘3 +Xia (h — patvaligs).

v

- 'V ; PR
Loceklis Aa= aaz a— (% .V )% ir vektora v komponente virziena a.

Uzdevums 1L

Zinot vektoru a un skalaru s, atrast tadu v, ka v-a=s.
Varam atrast, ki ipadu atrisinajumu, tadu vektoru v, kas kollnears ar a,
Tatad abi atskiras lielakais ar kadu proporcionalitates faktoru:
v, = Aa.
A atrod, ievietojot v, uzdotd nolidzindjuma:
Aasa—s,
rat=s,
tatad:

Ipasais atrisinajums: s

Viegli partiecinaties, ka tas ir derlgs uzdotd reizinaSanas sakariba. Vai
ir vél kads cits atrisinajums? Apzimésim to ar v:
v-a=s,
Vo=ad—=—3>5.
Atskaitot dabii:
(v—vgra=0
Tas nozimé, ka v— v, ir vekiors, kas statenisks pret a. Vai ar:
v — ¥, ir plakng, kas stateniska pret a. Ja pem pilnigi patvaligus divi vek-
torus b un ¢, kas abi stateniski pret a, tos abus var novietot plakné, kas
stateniska pret a, tai pa3a plakng€, kufd ir v—v, Vektori b, ¢ (abi 1 a)
un v—V, ir koplanari, tatad:
v—v,—ab+ e,
v=v,tab+jc
Atbilde: s
vV=sa +azb+fc.

Geometriski v apzimé vietas vektorus plaknei, kas stateniska pret a un
ir no iesakuma punkta O atstatuma OP — v, —s/a, jo:

—_— — s 2 SB
OF? — (0P = (aﬁ a) =2
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Cetru motoru reizinzjumi.

4, Cetru vektoru relzinadjumdt.
Piemgrs I:

a-c a-d
=|b-c b-d" (1)
Apzimésim
cXd=m.

Tad mums ir triju vekiorn a, b, m jauktais reizinajums
apmainit sava starpa punktu ar krustu:

[aXXb]- [cXd)=[aXXb]- m=a- [bX m].
lekavas beigas ir 3 vektoru vektorialais reizinajums:
[bXmj=bX[cXd]=(b+ d)c—(b- ¢)d.
Tas japareizina skalari ar a:
a-[bXm]=(b-d)@-c)—(b-c)a-d),

[aXb]+ [cXd]=(b- d)(a- c)—(b- c)(a- d).

Labo pusi var uzrakstit determinanta veida, tad seko formula (1).
Sakanbu, ko formula izteic, var iztulkot Dekarta koordinitas:
plenem

, kura drikst

a=aji+a,jtak, b=>5,i+ b + bk, e=c i+ cyj + ik,
d :dli + dt_)j + dgk.

No (1) seko:
1]k . ij k |@161+ 8aco taacy  @1d+ agdyt agdy)
a a €€y &g | — .
biz‘:b: dlldzd: |br61 + byca + by cs b1d1+bzdg+bad3|
Krelsad pusé Ir divu determinantu El un Zz reizindjums.
- aq aa' Iaa a, ‘11 ‘13
= +
by b 1 |6, £,
— __|ea o s €4]. cl c2
2-—-a2dal+ dy 4, +d1d2k'

Lal tos parelzindtu skalarl, japareizina koeficient! pie vienddiem vlenibas vektoriem un
relzindjumi jasaskaita; dabd identitati:
(@aby—a3by) (cudy —Cydy) + (2ghy —a, b5) (3 dy—c1dg) +
+ (al be - a‘Z bl) (cl d‘Z — €3 dl) - (2)
=(a,6,+ aacy+a5¢q) (bydy+ bods+ bydy) —
—(ayd;+aady+ aydy) (81611 by €0+ B3 65)-
Ipa3a gadijuma, ja

a—=—c¢, b—=d,
seko:

(8,6, —ay )2+ (a3 b3 — a3 85)? (@ by —a, by)* =
={ai+ a3+ a3) (81 + bi+ B)—(@1 6, + 23 b2+ 25 55)7. 3)
(LagranZa-Ellera identitate).
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Piemérs 1L
fa Xbj X [c X d].

Tas ir vektors, kas xoplanars ar visiem 4 vektoriem a, b, ¢, d, tatad,

kolinears taisnei, pa kusu plakne (a,b) 5ke] plakni (c,d).

Patie$am, vektori a un b noteic plakniI; vektori d un ¢ noteic plakni IL
Ja plaknes nav parallelas, tas krustojas pa taisni AB. Vektorialie reizinajumi:

a b statenisks pret aun b (pl. I),
¢>{d ¢ d (plLID.

Vektors a > b, badams state-
nisks pret plakni I, ir statenisks
pret ikvienu plaknes taisni, titad
ari pret AB. Vektors ¢><(d ir sta-
tenisks pret plakni II, tatad ari
pret AB. Vektori [aXb] un [¢)Xd]

abi ir stateniski pret vienu to pa3u
taisni; tie ir koplanari plaknei,
kas stateniska pret So kopigo
taisni AB.

Otradi var sacit: vektori ﬁ
[a)b] un [c X d] noteic plakni,
pret kuyn taisne AB stateniska. 29. att.

Tapéc 350 wvektoru vektorialais

reizinagjums ir vektors, kas paralléls taisnei AB. To var izteikt lineari tiklab

ar a un b, ka arf ar ¢ un d.
Apzimeésim [¢)Xd] ar m.
Mums bas:
[aXb]X[cXd]=[aXb}])}Xm=(a-m)b—(b-m)a.
Bet:
a-m=a-(cxXdy=[acd), b-m=b-(cxd)y=[bcd].
Tatad:
[aXb] X [eXd]=[acd]b—[bcd]a.
Apzimésim aXb ar n
Tad bas:
[aXb] X{c Xd]=nX[c)Xd]=(n-d)e—(n-c)d.
Bet:
n+d={axXb)-d=Jabd], n-c=(aXb)-c=[ab¢].
Tatad:
fa)Xb] X{eXd]=[abd]c—(fabc]d. . . . . . . .
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Kartula formulu uzrakstiSanai:

Cetru vektoru vektoriilo reizinajumu [ad b]X[c)Xd] var
izvirzit izteiksme, kas linedri veidota no vienu vai otru
iekavu vektoriem. Klat tiem, ka koeficienti, ir pargjo vek-
toru jauktie reizinajumi, kas jagpem ar pretéjam zimem. Ar
+ jagem tas reizinajums, kura k3 reizinataji ir mal€jie vek-
tori. Reizinataju kartiba ir tada ka izteiksmé, ko izvirza.

Vienu un to padu izteiksmi var uzrakstit divi veidos (4} un (4'). Tas
rada, ka starp 4 vektoriem a, b, ¢, d ir speka identiska sakariba:

[acd]b—[bcd]a—=[abd]c—[abc]d, 5)
ko tada veida ar aug3gjas kartulas palidzibu var uzrakstit.

Parnesot visus locek]us viena pusé:

[bed]a—[acd]b+ [abd]c—[ab¢]d=0 (5"
Rakstisim d vield r:

[bcrja—[acr]b+[abrjc—[abc]r=0,

[are] [abr]
[:ib_c]b +——[abc] c (6)

tatad :
_ ‘[r b]

~fabg? "

r

Formula (6) deriga dota vektora salik3anai komponentés tris uzdotos

virzienos. Tas pamati ir piepémums, ka [abc] £ 0, t. i. ka vektori a, b, ¢
nav koplanari.

5. Vektoru a, b, ¢ apgriezta (reciproka) sistéma.

Uzdoti 3 nekoplanari vektori a, b, ¢, t3 ka jauktais triskdrtigais
reizindjums [abc] 3+ 0. Par uzdotajiem vektoriem piekartoto reciproko
(apgriezto) sistému sauc vektorus:

_bXe ., ¢cXa _, aXxbhb
“[abq)’ b ~fabq’ € Tlabq -

So vektorn apzim@jumu par reciprokiem attaisno tas, ka skalarie reizi-
ndjumi:

a!

__asbXe [abc

a-a'= [abc] ~ [abc]™
. , _brcXa |[beca]
bV ="rbg —labq_ "
c.c,zcoa)(b_[c:ab]__l.

[abe] T [abc] T
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Visi citi reizindjumi, kas veidoti no abu sistému vektoriem pa vienam

no katras, ir nulles:
a-cxXa _[acal _
[abc] ~ [abc]

aec— a-axb [aab]

a-b= 0,

fabc] "~ [abc] =0,

tapéc ka skaititdjos ir jauktie reizinajumi, kur divi reizinatdji vienadi, bet
tadi reizinajumi ir nulles.
Uzdevums.

Salikt vektoru r komponenté&s tris nekoplanaru vektoru
a, b, cvirzienos.
Piepemam: r=xa +yb+ 2c. So vienadibu pareizinam skalari ar

b c:

r-bxe¢c=xa-bXxc,
no kurienes seko:

r-bXc¢ _[rbc]

xza-b)(c_[abcj' @

Tada pa8a kartd, reizinot ar ¢ X a, a<b:
__lare] __|abr7] ,
_m, Z—Wj. (2)

Tatad: ]
[rbc] [arc [abr]
fabe)® Tfabc)® Y [@be) © )
levérojot reciproko vekioru definiciju, dab@ no (2} un (2'):

x=r-a, y=r-b, z=r-C,

r—

tatad (3) vieta:
r=(r-aa+({r-b)b+(r-c)c 4

Reciprokas sistemas geometriskals 1ztulkojums. — Formulas (1), kas
definé reciproko sisteému, sauceéjs ir skalars, turklat pozitivs, piegemot, ka
a, b, ¢ veido labas rokas (direkto) triedru. Sini beidzama gadijuma vektori
a’, b, ¢ ir paralléli attiecigiem vektoriem skaititajos:

a’|lbXc, b'cXa, ¢'laxXh.
Attieciba pret parallélepipeda plakn&€m:
a’Llpl(b,¢), bLlpl{(ca), cLpl(a b)
Pietiek apskatit kadu vienu reciprokas sistémas vektoru, piem., ¢’. No
c.¢’=1 jeb ¢’ cos B;—=1 seko
1 1

= ccos 8, :hs'
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Vektors ¢’ veido ar ¢ $aurn lepki, jo cos O =1:¢c¢">0. Vektors ¢
ir statenisks pret parallelepipeda plakni OAC, B un ta modulis ir inver-
sais parallélepipeda augstums pret 3o plakni:

¢ cos 8,=O0H,=h,.

Teorgma, — Triskartigais jauk-
tais reizinadjums, kas veidots no
apgrieztas sistémas vektoriem, ir
vienlidzigs tie3ds sistémas tris-
kartiga jaukta reizindjuma ap-
grieztai vertibai.

levérojot apgrieztis sistémas vektoru
definiciju (1):

mean _ BXe eXas,axXb _

[a'b'e] = [abc] " Tabc] ~ [abc]

—(bX¢€)+ [(eXa)X (aXbh)]

[abc]?

Cetru vektoru vektorialais reizina-
jums stirainaja iekava skaititaja

0. att. (¢ X a)X(@Xhb=

= cabl a — [caa] b = [ab¢] a.

Tatad :

(b X ¢)+[abcja 1
[abc]® ~ [abc] - )

[alb!cll —
Uzdevums. Atirast reciproko sistamu vektoriem a, b, ¢,

kas pa8i ir reciproka sistéema vektoriem a, b, ¢

Nosauksim vektorn a’, b’, ¢’ apgrieztos par a”, b”, ¢ Saskapa ar (1):

_ b X e Xal X[aXDb]
= Tabe] [abc)

"
a

Skaititajs jaizvirza vadoties no (4):
[e X a] > [a X b] = [cab] a — [caa] b = [abc] a.
To ievérojot, parliecinimies, ka a” = a, un tapat ari b” = b, ¢" = ¢

Ja vekioriem a, b, ¢ reciproka sistéma ir a’, v, ¢, tad
otradi: vektoriem a’, b, ¢ teciprokd sistéma ir a, b, ¢
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Vingrinajumi.

1. Uzrakstitnolidzinadjumu plaknei caur 3 punktliem, kas uzdoti a
vietas vektoriem a, b, ¢
lesakuma punktu apzimésim ar O, dotos punktus ar 4, B, C, mainigo punktu plakng

ar R, mainigais vietas vektors 5'R=r.
Vektori:

BA=a—b, CB=b—c, CR=r—c
ir koplanari, tatad triskarirgals jauktals reizindjums
[a—b, d—c, r—¢]=0.

(r—o)-[(a—b)X(b—€)]=0, (r—c)-n=0,
t=(@—b) X (b—c)=[aXb]+[bX<c]+[cXa]

Ti ki c-n=J[abc], tad seko, ka plaknes nolldzindjums ir r-n={[abc], jeb:

r-{[aXb]4[bXc]+[cX al}=[abd].

2, Uzrakstit nolidzinijumu plaknel caur 2 punktiem, kas uvzdoti
ar vietas vektoriem a un b; plaknei jabut parallelai taisnei, kuyas vir-
ziens dots ar vektoru c.

Meklejama plakne ir parallgla vektoriem a—b un ¢, tatad 1 ir stateniska pret vek-
torn (a—b) X ¢. Tas nolidzindjums ir:

r-[(a—b)Xc=g,
kur parametram q jabat tddam, ka r —a (val r=b) apmierina neclidzindjumu. No ta izriet, ka

a '[(a_b)xc]ZQI
g=[a-aXc]—[a-bXcj=—][abc].

Plaknes nolidzinijums:

Val arl:

kur

jeb:

r-[(a—b)>xc]=—IJ[abc].

3. Uzdotas divas taisnes: vienma caur punktu a virziena b, otra
— caur punktu &' virziena b'. Kad 3Tm taisnem ir kopigs punkts? Ja tais-
n&m kopiga punktia nav, vilkt caur katru taisnl pa plaknel t4, lai abas
plaknes Ir parallelas. Kadl 'ir 50 plakgu nelidzindjumi un kads Ir
atstatums starp plakném?

lesakuma punkts ir O, No 5 punkta iziet vekiorl a un a’, kuri noteic attiecigi punktus
A un A TaiSgu nolidzin2jumi, kuras iet caur punktiem 4 un A' virzienos b un b':

r—a+!f-+hb, r=a’'+s+b.
Ja 3im talsn&m ir koplgs punkts, tad caur tdm var vilkt plakni. Vektori b, b un Ad =
a’ —a ir koplanari 3al plaknel, titad to triskartigals jauktals reizindjums
(b, b’, a’—a]=0.
Tada sakariba starp vektoriem a, b, &/, b’ ir spekd, ja uzdotam talsngm ir koplgs punkts.
Ja turpretim

[b, b, a'—a]+0,
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tad taisoes nesastopas. Sint gadfjumi ir divas parallelas plaknes tadas, ka katra plakng ir
viena vzdotd talsne. Abas Ir koplan3ras vektoriem b un b, tatad, stateniskas pret b b';
viena iet caur punktu a, otra—caur a'. Plakpu polidzinajumi:

t+[bXb]=a-[bXb]=[abb’],
r-[bXb]=a’-[bXb]=[a'bb].
Atstatums starp plaknem (visisakais atstatums no vienas taisnes 1idz otrai):
_ labW)—[a’bb’] _[(a—a"),b, ]
=X |bXb|
4, Atrast nolidzindjumu taisnel, Kura iet caur punktu c un sastop
taisnesr=a-+sb un r=a’ 4 b’

Caur uzdotdm talsn2m vilksim plaknes, kurdm liksim {et arl caur kopigu punktu ¢,
Taisne, kas kopiga abadm plakn&m, atbilst uzdevuma prasibim.

Plakne caur punkin ¢ un taisni r—a + sb let caur 2 punktiem, kas uzdot{ ar vietas
vektorlem a un ¢, 31 plakne Koplanira vektorlem a—c un b, tatad stateniska pret vektoru
(a—c)Xb. Tis nolidzindjums:

r-[(a—c)>Xbj=a-[(a—c)Xb]
Parmainot 1aba puosg punktu pret krostinu un izdarot vekloridlo reizing3anu, dabii:
r-|[(a—c)xXbj=[abc].
Lidzigd kirtd dabi nolidzindjumu plaknei caur punktu c un talsni r=—a’ 4 ¢b':
r-[(@—c¢)Xb]=[a’b'c).

Taisne, kas kopiga 5im divam plakném, stateniska pret abu plakpu normalém, tatad
paralleéla vektoram:

[(a— ) X b] X[(a'—c) X b)=d.

Tas nolidzindjums ir:
r=c-}ud (z— parametrs).

5. Uzdotas 3 plaknes caur kopigu punktu (triedra staris). Caur 3o
punktu ikkatrd plakng& velk stateni prettre3o 3kautni. Paradrt, ka ¥ie
statgpi Ir koplanari.

Iesakuma punktu plepemsim plakpu kopigd punktad. Tris plakn&m caur lesakuma
punktu It nolidzindjumi;

ren=0, 2)ren,=0, 3)r-ny=0.

Skautne, ko veldo dlvas plaknes, ir stateniska pret abu plakpu normalem; 3kauigu
nolldzinajumi :

12) r=s[n, X0y, 13)r=1¢[n, X Ny, 23) r=u[ny, X n,).

Pret katru 3kautnl iesikuma punktd javelk stateniska plakne un jimekle pedéjas
krustojums ar pretejo triedra plaknl. Plaknel caur fesakumu, kura stateniska pret Skauinl
12), ir nolidzingjums

re{n, X ny)=0.

Pretejai triedra plaknei ir nolfdzindjums r-my=0, Abas plaknes krustojas taisng,
kas stateniska pret abu plakpu normaileém, tatad paralléla vektoram

[n; X my] X ny = v,
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Tads virziens Ir statenim pret Skautni 12) plakne 3). V&) ir 2 tadl stateql:

[0, X 0g) X My =¥y,
[0y X ng) X By = v,.

Japierada, ka vektorl v;, v, v, ir koplandr. NepiecleSamals un pietiekamais notei-
kums tam it tas, ka triskartigais jauktais reizindjums

[viVavg} = 0.
Izvirzot triskartigos vektorlalos relzinZjumus, daba:
Vi = [0y X ng] X ny = (0 « ng) ng — (0, + Mg} Ny;
Vo = [ X ng] X 0y = (0, » M) Ny — (D3 * M) My;
Vs = [0y X 8] X my = (8, > ng) 0y — (ny - N3} M,
No 3ejienes seko:
Vi X Vy=My =~ NaMy e Ny [0, X 1] + 1y » mgmy » 1y [0y X 1) +
+ 1y - Ngng - Ny [m, X 0]
Izndkams japareizina skaldr ar vy:

Vi X Var V3=10, " NyMy= Ng M, = 0y [0y 0y 0] —
—n,+0g0; ¢ ANy * Ng[0yn,m] =90,
ko vajadzeja pleradit,

Uzdevumi V.,

1. Plakne let caur punktu a un paraligla divim talsném, kuru virzienus noteic b un c.
Paradit, ka t3s nolidzindjums ir r-[b > c/]=[abc].

2. Plakne iet caur taisnl r=a+ sb un paralléla otral taisnei, kujas virzienu noteic ¢.
Paradit, ka tas nolidzir8jums ir r.[b )X ¢c]J=[ab¢]

3. Plakne et caur taisni r=a-+ sb un punkiu ¢. Paradit, ka tis nolidzin3jums ir
r-[a—c)xbj=J[abc].

4. Uzrakstit nolidzindjumu plaknel, uz kuras ir talsne r—=¢a un kuja stateniska pret
plakni caur taisn€m r=ub un r=vec.

5. Atlrast nolidzindjumu plaknei, kas le¢t caur divam parallélfm talsngm r=a+sb
un r=a’+¢b.

6. Kads nolidzin3djums izteic plakni, uz kufas ir taisne r—a=1¢b un kura ir state-
niska pret plaknl r.-c=g¢?

7. Paradit, ka plaknl, kua let caur divim taisném r—a- £a’ un r=ga’' 4 sa, izteic
nolidzinajums [raa’|=0. lztulkot nolidzindjumu geometriskl.

8. Atrast 1s8ko atstatumu starp taisném r=¢Kk un r=a- sb. Uzrakstit nolidzina-
jumu talsnei, kura stateniska pret abam uzdotam.

9. Atrast nolidzin2jumu taisnel, kura iet caur punktu ¢, sastop taisni r—=a+sb un
parallgla plaknel r-a’=0.

10. Talsne pdrvietojas paralleli uzdotal plaknei, slidédama gar divdm nekoplandram
taisngm. Paradit, ka geometriskd vieta, kas slido8ds taisnes nogriezni sadala konstanta attie-
ciba, ir taisne.

11. Atrast geometrisko vielu punktam, kur3 Ir vienados atstatumos no plakném
r-m=¢q, r-Ng=4g; T-N3=4s.
12, Pieradit, ka
axX[bXc+bx[cXa]+ex[axb]=0.
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13. Pieradit, ka

aX[bX(eXd]=b-daXc—b-caXd,

un uz iznakuma pamata izvirzit
a X {bX{eX(dXe)]}.
14, Pleradnt, ka
[aXXDb, bXc, cXa]=[abc]?
un lzndkumu uzrakstit determinanta veida.
15. Pleradit, ka

[Imn]jlabej=|m- .

oo

= 8 o
P @ op
2 EH -
o 83
a @&

[ B o B o ]

16. Pieradnt formulas:

[a XD, ¢Xd, eXf]l=
=[abd][cefl—[abc]{def]=
= (abe|[fcd]—[abf][ecd]=
=|[cd a] [bef]—[cdb] [a ef].



VI
Vektorfunkcijas, kas atkarigas no viena skalara parametra.

1. No skdlara parametra atkarigu vektorfunkciju diferenc@Sana, —
Piepemsim, ka dota vienvértiga un nepariraukta vektoriala funkcija, kas at-
kariga no skalara parametra f.

Tas nozime, ka apskatama vértibu intervalla ir dos likums, kas noteik-
tai skalard parametra ¢ vértibai piekarto noteiktu mainiga vektora a v&rtibu,
ta ka, ja ¢ mainas un daba vertibas £, £, &, tad tam ikvienai atbilst
pilnigi noteikta vektora a vértiba a,, a,, a,. . Vektora a atkaribu no
¢ izteic lidzigi tam ka skalaru funkciju gadijuma, rakstot:

a—a(f), un Ipadi: a,—=a(l,), a,—=a(l),

Liksim neatkarigajam mainigam (argumentam, parametram) { pieaugt
par Atf; tad mainisies arl funkcijas vartiba. Funkcijas pieaugums

Ha=a(tt+Aty—al(t).

Piepémums, ka uzdota funkcija ir nepartraukta, apzimé to, ka funkcijas pie-
augums A a tiecas uz nulli vienlaicigi ar parametra pieaugumu A £, neatka-
rigi no ta, kdds ir 3is beidzamais pieaugums (pozitivs vai negativs.)
Izdalisim funkcijas pieaugumu ar neatkariga mainigd (parametra) pie-
augumu:
Aa __af{t+Af)—af(l)
ot Aot :

Laba pusé skaititaja ir divu vektoru starpiba, tatad vektors, bet sau-
céja — skalars. Dalijums (diferenéu kvocients Aa/A¢f) ir vektors, kura
vértiba, visparigi, atkariga nevien no {, bet ari no parametra pieauguma
At, un var tiekties uz noteiktu robeZu, kad A¢— 0, Ja tida robeZa ir, tad
funkciju a(?) sauc par diferenc€jamu un pasu robeZu par funkcijas
diferencialkoeficientu (kvocientu) jeb atvasinato.

Atvasinato funkciju apzimg ar simboliem:
da

a7’ daZreiz 5,

a’ jeb
un atrod saskapa ar definiciju:
_da__ |im a(ttAan—a(y
T dt T At-0 Ot )

'
a
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Tas reizindjumu ar neatkarigd mainiga diferenciali sauc par funkcijas
diferenciali;

_da —nal
da—m‘dt—-a dt.

Darbibu, ar kuju atrod funkcijas atvasinato vai diferenciali, sauc par
diferencé&fanu.

Par visam funkcijam, ar kurim més 3eit nodarbosimies, piepemsim, ka
tas ir diferenc€jamas.

Vektorfunkcijas a{f) atvasinati a’ pati ir no ¢ atkariga vektorfunkcija:
a’' = a’(¢), kuju, piepemot tas diferencdjamibu, var atvasinat talak un ta
veidot funkcijai a (¢) otras, tre$ds un t. t. kartas atvasinidtis un diferencialus.
Apziméjumi ir tadi pasi, ki skalaram funkcijam:

" ” d’a d’a
a“(), a’' (), "dE ap’

2. Diferenc€Sanas kartulas. — Vektorfunkciju diferencéSanas (atvasi-
nadanas) kartulas neatSkiras no tam, kuras sastopam skilaru funkciju dife-
rencésana, izpemot to, ka zinimos gadijumos jaievero faktoru sakartojums.

Turpindjuma zem a, b, c, sapratisim diferenc€jamas, no skalara mainiga
¢ atkarigas vektorfunkeijas.

Konstanta vektora atvasinata ir nulle.
Ja a{f) = a = const., tad vektorfunkcija nemainas, tas pieaugums Aa=0,
un viemmeér pieaugumu attiectba Aa/Aé=0. Tatad a’ =da/di=0.
Summas atvasinatid ir vienlidziga summandu atvasinidto
summai.
Simbolos:
(a+hbhy=a+b m
Ja argumenis pieaug par A¢, funkcijas a un b pieaug attiecigi par
Aa un Ab, Summas piequgums ir abu 30 pieaugumu summa:
L@a+b)=(a+ALa+b+tAb)—(a+b)y=Aa+Ab.
Izdalot abas puses ar Af:
A(ath) _Aa, Ab
At T AE S AL
tatad, ja AL-0:

(a+ b),:a!(a+b)_da db

Tapat lielaka summandu skaita gadijuma.
Ja u ir skalara, bet a vektoriala funkcija, tad abu reizina-
juma atvasinita
(zay =w'atwma'. . .. ... ... .. (2)
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Ja arguments ¢ dabi pieaugumu A4, tad u pieaug par &2 un a par
Aa. Funkcijas pieaugumu atrod, atskaitot pieaugu3as funkcijas vertibai
nepieaugudas funkcijas vértibu:

Afga)=(e+ Au)(a+ ra)—ua —aAu+uda+ Auha.

Izdalot ar Af:

A(ua) Au ﬁ.a A
g + ==
AL ALY ;o8

Beidzamais loceklis tiecas vz nuolli, jo Aa izzad reizé ar At Atrodot
abam pusém robeZu, dabii:

(ua),:d_(ua) adu da

+tu———= + ua'.
dt ar Tegr—va

Secinajums 1.
Ja k= const un a=a(?), tad no (2):
(ka) = ka’ (3)
Secinajums 2.
Ja u=u(¢) ir skalara funkcija, bet vektors a — const, tad no (2):
(vaY = u'a )
Tatad, nemainiga virziena vektoram atvasinata ir tada pat
virziena vektors.
Vektoru r, kas izteikts ar komponentém x, y, z orlogonalas koordinatu
asis:
r=xi+ yj+ zKk,
atvasina saskana ar (4) ta, ka atvasina visas komponenies:
r=xi1+y jt+2z' Kk
r!l_xl!i+yffj+zlfk
IH’ x.fh'i +y.fHJ + zﬂlk
Tatad, vektora n-as kartas atvasinatai komponentesirvien-
lidzigas vektora komponentu n-as kartas atvasinatam.

Vektoru reizinajumu atvasinaSana norit saskana ar kartulam:

(@a-by=a-b+a-b, )]

) faxXb) =a’'Xb + axb’, (6)

turklat beidzama formula nedrikst mainit faktoru sakarto-
jumu, ja to neatsvey ar zimes parmaigu,

Abam formulam pieradijuma gaita ir viena, t3 ka pietiek apskatit
vienu, piem., beidzamo. Ja arguments ¢ pieaug par A ¢, funkcija a () XX b(¥)
pieaug par

AlaxXbl=(@+Aa)X(b+Aab)—a Xb=
—=aX Ab+ asaaXxXb+AaXAb.
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Izdalot ar Af:
AlaX(b] Aa
= ax G G xe=GTx o,
Beidzamais summands tiecas vz nulli, jo Ab -0, kad Af- 0. Galu
gala:
N,
d.[ad,‘( bj —aX E”j + ‘}',a,x b,
t
vaj 1saka rakstiba:
[aXXb)=a' Xb+aXD.
Plemérs 1. Dots v =r.r, atrast dv/d¢.
dv__d dr dr dr

_— ] - — + « - - - —_—
=@ D= =2r
Bet v=r-.r=r2 ftatad, dv,fdt—Qr::.
Seko: 1. .‘E_rdr
dt dt

Piemers 2. v=r x“_' , atrast dv/dt.
dr ar dar
dt[ Xd ] th 'th‘ rx s

Tris vektoru jaukto reizinajumu atvasina saskapa ar kiar-
tulu:

[a-b>c)=[abc] =][a’bc]+[ab'c] + [abc’), {7)
raugoties, lai nemainas faktoru cikliskais sakartojums. Piem,,
nav 3kérsju [abc’) vietd rakstit [bc’a) vai {¢’ab), jo tiem visiem ir vienads
cikliskais faktoru sakartojums.

Tris vektoru vektoridlo reizinajumu atvasina saskanpd ar
kartulu:

[aX[bXc)=a'"X[bXc]+aX[Xc]+aX[bXc],. (8
kur reizinadjumos nav briv mainit faktoru sakartojumu. Pretgja
gadijuma var mainities reizinajuma zime.

Abas kartulas pierada, piepemot a par vienu faktoru um b>Xc par
ofru, un 30 divu faktoru reizinajumus pakjaujot kirtulam (5) un (6).
Piem@rs 1. Atrast pirmo un otro atvasinato reizindjumam
dr d*r
A—[r WW].
Apzimejot atvasind$anu ar apostrofu:
A =[rr't"=['rr"]+[re"t"]+[rr'r""].

Triskartigie jauktle reizinajumi, kur divi faktorl {r vienadi, ir nulles.
Tatad:

A =[rr'r".
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Tapat tilak:
AH — [rru rIH] _|_ [rrl r]Vl .

Plemérs 2. Atrast pirmo un otro atvasinito reizindjumam
dr , dr
V=rX|5 X 5]
x| < 2]
VI:rlX[rlxrlf]+r><[ruxru]+r><[ri><l.H.r].
Videjals relzindjums ir nulle, jo r'’ < ¢ =0; tatad:

VI — r.l' X [rl X rH] + rx [rl' X rHl] .
Tapat talak:

V=X [ X T+ 20 X X e T4 XX P+ X Y],

3. Vektoru diferencéSana geometriskd 1ztulkojuma. — Vektori, kurus
%e apskatam, ir brivi vektori; to iesikomus var piepemt kopiga punkta.
Tad to gala punkti, ja vektorfunkcija ir nepdrtravkta, argumentam mainoties
apraksta telpas likni, ko sauc par vektorfunkcijas hodografu jeb
indikatrisu.

§1 likne ir pilnigi zinama, ja vektorfunkcija ir uzdota. Otrads secina-
jums nav speka. Telpas likne pati par sevi nav pietiekama vektorfunkeijas
raksturoSanai, jo ta nerdda
parametra vértlbas, kas at-
bilst katram liknes punktam.
Vektorfunkcijas pilnigai rak-
sturoanai vajadziga nevien
likne, bet ari skala uz {as,
kas kaira vieta atlauj nolasit
liknes punktiem piebiedrotds
parametra vértibas.

Ar hodografa palidzibu
var peiit vektorfunkeiju 1pa-
§ibas; otradi, dotas liknes ipa-
§ibas var pétit ar attiecigas At 31,
vektorfunkeijas palidzibu.

Piepemsim, ka vzdota vektorfunkcija a (/). Parametram ¢ atbilst hodo-

grafa vektors OP=a (£), parametram ¢+ ~{ — vektors OP' =a t+ae.
Vektorfunkcijas pieaugums

Ara=a (t+ A t)—a () = OP'— OP = PP’
ir vektors, kam lielums un virziens. vzdoti ar chordu no
nepieauguda vektora gala lidz pieauguia vektora galam.

Nemsim uz liknes iesakuma punktu [ loku garuma skaitiSanai un no-
runasim pozilive virzienu pa Itkni. Parametram { atbilst loks  {P =3,

B
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parametram ¢+ 4f—loks 1P = s+ 2~ 5. Pozitivam A ¢ var atbilst tik-
lab pozitivs, ka negativs 4 s.
Punkta P pieliksim vienibas vektoru v (z=1), kas virzits pa chordn
uz to pusi, kur loks pieaug, tatad:
no P pret P/, ja ~As>0, bet
. P . P , As<O
Tad attieciba

La _PP_ PP |PP| _, |PP]
Lt At PP at oot

+ jagem, ja As>>0, bet janem, ja As<C0. Abas zimes var apvienot
viena izteiksme, ja formula ieved loka pieaugumu As.
JAY 4 JAY S

Jaievéro, ka chordas un loka garuma attieciba |P_}5’[:
As-0, talak: X |As|=As un As/At— ds/dt.

Tatad, galigi:

As| tiecas uz 1, kad

da ds
dr Tt ar M
kur & ir vienibas vektors pa pieskari norunitd pozitiva virziena.

Uzdevums 1.

Atrast atvasinato funkciju mainigam vektoram plaknég, kura modu-
lisir konstamts.

lkviena vekiora skildrais kvadrats ir vienids ar modula kvadratu:

r=r=r=2

r-r=rr, (2)

titad, ja atvasina:

vai an:

r .
';' . r’:f’, t.i.:

Vektora modu]a (skalirais) atvasindjums ir viendds ar atvasinata
vektora projekeijas lielumu, projecéjot uz vektora virzienu.

Ja vektora modulis r= const, tad no (2) seko, ka r.r*=0,t.1. atvasindtais vektors
ir statenisks pret padu vektoru (r' L r). Vekitora hodografs 3in1 gadijuma, visparigl, ir likne
uz lodes virsmas. Formula r.r' =0 jzteic pazistamo faktu, ka pieskare Itknel uz
lodes virsmas stateniska pret radiusu 5inl punkta.

Maisu uzdevuma malnigais vektors, kura modulis konskants, ir plakng. T3 hodografs ir
ripkls kam radiuss ir r. Vektors r malnds atkariba no legka 6, ko r veldo ar x asi; 8 var
uzskatit par argumenta ¢ funkeijo.

Piegemot x un y asu virzienos vienibas vektorus i un j:

r=r(t)=r(cosOi+sinBj), (r=-const)
de

r’:r(—sinﬁl-l—cosﬂj)a. R (£
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Acim redzot
. . de
r-r—=s2(—cos®sinB+sin8 cos@)-a=0,
(rLlr).
Atvasinata vektora modulis:
d&l dﬂ

)

=

rl=

Apzimasim ar u vienibas vektoru (u=—=1) pa pieskarl augodo loku virziend. Tas ir vek-
tors, kas rida vienmeér, plem., pretéji pulkstepa raditdja kustibal. Atvasinitam vektoram r,
turpretim, ir tads pats virziens, ja A 8>0, kad £ £>0, vai preiejs, kad A 6 <0,

s
ai|
+jar0>0, —jare<o,

tatad, divkaro zIml un ahsoliitd lieluma apzim&jumu var atmest:

ae
=u f—d? (5)

r==sur

§: jagem

Uzdevums 2.

Atrast pirmo un otro atvasinato vektorfunkcijai, kas iztelkta polar-
koordinatas.

Vektorfunkcijal

r=re (e=1) (1)

r=rit) e=e(p), y=v(¢), kur t—parametrs. Vienibas vektoru, kas vérsts pieskares vir-
zlend uz to pusi, kur loks pieaug, apzimésim ar p.

Vektora atvasindta pec loka ir vienibas vektors pieskares virziend uz loka pieauglanas

pusi, Attiecinot 3o Ilkumu uz vektoriem 07»:! un O_F\’ un levErojot to, ka uz vienlbas ripka
ds—dy, dabi:

de de dp dp
—_——— = —_——_—— = 2
ds — dy P Gs dy ¢ )
un t3tad:
de de dp_ dp dp dp _ _ .,
A= a9 T dar— ¥ 3)

Ar apostrofu (/) apzIméti atvasin2juml péc parametra t. Atvasinot (1):
dr
at

Tatad d

r I r
Z =" et+rg'p. €3]

=r=ret+re'=ret+ryp.

Pirmals summands labd pus& ir atvasinitds funkcijas komponente vekfora r virziena
(vektors, kas kolinedrs ar e); otrs summands ir komponente, kas 1 pret 3o virzienu (koli-
neara ar p). Ja ¢ apzime laiku, atvasindta apzime dtrumu:

dr . .
V:E:rE'l'rcpp. N € D
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Atvasinot (4) vélreiz:
d‘zr —_ 'l de J ! " ! dp
E=retr Tt p g —

Ieverojot (3):

2}

d n 2 f L
=" —ryMet 2y +re")p. 5)

4. Piemeéri vektoru letajumiem diferencialgeometrija (likpu teorija).

1) Likne telpa un plakng& Ja vietas vektors r mainas atkaribd no
skalara parametra #, tatad, ja uzdots, ka

r—=ru), M
tad vektora gals apraksta telpa vienu vai vairakas liknes, atkaribi no 13, vai
funkcija ir vienvértiga vai naw.

Ja vektora r projekciju lielumus uz koordinatu asim (i, j, k) apzime ar
x = x{u)y =y (), z==z(u), tad liknes nolidzindjumu var uzrakstit:

r=xi+yjt+tzk (2)
Likne biis x Oy plakng, ja z= 0.

2) Pleskares virziens., Nemsim vektorus r un r+ A r, kas atbilst divi
tuvam parametra vértibam & un 2z + Ax.  Ja vektoru gala punkti ir M un

M, vektoridlais pieaugums Ar=MM. Tam atbilst loka pieaugums
As=v MM. Apskatim vektoru:

AT _ MM _
As oMMV

Tas wvirzits pa cherduv no punkta M vz M pusi. Kad As-0, v tiecas
sapliist ar pieskari punkta M., Lielums v (vektora modulis) maz at3kiras
no vienibas un tuvojas 3ai vértibai k3 robeZai, kad As-0,

Radiusa vektora atvasindajums p&c loka ir viendds ar vie-
nibas vektoru pieskares virziena uz to pusi, uz kuru loks pie-
aug. Ja 50 vienibas vektoru apzimeé ar t:

dr
t=— (3)
Ja r=r(u) un s =s(u), ko apzimé vektora atvasindjums péc para-

metra u?
dr _drds  ds

EETC o=t . (4)
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Apzimeésim pieskares virziena kosinus ar cos %, cos 8 un cos y. Lai
tos dabiitu, japrojic€é vienibas vektors uz koordinatu asim:

r=xi+yj+zk,

dr dx dy
t= —ds' ]+a’sk
tatad:
_dx _dy _dz
cosx =, cosﬁ_ds, cos y = (5)

3) Pieskares nolidzinajums.
Apzimésim mainigo vekioru, kura gals slid pa picskari, ar R:

R=r+it,
(A — parametrs) (6)
Vai ari:
dr
R=r+ IE (7

Liknes mainigas koordinatas apzimésim ar x, y, z (vekiora t projek-
cijas), pieskares mainigds koordinatas ar X, Y, Z (vektora R projekcijas):
r=xi+yj+zk,

R=Xi+Yj+Zk.
levietojot (7):
dx ds
Xi+Yj+Zk=xi+yj+zk+1{251+ sj +23 k)

ds
Tatad:

X_x+ldx Y=y +1222 z—z+1%,
ds as

No Sejienes seko pieskares nolidzindjums analitiskd veida:
X—x Y—y Z—z

T dx T dy ~ dz

ds ds as

4) Normalplaknes nolidzinajums.

A C))

Normalplakne stateniska pret pieskari
pieskarsands punkta. (Att. 32)) Vienibas
vektors t statenisks pret normalplakni. Tapec:

MN 1t,
tatad:
(R—r)st=0 )]
Tas ir normalplaknes nolidzinajums
vektoridla veida. Lai parietu uz analitisko
veidu, piepemsim:
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R=Xi+Yj+ ZKk,
r=xi+yj+ zk,
dr _dx, dy. dz
ds —ds' T T as
Tad, ievietojot formula (9):

t— k.

[(X—x)i—(Y—y)j—(Z—z)k] -(j:i——gj _ % k)zo,

d
K-+ - P+ z— % =0 (10)

5) Oskulacijas jeb pieslejas plakne.
Uzdota likne
r=—r(s).
Uzdodot parametru s (loka garumu no f), més nosakam vektoru r un
reiz€ ar to liknes punkiu M. Lokam pieaugot par A s, vektors pieaug par
A T un noteic p. M. (Att, 33))

4 Fr
\Mu / /\/

A\ [ AT

33. att.

Liksim lokam vél pieaugt par A s, tad pieaugs arl vektors oM =
= r+ar, Ta pieaugums
AOM =A(r+AT)=AT+ AT
noteic punktu M"
Vilksim plakni caur punktiem M, M’, M" Ja tie nav uzvienas taisnes,
plakne biis noteikta, viena vieniga. Ta ir parallégla vektoriem A r un A%r,
tatad, stateniska.pret vekioru Ar X A%r. Vektors Ar X A%r nosaka plaknes
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normales virzienu. Pedejais ir statenisks pret ikvienu vektoru Sini plakné.
Tads vektors ir R—r:
(R—r)-(Ar X Ar)—=0,

(R—1)- (gx 252) —0.

Tas ir plaknes nolidzinajums caur 3 fuviem Iiknes punktiem. Kad
&'s - 0, plakne tiecas uz robeistavokli, kuru sauc par pieslejas jeb
oskulacijas plakni. Tas vektorialais nolidzinajums ir

R—n- (35X G =0 an

Kreisaja puse ir 3 faktori jaukid tipa reizinajuma, kur darbibas apzi-
m&jumus var arl atmest un rakstit:

dr a¥ _

Lai parietu uz analitisko veidu, piepemam, ka

r=xit+tyjt+zk,

un tapat
R=Xi+Yj+ Zk,
Tad seko:
dr dazr dx . dy. dz dx dy . dz
—_— N == T — =" — —- —
ds > ds? _[ds i+ ds i+ ds k]x[ds i dsi " ds k]—

i j k

dx dy dz
_lds ds ds
d*x dy d*z
ds® dst ds

Tas japareizina skalari ar R—r=(X—x)i+ ¥ —»j+(Z—2)k un
izndkums japielidzina nuollei. Tad dabn oskulicijas plaknes nolidzindjumu
analitiskd veida:

X—xY—y Z—2

dx dy dz
“ds ds ds |—o¢ . (13)
$£x 4y d’z

ds® dst dst

6) Liknes liece (liekums). Uzdota likne ar nolidzinajumu r=r(s);
kur parametrs s ir loka gajums, skaitot no kada iesakuma punktaI. (Att. 34.) Uz-
dodot s més nosakam: vektoru r, gala punktu M un pieskares virzienu t
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Sini punkta. Citam parametram s+ A s atbilst cits punkts M’ un cits pie-
skares virziens t+ At
Apskatam vektoru
=i 2t
dS s (o5

C (14)

No vektora t hodografa redzams, ka At/As robeZstavoklis, kad As— O,
ir statenisks pret t (C Lt), tatad, vektors C ir normalplakng, kas vilkta
pret likni punkta M. Otrkart, At ir koplanars ar t un t+At, tatad, ar
divi pieskarém tuvos punktos, kas robeistavokli tiecas saiet kopd; no ti
seko, ka vektors Cir arl pieslejas
jeb oskulacijas plakné. Tas
ir normilplaknes un oskulacijas
plaknes krustojuma wuz taisnes,
kuju sauc par galveno nor-
maili,

Apzimésim ar n viemibas vek-
toru (n=1), kas vérsts pa gal-
veno normali uz to pusi, uz
kuru apskatama vieta grieZas
hodografa vektora gals. Vektori
C un n atskiras ar pozitivu koe-
ficientu » (>0):

34. att. C==xn,
tatad: 2
dt T
XH—E— ds? (15)
Var paradit, ka % apzimé liknes lieci (liekumu). Apskatam:
2 sin‘i\'—8 sin L8
At | ot P 2 48
As|T O As T FAY) A8 As
Kad As-0 . 6
A
=L 22—« 16
NS as * (16)

Ja ripkl legki starp pieskargm loka galos izdala ar loka garumu, dabi
ripka radiusa apgriezto vértibu (1/p =ripka liece), Ja kada cita likne dara
tapat, daba vid€jo lieci, liknes lieci kada punktd saprot ka vidéjas lieces
robezu, kad loka gajums neaprobeZoti samazinds. Lieces apgrieztd vériiba
ir lieces radiuss.
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Ja r=r (s), kur 5 loka garums, seko:
dar d*r dt

——:t' - = = *Nn,

as ds
vai ari Isak, aivasindjumu pé&c loka apziméjot ar apostrofu:
r=t, "=t ==xn.

Pedgjo nolidzinajumu skalari pace] kvadrata un atrod lieces kvadratu:

%2 — ru - l'", oy — l/."rrr ru (]7)
Plem&rs. x=x(s)) y=y(8) z=2=z(s). Ortogdnalas asts {1, J, k) dots mainigs
vektors
r=xi+yj+zk,
tatad: ,Vj
dr _ dx dy dz .
ds —as 1T g It k=Y
r=x'ityjt+zZk=t.
Atvasinot vElrelz
dacr dgx
dsF = dst ! as2j+—_k xn,

rr=x"1+y"j+2z"k=m=xn,
Tatad:
=1 - 1= ()2 () ("),

x=) )+ ()t (")* (18)

VisbieZak gadas, ka likne noteikta, nzdodot koordinatu atkaribu nevis
no loka garuma, bet no kida cita parametra. Piem.:

x=x(), y=y@), z=z(@)
Tad, visparigi, var pienemt, ka arl loka gajums ir $1 parametra funkcija, un
otradi. PatieSdm, diferencéjot iepriek$gjas izteiksmes:
dx=xdu, dy=ydu, dz=zdu,

ar punktu apzimé&jot atvasindjumus pé&c parametra u#. Pace|ot kvadratad un
saskaitot:
ds?=dx?+dy*+d22 = (2 +y2+2%) d 2,
ds=V) 2+ +22=du,

s=[V 2+ +2du=f(u),

Ja s=f(u), tad arl otradi # = w(s), ta ka ar 3is funkcijas starpniecibu
X, ¥, z ir loka funkcijas. Uzdevums ir atrast liknes lieci, neizveidojot 30
starpfunkciju, bet aprobeZojoties ar zind3anu, ka ta eksista,

tatad:
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Definiciju nolidzinajumus

dar —t a?r _ dt
ds — dst~ ds —

pareizinam vektoriali:
‘g—x-‘—f—;—;—:tx:«.n:z(t){n):xb.
Se t 1 m, tapec b apzimé vienibas vektoru. Skalari pacelot kvadrata:
o= Lo x 25 (19)

So formuly varetu lietat lieces aprekinadanai, ja r atkariba no s biiu no-
teikti zinima. Tas ta nav, tapéc formula japarveido ta, lai varétu to izteikt
ar parametru &. Jaievéro, ka

dr —t dar _dr__1 (_dr‘ dr)”_]
ds — ' ds ds ~ '\ds ds)
Formulu (19) var paplasinat:
dr , &r|?
ds 7 ds?

6
Pareizinot skaititaju un sauceju ar (Fd: ) dabii:
L5 &
2 du dut| _ [rXr]? (20)
ST g dr dr)3_('r. r)?
( de du

7) Galvena normale. Par galveno normali sauc normalplaknes un
oskuldcijas plaknes krustojuma taisni. (Att. 35.) Lieces vektors C =»n — d?r/d s?
ir virzits pa galveno normali. Tas nolidzindjums vektoriald veida ir:

R=r+nxp,
R=r+% o (29)
kur p ir parametrs.
Ja piepem:
r=xi+yjtzk,
R=Xi+Yj+Zk,
tad seko:

_f(d&x &y d%z
(X—.a«:)i-l-(}’-—y)j-I-(Z—:z)k_(dﬁ.‘i1+ds2j-!—ﬂrs2 k)p.
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Tatad:

No ta seko galvenas normales nolidzinajums analitiska veida:
X—x _ Y—y Z—2z
djlx - d‘_’y - d-
ds? ds? as?

(25)

8) Binormale. Taisni, kas vilkta caur kidu liknes punktu stateniski
pret pieslejas plakni, sauc par bimormali. Pieslejas plakne ir
divi stateniski vienibas vektori: t pa pieskari augosa loka virziena, un n —
pa normili uz lieces centra pusi. Binormale ir slateniska pret tiem abiem,
tatad, paralléla vektoram b =1t < n.

Ja P apzimé kadu ltknes punktu, kam vietas vekiors ir r, un Q apzimé
binormales punktu, kam vietas vektors R, tad seko, ka ﬁQ ir kolinears ar b.
Tatad:

R—r=—ub=u(tXn), (26)
kur # — parametrs, ir binorméales nolidzindjums vektoriala
veida.

Lai parietn uz nolidzinajuma analitisko veidu, pienemsim, ka

R=Xi+Yj+ Zk,
r=xi+vj+zk

No {2 seko:

dr dx dz

t=—ge =gl

d*r _ d*x .,  d% d’z
+ - it== i k.

K,

I=tgsE~ g s
levietojot formula (26):
(X—x)i+(Y—v)j+(Z—z)k—

_ dx dgy d2

Labo pusi var uzrakstit determinanta veida:
i j k
dx dy dz
cul ds as ds
£x 4y  di:z
ds? ds* ds?
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Salidzinot abas puses un apzimgjot pu =a:

dy dz
1 ds ds\|\  _(d&z dy dz d?y)
X—x=o Ly dz _c('c?.s—9 ds ds ds*)’
ds® ds*
4z dx
Ve v—og ds ds _c(d2x dz dx diz
Y= d*z &Px |7 "\dst ds  ds dsf’)’
ds® ds®
dx dy
_ ds ds | (d&y dx dy d*x
C7E=% px @y —"(’ai(;tr ds ~ ds ds")'
ds? ds*

Binormales analitiskais nolidzindjums ir:

o X—x . Y—y _ Z—z @7)
dy &’z _d*y dz  dz d®x d*z dx  dx d’z _a'x dy '

ds ds*  ds*ds ds ds® ds?ds ds ds® ds® ds

9) Freneé formulas. Apskatam telpas likni r=r(s). lkvienam tas
punktam atbilst noteikts vienibas vektoru triedrs: t, n, b. Vektors t ir
virzils pa pieskari uz loka pieaug3anas pusi, vektors n — pa normali uz
lieces centra pusi, vektors b ir pilnigi noteikts ar io, ka tas kopa ar paré-
jiem sakartojuma t, n, b veido labas rokas (direkto) triedru.

Vektoru t, m, b atvasindjumi péc loka garuma s an ir vektori. Apska-
tIsim $o vektoru modujus un virzienus,

dt

L. d——s-_xn (28)

St formula jau pieradita, runajot par likpu lieci. Ta ka t ir vienibas

vektors, seko t- t=1, tatad
dt _

=0

t. i. vektors dt/ds ir statenisks pret pieskari. To piepem virzitu uz lieces
centra pusi, tipat vienibas vektoru m. Tad x ir pozitivs skaitlis, ko sauc
par tiknes lieci (liekumu), bet ta apgriezto vértibu 1/x = ¢ sauc par lie-
ces (liekuma) radiusu:

dr
ds?

dat
ds

1

n= =

=
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Liekumu var defin&t arl citadi, ki robeZvértibu, kurai tuvojas pieskares
novirziSanas lenka attieciba pret atbilstofo loka garumu, kad pédgjais neap-
robeZoti samazinas:

. _1_ lim~A6_db
T As—04as T ds’

db

IL 2% =—1n (29)

b ir vienibas vektors, kas statenisks
pret t, tatad, beb=1 un b-t=0. Dife- e P!
rencéjot pirmo skalaro reizinajumu, atrod

db . db

b=3§=0, t. 1. d—s-i b.
diferencejot otro daba
db dt
d—S -t + b ° ZS- —0

Bet dt/ds=xn un b L n, tapec
_db_,

~ds O

t. i. db/ds ir statenisks pret t.

t REKHFC F‘1

35. att.

U jtat t iteat

36. att.

Ta ki db/ds slatenisks tiklab pret b, ki pret t, tas nozime, ka tas
kolinears ar n. Turklat iespgjami divi gadijumi, jo kolineari vektori
var biit versti uz vienu pusi vai uz pretéjam pusem.

ledomasimies noveérotaju, kas no vektora t gala skatds uz normal-
plakni. Kad loks picaug par As>0, $in1 plakné vektori grieZas ap vek-
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toru t. Ja vektors b (td vietd var pemt ari pieslejas plakni), no t gala
skatoties, grieZas pretgji pulkstepa raditaja gaitai, t. i. pozitivas rota-
cijas gadijuma, vektors db/ds ir pret@ji virzits neka n, Turpretim,
ja rotacija saskan ar pulkstepa raditaja gaitu, t. i.,ja ta ir ne-
gitiva, tad vektors db/ds ir tdpat virzits ka n. Lai ‘vektoru db/ds
izteiktu ar n, pad€jais pozitivas roticijas gadijuma jareizina ar negativu
skaitli, bet negativas rotacijas gadijumi ar pozitivu skaitli. Saskanigaku
atbilstibu dabg, ja n vietd raksta — n; ta tas formuld Il ir darits.

Formula izteic:

a) Ja rotacija ir pozitiva, db/ds un—nirvirziti uz vienu pusi,
reizulis A >0;

b) ja rotacija ir negdtiva, dbfds un —nir virziti uz pretéjam
pusém, reizulis A <0,

Skaitli X sauc par liknes vEérpi, un tds apgriezto vértibu 1;A =< par
vérpes radiusu. Veérpi var defin&t ari ka robeZu, kurai tuvojas
binormales pagrieziena attieciba pret atbilsto$o loka ga-
rumu, kad pedejais tiecas pret nulli

QS'HEQ Sin.&
ab|_Jab] T ST Ap 46
As|T as T as T a®  as ds”

2

Pozitivas grie§anas gadijumi dabiski uzskatit dO par pozitiva (lenka
pieaugums pulkstena raditaja gaitas virziend), bet negitivas grieSanis gadi-
juma par negativu. Tad iepriekdeja robeZa saskan ar A tiklab lieluma,
kad zime:

1 lim A®_ 40

A= T As—0As—ds
an

Lai to pieraditu, jaievéro, ka t, m, b (ari n, b, t) veido labas rokas
triedru, tdpéc n =b X t. Atvasinot:
dn _db dt
ds Tas XUFP Xy
Jaievéro vél, ka db/ds = — in un dt/ds—=«n; tad seko:
g::——l(n><t)+u(b><n).
Ti ki tXn=>b un n)xXb=t, vai ari: nXt——b un bXxXn—=—t,
tad seko (30).
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10) Vérpe. — Zinot Frené formulas, var aprékinat veérpi. Uzdotai liknei
r=r(s) atrodam pakapeniski:
drids =1t,
dirids? = dt/ds=«n,
d®r/ds® = zdnjds == (—=t + Ab).

(31)

No Siem vektoriem veido triskartigo jaukto reizindjumu:

dr d?r 4
E;,E?,E£L:b,xn,xc—zt+lM}:ﬂXxm-x@t+lm.

Vektori t, n, b veido labas rokas triedru; titad, t X n=>b. Talak
b-t=0,b:b=1

dr d’r d°r
as’ ds® dss] 22b - (—xt+ Ab) ==2A,

Tatad:

_gz[dr &r df’r] (32)

ds' dst’ ds®

Aprekinasim vél % lzejot no vienadibam dr/ds—t un d’r/ds® =
=dt/ds = »n, pareizinim tas vektoriali vienu ar otru:

e —_—
l >\d52]—t>(xn_/.h.
Pacelot skalari kvadrata, daba lieces kvadritu:
d'.Z
2 —
* [d [ X d s-] (33)

dr &r o
l_‘_ds’ ds?’ ds?

VErpe

(349)

ds >< d_?]
Ta pati formula paliek speka, ja parametrs ir nevis s (loka garums),

bet kids cils, piem., . Tam gadijumam atbilst formula, ko dabd no (34),
tur dr/ds, d2r/ds?, vieta liekot dridu, d*r/du?,

Piemérs.
Uzdota likne r=xi+ yj+zk, kur x, ¥, z atkarajas no loka garuma s
Atrast liknes verpi.
Isuma labad apzimésim atvasinatis pac loka garuma ar apostrofu. Atvasinot dabm:
r=xi+yjt+tzk=t,
rﬂ' :xﬂi_l_yﬂj + zl.lk:%n'
No ti seko lieces kvadrais:
7(.2 — r.u . rn — xug +y112 + z.ug
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Tatad, verpe x= |1/, r*, o] x2 =
xi yr zl
xll " Z.U

rrf i rr
_ixmyr
X"yt g

(35)

Lieces kvadrata aprekina tikpat labl vargja iziet no (33}
=X =" —2Zy" )+ (Zx" —x2"P+ Xy —y'x")R

11. RektificEjoda plakne. — Tia sauc plakni, kas stateniska pret gal-
veno normali liknes punkta. (Att. 35.)

Apzimésim mainigo vietas vektoru liknei ar r un rektificdjoSai plaknei
ar R. Vektors R—r ir statenisks pret n; no ta seko rektificéjo3as plaknes
nolidzinajums

] (R—n)en=0,
val ari:
R—rnvan=0,
ar
(R-—r)-@=0 .(36)

Lai izteiktu rektificéjoso plakni analitiska veida, piepemsim, ka
R=Xi+Yj+ Zk,
r=xl+yj+zk,
’r  d&x, d’y, d'z
aF ~ds T et gk
levietojot Eis izteiksmes formula (36) un izdarot skalaro reizinasanu,
atrod:

un tatad:

d’x az d*z
K—0 5+ =55 +Z—2 55 =0 37)

5. Vektorfunkciju IntegréSana. — Ja r(f) ir dota funkcija, un ja
eksist€ kada cita funkcija 'F (£), kuyu atvasinot daba pirmo:

dF
=10 o

tad F(¢) sauc par funkcijas r(f) primitivo funkciju jeb integrilu, un
F(¢) atralanu par integréSanu. Raksta

Fiy=[r)dt=F,(t) + C,

kur F,(?) kada viena funkcija, kas apmierina (1). C ir konstants nenoteikts
vektors (integréSanas konstanta), Sis konstantas dg| integralu F(¢)
sauc par nenoteikto un i3 atralanas darbibu par nenoteikto integré-
Sanu.
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Integrésanas kartulas pierada ar diferencé3anu, un ikvienu diferencesa-
nas formulu var parrakstit integrésanas simbolos.

ds dar
f(r'a"t+s'dt)dt_r's+c’

ar
f?r-dz-dt_r-r-kc,

Plemeéri:

fl’}‘(%dt:er—:-f-C,
dr
fa)(&—tdt:axr+c, (a = const)

dr d&r , dr dr
fzﬂ ¥ =aTate

Vingrinajumi.

Uzdevums 1.
Atrast funkciju r, kas atbilst nolidzInfjumiem

a?r d’r
]) W: a, H) a><F:b,

kur a, b — konstanti vektori.

d*r
I =%
Pareizinam ar d¢: P
r
dtz—dt_adl‘.
Integrajot:
dr a’r
& — —d?dt_fadt_at+co.

Pareizindm ar d¢ un Integréjam:

2
f— g{dt:f(aHCo) at="C+ Gt +C,

I’-_-—-il)*alz‘l‘ Cot+ Cll

ar

f(a)(%dt):fbdt,

an—;:bt'f‘C.

Tatad:

9*
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Pareizinim ar d¢ un integrejam:

f(ax‘di—: . dr):j(btdt+ cd),

a|><r——l £f+ct+d
Uzdevoms 2,

Atrast r no nolidzindjuma

2
jt‘g_at-kb
d

plepemot, ka r=0 un d.’;:o, ja t=0.

Pareizindm uzdoto diferencidlnolidzinajumu ar 4¢ un integréjam:
dr _ (d°r

ikl — g
T dzldt_f(at+b)dt_2at+ht+c

Ja £=0, Z; ¢ =0, titad, mekléjamas vektorfunkcijas atvasinaii
ar _ 1 _,
H_fat + bt
No 3ejienes:
_ {dr 1 I TP S
r— dt_f(5a9+bt)dt_€at + 2bt +d.
Ja ¢=0, r=d =0, tatad:
I B
= + b e
6 at 2bt

Uzdevums 3.

Ko var teikt par vektoru U=U{f), ja tas pastavigi kolinedrs savai
gcometriskai atvasinatal aUyde?

Apzimésim vienibas vektorn U virzlend ar u un vektora U meduli ar 4. Acim redzot
u—u), k=), un U=ku,

Atvasinita:
du dk du

2t arY k_'

Lai dU/d¢ batu kolinedrs ar U (titad ar u) otram summandam jdizzod. Ja tas izzid,
iepriek3eja formula izteic dU/d¢ un U kolinedritati; ja tas neizziid, kolinedritates nav. Nepie-
cieSamais un pletiekamais noteikums tam, lai U pastavigi butu kolinears ar dU/d¢, ir tas, ka

du aUl
A d’t’*o’ dt =0,
U = const,

tt vektora U virzienam jadbut nemainigam.
Uzdevums 4.

Paradit, ka, ja kadad kustiba atruma virziens nemainds, tad kustibair
pa taisnl
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Atrama virziens ir nemainigs un noteikts ar konstantu vektoru a, bet dtruma Helums
ir mainigs skaldrs £ = k(f). Tatad:

r
H —=ak (t);

Parelzindm ar d¢ un integréjam:

r—f—dt_afk(t)dtza.l((t),
r—a.K{).

No t2 redzams, ka r Ir kolinedrs ar konstantu vektoru a, tatad, kustiba notiek pa
taisni, kas parallgla vektoram a.

Uzdevums 5.

Pieraddrit, ka, ja kada kustibl dtrums paralléis notelktai plaknei,
kusttba norisinds plakneé.

Kustibas atruma vektors dr/d ¢ ir parallels notelktal plaknel jeb koplanats divi uzdotiem
vektoriem a un b:

dr
dr

Kur A=A (), p = u (¢). Parelzinot ar d¢ un integrejot

r:f%dt:ajldt+bfpdt,

r=al +hy,.

Tas nozimég, r ir koplandrs ar a un b, tatad, kusttba Ir plaknes kustiba.

=2Xa+yupbh,

Uzdevums 6.

Ko var telklt par vektoru U=U(), ja
a:u au
= A
T + pU,

kur # un g {r skalaras fonkcijas, kurdm arguments ir (7
Parelzindm vektoriall ar U:

;t‘f ><U_x(m —XU)+p.U><U_l(‘——><U)

(a!t ><U) dt,-xu_x( ‘jﬁxu).

dU

Apzimesim:

L xuU=V.

Tatad, mums ir vektors V tads, ka

av

_&t_:w
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Saskand ar uzdevaumu 3 tas nozime, ka vektora V virziens ir nemalnigs; citadi:
du
ZEoxu
dt X
ir nemainiga virziena vektors. Sis veklors ir statenisks reizé pret U un dU/dt.
Otradi: vektors U ir statenlsks pret nemainlgu virzienu, tatad, koplanirs noteiktal plaknel,

Uzdevumi VI

1. Diferencet sekojo3as izteiksmes, kur t ir funkcija, kas atkarajas no £ r ir 13s mo-
dulis un pargjle lielumi ir konstanti:

r rb rxa r+a
Ox+aar Oy Waip

2. Gadljum3a, ja r-dr X d2r=20, pleradit, ka vektoram r < dr {r nemainlgs virziens
un ka r ir vienmér paraliels noteiktai plaknei, t

3. Pieradit, ka likne r=acost- bsint ir ellipse, kujai a un b Ir piekirtotle radiusi.
Uzrakstit uzdotam ellipses radiusam r atbilstoSo piekirtoto.

4. Parallglogramam, ko veido ellTpses konjugetle (piekartotie) radiusi, lankums ir konstants,

5, Ja verpe visos ITknes punktos ir nulle, 1Tkne ir plaknes likne. lzejot no ti pleradit,
ka neplecie3amais un pietiekamais notelkums tam, ka Itkne Ir plaknes likne, Ir tas, ka

[, r, r"]=0.
6. Pieradit sakarbas:

r.r= __xz' re. r‘,IV) —_—— 33“(.",
e = xw')
7. Pileradit, ka ikvlenai liknei t'«b' = — xA.

8. Skrives lInjjai vz ripka cllindra ir nolidzindjums
r=acos®1+ asindj +aBtgak.
Pieradit, ka 3ai ltknei tiklab liekums ka veérpe ir konstanta,
9. Ja vietas vektors r izieikts atkariba no parametra g, tad
r=s't, r"=s"t+x=s"n,
U= (" — %'t s (B’ + A s'yn+ »ds"Db,

kur apostrofs apzime atvasina$anu p&c¢ parametra u.
10. Pamatojoties uz lepriek%2jd vzdevoma iznikumiem, pleradit, ka ikvienai ltknei,

kural vietas vektors r atkarigs no parametra a,
=1 X1r'fks? n=(s't" —s"r)ks"?,
xg — (rH‘Z - su‘a)/su, l — [rl, l"", rur]/kzsrs'



VIL.

Lauku teorijas elementi.

1. J@dziens par skaliru un vektoriidlu lauku. Hamiltona diferen-
cialoperators. —Par la uku sauc aprobeZotu vai neaprobeZotu ielpu, kufas
punktiem ar noteiktu likumu piekartotas zinima lieluma vértibas. Sis lielums,
kuya vertibas telpas punktiem piekartotas, var bat skaitlisks, tad lauku sauc
par skalaru; tas var biit ari vektorials, tad runa par vektoru lauku.

Funkciju, kas skalaru vai vektorialu lielumu piekarto telpas punktiem,
sauc par vietas funkciju, punkta funkciju (point-function) vai
lauka funkciju (Feldfunktion). Pieméram, ja punktam P (x,y, 2) atbilst
V=V (x, y, 2), tad ar to ir defin&ts skalars lauks; ja punktam P {x, y, 2)
atbilst vektors F=F (x, v, 2), tad ar to ir definéis vektoru lauks. Par funk-
cijam pienemsim, ka tds ir vienvériigas, nepirtrauktas un diferencéjamas.

Gandriz viss, kas vajadzigs lauku raksturigako diferencidlo Ipadibu pa-
tisanai, ir ietverts diferencidloperatord, kuru lietat iesska Hamiltons. So
diferencidloperatoru apzimé ar simbolu <7, kurad daZi saskata lidzibu ar seno
asirie3u kokli un tas varda to sauc par ,nabla“; citi atkal uzskata to par
apgrieztu grieku burtu delta, apgrieZ &inf varda burtu karttbu un dabd ap-
zimé&jumu ,atled*. Vel citi (piem. Gibb’s, Vilsons) simbolu <7 proponé lasit
vienkardi ,del“.

Hamiltona diferencialoperdatora definicija (3 veidi):

d 0 d
v =l iyt
¢ . d d
Vo=l ot gtk 5 M

o . d 0
VXZIX—‘&—;"‘JX—();*‘kX*aZ'-

Ar pirmo operatora veidu iedarbojas uz skalaru punkta funkeiju, piem.
V=V (x,y,2), va iznakumi dabt vektoru, ko sauc par funkcijas gra-
dientu:

v oV oV

'\‘/’V:l—a?+]73)7+k§5=gfadv° (2)

gradients ir statenisks pret virsmu V (x, y, 2) = C, kuras punkios funkcijas
vértiba ir vienada un vienlidziga konstantai C (limega virsma); tas re-
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dzams no ta, ka virsmas normalei punkta P(x, y, z) virziena koeficienti ir
proporcionali dVjdx, dV/idx, o0V/dz. Gradienta absoliitais lielums, no (2):

. oV ¢ oV y? ovVy:
s vi=/ (50) + (5 ) (3 ®
Operdtora <7 pievienoSanu skalaram V var uzskatit par simboliska vek-
tora <7 reizinaSanu ar skalaru V. Lidziga karta ar 3o operdtoru iedarbojas
uz vektorialu lavka funkciju, piem. F=F (x, y, 2); ari 30 iedarbibu uz-
tver ki simboliska vektora 57 reizinaSanu ar vektoru F, 8kirojot skaliaro rei-

zinaSanu no vektorialas. Skaldras reiziniSanas iznakumu sauc par vektor-
funkcijas divergenci, vektorialas— par rotoru jeb rotdciju:

_ JF oF oF _ .
v« F=1 Bx +j- ay +K- 5z = =divF, {4)
oF
VX F=1)Y d +j>< 6y + k< 9z = rot F. (5)

Tiklab divergence, ka rotacija ir punkta funkcijas; pirma ir skalara, otra —
vektoriala.
Ja vektorfunkcija F uzdota ar komponentem ortogdnalas koordindtu asis:

F=Fi+FRj+Fk

kur F;=F;(x, 9, 2), (i=1, 2, 3), tad seko, peéc funkcijas F parcialo atvasi-
nato ievietoSanas formulas (4) un (5):

divF= 0+ 502+ 00 ®)
un .
_«f9F, sz) 0Fy _ 0F\_. (9F dFl)
th_i( dy  0x +j( ox a_v) k( 0x dy J° @
Pédéjo formuln vieglak paturdét atmina, ja to uzraksta simboliska veida:
i j k
0 0 d
otF=| 2 e ®
AR R

Rotacijas apzimé3anai Maxwell's (190.) ieveda lietaSana terminu curl
{ — sproga, cirta), kas plasi izplatits anglu un amerikdgn literatara. Tapéc
visur, kur lietats saisinajums rot, var, ja patik, rakstit curl:

rot Fneatskiras no curl F.

2. Virzita atvasinata skalaram un vektorialam punkta funkcijam. —
Apskatisim skalaru punkta funkciju V=V (x, v, 2). Piepemsim, ka apskatama
argumenta vértibu apgabala i3 ir vienvértiga un nepariravkta un ka tai ir
vienvértigas un nepartrauktas atvasinatas.
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Caur punktu A (x, y, z) velkam taisni, kuyas virziens uzdots ar kosiniem
2, B, y. Uz taisnes pemam punktu A’ (x', y’, 2'), atstatumda |AA'|=2s
(att. 37); ta koordinates:

xX=x+th, Yy =ytk, 2=z+
kur koordindtu pieaugumiem ir 3$adas
nozimes:

h=a2As k=31rs Il=v1s (1)

Punkta A’ fuukcijas vértiba ir V (¢,
¥, 2). lesakuma uvzskaititiem noteiku-
miem spekd esof, funkciju var izvirzit
rinda, kas sakartota p&c argumenta pie-
augumu A, &, ! pakapgm:

VO, y,2)=V(x+h yt+k z+) =

5174 oV av
=V +h 0 k% 10 4
A PR MR a7, att

Tatad, funkcijas pieaugums

AV:V(x’,y’, Z’)—V(x,y, Z)zk aVv ov av

ox TEGy gt
Talak seko locekli, kur ir A2, &2, 12, hk. Kl ki, leverojot to, ka argu-
meniu pieaugumus var izteikt ar A s, dabfi:
oV oV oV a
AV—(a-d—;-i-B oy +,-az-)a,s+( ) o st
. LV oV av | oV
S, Ty = gx TRy TG )

St robezvertiba raksturo punkta funkcijas V (x, y, 2) mainu parvietojoties
noteikta virziend, kura kosini ir attiecigi a, p. y. Virziens ir kolinears vieni-
bas vektoram

s—ait+fjt+vk,

kur s =} a2+ ++v2==1. Ja virzienu v&r$ paralleli vienai no koordinatu
asim, robeZvértiba ir vienlidziga attiecigi dV,dx, dVjdy, dV/dz. Ja virziens
uzdots ar vektoru s («, §, 7), tam atbilst robezvértiba, kuru sauc par punkta
funkcijas atvasinato 3ini virziena jeb, isak, par virzito atvasindto. Tas
apzimeésanai lietdsim parasto parcidlas atvasinitas simbolu:

oV . AV oV oV oV

das :{.VSITQ A5 T dx th dy +“,-dzr' )
Labo pusi Sini vienadiba var uztvert ki skalaro reizindjumn

(°‘i+{3j+7k)-(iﬂ . oV av)

ox TGy tRoz)
kas vienlidzigs s« VV.
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Tatad, punkta funkcijas V(x,y,2) atvasindato vienibas
vektora s(«, f,y) virziena dabi skalari pareizinot s ar funk-
cijas gradientu:

oV
W_S-VV—S-gradV. (4)

Nemsim uz limenvirsmas V (x, y, z2) = C punkte A (x, y, ) un apzime-
sim ar n vienibas vektoru, kas vérsts virsmas normiles virziend uz to pusi,
kur C pieaug, Virzienam atbilst atvasinata:

Y 0 V=|VV|=]|grad V. (5)

Tatad, punkta funkcijas V (x,v,2) atvasinata vektora n
virziend, kas vérsts pa limepvirsmas Vix,y,2)=C normili
uz to pusi, kur parametrs C pieaug, ir vienlidziga gra-
dienta absoliitam lielumam:

ar=lwevi=)/ (G G+ & o

saskapa ar (3) 136. Ip. p.

Gradientu, kd katru vektoru, var izteikt ar sava absoliito lielumu un sava
virziena vienibas vektoru n (n=1):

V V=grad V=|grad V|n.
levietojot to formula (4):

%.—?zs- lgrad V|n=|grad V|s- n.

Apzimgjot lepki starp m un s ar © un ievérojot (6) atrodam:

av oV
W = W cos O (7)

Vardos 30 sakaribu var izieikt ta:

Funkcijai V(x,y,2) atvasindta limegpvirsmas normales
virziena ir vislielaka. Atvasinato cita virziena airod
projecéjot to uz 30 virzienun

Ja no uzdota limepa virsmas punkta izvél virzienus uz to pusi, kur funk-
cija pieaug, un 3inis virzienos konstrué vektorus, kuru lielums tads pats, ka
atvasinatai attieciga virziena, tad vektoru gala punkti ir uz lodes virsmas,
kurai gradients ir diametrs, (Att. 38.)
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Virzitas atvasindtas atradanu skalarai punkta funkcijai virziena s (a, 8, )
var uztvert ka darbibu, ko izteic operators

9 J Vﬁd
S v_a—dx‘*'ﬁ—dy +, d?- (8’

Lietdjot operatoru sakarad ar punkia funkciju V=V (x, y, z) atrod, ka

daz )V=

0 d
(S'V)V”‘(m ox TP dy t

_ oV v v _
=%ax gy Frgy = VD

ta ka iekavas darbibu paskaidro3anai
ir nevajadzigas un tds var atmest:
(s-VYV=s-(VV)=s5-VV.
Ja vienibas vektors s (=, B, v)
uzdod nemainigu virzienu vektoru
lauk3, un lauka funkcija ir

F=F (x,v, 2)
tas atvasinato uzdota vir-
ziena definé td pati formula (3),
ja tur V aizvieto ar F:

A%

JF I AF _ 0dF +
s _MTU As . X ox
JF JF

+p- a;'—'_Taz_—" (s-V)F )

Se As, tapat ki skilara lauka ga-
dijuma, apzimgé parvietojumu pa
uzdota virziena taisni no punkta
A (x, y, 2) lidz punktam A’, un
A F apzimeé vektorfunkcijas parmainu 38. att.

§ini parvietojuma. (9) rada, ka ope-

rators sV dod virzito atvasinito tiklab skalaram, ka
vektorialam punkta funkcijam.

3. Rekinasanas kartulas gradientam, divergencel un rotacijal. —
Hamiltona operatora ¥ definicija palidz noskaidrot gradienta, divergences
un rotacijas ipasibas un to, k3 ar 3im funkcijam jarékina.

Ja operands ir summ a:

Vietv)=vVa+Vuy,
Ve+v)=V-ut+vey, R 03
VX u+v)=7Xut+vVXyv;
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val ari:

grad (z+ v) = grad u + grad v, |
div(utv)=divu+tdivy, (1)
rot (u+v)—=rotu+rotwv. [

Kartulu viegli papladinit gadijumam, kad summandu ir vairak par &. Par
summandiem &, v, u v, jaatzimé, ka tie ir skdlaras vai, attiectgi,
vektorialas punkta funkcijas, kas atkarigas no x, y, z

Hamiltona operdators, ja tam paklauj nemainigu lie-
lumu, dod iznakuma nulli. Tatad, ja a =const, tad grad a =0.
Tapat, ja a = const, tad seko, ka diva =0, rota=0. Vai ari:

Va=0, V.a=0, VXa=0.

Ja operandsir divu faktoru reizinajums, iesp€jami 3 gadijumi:
1} abi faktori ir skalari, 2) abi faktori ir vektori, un 3) abi faktori ir daZa-
das dabas. Tiem atbilst 6 kartulas.

Kartula 1.
V(uv):uvv+v$’u,} @)
grad (ev) = u grad v+ v grad u.

Pieradijums.

_ a(u'v) . d(uv) d(rw)
grad (uv)=1i ox +j oy +k- 5z

i(du +a'u )+j(0u +r3'v )+k(6u +6_fvu)=

ox’  Ox dy dy oz oz
ov dw du  .0u du
:u( ox +jd dz)+v(ia +de+kaz-)—
= u grad v + v grad u.
Kartula 11.
V(u—v):v-Vu+u-Vv+v><(\7><u)+u><(v><v),} 3)
vai: grad{fuevi=ve.Jutu-yv+vxrotu+uXrotyv,
kur
.ou du
vevu=vel o +vjdy+v kE)_’ €))]
un tapat

ov ov dv ,
u-Vv—u-idx+u-j@+u-kdz—. ...... (4)
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Pleradijums.

g dm-v) oY) du-Y)
grad (u-v) =1 dx +j 3y +k =

oz
Ju du on
(dx )+](dy v+k(5—-v)+
awvy | . ov oy
3

)
Bt Srin )

kur jasaprot:

Talak apskatim:
du du Ju
=y X = Sk
v Xrotu v>\(i><d +]>\dy kxa)
du du
_VX(iXa )+v><(]><a )+ x(kxd )
Saskapa ar izvirzijuma formulu:
ax(hbXc=(@a-c)b—(@-b)c

dabiisim:
du du du
X(let) (v‘ax)i—(\"na},
. oy du\ . . Ou
Ju du
vx(kxaz)_( s )k-—-(v k)d
Saskaitot:
3
vXrotu = v(‘w- ﬂl) —vevn
r:r:l o Xn
tatad:

Lidziga karla

o av .
Minl-s— cul =u-TFv+tuxrotv,
ol 0xXm

Saskaitot abas beidzamas vienadibas, dabu, {3).
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Nemainiga vektora diferenciaifunkcijas izzad. Piem., ja v—=a = const,
tad seko Yv=va =0, rot v=rota =¥ X a=0, tatad:

V(a--u):a-Vu+aX(v><u),}
vai ari grad(a-uy—a-Ju+axrotu

()

Kartula 1L
V-(uv):u(\?’-v)+v-Vu,} (6)
vai div (uv)=udivv +v-grad u.
Pleradijums.
a(uv)

d(uv) o(uv)

dz

dv ov ov du du du
_u(l gy Hirgy ke a)-&-v (a+j@+ka)_
=udivv+ve-grad 4.

div{evy=1- +je- + k-

Secinajums 1.
Ja u —a = const, tad Vu—=20:
Ve{av)=a7 v,
div(av) = a div v.} (7)
Secindajums 2.
Ja v=a=const, tad </ - v=0:
Ve(ea)y—a- 4, } ®
div(za) =a-grad u.
Kartula 1V.
VeuXV)=v: (7 Xu)—us (T Xv), ©)
diviuXv)=ve-rotu—u-rotv.
Pleradijums.
, _ _ 5. 0uXv) d(uXv) duxXv)
divuxXv)=v«uXv)=1i T+j dy +k- —5z =
du av dv du ov
—1i- (o ><v+u><d) j (y)(v+u><ay)+k (a ><v+u><a)

Attaisot iekavas un parkartojot triskartigos jauktos reizinajumnus, atrod:

du

div(uXv)_—_v-(i LI y+k><a“)

ov

+u (a"x1+0;><1 = Xk)—v ¥ Xt—u-7 XV,
tatad:
diviuXv)=v-1otu—u-rotv.
Kartula V.
vXuv):vuXv+quv,}

rot (uv)=graduXv+arotv.
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Kartula VL
VX(uXv):v-Vu—u-Vv+u(V-v)—v(V-u),} (1

vai: rotuXv)=v-Vu—u-Vv+udivv—vdivu.

Pieradijumi.

V) rot (uv) =7 X (av) =i X a(“") +ix ‘3(‘;") +
-—iX( v+u ‘3")+j><( Lv+tu 3" +k><(——— o )

ou . du —
:(‘ ax Tigy Tk az}x"+ (1>< ox TIX a tkx az)—

=(VayXv+uVXv=grad uX v+ urotv.
VI) rot (@< V) =9 X uXVv)=1X— d(uXv) 4

=i (M xv+ux I +ix (22 Xv+uxa )+k><( Uicvtux Y.
Triskartigie vektorialie reizinajumi jaizvirza:

x{ge) s0mn - 32

i (§5 <) =a-95—(- 3w

2 =t 32— 22

No ta seko, ja saskaita:

. Jdu ) . _ .
zl_ix(—a—x X+ =v-Vu—vV-u
tapat
2 =i><(ﬂ><u)+ =u-vVv—uv-.yvy
2 dx

Tatad: rot @X)=2 — 2, =

=vevVu—u-vVv+udivv—vdivu.

Ja V un F ir punkta funkcijas, tad ari VV (gradients), V « F (diver-
gence) un ¥V X F (roticija) ir punkta funkcijas. Oira ir skalara, tai ir gra-
dients; pirma un tre$a ir vekioridlas, t3m ir divergence un rotacija, Pavisam
iespejamas piecas otras kartas diferencialiunkcijas:

D) grad divF=V V- F,

II}) div grad V=V « VV,

) div rot F=v - ¥V F,
IV) rot grad V=v X VV,
V) rot rot F=V X (V X F.)
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So funkciju izvirzijumi:
l) graddivF=vv+-F=
d . 0 . d .
= irra—;—(dw F)+jW(d1v F)+kW(dlv F). (12)
) divgradV=v-+<vV=
a ., 0
=i- Ox (gradV)+j- kdjr(gradV) + k-

v |, 9V | oV
_Eﬁf—{' oy* + dz? "’ (13)

Iznakumu raksta ari:

aaz—(gradvz

a2 o2 0®
=loEt oy 52| V=1V,
apziméjot ar A Laplasa operatoru:
9 g% a2 o?
A== a—ﬂ-l-—dju-'i'fafzg. (14)
I div rotF=7+« v X F=0. (15)

So iznikumu visvieglik paturét atmina, ja operatoru < uztver ki vek-
toru un atceras, ka triskartigais jauktais vektoru reizinajums ir nulle, kad
tani divi faktori ir vienadi. Pierﬁdijums

tF=ix —— d + )4 a-—+k>< 0z .

div rot F=

0
T ox iydx tiX dy thX dz)

(
|
(

o
-
+"'—az—

*F

( "IX Sy cl:x) beix- dxdy)+ =0.

IV) rot gradV=v X v V=0 (16)
Pieradijums:

Q.«

av Vv BV)_
rot gradV —= v)((i——-!—j dy k—d—-z-_

:(ifa S+ ~+k—a—}><(i—ay—+jﬂ/—+k-av)=

dx oy dz ox dy 0z
i i k
0 0 0
=|ax ody dz |=0.

V.V oV
dx Oy dzl
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V) rot rotF=grad divF—<7F, (17)
kur
ap_ 0°F | °F | 0°F
V=t gyt
jeb

VX (7 XF)=77+«F—<F. (17"
Pleradijums.

totF=Y X (VXF)=v (i>< +iX —— d +k><,a;)
lekavas laba pusg jaatver un ]aapskata atsevﬁkne summandi .Pirmais ir
oF
X (i)( dx )

un divi pargjie seko, ja pirma i un x aizvieto ar j un y vai aftiecigi ar k
un z. Apskatim pirmo:
oF
o< 5)  elix o WX g5
T (X ) xi= g X =gy T HRX =

= g [ g ax ixgghee x gH]
Triskartigos vektorialos reizindjumus stfiainaja iekava var izvirzit saskanpi
ar formulu:

axX(bXc)=(a-c)b—(@-b)c.

Tad seko:
*X(ix—fa’i)=(i-‘*—"-)'—:‘3%
ix(ix o )=0- o)
k><(i><——):(k %E-)i-
Saskaitot:
[ }—iv-F—%:—.
Tatad: ) i
T AR LI S
%2 )=y 2P _OF,
oxfox g 20 2T

no kurienes seko, kad saskaita:
VX (VXF)y=v<+«F--"?F,



VIIL.

Liknes, virsmas amn tilpuma integrali,

1. Liknes un virsmas integrall. — Uzdota vektoriala punkta funkcija
F=F (x, y, z) un likne telpa ar vietas vektoru
r=1ir+jy+ke (1)
kur x, y, z ir kdda parametra, visértak —loka gajuma s funkcijas:
x=x(s), y=y(s) z==z(s)

lkvienam liknes punktam atbilst noteikta virziena un lieluma vektors F,

kuru var uztvert ka ta pa3a parametra s funkeiju:
F=F (x, y, 2)=F (x (5):,1’(5), z (S))

Liknes virzienu kadd punkia r raksturo loka augsanas virziena pa pie-
skari vérstais vienibas vektors
_dr _ dr
“lar| T ds

Si vienlbas vektora skaldrais reizinajums ar F dod vektora komponenti
pieskares virziend F- t, kurn ari var uzskatit par s funkeiju.

Pienemsim, ka A un B ir divi liknes punkti vektoru F lauki, un ka
virziens A — B ir loka pieaugsanas virziens (pozitivais virziens). Loku
AB sadalisim elementos, ikvienu elementu reizindsim ar attiecigo vektora F
tangentidlo komponenti F+t un reizinajumus saskaitisim, t.i. veidosim
noteikto integrdlu

t (t=1) @

Sy
fF-tds,
54
ko sauc par vektorfunkcijas F tangentidalo liknes inte-
gralu.
No (2) seko, ka tds=dr:
S, s,
fF-tds:fF-dr. 3)
s 3,

Analitiski, ja vektors F uzdots ar td komponenteém F,, £, Fy ortogona-
las koordinatu asis:
F=Fi+ Fj+ Fk

un ja iev@ro, ka saskana ar (1)
dr=ldx+jdy+kdz,
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dabi, ka tangentiﬁlais liknes integréls

fF dr__f{(F dx+ Fydy + Fyd2). (4)

Ipasa gadI]urna 'kad vektorfunkcija F ir skalaras punkta funkcijas V gra-
dients

_ — OV oV dV
F=gradV=-= V_i() ]a)—’f+l(
skalarais reizindjums
. oV oV av .
Fedr=<V dr_d_rdx+dy dy-i—dzdz_dV,

tatad, liknes integrils starp punktiem A un B

Fii B B

fF-dr:j V-dr:de:Vs——VA. ®)

A A A

Tas nozime:

Gradienta "V tangentidlais liknes integrals ir vien-
lidzigs funkcijas V veértibu starpibai gala punktos.

Ja funkcija ir vienvértiga un integrilu aprékina visapkart noslégtai lik-
nei, tad Vp—V, un Vp—V,=0. Tatad:

Gradienta integrals visapkdrt noslégtai liknei ir
nulle:

f Vedr=0. %)

Integrésanas simbolam pievienotais C Seit apzimé integréSanu visapkart liknei.

Otrads secinajums ari ir spéka:

Ja kadai vektorfunkcijai F tangentialais liknes inte-
grals ir nulle gar ikvienu noslegtu likni, k3 integract
jas celu, tad 81 funkcija ir kidas skidldras punkta funk-
cijas V gradients.

Piepemsim, ka vektoru F laukad uzdoia noslegta likne C (kontitrs) uz
virsmas 5. lzvélésim liknei noteiktu apie$anas virzienu. Virsmas elementa
dS stavokli telpa raksturosim ar vienibas vektoru n, kas statenisks pret
apskatamo virsmas elementu un kas virzits ta, ka raugoties uz kontdru (C)
no vektora gala apie3anas virziens ir pozitivs jeb pret€js pulkstepa raditija
gaitai. Par paSu vektorfunkeiju F jaatzimé pienémums, ka ti vismaz apska-
tama virsmas dala atbilst vienvertibas un nepartrauktibas noteikumam.

Sadalisim elementos to virsmas dalu, ko norobeZo konturs C, un katra
elementa laukumu reizinasim ar attiecigo vektora F normidlkomponenti n « F.
So reizindjumu summa, ja ti eksisté, ir dubultintegrals

_[fF.nds,

10"
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kuru sauc par vektorfunkcijas F virsmas integralu. IntegréSanas
simbolam piespraustais § izteic, ka integré3ana izpleSas uz virsmas S.

2. Stoksa tedréma. — Vektoriunkcijas F rotacija ari ir vektors. Apre-
kinasim veklorfunkcijai liknes integralu, bet tas roticijai virsmas integralu.
Stoksa tedréma apgalvo, ka Sie integrili ir vienadi:

Funkcijas F tangentidlais liknes integrals visapkart
kontiiram Cir vienads ar normalo virsmas integrilu, kas
veidots tas pafas funkcijas rotacijai apskatama kontira

robeZids.
JF-dr:jJn-rothS. (1)

Vai ari, ja vektorus izteic komponentes:
F(X,Y, 2), r(x, ¥ 2), n(x 8, 1)

Simbolos:

a B ¥

3 e 0 _
_[de+}’dy+2dz_f! ox oy oz AT (2)

X Y z

vai ari, izvirzot simbolisko determinantu:

0Z oY
7[de+Ydy+Za’z:j:f{:x(dy—dz)+

0X oz i) (i D¢
+{3( dz dx)+Y( dxﬁdy)} as. )

Pieradijums.

Funkcijas X, ¥, Z ir skaldras punkta funkcijas, kuras ierobeZo vienigi
tas, ka tam un to parcialaim atvasipatam jabat vienvertigdm, galigam un
nepartrauktam. Atseviska gadijuma var bit ¥=0, Z=0. Tad F= X}, t. i
lanku veido vektori, kas parallgli x asij, bet to skaitliska vértiba ir atkariga
no x,y, z. Formula (3) parveidojas $ada:

fxm:ff(p%f-ﬁg)ds. 4)
C S

Pierddisim vispirms to.

Skalaras funkeijas X vértiba atkarajas no apskatam3 punkta koordina-
taim: X = X (x, v, 2). Dotas virsmas punktos ir spekd virsmas nolidzinajums
z=f(x, y), tatad, skalaras funkcijas vertiba virsmas punktos

Xi=Xx 0 flo =X (x)
ir pilnigi noteikta ar koordinatam ., y. No ta seko, ka funkcijai X virsmas
punkta P(x, vy, z) it tada pati vértiba, ka funkcijai X, ikviend punkti uz
taisnes, kas vilkta caur punktu P paralleli z asij.
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Projec@sim uzdoto telpas likni C uz plakni xQOy, dabosim 3ini plakné
kontaru C;. Apzimesim ar I laukumu, ko kontirs C, norobeZo, un ar d¥ —
laukuma elementu. Apskatisim dubultintegrﬁlu

[ 5enm o 45 o foc—rpae
z a, N

Izteiksme laba pusé parveidojas kontiira integrala:

ay 283 a, a a,
f(X',’—X{)dx:fX’l’dx—le'dx:——fX;dx—fX’,’dxz—J X dx.
a, a a, a, a4, 1

Tatad:
ledxz_ff 9% 4v. 5)
) dy
C, X

Attiecigo formulu vektorfunkcijai X (uz virsmas § kontara C) dabiisim
ievErojot sekojofo:
([) Xl :X(x’ y) Z), ja z_—_f{x, J’):

0X, _ 90X , 0X 0z _ 90X X

dy 'dy_‘+ dz dy — oy oz

tapec

Normales virziena kosini proporcionali virsinas nolidzindjuma kreisas puses
parcialam atvasinatdm:
wipiy =g 1=pigi—
(B dx Py 1q: ,
tatad, g = — /. To ievielojot dabi:
a 9X; _ 60X B IaX
dy — dy ¢ 0z °
Beidzot, laukuma elements dX ir virsmas elementa dS projekcija uz xOy
plakni:
() dE—dxdy=v+dS.
Ievietojot izteiksmes (I), (i1} un (Il[) formula (5) dabi vajadzigo saka-
rbu {4)

-!de:_fsf(% s%’z( rdS= ff —y )d.S‘

Ja Sinl vienadiba cikliski permuté X, Y, Z un att1ec1g1 X, ¥z, &« B, v, seko
vél divas vienadibas:

rae [l s
!Zdzzfsf aw—ﬁ—dx—)d&
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No tris beidzamam vienadibam, ja tas saskaita, péc nelieliem parkarto-
jumiem, seko vispariga sakariba (2).

Pieridijuma pamata ir pieg@mums, ka normaile pret virsmu veido Sauru
legki ar pozitivo Oz virzienu (y>>0). Ja v <0, biitu japem

di=dxdy=|ydS|=—+4dS.
Reizé ar to telpas liknes pozitivam apiesanas virzienam atbilstu negaiivais
virziens projekcija. Zime mainitos divreiz, un formula paliktu speka.

Secindjums.

Stoksa tormula (1) piepemsim F=Va, kur V' ir skadlira punkta funkcija
un a—nemainigs vektors. Vektoru lauks sastav no kolinedriem vektoriem,
kufu gajums un verianas puse atkarajas no V.

Saskapa ar (10) ieprick$eja nodala 142. Ip. p.

ot F=rot (Va)=grad VX a = vV X a.
levietojot Stoksa formula dabii:

!Vaodr-_—ffn -VVXadS:j;an YV ads,

fapéc ka lriskartiga vektoru reizinajuma drikst apmainit savd starpd punktu
ar krustinu. lepriek$&jo vienadibu var piarkartot $adi:

fa-Vdr:ffa-n)(VVdS.
[ N

Konstante faktoru a var rakstit arpusé integrésanas simbolam:

a-!Vdr:a-f_fn =X 7V dSs.

> —t—

Ta ka vekiors a ir pilnigi patvaligs, iepriek3eja vienadiba iespejama

tikai 3, ka
der:ffn X TV dS. (6)
C K)

3. Gausa divergences tedréma. — Apskatisim dafu telpas, ko noro-
beZo noslégia virsma vai vairdkas tadas virsmas; beidzama gadijuma vienai
virsmai jabat argjai, citam — tas iek8a. Visos gadijumos kopvirsmu, kas

apskatamo telpas daju (tilpumu) norobeZo, apzimésim ar S.

At n apzimésim vienibas vektoru (n=—1), kas kada virsmas punkia
virzits stateniski pret pieskaju plakni un vérsts projam no apskatama til-
puma (vienibas normaile).

F(X.,Y, Z) ir vienvertiga, galiga un nepartraukta vektoridla punkta funk-
cija; tadas pasas ipaSibas piepemsim $is funkcijas atvasinatam. Katram telpas
punktam tad atbilst noteikts vektors F un noteiktas funkcijas, kas veidojas
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50 vektoru atvasinol. Vismaz apskatama tilpuma robeZids Siem piepému-
miem jibat speka.

Nemsim uz virsmas kadu punkiu, kas pieder virsmas elementam 4S.
Sim punktam atbilst noteikti vektori F un n. Projecésim F uz normili,
projekciju F -n reizipasim ar aitiecigo virsmas elementu 4S5, un 3os reizi-
najumus summesim pilnas virsmas robe#ds, t.  veidosim funkcijas F nor-
milo virsmas integralu

f F.-ndas.

5

No otras puses, sadalisim apskatamo tilpumu elementos un nosauksim
kidu vienu elementu ar 4V. Elementa iekSienZ pemsim punktu. Tam
atbilst noteikta vektorfunkecijas divergence div F. Reizinasim tilpuma ele-
mentu ar attiecigo divergenci un summeésim reizindjumus pilna tilpuma
robezas, t.i. veidosim funkcijas F divergencei tilpuma integrilu

[ffav s

Gausa tedr@ma apgalvo, ka 3ie integrali ir vienlidzigi:

Vektorfunkcijas F normalais virsmas integrals ir vienads
ar divergences tilpuma integralu, piegemot, kaintegrali attie-
cas uz noslégtu virsmu un tilpumu, ko tada virsma norobeZo.

L[F-ndS:fj;fdidev. )

Ja wvektori F un n uzdoti komponentés ortogonalas koordinatu asis
F(X,¥, Z) un n (= f, v), var rakstit

Simbolos:

F=Xi+Yj+ Zk,

n=ai+gj+ek C T ETT=D

Tatad:
Fen=Xa2+Y3+ 2
. dX oYV  aZ
dWF_dx +0y + oz

levietojot 3is izteiksmes formuld (1) dabid t3s analitisko veidu:

ff(Xz+ya+z~;)ds:fff(‘;f+3;+%f)dv.. O

N v
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Pieradijums.

Vienkardiibas lab2 pienemsim, ka slégla virsma ir tdda, ka taisne, kas
parallela koordinatu asij, sastop virsmu vislielakais divi punktos.

Vitksim divas bezgala tuvas plaknes, kas parallélas xOz plaknei un
sastop apskatamo virsmu. Atstatumu starp plakném nosauksim par dy. Tatad,
§is plaknes noSke| tilpumam plaksniti, kuras biezums ir dy. Vilksim vél divas
plaknes atstatuma dz vienu no otras, abas parallélas xOy plaknei. Visas
4 plaknes apskatamam tilpumam izgrieZ elementaru prizmu, kurai stateniskais
Skarsgriezums ir taisnstiiris, kam lavkums ir dydz.

Elementard prizma, caurdurdama virsmu, izgrieZ tani 2 elementarus
laukumus 45; un 4S5, Prizmas Skérsgriezams ir 30 elementaro laukumu
projekcija uz yOz plakni. Vientbas normali laukumam d§, apzimésim ar
n,, bet laukemam 4S5,—ar n,. Abas normailes vérstas projam no apska-
tama tilpuma, tapéc viena (teiksim n,) ar x asi veido platu lepki, bet otra —
auru. To ievérojot varam uzrakstit sakaribu starp dS,, S, un to projekciju:

dydz=—4dS§, cos (n,, 1) =4S, cos (n,, 1),
dydz——n,+1dS, =n,+14dS,. 3

Talak piegriefamies sekojoSam trikartigajam integralam:

X,
ff ———dxdydz_ffdydzf—??dx:ff()@—)ﬁ)dydz.
b X, z

X, ir funkcijas X vértiba viena elementarprizmas gald (elements 45)), X, —
otra gala. = apzimé virsmas projekciju uz yOz plakni (slégts kontars). Sis
projekcijas robezas jaaples dabatais divkartigais integrals:

ff:Lf(ngydz—deydz). {4)

Xodydz=2X,n,-1dS,,
—-dedeZXl “1 - idSI;

ff:ff(Xlnl- idSl-I-Xgn?-ing):fan-id.S‘.
pa z 5

No ti seko, ka

ff ﬁdxdydz—fsf)(‘n-ldS

vai ari, ievérojot to, kam+«1—=a (norméles virziena kosins) un dxdydz —=dw:

ff | dra_ffXadS N )

leverojot (3):

talad:
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Lidziga kartd pierada, ka

ff gy—dvszYﬁ ds, @)
ffj de_f ZydS. (4")
5

Saskaitot §is 3 vienadibas dabi Gausa formulu (2).

Pieradijuma pamata bija piepémums, ka taisne, kas parallela koordi-
natu asij, sastop virsmu vislielakais 2 punktos. Ja 3is noteikums nav izpil-
dits, ja kopigo punktu skaits ir lielaks par 2, tad kopigie punkti var bt
tikai parskaitd, un virsmas normiles Sinis punkios pajos veido ar koor-
dinato asi saurus un platus lepkus. Pieradijums paliek speka, tikai divkar-
tigais integrals (A) aptver lielaku summandu skaitu.

Secinajums.
Formula (1) aizvietosim funkciju F ar K1, kur K — skalara punkta funk-
cija. levérojot to, ka n+1=a (normales virziena kosins) un

T Kl=1- J (K1) 9 (K1) G(KK® _ 9K
dx dy

dabisim:

+k-

+e gz dx

ff a’v—ffa.Ka’S 5)

Lidzigd karta, aizvietojot formula (1) F ar Kj un Kk:

f f K o= f f BKdS, (5)
fff‘;’z( d’a:fnydS. 5"
Vv L)

Ja vienadibas (5} lidz (5") péc kartas pareizina ar i, j, k, dabfitos rei-
zinajumus saskaita un ievéro, ka
0K 0K oK

PRSI P N T

gy TK, =VK

un
at +3j +yk=n,

ff TKdv = J-ans. ....... ©)

tad seko:
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139—140.

Harmonisks sadalijums 82.

Hevisaids (Heavyside) 8, 86.

Hodografs 115.

Iekigja vektoru komponente 48, reizini-
Sana 48.

Indikatrisa 115.

Integréiana (vektorfunkciju) 130,

Kampé de Fériet 48.

Kolineari vektori 13, 31, 32, 48, 57; to
saskaitifana 14.

Kommiitativais (kommiitacijas} likums:
vektoru summesana 14, 18, 19; rei-
zina%ana ar skiliriem 16, 59; wvek-
toru sk3lara reizindjuma 49; nav
spékd wvektoru vektoriala reizindju-
ma 59.

Kompleksi skaitli 7.

Komponente, iek3€ja un arcja 48, 51—52,
50.

Koplanari vektori 31, 32, 38.

Kosins 51.

Kreisds rokas triedrs 22, 84.

Kvadrats (skalZrais) 48,

Kvaternioni 8.

L.abas rokas triedrs 22, 56, B4.

Lagranza-Eilera identitdte 63.

Lauks (vektoru —) 135.

Lauka funkcija 135.

Leibnics 7.

Liekums 121—124; liekuma radiuss 126.

Likne 118,

Liknes integrali 146—147; 1. verpe 128,
129,

Limena virsma 135, 138.

Linedri (ne)atkarigi vektori 31--34. 26.

Linedra sakariba, kas nav atkariga no
iesakuma punkta 38—40,

Lode 77—83.
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Markolongo 8, 56.

Maxwell 136,

Mebiuss {Mobius) 7.
Medianas 40—42.

Moments (spéku) 47.
Nekolineari vektori 31,
Nekoplandri vektori 31, 34.
Normalkomponente 147.
Normalplakne 119,

Nulles vektors 13.

Nutons 7.

Ortocentrs 28.

Ortogdnalas koordindtu asis (virzieni

1162
Oskulacijas plakne 120—122.
Otras kartas diferencialfunkcijas 143—145.
Parallelas plaknes 72.
Paralleli vektori 13, 48.
Parallélograma laukums 57; p. prin-
cips vektoru summégana 17.
Parallelepipeda likums 86, 87; p. til-
pumns 84, 87; p. konstrukcija 3 vek-
toru summeédana 18.
Pieskare 119, 1{ds virziena vektors
118—119.
Pieskaru plakne lodei 7980,
Pieslejas (oskulacijas) plakne 120—122.
Plaknes nolidzinajums 37, 67—77.
Polara plakne (lodei) 81, 82.
Polarkoordindtds izteikta vektorfunk-
cija 117—118&,
Poligons (vektoru p.) 19.
Pretéji paralléli vektori 13, 16, 48,
Punkta funkcija 135.
Reciprokd (apgrieztd) sistéma 104—106.
References triedrs 22,
Reizina%ana ar skalaru 14.
Rezultante, rezultejosais vektors 20.
~ Rektificjotd plakne 130,
otors, rotdcija 136, 141—143, 148,
aistitie vektori 13.
- Bieriskd trigbnometrija 53—54.
Sins 62, 65.
Skaldrais vektoru reizinajums 47,
Skalari lielumi 11.
Skalars lauks 135.

Slidodie (aksialie) vektori 13.

Sliplenku koord. asis (uzd) 65, 68, 69,
78.

Spéku moments 47.

Stateniskas plaknes 72.

Stateniski vektori 48, 49, 58,

Staudt 87.

Stavokla (vietas) vektors 21, 23, 52.

Stevin 7.

Stoksa tedréma 148—150,

Stira sins 87.

Taisne un lode 78-79.

Taisnes nolidzinajums 34, 35.

Tangentialais liknes integrals 146—148.

Tetraedrs 54—55.

Tets (Tait) 8.

Tiedi paralleli vektori 13, 16, 48.

Triedrs 33, references t. 22

Triskartigais jauktais vektoru reizina-
jums 84—92,

Tris wvektoru vekioridlais reizindjums
93—98,

Vektora def., atbalsts, iesakums, vir-
ziena puse, apziméjumi 12; garums
(modulis) 12, 15, 48, 56;

Vektorfunkciju diferencéSana 111114,
tas geometriskais iztulkojums 115—
—116, integrésana 130,

Vektoriali lielumi 11.

Vektoridls taisnes nolidzindjums 34, 35.

Vektoru saskaiti$ana un atpem$ana 14—
—20; v. salikiana komponenids 20,
23, 105; v, skidlara reizinaSana 47;
v. vektoriald reizinasana 47, 56—62;
v. dalifana 99—104.

Vektoru lauks 135.

Vektoru poligons 19.

Verpe 129—130.

Vienadiba (vektoru) 14.

Vienibas vektori 13, 15, 50, 56, 58.

Vienibas normale 150.

Vietas funkeija 135,

Vietas vektori 13.

Vilsons (Wilson) 8, 48, 56, 135,

Virsmas integrals 148.

Virzitad atvasinatad 136—139.



Pamanitas iespieduma kjidas.

25. Ip. 10. rinda no augas iespicsts O,P = . jabit: O,P,=.

29. 1. apak3as lespicsts kosinu, jabit: kosinus.
37. 2., . auglas jasvitro vards .ct*.

a71. formula (1) iesplests sa, jabit: sa.

48. 2. rindd no aug3as iespiests ad, jabat tad.

4R 10. apak3as icspiesis a2, jibut: a?

58. 20. anglas iespiests r, jabat: ir.

38, 2. . . apak3as iespiests: vsam, jibit: visam.

78. un 79 lappusé iespiests F(d:, jabat: F(d:
87. lappus2 17. rindd no aug3as iespiests (ijk), jabat: [ijk].

90. 8. determinenta, jabat: determinanta.
[abc] [abd]
90, 3. apak3as iespiests [abd| jabat: [abe]

102, un 103. lappus@ virs svitras jespiests: motoru, jabit: vektoru.
107. lappusg 2. rindd no augdas iespiests a, jabat: ar.
108. 4. . apak3as iespiests staini, jabut: statepi.
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