




Priekšvārdi. 

Vektoru rēķinus bieži lietā pētījumos par fizikas vai technikas problēmām. 
Ari ģeometrijā tīri teorētiskos jautājumos vektoriālām metodēm ir labi pa
nākumi. Tāpat tās ir vērtīgas no paidagōģijas viedok|a, jo ar tām dabū īsas, 
izteiksmīgas, viegli atminamas formulas un skaidrus, labi pārskatāmus pie
rādījumus. Šo cēloņu dēļ vektoru rēķini aizvien vairāk kļūst par nepiecie
šamu sastāvdaļu inženiera matemātiskā izglītībā. 

Šinī grāmatā apskatītā viela atbilst tai, kas nepieciešama studentiem 
L. U. mechanikas un inženierzinātņu fakultātēs. Nodaļām (I—VI) pievienoti 
atrisināti un neatrisināti uzdevumi, lai iesācējiem atvieglinātu vektoriālās 
metodes piesavināšanos. 

Darba pamatā ir šapirografēts izdevums, ko nelielā eksemplāru skaitā 
izgatavoja zinātnisko darbinieku grupa Valsts Elektrotechniskajā Fabrikā, 
kur 1936./37. māc. g. lasīju lekcijas par dažādām inženiermatēmatikas no
zarēm. 

1941 . g. maijā. Autors. 
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Ievads. 

Vektoru rēķinu vēsture iesākas ar novērojumiem, ka dabā sastopami 
tādi lielumi, kuriem ir virziens. Pazīstamais holandiešu fiziķis S t e v i n s ap 
1600. g. atrada spēku parallēlograma principu un šinī sakarā pirmoreiz 
attēloja fizikālus lielumus ar virzītiem nogriežņiem. Apmēram 100 gadus 
vēlāk darbojās Ņ ū t o n s : viņa otrai kustības aksiomai ir vektoriāls saturs, 
jo tā māca starp citu, ka spēkam un spēka radītam paātrinājumam ir viens 
virziens. 

Analitiskās ģeometrijas attīstība ( D e k a r t s , 1596—1650) atļāva pētīt 
virzītus lielumus, sadalot tos komponentēs koordinātu asu virzienos. Ar šo 
paņēmienu zinātnieki, kas 17. un 18. g. s. lika pamatus mēchanikai, atrada 
daudz vektoriālu sakarību, kaut viņi ari nerunāja par vektoriem. Iesākumā 
pētīja ar plaknes ģeometriju, bet apm. 18. g. s. vidū ( E i l e r s ) attīstās telpas 
ģeometrijas metodes. Nākošā 19. g. s. iesākumā, kad nodibinājās potenciāl-
teōrija, noskaidrojās diferenciāloperāciju nozīme virzītu lielumu pētīšanā. 

Jau ļoti agri radās vajadzība rēķināt nevis ar lielumu komponentēm, 
bet ar pašiem lielumiem. Leibnics (1679) mēģināja šo vajadzību apmierināt, 
bet neguva panākumus. A r g ā n s (Argand, 1806) parādīja, ka kompleksu 
skaitli var attēlot ar vektoru. Šim atradumam bija liela nozīme kompleksu 
skaitļu teorijā, bet tas reizē ar to nelabi ietekmēja vektoru teorijas attīstību, 
jo radīja iespaidu, ka reālais vektors neatšķirami . saistīts ar kompleksiem 
skaitļiem. 

1835. g. B e l l a v i t i s publicē grāmatu par ekvipollenču rēķiniem (Cal-
colo delle Equipollenze), kur sistemātiski apskata vektoru ģeometrisku sa
skaitīšanu un vektoru vienādību. Tagad saka, ka divi vektori ir vienādi, ja 
tie neatšķiras ne lieluma, ne virziena, ne virziena puses ziņā. Bellavitis bij 
uzmanīgāks, viņš sauca tos par ekvipollentiem un šīs īpašības izteikšanai 
lietajā īpašu simbolu. 

Ari M ē b i u s savā Debess rrrēchanikā (F. Möbius, Mechanik des Him
mels, 1843) izveido virzītu lielumu ģeometrisku saskaitīšanu. Bet ari viņš 
baidās lietot vienkāršo vienādības zīmi ( = ) un tās vietā raksta = . 

Tai pašā laikā (1843—44) vektoru teorijas attīstība ievērojami pavirzās 
uz priekšu, pateicoties H a m i l t o n a un G r a s m a ņ a darbiem. 

H a m i l t o n s (dz. Dublinā 1805., miris 1865.), skots, 1824. g. iestājās 
Trinity koledžā, Dublinā. Viņa spējas bija tik ievērojamas, ka jau 1827. g., 
pirms kursa pabeigšanas, viņam piedāvāja astronomijas profesora vietu Dub
linas universitātē. Ievērojot zinātniskos nopelnus, 1837. g. viņu ievēlēja 
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par Īrijas karaliskās akadēmijas priekšsēdētāju. Viņš ievērojams kā kvater-
nionu teorijas autors. Kādā savā vēstulē viņš pastāsta, ka kvaterniona ideja 
viņam galvā radusies 1843. g. 16. okt. ceļā uz akadēmijas sēdi, ejot gar 
karaliskā kanāla malu un pārdomājot kādu problēmu, kas pašreiz nodarbi
nāja viņa prātu. Akadēmijas sēdē viņš pieteica savu atradumu un lūdza 
atļauju nolasīt kādā nākamā sēdē priekšlasījumu par kvaternioniem, ko ari 
tiešām dabūja un izpildīja 13. nov. Nākamos gados viņš tematu apstrādāja 
dziļāk un publicēja „Lectures on Quaternions" (1853), bet viņa galīgais 
darbs par šo jautājumu („Elements of Quaternions") nāca klajā tikai 1866. 
g., neilgi pēc autora nāves. 

Neatkarīgi no Hamiltona tādā pašā virzienā darbojās Vācijā G r a s m a n i s 
(dz. Stetīnā 1809., miris turpat 1877.), kas bija matemātikas skolotājs savas 
dzimtās pilsētas ģimnāzijā. Viņa darbs «Linéale Ausdehnungslehre" (I izde
vumā pāri par 300 lp.) parādījās atklātībā 1844. g. augustā. 

Starp Hamiltona skolniekiem visievērojamākais ir T ē t s (P. G. T a i t , 
dz. 1831., mir. 1901. g.), kas, sākot ar 1860. g. ieņēma dabas filozofijas 
katedru Edinburgas universitātē. Viņš publicēja „Elementary Treatise on 
Quaternions" (I izd. 1867., II izd. 1873.). 

Ne Hamiltona, ne Grasmaņa sistēmas neapmierināja fizikas un lietā-
jamās matemātikas prasības, jo bija pārāk vispārīgas un sarežģītas parasto 
rēķinu vajadzībām. Hamiltona teorijā imāgināriem skaitļiem ir liela loma, 
vektoriem un skalāriem nav patstāvīgu tiesību, bet tie ir tikai kvaternionu 
speciālizējumi. Tūliņ pēc Hamiltona un Grasmaņa darbu publicēšanas da
žādu zemju matemātiķi sāka pielāgot minētos pētījumus vienkāršākām pra
sībām. 

Amerikā vektoru teorijas izkopšanā lieli nopelni ir G i b s a m (I. W. 
G i b b s , dz. 1839., miris 1903.). Viņš studēja papriekš Amerikā, vēlāk Parīzē 
(ziemā 1866/67) un nākamos divi gados Berlīnē un Heidelbergā. Atgriezies 
Amerikā ieņem līdz mūža beigām matemātiskās fizikas profesora vietu Jēlas 
(Yale) universitātē. Pazina Grasmaņa un Hamiltona darbus un centās tos 
lietāt fizikas jautājumu pētīšanā. Tā radās vajadzība padarīt šo smago ma
temātisko aparātu ērtāku. Savu skolnieku vajadzībām privāti iespieda 1881. 
un 1884. g. rakstu .Elements of Vector Analysis", kas tikai pēc 20 gadiem 
kļuva pieejams plašākām lasītāju aprindām. Pārāk nodarbināts ar citiem 
jautājumiem, viņš vēlāk nekad nebija pierunājams uzrakstīt un sīkāk izstrādāt 
savu vektoru teorijas kursu. Šo darbu izdarīja viņa bijušais skolnieks V i 1 -
sons (E. B. W i l s o n , Vector Analysis, New Haven, pirmais izd. 1901. g.). 

Kā Gibss Amerikā, līdzīgā virzienā Anglijā darbojās O l i v e r s H e v i -
s a i d s ( H e a v i s i d e ) . Viņa darbs par elektromagnētisko gaismas teoriju 
spieda meklēt derīgus matemātiskus palīglīdzekļus. Viņš izmēģināja kvater
nionu teoriju, bet vēlāk atmeta kā nederīgu. Viņš izveidoja vienkāršākus 
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rēķināšanas paņēmienus, kas būtībā neatšķīrās no Gibsa vektoru algebras, 
nerunājot par sīkākām izšķirībām apzīmējumos. 

īpašu vektoru teorijas skolu Itālijā nodibināja Neapoles universitātes 
prof. R. M a r k o l o n g o un Turinas kara akad. prof. C. B u r a l i - F o r t i . 
Viņu vektoralgebra ir tāda pati kā citiem, nerunājot par darbību apzīmēju
miem; augstākās nozarēs saskatāma Grasmaņa un Hamiltona ietekme. Viņu 
sistēmas vienkāršākie elementi atrodami kopīgi sarakstītā grāmatā .Eléments 
de Calcul Vectoriel" (Paris, 1910., tulk.); lielāks darbs, tāpat kopīgs, ir 
.Analyse vectorielle générale" (t. I 1912.; t. II 1913.). 



I 

Vektoru saskaitīšana un atņemšana. 

1. Skalāri un vektoriāli lielumi. 

Par s k a l ā r i e m l i e l u m i e m jeb, īsāk, s k a l ā r i e m sauc tādus lielu
mus, ko pilnīgi apraksta ar lieluma vienību skaitu, bet kas nav saistīti ar 
virzienu telpā. 

Skalāru lielumu piemēri: garums, tilpums, leņķis, laiks, masa, blīvums, 
temperatūra, siltuma daudzums, elektriskā pretestība, kapacitāte, elektrības 
daudzums, spēka darbs, mēchaniskā enerģija u. c. Gribot ar kādu tādu lie
lumu nodarboties, vajadzīga tam atbilstoša vienība un mērošanas metodes, 
ar kurām var noteikt, c i k vienību ir kādā noteiktā lielumā. Atbilde uz šo 
jautājumu skalāru lielumu pilnīgi apraksta; tā, garums ir pilnīgi noteikts 
(izmērots), ja zina, ka tas līdzinās tik un tik, teiksim — a centimetriem. 

Tātad, skalārs lielums (quantity) var būt tikai lielāks vai mazāks, tam 
ir tikai l i e l u m s (magnitude) jeb i n t e n s i t ā t e , ko mēro (izteic, apraksta, 
raksturo) ar vienību skaitu, bet tam nav virziena. 

Turpretim, v e k t o r i ā l i l i e l u m i ir tādi, kuriem ir nevien l i e l u m s 
jeb i n t e n s i t ā t e , bet arī v i r z i e n s . Piemēram, pārvietojums, ātrums, paātri
nājums, spēks, elektriskais vai magnētiskais lauks u. c. Arī šeit vajadzīgas 
vienības lielumu intensitātes mērošanai, bet ar to nepietiek. Piem., punkta 
pārvietojums nebūt nav pietiekami aprakstīts, sakot, ka tas līdzinās tik un 
tik, teiksim, a centimetriem; ar to ir izteikts tikai pārvietojuma lielums, bet 
pārvietošanās virziens paliek nezināms. Lai vektoriāls lielums būtu pilnīgi 
noteikts, jāzina nevien tā l i e l u m s jeb i n t e n s i t ā t e , bet arī v i r z i e n s . 

Apzīmējumus .skalārs" (no lat. scalae = trepes jeb kāpnes) un .vektoriāls" 
(vektors, no vehere = vest) iesāka lietot Hamiltons (1843). Pirmais iero
sina pakāpenības, otrais — pārvietošanās ideju. 

2. Skalārā un vektoriālā rēķināšana. Vektori . 

Skalāru lielumu pilnīgi raksturo lieluma vienību skaits, tātad, abstrakts 
reāls skaitlis. Bet reāls skaitlis arī ir skalārs lielums. Tas var būt lielāks 
vai mazāks, atkarībā no tā, cik vienību vai vienības daļu tanī ietilpst; vir
ziena tam nav. No citiem skalāriem lielumiem tas atšķiras ar to, ka tam 
nav d i m e n s i j a s . 
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Kā visvienkāršākie skalāri, reālie skaitļi teicami derīgi citu skalāru aiz
vietošanai. Tādas aizvietošanas piemērs ir visa rēķināšana ar reāliem abstrak
tiem skaitļiem aritmētikā un algebrā (skalārā rēķināšana). Tur māca darbo
ties (darbības) ar skaitļiem un tā sagatavo dzīvei, kur jādarbojas ar lietām. 

Modernā zinātne un technika spiež nodarboties ar vektoriāliem lielu
miem. Skaidrs, ka arī šinī gadījumā ļoti derīga iepriekšēja vingrināšanās ar 
kādu domu objektu, kam jābūt apveltītam ar vektoriālo lielumu raksturīgām 
īpašībām — ar lielumu un virzienu. Vajadzīgi .virzīti skaitļi" (VVeatherburn) 
jeb .ekstensīvi skaitļi" (Lagallv). Vēlams tomēr ari, ka šis domu objekts 
būtu iespējami vienkāršs un uzskatāms, lai vektoriālā rēķināšana neprasī
tu tikpat ilgu mācīšanos kā skalārā. 

Šī beidzamā prasība noteic vajadzīgā objekta izvēli. Par tādu visērtāks 
ir izrādījies v i r z ī t s n o g r i e z n i s , tātad, divu telpas punktu savienojums, 
kam vēl pierakstīts virziens; tādu nogriezni sauc īsi par v e k t o r u . Rakstot 
vektoru attēlo ar taisnes gabalu, kam pievieno bultas atkāšus kā virziena 
rādītājus. 

3. Vektora elementi un apzīmējumi. 

Vektora elementi, kas to pilnīgi noteic (raksturo), ir šādi: 1) taisne, uz 
kuras ir vektors ( v e k t o r a a t b a l s t s ) ; 2) šīs taisnes punkts, kurā ir vek
tora i e s ā k u m s ; no šī punkta pa atbalstu var iet uz divi pusēm, tāpēc 
jāzina 3) p u s e , k a s a t b i l s t v e k t o r a v i r z i e n a m ; 4) vektora g a r u m s 
jeb m o d u l i s . 

Apzīmējumos valda liela dažādība. 

Vektoru, kam iesākums ir punktā A un gals punktā B, visbiežāk apzīmē: 

ĀB vai ĀB, 

bet vektora garumu (moduli) izteic, ieslēdzot vektora nosaukumu starp ver
tikālām švīciņām: 

\ĀB\ vai \ĀB\. 

īsuma ziņā priekšroka jādod apzīmējumam ar vienu burtu. Ja vektoru 
apzīmē ar švīku vai bultu virs burta, tad tā moduli apzīmē ar to pašu burtu 
bez švīkas (bultas); vektors a, tā modulis a: \a\ = a. 

Tā kā bultas pievienošana burtam saistīta ar tipogrāfiskām grūtībām, 
lieto arī divējāda izskata burtus vektora un tā lieluma apzīmēšanai. Piemē
ram, vektors a, tā modulis a: ļa| = a. 

Vācu literatūrā pieņemts vektorus apzīmēt ar gotu burtiem ($1, 95 , 
a, b, c , . . . ) , bet to moduļus ar attiecīgiem latīņu burtiem: |5lļ = A. 
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4. Dažas definīcijas. 
Definīcija I: 
P a r n u l l e s v e k t o r u s a u c t ā d u , k a m l i e l u m s ir v i e n ā d s ar 

n u l l i . 
Visi nulles vektori jāuzskata par vienādiem, neatkarīgi no virziena, jo 

ģeometriski nulles vektors ir virzīts nogrieznis, kam garums ir nulle, tātad, 
tas ir punkts, bet punktam nav virziena. Raksta 

a = 0 , ja a = 0. 

Definīci ja I I : 
P a r v i e n ī b a s v e k t o r u s a u c t ā d u , k a m l i e l u m s ir g a r u m a 

v i e n ī b a . 

Saskaņā ar definīciju vektors a ir vienības vektors, ja a = \. 

Definīcija III : 
P a r k o l ī n e ā r i e m v e k t o r i e m s a u c t ā d u s , k u r u a t b a l s t i ir 

p a r a l l ē l i . 
Divi kolīneāri vektori var būt virzīti uz vienu un to pašu pusi vai ari 

uz pretējām pusēm; pirmā gadījumā tos var saukt par t i e š i p a r a l l ē l i e m , 
otrā — par p r e t ē j i p a r a l l ē l i e m . 

5 . Vektoru iedalījums. 

Ikviens vektors ir virzīts nogrieznis. Atkarībā no tā, kādi noteikumi ir 
spēkā papildus par vektoru iesākuma punktu, jāizšķir vairāki vektoru veidi: 

1) S a i s t ī t i e v e k t o r i ir tādi, kuru iesākuma punkts ir noteikts. 
Saistītu vektoru var definēt kā nogriezni starp divi punktiem A un B, kur 
A — iesākums, B — gals. Tādam vektoru veidam atbilst: ātrums, paātrinā
jums, elektriskais vai magnētiskais lauks u. c. 

Bieži ir vajadzība vektorus skaitīt no kopīga uzdota iesākuma punkta, 
piem., no koordinātu asu iesākuma. Tādus vektorus sauc par v i e t a s 
v e k t o r i e m : tie noteic savus gala punktus. 

2) S l ī d o š i e j e b a k s i ā l i e v e k t o r i ir tādi, kuru iesākums drīkst 
slīdēt pa taisni, uz kuras ir vektors. Piem., statikā spēka iedarbība uz cietu 
ķermeni nemainās, ja spēka pielikšanas punktu pārvieto gar taisni, pa kuru 
spēks darbojas. Divi spēki ir līdzvērtīgi, ja tie neatšķiras lieluma ziņā, ja 
tiem vienāds virziens un virziena puse un ja tie ir uz kopīgas taisnes. 

Divi slīdošie vektori ir vienādi, ja tie ir uz vienas taisnes, virzīti uz 
vienu pusi, un ja to garumi ir vienādi. 

3) B r ī v i e v e k t o r i ir tādi, kuru iesākums drīkst atrasties ikvienā 
vietā. Piemērs: pārvietojums taisnā translācijas kustībā, kad visi cieta ķer-
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meņa punkti pārvietojas pa taisnēm vienādā virzienā un ar vienādu ātrumu. 
Visu ķermeņa punktu pārvietojumi ir vienādi lieluma un virziena ziņā; 
ikkura punkta pārvietojums pilnīgi apraksta un noteic visa ķermeņa pārvie
tojumu. Pārvietojumu var attēlot ar vektoru, kura iesākumu brīv izvēlēt ik
vienā ķermeņa punktā. 

Visur, kur būs runa par vektoriem, sapratīsim, ja nav paskaidrots kas 
cits, b r ī v u s v e k t o r u s . 

6. Vektoru vienādība. 
Definīcija: 
P a r v i e n ā d i e m ( e k v i p o l l e n t i e m ) s a u c t ā d u s v e k t o r u s , 

k u r u a t b a l s t i ir p a r a l l ē l i , k a s v i r z ī t i uz v i e n u p u s i u n n e 
a t š ķ i r a s l i e l u m a z i ņ ā . 

Vektoru vienādību izteic ar parasto vienādības simbolu ( = ) . Izteiksme 
a = b ( v e k t o r i ā l a v i e n ā d ī b a ) apzīmē, ka vektori a un b neatšķiras 
ne lieluma, ne virziena, ne virziena puses ziņā. Vektoriālām vienādībām 
ir tādas pašas īpašības kā skaitļu, figūru u. 1.1. vienādībām: ja a = b, tad 
b = a ; ja a = b un b = c, tad a = c . 

7. Kolīneāru vektoru saskai t īšana. 
Vektoru reizināšana ar skalāru. 

Uzdoti vektori a, b, c, . . . , kuru atbalsti parallēli (kolīneari vektori); 
pieņemsim, ka tie ir virzīti uz vienu pusi. Šinī gadījumā vektoru summa ir 
vektors 

s = a + b + c + , 

kas kolīneārs ar uzdotiem vektoriem, virzīts uz to pašu pusi kā tie, un kura 
lielums ir vienāds ar uzdoto vektoru moduļu summu: 

s = a + b + c+ 

Konstrukcijas ceļā vektoru s atrod, atliekot vienu pakaļ otram nogriež

ņus AB = a, BC=b, CD — C un t. t. un savienojot pirmā vektora iesā

kumu A ar beidzamā vektora galu E. Kā lieluma, tā virziena ziņā AE — s. 

(1 . att.) 
Acīm redzot, iznākums nav atkarīgs no summandu kārtības; tātad attie

cībā pret parallēlu vektoru summēšanu ir spēkā kommūtātīvais likums. 
Konstrukcija paliek spēkā arī tai gadījumā, kad kolīneārie vektori 

a, b, c, . . . . vērsti uz dažādām pusēm. Tāpat paliek spēkā summas 
vektora moduļa formula, ja summandu moduļus saskaita algebriski, ņemot 
tos ar + zīmi vektoriem, kas vērsti uz vienu pusi, un ar — zīmi vektoriem, 
kas vērsti uz otru pusi. 
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Piemērā, kas paradīts 2. att , b + d>a + c. J a vektoriem b un d mo
duļus ņemam ar + , tad vektoriem a un c tie jāņem ar — : 

s = — a + b — c + d. 

Summas konstrukcija jāiedomājas uz vienas taisnes, lai gan uzskatāmības 
labad vektori attēlā pabīdīti sāņus. 

Ari šinī gadījumā summēšanas iznākums nav atkarīgs no summandu 
kārtības. Kollnearu vektoru saskaitīšana ir pakļauta kommūtātīvam likumam. 

īpašā gadījumā uzdotie kolī-
neārie vektori var būt vienādi: 
a = b = c = d = . . . J a vektoru 
skaits ir m (m > 0) , seko, kā to 
summa, vektors 

s = a + a + a + + a = ma, fiļ 
kurš kolīneārs vektoram a, tāpat 
virzīts kā tas, un m reiz lielāks. 

a 

a b 
B c D 

1. att. 

a 
C 

F 

2. att. 

a 

\D 

B 

Saka, ka vektors a ir pareizināts ar pozitīvu skalāru m, ja tā lielums 
ir pareizināts ar šo skalāru un virziens atstāts bez pārmaiņas. 

Ikvienu vektoru a var uzskatīt kā sastāvošu no a vienības vektoriem 
e ( e = 1.) No tā seko: 

a 1 
: a e , a e = 

a 
a. 

L a i d a b ū t u v i e n ī b a s v e k t o r u , d o t a i s v e k t o r s j ā p a r e i z i n a a r 
a p g r i e z t o m o d u l i ( j e b : j ā i z d a l a a r m o d u l i ) . 

Negatīvās zīmes (—) pievienošana vektoram apgriež tā virzienu, atstājot 
bez pārmaiņas tā lielumu. Tātad, — a apzīmē vektoru, kas pretēji paral
lels vektoram a un tikpat liels kā tas. 
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Pareizināt vektoru ar negatīvu skaitli nozīmē pareizināt tā moduli ar 
skait|a absolūto lielumu un apgriezt virzienu. Tātad, — ma(m>0) apzīmē 
vektoru, kas pretēji parallēls vektoram a un m reiz lielāks par to. 

Vispārīga kārtula : 

R e i z i n ā j u m s ma a p z ī m ē v e k t o r u s, k a m l i e l u m s \m\ 
r e i z l i e l ā k s kā v e k t o r a m a, b e t v i r z i e n s t i e š i v a i p r e t ē j i 
p a r a l l ē l s , a t k a r ī b ā n o tā, v a i m > 0, v a i m<0. 

Vektora reizināšana ar skalāriem pakļauta reizinātāju asociācijas un 
kommūtācijas likumiem: 

m (na) = n (ma) = (nm) a, (1) 
un distributīvam likumam 

(m + n) a = ma -ļ- na (2) 
Pierādīt (1). 

Pieņemsim apzīmējumus: A = /w(«a), B = /z(/raa), C = (nm)a. Vektora 
reizināšana ar skalāru nemaina atbalsta virzienu, bet var mainīties virziena 
puse, ja reizina ar negatīvu skalāru. Tāpēc vektori A, B, C ir tieši parallēli 
a, ja reizuļiem m un n ir vienādas zīmes, bet pretēji parallēlli a, ja tās ir 
dažādas. 

No tā redzams, ka vektori A, B, C ir savā starpā tieši parallēli, to vir
zieni (ieskaitot virziena pusi) ir vienādi. To lielums: 

A = mna, B = nma, C = nma 

ir visiem vienāds. Tas nozīmē 
A = B = C , 

ko vajadzēja pierādīt. 

8. Vektoru saskaitīšana un atņemšana vispārīgā gadījumā. 

Vairāku kolīneāru vektoru apvienošana neprasa vairāk kā algebrisku 
saskaitīšanu, uzskatot uz noteiktu vienu pusi vērstu vektoru lielumus par 
pozitīviem, bet pretēji vērstu — par negatīviem. Tāpat n e v a r darīt, ja 
vektoru virzieni dažādi, jo vektoru summai jābūt atkarīgai nevien no to lieluma, 
bet arī no virziena. Kas jāsaprot zem divu dažādi virzītu vektoru summas, 
tas jānoteic ar definīciju. 

Piemērs mechanikā, kas paskaidro dažādi virzītu vektoru saskaitīšanu, 
ir saliktā kustība. Iedomāsimies mazu ķermeni, kas kustības iesākumā ir 
uz platformas punktā A. 

Attiecībā pret platformu punkts var pārvietoties ar vienmērīgu ātrumu 
pa taisni AB līdz gala punktam B. Tikpat garā laika sprīdī platforma var 
pārvietoties attiecībā pret apkārtni no stāvokļa P līdz stāvoklim Plt tāpat 
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ar vienmērīgu ātrumu taisnā translācijas kustībā. Platformas pārvietojums 
attiecībā pret savu apkārtni ( p ā r n e s u m s ) ir A 4 1 = a . Ķermeņa pārvieto
jums attiecībā pret platformu ( r e l a t ī v a i s p ā r v i e t o j u m s ) ir AB = b. 
Tie abi noteic ķermeņa ( a b s o l ū t o ) pārvietojumu attiecībā pret apkārtni; 
kā to atrast? 

Ja platforma kustas pa priekšu un pēc tam ķermenis, tā pārvietojums 

ir AAļBļ-, simboliski: AA1 + A1B1 = AA1 + AB — a + b. Ja ķermenis kustas 
pa priekšu un pēc tam platforma, tā pārvietojums ir ABB^, simboliski: 

AB + BBX = AB + AAļ = b + a . J a abi kustas reizē, tas pārvietojas pa 

trajektoriju ABlt un vektoru ABļ = s uzskata par abu pārvietojumu "summu. 
Raksta: 

s = a + b = b I a . 

Tāpat no piedzīvojuma zināms, ka divu spēku iedarbība uz kādu punktu 
ir līdzvērtīga viena vienīga spēka iedarbībai. Pēdējo spēku lieluma un vir
ziena ziņā dabū kā parallēlograma diagonāli, kura malas lielumā un 
virzienā atbilst uzdotiem spēkiem. 

Definīcijas: 

S a v i e t o j o t d i v i v e k t o r u i e s ā k u m u s un k o n s t r u ē j o t a r t i e m 
p a r a l l ē l o g r a m u , d a b ū j a m v e k t o r u s u m m u , kā to d i a g o n ā l i , 
k a s i e s ā k a s v e k t o r u k o p ī g ā p u n k t ā . 

D i v u v e k t o r u s u m m a ir v e k t o r s , k a s s n i e d z a s n o p i r m ā 
v e k t o r a i e s ā k u m a l ī d z o t r ā v e k t o r a g a l a m , j a p i r m ā v e k t o r a 
g a l s s a v i e t o t s ar o t r ā i e s ā k u m u . 
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Saskaņā ar beidzamo definīciju, lai atrastu grafiski divu uzdotu vektoru 
a un b summu, konstruē no kāda izejas punkta A vienu pakaļ otram 
vektorus: 

AB = a, BC = b, 

tad pirmā un beidzamā punkta savienojums 

ĀC = a+b = s. 

Varēja par pirmo uzskatīt vektoru b un par otro a. Konstruējot 

AB1 = b, BļCj^ — a, pārliecināmies, ka C\ ir tas pats punkts C; tātad 

i 4 C = b + a = s. 
Tas rāda, ka 

a + b = b + a, 
t. divu v e k t o r u s u m m ē š a n a ir p a k ļ a u t a k o m m ū t ā t ī v a m l i k u -
m a m. 

Saskaņā ar šo likumu summa nav atkarīga no summandu kārtības. Kon
struējot summas vektoru, ir vienalga, kuru no summandiem ņem papriekš. 

Definīci jas: 
S a v i e t o j o t t r ī s v e k t o r u i e s ā k u m u s un k o n s t r u ē j o t p a r a l -

l ē l e p i p e d u , k a m v e k t o r u i e s ā k u m i ir v i e n ā s t ū r i un p a š i 
v e k t o r i š ķ a u t n ē s , d a b ū j a m v e k t o r u s u m m u , kā t o g a l v e n o 
d i a g o n ā l i , k a s i e s ā k a s v e k t o r u k o p ī g ā p u n k t ā . 

T r ī s v e k t o r u s u m m a ir v e k t o r s , k a s s n i e d z a s n o p i r m ā 
v e k t o r a i e s ā k u m a l ī d z b e i d z a m ā v e k t o r a g a l a m , j a v i e n a 
v e k t o r a i e s ā k u m s i r s a v i e t o t s a r i e p r i e k š ē j ā g a l u . 

Uzdoti trīs vektori a, b, c ; jāatrod to summa s. Tā kā vektori ir brīvi, 
var ņemt to iesākumus kopā. Pieņemsim, ka vektori nesavietojas atbalstiem, 
kā arī, ka tie nenovietojas vienā plaknē. Tad tie veido triedru un var, kā 
definīcijā aprakstīts, konstruēt parallēlepipedu. Tā diagonāle OOļ = s = 
= a + b + c . To pašu gala punktu dabūtu, konstruējot OA=a, ACx=OB=b, 
C 1 0 1 = OC = c , tātad, konstruējot vektorus vienu pakaļ otram. 

No 4 . att. nolasām: 

0CX + cfOi = ŌOi = s, 

0 4 i + A1~b1 = 001 = s, 

OB14- B~^Ol = OOl = s; 
un tāpat: 

OC+ČO^OO^s, 

OA-\- AOl = OOl = s , 

OB + BOi -- 00, = s. 
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No tā seko: 
(a + b) + c = s , 
(b + c) + a = s , 
(c + a ) + b = s , 

un vēl 3 formulas, kas no iepriekšējām atšķiras 
tikai tai ziņā, ka pirmie divi locekļi apmainī
juši vietu ar beidzamo locekli. Iekāva, kā 
parasts, apzīmē to, ka darbība tās iekšiene 
jāizdara papriekšu. Saskaņā ar agrāk pie
rādīto, locekļu kārtībai iekavu iekšienē (divu 
vektoru saskaitīšanā) nav nozīmes. 

Tātad: 

(a + b) + c = (b + c) + a = (c + a) + b = 
= c + (a + b) = a + (b + c) = b + (c + a ) = s . 

Tas ir trīs vektoru sakaitlšanas a s o - 4 a l t -
c i ā t l v a i s un k o m m ū t ā t ī v a i s likums. 
Saskaņā ar to, lai saskatītu trīs vektorus, drīkst tos ņemt kādā patīk kārtībā, 
saskaitot divus un iznākumu saskaitot ar trešo vektoru; iznākums visos ga
dījumos ir viens un tas pats. 

J a vajadzīgs atrast lielākam vektoru skaitam a, b, c , d, k summu: 
s = a + b + c + d + + k , 

konstruē, tāpat kā līdzšinējos gadījumos, v e k t o r u p o l i g o n u , t. i. vienu 
pakaļ otram vektorus: 

OA = a, ĀB = b, BC = c, JK=k, 

un savieno pirmā vektora iesākumu ar beidzarņā vektora galu. Tā dabū 

vektoru OK, kuru, saskaņā ar definīciju, uzskata par uzdoto vektoru summu: 

OAT=a + b + c + d + + k = s. 

V e k t o r u s u m m a ir v e k t o r s , k a s n o s l ē d z v e k t o r u p o l i g o n u 
un i e t n o p o l i g o n a i e s ā k u m a l ī d z b e i g ā m . 

Ari lielāka summandu skaita gadījumā iznākums nav atkarīgs no tā, 
kādā kārtībā vektorus ņem un kā tos apvieno. ( K o m m ū t ā t ī v a i s un 
a s o c i a t ī v a i s l i k u m i . ) 

T e o r ē m a : 
V e k t o r u s a s k a i t ī š a n a ir p a k ļ a u t a k o m m ū t ā t ī v a m un a s o 

c i a t ī v a m l i k u m a m . S u m m a n a v a t k a r ī g a n o l o c e k ļ u k ā r t ī b a s 
un g r u p ē j u m a . 

Pierādījums pamatojas uz to, ka ikvienā vektoru summā divi locekļi 
līdzās drīkst savstarpēji apmainīties. VairļkjSmS^^atkārtojot apmaiņu, 
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ikvienu summas locekli var nogādāt tani vietā, kur gribam. Atkārtojot šo 
procedūru, varam sasniegt ikvienu locek|u grupējumu. 

Definīcija: 

A t ņ e m t v e k t o r u n o z ī m e p i e s k a i t ī t t ā d a p a š a l i e l u m a p r e 
t ē j i v ē r s t u v e k t o r u : 

a - b = a + (— b). 

Šī definīcija vektoru atņemšanu noved pie to saskaitīšanas. 

Uzdevums: 

A t r a s t d i v u u z d o t u v e k t o r u s t a r p ī b u : a — b . 

Dots : 

OA = a , 

OB = b, 

ŌB1 = — b. 

Jāatrod: 
a — b = 0 4 + ŌB1 = ŌC. 

B e t : 
ŌC = BA, 

tātad: 
a — b = BA. 

D i v u v e k t o r u s t a r p ī b a ir 
v e k t o r s , k a s s a v i e n o a b u v e k 

t o r u g a l u s un v i r z ī t s n o a t s k a i t ā m ā v e k t o r a g a l a p r e t tā 
v e k t o r a g a l u , k u r a m j ā a t s k a i t a : 

a — b = ŌA — OB = BA. 

5 . att. 

9. Vektoru salikšana komponentes. 

Katru vektoru var uzskatīt kā vairāku citu vektoru summu; pēdējos 
tad sauc par k o m p o n e n t ē m » bet to summu (uzdoto vektoru) par r e z u l -
t ē j o š o v e k t o r u jeb r e z u l t a n t i . Uzdota vektora salikšana komponentēs, 
ja nav nekādu papildu nosacījumu, ir pilnīgi nenoteikts uzdevums; kompo
nenšu skaits, virziens un lielums ir ierobežoti tikai ar vienīgo noteikumu, 
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ka komponenšu poligonam jāiesākas uzdota vektora iesākumā un jānobei
dzas tā beigas. Uzdevums top noteikts, ja uzdod komponenšu skaitu un to 
virzienus. 

V e k t o r u s a l i k š a n a p l a k n e . — Uzdoto vektoru a salikt komponen
tēs virzienos Ox, Oy, ko noteic vienības vektori e a . Dots, ka a, e 2 — 
koplanāri. 

Pārneslsim vienības vektorus un uzdoto 
vektoru vienā plaknē. Projecējot vektoru a 
slīpi uz uzdotiem virzieniem, dabū tā kom
ponentes a* un ay: 

a = ax + ay . 
Vektori a x un e x ir kolīneāri, 

tāpat ay un e 2 (ex = e% — \). 
Tāpēc : 

ax = ax t l f ay = ay e 2 ; r 
tātad: t-*/ fļ 

a = a * e 1 + a J , e 2 . / 9 2 

Še ax ir garuma vienību skaits nogriezni 0 
AB, tātad skaitlis, ko dabū, izmērojot AB / ©, £ 
ar OEi un ņemot to ar „ + " , ja ax tieši 
parallēls e l t bet ar * — " , ja ax pretēji pa-
rallēls t v Līdzīgi par ay. 

6. att. 

Uzdotas plaknē asis xOy ar vienības vektoriem e x un e a un s t a -
vok|a v e k t o r s r. Tas noteic plaknē punktu P(x,y). Šinī gadījumā: 

Tx = ŌA = x e l t 

Ty~ĀP=yt2, 

tātad: 
r = xtx + ye2 

Ja koordinātu asis o r t o g o n ā l a s , <C 
xOy = taisns, e x 1 e 2 , un tad šos vienības 
vektorus mēdz apzīmēt ar i un j . ( e x = i, 
e 2 = j ) . 

r = xl+y], 
izdalot ar r: 

^ = ^ l + ^ j , r r r J 

tātad: 
Tļ = i COS a + j sin a , 

kur Tj — vienības vektors ( r t = 1) . 
7. att. 
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a o. 

a o. 

o. 

o 

8. att. 

V e k t o r u s a l i k š a n a t e l p ā . — Vajadzīgi trīs virzieni, kas veido triedru. 
Virzienus uzdod ar n e k o p l a n ā r i e m vektoriem e x , e 2 , e 3 . Taisnes, kas 
vilktas no kāda punkta O parallēli šiem virzieniem, ir r e f e r e n c e s t r i e d r s 
O , , CV, Oz. 

Izšķir divējādus triedrus. Apskatīsim figūru, kas sastāv no taisna leņķa 
papīra plaknē un stateniska stara, kas virzīts uz lasītāja pusi. Numerējot 
starus visiem iespējamiem paņēmieniem dabū 6 triedrus: 

Triedrus 1, 2, 3 var savietot 
tā, ka vienvārdīgās asis ir kopā ar 
vienvārdlgām; tāpat var savietot 
triedrus 4, 5, 6. Bet nevienu 

— z triedru no 1, 2, 3 nevar savietot 
ar kādu no 4, 5, 6. Pietiek ap
skatīt vienu no katra veida. 

Triedrs 1 ( . k r e i s ā s r o k a s 
—x t r i e d r s " ) . Daudz lietāts Francijā 

analītiskās ģeometrijas un mēcha-
nikas kursos. Novērotājs, kam 
kājas punktā O un galva pa Oz, 
raugoties uz kvadrantu xOy, 
redz Ox pa kreisi, Oy — pa 

labi. Ja staru Ox griež ap O un tuvina visīsākā ceļā staram Oy, vajaga 
griezt pulksteņa rādītāja virzienā. Kreiso vītņu skrūve uz z ass, ja skrūvi 
griež virzienā Ox-> Qy, pārvietojas virzienā Oz. J a k r e i s ā s r o k a s īkšķi 
noliek virzienā Ox, rādītāju pirkstu virzienā Oy un vidējo pirkstu state
niski pret abiem, tas rāda virzienā Oz. 

Triedrs 4 ( . l a b ā s r o k a s t r i e d r s " ) . Lietā astronomijā un elektrības 
mācibā. Novērotājs, kam kājas ir punktā O un galva virzīta pa Oz, aplūkojot 
kvadrantu xOy, redz Ox labā pusē, Oy—kreisā. J a staru Ox tuvina īsākā ceļā 
staram Oy, jāgriež pretēji pulksteņa rādītājam, ko trigonometrijā pieņem par 
pozitīvo rotācijas virzienu. Parastā labo vītņu skrūve (viļķis) pārvietojas pa 
Oz, ja to griež Ox^Oy. Ja l a b ā s r o k a s īkšķi noliek virzienā Ox, rādītā
ju — virzienā Oy, vidējais novietojas gar Oz. 

Šādā virzienā griežas zeme ap savu asi, ja asi virza no 5 uz N. Tā
pat riņķo planētas pa ekliptiku ap sauli. Tas ir arī spēka līniju rotācijas 
virziens magnētiskā laukā, ko rada elektriskā strāva ap taisnu elektrības 
vadītāju. 

Mēs lietāsim labās rokas triedru, izņemot gadījumus, kur tieši pieminēts 
pretējais. 

Uzdots references triedrs ar vienības vektoriem e l f e 2 , e 3 (nekoplanāri 
vektori) un kāds vektors a. Caur tā galiem velkam plaknes, kas parallēlas 
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triedra plaknēm. Katrs parallēlu plakņu paris nošķel koordinātu asīm Ox, 
Oy, Oz vektora komponentes a^, ay, az. 

a = ax + ay + a 2 , 
tātad: 

a = + aye2 + aze3. 

Skaitļi ax, ay, az dabūti, izmērojot vektoru ax, ay, az garumu un dabūto skait
li ņemot ar + vai —, atkarībā no tā, vai vektora virziens tāds pats kā at
tiecīgajam vienības vektoram, vai pretējs. 

Ja uzdotais vektors ir s t ā v o k ļ a v e k t o r s r, tā iesākums jānovieto 
punktā O. Gals noteic punktu P (x, y, z). Šinī gadījumā ax = x, ay=y, 
az = z\ 

r = xtx + j /e a + z e 3 . 

Ja vienības vektori, kas noteic references triedru, savstarpēji stateniski, 
tos apzīmē ar i, j , k. Šinī gadījumā, ja vektoram a projekcijas uzdotas ar 
skaitļiem ax, ay, az un vietas vektoram r gala punkta koordinātas ir x,y, z, 
seko 

a = ax\ + ay) + azk; 
attiecīgi 

r = xl + y] + zk. 

Vingrinājumi un papildinājumi. 

1. U z d o t s č e t r s t ū r i s ABCD. U z s t ū r i A d a r b o j a s s p ē k i AB un 

AD, u z s t ū r i C s p ē k i ČB un CD. P a r a d ī t , k a to r e z u l t e j o š ā ir 4PQ, k u r 

P un Q i r a t t i e c ī g i AC un BD v i d u s p u n k t i . 

CQ ir mediāna, tāpat AQ: 

ĀB + Āb = 2AQ, 

ČB + CD=2ČQ. 

Saskaitot dabūn: 

ĀB + ĀD + ČB + ČD=2 (ĀQ + ČQ). 

ĀQ = AP + PQ, 

CQ=ČP + PQ. 

A~Q + CQ = 2PQ + {AP+CP). 
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Punkts P dala nogriezni AC uz pusēm. 
Tāpēc 

AP+ČP = 0, 
tātad, 

AQ + ČQ = 2PQ, 
un 

ĀB + ĀD + ČB + CD = 2 2 P Q = 4 P Q . 

2. A t r a s t p u n k t u , k a s d i v u p u n k t u s a v i e n o j u m u s a d a l a u z d o t ā a t t i e 
c ī b ā . 

Divi punkti A un B uzdoti ar saviem stavok|a vektoriem a un b. Jāatrod stāvokļa vek
tors punktam M ar tādu īpašību, ka attiecība: 

AM m 

MB=T = m 

jeb 

AM — m . MB 

Punktam M stāvokļa vektors ir x : 

AM = x — a 

MB 
Tātad: 

= b — x J 
x — a = m (b — x). 

x — a = mb — m\, 
x + mx = mb + a, 

mb + a 

Ja 

tad 

X = 

m + 1 

H — MB' 

Xb + (ia 

Definīc i jas : 
X + ļx " 

U z d o t i n p u n k t i , k u r u s t ā v o k ļ a v e k t o r i a t t i e c ī b a p r e t i e s ā k u m u O 
i r a, b, c, P u n k t s P, k u r a s t ā v o k ļ a v e k t o r s 

ŌP= — (a + b + c ) 

i r u z d o t o p u n k t u c e n t r o ī d s . 

J a p u n k t i e m a t b i l s t n r e ā l i s k a i t ļ i p, q, r, , t a d p u n k t u P t a d u k a 

<~ŗp=pa + gb + rc+ . . . 

s a u c p a r p u n k t u c e n t r o ī d u a r s a i s t ī t i e m s k a i t ] i e m p, q, r, . . . 
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P i e m ē r s : 
Punktos r l f r 2 , Tļ, ir attiecīgi masas mļ, m2, ms. Masu centrs ir noteikts 

ar vietas vektoru 

ņīļTļ + m2T2 + m3Ta + . . . 

T e o r ē m a : 

C e n t r o ī d s n a v a t k a r ī g s n o v e k t o r u I e s ā k u m a . 

Centroids attiecība pret iesākumu O : 

Qp _ p1a + p2b+p3c + 
P1+P2 + P3 + 

Ņemam citu iesākumu 0 ] . Centroīds attiecībā pret jauno iesākumu: 

0~p= l i a 1 + / > 2 b 1 + r 3 c 1 + . 
1 1 Pl +P2+P3 + 

C\0 = k. 

a x = a + k 
b 1 = b + k 
c x = c + k 

ŗ ŗ p = Pi (a + k) + p a (b + k) + pz (c + k) + 
1 1 P1+P2 + P9 + 

= P l z + p2b + n , c + . -_^ + k = Q č + k . 
Pl+Pl + P3 + 

Tas nozīme, ka punkti P un Pt ir kopa. 

3 . V i e n ī b a s k u b a s t ū r o s n o v i e t o t a s m a s a s 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 g r a m i : 
p i r m ā s č e t r a s v i e n a s ā n a s t ū r o s A, B, C, D, b e i d z a m a s č e t r a s a t t i e c ī g i š o 
p u n k t u p r o j e k c i j a s uz p r e t ē j o s a n u Aļt Bu Cv Dv A t r a s t m a s u c e n t r o ī d u . 

Punkts Vietas vektors Masa R e i z i n ā j u m s 

A i 1 I 
B i + k 2 2 i 2 k 
C k 3 3 k 
D 0 4 

Ax i + i 5 51 5J 
Bi i + j + k 6 6 i 6 j 6 k 

Ci 
J + k 

7 7J 7 k 

A j 8 8J 

Kopā 36 14i 2 6 j 1 8 k 

141 + 26j + 1 8 k _ 7 13 
36 — 18 + 1 8 J + 2 
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4 . A t r a s t c e n t r o ī d u 3n p u n k t i e m : 

1, 21, 31, ni; 
j , 2 j , 3 j , n\ ; 
k , 2 k , 3 k , nk. 

Saskaņa ar definīciju jāatrod vektoru summa un jāizdala ar vektoru skaitu. 

Vektoru summu var dabūt, saskaitot vienādi virzītos vektorus: 

¡ + 2 1 + 3 1 + + « l = ( l + 2 + 3 + +n)i 
_n(n+l) 

S/ g »• 

_ « ( / ! + 1 ) . 
S / /  2 * 

_ * » ( « + 1 ) . 
»///— K 

Saskaitot 

Centroīds 

S = v S „ = v
 2 ' ( I + J + k ) . 

Centroīda modulis: 

|ŌH = ' ±1/TTTTI = ^ ' , 
tā virziena koeficienti: 

« + 1 « + 1 
cos a = cosp = cosy — 6 ' 2 j A 3 Ļ r 6 

5. U z d o t s r e g u l ā r s n — s t ū r i s , k a m v i s o s s t ū r o s , i z ņ e m o t d i v u s , i r v i e 
n ā d a s m a s a s . A t r a s t m a s u c e n t r o ī d u . 

Centroīds nav atkarīgs no iesākuma punkta izvēles. Iesākumu ņemsim aprakstītā riņķa 
centra. No centra jāvelk vektori uz v i s i e m p o l i g o n a s t ū r i e m , i z ņ e m o t d i v u s ; jāatrod 
vektoru summa un jāizdala ar vektoru skaitu (n — 2) . 

Vilksim papriekš vektorus uz v i s i e m s t ū r i e m , atradīsim to summu un t a i atskai
tīsim divus vektorus, kurus mēs pieņēmām līdz tukšiem stūriem. 

No r e g u l ā r a p o l i g o n a c e n t r a l ī d z s t ū r i e m v i l k t u v e k t o r u s u m m a = 0 . 
Tas skaidrs pats no sevis, kad poligona sānu skaits ir p ā r s k a i t l i s . Pretējā gadījumā 

pierādām, ka v e k t o r u p o l i g o n s ir s l ē g t s Vektoru poligona malām ir vienāds lielums, 
un tās veido v i e n ā d u s I e k š ē j o s l e ņ ķ u s : 

2a = tc . 
n 

Virs katras poligona malas konstruēsim vienādsānu trijstūri, kam pie pamata leņķi ir <z: 

TC TC 
a = = 2 - « -
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Leņķis A -r a virsotne ir 

n 

Skaidrs, ka visiem trijstūriem virsotnes ir kopēja punkta Cx un ka visi leņķi pie vir
sotnes iztaisa kopa 2JC, t. i. poligona gala punkts nonāk atpakaļ Iesākuma punkta. Tātad 
v e k t o r u s u m m a ir 0. 

Visu vektoru summai, kas = 0, jāatskaita divi vektori no to kopīga punkta līdz tuk
šiem stūriem. Tātad, j ā s a s k a i t a v e k t o r i no t u k š i e m s t ū r i e m l ī d z p o l i g o n a c e n t 
r a m un s u m m a j ā i z d a l a a r n — 2 . 

6 . P i e c i s p ē k i d a r b o j a s uz r e g u l ā r a s e š s t ū r a s t ū r i A v i r z i e n ā u z p ā r ē 
j i e m s t ū r i e m . L i e l u m a z i ņ ā s p ē k i p r o p o r c i o n ā l i s t ū r a A a t s t a t u m i e m l ī d z 
p ā r ē j i e m s t ū r i e m . A t r a s t r e z u l t e j o š o s p ē k u . 

Stūrus apzīmēsim ar A, B, C, D, E, F. Attiecīgi izveļot garumu spēku vienības attē
lošanai, var sasniegt to, ka punktā A pieliktos speķus attēlo vektori 

AB, AC, AD, AE, AF-
Jāatrod šo vektoru summa. 

AB = =AB 

AC = = AB +BC 

AD = AC+ČD =AB +BC+ČD 

AE =ĀF + FE =CD +BC 

AF = = CD 

Kopā = 3 (ĀB + BC + CD) = 3 ĀD. 

7. P u n k t u A un B s t ā v o k | a v e k t o r i Ir a un b. A t r a s t s t ā v o k ļ a v e k t o r u s 

p u n k t i e m C un D, j a ĀC = 3AB un BD = 2 BA. 

AB = b — a, 

Ā 6 = 3 Ā B = 3 ( b — a ) , 

BD = 2BA = 2 (a — b). 

T ā t a d : 

x = a + /ļC = 3(b — a ) , 

y = b + BD = 2 (a — b). 
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8. T r i j s t ū r i m ABC a p v i l k t ā r i ņ ķ a c e n t r s lr O un o r t o c e n t r s ( a u g s t u m u 
k r u s t p u n k t s ) Op P i e r ā d ī t , k a : 

1) 0~A + OB + 6c = OOx 

2) C\A + Ō[B + Ōlc = 2Ōl0 
un 

3) Ābx + 61b + C\C - ĀD, 

kur AD ir a p v i l k t a r i ņ ķ a c a u r m ē r s . 
Savienojot apvilktā riņķa centru ar A, 

B. C, sadalām uzdoto trijstūri vienādsānu 
trijstūros: 

OA + 0B = 20C1 

OB + OC = 20Ax 

OC + OA = 20B1 

11. att. 

2 (OA + OB+ OC) = 2 (OA1 + 

+ OBx + OCJ 

OA+OB+ŌC=OĀl + OB1 + ŌC1. (1) 

Figūra Oi4 l C 1 B 1 ir līdzīga fig. O^ACB, 
bet homologas dimensijas pēdējai divreiz 
lielākas. 

Tapec: 
2 0A1 = — OxA 

2ŌBx = — Ō[b 

2 OC\ = — C\C 

2 (0% + 0% + ŌCX) + (Ō[A + 6¡B + 0~¡C) - O 

No (1) un (2) seko: 

2 (OA + 0~B + 0~C) + (0~[a + 0~?B + 0~¡C) = O 

Cita sakarība starp šim summām: 

0\Á - 0~¿) + OA 

o^b 6\b + ōz? 

Ó?C=Ó¿) + OC, 

(OA + OB + OC) — (O^A + 0~lB + O^C) = 3 00, 

(2) 

(3) 

tātad: 

(4) 
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No (3) un (4), saskaitot: 

ŌA + OB+OC = 001 (5) 
to ievietojot ( 3 ) : 

61A + C\B + Ō[c = — 2 O O 1 = 20»7o (6) 
Tas ir tas, ko vajadzēja pierādīt. 

Lai pierādītu uzdevuma beidzamo da|u, Izejam no jau pieradītas sakarības (6), kuru 
pārrakstām šādi: 

— Ābx + C\B + 6lc = 2 00ļ. 

Abam pusēm pieskaitām 2 AO,: 

ĀOx + C\B + Ofi = 2 (C\0 + ĀOJ 

= 2 (ĀOx + Ō^O) 

= 2 (ĀO) = AD. 

9. U z d o t s t r i j s t ū r i s ABC. P u n k t i AļBļC, ir t ā m a l u v i d u s p u n k t i . 
P a r ā d ī t , k a i k v i e n a m p u n k t a m O s p ē k u s i s t ē m a , k o a t t ē l o v e k t o r i , 

OA, OB, OC, 
ir e k v i v a l e n t a s i s t ē m a i 

0Alt OBU OCv 

Turpinot OA,, 0Bt, OCļ par tādu pašu gabalu, dabūjam parallēlogramus: 

ŌA + OC = 2 0B1 

OC + ŌB = 2 0Al 

OB + OA=2ŌCļ. 
Saskaitot: 

OA + OB + OC=OA1 + ŌB1 + OC^ 

Uzdevumi I. 
1. Uzdoti vektori: 

V l = 3i + 7j — 4 k , 
v 2 = i — 5j — 8k, 
v 3 = 6i — 2 j + 12k. 

Aprēķināt to modu|us un virziena koeficientus. Atrast vektoru summu. 

2. No koordinātu asu iesākuma O iziet divi vektori: 

Ō P = i + 3j — 7 k , 

ŌQ = 5i — 2j + 4k. 
Atrast vektoru PQ un aprēķināt tā virziena kosinu. 
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3 . Tris vektori: 
Vi 
V 2 

V 3 

aj + O a j + a3k, 
b¿ + b2j + b3k, 
c¿ + c2ļ + c3k, 

kas iziet no koordinātu asu iesākuma, noteic trijstūra virsotnes. Uzrakstīt vektorus, kurus noteic 
trijstūra malas un atrast malu garumus. 

4 . Četru punktu A. B. C, D stāvokja vektori: 

Atrast vektorus AČ, DB, BČ un CĀ. 
5 . Regulārā sešstūri divas malas pēc kārtas noteic vektorus a un b. Atrast vektorus, 

kurus noteic turpmākās malas. 

6 . Punkts riņķo ar vienmērīgu ātrumu i, j plaknē, apgriezdamies 12 sekundēs vienreiz 
apkārt. Ja iesākuma punktam stāvok|a vektors attiecībā pret griešanās centru ir i un riņķo
šana virzīta no i pret j , atrast stāvok|a vektorus pēc 1, 3, 5, 7 sek., tāpat pēc 1,5 un 4 ,5 sek. 

7. Iepriekšēja uzdevumā atrast kustošā punkta ātruma vektorus pēc 1, 5, 3 un 7 sek. 

8 . Laivas ātrumu attiecībā pret ūdeni izteic vektors 3i + 4j un ūdens ātrumu attiecība 
pret zemi vektors i — 3 j . Kāds ir laivas ātrums attiecība pret zemi, ja I un j apzīmē ātru-
mus 1 km stunda uz rītiem un zieme|lem respektīvi. 

9 . Divi ķermeņi kustas ar vienu un to pašu ātrumu v m/sek.; viens pa noteiktu riņķa 
caurmēru, otrs pa tā aploci. Atrast pirmā ātrumu attiecībā pret otru, ja beidzama rādiusam 
ir leņķis 8 ar pirmā virzienu ( 9 — pieaug). 

10. Divi ķermeņi, kup pašlaik ir punktos A un B, atstatumā 15 m viens no otra, 
pārvietojas ar vienmērīgu ātrumu, pirmais no A pret B ar ātrumu 5 m/sek., otrs state
niski pret AB ar ātrumu 3 % m/sek. Atrast to relatīvo ātrumu, īsāko atstatumu starp abiem 
un momentu, kad tie būs viens otram vistuvāk. 

11. Atrast 3 vektoru summu, kurus noteic kuba kvadrātu diagonāles, kas iet caur 
vienu kuba stūri; vektoru iesākums ir šinī stūri. 

12. Uz kuba stūri darbojas spēki 1, 2 , 3 kg stūri saejošo 3 diagonālu virzienos. Atrast 
to summu. 

O A = a, 

OB = b, 

ŌC = 2a + 3b, 

Ō b = a — 2 b . 



II. 

Lineāri vektoru nolīdzinajumi. Lietajumi ģeometrija. 

1. Lineāri atkarīgi un neatkarīgi vektori. 

Vektorus sauc par k o l ī n e ā r i e m , ja to atbalsti ir parallēli kopīgai 
taisnei; tādu vektoru atbalsti ir savā starpā parallēli. (Sk. 13. lp. p. definī
cija III). Tādus vektorus, pārnesot iesākumus, var novietot vienā taisnē. 

Vektorus sauc par n e k o 1 ī n e ā r i e m, ja to atbalsti nav parallēli vienai ko
pīgai taisnei; tādus nevar novietot vienā taisnē. 

Vektorus sauc par k o p l a n ā r i e m , ja tie ir parallēli kopīgai plaknei, 
tā ka tos, attiecīgi pārnesot iesākumus, var novietot vienā plaknē. 

Ja nevar vilkt tādu plakni, kas parallēla visiem vektoriem, tad tos sauc 
par n e k o p l a n ā r i e m . 

Vektorus a, b, c, . k sauc par l i n e ā r i a t k a r ī g i e m , ja iespējama 

S a k a r I b a : Aa + Bb + Cc + Kk = 0, 

kur A, B, C, K ir kādi skalāri, kas n a v nulles. Vektorus sauc par 
l i n e ā r i n e a t k a r ī g i e m , ja tāda sakarība ir neiespējama, t. i. ja vienmēr 

Aa + Bb + Cc + . Kk =ļ= 0, 

kad skalārie reizuļi nav nulles. 

Teorēma I. 

D i v i l i n e ā r i a t k a r ī g i v e k t o r i ir k o l ī n e ā r i ; t ā p a t o t r ā d i , 
d i v i k o l ī n e ā r i v e k t o r i ir l i n e ā r i a t k a r ī g i . 

Uzdots, ka divus vektorus a un b saista sakarība: 

Aa + Bb = 0, 

kur A, B =ļ= 0. To var rakstīt arī tā : 

A A 
b = — ^ a , — - ģ = m, b = ma. 

T a s i z t e i c , ka v e k t o r i e m a un b i r p a r a l l ē l i a t b a l s t i , t. i., ka 
t i e ir k o l ī n e ā r i . 
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Otrādi, pieņemsim, ka u z d o t i d i v i k o l ī n e ā r i v e k t o r i : a un b. 
Izvelēsim v i e n ī b a s v e k t o r u e||a. Tad seko: 

a = ae, b = ± be; 
a , b 

± ba + ab = 0 , 

t. v e k t o r u s s a i s t a l i n e ā r a s a k a r ī b a . (Jāņem + , ja a un b ir uz vie
nu pusi virzīti, bet „ — " zīme, ja uz pretējām.) 

Piezīme. 

C a u r i k v i e n u t e l p a s p u n k t u v a r v i l k t b e z g a l ī g i d a u d z 
p l a k ņ u , a t t i e c ī b ā p r e t k u r ā m k o l ī n e ā r i v e k t o r i a, b, c, . i r 
k o p l a n ā r i . 

Ja divi vektori a un b ir l i n e ā r i n e a t k a r ī g i , t. i., ja vienmēr: 

Aa + Bb 4= 0 , b + — 4 a. b =ļ= ma, 

tad v e k t o r i ir n e k o l l n e ā r i . Ja to atbalstu virzieni ir vienādi, vienmēr var 
sameklēt tādu m, lai b = /raa; bet ja virzieni ir dažādi, nekāds m nevar ne
vienlīdzību novērst. 

Otrādi, ja vektori a un b nav kolīneāri, starp tiem ir leņķis cp =ļ= 0 vai 
TC. Vektors Aa ir kolīneārs ar a, Bb ar b ; skaidrs, ka Aa + Bb = s, un 
s = 0 vienīgi tad, ja A = 0, B = 0. J a A =|= 0, B +- 0, tad ari 5=1=0, 
tā ka 

Aa + Bb +- 0, 

t. nekollneāri vektori a un b ir lineāri neatkarīgi. 
D i v i v e k t o r i v i e n m ē r ir k o p l a n ā r i . J a t i e ir k o l ī n e ā r i , t a d 

ir b e z g a l a d a u d z p l a k ņ u i k v i e n ā t e l p a s p u n k t ā , k u r ā m t i e i r 
p a r a l l ē l i . J a t i e n a v k o l ī n e ā r i , v a r c a u r t e l p a s p u n k t u v i l k t 
t i k a i v i e n u p l a k n i , k u r a i t i e i r p a r a l l ē l i . 

Teorēma II. 

T r ī s d a ž ā d i v i r z ī t i k o p l a n ā r i v e k t o r i ir l i n e ā r i a t k a r ī g i ; 
o t r ā d i , j a t r ī s d a ž ā d i v i r z ī t i v e k t o r i ir l i n e ā r i a t k a r ī g i , t a d 
t i e ir k o p l a n ā r i . 

Uzdoti 3 k o p l a n ā r i vektori a, b, c. Caur kādu punktu O konstruē
sim tādus pašus vektorus; tie visi novietosies kopīgā plaknē. Kolīneāru vek
toru, saskaņā ar pieņēmumu, nav, tāpēc konstruēto vektoru atbalsti nesa-
vietosies. Vienu vektoru saliekam komponentēs pārējo vektoru virzienos, 
piem., vektoru c. 

c = c a + cb. 
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Vektors c a kohneārs ar a, cB ar b. Tātad: 
c a = ma, 
Cb = nb. 

No tā seko: 
c = ma + nb. 

T ā d a s a k a r ī b a ir s t a r p u z d o t i e m k o p l a n ā r i e m v e k t o r i e m , 
tā ir l i n e ā r a : 

ma + nb — c = 0. 

Otrādi, ja 3 vektorus a, b, c saista lineārā sakarība: 

Aa + Bb + Cc = 0, 
A B . 

c = - c a ~ c b > 

c = ma + rzb 

un vektoru virzieni ir d a ž ā d i , var konstruēt vektoru trijstūri OA — ma 
— > — • 

AB = nb, OB = c. Visas trijstūra malas ir vienā plaknē, kas parallēla vek
toriem a, b, c. Ar to ir pierādīts, ka trīs lineāri atkarīgi vektori ir koplanāri. 

Pieņemsim, ka v e k t o r i a, b, c i r l i n e ā r i n e a t k a r ī g i , t. i., ka 
Aa + 5 b + Cc 4= 0. 

Tādā gadījumā tie nav koplanāri. Savietojot to iesākumus, nedabū 
trīs starus plaknē, bet trīs starus telpā, t. i. t r i e d r u . 

Kādu ceturto, pilnīgi patvaļīgi izvēlētu vektoru OC = d var salikt kom
ponentēs šinīs virzienos: 

OA = Aa, 
ĀB=db, 
BC = āc. 

Tā kā vektori d a d&, dc, ir kolīneāri attiecīgi ar a, b , c, tad seko: 
d a = ma, db = nb, dc = pc. 

Tālāk: 
d = d a + db + dc = ma + nb + pc, 

tātad, č e t r i v e k t o r i ir l i n e ā r i a t k a r ī g i . 

Otrādi, pieņemsim, ka 4 v e k t o r u s a, b, c, d s a i s t a l i n e ā r a s a 
k a r ī b a : 

Aa + Bb + Cc + Dd = 0 

No šejienes atrodam (D=ļ=0) : 
A B u c 

d = ma + nb + pc. 
3 
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C 

/ p c 

T n a 

n, 
j a 

Lai dabūtu d, jākonstruē: 

OA = ma, 

AB = nb, 

BC = pc, 

Mala, kas vektoru poligonu noslēdz, 

OC = d. 

V e k t o r s d n a v k o p l a n ā r s ar a, b, c, 
t i e ir l i n e ā r i n e a t k a r ī g i . 

12. att. 
2. Vektoriāls taisnes nolidzinajums. 

U z r a k s t ī t n o l ī d z i n ā j u m u t a i s n e i 
c a u r u z d o t u p u n k t u u z d o t a v i r z i e n ā . 

Uzdots punkts A ar stāvokļa vektoru a, un kāds vektors b noteic taisnes 
virzienu caur A. Caur A vilksim taisni, kas parallēla vektora b atbalstam, 
un ņemsim uz taisnes kādu punktu P, kam stāvokļa vektors ir r. Vektori 

AP un b ir kolineāri: -» 
AP=tb, 

r = a +AP, 
tātad r = a + /b. (1) 

Kad koeficients t mainās no — 0 0 līdz 
+ oo, vektora r gals apraksta visus taisnes punk
tus, tāpēc n o l ī d z i n ā j u m u (1) v a r u z s k a 
t ī t p a r t a i s n e s n o l ī d z i n ā j u m u . 

Blakus iznākums: 
Taisnei caur iesākuma punktu, kas paral

lēla uzdotam vektoram, ir nolīdzinājums, ko 
dabū no (1), liekot tur a = 0 

r = /b (2) 
No (1) viegli dabūt taisnes analitisko nolīdzinājumu. Visus vektorus 

a, b, r iedomājamies pārnestus punktā O un izteiktus koordinātās. 

Uzdevums I. 

U z r a k s t ī t a r v e k t o r u t e o r i j a s p a l ī d z ī b u a n a l i t i s k o n o l ī d z i n a j u m u 
t a i s n e i c a u r p. ^ (xlt y l P Zļ), k u r a s v i r z i e n a k o e f i c i e n t i i r p r o p o r c i o n ā l i 
/, m, n. 

Vienības vektori: 

Uzdotā punkta A stāvokļa vektors : 

13. att. 

i, j , k. 

a = x ,i +_yjj + 2 x k . 
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Virzienu nosaka vektors: 

b = /i + m'} + nk. 
Mainīgam punktam P (x, y. z) sUvok|a vektors 

r = A I +yj + zk. 
SAKARĪBA: 

r = a + fb, 
kad tur ievieto vektoru izteiksmes, dod: 

x\ +yj + zk = Xļ\ + y j + ^ik + t(ii + m'j + nk), 
tātad: 

x = x1 + U, y=yl + mt, z = Zļ+nt, 

x — * I = V Ķ _ 2 — 2 , = T 

L m n 
Uzdevums II. 

U z r a k s t ī t v e k t o r i ā l o u n a n a l i t l s k o n o l l d z l n ā j u m u t a i s n e i c a u r d i v i 
u z d o t i e m p u n k t i e m A u n B. 

Vektoriāli divi punktus A un B noteic to attiecīgie a un b stāvok|a vektori. Reizē 

ar to ir noteikts punktu savienojums AB = b — a. Vajadzīgo taisni dabūsim, velkot caur A 

vai B parallēll vektoram AB. Uz (1) pamata: 

r = a + /(b — a ) , 
vai: 

r = ( l — t)a + tb (3) 
Tikpat labi varēja rakstīt, uzskatot B par uzdoto punktu: 

r = 5 a + ( l — 5 ) b (4) 

Šī formula seko no (3), pieņemot tur 1 — t = s, tātad r = l — s, 

Raksturīgais formulās, (3) un (4) ir tas, ka k o e f i c i e n t u s u m m a l a b ā p u s ē i r 
t ā d a p a t i , kā k r e i s ā . 

Divu uzdoto punktu koordinātas: A {xv yv z{\ un B (x2, y2, z2). Mainīgais savienojuma 
taisnes punkts P (x,y, z). Punktu stāvokļa vektori: 

a = xl\ +yi) + zlk, 
b = x 2 i +y.3j + z.2k, 
r = x\ + _yj + zk. 

No formulas (3) 
r = ( l —/)a + /"b 

seko: 

x\ +yļ + zk = (1 — t) (x,l +y1j + Z j k ) + t{x.ļ\ + v j + z2k); 
x = (1 — t ) X ļ + tx.y, 

y=(\ — t)y1+ty2, 
z = (l —t)zl + tz2. 

Tātad: 

no kurienes galīgi: 

X — Xļ ~T" (Xo Xļ)t, 

y=yi + (ya—yi)t> 
z = z1 + (z2 — z1)t, 

•Xi_y - y x _ z — z x _ 
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Teorēma. 

L a i t r ī s v i e t a s v e k t o r u a, b, c g a l i b ū t u uz v i e n a s t a i s n e s , 
n e p i e c i e š a m a i s un p i e t i e k a m a i s n o t e i k u m s t a m ir t a s , ka 
s t a r p v e k t o r i e m j ā b ū t s p ē k ā l i n e ā r a i s a k a r ī b a i : 

Sļa + s2b + s3c = 0, 

k u r k o e f i c i e n t u s u m m a ir n u l l e : 

Sj + s 2 + s 3 = 0. 

N o t e i k u m s ir n e p i e c i e š a m s : ja trīs vektoru a, b, c gali ir uz 
vienas taisnes, starp tiem ir spēkā nolīdzinājums ar tādu īpašību. 

No iesākuma punkta O konstruējam vektorus OA = a, OB = b, OC = c. 

Tad seko: ĀB = b — a, BC = c — b. Dots, ka vektoru gala punkti A, B, C 

ir uz vienas taisnes, tātad, vektori AB un BC ir kolīneāri, t. i. 

ĀB = t.B~C, 
j eb : 

b — a = /(c — b ) , 
a — ( l + / ) b + rc = 0. 

Tas ir lineārs nolīdzinājums, un koeficientu 
summa ir nulle. Tas bija jāpierāda teorēmas 
pirmā pusē. 

N o t e i k u m s ir p i e t i e k a m s : ja trīs vek
torus a, b, c saista lineāra sakarība 5 1 a + 5 2 b + 
5 3 c = 0, turklāt 51 + 5.2 + 53 = 0, tad šo vektoru 
gala punkti A, B, C ir uz vienas taisnes. No 
Sļ + 5 2 + s3 = 0 seko: 

S 2 = - (5ļ 

14. att. 

j eb : 

To ievieto nolīdzinajuma, kas saista vektorus: 

5 x a — (5 X + 5 3 ) b + 5 3 c = 0, 

S l ( a - b ) + 5 3 ( c - b ) = o, 

b - a = 5 3 (c - b) 

Tas izteic, ka vektori AB = b — a un BC=c — b ir kolīneāri. Bet tā 
kā tiem ir kopīgs punkts B, tas nozīmē, ka tie ir uz kopīgas taisnes. Tādā 
gadījumā visi to punkti, arī A, B, C, ir uz vienas taisnes, un tas ir tas, ko 
vajadzēja pierādīt. 
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15. att. 

3. Plaknes nolīdzinajums vektoriāla veidā. 

I) U z r a k s t ī t p l a k n e s n o l ī d z i n ā j u m u, k a s v i l k t a i e t c a u r 
i e s ā k u m a p u n k t u O un p a r a l l ē l a v e k t o r i e m a un b. 

Vektoru iesākumus var pārnest p. O; 
divi taisnes caur kopīgu punktu noteic 
plakni. (Sk. 15. att.) 

Teiksim, P ir kāds šīs plaknes punkts, 

un tā vietas vektors OP — r. Saliekam 

to komponentēs uzdoto vektoru a un b 

virzienos: T = ō P = O M + ON. 

Vektors OM ir kollneārs ar a, vektors 

ON — kolīneārs ar b : 

OM = 5a, ŌN=tb. 
r — sa + tb. (1) 

Še s un t ir skalāri, kas atkarīgi no punkta P vietas plaknē. Attiecīgi 
tos izvēlot, var ar tādu nolīdzinājumu izteikt ikviena plaknes punkta vietas 
vektoru. Kādu citu punktu, kas ir ārpus plaknes, ar to izteikt nevar. 

II) U z r a k s t ī t p l a k n e s n o l ī d z i n ā j u m u , k a s v i l k t a c a u r u z 
d o t u p u n k t u A, ko n o t e i c v i e t a s v e k t o r s a, un k a s p a r a l l ē l a 
v e k t o r i e m b un c . 

Vektoru b un c iesākumus var pārnest p. A; to atbalsti, iedami caur 
kopīgu punktu, noteic plakni. Teiksim, P ir kāds plaknes punkts. Tā vietas 
vektors 

T= OP=OA +AP = a + AP 

Vektoru AP saliekam komponentēs vektoru b un c virzienos: 

AP = AM + ĀN = 5b 4- tc. 
Tātad: 

r = a + 5b + / c . (2) 

III) U z r a k s t ī t n o l ī d z i n ā j u m u p l a k n e i , k a s v i l k t a c a u r t r ī s 
v i e t a s v e k t o r u g a l a p u n k t i e m . 

Savienojot vektoru gala punktus, dabūjam trijstūri ABC, kur AB = b — a, 

AC=c — a . Jāuzraksta nolīdzinajums plaknei caur A, kas parallēla AB 

un AC. Uz (2) pamata 
r = a + 5 ( b — a) + / ( c — a ) , (3) 

r = (1 — 5 — t) a + 5b + tc (4) 
vai arī: 
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Nolldzinājuma veids ir tāds, ka koeficientu summa labā pusē ir vienāda 
ar koeficientu kreisā pusē, bet ja visus locekļus pārnes vienā pusē, tad 
koeficientu summa ir nulle. 

Teorēma. 

L a i č e t r u v i e t a s v e k t o r u a, b, c, r g a l i b ū t u v i e n ā p l a k n ē , 
n e p i e c i e š a m a i s un p i e t i e k a m a i s n o t e i k u m s t a m ir t a s , ka 

Sļī + s.,b + s3c + s 4 r = 0, 

k u r k o e f i c i e n t u s u m m a ir n u l l e : 

s i + s> 5 3 + S4 == 0-

Ka noteikums ir nepieciešams, to jau redzējām. J a tas izpildīts, vai 
punkti A, B, C, P ir vienā plaknē? No papildu noteikuma seko: 

sl = — (s,, + s3 + si). 

To ievietojam uzdotā vektoru nolīdzinājumā: 

— (s2 + s3 + s 4 ) a + s.jb + 5 3 c + s 4 r = 0, 

r = ( i + i » + M a - 5 a b - - 5 - * c . 
V SA Sj S 4 5 4 

Pieņemot apzīmējumus 
s a c

 5 a f 

S 4 5 4 

dabū: 
r = (l — 5 — r ) a + 5b + tc, 

jeb: 
r = a + 5(b — a) + / (c — a) , 

jeb: 
r — a = s(b — a) + 1 (c — a ) . 

Tas izteic, ka vektori AP, AB un AC ir k o p l a n ā r i , t. i. p u n k t i A, 
B, C, P \ Ī v i e n ā p l a k n ē . 

4. Lineāra sakarība, kas nav atkarīga no vektoru iesākuma. 

Teorēma. 

N e p i e c i e š a m a i s un p i e t i e k a m a i s n o t e i k u m s t a m , ka s a k a 
r ī b a , k a s s a i s t a u z d o t u p u n k t u v i e t a s v e k t o r u s , n a v a t k a r ī g a 
no i e s ā k u m a p u n k t a i z v ē l e s , ir t a s , ka k o e f i c i e n t u a l g e b r i s k ā 
s u m m a ir n u l l e . 

Uzdoti punkti ALT A.2, A3, A„, kuru vietas \ ektori ir r^ r 2 , r 3 , r„ 
(attiecībā pret centru 0). Tos saista lineāra formula: 

+ * 2 « 2 + ^ r 3 + • • • + knxn = 0 (1) 
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J ā p i e r a d a : 

1) ja formula spēkā arī tad, kad iesākumu ņem citā vietā, tad 
k1 + k2 + k3 + +kn — 0, (2) 

2) ja tāda sakarība starp koeficientiem ir spēkā, tad formula (1) derīga 
neatkarīgi no iesākuma punkta izvēles. 

16. att. 

N o t e i k u m s i r n e p i e c i e š a m s : ja (1) ir spēkā neatkarīgi no ie
sākuma izvēles, tad seko (2). Uzdoti punkti Ax, A2, A3, A„. To vietas 
vektori atliecībā pret iesākumu O ir r.2, r 3 , r„,bet attiecībā pret ie
sākumu 0 1 ir r ' i , r ' 2 , r ' 3 r'„. Neatkarīgi no iesākuma punkta izvēles: 

(I) AļTļ + k2r2 + k3r3 + +k„rn = 0, 
(li) k1T\ + k.2x'2 + k3T'3 + +knr'n = 0; 

r! — r'. = 6b,=\. 
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Vienā laikā ir spēka: 
(I) k1r1 + k.ir2 + k3r3 + +k„r„ = 0, un: 

(II) ^ ( r , — 1) + A 2 (r 2 - I) + * 3 ( r 3 - 1 ) + + kn(rn - 1 ) = 0. 

Otrā formulā attaisām iekavas: 

+ k
2T2 + * 3 f 3 + + k„T„ (k1 + k2 + k3 + +k„)\=0 

Ievērojot (I), seko: 
k1 + k2 + k3 + k„ = 0. 

O t r ā d i , n o t e i k u m s i r p i e t i e k a m s : ja (1) un (2) ir spēkā, tad 
iesākumu var izvēlēt patva|īgi. Patiešām, ja 

[k1Tļ + kvTļ + k3r3 + +k„r„ = 0, 
un tai pašā laikā: 

ki + K + k3 + +k„ = 0, 

tad seko, ka arī sakombinētā formula ir spēkā, proti: 

kļīļ + k2r2 + k3r3 + + k„rn — (kx + k2+ k„)l = 0 
kur 1 kāds pilnīgi patvaļīgs vektors. Pārkārtojot, atrodam: 

Mri— I) + * 2 (r 2 — 1 ) + + kn{r„ —1) = 0 
Tas izteic, ka formula (1) ir spēkā attiecībā pret patvaļīgi (ar vektoru 1) 

izvēlētu iesākumu. 

Vingrinājumi. 
1. P i e r a d ī t v e k t o r o s , k a t r i j s t ū r a m e d i ā n a s k r u s t o j a s k o p ī g a 

p u n k t a , k a s k a t r a i m e d i a n a i a t š ķ e l v i e n u t r e š d a | u , s k a i t o t n o 
m a l a s , k o m e d l ā n a d a l a . 

Pirmais atrisinājums. 
Iesākuma punktu O ņemam ārpus trijstūra plaknes. Trijstūra virsotnes noteicam ar 

vektoriem 

0 4 = 3, 0 5 = b, Ō C = C 

Malu viduspunkti, kas attiecīgi pretim virsotnēm A, B, C ir Au Bv C{, to stāvok|a 
vektori: 

ŌA, = \(c + b), Ō f l 1 = ļ ( a + c) , Ō C 1 = ļ ( a + b). 

M e d i ā n u n o l l d z l n ā j u m i : 

AAX (OA, OAJ r = 5a + 2 - ( l — s)(c + b) 

BBX (OB, OBj . r = / b + ļ ( l — 0 ( a + c) 

CCX. . . (OC, O Q ) . . . r = uc + 2 - ( l — u ) ( a + b ) 
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Ja medlānas krustojas kopīgā punkta, tad lr tādas vērtības s, t, u, ka no visiem no-
lidzlnājumiem seko viens un tas pats vektors r . 

Jābūt spēkā: 

5 = 1 (1 -0 = 1 (1-«) , 

I ( l _ s ) = * = I ( l _ o ) , 

I ( l - s ) = i ( l — 0 = H . 
No tā seko: 

, 1 
5 = t=U = -

o 

Uz katras mediānas lr viens tāds punkts, kam stāvokļa vektors kopīgs; šis punkts 
visām mediānām kopīgs. Vietas vektors kopīgā punktā: 

Q P = 5 a + ^ ( l — 5 ) ( b + c ) = ļ ( a + b + c) 

Tā kā 

O A = ^ ( b + c), 

tad seko: 

/ī / J = ļ(a + b + c) — a=ļ(a + b + c — 3a) = ļ(b + c — 2 a ) , 
o o O 
/ M 1 = ^ ( b + c ) - ļ ( a + b + c) = i ( b + c — 2 a ) . 

Tātad 

ĀP=2PAlt 

jeb 

PAļ : = g i4i4ļ. 

Otrs a t r i s i n ā j u m s . 

Trijstūra virsotnes ir A, B, C, pretējo malu viduspunkti Av Bv Cv Malas uztveram kā 
vektorus: 

ĀB = c, BC=a, G4 = b. 

Savienojam A ar Au tad viegli apsvērt, pagarinot medianu, ka 

2 Ā 4 x = c — b , 
tā kā 

ĀAx = \(c-h). 

Medianu AAļ sadalām 3 da|ās; punkts P lr tāds, ka 

AP:PA1 = 2:\. 
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Tad s e k o : 

i4P = 3 - Ā 4 1 = ļ ( c - b ) , 

P A ^ Ā A ^ ^ c - b ) . 

Punktu P savienojam ar B un Bt\ jāpierāda, ka ByP un PB veido taisni un to attieciba 
ir 1 2. Aprēķinām: 

BlP = \ CA + AP = ļ b + ļ (c - b) = ģ (2c + b;, 

PB = ĀB — ĀP=c — ~(c — b ) = ' ( 2 c + b ) , 
o o 

no kurienes izriet, ka 

Līdzīgā kārtā pierāda, ka 

C\P=)^PC. 

2. U z d o t s p a r a l l ē l o g r a m s ABCD. M a l u AD s a d a l a n v i e n ā d ā s 
d a ļ a s, t ā k a 

AK = -AD. 
n 

P u n k t u K s a v i e n o a r B. Š i s s a v i e n o j u m s s a s t o p d i a g o n ā l i AC 
p u n k t ā P. A t r a s t AP.AC. 

Iesākumu pieņemam punktā A un uzdodam punktu B un D stāvok|a vektorus: 

a = A~B, b = AD. 

Dots: 

A~K = 1 AD= 1 b. 

Var atrast: 

ĀC = ĀB + fiC=a + b. 
Taisnei /1C ir noltdzinajums: 

r = 5 ( a + b). 
Taisnei KB: 

r = t.AK + (\ — t)AB, 

r = - - b + ( l - ( ) a . 

Krustpunktā P vietas vektori ir vienādi: 

s ( a + b) = ļ b + ( l - 0 a , 

no tā seko: 
t 

S= \ —t = 
n 

1 



Vingrinājumi. 43 

Tātad: 

AP _ 1 
AČ ~ n + 1" 

Ja mala AD sadalīta n daļās, tad diagonāle AC sadalīta n + 1 daļās: 

AD 
AK 

AC 
AP 

= n + \. 

Ģeometriski skaidrs, ka punkts P sadala vienādā attiecībā tiklab AC ka KB. To var 
pierādīt vektoriāli: 

b , a + b 
n + X = n + ī ' 

tātad: 

tātad: 

X -

a+_b 
« + T 

na —b 
n(n+ 1 ) ' 

+ m x = a , 

nu — b 
n + r 

n\ — mx, 

m = n 
17 att. 

3 . L e ņ ķ i s u z d o t s a r v e k t o r i e m a un b. U z r a k s t ī t l e ņ ķ a b i s e k t r i s e s 
n o l ī d z i n ā j u m u . 

Ģeometriski, lai atrastu uzdoto leņķa bisektrisi, konstruējam rombu OACB ( b i s e k 
t r i s e OC) v a i OAļCiB ( b i s e k t r i s e OCx) (Sk. 17. att.) 

V e k t o r i ā l i : 

No punkta O konstruējam vienības vektorus 

a b 
— un 
a b' 

(to moduļi = 1). Bisektrisei OC ir nolidzinājums: 

Lai dabūtu bisektrisi, O C , , konstruējam no kopīga punkta vienības vektorus: 

a b 
— un — — . 
a b ' 
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vai : 
a b 

— un — 
a b 

Bisektrisei: O C , ir nolidzinajums 

r = 5 

4 . T r i j s t ū r a i e k š ē j ā b i s e k t r i s e s a d a l a m a l u d i v i n o g r i e ž ņ o s , k a s 
a t t i e c a s k a t i e m p i e g u l o š a s m a l a s . 

Iesākums: punkta C. 

Malas AB nolidzinajums 

Bisektrises nolidzinajums 

CA = a , 

ČB=b. 

Krustpunkta 

r = sa + (1 — s) b. 

Mi-i)-
M + ( l - 1 ) b = i ( i + i ) . 

5 = --, as = b(\ —š) = t, 

tātad: 

Taišņu parametri krustpunkta: 
6 

s = a + b ' 
ab 

a + b " 

Punktā M stāvokļa vektors: 

CM = - 4 ī a + ( l ^ ) b , 
a + b \ a + b) 

tātad: 

¿a + ab 
a + p 

AM = ŌW — a = — ^  ¡  ( b  a ) , 
a + ¿ v 

/W5 = b — ČM = —Ļt (b — a ) , 

A/Vf _ a 
M 6 — b 
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5 . P i e r a d ī t , k a t r i j s t ū r a b i s e k t r i s e s k r u s t o j a s k o p ī g a p u n k t a . A t r a s t 
š ī p u n k t a v i e t a s v e k t o r u . 

Trijstūra virsotnes apzīmējam ar A, B, C; bisektrises, kas no šim virsotnēm Iziet, 
sastop pretējas malas punktos Ax, Bļt C , . Mums būs: 

ĀB = b — a, flC = c — b, ČA = a — c. 
Apzīmējumi malu garumiem: 

\ĀB\ = i, \BC\ = <t, |C4| = p, 
Lietojot iepriekšēja uzdevuma Iznākumus, var atrast malu nogriežņus, kādos bisektrises 

malu sadala: 

^ ^ ( b - a ) , 

Ā 4 x = p - ^ ( c - b ) , 

Bisektrišu nolidzinajumi: 

AAX r = 5a + (1 — 5) (b + B~AX), 

BBX r = /b + (1 — f ) ( c + ČBX), 

CCX r = uc + (1 — u) (a + ACX). 
Tātad: 

AAX r = 53 + (1 - 5 ) [b + jļ^ (C - b ) ] , 

BBX r = <b + ( l - o [ c + r " a ( a - c ) ] , 

CCX r = a c + ( l - n ) [ a + ^ ( b - a ) ] . 

Jāpierada, ka lr tādas parametru vērtības, ka visi nolldzlnajumi dod vienu un to pašu 
vietas vektoru. Vajaga pastāvēt sistēmai: 

5 = 

U = 

( 1 - o ^ = ( i - « ) ( i - ^ - p ) . 

( 1 - ^ ^ = 0 - 0 ( 1 - - ^ ) , 

vai ari: 
s 1 — t 1 — u 
a '( + a. a + p' 
t _ 1 —U_ 1 — 5 

| - ^ T p - p + Y ' 
U 1 — 5 1 — t 
Y ~ p + y — r + a " 
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No tā redzams, ka 

S t u 1 — 5 

a = p = Y
 = P"~+Y 

1 — t 1 — u 
% + p 

1 
y + a — a + p — " a + p + Y 

Tādas parametru vērtibas atrast iespējams. Tātad bisektrises krustojas kopīga punkta, 
kuram atbilst vietas vektora parametrs 

a 
s = , q , = O — perimetrs) a + p + y P 

un vietas vektors 

r = 5a + (1—5) 
pb + YC _ <za + 3b + yc 
p T V = > 

6. P a r ā d ī t , ka t r i j s t ū r ī k ā d a l e ņ ķ a i e k š ē j ā b i s e k t r i s e un d i v u p ā r ē j o 
l e ņ ķ u ā r ē j a s b i s e k t r i s e s s a i e t k o p a v i e n ā p u n k t ā . 

Trijstūra virsotnes apzīmējam ar A, B, C. Tā malas uztveram ka vektorus 

ČA = a, CB = b, ĀB = b — a = c. 
Malu garumi ir 

\ČA\ = a, \ČB\ = b, \AB\ = c. 

Iekšējai bisektrisei stūri C ir nolldzinājums 

arējam bisektrisēm stūros A un B ir nolldzinājuml: 

/b 

Vektoru c var aizvietot ar b—a, tad seko 

r 

—a, tad seko : 

, , / a b — a\ 

. _,_ (b a — b\ 
= b + u ( b + - c - ) 

(I) 

Lai kopīgais krustpunkts eksistētu, nepieciešamais*un pietiekamais noteikums tam ir 
tas, ka nolidzlnajumu (1) labās pusēs skalārie koeficienti pie a un b ir vienādi: 

S = \ + f f = - , jeb : sc = ac + / (c — a) 
a a c c au 

S,- = * = 1 + — U , jeb: sc = bt = bc + u (c — b). 
b c b c ' v ' 

T ā t a d : 

cs = au = bt = 
abc 

a + b — c 
No šejienes seko tādas parametru s, t, u vērtības, kas nolldzlnājumus (I) pataisa par 

vienādiem, t. . taisnēm, ko tie izteic, ir kopīgs punkts. 
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Divu vektoru reizinājumi. 

No vektora, kā virzita nogriežņa, jēdziena neizriet tieši, kas jāsaprot 
ar divu vektoru reizinājumu. Novērojot divu vektoriālu lielumu kopumus 
mēchanikā un fizikā, redzam, ka iznākumiem var būt divējāds raksturs. 

P i e m ē r s 1. Pieņemsim, ka uz materiālu punktu P darbojas konstanta 
virziena un lieluma spēks, ko attēlo vektors F, un spēka pielikuma punkts 
pārvietojas pa taisni no P līdz Px. Pārvietojumu PPX attēlo vektors s. Spē
ka padarīto d a r b u pilnīgi izteic skaitlis 

Fs cos (F , s ) , 

pieņemot, ka darba vienība ir norunāta (piem. kilogrammetrs). Šī skaitļa 
izteiksmē jeb formulā ieiet kā reizinātāji: abu vektoru lielumi (modu|i) un 
vektoru veidotā leņķa kosinus. 

P i e m ē r s II. Spēku līdzsvara jautājumos liela loma ir s p ē k u m o m e n t a 
jēdzienam. Pieņemsim, ka punktā P,ko noteic vietas vektors OP=r, pielikts 
spēks F. Spēka momenta lielumu (attiecībā pret punktu O) dabū, kā spēka 
reizinājumu ar atstatumu no O līdz spēka darbības taisnei: 

Fr sin (F , r ) . 

Šinī formulā ieiet kā reizinātāji: abu vektoru lielumi (moduli) un vek
toru veidotā leņķa sinus. Izteic darba vienības, bet gluži pretēji, kā pirmā 
piemērā, neapmierinās ar skaitlisko lielumu, bet pieņem arī virzienu, t. 
attēlo spēka momentu ar vektoru, kas statenisks pret abu vektoru plakni. 

Abos piemēros uzdoti divi vektori un veido reizinājumu, kurā ieiet kā 
reizinātāji abu vektoru moduli un leņķa trigonometriskā funkcija; ja pēdējā 
ir kosinus, iznākumu uzskata par skaitli (skalāru), bet ja tā ir sinus, iznākumu 
uzskata par kāda vektora lielumu. 

Šie un citi praktisko zinību laukā smeltie piemēri liek izšķirt divējādus 
divu vektoru reizinājumus: 1) s k a l ā r o un 2) v e k t o r i ā l o . 

1. Skalārais vektoru reizinājums. 
Definīcija: 

D i v u v e k t o r u a un b s k a l ā r a i s r e i z i n ā j u m s ir s k a i t l i s ab 
c o s 6 , k u r 6 ir v e k t o r u v e i d o t a i s l e ņ ķ i s . 
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Skalāro reizinājumu apzīmē, rakstot starp vektoru nosaukumiem punktu; 
ad, saskaņā ar definīciju: 

a - b = a 6 c o s 8 (1) 

Vienu no uzdotiem vektoriem, piem. b, var salikt komponentēs: otra 
vektora virzienā ( i e k š ē j ā komponente bļ) un stateniskā pret to virzienā 
( ā r ē j ā komponente b , ) : 

bļ =b cos 8 , 
b2 — b sin 8 . 

Līdzīgā kārtā var salikt vektoru 3 = 8 1 + 32, kur a x kolīneārs ar b , 
a 2 l b . Tad komponentu lielumi: a 1 = a c o s B , a 2 = a sin 8 . 

Definīcijas formulu (1) var rakstīt: 

a • b = a (bcos 8 ) = b (a cos 8 ) , 
a • b = abx = bax. 

Tas nozīmē: 
L a i d a b ū t u d i v u v e k t o r u s k a l ā r o r e i z i n ā j u m u , j ā p a r e i z i n a 

v i e n a v e k t o r a l i e l u m s ar o t ra v e k t o r a p r o j e k c i j u uz p i r m o ( j e b : 
a r o t r a v e k t o r a i e k š ē j ā s k o m p o n e n t e s l i e l u m u ) . 

Tāpēc skalāro reizināšanu sauc arī par i e k š ē j o reizināšanu (Grassmann, 
no jaunākiem autoriem: A. Chatelet un I. Kampē de Fēriet). Vēl citi apzī
mējumi: divu vektoru t i e š a i s reizinājums (Wilson) vai a l g e b r i s k a i s rei
zinājums (Coffin). 

īpaši gadījumi: 
1) K o l ī n e ā r i v e k t o r i var būt tieši vai pretēji parallēli: 8 = 0 vai iz. 
Atkarībā no tā, seko: 

ja 8 = 0 , c o s 8 = l , a - b = ar>; 
ja 8 = TC, c o s 8 = — 1 , a - b = ab. 

Ja abi faktori ir vienādi, a = b, skalāro reizinājumu a • a sauc par vek
tora a skalāro k v a d r ā t u un raksta ( a ) 2 ; tātad: 

( a ) 2 = a • 3 = 3 2 , 

t . i. v e k t o r a s k a l ā r a i s k v a d r ā t s i r v i e n ā d s ar m o d u ļ a k v a d r ā t u . 
2) S t a t e n i s k i v e k t o r i : 

8 = + g . cos 8 = 0 : 

a - b = 0 . 
Ja uzdoti divi vektori a un b, un v i e n a m n o t i e m p ā r m a i n ā m 

v i r z i e n u uz pretējo pusi, tad nemainās ne vektora moduļi, ne leņķa kosinus 
absolūtā vērtība, bet pārmainās tikai kosinus zīme, t. i. p ā r m a i n ā s s k a l ā r ā 
r e i z i n ā j u m a z ī m e : 

(— a) • b = a • (—b) = — (a • b) (2) 
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2. Skalāra vektoru reizinājuma īpašības. 

Tās var izteikt 3 vienādībās: 
1) a - b = b - a ; 
2) (ma) • b = a • (mb) = m (a • b); 
3) a - ( b + c) = a - b + a - c . 

Pirmā vienādība izteic, ka vektoru skalārā reizinājumā faktoru kārtību 
ir atjauts mainīt ( k o m m ū t ā t ī v ā īpašība). 

Tas seko no tā, ka formulās 
a • b = ab cos (a , b) = ab cos 8 , 
b • a = ba cos (b , a) = ba cos (— H) 

labās puses ir vienādas; tātad, arī kreisās puses ir vienādas. 
Otrā vienādība izteic, ka skalāru koeficientu drīkst pārvietot no viena 

reizinātāja otrā vai arī nolikt visam reizinājumam priekšā. (Skalāro koefi
cientu a s o c i a t ī v ā un k o m m ū t ā t ī v ā īpašība.) 

Lai to pierādītu, apskatām papriekš gadījumu, kad m>0; šinī gadījumā: 
cos (ma , b) = cos (a , mb) = cos (a , b), 

tātad, pareizinot ar mab: 
mab cos (ma , b) = amb cos (a , mb) = mab cos (a , b ) . 

Tas apzīmē, ka 
(ma) • b = a • (mb) = m (a • b) (3) 

Šī formula, ievērojot (2), pareiza arī tad, ja m = — 1 . Apskatām, 
kas būs, ja m = — mu kur mx > 0. Saskaņā ar (3) 

(mx a) • b = a • (m1 b) = mx (a • b). 

Ja pārmaina virzienu v i e n a m vektoram, pārmainās zīme skalāram 
reizinājumam; tātad, ja iepriekšējā formulā pirmās divi iekavās pieliek 
klāt — zīmi, tad tāda pat zīme jāpieliek priekšā beidzamam loceklim 

(— mx a) • b = a • (— mx b) = — mx (a • b). 

No tā redzams, ka formula (3) paliek spēkā arī tad, kad m ir negatīvs. 
No (3) viegli seko šāda vispārīgāka formula: 

(ma)• (nb) = (na)• (mb) = mn(a- b) ( 4 ) 

Otrādi, ja skalārais reizinājums a - b = 0 , tas nozīmē, ka v a r b ū t a = 0, 
vai ¿» = 0, vai a _ L b ; faktori var arī nebūt nulles, bet tomēr to skalārais 
reizinājums izzūd, ja vektori ir stateniski. 

Tātad, n e p i e c i e š a m a i s un p i e t i e k a m a i s n o t e i k u m s t a m , 
l a i d i v i v e k t o r i , k a s n a v n u l l e s v e k t o r i , b ū t u s t a t e n i s k i , 
i r t a s , k a t o s k a l ā r a i s r e i z i n ā j u m s i r n u l l e : 

a • b = 0. 
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Vienības vektori. Divu vektoru a u n e ( e = l ) skalārais reizinājums 
a • e = a cos 8 

ir vienāds ar a projekciju uz otru vektoru. J a abi uzdotie vektori ir vienības 
vektori: tx un e 2 ( « i = l , e2=\), to skalārais reizinājums dod vektoru vei
dotā leņķa kosinu: 

eļ • e 2 = cos 6 . 
J a e! = e 2 = e : 

(e ) 2 = e - e = 1. 
Vienības vektorus trīs savstarpīgi stateniskos virzienos pieņemts apzīmēt 

ar 1, j , k ; acīm redzot: 
i - l = j - j = k - k = 1, 
i . j = j - k = k - i = 0. 

Vispārīgā gadījumā divu vektoru a un b skalārā reizinājuma noteikšanai 
ir definīcijas formula: 

a-b = ab cos (a, b). 

Še a un b ir pozitīvi skaitļi, kas izteic vektoru garumu (moduli), tā kā 
ab>0. Leņķi starp vektoriem var skaitīt no pirmā vektora līdz otram: ne
gatīvu pulksteņa rādītāja virzienā, pozitīvu — pretējā virzienā ; ievērojot kosina 
funkcijas īpašības, pietiek ņemt m a z ā k o leņķi starp vektoru virzieniem, 
uzskatot to vienmēr par p o z i t ī v u . 

J a mazākais leņķis starp vektoriem ir šaurs ( o < 9 < ^ ) , c o s * * > 0 , 

a - b > 0 ; ja , turpretim, leņķis starp vektoriem ir p l a t s ( ^ < ^ < ' ! Z \ t a < * 

cos 8 < 0 , a » b < 0 . 
J a , neaizkarot vektoru lielumu, v i e n a m pārmaina virziena pusi pret 

pretējo, leņķis starp vektoriem pārvēršas agrākā leņķa papildinājumā līdz iz; 
reizē ar to kosinus pārmaina zīmi, jo cos (TC — B) = — cos 8 . 

Trešā vienādība 
a • (b + c) = a • b + a • c (5) 

izteic vektoru skalārās reizināšanas d i s t r i b u t ī v o īpašību: lai pareizinātu 
summu, jāpareizina visi summandi un iznākumi jāsaskaita. Zīme -ļ- apzīmē: 
kreisajā pusē — vektoru (ģeometrisko) saskaitīšanu, labajā pusē — skalāru 
lielumu (algebrisku) saskaitīšanu. 

Pierādījums. 

Apzīmēsim ar <p leņķi starp vektoru a un vektoru OC= OB + BC=b+c 
(18. att.). Tad seko: 

a - ( b + c) = a« OC = a. \ ŌC\ cos <p, 
tātad: 

a• (b + c) = a. ŌČX = a . (0% + fijCO = a . ŌBļ + a . B^. 



S k a l ā r ā vektoru reizinājuma īpašības. 51 

Viena vektora lieluma reizinājums ar 
otra vektora projekciju uz pirmo ir vektoru 
skalārais reizinājums: 

a d 5 ! = a . b ; a ^ C ^ a - c , 
tātad: 

a > ( b + c) = a - b + a - c . 
Šī iznākuma vairākkārtīga lietāšana rāda, 

ka d i v a s v e k t o r u s u m m a s s k a l ā r i 
j ā r e i z i n a tā kā a l g e b r i s k a s s u m m a s : 

(a + b + c + . ) . ( H - n i + n + . . ) = 
a - I + b - l + c - l + + 
a - m + b« m + c - m + + 
a « n + b « n + c - n + + 

Piemēram: 
(a + b ) 2 = ( a ) 2 + 2a • b + ( b ) 2 ; 
(a + b ) . ( a - b ) = ( a ) 2 - ( b ) 2 . 

Ja divi vektori a un b ir izteikti savstarpēji stateniskos vienības vektoros: 
a = a 1 i + a 2 j + a 3 k , 
b = 611 + b2j + b3 k, 

to skalārais reizinājums: 

a • b = ( l ) 2 + a2bx j • 1 + O j * ! k • i + a2b1 ( j ) 2 + axb21 - j + a3b2 k• j + 
+ a 3 6 9 ( k ) a + a 1 6 s l ' k + a 2 6 3 k - j = a1bl + a2b2 + a3b3, 

tāpēc ka (1) 2 = ( j ) 2 = 0 t ) 2 = 1, bet visi citi skalārie reizinājumi labajā pusē izzūd. 

Tātad: 
a • b = ō ļ bļ + a2 b2 + a3 b3. (6) 

3. Skalārā vektoru reizinājuma lietāšanas piemēri. 

Piemērs 1: U z d o t i d i v i v e k t o r i a un b. A t r a s t to v e i d o t ā 
l e ņ ķ a k o s i n u . 

Nosauksim leņķi, ko vektori veido, par 6 ; tā kosinus ir vienības vektoru 
skalārais reizinājums: 

a b a «b 
cos 8 = • -,- = — ļ - • 

a b ab 

Piemērs 2 : U z d o t i d i v i v e k t o r i a un b. A t r a s t v i e n a v e k 
t o r a k o m p o n e n t e s p a r a l l ē l i o t r a v e k t o r a v i r z i e n a m un s t a 
t e n i s k i p r e t t o . 

18. att. 
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Vektora b iekšējā komponente 

b, = b cos 6 
a 

kur 
<_» a b cos 9 = - • , a b 

tātad: 
. , a • b a a • b „ 
bt = b — j - - = — a , 

a • b 
b» = b — b, = b a. 

1 a 2 

Piemērs 3 : D i v i p u n k t i u z d o t i ar s t ā v o k ļ a v e k t o r i e m a un b. 
A t r a s t to a t s t a t u m u d. 

Ja ŌA = a, Ōfl = b, tad A~B = h — a. 

To paceļam skalāri kvadrātā: 

cP - (AB)2 = (b — nf - ( b ) 2 — 2 a • b + ( a ) 2 , 
d? = a 2 + bl — 2 a • b. 

J a leņķis starp vektoriem ir 6 : a • b = ab cos fcJ: 
d2 = a? + b2 — 2ab cos 8 . 

P i e m ē r s 4 : D a b ū t a r v e k t o r u p a l ī d z ī b u f o r m u l a s , k a s i z t e i c 
s a k a r ī b a s s t a r p t r i j s t ū r a m a l ā m un l e ņ ķ i e m . 

Apzīmēsim ar A, B, C trijstūra stūrus un reizē leņķus šinīs stūros. 
Trijstūra malas uztversim kā vektorus: 

ČB = a, ČA = b, AB = c = a + b. 

Paceļot skalāri kvadrātā: 
( a ) 2 = (b) 2 + 2 b - c + (c ) 2 , 

a2 = b2+ 2 6 r c o s ( b , c) + c 2 ; 
leņķis (b, c) = x — A, 

cos (TC — A) — — cos A. 
Tātad: 

a2 = P — 2bccos A + c2. 

Vektoriālo sakarību starp malām pareizināsim skalāri ar a : 
a « a = b - a + c - a , 

tātad: 
a2 = ab cos (b, a) + ac cos (c, a), 

leņķis (b, a) = C, 
„ (c, a) = B, 

a2 = ab cos C + ac cos B, 
a = b cos C + c cos B. 
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P i e m ē r s 5 : Dabūt sfēriskas trigonometrijas pamatformulu: 

cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A. 
Vienības vektori e, , e^ e a noteic lodes punktus A, B, C. (Lodes rādiuss = 1). 

Sfēriskais leņķis A ir leņķis starp punktā A vilktām pieskarēm pie lokiem AB un AC. 

Tās uzdosim ar vienības vektoriem v, un v 2 . Vienības vektoru reizinājums ir leņķa kosinus: 

COS A = V x • V 2 . 

Vektors Vj ir koplanārs ar e , un e 2 ; v 2 ir 
koplanārs ar e , un e 3 . Tātad: 

v 1 = o 1 e 1 + p 1 e 9 , 1 

J ā a t r o d cti.Pt, z2> ?2-

Reizinām skalāri pirmo formulu (A) ar v, un 
e t , bet otru ar v 2 un e , : 

Vi ' 
Vi ' 

Vi = a i e x . 

Vi • v 1 = ( v 1 ) 2 = l , 
e i - v 1 = 0 ( d l V i ) , 

1 = c o s ( * - c ) = 

e ! = l , 

sin c, 

e 2 - e ! 
, v 8 = «ae 1 

' e i = o c 2 e i 

:COS C. 
•Va+PaCa-V. 
' e ! + p 2 e 3 - e 

19. att. 
2» 
i i 

v 2 - v 2 = l , 
d - v 2 = 0, 

, = c o s ^ — = sin b, 

e i - e j = 1, 
6 3 * 6 ! = cos b. 

No ta seko: 

1) 1 = P ļ sin C, 
2) 1 = p 2 sin b, 

sin c 

1 
sin b' 

0 = a 1 + p i cos c; 
0 = 04 + p2 cos b. 

cos c 
a, = — 

p 2 = * 2 = — 

sin c 
cos £ 
sin A 

Tātad: 

v, = 
e 2 — c o s c -ej 

sin c 
e s — cos b • e 

sin 6 

http://cti.Pt
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Tie skalāri jāpareizina: 
. (e., — cos c • e,) • ( e 3 — c o s t - e , ) 

c o s A = -~- . \ . 
sin b sin c 

Skaitītājā ir : 

e 2 • e 3 — e 2 • e x cos b — cos c e x • e 3 + cos b cos c e x • ex = 
— cosa — cos c • cos b, 

. cos a — cos b cos c 
cos A = .—-r- r 

sin o sin c 
Tātad 

cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A. 
Cits p i e r ā d ī j u m s : 

Projicējam fl un C ortogonāli uz OA, projekcijas punkti ir Br un C,. Ta kā OB = 1, 

tad ŌB = cos c, Bļ~B = sin c ; tāpat Ō Č , = cos CjC = sin 

c 2 = OB = OBļ + BXB = e x cos c + vx sin r, 

e 3 = ŌC = ŌCj + Č[c — e t cos 6 + v 2 sin b. 

Skalāri pareizinot, un ievērojot to, ka eļ J_ \v e , _i_ v 2 : 

cos a = e 2 • e 3 = cos b cos c + v x • v 2 sin £ sin c, 
cos a = cos b cos c + sin b sin c cos /1. 

P i e m ē r s 6 : T e t r a e d r a d i v i p a p i p r e t ē j o š ķ a u t ņ u i r s t a t e n i s k i ; p i e 
r a d ī t , ka t r e š a p ā r a š ķ a u t n e s a r ī i r s t a t e n i s k a s , un k a p r e t ē j o š ķ a u t ņ u 
k v a d r ā t u s u m m a i r t ā p a t i k a t r a m p ā r i m . 

Iesākuma punktu O novietojam vienā tetraedra virsotne. Vietas vektori OA = a, 

OB — b, OC = c noteic pārejās virsotnes. 

Pretējās šķautnes: 

c un AB = b — a ; 

a un BC = c — b ; 

b un CA = a — c. 

Uzdots, ka c i AB: 

Uzdots arī, ka a i BČ: 

No tā seko: 

c - ( b - a ) = 0, 
c • b = c • a. 

a ^ ( c - b ) = 0, 
a - c = a « b . 

: • b = a • c = a • b, (B) 
c «b = a «b, 

c • b — a • b = 0, 
b • (c — a) = 0. 
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Tas izteic, ka b ± AC — c — a j e b : 

b _[_ ČA = a — c. 
Pretējo šķautņu kvadrāti: 

( c ) 2 + (ABf = ( c ) 2 + (b — a)- = c2 + b2 + a* — 2a • b, 

( a ) 2 + (BC)2 = ( a ) 2 + (c - b ) 2 = a2 + b2 + c2 — 2c • b, 

( b ) a + (ČA)2 = b 2 + (a - c ) 2 = b2 + a 2 + c2 — 2a • c. 

I e v ē r o j o t (B), l a b a s p u s e s ir v i e n ā d a s . 

P i e m ē r s 7: U z d o t a s 4 n e k o p l a n ā r a s t a i s n e s . 8 mn a p z ī m ē l e ņ ķ i 
s t a r p m - to u n n-to t a i s n ē m . 

P i e r a d ī t , k a 

1 cos e 1 2 cos B 1 3 cos 6 1 4 

cos 9 2 1 1 cos 6 2 3 cos 8 2 4 g 
cos 9 3 1 cos 8 3 2 1 cos 8 3 4 

cos 9 4 1 cos 6 4 2 cos 6 4 3 1 

Taisnes uzdotas ar vienības vektoriem e t , e 2 , e 3 , e 4 . Tā ka, saskaņā ar pieņēmumu, 
taisnes nav koplanāras, starp vienības vektoriem ir spēkā lineāra sakarība: 

A e x + B e 2 + C e 3 + D e 4 = 0. 

Reizināsim šo nolīdzlnājumu pēc kārtas ar visiem vienības vektoriem: 

At1-e1 + fie2 • e t + C e 3 -e^ + Z)e 4 •e1 = 0, 
• e 2 + Be2 • e 2 + C e 3 - e , + D e 4 • e 2 = 0, 

/ le j • e 3 + 5 e 2 • e 3 + C e 3 « e 3 + D e 4 « e 3 = 0, 
Atļ • e 4 + fie2 - e 4 + C e 9 « e 4 + D e 4 • e 4 = 0. 

Tātad: 

A + B cos B2 1 + C cos B 3 1 + D cos B 4 1 = 0, 
A cos B 1 2 + B + C cos 6 3 2 + D cos 6 4 2 = 0, 
A cos B1 3 + B cos B 2 3 + C + D cos B 4 3 = 0, 
A cos B1 4 + B cos B2 4 + C cos e 3 4 + D - 0. 

Lai šie nolīdzinājumi visi reizē varētu būt spēka, kad A, B, C, D visi ^ 0. koeficientu 
determinantam jābūt vienādam ar 0. Tas ir tas, kas jāpierada. 

P i e m ē r s 8: S l i p l e ņ ķ ī g ā s k o o r d i n ā t u a s i s ( a s u i e s ā k u m s i r p. O un 
s a v s t a r p i g i e l e ņ ķ i u) 2 , m3) u z d o t s p u n k t s P (a, b, c). A t r a s t a t s t a t u m u 

—* —• 
OP un l e ņ ķ u k o s i n u s , k o OP v e i d o a r k o o r d i n ā t u a s ī m . 

Vienības vektori asu virzienos: e l P e 2 , e 3 . 

e x • e 2 = COS ti) 3 , 

e 2 • e 3 = cos M l , 
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No iesākuma О līdz P: 

OP = atļ + bt2 + c e 3 . 

Lai dabūtu vektora garumu, tas jāpaceļ skalāri kvadrāta: 

ŌP1 = (OP)2 -- (ae.+bt., + ct3f = 
= d2 ( e j 2 + b* ( е 2 ) г + c a ( e 3 ) 2 + 2 ab ^ • e 2 + 2 ac t v • e 3 + 2 bc e, • e 3 . 

Tātad: 

ŌP2 = a2 + b2 + c2 + 2ab cosw 3 + 2 a c cos w2 + 2 6c cos . (I) 

Lai dabūtu cos a, kur a — leņķis starp Ox un OP, jāpareizina skalāri abu virzienu 
vienības vektori: 

ae, + be„ + се, а + b cos <D3 + с cos to, 

\ra2 + b2 + c2 + ]/ d* + b2 + c2 + 
kur Izteiksme zem saknes Ir (1). 

4. Vektoriālais vektoru reizinājums. 
Definīcija: 

D i v u v e k t o r u a un b v e k t o r i ā l a i s r e i z i n ā j u m s ir v e k t o r s v, 
k a m š ā d a s ī p a š ī b a s : tā m o d u l i s ir oft s i n Й, kur в — m a z ā k a i s 
l e ņ ķ i s s t a r p v e k t o r i e m ( О ^ в ^ т : ) , tā v i r z i e n s i r s t a t e n i s k s p r e t 
v e k t o r u a, b n o t e i k t o p l a k n i , un v i r z i e n a p u s e i r tā , k a s v e i d o 
l a b ā s r o k a s t r i e d r u a, b, v. 

Vektoriālā reizinājuma apzīmēšanai Gibss un Vilsons lietā krustiņu: 
a X b, vācu matemātiķi bieži — stūrainās iekavas: [ab], Burali-Forti un Marko-
longo īpašu simbolu: a Л b. Še lietāsim krustiņu. 

Saskaņā ar definīciju: 
a X b = of ts inB n, (1) 

k u r n a p z ī m ē v i e n ī b a s v e k t o r u , k a s v i r z ī t s tā , kā p ā r v i e t o j a s 
l a b ā s r o k a s s k r ū v e , j a t o g r i e ž tā , ka a v i s ī s ā k ā c e ļ ā s a v i e -
t o j a s ar b. Pagrieziena leņķi в ērti skaitīt pozitīvu, ja griešanās, raugoties 
no n gala, ir pretēja pulksteņa rādītāju kustības virzienam. J a a, b, n 
virzieni ir tā saskaņoti, в v i e n m ē r ir pozitīvs, tātad, ab sin в > 0 . 

Vienu no uzdotiem vektoriem var salikt komponentēs: parallēli otra 
vektora virzienam un stateniski pret to ( i e k š ē j ā un ā r ē j ā k o m p o n e n t e ) . 
Vektoru ārējās komponentes ir a2 = a sin в , b2 = b sin в , tātad: 

a X b = a (b sin Щ • n = b (a sin в ) • n, 
a X b = а b2 n = b a2 n. 
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Parallēlograma 

L a i d a b ū t u v e k t o r i ā l ā r e i z i n ā j u m a l i e l u m u , v i e n a v e k t o r a 
m o d u l i s j ā p a r e i z i n a a r o t r a v e k t o r a ā r ē j ā s k o m p o n e n t e s mo
d u l i . 

Tāpēc vektoriālo reizināšanu sauc ari par ā r ē j o reizināšanu (Grassmann, 
no jaunākiem: A. Chatelet un I. Kampē de Fēriet). 

Apskatīsim parallēlogramu OAPB, kura malām OA un OB ir tādi virzieni 
un lielumi, kā attiecīgi vektoriem a un b. Parallēlograma laukums ir vien
līdzīgs absm 6 , kur Q = 2ĻAOB. Tāpēc: 

D i v u v e k t o r u a un b v e k t o r i ā l a i s r e i z i n ā j u m s ir v e k t o r s , 
k a m m o d u l i s ir v i e n ā d s ar v e k t o r u v e i d o t ā p a r a l l ē l o g r a m a 
l a u k u m u , b e t v i r z i e n a v i e n ī b a s v e k t o r s n ir s t a t e n i s k s p r e t 
p a r a l l ē l o g r a m a p l a k n i un v i r z i e n a p u s e i z v ē l ē t a tā , ka, s k a 
t o t i e s n o n g a l a , p a r a l l ē l o g r a m a k o n t ū r s OAPB j ā a p i e t pre 
t ē j i p u l k s t e ņ a r ā d ī t ā j a k u s t ī b a s v i r z i e n a m . 

Uzdoti a, b; kas ir a X b? 

Konstruējam parallēlogramu, velkot OA = a, OB = b. 
laukums S=ab sin 8 . 

Nosakām parallēlograma apiešanas 
virzienu. Izteiksmē a X D pirmais faktors 

ir a = OA, ar to jāiesāk. Apiešanas kār
tība OAPB. Vektors n jāņem tā, lai, 
skatoties no tā gala uz parallēlogramu, 
apiešanas virziens ir pozitīvs (pretējs 
pulksteņa rādītāja gaitas virzienam). 
Seko : 

a X b = 5 n . 

U z d o t i t i e p a š i a, b; k a s i r 
b X a ? 

Tāpat konstruējam parallēlogramu 
OAPB, tā laukums ir tas pats: S = ab 
sin 6 . Apiešanas kārtība ir cita, jo izteiksmē b X a pirmais faktors 
ir b = OB. Kontūrs jāapiet šādā kārtībā: OBPA. Lai tāda kustība no vie
nības vektora gala būtu pozitīva (pretēja pulksteņa rādītāja virzienam), vienības 
vektors riļ jāņem pretēji n. Tātad: 

b X a = -*> n i = —Sn. 
(i>i = —n) 

īpaši gadījumi: 
1) K o l ī n e ā r i v e k t o r i : 8 = 0 vai TU. Abos gadījumos sin 8 = 0, 

a X b = 0. 

20. att. 
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N e p i e c i e š a m a i s un p i e t i e k a m a i s n o t e i k u m s t a m , k a 
d i v i n o n u l l e s a t š ķ i r ī g a l i e l u m a v e k t o r i a un b (a^O, b=ķQ) 
i r k o l ī n e ā r i , i r t a s , ka a X b = 0. 

Ka šis noteikums ir nepieciešams, mēs jau redzējām: no tā, ka vektori 
kolīneāri, seko, ka to vektoriālais reizinājums ir nulle. Otrādi, ja a X b = 0, 
un turklāt a 4= 0, b =ļ= 0, no tā seko, ka ab sin 8 = 0, tātad, sin B = 0, 
8 = 0 vai tz, tātad, vektori ir kolīneāri. 

Secinājums: 

a X a = 0. 

2) S t a t e n i s k i v e k t o r i : ^ = ^> s ' n 8 = 1 . 

a X b = a b n. 
S t a t e n i s k u v e k t o r u v e k t o r i ā l a i s r e i z i n ā j u m s a X b i r 

v e k t o r s , k u r a m o d u l i s i r ab un k u r a v i r z i e n s i r t ā d s , ka 
a, b un a X b v e i d o o r t o g o n ā l u l a b ā s r o k a s s i s t ē m u . 

3) V i e n ī b a s v e k t o r i . Kāda vektora a ārējais reizinājums ar vie
nības vektoru e (e= 1) ir vektors, kam modulis ir vienāds ar vektora a 
ārējo komponenti: 

a X e = a sin 8 n. 
Divu vienības vektoru vektoriālais reizinājums ir vektors, kam modulis 

ir vienāds ar vektoru veidotā leņķa sinu: 
e t X ^ = sin 8 n. 

Jāatzīmē vienības vektoru \, j , k īpašības, kad tie veido tiešo jeb t. s. 
labās rokas triedru: d i v u c i k l i s k ā k ā r t ī b ā ņ e m t u v i e n ī b a s 
v e k t o r u v e k t o r i ā l a i s r e i z i n ā j u m s d o d i z n ā k u m ā t r e š o v i e 
n ī b a s v e k t o r u . Proti: 

i X J = k , j x i = - k , 
j X k = i , turpretim: k X j = — 
k X i = j , i X k = - j . 

Vienādu faktoru reizinājumi izzūd: 

! X i = J X J = k X k = 0. 

Ja , neaizkarot vektoru lielumu, v i e n a virzienu pārmaina pret pretēju, 
leņķis starp vektoriem pārvēršas agrākā leņķa papildinājumā līdz TC; sinus 
vērtību tā neietekmē, jo sin ( - — B) = sin 8 . ( O ŗ S B TC). Nemainās ne 
vektoru moduji, ne to veidotā leņķa sinus. Pārmainās tikai vienības vektora 
virziens pret pretēju, t. i. pārmainās vektoriālā reizinājuma zīme: 

[ - a ] X b = a X [ - b ] = - [ a X b ] . 

T ā t a d , j a v e k t o r i ā l ā v e k t o r u r e i z i n ā j u m ā v i e n a m f a k t o 
r a m p ā r m a i n ā m z ī m i , t a d p ā r m a i n ā s z ī m e v i s a m r e i z i n ā j u 
m a m . 
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5 . Vektoriāla vektoru reizinājuma īpašības. 

Tās var izteikt vienādībās: 

1) a X b = - [ b X a ] , 
2) [ma]Xb = a X f w b ] = /7z [aXb], 

3') a X [b + c] = a X b + a X c, 
3") [b + c] X a = b X a + c )< a. 

Pirmā vienādība rāda, ka m a i n o t f a k t o r u k ā r t ī b u , m a i n ā s r e i z i 
n ā j u m a z ī m e p r e t p r e t ē j u . Tas jau noskaidrots sakarā ar vektoriālā 
reizinājuma definīciju. Vektoriālā reizinājuma faktoriem, tātad, n a v k o m -
m ū t ā t ī v ā s ī p a š ī b a s . 

Otrā vienādība ir skaidra pozitīva reizu|a m gadījumā. Ja vienu vai 
otru vektoru palielina m reiz (m>0), leņķis starp vektoriem un to sinus 
nemainās, tāpat arī nemainās vienības vektors. Pārmainās vienīgi viena 
vektora modulis, kas palielinās m reiz; tikpat reiz lielāks ir reizinājums. 
J a v i e n u v a i o t r u v e k t o r u p a r e i z i n a ar p o z i t ī v u s k a i t l i m, a r 
t i k p a t p a r e i z i n a t o v e k t o r i ā l o r e i z i n ā j u m u . Kā jau pierādīts, 
formula 2) spēkā arī tad, ja m = — 1. Viegli parādīt, ka tā derīga arī tad, 
ja m ir negatīvs. Viegli seko vispārinājums: 

[ma] X i«b] = [na] X [mb] = m « | a X b]. 

Šī formula izteic vektoriālā reizinājuma a s o 
c i a t ī v o un k o m m ū t ā t ī v o īpašības attiecībā 
pret skalāriem reizinātājiem. 

Formulas 3') un 3 " ) izteic vektoriālās reizi
nāšanas d i s t r i b u t ī v o likumu. Pierādījums pa
matojas uz l e m m a s : 

V e k t o r i ā l ā r e i z i n ā j u m ā v i e n u v e k 
t o r u d r ī k s t a i z v i e t o t a r tā p r o j e k c i j u uz 
p l a k n i , k a s s t a t e n i s k a p r e t o t r u v e k t o r u . 

Tātad: 

a X b = a X b x , 

kur bļ ir vektora b projekcija uz plakni _!_ a. 

Lemmas pierādījums. 

Vektori a, b, b x ir vienā plaknē, turklāt pa
grieziens a, b ir tāpat virzīts, kā pagrieziens 
a, bļ. Tas nozīmē, ka reizinājumiem a X b u n a X b i ir k o p ī g s vienības 
vektors n. 

P 
Q B 

1 

0 
-i 

n ! 

0 

21. att. 

Tātad: a X b = 
a X b ļ = 

: ab s i n 6 n, 
: flAjSin 6 , . n. 
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Bet: 

w i = 2 ' *i = b s i n 6 ; 

a X b = a X b 1 . 

Uzdoti vektori a, b, c; var pieņemt, ka iesākumi savietoti punktā O. 
Vektorus OB = b un CC = c papildinām līdz pilnam paralelogramam; 
tad 

ŌD = d = b + c. 

22. att. 23 . att. 

Parallelogramu OBDC projicējam uz plakni _L a, tur ari dabūsim 
parallēlogramu OļB1D1C1. Tā malas 0 1 f i 1 = b 1 , OļCļ^ c l t diagonāle 
C\DX = dx = b t + c x . 

Uz lemmas pamata var rakstīt: 
a X b = a X b a = v 1 , 
a X c = a X c 1 = v 2 , 
a X d = a X d 1 = v 3 . 

Vektori Vļ , v 2 , v 9 visi _L a, tātad, visus var pamest plaknē S; tie 
_L b l P c l t dx attiecīgi. To lielums seko no : 

v 1 = a X b 1 = aA 1 n 1 (a.±b1),v1 = ab1; 
v 2 = a X c x = acļ n 2 (a 1 e j , v2 — acx; 
v 3 = a X d 1 = ad 1 n 3 (si±ā1),va = adl. 

No tā izriet, ka 01B2DiC2~ OļBļD^Cļ, tātad: 
v 3 = v 1 + v 2 , 

a X d = a X b + a X c , 
a X (b + c) — a X b + a X c. 
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Ar šī likuma palīdzību var parādīt, ka divi vektori, kas uzdoti kā sum
mas, jāreizina tāpat, kā algebriskas summas; vektoriālās reizināšanas 
īpatnība ir tikai tā, ka visos locek|os jāievēro faktoru kārtība, jo kārtības 
maiņa ir līdzvērtīga zīmes maiņai. 

T ā t a d : 
[a + b + c + ] X [ l + m + n + ] = 

= a X l + b X l + c X l + 
+ a X m + b X m + cXm + 
4-a X n + b X n + c X n + 

Piemērs: 

P a r e i z i n ā t v e k t o r i ā l i v e k t o r u s : 
a = a x i + a 2 j 4- a3k, 
b = B1l + B2j + B3k. 

Reizinām abas summas tāpat, kā reizina algebriskas summas, bet se
kojam, lai faktoru kārtība nesamainītos: 

aXb = a1BL [ I X « ] + f l A [ J X i ] + a 3 M k x l ] + a 1 6 2 [ I X j ] + ^ M J X J ] 
. + fl362[kXJ] + a i * 3 [ i X k ] + a 2 6 3 [ J X k ] + fl363 [ k X k ] , 
Sei t : 

I X i = J X J = k X k = 0 ; 
i X J = k, J X « = - k , 
j X k = i , k X J = - i , 
k X » = J . i X k = - j . 

Tātad: 

a X b = — CTOBĻ k + a3BĻ j + aXB2 k — a3B2 i — aXB3\ + a2b3 i. 

Sakārtojot: 

a X b = {a2B3 — a 3 6 a ) i — (a^ — fl3*i)j + ( « 1 * 2 — M i ) k, 

a X b = 
ax a 2 a3 

bi b2 b3 

i j k 

No lemmas seko, ka v e k t o r u v e k t o r i ā l a i s r e i z i n ā j u m s 
n e m a i n ā s , j a v i e n a v e k t o r a g a l s s l ī d g a r t a i s n i , k a s 
p a r a l l ē l a o t r a m v e k t o r a m : 

a X b = a X c = a X d . 
To var parādīt ar! tā (24. att.) : 

b = d + B ļ u 

c = d + B~^B2, 
j eb : 

b = d + fija, 
c = d + n2a. 
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24. att. 

kur / 1 = 1 . Tātad: 

Tātad: 
a X b = a X d , 
a X c = a X d . 

a X b = a X c = a X d . 
O t r ā d i , j a a X b = a X c , t a s n e n o z ī m ē , 

ka b = c, b e t ka b no c a t š ķ i r a s ar k o m 
p o n e n t i , k a s p a r a l l ē l a a, t i. n o tā s e k o 
ka c = b + «a. 

6. Vektoriālā vektoru reizinājuma lietājum!. 

Piemērs 1: 
U z d o t i d i v i v e k t o r i a un b. A t r a s t 

t o v e i d o t ā l e ņ ķ a š i n u . 
Pareizinot a ar b vektoriāli: 

a X b = ab sin 6 n, 

| a X b | = ab sin e, 

sin 6 = | a X b | 
ab - x -

T ā t a d , l a i d a b ū t u s i n u l e ņ ķ i m s t a r p d i v i v e k t o r i e m , j ā 
p a r e i z i n a v e k t o r i ā l i v i r z i e n u v i e n ī b a s v e k t o r i un j ā a t r o d 
r e i z i n ā j u m a m o d u l i s . 

Piemērs 2: 
U z d o t i d i v i v e k t o r i OA = a un OB = b ar g a l a p u n k t u k o o r -

A ( f l j , a2, a3) un B(bļ, b2, b3) o r t o g o n ā l ā s k o o r d i n ā t u 
e ņ ķ i m AOB = S. 

a = Oļi + a j + a 9k, 
b = bļ\ + b J + £ 3 k. 

Vektoru a un b moduļus dabūjam, paceļot skalāri kvadrātā: 

d i n ā t ā m 
a s ī s . A t r a s t s i n u 

fla= (a) 2 = af +aļ + aļ, 
Zr»= ( b ) 2 = b\ + b2

2 + bļ. 
Tātad: a = Y a\ 2 + al + a\, 

r-
b = V b'ļ + bl + bl. 

Lai dabūtu leņķa sinu, uzdotos vektorus pareizinām vektoriāli. 
ax a2 a3 

bx b2 b3 

1 j k 
a X b = = ab sin 6 n, 

a 2 A 3 

b0 b. 
— i bx b3 

+ k ax a2 

bx b2 

= ab sin 0 
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Vektors, kas vienādības kreisajā pusē, vienāds ar to, kas labajā pusē; 
tāpēc arī to moduļi vienādi. Atrodam: 

Tātad: 

a2 a3 

K b3 

+ a3 ax 

b3 bx K b2 

— /,2 a2 b2 s in 2 B . 

sin 

Piemērs 3 : 

2 e = ( f l 2^3 — 03^2)" + (<hb\ — g ļ ^s) 2 + (Qļ^2— M l ) 2 

(a\ + ai + ai) (bi + bļ + b'3) 

P i e r a d ī t L a g r a n ž a - E i l e r a i d e n t i t ā t i : 
2 

= (a\ + a2
2 + aļ) (b\ + bl + b\) — (ax bl + a2b2 + a3 b3)2. Oļ. ar a3 

b\ b2 b9 

Kreisajā puse izteiksme apzīmē matricas minoru kvadrātu summu. Identitāti dabūjam, 
uzskatot ax, a2, as par punkta A, bet bļ, bt, b3 par punkta B koordinātam ortogonālās 
koordinātu asis. Vektorus OA = a un OB = b pareizinām vektoriāli: 

a. = a1l + a2j + a3k, 
b = b1\ + b2] + b3k. 

Vektoriālais reizinājums: 

<Zt a2 ū3 

a X * > = bļ bļ b3 = ab sin Sn. 
i j k 

Pace|ot skalāri kvadrātā: 

( a X b ) 2 = a 2 6 2 s i n a 6 , 
= a2b2(l — c o s a e ) , 
= a2b2—(ab cos B ) 2 . 

Tātad: 
( a X b ) 2 = a 2 6 2 — ( a - b ) 2 . 

Tas ir vajadzīgā identitāte vektoriālā veidā. Ievietojot tur attiecīgas vērtības, dabū: 
2 

<*2 2 

+ 02 a 3 

2 

+ 
a3 ax 

K bo 

2 

+ 
¿2 b3 

2 

+ b3 bx 

= (aī + aļ + aļ) (b\ + b\ + b\) — (axbx + a2b2 + a3b3f. 

Piemērs 4 : 
P i e r ā d ī t , k a t r i j s t ū r i 

sin A sin B sin C " 

Trijstūra malas uztveram kā vektorus, kas veido slēgtu poligonu, tā kā 

a + b + c = 0. 
To reizinām vektoriāli ar b un c. 

a X b + c X b = 0, 
a X c + b X c = 0. (A) 
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Šeit: 
a X b = ab sin (a, b) (— n) (a, b) = iu — C 
c X b 
b X c 

= c6sin (c, b)n 
= cb sin (c, b) (— 

(c, b) = TU — A 

a X c = ac sin (a, c) n (a, c) = TC — B 
n apzīmē vienības vektoru, kas virzīts stateniski pret trijstūra plakni; no n gala rau

goties vektori a, b, c atbilst pozitīvas rotācijas virzienam (pretēji pulksteņa radītajā gaitai). 

T ā t a d : a X b = fl6sinC(-n), 
c X b = rf»sin/ļn, 
b X c = cb sin A (—n), 
a X c = a c s i n f l n . 

To ievērojot, no (A) seko: 
— ab sin C + cb sin A = 0, 

ac sin B — cb sin A = 0, 
vai: 

c6sinyļ = ar sin 5 = a£sin C, 
sin /1 sin B sin C 

a b c 

Vingrinājumi. 
1. P a r a d ī t , k a s t a t e ņ i c a u r t r i j s t ū r a m a l u v i d u s p u n k t i e m i e t 

c a u r k o p ī g u p u n k t u . 
Izvēlot patvaļīgu iesākuma punktu O, uzdodam trijstūra stūrus A, B, C ar 3 nekopla-

nāriem vietas vektoriem k, I, m, tā kā 

OA = k, 0 5 = 1 , OC = m. 
Trijstūra malas uztveram kā vektorus a, b, c : 

a = 5 C = m — 1, 

b = ČA = k — m, (I) 

c = i f i = l — k . 
Izvēlam trijstūra plaknē vienības vektorus h,, h 2, h 3 (ht = h2 = h3 = 1), kas stateniski 

attiecīgi pret malām a, b, c; tātad 

^ • 8 = 0, h 2 - b = 0, h 3 - c = 0. (II) 
Caur trijstūra malu viduspunktiem vilktiem stateņiem ir nolldzinājumi: 

fi = m — ^ a + S ļhļ , 

r 2 = k — ^ b + s ,h 2 , 

1_ 
2 

kur Sļ, Sļ, s3 — mainīgi parametri. Ja šis taisnes krustojas kopīgā punkta, tas nozīmē, ka ir 
tādas parametru vērtības, ka r 1 = r 2 = r 3. Jābūt 

m — \ a + = k — Ļ b + 5 ,h. 2 = b — ~ c + s 3 h 3 . 

r 3 = 1 — ō c + 5 3 h 3 , 
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No Šejienes seko, Ievērojot (I) : 

Sg h 3 — 5 2 h 2 = ^ a , 

s ^ — s 3 h 3 = ^ b , 

5 2 h 2 — Sļhļ = 2C-

Reizinot šis vienādības skalāri ar a, b, c, dabū, ievērojot (II): 

1 b • c 1 bcosA . 
si = r, i. = o D - rcosA, 

un tāpat sz = r cos B, s3 = r c o s C , kur A fi, C apzīmē trijstūra leņķus un r — aprakstīta 
riņķa rādiusu. 

2 . A t r a s t v i e n ī b a s v e k t o r u , k a s s t a t e n i s k s p r e t v e k t o r i e m 2 i — j + k 
u n 31 + 4 1 — k, u n a p r ē ķ i n ā t s i n u l e ņ ķ i m , k o š i e v e k t o r i v e i d o . 

Uzdotos vektorus apzīmējam ar v t un v 2 : 

v 1 = 2 i — j + k, 
v 2 = 3i + 4 j—k. 

Vektoru modu|i vļ = \r§, va = ļ/r26. 

Vektoriālais reizinājums 

v 1 X v 2 = [ 2 i - j + k ] X [ 3 i + 4 j - k ] = 
= H [ i X J ] - 3 [ J X k ] + 5 [ k X i ] = - 3 1 + 5 j + llk. 

Tas Ir vektors, kas statenisks pret abiem uzdotiem; ta modulis 

| V l X v 21 = — 3 ) 2 + 5* + 1 1 2 = 1/^155: 
Vienības vektors n, kas statenisks pret abiem uzdotiem: 

— 3I + 5J + llk 
n = . 

i A l 5 5 
Sinus leņķim, ko veido savā starpa uzdotie vektori: 

155 
156' 

3 . U z d o t a s s l r p l e ņ ķ u k o o r d i n ā t u a s i s a r v e k t o r i e m 

OA = a, OB = b, ŌC = c. 
P u n k t s P (.1, 1, 1) n o t e i c s t a r u OP. A t r a s t t ā v i r z i e n a k o s i n u s , k ā a r i 
m o d u l i . 

Vektoram r = OP komponentes ir — , — , — : 
a b c 
a . b , c 

r = — + -r + — . a b c 

s inB = — X — = l v i X v a | = ļ / l 

Pace|ot skalāri kvadrāta: 

r 
\ \a b a c b c) 
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Ja leņķus starp b un c, c un a, a un b apzīmē attiecīgi ar X, u,, v, tad seko, ka 

r = ļA3 + 2 (cos X + cos p. + cos v ) . 

Virziena koslni vektoram r : 

a \a b c) 1 a r a \a b ci 1 + cos v + cos u 
cos a = - — ' — a r 

b r b \a b c) cos v + 1 - ļ -cosX 
COS 3 : -b r 

c . ( a + b + cx 
r c \a b c) c r c \a b c) cos u. + cos X + 1 

cos Y = — - — — 
' c 

Uzdevumi III. 

1. Pieradīt, ka trijstūra augstumi krustojas vienā punktā. 

2. Trijstūris dabūts, savienojot trapezai neparallelās malas viduspunktu ar pretējas ma
las galiem. Pieradīt, ka trijstūra laukums ir vienāds ar pustrapezas laukumu. 

3. Uzdotas sllpleņķu koordinātu asis ar vektoriem OA = a, OB = b, OC = c. Atrast 

tādu punktu P, lai vektors OP veidotu vienādus leņķus ar a, b, c . 

4 . Ja taisnei vienādi leņķi ar trīs taisnēm, kas parallēlas kopīgai plaknei, tad tā sta
teniska pret šo plakni. 

5 . Punkts ir vienādos atstatumos no taisna trijstūra stūriem. Pierādīt, ka punkta sa
vienojums ar hipotenūzas viduspunktu statenisks pret trijstūra plakni. 

6. No ārējā punkta O velk pret plakni stateni ON. Otru taisni OM velk stateniski 
pret taisni PO, kas ir uz plaknes. Pieradīt, ka MN _l PQ. 

7. Tetraedra šķautņu kvadrāti kopa ir vienlīdzīgi 4-kartlgai pretējo šķautņu savieno
jumu kvadrātu summai. 

8 . Pierādīt, ka parallēlogramā diagonālu kvadrātu summa ir vienlīdzīga visu malu kvad
rātu summai, ka diagōnā|u kvadrātu starpība ir vienlīdzīga 4-kārtīgam kaimiņmalu reizinā
jumam ar kosinu no leņķa starp šīm malām, ka divu kaimiņmalu kvadrātu starpība ir vien
līdzīga diagōna|u reizinājumam ar leņķa kosinu starp diagonālēm. 



IV. 

Vektoru lietojumi telpas ģeometrija. 

A. Plakne. 

1. Plaknes nolīdzlnājums. Uzdots vienības vektors e, kas vērsts no 
iesākuma punkta O stateniski pret uzdotu plakni. Stateņa garumu no O 
līdz plaknes punktam N nosauksim par p: 

ON = p, ŌN = pt. 

Patvaļīgi izvēlēta plaknes punkta P vietas vektoru nosauksim par r. Pareizi
nāsim to skalāri ar e : 

r • e = r • 1 • cos 8 = p, 
r - e = t> (1) 

Visu plaknes punktu vietas vektori atbilst nolldzinājumam (1), un ne
viens vietas vektors, kas nobeidzas punktā ārpus plaknes, nav šinī nolīdzi-
nājumā derīgs. Tāpēc (1) var uzskatīt par p l a k n e s n o l ī d z i n ā j u m u . 

J a plaknes normāles virzienu rādītu nevis vienības vektors e, bet kāda 
cita garuma vektors n, tad būtu 

e = n/n. 

To ievieto nolīdzinājumā (1) un dabū: 
n 

r • — = p, 
r • n = np = q, 

r • n = q (2) 

Tas ir nolīdzinājums plaknei, kas stateniska pret n un ir atstatumā 
p = qļn no iesākuma, skaitot atstatumu pozitīvu vektora virzienā. 

Otrādi, ja uzdots nolīdzinājums (2), var parādīt, ka visi vietas vektori 
r, kas tajā derīgi, ir ar galiem uz kopīgas plaknes. Pieņemsim, ka nolīdzi
nājumā (2) der r x un r 2 . Tātad: 

ri • n = q, 
r2-n = q. 

Pareizinot ar kx un k2 (patvaļīgi skalāri) un saskaitot: 
(¿1 Tx + k2 r , ) • n = (Aļ + k^q, 
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No tā redzams, ka, ja nolldzinājuma der kadi divi vektori r x un r 2 , tad 
tai pašā nolldzinājuma (2) der arī visi bezgala daudzie vektori 

r t + k2 r 2 

kuru gali ir uz taisnes, kas savieno uzdoto vektoru galus. 
Visu nolldzinājuma (2) derīgo vektoru gali veido kādu virsmu ar tādu īpa

šību, ka, ja divi punkti ir uz virsmas, tad uz tās pašas virsmas ir visa taisne, 
kas punktus savieno. Tāda īpašība attiecībā pret i k k u r i e m diviem punk
tiem ir tikai p l a k n e i . 

Plakne var būt uzdota ar normāles virzienā dotu vektoru n, nosakot, ka 
tai jāiet caur uzdotu punktu A, ko noteic vietas vektors a. 

Ja kādam patva|īgi plaknē izvēlētam punktam P atbilst vietas vektors 
r, tad seko AP=T—a. Tas vektors ir statenisks pret n : 

(r — a ) - n = 0 , 
r • n = a • ii. 

Uzdevums 1. 

S l ī p l e ņ ķ l g ā s k o o r d i n ā t u a s i s , k a s s a v a s t a r p a v e i d o l e ņ ķ u s u>,, u>2, 
ci>3, u z d o t s n o r m ā l s p r e t p l a k n i v i r z i e n s a r v i r z i e n a p a r a m e t r i e m (*, /, 
m). P l a k n e s a t t ā l u m s n o i e s ā k u m a i r p. U z r a k s t ī t p l a k n e s n o l ī d z i 
n ā j u m u. 

Asis noteicam ar virziena (vienības) vektoriem e l P e 2 , e 3 . 
Leņķi starp koordinātu asīm uzdoti: 

tx ' — c o s ^ a » e i ' e 3 = C O S e 2 * e 3 = c o s 

Vienības vektors virzienā stateniski uz plaknes pusi uzdots ar komponentēm: 

OA = e = £ e 1 + / e 2 + m e 3 . 
Patvaļīgi izvēlētā punktā P stāvokļa vektors 

OP = r = xe1 +ye2 + ze3. 
Saskaņā ar formulu (1 ) : 

r • e = ( x e 1 4-_ye2 + z e 9 ) • (ke1 + / e 2 + me3) —p. 
Pareizinot: 

kx+ ly + mz + (lx + ky) tx • e 2 + (my + Iz) e 2 • e 3 + (kz + mx) e 3 • e1 = p, 
kx + ly + mz+ (lx + ky) cos co 3 4- (my + Iz) cos to t + (kz-\- mx) cos w 2 = p, 
vai ar ī : 

(k +1 cos (D3 + m cos t o 2 ) x — (l + m cos iax + k cos w 3 ) y + 
+ (m + k cos (D2 + / cos cj)ļ) z = p. 

Pieņemot apzīmējumu: 

<ī> (k, l, m) = (kex + / e 2 + m e 3 ) 2 = Aa + P + m* 4-
4- 2 k l cos w 3 + 2 I m cos w1 + 2mk cos w 2 , 

<b'A = 2 (k 4 - / cos w 3 + m cos u> 2 ) , 

<b'ļ = 2 (/ 4- m cos + k cos u 3 ) , 
<ī>'m = 2 (m + k cos (D2 + / cos t o , ) , 

seko plaknes nolīdzinājums: 
Q>'kx + <S>'ly + <S>>mz = 2p. 



Plaknes nolīdzinājums. 69 

Uzdevums 2 . 

S l l p l e ņ ķ l g ā s k o o r d i n ā t u a s ī s , k a s s a v ā s t a r p ā v e i d o l e ņ ķ u s o>ļ, OJ2, 

CD,, u z d o t s n o r m ā l s p r e t p l a k n i v i r z i e n s a r v i r z i e n a k o s l n i e m ( c o s « , 
c o s p, c o s y). P l a k n e s a t t ā l u m s n o i e s ā k u m a i r p. U z r a k s t ī t p l a k n e s 
n o l i d z i n ā j u m u . 

V i e n ī b a s v e k t o r i : 
a s u v i r z i e n o s : e v e 2 , e 3 , 
n o r m ā l e s v i r z i e n ā : e. 

Leņķi starp koordinātu asīm (a,, u>2, IO 3: 

e x • e 2 = cosu)a, ex • e 3 = costa2, e 2 * e 3 = cos&v 

Vektoram e skalāras komponentes (k, I, m) nezināmas: 

e = kex + / e 2 + /ne 3. 

Šo formulu reizinām skalāri ar e , , e 2 , e 3 : 

d • e = k (eO 2 + Itļ • e.2 + me, • e 9 , 
e 2 • e = kex • e 2 + / ( e a ) 2 + me, • e 3 , 
e 3 • e = kex • e 3 + / e 2 • e 3 + m ( e 3 ) 2 . 

Tātad: 

cosa = k + /cosw3 + /nCOSu) 2 , 

cos p = / + m cos u), + Acos u>3, 
cosy = m + fccosu)2 + Icosoiļ. 

Laba puse Izteiksmes Ir koeficienti pie x, y, z plaknes nolīdzinajumā (sk. Iepriekšējo 
uzdevumu), tātad, plaknes nolīdzinājums ir 

xcosa +_vcosB + 2C0SY = P-

2. Asu nogriežņi. Uzdots plaknes vektoriālais nolīdzinājums, jāatrod 
nogriežņi, ko tā atšķeļ koordinātu asīm. Vispārīgāka problēma: zinot plak
nes nolidzinājumu un kāda stāvokļa vektora virzienu, atrast tā lielumu. 

P l a k n e s n o l ī d z i n ā j u m s : 

r * n = c7, 

kur r mainīgs vektors (stāvokļa vektors), kas iziet no iesākuma punkta. 
Kāda stāvokļa vektora v i r z i e n s uzdots ar vienības vektoru e(£ = l ) , tā 
lielumu apzīmēsim ar r l t pašu vektoru ar r^: 

r t = ^ e . 
Vektora gals ir uz plaknes, vektors der plaknes nolīdzinajumā: 

ryi • n = q, 
tātad 

' ! = - * - -(1) 
1 e - n v ' 

P l a k n e r • n = <7 a t š ķ e ļ t a i s n e i v i r z i e n ā e ( £ = l ) n o g r i e z n i ( l ) . 



7 0 Asu nogriežņi. 

Ja plakne stateniska pret n un iet caur vektora a gala punktu, tās 
nolldzinājums ir r • n = a • n. Taisnei, kas vilkta no iesākuma virzienā 
e ( č = l ) , tā atšķeļ nogriezni 

a • n 
ri = — — (2) 1 e • n v ' 

Koordinātu asis uzdotas ar vienības vektoriem e l t e 2 , e 3 . Šinīs asīs dota 
plakne: 

r • n = q. 
Tās asu nogriežņi ir: 

•*o = — — > y0 = -^—, z0 = — ( 3 ) 
0 ei • n - r o e 2 • n 0 e 3 • n v ' 

Atbilde seko no tā, ka, ja stāvokļa vektoru virzieni ir e 1 ( e 2 , e 3 un to 
garumi attiecīgi x0, y0, zQ, paši vektori ir x0elt _y 0e 2, z 0 e 3 . 

Tie derīgi r vietā plaknes nolldzinājumā: 
x0el-n = q, ^ 0 e 2 * n = <7, z 0 e 3 - n = <7. 

Izdalot pirmo nolīdzinājumu ar C ļ - n , otro — ar e 2 « n , trešo — ar e 3 « n da
bū (3). 

Ja asis ortogonālas e x = i, e 2 = j , e 3 = k. Plakne r»n = q nošķeļ asīm 
nogriežņus: 

• * ° = ļ T n - ' ^ = F n - ' z = w h - ( 4 ) 

P i e m ē r s : 

P l a k n e s n o r m ā l e a r s l ī p l e ņ ķ l g ā m a s ī m ( a s u l e ņ ķ i <al, ai2, u>3) v e i d o 
l e ņ ķ u s a, p, ir; s t a t e ņ a g a r u m s n o I e s ā k u m a l ī d z p l a k n e i i r p. A t r a s t 
a s u n o g r i e ž ņ u s . 

Apzīmēsim virziena (vienības) vektorus: asīm: e , , e 2 , e 3 , normalel: e . 

Plaknes nolldzinājums: r - e = p. 

Ja plakne nogriež asīm gabalus x0, yQ, z0, tad vektori JC 0eļ, y 0 e 2 , 2 0 e 3 derīgi r vietā 
plaknes nolldzinājumā: 

x<fii' e = V 0e 2 • e = z0 e 3 • e = p, 
tātad, a s u n o g r i e ž ņ i : 

x = P = P v = P = P z = P = P 
0 eļ • e c o s a ' *° e 2 • e cosfT 0 e 3 • e cosy* 

3. Atstatums no punkta līdz plaknei. Atstatumu no iesākuma punkta 
O līdz plaknei r « n = c7 var definēt kā vektora r projekciju uz normāles 
virzienu. Lai dabūtu vektora projekciju, tas jāreizina skalāri ar projekcijas 
•virziena vienības vektoru. 

. . . n r • n q ii / i \ 
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Uzdevums I. 

A t r a s t a t s t a t u m u x n o i e s ā k u m a p u n k t a O l ī d z p l a k 
n e i r-n = q s l ī p ā v i r z i e n ā , ko n o t e i c v i e n ī b a s v e k t o r s m. 

x = OM, tā tad: ŌM = xm. 

Šis vektors der plaknes nolīdzinājumā: 

xm • n = q, 
tātad: 

x = -3—. (2) 
m • n v ' 

Pieņemsim tagad, ka uzdota plakne r • n = q un punkts A tāds, ka 
Oi4 = a. Punkts A nav iesākumā. Atrast atstatumu no A līdz plaknei. 

Uzdotās plaknes nolīdzinājums 
r - n = <7 

vai 
n q 

r • - = "=p. 
n n 

Tās atstatums no iesākuma: 
ON = p = qļn, 

^rt, n qn 
r « « 2 

Velkam plakni caur A (OA = a) stateniski pret n. Mainīgam stāvokļa 
vektoram r' ir tāda pati projekcija uz normāli kā uzdotam a : 

r 7 • n = a • n. 

Plaknes atstatums no iesākuma 

0 N ' = p ' = ^ , 

, n a • n 
ON' = p' - = — Ō — n . 

Atstatums no uzdotā punkta A (OA = a) līdz plaknei r - n = <7: 

ĀP = N7N=ŌN—0~N'=g~ii'n; (3) 

AP = NTN= ŌN— ŌN' = q~V " n. ( 4 ) 
n 2 

J a aprēķinot šīs izteiksmes iznāk AP>0, tas nozīmē, ka AP tāpat 
virzīts kā n, tātad, O un A ir vienā pusē uzdotai plaknei. J a turpretim 

iznāk AP<0, tas nozīmē, ka AP un n ir pretēji virzīti, tātad O un A ir 
plaknei pretējās pusēs. 
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Uzdevums II. 

A t r a s t a t s t a t u m u x l ī d z p l a k n e i r-n = q n o u z d o t a 
p u n k t a A (OA = a) s l ī p ā v i r z i e n ā , k a s p a r a l l e l s v i e n ī b a s 
v e k t o r a m b (b = 1). 

t ā t a d 

Vektors O P = a + x b der uzdotās plaknes nolīdzinajumā: 

(a + xb) • n = q, 

a • n + xb • n = q, 

Atkarībā no ta: 

AP = x b = 1 - * - ' ' b . (6) b - n v ' 

Jn x iznāk pozitīvs (x > 0) , tas nozīmē, ka vienības vektors b vērsts uz 
plaknes pusi, ja iznāk x < 0 , tas nozīmē, ka b vērsts projām no plaknes. 

4. Divi plaknes. — Plaknes 
r-n = q, r-n' = q' (1) 

ir p a r a Ī lē l a s , ja to normālēm ir vienādi virzieni, tātad, ja vektori n un 
n' ir kollneāri. Leņķis 8 , ko šie vektori veido = 0 vai J L ! 

c o s 8 = - . " ' = ± 1 (2) n n' W 

Vēl citādi: plaknes (1) ir parallēlas, ja 
n x n ' = 0 (3) 

Plaknes ir s t a t e n i s k a s , ja n 1 n', tātad, ja normālu vektoru skalā
rais reizinājums izzūd: 

n • n' = 0 (4) 

Vispārīgā gadījumā divi plaknes veido kaktu, ko mēri leņķis 8 starp 
normālēm. Si leņķa kosins ir vienības vektoru reizinājums: 

cos 8 = — • —. (5) 

Ja divi plaknes nav parallēlas, tās krustojas pa noteiktu taisni, caur 
kuru var vilkt bezgala daudz dažādu plakņu. To visu nolīdzinājumi ietelp 
vienā formulā, kuru dabū tāpat kā plakņu kū|a nolldzinājumu analitiskā 
ģeometrijā: 

r • n — q + X (r • n' — q') = 0, 
r • (n — X n') = q — X q' (6) 

Visi punkti, kuru vietas vektori r derīgi reizē nolīdzinājumos (1), apmierina 
ari ( 6 ) ; no tā redzams, ka abām plaknēm kopīgās taisnes punkti ir 
plaknē ( 6 ) . 
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Mainot X mainām plaknei (6) normāles virzienu vektoru n un n' plaknē. 
Speciāli šo parametru izvēlot, varam likt plaknei (6) izpildīt kādus papildu 
noteikumus. P r a s ī s i m , l a i (6) i e t c a u r p u n k t u , k u r a v i e t a s v e k 
t o r s i r a. 

Tada gadījuma: 

tātad: 

Uzdevums 1. 

a • (n — X n') = q — X q', 

X (7) 
a • n' — q' 

U z r a k s t ī t n o h d z i n a j u m u s p l a k n ē m , k a s d a l a uz p u s ē m 
k a k t u s s t a r p d i v i u z d o t ā m p l a k n ē m (1). 

Apskatām kādu punktu P tai kaktā, kur ir iesākums O. Punkta P vietas 
vektoru OP apzīmēsim ar r'. No punkta P velkam stateņus pret plaknēm 
PQ un PQ'. Šinī kaktā PQ |ļn, PQ'"n' un atstatumiem no punkta līdz plak
nei ir vienāda zīme. Vektori 

OQ = ŌP + PQ = r' + h -"- , 

OQ' -- ŌP + PQ' = r ' + h! ~ 

apmierina pirmais — pirmo, otrais — otro nolīdzinājumu (1). 
Ievietojot dabū: 

( r + A - J - ) . i i = f . 
un 

tātad: 

h = q - T ' ' n , h > = q ' - ^ . n ri 

Tai kaktā, kur ir iesākums, šiem lielumiem ir vienāda zīme, bisektrises 
plaknē bez tam tie ir vienādi aritmētiskā nozīmē. Rakstot vietas vektoru 
r ' bez indeka, dabūjam bisektrises plaknes nolīdzinājumu šādā veidā: 

n ~ ri K } 

kaktam (un tam pretimstāvošsjam), kur ir iesākums. Blakus kaktos atstatu
miem no punkta līdz plaknei ir pretējas zīmes, tur bisektrises plaknē h — — h'\ 
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Pārkārtojot (8) un (8'), dabūjam nolīdzinājumus plaknei, kas d a l a uz 
p u s ē m to k a k t u , k u r ir i e s ā k u m s : 

un b l a k u s k a k t u : 
\n ri) n n' w 

\n n'ļ n n' v ' 
Kārtula: 

U z d o t o p l a k ņ u n o l ī d z i n ā j u m u s 

r • n = <7, r • n' = q' 
i z t e i c a m n o r m ā l u v i e n ī b a s v e k t o r o s : 

n q n' q' 
n n tV K 

A t s k a i t o t d a b ū b i s e k t r i s e s p l a k n e s n o l ī d z i n ā j u m u k a k t ā , kur 
ir i e s ā k u m s : 

\n n'J n n" 

s a s k a i t o t d a b ū b i s e k t r i s e s p l a k n e s n o l ī d z i n ā j u m u b l a k u s 
k a k t a m : 

r . f J L + ^ ) = ^ + 4 . \n n) n rv 
Uzdevums II. 

U z r a k s t ī t n o l ī d z i n ā j u m u t a i s n e i , k a s k o p ī g a d i v i u z d o t ā m 
p l a k n ē m . 

Pieņemts, ka plaknes nav parallēlas, kā arī nesaplūst kopā, tā ka 
tiešām ir viena noteikta taisne, pa kuru tās krustojas. Lai uzrakstītu tās 
nolīdzinājumu, jāzina kādam vienam tās punktam vietas vektors un jāzina 
tās virziens. 

Vektori n un n', saskaņā ar pieņēmumu, nav kolīneāri, tie noteic 
plakni NON', kuras nolīdzinājums ir: 

r = sn + s'n', (10) 
ja 5 un 5 ' ir mainīgi parametri. Attiecīgi izvēlot parametrus, var sameklēt 
tādu vietas vektoru, kas apmierina nevien (10), bet arī abus plakņu nolīdzi
nājumus: 

r « n = <7, r « n ' = <7' (11) 

No (10) un 11) izslēdzam r : 
(sn + s'n') • n = q, 
(sn + s'n')- n'=q'. 

Vai arī: 
(n • n) s + (n' • n) s' = q, 
( n - n ' ) 5 + ( n ' - n ' ) 5 ' = < 7 ' . 



Plakņu krustošanās taisne. 75 

Atrisinot dabū: 
_ gri* — <7'(n-n') 

(nrif — (n -n'f 
c , _ q'n°--q(n>n>) 

^::,rT.;; 02) 
(12') 

( n n ' ) 2 - ( n - n ' / 2 

Tādas parametru vērtības noteic punktu P' (vektoru OP'). Plakņu 
kopīgā taisne QR ir stateniska pret abām normālēm n un n', tātad, pret 
plakni NON'; tas nozīmē, tā parallēla vektoram n X n'. Taisnei QR ir no-
līdzinājums: 

r = i n + s'n' + / [ n X n ) , (13) 
kur t—mainīgs parametrs, bet s, s' — konstantes (12), (12'). 

5. Atstatums no punkta līdz taisnei. Caur punktu A (OA = a) 
uzdotā virzienā b ( 6 = 1 ) vilkta taisne. Atrast atstatumu līdz taisnei no 
uzdotā punkta P'(OP' = r'). 

Projicēsim punktu P' uz uzdoto taisni (punktā N): P'N.LAN. Leņķis 
ANP' ir taisns: 

ĀPn = Ā V 2 + NP''\ 
—• 

Tam var atrast vienu kateti un hipotenūzu, katete AN ir vektora AP' 
projekcija uz uzdoto taisni, tātad: 

AN=(r' — a ) - b 
(lai dabūtu vektora projekciju, tas jāreizina skalāri ar tā virziena vienības 
vektoru, uz kuru projicē). 

Hipotenūza ir uzdota kā vektoru starpība AP' = ī'— a': 

(AP ')2 — AP' • AP' = (r' — a ) 2 , 
tātad 

(PW2 = A~P2—ĀN2 = (r ' — a ) 2 — {(r ' — a) • b} 2 . 
Iepriekšējā formula dod meklējamā atstatuma kvadrātu. Atstatumu var 

uzskatīt kā vektoru: 

P W = P V l + 4 A ' = a — r ' + { (r ' — a ) - b } b , 

P W = a - r ' - { ( a — r') - b } b . 

Vingrinājumi. 
1. A t r a s t p l a k n e s n o l ī d z l n ā j u m u , k a s i e t c a u r p u n k t u 2 i -f- 3 j — k 

s t a t e n i s k i v e k t o r a m 3 i — 4 j + 7 k . 
Izejot no ta, ka visu stāvokļa vektoru projekcijas uz plaknes normāli ir vienādas, 

-dabūjam: 
r • n = a • n. 

Mums ir : 

a = 21 + 3j — k , 
n = 3i — 4 j - ŗ - 7 k . 

a • n = (2i 4- 3j — k) • (31 — 4j + 7k) = 6 - 1 2 — 7 = — 13 = q. 
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Plaknes nolldzlnājums: 
r - ( 3 1 — 4j + 7k) = — 13. 

Atstatums p = ON = q\n : 

n = 31 — 4 j + 7k , 

n2 = 9+ 16 + 49 = 74, 

n = / 7 4 , 

q 13 

P = l = n / " 7 4 " 

2. A t r a s t n o l ī d z i n a j u m u p l a k n e i , k a s i e t c a u r i e s ā k u m a p u n k t u un 
t a i s n i , k u r k r u s t o j a s p l a k n e s 

r • a= p un r -b = q. 

Nolldzlnājumu plaknei, kas iet caur divu dotu plakņu kopīgo taisni, atrod, pieskaitot 
vienas plaknes nolidzlnājumam otru, kas pareizināts ar kādu parametru Ā: 

r « ( a + X b ) = p + Xq. 

Kamēr X vērtība nav noteikta, nolīdzinājums izteic p l a k ņ u k ū l i . Parametrs i. jāizvēl tā, 
lai plakne iet caur iesākuma punktu. Nolidzinājumā vajaga derēt vietas vektoram r = 0. Tātad: 

0 . ( a + Xb) = 0 = / ? + X<7, A = — J . 

Meklējamās plaknes nolīdzinājums, pēc nelieliem pārveidojumiem: 

r • (q a — p b) = 0. 

3. P a r a d ī t , ka p u n k t i i — j - f 3 k un 3 ( i + j + k) i r v i e n ā d o s a t s t a t u m o s 
n o p l a k n e s 

r - (51 + 2 j — 7 k ) + 9 = 0 
un p r e t ē j ā s p u s ē s . 

References punktu (Iesākumu) apzīmēsim ar O. Vektors a = l — j - ) - 3 k uzdod punktu 
A, tāpat vektors b = 3 ( i + j + ki punktu B. No iesākuma punkta pret plakni stateniski 
vilktā taisne sastop plakni punkta A'; šī taisne uzdota ar vektoru n = 5 i + 2 j — 7 k . 

Plaknēm, kas parallēlas uzdotai un iet caur punktiem A un B, Ir nolīdzinājuml: 

A) r - ( 5 1 + 2 j — 7 k ) = (1 — j + 3 k ) - ( 5 i + 2 j — 7 k ) = — 18; 
B) r - (5 i + 2 j — 7 k ) = 3 (1 + j + k) - ( 5 i + 2 j — 7 k ) = 0 . 

Normāle pret plaknēm, kas vilkta caur iesākuma punktu, sastop plaknes attiecīgi punk
tos N, NA un NB. Atstatumi: 

ŌN= ONA = - ~ , ONB = 0. 

]f 78 ļA78 
Šeit ļ /

r 7 8 = H = |5i + 2 j — 7 k ļ. 

Dabūtie iznākumi rāda, ka iesākuma punkts ir uz plaknes caur B. Punkts N ir vidū 
starp NA un NB (jeb 0\ turklāt pretēja pusē, neka tā, ko rāda n. 
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Uzdevumi IV A. 
1. Uzdotas divi plaknes: 

r - ( 3 i - j + k) = l , 
r . ( i + 4 j - 2k) = 2. 

Atrast kopīgās taisnes noltdzinājumu. 
2 . Uzdotas plaknes 

r . ( 3 i - j + k ) = l , 
r - (i + 4 j — 2k) = 2. 

Atrast plakni, kura stateniska pret taisni, kas kopīga uzdotām plaknēm, un Iet caur punktu 
i + 2 j — k. 

3 . Dots kubs, kam šķautnes garums ir 1 (vienības kubs). Atrast statenisko atstatumu 
no kuba stūra līdz diagonālei, kas neiet caur šo stūri. 

4 . Uzdota plakne un ārpus tas punkts. Punkta novietots ortogonālu koordinātu asu 
iesākums. Pieņemot, ka plakne nošķe| asīm nogriežņus a, b, c, pieradīt, ka 

a a b* c 2 

Ir lielums, kura vērtība nemainās, ja asis pagriež ap iesākumu. 

5. Paradīt, ka plaknes 

r . ( 2 1 + 5 j + 3 k ) = 0, 
r . ( l - J + 4 k ) = 2, 
r - ( 7 j — 5 k ) + 4 = 0 

iet caur kopīgu taisni. 
6. Parādīt, ka plakņu r - ( l + 2 j + 3 k ) = 0 u n r - ( 3 i + 2J -+ k) = 0 kopīgai taisnei 

ir vienādi leņķi ar i un k. 
7. Punkts pārvietojas tā, ka starpība starp tā atstatumu kvadrātiem līdz divi uzdotiem 

punktiem Ir konstanta. Atrast pārvietošanas ģeometrisko vietu. 

B. Lode. 

1. Lodes nolīdzinājums. Par lodi sauc ģeometrijā virsmu, kuras punkti 
ir konstantā atstatumā no kāda viena punkta, ko sauc par lodes c e n t r u ; 
konstanto atstatumu no centra līdz virsmas punktiem sauc par lodes r ā d i u s u . 

Pieņemot iesākuma punktu O, uzdosim lodes rādiusu a un centru C(OC=c). 

Kādam patvaļīgam lodes virsmas punktam R atbilst vietas vektors OR = r. 

CR = T — c. 
ŠI vektora modulis ir a: 

(Cf l ) 2 = (r — c ) 2 = a 2 (1) 
vai 

( r 2 ) — 2 r - c + c a — a 2 = 0, 
tātad, apzīmējot £ a — a 2 ar k: 

r 2 — 2 r - c + A = 0 (1') 
Tāda sakarība ir spēkā attiecībā pret visiem lodes virsmas punktiem. Tāpēc 
nolīdzinājumu (1) jeb (1') sauksim par l o d e s n o l l d z i n ā j u m u attiecībā 
pret iesākumu O. 
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J a i e s ā k u m s i r l o d e s ā r p u s ē : c>a, c2>a2, k = c2 — a a > 0. 
Šinī gadījumā k a p z ī m ē n o i e s ā k u m a l o d e i p i e v i l k t a s p i e 
s k a r e s g a r u m a k v a d r ā t u . 

Ja iesākums ir uz lodes: c = a, c2 — a2, k = c2 — a2 = 0, pieskares 
garums ir nulle. Lodes nolldzinājums šinī gadījumā ir : 

r 2 — 2 r - c = 0 . 

Ja iesākums ir lodes iekšienē: c<a, c2<a2, k=c2 — a 2 < 0 ; pieskari 
no iesākuma vilkt nav iespējams (to izteic sakot, ka pieskare nav reāla). 

īpašā gadījumā i e s ā k u m s v a r b ū t l o d e s c e n t r ā : c = 0. 
Lodes nolldzinājums: 

r* = a2, vai arī: r 2 — ā2 — 0, 
šinī gadījumā k = — a2. 

Uzdevums. 

S l i p l e ņ ķ l g ā s a s i s ( a s u l e ņ ķ i o>,, co2, w 3) d о t s 1 o d e s c e n t r s С {x0, y0, 2q) 
un r ā d i u s s a. U z r a k s t ī t t ā s n o l i d z i n ā j u m u . 

Asu virzienu vektori e, , e 2 , e 3 (et = e2 = e3 = 1 ) : e t • e 2 = ; cos <o3, e, • e 3 = cos ш 2, 
e 2 . e 3 = cos tOļ. Centra vietas vektors с = x0et + yaet -f Zoe9> mainīga punkta vietas vektors 
г = лге, + ^ е 2 4 - г е 3 . Lodes nolldzinājums: 

( r - c ) 2 = a 2 , 
[(x — x0) e x + (y —yQ) e 2 + (z — z0) e 3 ] 2 = a 2 . 

Paceļot skalāri kvadrātā: 

(x — x0)2 + (y —yoy + (г — г 0 ) 2 + 2 (х — x0) (у —y0) cos u>3 + 2 (x — лг 0) 
(г — z0) cos (d2 + 2 (y —y0) (z — z0) cos шх = a a . 

2. Lode un taisne. Uzdota lode ar nolidzinājumu 

^ ( r ) = r 2 — 2 r  c + £ = 0 

un taisne r = d + /b . Atrast punktus, kur taisne sastop virsmu. 

Krustpunktos lodei un taisnei ir kopīgs rādiuss vektors: 

(d + tb)2 — 2 (d + tb) • с + k = 0, 

d 2 + 2 * d  b + / 2 b 2 — 2 d ^ c — 2 Л Ь  с + А: = 0 ; 

b ir vienības vektors, b2=\: 
t2 + 2 (d • b — b • c) t + d 2 — 2 d • с + k = 0, 

* 2 + 2 b  ( d — c)t + F(d) = 0 (1) 

No tā seko divi parametra vērtības tx un t2, kuras var būt: 1) reālas 
dažādas, kad taisne tiešām iet cauri lodei divi dažādos punktos, 2) reālas 
vienādas, kad taisne pieskaras lodei (sastop lodi divi kopā saplūdušos 
punktos), un 3) nereālas dažādas, kad taisne lodi nemaz nesastop. Kurš 
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no šiem gadījumiem ir spēkā, to izšķir kvadrātnolīdzinājuma (1) d i s k r i -
m i n a n t s : 

5 = { b . ( d - c ) } 2 - F ( d ) (2) 
Ja 

8 > 0 2 dažādi reāli punkti, 
5 = 0 punkti kopā, 
S < 0 punkti nereāli. 

No (1) seko : 

t = — b « ( d — c ) ± j / T ( d i v i vērtības tx un t 2 ) . 

Neatkarīgi no tā, vai tx un t2 ir reāli vai nereāli, to reizinājums 
t 1 - t 2 = F(d) = d2 — 26-c + k (3) 

tx un t2 apzīmē, cik reizes jāņem vienības vektors b, lai no punkta D (d) 
nokļūtu uz lodes virsmas, tātad: 

t^DP,, t 2 = DP,, 

(garumi no D līdz lodei, pozitīvi b virzienā). Tātad: 

DP,- DP2 = F(d). (4) 

Izteiksme F(d) nav atkarīga no b, sk. (3). Tā paliek tāda pati, 
ja mainām b virzienu. Mainīsim virzienu pamazitiņām, liekot punktiem Px 

un P2 tuvoties. Gala stāvoklī DPX — DP2 = DP (pieskares garums). Tad 

F(d) — DP2 = p i e s k a r e s g a r u m a k v a d r ā t s . 

3. Pieskaru plakne. Uzdots ar vektoru d punkts D uz lodes virsmas 
un lodes nolīdzinājums: 

F ( r ) = r 2 — 2 r - c + £ = 0. (1) 

Vilkt plakni, kas uzdotā punktā pieskaras lodei. 
Tā kā punkts D ir uz lodes, tā vietas vektors d der lodes nolīdzi-

nājumā: 

/ 7 (d) = d 2 — 2 d - c + ^ = 0. 

Caur D velkam taisni virzienā b ( 6 = l ) : 

r = d + * b , 

un meklējam tās krustpunktus ar lodi: 
(d + * b ) 2 — 2 (d + 1 b ) . c + k = 0, 

J 2 + 2 b « ( d — c)£ + d 2 — 2 d - c + A = 0, 
vai arī, ievērojot to, ka konstantais loceklis F(d) = 0 : 

* 2 + 2 b - ( d — c ) r = 0. 
No tā seko: 

^ = 0, t2 = — 2 b - ( d — c) . 
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tx atbilst punktam D, /2 — punktam D\ tie ir sekantes garumi no 
punkta līdz lodei. Bet tā kā punkts izvēlēts uz lodes, viens atstatums 
neizbēgami ir nulle. Mēs gribam, lai DD' būtu pieskare, tātad, arī otrai 
saknei jāizzūd, punktiem D un D' jāsaiet kopā, jābūt /, = 0, tātad: 

b • (d — c) = 0 (2) 

kas izteic to, ka pieskares virziens b ir statenisks pret rādiusu CD = d — c. 
J a vienības vektors b šo noteikumu izpilda, nolīdzinājums 

r = d + tb (3) 
parametriem t un b mainoties, izteic v i s a s pieskares punktā D, t. i. p i e 
s k a r u p l a k n i . 

Lai atbrīvotos no parametriem, pareizinām iepriekšējo nolīdzinājumu 
skalāri ar d — c, seko: 

r • (d — c) = d • (d — c) + t b • (d — c) , 
r • (d — c) = d • (d — c) (4) 

Nolīdzinājums izteic plakni, kas stateniska pret vektoru d — c = CD un 
iet caur punktu D(OD = d). Patiešām, ieliekot nolīdzinājumā r vietā d, 
dabūjam identitāti, tātad, D pieder plaknei. 

T ā t a d : 
J a C i r l o d e s c e n t r s (OC = c) un D i r k ā d s t ā s p u n k t s (OD = 

= d), p i e s k a r u p l a k n e i p u n k t ā D i r n o l ī d z i n ā j u m s 
r - ( d — c) = d - ( d — c) (4) 

Uzdevums I. 

U z d o t a l o d e / 7 (r ) = r 2 — 2 r - c + A = 0 un p l a k n e r « n = ^. K ā 
d a m n o t e i k u m a m j ā b ū t i z p i l d ī t a m , l a i p l a k n e p i e s k a r t o s 
l o d e i ? 

N o t e i k u m s : a t s t a t u m a m n o l o d e s c e n t r a l ī d z p l a k n e i l i e 
l u m a z i ņ ā j ā b ū t v i e n ā d a m ar l o d e s r ā d i u s u . 

OC+ CM + MN= ŌN= ^ 
n n 

kur CM un ON ir stateņi līdz plaknei; tātad: 

n n-

Tā kā /VJA/ln, tad AfA/«n = 0, tāpēc iepriekšējo nolīdzinājumu rei
zinām skalāri ar n : 

X * n 
c - n + - n - n + MN • n =• --„ n • n, 

n n£ 

. - i A ^ — c • n c • n + nx = g, tātad x = . 
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Jābūt 

— = ± a, (a ir rādiuss), 

(5) 

Uzdevums II: 
U z d o t a s d i v i l o d e s : 

r 2 _ 2 r - c + A = 0 , 
r 2 — 2 r - c 1 + £ 1 = 0, 

k a d t ā s š ķ e l v i e n a o t r u s t a t e n i s k i ? 
Savienojot kādu abām lodēm kopīgu punktu A ar centriem C un Clt 

dabūjam taisnleņķīgu trijstūri, kam katetes ir rādiusi a un a , : 

ČC{ = di + a\=(ČCļ)\ 
( C l - c ) 2 = c 2 + a?. 

Paceļam skalāri kvadrātā un ievērojam to, ka 
k = <? — a 2 , kx = c\ — a\; 

tad seko statenlbas noteikums: 

C i - c = ^ - J (6) 

4 . Polārā plakne. Uz lodes, kas uzdota ar nolīdzinājumu 
r 2 — 2 r - c + A = 0, 

ņemsim punktu D(OD = ā). Tātad 
d 2 — 2 d - c + A = 0 (1) 

Caur punktu D vilksim pieskaru plakni; tā ir stateniska pret CD = d — c : 
r - ( d — c ) = d - ( d — c ) (2) 

Attiecīgi izvēlot punktu D, var sasniegt to, ka pieskaru plakne iet 
caur H(OH=h), punkta vektors h tad der nolīdzinājumā (2 ) : 

h • (d — c) = d • (d — c) (3) 
No (1) seko, ka 

tātad 

Pārkārtojot: 

d • (d — c) = d • c — k, 

h • (d — c ) = d • c — k. 

h « d — h « c = d « c — k, 
d « ( h — c) = h « c — k . (4) 

Visi pieskaršanās punktu vietas vektori d atbilst šim nolīdzinājumam: 
r - ( h - c ) = h . c — k (5) 

kurš izteic p l a k n i . Visi pieskaršanās punkti ir šinī plaknē, kuru sauc par 
p o l ā r o p l a k n i , kas atbilst punktam H, pēdējo sauc par tās p o l u . No 
(5) redzams, ka polārā plakne ir stateniska pret taisni, kas savieno polu ar 
lodes centru. 
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Ja vietas vektoru iesākumu novieto polā, seko (h = 0 ) no (5) polārās 
plaknes nolīdzinājums: 

r • c = k . (6) 

U z d e v u m s . 

U z d o t a l o d e s v i r s m a r 2 — 2 r  c  r  k = 0 u n i e s ā k u m a p u n k t a p o l ā r a 
p l a k n e r  c = *. P i e r a d ī t , ka c a u r i e s ā k u m a p u n k t u v i l k t u t a i s n i l o d e s 
v i r s m a u n p o l ā r a p l a k n e s a d a l a h a r m o n i s k i . 

Apzīmēsim Iesākuma (references) punktu ar O, A, B un P lai ir punkti, kur virziena 
b caur O vilkta taisne sastop lodi un polāro plakni. 

Jāpierada, ka 

OA OB_ . AP__BP 
AP BP~ ' v a i OA~ OB- { ' 

Ja taisne uzdota ar vienības vektoru b, tad OP=ttb, OA=tjo, OB=t3b; tātad: 

ā P = ^ , Ō4 = ^2, ŌB = f s . (2) 
No tā seko: 

ĀP = ŌP—ŌA = t1 — t2, 
(3) 

BP= OP— OB=t1 — t3. ' 
Vērtības (2) un (3) Ievietojam ( 1 ) : 

f i — ^2 ¿ 1 ¿ 3 

tļ t3 

no ta seko 

T + 7 = T •<«> 
l2 * 3

 ll 
Tas jāpierada. 

Lai atrastu parametru f,, taisnes nolīdzinājums r = rb jāatrisina kopa ar polārplaknes 
nolidzinajumu r-c = k: 

tjb • C = k, 
tātad: 

'• = b4c <5> 
Lai atrastu t2 un ta, taisnes nolīdzinājums T = tb jāatrisina kopa ar lodes nolīdzinājumu 

r 8 — 2 r - c + * = 0 : 
(tbf — 2 l b - c + £ = 0. 

Jāievēro, ka b=l: 

No ta redzams, ka 

No 5 un 6 seko: 

r 2 — 2/b • c + k = 0. 

/ 2 . / s = A, * a + r 3 = 2 b . c . . ( 6 ) 

1 1 U+t3 2b • c 2 
tļ t3 tļ • t3 k ti 

ko vajadzēja pieradīt. 
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5. Diametrālā plakne. Apskatām taisni r = d + tb kopa ar lodes 
virsmu: r a — 2r -c + k = 0. 

M e k l ē s i m parametra vērtības krustpunktos: 

(d + tb)2 — 2 (d + tb) • c + k = 0. 
Tā kā 6 = 1, tad 

P — 2 ( d - b — b - c ) * + (d a — 2 d - c + A) = 0. 

Abas t vērtības ir vienāda lieluma, bet atšķiras ar savām zīmēm, ja 
iepriekšējā nolīdzinājumā izzūd vidējais loceklis, t. i. ja 

d - b — b - c = 0. (1) 

Šinī gadījumā punkts D(OD = d) dala uz pusēm lodes chordu. J o , tā kā 
b= 1, tad: 

tx = D p i ( t2 = DP2, t1 + t2 = DP1 + D P a = 0, DPļ = — DP2. 

Tātad, p u n k t i D, k u r u v i e t a s v e k t o r i d i z p i l d a n o t e i 
k u m u (1) , c a u r t i e m ( v i r z i e n ā b) v i l k t u c h o r d u d a l a u z 
p u s ē m . Visu šo punktu ģeometriskā vieta ir plakne, kuras nolldzinājums 
seko no (1) , liekot tur d vietā mainīgu vektoru r : 

r - b — b - c = 0 . ( 2 ) 
( d i a m e t r ā l ā p l a k n e ) . 

No (2) redzams, ka diametrālā plakne ir stateniska pret b, tātad pret 
chordu virzienu. Tālāk (2) pārvēršas identitātē, ja pieņem r = c, t. i. ja 
diametrālā plakne ir vilkta caur centru. 



V. 

Trīs un vairāk vektoru reizinājumi. 

1. Trīskārtīgais jauktais vektoru reizinājums 

a • [b X c]. 

Tāda izteiksme apzīmē, ka papriekš jāpareizina vektoriāli b ar c ; iznā
kums ir kāds vektors, kas vēlāk jāpareizina skalāri ar a. Darbība, kas uz
rakstīta iekavu iekšā, jāizdara papriekš, bet iekavas nav nepieciešamas izteik
smes saprašanai. Ja , atmetot iekavas, raksta a • b X c> neizce|as darbību 
izpratnē neskaidrība. Mēģinot uztvert uzrakstīto, kā ( a « b ) X c > tūliņ redzam, 
ka tāda uztvere neiespējama, jo pareizināt vektoru c vektoriāli var tikai ar 
vektoru, bet a • b ir skalārs. 

J a u k t a i s v e k t o r u r e i z i n ā j u m s a - [ b X c ] ir s k a i t l i s , k u r š 
ģ e o m e t r i s k i a p z ī m ē n o v e k t o r i e m a, b, c k o n s t r u ē t a p a -
r a l l ē l e p i p e d a t i l p u m u , k a s ņ e m t s a r + z ī m i , j a a, b, c v e i d o 
l a b ā s r o k a s t r i e d r u , b e t a r — z ī m i , j a — k r e i s ā s . 

Pieņemsim, ka uzdoti trīs nekoplānāri vektori a, b, c ; ja tos konstruē 
no viena punkta, tie nenovietojas vienā plaknē, bet veido, teiksim, l a b ā s 
rokas triedru. 

C, Saskaņā ar definīciju b X c = 
Acsin (b, c) e, kur e vienības 
vektors, kas statenisks pret paral-
lēlepipeda plaknēm OBAļC un 

a 

,Q OļBļACļ-, ja a, b, c veido labas 
' rokas triedru, vektors e virzīts uz 

to pašu pusi no plaknes OBAxC 
kā a; leņķis starp a un e šinī ga
dījumā ir šaurs. Koeficients, kas 
vektoram e ir klāt, bc sin (b, c) 
- laukumam OBA1C = L: 0 Ķj8 

b X c = Lt. 

\ Šis iznākums ar a skalāri 

H"""R 
Att. 25. 

C, 
jāpareizina: 

a • [b X c] = Lt • a. 
J a kādu vektoru pareizina 

skalāri ar vienības vektoru, dabū 
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26. att. 

vektora projekciju uz vienības 
vektora virzienu, tā tad: e - a = 
a cos 6 = OH. Tas nav nekas cits, 
kā parallēlepipeda augstums, ja 
pamats ir OBAxC, bet galīgais iz
nākums ir parallēlepipeda til
pums T: 

a - [ b X c ] = L .OH=T. (1) 
Lai dabūtu kreisās rokas trie-

dru, pietiek pārmainīt viena vek
tora virzienu pret pretēju. Ņem
sim a uz pretējo pusi. Tāpat kā 
iepriekš: 

b X c = U, 
un ar to skalāri jāpareizina a: 

a • b X c = Lt • a. 
Tā kā vektori a, b, c veido 

kreisās rokas triedru, vektori a 
un e ir plaknei OBAxC pretējās 
pusēs un veido savā starpā platu leņķi 6 = TC — S v Tātad, e • a = a cos 6 = 
= a c o s ( 7 c — B ļ ) = — a c o s 0 1 = — OH. Lieluma ziņā tas arī šoreiz ir paral
lēlepipeda augstums, bet tas ir ņemts ar negatīvu zīmi: 

a - b X c = £ . (— ŌH) = — T (2) 

J a kādā izteiksmē, kas satur burtus a, b, c, izdara burtu apmaiņu, a 
vietā liekot b, b vietā liekot c, c vietā liekot a, tad to sauc par c i k l i s k u 
apmaiņu. 

Vektoru trijotnes a, b, c ; b, c, a; c, a, b izceļas burtus cikliski ap
mainot. Tās visas veido vienvārdīgus triedrus, jo pēdējie visi ir vienas tās 
pašas (labās vai kreisās) rokas. Tas tāpēc, ka vektori neatšķiras ar savu 
savstarpējo stāvokli triedros, bet tikai ar triedru novietojumu telpā. Attiecīgi 
pagriežot ikvienu triedru var savietot ar pārējiem. 

N o tā s e k o , ka t r ī s k ā r t ī g ā j a u k t ā v e k t o r u r e i z i n ā j u m a v ē r 
t ī b a n e m a i n ā s , j a v e k t o r u s c i k l i s k i a p m a i n a . 

a • (b X c) = b • (c X a) = c • (a X b). (2) 

Patiešām, ikviens reizinājums lielumā ir vienāds ar vektoru veidotā 
parallēlepipeda tilpumu, kas visiem reizinājumiem kopīgs, tāpēc ka visos 
ir tie paši vektori. Šie tilpumi bez tam jāņem ar vienu to pašu zīmi, jo rei
zinājumu izteiksmēs vektori apmainās cikliski; vektoru veidotie triedri ir vien-
vārdīgi, tāpēc tilpumi jāņem ar vienu to pašu zīmi. 
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Saskaņā ar skalārā reizinājuma īpašībām, tādā reizinājuma drīkst ap
mainīt savā starpā reizinātājus; augšējie reizinājumi ( 2 ) neatšķiras no šādiem: 

( b X c ) - a = ( c X a ) - b = ( a X b ) - c . ( 2 ' ) 

Salīdzinot ( 2 ) ar ( 2 ' ) , redzam, ka : 

a . ( b X c ) = ( a X b ) - c . 
b - ( c X a ) = ( b X c ) - a . (3) 
c - ( a X b ) = ( c X a ) . b . 

Tātad 

T r ī s k ā r t ī g ā j a u k t ā v e k t o r u r e i z i n ā j u m ā d r ī k s t a p m a i n ī t 
s a v ā s t a r p ā p u n k t u un k r u s t i ņ u ( s k a l ā r o r e i z i n ā š a n u p r e t vek
t o r i ā l o ) , a t s t ā j o t s a v ā s v i e t ā s v e k t o r u n o s a u k u m u s . 

Divi jauktie reizinājumi, kas atšķiras ar vektoru ciklisko kārtību, ir 
p r e t ē j i v i e n ā d i , piemēram: 

a • (b X c) = — b • (a X c) , 
tāpēc ka saskaņā ar augšā konstatētām jauktā reizinājuma īpašībām: 

a - ( b X c ) = ( b X c ) - a = b . ( c X a ) = - b - ( a X c ) , 
ievērojot to, ka c X a = — (a X c). 

S a ņ e m o t k o p ā s a c ī t o : 

a . ( b X c ) = ( b X c ) - a = - ( c X b ) - a = - a - ( c X b ) = 
= b . ( c X a ) = ( c X a ) - b = - ( a X c ) - b = - b . ( a X c ) = (4) 
= c • (a X b) = (a X b) • c = — (b X a) • c = — c • (b X a) = e T, 

k u r e = + 1, a t k a r ī b ā n o t ā , k ā d u t r i e d r u v e i d o a, b, c. 

Šīs vienādības Hevisaids (Heaviside) sauc par p a r a l l ē l e p i p e d a 
l i k u m u . Parasts to apzīmēt arī par a p m a i ņ a s t e o r ē m u (Vertau-
schungssatz). 

V ā r d o s : 

T r ī s k ā r t ī g a i s j a u k t a i s r e i z i n ā j u m s n e m a i n ā s , j a p ā r m i j 
s a v ā s t a r p ā p u n k t u ar k r u s t u , v a i a p m a i n a c i k l i s k ā k ā r t ī b ā 
v e k t o r u s , b e t tā z ī m e m a i n ā s , j a m a i n a v e k t o r u c i k l i s k o 
k a r t ī b u . 

Sākumā mēs minējām, ka iekavas rakstīšana jauktā reizinājumā nav 
nepieciešama. Tagad zinām, ka darbību apzīmējumus (punktu un krustu) 
drīkst rakstīt tādā kārtībā, kā vēlas. Noteic vektoru cikliskā kārtība. Ievēro
jot šis īpašības, trīskārtīgā jauktā vektoru reizinājuma apzīmēšanai lieto 
īpašu simbolu, rakstot iekavās vektoru nosaukumus to cikliskā kārtībā. 
Formulas (4) var pārrakstīt: 

[abc] = — [acb] = eT . (Grassmann) (5) 
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Trīs nekoplanāri vektori a, b, c (labās rokas pirkstu sakārtojumā) veido 
parallēlepipedu, kura tilpums 

T = [abc], . (6) 
vai arī tetraedru, kura tilpums 

T 0 = ļ [ a b c ] . (7) 

Vektorus a, b, c var aizvietot ar vienības vektoru vairojumiem: 
a = a e ļ , b = £ e 2 , c = c e 3 . Tad seko tetraedra tilpums 

1 (7') T0 = ^abc [ex ea e8] 

Trīskārtīgo reizinājumu [eļ e 2 e9] S t a u d t ' s sauc par s t ū r a s i n u 
(Eckensinus). Apzīmējumu attaisno (7') līdzība ar plaknes trīsstūra formulu 

F = Ļ ab sin C. 

Uzdevums. 
1, j , k apzīmē vienības vektorus, kas noteic ortogonālu labās rokas 

sistēmu. Atrast [ijk], [ikj]. 
[Uk] = i - ( J X k ) = | . 1 = 1 ; 

turpretim: 
(Ikj) = i - (k X J) = 1 - ( — 1) = — 1-

Visas trīskārtīgā jauktā vektoru reizinājuma īpašības var pierādīt a n a 
l i t i s k i , izteicot vektorus to komponentēs. 

Pieņemsim, attiecībā pret labās rokas sistēmu 1, j , k, ka 
a = at 1 + Ca j + a 8 k, 
b = 6 1 l + 6 2 j - T - 6 a k , 
c = c t i + r 2 j + c 3 k. 

Vektoriālais reizinājums: 
1 j k 

b X c = 

tātad: 

*i b2 f 3 b, 
C2 CS 

a - ( b X c ) = («!! + f l j + fl,k)-
1 j k 

b2 b3 

Co Ca 

ax c 2 a3 

bi b2 b3 (8) a - ( b X c ) = 
Cl C2 C3 

Tā ir pazīstama formula parallēlepipeda tilpuma aprēķināšanai, kam 
viens stūris ir koordinātu iesākumā. 

Parallēlepipeda likums izteic to faktu, ka determinanta vērtība nemainās, 
ja tā rindas apmaina cikliskā kārtībā, bet atkāpšanās no cikliskās kārtības 
līdzvērtīga zīmes pārmaiņai. Izejot no šīm īpašībām, var pierādīt visas 
formulas (4). 
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Pierādīsim ar determinantu palīdzību, ka drīkst apmainīt savā starpā 
punktu ar krustu. Jāatrod (a X b) • c = ? 

a X b = 
ax a2 as 

bx b2 bs 

i j k 
flļ a2 a3 

( a X b ) - c = bx b2 b3 

i j k 
Pietiek pareizināt trešo rindu: 

( a X b ) - - c = 

• (cxi+c2ļ + c3k). 

ax 

Ci 

a2 a3 

bļ b3 
(8') 

Salīdzinot (8) ar (8') redzam, ka 

a - ( b X c ) = ( a X b ) 
kas bij jāpierāda. 

L i e t ā j o t G r a s m a ņ a s i m b o l u , r a k s t a : 

c, 

[ a b c ] = 

Teorema. 

ax a2 a3 

bx b2 b3 

Cl Ca 

(9) 

N e p i e c i e š a m a i s un p i e t i e k a m a i s n o t e i k u m s t a m , l a i t r ī s 
v e k t o r i a, b, c b ū t u k o p l a n ā r i , i r t a s , ka to t r ī s k ā r t ī g a i s j a u k 
t a i s r e i z i n ā j u m s [abc] = 0. 

N o t e i k u m s ir n e p i e c i e š a m s : nevar gadīties tā, ka vektori ir ko
planāri, bet to reizinājums [a b c] =ļ= 0. Ja uzdots, ka trīs vektori a, b, c 
ir koplanāri, no tā seko, ka katrā ziņā [a b c] = 0 . 

Apskatīsim papriekš vispārīgo gadījumu: neviens no uzdotiem vekto
riem nav nulle, nav ari starp tiem kolīneāru. Dots, ka vektori koplanāri, 
t. i. parallēli kopīgai plaknei, tā ka, konstruējot tos no kopīga iesākuma, 
tie novietojas kopīgā plaknē. Parallēlepipeds, ko tie veido, šinī gadījumā 
izvēršas plakanā figūrā, kuras tilpums ir nulle, tā tad [ a b c ] = 0 . 

C i t ā d i : uzdots, ka a, b, c — koplanāri, jāpierāda, ka [abc] = 0. 
Apzīmējot vektoriālo reizinājumu b X c = v » v a r rakstīt: 

[a b c] = a • (b X c) = a * v. 

Vektors v = b X c statenisks pret plakni, ko noteic vektori b un c, tā 
tad, statenisks pret ikvienu vektoru, kas ir šinī plaknē, ari pret a. Tā tad 
a 1 v, bet tādā gadījumā a • v = 0, t. i. [a b c] = a • v = 0 . 

īpašos gadījumos vektori var būt koplanāri tā, ka viens no tiem ir 
nulle, vai ari neviens nav nulle, bet kādi divi ir kolīneāri. Pierādījums ar 
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ģeometriskās interpretācijas palīdzību arī šinīs gadījumos paliek spēkā. 
Otrs pierādījums top vienkāršāks. J a a = 0, rakstām [a b c] = a • (b X c) = 0, 
tāpēc ka skalārais reizinājums ir nulle, ja viens faktors ir nulle. J a a ir 
kolīnears b, rakstām: [a b c] = (a X b) • c = 0 • c = 0 ; jo kolīneāru vektoru 
vektoriālais reizinājums ir nulle. 

N o t e i k u m s ir p i e t i e k a m s : ja par trīs vektoriem a, b, c zināms, 
ka [a b c] = 0, no tā seko, ka tie ir koplanāri. J a kāds no tiem ir nulle, 
vektori ir koplanāri; tāpat tas skaidrs, ja divi vektori kolīneāri. Atliek 
vispārīgais gadījums: trīs vektori a, b, c kas neviens nav nulle, kā ari 
neviens pāris nav kolīneāri, ir tādi, ka [ a b c ] = 0 ; pierādīt, ka tie ir kopla
nāri. Rakstām: 

[a b c] = (a X b) • c = v • c. 
Tā kā vektori a, b nav ne nulles, ne arī kolīneāri, to vektoriālais reizi

nājums a X b = v (v =ļ= 0 ) ; tāpat c 4= 0- Divu neizzūdošu vektoru skalārais 
reizinājums var būt nulle tikai tā un ne citādi, ka tie ir stateniski viens 
pret otru. No tā, ka 

[a b c] = v • c = 0, 
seko, ka v 1 c. Bez tam v = a X b, tātad v 1 a, v 1 b. Kā redzam, v 
statenisks reizē pret a, b, c, t. i. pēdējie vektori ir koplanāri. 

Sec inā jums I. 
J a t r ī s k ā r t ī g ā j a u k t ā v e k t o r u r e i z i n ā j u m ā d i v i f a k t o r i ir 

v i e n ā d i , r e i z i n ā j u m s i r v i e n ā d s ar n u l l i . 
Piemēram: 

[ a b b ] = a - [ b X b ] = 0. 
Citādi: ū ļ a2 a , 

[ a b b ] = bx b2 b3 = 0 . 
bļ b2 b3 

Secinājums II. 
J a t r ī s k ā r t ī g ā j a u k t ā v e k t o r u r e i z i n ā j u m ā f a k t o r i e m ir 

s k a l ā r i k o e f i c i e n t i , t o s v a r r a k s t ī t r e i z i n ā j u m a m p r i e k š ā . 
Piemēram: 

[(ma) (nb) (pc)] = m&' (nbXpc) = mnp{a • (b X c ) } = m n p [ a b c ] . 
Cits piemērs: 

[ a b c ] = a 6 c | j ^ y j = a 6 c [ e 1 e 2 e 3 ] . 
Vispārīgāk, pieņemsim, ka e 1 } e 2 , e 3 ir trīs nekoplanāri vienības vek

tori. Ikvienu vektoru var salikt komponentēs šinīs trīs virzienos. Pieņem
sim, ka 

a = O i e x + a 2 e 2 + a 3 e 9 , 
b = 6 1 e 1 + 6 2 e 2 + ba e 3 , 
c = Ci e x + c2 e 2 + c% e 3 . 
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Vektoriālais reizinājums: 

b X c = ( 6 a c3.— ba e j (e„ X e 3) — (A c3 — b9 c¿ (e 3 X ei) + 
+ (b1c3 — V O í e i X e a ) , 

e 2 X e 3 egXe! e ^ e a 
b X c = h 6 2 b3 

Ci Cļ c3 

Tas jāpareizina skalāri ar a = ax ej + a a e 2 + a„ e 3. Ar šo summu jāpa
reizina skalāri visi elementi determinenta pirmā rindā: 

a - ( e 2 X e 8 ) = (aiei + a2e9 + a 8 e ! 1 ) - (e,,Xe 8 ) = a x d • ( e 2 X e 9 ) , 
ievērojot to, ka trīskārtīgais reizinājums, kam divi faktori ir vienādi, izzūd. 
Tātad: 

a • (e a X e8) = «i e x • (e a X e9), 
a • (e 3 X ei) = a a e a • (e 8 X e j , 
a - ( e 1 X e a ) = a 3 e 3 - ( e ^ e a ) . 

Trīskārtīgie reizinājumi labā pusē ir vienādi: 

fli o 2 a.3 

bx 6 a b3 a - ( b X c ) = 

[abc] = 

Uzdevums 1. 

Zinot, ka 

a t r a s t x, y, z. 

c i ci C3 

aY fl2 a 3 

bi bļ b3 

cx c<ļ c3 

ei- ( e a X e 9 ) . 

[eie 2 e 9 ] 

d = xa +yb + zc 

(9') 

(N) 

Ja a, b, c ir nekoplanārl vektori, kas veido trledru, I k v i e n u ceturto var tikai vienā 
veida salikt komponentes parejo vektoru virzienos. Skaitļi x, y, z ir pilnīgi noteikti, tie 
derīgi komponentu izteikšanai vektoros a, b, c. 

Nolldzlnājumu 
d = x a + yb + z c 

pareizināsim skalāri ar b X c : 

d • (b X c) = x a • (b X c) +yb • (b X c) + zc • (b X c), 
[dbc] = x [ a b c ] + . y [bbc] + z[cbc], 

J C _ [ d b c ] 
[abc] 

(10) 

Līdzīga kārtā, pareizinot uzdoto nolldzlnājumu skalāri ar c X a un a X b : 

_ [ a d c ] 
y - [ a b c ] 

, _ [ a b c ] 
[abd] 

Formulas varēja izcelties tikai ar noteikumu, ka [ a b c ] 4 = 0 , t. i. ka vektori a, b, c nav 
koplanārl. Ja šis noteikums nav izpildīts, nolldzlnājums (N), vlspangl, nav iespējams. 

(īoo 
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Ja [a, b, c] = 0, vektori a, b, c Ir vai vienā plakne, vai uz vienas taisnes, vai visi 
ir nulles. Vajadzīgs, lai arī vektors d būtu tai paša plakne, uz tas pašas taisnes, vai 0, 
un tādā gadījuma atrisinājumu ir bezgala daudz. 

Ievedīsim vel formulās vektoru komponentes tr īs ortogonālos v i rz ienos , 
kas veido l a b i s rokas t r ledru 1, j , k: 

a = ūļl + a^\ + a 3 k , 
b = 6 1 l + 6 a j + 6 s k , 
c = c 1 l + c a J + c 8 k , 

No (N) seko: 

tātad: 

d1\ + d2}+d9k = x ( a j + a a j + a 9 k ) + 
+y(bli + 6 a j + b3k) 4 - z (cr 1 + c a j + c3k), 

xax +ybļ + zCļ = dlt 

xaļ+ybļ + zc2 = d2, 
xa3 +yb3 + zca = d3. 

Tātad: 

x = 

dt by Cl 
di b2 Cļ 
dļ b3 c3 

ax bx Ci 
<h b2 Cļ 
a3 b3 Ci 

y = 

<*1 di Cl 
<*ļ dļ c a 

<H d3 C3 

ax bi Cl 
a2 bļ Cļ 
a 3 b3 c3 

z -

( K r ā m e r a f o r m u l a s ) . 

Šis formulas mēs uzrakstījām, elimlnējot nezināmos lineāra algebriska nolldzlnājumu 
sistēmā. Var paradīt, ka tās seko tieši no (10) un (ICC). 

_ [ d b c ] _ ? 

x = [ a b c ] 

1 j k «i <h a3 

[ a b c ] = a - ( b X c ) = ( a 1 I + a a j + fl3k)« bi b3 
- bi bļ b3 

Ci Cļ c3 Cl c2 c3 

I j k di dļ dļ 
[dbc] = d - [ b X c ] = (dil + d 2 j + d 3 k ) . bi bļ b3 = bi h b3 

Ci Cļ c3 Ci Cļ c3 

Tātad: 

x = 
[ d b c ] _ 
[ a b c ] 

di <k dļ a-i ūļ a3 

bi bļ bļ bi bļ b3 

Cl Cļ Cļ Ci Ci c3 

UD t. t. 

Secinājums: 
4 nekoplanflrus vektorus sais ta identiska sakarība: 

[ a b c ] d — [bcd] a + [ c d a ] b — [dab] c = 0. OD 
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To var pārrakstīt šādi: 

[ d b c ] a + [ a d c ] b + [ a b d l c 

[ a b c ] [abc] [ a b c ] 
(11') 

[ a b c ] a = (12) 

Uzdevums 2 : 

P i e r a d ī t , ka a « a a * b a « c 

b >a b *b b >c 
c «a c «b c «c 

( G r a m a d e t e r m i n a n t s ) . 
Kā palīglīdzekli ņemam vektoru salikumu komponentes ortogonālas asis: 

a = Oļi + a a j + a 3 k , 
b = b1l + b2ļ + b3k, 
c = Cļ l + c2 j + c3 k. 

Saskaņa ar agrāk pieradīto: 

[abc] = 

Pacejot kvadrāta: 

a\ + aļ + a\ 

flļ a2 a3 

bi b2 bs 

[ a b c ] 2 

01 <*2
 fl3 

6 X ¿2 ¿3 fl2 ¿1 *1 
b2 c2 

bo Co 
ūļ bļ + a2 2̂ as b3 

dļ Cļ + <Z2 c 2 "T"
 fl3 ¿3 

O-ļ 6ļ + ā2b2 + #3 ¿9 #1 ^1 02C2 -\-  a3  C3 

b\ + b\ + b\ b l C l + b2c2 + b3c3 

b1c1 + b2c2 + b3c% c\ + cļ+c\ 
a • a a • b a • c 
b • a b • b b • c 
c • a c • b c • c 

Grama determlnantu dabū uzdevuma: a t r a s t p u n k t u , k a s k o p ī g s 3 p l a k n ē m : 

r • n x = qlt r • n 2 = q2, r • n 3 = q3, 
k u r ni, n 2, n 3 — n e k o p l a n ā r l v e k t o r i u n qx, q2, q3 — t r ī s u z d o t i s k a l ā r i . 

Jāatrod vektors r, kas derīgs visos trijos nolldzlnājumos. 
To var salikt komponentes vektoru r l t n 2, n 3 virzienos: 

r = xn1 +yn2 + zn3. 
Šo nolidzinājumu reizinām skalāri ar n t, n 2 > n a : 

xnt • riļ + y n 2 • nj + zrij • rjj = r • n x = q u 

xTiļ • n 2 + y n 2 «112 + zn3 • n 2 = r • n 2 = q2, 
i " xn1 • n 3 +yn2 • n 3 + zn3 • n 3 = r • n 3 = q3 

No šejienes seko eliminējot no 4 beidzamiem nolldzlnājumiemjr, y, z\ 

r ri j n 2 n 3 

qx riļ • riļ n 2 • n 2 r i j • n 3 

j 2 n 2 • riļ n 2 • n 2 n 2 » n 3 

q3 n 3 • Hj n 3 n 3 • n 3 

= 0. (13) 
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2. Trīs vektoru vektoriālais reizinājums. 

Apskatīsim reizinājumu a X ( b X < 0 - Tas nozīme, jāatrod b X c = v x 

un ar to vektoriāli jāpareizina a. Iznākumā dabūjam kādu vektoru 
V j = a X v , = a X ( b X c). Uz vektoriālā reizinājuma definīcijas pamata: 

Vi J _ b, v x _L c, Vļ J _ v a. 

tātad vektori b, c, v a ir koplanāri, jo tie ir stateniski pret vienu to pašu 
vektoru \ x . Pieņemsim, ka b un c nav kolīneāri; tad vektoru v 2 iespējams 
salikt komponentēs vektoru b un c virzienos: 

v 2 = x b + . y c , 
a X ( b X c ) = * b + j / c , (1) 

kur x, y — kādi skalāri. 

Līdzīgā kārtā var parādīt, ka : 
( a X b ) X c = «a + z-b, ( 2 ) 

kur u, v — kadi skalāri. 

Salīdzinot (1) ar (2) , redzam, ka, vispārīgi, to labās puses (tātad arī 
kreisās) nav vienādas: 

a X ( b X c ) + ( a X b ) X c , 
tātad i e k a v a s š i n ī g a d ī j u m ā n e d r ī k s t a t m e s t v a i p ā r 
v i e t o t . 

Uzdevums. 
A t r a s t v e k t o r a v k o m p o n e n t e s p a r a l l ē l i un s t a t e n i s k i 

v i r z i e n a m , k a s u z d o t s a r v i e n ī b a s v e k t o r u e. 

Nosauksim parallelo komponenti V« 
ar v l t statenisko — ar v 2, (vx || e, 
v 2 l e ) : 

v = Vi + v 2. 

Lai dabūtu vektora parallelās kom
ponentes algebrisko lielumu, jāreizina 
vektors skalāri ar virziena vienības 
vektoru: 

vx = e • v, tā tad: Vj = (e • v) e (3) 27. att. 

Stateniskās komponentes lielums v 2 = v sin 6 . Tāds pats lielums ir 
vektoram 

V 3 = e X v = v sin 6 k = va k, 
(k= 1), bet tas ir statenisks pret v 2. Pareizināsim vektoru v 3 vektoriāli ar e: 

v 3 X e = ( e X v ) X e = v 2 k X e = v 2. 
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Stateniskā komponente 
v a = ( e X v ) X e . (4) 

Tātad: 
S a l i e k o t v e k t o r u v k o m p o n e n t e s p a r a l l ē l i u n s t a t e 

n i s k i v i r z i e n a m e(e= \), d a b ū : 
p a r a l l ē l o k o m p o n e n t i v 1 = (e«v)e, (3) 
s t a t e n i s k o „ v a = ( e X v ) X e . (4) 

T o s u m m a i r u z d o t a i s v e k t o r s : 
v = (e-v)e + ( e X v ) X e , (5) 

J C b ' v = ( v e ) e - ( v X e ) X e . (5') 

Vektoru b saliksim komponentēs parallēli un stateniski virzienam e = — . 

Saskaņā ar (3) un (4) 
. / a , \ a a • b 
b L = b = a, 

1 \a Ja a • a 

N=(ixb)xļ=-fc^ 
Saskaitot: 

_b a + ( a X b ) X a 

tātad: 
a X ( a X b ) = ( a - b ) a — ( a - a ) b . (6) 

Līdzīgā kārtā, ja vektoru a saliekam komponentēs parallēli un stateniski 
. . b 

virzienam e = - r : 
o 

b X ( b X a ) = ( b - a ) b - ( b - b ) a . (6 ' ) 

Šī formula seko no (6) , ja tur apmaina a pret b. 

V i s p ā r ī g ā f o r m u l a t r ī s v e k t o r u v e k t o r i ā l ā r e i z i n ā 
j u m a i z v i r z ī š a n a i : 

a X ( b X c ) = ( a / c ) b - ( a - b ) c . (7) 

Pierādījums I. 

Pieņemsim, ka vektori b un c nav kolīneāri. Tādā gadījumā vektoru 
trijotne b, c un [b X c] i f nekoplanāri, kas veido triedru. Ikvienu vektoru, 
arī a, var salikt komponentēs trīs nekoplanāru vektoru virzienos: 

a = x b + . y c + z [ b X c ] , (8) 

kur x, y, z — skalāri. 

Nolldzinājumu (8) pareizinām vektoriāli ar [ b X c ļ : 

a X [ b X c ] = x b X [ b X c ] + > f c X [ b X c ] + z [ b X c ] X [ b X c ] , 
a X [ b X c ] = * { b X [ b X c ] } - . y { c X [ c X b ] } (9) 
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FigūTālo iekavu izteikšanai ir formula (6), no kuras izriet: 
b X [ b X c ] = (b- c)b — (b« b)c, 
c X [ c X b ] = ( c - b ) c - ( c - c)b, 

tātad: 
a X [ b X c ] = x { ( b . c ) b - ( b - b ) c } - j / { ( c b ) c - ( c - c)b}, 
a X [ b X c ] = Jc{(b- c)+y(c-c)}b-{x(b- b ) + j ; ( c . b)}c. (10) 

Lai atrastu x un y, pareizinām (8) skalāri ar b un c. Seko, ievērojot 
to, ka [ b X c ] - b = [ b X c ] « c = 0 : 

a - b = x(b- b)+y(c b), 
a • c = x (b • c) + y (c • c). 

Ievietojot formulā ( 1 0 ) : 
a X [ b X c ] = ( a - c ) b - ( a - b ) c (7) 

Pierādījums II. 

Mes jau noskaidrojam, ka a X (b X c) ir vektors, kas koplanars ar b un c, ta ka 

a X (b X c) = mb — nc. 

Tas ir statenisks pret a, tātad skalārais reizinājums ar a ir nulle: 

a X (b X c) • a = mb • a — nc • a = 0. 

Kreisa puse ir trīskārtīgais jauktais reizinājums, kam faktori vienādi: 

m n , 
a • c a • b 

tātad: 

a X ( b X c ) = A { ( a - c ) b - ( a . b ) c } . (11) 

Atliek vel pieradīt, ka A = 1. 

Pareizinām (11) skalāri ar b : 

a X ( b X c ) - b = £{(a- c)(b- b) — (a• b)(c- b)}. . (12) 
Kreisa puse drīkst apmainīt savā starpa punktu un pirmo krustiņu: 

a - ( b X c ) X b = - a - { b X ( b X c ) } = - a - { ( b . c ) b - ( b - b)c}. 

Vai ar i : 

a - ( b X c ) X b = (a- c)(b - b) — ( a - b)(b- c). (12') 

Formulas (12) un (12') kreisās puses ir vienādas, bet labas atšķiras ar faktoru * . Tā
tad k=\, ko vajadzēja pieradīt. 

Pierādījums III. 

Izteicam vektorus a, b, c komponentes ortogonālas asis, izvēlot b virzienu par 1 un 
novietojot j vektoru b, c plakne. TreJo vienības vektoru k konstruējam tā, lai 1, j , k būtu 
dlrektais (labas rokas) triedrs. 
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Uzdotie vektori: 
a = a 1 i + a 2 j + fl3k, 

b = bl, 

c = c 1 i + c a j . 
To reizinājumi: 

b X c = b\ X ( q l + c2j) = bc2\X j = bc2k; 

a X (b X c ) = ( a j + a 2 j + a 3 k ) X toļk = axbc2\ X k + a 2 f o 2 j X k = 

= — axbc2\ ^ūļbc^. 
No otras puses: 

( a * c ) b — ( a • b ) c = (axcx +a2c2)b\ — a x b (cxi + c2ļ) = a 2 b c 2 l — axbc2\. 

Salīdzinot, redzams: 

a X ( b X c ) = ( a - c ) b — ( a • b ) c . 

Pierādī jums IV. 

Izveļam patvajīgu labās rokas triedru i, j , k : 

a = a 1 l + a 2 j + a 3 k , 

b = 6 1 i + 6 a j + 6 3 k , 

c = c x \ + c 2 j + c 3 k . 

Jāatrod v = a X (b X c) = a X v 0 , kur v 0 = b X c . 

Vektoriālais reizinājums: 

l J k 

v 0 = b X c = bx b 2 b 3 

C-l Cn Ca 

v = a X v 0 = 

a X i a X J a X k 
b x b 2 b 3 

Vektora v komponentes lielums vienības vektora J ( / = l ) virzienā ir vienāds ar abu 
skalāro reizinājumu: 

a X l a X j a X k 
v x = v • i = bx b 2 b 3 • i ; 

šeit: 

Tātad: 

a X I • i = a - ( i X i ) = 0 , 

a X J • l = a - ( J X ¡ ) = - a - k , 

a X k - i = a - ( k X 0 = a - j . 

v x = 

0 — a • k a • j 

b x "2 

Cl 

b 3 

c 3 

• a • k = — (ax\ + a j + a 3 k ) • k = — a 3 , 

a • j = ( i i i + a-ú + « s k ) • j = a 2 . 
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Meklējamas komponentes lielums 

vx = 
0 

bņ bg 
Co c, 

Tātad 

un tāpat: 

Li «-2 fcs 
= CL3 {bxC3 — b3Cx) + ū2(bxC2 — *2^l) + M l A — «1*1^1 = 

= (a^! + + a3c3) bx — ipxcx + V a + V a ) C\-

seko 

vx = (a • C) Ax — (b • C) c x , 

Vy = (SL-C)b2 — (b«c)c a , 
z/z = (a«c) A3 — ( b « c ) < r 3 . 

Pareizinot nolīdzlnajumus pēc kārtas ar i, j , k un saskaitot, dabūjam: 

v = vxl + vy] + v2k = (a • c) (bxl + b2\ + bak) — (b • c) (c x l + c a j + 4>k), 
aX(bX. .c) = ( a - c ) b - ( b . c ) c . 

P i e r ā d ī j u m s V. 

a = ax 1 + a 2 j + fl3k, 
b = A 1 I - r - 6 2 j - r - & s k , 

c = q 1 + c2 j + c3 k. 
Veidojam vajadzīgos vektoriālos reizinājumus: 

i j k 
b X c = bx b2 b3 

Cl  C2  C3 

= (b2c3 — b3c2) i + (b3cx — bxc3)] + (bxc2 — V i ) k. 
Tālāk, uz ta paša likuma pamata: 

1 j k 
a X [ b X c ] = ax a2 a3 

b2c3— b3c2 b3cx — bxc3 bxc2— b2cx 

= l[a2 (bx c2 — V i ) — a3 ( V i — bxc3)] + 
+ j [o3 {b2c3 — b3c2) — ax [bxc2 — b2cx)] + 
+ k[a! (69^ — bxc3) — a2(b2c3 — b3c2)). 

No otras puses: 

(a -c)b — (a •b)c = fl1c1 + a2c2 + a3c3) (bx\ + b2\ + b3k) — 
— (flj b!+ a2b2 + a3 b3) [cx i + c2\ + c 3k) = 
= I [0-2*2 + a3c3) ¿1 — 0*2*2 + asb3) ej + 
+ j [ ( a ^ + a3c3) b2 — (axbx + a3b3) c2) + 

+ k [(ax cx + a2c2) b3 — (axbx + a2b2) c3]. 
Labās 'puses ir vienādas, tātad ari kreisās ir vienādas. 
No formulas 

a X [ b X c ] = ( a - c ) b — ( a - b ) c 

[ a X b ] X c = - c X [ a X b ] = c X [ b X a ] = ( c - a ) b - ( c - b ) a , 
[ a X b ] X c = ( a - c ) b - ( b . c ) a . 



98 Uzdevumi. 

Abi gadījumi pakļaujas kopīgai k ā r t u l a i : 
L a i p a r e i z i n ā t u t r ī s v e k t o r u s v e k t o r i ā l i , j ā p a r e i z i n a s k a l ā r i m a l ē 

j i e v e k t o r i ; d a b ū t a i s s k a i t l i s i r k o e f i c l e n t s p i e v i d ē j ā v e k t o r a . V i d ē 
j a i s v e k t o r s v i e n m ē r l r s t ū r a i n a j ā s i e k a v a s . T ā l ā k ņ e m o t r u v e k t o r u 
I e k a v ā s u n p a r e i z i n a a r p ā r ē j o v e k t o r u s k a l ā r o r e i z i n ā j u m u ; i z n ā k u m u 
a t s k a i t a a g r ā k d a b ū t a m . 

J ā i e v ē r o : 
1) iznākums ir lineāra Iekavas vektoru funkcija; 
2) koeficienti pie tiem vienmēr lr pārējo vektoru skalārie reizinājumi; 
3) skalārie reizinājumi jāņem viens ar + , otrs ar — ; 
4) ar -f- jāņem malējo vektoru skalārais reizinājums. 

Uzdevums I. 
P i e r ā d ī t k a 

a X [ b X c ] + b X [ c X a ] + c X [ a X b ] = 0 
Pamatformula: 

a X [ b X c ] = (a-
Apmainot burtus cikliski: 

b X [ c X a ] = (b 
c X [ a X b ] = (c 

(13) 

c)b — (a • b)c. 

a ) c - ( b 
b)a—(c 

c)a, 
a)b. 

Saskaitot dabū (13), jo laba puse summa sastāv no locekļiem, kas pāras pretēji vie
nādi. 

Uzdevums II. 
V e k t o r u u o r t o g o n ā l i p r o j i c ē u z s l ī p l e ņ ķ ī g ā m a s ī m Ox, Oy, Oz, kas 

u z d o t a s a r v i e n ī b a s v e k t o r i e m e^ e 9 . P r o j e k c i j u l i e l u m u I z t e i c u z d o t i 
s k a i t ļ i a, p, y- Atrast vektoru u. 

Pirmais paņēmiens: 
Vektora projekcijas lielumu dabū skalāri pareizinot vektoru ar virziena vienības vektoru: 

<x = u • e l f p = u • ea, f = u • e 3 . 
Jāatrod tadi x, y, z, lai būtu: 

u = xex +_ye 2 + z*a-
To reizinām skalāri pēc kārtas ar e 1 ? e a , e 3 : 

a = u • e1 = xe1 • e x +_ye a • e x + z e 3 • 
p = u - e 2 = x e 1 « e 2 4 - _ y e a « e a + z e 3 ' 
Y = u • e 3 = x eļ • e 3 + yt2 • e 3 + z e 3 

No (14) un (15) Izriet, ellminējot x, y, z: 

u e x e„ 

p c v e ! e 2 - e 2 Y e3 * e i e3«e2 

Ci, 
e 2 ) 

e9-

e 3 

ei - e 3 «2 * e 3 

e 3 - e . 

= 0. 

(14) 

(15) 

(16) 

Tātad: 

U = 
— 1 

ei 
e i - e ! 

e 3 - e ! 

e 2 

e i - e a 

e a - e 2 

e 3 - e a 

e 3 

ei • e 8 

e a • e 3 

e 3 • e 3 

(17) 
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Otrais paņēmiens. 
Meklēto vektora iedomājamies saliktu komponentes virzienos, ko noteic 

I = e 2 X e 3 , (I 1 pl. e 2, e 9) 
J = e 3 X e 1 , ( J l . e 9 , eO ( 1 8 ) 
K = e 1 X e 2 . ( K l . e x . e a ) 

I, J , K nav vienības vektori, tie lielumā ir triedra e,, e 2 , e 3 leņķu sinl un virzīti sta
teniski pret tā plaknēm. Veidojam: 

J x K = J X [ e ^ e j = (J • e 2) e x - (J • e j e a ; 
šeit: 

tātad: 

J • e 2 = [eaXeil • e 2 = [ex e 2 e8] = to, (19) 
J • ei = [eaXei] • e x = [e3 e r e j = 0, 

J X K = toe^ 
KXI = » e 2 , I ( 2 ° ) 
IXJ = w e a . 

Ja e „ e a , e 3 Ir dlrektais triedrs, [ e l t e 2 , e j = o> > 0, tad veidotie vektori Ir kollneārl 
ar e v e 2 , e 3 . Vel atrodam: 

I . [ J X K ] = e 2 X e 3 - w e 1 = u)2, 
[ I J K ] = to2. . ( 2 1 ) 

Jāatrod tādi X, Y, Z , lai būtu : 

u ^ A ' I + KJ + Z K . 
To pareizinām skalāri ar ( J X K ) : 

u - [ J X K J = A r I - [ J x K J (citi locek|i izzūd). 
Tātad : 

X = - , Y = K z = h ( 2 2 ) 
0) u) u) 

u = al + M + ŗ K ( 2 3 ) 

u) 

3. Vektoru dalīšana. 
Dalīšanu definē kā darbību, kas pretēja reizināšanai. Ja reizinājums 

un viens reizinātājs zināmi, bet otrs reizinātājs jāatrod, tā atrašanu sauc 
par dalīšanu. Tātad, j a n o l ī d z i n a j u m o s : 

v X a = b vai v «,a = s, 

v ir n e z i n ā m s , b e t p ā r ē j i e (a, b, s) i r z i n ā m i , n e z i n ā m ā vektora 
a t r a š a n u s a u c p a r vektoru dalīšanu. 

Vektoru reizināšana ir divējāda (skalārā un vektoriālā), atkarībā no tā 
jāizšķir arī divējādi dalīšanas uzdevumi. 

Uzdevums I. 

Z i n o t a un b, a t r a s t t ā d u v, ka v X a = b. 

Saskaņā ar vektoriālās reizināšanas definīciju b 1 a vai a • b = 0. Ja 
uzdotie vektori a un b šo noteikumu nepilda, uzdevumā ir pretruna: atrast 

7» 

http://Kl.ex.ea
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tādu v, kas prasību izpilda, nav iespējams. Tātad, lai uzdevums nebūtu 
pretrunīgs (un neiespējams), j ā b ū t p a p i l d u s i z p i l d ī t a m n o t e i k u m a m 
a ± b v a i a«b = 0. Tas ir n e p i e c i e š a m s noteikums uzdevuma atrisi
nāšanai un reizē arī p i e t i e k a m s . J a tas izpildīts, tādus vektorus v, kas 
atbilst uzdevuma prasībai, var atrast, turklāt atrisinājumu ir bezgala daudz. 

Z i n o t a un b (a-b = 0 ) , a t r a s t t ā d u v, ka v X a = b. 
īpašs atrisinājums ir vektors 

v 0, kas statenisks pret abiem 
uzdotiem a un b: 

v 0 = A [ a X b ] . 
Konstantai k jābūt tādai, ka 

v 0 derīgs reizināšanas formulā: 
v 0 X a = b, 

A [ a X b ] X a = b, 
tātad: 

/s{(a- a)b — (a- b) a} = b. 
Dots, ka a • b = 0, tāpēc: 

k (a • a) b = b, 
1 1 28. att. 

Viens atrisinājums ir : 

k = 
a . a 

a X b a X b 
V ° _ a • a _ 

(1) 

(2) 

Pieņemsim, ka ir vel kads cits atrisinājums v; tātad: 
v X a = b, 

v 0 X a = b. 
Atskaitot 

( v - v 0 ) X a = 0, 
tas nozīmē, ka vektors v — v 0 ir kolīneārs ar a. Vai arī : 

v — v 0 = Xa, 
kur X — patvaļīgs koeficients; tātad: 

v = v 0 + Xa 
Ievietojot formula (3) v„ izteiksmi (2) 

a X b 
v = + Xa 

(3) 

(3') 

Ģeometriski v apzīmē vietas vektorus taisnei, kas vilkta caur vektora 
v 0 gala punktu parallēli virzienam a. 

A t r i s i n ā j u m u ( 3 ' ) v a r d a b ū t t i e š i n o u z d o t ā n o l ī d z i n ā j u m a , 
r e i z i n o t to ( p r i e k š ā ) v e k t o r i ā l i a r a : 

v X a = b, 
a X ( v X a ) = a X b . 
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Kreiso pusi izvirzām: 

(a • a) v — (a • v) a = a X °f 
tātad: 

v = a X b + a ^ v 
a • a a • a 

v = - ^ - + Xa (X — patvaļīgs). 

3. • V /3. \ fl 
Loceklis Xa = a = ļ — • v J — ir vektora v komponente virziena a. 

Uzdevums II. 
Z i n o t v e k t o r u a un s k a l ā r u s, a t r a s t t ā d u v, ka v• a = s. 
Varam atrast, kā īpašu atrisinājumu, tādu vektoru v 0 , kas kolīneārs ar a. 

Tātad abi atšķiras lielākais ar kādu proporcionalitātes faktoru: 
v 0 = Xa. 

X atrod, ievietojot v 0 uzdotā nolīdzinājumā: 
Xa • a = s, 

Xa2 = s, 

s 
tātad: 

X = 
a2' 

īpašais atrisinājums: s 
v o — p a 

viegli pārliecināties, ka tas ir derīgs uzdotā reizināšanas sakarībā. Vai 

ir vēl kāds cits atrisinājums? Apzīmēsim to ar v : 
v • a = 5 , 

v 0 • a = s. 
Atskaitot dabū: 

(v — v 0 ) • a = 0. 
Tas nozīmē, ka v — v 0 ir vektors, kas statenisks pret a. Vai arī : 

v — v 0 ir plaknē, kas stateniska pret a. Ja ņem pilnīgi patvaļīgus divi vek
torus b un c, kas abi stateniski pret a, tos abus var novietot plaknē, kas 
stateniska pret a, tai pašā plaknē, kurā ir v — v 0 . Vektori b, c (abi 1 a) 
un v — v 0 ir koplanāri, tātad: 

v — v 0 = ab + pc, 
v = v 0 + a b + pc. 

Atbilde: s 

v = -sa + (ib + pc. 

Ģeometriski v apzīmē vietas vektorus plaknei, kas stateniska pret a un 
ir no iesākuma punkta O atstatumā OP = v0 = s/a, j o : 

0/"=(OP)2=(4āa) =• 



102 Getru motoru reizinājumi. 

Piemērs I: 

Apzīmēsim 

4. Četru vektoru reizinājumi 

[ a X b ] - [ c X d ] = 

c X d = m. 

a 
b 0 ) 

Tad mums ir triju vektoru a, b, m jauktais reizinājums, kurā drīkst 
apmainīt savā starpā punktu ar krustu: 

[ a X b ] - [ c X d ] = [ a X b ] - m = a - [ b X 4 
Iekavās beigās ir 3 vektoru vektoriālais reizinājums: 

[ b X m ] = b X [ c X d ] = (b- d)c — (b • c)d. 

Tas jāpareizina skalāri ar ā : 

a - [bXm] = (b- d)(a- c) — (b • c)(a- d), 
t. i. 

[ a X b ] - [ c X d ] = (b- d)(a- c) — (b • c)(a- d). 

Labo pusi var uzrakstīt determinanta veidā, tad seko formula (1). 
Sakarību, ko formula izteic, var iztulkot Dekarta koordinātās: 

pieņem 

a = a 1 i ' + a 2 j + a 3 k, b = bxl + b2\ + b3k, e = c1\ + c2l + cak, 
d = dxl + doļ + d3k. 

No (1) seko: 

\axCx +a2C2 +a3C3 + 02d2+ a3d3\ 
\bxcx + b2c2 + b3c3 bxdx + b2d2 + b3d3\' 

i j k i j k 
axa<ļ a3 • Cl C2 C9 
bx b2 b3 dxd2d3 

Kreisā pusē lr divu determinantu A i un A 2 reizinājums. 

¿ 1 = 
a2az 

b2 b3 

1 + 
a3 ax 

b3 bx 
j + 

ax a2 

bi b2 

¿ 2 = 
c2 c3 

a2d9 

i + 
c3 Cl 
d3dx 

i + 
Cl c2 

di d2 

k, 

k. 

Lai tos pareizinātu skalāri, jāpareizina koeficienti pie vienādiem vienības vektoriem un 
reizinājumi jāsaskaita; dabū identitāti: 

( a a 6 3 — c 3 b2) (c 2 a\, — c3 d2) + ( a 3 bx — ax b3) (c3 dx — cx d3) 
+ b2 — a2 bx) (cx d2 — c2 dx) = 

=(axcx + a2c2 + a3 c3) (bxdx + b2d2 + b3d3) — 
— (ax dx f a2 d2 + a3 d3) (bx cx + b2 c2 + b3 c3). 

īpašā gadījuma, ja 
a = c, b = d, 

seko: 
(ax b2 — a 2 bxf + ( a 2 b3 — a3 b2f +{a3bx — ax b3f = 

= ( a ? + aļ+ al) (bļ+ bļ+ b3
r)—(a1bx + a2b2+a3b3Y 

(2) 

(3) 
( L a g r a n ž a - E i l e r a i d e n t i t ā t e ) . 
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Piemērs II. 
[ a X b ] X [ c X d ] . 

Tas ir vektors, kas icoplanārs ar visiem 4 vektoriem a, b, c, d, tātad, 
kolineārs taisnei, pa kuru plakne (a,b) šķe] plakni (c, d). 

Patiešām, vektori a un b noteic plakni I; vektori d un c noteic plakni II. 
J a plaknes nav parallelas, tās krustojas pa taisni AB. Vektoriālie reizinājumi: 

a X b statenisks pret a un b (pl. I), 
c><d 

Vektors a X b, būdams state
nisks pret plakni I, ir statenisks 
pret ikvienu plaknes taisni, tātad 
ari pret AB. Vektors c X d ir sta
tenisks pret plakni II, tātad ari 
pret AB. Vektori [ a X b ] un [cXd] 
abi ir stateniski pret vienu to pašu 
taisni; tie ir koplanāri plaknei, 
kas stateniska pret šo kopīgo 
taisni AB. 

Otrādi var sacīt : vektori 
[aXb] un [ c X d ] noteic plakni, 
pret kuru taisne AB stateniska. 
Tāpēc šo vektoru vektoriālais 
reizinājums ir vektors, kas parallēls taisnei AB. 
ar a un b, kā arī ar c un d. 

A p z ī m ē s i m [ c X d ] ar m. 

Mums būs: 
[ a X b ] X [ c X d ] = [ a X b ] X m = (a-m)b —(b-m)a. 

Bet : 

a - m = a - ( c X d ) = [acd], b - m = b - ( c X d ) = [bcd]. 

Tātad: 

[ a X b ] X [ c X d ] = [acd]b—[bcd]a. 

A p z ī m ē s i m a X b ar n. 

Tad būs: 
[ a X b ] X [ c X d ] = n X [ c X d ] = ( n - d ) c — ( n - c ) d . 

Bet : 
n - d = ( a X b ) *d = [abd], n • c = ( a X b) • c = [ab c]. 

Tātad: 
[ a X b ] X [ c X d ] = [ a b d ] c - [ a b c ] d (4') 

29. att. 

To var izteikt lineāri tiklab 

(4) 
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Kārtula formulu uzrakstīšanai: 

Č e t r u v e k t o r u v e k t o r i ā l o r e i z i n ā j u m u [ a X b ] X ( c X d ] v a r 
i z v i r z ī t i z t e i k s m ē , k a s l i n e ā r i v e i d o t a n o v i e n u v a i o t r u 
i e k a v u v e k t o r i e m . K l ā t t i e m , kā k o e f i c i e n t i , i r p ā r ē j o v e k 
t o r u j a u k t i e r e i z i n ā j u m i , k a s j ā ņ e m a r p r e t ē j ā m z ī m ē m . Ar 
-ļ- j ā ņ e m t a s r e i z i n ā j u m s , k u r ā kā r e i z i n ā t ā j i i r m a l ē j i e v e k 
t o r i . R e i z i n ā t ā j u k ā r t ī b a i r t ā d a kā i z t e i k s m ē , k o i z v i r z a . 

Vienu un to pašu izteiksmi var uzrakstīt divi veidos (4) un (4') . Tas 
rāda, ka starp 4 vektoriem a, b, c, d ir spēkā identiska sakarība: 

[acd]b —[bcd]a = [abd]c —[abcjd, (5) 
ko tādā veidā ar augšējās kārtulas palīdzību var uzrakstīt. 

Pārnesot visus locekļus vienā pusē: 
[bcdļa —[acd]b + [abdjc —[abc]d = 0 (5') 

Rakstīsim d vietā r: 

[bcrja —[acr]b + [abrjc — [ a b c ] r = 0, 
tātad: 

^ ^ m b + ^ c (6) 
[abc] [abc] [abc] v ' 

Formula (6) derīga dota vektora salikšanai komponentēs trīs uzdotos 
virzienos. Tās pamatā ir pieņēmums, ka [abc]=(=0, t. i. ka vektori a, b, c 
nav koplanāri. 

5. Vektoru a, b, c apgriezta (reciproka) sistēma. 

Uzdoti 3 n e k o p l a n ā r i vektori a, b, c, tā ka jauktais trīskārtīgais 
reizinājums [abc]=ļ=0. Par uzdotajiem vektoriem piekārtoto r e c i p r o k o 
( a p g r i e z t o ) s i s t ē m u sauc vektorus: 

a > - b X ^ b ' - ^ C ' - a X b m 
a - [ a b c ] ' D - [ a b c ] ' c — [ a b c ] ' ' K ) 

Šo vektoru apzīmējumu par reciprokiem attaisno tas, ka skalārie reizi
nājumi: 

3 / _ a - b X c _ [ a b c ] 
a [ a b c ] — [ a b c ] - J* 

b . b , = b - c X a _ [ b c a ] 
[ a b c ] — [ a b c ] - ' 

r . f , _ c » a X b _ [ c a b ] _ 
L — [ abc] — [ a b c ] -
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Visi citi reizinājumi, kas veidoti no abu sistēmu vektoriem pa vienam 
no katras, ir nulles: 

a . b , _ a » c X a _ [ a c a ] _ Q 

a b - [abc] - [ a T ļ - ° * 

3 . r / _ a - a X b _ [ a a b ] _ Q 

[abc] ~~[abc] ' 

tāpēc ka skaitītājos ir jauktie reizinājumi, kur divi reizinātāji vienādi, bet 
tādi reizinājumi ir nulles. 

Uzdevums. 

S a l i k t v e k t o r u r k o m p o n e n t ē s t r ī s n e k o p l a n ā r u v e k t o r u 
a, b, c v i r z i e n o s . 

Pieņemam: r = xa +_yb + zc. Šo vienādību pareizinām skalāri ar 
b X c : 

r - b X c = x a - b X c , 
no kurienes seko: 

x = r - b X c = [ rbc ] 
a • b X c [a b c j ' 

Tādā pašā kārtā, reizinot ar c X a, a X b: 
[arc] [abr] 

y - [ a b c ] ' [abc]* K ) 

Tātad: 
r = ^ . + J " ^ b + [ ^ c (3) [abc] [abc] [abc] v ' 

Ievērojot reciproko vektoru definīciju, dabū no (2) un ( 2 ' ) : 
x — r • a', y — T • b', z = r • c ' , 

tātad (3) vietā: 
r = <j-3L')dL + (T-b')b + (r-c')c (4) 

(2) 

Reciprokās sistēmas ģeometriskais iztulkojums. — Formulās (1), kas 
definē reciproko sistēmu, saucējs ir skalārs, turklāt pozitīvs, pieņemot, ka 
a, b, c veido labās rokas (direkto) triedru. Šinī beidzamā gadījumā vektori 
a', b', c ' ir parallēli attiecīgiem vektoriem skaitītājos: 

a'||bXc, b ' | ļ c X a , C||aXb. 
Attiecībā pret parallēlepipeda plaknēm: 

a ' -Lpl . ( b , c ) , b ' l p l . ( c , a ) , c ' l p l . (a, b). 
Pietiek apskatīt kādu vienu reciprokās sistēmas vektoru, piem., c'. No 

c . c ' = 1 jeb cc' cos 6 3 = 1 seko 
1 1 
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Vektors c ' veido ar c šauru leņķi, jo cos Q3 — l:cc'> 0. Vektors c ' 
ir statenisks pret parallēlepipeda plakni OACļB un tā modulis ir inver
sais parallēlepipeda augstums pret šo plakni: 

c cos 0 3 = OH3 - h3. 

Teorēma. — T r ī s k ā r t ī g a i s j a u k 
t a i s r e i z i n ā j u m s , k a s v e i d o t s no 
a p g r i e z t ā s s i s t ē m a s v e k t o r i e m , ir 
v i e n l ī d z ī g s t i e š ā s s i s t ē m a s t r ī s 
k ā r t ī g ā j a u k t ā r e i z i n ā j u m a a p 
g r i e z t a i v ē r t ī b a i . 

Ievērojot apgrieztās sistēmas vektoru 
definīciju ( 1 ) : 

[a'b'c'] b X c c X a x a X b = 

30. att. 

[abc] [abc] [abc] 

_ ( b X c ) . Ķ c X a ) X ( a X b ) ] 
[abc]8 

Četru vektoru vektoriālais reizinā
jums stūrainajā iekavā skaitītājā 

(c X a) X (a X b) = 
= cab] a — [caa] b — [abc] a. 

Tātad: 

• « « i = ( b x a 
1 

[abc] 
. ( 5 ) 

Uzdevums. A t r a s t r e c i p r o k o s i s t ē m u v e k t o r i e m a', b ' , c' , 
k a s p a š i ir r e c i p r o k ā s i s t ē m a v e k t o r i e m a, b, c. 

Nosauksim vektoru a', b' , c ' apgrieztos par a", b " , c " Saskaņā ar ( 1 ) : 

b' X C _ [c X a] X [a X b] 
a = [abc] [a'b'c'] 

Skaitītājs jāizvirza vadoties no ( 4 ) : 

fc X a] X [a X b] = [cab] a — [caa] b = [abc] a. 

To ievērojot, pārliecināmies, ka a" = a, un tāpat arī b " = b, c " = c. 

J a v e k t o r i e m a, b, c r e c i p r o k ā s i s t ē m a i r a' , b', c ' , t a d 
o t r ā d i : v e k t o r i e m a', b\ c ' r e c i p r o k ā s i s t ē m a i r a, b , c. 
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Vingrinājumi. 

1 . U z r a k s t ī t n o l ī d z i n ā j u m u p l a k n e i c a u r 3 p u n k t i e m , k a s u z d o t i a 
v i e t a s v e k t o r i e m a, b, c 

Iesākuma punktu apzīmēsim ar O, dotos punktus ar A, B, C, mainīgo punktu plakne 
ar R; mainīgais vietas vektors OR = r. 

Vektori: 

BA = a— b, ČB = b — c, ČR=r—c 
ir koplanārl, tātad trīskārtīgais jauktais reizinājums 

[a — b, d —c, r—c] = 0 . 
Vai ar i : 

( r - c ) • [(a - b ) X (b - c)] = 0, ( r - c) • n = 0, 
kur 

n = ( a - b ) X ( b - c ) = [aXb] + [ b X c ] + [ c X a ] . 

Tā kā c • n = [a b c], tad seko, ka plaknes nolldzlnajums ir r • n = [a b c], j e b : 

r - { [ a X b ] + [bXc] + [ c X a ] } = [ a b c ] . 

2. U z r a k s t ī t n o l ī d z i n ā j u m u p l a k n e i c a u r 2 p u n k t i e m , k a s u z d o t i 
a r v i e t a s v e k t o r i e m a u n b; p l a k n e i j ā b ū t p a r a l l e l a i t a i s n e i , k u r a s v i r 
z i e n s d o t s a r v e k t o r u c . 

Meklējama plakne Ir parallēla vektoriem a — b un c, tātad tā ir stateniska pret vek
toru ( a — b ) X c Tas nolidzinājums i r : 

r . [ ( a - b ) X c ] = <7, 

kur parametram q jābūt tādam, ka r = a ( v a l r = b) apmierina nolīdzinājumu. N o t a izriet, ka 

a - [ ( a - b ) X c ] = <7, 
j e b : 

? = [ a - a X c ] - [ a - b X c ] = - [ a b c ] . 
Plaknes nolldzlnajums: 

r . [ ( a - b ) X c ] = - [ a b c ] . 

3 . U z d o t a s d i v a s t a i s n e s : v i e n a c a u r p u n k t u a v i r z i e n ā b, o t r a 
— c a u r p u n k t u a' v i r z i e n a b'. K a d S i m t a i s n ē m ir k o p ī g s p u n k t s ? J a t a i s 
n ē m k o p ī g a p u n k t a n a v , v i l k t c a u r k a t r u t a i s n i p a p l a k n e i t ā , l a i a b a s 
p l a k n e s i r p a r a l l ē l a s . K ā d i ' i r š o p l a k ņ u n o l ī d z i n ā j u m l un k a d s i r 
a t s t a t u m s s t a r p p l a k n ē m ? 

Iesākuma punkts Ir O. No šī punkta iziet vektori a un a', kuri noteic attiecīgi punktus 
A un A'. Taišņu nolīdzinājumi, kuras iet caur punktiem A un A' virzienos b un b': 

r = a + ^ « b , r = a ' + s « b ' . 

Ja šim taisnēm ir kopīgs punkts, tad caur tam var vilkt plakni. Vektori b, b ' un AA' = 
a' — a ir koplanārl šai plaknei, tātad to trīskārtīgais jauktais reizinājums 

[b, b', a ' - a ] = 0. 
Tada sakarība starp vektoriem a, b, a', b' ir spēkā, ja uzdotam taisnēm ir kopīgs punkts. 

Ja turpretim 

[b, b', a ' - a ] + 0, 
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tad taisnes nesastopas. Šinī gadījuma ir divas parallelas plaknes tādas, ka katra plaknē ir 
viena uzdota taisne. Abas Ir koplanāras vektoriem b un b /, tātad, stateniskas pret b X b ' ; 
viena Iet caur punktu a, otra — caur a'. Plakņu nolīdzina jumi: 

r . [ b X b ' ] = a . [ b X b ' ] = [abb'], 
r • [b X b'] = a' • [b X b'] = [a' b b']. 

Atstatums starp plaknēm (visīsākais atstatums no vienas taisnes līdz otrai): 

_ [a b b'] — ļa' b b'] _ [(a — a'), b, b'] 
p ~ | b x b ' | | b x b ' | • 

4 . A t r a s t n o l ī d z i n a j u m u t a i s n e i , k u r a i e t c a u r p u n k t u c u n s a s t o p 
t a i s n e s r = a + s b un r = a ' + r b ' . 

Caur uzdotām taisnēm vllkslm plaknes, kuram liksim iet ari caur kopīgu punktu c. 
Taisne, kas kopīga abām plaknēm, atbilst uzdevuma prasībām. 

Plakne caur punktu c un taisni r = a + sb iet caur 2 punktiem, kas uzdoti ar vietas 
vektoriem a un c. Šī plakne koplanāra vektoriem a — c un b, tātad stateniska pret vektoru 
(a — c ) X b . Tās nolīdzina jums: 

r . [ ( a - c ) X b ] = a . [ ( a - c ) X b ] . 
Pārmainot labā pusē punktu pret krustiņu un Izdarot vektoriālo reizināšanu, dabū: 

r . [ ( a - c ) X b ļ = [abcļ. 
Līdzīgā kārtā dabū nolīdzinajumu plaknei caur punktu c un taisni r = a ' + f b ' : 

r •[(>' — c)Xb'] = [a'b'c]. 
Taisne, kas kopīga šīm divām plaknēm, stateniska pret abu plakņu normālēm, tātad 

parallēla vektoram: 

[ ( a - c ) X b ] X [ ( a ' - c ) X b ] = d. 
Tās nolīdzinājums Ir: 

r = c-ļ-«d (u — parametrs). 

5 . U z d o t a s 3 p l a k n e s c a u r k o p ī g u p u n k t u ( t r i e d r a s t ū r i s ) . C a u r š o 
p u n k t u i k k a t r a p l a k n ē v e l k s t a t e n l p r e t t r e š o š ķ a u t n i . P a r ā d ī t , k a š i e 
s t a t ņ i i r k o p l a n ā r l . 

Iesākuma punktu pieņemsim plakņu kopīga punktā. Trīs plaknēm caur Iesākuma 
punktu Ir nolldzinājumi: 

l ) r - n 1 = 0, 2) r «112 = 0, 3 ) r«n 3 = 0. 
Šķautne, ko veido divas plaknes, Ir stateniska pret abu plakņu normālēm; šķautņu 

nolldzinājumi: 

12) r = s [n, X n2], 13) r = t [nx X n9], 23) r = u [n2 X n8|. 
Pret katru šķautni iesākuma punkta jāvelk stateniska plakne un jāmeklē pēdējas 

krustojums ar pretējo triedra plakni. Plaknei caur Iesākumu, kura stateniska pret šķautni 
12), ir nolīdzinājums 

T • [tl! X n9] = 0. 
Pretējai triedra plaknei ir nolīdzinājums r • n 3 = 0. Abas plaknes krustojas taisnē, 

kas stateniska pret abu plakņu normālēm, tātad parallēla vektoram 

[ni X n2] X n3 = V3. 
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Tāds virziens ir statentm pret Šķautni 12) plaknē 3 ) . Vē| ir 2 tādi stateņi: 

[Di X n,] X n 2 = v 2 , 
K X n3] X nj = V L . 

Jāpierada, ka vektori v l t Vj, v 3 ir koplanāri. Nepieciešamais un pietiekamais notei
kums tam ir tas, ka trīskārtīgais jauktais reizinājums 

[ V i V 2 V 9 ] = 0. 

Izvirzot trīskārtīgos vektoriālos reizinājumus, dabū: 

Vi = [n2 X n3] X i»! = (nx • n2) n 9 — (iii • rig) n 2 ; 
v 2 = [ i i i X n 3 ] X n 2 = ( n 1 . n 2 )n 3 — ( n 2 - n9) n x ; 
v 9 = [ " i X n2] X n„ = (n, • n 3) n 2 — (n2 • n 3) iii. 

No Šejienes seko: 

Vi X v 2 = nx • n 2 n 2 • n 3 [rii X n3] + ū ! • njri! • n 2 [n3 X n2] + 
+ n1- n 3 n 2 - n 9 [ n ^ n j . 

Iznākums jāpareizina skalāri ar v 3 : 

v l X v 2 • v 3 = nx • n 2 n 2 • n 3 n! • n9 [ri! n 3 n2] — 
— n x • n 3 Ilj • n 2 n 2 • n9 [n9 n 2 n j = 0, 

ko vajadzēja pieradīt. 

Uzdevumi V. 

1 . Plakne iet caur punktu a un parallela divām taisnēm, kuru virzienus noteic b un c. 
Parādīt, ka tas nolidzlnajums ir r • [b X c] = [ab c]. 

2 . Plakne iet caur taisni r = a + sb un parallela otrai taisnei, kuras virzienu noteic c. 
Paradīt, ka tās nolidzlnajums ir r - [ b X c ] = [abcj . 

3 . Plakne iet caur taisni r = a + sb un punktu c. Paradīt, ka tas nolidzinajums ir 
r . [ ( a - c ) X b ] = [ a b c ] . 

4. Uzrakstīt nolidzlnajumu plaknei, uz kuras ir taisne r = r a un kura stateniska pret 
plakni caur taisnēm r = u b un r = v c . 

5 . Atrast nolidzinājumu plaknei, kas iet caur divām parallēlam taisnēm r = a + sb 
un r = a' + tb. 

6. Kads nolidzinajums izteic plakni, uz kuras ir taisne r — a = t b un kura Ir state
niska pret plakni r * c = ? ? 

7. Paradīt, ka plakni, kura iet caur divām taisnēm r = a - f r a ' un r = a ' + i a , izteic 
nolīdzinajums [raa'] = 0. Iztulkot nolidzinajumu ģeometriski. 

8 . Atrast īsāko atstatumu starp taisnēm r = r k un r = a + 5b. Uzrakstīt nolīdzlna-
jumu taisnei, kura stateniska pret abām uzdotam. 

9 . Atrast nolīdzlnajumu taisnei, kura iet caur punktu c, sastop taisni r = a + *b un 
parallela plaknei r>a ' = u. 

10. Taisne pārvietojas parallēll uzdotai plaknei, slīdēdama gar divām nekoplanārām 
taisnēm. Parādīt, ka ģeometriskā vieta, kas slīdošas taisnes nogriezni sadala konstanta attie
cība, ir taisne. 

11 . Atrast ģeometrisko vietu punktam, kurš ir vienādos atstatumos no plaknēm 
r • " i = 1\< r • n 2 = Qi< «" - n 3 = q3. 

12. Pieradīt, ka 

a X [ b X c ] + b X [ c X a ] + c X [ a X b ] = 0. 
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13. Pieradīt, ka 

a X [ b X ( c X d ) ] = b . d a X c - b . c a X d , 
un uz iznākuma pamata izvirzīt 

a X { b X ( c X ( d X e ) ] } . 
14. Pieradīt, ka 

[ a X b , b X c , c X a ] = [abč] 9 , 
un iznākumu uzrakstīt determlnanta veida. 

15. Pieradīt, ka 

1 >a 1 »b 1 -c 
[1 m n] [a b c] = m • a m • b m • c 

n*a n »b n*c 
16. Pieradīt formulas: 

[ a X b , c X d , e X f ] = 
= [abd] [cef] —[abc] [def] = 
= [abe] [fcd] — [ a b f ] [ecd] = 
= [c d a] [bef] — [c db) [a efj. 



VI. 

Vektorfunkcijas, kas atkarīgas no viena skalāra parametra. 

1. No skalāra parametra atkarīgu vektorfunkciju diferencēšana. — 
Pieņemsim, ka dota vienvērtīga un nepārtraukta vektoriāla funkcija, kas at
karīga no skalāra parametra t. 

Tas nozīmē, ka apskatāmā vērtību intervallā ir dots likums, kas noteik
tai skalārā parametra t vērtībai piekārto noteiktu mainīgā vektora a vērtību, 
tā ka, ja t mainās un dabū vērtības t0, t l t t^, tad tām ikvienai atbilst 
pilnīgi noteikta vektora a vērtība a,» a^ a^ . Vektora a atkarību no 
t izteic līdzīgi tam kā skalāru funkciju gadījumā, rakstot: 

a = a(0, un īpaši: ao = a ( / 0 ) , a ^ a ^ ) , 

Liksim neatkarīgajam mainīgam (argumentam, parametram) t pieaugt 
par A r ; tad mainīsies arī funkcijas vērtība. Funkcijas pieaugums 

A a = a ( r + A i ) - a ( 0 . 
Pieņēmums, ka uzdotā funkcija ir nepārtraukta, apzīmē to, ka funkcijas pie
augums A a tiecas uz nulli vienlaicīgi ar parametra pieaugumu A r , neatka
rīgi no tā, k ā d s ir šis beidzamais pieaugums (pozitīvs vai negatīvs.) 

Izdalīsim funkcijas pieaugumu ar neatkarīgā mainīgā (parametra) pie
augumu : 

A a _ a ( r + A t ) - a ( Q 
At ~ At 

Labā pusē skaitītājā ir divu vektoru starpība, tātad vektors, bet sau
c ē j ā — skalārs. Dalījums ( d i f e r e n č u k v o c i e n t s A a / A r ) ir vektors, kura 
vērtība, vispārīgi, atkarīga nevien no t, bet arī no parametra pieauguma 
A r , un var tiekties uz noteiktu robežu, kad A r - » 0 . J a tāda robeža ir, tad 
funkciju a(r) sauc par d i f e r e n c ē j a m u un pašu robežu par funkcijas 
d i f e r e n c i ā l k o e f i c i e n t u ( k v o c i e n t u ) jeb a t v a s i n ā t o . 

Atvasināto funkciju apzīmē ar simboliem: 

a' jeb -^ a - , dažreiz a, 

un atrod saskaņā ar definīciju: 
, _ d a _ ijm a ( r + A0 — a ( r ) 
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Tās reizinājumu ar neatkarīgā mainīgā diferenciāli sauc par f u n k c i j a s 
d i f e r e n c i ā l i : 

da = 43- dt — a ' dt. 
dt 

Darbību, ar kuru atrod funkcijas atvasināto vai diferenciāli, sauc par 
d i f e r e n c ē š a n u . 

Par visām funkcijām, ar kurām mēs šeit nodarbosimies, pieņemsim, ka 
tās ir diferencējamas. 

Vektorfunkcijas a(t) atvasinātā a ' pati ir no t atkarīga vektorfunkcija: 
a ' = a ' (t), kuru, pieņemot tās diferencējamību, var atvasināt tālāk un tā 
veidot funkcijai a (t) otrās, trešās un 1.1. kārtas atvasinātās un diferenciālus. 
Apzīmējumi ir tādi paši, kā skalārām funkcijām: 

•"(0.."'(0, 

2. Diferencēšanas kārtulas. — Vektorfunkciju diferencēšanas (atvasi
nāšanas) kārtulas neatšķiras no tām, kuras sastopam skalāru funkciju dife
rencēšanā, izņemot to, ka zināmos gadījumos jāievēro faktoru sakārtojums. 
Turpinājumā zem a, b, c, sapratīsim diferencējamas, no skalāra mainīgā 
t atkarīgas vektorfunkcijas. 

K o n s t a n t a v e k t o r a a t v a s i n ā t ā ir n u l l e . 
Ja a(r) = a = const., tad vektorfunkcija nemainās, tās pieaugums A a = 0, 

un v i e n m ē r pieaugumu attiecība Aa/Ar = 0. Tātad a' = da/dt = 0. 
S u m m a s a t v a s i n ā t ā ir v i e n l ī d z ī g a s u m m a n d u a t v a s i n ā t o 

s u m m a i . 
Simbolos: 

(a + b) ' = a ' + b ' (1) 
Ja arguments pieaug par Ar , funkcijas a un b pieaug attiecīgi par 

A a un A b . Summas pieaugums ir abu šo pieaugumu summa: 
A (a + b) = (a + A a + b + A b ) — (a + b) = A a + A b . 

Izdalot abas puses ar A i : 
A (a + b) _ A a A b 

A r — A r A r ' 
tātad, ja A i - O : 

d (a + b) da db . . . 

Tāpat lielāka summandu skaita gadījumā. 

J a u i r s k a l ā r a , b e t a v e k t o r i ā l a f u n k c i j a , t a d a b u r e i z i n ā 
j u m a a t v a s i n ā t ā 

( a a ) ' = u'a + ua' (2) 
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Ja arguments t dabū pieaugumu At, tad u pieaug par A u un a par 
A a . Funkcijas pieaugumu atrod, atskaitot pieaugušās funkcijas vērtībai 
nepieaugušās funkcijas vērtību: 

A ( « a ) = (u + Au) (a + Aa) — ua — aAu + uAa + A a A a . 
Izdalot ar At: 

A(ua) A a A a , Au . 
At = a Ā f T a Āt A~t 

Beidzamais loceklis tiecas uz nulli, jo A a izzūd reizē ar At. Atrodot 
abām pusēm robežu, dabū: 

. d(ua) du , da . , . 
(ua)' = -~=a-— + u-—=u'a + aa'. 
v ' dt dt dt 

Secinā jums 1. 
Ja k = const un a = a (t), tad no (2) : 

{ka)' = ka' (3) 
Secinājums 2. 
Ja u = u(t) ir skalāra funkcija, bet vektors a = const, tad no (2) : 

(ua)' = u'a (4 ) 

Tātad, n e m a i n ī g a v i r z i e n a v e k t o r a m a t v a s i n ā t ā ir t ā d a p a t 
v i r z i e n a v e k t o r s . 

Vektoru r, kas izteikts ar komponentēm x, y, z ortogonālās koordinātu 
asīs: 

r = xi + yj + z k , 

atvasina saskaņā ar (4 ) tā, ka atvasina visas komponentes: 
r' =x' i + / j + z' k, 
r" = x" i +y"ļ + z" k, 
r"'=x"'\ +y"'i + z'"k 

Tātad, v e k t o r a n - ā s k ā r t a s a t v a s i n ā t a i k o m p o n e n t e s ir v i e n 
l ī d z ī g a s v e k t o r a k o m p o n e n t u n - ā s k ā r t a s a t v a s i n ā t ā m . 

V e k t o r u r e i z i n ā j u m u a t v a s i n ā š a n a n o r i t s a s k a ņ ā ar k ā r t u l ā m : 
I) ( a • b)' = a' • b + a • b', (5) 

II) [ a X b ] ' = a ' X b + a X b ' , (6) 
t u r k l ā t b e i d z a m ā f o r m u l ā n e d r ī k s t m a i n ī t f a k t o r u s a k ā r t o 
j u m u , j a t o n e a t s v e r ar z ī m e s p ā r m a i ņ u . 

Abām formulām pierādījuma gaita ir viena, tā ka pietiek apskatīt 
vienu, piem., beidzamo. J a arguments t pieaug par A t, funkcija a ( t ) X b ( 0 
pieaug par 

A [a X b] = (a + A a) X (b + A b) — a X b = 
= a X A b + A a X b + A a X A b . 
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Izdalot ar A r : 
A [ a > ( b ] _ A b A a A a 

A r ~ a X Ar + A r X b _ A r X A b -

Beidzamais summands tiecas uz nulli, jo A b - O , kad A r - » 0 . Galu 
galā: 

dt - a x ~ d l d l X t } ' 
vai īsākā rakstībā.: 

[a X b]' = a' X b + a X b'. 
P i e m ē r s 1. Dots w = r . r , atrast dvjdt. 

dv d . . dr , dr _ dr 
dt dty ' dt dt dt 

Bet v = r-r = re, tātad, dv/dt = 2r— . 
dt 

Seko: x . i I = r d L . 
dt dt 

P i e m ē r s 2. v = r X ^ , atrast dvjdt. 

- - - [ r X ^ l - d r X ^ r + r X d 2 r - r X — f 

dt~ dt\ * dt\ — dt* dt * dt* ~ A d * 2 ' 

T r ī s v e k t o r u j a u k t o r e i z i n ā j u m u a t v a s i n a s a s k a ņ a a r k ā r 
t u l u : 

[a • b X c]' = [a b c]' = [a' b c] + [a b' c] + [a b c'], (7) 

r a u g o t i e s , l a i n e m a i n ā s f a k t o r u c i k l i s k a i s s a k ā r t o j u m s . Piem., 
nav šķēršļu [abc'ļ vietā rakstīt [bc'a] vai [c'ab], jo tiem visiem ir vienāds 
cikliskais faktoru sakārtojums. 

T r ī s v e k t o r u v e k t o r i ā l o r e i z i n ā j u m u a t v a s i n a s a s k a ņ ā a r 
k ā r t u l u : 

[ a X [ b X c ] ] ' = a ' X [ b X c ] + a X [ b ' X c ] + a X [ b X C ] , . (8) 
k u r r e i z i n ā j u m o s n a v b r ī v m a i n ī t f a k t o r u s a k ā r t o j u m u . Pretēja 
gadījumā var mainīties reizinājuma zīme. 

Abas kārtulas pierāda, pieņemot a par vienu faktoru un b X c P a r 

otru, un šo divu faktoru reizinājumus pakļaujot kārtulām (5) un (6). 
P i e m ē r s 1. A t r a s t p i r m o u n o t r o a t v a s i n ā t o r e i z i n ā j u m a m 

A~Y dt dr» J " 
Apzīmējot atvasināšanu ar apostrofu: 

A' = [T T' T"]' = [r' r' r"] + [r r" r"] + [r r' r ' " ] . 
Trīskārtīgie jauktie reizinājumi, kur divi faktori Ir vienādi, lr nulles. 
Tātad: 

A' = [TT'T"']. 
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Tāpat tālāk: 
A" = [rr"T"'} + [ r r ' r , v ] . 

P i e m ē r s 2 . A t r a s t p i r m o un o t r o a t v a s i n ā t o r e i z i n ā j u m a m 

•='x[£x£]-dt ' N di 

V' = r ' X [ r ' X r " ) + r X [ r " X r " ] + r X [ r ' X r " 1 . 
Vidējais reizinājums ir nulle, jo r " x r " = 0 ; tātad: 

V = r' X [r' X r"] + r X [r' X r ' " ] . 
Tāpat talak: 

V " = r " X [ r ' X r " ] + 2 r ' X [ r ' X r ' " ] + r X [r" X r'"] + r X [ r x r I V ] . 

3. Vektoru diferencēšana ģeometriskā Iztulkojumā. — Vektori, kurus 
še apskatām, ir b r ī v i v e k t o r i ; to iesākumus var pieņemt kopīgā punktā. 
Tad to gala punkti, ja vektorfunkcija ir nepārtraukta, argumentam mainoties 
apraksta telpas līkni, ko sauc par v e k t o r f u n k c i j a s h o d o g r a f u jeb 
i n d i k a t r i s u . 

Šī līkne ir pilnīgi zināma, ja vektorfunkcija ir uzdota. Otrāds secinā
jums nav spCkā. Telpas līkne pati par sevi nav pietiekama vektorfunkcijas 
raksturošanai, jo tā nerāda 
parametra vērtības, kas at
bilst katram līknes punktam. 
Vektorfunkcijas pilnīgai rak
sturošanai vajadzīga nevien 
līkne, bet arī skala uz tās, 
kas katrā vietā atļauj nolasīt 
līknes punktiem piebiedrotās 
parametra vērtības. 

Ar hodografa palīdzību 
var pētīt vektorfunkciju īpa
šības; otrādi, dotas līknes īpa
šības var pētīt ar attiecīgas 
vektorfunkcijas palīdzību. 

Pieņemsim, ka uzdota vektorfunkcija a (t). Parametram t atbilst hodo
grafa vektors OP = a ( f) , parametram t + A t — vektors OP' = a (t + A t). 
V e k t o r f u n k c i j a s p i e a u g u m s 

A a = a ( t + A O - a ( 0 = OP'— OP = PP' 

i r v e k t o r s , k a m l i e l u m s un v i r z i e n s , u z d o t i a r c h o r d u n o 
n e p i e a u g u š ā v e k t o r a g a l a l ī d z p i e a u g u š ā v e k t o r a g a l a m . 

Ņemsim uz līknes iesākuma punktu / loku garuma skaitīšanai un no
runāsim pozitīvo virzienu pa līkni. Parametram t atbilst loks ^,IP = s, 

8» 

Att. 31 . 
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parametram t + At— loks ^ IP' = s + As. Pozitīvam AI var atbilst tik
lab pozitīvs, kā negatīvs As. 

Punktā P pieliksim vienības vektoru \(v=]), kas virzīts pa chordu 
uz to pusi, kur loks pieaug, tātad: 

no P pret P', ja As> 0, bet 
„ P' „ P „ As<0. 

Tad attiecībā 

A_a _ PP'_ _ PP' |P> | _ + \P> | 

At At \pp>\ A t ~ At 
+ jāņem, ja A s > 0 , bet jāņem, ja A s < 0 . Abas zīmes var apvienot 
vienā izteiksmē, ja formulā ieved loka pieaugumu A s . 

A a

= + j £ h = + v\ft\ ja*i 
At ~ At - \As\ At ' 

— > 

Jāievēro, ka chordas un loka garuma attiecība \PP'\: \As \ tiecas uz 1, kad 
A i - » 0 , tālāk: ± | A s | = A s un A i / A t - > ds/dt. 

Tātad, galīgi: 
da ds 

HT=U di- <!> 
kur u ir vienības vektors pa pieskari norunātā pozitīvā virzienā. 

Uzdevums 1. 

A t r a s t a t v a s i n ā t o f u n k c i j u m a i n ī g a m v e k t o r a m p l a k n ē , k u r a m o d u 
l i s I r k o n s t a n t s . 

Ikviena vektora skalārais kvadrāts ir vienāds ar moduļa kvadrātu: 
r-T = r\ 

tātad, ja atvasina: 
r - r ' = ^ , (2) 

vai ari: 
— • r' = /, t.i . : 
r 

V e k t o r a m o d u j a ( s k a l ā r a i s ) a t v a s i n ā j u m s i r v i e n ā d s a r a t v a s i n ā t ā 
v e k t o r a p r o j e k c i j a s l i e l u m u , p r o j e c ē j o t u z v e k t o r a v i r z i e n u . 

Ja vektora modulis r = c o n s t , tad no (2) seko, ka r . r ' = 0, t. i. atvasinātais vektors 
ir statenisks pret pašu vektoru (r' _L r). Vektora hodografs šinī gadījumā, vispārīgi, ir līkne 
uz lodes virsmas. Formula r - r ' = 0 izteic pazīstamo f a k t u , ka p i e s k a r e l ī k n e i u z 
l o d e s v i r s m a s s t a t e n i s k a p r e t r ā d i u s u š i n ī p u n k t a . 

Mūsu uzdevuma mainīgais vektors, kura modulis konstants, ir plaknē. Tā hodografs ir 
riņķis kam rādiuss ir r. Vektors r mainas atkarībā no leņķa 8 , ko r veido ar x asi ; 6 var 
uzskatīt par argumenta t funkciju. 

Pieņemot x un y asu virzienos vienības vektorus i un j : 
r = r(t) = r ( c o s 8 i + s i n B j ) , (r = const) 

r ' = r ( — s i n e i + c o s e j ) ^ (3) 
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Acīm redzot 
-tt\ 

r . r ' = / - 2 ( — c o s e s i n B + s i n e c o s e ) - ^ - = o , 

( r l r ' ) . 
Atvasinātā vektora modulis: 

\r'\ = r\ — s inBi + cose j ļ 
dS de 
dt . \*'\ =  r  

dt ( 4 ) 

Apzīmēsim ar u vienības vektoru ( u = l ) pa pieskari augošo loku virzienā. Tas ir vek
tors, kas rāda vienmēr, piem., pretēji pulksteņa rādītāja kustībai. Atvasinātam vektoram r , 
turpretim, ir tāds pats virziens, ja A 8 > 0 , kad A ' > 0 , vai pretējs, kad A e < 0. 

dS 
r' = ±ur 

jāņe 
at 

f ja A B > 0 , — j a A B < 0 , 
tātad, divkāršo zīmi un absolūtā lieluma apzīmējumu var atmest: 

dS 
r' = u r dt (5) 

Uzdevums 2 . 

A t r a s t p i r m o un o t r o a t v a s i n ā t o v e k t o r f u n k c i j a i , k a s i z t e i k t a p o l ā r -
k o o r d i n ā t ā s . 

Vektorfunkcijai 
r = r e (g = l ) (1) 

r=r(t), e = e ( ? ) , ? = ? ( / ) , kur t—parametrs. Vienības vektoru, kas vērsts pieskares vir
zienā uz to pusi, kur loks pieaug, apzīmēsim ar p. 

Vektora atvasinātā pēc loka ir vienības vektors pieskares virzienā uz loka pieaugšanas 
— > — > 

pusi. Attiecinot šo likumu uz vektoriem OM un ON un Ievērojot to, ka uz vienības riņķa 
ds = dy, dabū: 

de de dp dp 
~dš~~dy~P' ~dš~dy~~e' 

un tā tad : 

de__de_ ¿ 9 , rfp dp = , 
dt~d(pdt v F' di—dv dt Y 

(2) 

(3) 

Ai apostrofu (') apzīmēti atvasinājumi pēc parametra t. Atvasinot (1) : 

^ = r' = r' e + re' = r ' e + /cp'p. 

Tātad dr 

dt 
— x'e + r<p'p. ( 4 ) 

Pirmais summands labā pusē ir atvasinātas funkcijas komponente vektora r virzienā 
(vektors, kas kollneārs ar e ) ; otrs summands ir komponente, kas j_ pret šo virzienu (koll

neāra ar p). Ja t apzīmē laiku, atvasinātā apzīmē ātrumu: 

dT • , • 
( 4 1 ) 
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— = ( R < < _ R C P < 2 ) e + ( 2 r V + ' ? ' ' ) P -dt2 
(5) 

4. Piemēri vektoru lietajumiem diferencialģeometrija (līkņu teorija). 

1) Līkne telpā un plaknē. Ja vietas vektors r mainās atkarībā no 
skalārā parametra u, tātad, ja uzdots, ka 

tad vektora gals apraksta telpā vienu vai vairākas līknes, atkarībā no ta, vai 
funkcija ir vienvērtīga vai nav. 

J a vektora r projekciju lielumus uz koordinātu asīm (i, j , k) apzīmē ar 
x = x(u),y = y(u), z = z(u), tad līknes nolīdzinājumu var uzrakstīt: 

Līkne bus x Oy plaknē, ja z = O. 

2) Pieskares virziens. Ņemsim vektorus r un r + A r , kas atbilst divi 
tuvām parametra vērtībām u un u + A u. Ja vektoru gala punkti ir M un 
M', vektoriālais pieaugums A r = MM'. Tam atbilst loka pieaugums 
A s = ^ MM'. Apskatām vektoru: 

Tas virzīts pa chordu no punkta M uz M! pusi. Kad &s->0, v tiecas 
saplūst ar pieskari punktā M. Lielums v (vektora modulis) maz atšķiras 
no vienības un tuvojas šai vērtībai kā robežai, kad A s -> 0. 

R ā d i u s a v e k t o r a a t v a s i n ā j u m s p ē c l o k a ir v i e n ā d s ar v i e 
n ī b a s v e k t o r u p i e s k a r e s v i r z i e n ā uz t o p u s i , uz k u r u l o k s p i e 
a u g . Ja šo vienības vektoru apzīmē ar t : 

r = r ( « ) , 0) 

r = x\ + yj + zk ( 2 ) 

A r _ MM' 
As ^MM' = v. 

(3) 

Ja r = r ( « ) un s = s(u), ko apzīmē vektora atvasinājums pēc para
metra u? 

dr dr ds ^ds 
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Apzīmēsim pieskares virziena kosinus ar cos a, cos p un cos y- Lai 
tos dabūtu, jāprojicē vienības vektors uz koordinātu asīm: 

r = x\ +y'ļ + zk , 

t = - " 
dv dx. dv. dz , 

ds ds ds 
tātad: 

ds 

dx 
cos a = — , cos p = " , cos y ds ' 

dy 
ds ' 

dz 
ds (5) 

3) Pieskares nolīdzinājums. 
Apzīmēsim mainīgo vektoru, kura gals slīd pa pieskari, ar R: 

R = r + Xt, 
(X — parametrs) 

Vai arī: 

R = r + X 
dv 
ds 

(6) 

(7) 

Līknes mainīgās koordinātas apzīmēsim ar x, y, z (vektora r projek
cijas), pieskares mainīgās koordinātas ar X, Y, Z (vektora R projekcijas): 

r = x\ +yj + zk , 
R = * l + Kj + Z k . 

Ievietojot ( 7 ) : 

jri + y j + Z k = * l + j , J + zk + xgfl + gj + | j k ) . 

Tātad: 
v . , dx v , . du , ^ dz 

ds J ds as 
No šejienes seko pieskares nolīdzinājums analitiskā veidā: 

X— x _Y-y_Z—z 
dx 
ds 

dy 
ds 

dz 
dš 

(8) 

4) Normālplaknes nolīdzinājums. 

Normālplakne stateniska pret pieskari 
pieskaršanās punktā. (Att. 32.) Vienības 
vektors t statenisks pret normālplakni. Tāpēc: 

tātad: 
MN ± t, 

(R — r) • t = 0 (9) 

Tas ir normālplaknes nolīdzinājums 
vektoriālā veidā. Lai pārietu uz analitisko 
veidu, pieņemsim: 
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R = X\ + Y\ + Zk , 
r = x'\ + yj + z k , 

t = d r = d x A + dy dz R 

ds ds ds ds 
Tad, ievietojot formulā (9 ) : 

[ < * - *> i - ( i - - , ) ! - ( z - » k ] . (<;• - g j - £ k)=o, 

( J f - ^ + r - ^ ) ^ + ( Z - , ) g = 0 (10) 

5) Oskulācijas jeb pieslejas plakne. 
Uzdota līkne 

r = r(s). 

Uzdodot parametru s (loka garumu no / ) , mēs nosakām vektoru r un 
reizē ar to līknes punktu M. Lokam pieaugot par A 5 , vektors pieaug par 
A r un noteic p. M. (Att. 33.) 

33. att. 

Liksim lokam vēl pieaugt par A s, tad pieaugs ari vektors OM' = 
= r + A r . Tā pieaugums 

A OM' = A ( r + A r ) = A r + A 2 r 
noteic punktu M" 

Vilksim plakni caur punktiem M, M', M" Ja tie nav uz vienas taisnes, 
plakne būs noteikta, viena vienīga. Tā ir parallēla vektoriem A r un A 2 r , 
tātad, stateniska pret vektoru A r X A 2 r . Vektors A r X A 2 f nosaka plaknes 
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normales virzienu. Pēdējais ir statenisks pret ikvienu vektoru šinī plaknē. 
Tāds vektors ir R — r : 

( R - r ) . ( A r X A 2 r ) = 0, 

Tas ir plaknes nolldzinājums caur 3 tuviem līknes punktiem. Kad 
A s - > 0, plakne tiecas uz robežstāvokli, kuru sauc par p i e s l e j a s j e b 
o s k u l ā c i j a s p l a k n i . Tās vektoriālais nolldzinājums ir 

(R - > - ( £ x g ) = o (11) 

Kreisajā pusē ir 3 faktori jaukta tipa reizinājumā, kur darbības apzī
mējumus var arī atmest un rakstīt: 

R - r , 
dr 
ds' 

(12) 

Lai parietu uz analitisko veidu, pieņemam, ka 

r = x i +yļ + z k , 

R = A ri + r j + Z k . 
un tāpat 

Tad seko 

dr 
ds / N ds* —[d 

i + ^ - j + ^ - k 
ds 1 ds 

i 
dy 
ds 4 M = 

ds J 1 j k 
dx dy dz 
ds ds ds 

VJC d2y <Pz 
~dš» ds2 ds» 

Tas jāpareizina skalāri ar R — r = (X—x)iJr(Y—y)j + (Z— z ) k un 
iznākums jāpielīdzina nullei. Tad dabū oskulācijas plaknes nolīdzinājumu 
analītiskā veidā: 

X—x Y—y Z—z 
āx dy dz 
ds ITs ds 
d?x d2y <Pz 
ds2 ds2 ds2' 

= 0 (13) 

6) Līknes liece (l iekums). Uzdota līkne ar nolīdzinājumu r = r ( s ) ; 
kur parametrs s ir loka garums, skaitot no kāda iesākuma punkta I. (Att. 34.) Uz
dodot s mēs nosakām: vektoru r, gala punktu M un pieskares virzienu t 
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šinī punktā. Citam parametram s + As atbilst cits punkts Ai' un cits pie
skares virziens t + A t . 

Apskatām vektoru 

C = - 7 7 = b m - - r (14) 
As- As 

No vektora t hodografa redzams, ka A t / A s robežstāvoklis, kad A s - > 0 , 
ir statenisks pret t ( C 1 1 ) , tātad, vektors C ir n o r m ā 1 p 1 a k n ē, kas vilkta 
pret līkni punkta Ai. Otrkārt, 
divi pieskarēm tuvos punktos, 

tātad: 
34. att. 

A t ir koplanārs ar t un t + A t , tātad, ar 
kas robežstāvoklī tiecas saiet kopā; no tā 

seko, ka vektors C ir ari p i e s l e j a s 
jeb o s k u l ā c i j a s plaknē. Tas 
ir normālplaknes un oskulācijas 
plaknes krustojumā uz taisnes, 
kuru sauc par g a l v e n o n o r 
m ā l i . 

Apzīmēsim ar n vienības vek
toru ( / z = l ) , kas vērsts pa gal
veno normāli uz to pusi, uz 
kuru apskatāmā vietā griežas 
hodografa vektora gals. Vektori 
C un n atšķiras ar pozitīvu koe
ficientu x ( > 0 ) : 

C = x n , 

dt d?r 
x n = , = ds ds2 

(15) 

Var paradīt, ka x apzīmē līknes lieci (liekumu). Apskatam: 

A t 
As 

| A r | _ 
2 sin 

A B 
sin 

A B 

As As A B 
A B 
A s 

Kad A s - 0 
A t 
A s 

de 
ds 

(16) 

J a riņķī leņķi starp pieskarēm loka galos izdala ar loka garumu, dabū 
riņķa rādiusa apgriezto vērtību (l/p = riņķa liece). Ja kādā citā līknē dara 
tāpat, dabū vidējo lieci, līknes lieci kādā punktā saprot kā vidējās lieces 
robežu, kad loka garums neaprobežoti samazinās. Lieces apgrieztā vērtība 
ir lieces rādiuss. 
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Ja T = T(S), kur s loka garums, seko: 

dr dpj _ dt _ 
ds ~ ' ds* — ds ~ * n ' 

vai arī īsāk, atvasinājumu pēc loka apzīmējot ar apostrofu: 

r' = t, r" = t' = x n . 

Pēdējo nolīdzinājumu skalāri paceļ kvadrātā un atrod lieces kvadrātu: 

x 2 = r " T " , x = i / V r" (17) 

P i e m ē r s . x = x (s), y = y(s), z = z(s). Ortogonālās asis (i, j , k) dots mainīgs 
vektors 

x = x\+y] + z k , 
tātad: 

Atvasinot vēlreiz 

dr dx , , dy . . dz , . 

Tātad: 

ds ds ds ds 

r' = x'\+y"ļ + z'k = t. 

d2r d?x . , d?v s , d2z . 

r " = x " l + > ' ' ' j + z " k = x n . 

x 2 = r " • r" = ( J C " ) 2 + (y")2 + ( z " ) 2 , 

x = i A ( x " ) 2 + ( v " ) 2 + ( z " ) 2 (18) 

Visbiežāk gadās, ka līkne noteikta, uzdodot koordinātu atkarību nevis 
no loka garuma, bet no kāda cita parametra. Piem.: 

x = x(u), y=y(u), z = z(u). 

Tad, vispārīgi, var pieņemt, ka arī loka garums ir šī parametra funkcija, un 
otrādi. Patiešām, diferencējot iepriekšējās izteiksmes: 

dx — xdu, dy=ydu, dz = zdu, 

ar punktu apzīmējot atvasinājumus pēc parametra u. Paceļot kvadrātā un 
saskaitot: 

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 = (x2 +y2 + z2) du2, 

ds - ļ / x2 + y + z 2 = du, 
tātad: 

s=/]/ x2 +y2 + z2du= /(«). 

Ja 5 = f(u), tad arī otrādi u = u> (s), tā kā ar šis funkcijas starpniecību 
x, y, z ir loka funkcijas. Uzdevums ir atrast līknes lieci, neizveidojot šo 
starpfunkciju, bet aprobežojoties ar zināšanu, ka tā eksistē. 
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Definīciju nolldzinajumus 

dr x d 2 r dt 
= t —r^r = - ,— = x n ds d s 2 ds 

pareizinām vektoriāli: 
d r <Pr 

d y X - ā ī r = t X * n = x ( t X n ) = xb. 

Še t i n , tāpēc b apzīmē vienības vektoru. Skalāri paceļot kvadrātā: 

Šo formulu varētu lietāt lieces aprēķināšanai, ja r atkarība no s būtu no
teikti zināma. Tas tā nav, tāpēc formula jāpārveido tā, lai varētu to izteikt 
ar parametru u. Jāievēro, ka 

d r dr dr _ j / d r rfrV_ļ 
ds ~ ' ds ds ' \ ds ds ) 

Formulu (19) var paplašināt: 
ŗ dr 
[ ds X — ī 

^ ds2\ 
ļ dr m dr y 
\ ds ds ) 

I ds \6 

Pareizinot skaitītāju un saucēju ar ļ ̂  J dabu: 

* » = ^ ^ = Ī ^ < Ī (20) / dr m _dr_\* (r - r) 3 v ' 
\ du du / 

7) Galvenā normale. Par galveno normāli sauc normālplaknes un 
oskulācijas plaknes krustojuma taisni. (Att. 35.) Lieces vektors C = xn = d 2 r/ds 2 

ir virzīts pa galveno normāli. Tās nolīdzinājums vektoriālā veidā ir: 
R = r + nxp, 

R = r + - g - A (24) 

kur p ir parametrs. 
Ja pieņem: 

r = xl+y'ļ + zk, 
R = Xī + Yļ + Zk, 

tad seko: 

(X-X)l + (Y-y)} + (Z-z)k = ( ^ l + ^ i + ^ k ) p . 
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Tātad: 

X—x = 
d2x v d2y Z—z=~—;p. 
ds " J ~ d s 2 " ds 

No tā seko galvenās normāles nolīdzinājums analitiskā veidā: 

X—x _ Y—y^ _ Z — z 
d1x ~ d2y ~ dlz 
ds2 

(25) 

ds2 ds2 

8) Binormāle . Taisni, kas vilkta caur kadu līknes punktu stateniski 
pret pieslejas plakni, sauc par b i n o r m ā 1 i. Pieslejas plaknē ir 
divi stateniski vienības vektori: t pa pieskari augoša loka virzienā, un n — 
pa normāli uz lieces centra pusi. Binormāle ir stateniska pret tiem abiem, 
tātad, parallēla vektoram b = t X n -

J a P apzīmē kādu līknes punktu, kam vietas vektors ir r, un Q apzīmē 
binormāles punktu, kam vietas vektors R, tad seko, ka PQ ir kolīneārs ar b. 
Tātad: 

R - r = «b = a ( t X n ) , (26) 
kur u — parametrs, ir b i n o r m ā l e s n o l ī d z i n ā j u m s v e k t o r i ā l ā 
v e i d ā . 

Lai pārietu uz nolīdzinājuma analitisko veidu, pieņemsim, ka 

R = Xi + Yj + Zk, 
r = x i 4- v j + z k. 

No tā seko: 
dx 

t = ds 

d2r 

dx . , dy dz 
ds ds ds 

d?x 
ds* 

+ d2y ^ 
+ ds* J + ds2 K-

Ievietojot formula ( 2 6 ) : 

[X— x) i + ( K — v) j + (Z — z) k = 
dy [ dx . 
ds * ds 

Labo pusi var uzrakstīt determinanta veidā: 

dz *y_ d2z ļ 
1 + ds2*^ ds2 K J -

p a 

i j k 
dx dy dz 
ds ds ds 
d2x dPy d2z 
ds2 ds2 ds2 
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Salīdzinot abas puses un apzīmējot pu = a: 

X — x = a 

Y - y = . 

Z — z 

dy dz 
ds ds 
d?y d?z 
ds2 ds2 

dz dx 
ds ds 
d2z <Px 
ds2 ds2 

dx dy 
ds ds 

d?x d¿y 
ds2 ~ds2 

( 
= c 

Binormāles analitiskais nolīdzinājums ir: 

X— x _ Y—y 

<T-z dy dz d*y\ 
ds2 ds ds ds2)' 

d2x dz dx d*z\ 
ds2 ds ds ds2)' 

d?y dx dy d?x\ 
ds2 ds ds ds2)' 

Z — z 
dy d¿z 
ds ds2 

d?y dz 
ds2 ds 

dz dļx 
ds ds2 

d2z dx dx d2z 
ds2 ds ds ds2 

d2x dy 
ds2 ds 

(27) 

9) Frenē formulas. Apskatām telpas līkni r = r ( s ) . Ikvienam tās 
punktam atbilst noteikts vienības vektoru triedrs: t, n, b. Vektors t ir 
virzīts pa pieskari uz loka pieaugšanas pusi, vektors n — pa normāli uz 
lieces centra pusi, vektors b ir pilnīgi noteikts ar to, ka tas kopā ar pārē
jiem sakārtojumā t, n, b veido labās rokas (direkto) triedru. 

Vektoru t, n, b atvasinājumi pēc loka garuma 5 arī ir vektori. Apska
tīsim šo vektoru moduļus un virzienus. 

I. ,-- = x n 
ds 

(28) 

Šī formula jau pieradīta, runājot par līkņu lieci. Ta ka t ir vienības 
vektors, seko t » t = l , tātad 

ds 

t. i. vektors dt/ds ir statenisks pret pieskari. To pieņem virzītu uz lieces 
centra pusi, tāpat vienības vektoru n. Tad x ir pozitīvs skaitlis, ko sauc 
par l ī k n e s l i e c i ( l i e k u m u ) , bet tā apgriezto vērtību l/x = p sauc par l i e 
c e s ( l i e k u m a ) r ā d i u s u : 

1 _ dt 

p ds ds2 
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Liekumu var definēt ari citādi, kā robežvērtību, kurai tuvojas pieskares 
novirzīšanās leņķa attiecība pret atbilstošo loka garumu, kad pēdējais neap
robežoti samazinās: 

. _ 1 _ 1im ~ A 9 dS 
p A s - > 0 A s ds' 

db 
ds ~ 

II. Xn (29) 

b ir vienības vektors, kas statenisks 
pret t, tātad, b • b = 1 un b • t = 0. Dife
rencējot pirmo skalāro reizinājumu, atrod 

b = f - = 0, 
ds t. i . T - l b ; 

ds 

diferencējot otro dabū 
db 
ds t + b - | i = o. 

ds 
Bet dVds = y.n un b i n , tāpēc 

t = f=o, 
ds 

t. i. dbļds ir statenisks pret t. 

ī>es! p! lomn. 

35 . att. 

36 . att. 

Tā kā dbjds statenisks tiklab pret b, kā pret t, tas nozīmē, ka tas 
k o l ī n e ā r s ar n. Turklāt iespējami divi gadījumi, jo kolīneāri vektori 
var būt vērsti uz vienu pusi vai uz pretējām pusēm. 

Iedomāsimies novērotāju, kas no vektora t gala skatās uz normāl-
plakni. Kad loks pieaug par A s > 0 , šinī plaknē vektori griežas ap vek-
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ioru t. Ja vektors b (tā vietā var ņemt arī pieslejas plakni), no t gala 
skatoties, griežas pretēji pulksteņa rādītāja gaitai, t. i. pozitīvas r o t ā 
c i j a s g a d ī j u m ā , v e k t o r s db/ds ir pretēji v i r z ī t s n e k ā n . Turpretim, 
j a r o t ā c i j a s a s k a n ar p u l k s t e ņ a r ā d ī t ā j a g a i t u , t. i . , j a tā ir ne
gatīva, t a d v e k t o r s db/ds i r tāpat v i r z ī t s k ā n . Lai vektoru db/ds 
izteiktu ar n, pēdējais pozitīvās rotācijas gadījumā jāreizina ar negatīvu 
skaitli, bet negatīvās rotācijas gadījumā ar pozitīvu skaitli. Saskanīgāku 
atbilstību dabū, ja n vietā raksta — n ; tā tas formulā II ir darīts. 

Formula iz te i c : 

a) J a r o t ā c i j a ir pozitīva, db/ds un — n ir v i r z ī t i uz v i e n u p u s i , 
r e i z u l i s X > 0 ; 

b) j a r o t ā c i j a ir negatīva, db/ds un — n ir v i r z ī t i uz p r e t ē j ā m 
p u s ē m , r e i z u l i s X < 0 . 

Skaitli X sauc par līknes v ē r p i , un tās apgriezto vērtību 1/X = T par 
v ē r p e s r ā d i u s u . Vērpi var definēt arī kā r o b e ž u , k u r a i t u v o j a s 
b i n o r m ā l e s p a g r i e z i e n a a t t i e c ī b a p r e t a t b i l s t o š o l o k a g a 
r u m u , k a d p ē d ē j a i s t i e c a s p r e t n u l l i . 

A b 
A s 

_ . A 8 . A B 
. . . 2s in—s- s in— ļr -

A b | _ 2 2 A B û B 

A i A i A B As ds' 

Pozitīvas griešanās gadījumā dabiski uzskatīt d B par pozitīvu (leņķa 
pieaugums pulksteņa rādītāja gaitas virzienā), bet negatīvas griešanās gadī
jumā par negatīvu. Tad iepriekšējā robeža saskan ar X tiklab lielumā, 
kā zīmē: 

x = 1 = lim A B _ d B 
T A s - > 0 A s ds ' 

III. ^ = — x t + Xb (30) 

Lai to pierādītu, jāievēro, ka t, n, b (arī n, b, t) veido labās rokas 
triedru, tāpēc n = b X t . Atvasinot: 

dn db dt 
^ 1 = ^ X t + b X z L . ds ds ds 

Jāievēro vēl, ka db/ds = — X n un dt/ds = xn; tad seko: 

^ = - X ( n X t ) + x ( b X n ) . 

Tā kā t X n = b un n X b = t, vai ari: n X t = — b un b X n = - t , 
tad seko (30). 
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10) Vērpe. — Zinot Frenē formulas, var aprēķināt vērpi. Uzdotai līknei 

r = r (5) atrodam pakāpeniski: 

dr/ds = t, 
d?ī!ds* = dtids=v.n, 1 (31) 
d?r/ds3 = v.dn/ds = x (— xt + 5ib). 

No šiem vektoriem veido trīskārtīgo jaukto reizinājumu: 

[āi'S'S] = [ t > X " ' * ( - * t + Xb)] = (tXxn).x(xt + Xb). 

Vektori t, n, b veido labās rokas triedru; tātad, t X n = b. Tālāk 
b • t = 0, b • b = 1 

Tātad: 

\dr d?T dPrl 

\ds> d č > 5jrJ = x'b-(-xt + Ab) = x.X. 

X = ļ[Ž7' S' jļ\ (32) 

Aprēķināsim vēl x2. Izejot no vienādībām drlds = t un d2rļds2 = 
= dt/ds = y.n, pareizinām tās vektoriāli vienu ar otru: 

[£x£]=«x»=~* 
Paceļot skalāri kvadrātā, dabū lieces kvadrātu: 

V ē r p e 

r d r d2r cPrl 

x = [ d s _ ^ i s ^ ^ ļ 
\ d T v a r ī 
[ds *~ds2\ 

Tā pati formula paliek spēkā, ja parametrs ir nevis s (loka garums), 
bet kāds cits, piem., u. Tam gadījumam atbilst formula, ko dabū no (34), 
tur dr/ds, d2r/ds2, vietā liekot dījdu, d2r/'du2, 

Piemērs. 
U z d o t a l ī k n e r = xi + y j + zk, kur x, y, z a t k a r ā j a s no l o k a g a r u m a s. 

A t r a s t l i k n e s v ē r p i . 
īsuma labad apzīmēsim atvasinātās pēc loka garuma ar apostrofu. Atvasinot dabū: 

T' = X'\ + y'j + z k = t, 
r" =x"\ + y"} + z"k=y.n. 

No tā seko lieces kvadrāts: 

x2 = r" - r " = x"2+y"2 + z"2. 

9 
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Tātad, vērpe /. = [r' ( r", T'"]: V?: 

X' / z' 
x" y" z" 
x"' y"' z" 

(35) 

Lieces kvadrāta aprēķinā tikpat labi varēja iziet no (33) : 

x 2 = [r' X r"] = (y'z" — z'y")2 + (z'x" —x'z"f + (xJy" —y'x"f. 

11. Rektificējošā plakne. — Tā sauc plakni, kas stateniska pret gal
veno normāli līknes punktā. (Att. 35.) 

Apzīmēsim mainīgo vietas vektoru līknei ar r un rektificējošai plaknei 
ar R. Vektors R — r ir statenisks pret n ; no tā seko rektificējošās plaknes 
nolldzinājums 

(R — r) • n = 0, 
vai arī : 

(R — r ) ~ x n = 0, 

( R - r ) ~ = 0 . ( 3 6 ) 

Lai izteiktu rektificējošo plakni analitiskā veidā, pieņemsim, ka 
R = Xi + Yj+Zk, 
r = xl +yj + z k , 

un tātad: 
CPT d*x.,d2y.,diz. 
ds2 ds2 ds2 

Ievietojot šīs izteiksmes formula (36) un izdarot skalāro reizināšanu, 
atrod: 

d?x d?y 
(X-x) ^ + ( Y - y ) ^ + (Z-z) 

ds2 

tPz 
'ds2 

(37) 

5 
eksistē 

i. Vektoriunkclju Integrēšana. — J a r ( / ) ir dota funkcija, un ja 
tē kāda cita funkcija [¥(£), kuru atvasinot dabū pirmo: 

g = r ( 0 , (1) 

tad F ( r ) sauc par funkcijas r (r ) p r i m i t ī v o funkciju j eb i n t e g r ā l u , un 
F ( t ) atrašanu par i n t e g r ē š a n u . Raksta 

F(t)=fr(t)dt = F0(t) + C, 

kur F0(t) kāda viena funkcija, kas apmierina (1) . C ir konstants nenoteikts 
vektors ( i n t e g r ē š a n a s k o n s t a n t a ) . Šīs konstantas dēļ integrālu F ( r ) 
sauc par n e n o t e i k t o un tā atrašanas darbību par n e n o t e i k t o i n t e g r ē 
š a n u . 
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Integrēšanas kārtulas pierāda ar diferencēšanu, un ikvienu diferencēša
nas formulu var pārrakstīt integrēšanas simbolos. 

P i e m ē r i : 

l(r-^ + a'ddi)dt=T's + c' 
J2r.d±dt = r.r + c, 

/ r X g ^ = r X ^ + c, 

j " a X ^ y ^ = a x r + c, (a = const) 
fndr d?r .„ dv dr , i 2 — * — dt — — — + c J dt dt dt dt • 

Vingrinājumi. 
Uzdevums 1. 
Atrast funkciju r, kas atbilst nolīdzlnājumiem 

*v d 2 r ... w d 2 r . 
I ) ^ r = a, I l ) a X ^ = b, 

kur a, b — konstanti vektori. 

l)dW = a-
Pareizinām ar dt: 

d*ļdt = adt. 
d t-

Integrējot: 

dr 
d 

T = f d £ d t = ļ a d t = a t + C0. 

Pareizinām ar dt un Integrējam: 

at2 

r = J ~ d t = ļ(at + C0)dt = ^-+Cot + Clt 

1 r = ^ a * 2 + C0t + Cv 

,<PT 
dt 

Tātad: 

jķ<J¥dt) = fbdt' 
a X ^ = br + c. 

9' 
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Pareizinām ar dt un integrējam: 

J ( a X ^ • * ' ) = j(btdt + cdt), 

a X r = ļ b / H c t + d . 

Uzdevums 2. 

Atrast r no nolidzinājuma 
d 2 r * J . K 

pieņemot, ka r = 0 un ^ = 0, ja r = 0. 
dt 

Pareizinām uzdoto diferencifllnolldzinajumu ar dt un integrējam: 

= j ^ d t = ļ (ar + b)dt = ^at2 + bt + c. 

Ja r = 0, ^T = c = 0, tātad, meklējamās vektorfunkcijas atvasinātā 

d t = 2 a l ' + b t -
No šejienes: 

r 

Ja r = 0, r = d = 0, tātad: 

r = ļa/ 3 + ļ b i 2 . 
Uzdevums 3. 

K o v a r t e i k t p a r v e k t o r u U = U (r), j a t a s p a s t ā v ī g i k o l l n e ā r s s a v a i 
ģ e o m e t r i s k a i a t v a s i n ā t a i dV/dt? 

Apzīmēsim vienības vektoru U virzienā ar u un vektora U moduli ar k. Acīm redzot 
u = u(£), k = k(t), un U = * u . 

Atvasināta: 
¿11 dk , , du 
—ŗ— = — U+k--
dt dt dt 

Lai dV/dl būtu kollneārs ar U (tātad ar u) otram summandam jāizzūd. Ja tas izzūd, 
iepriekšējā formula izteic dU/dt un U kollneāritāti; ja tas neizzūd, kolineāritātes nav. Nepie
ciešamais un pietiekamais noteikums tam, lai U pastāvīgi būtu kollneārs ar dU/dt, ir tas, ka 

b d X i n d V n 

U = const, 

t. v e k t o r a U v i r z i e n a m j ā b ū t n e m a i n ī g a m . 

Uzdevums 4 . 
P a r ā d ī t , k a , j a k ā d ā k u s t ī b ā ā t r u m a v i r z i e n s n e m a i n ā s , t a d k u s t ī b a i r 

p a t a i s n i . 
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Ātruma virziens ir nemainīgs un noteikts ar konstantu vektoru a, bet ātruma lielums 
ir mainīgs skalārs k = k (t). Tātad: 

Pareizinām ar dt un integrējam: 

r = ļ ^dt = a ļ k(t)dt=a.K(t), 

r = a . K ( f ) . 

No tā redzams, ka r Ir kollneārs ar konstantu vektoru a, tātad, kustība notiek pa 
taisni, kas parallela vektoram a. 

U z d e v u m s 5 . 

P i e r ā d ī t , k a , j a k ā d ā k u s t ī b a ā t r u m s p a r a l l ē l s n o t e i k t a i p l a k n e i , 
k u s t ī b a n o r i s i n ā s p l a k n ē . 

Kustības ātruma vektors drjdt ir parallēls noteiktai plaknei jeb koplanārs divi uzdotiem 
vektoriem a un b : 

—— = X a + u. b, 
d[ r 

kur X = X (t), u. = (i (r). Pareizinot ar dt un integrējot 

r = f-£-dt = *]xdt + bfvdt, 

r — a Xj + b u.1. 

Tas nozīmē, r ir koplanārs ar a un b, tātad, kustība lr plaknes kustība. 

U z d e v u m s 6 . 
K o v a r t e i k t p a r v e k t o r u U = U(r ) , j a 

d 2 U dU 

k u r X un ii l r s k a l ā r a s f u n k c i j a s , k u r ā m a r g u m e n t s I r / ? 

Pareizinām vektoriāli ar U : 

d"U /dU W I I \ , , I W I , , / d U 

(lxv)'=fXU=l(fxU). 
Apzīmēsim: 

•£xu=v. 
Tātad, mums lr vektors V tāds, ka 

rfV=xv dt 



134 Uzdevumi. 

Saskaņā ar uzdevumu 3 tas nozīmē, ka vektora V virziens Ir nemainīgs; citādi: 

I r n e m a i n ī g a v i r z i e n a v e k t o r s . Šis vektors ir statenisks reizē pret U un dXildt. 
Otrādi: vektors U ir statenisks pret nemainīgu virzienu, tātad, koplanflrs noteiktai plaknei. 

Uzdevumi VI. 
1. Diferencēt sekojošas izteiksmes, kur r ir funkcija, kas atkarājas no t, r ir tas mo

dulis un pārējie lielumi ir konstanti: 

... r rb .... r X a ..... r + a 
®-^ + 1^7' ( , I ) T 7 a - ' ( r a ) ? r q n p -

2. Gadījumā, ja r • dr \ CPT = 0, pieradīt, ka vektoram r X ^ r Ir nemainīgs virziens 
un ka r ir vienmēr parallels noteiktai plaknei. T 

3. Pieradīt, ka līkne r = a c o s f - ļ - b s i n f Ir ellipse, kurai a un b lrpiekārtotie rādiusi. 
Uzrakstīt uzdotam ellipses rādiusam r atbilstošo piekārtoto. 

4 . Paralelogramam, ko veido el llpses konjugētie (piekārtotie) rādiusi, laukums ir konstants. 
5 . Ja vērpe visos līknes punktos ir nulle, līkne ir plaknes līkne. Izejot no tā pieradīt, 

ka nepieciešamais un pietiekamais noteikums tam, ka līkne Ir plaknes līkne, lr tas, ka 

[r', r " , r"'] = 0. 
6. Pieradīt sakarības: 

r ' . r » ' = _ x 2 ( r / . r l i v ) = _ 3 x x / > 

r " T ' " = x x ' J 

7. Pierādīt, ka ikvienai līknei t ' - b ' = — xX. 

8. Skrūves līnijai uz riņķa cilindra ir nolīdzlnājums 

r = a c o s 8 1 + a sin 6 j + " 6 *g<* k. 

Pieradīt, ka šai līknei tiklab liekums kā vērpe ir konstanta. 

9. Ja vietas vektors r izteikts atkarība no parametra u, tad 

r = s't, r " = s " t + x s ' 2 n , 
r ' " = ( s ' " — x V 3 ) t + s' (3 x s " + k's') n + x X s , 3 b , 

kur apostrofs apzīmē atvasināšanu pēc parametra u. 
10. Pamatojoties uz iepriekšēja uzdevuma iznākumiem, pierādīt, ka ikvienai līknei, 

kuŗal vietas vektors r atkarīgs no parametra u, 

x = r' X r"/k s'3, n = (S' T" — S" T')/k s'3, 

x 2 = ( r " 2 — s" a ) /s ' 4 , X = [r', r " , T"']/k2S'6. 
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dx J dy dz 

dx dy dz 

v X = i x 4 r + J x 4 r + k X - d 

dx 1 J ^ dy ^ dz 

(1) 

Ar pirmo operatora veidu iedarbojas uz skalāru punkta funkciju, piem. 
V = V(x,y, z), un iznākumā dabū vektoru, ko sauc par funkcijas g r ā 
di e n t u : 

V K = i - 3 — + j - j — + k-5- = grad V. (2) 
dx J dy dz b 

gradients ir statenisks pret virsmu V (x, y, z) = C, kuras punktos funkcijas 
vērtība ir vienāda un vienlīdzīga konstantai C ( l ī m e ņ a v i r s m a ) ; tas re-

Lauku teorijas elementi. 

1. Jēdziens par skalāru un vektoriālu lauku. Hamiltona diferen-
ciāloperātors. — Par l a u k u sauc aprobežotu vai neaprobežotu telpu, kuras 
punktiem ar noteiktu likumu piekārtotas zināma lieluma vērtības. Šis lielums, 
kura vērtības telpas punktiem piekārtotas, var būt skaitlisks, tad lauku sauc 
par s k a l ā r u ; tas var būt ari vektoriāls, tad runā par v e k t o r u l a u k u . 

Funkciju, kas skalāru vai vektoriālu lielumu piekārto telpas punktiem, 
sauc par v i e t a s f u n k c i j u , p u n k t a f u n k c i j u (point-function) vai 
l a u k a f u n k c i j u (Feldfunktion). Piemēram, ja punktam P(x,y,z) atbilst 
V = V(x,y, z), tad ar to ir definēts skalārs lauks; ja punktam P(x,y,z) 
atbilst vektors F = F(x ,_y , z), tad ar to ir definēts vektoru lauks. Par funk
cijām pieņemsim, ka tās ir vienvērtīgas, nepārtrauktas un diferencējamas. 

Gandrīz viss, kas vajadzīgs lauku raksturīgāko diferenciālo īpašību pē
tīšanai, ir ietverts diferenciāloperātorā, kuru lietāt iesāka H a m i l t o n s . Šo 
diferenciāloperātoru apzīmē ar simbolu v , kurā daži saskata līdzību ar seno 
asiriešu kokli un tās vārdā to sauc par „nabla"; citi atkal uzskata to par 
apgrieztu grieķu burtu delta, apgriež šinī vārdā burtu kārtību un dabū ap
zīmējumu „atled". Vēl citi (piem. Gibb's, Vilsons) simbolu v proponē lasīt 
vienkārši „del". 

H a m i l t o n a d i f e r e n c i ā l o p e r ā t o r ā d ef i n I c i j a (3 veidi): 
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dzams no tā, ka virsmas normalei punkta P(x, y, z) virziena koeficienti ir 
proporcionāli dVļdx, dV/dx, dV/dz. Gradienta absolūtais lielums, no ( 2 ) : 

+ + № (3) 

Operatora v pievienošanu skalāram V var uzskatīt par simboliska vek

tora v reizināšanu ar skalāru V. Līdzīgā kārtā ar šo operatoru iedarbojas 
uz v e k t o r i ā l u lauka funkciju, piem. F = F (x,y, z ) ; arī šo iedarbību uz

tver kā simboliska vektora v reizināšanu ar vektoru F, šķirojot skalāro rei
zināšanu no vektoriālas. Skalārās reizināšanas iznākumu sauc par vektor-
funkcijas d i v e r ģ e n c i , vektoriālas — par r o t o r u j e b r o t ā c i j u : 

c i dF . . dF . , dF .. _ ... 
V • F = 1 • + j • —,— + k • -s— = div F, (4) 

V X F = 1 / 

dx 
dF 

+ J X 

dy 
dF 

dz 
dF 

- rot F. (5) dx ' J ~ dy / N dz 

Tiklab diverģence, kā rotācija ir punkta funkcijas; pirmā ir skalāra, otrā — 
vektoriāla. 

Ja vektorfunkcija F uzdota ar komponentēm ortogonālās koordinātu asīs: 

F ^ I + ^ J + ^ k , 

kur Fi = Fi(x,y, z), ( / = 1 , 2 , 3 ) , tad seko, pēc funkcijas F parciālo atvasi
nāto ievietošanas formulās (4) un (5 ) : 

div F : 
dFx + dF2 

dx dy 
dF3 

dz 
un 

r o t F 
dF, 

dy) 
.(dFL_dF1\ 
\ dx dy ) • dx ļ \ dx dy ) \ dx dy 

Pēdējo formulu vieglāk paturēt atmiņā, ja to uzraksta simboliskā veidā: 
i j k 
d d d 

rot F = 

(6) 

(7) 

(8) dx dy dz 
Fx F2 F3 

Rotācijas apzīmēšanai Maxwell's (l->90.) ieveda lietāšanā terminu curl 
( = sproga, cirta), kas plaši izplatīts angļu un amerikāņu literatūrā. Tāpēc 
visur, kur lietāts saīsinājums rot, var, ja patīk, rakstīt curl: 

r o t F n e a t š ķ i r a s n o c u r l F. 

2. Virzītā atvasinātā skalārām un vektoriālām punkta funkcijām. — 
Apskatīsim skalāru punkta funkciju V = V (x, y, z) . Pieņemsim, ka apskatāmā 
argumenta vērtību apgabalā tā ir vienvērtīga un nepārtraukta un ka tai ir 
vienvērtīgas un nepārtrauktas atvasinātās. 
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Caur punktu A {x,y, z) velkam taisni, kuras virziens uzdots ar kosiniem 
a, p, y. Uz taisnes ņemam punktu A' ( J C \ y', z'), atstatumā ļ AA' \ = As 
(att. 37 ) ; tā koordinātes: 

x' = x + h, y'=y + k, z' = z + l, 
kur koordinātu pieaugumiem ir šādas 
nozīmes: 

h — a. As, k = $As, l = *ŗAs. (1) 

Punktā A' funkcijas vērtība ir V(xf, 
y', z'). Iesākumā uzskaitītiem noteiku
miem spēkā esot, funkciju var izvirzīt 
rindā, kas sakārtota pēc argumenta pie
augumu h, k, l pakāpēm: 

V(x',y',z') = V(x + h, y + k, z + l) = 

dV dV dV 

V+AV 
= V{x,y,z) + h-^+k-y +1 , ... 

dx dy dz 
Tātad, funkcijas pieaugums 

A V— V(X,y, z')-V(x,y,z) = h dV 
dx dy 

37. att. 

dV 
dz + 

Tālāk seko locekļi, kur ir h2, k2, l2, hk. hl, kl, 
mentu pieaugumus var izteikt ar As, dabū: 

/ dV , . dV , dV\ 

Ievērojot to, ka argu-

AV = i ) A s a + 

.. AV 
l i m — - — 

A s - > 0 AS 

= a ox oy 
dV 

( 2 ) 

ŠI robežvērtība raksturo punkta funkcijas V (x, y, z) maiņu pārvietojoties 
noteiktā virzienā, kura kosini ir attiecīgi a, 13. y. Virziens ir kolīneārs vienī
bas vektoram 

S = a i + pj + Y k , 
kur s = \>ra? -f p'2 + y 2 = 1 • Ja virzienu vērš parallēli vienai no koordinātu 
asīm, robežvērtība ir vienlīdzīga attiecīgi dV,dx, dV/dy, dVļdz. Ja virziens 
uzdots ar vektoru s (oc, p, y ) . tam atbilst robežvērtība, kuru sauc par punkta 
funkcijas atvasināto šinī virzienā jeb, īsāk, par v i r z ī t o a t v a s i n ā t o . Tās 
apzīmēšanai lietāsim parasto parciālas atvasinātās simbolu: 

dV ,. A V 
— 11 m 

ds 
= 1im 

A 5 —»o As dx dy ' dz (3) 

Labo pusi šinī vienādība var uztvert kā skalāro reizinājumu 

/ • - L Q - _L U\ / . Ō V Ō V ±U Ō V \ («i + Pj+Tk)- ( i - 5 _ + , - ^ _ + k - d - - ) , 

kas vienlīdzīgs s « V V . 
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Tātad, p u n k t a f u n k c i j a s V (x,y, z) a t v a s i n ā t o v i e n ī b a s 
v e k t o r a s (a, p, y) v i r z i e n ā d a b ū s k ā j ā r i p a r e i z i n o t s a r f u n k 
c i j a s g r a d i e n t u : 

-jŗ-= s - V V = s - gradV. (4) 

Ņemsim uz llmeņvirsmas V (x, y, z) = C punktu A (x, y, z) un apzīmē
sim ar n vienības vektoru, kas vērsts virsmas normāles virzienā uz to pusi, 
kur C pieaug. Virzienam atbilst atvasinātā: 

d V n - V V = | W | = |grad V\. (5) dn 

Tātad, p u n k t a f u n k c i j a s V (x,y, z) a t v a s i n ā t ā v e k t o r a n 
v i r z i e n ā , k a s v ē r s t s p a l l m e ņ v i r s m a s V(x,y, z)—C n o r m ā l i 
u z t o p u s i , k u r p a r a m e t r s C p i e a u g , i r v i e n l ī d z ī g a g r a -
d i e n t a a b s o l ū t a m l i e l u m a m : 

dV 
dn 

saskaņā ar (3) 136. lp. p. 

Gradientu, kā katru vektoru, var izteikt ar savu absolūto lielumu un sava 
virziena vienības vektoru n ( n = l ) : 

V V = g r a d K = | g r a d V\n. 

Ievietojot to formulā (4) : 

dV 
= s • | grad Vļn = | grad V| s • n . 

Apzīmējot leņķi starp n un s ar 8 un ievērojot (6) atrodam: 

dV dV 
ds dn 

Vārdos šo sakarību var izteikt tā : 

-cos 6 (7) 

F u n k c i j a i V(x,y, z) a t v a s i n ā t ā l l m e ņ v i r s m a s n o r m ā l e s 
v i r z i e n ā i r v i s l i e l ā k ā . A t v a s i n ā t o c i t ā v i r z i e n ā a t r o d 
p r o j e c ē j o t t o uz š o v i r z i e n u . 

J a no uzdota līmeņa virsmas punkta izvēl virzienus uz to pusi, kur funk
cija pieaug, un šinīs virzienos konstruē vektorus, kuru lielums tāds pats, kā 
atvasinātai attiecīgā virzienā, tad vektoru gala punkti ir uz lodes virsmas, 
kurai gradients ir diametrs. (Att. 38.) 
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Virzītās atvasinātās atrašanu skalārai punkta funkcijai virziena s (<x, B, y) 
var uztvert kā darbību, ko izteic operators 

dx ' r dy ' ' dz 

Lietājot operatoru sakarā ar punkta funkciju V= V (x, y, z) atrod, ka 

( S - V ) V = a 

^ j.q < ^ J_ = s - ( v V), 

tā ka iekavas darbību paskaidrošanai 
ir nevajadzīgas un tās var atmest: 

(s • V ) V= s • ( V V) = s • V V. 
Ja vienības vektors s (a, B, y) 

uzdod nemainīgu virzienu vektoru 
laukā, un lauka funkcija ir 

F = F(x,y, z) 
tās a t v a s i n ā t o u z d o t ā v i r 
z i e n ā definē tā pati formula (3), 
ja tur V aizvieto ar F : 

dF , . A F dF . 
— ā — = hm — — = a ^ — + 

ds a s - , 0 A i dx 
dF dF 

+ < V + ^ ^ H S - V ) F ( 9 ) 

Še A s, tāpat kā skalāra lauka ga
dījumā, apzīmē pārvietojumu pa 
uzdota virziena taisni no punkta 
A (x, y, z) līdz punktam A', un 
A F apzīmē vektorfunkcijas pārmaiņu 38. att. 
šinī pārvietojumā. (9) rāda, ka o p e 
r a t o r s s » V d o d v i r z ī t o a t v a s i n ā t o t i k l a b s k a l ā r ā m , k ā 
v e k t o r i ā l ā m p u n k t a f u n k c i j ā m . 

3. Rēķināšanas kārtulas gradlentam, dlverģencel un rotācijai. — 
Hamiltona operatora V definīcija palīdz noskaidrot gradienta, divergences 
un rotācijas īpašības un to, kā ar šīm funkcijām jārēķina. 

Ja operands ir s u m m a : 
v (u + v) = v u + v v, 

v • (u + v) = v • U + v • v, \ 0 ) 
v x ( u + v) = v x u + v x v ; 
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vai ari: 
grad (u + v) = grad u + grad v, 
div (u + v) = div u + div v, 
rot (u + v) = rot u + rot v. 

(!') 

Kārtulu viegli paplašināt gadījumam, kad summandu ir vairāk par i.'. Par 
summandiem u, v, u, v, jāatzīmē, ka tie ir skalāras vai, attiecīgi, 
vektoriālas punkta funkcijas, kas atkarīgas no x, y, z. 

H a m i l t o n a o p e r a t o r s , j a t a m p a k ļ a u j n e m a i n ī g u l i e 
l u m u , d o d i z n ā k u m ā n u l l i . Tātad, ja a = const, tad grad a = 0. 
Tāpat, ja a = const, tad seko, ka d i v a = 0, r o t a = 0. Vai arī: 

V a = 0, v • a = 0, v X a = 0. 

Ja operands ir d i v u f a k t o r u r e i z i n ā j u m s , iespējami 3 gadījumi: 
1) abi faktori ir skalāri, 2) abi faktori ir vektori, un 3) abi faktori ir dažā
das dabas. Tiem atbilst 6 kārtulas. 

Kārtula I. 

grad (uv) 
\7{uv) = uvv + Wu, ļ 

= u grad v + v grad u. ) 

Pierādījums. 
. . . . d(uv) , . d(uv) , . č(uv) 

erad (uv) = 1 — ^ — - + i — \ — - + k — ^ — - = 
v ' dx J dy dz 

.Idu _^dv \^.(du ^dv \^.fdu ^dv \ 
= 1 \dxV + dxU) + i[dyV + d y U ) + *Xd-zV + dza) = 

(. dv . dv . dv\^ (,du , .du du\ 
= UVdx + id^ + kdz) + V{idx + i d y + k d ī ) = 

= u grad v + v grad u. 
Kārtula II. 

V ( U ' V ) = v - V u + u . V v + v X ( V X u ) + u X ( V X v ) , ļ 
vai: grad (u • v) = v• V u + u • V v + v X r o t u + u X r o t v, J 

kur 
^ . du , . du , . dtt ... 

v • v u = v • i 3 — + v • i , - + v • k 3 — . (4) 
d x dy dz w 

un tāpat 
. dv . , dv . .dv .... 

u• V v = u• I + u• j 3 — + u - k y - (4') 
dx J dy dz v 

(3) 
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Pierādī jums. 

kur jāsaprot: 
xv = x, x2=y, x3 = z; 
\ļ = Í, i 2 = j» 'H = K > 

Tālāk apskatām: 

v X r o t u = v x ļ i X ^ + j X ^ U + k X ^ ) = 

= v X 

Saskaņā ar izvirzījuma formulu: 
a X (b X c) = (a • c) b — (a • b) c 

dabūsim: 

Saskaitot: 

**(»x$=K>-('-n&-
d z 

V X r O t U = y ( v • ^ i m — V • V U , 

tātad: 

^ ' m ( č f ^ *
 vj =

 v * V u + v X rot u . 
m = l 

L ī d z ī g a k a r l a 

im {-¿1- ' A = U • V V + U X rot V. 
m = l \ m / 

Saskaitot abas beidzamās vienādības, dabu (3). 
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Nemainīga vektora diferencialfunkcijas izzūd. Piem., ja v = a = const, 
tad seko V v = v a = 0, rot v = rot a = V X a = 0, tātad: 

V (a„- u) = a • V u + a X ( V X u), ļ 
l ( a » u) = a - V u + a X rotu. J { > 

•(«v) = « ( v v ) + v v « , ļ ( 6 > 

v ( « v ) = « div v + v • grad u. ) 

vai arī grad (; 

Kārtula III. 
V 

vai div 
Pierādījums. 

. , . d(uv)^, d(uv) . , d(uv) 
div (uv = 1 • — 3 — - + j • — 3 — + k • — 3 — - = 

y dx J dy dz 

/. dv . . dv . , dv\. /.<?«, ,du . t du\ 
= U { i - d x + > ' J y + k - J z ) + V ' { l J x + i d ī + k J z ) = 

= u div v + v • grad u. 
Secinājums 1. 
Ja u=>a = const, tad V « = 0 : 

V ( a v ) = a V - v , ļ , „ 
div (av) — a div v. J ^ ' 

Secinājums 2. 
Ja v = a = const, tad V • v = 0 : 

V . ( « a ) = . - V « , } ( 8 > 

div(ua) = a« grāda. J w 

Kārtula IV. 
V • (u X v) = v • ( V X u) — u • ( V X v), \ 

div (u X v) = v • rot u — u • rot v. ļ ^ ' 
Pierādījums. 
.. . . . . „ , ^ . . d ( u X v ) , . ^ ( u X v ) ± . d ( u X v ) 

d i v ( u X v ) = V ( u X v ) = l - x
d x

 ; + j - K
d ' + k - y

d z ' = 

Attaisot iekavas un pārkārtojot trīskārtīgos jauktos reizinājumus, atrod: 

div ( u X v ) = v . ( i X ^ 4-jxg + k X ^ ) + 

+ U - ( ^ X 1 + ^ X ^ + ^ X k ) = V ' V X U - U - V X V ' 
tātad: 

div (u X v) = v • rot u — u • rot v. 
Kārtula V. 

v X u v ) = v « X v + a v X v : 

rot (a v) = grad u X v + u rot v :} 
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Kārtula VI. 

v X ( u X v ) = W u — u • V v + u (V • v ) — v (V • u ) , ļ 
vai: ro t (u X v ) = v • V u — u • V v + u div v — v d i v u . j 

Pierādījumi. 

V) r o t ( U v ) = v X ( « v ) = l X - ^ L + j X ^ | ^ - + 

='x(£' + '£M£'+"£) + i "(4r ' + ' -3f)= 

= (Vh)Xv + hV X v = g r a d u X v + a r o t v . 

VI) r o t ( u X v ) = v x ( u X v ) = I X Č i U

d * V ) + = 

= .xgxv + UX^)+Jx(gxv + uxg)+kX^Xv + uX̂ -
Trīskārtīgie vektoriālie reizinājumi jāizvirza: 

'x(£-Xv)=(..v,£--(,.£_), 
ix(f-Xv)=(J-v)^-(i.^)v, 
"x(̂ -Xv)=(K.v)̂ -(1,.̂ )v. 

No ta seko, ja saskaita: 

2i = i X ( ~ d x X V ) + = v . V u - v V . U ; 

tāpat 

27
2 = |x ( - | ^ - X u ) + = u . v v - u v . v . 

Tātad: r o t ( u X ) = 271-27
2 = 

= v • V u — u - V v + u d i v v — v d i v u . 
J a V un F ir punkta funkcijas, tad arī V V (gradients), V • F (diver-

ģence) un V X F (rotācija) ir punkta funkcijas. Otrā ir skalāra, tai ir gra
dients; pirmā un trešā ir vektoriālas, tām ir diverģence un rotācija. Pavisam 
iespējamas piecas otrās kārtas diferenciālfunkcljas: 

I) grad div F = V V • F, 
II) div grad V = V • W . 
III) div rot F = V • V X F , 
IV) rot grad K = V X V I / , 
V) rot r o t F = v X ( V X F . ) 
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Šo funkciju izvirzījumi: 

I) g r a d d i v F = w « F = 

= i  /  ( d i v F ) + j ^ r ( d i v F ) + k  ^ ( d i v F) . 

II) d i v g r a d V = v • v V = 

* ( g r a d V ) + j . - A _ ( g r a d V ) + k . - A _ ( g r a d K = 

d2V , d2V , d2V 

(12) 

= i 
dx 

dx2 

Iznākumu raksta arī: 

=(• 
a 2 

dx2 

d2 

dy2 

dy2 dz2 * 

. d2 

(13) 

> \ 

ī)V=AV, 

apzīmējot ar A Laplasa operatoru: 

A = v 2 = d2 

dx¿ 

dz 

d2^ , 
dy2 dz2 

(14) 

(15) III) d i v r o t F = v V X F = 0. 

Šo iznākumu visvieglāk paturēt atmiņā, ja operatoru v uztver kā vek
toru un atceras, ka trīskārtīgais jauktais vektoru reizinājums ir nulle, kad 
tanī divi faktori ir vienādi. P i e r ā d ī j u m s : 

* c ^ F , dF dF 
r o t F = , x ^ r + J X " ^ - + k x - ā 2 -

div rot F -

= i 

+ j • 

+ k • 
= (i • j X 

( 

dF 
dx 
d_ 

dy 
d_ 

dz 
d2F 

dx - j x 
dF 
dy + kX ^ F 

dz 

( •) = 

j - ¡X <32F 
dx dy dyd 

IV) r o t g r a d V = v X W = 0. 
P i e r ā d ī j u m s : 

. A I , ^ /, dV , . dV , . dV \ 
rot grad V = v X (i ~ d - + J + k  d T ) = 

+ = 0. 

(16) 

\i-dx- + i D J + k 
i 
d 

dx 
dV 

J 
d 

dy 
dV 

dx dy 

i dV + . dV + k dV 
dx dy dz 
k 

_d_ 

dz = 0. 

dz 
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V) r o t r o t F = g r a d d i v F — V 2 F , (17) 
kur 

, F _ d * F d*F d 2 F 
_ dxl dy* dzl ' 

jeb 
V X ( V X F ) = V 7 . F - V F . (17') 

Pierādījums. 

ro t ro tF = v x ( v x F ) = v iiiX^r+}X^r + *X-^) 
Iekavas labā pusē jāatver un jāapskata atsevišķie summandi .Pirmais ir 

un divi pārējie seko, ja pirmā i un x aizvieto ar j un y vai attiecīgi ar k 
un z. Apskatām pirmo: , ... 4x4t-) 4,X»L) 4X«L) -x(.x^)x i=^' +jx -4^i +.x-^= 
Trīskārtīgos vektoriālos reizinājumus stūrainajā iekāva var izvirzīt saskaņā 
ar formulu: 

a X ( b X c ) = (a- c)b —(a-b)c. 
Tad seko: 

Saskaitot: 

Tātad: 

H<H'-!- ) ' 
ix(.xfHi-f)'. 
"x('x£H'-&)'-
[ ] 

V X ( - X S = 

-x(ix )̂ = 

dF 
dx ' 

no kurienes seko, kad saskaita: 

= 1 v . F — 
dF 
dx 

d ( v . F) d2F 
dx dx2 

d(y> F) FF 
dy 

d ( v . F) 

dy2 

a 2 F 
dz dz'¿ 

= v v • F — V a F . 

10 



VIII. 

Līknes, virsmas *in tilpuma integrāli. 

1. Līknes un virsmas Integrāli . — Uzdota vektoriāla punkta funkcija 
F = F(x ,_y, z) un likne telpā ar vietas vektoru 

T=Z\X +jy + kz, (1) 

kur x,y, z ir kāda parametra, visērtāk — loka garuma 5 funkcijas: 
x = x(s), y=y(s), z = z(s). 

Ikvienam līknes punktam atbilst noteikta virziena un lieluma vektors F, 
kuru var uztvert kā tā paša parametra 5 funkciju: 

F = F (x, y, z) = F (x ( s ) , y (s), z (s)) 
Līknes virzienu kādā punktā r raksturo loka augšanas virzienā pa p i e 

s k a r i v ē r s t a i s v i e n ī b a s v e k t o r s 

' = T5Kt£ <' = » <2> 
Ši vienības vektora skalārais reizinājums ar F dod vektora komponenti 

pieskares virzienā F - t, kuru arī var uzskatīt par s funkciju. 
Pieņemsim, ka A un B ir divi līknes punkti vektoru F laukā, un ka 

virziens A-> B ir loka pieaugšanas virziens ( p o z i t ī v a i s v i r z i e n s ) . Loku 
AB sadalīsim elementos, ikvienu elementu reizināsim ar attiecīgo vektora F 
tangentiālo komponenti F • t un reizinājumus saskaitīsim, t. i. v e i d o s i m 
n o t e i k t o i n t e g r ā l u 

F • t ds, 
s't 

k o s a u c p a r v ek t o r f u n k c i j a s F t a n g e n t i ā l o l ī k n e s i n t e 
g r ā l u . 

No ( 2 ) seko, ka tds = dr: 
s., s, 

f F - tds = ļ F- dr. (3) 
5, 5, 

Analītiski, ja vektors F uzdots ar tā komponentēm Fu F2, F3 ortogonā
lās koordinātu asīs: 

F = F1\ + F0j + F3k 
un ja ievēro, ka saskaņā ar (1) 

dr = i dx + j dy + k dz, 

J 2 
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dabu, ka tangentialais līknes integrāls 
s, 5» 
f F-dr= J (Fldx + F2dy + F3dz). (4) 

īpaša gadījuma, kad vektorfunkcija F ir skalāras punkta funkcijas Vgra-
dients 

c . . . .dV,.dV,. dV 
F = grad V= W = i + j - j - + k 

skalārais reizinājums 

F - d r = W - d r = . dx + -=r-dy + , dz = dV, 
dx oy J oz 

tātad, līknes integrāls starp punktiem A un B 
B Ii B 

ļ F 'dr= ļ V-dr= f dV=VB — VA. (5) 
A A A 

Tas nozīmē: 
G r a d i e n t a v 1 / t a n g e n t i ā 1 a i s l ī k n e s i n t e g r ā l s i r v i e n 

l ī d z ī g s f u n k c i j a s V v ē r t ī b u s t a r p ī b a i g a l a p u n k t o s . 
Ja funkcija ir vienvērtīga un integrālu aprēķina visapkārt noslēgtai līk

nei, tad Vb = Va un VB — VA=0. Tātad: 
G r a d i e n t a i n t e g r ā l s v i s a p k ā r t n o s l ē g t a i l ī k n e i i r 

n u l l e : 
V - d r — - 0 . (6) 

~c 
Integrēšanas simbolam pievienotais C šeit apzīmē integrēšanu visapkārt līknei. 

Otrāds secinājums arī ir spēkā: 
J a k ā d a i v e k t o r f u n k c i j a i F t a n g e n t i a l a i s l ī k n e s i n t e 

g r ā l s i r n u l l e g a r i k v i e n u n o s l ē g t u l ī k n i , k ā i n t e g r ā c i 
j a s c e ļ u , t a d š ī f u n k c i j a i r k ā d a s s k a l ā r a s p u n k t a f u n k 
c i j a s V g r a d i e n t s . 

Pieņemsim, ka vektoru F laukā uzdota noslēgta līkne C (kontūrs) uz 
virsmas 5 . Izvēlēsim līknei noteiktu apiešanas virzienu. Virsmas elementa 
dS stāvokli telpā raksturosim ar vienības vektoru n, kas statenisks pret 
apskatāmo virsmas elementu un kas virzīts tā, ka raugoties uz kontūru (C) 
no vektora gala apiešanas virziens ir pozitīvs jeb pretējs pulksteņa rādītāja 
gaitai. Par pašu vektorfunkciju F jāatzīmē pieņēmums, ka tā vismaz apska
tāmā virsmas daļā atbilst vienvērtības un nepārtrauktības noteikumam. 

Sadalīsim elementos to virsmas da|u, ko norobežo kontūrs C, un katra 
elementa laukumu reizināsim ar attiecīgo vektora F normālkomponenti n • F. 
Šo reizinājumu summa, ja tā eksistē, ir dubultintegrāls 

F • n dS, 

10* 
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kuru sauc par v e k t o r f u n k c i j a s F v i r s m a s i n t e g r ā l u . Integrēšanas 
simbolam piespraustais S izteic, ka integrēšana izplešas uz virsmas 5 . 

2. Stoksa teorēma. — Vektorfunkcijas F rotācija ari ir vektors. Aprē
ķināsim vektorfunkcijai līknes integrālu, bet tās rotācijai virsmas integrālu. 
S t o k s a t e o r ē m a apgalvo, ka šie integrāli ir vienādi: 

F u n k c i j a s F t a n g e n t i ā 1 a i s l ī k n e s i n t e g r ā l s v i s a p k ā r t 
k o n t ū r ā m C i r v i e n ā d s a r n o r m ā l o v i r s m a s i n t e g r ā l u , k a s 
v e i d o t s t ā s p a š a s f u n k c i j a s r o t ā c i j a i a p s k a t ā m ā k o n t ū r a 
r o b e ž ā s . 

Simbolos: 

rot F dS. (1) 

Vai arī, ja vektorus izteic komponentes: 
F(X,V,Z), r(x,y,z), n (a , 0, y) : 

ļ Xdx + Ydy + Zdz = jļ 
a 

_d_ 
dx 
X 

P 

dy 
V 

vai ari, izvirzot simbolisko determinantu: 

ļ Xdx + Ydy + Z d z = j ļ ^ - ~ — -

. J d X dZ\, ( dV dX\\ 
+ P { d z ~ dx-)  + ' U x ~ - -OY)] 

T 
d_ 

dz 
Z 

dY 
dz 

dS. 

dS; 

+ 

(2) 

(3) 

Pierādījums. 
Funkcijas X, Y, Z ir skalāras punkta funkcijas, kuras ierobežo vienīgi 

tas, ka tām un to parciālām atvasinātām jābūt vienvērtīgām, galīgām un 
nepārtrauktām. Atsevišķā gadījumā var būt Y=0, Z = 0. Tad F = .Yi, t. i 
lauku veido vektori, kas parallēli x asij, bet to skaitliskā vērtība ir atkarīga 
no x,y,z. Formula (3) pārveidojas šādā: 

Pierādīsim vispirms to. 
Skalārās funkcijas X vērtība atkarājas no apskatāmā punkta koordinā

tām: X= X(x, y, z). Dotās virsmas punktos ir spēkā virsmas nolīdzinājums 
z=f(x,y), tātad, skalārās funkcijas vērtība virsmas punktos 

Xx — X [x, y, f (x, y)) = Xx (x, y) 
ir pilnīgi noteikta ar koordinātām x, y. No tā seko, ka funkcijai X virsmas 
punktā P(x, y, z) ir tāda pati vērtība, kā funkcijai Xx ikvienā punktā uz 
taisnes, kas vilkta caur punktu P parallēli z asij. 
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Projecēsim uzdoto telpas līkni C uz plakni xOy, dabūsim šinī plaknē 
kontūru Cļ. Apzīmēsim ar Z laukumu, ko kontūrs C x norobežo, un ar d S — 
laukuma elementu. Apskatīsim dubultintegrālu 

Izteiksme labā pusē pārveidojas kontūra integrālā: 
al as aļ <h ai 

f (X\' — X'ļ) dx = f X"ldx — j Xļdx = — j X[dx — ļ X\dx = - \ Xxdx. 

Tātad: 

J f f ' g a . (5 , 
Attiecīgo formulu vektorfunkcijai X (uz virsmas 5 kontūrā C) dabūsim 

ievērojot sekojošo: 
(I) Xl = X{x,y,z), ja z=f{x,y), 

tāpēc 
dXL_d^X_+ dX dz _ dX dX 
dy dy dz dy dy dz ^' 

Normāles virziena kosini proporcionāli virsmas nolīdzinājuma kreisās puses 
parciālām atvasinātām: 

a : ¡ 3 : T . inr--AÍr-—l=P--9:—]> dx ' dy 

tātad, q = — p/y. To ievietojot dabū: 

dXl = d X p dX ^ 
^ dy dy y dz 

Beidzot, laukuma elements d S ir virsmas elementa dS projekcija uz xOy 
plakni: 

(III) d^ = dxdy = ^dS. 
Ievietojot izteiksmes (I), (II) un (III) formulā (5) dabū vajadzīgo saka

rību (4) 

//(4£-*£W/(»£-r£)« 
c s s 

Ja šinī vienādībā cikliski permutē X,Y, Z un attiecīgi x,y, z; a, p, f, seko 
vēl divas vienādības: 

/ z * = / / ( . «  , £ ) « 
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No trīs beidzamām vienādībām, ja tās saskaita, pēc nelieliem pārkārto
jumiem, seko vispārīgā sakarība (2). 

Pierādījuma pamatā ir pieņēmums, ka normāle pret virsmu veido šauru 
leņķi ar pozitīvo Oz virzienu ( y > 0 ) . Ja y < 0 , būtu jāņem 

dZ = dxdy = \*(dS\ = — y dS. 

Reizē ar to telpas līknes pozitīvam apiešanas virzienam atbilstu negatīvais 
virziens projekcijā. Zīme mainītos divreiz, un formula paliktu spēkā. 

Secinājums. 
Stoksa formulā (1) pieņemsim F = Va, kur V ir skalāra punkta funkcija 

un a — nemainīgs vektors. Vektoru lauks sastāv no kolīneāriem vektoriem, 
kuru garums un vēršanās puse atkarājas no V. 

Saskaņā ar (10) iepriekšējā nodaļā 142. lp. p. 

rot F - rot (l/a) = grad VX a = v V X a. 

Ievietojot Stoksa formulā dabū: 

j v a - d r = ļ j n • W X a d 5 = Jf n X W - adS, 

tāpēc ka trīskārtīgā vektoru reizinājumā drīkst apmainīt savā starpā punktu 
ar krustiņu. Iepriekšējo vienādību var pārkārtot šādi: 

f a • Vdr = ļ j a • n X dS. 
c s 

Konstanto faktoru a var rakstīt ārpusē integrēšanas simbolam: 

• ļvdT = a- fjn X^VdS. 

Ta kā vektors a ir pilnīgi patvaļīgs, iepriekšēja vienādība iespējama 
tikai tā, ka 

Jvdr = Jjn X^VdS. (6) 
C 5 

3. Gausa diverģences teorēma. — Apskatīsim daļu telpas, ko noro
bežo noslēgta virsma vai vairākas tādas virsmas; beidzamā gadījumā vienai 
virsmai jābūt ārējai, citām — tās iekšā. Visos gadījumos kopvirsmu, kas 
apskatāmo telpas daļu (tilpumu) norobežo, apzīmēsim ar 5 . 

Ar n apzīmēsim vienības vektoru (n = l ) , kas kādā virsmas punktā 
virzīts stateniski pret pieskaru plakni un vērsts projām no apskatāmā til
puma ( v i e n ī b a s n o r m ā l e ) . 

F (X, Y, Z) ir vienvērtīga, galīga un nepārtraukta vektoriāla punkta funk
cija ; tādas pašas īpašības pieņemsim šīs funkcijas atvasinātām. Katram telpas 
punktam tad atbilst noteikts vektors F un noteiktas funkcijas, kas veidojas 
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šo vektoru atvasinot. Vismaz apskatāma tilpuma robežās šiem pieņēmu
miem jābūt spēkā. 

Ņemsim uz virsmas kādu punktu, kas pieder virsmas elementam dS. 
Šim punktam atbilst noteikti vektori F un n. Projecēsim F uz normāli, 
projekciju F - n reizināsim ar attiecīgo virsmas elementu dS, un šos reizi
nājumus summēsim pilnas virsmas robežās, t. veidosim funkcijas F n o r 
m ā l o v i r s m a s i n t e g r ā l u 

F-ndS. 
s 

No otras puses, sadalīsim apskatāmo tilpumu elementos un nosauksim 
kādu vienu elementu ar dV. Elementa iekšienē ņemsim punktu. Tam 
atbilst noteikta vektorfunkcijas diverģence div F. Reizināsim tilpuma ele
mentu ar attiecīgo diverģenci un summēsim reizinājumus pilna tilpuma 
robežās, t. i. veidosim funkcijas F divergencei t i l p u m a i n t e g r ā l u 

///-div F dv. 

Gausa teorēma apgalvo, ka šie integrāli ir vienlīdzīgi: 

V e k t o r f u n k c i j a s F n o r m ā l a i s v i r s m a s i n t e g r ā l s ir v i e n ā d s 
ar d i v e r ģ e n c e s t i l p u m a i n t e g r ā l u , p i e ņ e m o t , ka i n t e g r ā l i a t t i e 
c a s uz n o s l ē g t u v i r s m u un t i l p u m u , ko t ā d a v i r s m a n o r o b e ž o . 

Simbolos: 

jfr-ndS=jjf div Fdv. (1) 

Ja vektori F un n uzdoti komponentēs ortogonālās koordinātu asīs 
F (X, Y, Z) un n (a, S, y), var rakstīt 

Tātad: 

F — X\ + Yj + Zk, 2 2 2 _ . 
n = ai + 3 j + yk. ^ a + p ^ ' - l> 

F - n = A'a + K9 + Z y , 

.. F dX dY dZ 
ox dy oz 

Ievietojot šīs izteiksmes formula (1) dabu tās a n a l i t i s k o v e i d u : 

/ / ^ + K P + z r ) „ = / / / ( ^ + f + § ) „ . . . . ( 2 , 
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Pierādījums. 

Vienkāršības labā pieņemsim, ka slēgtā virsma ir tāda, ka taisne, kas 
parallela koordinātu asij, sastop virsmu vislielākais divi punktos. 

Vilksim divas bezgala tuvas plaknes, kas parallēlas xOz plaknei un 
sastop apskatāmo virsmu. Atstatumu starp plaknēm nosauksim par dy. Tātad, 
šīs plaknes nošķel tilpumam plāksnīti, kuras biezums ir dy. Vilksim vēl divas 
plaknes atstatumā dz vienu no otras, abas parallēlas xOy plaknei. Visas 
4 plaknes apskatāmam tilpumam izgriež elementāru prizmu, kurai stateniskais 
šķērsgriezums ir taisnstūris, kam laukums ir dydz. 

Elementārā prizma, caurdurdama virsmu, izgriež tanī 2 elementārus 
laukumus dSx un dS2. Prizmas šķērsgriezums ir šo elementāro laukumu 
projekcija uz yOz plakni. Vienības normāli laukumam dSx apzīmēsim ar 
n l t bet laukumam dS2— ar n 2 . Abas normāles vērstas projām no apska
tāmā tilpuma, tāpēc viena (teiksim nļ) ar x asi veido platu leņķi, bet otra — 
šauru. To ievērojot varam uzrakstīt sakarību starp dSlt dS2 un to projekciju: 

dydz = — dSļ cos (nu i) = dS2 cos (n 2 , i), 

dydz = — nx • i dSx = n 2 • 1 dS2. (3) 

Tālāk piegriežamies sekojošam trīkārtīgajam integrālam: 

/ / / " Ž r d x d y d z = / / d y d z Jl)x^dx = ļ j (X2 — x J d y d z -

Xx ir funkcijas X vērtība vienā elementārprizmas galā (elements dSx), X2 — 
otrā galā. 2 apzīmē virsmas projekciju uz yOz plakni (slēgts kontūrs). Šīs 
projekcijas robežās jāaplēš dabūtais divkārtīgais integrāls: 

ļļ=Jļ{X2 dy dz — Xx dy dz). (A) 

Ievērojot ( 3 ) : 
X2 dy dz = X2 n 2 • i dS2, 

— Xx dy dz = X1n1 • i dSļ; 
tātad: 

ff=jļ(Xt nx • i dS, + X2 n 2 • i dS2) = ^ X n • i dS. 
No tā seko, ka 

/ / / ^ d x d y d z = J J ^ n - l d S , 

V s 
vai ari, ievērojot to, ka n • i = <x (normāles virziena kosins) un dxdy dz = dv: 

fffiš-'Hf*"3- (4) 

V s 
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Līdzīga kārta pierāda, ka 

/// wd"=ttr*dS' (4'> 
V s 

/ / / 4 f - = / / ^ « <«•> 
V S 

Saskaitot šīs 3 vienādības dabū Gausa formulu (2) . 
Pierādījuma pamatā bija pieņēmums, ka taisne, kas parallēla koordi

nātu asij, sastop virsmu vislielākais 2 punktos. Ja šis noteikums nav izpil
dīts, ja kopīgo punktu skaits ir lielāks par 2, tad kopīgie punkti var būt 
tikai p ā r s k a i t a , un virsmas normāles šinīs punktos pāros veido ar koor
dinātu asi šaurus un platus leņķus. Pierādījums paliek spēkā, tikai divkār
tīgais integrāls (i4) aptver lielāku summandu skaitu. 

Secinājums. 
Formulā (1) aizvietosim funkciju F ar K\, kur K—skalāra punkta funk

cija. Ievērojot to, ka n • i = a (normāles virziena kosins) un 

v . * i = i . _ ^ L + J . ^ - + k . ^ L = ^, 
ox dy oz ox 

dabūsim: 
(5) 

v s 

Līdzīgā kārtā, aizvietojot formulā (1) F ar K] un Kk: 

ffjīz-"=fI***- (5'> 
Ja vienādības (5) līdz (5") pēc kārtas pareizina ar i, j , k, dabūtos rei

zinājumus saskaita un ievēro, ka 

ox oy oz 
un 

ai + Sj + yk = n, 
tad seko: 

/// ^Kdv = JļnKdS- (6) 
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