LATVIJAS UNIVERSITATES MACIBAS GRAMATU SERIJA
N 17

TEORETISKA MECHANIKA

EiZzens LEIMANIS

LATVIJAS UNIVERSITATES
MATEMATIKAS UN DABAS ZINATNU FAKULTATES
DOCENTS

1 SEJUMS

KINEMATIKA

RIGA, 1940
LATVIJAS UNIVERSITATE



6233 lespiests L. Audzes gr. sp. Riga, Térbatas iela 50, talr. 98333
Klifejas izgatavojusi Armijas spiestuve, Rigs, Muitas jeld 1



PRIEKSVARDI

8i darba, kura pirmais séjums paslaik paradas atklatiba, pamata ir
manas lekcijas par tedrétisko méchaniku, kuras lasitas 1937.-38. mac.

TEORETISKA MECHANIKA
1 SEJUMS
E. LEIMANIS

Iespieduma laikad ieviesuSos svarigiko k|iidu saraksts.

27. lpp. 5. rinda no apak3as iespiests polu jabut redukcijas polu.

ABRLnAn R ez tal 5 »  vektoru PO, jabiit vektoru PO, .
IR G A » augsas #: g koordinatas jabit g koordinatas.
1422050 - sfr s ,» apaksas ,, neséjas taisnes jabiit neséju taisni .
L e et A . To(S) jabit 1,(S).

2785 EB 200 RS Aupsas ks Q jabiat Q.

SO e % 5 Te jabiit Tg.

matu sarakstot, ievérotas ka matématika, ta fizika un astronoma
intereses. Nedomaju, ka tani biitu apskatiti visi jautajumi, kas va-
rétu interesét lasitaju, kura noliks ir iedzilinaties tedorétiskaja mécha-

1) Skat.,, piem., T. Levi-Civita, The absolute differential Calculus,
London, Blackie & Son Ltd, 1927, vai ari J. A. Schouten, Der Ricci-Kalkul,
Berlin, Springer, 1924,



PRIEKSVARDI

Si darba, kura pirmais s€jums padlaik paradas atklatiba, pamatai ir
manas lekcijas par tedrétisko méchaniku, kuras lasitas 1937.-38. mac.
gada Latvijas universitites matématikas un dabas zinatpu fakultates
matématikas nodala.

Ar to ari izskaidrojams §is gramatas saméra elementarais raksturs,
un ta nekada zipa nepretendé uz pilniga traktata nosaukumu. Tomér
esmu centies uzrakstit darbu forma, kura atspogujotu modernu ted-
rétiskds méchanikas kursu, kas apskatits ar misdienu modernaja ma-
tématika arvien vairak domingjosam vekioru un temsoru tedrijas
metodém.

Vektorialas un tensorialas rakstibas noliiks ir iepazistinat
lasitaju jau pa3a sakuma ar simboliskiem apzim&jumiem, kuju kon-
sekventa lietoSana ir izradijusies par noderigu un nepieciefamu visas
jaunakas fizikas tedrijas. Reizé ar to esmu gribgjis ieinteresét lasi-
taju ari par ta sauktajiem absolatiem diferencialrékiniem?®) (calcul absolu),
kuriem ir tik liela nozime visds modernajas fizikas un geometrijas dis-
ciplinas. Bez tam vektorialais un tensorialais algoritms dazreiz tada
méra vienkarSo saliktu matématisku izteiksmju rakstibu un pétifanu,
ka klasiska koordindtu metode ar to nemaz nevar tikt salidzinita.
Tapat dazos klasiskos jautajumos tensoridla rakstiba dod vienkariu
rezultatu sintezi. Tome&r no otras puses jabridina lasitajs no uzskata,
ka ar tensoru tedrijas simbolisko operaciju, kuras ir daudz abstrak-
takas par parastam algebriskam operacijam, méchanisma pilnigu par-
zinasanu jau biitu tvertas lietas sava dzilikaja biitiba.

Problému vektoridlais un tensoridalais uztveres veids 3ai darba to-
mér nav izpaudies vienpusigi; ari klasiskajai koordinatu metodei ir
ierddita redzama vieta visur tur, kur ta likas dabigaka.

Gramata vispirms domata ka paligs studentiem un ka turp-
maka baze augstakajiem méchanikas kursiem: analitiskat méchanikat,
debess méchanikai, deforméjama kontinuuma méchanikai u. t. t. Gra-
matu sarakstot, ievérotas ka matématika, ta fizika un astronoma
intereses. Nedomaju, ka tani bitu apskatiti visi jautdjumi, kas va-
rétu interesét lasitaju, kura noliiks ir iedzilinaties tedrétiskaja mécha-

1) Skat., piem., T. Levi-Civita, The absolute differential Calculus,
London, Blackie & Son Ltd, 1927, vai ari J. A. Schouten, Der Ricei-Kalkul,
Berlin, Springer, 1924.
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nikd, tomér esmu centies ievérot svarigakos un raksturigakos no tiem.
Domaju, ka grimata varés noderét ari technisko fakultasu studen-
tiem, kas vélétos papildindt savas zinaSanas daZos tedrétiskds mé-
chanikas jautajumos.

Gramatu sarakstot, esmu sekojis méchanikas literatiirai anglu,
franéu, italieSu, krievu un vacu valoda. Nevarédams siki aizradit
uz ikviena originaldarba tieSu vai netieSu ietekmi un atstajot péc
iespEjas pilnigu méchanikas micibas gramatu sarakstu otram séju-
mam, aprobeZo$os $eit tikai ar to darbu atzimé$anu, kurus esmu vis-
vairak izlietojis, pirmo séjumu sarakstot, un kuju autoriem esmu
par to pateicigs. Tie ir 3adi darbi:

G. Julia, Cours de cinématique, Paris, Gauthier-Villars, 1936.

T. Levi-Civita e U. Amaldi, Lezoni di meccanica razi-

onale, vol. I, Bologna, Zanichelli, 1930.
P. Painlevé et Ch. Platrier, Cours de mécanigue, Paris,
Gauthier-Villars, 1929.

Pirmaja séjuma ir tris lielakas dajas: I — Vektoru tedrija un cieta
kermena kinématika, 11 — Otrds kartas tensoru tedrija un masas
jédziens kin€matikd, III — Sistémas un deforméjama kontinuuma
kinématika. Tanis apskatita kinématiska geometrija ka ievads klasiskaja
jeb Nitona méchanika, kas ietilps gramatas otrd séjuma. Pirmaja
s€juma tadéjadi ir visas nepiecieSlamas priekszinaSanas méchanikas
studijam varda tieSaja nozimé.

Par daZiem aizradijumiem $i darba sagatavoSana izsaku pateicibu
savam kollégam ark. prof. A. Liisim. Tapat pateicos ari visiem
citiem, kas sekméjusi § darba publicéSanu.

Eizens LEIMANIS
Riga, 1939. g. aprili.
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TEORETISKA MECHANIKA

I SEJUMS.

IEVADS.

La meccanica ¢ il paradiso delle
scienze matematiche, perché con quella st
viene al frutto delle scienze matematiche.

Leonardo da Vinei.*®)

Meéchanika ir zinatne par materidalu kermenu kustibu. Saka, ka
kermenis kustas, ja tas maina savu poziciju attieciba pret citiem ker-
meniem, kas iedomati par nekustigiem.

Méchanikas pirmie sakumi mekléjami jau sirmaja senatng, jo ap-
kartéjo kermepu kustiba un miera stavok]i nevaréja nesaistit cilvéka
uzmanibu. Ta radas méchanika ka eksperimentala zindtne. Daudzos
gadu simtenos tadéjadi uzkrajas plass eksperimentali iegiitu meécha-
nikas likumu krajums, kur katrai atseviSkai dabas paradibu klasei
bija savi likumi. Piem. sviras likums, ko atrada Archimeds'),
spéku parallélograma likums, ko pirmais pamanija Varinons?), bet
vélak precizi formuléja Niitons, smaga kermena briva kritiena likumi,
kurus atrada Galilejs®), u. t. t. No Siem likumiem radas pirma zinat-
niska méchanikas sistéma — elementara méchanika.

Uzkrajoties plaSiem novérojumu materidliem, dabigi radas jau-
tajums, vai daudzus eksperimentali iegiitus méchanikas likumus ne-
varétu atvasinat logiski jeb racionali no nedaudziem pamata principiem.

*) Leonardo da Vinci (1452.—1519. g.). Mé&chanika ir mat&€ma-
tisko zinatpu paradize, jo ar to nonak pie matématisko zinatpu sasniegumiem.

) Archimedes (287.—212. g. pr. Kr.).

2) P. Varignon, Nouvelle mécanique ou statique dont le projet fut donné
en 1687, Paris, 1725.

3) G. Galilei, Discorst e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove
scienze attenenti alla meccanica e i movimenti locali, in Leida, 1638.



2 . levads.

i :
Reizé ar So jautdjumu dzima racionala méchanika. Tas nodibindtajs
ir Nitons, kas sava nemirstigaja darba Philosophiae naturalis principia
mathematica, 1686. g., balstoties uz daZiem pamata principiem, sinte-
tiski konstru€ja racionalas méchanikas sistému.

Nakosais posms méchanikas attistiba sakas ar Euleru?’), Dalambéru?)
un Lagranzu®), kas saka lietot méchanika matématiskas analizes metodes,
t. i. diferencial- un integralrékinu metodes. Ta radas analitiska mécha-
nika, kura priekiroka tika dota analitiskai metodei pret agrako sinte-
tisko metodi un kura vairak uzsvérts méchanikas teodrétiskais raksturs.

Teorétisko méchaniku iedala kinématika un dinamika. Kine-
matika apskata kermenu kustibas telpa un laika neatkarigi no kustibu
céloniem. Dinamika péti kermenu kustibas sakara ar to célonpiem
un apskata 3o célonu raditos fainomenus. Dinamika ietver sevi statiku,
kas péti materidlu kermenu lidzsvara noteikumus, un kinétiku, kas
péti visparigo gadijumu, kad kermeni atrodas kustiba.

Bet ta ka fizikalo fainomenu patiesie céloni ir nezinami, tad
tos iedomadjas aizstatus ar fiktiviem c€loniem, sauktiem par spékiem,
kas spéjigi radit tos paSus efektus ka patiesie céloni.

Nobeidzot 8o ievadu, atzimésim, ka, papildinot lidz $im minéto
koncepciju (t. i. telpas, laika un spéka) kompleksu ar skaitla
koncepciju, matématikas disciplinas, atkariba no koncepcijam, uz
kuram tas bazéjas, var sakartot $ada simboliskd schéma:

1° skaitlis: analize,

2° skaitlis + telpa: geometrija,

3° skaitlis + telpa + laiks: kinématika,
4° skaitlis + telpa + speks: statika

5° skaitlis + telpa + laiks + speks: kinétika } dinamika.

1y L. Euler, Mechanica sive molus scienlia analytice exposita, 2 vol.,
Petropoli, 1736.

%) J. d’Alembert, Traité de Dynamique, dans lequel les lois de U'équilibre
et du mouvement des corps sont réduites au plus petit nombre possible, et démon-
trées d'une maniére nouvelle, et o Uon donne un Principe général pour trouver
le Mouvement de plusieurs corps qui agissent les uns sur les autres d’'une maniére
quelconque, Paris, 1743. :

3 J. L. Lagrange, Méchanique analitique, Paris, 1788.



PIRMA DALA.

VEKTORU TEORIJA UN CIETA
KERMENA KINEMATIKA.

I NODALA.
VEKTORU TEORIJA.

VienkarSu un izteiksmigu algoritmu tedrétiskas méchanikas un
fizikas daudzo un daZado problému matématiskai formulésanai un dis-
kusijai sniedz vektoru un tensoru tedrija. Tadeé| iesaksim 3o tedrétis-
kas méchanikas kursu ar nodaju par vektoru tedriju'), kura apskatisim
vektoru tedrijas fundamentalas koncepcijas un elementaras likumibas.

1. § Vektori.

1. Skalari un vektoridli lielumi. — Méchanika un fizika sastopa-
mos lielumus iedala skalaros, vektoridlos un tensoridlos lielumos?).
Skalars ir lielums, kas raksturojams ar ta skaitlisko vértibu, kura iz-
teikta kadas iepriek§ fiksétas skalas vienibds. Sada tipa lielumi ir,
piem., masa, garums, laiks u. t. t., kurus raksturo parastie skaitli
attieciba pret izvélétam skalam.

Datzi citi lielumi turpretim nav pilnigi determinéti tikai ar to skait-
liskim vértibam; piem., rundjot par véju, tas nav pietiekami determi-
néts, sakot, ka ta atrums noteikta vieta un laikd ir 6 km stunda, bet
véja pilnigai raksturoSanai ir jauzrada vél ta darbibas taisne (ideali-
z&jot véja kustibu) un vérsums pa so taisni; ta, piem., ja véja darbibas
taisne ir noteikta ar diviem tas punktiem: ziemelu un dienvidu punktu,
tad véja vérsums var biit zieme]dienvidu vai dienvidzieme]u.

1) Tensoru tedrija tiks apskatita VII nodala.

2) Lielumu iedalijumu skilaros un vektoridlos ir devis Hemiltons (W.
R. Hamilton, 1805.—1865. g.) vispirms savos darbos On Quaternions; or
a new System of Imaginaries in Algebra, kas publicéti Proceedings of the Royal
Irish Academy, vol. 2, 1844.; Philosophical Magazine, (3), vol. 25, 1844, un vélik
sava gramata Lectures on Quaternions, Dublin, 1853. Tensoriala lieluma jédzienu
ir devis Foigts (W. Voigt, 1850.—1919.g.). Si jédziena definiciju skat.225. Ipp.
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Lielumu, kas raksturojams bez ta skaitliskas vértibas vél ar ne-
teiktu virzienu un v@rsumu, sauc par vektoriglu lielumu. Vektoriali
lielumi ir, piem., atrums, paatrinajums, spéks u. t. t.

2. Saistits, brivs un slido3s vektors. — Vektoriala lieluma &eo-
metriskai raksturo$anai izvélas modeli, kam biitu visas §i lieluma ipa-
§ibas: skaitliska vértiba, virziens un veérsums.

Sads vienkarSs vektoridla lieluma geometris-

/'B kais modelis ir orientéts taisnes segments AB
(1. zim.), kur§ savieno punktu A, sauktu par

A sakuma punktu, ar punktu B — gala punktu —
un kura garums (attieciba pret kadu ieprieks

1. 2im. fiksétu skalu), virziens (noteikts ar segmenta

AB neséju taisni) un vérsums (noteikts ar

segmenta AB gala punktu 4 un B orientdciju: no punkta A uz
punktu B, ko apzimé, liekot segmenta gala punkta B bultinu) at-
tiecigi reprezenté vektoriala lieluma skaitlisko vertibu, virzienu un ver-
sumu. Citiem vardiem sakot, par vekforu') sauc geometrisku, mécha-
nisku vai fizikalu lielumu, kura jebkuru nozimi iespéjams reprezentét
ar noteiktu orientétu taisnes segmentu AB, ka garums nav nulle?).
Simboliski vektoru apzimg, aizradot uz ta reprezentétajas taisnes

1) Nosaukumu vektors ir ieteicis Hemiltons kada darba, kas publicéts
Quaterly - Journal of Mathematics, vol. 1, 1845, Cambridge.

) Blakus 8ai vektora definicijai vektoru tedrijas literatiird sastopama vél
otra definicija, kuras vé@sture isuma ir 8ada. Jau labi sen pirms Hemiltona ar
orientéta virziena jédzienu plakné saka operét Vesels (C. Wessel, 1745.—1818. g.)
sava darba Om directionens analytiske betegning, Nye Samling af det Kong,
Danske Videnskab. Selskabs Skrifter, vol. 5, 1797. g., kura tulkejums francu va-
loda Essai sur la représentation de la direction iznaca 1897. g. Kopenhagena, un
Argans (J. Argand, 1768.—1822. g.) — darba Essai sur une maniére de repré-
senter les quantités imaginaires dans les constructions géométrigues, 1806. g. Talak
jédziens par taisnes orientétu segmentu figiiré impliciti Mdbiusa (A. F. Mibius,
1790.—1868. g.) gramata Der barycentrische Calcul, 1827. g., ka divu metrizétu
punktu summas specidlgadijums, kad $o punktu masu summa ir viendda ar
nulli, bet ekspliciti, sikot ar 1832. g., Bellavitisa (G. Bellavitis, 1803.—1880.g.)
darbos: Sopra alcune applicazioni d’'un nuovo metodo di geometria analitica, Gior-
nale di Scienze, Lettere ed Arte, vol. 13, 1833, Verona; Metodo delle equipollenze,
Annali di Scienze del Regno Lombardo-Veneto, vol. 7, 1837, vol. 8, 1838, u. c.
Beidzot ar taisnes orientétu segmentu n-dimensiju telpa pirmo reiz operéja
Grasmanis (H. Grassmann, 1809.—1877. g.) sava darba Die lineale Ausdeh-
nungslehre, 1844, g. (Ges. Werke, Bd. I;, 1894). levérojot S0 vektora jédziena
attistibas priek§vésturi un paliekot parastas 3-dimensiju telpas robezas, dazi
jaundko laiku autori, ki Apells (P. Appell, 1855.—1930. g.), Biberbachs (L.
Bieberbach), Kirants (R. Courant), Sazi (J. Chazy) u c., par vektoru
sauc gluZi vienkardi taisnes orientétu segmentu.
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orientéta segmenta AB gala punktiem un rakstot sakuma punktu A
pirmo, ar

- a——
AB vai AB.

Tadéjadi vektors AB ir pilnigi definéts ar Sadiem ta elementiem:
1° sakuma punktu A ; 2° virzenu, kas noteikts ar segmenta AB neséju
taisni; 3° vérsumu, noteiktu ar segmenta AB gala punktu orientaciju;
4° garumu (modulu) jeb absoliito vértibu, kas ir segmenta AB gajums
kadas iepriek$ fiksétas skalas vienibas. Vai ari ar 1° sdkuma punktu
A ; 2° virzenu, ko noteic segmenta AB neséja taisne; 3° izvéléto pozi-
- tivo vérsumu uz tas un 4° segmenta AB algebrisko vértibu, kas skaitita
saskana ar izvéléto veérsumu.

Abos gadijumos, ja ¢ ir taisnes segmenta AB absoliitd vai algeb-
riska vértiba, vektoru AB apzimé ari ar simbolu v?), t. i

AB=v
ir divi ekvivalenti vektora apziméjumi.

Ja vektora sdakuma punkts, saukts ari par vektora pielikSanas
punktu, ir fikséts telpd, tad $adu vektoru sauc par saistitu vektoru,
piem. punkta atrums, punkta paatrinajums.

Brivs vektors ir tads, kura sakuma punkts ir brivi izvélams telpa,
bet virziens, vérsums un garums ir pilnigi noteikti. Brivs vektors
tadéjadi ir definéts lidz kadai patvaligai translacijai.

Par slidosu vektoru sauc tadu, kura neséja taisne, vérsums un
garums ir pilnigi noteikti, bet sakuma punkts uz Sis taisnes ir neno-
teikts. Slido§s vektors ta tad ir noteikts uz savas nes€jas taisnes
lidz kadai translacijai, paralléli savam virzienam.

Divus kaut kadus vektorus v, un vy, t. i. saistitus, brivus vai
slidosus, sauc par viendadiem un raksta

ja tiem ir tas pats garums, virziens un veérsums, un par direkt
vienadiem, ja tie abi reizé ir saistiti vai slido3i, bet ar vienu un to pasu
neséju taisni.

Divus kaut kadus vektorus v, un v, sauc par pretéjiem un raksta

VZ = —-Vl,

1) So simbolu pirmie lietoja Hevisaids (0. Heaviside, 1850.—1925, g.)
Philosoph. Mag., (5), vol. 22, 1886, un Gibss (J. W. Gib b s, 1839.—1903. g.)—
gramata Vector-Analysis, ed. by E. B. Wilson, New York, 1902 [Collected Works
of J. W. Gibbs, 2 vol., New York, 1928].
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ja to garumi un virzieni ir vienadi, bet vérsumi pretéji, un par direkti
pretéjiem, ja tie abi reizeé ir saistiti vai slido8i, bet ar vienu un to pasu
neséju taisni.

Papladinot vektora jédzienu, definésim nulles vektoru ka vektoru,
kura sakuma un gala punkts sakrit. Nulles vektora gajums ta tad
ir nulle, bet ta virziens un vérsums ir nenoteikti. ‘

Vektoru, kura gajums ir viena skalas vieniba, sauc par vientbas
vektoru. Vienibas vektoru ar to pasu virzienu un vérsumu ka vektoram
v sauc par vektora v versoru un simboliski apzimé ar vers v.

Vektora v gajumu (modulu) simboliski apzimé ar?)

mod v = |v| = v¢.

Un ta ka katrs vienibas vektors noteic noteiktu orientaciju un ari otradi,
tad vektoru v ar td modulu ¢ un versoru vers v var uzrakstit $adi:

V=9 VErsv.

3. Vektora projekcija uz taisnes un uz plaknes un vektora kom-
ponents pa orientétu taisni. — Par vektora v = AB projekciju uz
taisnes d (plaknes I1) sauc vektoru v, = A,B,, kura sikuma un gala
punkts ir dotd vektora AB sdkuma un gala punkta ortogdnalas pro-
jekcijas uz taisnes d (plaknes II). Vektora v, kas nav nulles vektors,
projekcija uz taisnes d vai plaknes Il ir nulle tikai tad, ja taisne
vai plakne, uz kuyu dotais vektors v japrojicé, ir tam perpendiku-
lara. Nulles vektora projekcija uz kaut kuras taisnes vai plaknes
ir vienmér nulle. Talak ir saprotams, ka divu vienadu vektoru
projekcijas uz vienas un tas pasas taisnes vai tai parallélam taisném,
ka ari uz kadas plaknes vai tai parallélam plakném ir vienadas.

Ja doto taisni 4 iedomajas orientétu, t. i. ja uz tas izvélas vienu
no diviem iespéjamiem tas punktu sakartojumiem (2. zim.), tad par
vektora v komponentu pa orientéto taisni d sauc vektora v projekciju
v, uz §is orientétas taisnes.

Nav griiti uzrakstit tagad vektora v komponenta v, pa orientéto
taisni d algebrisko vértibu ¢, atkariba no vektora v algebriskas verti-
bas ¢ un lenka, kadu veido vektors v ar orientéto taisni 4. Anali-
tiska geometrija maca, ka

(1.) py=wvcos(v,d)=vcos(d, V),

1) Simbolu mod v pirmo reizi lietoja Argans un Ko§i (A. L. Cauchy,
1789.—1857. g.), bet simbolu |[v| — Veier§trass (K. Weierstrass, 1815.—1897. g.).
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pie kam ar lepki starp orientéto taisni d un vektoru v saprot lepki
(0 un = robeZas, tas ieskaitot) starp orientéto taisni d un vektoram v
kadu paralléli vilktu taisni ar to paSu orientaciju ka dotajam vektoram.
Tadéjadi ¢, ir pozitivs vai negativs lielums atkariba no ta, vai lepkis

10

2. zim, 3. zim.

(v, d) ir Saurs vai plats. Lepkis (v, d) ir nenoteikts, ja vektors v ir
nulles vektors, bet (1.) formula ir spéka ari $ai gadijuma, jo kreisaja
pusé ¢, ir nulle péc definicijas, bet labaja pusé ¢ ari ir nulle,
kamér cos (v, d), ka no nenoteikta lieluma, tomeér ir galigs lielums.

4. Rotacijas vérsums. Orientacija. — 1° Rotacijas pozitivais ver-
sums ap asi.— Ja telpa ir dota kada ass A, t.i. orient&ta taisne Oz (3. zim.),
un kdds punkts P, kas parvietojas pa kadu telpas likni C, tad saka,
ka punkta P cirkulacijas vérsums ap asi A ir pozitivs, ja novérotajs,
kas stav ar kajam punkta O un galvu, vérstu pret punktu z, redz
punktu P parvietojamies pa likni C no labas puses uz kreiso. Sadi
definétais cirkulacijas pozitivais veérsums ir vienads ar pozitivo jeb
astronomija apziméto direkto rotacijas vérsumu, t.i. veérsumu, kada
Zeme un citas planétas roté ap savam asim un kustas pa savam
trajektorijam ap Sauli, pie kam rotacijas asis ir orientétas dienvidzieme|u
vérsuma. Pretéjo cirkulacijas vérsumu sauc par negativo vérsumu, un
tas ir vienads ar megativo jeb astronomija saukto retrogrado rotdcijas
versumit.

2° Divu asu savstarpéja orientdcija. — Apskatisim divas asis A
un A’, kas neatrodas viena plakné, un divus punktus P un P’, kas
attiecigi apraksta Sis asis vérsumos AB un A’B’ (4. zim.). Viegli
konstatét: ja punkta P’ cirkuldcijas vérsums ap asi A ir pozitivs, tad
ari otradi—punkta P cirkuldcijas vérsums ap asi A’ ir pozitivs. Tade-
jadi divas asis roté viema ap otru reizé vai nu abas pozitiva, vai
negativa vérsuma, citiem vardiem sakot, abas asis ir viena pret
otru reizé vai nu pozitivi, vai negativi orientétas.
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3° Poutivi orientéts koordindtu triedrs. — Apskatisim slip- vai
taisnlenku koordinatu triedru Ozxyz (5. zim.), ko veido tris koordi-
natu asis Oz, Oy, Oz. So triedru sauc par pozitivi orientétu, ja plaknes
z0z savieno$anai ar plakni yOz, pagrieZot to ap asi Oz par kadu lepki ro-

4, zim, 5. zim.

bezas starp 0 un m vai par taisnu lenki, rotacijas vérsums ir pozitivs.
Permiitéjot cikliski burtus z, y, z, dabiijam divas ekvivalentas defini-
cijas attieciba pret z- un y- asi. Ar maz izpémumiem turpmak
vienmér lietosim pozitivi orientétu taisnlenku koordindtu triedru,
kura attéls redzams 5. zimé&juma.

5. Vektora koordindtas Dekarta koordinatu triedra. — Izvélesi-
mies kadu pozitivi orientétu ortogdnalu Dekarta koordinatu triedru
Oxyz. Sai koordinatu triedra dotais vektors v ir geometriski reprezen-
téts ar orientéto taisnes segmentu AB, kura garums, virziens un veér-
sums ir attiecigi vienadi ar vektora v garumu, virzienu un veérsumu.
Bet orientétais segments AB izvelétaja koordinatu triedra ir pilnigi no-
teikts, zinot ta gala punktu A un B koordinatas 2, y’, z" un z", y", z".
Tade], apziméjot vektora v komponentus pa koordinatu triedra asim at-
tiecigi ar v,, v,, v, So komponentu algebriskam vértibam ¢,, ¢,, v,
kd to maca analitiskd geometrija, dabijam Sadas izteiksmes:

u?

(2.) V=" —&!, vy=y"—y, v,=3"—2.

Talak, apziméjot vektora v virziena kosinus ar o, (B, vy, péc
(1.) formulas dabiijam, ka

(3.) Vg ety W e o8] T sy

Tris lielumi ¢,, ¢,, ¢,, ki to rada (2.) un (3.) formulu sistéma,
pilnigi noteic vektoru v telpa.
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Ta no (3.) formulu sistémas redzams, ka vektora v garums v ir
dots ar formulu

4) Bemes \/"x2+ oyt + Vzi:

kura radikalis japem ta aritmétiska nozimé. No pédéjas izteiksmes
savkart varam secinat, ka ¢ ir nulle tikai tad, ja reizé tris lielumi
Uzs ¥y, ¢ ir nulles. Izpemot So gadijumu, jo tas atbilst nulles vektoram,
(3.) formulu sistéma talak rada, ka vektora v orientétad virziena kosini
ir doti ar formulam:

oL = YE = U't
v Vert o4l 4
¢ Oyl ‘

(5.) SR =yl o Oy R

¢ \/VIE +o2 0?2 4
v, ¢

Y = — == 4
¢ Vo2 + 02+ 02

Ta tad no (2.), (3.) un (5.) formulu sistémas un (4.) formulas
izriet, ka starp telpas vektoru v un ta komponentu pa koordinatu asim
Oz, Oy, Oz algebriskdm vértibam ¢, ¢,, ¢. eksisté vienviennozimiga
sakariba, t. i. katram vektoram v atbilst tris lielumi ¢,, ¢,, ¢, un otradi
— tris lielumi ¢,, ¢,, ¢, noteic vektoru v. Pamatojoties uz So saka-
ribu, tris lielumus ¢, ¢,, ¢, sauc par vektora v koordindatam izvélétaja
koordindtu triedrdl). Dazreiz tds apzimésim ari vienkarsi ar X, ¥, Z.

6. Vektora koordindtu transformacija. — ledomasimies, ka doti
ir divi ortogdnali koordinatu triedri Oxyz un QXYZ, pie kam ikviena
triedra asis attiecibd pret otru triedru ir noteiktas ar to virzienu
kosiniem péc tabulas

1) Diezgan izplatits ir uzskats, péc kura ar vektora v komponentiem saprot
vektora v komponentu v, vy, v. pa koordinatu asim algebriskds veértibas
¢z, ¢y, 9. Lai gan §is apzim&jums p&c biitibas nav tik izdevigs, uz ko aizrida ari
Levi-Civita (Levi-Civita) un Amaldi (Am aldi) sava méchanikas gramata,
tomér minétie autori terminu ,komponents* Sai nozimé patur, ievérojot, ka
tas stipri ieviesies. M&s tomér sava kursd lietosim terminus. ,vektora kompo-
nents“ un ,vektora koordinata® tai nozimgé, kada tie tika definéti, t. i. vektora
v komponenti ir td projekcijas v, vy v.uz koordindtu asim un vektora v
koordinatas ir So komponentu algebriskas vértibas ¢, ¢, ¢,. DaZi autori, piem,
Apells, pEdéjas sauc ari par vektora v projekcijam uz koordinatu asim.
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| Oz Oy Oz
QX | oy ogp %3
QY | oy %y %ag
Q7 | %3 Ogs %g3-

Ka zinams, devipi virzienu kosini «; tad ir saistiti ar vienu no
divam relaciju sistémam

oy + o + o = 1 e =12,3),
OOyt Oy Oy + Gy, = 0 G, =12, 378 %)
val -
au’ +aiﬂg+ai32:1 (J:=l,2,3),
°'-i1°‘11+°‘iz°ljz e Oig Xjg = 0 (‘l ]‘T" 1 ’ 2 ’ 3; ”:#’)t

kuras analitiski izsaka fdktu, ka iepriek3€jas tabulas ikvienas
kolonnas vai rindas elementi ir kadas orientétas taisnes (viena triedra
kadas ass attieciba pret otru triedru) virziena kosini un ka ikviena
triedra asis pa parim ir savstarpéji perpendikularas.

Uzrakstot transformacijas formulas, kuras saista kada punkta
koordindtas divos ortogdnalos koordinatu triedros, un ievérojot (2.)
sistémas relacijas, redzam, ka, parejot no triedra Ozyz uz triedru
QXYZ, vektora v koordinatas ¢, ¢, ¢, transformeéjas tris jaunas
koordinatas vy, ¢y, ¢z péc formulam

Ox = 0¥y + 03a0, + o3a¥;,
Uy = OgyVy T Oagly T Olagly,
Vz = Oy Vy |+ 5oy + ®ga¥.;

un otrdadi, parejot no triedra QXYZ uz triedru Ozyz, vektora v
koordinatas vy, ¢y, ¢, tiek transformétas koordinatas ¢, ¢,, ¢, ar
formulam

vy = apvyx + anly 1 gz,

Vy = O1a¥x = Oaoly T GgaV'z,

Vg == Ojg¥x 1 OlggPy | Xgg¥z.

Tadejadi, parejot no viena koordinatu triedra uz otru, vek-
tora koordinatu transformacijas formulas ir neatkarigas no jauna
triedra sakuma punkta pozicijas, bet ir atkarigas tikai no ta asu virzie-
niem pret veco triedru, ka to varéja ari viegli paredzét.

Ja vektors AB ir nulles vektors, tad ¢, = ¢y, = ¢, = 0, un tapéc
ari vx=v¢yp=v,=0 un otradi. Tadeéjadi kada vektora anulléSanas
izsaka tadu ipasibu, kas ir neatkariga no koordinatu triedra.
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2. §. Vektoru adicija un subtrakcija.
Vektora sadalidana.

7. Vektoru adicija. — Par doto n vektoru v,, v,, ..., v, geomet-
risko summu v, rakstot to forma

(6.) V=V, + Vot ...+ V,,

sauc $adi konstruétu brivo vektoru v: Caur kddu brivi izvélétu punktu
P ka sakuma punktu velkam vektoru PP, — vienadu ar vektoru v,,
péc tam caur punktu P, velkam vektoru P,P, — vienadu ar vy, un ta
turpinam, lidz beidzot caur punktu P,_, novelkam vektoru P, P, —
vienddu ar v,. Vektors PP,, kas savieno sikuma punktu P ar gala
punktu P,, ir meklétais vektors v (6. zim.), kuru sauc par doto vektoru

6. zim,

rezultanti. Brivi izvelétam sakuma punktam P mainoties, visi ap-
rakstita karta konstruétie vektori PP, ir vienadi sava starpd, un tade|
vektors v ir brivs vektors.

Ja koordinatu triedrd Oxyz vektoru v; un v koordinatas apzimé
attiecigi ar X;, ¥;, Z;, un X, ¥, Z, bet punktu P un P; koordinatas
ar z, y, z resp. x;, y;, 3;, tad tés ir saistitas ar Sddam sakaribdm:

rn—z =X, n—y =Y, 5 —2 =12,
Ty — 2 = X,, Yo— 4 =Y, Ty — 2y = Z,,

- e

L, — Tp—y = *'Yn: Yn —Yp—1= Yul e Zn'
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Saskaitot So sakaribu atseviskas kolonnas, dabiijam, ka

[ X=zg,—2=X+X+ ...:X,=2 X;,

(7.) Yeih—y =Yt Uyt s i a e iX,

Z=2,—2=2,+2,+ ...+2,=2 Z,.

Ja vektoru poligons PP,P,... P,, kas iegits, dotos n vektorus
poligdnéjot, ir plakans, tad dotos vektorus sauc par komplaniem vekto-
riem, citiem vardiem sakot, par komplaniem vektoriem sauc vektorus, kas
ir paralléli kadai plaknei. Ja turpretim vektoru poligons PP,P,... P,,
dotos vektorus poligon€jot, reducéjas par taisni, tad Sos vektorus sauc
par kollinedriem vektoriem, citiem vardiem sakot, par kollineariem vekto-
riem sauc visus kadai taisnei parallélus vektorus, neatkarigi no to
vérsumiem. Nulles vektoru, kura virziens ir nenoteikts, var uzskatit
par kollinedru ar jebkuru citu vektoru un par komplanu ar jebkuriem
diviem citiem vektoriem.

Gadijuma, kad jasaskaita tikai divi vektori, to summa ir dota
geometriski ar vektoru parallélograma, kas konstruéts ar Siem vekto-
riem, diagonali; tade| ari biezi saka, ka vektori summéjas péc parallé-
lograma likuma.

Parliecinasimies, ka vektoru geometriskai summai piemit kom-
mutativa un asocidativa ipaSiba. Vispirms pieradisim pirmo ipaSibu,
t. i. ka vektoru geometriskd summa ir neatkariga no kartibas, kada
dotie vektori ir summéti. lesdksim ar vienkarsako gadijumu, kad

jasummé tikai divi vektori v; un

v,. Sai gadijuma 3o vektoru summa

' o Vi P, ir reprezentéta geometriski ar paral-

lelograma OP,P,P;, kas konstruéts

ar vektoriem v, un v,, diagonali OP,

(7. zim.), centréjot dotos vektorus

vispirms kada punkta O. TieSam,

parallélograma diagdnile OP, &eo-

7. zim. metriski reprezenté vektoru, kas

, noslédz ka vektoru poligonu OP,P,

ar malam v, un v,, ta ari vektoru poligonu OPyP, ar malam v, un v,,
un tade|

:D‘

VI+VB=V2+VI-
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Tadéjadi, saskaitot vairak neka divus vektorus, piem. n vektorus,
un samainot jebkurus divus vienu otram sekojo3us vektorus, vektoru
poligéna gala punkts P, un vektoru summa ar to nav mainijusies. Ar
to vektoru summas kommiitativa ipaSiba ir pieradita.

Lai pieraditu vektoru geometriskas summas asociativo ipasibu,
japierada, ka §i summa nemainas, apmainot vairakus summandus ar
to geometrisko summu. TieSam, atsaucoties uz vektoru summas kommii-
tativo ipasibu, varam iedomaties, ka vektori, kurus apmainam ar
to geometrisko summu, ir viens otram sekojosi vektori, piem. tris
pirmie vektori v,, vy, v5. Tada gadijuma vektoru poligona tris
pirmas malas PP;, P,P,, P,P; tiek aizstatas ar to geometrisko
summu PP;. Bet ar $adu operaciju vektoru poligdona gala punkts P,
nemainas, un lidz ar to nemainiga paliek ari doto vektoru geometriska
summa.

8. Projekciju tedréma. — Izvéloties kddu orientétu taisni telpa,
to varam iedomaities par vienu kada koordinatu triedra asi; attie-
ciga formula no (7.) formulu sistémas tad rada, ka doto vektoru rezul-
tantes koordindta pa izvéléto asi ir viendda ar summandu vektoru
koordinatu pa to padu asi algebrisko summu. Bet 3Sis algebriskd rak-
stura secinajums geometriski izsaka Sadu tedrému: vektoru geometris-
kas summas projekcija uz jebkuras taisnes ir viendada ar summandu
projekciju uz tas paSas taisnes geometrisko summu.

8. zim.

Si pati tedréma ir spéka ari, izdarot doto vektoru un to geomet-
riskdas summas parallélprojekciju uz kadas plaknes. Geometriski par
to varam parliecinaties §adi (8. zim.). Projic€jot kada punkta O
konstruétu vektorpoligdnu OP;P, . .. P,, kura malas ir dotie vektori, un
S0 vektoru geometrisko summu, reprezentétu ar vektoru OP,, uz dotas
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plaknes II, dabiisim vektorpoligonu O'P’',P’y... P’, un vektoru O'F, .
Vektori 0Py, P\ Py, ..., P, P", un vektors O'P’, ir atbilstoso
vektoru OP;, P, Py, ..., P,,_IP un to summas vektora OP, P, parallél-
projekcijas, bet péc konstrukcijas O'P’, ir vektoru O'P’,, P",P’,, ...,
PP, geometriska summa. Tadéjadi doto vektoru geometriskas
summas parallélprojekcija uz kadas plaknes ir viendda ar summandu
parallélprojekciju uz tas paSas plaknes geometrisko summu.

Sava bitibd abas Sis tedrémas izsaka tikai to, ka slégta poligona
parallélprojekcija ir atkal slégts poligdons. Tadg] tas abas apvieno
vienad tedréma, nosaucot to par projekciju tedrému.

9. Vektoru subtrakcija. — Par divu doto vektoru v, un v, dife-
renci, rakstot to forma

(8.) V=V,—V,,
sauc tadu brivo vektoru v, kas apmierina sakaribu
(g‘) vl + ¥i= VE #

*Veélak redzésim, ka diferenci var definét ari, pamatojoties uz
summas jédzienu.
Vektora v konstrué$anai atliksim no punkta O vektoru OA —
vienadu ar v; — un vektoru OB — vienadu ar v, (9. zim.). Vektors AB
péc konstrukcijas tad ir vektors v, jo

G B

9. zim.

Salidzinot pédéjo sakaribu ar (9.) sakaribu, redzam apgalvojuma
pareizumu.

Ja trijstiiri OAB papildina lidz parallelogramam ar OB ka vienu
diagonali un ta ceturto virsotni apzimé ar C, tad vektors OC ir vie-
nads ar v, vektors CB vienads ar v,, bet vektors BC vienads ar o
Un ta tad péc konstrukcijas vektors OC reprezenté vektoru OB un BC
summu, t. i.

¥Vie= Wy Audem Vg
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Ta tad, lar geometriski atrastu divu doto vektoru diferenci, subtra-
hendam jamaina vérsums un péc tam jakonstrué to summa, vai, ja mi-
nuends un subtrahends ir ar kopéju sakuma punktu, javelk vektors, kas
savieno subtrahenda gala punktu ar minuenda gala punktu.

10. Vektora reizindSana ar redlu skaitli. — Ja ir dots kads
vektors v ar ta virzienu, izvéléto pozitivo vérsumu uz pédéja un al-
gebrisko veértibu ¢, kas skaitita saskapa ar izvéléto pozitivo vérsumu,
un kads redls skaitlis a, tad par vektora v reizindjumu ar realo
skaitli a sauc brivo vektoru av vai va ar to paSu virzienu ki vektoram
v, bet algebrisko vértibu ae. S3 vektora vérsums ir vienads vai pretéjs
vektora v vérsumam atkariba no ta, vai ¢ ir pozitivs vai negativs.

Péc reizinajuma definicijas av ir nulles vektors, ja v ir nulles vektors
vai ja a ir nulle, vai ari, ja reiz€ a un v ir nulles, Tad&jadi vektors av
ir vienmér Kkollinedrs ar vektoru v.

Ari otradi, ja vektors v’ ir kollinears ar vektoru v, kas nav nulles
vektors, tad vienmér eksisté viens tads reals skaitlis a, ka

(10.) Vv = av,

pie kamaq algebriska vértiba ir ¢'/¢ ; a ta tad ir pozitivsskaitlis, ja vektoram
v’ ir tas pats vérsums ka vektoram v, un e ir negativs, ja v’ vérsums
ir pretéjs v vérsumam. Ja v'=0, tad a=0.

(10.) vienlidziba ta tad izsaka nepiecieSamo un pietiekamo notei-
kumu, lai vektori v un v’ biitu kollineari.

Simmetriska un ari visparigakd forma divu vektoru v, un v, Kol-
linedritates noteikumu var izteikt Sadi: la: divi vektort v, un v, biitu kol-
lineart, ir nepiecieSsama un pietiekama tadu divu realu skaitlu ay un a,
eksistence, no kupiem vismaz viers nay nulle, ka apmierindta ir vienlidziba

(1‘.) alvl+a2v2=0.

Ja ay =0, tad (11.) vienlidzibu var atrisinat attieciba pret v,,
dabiijot divu vektoru v, un v, Kkollinearitates noteikumam agrako
(10.) formu. :

Ja (10.) formuld a ir vienads ar — 1, tad vektors v' = — v ir
pretéjs vektoram v.

11. Vektora sadalifana komponentu vektoros. — Ir skaidrs,
ka jebkuru vektoru var sadalit bezgala daudz veidos un péc patikas
daudz komponentu vekioros, kuru geometriskd summa ir vienada ar
izvéléto vektoru.
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Viens 3ads sadalijuma veids, kas bieZi tiek lietots, ir telpas vektora

v sadali$ana trijos vektoros, kuru virzieni ir doti. Sai noliikd caur

kadu brivi izvéletu punktu O velk paralléles trim dotajiem virzieniem

(kas nav paralléli kadai plaknei), izvéloties uz ikvienas pozitivo vér-

sumu ta, lai péc to orient€Sanas tas varétu uzskatit par kada pozi-

tivi orientéta sliplenku koordinatu triedra asim Oz, Oy, Oz (10. zim.).

Péc tam caur punktu O velk

B vektoru OP — vienadu ar doto

vektoru v — un Kkonstrué punkta

4 P koordinatu kontiiru OABP. Tad,
kd 10. ziméjuma redzams,

2

/ A B Apzimésim vektora v koordina-
v tas iepriek§ konstruéta koordinatu
triedra ar X, Y, Z, kas reizé ir ari
punkta P koordinatas Sai triedra.
Tad, apzimégjot vienibas vektorus pa $i koordinatu triedra asim Oz,
Oy, Oz attiecigi ar i, j, k un atsaucoties uz ipadibu, ka divi kollineari
vektori atSkiras viens no otra tikai ar skdlaro faktoru [(10.) vienlidziba],
kas izteic to algebrisko vértibu attiecibu, vektorus OA, AB un EI_’,
atkariba no attiecigajiem vienibas vektoriem, var izteikt $adi:

10. zim.

OA=Xi, AB=Yj, BP=Zk.

Tadéjadi koordindtu triedrda O zyz, ko definé tris pozitivi orientéti
vienibas vektori i, j, k, vektoru v, atkariba no ta koordinatam
X,Y, Z, var izteikt forma

(12.) V=0P=Xi+Yj+ Zk.

Beidzot atzimésim vél, ka brivs vektors ir atkarigs no trim para-
metriem — trim vektora koordinatam X, Y, Z. Saistits vektors ir bez
tam vél atkarigs no ta sakuma punkta tris koordinatam, ta tad pavisam
no seSiem parametriem. SlidoSs vektors savkart ir atkarigs no pieciem
parametriem: diviem, kas noteic ta virzienu, un agrak minétajiem
tris parametriem — ta koordinatam, ka iepriekSgjos gadijumos.
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3. § Vektoru multiplikacija.

Iz8kir divus vektoru produktu tipus: skalaro un vektoridlo.
12. Divu vektoru skalarais produkts. — Divu vektoru v, un v,
skalaro produkin apzimé ar simbolu®)

Vy .V

un definé ar abu doto vektoru modulu un So vektoru veidota
lenka & kosinus reizinajumu, t. i.

Vy. Vg = ¢ 95 COS 9.

Divu vektoru skalarais produkts ta tad ir algebrisks lielums, bet
ne vairs vektorials. _

Skalarais produkts ir nulle, ja viens no vektoriem ir nulle vai ari
" ja tie ir savstarpéji perpendikuldri. Ja no dotajiem vektoriem v, un v,
neviens nav nulles vektors, tad to skalara produkta anulléSanas ir
nepiecieSamais un pietiekamais noteikums vektoru v, un v, perpendi-
kularitatei.

Divu no nulles atSkirigu vektoru v, un v, skalarais produkts ir pozi-
tivs, ja 5o vektoru veidotais lepkis & ir Saurs, bet tas ir negativs, ja
lenkis & ir plats.

Ja abi dotie vektori v; un v, ir vienibas vektori, tad
V3. Vy=COSY;

tade] speciala gadijuma, kad i, j, k ir tris savstarpéji perpen-
dikulari vienibas vektori, pastdv 3adas sakaribas:

{?i:Lj:kk:l,

£50 B g o Sl sl

13. Cita skalara produkta definicija. — Skalara produkta defi-
niciju iespéjams modificét, ka tas redzams, uzrakstot So produktu
ta agrakai izteiksmei ekvivalentds algebrisku produktu formas

¢3 (Proj.y, Vo) alg. vertba  T€SP. ¢5 (Proj.y, V;) alg. vertma ,

jo izteiksme ¢, cos 9 resp. ¢, cos & ir vienada ar vektora v, projekcijas
uz vektora v, resp. vektora v, projekcijas uz vektora v, virziena algebrisko
veértibu.

1) So simbolu, ka ari nosaukumu skaldrais produkts pirmais lietoja Gibss savas
lekcijas — Elements of Vector-Analysis, arranged for the use of students in Physics,
New-Haven, 1881—84,

2

4
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Ja ¢, apzimé vektora v, algebrisko vértibu un ja ta ir pozitiva, tad

V. Vy = ¢ (Proj.y, Va) alg. vertiva , -

bet ja vektora v, algebriskd vértiba ¢, ir negativa, t.i. ja projekciju
asij ir v, virziens, bet pretéjais vérsums, tad

Vy. Vg = —¢; (PTOj. v, Va) alg. vartia = ¥1 (PF0j. —v, V) alg. vertiba.

P&déjo izteiksmi dabiijam no iepriekSéjas, parmainot tani abu
faktoru zimes.

Ta tad, lai kada biitu vektora v, algebriskas vértibas ¢, zime, vektoru
v, un v, skaldrais produkts ir vienads ar vektora v, algebrisko vértibu
¢,, reizinatu ar vektora v, projekcijas uz vektora v, virziena algebrisko
vértibu, ko uzskata par pozitivu tai pasa vérsuma ka ¢,.

. Citadi sakot, doto vektoru v, un v, skaldrais produkts ir vienads
ar So vektoru komponentu pa viena dotda vektora nes€ju taisni
algebrisko vértibu produktu, lai ka $i taisne biitu orientéta.

Beidzot vél atzimésim, ka kaut kada vektora v un kada vienibas
vektora u skaldrais produkts v.u ir vektora v komponenta pa ori-
entéto taisni u algebriska veértiba.

Ja abi dotie vektori v; un v, ir paralléli sava starpa un to
algebriskas vértibas ir uzskatitas par pozitivdim viena un tai pasa
izvélétaja vérsuma,; tad vektora v, projekcijas uz vektora v, virziena
algebriska vértiba ir vienkar$i ¢,, un tadé] So vektoru skalarais
produkts ir viendds ar to modulu algebrisko produktu, t. i

Vi.Vp =¥ 0,

pie kam algebriskais produkts ir pozitivs, ja abu vektoru veérsumi ir
vienadi (% = 0), bet §is produkts ir negativs, ja doto vektoru vérsumi
ir pretéji (& = =).

Speciala gadijuma, kad abi dotie vektori ir vienadi, t. i. v, = v,,
vektora skalarais kvadrits ir viendds ar vektora algebriskas vértibas

kvadratu:
- Vi = g 8

Tadéjadi v,®2 =1 raksturo vienibas vektoru.

14. Skalara produkta ipaSibas. — No skalara pfodukta defini-
cijas izriet, ka ta vértiba, samainot faktoru kartibu, nemainas, t. i.

Vi Vo= Va. Vg

citiem vardiem sakot, skalarais produkts ir kommutaties.
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Jautajums par skilard produkta asociativitati atkrit, jo ta ka
Vv, . V, ir skilars, tad par vektora vy un skalara v, . v, skaldro produktu
nevar biit runas.

Turpretim skalarais produkts ir distribiitivs, t. i..

V- (Vg V) = vy . Vg + Vy. Vg,

kur v,, vy, Vg ir tris kaut kadi vektori. Apzimésim vektoru v, un vy
geometrisko summu ar v, t. i. rakstisim

Vi=Vy 1+ V3

un jedomasimies, ka visparigi vektors v,
neatrodas vektoru v, un v, noteiktaja
plakné (11. zim.). Projicésim vektorus v,
vy un v, uz vektora v, neséjas taisnes un
apzimésim 8o projekciju vektoru garumus
attiecigi ar OB, OC un 0D. Tad OC = BD,
ka tas viegli parbaudams, atsaucoties uz
projekciju tedrému, péc kuras vektoru geo-
metriskds summas projekcija uz kadas
taisnes ir vienada ar summandu projekciju
uz tads paSas taisnes feometrisko summu.

‘Tadgjadi

Vi (Vo Vg) = Vp. Vg = 010, €08 (Vg , Vy)
= ¢; 0D = ¢, (OB + BD) = ¢, (OB + 0C)
= 0405 CO8 (V;, Va) + ¢;¢5 COS (V;, V5) = V; . Vg + V; .Vg,

ar ko skalara produkta distribfitivd ipasiba ir pieradita. So ipasibu
var visparinat uz jebkuru vektoru summu skalaro produktu.

15. Skalara produkta analitiska izteiksme ortogdndld koordinatu
triedra. — Apzimésim divu doto vektoru v, un v, koordinatas izvélétaja
ortogdnala koordinatu triedra attiecigi ar X,, ¥, Z, un X,, ¥,, Z,. So
vektoru skalara produkta analitiska izteiksme, ievérojot (12.) formulu,
tad ir 3ada:

VieVo=(X;i4+Y,§4+2Z,k).(X,i+ Y, i+ Zyk).

Bet ta kd skalaram produktam piemit distribiitiva ipasiba, tad,
reizinot iepriek$€jas vienlidzibas labaja pusé ikvienu pirmo iekavu
locekli ar ikvienu . otru iekavu locekli un ievérojot (13.) sistémas
sakaribas, dabiijam tam $§adu izteiksmi:

2%
<
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Wiy s X Ny 1 e U] Ry, Sk
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Pédéja skalara produkta analitiska izteiksme ir vienada ar doto
vektoru v, un v, veidota lepka & kosinus analitiskas izteiksmes skaiti-
taju, jo, kd to analitiska geometrija maca,

X1X3+Y_1Y3+ZIZ2 ;
VIR Y+ 23 VXL Y2t 2y

cos & =

Bet divi radikadli, kas atrodas cos & izteiksmes saucéjz?_l, ir vektoru
v, un v, moduli (garumi), t. i.

VX2 Y2+ Z 2=y, VX2 + Y2+ Z2 = v,

un tade] So vektoru veidota lenka & kosinus formula dod skalara
produkta agrako analitisko izteiksmi

vivscosd =X X, + Y, Y, + Z, Z,.
No pédéjas formulas varam secinat, ka doto vektoru v, un v,,
no kuriem neviens nav nulles vektors, perpendikularitates noteikums,

kas izteikts ar $o vektoru koordinatam, ir

X, XXX b By Lo

16. Divu vektoru vektoridlais produkits. Par divu kaut kadu
vektoru v, un v, vektoridlo produktu, ko apzimé ar simbolu?)

V="V, X'V,

rakstot parasto reizinaSanas zimi starp doto vektoru simboliem, sauc
§adi konstruétu brivo vektoru v: Vektora v virziens ir perpendikulars
vektoru v, un v, virzieniem. Ta vérsums ir tads, lai triedrs, ko veido
tris vektori v,, v,, v, centréjot tos kdda punkta O, biitu pozitivi
orientéts (12a. un 12 b. zim.). Beidzot ta moduls (garums) ¢ ir skaitliski

1) 8o simbolu pirmais lietoja Gibss (skat. 17. Ipp. loc. cit. 1)).
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vienads ar parallélograma laukumu, kas konstruéts ar dotajiem vekto-
riem v; un v, t. i
v = 0; vy 8in Y,

ja & apzime lepki, ko veido vektori v, un v,.

z
VX Vg
vy
0
v, Y
12a. zim. 12b. zim. 13. zim.

Vektoridlais produkts ir nulle, ja viens no vektoriem v, vai v,
ir nulles vektors vai ja So vektoru virzieni ir paralléli.

17. Vektoriala produkta geometriska konstruéSana. — Novieto-
sim vektoru v, kdda pozitivi orientéta ortogonala koordinatu triedra
z-ass vérsuma, skaitot no triedra sdakuma punkta O, bet vektoru v,
plakné xzOy ta, lai ta sakuma punkts sakrit ar punktu O, bet vérsums
ir pa labi no 8 punkta (13. zim.). Projicéjot péc tam vektoru
Vv, uz plaknes yOz vektora v’, veida, kura virziens un vérsums ir vienads
ar y-ass virzienu un vérsumu, redzam, ka vektoridlo produktu v,xv,
un vy X v, virzieni un vérsumi ir vienddi ar z-ass virzienu un vérsumu,
bet parallélograma laukums, kas konstruéts ar vektoriem v, un v,
ir vienads ar taisnstiira laukumu, konstruétu ar vektoriem v, un v,’;
citiem vardiem sakot,

¥, X VoW X ¥l

Tadéjadi, ievérojot péedéjo vienlidzibu, vektoriala produkta
geometriskai konstruganai dabiijam 3adu priekSrakstu. Caur vektoru
V, un Vy kopéjo sakuma punktu O javelk vektoram v, perpendikuldra
plakne, uz 3is plaknes jdprojicé vektors Vy vektora Vo' veida un péc tam
japagriez vektors v, pozitiva vérsumd par taisno lepki ap vektoru v, (z-asi),
reizinot to ar vektora v, modulu ¢;. Dabiitais vektors ir produkta v;xv,
geometriskais reprezentants.

18. Vektoridla produkta ipaSibas. No divu vektoru v; un v,
vektoriala produkta definicijas izriet, ka, samainot faktoru Kkartibu,
jauna vektoriala produkta v, x v, virziens un absoliita vértiba ir vie-
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nada ar produkta v, x Vv, virzienu un absoliito vértibu, bet ta vérsums ir
pretéjs pirmatnéja produkta vérsumam (12 b.zim.). Citiem vardiem sakot,
jaunais vektoridlais produkts v, x v, ir vektors, kas ir vérsts preté&ji
pirmatnéja vektoridla produkta v, x v, reprezentétajam vektoram.
Simboliski to izteic, rakstot, ka

Vg X V3 = — (V; X V).

Vektoridlam produktam ta tad nepiemit kommiitativa ipaSiba,
ka tas bija ar skalaro produktu, bet vektoridlais produkts ir alternativs.
Bez tam wvektoridlais produkts, ka par to viegli parliecinaties,
apmierina vienlidzibu
m.(Vy. K Va) =MWy X Vo = V3 K ! Vs,

ja m ir kads reals skaitlis.

Talak, izlietojot vektoridla produkta geometriskas konstruéSanas
panémienu, pieradisim, ka vektorialais produkts ir distmbitivs, t. i.,
ja doti ir kaut kadi tris vektori v,, v, un vy tad ievérota ir 3ada
vienlidziba:

(14.) Vi X (Vg + Vg) =V, X V4 vy X Vg

VyX (Vo4 V3)

v, XV,

14. zim.

Lai to pieraditu, konstruésim visus tris Sini vienlidziba figii-
réjosus vektoridlos produktus (14. zim.). Sai noliikd caur doto vek-
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toru kop&jo sakuma punktu O (iepriekS centréjot tos Sini punkta) vel-
kam vektoram v, perpendikuldru plakni un projicéjam uz $is plaknes
vektorus v, un v, dabiijot tadéjadi divus jaunus vektorus v," un v,
Vektoru v, un vz summas v, + vg projekcija uz 3is plaknes, atsaucoties
uz projekciju téorému, ir viendda ar summandu projekciju v," un v,
uz 3§is plaknes summu, t. i. vy’ 4 v5’, un tade| pieradamo vienlidzibu
var parrakstit Sadi:

Vi X (¥ + ¥3) = V3 2 Vo' Vs 06 V5

duktus, japagriez péc kartas vektori v,', v’/ un v,’+vy pozitiva
vérsuma par taisno lepki ap vektoru v,, reizinot ikvienu no tiem ar
vektora v, modulu ¢,. Tada karta dabiisim vektorus v, X v,,
V; XV, un vy X (vy+v,). Citiem vardiem sakot, figira, ko veido tris
nosauktie vektori, japagrieZ par taisno lepki ap vektoru vy, reizinot
ikvienu tas malas gajumu ar ¢, . Tadéjadi jaunaja figiira, tapat ka
pifmatnéji, treSais vektors ir divu pirmo vektoru rezultante, ar ko
uzrakstita sakariba ir pieradita.

(14.) vienlidzibu iesp&jams visparinat uz jebkuyu vektoru summu
vektoridlo produktu.

19. Vektoridla produkta analitiska izteiksme ortogondla koor-
dindtu triedra. — Ja i, j, k apzimé ka agrak, tris savstarpégji
perpendikularus un pozitivi orientétus vienibas vektorus, tad no
vektoridla produkta definicijas izriet, ka

(15.) 1 1= o e R OK =105,
bet ¢
Il T IR kx j=—1,
(16.) kK xii=i}, ixk=—j,
8 ey jx i=—Kk.

Apziméjot talak ar X, , Y, , Z, unX,, Y, , Z, divu kaut kddu vektoru
v, un v, koordinatas attieciba pret kadu pozitivi orientétu ortogdnalu
koordinatu triedru, kas noteikts ar vienibas vektoriem i, j, k, So
vektoru vektorialo produktu var uzrakstit $adi:

VX =G 1+ Y+ 2,8 x (X i+ T, j+ Z k).

Bet ta ka vektoridlais produkts ir distribiitivs, tad, reizinot
pédéjas vienlidzibas labaja pusé ikvienu pirmo iekavu locekli ar ik-
vienu otru iekavu locekli, dabiijam $im produktam izteiksmi
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Vi XV =X X, i x i+ XY, i % §+XZyixKk
4 B Xy il 4 B¥e i Tidd o b
+ZX, kX i+ 2ZY,kx §+ ZZ, k x k,

kas, ievérojot (15.) un (16.) sistémas sakaribas, reducéjas vienkariaka
forma

Vi X Vy = (Y12, — Z,Y)) i + (Z,X, — X, Zy) j + (X3Y, — Y, X))k
vai determinanta forma

k
Z
Z

-
[

b5 L
VX Ny = ek
X1+ ¥,

PriekSpédéja vektoriala produkta izteiksmé wvektoru i, §, k
koeficienti, ja tos apzimé ar ¢,, ¢,, ¢,, pie kam

(17) v, = Y12, — Z,),, oy =2, Xy —Xs23, v,=X\Y,—1X,,"

ir vektoriala produkta projekciju uz z-, y- un z-ass algebriskas vértibas.
Bet Sos koeficientus, ka par to nav griiti parliecinaties, var interpretét
ari ka vektoru wv,un v, veidota parallelograma laukuma projekciju
uz vektoru j, k; k,i un i,j veidotaim plakném algebriskas
vértibas. :

20. Divkarsais vektoridlais produkts. — ledomasimies, ka doti
ir tris vektori v;, V,, vy, kuru koordinatas kada pozitivi orientéta
ortogdnala koordinatu triedra attiecigi ir X,, Y,, Z;; X,, Y,, Z,;
Ny Yo iy

Pieradisim, ka apmierinata ir $ada vienlidziba:

(18.) Vi X (Vy X Vg) = (Vy. Vg) Vo— (Vy. Vo) V5.

Apzimésim vektora v = v; x (v, X v;) koordinatas ar X, ¥, Z;
koordinatas X izteiksme péc (17.) formulu sistémas pirmas formulas
tad ir Sada:

X=X (X2Y3 oh: szs) — (Zz-Xa =] Xz Zs)
= (Y1Y; + Z,Z5) X, — (Y,Y, + Z1zz) Xs.

Pieskaitot un atpemot pédéjas formulas labaja pus€ locekli X, X,X,
un ievérojot skalara produkta analitisko izteiksmi, redzam, ka

X=(v.v) X;—(v;.Vp) X,
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Analogi dabiijam, ka

Y=Mw.vwY¥,—(v,.v/Y,,
Z=(V.V) Zy— (Vy. V) Z,.

Tadgjadi
VX (VpXVY=v=Xi+Yj+Zk

=W . V)X i+ Y, i+ 2K —W.v) (X3i+ Y3+ Z3K)
=(Vy.Vg) Vo — (Vy.Vg) V5.

Uzrakstisim vél divkarsda vektoridla produkta (v, x ¥) X vy
 izteiksmi:

(19.) (v X V) X Vg = — [Vg X (¥ X V)] = — [Vz X — (Vo X V)]
= V3 X (Vg X V) = (V3. V) v — (V3. Vp) v;.

(18.) un (19.) vienlidziba rada, ka triju vektoru vektorialais produkts
nae asociativs.

21. Jauktais produkts. — Iedomasimies, ka doti ir kaut
kadi tris vektori vy, v,, V5. Ar 3o triju vektoru jaukto produktu saprot
jebkura 8i vektora skalaro produktu ar paréjo divu vektoru vektoridlo
produktu, t. i. produktus

¥ (VX V)5 Va. (Vs X V), vy vy X W)

Pieradisim, ka jaukta produkta skalaras un vektorialas multipli-
kacijas darbibas var samainit, t. i., ka apmierinata ir identitate

(20.) V. vy K i) = (v X )

Talak pieradisim, ka tris agrak uzrakstitie jauktie produkti
ir vienadi sava starpa, t. i.

(21.) Vi (Ve X V) = Vo (V3 X V) = V3. (Vp X V),

citiemn vardiem sakot, jaukta produkta to faktori var tikt cikliski per-
miitéti.

Apziméjot, ka agrak, vektoru v,, v,, v; koordinatas izvélétaja
ortogonala koordinatu triedra attiecigi ar X;, Y,, Z;; X,, Y,, Z,;
Xs, Yy, Zy, (20.) vienlidzibu var uzrakstit forma

X, (YoZy — Z,Y,) + Y, (Z,Xy — X,oZ3) + Z, (XoY5 — YoX3)
= (Y1Z; — Z,Y)) X5 + (Z,Xy — XiZy) Yy + (XyY, — Y1 X,) Z,
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kas patiesi ir identiski apmierinata. Bet p&déjas vienlidzibas abas puses
ir dotas ar determinantu

Xy oidy B

X, Y, Z,

XS Y3 Z3 ]

kas ari pierada (21.) vienlidzibas pareizumu.

Pédéja determinanta skaitliskd vértiba izteic parallélepipeda
tilpumu, kas konstruéts ar dotajiem vektoriem vy, v,, vy (15. zim.);
ta skaitliska vértiba ir pozitiva, ja vektori v;, vy, v; veido pozitivi
orientétu triedru, bet negativa pretéja gadijuma.

TieSam, ta ka skalara produkta
V. (v; x v,) otrs faktors — vektori-
V=V, XV, alais produkts v = v; x v, — skait-
liski izsaka parallélograma laukumu,
kas konstruéts ar vektoriem v; un
V,, un td virziens ir perpendikulars
§i parallélograma plaknei, tad ska-
laro produktu vy . (v; X Vy) var
interpretét ar vektora v algebriskas
vértibas ¢ un vektora v, projek-
15. zim. cijas uz vektora v virziena alge-
briskas vértibas reizindjumu. Bet
pédéjas projekcijas garums ir parallélepipeda augstums k. Tadéjadi pro-
dukta vy . (v, X V,) algebriska vértiba ir ¢h. Ta ir pozitiva, ja v, veido
sauru lenki ar vektoru v, kas ir ta orientéts, lai rotacija v, x v, ap
to biitu pozitiva, bet negativa, ja Sis |epkis ir plats. Citiem vardiem
sakot, produkts vy.(vyxv,) ir pozitivs, ja v,, v,, v; veido pozitivi
orientétu triedru, bet negativs pretéja gadijuma.

4. §. Vektora un vektoru sistfmas moments.

22. Vektora lineadrais (vektoridlais) moments pret punktu. —
Par vektora v = AB ar sakuma punktu A [linedro momentu pret
punktu O sauc saistito vektoru m , kam sakums ir punkta O un kas ir
vienads ar vektoridlo produktu 04 x v, t.i.

m=0A4 XV.

Punktu O, pret ko vektora moments definéts, sauc par ta polu
vai centru.
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§i vektora momenta definicijas geometriska interpretacija rada
(16. zim.), ka 1° momenta virziens ir perpendikuldrs plaknei OAB,
2° ta vérsums ir tads, lai vektoru m un v savstarpgja orientacija biitu
pozitiva, un 3° ta gajums ir skaitliski vienads ar parallélograma lau-
kumu, kas konstruéts ar segmentiem OA un AB
un kas savkart ir vienads ar vektora v modula
¢ un pola O isaka attdluma A lidz vektora v
neséjai taisnei reizindjumu. Vektoram v slidot m
pa savu neséju taisni, ta moments m paliek ne-
mainigs, jo vektora m virziens un vérsums pa- (0]
liek tas pats, un ari ta garums nemainas, jo pa-
rallelogramu laukumi, kas konstruéti ar vienu un A
to pasSu bazi un augstumu, ir vienadi.

Ta tad ari slidoSa vektora moments pret 1% dm.
polu O ir saistits vektors ar sakuma punktu O.

Vektora moments m ir nulle, ja vektors v ir nulle vai ja ta neséja
taisne iet caur doto punktu O.

23. Vektoru sistémas rezultante un rezultétajs moments pret
punktu. — Apskatisim saistitu vai slidosu vektoru sistému, ko sa-
stada wvektori v;, vy, ..., v, ar attiecigajiem sakuma punktiem
(dazadiem vai sakrituliem) 4,, 4,, ..., 4,.

Par $adas vektoru sistémas rezultanti R punktda O sauc $o vektoru
geometrisko summu, kas konstruéta ar punktu O ka sakuma punktu:

R#vl+v,+ ...+vn=§v‘.
i=1

Vektoru sistémas rezultante R ir brivs vektors, t. i. ta ir neatkariga
no punkta 0.

Apzimésim doto vektoru linearos momentus pret punktu O attiecigi
ar my,m,, ..,m,. Par dotds vektoru sistémas rezultétaju momentu pret
punktu O sauc vektoru M, kas ir vienads ar sistémas atseviSko vek-
toru momentu pret S0 punktu rezultanti, |kura konstruéta sai punkta:

M=m,+m+|...4+m, =i§1m‘.

Punktu O sauc par vektoru sistémas polu jeb centru.
Ja visiem dotas sistémas vektoriem ir viens un tas pats sakuma
punkts A, tad spéka ir $ada Varinona') tedréma: Vektoru sistémas,

1) P. Varignon (1664.—1722. g.). Minéta tedréma atrodama péc autora
naves izdotaja darba Nouvelle mécanique ou statigue, Paris, 1725.
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ko sastada vairaki vektori ar kopéju sakuma punktu, rezultétijs moments
pret polu O ir vienads ar sistémas rezultantes momentu pret $o polu.

Tiesdam, no momenta definicijas pret polu O, atsaucoties uz vek-
toriala produkta distribiitivo ipaSibu, izriet, ka

M—3m,—3(0A4xv,)=04 x3v,—04 xR,
{=1 =1 i=1

ar ko tedréma ir pieradita.

24. Vektora momenta un vektoru sistémas rezultétdja momenta

varidicija atkaribd no pola. — Apzimésim vektora v — AB momentus
pret poliem O un O attiecigi ar m un m’ (I17. zim.). Pec definicijas

m=0A xv, m=04A4 xv;

s v bet ta ka
Ol / / 0'A =04 + 00,
v
(0]
2 m tad
17. zim. m =04 x v+ 00 x v,
jeb
(22) m =m-+ 00 x v.

Ta tad kdda vektora v moments m’ pret polu O’ ir vienads ar td@ pasa
velitora momenta m pret polu O un vektora, kas ir vienads ar vektoru v, bet
ar sakuma punktu O, momenta m"" =00 x v pret polu O' rezultanti.

No pédéjas vektora momentu sakaribas redzams, ka m’ = m,
ja taisne OO’ ir paralléla vektoram v.

Ja doti ir n saistiti vai slidosi vektori v; (i=1,2,..., n), kuru rezul-
tante punkta O ir

n
R=EV¢,
i=1

un ja m’; un [m; apzimé vektora v; momentus pret poliem O un O,
tad, n sakaribas

m;=m; + 00 X v, k=13 ...y:n)

summgéjot, dabiijam (22.) sakaribai analogu sakaribu
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(22') . M =M+ 00 xR,

kur M’ = Emiun M= Em Pédéjﬁ sakariba rada, ka vektoru sisté-
i=1

mas rezullétdajs moments pret polu O ir vienads ar vektoru sistémas
rezultétdja momenta pret polu O un vektoru sistémas rezultantes
punkid O momenta pret polu O' rezultanti.

(22'.) sakariba rada, ka: 1° ja R=0, tad M’ = M, t. i. sistémas
rezultétdjs - moments ir viens un tas pats jebkura telpas punkta;
2° ja M’ jabat viendadam ar M, lai kads batu pols 0, tad vektora R
momentam 0’0 x R jabiit nullei jebkura punkta O, t. i. R jabiit vie-
nadam ar nulli.

Ta tad tikai gadijuma, kad vektoru sistémas rezultante R ir nulle,
sistémas rezultétajs moments M ir neatkarigs no pola.

Vispariga gadijuma, kad R0, M’ = M tikai tad, ja 0’0 x R =0,
t. i. ja taisne O'O ir paralléla rezultantei R.

25. Vektora momenta un vektoru sistémas rezultétdja mo-
menta analitiskds izteiksmes. — Ja izvélas kadu pozitivi orientétu
ortogdnalu koordindtu triedru un apzimé 3ai triedra vektora v = AB
koordinatas ar X, Y, Z, ta sakuma punkta A koordinatas ar z, ¥, z un
pola O koordindtas ar a, b, ¢, tad vektora OA koordinatas ir z—a,
y—b, z—e¢, bet vektora v momenta m pret polu O koordinatas m,, m,, m,,
atsaucoties uz (17.) formulu sistému, ir $adas:

m,=(@y—bZ—((z—0c)V,
(23.) m, = (z —=c)X — (z—a) Z,
: m,=(x—a)Y —(y—0b)X.

Ja dotais pols O sakrit ar koordinatu triedra sakuma punktu, tad
a=0>b=¢=0. Apziméjot Sai gadijuma vektora v momentu ar m,
un ta koordinatas ar my, , my,, my,, dabiijam tam izteiksmes

(23") Moy =yZ—2Y, my—2X —zZ, m,=2Y—yX.

Aprekinasim tagad vektora v momenta m’ pret polu 0 koordinatu
m'y, m',, m', analitiskas izteiksmes. Paturot lidzSingjos apzimé&jumus
un apziméjot pola O" koordinatas izvélétaja koordinatu triedra ar
z’',y', 2, un ta tad vektora 0’0 koordinatas ar a—zx', b—y’, c—z', momenta

m’’ = 0'0 x v koordinatam m"”,, m",, m"”, dabiijam izteiksmes:
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m', = (b—y") Z— (e—z") ¥, m", = (c—2z') X —Aa—2z') Z,
m’, = (@—2)¥ — (b —y) X.

Taldk, no (22.) momentu sakaribas, atsaucoties uz projekciju
teorému, izriet, ka

]
my=my+m',, m'y=m,+ m"’,, m';=m, + m",.

Gadijuma, kad pols O sakrit ar koordinatu triedra sakuma
punktu, a = b = ¢ = 0, un momenta m’ pret polu O’ koordinatas ir

‘ m, =my—y Z+72Y,
(23".) m',=my,—zX+22,

m,=my —z'Y 4y X.

Ja dota ir vektoru sistéma un ja apziméjam kada Sis sistémas
vektora v, = A;B; (i =1,2,..., n) koordinatas ar X,, Y,, Z;, ta
sakuma punkta A; koordinatas ar z;, y;, 3;, momenta m; pret polu
O (kas sakrit ar koordinatu ftriedra sakuma punktu) resp. mo-
menta m’; pret polu O' (ar koordinatam 2z, y’, z’) koordinatas ar
Myzy My, My, TESP. m'y,, m'y, m'y,, vektoru sistémas rezultantes R un
rezultétaja momenta M pret polu O resp. rézultantes R un rezultétdja
momenta M’ pret polu O’ koordinatas ar X, ¥, Z un M,, M,, M,
resp. X' Y’ Z' un M',; M’,, M’,, pie kam

XS, YV BV 2k
=1 i

i=1 " =1

iy

n n
M,=Zmy, M,=2m
] o

n
M, = Em,,
i=1 i=1

L1 n n
’ ¥ r ’ ’ ’
M, ,=Zm'y, M',=Zm';y,, M',=Zm'y,

i=1 i=1 i=1 .

tad no (22'.) sakaribas dabfijam (23”.) formulu sistémai analogu
sistému: '
I M,=M,—y'Z+ 7Y,

M, =M,—2X+2'Z,

M,=M,—2'Y +y'X.

(24.)

26. Algebriskais invariants. Vektoru sistémas rezultante R,
ka redzéjam, ir invariants vektors, kameér sistémas rezultétajs moments
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M ir mainigs vektors, bet So divu vektoru skalarais produkts ir algeb-
risks invariants. TieSam, reizinot (22'.) sakaribu skalari ar R, da-
biijam, Kka

M.R=M.R+ (00 x R).R,

bet td kd vektors 0’0 x R péc vektoridla produkta definicijas ir per-
pendikulars vektoram R, tad

(O_’Ox R): R=1¥,
un ta tad
MR =M. R

Si algebriska invarianta / vértiba punktd O un lidz ar to ari jeb-
kura cita punkta, ievérojot skalara produkta analitisko izteiksmi, ir

I=M.R=M, X4+ MY+ MZ.

Uzrakstot skdldro produktu M. R, atsaucoties uz td definiciju,
forma
D
=5
redzam, ka rezultétdja momenta M projekcijas uz rezultantes R vir-
ziena algebriska vértiba ir konstanta.
No pédéjas vienlidzibas varam secindt: ja 7 >0 vai /<0, tad lep-
kis starp vektoru sistémas rezultanti R un rezultétdju momentu M
pret polu O ir attiecigi vienmér Saurs vai plats, lai ka biitu izvéléts pols O.
Ja I =0, bet R=£0, tad vektoru sistémas rezultétdjs moments
M ir perpendikuldrs vektoram R vai ari speciala gadijuma tas ir nulle.

Mcos (R, M)

27. Vektoru sistémas centrdla ass. Minimalais moments. — Ie-
domajoties, ka vektoru sistémas rezultante R =0, meklésim punktu
0" geometrisko vietu, attieciba pret kupu vektoru sistémas rezulté&tajs
moments M’ ir paralléls sistémas rezultantei R. NepiecieSamais un
pietieckamais noteikums, lai 8i prasiba biitu ievérota ir M',, M',, M’,
un X, Y, Z proporciondlitate, t. i.

M,—~yZ+2Y My—2X+2Z M—zY+yX
X Y. i3 2 A

Ta ka Sie vienadojumi ir lineari attiecib@ pret z’, %/, z’, tad punktu
0" geometriska vieta ir rezultantei R paralléla taisne. So taisni sauc
par vektoru sistémas centralo asi.
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Vektoru sistémas rezultante R un rezultétdjs moments M pret jeb-
kuru centralas ass punktu ir virziti §is ass virziena, un $o vektoru vér-
sumi ir vienadi vai pretéji atkariba no ta, vai I ir pozitivs vai negativs.

Ta ka vektoru sistémas rezultétdja momenta M projekcijas uz
sistémas rezultantes R virziena algebriska vértiba ir konstanta, t.i. ta ir
neatkariga no pola O, tad M vértiba pret jebkuru centralds ass punktu
ir minimald, jo tada gadijuma M sakrit ar savu projekciju. Si mini-
mala rezultétdja momenta absoliita vértiba ir

E8
-

Ja algebriskais invariants / = 0 un vektori R un M nav nulles
vektori, tad rezultétdjs moments M ir perpendikulars vektoram R,
un minimalais moments ir nulle.

Gadijuma, kad sist€émas rezultante R = 0, sistémas rezultétajs
moments M ir neatkarigs no pola, un ta tad par sistémas centralo asi
var izvéleties jebkuru taisni, kas ir paralléla ar M.

28. Vektora moments un vektoru sistémas rezultétdjs moments
pret asi. — Par vektora v momentu m, pret asi A sauc vektora v mo-
menta m, kas definéts pret kadu ass A punktu O, projekcijas uz Sis
ass algebrisko vértibu (18. zim.).

Vektora momentu pret polu daZreiz
sauc par poldaro momeniu, bet vektora
momentu pret asi par aksialo momentu.

Parliecinasimies vispirms, ka vektora
aksidlais moments ir neatkarigs no ass A
izvélétd punkta O, ka to apgalvo definicija.

Sai noliika iedomasimies, ka ass A
virziens ir vienads ar z-ass virzienu. Tad
pédéja (23.) sistémas formula, ievietojot
tani punkta O koordinatas (0, 0, ¢), rada,

18. zim. ka vektora momenta m koordinata m,_ ir
neatkariga no ¢, t. i. izvélétd punkta O, jo
m,=zY¥ —yX.

Aksiala momenta m, algebriskas izteiksmes atraSanai iedomasi-
mies par punktu O ass A un vektora v neséjas taisnes isakas distan-
ces 3 pédas punktu uz §is ass. Vektora v polard momenta m pret polu
O absoliita veértiba tad ir ¢3. Ja asij A caur punktu A vilktas pa-
ralléldas ass un vektora v veidoto lenki apzimé ar 9, tad lenkis starp
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asi A un vektoru m ir lepkim 9 komplémentarais lepkis, un tadée|
aksiala momenta m, absoliitd vértiba ir ¢3 sin 9. Ta algebriska vértiba
ta tad ir

my = + ¢dsin 9,

pie kam -+ zime atbilst gadijumam, kad ass A un vektora v savstarpéja
orientacija ir pozitiva, bet — zime pretéja gadijuma.

Pédéja aksiala momenta m, izteiksme rada, ka tas ir nulle, ja
vismaz viens no trim faktoriem ¢, 3 vai sin & ir nulle, t.i. ja vektors v
ir nulles vektors vai ja tas krusto asi A, vai ir tai paralléls.

Par vektoru sistémas rezult€taju momentu M, pret asi A sauc
Sis sistémas atsevisko vektoru momentu pret asi A algebrisko summu,
vai, kas ir tas pats, sistémas rezultetaja momenta M pret ass A kadu
punktu projekcijas uz §is ass algebrisko vértibu.

29. Vektoru sistémas koordindtas. — (24.) sistémas formulas rada,
ka kada pozitivi orientéta ortogonala koordinatu triedra vektoru siste-
mas rezultétdja momenta M’ pret kddu punktu O’ koordinatas un lidz
ar to ari sistémas rezultétaja momenta M, pret kadu asi A algebriska
vértiba ir seSu lielumu X, Y, Z, M,, M,, M,, t.i. vektoru sistémas
rezultantes un rezultétaja momenta pret punktu O (par ko var izvélé-
ties koordinatu triedra sakuma punktu) koordinatu, linearas funkcijas.
Aiz §i iemesla Sos seSus lielumus X, Y, Z, M,', M,, M, sauc par vek-
toru sistémas koordinatam izvélétaja koordinatu triedra.

30. Slido$a vektora koordindtas. — Apzim&im, ka agrak, kada
pozitivi orientéta ortogonala koordinatu triedra vektora v un ta mo-
menta m pret koordinatu triedra sakuma punktu O koordinatas at-
tiecigi ar X, ¥, Z un m,, m,, m,. levérojot, ka Sie vektori ir sav-
starpgji perpendikulari, t. i.

m.v=20,
$o vektoru koordinatas apmierina sakaribu
(25.) m X+ mY + mZ=0.

Vektoram v slidot pa savu neséju taisni, ta koordinatas X, ¥, Z un mo-
ments m pret izvéléto punktu nemainas, un lidz ar to ari §i momenta
koordinatas m,, m,, m_ ir nemainigas.

Pieradisim, ka ari otradi: sedi algebriski lielumi X, Y, Z, m,, m,,, m,,
kuri apmierina (25.) sakaribu un no kuriem tris pirmie lielumi reizé
nav nulles, noteic vienu slido$u vektoru.

3
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Vispirms ir skaidrs, ka eksisté bezgala daudz vektoru, Kuru pro-’
jekcijas ir X, ¥, Z un momenta projekcijas m,, m,, in,. Bet visi Sie
vektori var tikt iegiiti no kaut kura 5ada vektora ar slidi.

Tiesam, tris vienadojumi

(26.) yZ2—z2Y—m,=0,2X—2Z—my;=0,2Y —yX—m, =0,

uzskatot tanisz, y, z par kada punkta teko$am koordinatam, noteic tris
plaknes, kas krustojas pa vienu taisni d, jo (26.) sistémas vienadojumi
nav sava starpa neatkarigi,. bet, ievérojot (25.) sakaribu, tie apmierina
identitati

E. X+ E, Y+ E; Z =0,

kurd E,, E,, E; apzimé (26.) sistémas vienadojumu kreisds puses.

Meklgtais triju plaknu krustoSanas punkts (z,y, z), kas atrodas uz
taisnes d, ta tad ir nenoteikts, bet vektors ar So nenoteikto punktu ka
savu sakuma punktu un koordinatam X, ¥, Z atrodas uz §is taisnes,
un §i vektora momenta m koordinatas ir m,, m,, m.,. Ta tad
tieSam, ka sakuma apgalvots, seSi dotie lielumi, kas apmierina
(25.) sakaribu, noteic vienu slidodu vektoru. SeSus algebriskos lie-
lumus X, Y, Z, m,, m,, m,, no kuriem pieci ir neatkarigi, sauc par
slidoSa vektora koordinatam.

5. § Vektoru sistéemu ekvivalence un redukcija.

31. Ekvivalentas vektoru sistémas. — Divas vektoru sistémas
2 un Z' sauc par ekvivalentam, ja to rezultantes un rezultétaji mo-
menti pret kddu telpas punktu O ir vienadi. Tad, ka to rada (22'.)
sakariba, tie ir vienadi ari pret jebkuyu citu punktu. Ta, piem., vektoru
ar kopéju sakuma punktu sistéma péc Varipona tedorémas veido
sistému, kas ir ekvivalenta vienam vienigam vektoram — sistémas
rezultantei, kura konstruéta vektoru kopéja sakuma punkta.
Apzimésim vektoru sistémas X rezultantes R un rezulté-
tdja momenta M pret punktu O Kkoordinatas izvElétaja koordinatu
triedra attiecigi ar X, ¥, Z un M,, M,, M, un vektoru sistémas X’
analogas koordinatas tani paSa koordinatu triedra ar X', ¥Y’, Z' un
M., M’',, M',. So vektoru sistému ekvivalences analitiskie noteikumi
tad ir $adi:
X X ¥ E7 =ikl
Moo= M, My="M; M= M
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Vektoru sistéma ir ekvivalenta nullei, ja tas rezultante un rezul-
tétajs moments pret kadu punktu ir nulle. Piemérs $adai sistémai ir
divi direkti pretéji vektori, t. i. divi vienada garuma un pretéji vérsti
vektori ar kopéju nesju taisni (19. zim.). TieSam, ja S0 divu vektoru
koordinatas apzimé ar X,, Y,, Z, un X,, Y,, Z, un to momentu
pret kadu punktu koordinatas ar m,,, my,, my, un my., ms,, My,
tad

XIZ_‘XS: Y1=_Yz: Zl=_zns

mh=_maz, mw=—m2”, m]_z=—mk.

Pédéjas formulas rada, ka divi direkti pretéji
vektori veido sistému, kas ir ekvivalenta nullei.

No vektoru sistému ekvivalences definicijas A A
izriet, ka dota vektoru sistéma ir ekvivalenta ar
vienu vienigu vektoru tikai tai gadijuma, ja A
eksisté kads punkts, pret ko sist€émas rezultétajs - B, A
: RSN it B 1
moments ir nulle, kas savkart ir iespgjams tikai

tad, ja minimalais moments, vai, kas ir tas pats,

algebriskais invariants 7 ir 0. Ja Sis noteikums A

ir ievérots un sistémas rezultante R == 0, tad

dota vektoru sistéma ir ekvivalenta ar savu re-

zultanti R, kuras sakuma punkts ir brivi izve- 19. zim.
lams uz sistémas centralds ass.

Jaatzimé vel, ka divas vektoru sistémas ir ekvivalentas, ja viena
no tam iegiita no otras, pievienojot tai vektoru sistému, kas ir ekviva-
lenta nullei, jo tada gadijuma apskatitas vektoru sistémas rezultante
un rezultétajs moments paliek nemainigi.

32. Elementards operacijas. — Ar elementdram operacijam
dotaja vektoru sistéma saprot 3adas divas operacijas: 1° Vektoru ar
kopéju sakuma punktu saskaitiSanu un sadaliSanu, t. i. sistémas vektoru
ar kopéju sakuma punktu O aizstaSanu ar to rezultanti, kuras sakums
ir punkta O, vai otradi — vektora ar sakumu punkta O sadaliSanu vai-
rakos citos vektoros ar to pasu sakuma punktu, bet kuru rezultante
ir dotais vektors; 2° Diou direkti pretéju vektoru pieskaitiSanu un
atpemianu.

Pamatojoties uz $im definicijam, nav griiti parliecinaties, ka pa-
rasti lietotd operdcija — vektora parneSana pa savu nes€ju taisni —
var tikt aizstata ar otras elementaras operacijas divreizéju lietoSanu.
Ta, lai apmainitu vektoru AB ar tam vienado vektoru A’B’ (20. zim.)
uz tas paSas taisnes, pieskaitisim direkti pretéjo vektoru sistému

3#
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A’B’ un B’A” un péc tam atgemsim otru direkti pretéjo vektoru sistému
AB un B'A".

No teikta redzams, ka, izdarot dotaja vektoru sistéma vairakas
elementdras operacijas péc kartas, dabijam jaunu vektoru sistému,
kas ir vienmér ekvivalenta pirmatnéjai.

M
&

o

20. zim. 21. zim.

Dotds vektoru sistémas parveidosanu ar elementaram operacijam
tai ekvivalenta vienkarSaka sistéma sauc par sistémas redukciju.

33. Vektoru paris. — Ar vektoru pari saprot divu parallélu, vie-
nada gajuma un pret&ji vérstu vektoru sistému (21. zim.).

Attalumu 8 starp divu parallélo vektoru .nesé€ju taisnémsauc par
vektoru para plecu. Ar vektoru para vérsumu saprot rotacijas vérsumu,
kas noteikts ar para diviem vektoriem attieciba pret kadu punktu O,
kur$ atrodas starp parallélam taisném. Ta ka vektoru para rezultante
R =0, tad ta rezultétajs moments M pret kdadu punktu ir neatkarigs
no pédeéja; citiem vardiem sakot, vektoru para rezultétajs moments
ir konstants, t. i. ar to paSu garumu, virzienu un vérsumu visiem tel-
pas punktiem. Vektoru para rezultétajs moments ta tad ir brivs vek-
tors. So vektoru sauc par vektoru para asi.

Izvéloties para viena vektora sakuma punktu par polu, viegli
redzét, ka vektoru para rezultétajs moments ir viendds ar para otra
vektora momentu pret pirma vektora sakuma punktu. Tadgjadi vektoru
para rezultétdja momenta M garums M ir vienads ar para vektoru
kopéja garuma ¢ un para pleca & reizindjumu, t.i. M = ¢ 3. Ta vir-
ziens ir perpendikulars para plaknei un vérsums ir noteikts ar para
rotaciju pret punktu O, kas atrodas para plakné starp vektoru neséju
taisném, ta, ka, iedomajoties Sai punkta stdvam ar kdjam nové-
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rotdju, kura galva ir vérsta para ass pozitiva vérsuma, tas redz para
vektorus rotéjam pozitiva rotacijas vérsuma.

Divi vektoru pari ir ekvivalenti, ja to rezultétaji momenti pret
kadu punktu ir vienadi, jo to rezultantes ir vienmer nulles.

Parliecindsimies vél, ka jebkuru vektoru M var uzskatit bezgala
daudz veidos par kada vektoru para rezultétdju momentu. Pols nav
jamin tade], ka para rezultétajs moments ir no ta neatkarigs. Sai no-
liikd velkam kadu vektoram M perpendikuldru plakni II un uzziméjam
uz tas divas parallélas taisnes ar atstatumu 8, péc tam iedomajamies

s et : ; = M
uz Sim taisném novietotus divus vektorus ar kopg&jo gajumu 3 un ar

tadiem vérsumiem, lai So vektoru rotacija ap vektoru M, iedomajoties
ta sakuma punktu starp vektoru nes€ju taisném, biitu pozitiva.

Sadi konstruétais vektoru pdris ir viens vektora M geometriskais
reprezentants.

34. Vektoru sistémas reduc€Sana lidz vienam vektoram un vie-
nam vektoru parim. — Pieradisim, ka jebkura vektoru sistéma ir ekvi-
valenta ar sistému, ko sastada kads vektors un kads vektoru paris.
ledomasimies, ka R un M ir dotds sistémas rezultante un rezultétajs
moments pret kddu polu O . Sistéma, ko sastdda rezultante R punkta
O un kads vektoru paris ar rezultétdju momentu M, ir ekvivalenta do-
tajai sistémai, jo §is jaunds sistémas rezultante ir R un tas rezultétdjs
moments ir viendds ar para rezultétaju momentu M.

Ja punkts O ir izvéléts uz sistémas centrdlas ass, tad sistémas
rezultante un rezultétajs moments ir virziti §is ass virziena, pie kam
vektoru para plakne ir perpendikulara rezultantei R un para rezul-
tétdjs moments ir minimalais moments M,,.

35. Torsors., — lepriek3€jo vektoru sistemu, ko sastada vektors
R, kas virzits dotds sistémas centralas ass virziend, un' vektoru
paris, kura plakne ir perpendikuldra vektoram R, sauc par torsoru
vai dinamu. Par torsora sakuma punktu, virzienu, vérsumu un gajumu
sauc vektora R attiecigos elementus. Vektoru para ass M,, un
rezultantes R gajumu attiecibu, t. i. lielumu

k——ﬂ~ Mcos M,R) M XA+ M, Y+MZ 1

R R X2 Y2 72 $HE )

sauc par torsora parametru. Parametrs k ir pozitivs vai negativs atka-
riba no ta, vai vektoru R un M,, vérsumi ir vienadi vai pretégji.
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Tadéjadi redzam, ka jebkura vektoru sistéma ir ekvivalenta ar
torsoru, kura virziens sakrit ar sistémas centralo asi un kura garums
un veérsums ir vienadi ar sistémas rezultantes garumu un vérsumu,
bet parametrs ir dots ar pédéjo formulu.

36. Vektoru sisttmas reducéSana lidz diviem vektoriem. — Pie-
radisim, ka jebkuru vektoru sistému ar elementdaram operacijam var
reducét lidz diviem vektoriem, no kuriem viena sdkuma punkts
ir dots. ledomasimies, ka dots ir punkts O un konstruésim S3ai
punkta dotds sistémas rezultanti R. P&c 34. nodalijuma dota sistéma
ir ekvivalenta ar sistému, ko sastada vektors R un vektoru paris
ar asi M. Ja vektoru M aizstdj ar vektoru pari (v, — v), kura viena
vektora v sakuma punkts ir O, un geometriski saskaita vektorus
R un v, apziméjot to rezultanti ar R,, tad dota sistéma ir
ekvivalenta ar diviem vektoriem R, un —v, pie kam pirma
vektora sakuma punkts ir dotais punkts. Visparigi Sie divi vektori
skérsojas.

Ja vektors M, kas konstruéts punkta O, ir perpendikulars vek-
toram R ar sikumu punkta O, tad abi p&dg&jie vektori atrodas viena
plakné.

37. Vektoru sistémas reduktibilitates analitiskie noteikumi. —
Vispariga gadijuma, kad I = M, X + M,Y + M,Z =0, vektori R
un M, kas konstruéti punktd O un tdpat ari jebkura cita punkta,
nav nulles vektori. Tie nav ari sava starpa perpendikulari, un tade]
Sai gadijuma dota vektoru sistéma ir ekvivalenta ar diviem Skérsiem
vektoriem (36. nodal.), vai ar vektoru R, kas virzits sistémas cent-
ralas ass virziend, un vektoru pari, kura plakne ir perpendikulara
Sai asij.

Gadijumd, kad /=M. R = 0, bet Run M nav nulles vektori, tie
ir perpendikulari sava starpa, un reducétas sistémas abi vektori atrodas
viend plakné (36. nodal.). Sis reducétds komplano vektoru sistémas
specidlie gadijumi ir $adi: 1° Ta veido vektoru pari, ja abi vektori ir
paralléli, vienada gajuma, bet pret€jiem vE€rsumiem. NepiecieSamie
un pietiekamie noteikumi tam ir

X=F =2 =0 M2+ M2+ M2>0.
2° Ta reducéjas par vienu vienigu vektoru — tas rezultanti, ja Sie divi
vektori neveido vektoru pari. Si gadijuma realizéSanas nepieciesamais

un pietiekamais noteikums ir

X2+ Y24 72> 0.
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Lai uzrakstitu Sai gadijuma centrdlas ass — rezultantes neséjas
taisnes — vienddojumus, jameklé punktu, kujos rezult&tajs moments
ir nulle, gfeometriska vieta. Péc (24.) sistémas formuldm ta tad Sie
vienadojumi ir:

M.—y'Z 4 2Y =0,
(27.) M,—3X+2Z=0,
M,—2'Y +yX=0.

Reizinot pédéjos vienadojumus péc kartas ar X , ¥, Z un tos sa-
skaitot, dabiijam kreisaja pusé identiski nulli. Ta tad tris plaknes,
kas reprezentétas ar Siem vienadojumiem, krustojas pa vienu taisni.
3° Ta veido divus direkti pretéjus vektorus. NepiecieSamie un pie-
tiekamie noteikumi tam ir $adi:

s v, JOD LG M,=M,=M,=0.

38. Komplinu un parallélu vektoru sistémas. — Atsaucoties uz
iepriekS€ja nodal. rezultatiem, parliecindsimies, ka komplanu un
parallélu vektoru sistémas ir ekvivalentas vai nu ar kadu vektoru, vai
kadu vektoru pari, vai ari ar nulles vektoru.

1°  Komplanu vektoru sisttma. — Ja doto vektoru kopéja
plakné izvélas kadu punktu O un konstrué $ai punkta sistémas rezultanti
R, tad divi iespéjamie gadijumi ir 3adi: R==0 un R = 0 (vektoru
poligons ir slégts). Analogi, ja punktd O konstrué katra sistémas
vektora momentu, kas visi ir perpendikulari vektoru plaknei, tad sistémas
rezultétdjs moments M ir perpendikulars vektoru plaknei, ja tas nav
nulles vektors, vai ari tas ir nulle. Ta tad vienmér /=M. R =0,
un reducétajai sistémai ir iesp€jams tikai viens no iepriek$éja nodali.
juma — ar noteikumu, ka /=0 — minétajiem trim gadijumiem,

2°  Parallélu vektoru sistéma. — Ja izvélas kadu taisni d, Kas ir
parallela dote vektoru kopéjam virzienam, un konstrué kdda punkta
O sistémas rezultanti R, tad ta ir vai nu atSkiriga no nulles un paralléla
izvéletajai taisnei, vai ari ta ir nulle. Analogi, punktd O konstruétie
vektoru momenti atrodas plakné, kas ir perpendikuldra taisnei d, un
ta tad sistémas rezultétajs moments M ari ir perpendikulars taisnei d
(ja tas nav nulles vektors), vai ari tas ir nulle. Rezultata ta tad
I=M.R=0, un parallelo vektoru sistémai ekvivalenta reducéta
sistéma ir vai nu vektoru paris, vai viens vienigs vektors, vai ari nulles
vektors.

Apzimésim taisnes d, uz kuras izvéléts pozitivais vérsums, vir-
ziena kosinus ar «, 8, y un doto vektoru v,, v,, ..., v, algebriskas vérti-
bas attiecigi ar ¢, ¢,, ..., v,, uzskatot pie tam kada vektora algebrisko
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vértibu par pozitivu, ja §i vektora vérsums ir vienads ar taisnes d
vérsumu, pretéja gadijumd@ par negativu. Talak, apziméjot
izvélétaja koordinatu triedra vektora v; sakuma punkta koordindtas
ar z;, y;, %;, paSa vektora koordinatas ar X;, Y,, Z;, bet td mo-
mentus pret koordinatu asim ar m,,, m,,, m;, dabiijam, ka

X;=avy, Y; =By, Z; =Y v,
My =Y Ly— 2 Y= 0, Yy —B %),
My, = V(@ 20— v %) , mi, = ¢; Bz —ay;).

Apzimé€jot, kd agrak, sistémas rezultantes R koordinatas ar
X, Y, Z un rezultétaja momenta M pret punktu O koordinatas ar
M,, M,, M, dabiijam $im koordinatam 3adas izteiksmes:

n n
My=m20iz‘-—‘r zv‘-:ﬂi,
i=1 i=1

3 5
Mz=ﬁz"i$i_'ﬂ. v,—yi.
=1 i=1

Apskatisim péc kartas iespéjamos tris gadijumus.

1° Ja iedomajas, ka sistémas rezultantes R algebriska vértiba R=0,
sistéma ir ekvivalenta ar vienu vienigu vektoru, kura virziens ir vienads
ar sistémas centrilds ass virzienu. Sis ass vienddojumi ir doti ar (27.)
- sistému. levietojot Sais vienadojumos X|, Y, Z, M,, M,, M, vieta aug-
Sejas izteiksmes, dabiijam sistémas centralajai asij Sadus vienadojumus:

g ey 05g el

a g By il
pie kam
n n n
iZ'.l v T 521 Vi Yz .21 Vi 2
(28.) E== Y= L= =

R R
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Ja iedomajas, ka wvektora v; sakuma punkta Kkoordinatas
x;, Y;, % ir Konstantas, tad slido3ais vektors v; kliist par saistitu vektoru
un punkts, kura koordinatas ir dotas ar (28.) sistémas formulam, ir
pilnigi noteikts. So punktu sauc par doto parallélo saistito vektoru
centru.  Parvietojot doto vektoru rezultanti centralas ass virziena,
lidz tas sakuma punkts sakrit ar 5o centru, dabii vektoru, kuru sauc par
parallélo saistito vektoru sistémas rezultanti. (28.) sistémas formulas
rada, ka parallélu saistitu vektoru centrs ir neatkarigs no vektoru
kopéja virziena, bet tas ir atkarigs vienigi no vektoru sakuma punktu po-
zicijam un vektoru algebriskdm vértibam. Visiem sistémas vektoriem
rot€jot ap saviem sakuma punktiem, bet paliekot arvien paralléliem sava
starpa un ar tam paSam algebriskam vértibam to kopéja virziena,
So parallélo vektoru centrs nemainas. Tapat tas nemainas, ja visu vek-
toru algebriskas vertibas ir reizinatas ar vienu un to pasu skaitli.

2° ledomasimies, ka R = 0, bet tris summas

n n n
Bo;xg, Dopy;, Zo;%
i=1 Sl i=1

visas reizé nav vienadas ar nulli. Vektoru sistéma tad ir ekviva-
lenta vektoru parim vai nulles vektoram.

n 7 n
3° Jareize R=0, Zv,z;=2Zv,y,=Z90;3 =0,
i=1 i=1 i=1

tad koordinatas £, », T ir nenoteiktas, un par vektoru sistému saka,
ka ta atrodas astatiska lidzsvara.

Atzimésim vél, ka (28.) sistémas formulas, lietojot vektora v,
sakuma punkta A; vieta ta radijvektoru, kas vilkts no kada ne-
kustiga punkta P, vektoriala forma var uzrakstit $adi:

$ 0, PA,
’ __i=1
(28") PC='=to

kur € apzimé parallélo -vektoru centru.
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6. §. Komplanu un parallélu vektoru sistému
grafiska redukcija.

39. Komplinu vektoru sistémas redukcija. — Dota ir kompldanu
vektoru sistéma; jakonstrué tai ekvivalents vektors vai vektoru paris,
atkariba no ta, vai tas rezultante ir atSkiriga no nulles, vai ari ta ir
vienada ar nulli. Speciala gadijuma japarliecinas, vai sistéma nav
ekvivalenta ar nulles vektoru, citiem vardiem sakot, vai ta neatrodas
lidzsvara. -

Vienkar§ibas dé] apskatisim vektoru sistému, ko sastada cetri
vektori v,, Vy, Vs, V., un apziméim ar r,,ry, ry, ry to
neséjas taisnes (22. zim.). Vispirms konstruésim vektoru poligonu

22. zim.

PP,P,P,P,, kura malas ir attiecigi vienadas ar dotajiem vektoriem.
Péc tam, izvEloties patvaligi kddu polu O, vilksim starus OP, OP,,
OP,, OP;, OP, un caur kadu patvaligu punktu Q, uz vektora v,
neséjas taisnes r, taisném OP un OP, parallelas taisnes. P&dgéja krusto-
jas ar r, punkta Q,. Talak vilksim caur punktu @, taisnei OP,
parallélu taisni, kas krustojas ar r; punkta Q. Caur pédéjo vilksim
taisnei OP; parallélu taisni, kas, krustojoties ar ry, dod punktu
Qs, caur ko savkart vilksim taisnei OP, parallélu taisni. Sadi
konstruétu poligonu Q,0,0,0Q, sauc par dotds vektoru sistémas
virves poligonu.
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Ja vektoru v, sadala divos vektoros PO un OP; ta, lai pirmi vektora
neséja taisne ir virves poligdna briva mala, bet otra — ta nakama
mala Q,Q,, un tapat attiecigi paréjos vektorus, tad ik divi vektoru kom-
ponenti, kas atrodas uz virves poligdna nebrivam malam, ir ekviva-
lenti nullei. Dota vektoru sistéma tadejadi ir reducéta lidz diviem
vektoriem PO un OP, , kas atrodas uz virves poligona brivajaim malam.

lesp€jami tad ir $adi gadijumi: 1° Punkti P un P, nesakrit.
Vektoru poligdns tad ir valéjs, un R==0. Virves poligdna brivas malas
nav parallélas, ja pols O neatrodas uz taisnes PP, , un vektoru sistéma
ir reducéta lidz vienam vektoram R , kura neséja taisne r iet caur virves
poligdna brivo malu krustoSanas punktu @ paralléli taisnei PP, .

2° Punkti P un P, sakrit. Vektoru poligons tad ir slégts, un ta tad

R = 0. Virves poligdna brivas malas tad ir ar vienu un to pasu vir-
zienu.

P=P,
¥ n V1
P Ve
Vz‘ 0
Py
“ F

23. zim.

a) Virves poligdna brivas malas nesakrit (23. zim.). Vektoru
sistéma tad ir reducéta lidz vektoru parim PO un OP. Pirma vektora
neséja taisne ir virves poligdna pirma brivd mala, otra — ta pédéja
brivda mala. Atstatums starp tam ir vektoru para plecs.

b) Virves poligdna brivas malas sakrit (24. zim.): vektoru sistéma
ir ekvivalenta nullei. Sai gadijuma ari virves poligdns ir slégts.

Tadeéjadi dabujam Sadu rezultatu: Ja vektoru poligons, kas kon-
struéts ar dotajiem vektoriem, ir valéjs, tad dota vektoru sistéma ir ekvi-
valenta ar vienu vienigu vektoru; jJa tas ir slégts, bet virves poligons ir
valéjs, dota sistéma ir ekvivalenta ar vektoru pari; beidzot, ja slégts ir
ka vektoru poligons, ta virves poligons, tad dotd sistéma ir ekoivalenta
nullei resp. ta airodas lidzsvard.
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24. zim.

v -

40. Parallélu vektoru sistémas redukcija. — lepriekséja konstruk-
cija, kas bija deriga komplanu vektoru sistémai, var tikt piemérota
ari parallelu vektoru sistémai. ledomasimies, ka parallélie vektori
Vi, Vs, V3, V, ir pielikti to nes€ju taiSpu attiecigajos punk-
tos A,, A,, A;, A, un ka to rezultante nav nulle (25. zim.). Vek-

A, p
Ay 5 ks
Q, Py
Q\ 0
@ /
F,
v, ‘ Pa .

25. zim.

toru sistémas, ko veido divi vektori v, un v,, centrs Gy, ir
punkts, kura caur virves poligdna malu QQ; un Q,Q; krustodanas
punktu doto vektoru kopéjam virzienam paralleli vilkta taisne,
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ka So divu vektoru rezultantes neséja, krusto taisni A,4,.
Vektoru vy, v,, Vv centrs G, ir punkts, kura caur vir-
ves poligdna malu QQ, un Q,Q, krustoSanas punktu doto vektoru kopé-
jam virzienam paralléli vilkta taisne, k@ 3o tris vektoru rezultantes
neséja, krusto taisni A,G,,. Analogi turpinot S0 konstrukciju talak,
dabiisim dotas vektoru sistémas centru G, kura paralléli dotas
sistémas kop€jam virzienam ir pielikta tas rezultante R.

4t. Polara ass. — Konstrukcija, ko apskatijam 39. nodal., brivi
izvélét varéja divus elementus: punktu O, ko saucam par polu, un
punktu Q, uz vektora v, nes€jas taisnes r,. Bet ta kd punkta O pozicija
ir atkariga no diviem parametriem un punkta Q, pozicija no viena
parametra, tad dotajai vektoru sistémai eksisté pavisam oo® virves
poligdnu. Apskatisim sakaribu starp kadas vektoru sistémas diviem
patvaligiem virves poligoniem.

Vispirms apskatisim visvienkarSako gadijumu, kad doto vektoru
sistému veido tikai viens vienigs vektors v, kura neséja taisne ir r
(26. zim.). Tada gadijuma ikvienam virves poligdnam ir divas malas,

26. zim.

kas abas ir brivas. Izvélésimies patvaligi polu O un punktu Q uz taisnes
r. Vektors vtad ir ekvivalents ar vektoru PO uz taisnes QA4 un vektoru OP,
uz taisnes QB. Talak, jaizvélas citu polu O, un jaunu punktu Q' uz taisnes
r, vektors v ir ekvivalents ar vektoru PO, uz taisnes Q4 un vektoru
0,P, uz taisnes Q'B . Sis divas vektoru sistémas tadég] ir ekvivalentas
vai, citiem vardiem sakot, pirma sistéma un otrai pretéja sistéma veido
sistému, kas ir ekvivalenta nullei. Vektors PO pa taisni QA ar vek-
toru O,P pa taisni Q’A dod rezultanti 0,0 ar pieliksanas punktu A.
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Tapat vektors OP; pa taisni QB ar vektoru P,0, pa taisni Q'B dod
rezultanti 0O, punktd B. Ta ka §im rezultantém jabiit direkti preté-
jam, tad tam jaatrodas uz vienas un tds paSas taisnes, citiem vardiem
sakot, taisném AB un 00, jabit parallélam. Tadgjadi esam dabii-
jusi rezultatu, ka taisne, kas savieno diou virves poligonu atbilstoso malu
krustoands punktus, ir paralléla taisnei, kas savieno polus.

Ja doti ir divi vai vairaki vektori, piem. Cetri vektori v,, V,,
V3, Vg (27. zim.), un ja, izvEloties patvaligi divus polus O un 0, un

27. zim.

divus punktus Q, un @, uz vektora v, neséjas taisnes r,, konstruéti
ir divi virves poligdni, ievérojot abas reizes vienu un to pasu vektoru
kartibu, tad iepriekS€jais rezultats ir piemérojams ikvienam vektoram.
Ja v, ir pirmais vektors un v, tam sekojosais, tad vektoram v, punkts
B’ ir virves poligdbnu pirmo malu krustoSands punkts, bet punkts C
So poligdnu otru malu krustoSanas punkts, un ta tad BC ir paralléls
00, . Bet ari AB ir paralléls 00, un tadé| tris punkti A , B un C atrodas
uz vienas taisnes. Turpinot $idéjadi talak, dabiijam rezultitu, ka
kadas vektoru sistémas divu virves poligonu atbilsto$o malu krustoSands
punkti atrodas uz taisnes, ko sauc par vektoru sistémas polaro asi un kas
ir paralléla taisnei, kura savieno polus.
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Dotajai komplano vektoru sistémai ikviena taisne, kas atrodas So
vektoru plakné, ir polara ass bezgala daudz virves poligdniem, starp
kuriem atrodas kads dotais poligdns. Ta, ja konstruéts ir kads patvaligs
dotas sistémas virves poligons, tad ta malas krustojas ar asi p
punktos A, B, C, D, E, ... Sie punkti ir taipu Skipsnu, kas
rodas, bezgala daudz virves poligdnu atbilstoSam malam krustojoties
ar asi p, virsotnes. So poligdnu polu geometriskd vieta ir taisnei p
paralléla taisne. Ja dota ir polara ass p, tad ikviens Sis ass virves
poligdns ir determinéts, ja vienai no td malam jaiet caur kddu ieprieks
dotu punktu. Ta 27. zim&juma redzams, ka jakonstrué virves poligdns,
kura punktam C atbilstosai malai jaiet caur punktu M. TaiSpu Skipsnas
ar virsotném A, B, C, D, E, ... atrodas projektiva radnieciba ar
atbilstoS8am projektivitates asim ry, r,, rs 7,

Ja dotais virves poligdns ir japarveido tadgjadi, lai ta vienas
noteiktas malas punkts 4 paliktu nekustigs, tad jalieto kdda polar-
ass, kas iet caur So punktu. Tada karta ir iespéjams panakt, ka
kada cita virves poligdna patvaliga mala iet caur kddu dotu punktu
B, kas neatrodas uz §is ass. Ja virves poligdna diviem punktiem A
un B japaliek nekustigiem, tad, izvéloties AB par polarasi, iespéjams
panakt, ka kada patvaliga tre3d poligdna mala iet caur kddu ieprieks
dotu punktu M, kas neatrodas uz taisnes AB. Ta kd punkti 4, B
un M neatrodas uz vienas taisnes, tad, talak poligénu parveidojot,
tos visus nekustigus paturét nav iesp&jams. Tadéjadi kads dotas
vektoru sistémas virves poligdns ir viennozimigi noteikts, ja ta tris
malas katra iet caur iepriekS dotu punktu, kas neatrodas uz vienas
taisnes. ' :

7. §. Mainiga vektora un punkta atvasinajumi.
Vektora integrals.

42. Mainiga vektora geometriskais atvasindjums. — ledoma-
simies, ka katrai parametra ¢ vértibai intervallaj (¢, ¢,) viennozimigi
atbilst kads vektors v — brivs, saistits vai slidoss. Paplasinot funk-
cijas koncepciju (no skalariem uz vektoridliem lielumiem), tad saka, ka
vektors v ir parametra t funkcija, kas definéta intervalla (4, t,), un
raksta v = v(f). Attieciba pret kadu izvélétu ortogonalu koordi-
natu -triedru tad vektora v(7) koordinatas ari ir parametra ¢ funkcijas,
un tas apzimé ar X (¢), Y (t), Z (). Vektoridlo funkciju v(f) sauc
par ierobeZotu intervalla (¢, , ¢,), ja Sini intervalla galigs ir tas moduls ¢(z).
Funkciju v(tf) sauc par nepartrauktu parametra vértibai t =<, ja,
lai cik mazs biitu kads iepriek§ dotais pozitivais lielums ¢, jebkurai
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parametra vértibai ¢, parametra vértibas ¢ =~ apkartné, vektorialas
diferences v (t') — v (¢) moduls ir mazaks par . Ja vektoriala funkcija
v(t) tas definicijas intervalld ir ierobeZota, viennozimiga un nepar-
traukta, tad viennozimigas un nepartrauktas ir ari tris skalaras funk-
cijas X (¢), Y (¢), Z(t) un otradi.

Caur kadu nekustigu punktu,
piem. koordindtu triedra Ozxyz
sakuma punktu O, vilksim vek-
toru OP — vienadu ar vektoru
v () (28. zim.).

Dota vektora v(¢) koordina-
tas X (), Y (¢), Z () tad ir reize
ari vektora OP gala punkta P

v koordindtas. Parametra vértibai
t + At intervalla (¢,,¢,) atbilstoSo
vektoru apzimeésim ar v(t + At)
un atliksim no punkta O ar So
vektoru vienidu vektoru OP'.
Vektoru OP’ un OP geometriska
diference PP’ ir vienada ar vek-

toridlo pieaugumu Av = v(t + A1) — v(¢), kura koordindtas ir

AX, AY, AZ, kas savukart ir triju funkciju X (1), Y (¢), Z(¢) pie-

augumi intervalla (¢, 7 + At), t. i

28. zim.

AX =X (t + At)—X (1),
AY =Y (@t +A)—Y (1),
AZ=Z(t+A)—Z(1).

PP’ Av (1)

Apskatisim vektoru ——, kur$ ir vienads ar vektoru T bet

Aty

kura sikuma punkts ir P. Si vektora koordinatas ir:

AX X(@+ A)—X()

At At ¢
AY Y 4 A —Y()
ATE At 2

AZ L (e Ay S 2 D)
Py EIRE At ;
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Parametra ¢ pieaugumam At tiecoties uz nulli, ja funkcijas X (z),

- ; A =% oo T AKX CAYIYAR Y 3 5
Y(t), Z(t) ir diferencéjamas, kvocienti G B tiecas uz So
funkciju atvasindjumiem X(z), ¥(z), Z(t) un vektors }Z: uz kadu

robezvektoru, kura koordinatas ir X(¢), Y(z), Z(t). So brivo vektoru
sauc par dota vektora v (t) atvasindjumu péc parametra ¢ un to apzimé
ar v(t). Ari otrddi, no vektora v(¢) atvasindjuma v(t) eksistences
varam secinat vektora v (f) koordinatu X(7), Y (2), Z(¢) atvasina-
jumu X(¢), Y(t), Z(t) eksistenci.

Secinajumi. — 1° Ja dotais vektors v(¢) ir konstants, t. i. ja ta koor-
dinatas X (1), Y (1), Z(t) ir konstantas, tad atvasindjumi X(1), Y (¢),
Z(t) ir nulles, un atvasinatais vektors v (¢) ir nulles vektors. Ari otradi,
ja atvasinatais vektors v (¢) ir nulles vektors, tad ta koordindtas X (z),
,Y(t), Z (t) ir nulles. Ta tad X(#), Y(¢), Z(t) ir konstantas, un tadg|
konstants ir ari vektors v(z).

2° Atvasinata vektora v(t) projekcijas algebriska vértiba X (1)
uz z-ass ir viendda ar vektora v(t) projekcijas uz §is ass algebriskas
vértibas X(¢) atvasinajumu. Ta tad visparigi: vektora v(¢) atvasinata
vektora V() projekcijas uz kddas ass algebriska vértiba ir viendda
ar dota vektora v(¢) projekcijas uz Sis ass algebriskas vértibas
atvasinajumu.

43. Vektora diferencidls. — Ta ka vektorialas funkcijas v(#)
Av (1)

At

tuvojas v(#) ka savai robeZai, tad diference

vidéjais pieaugums intervalla (¢, t + At), At tiecoties uz nulli,

Av ()
At

— V() =€

ir infinitezimals vektors reizé€ ar skalaru At, t. i. vektora e gajums ¢
ir infinitezimals reizé ar At¢. Tadé] saka ari, kd diferencialrékinos pa-
rasts, ka diference

Av(t) — V() At = eAt

ir infinitezimals lielums ar kartu, kas augstaka par vienu attieciba pret At
Tadgjadi, aizstajot At ar dt un apzim€jot vektorialas funkcijas

v(t) diferencialu ar dv(z), defingjot to, ka parasti, ar V(¢)di, dabiijam,

ka, tapat ka skalarai funkcijai, vektorialas funkcijas v(¢) pieaugums

Av(t) = v(t + dt) — v(t) intervalla d¢ at3kiras no funkcijas diferen-
4
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cidla dv(t) par bezgala mazu lielumu, kura karta attieciba pret dt
ir augstaka par vienu.
Ta tad esam dabiijudi atvasinatam vektoram vél $adu diferencialu
apziméjumu
dv (t)
e

Vektora geometriskda atvasindjuma v(t) un vektora diferencidla
dv(t), kas abi konstruéti punkta P, nes€jas taisnes virziens ir viendds
ar vektora PP’ robeZvektora neséjas taisnes virzienu, t. i. tangentes
virzienu punkta P.

44, Augstiku kartu vektoridli atvasindjumi. — Ta ka vektora
v(t) atvasindjums v(t) ir savukart vektoridla funkcija, tad iesp€jams
definét vektora V() atvasindjumu, kas ir vektora v(t) otras kartas

o AEAE e d2v (1)
atvasinajums un ko apzimé ar v () = p 7
X(#), Y(), Z(t). Analogi var definét vektora v(f) tre$3s, ceturtds
un augstdku kartu atvasinajumus.

V(i) =

Ta koordinatas ir

45. Vektoru summas un produktu atvasindjumi. — No vektoridlo
funkciju atvasinajuma definicijas izriet, ka ta ipasibas ir analogas ar
skalaro funkciju atvasindajuma ipasibam. Ta redzéjam, ka konstanta
vektora atvasindjums ir nulle. Talak nav griiti parliecinaties, ka divi
vektori ar vienadiem atvasindjumiem at3kiras viens no otra tikai ar
konstantu vektoru. Tapat ari vektoru summas atvasinajums ir vienads
ar summandu atvasindjumu summu. Pie tam, ja v ir parametra t
ar kada cita parametra s = s () starpniecibu salikta funkcija, tad

dv _dv ds
dt  ds dt’
Ja ir dots kads skalars lielums e un vektori v, un v,, visi ka para-
metra ¢ funkcijas, tad triju produktu tipu
(18 P £ (L LR A, T 2

atvasinajumi sastadami ka parasti, t. i.

d da d v
@ (@ v,) = 5 i - =t 1
dv av
dt("l Vy) = 1 -V +_V1-'d—t'2:
dv1 av,
dt(lev‘) X Vg +'V; X P
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Lai pieraditu uzrakstito formulu pareizumu, japariet atpaka] uz
So formulu abas pusés sastopamo wvektoru projekciju algebriskam
vértibam un japarliecinas, ka tas ir vienas un tds pasas.

Ja v, =vy=v, pie kam vektora v garums ir konstants, tad
¥,. Vv, = v?. Diferencéjot pédéjo izteiksmi, dabiijam

dv
¥ Ei =0 4
t. i. vektora ar mainigu virzienu, bet konstantu gajumu atvasindjums
ir tam perpendikulars vektors vai ari nulles vektors.

46. Teilora') formula vektoridlai funkcijai. — Viss ieprieks teik-
tais rada, ka ari citi diferencidlrékinu formalie rezultati var tikt attie-
cinati uz vektorialam funkcijam, ka, piem., Teilora formula, kas redla
mainiga lieluma redlai funkcijai izsaka Sadu tedrému: ja f(¢) ir kdda
skaldra lieluma ¢t skalara funkcija, kas ir nepartraukta kopa ar tas
pirmajiem n-as kdrtas atvasinajumiem intervalla (i, ¢,), un ja ¢ un
t 4+ At apzimé divas daZadas ¢ veértibas Sai intervalla, tad, defingéjot
skalaro lielumu e ar vienadojumu

(29.) fetan=f0+ @i+ 8%

(a0

fo+.
irs

F@ +el,

§1 skalara = robeZlielums

im e=10.
At—0

Skalara lieluma ¢ vektorialai funkcijai var pieradit analogu tedrému.
Ja v(?) ir kada skaldra lieluma ¢ vektoridla funkcija, kas ir nepartraukta
kopa ar t@s pirmajiem n-as kdrtas atvasindjumiem intervalla (i,, t,),
un ja t un ¢ -+ At apzimé divas daZadas ¢ vértibas 3ai intervalld, tad,
definéjot vektoru €, ar vienadojumu

(At)

(30.) V(E+A) =V + @A)V @)+ 5L V@) + ...

(At)"

5 s [V(t)—]—il],

1) B. Taylor (1685.—1731. g.).
4%
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§i vektora robeZivektors

lim e =0.
At->0

Lai So teorému pieraditu, apzimésim ar a kadu konstantu vek-
toru un apskatisim skalaro funkciju f(f) =a.v() . Ta ka

@) =a.v(@), () =a.V (1) u-tt,

tad f(t) kopa ar tas pirmajiem nr-as kartas atvasinajumiem ir nepar-
trauktas funkcijas apskatitaja intervalla, un més varam piemeérot sai
skdlarai funkcijai (29.) Teilora formulu. Substitugjot péc tam 3ai for-
muld f(¢) vieta a. v(f) un reizinot wvektoridlas funkcijas (30.) Teilora
formulas visus locek]us ar a, dabiijam divas formulas, kas, tas sali-
dzinot, rada, ka

C=Ae,
un ta tad

lime=1lima.e =0.
Al—>0 At—>0

Bet td ka a ir kaut kads vektors, tad no pédéjas sakaribas izriet,
ka

lim e, =0,
Al—0
kas ari bija japierada.
47. Mainiga punkta atvasindjums. — Analogi ka ar vektoriem,

iedomasimies, ka intervalla (¢,,¢,) katrai parametra ¢ vértibai atbilst
viens noteikts punkts P, kas tad ir parametra ¢ funkcija un ko ap-
zimé, rakstot P = P(t) . Attieciba pret kdadu izvéletu ortogdnalu koor-
dinatu triedru punkta P (#) koordindtas ir parametra ¢ funkecijas. Apzi-
mésim tas ar z (t), y (t), z (¢). Talak iedomasimies, ka P(t) ir ne-
partraukta funkcija, t. i. ikkatrai parametra vértibai ¢", kura atSkiras
péc patikas maz no parametra vértibas ¢, atbilst punkts P (') , kas
atrodas péc patikas tuvu punktam P(¢). Parametram ¢ mainoties,
punkts P (t) apraksta kadu likni /. Izvélésimies uz tas divus punktus
P=P(t) un P = P (t+At), kas atbilst parametra vértibam ¢ un
t + At apskatama intervalla, un apzim@sim ar

AP =P (t+ Af) — P (1)

punkta funkcijas P(¢f) pieaugumu intervalla (¢, ¢ + At). Geometriski
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§is pieaugums ir raksturots ar vektoru PP’, kas savieno liknes
| punktu P = P(t) ar punktu P’ = P(t + At).
Apskatisim talak vektoru

AP P (t+A) —P (1)
AL At

ar ta projekciju algebriskam vértibam

Axﬁz(t—i—ﬁt) —z (1)

A E At .
Ay _y(t+A) —y @
At At ;
Az  z (t+A41) —z (1)
Az - At 3
Ja funkcijas z (t), y (¢), z (#) ir diferencéjamas, tad, parametra
: ‘ (o4 P . ok OF T8y Az .
¢t pieaugumam At tiecoties uz nulli, kvocienti T T tiecas uz

o funkciju atvasindjumiem & (t), % (t), 2 (1) un vektors %}t—) uz

kadu robezivektoru P (t) ar koordinatam 7 (z), ¥ (¢), z (¢). So robeivek-
toru sauc par mainiga punkta P (t) atvasindjumu. Atvasinata vektora
P (t) virziens un vérsums ir viendds ar tangentes virzienu un vérsumu
liknes [ punkta P, ja tangentes vérsumu uzskata par pozitivu, para-
metra ¢ vértibai pieaugot.

Analogi vektora diferenciala definicijai, ari mainiga punkta P(¢)
diferencialu dP(t) defin€jam ar

dP(t) = P () dt,

pie kam, tapat ka agrak, vektors P (¢ -+ dt) — P (t) atSkiras no vek-
tora dP(t) par bezgala mazu lielumu, kura karta attieciba pret dt ir
augstaka par vienu.

Vektoru dP (f) sauc par mainigd punkta P(¢) elementdro parvie-
tojumu parametra ¢ infinitezimala intervalla dt .

Ta ki punkta P(¢) atvasinijums P(¢) ir vektors, tad iespéjams
konstruét ta atvasindjumu, kuru apzimé ar P(t) un kura koordinatas
izvélétaja koordinatu triedra ir & (t), 4 (¢), Z (1) . Vektoru P(t) sauc
par punkta P(t) otras kartas atvasinajumu. Analogi definé augstako
kartu atvasinajumus.
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Apskatisim tdldk mainigu vektoru OP, kas savieno kddu punktu
O ar mainigo punktu P. Punkta P(t) radijvektors OP ir atkarigs ka
no punkta O, ta ari no parametra ¢, bet ta atvasinajums ir no punkta
O neatkarigs.

Tiesam, izvéloties citu sakuma punktu
P 0O (29. zim.) un ievérojot, ka 0’0 ir kon-
stants vektors, jo, punktam P mainoties,

tas paliek nemainigs, vienlidziba

O'P =00 + 0P

rada, ka

’ PSR
0 dO'P dopP
29. zim. dt dt

t. i. atvasinajums %) ir pilnigi noteikts ar funkciju P (f) un tade

ari raksta

(31.) Py <P _ 40P

Ja punkts O ir konstants, tad punkta P (f) radijvektors OP ir
atkarigs vienigi no parametra ¢, un ta tad

0P ()= P (),
t. i. mainiga vektora ar nekustigu sakuma punktu atvasindjums ir

vienads ar ta gala punkta atvasindjumu.

48. Teilora formula punkta funkcijai. — Teilora formula punkta
funkcijai P () viegli atvasinima no 46. nodal. dotas Teilora formulas
vektorialai funkcijai v(t), attiecigi parveidojot 3is formulas aréjo
izskatu, péc kam to var uzrakstit forma

(At)

AP = PP = (A1) P (1) + P@+.

+ 280% 1Bl o,

kur P=P (), P =P (t+At) un e ir kads infinitezimals vek-
tors, kas tiecas uz nulli reiz_é ar At tiekSanos uz nulli. Tie$am, ta ka
vektorialais pieaugums A OP, ka to rdada sakariba
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AOP = OP (t +At) —OP (1) = OP' — OP = PP’ ,

ir vektors, kas savieno punktu P = P (¢) ar punktu P’ =P (t + At)
un kas ta tad ir no vektora OP sikuma punkta O neatkarigs, tad 3o
vektoridlo pieaugumu var uzskatit par punkta funkcijas P () pieaugumu
AP, rakstot, ka

PP =AP=P (t+A)—P ().

Attistot péc tam vektoridlo funkciju OP (¢ + At) , Kkas sasto-
pama vektora PP’ izteiksmé, Teilora rindd un ievérojot (31.) un tai
analogas sakaribas, kuras iegiitas, (31.) sakaribu vairdkkartigi dife-
rencéjot, dabujam punkta funkcijas P(t) pieaugumam AP augla
uzrakstito attistijumu.

49. Vektora integrals. — ledomasimies, ka mainigais vektors
v (¢) ir parametra ¢t nepartraukta funkcija intervalla (1, ¢,), un apzi-
mesim ta koordinatas ar X (¢), Y (&), Z(¢).

Ar Siem nosacijumiem eksisté noteiktie integrali

1_.,=th (t) dt, 1,,:}"1’ B, I = }z (t) dt.
ty t ty

Vektoru I, ar koordinatam I, I,, I,, sauc par vektora v(t) noteikto
integralu intervalla (fy, t;), un to apzimé, rakstot

4

l=fv(t)dt.

tp

Viegli parliecinaties, ka 3adi definéto integralu I patieSdam var uz-
skatit par vektoridlas summas Sv (v;) At;, ko dabijam, sadalot
i=1

intervallu (¢,, ¢,) n elementaros intervallos A¢; ¢ = 1,2, ..., n) un
reizinot vektora v(¢) vértibu v(r;), kas atbilst kddai parametra ¢
patvaligai veértibai r; intervalla A#;, ar A#; un péc tam dabiitos pro-
duktus saskaitot, robeZlielumu, ja intervallu skaits neaprobeZoti pieaug
un to garumi At; tiecas uz nulli, t. i

4
n

| (22 fv (1) dt = lim X v (%) At;.
n—w i=1
kb Ati—>0
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Tiesam, ja vektora v (r;) koordindtas apzimé ar X (z,), Y (=), Z (=),

tad vektorialas summas E v (x;) At, koordinatas ir
=1

EX () Ay, EY )AL, EZ(x)Ar,
i=1 i=1 i=1

bet p_édéjo summu robezlielumi ir 1, I,, I,, kas definé vektoru L

Ja integracijas intervalla (4 , f) aug3éja robeZa t ir mainiga, tad
vektors I(¢f), kas definéts ar integralu

t

](t)=fv(t)dt,
tp

ir parametra ¢ funkcija, un §i vektora atvasinajums ir dotais vektors
v (t); citiem vardiem sakot, no pédéjas sakaribas izriet, Kka

%Q:v(t).

Ja vektora I (¢) pielikS8anas punkts O ir nekustigs, tad ta gala
punkts P (¢) ir parametra t funkcija, kuras atvasinajums ir dotais
vektors v () (47. nodal.).

Beidzot, ja mainigais vektors v (P) ir punkta P, kas mainas pa
kdadu vien-, div- vai trisdimensiondlu geometrisku lauku, t.i. likni
s, virsu ¢ vai tilpumu V, funkcija, tad vektoru I (P) ar koordinatam

fXdL, deL, deL
L L L

sauc par vektora v (P) integralu par lauku L, un to apzimé ar simbolu

l(P):fv(P)dL.
AL

Ari 3ai gadijuma ir spéka formula

fv (P)dL — lim 2 v (P)AL,.
n—>oo =1 .
L ALi—0
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Pieztme. — Formulas, kas definé vektoru I (P), labaja pusé raksta
tikai vienu integralu, ja zem ta atrodas tikai viena lieluma L diferen-
cials dL; ja turpretim integracijas lauks L ir, piem., divdimensionals,
t. i. jaintegré ir pa kadu virsu o, tad, rakstot L vietd 5, ortogd-
nala likliniju koordindtu sistéma u,, u, uz virsas o,

dL = do = du,du,

f v(P)dL — f f v (P) duydu,.
L G

Analogi, ja L reprezenté trisdimensiondlu integracijas lauku V,
ortogonala koordinatu triedra Ozyz tilpuma elements dV = dxdydz un

fv(P)dL=fffv(P)dxdydz.
L V

un

8. §. Telpas liknes diferencialas ipasibas.

50. Vektors t. — Mainigd punkta P pozicijas noteik$anai uz
dotas liknes [ izvélésimies par parametru §is liknes loka gajumu s, skaitot
to no kada punkta P,: pozitivi uz vienu pusi, bet negativi uz otru pusi.
Katrai s nozimei noteikta intervalla tad atbilst noteikts liknes punkts
P (s) . Punkta funkcijas P (s) atvasindjuma vektora

P
= ds

virziens un vérsums, ka zinams, ir vienads ar tangentes virzienu
un vérsumu liknes ! punkta P, bet §i vektora absoliita vértiba ir 1,
tktl =k

TieSam, atsaucoties uz vektora t definiciju ka grobeilielumu, pédgja

garums ir vienads ar chordas, kuras garums ir |AP|, un atbilsto3a loka
garuma | As| attiecibu, bet §is attiecibas robezvértiba, ka zinams, ir 1.

51. Liknes liekums. Vektors n. — Ja izvélas kadu telpas punktu
O un piekarto katram liknes / punktam P punktu ¢, ko dabiijam,
atliekot no punkta O vektoru OQ, kura garums ir 1, bet virziens un vér-
sums viendds ar vektora t virzienu un vérsumu, tad punktu Q geometris-
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ka vieta ir kdda likne I’ uz sféras ar radiju 1. So likni sauc par liknes {
tangenSu sférisko indikatrisi. Ja dota@ likne / ir ista telpas likne un ta
nesatur taisnes segmentus, kura ikviena indikatrise reduc€jas par
punktu, tad vektors t mainas nepartraukti un punkts Q apraksta kadu
istu sférisku likni I’. Lenkis Ag, par kddu pagrieZas tangente, tas pieskar-
Sanas punktam parvietojoties no punkta P uz P, pa loku ar gajumu
| As|, mérijot to loka méra ar liela ripka loku, kas savieno attiecigos
sfériskds indikatrises punktus Q un Q,, raksturo loka PP, deviaciju
no taisnes. So devidciju, kas izteikta loka PP; gajuma |As| vienibas,
t. i

[As]

sauc par loka PP, vidéjo lieckumu. Ta apgriezto lielumu |§—j sauc
par ta paSa loka vidéja lieckuma radiju. Tas ir vienads ar rinka linijas
radiju, kuras loka garumam |As| atbilstoSais kontingences lenkis, un ta
tad ari centra lepkis, ir Ag.

Attiecibas |%?:—I robeZlielumu, punktam P; tuvojoties punktam
P, t.i. As—>0, sauc par liknes [ liekumu punktd P.

Lai pieraditu §i robeizlieluma eksistenci, apzimé&sim ar

0=t un 0Q,=t,

liknes ! punktiem P un P, atbilstoSo sfériskas indikatrises punktu Q
un @, radijvektorus. Vektoru diference At =1t, —t tad reprezenté
vektoru QQ, , un chordas QQ, garums ir vienads ar vektora At garumu
|At. Tadg|, uzrakstot loka vidéjo liekumu forma

Ap |AY _ Ag | At

[At] Tas] ~ TAf]

un ievérojot, ka loka Ag = — QQ, un chordas QQ, garumu attiecibas
'2 f robezvértiba ir 1, redzam, ka loka vidgja liekuma robeZlielums

ir vienads ar vektora i s Sarumu, t. i. liekums liknes punkta P ir

%l“*
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kas péc definicijas ir pozitivs lielums vai nulle. Punkta P liekuma
radijs ¢ =2~. BEE- 20 kAt = (P =1 =1, fad —(t f) =0

jeb g: t = 0, kas rada, ka vektors g ir perpendikuldrs vektoram t

liknes punkta P. Taisni, kas vilkta caur liknes punktu P ar to pasu virzienu

un vérsumu ki vektoram j:_, sauc par punkta P galveno normali. Apziméjot

dt Fh s o
ar n vektora 25 Versory, t. i. vienibas vektoru ar to palu virzienu un

vérsumu ki vektoramj—:, un zinot vektora j—: gajumu ¢, varam
rakstit, ka

dt

E-;'—C“I
jeb

t 1
32 — = =M.
(32, 5

Plakni caur liknes ! punkta P tangentes un galvendas normales
vektoriem t un n sauc par $i punkta oskulétaju plakni. Plaknes liknei
oskulétdja plakne jebkurd tas punkta sakrit ar liknes plakni, bet tel-
pas liknei §i plakne mainas no punkta uz punktu.

52. Vektors b. Galvenais (Frenet) triedrs. Liknes torsija.— Liknes
oskulétajai plaknei punkta P vilktu orientétu perpendikulu, kas kopa
ar vektoriem t un n veido pozitivi orient&tu ortogdnalu triedru, sauc
par punkta P binormali:. Binormales vienibas vektoru apzimésim ar b.
Pozitivi orientéto ortogodnalo triedru, ko veido punkta P tris vektori
t, n, b, sauc par liknes punkta P galveno triedru vai ari Frenél) triedru.
Triedra plakne (t, n), ko noteic tangente un galvena normale, ir punkta
P oskulétdja plakne; plakni (n, b) sauc par punkta P normale plakni,
bet treSo plakni (b, t) sauc par punkta P rektificétaju plakm No
vektoridla produkta definicijas izriet, ka

b=t xn, t=nxb, n=0bxt.

1) J. F. Frenet (1816.—1900. g.). Vipa vardd nosauktais triedrs un
turpmak minétas formulas atrodamas Journal de mathématiques pures et appliguées,
1852.
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Plaknes liknei vektors b ir konstants, bet telpas liknei tas ir pa-
rametra s funkcija. Ta ka

b.b=b2=1unb.t=0,

tad, diferencéjot 3is divas vienlidzibas un ievérojot, ka skalarais pro-

dt 5
dukts b. s OA, dabiijam
db db
a;.b;O, E.tuo.
Sis divas vienlidzibas rada, ka vektors g ir perpendikulars reizé

vektoram b un t, un ta tad tas ir paralléls vektoram n. Tadéjadi

db
(33) =T

kur 7 apzimé kadu pozitivu vai negativu skaitli vai ari nulli.
Lielumu 7 sauc par liknes ¢érpi (torsiju) apskatitaja punkta P. Ta ka

“plaknes likném b ir konstants, tad tam g =0 un tapéc ari T =0.

Ja T'=£0, tad ta absoliita vértiba méri liknes devidciju no oskulétajas
plaknes tas punktd P.

Lai to pieraditu, apzimésim ar A% lenki, par kadu pagrieZas kustiga
punkta oskulétaja plakne, Sim punktam parvietojoties no punkta P
punktd P, pa liknes loku ar garumu |As| ; citiem vardiem sakot, apzi-
mésim ar A9 lepki starp binormalém b un b, , mérijot to loka meérd ar
liela rinpka loku, kas savieno punktiem P un P; atbilstoSos binormaju
sferiskas indikatrises punktus Q" un @’;. Liknes deviaciju no oskulé-
tdjas plaknes punkta P, izteicot So devidciju loka garuma vienibas, méri
attiecibas

Ad
[As]

robeZlielums. Ja $o attiecibu parraksta forma

A% | Ab
[Ab] | As

»

tad, punktam P, tuvojoties pa likni [ punktam P, t.i. As — 0, pédgjas
izteiksmes pirma faktora robeZvértiba ir viens, bet otra faktora robez-
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vértiba ir vektora %ga;ums g‘g‘ . Ta tad attiecibas —A—grobeivértiba,

[As]
ievérojot (33.) sakaribu, ir 7 absoliita vértiba, t. i.
db |

IT1=|% |-

Skalara lieluma 7' zime liknes 'punktﬁ P, ka velak redzésim, noteic
liknes dispoziciju Sai punkta.

Torsijas apgriezto lielumu

agal,
e 5
sauc par torsijas radiju apskatama punkta. Tas var biit ka pozitivs,

ta negativs lielums. Ar torsijas radiju (33.) sakaribu var parrakstit
sadi:

b 1
(34.) L= Ln
53. Frené formulas. — Daudzos geometriskos jautajumos par

telpas likném ievérojama nozime ir triju vektoru t, m, b, kas raksturo
galveno triedru kada liknes punkta, atvasinajumiem.
Pirma un treSa vektora atvasinajumi ir izteikti ar (32.) un (34.)

formulu. Atradisim vél treSo sakaribu, kura figiirétu vektorsggs. Sai
noliikd uzrakstisim vektoru n forma

n=>bxt

un dabiito sakaribu diferencésim:

dn dt db
£ == B a} + E xt.
Ievérojot (32.) un (34.) sakaribu un identitates b x n = —t,
n x t=—b, pédéjo izteiksmi var parrakstit 5adi:
dn 1 =
d_g P E’ t A - b »

kas ir mekléta sakariba.
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Formulas, kas izteic fundamentalo vektoru t, n, b atvasinajumus,

o L

ds. 0 5o

dn 1 1
(35.) 4 E:——Pt—;b,

o

ey Eeaoit

sauc par Frené formulam.

Tadéjadi ar katru liknes punktu P ir saistiti tris skalari lielumi
s, p, © un tris fundamentali vektori t, n, b, kas visi saistiti sava
starpa ar trim Frené formulam: pavisam ta tad ir sesi elementi un tris
relacijas.

54. Torsijas zime. — Lai atrastu sakaribu starp torsijas 7' zimi
kada liknes punkta P(s) un liknes dispoziciju §i punkta apkartng,
apskatisim divus bezgala tuvus §is liknes punktus P(s) un P'=P(s+ As)
un izteiksim punkta funkcijas P(s) pieaugumu AP (s) ar Teilora
formulu atkariba no $is funkcijas trim pirmajiem atvasinajumiem. Tad
dabiisim, ka

(36.) -AP= PDP' — ( ) (AS) [P(s) + €],
pie kam
lime, = 0.
As—>=0
Bet ta ka
: dpP - at- ol
P(S)=E=t, ‘P(.S')=d—s=;n=cn
un
¢ dn  de
-d—s(cn)=d—3n+cd—s—ds —c(ct+Th),

tad, substituéjot §is atvasinajumu izteiksmes (36.) formula un reizinot
péc tam dabiita vektora PP’ izteiksmi skalari ar b, ievérojot sakaribas

P.b=0, P 9y=0, DP.b=—T,

dabiisim, ka a0t 3 3
PP’.bz—U%) (cT —e€,.b).
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Ta ka telpas likném liekums ¢ un torsija T visparigi nav nulle,
tad  pietickami mazam vektora e, vértibam locekla ¢TI" absolita
vértiba parsniegs skalara produkta e,.b vértibu un lidz ar to skalara
produkta PP’. b zime biis viendda ar produkta

(As)?

6cT

zimi, kas savkart ir vienada ar produkta
— AsT

(4s)?

5 ¢ ir pozitivs lielums.

zimi, jo

Bet skildara produkta PP’.b zime nosaka, vai punkts P’ atro-
das punkta P oskulétdjas plaknes pozitiva vai negativa pusé, uz-
skatot to Sis plaknes pusi par pozitivo, kuras pusé ir vektors b. No
otras puses 31 produkta zime mainas lidz ar As zimes maini3anos. No
ta izriet, ka punkta P likne krusto oskulétaju plakni. Ja punkts
P’ apraksta likni loka garuma s augSanas vérsuma, tad pirms
punkta P lielums As ir negdtivs, punktd P tas ir nulle un péc tam tas
kliist atkal pozitivs.

Tadéjadi, ja torsija T'> 0, lkne punkta P pariet no oskulétajas
plaknes pozitivas puses tds negativa pusé, jo Sai gadijumda — As T
zime pirms punkta P ir pozitiva, bet péc ta negativa, ja turpretim
T'< 0, likne punkta- P pariet no oskulétajas plaknes negativas puses tas
pozitiva puse.

55. Uzdevumi.

1. Paradit: ja Cetri punkti, 0, P, Q, R apmierina vienlidzibu

aw+bw+caﬁ=0,

kur a, b, ¢ ir tris skalari lielumi, tad Sie ¢etri punkti atrodas viena plakné.
Ja bez tam vél
a+b+e=0,

tad tris punkti P, Q, R atrodas‘uz taisnes.
2. Parliecinaties, ka

aOP+b0Q0+cOR+dO0OS=0

ar palignoteikumu
a+b+e+d=0,
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kur a, b, ¢, d ir Cetri skalari lielumi, izteic noteikumu, ka ¢etriem punktiem
P, O, R, § jaatrodas viena plakné.

3. Pieradit, ka doto n vektoru v,, v,, ..., v, feometriskas summas
R garuma kvadrats R? ir dots ar formulu

i=1

n n
-_— x"iz —}-220,0,‘008 (Vj, \’k),
i k=1
ifk

pie kam pédéja summa vienlidzibas labaja pusé jasummeé pa visam in-
deku 1, 2,..., n kombinacijam pa divi.

4, Ja a, b, c ir tris nekomplani vektori, tad doto vektoru v var
sadalit trijos citos vektoros, kupu virzieni un vérsumi ir attiecigi vie-
nadi ar vektoru a, b, ¢ virzieniem un vérsumiem, ta, lai

v=ia+pb+ve,

kur A, w, v ir noteikti koeficienti. Paradit, ka

A_v.(bxc) __V.(cxa) v_v.(axb)
“a.bxec) “Tb.(cxa)’ ' c.@axh’

5. Pieradit, ka visos punktos, kas atrodas uz rotacijas cilindra,
kura ass sakrit ar dotas saistito vektoru sistémas centralo asi, Sis vek-
toru sistémas rezultétajs moments ir tangentials Sim cilindram un ta
garums un inklinacija pret asi ir konstanta.

6. Pieradit, ka vektoru sistémas, ko sastdda divi wvektori,
algebriska invarianta absoliita veértiba ir vienada ar seSkartigu
tetraedra tilpumu, kas konstruéts ar dotajiem vektoriem un vektoru,
kas savieno to sakuma punktus.

7. Pieradit, ka divu Skérsu vektoru kopéjais perpendikuls Skérso
So vektoru centrdlo asi taisna lepki.

8. Pieradit: ja AB un CD ir ripka linijas ar centru O divas sav-
starpéji perpendikularas chordas, kas krustojas punkta P, tad vektoru
sistema PA, PB, PC, PD ir ekvivalenta ar vektoru 2 PO.

9. Pleradit ka nepiecieSamais un pietiekamais noteikums, lai
dotd vektoru sistéma biitu ekvivalenta nullei, ir, ka sistémas rezulte-
tdjs moments ir nulle trijos punktos, kas neatrodas uz vienas
taisnes.

10. Konstruét wvektoru sistémas, ko sastada divi vektori v,
un v, ar to neséjam taisném r, un r,, virves poligdnu, kura divas brivas
malas iet caur dotajiem punktiem A un B, bet vidéja mala iet caur
tredo punktu C, kas neatrodas uz taisnes AB.
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11. Parallelu vektoru sistémas divi virves poligoni V; un V,
atrodas perspektiva afinitaté ar polaro asi p ka afinitates asi un doto vek-
toru kopéjo virzienu ka afinitates virzienu. Pieradit, ka afinitates attie-
ciba ir viendada ar nogrieZnu, kas rodas kadai vektoru kopéjam virzienam
parallélai taisnei r Skeloties ar V; un p un V3 un p, gajumu attiecibu.

levérojot to, konstruét parallélas vektoru sistémas virves po-
ligonu, kura trim malam a, b, ¢ jaiet attiecigi caur punktiem A, B, C.

12. Pieradit, ka tris vektori, kuyu virzieni ir perpendikulari kada
trijstiya attiecigajim maldam to viduspunktos un garumi proporcio-
nali § trijstiira malu garumiem, bet vérsumi vérsti uz ta iekSpusi (vai
ari arpusi), sastada sistému, kas ir ekvivalenta nullei.

13. lepriek$éja uzdevuma visparinajums ir Sads: n vektori,
kuru virzieni ir perpendikuldri kada konveksa daudzstiira attieci-
gajam malam to viduspunktos un garumi proporcionali §i daudz-
stira attiecigo malu garumiem, bet vérsumi vérsti uz ta ieks-
pusi (vai arl drpusi), sastada sistému, kas ir ekvivalenta nullei.

14. Pieradit, ka vektoru sistéma, ko sastada tetraedra plakném
perpendikulari vilkti vektori caur to centriem (trijstiriem apvilkto
ripku centriem), ir ekvivalenta nullei, ja So vektoru garumi ir pro-
porcionali plaknu laukumiem, bet to vérsumi iet uz §i tetraedra ieks-
pusi (vai ari arpusi).

15. Dota ir kdda plaknes likne. So likni tas punkta P apkartné
sauc par konkavu pret punktu O, ja lenkis, ko veido vektors n (galve-
nas normales vienibas vektors) un vektors r = OP, ir plats. Pretéja
gadijuma 3i likne tas punkta P apkartné ir konveksa pret punktu O.
Apzimgjot punkta O attalumu lidz tangentei punkta P ar p, pieradit,
ka liknes liekuma radijs p punkta P ir dots ar izteiksmi

dr

dp

p=r

16. Piemgrojot iepriek3&jo rezultatu elipsei, izveloties par punktu
O tas centru, paradit, ka

ol —l- 2| p2 2) V2
5 M=t
17. NepiecieS8amais un pietiekamais noteikums, lai kads vektors

v, kas ir parametra ¢ funkcija, ¢ mainoties, paliktu ar nemainigu virzienu,

¢ g Ghen 250 5 s v
ir, ka Sai parametra ¢ mainiSanas intervalld v x % =i}

4
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18. Dots ir mainigs punkts P(t) ka parametra ¢ funkcija. Ap-
ziméjot $1 mainiga punkta aprakstitas liknes loka gajumu ar s =s (1),
paradit, ka jebkura Sis liknes punkta P tris fundamentalie vektori t,
n, b, liekuma radijs p un torsijas radijs = ir doti ar formulam

pciiy Eusteir gupuith XEROCH isuniognl, o8 il
1P| (P x P) x P| |P x P|

1. |Px B b _ui B PysB

P (PP (P x P2 '’

kur P, B, ﬁ'apzimé mainiga punkta P(¢) atvasinajumus péc paramet-
rat un zime + formulas, kas dod t un b, atbilst gadijumam, kad para-
metri s un t pieaug viend un tai pa3a vérsuma pa likni, bet — zime
pretéja gadijuma.

19. Piemérojot formulu
Lo dPxB|
P |PJ?
punkta P(1) — P[z(t), y(t)] kustibai plakné, atvasinat parasto
plaknes liknes liekuma formulu s

1 &g+ 3|

Tk
20. Apziméjot ar

paradit, ka

dt db
E=th’ | — =wXn, Eﬂmxb.



9. § Visparigs apskats. 67

11 NODALA.

PUNKTA KINEMATIKA.

9. § Visparigs apskats.

56. Definicijas. — Apzimésim kada punkta P koordinatas
triedra T ar z, y, z un iedomasimies, ka tas ir atkarigas no kada para-
metra ¢, kas mainas no —oo lidz -}-co.

So parametru ¢ sauksim par kinématisko laiku vai vienkarsi laiku,
nepieskirot $im jédzienam nekadu fizikalu nozimi, citiem vardiem sakot,
parametram ¢ nav nekdda sakara ar laiku, ko méri kads pulkstenis.

Geometrija, ka zinams, apskata figiiru savstarp€jos novietoju-
mus un kustibas neatkarigi no jédziena ,kinématiskais laiks*. Papla-
Sinot geometriju ar So jauno pamatjédzienu ,kin€matiskais laiks“, da-
biijam plasdku zinitni. So jauno zindtni kd méchanikas sastavdalu,
kas péti kustibu geometriskas ipaSibas atkariba no kinématiska laika,
neprasot kustibu célonus, sauc par kinématiku. Kinématika tadéjadi
ir parejas pakape no geometrijas uz méchaniku tas varda istaja nozime.

Kinématikas ka atseviSkas zinatnes sakums mekléjams tikai
jaunakajos laikos, kad Dalambérs?), Eulers?), Kants®), Karno*), Vron-
skis®) un Ampérs®) ‘aizradija uz vajadzibu un nepiecieSsamibu pirms
dinamikas apskatit atseviSki kustigo kermenu geometriskas ipasibas.
Ampérs ir ieteicis ari jaunds disciplinas nosaukumu kinématika.

Atsevisku kursu par kinématiku tiei priek§ 100 gadiem (1838. g.)
nolasijis Ponselé (J. Poncelet, 1788.— 1867. g.) Parizes universitate.
Pirmo gramatu par tedrétisko kinématiku sarakstijis Rezals?). Misu
dienas kinématika ir jau stingri izstradata meéchanikas dala, kurai
liela nozime, pétijot sareigitakas dinamikas problémas un mécha-
nismus.

1) J. d" Alembert (1716.—1783. g.), Recherches sur la précession des
équinoxes, Paris, 1749.

2) L. Euler (1707.—1783. g.), Formulae generales pro translatione quacunque
corperum rigidorum, Novi Comment. Petrop., vol. 20, 1776.

3) L. Kant (1724.—1804. g.), Metaphysische Anfangsgriinde der Naturwis-
senschaft, 1786.

9) L. Carnot (1753.—1823. g.), Essai sur les machines, 1797.

%) H. Wronsky (1778.—1853. g.), Systéme archit. absolu, 1818.

6 A. M. Ampeére (1775.—1836. g.), Essai sur la philosophie, 1834.

7 H. Résal, Traité sur la cinématique pure, Paris, 1862.

5%
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Ka geometriskas figiiras var uzskatit par geometrisku punktu
kopumiem, ta ari analogi materidlu kermeni var uzliikot par veidotu
no sikam partikulam ar tik mazam dimensijam, ka tds var uzskatit
par punktiem. Sadas partikulas sauc par materialiem punktiem. Ta
ka kinématika materijai nav nekddas nozimes, tad materidlu punktu
kustibas vietd varam apskatit geometrisku punktu kustibas. Materialu
vai geometrisku punktu sistému sauc par ineariablu, ja 3o punktu
savstarpéjie attalumi ir nemainigi, t. i. ja Sie punkti ir nekustigi viens
pret otru. Sadu punktu sistému sauc ari par cietu kermeni.

Kustibas jédziens péc savas dabas ir relativs. Apgalvojumam,
ka dotais kermenis kustas vai atrodas miera stavokli, ir nozime tikai
tad, ja §is kermenis, attiecinot to pret kadu citu invaridblu sistému, ko
sauc par references sistému, maina ar laiku savu poziciju pret to vai
ta pozicija paliek nemainiga.

Ja references sistéma ir nekustiga, tad apskatita kermena kustibu
pret So sistému sauc par absoliitu, bet ja references sistéma ir kustiga,
tad kermena kustibu pret to sauc par relativu. Astronomija par $adu
nekustigu references sistému, attiecibd pret ko apskata Saules, Zemes
un citu planétu kustibas, iedomajas stavzvaigznu sistému. Runajot tur-
pretim par kermena kriSanu vai Saules leksanu, references sistéma ir
Zeme, kas pati kustas, un ta tad visas kustibas pret to ir relativas.

Visos Kkustibu fainomenu analitiskos pétijumos par references
sistému iedomajas kadu Dekarta koordinatu triedru.

Parametrs ¢ nevar tikt mainits, ja punkta P kustiba ir attiecinata
pret vairakiem triedriem, kuru kustibas ari var biit atkarigas no §i
parametra. Ja turpretim kustibas sakuma ¢ ir izvéléts, tas var tikt
aizstats ar jaunu parametru © visos references triedros, rakstot

t=1t(0),

kur ¢#(®) ir noteikta @ funkcija, kas, ® mainoties no —oo lidz + oo,
ari mainas no —oo lidz +co.

Ta ka kermena kustiba ir pilnigi noteikta, ja zinama ir katra ta
punkta kustiba, tad vispirms var pétit kada viena punkta kustibu un
péc tam apskatit dota kermena kustibu kda punktu sistémas kustibu.
No §i viedok]a raugoties, kinématiku iedala punkta kinématika un
sistémas kinématka. P&déjo vél savkart iedala cieta kermena kiné-
matika un deforméjama kontinuuma kinématika.

57. Punkta kustibas definicijas.—1° Analitiska definicija.— Apska-
tisim punktu P, kas atrodas kustiba pret kddu pozitivi orientétu orto-
gonalu koordindtu triedru Ozyz. Ikkatra laika momenta ¢ intervalla
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(ty, 1), kura ir definéta kustiba, punktam P ir noteikta pozicija Sai
koordinatu triedra. Tadéjadi punkts P apskatitaja intervalla ir defi-
néts ka laika ¢ funkcija:

(1.) P = P(t).

Sis geometriskais vienadojums ir ekvivalents (47. nodal.) ar vekto-
rialo vienadojumu

iy r=r(),

ja r = OP(t) apzimé punkta P(t) pozicijas vektoru, t. i. vektoru,

kas savieno koordinatu triedra sakuma punktu O ar kustigo punktu P (t).
Ja z, y, z ir punkta P koordinatas momenta ¢, kas reizé ir ari vek-

tora r koordinatas Sai momenta, tad (1.) geometriskais vienadojums

resp. (1°.) vektoridlais vienadojums ir ekvivalents ar trim skalariem

vienadojumiem

(2) xzw(t)) y=?j(‘), &= Z(t),

kuru labas puses ir laika ¢ funkcijas, kas definétas intervalla (¢, t,).
Atbilstod§i misu uztverei par punkta P nepartrauktu parvieto3anos
telpa, més iedomajamies, ka funkcijas z(¢), y(¢), z(¢) ir redlas, vien-
. nozimigas, ierobeZotas, nepartrauktas un atvasinamas visa to defini-
cijas intervalld (ty,2,). (1.) resp. (1’.) vienadojumu un (2.) viena-
dojumu sistému sauc par punkta P kustibas vienadojumiem.

Punktam P kustoties, ta viena otrai sekojoSo poziciju geomet-
riskd vieta ir kada likne, kuru -sauc par punkta P trajektoriju un Kuras
parametriskie vienadojumi ir doti ar (2.) sistemu. Eliming&jot no (2.)
vienadojumu sistémas parametru ¢, trajektorija ir reprezentéta ar
diviem vienddojumiem starp z, y, z.  Trajektorija var but taisne,
plaknes likne, ka ari telpas likne.

Ka viegli saprast, punkta P kustibu var sadalit tris taisnlinijas
kustibads, kuras redlizé punkta P ortogdnalas projekcijas P, P, P,
uz trim Kkoordinatu triedra asim. Ari otradi: tris vienlaicigas taisnli-
nijas kustibas pa koordinatu triedra asim definé telpa punkta P kustibu,
kuras projekcijas uz asim ir dotas kustibas. Un ta ka par koordinatu
triedra asim var izvéléties jebkuras tris savstarpgji perpendikularas tais-
nes, tad visparigi var teikt, ka punkta kustibu telpa var sadalit tris
savstarpéji perpendikuldras taisnlinijas kustibas, kuras sauc par dotas
kustibas komponentu kustibam.

2° Naturald definicija. — Ja punkta P trajektorija ir definéta
geometriski, t. i. ja dota ir 3o trajektoriju reprezentétaja likne, tad
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punkta P pozicijas noteik3anai uz tas izvél&imies pasu likni par lik.
linijas abscizu s asi un kadu tas punktu O (4,) par kustibas sakuma
punktu. Abscizu ass pozitivais versums lai ir noteikts ar punkta P kusti-
bas vérsumu no O (t,) uz P (t,). Talak izvélésimies punkta P Kkusti-
bas definicijas laika intervalla (t5,¢) divus bezgala tuvus momentus
't un ¢t + dt ar punkta P atbilstofajam pozicijam P (f) un P (¢t -+ di).
Tad vektors

ko sauc par punkta P elementaro parvietojumu laika di, skaitot no
momenta t, kada bezgala maza lieluma, kura karta attieciba pret dt
ir augstaka par vienu, robezas, ir dots ar punkta P diferencialu dP.
Pédéja koordinatas ir

dr=a (t) dt, dy—=g @) dt, dz=3z(t)ade.

Sis infinitezimalais vektors dP, kura virziens ir vienads ar tangentes
virzienu  trajektorijas punkta P un vérsums vienads ar Kustibas
vérsumu, raksturo punkta P elementdro parvietojumu

ds=+Vir+dp+dd=+VE L+ @+ 2 dt

pa trajektoriju laikd d¢, skaitot no momenta ¢, pie kam + zime atbilst
gadijumam, kad punkta P kustiba norit liklinijas abscizu ass pozi-
tivd vérsuma, bet — zime pretéjam gadijumam. Vektora dP garums
ir |ds|.

Summejot visus punkta P elementaros parvietojumus ds pa tra-
jektoriju, skaitot no momenta ¢, lidz kadam momentam ¢, t. i. ap-
rékinot integralu

t

[as= [tvartaptdp= [tvat gt a,
ty ty

dabiijam punkta P liklinijas abscizas vértibu momenta ¢. Sis integrals
ir kada noteikta funkcija s(¢), kura ar hipotezém, kadas més iedoma-
jamies par funkciju z, y, z dabu, ir tapat viennozimiga, ierobeZota,
nepartraukta un atvasinama. Vienadojumu

(3 Fl o)

kas definé punkta P poziciju uz ta trajektorijas atkariba no laika,
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sauc par punkta P kustibas laika vienadojumu. Likni, ko reprezenté
(3.) vienddojums ortogdnald koordindtu sistéma ar laiku ¢ ka abscizu
asi un s kd ordinatu asi, sauc par punkta P kustibas latkae diagrammu.

10. §. Atrums.

58. Vienmériga liklinijas kustiba. Skdldrais atrums. — Visvien-
kar$akais kustibas veids ir vienmeériga kustiba, ar ko saprot tadu
kustibu, kurd punkta parvietojums ir proporcionals laikam. Citiem
vardiem sakot, par vienmérigu kustibu sauc tadu, kura parvietojuma
un attieciga laika attieciba ir konstanta.

ledomasimies, ka punkta P [trajektorija
ir likne AB (30. zim.). lzvéloties So trajekto-
riju par liklinijas abscizu asi un kadu tas
punktu O par abscizu sakuma punktu, apzi-
mésim punkta P liklinijas abscizu kustibas
sadkuma momentd t = 0 ar s,, bet momenta
t ar s. Punkta parvietojums laikd ¢ ‘tad ir
s—s,, un saskapa ar vienmérigas kustibas
definiciju

30. zim.

S"—So
t

= const. .

Ja 3o konstanti apzimé ar ¢, tad punkta P laika vienadojums
iegiist formu
(4.) s =S+ vt,

ko sauc par vienmérigas kustibas vienadojumu. Ari otradi: katrs
vienadojums ar péd&jo formu raksturo vienmérigu kustibu.

TieSam, izveloties kustibas definicijas laika intervalla divus mo-
mentus ¢ 'un t+ A¢, pédéjais vienadojums rada, ka punkta P parvie-
tojums As laika At ir dots ar formulu

As = sy + v(t + A1) — s — vt = ¢ At,

no kurienes sakariba

() V¥ SR
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kas savkdrt rada, ka punkta P parvietojuma As laika intervalla A:,
skaitot no kdada momenta ¢, un §i intervalla gafuma attieciba ir kon-
stanta. So konstanto lielumu ¢ sauc par vienmérigas kustibas skalaro
atrumu.

(5.) formula rada, ka atrums ir kinématisks lielums, kas definéts
ar garuma un laika attiecibu. Ja At=1, tad ¢ = As méri punkta P
parvietojumu laika vieniba. Tad&jadi, ja par garuma vienibu izvélas
metru un par laika vienibu sekundi, dtruma vieniba ir metrs sekundé.

Sakariba As = ¢ At rada, iedomajoties, ka Az > 0, t. i. apskatot
intervallu At laika dabigas secibas kartiba, ka As un ¢ zimes ir vie-
nadas. Citiem vardiem sakot, ¢ > 0 vai <0 atkariba no ta, vai punkta
kustiba norit liklinijas abscizu ass pozitiva vai negativa vérsuma.

59, Nevienmeriga liklinijas kustiba. Vid&jais un patiesais atrums.
— Kustibu, kurd punkta parvietojums nav proporcionals laikam, vai,
citiem vardiem sakot, kustibu, kura punkta parvietojuma un atbilstosa
laika attieciba nav konstanta, sauc par nevienmérigu kustibu.

ledomasimies, ka punkta P pozicija uz ta trajektorijas ir definéta
ar vienadojumu

) g=="g{1).

Ja intervalla At starp diviem momentiem ¢ un ¢ -+ Az punkta P

parvietojumus ir

As=s (t +A) —s (),
tad attiecibu

,_ As  s(t+ At) —s(t)
(6.) Wi Al

sauc par punkta P vidéjo atrumu laika intervalla (1, ¢ + Ar).

Nevienmérigas kustibas vidéjo atru-
mu, kas dots ar (6.) formulu, var inter-
pretét ar fiktiva punkta P’ atrumu vien-
mériga kustiba, kura tas noiet tani pasa
laika intervalla to paSu trajektorijas loku
ka kustigais punkts P nevienmériga
kustiba. Vidéjais atrums ¢’ dod jédzienu
par kustibas maipu laika intervalla
31. zim. (t, t + At), bet tas nedod iesp€ju spriest
par patieso atrumu kada Sai laika inter-

valla noietas trajektorijas punkta.
Lai atrastu punkta P patieso dtrumu jebkura momenta ¢, sprie-
disim 3adi: iedomasimies, ka pa trajektorijas loku AB (31. zim.),
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sakot no punkta A, vienlaicigi kustas divi punkti P un P’ — pirmais
nevienmériga Kkustiba, bet otrs vienmériga. Ja loks AB ir punkta P
nevienmériga kustiba noietds trajektorijas loks intervalld A:, tad sada-
lam So intervallu vairakos vienddos parcidlos intervallos. ledomasimies,
ka punkts P, izejot no punkta A, pirmaja parciala intervalla noiet
loku AC, otra parciala intervalla loku CD u. t. t., t. i. pirma parciala
intervalla beigas punkts P atrodas punkta C, otra parciala intervalla
beigas punkta D u. t. t. Punkts P’ turpretim péc definicijas pirmaja
parciala intervalla noiet loku AC ar punkta P vidéjo atrumu 3ai inter-
valla, otra parcidla intervalla tas noiet loku €D ar punkta P vidéjo
atrumu $ai intervalla u. t. t. Tadgéjadi punkts P’, izejot reizé ar punktu
P no punkta A, nondk reizé ar punktu P punktos C, D u. t. t., un
péc punkta P’ kustibas var spriest par punkta P kustibu. Tadé|, jo
mazaki biis laika parcidlie intervalli, jo labak punkts P’ aproksimés
punkta P kustibu. ledomdjoties, ka parcidlo intervallu garumi tiecas uz
nulli, vai, citddi sakot, parejot uz robeZgadijumu, punkta P’ kustiba
sakritis ar punkta P kustibu. Un ta tad punkta P momentanais
atrums ¢ ir vienads ar punkta P’ vidéja atruma ¢" robeZlielumu,
laika intervallam At tiecoties uz nulli, t. i.

s(t—i—Atgt-—vs(t) o

¢ = lim ¢'= lim — = lim
at—=>0 Ar—=>0 Al Ao

Tadejadi nevienmeérigas kustibas patiesais skalarais atrums dotaja
momenta ir vienads ar kustiga punkta parvietojuma pirmo atvasi-
najumu péc laika, pie kam. atvasinajums aprékinats $im momentam.

Ja 3o definiciju attiecina uz vienmeérigu kustibu, kas raksturota
ar (4.) vienadojumu, tad dabn rezultatu, ka vienmeériga kustiba atrums
¢ ir konstants. Un otradi, ja dota ir kustiba ar konstantu atrumu o,
tad vienadojumu

I

Sy

integréjot, dabijam, ka
s = vi + const.,

t. i. dota kustiba ir vienmeriga. Secinajums ta tad ir $ads: vienmériga
kustiba raksturojama ar tas skalard atruma konstanci.
60. Vidéja un patiesa atruma Jeometriska interpretacija. —

Kustibas laika diagramma, kura dod kustibas likuma geometrisko
interpretaciju, nav samainama ar punkta kustibas trajektoriju. Kusti-
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bas diagramma var bit likne, kam@r pati trajektorija ir taisne, un
otradi.  Apskatisim punkta vid€ja un patiesa atruma geometrisko
interpretdciju ar kustibas laika diagrammu (32. zim.).

ledomasimies, ka mo-
| menta ¢ kustigam punktam
S B P atbilst ta kustibas laika
' s=s(t) diagrammas punkts A4, bet
momenta ¢ 4 At punkts B,

tad

04; =it OBy S

o A B - Talak A4 = s(t), BB =
; : = s (t + At), un punkta P
32. zim. vidéjais atrums ¢’ laika inter-

valla At ir

s\t 8 —s()° °CB
e AU R s

kur @ apzimé sekantes AB veidoto lepki ar z-asi. Un ta tad punkta P
vidéjais atrums intervalla At ir vienads ar sekantes, kas savieno divus
kustibas' laika diagrammas punktus, kuri atbilst laika intervalla
sakuma un gala punktam, un abscizu ass veidotd lepka tangentu.

Laika intervallam At¢—0, punkts B tuvojas punktam A, un vidé
jais atrums intervalld At tiecas uz patieso dtrumu momenta ¢ ka savu
robezu, bet lidz ar to robeigadijuma sekante AB Kkliist par tangenti
punktd A un lepkis B pariet lenki «, ko veido liknes punkta A tangente
ar abscizu asi. Tadgjadi

¢v=Ilim¢ =limtgf =1tga,
At—0 B—~A

t. i. punkta P patiesais atrums dotaja momenta tiek izteikts ar Sim
momentam atbilsto3a kustibas laika diagrammas punkta tangentes
un abscizu ass veidota lepka tangentu.

Atkariba no ta, vai funkcijas s(¢z) atvasinajums s(f) parametra
nozimei ¢ ir pozitivs vai negativs, funkcija s(z) p€c patikas maza So
parametra nozimi ietvéréja intervalld ir augoSa vai dilstosa. Kinéma-
tiska interpretacija tas nozimé, ka atkariba no ta, vai patiesais atrums
§ (¢) momenta ¢ ir pozitivs vai negativs, punkta P kustiba péc patikas
maza laika intervalla ap momentu ¢ ir direkta vai retrograda.
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Ja funkcijas s(t) atvasinajums $(¢z) parametra nozimei ¢ ir nulle,
tad atbilsto3da kustibas laika diagrammas punkta tangente ir horizon-
tala un funkcijai s(¢) Sai punkta ir maksimums vai minimums atkariba
no ta, vai tani §(t) <0 vai >0. No kinématikas viedok|a punkta P
atruma anulléSanas momenta ¢ nozimé ta apstasanos Sai momenta un
kustibas vérsuma mainu, kas savkart ir atkariga no § (z) zimes. Kustiba
ir direkta pirms un retrograda péc momenta ¢, ja § (t) <O, un ta ir retro-
grada pirms un direkta péc momenta ¢, ja § (¢) >0.

Kustibu, kura atrums ar laiku pakapeniski pieaug, sauc par paatri-
‘ndtu, bet kustibu, kurd atrums ar laiku pakdpeniski dilst, par palé-
nindtu kustibu.

Kustiba ta tad ir padtrinata vai paléninata atkariba no ta, vai
atruma absol@itd vértiba pieaug vai dilst, jeb ari, kas ir tas pats, vai
§2(t) ir augoSa vai dilstoSa funkcija. Funkcijas s*(t) atvasinajuma
25(t) s(¢) zime ta tad noteic kustibas raksturu: kustiba ir paatrinata
vai paléninata atkariba no ta, vai §(t) un 5 (t) (iedomajoties, ka abi Sie
atvasinajumi reizé€ nav nulles) ir ar vienadam vai dazadam zimém.

Apskatisim Sos divus gadijumus, no kuriem katrs sadalds vél divos
apaksSgadijumos, atseviski. Vispirms jasaka, ka, zinot kustibas raksturu,
nay griiti uzzimét attiecigo laika diagrammu, un otradi, ja dota kustibas
laika diagramma, tad viegli noteikt ari kustibas raksturu.

1°  Padtrindta direkta kustiba: $(t) >0, s (t)>0. — Otrs notei-
kums rada, ka dotas kustibas laika diagramma tas punkta Q, kas
atbilst parametra nozimei ¢, tu-
vakaja apkartné ir konveksa pret
t-asi (33. zim.). Pirmais notei-
kums turpretim izsaka tikai to,
ka funkcija s(z) kada péc patikas
maza ¢- intervalla, kas satur doto
vértibu ¢, ir augoe$a, vai, citiem
vardiem sakot, laikam ¢ pieau-
got, kustibas laika diagrammas
attiecigas ordinatas pieaug. Kus-
tibas laika diagrammas raksturs
tas punkta @ apkartné ta tad ir
tads, ka 33. ziméjuma aizradits.

Otradi, ja dota kustibas laika diagramma, ka 33. zimé&juma,
tad, apziméjot punkta @ tangentes un abscizu ass veidoto lenki ar «
un ievérojot sakaribu

§(t) =tga,
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redzam, ka $ai gadijuma tga = §(¢) >0, un, laikam ¢ pieaugot, pieaug
ari §(t), jo lenkis o pieaug, iegidams veértibas «, , o, ... Kustibas
laika diagrammas punktam @ atbilsto$a punkta P kustiba pa ta tra-
jektoriju ta tad ir paedatrinata un direkta.

2°  Padtrinata retrograda kusttba: $(t) <0, §(t) <0. — Sai gadi-
jumd otrs noteikums rada, ka dotas kustibas laika diagramma tas
punkta @ tuvakaja apkartné ir konkava pret t-asi. (34. zim.). Pir-
mais noteikums savkart rada, ka funkcija s(¢f) §i punkta apkartné
ir dilstosa, citiem vardiem sakot, laikam t pieaugot, kustibas laika
diagrammas attiecigas ordinatas samazinds. Diagrammas raksturs
tas punkta Q apkartné ta tad ir 34. ziméjuma aizraditais.

s s|
2 s=sw

34. zim. 35. zim.

Otradi, ja dotas kustibas laika diagrammas raksturs ir 34. zim.
uzzimétais, tad redzam, ka, laikam ¢ pieaugot, diagrammas ordindtas
samazinas un ari agrak definétais lepkis « samazinas. Bet ta ka Sai
gadijuma lepkis « ir plats, tad tge ir negativs, un, laikam ¢ pieaugot,
ta absolfita vértiba un lidz ar to ari s(f) pieaug.

Punktam Q atbilsto3d punkta P kustiba pa ta trajektoriju ta tad
ir padtrindata un retrograda.

3° Paléningta direkta kustiba: $(t) >0, § () <0. — Sie divi notei-
kumi rada, ka kustibas laika diagramma tas punkta @, kas atbilst
parametra nozimei ¢, tuvakaja apkartné ir konkava pret t-asi un ka tas
ordinatas, parametram ¢ pieaugot, ari pieaug. Dotas kustibas laika
diagrammas raksturs ta tad ir 35. zim&juma uzraditais.

Otradi, ja dota ir kada kustiba, kuras laika diagramma ir 35.
zim&juma uzradita, tad viegli noteikt §is kustibas raksturu.

Ta, laikam ¢ pieaugot, diagrammas ordindtas pieaug un lepkis «
samazinds, bet, td ka §(t) >0 un tga=4§(t), tad atruma absoluta
vértiba samazinds. Punkta P kustiba ta tad ir palénindta un direkta.
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4° Paléninata retrograda kustiba: $(t) <0, 5 (f) > 0. — Sai pédéja
gadijuma dotds kustibas laika diagramma tas punkta Q tuvakaja
apkartné ir konveksa pret z-asi, un tas ordinatas, parametram ¢ pieaugot,
samazinas. Diagrammas raksturs ta tad ir $ads (36. zim.):

sl

37. zim.

Otradi, ja dota ir 3ada rakstura kustibas laika diagramma, tad,
laikam ¢ pieaugot, t3s ordinatas samazinas, bet lepkis « pieaug. Bet
ta ka lepkis « ir plats, tad tga un lidz ar to ari §(¢) ir negdtivs un,
laikam ¢ pieaugot, ta absoliita vértiba dilst. Tapéc punkta P kustiba
pa ta trajektoriju ir palénindata un retrograda.

Vienmeérigas kustibas gadijuma tas laika diagramma

S=2S8y+ ¢

ir taisne, kura noSke| uz s-ass nogriezni s, un kuras virziena koefi-
cients ir ¢ = tga (37. zim.).
Ja ¢>0, kustiba ir direkta,” ja ¢ <0, kustiba ir retrograda.

61. Vektoriiiais dtrums ka kustiga punkta atvasindjums. —
Apskatisim punkta P kustibas analitiskai definicijai atbilstoSo atruma
definiciju. Ja punkta P Kkustibas geometriskais vienadojums ir

P=P()
ar tam ekvivalentiem trim skalariem vienadojumiem
z=z(@), y=y@®, z3=1()

kada pozitivi orientéta ortogdnala koordinatu triedra Ozyz, tad punkta
P parvietojums AP laika intervalla (¢, ¢ + At) ir

AP = P(t -+ A) — P(1).
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Vektoru

AP " PR AN =Pl
vy At 41

ar sakumu punkta P, koordinatam

z(t+ At) —z() y(t+ At) —y (1) z(t + At) —z(1)
At ! At ! At i

un virzienu, kas ir vienads ar chordas P(t) P(t + At) virzienu,
sauc par punkta P vidéjo vektorialo atrumu apskatitaja laika intervalla.

Ja t ir konstants un A¢—0, tad Sis vektors tiecas uz robeZvektoru

lmP(t+At) —P(i)- - dP
At—>0 At et

= P,

kura sakuma punkts ir P un koordinatas #(t), y(t), 2(t). Uzskatot
So vektoru par laika ¢t ar loka garuma s starpniecibu saliktu funkciju,
varam rakstit, ka

(7.) Pl = ‘%s'(z) =ts(1),

kur t apzimé vienibas vektoru, kura virziens un vérsums ir vienads ar
tangentes virzienu un vérsumu (skaitot to par pozitivu loka ga-
ruma s augsanas veérsuma) trajektorijas punkta P.

(7.) sakariba rada, ka vektora P(t) garums ir vienads ar
punkta P skalara atruma $(t) "absoliito vértibu [$(¢)[, ta virziens ir
viendds ar tangentes virzienu punktd P (), bet ta vérsums ir vienads
ar vektora t vérsumu vai pretéjo, atkariba no ta, vai s(t) ir pozitivs
vai negativs.

Vektoru P(t), kas ir punkta P(7) atvasindjums péc laika un kas
aprékinats momentam £, sauc par punkta P vektorialo atrumu momenta t.

So vektoru apzimé ar

V(t) = P(t) ’

un ta absoliita vértiba ir ¢ = |§(1) | .

62. Vektoridlais #trums k3 Kkustiga punkta pozicijas vektora
atvasindjums. — Ja kustigais punkts P(t) ir defmets ar ta pozicijas
vektoru

L= (t)
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attieciba pret kada pozitivi orientéta ortogonala koordinatu triedrasakuma
punktu O, tad, ievérojot, ka mainiga vektora, kura sakuma punkts ir fik-
séts, atvasinajums ir. vienads ar ta gala punkta P(¢) atvasindjumu un
atsaucoties uz iepriek$éja nodalijuma definéto punkta P(t) vektoridlo
atrumu v(#) momenta ¢, redzam, ka punkta P(t) vektoridlo atrumu
v(t) Sai momenta var definét ari ar ta pozicijas vektora r(z) geomet-
risko atvasindjumu

v(t) =i(1),

kas aprékinats momentam 1.
Si vektora projekciju algebriskds vértibas uz koordindtu asim ir

o —='2(f), ey =y(2), e = %(1):

63. Kustibas ar konstantu vektorialu atrumu. — Ka agrak redzé-
jam, vienmériga kustiba raksturojama ar tas skalara atruma konstanci.
Apskatisim tagad kustibu, kas raksturojama ar konstantu vektorialu
atrumu.

Ja ortogonalo koordindtu triedru izvélas ta, lai ta z-ass virziens
un pozitivais vérsums ir vienads ar konstanta vektoriala atruma v virzienu
un vérsumu, tad vektora v koordinatas 3ai triedra ir ¢, 0, 0, kur ¢ apzimé
vektora v garumu. Talak, atsaucoties uz tedrému, ka punkta projek-
cijas uz kadas ass atrums ir vienads ar punkta atruma projekcijas uz
sis ass algebrisko vértibu, dabijam, ka

Integréjot Sos vienadojumus, dabiijam kustibas vienadojumus
x = vt + const., Yy = const., z = const.,

kuros sastopamas tris konstantes sauc par integracijas konstantém.

Pédéjie vienadojumi rada, ka pavisam eksisté oo® kustibas, kas
ir raksturotas ar konstanto vektorialo atrumu v. .Visas §is kustibas
ir taisnlinijas un vienmérigas. Tadeéjadi, katra kustiba, kuras vekto-
rialais atrums ir konstants, ir vienmériga taisnlinijas kustiba. Lai rak-
sturotu vienu no §im Kkustibam, ir jadod kustibas sakuma notei-
kumi, t.i. punkta P koordinatas z,, y,, z, momenta t,. To ievérojot,
punkta P kustibas vienadojumi var tikt uzrakstiti $adi:

z=0(t—1,) + Zo, U =%y g1y
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64. Atrums polarkoordindtas plakné. — Punkta P kustiba plakné
pret tani izvéléto ortogdnalo koordinatu sistému Ozy ir definéta, ja
zinamas ir 51 punkta koordinatas z,y ka laika ¢ funkcijas:

x:l‘(t), yzy(t)‘

Analogi punkta P Kkustiba polarkoordinatu sistéma ar punktu O
ka polu un pozitivo z-pusasi ka polaro asi, uzskatot pie tam punkta
P andmaliju ¢ par pozitivu vérsuma, kas ir vienads ar pozitivas z-pus-
ass rotaciju ap polu O par lepki % lidz tas sakriSanai ar pozitivo

y-pusasi, ir defin€ta, ja zinamas ir §i punkta polaras koordinatas
r=0P un ¢ = 2 zOP ka laika t funkcijas:

p == pift) o = ¢ (2).

Sos vienddojumus sauc par punkta P kustibas vienddojumiem
polaras koordinatas. Sakariba starp punkta P ortogonalam Dekarta
koordinatam z, ¥y un td polarkoordinatam r, ¢ ir dota ar formulam
(38a. zim.):

Z = r Ccos g, y = rsin q.

Yi
dr
rdeo P
do r
@
0
38a. zim.

Punkta P vektoridla atruma v sadaliSanai divos savstarpéji
perpendikuldaros komponentos, apzimésim punkta P radijvektora r
vienibas vektoru ar i,, tam perpendikularo vienibas vektoru, ko
dabiijam, pagriezot i, pozitiva versuma par taisno lenki, ar i, un
kustibas plaknes pozitivas normales vienibas vektoru ar n.

Tris vienibas vektori i,, i,, n tad ir saistiti ar sakaribu

8.) e wxd;
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un punkta P radijvektors r var tikt uzrakstits forma
9.) r=ri.s

Ka 38a. zim. redzams, dr reprezenté kustiga punkta P atta-
luma r no pola O pieaugumu laika dt, bet rde loka, kuru aprak-
stitu kustigais punkts P laika dt, ta attallumam r no pola O ne-
mainoties, garumu. Kustigd punkta P atrumu Sais divos savstar-
péji perpendikuldros virzienos algebriskads vértibas ta tad attiecigi ir
a ='Fun r?{i = l"tf) .

Ja punkta P vektoridlo dtrumu v sadala, k@ 38b. zim&juma
redzams, divos komponentos, kuru virzieni ir vienadi ar Si punkta
radijvektora un tam perpendikularas taisnes virzienu, bet algebris-
kds vértibas ir attiecigi r un r¢, tad Sie komponenti, izteikti ar at-
tieciga virziena vienibas vektoru i, un i, ir 7i, un r¢i,, un ta tad

ar s .
iy =ri, + rei,.

Bet no otras puses, ka to rada (9.) sakariba, to diferencéjot,

o8- di,
V—E-— i"i,.-]—fa.

Salidzinot divas pédéjas vektora v izteiksmes, redzams, ka

o0,
(10.) i 2.

Savkart, (8.) sakaribu diferencgjot un izdarot attiecigus parvei-
dojumus, dabiijam vienlidzibu

di :

(11.) ?itf‘ = —¢i,.

Punkta P atruma v komponentu algebriskas vértibas ¢, = r
un ¢, = r¢ sauc par ta radialo un transeersalo atrumu.
o= 3—? sauc par punkta P lepkisko atrumu kustibd ap punktu O.

65. Atrums sfériskds koordindtas telpd. — Punkta P pozicija
telpa pret izvéléto koordinatu triedru ir noteikta: 1° ar punkta P
attalumu p no sistémas sakuma punkta O, 2° ar lepki ¢, ko veido punkta

6
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P meridionala plakne ar plakni 20z, un 3° ar lepki &, ko veido p ar
z-asi. Tris lielumus p, ¢, & sauc par punkta P sfériskam koordina-
tam (39. zim.). Apziméjot ar r= 0P, punkta P radijvektora p= 0P
projekciju uz zOy plaknes, dabiijam, ka

F'="p cage /ity SHipgine'
Bet ta ka '
r=psing,

tad punkta P ortogonalas Dekarta koordinatas z, y, z ar ta sfériskam
koordinatam p, ¢, & var izteikt $adi:

x = p sin 4 cos g,
y = psin & sin g,
Z= pCoS Y,
pie kam
0<9%<x, 0<¢<2m

Lai atrastu punkta P atruma koordinatas, ir jadiferencé ta
koordinatu izteiksmes. Apskatisim vél geometrisku metodi punkta P
atruma v komponentu atraSanai pa trim savstarp&ji perpendikularam
taisném. Ta, aprobeZojoties ar punkta P kustibu ta meridionala

40. zim.

plakng, §i punkta ar polarkoordinatam p, % atruma vektora projekciju
uz Sis plaknes var sadalit divos vektoros: - vektora v,, ar virzienu
OP un algebrisko vértibu ¢,=p, un vektora vy, kura virziens ir per-
pendikulars pirmajam un algebriska vértiba ¢35 = p$.

Ja péc tam iedomajamies caur punktu P vilktu zOy plaknei
parallélu plakni, tad punkta P polaras koordinatas Sai plakné ir r, q.
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Punkta P dtruma projekciju uz §is plaknes atkal var sadalit divos
savstarpéji perpendikularos vektoros, no kuriem viens v,, kura
algebriska vértiba ir ¢, = r¢ = p¢sind, ir perpendikulars diviem
iepriek3gjiem vektoriem v, un vy.

Tadejadi sferiskas koordinatas punkta P vektonala atruma v pro-
jekciju uz trim savstarpéji perpendikularam taisném skalaras vérti-
bas ir

B, =5, ve = p¥, Ve = p@sind,

un ta tad pats skalarais atrums ¢ ir dots ar formulu
0 = g* + (p9)? + (p p sin 9)2.

66. Sektorialais atrums pret punktu un pret asi. — ledomasimies,
ka plakné kustigais punkts P ir definéts ar ta polaram koordinatam r, ¢
(40. zim.). Punktam P parvietojoties no ta pozicijas P, momenta
t, uz poziciju P momentd ¢, ti radijvektors r — OP pariet laukumu,
ko apzim@im ar ¢ un uzskatisim par pozitivu, ja tas ir pariets
punkta P anomalijas skaitiSanas pozitiva vérsuma.

Ja laika intervalla A, skaitot no momenta t, punkta P radij-
vektors pariet laukumu POP’, ko apzim@im ar Ag, tad radijvektora

parieta laukuma Ac mainu laika vieniba, t.i. lielumu 29 , Sauc par

At
punkta P widéjo sektorialo atrumu pret centru O un
ar—o0 Al 2t *

par punkta P momentano sektorialo airumu pret centru O.

Apzim@jot laika intervalla Az radijvektora mazako un lielako
gajumu ar r un r’ = r -+ Ar, redzam, ka Ae¢ apmierina nevienlidzibas

1riAp <Aoc < }r?Ae¢
jeb
Aq) Ac A

i A e ik L T
32 A v <ir A7

RobeZgadijuma, kad At->0, ari Ar->0 un

(o o MRV g TR
Jm = i in g =i

h¥
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Ja punkta P Dekarta koordinatas apzim&jam ar z, y, tad, ievéro-
jot ka

r% e .’Ey = y‘ir
punkta P s_ektoriélﬁ atruma izteiksme Dekarta koordinatu sistéma ir
¢ = § (zy —y2).

Pédéja sektoridla atruma o izteiksme rada, ka tas ir vienads ar
punkta P vektoridla atruma v — ar koordinatam #, y — lineara
momenta pret centru O skalaras vértibas pusi. Ja par z-asi izvélas
punkta O plaknei zOy perpendikulari vilktu taisni ar tadu orientaciju,
lai triedrs Oxyz biitu pozitivi orientéts, un atlieck uz Sis ass no punkta
O nogriezni, kura algebriskd vértiba ir vienada ar sektoriala atruma
algebrisko vértibu o, tad Sis orientétais nogrieznis reprezenté vek-
toru V, kas ir vienads ar punkta P vektoridla atruma v momenta pret
centru O pusi, t. i.

V=10P x v.

Vektoru V, kura moduls raksturo punkta P sektoriala atruma
skalaro vertibu ¢ un vérsums noteic ari punkta P kustibas mo-
mentano vérsumu, sauc par punkta P vektorialsektorialo atrumu pret
centru O.

Sis jaunds vektoridlsektoridla atruma definicijas priekSrociba
pret veco sektoriala atruma definiciju ir ta, ka punkta sektorialais
atrums, definéts ka vektors, ir neatkarigs no koordinatu triedra.

Sis raksturigas ipaSibas dg| definésim jekbura telpas punkta P
vektorialsektorialo atrumu pret kadu centru O ka ar laiku ¢ mainigu
vektoru

V=1}10P x v.

Si vektora virziens jebkurd momenta ¢ ir perpendikuldrs plaknei, kas
noteikta ar centru O un punkta P momentano atrumu v. Ta vérsums
ir tads, lai momenta ¢ punkta P kustiba ap So vektoru ka asi noritétu
pozitiva vérsuma. Beidzot td moduls V ir vienads ar punkta P radij-
vektora OP laika spridi d¢ parietd koniska laukuma dL, kas ir salidzi-
nams ar bezgala mazu trijstifa OPP’ laukumu, kur PP'—=vd:, atva-
sindjumu péc laika t.
TieSam, ta ka

dL = 3|0P x PP’| = % 16D x v|,
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tad
dL Sl
V==77=%0Pxv]

Ja punkta P kustiba ir apskatita kada pozitivi orientéta orto-
gondla koordinadtu triedrd, kura sakuma punkts ir punkts O, tad vek-
torialsektoriala atruma V projekciju uz §i koordinatu triedra asim al-
gebriskas vértibas ir

(]2) Vz =3 i’ (yz_"zy); Vy e i (zo':—-xz‘), Vz T i (3’37—?!17),

kas savkart ir punkta P ortogdnilo projekciju uz trim koordindtu
triedra plakném skalarsektorialie atrumi.

Interpretésim (12.) sistémas formulas
vél citadi. Sai noliika iepazisimies ar jé-
dzienu par punkta sektoridlo atrumu pret
asi. Par punkta P sektorialo atrumu V 4 mo-
mentd t pret asi A (kas ir definéta ar vienibas
vektoru u ar koordinatam «, B, y) sauc
punkta P vektorialsektoriala atruma V
momenta ¢, kas definéts pret kadu 3is ass
punktu O, projekcijas uz Sis ass A algebrisko
vértibu (41. zim.), t. i. lielumu

Vi=NVIH,

Citiem vardiem sakot, par punkta P sektorialo atrumu V, momenta
t pret asi A sauc punkta’P radijvektora laika intervalla dt parieta
laukuma dL projekcijas dL, uz kadas asij A perpendikularas plaknes
dL,
7}“ ’
pozitivu, ja novérotajs, kurs stav ar kajam punkta O un kura galva ir
vérsta ass A pozitivd vérsuma, redz intervalla dt punktu P parvieto-
jamies pozitiva vérsuma.
Tadejadi

un laika dt attiecibas algebrisko vértibu uzskatot laukumu par

_dL,
VA—T_V-II-

Ja punkts O ir koordinatu triedra sakuma punkts, tad (12.) sisté-
mas lielumi ir punkta P sektorialie atrumi pret attiecigajam koordinatu
asim, t. i.
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dL,,

dt i szi (yZ—'Z?I)»
d—;ﬂ’: V, =} (z2 —z32),
ALk

T=V,=-}(J:3}—yi).

67. Kustibas noteik3ana ar doto Atrumu. — Ta ka punkta kus-
tiba ir zinama, ja dotas ir ta koordinatas ka laika t funkcijas, tad
viens no kinématika sastopamiem uzdevumiem ir kustibas noteikSana
péc dota atruma. Visparigi kustiga punkta atrums v var tikt dots ka
§1 punkta pozicijas P un laika ¢ funkcija:

v=v (P|?).

Bet tad ari v komponentu algebriskas vértibas ¢,, ¢,, ¢, ir punkta P
koordinatu z, y, z un laika ¢ funkcijas. Uzdevums ir atrast §i punkta
koordinatas =z, y, z, kas apmierina diferencidlvienadojumu sistému

=0, (:c,y,zh), y="y (a:,y,zlt), i=9, (1',?1,5|t),

ka laika ¢ funkcijas. Visparigi o pirmas kartas diferencialvienadojumu
sistému ar kvadratiiram atrisinat nevar, bet ar noteiktiem ierobeZo-
jumiem par funkciju ¢,, ¢,, ¢, dabu var pieradit'), ka Sai sistémai
eksisté bezgala daudz atrisindjumu, kas ikviens ir atkarigs no trim
integracijas konstantém. :

Tadéjadi eksisté oco® dazadas kustibas ar doto atrumu v. Lai
raksturotu vienu no tam, ir jadod kustigd punkta pozicija kdda mo-
menta f.

Apskatisim vienkarSako gadijumu, kad Kkustiga punkta atrums
v ir atkarigs vienigi no laika ¢, t. i

V= V(1)
Integréjamo diferencialvienddojumu sistému
&= Ve (t): y oy (t): 2=y, (t)

tad var atrisinat ar kvadratiirdam, dabijot koordinatam =z, y, z
izteiksmes

1) A.Ldsis, Diferenci&loicﬁﬁdojumi un vartaciju rékini, 11d., Riga, 1938. g.,
12. u. turpm. Ipp.
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]

t t
I'zjv;(t)dt-i-A, y:fv,(t)d!—l—B, z=fv,(t)dt+6',
ty ty t

kuras A, B, C apzimé integracijas konstantes. Lai atrastu So konstansu
méchanisko nozimi, ievietosim péd&jas koordinatu izteiksmés, kuras
ir derigas visam ¢t nozimém noteikta intervalla, ¢ vietd nozimi 5 un
apzimésim §im momentam atbilsto3as koordinatas ar z,, y,, 3, Tad
dabusim, ka

Zg = A, Yo = B, z=C,

t. i. momenta ¢, kustigd punkta pozicija ir Py (x4, ¥e, 2¢). Tris integ-
racijas konstantes ta tad raksturo kustigd punkta poziciju P, kusti-
bas sakuma, kas atbilst momentam t = ¢,.
Tadéjadi
i t t
:c:-fvx (1) dt + =, _y=fv,,(t) dt + o, z=fv, (t) dt + z,.
t ta t

Kustiba ta tad ir noteikta, ja dots ir atrums un kustiga punkta sakuma
pozicija. ‘

11. §. Paatrinajums.

68. Vienmérigi mainiga liklinijas kustiba.  Skalarais paatri-
najums. — Dabiskais ce|§ paatrinajuma jédziena iegiiSanai ir maini-
gas kustibas atruma mainas izkalkuléSana no momenta uz momentu.
Kustibu sauc par vienmeérigi mainigu, ja visa kustibas norises laika
attieciba starp atruma variaciju jebkura izvélétaja laika. intervalla
un atbilstosa intervalla garumu ir konstanta.

Ta, apziméjot kustibas sakuma ¢ = 0 kustiga punkta atrumu ar
Vg, bet momenta t ar ¢, péc definicijas dubiijam, ka

v —t Yo T
kur a apzimé kadu konstanti. Pe&déja sakariba rada, ka vienmérigi
mainiga kustiba tas skalarais atrums ¢ = ¢ (¢) ir laika ¢ linedra
funkecija:

(13.) s=at+ b
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kur b apzimé kustiga punkta atrumu ¢, momentd t=0, bet a==0.
Ja a ir nulle, tad s = b = const., un kustiba ir vienmériga. So kon-
stanto lielumu @, kas rdda atruma varidciju laika vieniba, sauc par
vienmeérigi mainigas kustibas paatrinajumu.

(13.) formula rada, ka par to viegli parliecinaties, ka

P % = Zit)

citiem vardiem sakot, vienmérigi mainigas kustibas paatrinajums «
ir kustiga punkta liklinijas abscizas s otras kartas atvasinajums péc laika.

Ka agrak redzéjam, kustiba ir paatrinata vai paléninata atkariba
no ta, vai

§§>0 vai <0

misu gadijuma ta tad kustiba ir paatrindta vai paléninata atkariba
no ta, vai :
a(at + b) > 0 vai <.

Uzrakstot pédéjas nevienlidzibas forma
a? (t - fl) z 0,
a
; b T il " b = i
redzam: ja t<—a—, kustiba ir paléninata; momenta ¢ = i kustigais

punkts apstajas, bet ja t>—-g~, kustiba ir paatrinata. Vienmeérigi

mainiga kustiba ta tad jaizSkir divas fazes, kas ir Skirtas ar Kkus-
tibas miéra punktu: pirmaja fazé kustiba ir paléninata, bet otra —
padtrindta.

Tapat agrak parliecinajamies, ka kustiba ir direkta vai retrograda
atkariba no ta, vai § > 0 vai < 0. Misu gadijuma

.s‘=a(t+%).

Ja a > 0, § ir pozitivs vai negativs atkariba no ta, vai t+% >0
vai < 0, t. i. kustiba ir direkta paatrinata faze, bet retrograda palé-
ninata fazé. Ja a < 0, tad kustibas norises ir pretéjas, t. i. kustiba
ir retrograda paatrinata fazé, bet direkta paléninata faze.

Integréjot (13.) diferencidlvienadojumu, dabiijam vienmérigi mai-
nigai kustibai vienadojumu
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(14) s=3}ar L bt+c,

kur ¢ ir kustigd punkta absciza momenta ¢ = 0.

Kustibas un kustibas atruma (14.) un (13.) vienadojumu iespé-
jams vienkarSot, lietderigi transformé&jot laiku ¢ un abscizu s ar for-
mulam '

b 2ac — b®
<Tea s SO el vl
t. i. skaitot laiku #; no kustigd punkta miera momenta (t = —%)un

tapat ari s, no §i punkta pozicijas Sai momenta. Minéto vienadojumu
vietd péc sadam transformacijam stajas vienadojumi:

(14°) s1=4%at?,
(13%) § = § = at,.

(14'.) vienadojums rada, ka, ¢, tiecoties uz +oo, kustigais punkts
attalinas pa ta trajektoriju lidz bezgalibai pozitiva vai negativa vér-
suma atkarib@ no ta, vai ¢ > 0 vai < 0. Talak, ja —t, un ¢, apzimé
divus momentus — pirmo pirms miera momenta ¢, = 0, otru péc ta,
tad (14".) un (13.") vienadojums rada, ka Sinis divos momentos kusti-
gam punktam ir ta pati pozicija un atruma absoliita vértiba, bet atrumu
vérsumi ir pretgji.

Rezuméjot ta tad varam teikt, ka vienmérigi mainiga kustiba,
laikam ¢ pieaugot no — oo lidz + oo, kustigais punkts paléninati tuvo-
jas miera punktam ar abscizu

2ac — b
2a

no abscizu ass pozitivas vai negativas puses, atkariba no ta, vai a > 0
vai << 0. Sasniedzot miera punktu (t = —g-) , kustiga punkta vérsums

mainas uz pretéjo, un punkts attdlinds no ta paatrinata kustiba uz to
pasu pusi, no kurienes tas nacis, pie kam ikviena trajektorijas punkta,
krustojot to pretéjos vérsumos, kustiga punkta atruma absoliita
vértiba ir ta pati.

Vienmérigi mainigas kustibas laika diagramma ir parabola, kuras
vienadojums ir (14.). Tas ass ir parallela s-asij, un ta ir konkava
pret pozitivo vai negativo s-ass galu, skatoties péc ta, vai a > 0
vai < 0.
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69. Nevienmérigi mainiga liklinijas kustiba. Vidéjais un patie-
sais padtrindjums. — Apskatisim kaut kadu mainigu kustibu un
apzimésim 3is kustibas atrumu momentos ¢ un ¢’ attiecigi ar ¢ un ¢".
Atruma variaciju laika vieniba, t. i. attiecibu

sauc par mainigas kustibas eidéjo padtrindjumu laika intervalla ¢'—.
Ja kustiba biitu vienmérigi mainiga, tad a’ biitu konstants lielums ar
vienu un to pasu vértibu jebkuram intervallam.

Mainigas kustibas vidéjo paatrindjumu dotaja laika intervalla
var uzskatit par tadas vienmeérigi mainigas Kkustibas paatrindjumu,
kura atrums 3ai laika intervalla pieaug par to paSu lielumu ka apska-
titaja kustiba.

Kustibas vidéjais padtrindjums dod jédzienu par dtruma mainu
noteikta laika intervalld. Lai dabiitu jédzienu par patieso paatri-
najumu dotaja momenta, tad spriedisim tapat ka agrak, balstoties
uz jédziena par patieso atrumu Sai momenta. Analogi, k3 minétaja gadi-
juma, atradisim, ka kustibas patiesais padtrindjums dotaja momenta
ir vienads ar vidéja paatrindjuma robezlielumu, laika intervallam tie-
coties uz nulli, t. i

' — . Ae de

= li =M — =1 ==
- arlinoa !1_121‘1 Yy “_Ln; At dt
Bet ta ka
d=£(1),

ja dots ir kustibas likums s = s(¢), tad

ds
a = S(t)

t. i. mainigas kustibas patiesais paatrinajums dotaja momenta ¢ ir
" vienads ar kustiga punkta parvietojuma otru atvasinajumu péc laika,
aprékinot atvasinajumu $im momentam.

70. Vektoridlais paatrindjums. — Ja punkta P kustiba ir defi-
néta ar geometrisko vienadojumu

P=P{)
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vai ar tam ekvivalentiem trim skalariem vienddojumiem
¥ 20 y=y@), . z=2z(@)

un ja v(¢) apzimé punkta P vektoridlo atrumu momenta ¢, tad vektoru

Av. __ v(t+At) —v(i)
At At f

kas raksturo vektoridld atruma variaciju intervalla Az starp diviem
‘momentiem ¢ un ¢ 4+ A¢, -ar ta koordinatam

E(t + At) — & (1)
At ;

vit+ Aty

gy +4A) —y@
At ’

Z(t + At) — (1)
At 42. zim.

un sakuma punktu P (42. zim.), sauc par punkta P vidéjo vektoridlo pa-
atrinajumu intervalla (¢, ¢t + At).

J YR H Av
Par punkta P vektorialo paatrindjumu momenta t sauc vektora —

At
robeZvektoru
u gy VAL + A1) =X Q) o 8V, 2o 0
bet ta ka
dP .
V= _&E = p 3

tad

dv dzpP

Pédéja sakariba rada, ka vektora a koordinatu a,, a,, @, iz-
teiksmes ir Sadas:

azzf(t)’ ay:y(t); (lz:i(t),
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vai, vardiem sakot, punkta P vektoridla padtrinajuma projekcijas uz
kadas ass (vai plaknes) algebriska vértiba (koordinata) ir vienada ar
punkta projekcijas uz Sis ass (vai plaknes) paatrinajumu.

Paatrinajums ir kinématisks lielums, definéts ar atruma un
laika attiecibu. Tadé], ja par garuma vienibu izvélas metru un par
laika vienibu sekundi, paatrinajuma vieniba ir 1 m/sek?, t.i. paatrina-
juma vieniba ir tadas vienmeérigi paatrinatas kustibas, kura katra
sekundé atrums pieaug par vienu metru sekundgé, paatrindjums.

71. Kustibas hodografs un vektoridla paatrindjuma geometriska

interpretacija. Apzimésim punkta P vektoridlo atrumu kada ta tra-
jektorijas punkta ar v (43. zim.) un vilksim caur kadu fiksétu punktu

P v

a Pi

43. zim.

O vektoru OP,, vienaddu ar vektoru v. Punktam P aprakstot tra-
jektoriju C, punkts P, ari parvietosies un aprakstis kadu likni C,,
ko sauc par punkta P kustibas hodografu®) pret polu O. Ja punkta
P kustiba ir dota, tad zinama ir ari P; kustiba. Bet punkta P,
atrums ir tangentials hodografam S$ai punkta un vienads ar mai-
nigi vektora OP,, kura sakums ir punktd O, atvasindgjumu. Bet
S§is vektors bija vienads ar vektoru v, tadéjadi punkta P; atrums ir
vektors a. (eometriski td tad punkta P vektorialo paatrinajumu a
var interpretét ar S§i punkta kustibas hodografa atbilstoSa punkta
P, atrumu.

72. Padtrindijuma komponenti Frené triedra. — Punkta P pa-
atrindjums a péc definicijas ir vektors ar sakumu punkta P, un tas
mainas no momenta uz momentu. Apskatisim ta komponentus Frené

1) Hodografa jédzienu pirmie lietojudi Enke (J. F. Encke, 1791.—1865. g.)
un Mibbiuss, pé&d€jais sava darba Die Elemente der Mechanik des Himmels, 1843,
Ges. Werke Bd. 4, bet ta visparéjo tedriju ir devis Hemiltons vispirms darba,
kas publicéts Transactions of the R. Irish Academy, vol. 3, Dublin, 1846, un vélak
gramata Elements of Quaternions, London, 1866.
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triedra. Sai noliika atvasindsim péc laika ¢ kustigd punkta P vekto-
rialo dtrumu v, ko ar vienibas vektoru t var uzrakstit 35adi:

vit) = (@)L
Diferencéjot v izteiksmi un ievérojot sakaribu
AL
ds p

dabiijam, ka

52 v?
a=3§t4+-—-n=5t+ —n.
+P +P

Si pédeéja formula rada, ka punkta P paatrindgjuma komponents
ta trajektorijas binormales virziena ir vienmér nulle; citiem vardiem
sakot, punkta P paatrindjums vienmér atrodas ta trajektorijas osku-
Iétaja plakné.

2 2
Divus vektorussit, %n, ar to algebriskam vértibam § un%, sauc:

pirmo par vektoriald paatrindjuma a tangentialo, otru par normalo kom-
ponentu. Pirmd@ komponenta virziens ir viendds ar tangentes virzienu
apskatitaja punkta un t@ veérsums ir viendds ar s augSanas vai dil$a-
nas vérsumu atkariba no ta, vai § > 0 vai < 0. Otrs komponents ir
vienmer virzits uz trajektorijas liekuma centru.

Tangentidlais komponents ir vienmér nulle, ja identiski § =0,
t. i. ja § = const.; bet § = const. raksturo vienmérigu kustibu. Tadé-
jadi vienmeriga kustiba ir raksturola ar tds padtrindjuma tangentiald
komponenta identisku anullé$anos.

Vienmérigi mainiga kustiba, ka redzéjam, ir raksturojama ar
ipaSibu, ka tas paatrinajuma tangentialais komponents ir konstants.

Lai paatrinajuma normalais komponents bitu identiski vienads
ar nulli visos trajektorijas punktos, tad, ievérojot, ka ¢ nevar biit

nulle visos punktos, % resp. liekumam jabit identiski vienadam ar

nulli pa visu trajektoriju. Bet ta ka §i ipasiba piemit taisnei, tad
no ta izriet, ka paatrinajuma normald@ komponenta identiska anullé-
Sanas raksturo taisnlinijas kustibu.

Ta tad vienmeériga taisnlinijas kustiba raksturojama ar paatrma-
juma abu komponentu identisku anulléSanos.

73. Padtrinajuma komponenti polaras koordinatas plakne. —
Punkta P paatrindjums a pé@c definicijas ir ta vektoriala atruma v
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atvasinajums, bet vektora v izteiksme polarkoordinatas r, ¢ ir $ada
(64. nodal.):
v=ri.+ re¢i.

Tadejadi, ievérojot (10.) un (11.) sakaribu, dabiijam, ka
dv E 4 o
=5 = F—redi, + Qs + re)h,.
Si vektoridla padtrinajuma a izteiksme rada, ka tas sadalas divos
komponentos a, un a, ar attiecigajam algebriskajam vértibam

a,=r—re® un a;=2rp 4 rp.

So komponentu virzieni ir attiecigi vienadi ar punkta P radijvek-
tora r un tam perpendikularas ass virzienu, kas iegiita, rotéjot vek-
toru r ap polu O pozitiva rotacijas vérsuma par lenki ;—r

74. Sektoridlais paatrindjums. — Par telpas punkta P vekio-

rialsektorialo paatrinajumu A pret centru O sauc §i punkta vektorial-
sektoriala atruma V atvasindjumu péc laika ¢. Péc definicijas

V=30P xv=143rxy,

un ta tad
Yyl )
Aﬁdz*‘l’ dtxv+r><dt.
Sk G : b ol v dr
Bet ta ka g um v ir divi paralléli vektori, tad it ol 0,

un tadeéjadi
dv
A=§rxa—1}rxa,

t. i. punkta P vektorialsektorialais paatrinajums pret centru O ir vie-
ndds ar §i punkta paatrindjuma a vektoriala momenta pret O pusi.
Uzrakstot vektorialsektoridlo paatrinajumu ka katru vektorpro-

duktu forma
: |

A=}

2

B8R -
W R
LT R

redzam, ka vektorialsektoriala paatrinajuma koordinatas ir
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kas savkart ir punkta P projekciju uz attiecigajam koordinatu plak-
ném skalarsektorialie paatrinajumi.

Polarkoordinatas plakné skdlarsektoridld padtrinajuma o izteiksme
ir Sada:

P=12 (%)

75. Kustibas devidcija. — ledo-
masimies, ka momenta ¢ kustiga punkta
pozicija uz ta trajektorijas C ir punkts P,
P un ta atrums ir v. Momentd ¢ - dt P
tas atrodas punkta P’ (44. zim.). Ja pr
punkta kustiba, sakot ar momentu ¢,
biitu vienmeériga taisnlinijas kustiba,
tad momenta ¢ + d¢ kustigais punkts
atrastos punkta P,, kur 44. zim.

ﬁl =¥ dL
So vienmérigo taisnlinijas kustibu sauc par dotajai kustibai tan-
gentialo kustibu momenta ¢. Apskatisim vektoru P,;P’, ko sauc par
kustiga punkta devidacijas vektoru :
PP — PP'— PP,

 Apzimésim vektora PP’ koordindtas ar Az, Ay, Az. Ta ki PP, koor-
dinatas ir #di, ydi, 2dt, tad P, P’ koordinatas ir

Ax — adlt, Ay — ydt, Az — zdl,
un péc Teilora formulas

Az = x(t + dt) —x(t) = ddt + %-:if(dl)"’ -

Tadejadi
2
Ax — zdt = & Et)—
2
un analogi
2
Ay—-ydt=y(d21) il ped v

- 2
Az —zdt = z(dg) wle
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Ignoréjot augstdkas pakapes par (dt)?, dabijam, ka deviacijas
vektora P;P’ koordinatas ir

(de)? (d))? , (@?

I Rk St e Ok 2

Apziméjot ar a punkta P vektoridlo paatrindjumu, redzam, ka

A == lim :P_:E-
ar—o (dt)?®
2

Deviacija ir vienmeér nulle, ja vienmér a=0, t. i. ja kustiba ir
vienmeériga taisnlinijas kustiba. Tadéjadi punkta devidcija méri lik-
linijas kustibas novirziSanos dotaja momentda ¢ no tai tangentidlas
vienmérigas taisnlinijas kustibas.

76. Kustibas noteikSana ar doto paatrinajumu. — Svariga prob-
léma dinamika, ka redzésim, ir kustibas noteikSana péc dota paatri-
najuma a, kas visparigi var bit kustiga punkta pozicijas P, ta atruma
P un laika ¢ funkcija, t. i.

a=a (PP|1).

Izvélétaja ortogonala koordindtu triedra vektora a koordinatas
a; a, a,ir septinu argumentu z, y, z, 4, ¥, Z, t funkcijas, un uz-
devums reducéjas otras kartas diferencialvienadojumu sistémas

*’E:ax(xfy:Z; 5?,?],3'“),
¥y= a, (.'L', Y, 25 z, ?], Zl t)’
Z=ua, (93,?!,3;93’,9,2[1)

~atrisindjuma meklgé8and. Sai sistémai ir bezgala daudz atrisinajumu,
no kuriem ikviens ir atkarigs no seSam integracijas konstantém. Ta-
deéjadi eksisté oco® dazadas kustibas ar doto paatrinajumu a. Lai rak-
sturotu vienu no Sim kustibam, ir jadod kada momenta ¢, kustiga
punkta pozicija Py ar koordinatam z,, y,, 2, un atrums v, ar koordi-
natam ,, ¥, , 2 -

Teikta noskaidroSanai apskatisim vienkarSako gadijumu, kad a
ir tikai laika ¢ funkcija; tada gadijuma agraka otras kartas diferen-
cidlvienddojumu sistéma reducéjas par sistému

Bt () j=ua, (1), =T,
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Tas vienreiz€ja integracija dod
W t : ik
&= |a,(t) d+ A, _?)zfd,,(!)d.l—%—B'. i= fa, ()dt+ C',
) Ly LY

kur A’, B’, C' apzimé tris integracijas konstantes. So konstan$u mé-
chaniska nozime ir ta, ka tas fiksé kustigd punkta atruma v,
koordinatas #,, 7,, 3, kustibas sakuma momenta ¢t =¢,. Un ta tad

&=F,(t) + %, gy="Fy(t) + ¥, i=F3() + %),

kur funkcijas F,(t), F,(t), Fs(t) apzimé attiecigos integralus. Lidz
ar to uzdevums ir reducéts uz agrak apskatito gadijumu, kad bija
janoteic kustiba pec dota atruma. Integréjot pé&déjos vienadojumus
vélreiz, dabtijam kustiga punkta P koordinatam S$adas izteiksmes:

t
X = fFl(t) dt + (i'o(t—to) + .'1'0.

ty

¢
y:sz(t) dt + Go(t — o) + Yo,
ty

t .
o= fF,,_(t) dt + Z,(t — 1) + 2.

ty

Kustiba ta tad ir noteikta, ja bez padtrindjuma a vél ir dota kustiga
punkta P pozicija Py un atrums v, kustibas sakuma momenta ¢ = ¢,

12. §. Kustibas ar konstantu paatrinajumu.

77. Smaga kermena kustiba. — IepriekSéjos divos §§ iegiito
rezultatu illustréSanai apskatisim kustibas ar konstantu paatrinajumu,
kuru tipisks piemérs ir smaga kermena kustiba ar dotu sdkuma atrumu.
Vésturiski is ir pirmais piemérs, kuru pétijot, Galilejs!) pirmais definéja

1) G. Galilei (1564. —1642. g.), Discorsi e dimostrazioni matematiche

intorno a due nuove scienze attenentt alla meccanica e it movimenti locali, 1638.,
in Leida (Edizione Nazionale delle Opere di Galileo, vol. VIII).

i
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paatrindjuma jédzienu k3@ atruma variaciju laika vieniba vienmeérigi
mainiga kustiba, kdda, kd to vélak redzésim, ir briva smaga kermena
kustiba.

Smaga kermepa kustibas likumus, pamatojoties uz eksperimen-
taliem novérojumiem, ir formul&jis Galilejs, un misdienu terminolo-
gija tos var izteikt 5adi:

1. Brivs smags kermenis bez sakuma atruma krit vertikali ar kon-
Stantu paatrinajumu, kas ir vérsts vertikali uz leju un kas visiem ker-
menpiem ir viens un tas pats.

2. Smags kermemnis, sviests ar kaut kadu sakuma atrumu kaut
kada virziend, kustas ar to pa$u konstanto padtrinajumu, kas ir versts
vertikali uz leju, ka briva kritiena no sava miera stavokla (ar sakuma
atrumu nulle).

So konstanto paatrindjumu sauc par gravitacijas paatrindjumu
g un ta skalaro vértibu apzimé ar g. Gan japiezimé, ka Sie kustibas
likumi ir spéka tikai bezgaisa telpa, kamer gaisa ir vienmeér vél japem
veéra ta pretestiba; tadéjadi Sie likumi, attiecinati uz smaga kermena
kustibu gaisa, sniedz tikai faktiskas kustibas tuvindajumu.

Gravitacijas paatrinajums g ka vektors visur uz zemes lodes nav
viens un tas pats, bet ta virziens un skalara vértiba ¢ mainas no vietas
uz vietu: g pieaug lidz ar vietas platuma pieaugSanu un dilst lidz ar
augstuma pieaugSanu virs jiiras limena.

Zemak min€ta tabula rada g vértibas, izteiktas m/sek?, $adam vie-
tam (ievérojot iepriek3gju redukciju lidz jiiras limenim):

Roma Ui £ a0y (41°53'.5 z. plat.) g = 9.8038,
Padua ' .. Ly s (4524’ , . ) g= 9.8066,
Odesac: 113 i sy Rk (46°29" , , ) g=9.8077,
Vink! g sublng i@ (48°12°7 ,, ., ) g=9.8092,
Pariip - o S bt s Sal oty (48°50’.2 ,, , ) g = 9.8096,
Londona (Grini¢a) . . . . (51°28'6, ., ) g=9.8120,
‘Berline (Potsdama) . . . . (52°22'9 , , ) g = 9.8130,
MaskavaiSrdsisae arinnis (55°48’ sscliipir ) g =9.BI56,
Righ/ e o ot s e (56°57" , ., ) g= 9.8166,
Lepingradah zo|geya0ngt, (595571 pnugis) pi=10.8193,
Kapo Flora (italiesu eksp.) (79°56.8 , , ) g = 9.8307.

Tomér kada ne visai liela apvida g virzienu un skalaro vértibu
var uzskatit par konstantu.

Ja ortogdnalo koordinatu triedru Ozyz izvélas ta, lai ta 20y plakne
biitu vertikdla ar pozitivo y-ass vérsumu vertikali uz leju, tad paatri-
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ndjuma g koordinatas $ini triedra ir (0, g, 0), un punkta P ar koordi-
natam z, y, z kustibas diferencialvienadojumi ir $adi:

(15.) §=0, =g E=0.

Apzimésim punkta P koordindtas un td sdkuma (¢= 0) atruma
v, koordinatas attiecigi ar x,, ¥q, %o UN &g, Yo, Z,- (15.) sistémas divreizéja
integracija tad dod punkta P atruma v koordinatas un paSa punkta
koordinatas forma:

(16.) & = Iy, y=2gt+ ¥, Z=1Zy;
(17) z=dg+z, y=30+d+ Y, z=1i¢+ 2.

NeierobeZojot uzdevuma visparigumu, var iedomaties, ka punkts
P kustibas sakuma sakrit ar koordinatu triedra sakuma punktu,
tird
Ty=Yp=12=0,

un ka ta sakuma atrums v, atrodas zOy plakng, t. i. 3,=0. Pé
déjo apstakli vienmér iespéjams panakt, rotéjot xzOy plakni ap
y-asi, lidz kamér v, atrodas Sai plakné un pie tam ta, lai z, > 0.

Sai jaunaja koordindtu triedra (16.) un (17.) sistémas vienado-
jumu vienkarSotas formas ir Sadas:

(Iﬁ.') o Th Y=g+ Yo =03
(17") 1’:570“ y=%g1'2+yﬂt' z=0,

pie kam &, > 0. Pe&déjie vienddojumi rada, ka punkta P kustiba norit
vertikdla plakné, kas ir noteikta ar ta kustibas sakuma poziciju un
sadkuma atrumu v,.

78. Vertikals sviediens un.brivs kritiens, — Apskatisim gadi-
jumu, kad #, =0, t. i. kad punkta P kustibas sakuma atrums v, ir
vertikals. Tada gadijuma z=0, ka to rada pirmais (17".) sistémas
vienadojums, un punkta P kustiba ir vienmeérigi mainiga taisnlinijas
kustiba:

y=gt+do, y=1218+ Y-

Ta ka g ir pozitivs lielums, tad kustiba, kas apskatita laika
intervalla starp ¢t = —oo0 un t = }oo, ir retrograda paléninata faze,
t. i. pirms kustibas apstaSanas momenta :

7%



100 - Il -ned. . Punkta kinématika.

= e
(18.) e

bet direkta paatrinata faze.

Ja turpretim pé&tijam kustibu, sakot ar momentu ¢ = 0, tad jaiz-
Skir divi gadijumi atkariba no 3, zimes.

1° Ja g, = 0, t.i. ja kustibas sakuma atrums ir vérsts vertikali
uz leju vai ari tas ir nulle, tad kustibas apstaSanas moments, ka to
rada (18.) formula, atbilst ¢ < 0, citiem vardiem sakot, kustibas
apstasanas moments ir mekl&jams pirms Kustibas sdkuma momenta
t = 0 vai ari tas sakrit ar 5o momentu. Kustiba ta tad atrodas vien-
mérigi paatrinatd faze, punktam kustoties neaprobeZoti ilgi vienmérigi
padtrinata kustiba.

2° Ja gy <0, t. i. ja kustibas sakuma atrums ir vérsts uz augsu
(negdtivas y-ass vérsuma), tad kustibas apstaSanas moments t > 0,
citiem vardiem sakot, kustiba, sakot ar momentu ¢ = 0 lidz momentam

deic —?i", atrodas vienmerigi paléninata retrograda faze€, sasniedzot
- 2 ¥

§ini laika maksimalo attﬁlumu—-%. Péc tam kustiba maina savu vér-

sumu un pariet vienmérigi paatrinata faze, punktam kustoties bez-

galigi ilgi vienmerigi paatrinata kustiba. Pie tam jebkura

momenta, intervalla starp ¢ = — I —ggy—“, punkts sasniedz

tas paSas pozicijas ar tam paSam atruma absoliitam veértibam ka
iepriek3€ja fazé, bet ar pretéjo vérsumu.

79. Slips sviediens. — Atliek vél apskatit gadijumu, kad #, > 0,
t. i. kad punkta P kustibas sakuma atrums v, nav virzits vertikali.
Tada gadijuma vienadojumi

(lgr') 3}::&0! g)=gt+y'.,,

(197) =g, Yy=21g+ Yo

rada, ka apskatitd punkta kustiba sadalas vienmériga kustiba pa z-asi
ar atrumu #, un vienmeérigi mainiga kustiba pa y-asi, ko més jau
apskatijam.
Elimin€jot laiku ¢ no (19”.) sistémas vienddojumiem, dabiijam
punkta P trajektorijai vienadojumu
o
B

e g 1 yﬂ
= e P* T =X
Y 2055 R
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“kas reprezenté parabolu caur koordinatu sistémas sakuma punktu O
ar y-asij parallélu asi. Si parabola ir konkava pret y-ass pozitivo
vEérsumu.

Apzimésim ¢ = 3% + 3*. (19".) sistémas formulas tad rada, ka
(20.) v —p®=2gy,

t. i. atruma kvadrata pieaugums ir proporcionals punkta - kriSanas
augstumam.

Ta ka atruma v koordinata # = i, >0, tad atrums v nekad
nevar klit par nulli, bet tas sasniedz savu minimalo vértibu z, mo-

mentd ¢t = —"°, kad y =0. Sai momentid tangente atbilstoiaja

trajektorijas punkta ir paralléla z-asij, un ta tad Sis punkts ir para-
bolas virsotne ar koordinatam

e U6
i 2
Tas dabijam, ievietojot (19”.) sistémas vienadojumos t vieta —yg—".
O] v
—m—
X
y
46. zim

Ta ka meés pétijam kustibu, sakot ar momentu ¢ =0, tad jaiz-
S§kir atkal divi gadijumi atkariba no y, zimes. 1° Ja g, = 0, t. i. ja
punkta kustibas sakuma atriims ir vérsts ieslipi uz leju (45. zim.) vai
ari, ja tas ir horizontals (46. zim.), tad moments { — —%, kad punkts
atrodas parabolas ‘virsotng, ir pirms kustibas sakuma. momenta
t =0 wvai ari tas sakrit ar So momentu; un ta tad kustigais punkts
apraksta parabolas loku ar arvien pieaugos$u atrumu, ki to rada (20.)
formula.
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2° Ja gy < 0, taa kustiga punkta sdkuma atrums ir vérsts ieslipi
uz augSu. Punkts kustas pa parabolas loku, kas kdpj pret z - asi,

7 2
un momentd t = — 7% sasniedz parabolas virsotni A ar augstumu — %

virs z-ass (47. zim.). Atrums 3ai
kustiba samazinas, sasniedzot savu

Vo A minimumu Z, parabolas virsotn& mo-
E _\ *: mentd t = — 22, P& tam punkts
0 B\ T g

slid pa parabolas loku uz leju ar ar-
vien pieaugoSu atrumu, ka to rada
47. zZim. . (20.) formula, un krusto z-asi

3 i 2ioo
punkta B ar abscizu z = — P

Punkts B ir simmetrisks ar punktu O attiecibd pret parabolas asi.

Ta ka punkta kustiba pa z - asi ir vienmériga, tad punkts P noiet
parabolas loku starp punktiem O un B laika n—% , kas ir divreiz lielaks

par parabolas loka aprakstiSanai no punkta O lidz tas virsotnei A
vajadzigo laiku.

Ja a« apzimé lepki, ko veido sakuma atruma vektors v, ar z - asi,
tad, ievérojot, ka d, = ¢, c0s a, 3, = — ¢, sin «, punkta B absciza ir

 2iggy  vg?sin 2x
g gl

=

Pédéja formula rada, ka kustigais punkts, krustojot otrreiz
x - asi, sasniedz maksimalo attalumu uz tas, skaitot no punkta O, ja

13. §. Centralas kustibas.

80. Centrdlas kustibas definicija un raksturojums. — Punkta
P kustibu sauc par centralu, ja ta paatrindjuma virziens vienmeér iet
caur vienu un to pasu punktu O, sauktu par kustibas centru. Vai ari,
kustiba ir centrala, ja punkta P paatrindjuma a neséja taisne sakrit
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ar ta radijvektoru OP =r, t. i. ja padtrindjuma moments r x a pret
centru O ir nulle, vai, kas ir tas pats, ja

A=}rxa=0.

Ari otradi, ja- A= 4r x a =0, tad kustiba ir centrdla. Ka zinams,
vektora a, kura sakums ir punktd P, moments pret centru O ir nulle
tikai tad, ja 1° a = 0 (30 gadijumu izslédzam) vai 2° ja §1 vektora
neséja taisne iet caur centru O, ka tas ir centralas kustibas. Ta tad
vektoridlais noteikums A = 0 ir raksturigs centralkustibai.

Talak nav griiti parliecinaties, ka centralkustiba vektorialsekto-
ridlais atrums V pret centru O ir konstants vektors. Péc definicijas
punkta P vektorialsektoridlais atrums pret centru O ir

V=4}rxv,
bet ta ka
dV
& =N
un centralkustibai A =0, tad V =¢, kur ¢ apzimé péc gajuma un
virziena konstantu vektoru.

Ta ka r x v absoliita vértiba ir viendda ar modula ¢ un punkta O
isdka attaluma lidz vektora v nesgjai taisnei reizinajumu, tad var teikt
ari, ka centrala kustiba punkta P dtruma modula un trajektorijas tangen-
tes Sai punkta attaluma lidz kustibas centram reizinajums ir konstants.

Centralkustiba norit vienmér kada plakné. Lai to pieraditu, rei-
zindsim vienlidzibas

i V=280 ey

abas puses skalari ar r. Tad, ievérbjot, ka r.(r x v) =0, jo vektori r
un r x v ir savstarp&ji perpendikuldri, dabiisim sakaribu

f.e=1),

Si pédeja sakariba rada, ka vektors r ir vienmér perpendikulars
vektoram ¢, un ta tad kustigais punkts P atrodas plakné, kas vilkta
caur punktu O un kas ir perpendikulara konstantam vektoram c¢. Apzi-
méjot kada triedrd, kura sakuma punkts ir O, vektora ¢ koordinatas
ar ¢,, ¢, ¢3 un punkta P koordindtas ar z, y, z, kas reizé ir ari
vektora r koordinatas, p&d€jo vektoridlo vienlidzibu var parrakstit
forma

6T + Y + ez = 0,

kas ir punkta P kustibas plaknes vienadojums. Ja punkta P Kustibas
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plakni izvélamies par zOy plakni, tad z, z un Z ir nulle: un noteikums
A =0 ir ekvivalents ar diferencidlvienadojumu

rj—yi=0
jeb
: xYy — yi = const.
Péd€jais vienadojums rdda, ka punkta P sektoridlais atrums
centralkustiba ir konstants, ka tam ari jabat.

Atliek vél apskatit gadijumu, kad c ir nulles vektors. Tas ir iespé-
jams: 1° jar ir nulles vektors, t.i. ja kustigais punkts sakrit ar centru
O (30 gadijumu, saprotams, izslédzam), 2° ja v ir paralléls r vai 3° ja
v ir nulles vektors. Abos pé&déjos gadijumos v un r ir kollinedri vek-
tori, un tadé] vektora v forma ir mr, kur m visparigi ir laika ¢ funk-
cija. Bet ta ka

_dr
VH(—i—!’
tad
dr
E=ml’,

no kurienes

H
de!
Ir=1Tge

kur r, apzimé vektora r vértibu momenta ¢t = 0, pie kam r,==0.
Pédéja sakariba rada, ka vektors r paliek vienmér paralléls vekto-
ramr,, un ta tad punkts P atrodas taisnlinijas kustiba caur punktu O.

»

81. Bind') formulas. — Punkta P atruma v un paatrinajuma

* a radidlo un transversalo komponentu algebriskas izteiksmes polarko-

ordinatas, ka agrak redzejam, bija Sadas:

(21.) v, =F, P =T

(22.) a,=r—r¢?, @, =2r¢+ré.
Centridlkustiba péc definicijas punkta paatrindjuma transversila

komponenta algebriskai izteiksmei e, jabut nullei, t. i. centralkustibu
raksturotdjs diferencialvienadojums polarkoordinatas ir

2rg +rpp =0,
vai, kas ir tas pats,

]_ i (%) =0

rdar VR

1) J. Binet (1786.—1856. g.).”
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Pédéjais vienadojums rada, ka centralkustiba
rz"f’ = G}

kur ¢ abzimé laukuma konstanti. levérojot pédéjo sakaribu, parveido-
sim atruma komponentu un paatrinajuma radiala komponenta algeb-
riskas izteiksmes ta, lai tas bitu vienigi atkarigas no punkta P
radijvektora .
r=r(p
un ta atvasinajumiem  péc o.

Vispirms parveidosim atruma v komponentu algebriskas izteiksmes.

Uztverot punkta P radijvektoru r par laika ¢ ar andmalijas ¢ starp-
niecibu saliktu funkciju, var rakstit, ka

hdlf.
—-d@?.

Bet ta ka r?¢ = ¢, tad pédéjo r izteiksmi var parrakstit Sadi:

c dr dl;
(23.) f::_—gd—q)='—€%.

Ar $o parveidoto £ izteiksmi atruma v komponentu algebriskis
izteiksmes var parrakstit forma

1
V=i ’ qu:':;;

punkta P linedrais atrums ¢ tad ir dots ar formulu

0= Vo2t ]/( )

ko sauc par pirmo Biné formulu.
Diferencéjot (23.) izteiksmi vélreiz, uzskatot tas labo pusi par ¢

ar ¢ starpniecibu saliktu funkeiju, un ievietojot péc tam tani ¢ vieta }c—z,

dabiijam, ka
1
2.
c? : r

o det



106 11 nod. Punkta kinématika.

Substitugjot paatrinajuma radidla komponenta algebriskaja iz-
teiksmeé a, otra atvasinajuma r vieta pédéjo izteiksmi un ¢ vieta ’%
dabiijam punkta P padtrindjuma radidlda komponenta algebrisko
izteiksmi centrala kustiba

a2l

s B r
o= 2fl 4 d_cp’)'
So formulu sauc par otru Biné formulu.

82. Keplera planétu kustibas likumi. — Plané&tu centralo kustibu
ap Sauli sauc daZreiz ari par Keplera kustibu (48. zim.). Sads apzimé-
jums ir radies no ta, ka Keplers!), pamatojoties uz Ticho Brahes?)
astronomisko novérojumu materiala, pirmais formuléja tagad vipa
vardd pazistamos tris planétu kustibas kinématiskos likumus, kas
skan 3adi:

1. Planétu orbitas ir elipses, kuru viena fokit atrodas Saule.

2. Planétas radijvektora, kas savieno Saules un planétas grawta-
cijas cenirus, parietais laukums ir proporciondals laikam.

3. Divu planétu orbitu ap-
rakstifanai vajadzigo latku kead-
ratu attieciba ir vienada ar $o

. orbitu lielo pusasu kubu attiecibu.

P Ta ka otrd likuma ekviva-
/_ \ lenta forma ir, ka planétas vek-
0 toridlsektoridlais atrums pret

et S/ % Sauli ka centru ir konstants, tad

\ no ta izriet, ka planétas kustiba
ir centrala.

l s Aprékinasim planétas pa-

48. zim. atrinajuma radiala komponenta

algebrisko izteiksmi a,. Apzi-

méjot ar @ un b planétas or-

bitas lielo un mazo pusasi, ar

_____ b
]// 1 — -5 <1 tas ekscentricitati, ar p = -, parametru un iz-

1) J. Kepler (1571.—1630. g). Divi pirmie likumi publicéti darba
Astronomia nova seu de Motibus stellae Martis, Heidelbergae, 1609, Ges.
Werke, B. 111, Miinchen, 1937, tredais darbd Harmonice mundi, libri V, Linz, 1619.

2) Tycho Brahe (1546.—1601. g.), ievérojams dapu astronoms.
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véloties orbitas vienu foku par polu ar polards ass pozitivo vérsumu uz
tuvdko virsotni, orbitas poldrais vienadojums iegiist formu

p

e
1 +ecosg

No pédéja vienddojuma dabijam S$adas izteiksmes otra Biné
formuld sastopamiem lielumiem

f 1 ! 1
d? — d? 5
1 1 e r e  EiY r 1
— = — — COS @, — = —— C0S @, ke e
F oo G ¥ do? "R P T T )
Tadéjadi
2]
a, = —— —.
pr

Si a, izteiksme rada, ka planétai kustoties ap Sauli, planétas pa-
atrinajums ir vienmér vérsts uz Saules pusi un ta algebriska vértiba
ir apgriezti proporciondla planétas un Saules attaluma kvadratam.

) Ll e : ex b Y L
Pieradisim, ka lielums F ir konstants un visam planétam viens un

tas pats. Td ka péc otra Keplera likuma planétas kustiba ap Sauli ir
centrala, tad r?¢ = ¢, un planétas radijvektora parietais laukums ¢
momenta ¢, kad planétas andomalija ir g, ir

9 t
c=4|rPdp=13c |dt.
/

Ja ar T apziméjam laika intervallu, kura planéta apraksta savu
orbitu, tad, piemérojot pédéjas divas laukuma izteiksmes elipsei,
dabiijam vienlidzibu

nab:%T.

No §is vienlidzibas izriet, ka

un tapéc
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Bet no tre3a Keplera likuma izriet, ka

a®

72

kur k, ir konstante, kas ir viena un ta pati visam planétam. Tadéjadi
2
E ek, Lk
p .
Universalo konstanti k& sauc par Gausa) konstanti. Planétas
radiala paatrinajuma algebriska izteiksme ar konstanti k ta tad ir §ada:

k

a,=—=.
r rz

Pirma Biné formula dod planétas linedaram atrumam ¢ izteiksmi

2
v=2;Ta V1 + e + 2ecosgp ,

kas rada, ka atrumam ¢ ir maksimums, ja =0, un minimums, ja g=m;
citiem vardiem sakot, planétas atrums sasniedz maksimumu perihélija
un minimumu afélija.

14. §. Harmoniskas kustibas.

83. Vienmeriga cirkulara kustiba.— Apskatisim punkta P kustibu
pa ripka liniju, kuras centrs atrodas kadas ortogdonalas Dekarta
koordinatu sistémas sakuma punkta un kuras radijs ir r. Rinka
linijas vienadojums tad ir

x2 + yz e Fﬂ,
un punkta P kustiba ir definéta, ja zindma ir ta andmalija ¢ attieciba
pret pozitivo x- asi ka laika ¢ funkcija. No punkta P kustibas viena-

dojumiem :

x = rcoso (1), yjﬁisinqa(t)
izriet, ka ta atruma koordinatas ir

&= —r¢sing, Y = re cos o.

1) K. F. Gauss (1777.—1855. g.). So konstanti Gauss pirmo reizi apré-
kinajis sava slavenaja darba Theoria motus corporum coelestium in sectionibus coni-
eis solem ambientium, Hamburgiae, 1809.
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Tadéjadi punkta. P linedrais atrums ir dots ar formulu
p=VB+p=rlp;

citiem vardiem sakot, punkta P atrums jebkurd momenti ir dots ar
ta trajektorijas radija un lepkiska &truma absoliitds vértibas
reizindjumu.

Lai cirkulara kustiba biutu vienmeériga, tad lepkiskam atrumam ¢
jabiit konstantam. Ja So ¢ konstanto vértibu apzimé ar e, tad no
vienlidzibas ¢ = e izriet, ka

?= ol + 9,

kur @, apzimé punkta P andmaliju momenta t = 0. Binomu ot + ¢,
sauc arl par kustibas faz momenta t, kamer g, sauc par kustibas sakuma
faz.

Vienmeérigas cirkularas kustibas vienadojumi ta ‘tad ir $adi:
(24.) z=rcos (ut + @), y = rsin (ot 4+ ¢g).

Atkariba no td, vai o > 0 vai < 0, punkta P kustiba norit po-
zitiva (andmalijas augSanas vérsuma) vai negativa kustibas verSuma.

Punkta P atruma un paatrinadjuma koordinatas ir dotas ar viena-
dojumiem

(25.)) & = —rawsin(ot 4 g)) = —oy, ¥ = rwcos(ot + @,) = ax
un
(26.) 2= —wy=—o%, Y = i = —wy.

Pédéjie divi vienadojumi rada, ka
a—=——owr,

t.i. punkta P padtrinajuma absoliita vertiba ir «?, un tas ir versts
pret centru O.

(24.), (25.) un (26.) sistémas vienadojumi rada, ka péc laika

2
intervalla '-f- punkts P atkal iepem to paSu poziciju ar to paSu
atrumu un padtrindjumu ka kustibas sakuma, citiem vardiem sakot,

punkta P kustiba ir periodiska ar periodu 7 = i—ﬁ

84. Harmoniskd kustiba. — ledomasimies, ka punkts P atrodas
vienmérigi cirkulara kustiba pa rinka liniju ar radiju r un apskatisim ta
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projekcijas uz kada ripka diametra taisnlinijas kustibu: piem. punkta
P projekcijas P, uz z- ass kustibu (49. zim.). Punktam P aprakstot
ripka liniju p&c patikas daudz reiZu,

ta projekcija P, oscillé starp punk-

tiem A un B. So punkta P, taisn-

linijas kustibu sauc par harmonisku

2 kustibu. Harmoniskds kustibas vie-
nadojums, atrums un padtrinajums ir

D attiecigi doti ar (24.), (25.) un (26.)
B [0} PJA * sistémas pirmajiem vienddojumiem.
' Harmoniska kustiba ta tad tapat
ka vienmérigi cirkulara kustiba ir

E periodiska ar periodu T=2—“. Pe-
49. zim. @

rioda reciproko vértibu v =T]; sauc par

kustibas frekvenci un o = 2%: par frekevences vai pulsdcijas konstanti.

Punkts O ir kustibas centrs un r — kustibas amplitida. 7

Punkta P, atruma formula rada, ka jebkura pozicija ta atrums
ir proporcionals punkta P ordinatai P, cirkulara kustiba. Tadéjadi
P, atrums punkta A ir nulle, tas pieaug vérsuma pret centru O un
sasniedz tani savu maksimalo absoliito vértibu «r, péc tam dilst un
punkta B ir atkal nulle. Kustiba no B uz 4 atrums katra P, pozicija
ieglist atkal to pasu absoliito vértibu ka kustiba no A uz B, bet tikai
ar pretéjo zimi.

Punkta P, padtrinajums ir vérsts vienmér pret centru O un tas
ir proporciondls 31 punkta attilumam no centra. Savu maksimalo
absoliito vértibu «?r tas sasniedz punktos A un B, bet punktd O tas
ir nulle. :

Ja ir dotas divas harmoniskas kustibas ar vienu un to paSu
periodu :

x=rcos(wt+ ¢y, 2" =r' cos(ot+ g,

tad saka, ka pirmajai kustibai pret otru ir fazu diference g5— ¢,’.
Uzrakstot punkta P, atruma izteiksmi forma

Bie= Fo¢os (mt-—{—r%—%— ;_r),

redzam, ka ta atrumam # pret koordinatu z ir faZu diference 72—1:
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Punkta P, padtrinijuma # un koordinitas z fazu diference ir =.
Apskatisim punkta P projekcijas P, uz y - ass kustibu, kuras vie-
nadojums ir

y = rsin(wt 4 @) = rcos(mt +€Po—;—:).

Sai gadijuma punkta P, harmoniskd kustiba ir ar to pasu periodu
un amplitiidu ka@ punkta P, kustiba, bet pirmajai pret pédéjo ir faiu

diference —?25 , t.i. punkta P, kustiba ir novélojusies pret P, kustibu
par } perioda, ja pilns periods atbilst fazu diferencei 2x.

Ka redzéjam, harmoniska kustiba ar frekvences konstanti o
punkta paatrindjums # un koordinata z ikviena momenta ir saistiti
ar vienadojumu

(2. i+ or=0,

lai kada biitu kustibas amplitiida r un sakuma faze g, citiem vardiem
sakot,

(28.) _ z =r c0s (ot + ¢,)

apmierina (27.) otras kartas diferencidlvienadojumu, lai kadas bifitu
konstantes r un ¢,. Bet ta kd otrds kartas diferencialvienddojuma
atrisindjums ir atkarigs no divdm patvaligdm konstantém, tad
varam secinat, ka (28.) izteiksme ir (27.) vienadojuma visparigais atrisi-
najums, vai, citiem vardiem sakot, (27.) vienadojums definé visas

e, : : 2z
harmoniskds kustibas ar periodu e

15. §. Lisazd) liknes.

85. Divu ortogdndlu harmonisku kustibu ar vienddiem periodiem
salikS8ana. — Pé&c hipotezes divu dotu ortogonalu harmonisku Kkustibu
ar vienadiem periodiem vienadojumi ir 3adi:

z = acos(ot + ¢,
y = bcos(wt + ).

1) J. Lissajous, Mémoire sur la position des noeuds dans les lames qui
vibrent transversalement, Ann. de phys. et de Chimie, 3e série, t. 30, 1850.
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NeierobeZojot problémas visparigumu, varam iedomaties, ka g, = 0,
jo laika sakuma skaitiSanas moments nav svarigs. Tadéjadi dabiijam, ka

T =acoswl,
y = b cos(wt + ).

(29.) 7 !

Pétisim tagad kustiga punkta (z,y) trajektorijas, kas atbilst kon-
stantes ¢, dazadam vértibam, iedomajoties ka ne a, ne ari b nav nulle,
jo citddi més dabitu taisnlinijas kustibu pa vienu no koordinatu asim.
ledomasimies, ka @ > 0 un b > 0.

Parrakstot (29.) sistémas otru vienadojumu forma
y = b cos wt cos g, — b sin wt sin g,

un eliminéjot no ta sin wt un cos wt ar (29.) sistémas pirmo vienadojumu,
péc daziem parveidojumiem dabiijam kustigd punkta trajektorijas
vienadojumu forma

(30.) b2z — 2 abay cos Yo - a2y = a?? sin? §,,

kas rada, ka 3i trajektorija

ir elipse, kuras asis visparigi

D M 1B M C nesakrit ar koordinatu sisté-
M M, mas a:ﬂnl._ .

Apziméjot ar v lepki, ko

veido elipses liela ass ar

A A z-asi, Sis lenkis, ka to maca
[9) P analitiska geometrija, ir dots
ar formulu
M, , M 2 abrcos
; (31) tg2y =22 Bt
CizM B M D
50. zim. un elipses attiecigo asu
garumi 2ag, un 2b, ar for-
mulam

(32) 24, =V2 (@b +A), 2b,=V2(a+ b2—A),
kur
A2 = a* 4 2a%? cos 2 §, + b

ledomasimies, ka 1° ¢, = 0. Tad kustigd punkta trajektorija ir
taisne CC’ (50. zim.).
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2°0 < $o< 5 Ellpses lields ass un z-ass veidotais lepkis, ka to

rada (31.) formula, ir Saurs. Substituéjot (29.) sistémas vienadojumos
t = 0, dabiijam z=a, y=~5bcosy, t. i. kustigais punkts atrodas

pozicija M,. Ja t=— ‘—‘l:li', tad "z = acosyg,, y = b: Kkustigais
punkts atrodas pozicija M,. Trajektorija ir elipse M, M, M, M,, kas
aprakstita nule minétas punktu secibas definéta vérsuma.
Sy = 325 Ka to rada (30.) vienadojums un (32.) sistémas for-
mulas, trajektorija ir elipse ar vienadojumu
A M

(.T'+F_l

un asim 2a; = AA’, 2b, = BB'. Kustibas vérsums pa $o ehpsn ir no-
teikts ar punktu secibu A, B’, 4", B.

4° §< Yo < m. Sai gadijumai elipses lields ass un z-ass veidotais

lepkis ir plats, un ta tad elipses liela ass iet caur otru un ceturto kvad-
rantu. Substituéjot (29.) sistémas vienddojumos ¢ = 0, dabijam
x=a, y = bcos¢,; bet ta ka cos ¢, ir negativs, tad uzrakstitajam koor-

dinatam atbilstoSais punkts ir M’,. Ja t= —i'-’, tad z =acosd,,

y=>b, kas reprezenté punktu M’,. Trajektorija ir elipse M,"M,"M;'M /',
kas aprakstita vérsuma, ko noteic ¢etri tas nosauktie punkti.

5° ¢y = . Sai gadijuma trajektorijas (30.) vienadojums reducéjas
par taisnes vienadojumu

T
y
Trajektorija ir diagdnale DD’
6° T < Py < 32—7: Jat=0, tad (29.) sistémas vienadojumi rada,

ka z=a, y = bcos¢,. Bet ta ka y ir negativs, tad dabiijam punktu,
kas ir analogs punktam M,". Ja t =— % tad x = acos¢,, y=25;

§dds punkts ir M,". Momenta §= = kustigais punkts atrodas pozi-

cija My, Kas ir diametrali pretéja M,”. Un ta ka Z> —-% , tad kus-
i 3

2
8
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tigais punkts nonak pozicija M,” pirms pozicijas M," sasniegSanas.
Trajektorija ir 4° gadijumam analoga elipse ar kustibas vérsumu
M/MS/MS' M, .

Augot ¢, talak, dabiijam tas paSas trajektorijas ka agrak,
bet tikai kustibas vérsums pa Sim trajektorijam ir pretéjs agrakajam
VErsumam.

Tadéjadi visos gadijumos trajektorija atrodas taisnstiira

z=a; y=b

iek38pusé, un td pieskaras visam cetram ta malam. Visparigi ta ir
elipse, kas ir ievilkta 3ai taisnstiiri.

Beidzot, ja abu doto harmonisko kustibu amplitiidas ir vienadas,
t. i. a=b, bet fazu diference ir i%, tad trajektorijas vienddo-
jums ir

a? + y? = a?.

Trajektorija ta tad ir ripka linija. Tadgéjadi var teikt: ja dotas
ir divas harmoniskas kustibas pa divam ortogonalam taisném ap
to kopéjo krustoSanas punktu ar vienu un to paSu periodu un ampli-
tiidu, bet faZu diferenci ig, tad §is divas harmoniskas kustibas
summeéjas cirkulara kustiba pa ripka iiniju.

86. Divu ortogdndlu harmonisku kustibu ar daZadiem periodiem
salik3anas specidlais gadijums. — Divu ortogdnalu harmonisku kustibu
ar dazadiem periodiem vienadojumi, attiecigi izvéloties laika sdkuma
skaitiSanas momentu, ir $adi:

z = a coswt,
(33.) {

y =bcos(wt + b

Apskatisim specidlo gadijumu, kad o' = + k, kur % ir mazs
lielums. (33.) sistémas vienadojumus tad var parrakstit forma

X = a Cos wi,

y = bcos (wt + ht + %),

un laika intervalla 7 = 231: lielums At + ¢, ir gandriz konstants.
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Punkta trajektorija ir elipses veida likne, kas tomér nenoslédzas
(51. zim.).

Nakosaja intervalla T trajektorija ir atkal elipses veida likne,
kas ari neslédzas, bet ar mazliet citadu orientdciju: tas pieskar3anas
punkti apvilktajam taisnstirim ir pa-
virzijuSies uz priekSu vai atpaka] atka-
ribd no ta, vai & ir pozitivs vai negativs vi
lielums. Tadéjadi dabajam likni, ko sa- [

stdda péc patikas daudz elipses veida /
liknu, kas visas ir ievilktas taisnstiiri /

= i a, Yy = i b° O /
87. Divu ortogdndlu harmonisku

kustibu ar daZadiem periodiem salik-
Sana. — 1° Kommensurablais gadijums. 51. zim.
Perioditate. — Ja (33.) sistémas vienado-

jumos konstantes o un ' ir kom-

mensurabli lielumi, t. i.

s

r

L]

B ’
q
kur p, g ir naturalie skaitli bez kop&ja dalitaja, tad
©=ap, o' = og.
Ar apziméjumu al =9
(33.) sistémas vienadojumus var parrakstit forma
| x = acospg,
| y=0bcos (g9 + bo)-

Sis funkcijas ir periodiskas ar attiecigajiem periodiemz—n un —

(33

un kopé€jo periodu 2=, jo mazaka pozitiva x vértiba, ar ko

acosp(p -+ ») = acos py,
bcos [g (p+ %) + $o] = bcos (go + o)y

ir x = 2x. Tiesam, ja » ir pirmas funkcijas periods, tad

- 27 | 2-1: P
P

un ja tas ir otras funkcijas periods, tad
2%

xr=QR -é— .

8*
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Ta tad

L =
P iig st T
un mazakas 2, p vértibas naturalos skait]os, kas apmierina pédéjo vien-
lidzibu, ir A =p, p = ¢.

No funkeiju perioditdtes izriet, ka kustigd punkta trajektorija ir
slegta likne, un ta tad, laikam ¢ pieaugot, punkts apraksta vienu-un to
paSu likni péc patikas daudz reiZu. Jebkurai ¢, nozimei trajektorija
ir tangentidla p reizes apvilkta taisnstiiya ikvienai malai z=a,—a
punktos, kuros cospe = 1,—1, un ¢ reizes ikvienai malai y =b,—b.
Taisne z = 2, kur —a < 2’ < a, Ske| likni 2p punktos, un taisne
y =1y, kur —b <y’ <b, 2¢ punktos.

Dabiitds liknes visas ir algebriskas un raciondlas, jo, substituéjot
E = tg }o, mainigie lielumi z un y ir £ racionalas funkcijas. Bez tam
visas liknes ir simmetriskas pret y-asi.

1. piemérs. — Ja p=g¢ =1, tad dabiijam agrak apskatitas ellpses
(85. nodal.).

2. piemers. — Ja p=1, ¢=2, tad
T = a cos g, = b cos (29 + %)

un atkariba no konstantes ¢, vértibdm dabiijam 52. zim&uma do-

tas liknes.

Ja $p= =, §n, I=, tad dabiijam no jauna 4., 3. un 2. likni,
kas aprakstitas agrakajam vérsumam pretéja vérsuma. Péc tam
atkartojas ta pati likpu serija no jauna.

2° Inkommensurablais gadijums. Aperioditate. — Ja ® un o’ nav
kommensurabli lielumi, kustigd punkta trajektorija nekad neslédzas.
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Ja kd@du taisnstiira iek3€jo punktu apzimé ar P, tad kustigd punkta
trajektorija nak bezgala daudz reizu péc patikas tuvu punktam P;
speciala gadijuma ta var ari iet tie$i caur punktu P.

Pieradijums tam ir 3ads. Apskatisim kadu ripka liniju, apzimgjot
ar ¢ kadu Sis ripka linijas centralo lepki. Ja lepkis ¢ =& = 2=« ir
inkommensurabls ar 2=, t.i. ja « ir irracionals lielums, tad ripka linijas
punkti P,, P,..., kas atbilst lepkiem £, 2E, ..., visi ir daZadi, un
ta tad tiem eksisté vismaz viens akumuldcijas punkts P#,

Bet tas savkart nozimé, ka ikviens ripka linijas punkts ir akumu-
lacijas punkts, jo, apziméjot ar P, un P,, divus punktam P* péc patikas
tuvus punktus, punkts, kas atbilst lepkim (n — m)&, atrodas tuvu
punktam, kas atbilst lepkim ¢ — 0. Tadéjadi, iesakot ar kadu Joti
mazu loku un konstrugjot ta daudzkartnus, t. i. Konstruéjot punktus
Prto_my, =1, 2, 3,..., varam ndkt péc patikas tuvu ikvienam
ripka linijas punktam.

AtgrieZoties pie kustigd punkta trajektorijas vienadojumiem,
apzimésim

Tad (33.) sistémas vienddojumus var parrakstit forma

Z = acosy,

y = bcos (ap + )
Talak apzimésim ar ¢ = ¢’ vienddojuma
' = acosg

sakni intervalla —a<z'<a. Trajektorija krusto taisni z==x" punktos,
kuros

y = b cos[a(p’ + 2kr) + o, bcos [a(—o" + 2 knr) + $,] ;

bet ta ka lepkiem 2kam uz ripka linijas atbilst punkti, kuru kopums
ir otsur biezs'), tad atbilsto§d kosinus faktora vértibas atrodas
visur biezi starp — 1 un + 1.

Tadéjadi trajektorija var Skérsot jebkuru taisnstiira apvidu, nakot
jebkuram ta punktam neaprobeZoti daudz reizu péc patikas tuvu,
pie kam var pieradit, ka sakariba starp trajektorijas punktiem un ¢ vér-
tibam, ¢ mainoties robezas —oo << ¢ << oo, ir savstarpéji viennozimiga.

1) Angl. everywhere dense, fr. partout dense, vic. iiberall dicht.
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88. Tris un n - dimensiondlais gadijums. — Trisdimensionala ga-
dijumd punkta trajektorijas vienddojumi var tikt reducéti forma

J T =a Cos g,
y=1> cos (ap + %),
I z2=1c c0s (Bp + %p)-

Ja @ un B ir kommensurabli lielumi, tad trajektorija slédzas un
kustiba ir periodiska. Ja o un § abi ir irracionali lielumi un to attie-
ciba ari ir irracionals lielums, tad iespéjams, ka trajektorija Skérso jeb-
kuyu péc patikas mazu parallélepipeda

—a<zr<a, —b<y<b, —ec<z<e

apvidu un ta ir bez divkarSpunktiem, pie kam sakariba starp trajektorijas
punktiem un ¢ vértibam, kur —oo << --o0, ir savstarpgji viennozimiga.
Tas pats iesp€jams arl vispariga gadijuma

xk=akcos(a’:?+ ¢k) (k=1? 2!"'1 n)'

89. Uzdevumi.

1. Punkts P kustas pa taisni tadéjadi, ka pret kadu punktu
arpus Sis taisnes ta lepkiskais atrums ir konstants. Noteikt punkta P
atrumu un ta radialo un transversalo komponentu.

2. Aprékinat punkta atrumu un paatrindajumu, ka ari atbilstoSos .
radialos un transversalos komponentus, ja Sis punkts apraksta logarit-
misko spirali ar konstantu lepkisko atrumu pret spirales polu.

3. Pieradit: ja punkta kustiba plakné konstants ir ta paatrina-
najuma tangentialais un normalais komponents, tad §i punkta trajek-
torija ir logaritmiska spirdle. Specidlos gadijumos pédéja var reducéties
par ripka liniju vai taisni.

4. Atrast peldétaja, kas peld ar konstantu atrumu (pret iideni)
perpendikulari #idens plasmai, trajektoriju, iedomajoties, ka ddens
plisma ir taisnlinijas un tas atrums ir proporciondls attalumam no
krasta. Paradit, ka laiks, kada peldétadjs sasniedz krastu, ir neatkarigs
no iidens plismas atruma.

5. Punkts A kustas pa taisni ar konstantu atrumu. Atrast
punkta P trajektoriju, ja P kustas tadéjadi, ka ta atrums, kas ir kon-
stants péc absoliitas vértibas, vienmeér ir vérsts uz punktu A. Atrast
laiku, kada punkts P sasniegs punktu A (iedomajoties, ka punkta
P dtrums ir lieldks par punkta A atrumu).

6. Punkts P apraksta parabolu y® = 2pz ta, ka y = b coswt.
Izpétit kustibu un uzzimét tas hodografu.
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7. Punkts P apraksta rigpka liniju ar radiju R un centru O ta, ka
ta kustibas hodografs ir kona Skélums ar foku O. Izpétit kustibu un
aprékinat punkta P paatrinajumu.

8. Punkts P apraksta rinka liniju. Apzimgjot ar O, un O, divus
§is rinka linijas punktus, aprékindt punkta P atruma un padtrina-
juma komponentus radijvektoru O, un O,P virzienos.

9. Doti divi punkti O un A. Kada lepki « jaizSauj no punkta O
projektils, kura sakuma atrums ir v, lai tas ietu caur otru doto
punktu A?

Piezime. — lzvéloties punktu O par koordinatu sistémas sakuma
punktu un atsaucoties uz pazistamam formulam, vispirms jauzraksta para-
bolas, kas iet caur punktu O, veidojot ar z-asi lepki «, un punktu 4 (z, y),
vienadojums. To darot, dabiisim kvadratisku vienadojumu pret tga.
Uzdevumam ir divi, viens vai ari nav neviena atrisinajuma atkariba
no ta, vai punkts A atrodas iek3pus, uz vai arpus parabolas

_ e <1ivgt
Teler 208 2g°
So parabolu tadé| sauc par drosibas parabolu.

10. Atsaucoties uz 9. uzd., paradit, ka, mainot lenki «, visas
iespéjamas trajektorijas ir tangentialas droSibas parabolai.

11. Atsaucoties uz 9. uzd., atrast sakaribu starp diviem lenkiem
@, un o, kuru virzienos izSautie projektili iet caur doto punktu A.

12. Divi kermeni, kas sviesti no kada torpa viena un tai pasa
plakné un ar vienu un to pasu sakuma atrumu, bet daZados virzie-
nos, kuri noteikti ar lepkiem o, a, pret horizontu, nokrit viend un
tai pasa vieta. Aprékinat torpa augstumu.

13. No kada punkta ir izSauti vairaki projektili viena un tai pasa
plakn€ ar vienu un to pasu sakuma atrumu v, bet daZados virzienos.
Paradit, ka 1° visu trajektoriju virsotnu geometriskd@ vieta ir elipse,
2° visu trajektoriju foku geometriska vieta ir rinka linija, 3° visu pro-
jektilu poziciju dotaja momenta ¢ geometriska vieta ir kada ar laiku
¢t mainiga rinka linija.

14. Ja punkta kustiba pa logaritmisko vai hiperbolisko spirali
ir centrala attieciba pret tas polu, tad $i punkta paatrindajums ir ap-
griezti proporcionals ta radijvektora kubam.

15. Ja punkta kustiba pa elipsi ir centrala pret tas centru, tad
§i punkta paatrindjums ir proporcionals radijvektoram.

16. Punkta paatrinajums centrala kustiba ir apgriezti proporcio-
ndls ta radijvektora kvadratam. Atrast Si punkta trajektoriju.

17. Atrast punkta trajektoriju, ja ta paatrindjums centralkustiba
ir apgriezti proporciondls radijvektora kubam.
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111 NODALA.

CIETA KERMENA KINEMATIKA.

16. §. Visparigs apskats.

90. Cieta kermena kustibas analitiska definicija. — Apskati-
jusi iepriek38ja nodala punkta kinématiku, pariesim tagad uz cieta
kermena kinématiku, saprotot ar cietu kermeni kaut kadu figiiru,
kuras punktu savstarp€jie attalumi, kermenim kustoties, "paliek
invarianti.

Zinot apskatita cieta kermena tris punktu A, B, C, kas neatro-
das uz vienas taisnes, pozicijas, iespéjams fiks€t par€jo cieta ker-
mena punktu pozicijas, bet tomér ne viennozimigi, jo kdada punkta
M attalumi MA, MB, MC lidz trim punktiem A, B, C nenoteic
punktu M viennozimigi, bet atstdj tam divas iesp€jamas pozicijas,
t. i. divus punktus, kuros krustojas tris sféras ar centriem punktos
A, B, C un radijiem MA, MB, MC.

Lai cieta kermena pozicija biitu viennozimigi definéta, ir jazina
vél kada ta ceturtd punkta O pozicija; citiem vardiem sakot, nové-
rotdjam, kur$ stdv ar kajam punktd A un kura galva ir vérsta pret
punktu B, apliikojot punktu C, ir vél jazina, kura pusé no ta atrodas
kdds cieta kermena ceturtais punkts 0.

Tadéjadi kada ar cieto kermeni saistita tetraedra virsotnu
0, A, B, C pozicijas viennozimigi defin€ 3i kermena pozicijas.
Starp §i tetraedra virsotném daZas iesp€jams izvEléties noteiktos vir-
zienos bezgaliba. lzvéloties O par vienu virsotni, paréjas tris izvé-
lesimies bezgaliba tris savstarpgji perpendikuldros virzienos Ouz,
Oy, Oz ta, lai pédéjie veidotu kadu pozitivi orientétu ortogonalu
triedru Ozyz. Si triedra pozicija tad definé cieta kermena poziciju.
Katram cieta kermepa punktam S3ai triedra ir noteiktas un konstan-
tas koordinatas un otradi, jebkurS punkts ar 3o ipadibu var tikt uz-
skatits ka piederigs cietam kermenim. Tadgéjadi més nonakam
pie sajégas par Fkustigo telpu, kas ar cieto kermeni ir aizrauta kustiba.
Cieta kermena kin€matikas uzdevums ir pétit kustiga triedra -Ozysz,
kas saistits ar kustigo telpu, kustibu pret kadu citu izvélétu nekustigu
ortogdnadlu triedru QXYZ , kas ir saistits ar nekustigo telpu (53. zim.).

Triedra Ozyz pozicija pret triedru QXYZ ir atkariga no seSiem
parametriem: tris parametri definé triedra Oxyz sakuma punkta O
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poziciju un tris parametri — triedra Ozyz poziciju punkta O. Tie-
§am, lai definétu punkta O poziciju triedra QXYZ, ir jadod vektors
QO vai ta koordinatas, jeb, kas ir tas pats, punkta O koordinitas
X0, Y,, Z, triedra QXYZ. Talak, lai
definétu triedra Oxyz poziciju punkta
0, ir jadod tris vienibas vektori i, j, k Z|
pa §i koordindtu triedra asim Oz, Oy,
Oz, vai, kas ir tas pats, $o vektoru (@)
koordinatas triedra QXYZ, t. i. Oz
virziena kosini oy, %y, %g, Oy
virziena Kkosini oy, og, O3 UM 0
Oz virziena Kosini o3, og3, %s3.
Punkta P pozicija triedra QXYZ tad X
ir dota ar vektoridlo vienlidzibu X

=<1

(1) QP = Q0 + zi+ yj+ 2k,
kas ir ekvivalenta ar trim skalaram vienlidzibam

| X =Xp + apz + ayy + a2,
(2.) i Y == YO + agl.r + azzy + 1233,
Z =Zy + ay® + gy + g3,

~ kuras dabiijam, iepriek3€jo vektoridlo vienlidzibu projicéjot uz
koordinatu triedra QXYZ asim.

Ka zindms, devini virzienu kosini nav neatkarigi sava starpa,
bet tie apmierina sesas sakaribas:

i1 = a3+ 2%+ ag®=1, . j = a0 + agop + ag05 = 0,
i- 0= e+ ag®+ ag?= 1,  j.K = 1505 + otagttay + tze093 = 0,
k.k= “1324‘ '1232‘{‘ agg®= 1, K. i= o530, + optta; + gattyy = 0,

un ta tad tikai tris virzienu kosini ir neatkarigi sava starpa, t. i.
triedra Oxyz pozicija punktd O ir atkariga no trim parametriem.
(2.) sistémas vienlidzibas sauc par cieta kermena kustibas formu-
lam, pie kam més iedomajamies, ka X,, Y,, Zounoy (1, j =1,2,3)
ir ierobeZotas, viennozimigas un atvasinamas (vismaz lidz otrai
kartai) laika ¢ funkcijas visa kustibas definicijas laika intervalla.

91. Cieta kermenpa kustibai raksturiga ipaSiba. Pieradisim
§adu cieta kermena ipaSibu: lai dota punktu sistéma parvietotos ka
ciets kermenis, ir nepiecieSami un pietieckami, ka jebkuru divu punktu
atrumu projekeiju uz taisnes, kas savieno $os divus punktus, algebriskds
vertibas ir viendadas.



122 I nod. Cieta kermepa kinématika,

Apzimésim ar P; un P, cieta kermepa divus punktus un ar
r, un r, So punktu pozicijas vektorus, skaitot no kustiga triedra
Ozyz sakuma punkta O. Tad, ka to rada 54. zim.,

(PP = (P. PP =t — 1) —tonst.

Diferenc€jot So vien-
lidzibu, dabiijam

(r;—ry).(F,—1,) =0

vai

Ty

54. zim. (3.) -pj__pz -V = }Tlﬁg V5.

Bet no divu vektoru skalara produkta definicijas, apziméjot ar
9, un 9, lepkus, ko veido vektori v, un v, ar vektoru P,P,, izriet, ka

V, COS 35 = ¥, COS 3y,

ar ko apgalvota ipaSiba ir pieradita. Lai parliecinatos, ka minétais
noteikums ir pietiekams, atliek iesakt ar pédéjo vienlidzibu un iet
atpaka}l uz pirmo.

Parrakstot (3.) vienlidzibu forma
(Va— V). PP, =0,

redzam, ka pieradita ipasSiba ir ekvivalenta apgalvojumam, ka cieta
kermena divu punktu atrumu geometriska diference ir perpendikulara
taisnel, kas savieno Sos punktus, resp. tas projekcija uz $is taisnes ir
nulle.

lekams apskatam cieta kermepa visparigo kustibu, apskatisim
vispirms daZas specidlas cieta kermena kustibas, kas vélak palidzés
mums izprast visparigo kustibu.

17. §. Cieta kermenpa kustibas pamatveidi.

92. Translacijas kustiba. — Cieta kermena kustibu sauc
par translaciju, ja, kermenim kustoties, jebkur$ kustigas telpas vektors
paliek viens un tas pats, t. i. ja ta garums, virziens un versums ne-
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mainds. Par $adas kustibas iesp&ju ir viegli parliecinaties. Vis-
pirms nav griiti iedomaties cieta kermenpa kustibu, kura kada trij-
stiifa ABC orientétas malas paliek vienas un tas pasas. Ja izvélas
kadu punktu P;, kas ir nekustigi saistits ar cietd kermena trijstdri
ABC, tad jebkura cita pozicijacetrstira ABCP, malas AP,, BP,, CP,
paliek ari vienas un tas paSas. Talak, izvéloties vél kddu citu punktu’
P,, Kkas ari ir nekustigi saistits ar trijstiiri ABC, un tatad ari ar punktu
P, , un apskatot Cetrstifa ABP,P, vienu otrai sekojoSas pozicijas
un sprieZot ka agrak, parliecinasimies, ka, kermenim kustoties, orien-
tétais segments P, P, paliek nemainigs kd p& garuma (ka tam jabat
cieta kermepa kustiba), ta ari péc ta virziena un vérsuma. Citiem
vardiem sakot, jebkur$ vektors, kas ir noteikts ar diviem kustigas
telpas punktiem, paliek viens un tas pats. Si kustiba péc defini-
cijas ta tad ir translacija.

Ipasiba, ka translacija jebkurs
kustigas telpas vektors paliek viens
un tas pats, pilnigi noteic cieta ker- P
mena kustibu, ja zinama ir viena ta
punkta, piem. punkta O, kustiba.
Ta, ja P apzimé kaut kddu cieta ker-
mena punktu, tad, ievérojot, ka vek- 0
tors OP paliek viens un tas pats,
punkta P trajektoriju dabiijam no
punkta O trajektorijas ar geometrisko
translaciju OP (55. zim.).

Punkta P Kkustibas (1.) fundamentdlo formulu diferencéjot,
dabtijam ta vektoriala atruma P izteiksmi

55. zim.

dOP_._.I di dj: de
Bet ta ka translcija vektori i, j, k paliek vienmér vieni un tie pasi,
tad

di_dj _dk
Bbsodls  dbuisi:
un ta tad
P=0,

t.i. visu cieta kermena punktu vektoridlie atrumi dotaja momenta ir
vienadi sava starpa. Citiem vardiem sakot, translacijas kustiba rakstu-
rojama ar noteiktu vektoru, kas ir vienigi laika ¢ funkcija un kas, no mo-
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menta uz momentu mainidamies, dod visu kustigas sistémas punktu
kopéjo atrumu. So vektoru sauc par translacijas kustibas atrumu
un tas ir reprezentéts ar kada kustigas sistémas punkta, piem. punkta
0, atrumu O,

Si ipadiba ir raksturiga translacijai, jo, ja

P=0,
tad no (4.) formulas izriet, ka

dl dj | dk =
g Wigeh dgpT %

Bet ta ka $ai sakaribai jabit apmierinatai, lal kads biitu punkts
P, tad varam secinat, ka :

B e ply

dt di

Lai pédgéjas vienlidzibas biitu apmierinatas jebkura momenta ¢,

tad vektoriem i, j, k jabiit konstantiem k& péc to garumiem, ta
ari péc virzieniem. No pédéjas ipaSibas savkart izriet, ka jebkur$
vektors paliek viens un tas pats, jo, uzrakstot vektoru P,P, forma

PP, = 0P, — 0Py,

tas, ki divu konstantu vektoru OP, un OP; ar formu x,i+ y,j-+ 2,k
resp. x,i-+y.j+ 2.k diference, ir konstants vektors. Ar to apgal-
votd transldcijai raksturiga ipaSiba ir pieradita. Tadéjadi (1.)
formula raksturo translacijas kustibu tikai tad, ja vektori i, j, k
ir konstanti.

Diferencéjot vienlidzibu P = O vélreiz, dabiijam

P=0,

kas rada, ka visu cietd kermena punktu vektorialie paatrinajumi dotaja
momentd ir vienadi sava starpa. Si ipasiba turpretim nav rakstu-
riga translacijai. Vektoru O, kas ir vienigi laika ¢ funkcija, sauc
par translacijas kustibas padtrinajumu.

Ja translacijas atrums ir konstants, un ta tad ta paatrindjums
ir nulle, tad visi cietd kermena punkti kustas pa parallélam taisném
vienmériga kustiba. Sadu cieta kermepa kustibu sauc par vien-
merigu translaciju.
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Lai uzrakstitu translacijas kustibas formulas Dekarta koordinatu
triedra, péc translacijas definicijas par koordinatu triedra Ozyz asim
var izveleties tris savstarpéji perpendikuldras orientétas taisnes, kuras
vilktas caur kadu punktu O paralléli triedra QXYZ attiecigajam
asim un kuru veérsumi ir attiecigi vienadi ar asu QX, QY, QZ vérsu-
‘miem.

Translaciju raksturotdju konstanto vienibas vektoru i, j, k
koordindtas triedra QXYZ tad ir

1,00, 01,0, 00,
kadé] (2.) sistéma reducéjas $ada vienkarsota forma
X'= Xp +'72, Y‘—*-Yo—}—y, LZ=Zo %z,

kas ir translacijas kustibu raksturotdjas formulas.

93. Rotacijas kustiba. —

Cieta kermena kustibu sauc par Z=z
rotaciju, ja divi 31 kermena
punkti, un ta tad ari visi citi
ta punkti, kas atrodas uz tais-
nes, kura savieno Sos divus
punktus, paliek nekustigi. So
nekustigo taisni sauc par rota-
cljas asi.

Ja izvélas kadu punktu P
arpus rotacijas ass un velk caur
to- perpendikulu PQ pret asi
(56. zim.), tad, kermenim kusto-
ties, péc cieta kermepa defini- X
cijas, PQ paliek vienmér orto-
gonals asij un ta garums ari
nemainds. Tadeéjadi visi cieta
kermena punkti, kas neatrodas uz rotacijas ass, apraksta Sai asij
perpendikuldrds plakn@s cirkuldras trajektorijas, kuru centri ir ass
krustoSanas punkti ar $§im plakném.

Cieta kermena pozicija jebkura momenta ir noteikta ar viena
td punkta P, kas neatrodas uz rotacijas ass, poziciju, vai, kas ir
tas pats, ar plaknes p, kas iet caur punktu P un rotacijas asi, pozi-
ciju. Plaknes p poziciju parastifiksé ar lepki ¢, ko veido §i plakne
ar kadu iepriek$ izvélétu, pret triedru QXYZ nekustigu plakni Il

56. zim.



126 111 nod. Cieta kermepa kinématika.

(piem. XQZ plakni), kas vilkta caur rotacijas asi. Lenki ¢ uzskata par
pozitivu vérsuma, kas ir vienads ar punkta P pozitivo cirkulacijas
vérsumu ap asi, uz kuras ieprieks izvéléts kads pozitivs vérsums.
Kermenim rotéjot, plaknes p andomalija ¢ klist laika ¢ funkcija,
kuru iedomasimies par viennozimigu, nepartrauktu un atvasinamu
(vismaz lidz otrai kartai). Tadeé], ja laika intervalla At plaknes
p anomalija pieaug par Ag, kas ir visu cietd kermena punktu aprak-
stito cirkuldro trajektoriju loku centralais lepkis, tad izteiksme

Ae dg

im—= = =1g¢
at=0 At dt

rada, ka rotdcijas kustiba jebkura momenta visiem cietda kermena
punktiem ir viens un tas pats lepkiskais atrums ¢. Rotacijas ass
kopa ar lepkisko atrumu ¢, uzskatot to par pozitivu vai negativu
atkariba no ta, vai punkta P rotacija ap asi norit pozitiva vai nega-
tiva vérsuma, pilnigi noteic cieta kermena rotacijas kustibu. Tade-
jadi rotacijas ass un ¢ definé kddu vektoru w, kura algebriska vér-
tiba momenta ¢ ir @ =g—f = ¢ un virziens ir vienads ar rotacijas
ass virzienu. So vektoru w ar konstantu virzienu, bet mainigu
garumu, sauc par rotacijas kustibas vektoridlo lepkisko atrumu
dotaja momenta t. Si vektora vérsums nosaka rotacijas vérsumu,
i0, ja o > 0, rotacijas vérsums ir pozitivs, bet ja & < 0, rotacijas
vérsums ir negativs.

Ar vektoru w ir viegli izteikt jebkura cieta kermena punkta P
vektoridlo atrumu v rotacijas kustiba. Ta ka punkts P kustas
plakné, kas ir perpendikuldra rotacijas asij, un §i punkta attalums
no tas ir PQ, tad v algebriska vértiba ir QP un ta virziens jebkura
momenta ir vienads ar ripka linijas, kuras radijs ir QP, tangentes
virzienu punkta P. Vektors v ta tad ir perpendikulars vektoram
w un attieciba pret to tas ir pozitivi orientéts, citiem vardiem sakot,
v ir vektora w moments pret centru P, t. i.

V=wXxX (0P=P0 X w.
Punkts @, kd no punkta P pret rotdcijas asi vilkta perpendikula

pédas punkts, mainas lidz ar punktu P. Lai $o mainigo punktu elimi-
nétu, izvelésimies uz ass kdadu nekustigu punktu, piem. punktu 4, tad

QP = 04 +
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Bet ta kd vektori w un QA ir paralléli, tad to vektorialais produkts
ir nulle, un ta tad ptmkta P vektorialo atrumu v ar vektoru w var uz-
rakstit 3adi:

(5.) V() = w x AP.

Atruma (5.) izteiksme ir raksturiga cieta kermepa roticijas
kustibai, t. i. ja kada kermenpa punktu atrumus var izteikt ar (5.)
formulu, tad Sis kermenis ir ciets kermenis un tas atrodas rotacijas
kustiba. TieSam, péc (5) formulas Si kermena divu punktu P; un
P, atruml ir

ZWw=wX AP, Vo= w X AP,;,
un ta tad B
Vo— V; = @ X PP,.

Bet td ki w x P,P, ir perpendikulars vektoram PP, tad,
reizinot iepriek3éjas vienlidzibas abas puses skdliri ar P,P,, dabi-
jam, ka ‘dp

: (Va— V). PPy =0
vai
PPy . Vy = PPy .V

Si pédéja sakariba raksturo cietu kermeni (91. nodal.). Talak
(5.) formula rdda, ka visiem punktiem P, kuriem vektori AP ir
paralléli konstanta virziena vektoram w, atrums ir nulle, t.i. tie
paliek nekustigi. Bet tas nozimé ka cietais kermenis atrodas
rotacijas kustiba.

Atvasinot punkta P atruma v  (5.) izteiksmi péc laika t, dabii-
jam td paatrindjuma a izteiksmi

v dAP
=E—#mx -1P+ NXT
Bet ta ka Ay
dA P e
B i QPrP,
tad <ol i
a=m X AP +w X (w X QP)
vai
(6.) a=&x AP—w? 0P,

Pédéja vienlidziba rdda, ka punkta P padtrindjumu a var sadalit
divos komponentos: tangentidla komponenta

a,=0x AP,
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kas atrodas punkta- P cirkuldras trajektorijas plakné, un normald
komponenta

a, = —a?QP,

kas ir virzits pret cirkuldras trajektorijas centru Q.

Ja lepkiskais atrums e ir konstants (ka p&c virziena, ta ari péc
garuma), tad ikkur$ cietd kermepa punkts kustas vienmériga cir-
kuldrd kustibd, un cieta kermena kustibu sauc par vienmérigu rota-
ciju. Tada gadijuma jebkura punkta padtrindjuma a tangentiilais
komponents a,=0, un ta tad § punkta paatrinajums a reducéjas
par ta normalo komponentu

a, = —wQP.

94. Rotacijas analitiskds izteiksmes. — Lai péc iespéjas vien-
karSotu rotdcijas analitiskas formulas, izvélésimies nekustigo triedru
QXYZ ta, lai ta QZ-ass sakrit ar rotédcijas asi un sakuma punkts Q
biitu kads patvaligs tas punkts, ar kuru sakrit ari kustiga triedra
Oxyz sakuma punkts O. Talak, izvéloties Oz-asi ta, lai ari ta sakrit
ar QZ-asi, plakne XQY sakrit ar plakni 20y. Kustiga triedra pozi-
cijas definéSanai pret nekustigo triedru pietiek dot lenki ¢ , ko veido
QX un Oz asis, uzskatot to par pozitivu, ja rotacijas vérsums ap
asi ir pozitivs. Ta tad

XX, =00, XX, p=et)+ 5

un vektoru i, j, k koordinatas attiecigi ir

dy; = CO0S'@, gy = Sin o, B =1,
o = —SiN @, s = COSQ, aza. = 0,
oy =0, %y = 0, agy = I.

Tidéjédi (2.) sistémas formulas, kas definé cieta kermena kustibu,
rotacijas gadijuma iegiist formu:

X ==xzcosg —ysing,
Y =wxsing 4 ycosq,
A '
Uzrakstisim vél punkta P atruma v = w x AP koordinatu

izteiksmes kada koordinatu triedra Oyx,y,z,, kas var biit ka kustigs,
td nekustigs pret triedru QXYZ vai Oryz.
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Ja vektora w, ar koordinatam p, ¢, r, sakuma punkta A koordi-
natas apzimé ar &,, w;, §;, punkta P koordinatas ar £, v, ¥ un
vektora v koordinatas ar ¢ , v, , ¢, tad

ve=EC—C)g—(—n)r,
by =E—8r—C—%p,
ve=0O—mp—(E—E)g-

Specialie gadijumi: 1° Triedrs O,z,y,z, sakrit ar triedru QXYZ.

ledomajoties bez tam vél vektora w sikuma punktu A sakritam
ar punktu Q, dabiijam, ka

=X =58 Al S s
un ta tad
vy = —wY,
vy = 0X,
Vg =

2° Triedrs Oyx.y,z, ir nekustigi saistits ar triedru Ozyz, pie
kam abu triedru sakuma punkti O un 0, sakrit ar vektora w sakuma
punktu A. Tada gadijumd £,=%,=¥;=0, un ar jauniem apzi-
méjumiem
E =T N'= Y L=z

vektora v koordinatu izteiksmes ir $adas:

Vg = g3 ~—1Y,
¢y =1t — pz,
V: = PY — ¢T .

Beidzot, ja abu triedru asis sakrit, tad

un
v, = —uoy, vy = 0T, ex==109

Analogi atrodamas punkta P paatrinajuma koordinatu izteiksmes
nekustiga un kustigd koordinatu triedra. Ja par triedra O;z,y,2;
sakuma punktu izveélas nekustiga triedra QXYZ sakuma punktu,
t. i. 0,=12Q, un par O,z,-asi rotacijas asi un ja punktu P un 4 koordi-

9
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natas apzimé attiecigi ar E, 4, T un &, u,, Z,, bet vektora w
koordinatas ar p, ¢, r, tad, apzimgéjot punkta P paatrinajuma a ko-
ordinatas triedra O,z,y,z, ar ag, a,, a,(6.) vienlidziba rada, ka

ag = (5 — L)i — (n —m) 7 — wAQP);,
ay = (E— E)r — (X — L)p — wX(QP), ,
a; = (n—)p — (§ — &) — o*(QP), .
Specialie gadijumi: 1° Triedrs O,x,y,2z, sakrit ar nekustigo

triedru QXYZ un punkts A sakrit ar punktu Q, t. i . A=Q. Tada
gadijuma

'E=X! 7]=Yl szr
L=m=§=0, p=¢=0, r=ao;
un
ay = — 0wl — X ,
ay = 0X — o?Y,

az=0.

2° Triedrs Oyzyy,z, sakrit ar kustigo triedru Ozyz. Sai gadi-
juma a,, a,, a, izteiksmes kustiga triedra Ozxyz dabiijamas no iepriek3sé-
jam ay , ay , ay izteiksmém, apmainot tanis X, Y, Z ar z, y, z.

Specidla gadijuma, kad rotacija ir vienmeériga, t. i. w=¢=const.
un o = 0, paatrindjuma koordinatas triedra Ozyz ir $adas:

e 2 L5 et
a, = — o', a, =—o%, g, =0

95. Skriivveidiga kustiba. — Ja kads punkts P kustas ar
konstantu atrumu pa kadu taisni ¢, kameér ta roté ar konstantu
atrumu ap kadu tai parall€lu taisni a’, tad punkts P apraksta likni,
ko sauc par skriives liniju. Si linija atrodas uz rotacijas cilindra,
ko veido taisne a un ko sauc par skrives cilindru. Taisni a’ sauc par
skriives linijas asi. 57. ziméjuma ir redzams XQY plaknei perpendi-
kuldra cilindra un kadas §i cilindra skriives linijas sliplenka akso-
nometriskais attéls. Nogriezni A, kddu noiet punkts P pa taisni a,
kamér ta vienreiz apgrieZas ap taisni a’, sauc par skraves linijas vites
kapi. Ja skriives cilindra pamata ripka liniju k, sadala n vienadas
da]as (57. zim. n=12) un kustigd punkta P sakuma poziciju apzimé
ar 0, tad, taisnei a péc rotacijas nondkot dalijuma punkta 1’, punkts

P ir pavirzijies pa So taisni par gabalu 2, taisnei a nonakot pozi-

cija 2, punkts P ir atkal pavirzijies par%, u. t. t. Tada karta

dabiijam punkta P dazadas pozicijas 1, 2, ...
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ledomasimies novérotaju, kura kaju un galvas linija sakrit
ar rotacijas cilindra asi «’, pie kam vérsums no kajam uz galvu ir
punkta P kustibas v&rsums pa taisni a. Skrives liniju sauc par

2r
g5 s dastilatings
I
o 1P 4 |
G A | 14 .
I h ]
1 | (] 1
! |: f H 1
:g :78... ?---. __LG :
| - s i :
10 W"’ré/ : e
s o ST S S —————————e e -
CTLN/?‘ : I : \ Y
s 1 : | l\
P1 &) £ e .14
i d 1 ’
1]

57. zim.

labéju vai par kreiséju atkaribd no ta, vai novérotajam punkta P
kustiba liekas noritam no labas puses uz kreiso vai pretéja vérsuma.
57. ziméjuma attélota skriives linija ir lab&ja skriives linija.

gt
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Parskelot skriives cilindru pa kdadu ta wveiduli un notinot So
cilindru plakng, ta pamata rinka linija k, pariet taisné k,, kuras ga-
rumu » var konstruét, piem., ar Kochanska tuvinasanas metodi?).
Sadalot taisni k, vienadas » dalas 1, 2',, 3’5, ... un velkot caur
dalijuma punktiem taisnei k, perpendikuldras taisnes e, dabiijam
cilindra veidulém e; atbilstosas pozicijas plakné. Uz §im veidulém,
skaitot no taisnes k, janosprauZz skriives linijas punktu attalumi
no ky. Ja P ir kads skriives linijas punkts, r skriives cilindra radijs,
o lokam 0 P, atbilsto3ais centra lenkis (loka méra) un z=P'P=P,/ P’
punkta P augstums virs k,, tad péc skriives linijas definicijas

z
7.) — =i
( P
ir konstante, un ta tad ari
& dUEINS
o ~0P, r

ir konstante. Tas nozimé€, ka, notinot skriives liniju, ta pariet taisng,
kura veido ar taisni k, lenki « , kas definéts ar sakaribu

(8.) tga = rq):——.

Un ta ka, notinot plakné, lenki paliek nemainigi, tad varam seci-
nat, ka skriives linija krusto skriives cilindra veidules konstanta

lenki ;—-m. Tadejadi skriives linijas tangentes ar taisnei a per-
pendikularu XQY plakni veido konstantu lepki a.

Konstanti [ sauc par skriives linijas parametru vai tas vites redu-
cétu kapi. No (7.) un (8.) sakaribas dabiijam jaunas sakaribas

h

=ﬂ,

[

un
[ = rtga.

Cieta kermena kustibu sauc par skracveidigu kustibu, ja, zinot
§i kermena divas pozicijas diviem daZadiem momentiem, iespéjams
pariet no vienas pozicijas uz otru ar skriives parvietojumu. SKkri-
vei jablit ar nekustigu asi un konstantu vites kapi.

1y Skat. E. Miiller, Lehrbuch der darstellenden Geometrie, 4. Aufl.,
Leipzig, Teubner, 1936, 34. Ipp.
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Lai uzrakstitu kada skriives linijas punkta koordinatu izteiksmes,
izvélésimies par nekustigo triedru QXYZ kadu no kustiga triedra
Ozyz , kura Oz-ass sakrit ar rotacijas cilindra asi, pozicijam un ap-
zimésim- ar ¢ lepki, ko veido QX un Oz asis. Lepki ¢ uzskatisim

par pozitivu, ja, pagrieZot QX-asi par - 2 pozitiva vérsuma, ta sakrit

ar pozitivo QVY-asi (58. zim.). Tadé-

Z)z jadi, ja z, ir punkta O attalums no
y punkta Q, tad, ievérojot, ka z, = lp,

kustigas telpas punkta P koordinatas

0 nekustigd koordinatu triedra QXY Z ir

X = x cosp — y sing ,
Y = z sing + y cosg,
(9] £ Z=lp+z.

5 Skriivveidigaskustibasrakstursirat-

X karigsno lzimes: jal>0, skriivveidiga
kustiba norit no labas puses uz kreiso,
ja <0, ta norit pret€ja veérsuma.
Jal=0, kustiba reducéjas par rotaciju.
Apskatisim tagad atrumu v un paatrindjumu a skriivveidiga
kustiba. Sai noliikd projicésim kddu kermepa punktu P uz XQY
plaknes un uz QZ-ass, apziméjot 3is projekcijas attiecigi ar P, un P,.
Ta ka punkta P, kustiba XQY plakné ir rotacija, tad, atliekot

uz QZ-ass no kdda punkta A vektoru w, kura algebriska veértiba
ir ® = ¢, punkta P, resp. punkta P vektorialais rotacijas atrums ir

V,=w X AP = w x QP,

kur Q ir perpendikula PQ pret QZ-asi pédas punkts. Punkta P,
translacija ir dota ar formulu

58. zim.

20 =1gp,
un ta tad ta translacijas atrums momenta ¢ ir
vV, = lw.
Tadéjadi nakam pie atzinuma, ka punkta P atrums v ir divu
citu vektorialu atrumu v, un v, geometriska summa, t. i.
(9.) v—v,+v_lm+mxAP

Pédéja formula rada, ka v ir kadas vektoru srstemas kuras re-
zultante ir @ un kuras rezultétajs moments pret centru A ir v,,
rezultétajs moments pret centru P.
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Padtrindjumu a skriivveidiga kustiba dabisim ka ta atruma
v atvasinajumu:

dv_ dAP
= lu—l—waP—{—wa

Bet, ievérojot, ka éf%ffﬂ_ v, pédéja izteiksme péc parveidoju-
i

miem iegiist formu

(10.) a=Ild+ &x AP — «? QP.

Ja ©= ¢ =const., tad a=—w® QP un ta virziens ir per-
pendikulars rotacijas asij.

96. Skriivveidigas kustibas &atruma wun padtrindjuma anali-
tiskads izteiksmes kustiga friedrd. — (9.) formula rada, ka ar lieto-
tiem apziméjumiem atruma v koordinatu izteiksmes triedrd O,x,y,z,
ir §ddas:

ve=1Ip+ gL—%)—r(n —m),
=lg+rE —E)—p(—1T),
ve=1Ir+ pln—mn) — g€ —E,).

Specidla gadijuma, kad triedrs Oyxy,z, ir nekustigi saistits ar
triedru Oxzyz un punkti O un O, abi sakrit ar punktu 4, t. i.
A =0 = 0,, punkta P atruma v koordinatam $ai triedra ir Sadas
izteiksmes:

Vg =1lp + qz—ry,
oy =lg ¥+ rx—pz,
v.=1Ir+ py —qx.

Punkta P paatrinajuma a koordinatas triedrd O,r,y,z,, ka to
rada (10.) formula, ir §adas:

ag =Ip+ ¢(§ — &) —r(n —ny) — &*(QP)
a, = lg + r(€ — &) — p(¥ — &) — 02 (QP) ,,
ag =1Ir + p(n —n) — ¢(€ — &) — w? (QP) ;.

Ja triedra O,x,y,z, asis sakrit ar kustiga triedra Ozyz attiecigajam
asim un 4 = 0 = 04, tad

El—nl—cl"'o
e L T
E=z, n=y, L=2z.
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Tadéjadi kustigd triedra Ozyz padtrindjuma a koordinatas ir
Sadas:

a, = — oy — o,
— 2

a, = or — oy

ar=—ln

18. § Cieta kerméqa vispariga momentana kustiba.

97. Puasonal) formulas. — Atrumu sadalijuma pé&tisanu cieta
kermena vispariga kustiba iesaksim ar cieta kermena kustibas fun-
damentalo formulu

QP = Q0 +zi+yj+ zk.
Diferencéjot So formulu péc laika ¢, dabiijam

e di dj dk

Punkta P atruma pédéja izteiksmé sastopami tris vienibas

vektoru i, j, k atvasindjumi ﬂ, %‘l{, %’: Izteiksim Sos atvasinatos

vektorus ka vektoru i, j, k funkcijas, panakot ar to pédgjas
formulas labas puses neatkaribu no koordinatu triedra izvéles.

Atsaucoties uz ipaSibu, ka kada vektora v un vienibas vektora

u skalarais produkts reprezenté dota vektora v komponenta pa

orientéto taisni, kas noteikta ar vienibas vektoru u, algebrisko vértibu,

vektora g komponentu pa koordinatu triedra asim algebriskas

vértibas var uzrakstit ka
di ain ] di
E T 5 (F = S *Et .k »

un ta t.ad
(1) %::(%}.i)i+(g.j)j+(g—}.k)k.

Bet ta ka vektori i, j, k ik pa divi ir savstarpéji perpendikulari,
tad
I B TR T I ey () T
=000 ] vl — 0 ] — 0

1 8. D. Poisson (1781.—1840. g.). Minétas formulas atrodamas
vina klasiskaja darba T'raité de mécanique, Paris, 1831.
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Diferencéjot 3is sakaribas péc laika ¢, dabijam identitdtes

div:. > oty—iEee = g
5 1=0, 5,.1=0, = .k=0,
di di dj dk di
d'T-j—f"j.—('i—tzO, k-]'-j Q, Ft.i+k‘7f_0’

kuras ievérojot, (11.) formula var tikt parrakstita sadi:
¥ =31 (%)
(11°) 3 —.ili— dt‘i k.
Bet ta ka vienibas vektori i, j, k apmierina ari sakaribas

b= oy =KX k=1 =T,

tad (11°.) formulu var parrakstit forma

@ o) )

Si formula rada, ka iekavu otrs loceklis ir iegiits no pirma lo-
cek]a, cirkulari permiitéjot i, j, k. lzdarot ar iekavu otru locekli
vélreiz 3adu cirkularu permiitaciju, dabiijam locekli

()

bet reizinot 3o locekli vektoridli ar i, dabiijam identiski nulli, jo
( L4 k) Sel) ——1) -

‘Tadeg], lai (12.) formula biitu simmetriskaka, varam tai pieskaitit
pédeéjo locekli, kas ir identiski vienads ar nulli. Tada karta daba-

REAr ) ISl b ; .
sim — izteiksmei 3adu simmetrisku formu:

dt
e (R A L
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Saprotams, ka vektoriem %%, t—;‘: ir $adas analogas formas:

di [ﬂ.k)i+ %-i)ﬁ %-i)klxi'

at dt
-G (Ga) (G a)x] e

Apziméjot ar w vektoru

m:-%tj_-.k)i-l-( )1+ j)k

dabiijam vektoru i, j, k atvasindjumiem formulas
g e dk
(13.) E:mxn,&—l——wx],&l——mxk,

kuras sauc par Puasona formulam.

Ja vektora w koordindtas kustiga triedra Ozyz apzimé€jam ar
P, ¢, r, tad dabtjam tam izteiksmes

d dk . ; .
p:ﬁ_k:—a.i:ﬂlgalg_i' 522123_%'“32“33'
dk di : . P
q:d_l =—$.k=¢13111+aas‘zleaaSaSI'
di dj - - -
= .CTI . j = d:. i ='ﬂ.110'-12 _;" %oy ﬂ22+ % g1 %ag -

08. Atrums cieta kermepa visparigd kustibd. — !évietoj.ot

punkta P atruma formula ?{}, i—f, %l-:— vieta to izteiksmes no (13.)

sistémas, dabijam tai izteiksmi

P=0+ wx (xi+yj+ K);
bet ta ka
zi+yj+ 7k = OP,

tad 3 i TR
P=0+ wx O0P.
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Ar jauniem apzimé&jumiem
O=v,, P=v,
punkta P atruma formula ieguist tas galigo formu
(14.) Vp=Vy+ @ X OP.

(14.) formulas geometriskd@ interpretacija ir Sada: ja punkts
O ir kads cieta kermena punkts, tad jebkura cita kermena punkta
P atrums ir vektoru sistémas, ar rezultanti w un rezultétaju momentu
v, pret centru O, rezultétajs moments pret centru P.

Pédéja formula vektori v, un w ir vienigi laika tfunkcuas un
§i atruma formula ir raksturiga cieta kermena kustibai. TieSam,
ja doti ir divi vektori v, un w vienigi ka laika ¢ funkcijas un ja ker-
mena punktu atrumi var tikt izteikti ar pédéjo formulu, tad viegli
parliecinaties, ka 35i kermenpa punktu savstarpéjie attalumi kustiba
paliek nemainigi.

Vektors w ir neatkarigs no kustiga koordinatu triedra sakuma
punkta O, bet tas ir atkarigs vienigi no ta asu virzieniem. Tadeg],
izveloties citu triedra sakuma punktu R, dabiijam, ka

Vp= Vg + w X RP.

Tadéjadi vektors w un kada cieta kermena punkta, piem. O,
atrums v, pilnigi noteic atrumu sadalijumu kustiga triedra dotaja
momenta ¢.

Ta tad nekustigd triedra QXYZ cieta kermena kustiba ir
pilnigi definéta, ja kustiga triedra Oxyz ir izvéléts kads punkts, piem.
punkts O, un ja ir doti divi vektori v, un w vienigi ka laika ¢ funk-
cijas. Sos divus vektorus sauc par cieta kermena kustibas rakstu-
rigitem vektoriem pret centru O.

(14.) geometriska formula dod iesp&ju uzrakstit vektora vp
koordinatas jebkura koordinatu triedra Oyzyy,3,, kuru attiecigi
specificéjot, varam dabiit v, koordinatas kustigd un nekustiga koor-
dinatu triedra.

Uzrakstisim vp koordinatas kustiga triedra Oxyz. Ja &, 9, T ir
Vo, koordinatas un p, ¢, r vektora w koordinatas, tad vektora vp
koordinatam v¢,, ¢,, ¢, triedrd Ozyz ir 3adas izteiksmes'):

1) (15.) formulu sistému ir devis Eulers sava darba, kas publicéts
Mémoires de I’ Académie de Berlin, 1750.
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vx=E—»q..—~ry,
(15.) v, =7+ rr—pz,
of =4 Py —gx-

Punkta P atruma v, koordinatu atraSanai nekustiga triedra
QXYZ japrojicé (14.) vektoriala formula uz 3§i triedra asim. Vek-
tora vy koordinatas Sai triedra ir X’o, i’o, 20, bet vektora w koordi-
natu P, Q, R atradanai ir japrojicé 3is vektors uz triedra QXY Z asim
QX, QY, QZ, dabiijot tam Sadas izteiksmes:

d dk di
s Ff-")“n*’(m-‘)“w*(m-i)“w'
d dk di
0:(‘13 )a2l+( -i)“zz‘%‘ E-i)%zr
dj dk di
(4t (O e (3

Zinot vektoru v,un w koordinatas, protams, nav nekadu griitibu
punkta P atruma koordindtu uzrakstisanai.

99. Momentana kustibas ass un tangentidla skriivveidiga
kustiba. lekams apskatam cieta kermena visparigo momentano
kustibu, apskatisim divus specidlus gadijumus.

1° Jedomasimies, ka w = 0, tad vp = v,, lai kdds biitu punkts
P. Citiem vardiem sakot, visiem cieta kermena punktiem Sai momenta
ir viens un tas pats atrums. Tada gadijuma saka, ka dota kustiba
apskatitaj@ momentd ir tangentiala kadai translicijai.

29 ledomasimies, ka v, =0, tad vp=
= w x AP jebkuram punktam P. Cieta
kermena punktu atrumi momenta ¢ ta tad
ir tadi paSi ka rotacija ap kadu asi caur
punktu O ar rotacijas vektoru w. Sai gadi-
juma saka, ka dota kustiba apskatitaja
momentd ir tangentiala kadai rotdcijar.

Visparigaja gadijuma, kad w =+ 0,
v, =0, k3 to rada (14.) formula, cieta
kermena punktu atrumu sadalijums ir
atkarigs no vektoru sistémas, kuras rezul-
tante ir @ un kuras rezultétdjs moments
pret centru O ir v,. Bet katrai vektoru sistémai, kad zinams, eksisté
centrald ass D ar ipaSibu, ka jebkura S§is ass punkta A vektoru
w un v, virzieni sakrit ar tas virzienu (59. zim.).

59. zim.
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Miisu kustibas gadijuma So asi sauc par momentino kustibas
asi. Punktam A (14.) formula parrakstama $adi:

(16.) Vp=V,+w X AP,

pie kam vektoriem v, un w ir ass D virziens. Bet p&déja formula
rada, ka atrumu sadalijums momenta ¢ ir tads pats ka skriivveidiga
kustiba ap asi D, ar translacijas atrumu v, un rotacijas vektoru w.
So pédéjo kustibu tad ari sauc par apskatitai kustibai tangentialo
skriivveidigo kustibu momenta f.

Uzrakstisim tangentialas skriivveidigas kustibas momentadnas
ass DY) vienddojumus kustigd koordinatu triedra Oxyz. Ja z, y, z
ir ass D punkta A koordinatas, tad vektora v, koordinatas ir

(v_-!)z= £+ 9z —-T1Y
(v, =n+rz—pz,
(Vo). =C+py—gzx.
Talak, lai vektors w (ar koordinatam p, ¢, r) un vektors v,

biitu ar vienu un to pasu virzienu, tad jabiit apmierinatiem S$adiem
vienddojumiem

Et+qgz—ry ntre—ps L+ py—gx

17.
( ). - > ,.

kas ir momentanas kustibas ass vienadojumi triedra Oxyz.

Ja Xy, Y,, Zoun X, Y, Z ir attiecigi punkta O un A koordinatas
nekustigd triedra QXYZ un P, Q, R rotacijas vektora w koordi-
nitas $ai triedrd, tad momentanas kustibas ass vienadojumi ir $adi:

dX, a¥,

S04 QU—Z)—R(Y—Yy) Z°+ R(X—X))—P(Z—Z,)
(18.) P = Q
ot P(T—Y)—Q(X—X,)
= R -

1) &is ass eksistenci pirmo reizi uzradijis 1763. g. Moci (G. Mozzi,
1730.—1813. g.) darba Discorso matematico sopra il rotamento momentaneo det
corpt, Napoli. No jauna to ir atradis Ko3i darba Sur les mouvements que peut
prendre un systéme invariable, Exercises de math., 2, 1827, Oeuvres (2), t. 7.
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Apziméjot (17.) un (18.) sistémas attiecibu kop€jo vertibu ar X,
dabiijam, ka
dX, p 4o
_p€+gn+r§_Pdt+th A e
"“ps-_I_qz_'_,.z = P+ Q* + R? il

Bet (17.) sistémas vienddojumi rada, ka v,=Kw, t. i. K ir
tangentialas skriivveidigas kustibas parametrs. Lielumi K un w
ka laika t funkcijas raksturo tangentidlo skriivveidigo kustibu.

Ja v, =0, tad tangentidla kustiba reducéjas par rotaciju.
Tiesam, lai v, biitu vienads ar nulli, tad K jabat vienadam ar nulli,
vai, kas ir tas pats, jabiit apmierinatai vienlidzibai,

PE+G"’?+PC=0v

kas izteic vektoru v, un w perpendikularitati.

Apskatisim jautajumu, vai cietam kermenim var biit punkti,
kuru atrumi dotaja momenta ir vienadi ar nulli.

Ja K#0, w0, tad v, = Kw un tas neviend punkta ne-
kad nevar biit nulle. -

Ja K =0, w=0, tad tangentiala skriivveidiga kustiba redu-
cgjas par rotaciju ap asi D, kuras punkti ir vienigie kermena punkti,
kuru atrumi ir nulle,

Ja =0, v,=+0, tad tangentiala kustiba reducéjas par

translaciju un kermenim nav punktu, kuru atrumi biitu vienadi ar
nulli.

Beidzot, ja w =0, v, =0, tad kermenis ir miera stavokli
ur jebkura ta punkta atrums ir nulle.

Sie- pétijumi rada, ka kermepa punktu atrumu distribiicija do-
taja momenta ir pilnigi noteikta, ja Sai momenta ir dots kads centra-
las ass D punkts A, vektors @ un konstante K.

Misu lidzSin€jo kustibas pétijumu raksturs ir infinitezimalas
dabas, jotie aprobeZojas tikai ar kustibas norisi dotaja momenta 1.
Veélak pétisim kustibas integralo norisi laika.

100. Cieta kermena kustiba ap nekustigu punktu vai paralléli
dotajai taisnei. Divos specidlos gadijumos kustibas integralais
raksturs ir viegli noteicams. 1° Ja viens cieta kermena punkts ir
nekustigs, tad ta atrums ir nulle un momentana kustibas ass D iet
caur 3o punktu. Momentdna kustiba jebkurd momenta ir rotacija
ap So asi.
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2° Ja viena cietd kermena taisne paliek vienmér pati sey paralléla,
tad, izv@loties Sis taisnes virzienu par Oz-ass virzienu, vektors k ir
dk SR
konstants un— = 0. Bet ta ka

dt
dk

'Eum:%;k,

tad, vai nu w = 0, t.i. kustiba ir transldcija, vai ari w un k ir pa-
ralléli vektori, t. i. momentana ass ir paralléla asij Oz.

101. Padtrindjums cieta kermena vispariga kustiba. — Punkta
P atruma formula cieta kermepa vispariga kustiba bija 3ada:

Vp=1V,+ @ X OP.

Ta ka punkta P padtrinajums ap ir ta atruma vp geometriskais
atvasinajums, tad

d TEE
ap = 804—5(0‘) X OP)

vai B
ap =12y +®x 0P+ w X d((i)tp
Bet ta ka ks
doOP d —— ——

un péc (14.) formulas

Vp— Vo= w X OP,
tad
ap =289+ @ X OP + w X (w X OP).
Ievérojot savukart, ka
w X (0 X OP) = —w?QP,

kur Q apzimé perpendikula PQ pret vektora w neséjas taisnes
pédas punktu, dabiijam punkta P paatrindjumam formulu

(19.) ap=a,+ ® X OP — QP .
Ja salidzinam So formulu ar paatrinajuma (10.) formulu skriiv-

veidiga kustiba, tad redzam, ka §is formulas atSkiras viena no otras
tikai ar to, ka pédéja formula @ visparigi nav paralléls vektoram w,
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ka tas bija skriivveidiga kustiba. Tadéjadi dotajai kustibai tan-
gentiala skriivveidigd kustiba dod tas atrumus, bet ne tas paatri-
najumus dotaja momenta .

Uzrakstisim vel paatrinajuma a koordinatu izteiksmes kustiga
koordinatu triedra Oxyz. Apzimésim vektoru a, un QP koordina-
tas attiecigi ar 2, u, v un (QP),, (QP),, (QP)., kuras savkart var
izteikt ar vektora w koordindtdm p, ¢, r un OP koordinitam z, y, z
Atliek vél aprékindt @ koordinatas. Péc definicijas

w=pi+qj+rk;

diferencéjot So izteiksmi, dabiijam

dil j

&= pitgi+rkpilygdly &
bet ta ka
di dj ik
d—t—wx i, E—(I)Aj, "&?—-IAJXk,
tad
dj

pdt-l—th—l- dt“wx(pi+qi+rk)=w><tn=0-

un ta tad
w=pi+qj+rk,
t. i. vektora @ koordinatas triedra Oayz ir vektora w Kkoordinatu
p, g, r atvasindjumi péc laika ¢.
Tadejadi punkta P paatrindjuma ap koordinatu izteiksmes
kustiga triedra Oxyz ir Sadas:
@, = A+ ¢z —rFy — o*(QP),,
y =+ r:c —1':'az — w?(QP),,
a;, =v_+ Py_qx_mz(gp)z'
Ja vektora w virzienu izvélas par koordinatu triedra Oz-asi, tad

P02 R
(QP)_.,=.’L‘, (Q‘D)y:y: (Qp)z:or
un ta tad
‘a;,:)t—i—q';—iy—mza:,
@y = +rex—pr—ay,
la: = v + py-—gzx.

(20.)
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Vél apskatisim jautajumu, vai momenta ¢ eksisté punkti, kuru
paatrinajums ir vienads ar nulli. Lai uz So jautdjumu varétu at-
bildét pozitivi, jabiit apmierindtiem trim vienadojumiem

(21.) a,=ay,=@a:=0.

NepiecieSamais un pietiekamais noteikums, lai $ai sistémai biitu
viens atrisindjums, ir, ka determinants

gl o q y
A=i b —eb —p = —atr @)
g P 0’

nedrikst biit vienads ar nulli. Un ta ka visparigaja gadijuma =0,
p+0, g0, tad A0, un sistémai eksisté viens atrisinajums.
Ja A=0 un w=0, tad jabiit p= ¢= 0. (20.) sistémas
vienadojumos tada gadijuma jaievieto p = ¢ =20, un ja v==0, tad
sistéma ir neatrisinama, citiem vardiem sakot, kermenim nav neviena
punkta ar paatrindjumu nulle. Ja v= 0, tad, ievérojot, ka divu
pirmo (20.) sistémas vienadojumu determinants o* 4 &2 =0, visiem
punktiem, kas atrodas uz kadas taisnes, kura ir paralléla asij Oz,
paatrinajumi ir vienadi ar nulli.
Ja =0 un &0, tad A =0 un sistéma reducéjas vienkar-
§aka forma:
A+ 4-' —rz=20 ’
® =+ rr — ﬁz =0,
v+ py—gr=0.

Ta ir. neatrisindma, ja pr + gu +r~v=0. Ta ir nenoteikta, ja
Pr+gu +r~v=0. Sai gadijuma sistéma reducéjas par diviem
pirmajiem vienadojumiem, un ja, piem., r==0, tad eksisté viena
taisne, kura ir reprezentéta ar Siem vienddojumiem un kuras visiem
punktiem dotaja momentd padtrinajumi ir vienadi ar nulli.

Ja « =0, &=0, tad visiem sistémas punktiem paatrina-
jums ir ag.

19. §. Eulera lepki.

102. Eulera lenku definicija. Ka redzéjam, lai defin€tu
cieta kermena poziciju kada nekustiga koordinatu triedra QXYZ,
pietiek definét kdda ar kermeni nekustigi saistita koordinatu triedra
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QOzyz poziciju pret So triedru. Triedrs Oxyz ir noteikts ar seliem
parametriem: tris parametri definé td sakuma punkta O poziciju,
bet paSa triedra poziciju Sai punkta noteic tris savstarpéji perpen-
dikulari vienibas vektori i, j, k vai, kas ir tas pats, 3o vienibas
vektoru neséju taiSnpu Oz, Oy, Oz devinpi virzienu kosini «;; (,j =1,
2, 3), starp kuriem neatkarigi ir tikai tris.

Par Siem trim neatkarigiem parametriem var izvéléties piemérotus
tris no devipiem virzienu kosiniem, pargjie virzienu kosini tad ir 3o
tris kosinu funkcijas. Lietderigaki izradas par Siem tris neatkarigiem
parametriem izvéléties tris direkti no zim€juma nolasamus lielu-
mus, ta saucamos FEulera lenkus").

Apskatisim divus pozitivi
orientétus koordinatu triedrus
OXYZ un Ozyz ar Kopéjo sa-
kuma punktu O un izslégsim
gadijumu, kad OZ-ass sakrit
ar Oz-asi (60. zim.). Tada
gadijuma XOY-plakne krus-
tojas ar xzOy-plakni pa taisni,
kas ir perpendikulara ka pret
0Z-asi, ta ari pret Oz-asi, )
citiem vardiem sakot, ta ir X M
- perpendikulara pret plakni, 60. zim.
kas vilkta caur abam asim —

OZ un Oz. Pozitivo vérsumu

uz Sis taisnes OM, kuru sauc par mezglu liniju, izvélamies tadéjadi,
lai triedrs OMZz biitu pozitivi orientéts. Lenki & starp asim OZ un
Oz, robeZzas starp 0 un =, sauc par natacijas lepki. Mezglu linijas
OM andomaliju ¢ = <= XOM, kura tiek uzskatita par pozitivu vér-
suma, kas atbilst pozitivai rotacijai ap OZ-asi, sauc par precesijas
lenki. Lenkis ¢ ka otrs lielums definé Oz-ass poziciju triedra OXYZ.
Pé&c Sadas Oz-ass pozicijas definicijas, triedra Ozyz vienigi iespéjama
kustiba ir rotdcija ap Oz-asi. Si rotacija ir noteikta, zinot Oax-ass
anomaliju pret mezglu liniju OM; lenki ¢ = 2 MOx, uzskatot
to par pozitivu, ja rotacijas veérsums ap Oz-asi ir pozitivs, sauc par
rotacijas lepki. Lenpki ¢ un ¢ abi mainas robeZas starp 0 un 2=,
pirmo robeZu ieskaitot. Tris lepkus 9, ¢, ¢, kas definé triedra
Ozxyz poziciju triedra OXYZ, sauc par FEulera lenkiem.

f) L. Euler, Novi Comment. Petrop., vol. 20, 1776.
10
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Viegli parliecinaties, ka ari otradi, ja doti ir tris lepki 9, ¢, 9,
kas atrodas robeZas
0<d<m,
02 ¢ <2x,
0<2¢<2m,

tad Sie lepki viennozimigi noteic triedra Oxyz poziciju pret triedru
OXYZ. TieSam, precesijas lepkis ¢ noteic XOY plakné mezglu
linijas OM poziciju; pedéjai perpendikulara plakné caur punktu
O atrodas orientéta Oz-ass, kura ar OZ-asi veido niitacijas lepki ¥,
uzskatot to par pozitivu rotdcijas pozitiva vérsuma ap mezglu liniju
OM. Beidzot caur punktu O perpendikulari Oz-asij vilkta plakné
atrodas Oz-ass, kas noteikta ar savu andmaliju ¢ pret mezglu liniju
OM un kas jauzskata par pozitivu, ja rotacijas vérsums ap Oz-asi
ir pozitivs. Triedra Ozyz ass Oy péc tam noteicama ta, lai Sis triedrs
- biitu pozitivi orientéts. ;

Tadéjadi redzam, ka tris Eulera lepki ka tris neatkarigi para-
metri pilnigi noteic triedra Ozyz poziciju pret triedru 0XYZ. ‘*

Gadijuma, kad XOY| un 20y plaknes sakrit, niitacijas lenkis
% ir 0 vai = un mezglu linija OM ir nenoteikta, tapat ari lepki ¢ un @
ir nenoteikti, bet noteikta ir to summa ¢ + ¢ = 2 XOz. Si ané-
malija noteic plaknes zOZ poziciju pret plakni XO0Z, ar ko triedra
Ozyz pozicija pret triedru OXYZ ir determinéta. Visparigi 9, ¢, o
ir laika t¢ funkcijas. :

103. Vienibas vektoru i, j, k koordindtu izteiksmes ar Eulera
lenkiem. — Izteiksim tagad vienibas vektoru i, j, k devipas
koordinatas — triedra Ozyz asu virzienu kosinus oy — ar Eulera
lenkiem. Sai noliikd atzimésim, ka triedru Oxyz, kura poziciju
definé Eulera lepki 9, ¢, ¢, var iegiit no triedra OXYZ, izdarot
péc kartas 3adas tris pozitivas rotacijas ap attiecigajam asim: 1° rota.
ciju ap asi OZ par lepki ¢, dabiijot triedru OX,Y,Z, kura OX-ass
sakrit ar mezglu liniju OM ; 2° rotaciju ap asi OX,=O0M par lepki
¥, dabiijot triedru OX,y,z, kura Oy,-ass atrodas ZOz plakné un
veido lenki & ar OY,-asi; 3° rotaciju ap Ozasi par lenki ¢, lidz
kamér OX,=0M sakrit ar Oz-asi un Oy, ar Oy-asi. So triju rotaciju
analitiskie vienddojumi ir $adi:

X =X,cos¢—Y,;sin¢,
(22.) | Y =X,sind + ¥, cos¢,
Z=1Z: ;
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X, = X35
€23.) Y,=y,c0s9 —zsin$,
Z=y;sin® + zcos9;

X, =2z cosp —ysing,
(24.) Y, = xsing + ycosgp,
==k}

Eliminéjot no pédéjiem vienadojumiem X,, Y,, y,, dabiijam
a;; Sadas izteiksmes ar lepkiem %, ¢, ¢ :

oy, = COSp cosYy — sing siny cosd ,
dyy = COSp Sing + sing cosy cos ,
oq, = Sing sind , '

o5 = —SiNg cosY — cosg sing cosd ,
oss = —Sing sing -+ cosgp cosy cosd ,
®ge = COS® Sind,

o3 = Siny sind ,

Aoy = —COSY Sind ,

o3y = COSY .

104. Asu Oz, OZ un mezglu linijas OM vienibas vektoru koor-
dinatas kustigd un nekustigd triedra. — Apzimésim Oz un OZ-ass
vienibas vektorus attiecigi ar k un K, bet mezglu linijas OM vienibas
vektoru ar m un izteiksim So vektoru koordinatas abos triedros ar
Eulera lepkiem #®, ¢, @. Nekustigd triedra OXYZ vektoru k un K

koordinatas ir attiecigi

iz s Sas,; Oay U 0,0, L.

Vektora m koordinatas dabiijamas no (22.) sistémas vienadojumiem,
ievietojot tanis X, =1, ¥, =Z = 0, un ta tad ta koordinatas ir

cosy , sing, 0.
Kustigd triedra Ozyz vektoru k un K koordinatas ir attiecigi
0,,0, 1' un oz, otse, Otss.

Vektora m gala punkta koordinatas triedra OX,y;z ir X,=I,
y,=2z=20, un ta tad paSa vektora koordinatas dabujam no (24.)
sistémas vienadojumiem, ievietojot tanis minétas koordinatu
vértibas: :

cosp , — sing, 0.
10%
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105. Reotacijas vektora w koordinatas kustigd un nekustiga
koordindtu triedrda. — Uzrakstisim vél cieta kermepa momentana
rotdcijas vektora w koordindtas abos triedros. Sai noliikd apskati-
sim divas cieta kermena pozicijas, kas ir noteiktas ar Eulera lenkiem
9, 4,9 un 9% 44d%, ¢+ dY, ¢+ dp. Ka agrak redzéjam,
pieaugums d¥ atbilst elementarai rotacijai ap mezglu liniju OM par
lepki d9, tapat dy un de atbilst attiecigdm elementdram rotacijam
ap asim OZ un Oz. Momentdana rotacijas vektora w koordinatas
asu OM, OZ, Oz virzienos ta tad ir 9, ¢, ¢ un

w = 9%m + K + ¢k.

Ja vektora w koordinatas triedros Ozyz un OXYZ apziméjam °
attiecigi ar p, ¢, r un P, Q, R, tad 5o koordinatu izteiksmes ir Sadas:

p=9%cosp + ¢ agy,
q=——9sin<p—f—t£)m32,
T ‘b%s*FCf’s
P = 9cosy + & ayg,

Q = 9sing + ¢ agg,
= q':aaaa—i~v.[;.

Aizstajot peédéjas formulds virzienu Kkosinu oy, ogs, o g3,
o5, ooy iZteiksmes ar Eulera lenkiem, dabiijam, ka

p = % cose + { sing sin® ,

qg=— 9 sing -+ q; cose sind ,

r= ¢ cosd +9,

P = 9 cosy + ¢ siny sin$,

Q = 9 siny — ¢ cosy sin$,

R= ¢ cosd +§.
106. Uzdevumi.

1. Sadalit rotaciju w ap kddu asi r tris rotacijas w,, w,, w,
ar_vienadiem vérsumiem ap trim asim r,, ry, 7y, Kas ir parallélas
asij r.

2. Pieradit, ka cieta kermepa kustibd punktu, kuru atrumi
dotaja momenta ir sava starpa vienadi, §eometriska vieta ir rinka
cilindrs, kupa ass sakrit ar momentanas kustibas asi.
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IV NODALA.

KUSTIBU KOMPOZICIJA UN CIETA KERMENA
KUSTIBA.

20. §. Kustibu kompozicija.

107. Definicijas. — Dota ir invariabla punktu sistéma S§,,
kuru iedomajamies par nekustigu. Bez tam ir dota invariabla
punktu sistéma &, , kas atrodas kustiba pret sistému S§,, un vél kada
cita invariabla sistéma §,, kas atrodas kustiba pret S,.

Visparigi tad sistéma S, atrodas kustiba pret sistému S, un
probléma, kas rodas, ir $ada: dota ir sistémas S, kustiba pret S,
un §, kustiba pret S,, janoteic S, kustiba pret §,.

SI

Lai saisinatu rakstibu, turpmak apzimésim ar ( g

) sistémas S’

kustibu pret sistému S, ja S un 8’ ir dotas sist€mas.

Kustibu (%) sauc par relativo  kustibu;
1

S

iy (——1) W o pArReSdmaz V) 3
So
53 5

8 (3‘-;) 2 » absoliito it

Ja P ir sistémas S, punkts, tad ta atrumu kustiba (g—:) sauc
par parne$anas atrumu, ko apzimé ar v, Apskatot sistémas S,
punktu, kas momenta ¢ sakrit ar punktu P, ta atrumu kustiba (g——f)
sauc par relativo atrumu, ko apzimé ar v,. Beidzot ta paSa punkta

atrumu kustiba (%) sauc par absolito atrumu, apziméjot to ar v,.
0

Analogi definéjam punkta P relativo, parneSanas un absoliito
paatrindjumu a,, a,, a,. Kustibu kompozicijas (salikSanas) uzde-
vums ir noteikt sakaribu starp Siem atrumiem, ka ari paatrinaju-
miem dotaja momenta.

108. Atrumu kompozicija. — Apziméim ar P kadu sistémas
S, punktu, kura koordinatas kustiga triedrda Ozyz, kas ir saistits ar
sistému 8,, ir z, y, z. Triedrs Oxyz ir definéts pret nekustigo triedru
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QXYZ, kas saistits ar nekustigo punktu sistému S,, ar vektoru QO,
kur$ defin€ ta sakuma punkta O poziciju, un vektoriem i, j, k,
kuri definé ta poziciju punkta 0. Tadg|

(1.) @=m+xi+y1+zk,

kur z, y, z ir laika ¢ funkcijas. Diferencéjot So vektoridlo formulu
péc laika ¢, dabiijam punkta P absolitda atruma v, izteiksmi:

(2.) v-—[O-’r-a: +y + dt] [xi+yj+zkl

Pirmas iekavas raksturo ta sistémas §, punkta atrumu nekustiga
koordinatu triedra QXYZ , kas dotaja momenta sakrit ar punktu
P; citiem vardiem sakot, pirmas iekavas raksturo punkta P parne-
Sanas atrumu v, Otras iekavas definé vektoru, kura koordinatas
triedra Ozyz ir &, §, 2, t. i. tds definé punkta P relativo atrumu v, .
Un ta tad no (2.) formulas izriet, ka

(3.) Vag=Vp + V¥,

t. i. jebkurd momenta punkta absoliitais atrums ir viendads ar ta relativa
un parnesanas atruma geometrisko summu.

Ja (2.) vektorialo formulu, ievérojot Puasona formulas (97 nodal.),
parraksta forma

") V,=0+ @ x OP +di+yj+ ik

un projicé pédéjo uz kustiga triedra Ozyz asim, apziméjot pie tam
vektoru O un w koordinatas attiecigi ar £, v, £ un p, ¢, r, tad
dabiijam vektora v, koordinatam Sadas izteiksmes:

Vo =E+@g—ry + %,
(2”') Vay=7]+"$_P-z+ g’
az=C+py—qx+ z

109. Paatrindjumu kompozicija. Diferencéjot (2.) formulu

vélreiz péc laika ¢, dablijam punkta P absoliitam paatrindjumam
§adu izteiksmi:

@) an=[0+T+vT+: 00|+

ta|a By g8y 2] a4+ a].



20. §. Kustibu kompozicija. 151

Pirmas iekavas 3ai izteiksmé reprezenté punkta P parnefanas
paatrindjumu @&, kamér tresas iekavas nav nekas cits ka punkta P
relativais padtrindjums a,. _

Meklésim vél otru iekavu méchanisko nozimi. Atsaucoties
uz Puasona formulam, S8is iekavas, kuras. apzimésim ar a,, var
parrakstit forma

ol 8, = w X (¢i + gj + k),
vai ari ,
(5.) a,=wXxV,.

Vektoru a,, kas ir atkarigs k@ no relativas, ta ari no parnesa-

nas kustibas, sauc par punkta P komplémentaro jeb ari Koriolisal)
paatrindjumu. (4.) formulu ta tad var parrakstit forma

®) a,—a,+2,+a,

no kurienes dabiijam S5adu Koriolisa tedrému: punkta absoliitais
padtrindjums jebkurd momenta ir vienads ar punkta relativa, parneSa-
nas un divkaria komplémentara padtrinajuma peometrisko summu.
(5.) formula rada, ka a,=0: 1° ja @w=0, t. i ja mo-
mentdnd parneSanas kustiba ir translacija, 2° ja v,=0, t. i
relativais atrums ir nulle, un 3° ja w un v, ir paralléli vektori.

110. Atrumu un padtrindjumu kompozicijas secindjumi. —
1° Divu at$kirigu punktu P un P’ relativais atrums dotajé momenta. —
Par punkta P relativo atrumu pret punktu P’ dotaja momenta sauc
punktu P un P’ atrumu $ai momenta feometriskas diferences kom-
ponentu pa taisni PP’ , lai kdda triedra So punktu atrumi biitu apre-
kinati. Parliecinasimies vispirms par divu punktu relativa atruma
neatkaribu no koordinatu triedra izvéles. Sai nolika apskatisim
divus kustibas references triedrus, no kuriem viens ir nekustigs, bet
otrs kustigs, un apzimésim ar C un €’ divus kustiga triedra punktus,
kas apskatitaja momenta sakrit attiecigi ar punktiem P un P’.

Apziméjot dotaja momenta ar v, un v', punktu P un P’ abso-
liitos atrumus, ar v, un v’, to relativos @trumus un ar v, un v, punktu
C un C’ absoliitos atrumus, kas nav nekas cits kd punktu P un P’
parnesanas atrumi, péc atrumu kompozicijas tedrémas dabiijam, ka

Vo=V, 4 Vo, V=N + V..
Un ta tad
(7.) Vo — V=V, —V, 4+ V,— V.

) G.G.Coriolis (1792.—1843. g.). Zemik minéta tedréma atrodama
darba, kas iespiests Journal de I’Ecole polytechnique, 1836.
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Projicéjot S0 vienlidzibu uz PP’ resp. reizinot to skilari ar PP’
un atceroties, ka cieta kermena divu punktu C un ¢’ atrumu geomet-
riskas diferences v, — v', projekcija uz taisnes CC’ resp. PP’ ir
nulle (91. nodal.), dabiijam, ka

(8.) (Vs — V'p) . PP = (v, — V') . PP,

ar ko punktu P un P’ relativa atruma neatkariba no koordinatu
triedra ir pieradita.

2° Dieu kada momentda sakritoSu punktu P un P’ relativais
atrums Sai momentd.— Ja punkti P un P’ apskatitaja momentd sa-
krit, tad virziens PP’ ir nenoteikts. Sai gadijuma ar punkta P
relativo atrumu pret punktu P’ saprot vienkarSi So punktu atrumu
diferenci, lai kada triedra tie biitu aprékinati. Bet ievérojot, ka
tagad ari punkti € un €’ sakrit, dabiijjam vienlidzibu v,= v’,,
un tapéc (7.) vienlidziba reducéjas par vienlidzibu

r

(9) va_"v'u:vr_vr!

ko ari vajadzéja pieradit. Tad&jadi redzam, ka divu punktu rela-
tivais atrums ir neatkarigs no references triedra izvéles.

3° Divu kadad momenta sakritosu punktu P, P', kuru relativie
atrumi ir nulle, relativais paatrindjums $ai momenta. — Ja kada mo-
menta punkti P un P’ sakrit, tad $ai momenta sakrit ne tikai punkti
C un C’, bet ari v, = v’,. Tapéc, apziméjot momenta ¢ punktu
P un P’ absoliitos paatrindjumus ar a, un a’,, relativos paatrinaju-
mus ar a, un a’,, péc paatrindjumu kompozicijas likuma,

B, =8, 4 2(0 X V) 48
A=, 4 2(0 X V)1 A,

no kurienes reldcija
a,—a',—a —a,.

Si relacija izsaka 3adu tedrému: Divu kadd momentd sakritosu
punktu, kuru relativie atrumi $ai momenta ir vienadi ar nulli, rela-
tivais padatrindajums tai pa$a momenta ir neatkarigs no koordindtu triedra
izvéles, pie kam ar punkta P reldtivo paatrindjumu pret punktu 2’
dotaja momenta saprotot punktu P un P’ paatrinajumu Sai momenta
geometrisko diferenci, lai kddd triedra abi Sie paatrinajumi biitu
aprekinati.
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4° Kustibu kompozicijas specialais gadijums: kustigais ker-
menis kada galiga latka intervalla atrodas translacijas kustiba. — Ja
kustigais kermenis kada galiga laika intervalla atrodas translacijas
kustiba (w = 0), tad visiem td punktiem jebkura momenta apska-
titaja intervalla ir viens un tas pats dtrums v un paatrindjums a.
Tapéc atrumu un paatrinajumu kompozicijas formulas 3ai gadijuma
reducéjas par formulam
Ny=V.+ Vv,
a,=a'ta,

kur v un a apzimé, piem., triedra T, kas saistits ar kustigo kermeni,
sakuma punkta atrumu un paatrinajumu momenta t nekustiga
triedra T,. :

Ja translacijas kustiba ir vienmériga taisnlinijas translacija,
tad paatrinajums a =0, un pédéja formula ieghst vienkar3aku
formu

8, =4,

citiem vardiem sakot, abos triedros padtrinajums ir viens un tas
pats. Speciala gadijuma, ja tas ir nulle kddam punktam P triedra
T, tad tas ir nulle tam pasam punktam ari triedra T,.

Otradi, ja ikviens punkts, kas atrodas vienmérigas taisnlinijas
translacijas kustiba pret T, atrodas vienmérigas taisnlinijas transla-
cijas kustiba ari pret T,, tad ari triedri T un T, atrodas viens pret
otru vienmeériga taisnlinijas translacija.

TieSam, ta ka 3ai gadijuma a,=0 un a, =0, tad péc Ko-
riolisa tedrémas jabiit apmierinatai sakaribai

a,+ 2w xv)=0,

lai kads biitu atrums v, un laiks 2.

ledomajoties $ai sakariba v, vienadu ar nulli, redzam, ka ari
a, jabat vienadam ar nulli. So hipotezi atmetot, @ x v, un a,
jabut vienadiem ar nulli, lai kads bitu v, un ¢. Bet tasiriesp€jams
tikai tad, ja w =0 un ari a, = 0, lai kads biitu ¢. Ar to apgal-
vojums ir pieradits.

Apvienojot direkto un reciproko apgalvojumu, dabiijam
teorému: NepiecieSamais un pietiekamais notetkums, lai divi triedri
T un T, atrastes viens pret otru vienmérigas taisnlinijas translicijas
kustiba, ir, ka ikviens punkts, kas atrodas vienmérigas taisnlinijas
transldcijas kustiba pret vienu no tiem, atrodas vienmérigas taisnlinijas
translacijas kustib@ ari pret otru.
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111, Biira formulas. — Lai uzrakstitu punkta P absolita
paatrindjuma a, koordindtu izteiksmes kustigd triedra Ozxyz, ir
japrojicé (6.) formula uz §i triedra asim. Bet to pasu varam panakt
tieSa ce]a $adi (61. zim.): ‘

Apzimésim ar O, kddu sistémas

Sy punktu un vilksim caur %o

2, punktu vektoru, kas ir vienads ar v,.

a, Si vektora atvasindjums, vai, kas

ir tas pats, ta gala punkta at-

Va vasindjums, ir punkta P absoliitais

~ padtrinajums a,. Bet ta ka

7 vektora v, gala punkta atruma ko-
ordinatas triedra Ozyz ir neatkari-

41 gas no ta sdkuma punkta, tad vilk-

sim caur punktu O, triedru O,z,y,z,,
61. zim. kura asis ir parallélas triedra Ozyz
attiecigajam asim.

Sai triedrd caur punktu O, vilkta vektora, kas ir vienads ar v,,
gala punkta koordinatas ir ¢,,, ¢y, Vg -

Bet ta ka §i triedra sakuma punkts O, ir nekustigs un rotacijas
vektors w $ai triedra ir tads pats ka triedra Oxyz, tad vektora a,
koordinatas kustiga triedrd Oxyz, ievérojot (2"'.) sistémas formulas,
ir §adas:

de

aaz:_dtﬂ'}' GVaz—T Vay»
dy
(10') : Uy = _d;ﬂ & IF'Yaz — P Yaz »
dy
aag:TM"f"P"ay“"an;-

Sis formulas sauc par Biira®) formulam. levietojot tanis ¢,,,
Vayr Vs vietd to izteiksmes no (2”.) sist€émas, dabiijam punkta P
absoliitam paatrindjumam a, triedra Oxyz Sadas koordinatas:

Ge=%+2(i—r) +is—ry— @+ + M+
+(pz+gy+ra)p+ &+ gl—m,

Gy =Y+ 2(r2—pi)+ re—pz—(p*+ ¢ +rd)y -+
+(pz + qy +ra)g + 0+ rg—pg,

Qs =2+ 2(py—qd) + Py —gz—(P*+ @+ 1)z +
+ (pr + gy +rz)r + L+ pn—g5.

1) E.Bour (1832.—1866. g.), Mémoire sur les mouvements relatifs, Journal
de math. pures et appl., (2), vol. 8, 1863.
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Specialie gadijumi: 1° ledomdsimies, ka Kustigais triedrs
Oxyz roté ap td sikuma punktu O, kas ir nekustigs. Sai gadijuma

E=g=C0=0,  E=a=1=0:

2° Jedomasimies, ka kustigd triedra rotacija ap nekustigo
punktu O ir vienmériga. Ja Oz-asi izvélas par rotacijas asi, tad
vektora w=const. un @ = 0 koordinatas ir

'p=¢=0, r=o0, p=¢g=r=0,

un (2.”) un (10.) sistémas formulas reducéjas par $adam formulam:

Vor = & — Y, y, = & — 2 0 — 0’1,
Voy = 1§ + O, Gy =9+ 2 08— oy,
valzz.! aa==£.

112. Vairdku kustibu salik8ana. — ledomasimies, ka ir dota
nekustigd invariabla sisttma S, un n sistémas S§,, §,, ..., §,,

kas atrodas kustiba pret §,. Kustibas (‘&) 5 (‘—S'-?) . (§§), oiny
So/” 8,17 A8,
S, d e VIR
5 *1), kuras iedomajamies par zinamam, sauc par komponeniu

kusttham ; mekléto kustibu (gl') sauc par doto kustibu rezultétdju
" 0

kustibu.

Apzimésim ar P punktu, kas momentd ¢ sakrit ar sistémas S,
kadu punktu, un §i punkta atrumu sistémas §; kustiba pret sistému
8; ar v;;. Uzdevums ir atrast v,,.

Péc (3.) formulas saskaitot ik divas kustibas (parneSanas un
relativo), dabiijam, ka

Voo = Vo 1 Va1
Va0 = Vao 1+ Vaa,

Saskaitot §is vienlidzibas, dabiijam rezultétajas kustibas atru-
mam izteiksmi

(11.) Vao =Vio + Va1 + Vaa + - -+ + Vg n1,
kas ir divu kustibu atrumu saskaitiSanas likuma visparindjums.

Japiezimé, ka paatrinajumam 3ads vienkarSs visparindajums, komplé-
mentara paatrinajuma de], neeksisté.
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Pieradisim, ka vairaku cieta kermena kustibu rezultétaja kustiba
ir atkal cieta kermena kustiba. Lai par to parliecinatos, dotas
kustibas varam iedomaties aizstatas ar kadas invaridblas punktu
sistémas kustibu, kas momenta ¢ sakrit péc kartas ar sistémam
Sps Spqys -+v 83, 8;, no kurdm ikviena atrodas kustiba pret
tai sekojoSo. Ja izvélas 3is invariablas punktu sistémas jebkurus
divus punktus P’ un P un apzimé to dtrumus momenta ¢ kusti-

o 5 S S e :
bis (S—ol), S_:) Az (S::-l) attiecigi ari v’y v triligiamnigt. i
Vi n-ar V' n-1, tad S0 diva punktu atrumi rezultétdja kustiba
momenta ¢, ka to rada (11.) formula, ir

Vit Vad coe T Vg uog N Vi ¥ig - oo 4+ Vi oy
Ta ka péc definicijas cieta kermenpa kustibas (-‘g—l) : (%) &
o 1

punktu P un” P atrumu Vg an ovi JOwint untieiGy ) Ll ipro-
jekciju uz P'P" algebriskas vértibas ir vienadas, tad ari So divu punktu
rezultétajas kustibas atrumu projekciju uz P'P" algebriskds vérti-
bas ir vienadas. Bet ta ka §i ipaSiba piemit jebkuriem diviem cieta
kermena punktiem un ta savkart raksturo cieta kermenpa kustibu,
tad no ta varam secinat, ka doto kustibu rezultétaja kustiba ari
ir cieta kermena kustiba.

21. §. Kustibu kompozicijas lietosana.

113. Punkta dtruma un padtrindjuma komponentu atrafana. —
1°  Dekarta koordinatas. — Apzimésim ar P kadu pret triedru OXYZ
(62. zim.) kustigu punktu un apskatisim punkta 0, (0, Y, Z) triedru
0,X,Y,Z,, kura asis ir parallélas dota triedra OXYZ attiecigajam
asim, un punktd O, (0, 0, Z) triedru O,X,Y,Z,, kas tapat ka pir-
mais ir paralléls dotajam triedram OXYZ. Ja v, apzimé punkta P
atrumu triedrda 0,X,Y.Z,, tad v, ir triedra 0,X,Y,Z, parneSanas
dtrums pret triedru 0,X,Y,Z, un vy, ir triedra 0,X,Y,Z, parneSanas
dtrums pret triedru OXYZ. Tadeéjadi punkta P atrums v triedra
OXYZ péc atrumu kompozicijas tedrémas ir 3ads:

V="V;+ Vg + Vyo-

Bet triedrda OXYZ vektora v, koordinitas ir X, 0, 0;
” Vo1 ” A0, Y! 0;
5 Vag 2 » 0, 0, Z; un ta tad

S,

2 v 1 1 ‘l Y’ t
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2° Polaras koordinatas. — Uzrakstisim punkta P atruma v un
paatrindjuma a koordindtas poldrds koordinatas plakné (63. zim.).

Z=7. 2
A
0, 0,
- =N

PX

x, O :
¥

X
62. zim. 63. zim.

Punkta P absoliito kustibu var iedomaties saliktu no punkta
P reldtivas kustibas pa Ou-asi un ta parneSanas kustibas — Oue rota-
cijas ap punktu O ar lepkisko atrumu ¢. Projicéjot sakaribu .

Vo=V, + v,
uz asim Ou un Ov, dabiijam v, koordinatas:

. B -
pa Ou asi... 0 r r
pa Ov asi... 9 O re.

Punkta P absoliita paatrindjuma
a, —a, | 2a, | a, koordinatu atraSanai
pa asim Ou un Ov aprékinasim vispirms
ta komplémentdra paatrinajuma a, =
w X v, koordinatas pa §im asim (64.
zim.). Ja $%ai noliika nosprauz pa
direkta ortogonala triedra OueZ asi OZ
vektoru w, kura algebriskd vértiba
w= ¢, tad §1 vektora un v, koordi-

natas Sai triedra ir: 64, zim.
w vV, a,
pa Ou asi... 0 Pl A
pa O¢ asi... 0 0 re
pa OZ asi... ¢ 0 0,

un ta tad a, koordinatas ir dotas ar pédéjo kolonnu.
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Uzrakstot a, un a, koordinatas, dabiijam punkta P absolitam
paatrinajumam a, $adas koordindtu izteiksmes:

‘ a, 2a, a, a,
paQOuasi...—r¢g* 0 FoF—r¢t
paOvasi... rg 2rg 0 re+2rp,

kas saskan ar agrako rezultatu.

114, Reciprokas kustibas. — Ja ir dotas divas invaridblas
punktu sistémas §, un S,, kas atrodas kustiba viena pret otru, tad
kustibas (g—-“) un (‘21) sauc par reciprokam kustibam.

: | SE

Apzimésim punkta 4 dtrumu momenta ¢, uzskatot 4 ka pie-

derigu sistémai §,, ar v,,, bet sistémai S§,, ar v,,. Sistémas S,

Y
kustibu pret sevi pasu var iedomaties saliktu no kustibim(sé)
2

un (g—’), un ta ka §; ir miera stavokli pret sevi paSu, tad jebkura
1

ta punkta atrums pret §, ir nulle. Ta tad atrumu kompozicijas teo-
réma rada, ka

Vis + Vg =0
vai

Y=V

Ja ar P apzim€jam kadu citu punktu un ar w,, sistémas S,
rotacijas vektoru pret §;, bet ar w,, sistémas §; rotacijas vektoru
- pret §,, tad punkta P atrumi apskatitajas divas kustibas ir doti ar
formulam

VP = vy + @y X sz

V‘Pm = V‘Ala + w, X AP
Bet ta ka

VP = —vFy,, Vot = —Vyf,

tad .

Wy X AP = —wy, X AP
vai, kas ir tas pats,

(wy; + W) X AP =0.

Ta ka So sakaribu jaapmierina jebkuram punktam P, tad no
ta izriet, ka
Wy + w,p =0,

citiem vardiem sakot, abu reciproko kustibu momentanas asis sakrit.
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Ja A ir kads Sis ass punkts, tad kustibas (‘;—:) elementi v4,, un w,,

7 shatieaic 1) P S ]
ir pretéji pec zimes kustibas (S—I) elementiem v4;, un w,,.
2 5

115. Mainiga vektora atvasindjums kustigd koordindtu triedra.
— Ja vektora v(t) koordinatas nekustiga triedra QXYZ un kada
cita triedra Oxyz ir attiecigi vx, vy, vz unv,, ¢,, ¢., tad ar 6. nodal.
lietotajiem apziméjumiem 3is koordinatas ir saistitas ar $adam
sakaribam:

Vx = GV + Bya¥, + Aye0.,
(12) Vy = dpVy + eV, T+ Ugg,,

Vg = Og1¥, + Ogol, T Ogg¥. .

Ja triedrs Oxzyz ir nekustigi saistits ar triedru QXYZ, tad visi
a;;(,j=1,2, 3) ir konstanti, un ta tad ari vektora v atvasinata
vektora koordinatas, ja ar tam saprot vektora v koordinatu attieci-
gaja triedrd atvasindjumus pé&c laika ¢, parejot no viena triedra uz
otru, transforméjas péc (12.) sistémas formulam, aizstdjot tanis ¢y,
vy , Yz Un ¢, , v, , ¢, attiecigi ar ¢x, ¢y, 90, un ¢,, ¢,,¢,. Tade-
jadi abos triedros vektora v atvasindjums ir viens un tas pats. Ja
turpretim triedrs Oxyz ir kustigs pret triedru QXYZ, tad visparigi
vektora v atvasinajums, parejot no viena triedra uz otru, mainas.
Apzimésim vektora v atvasinajumu absoliitd triedra QXYZ ar V,
un kustigd triedra Ozyz ar v. ledomajoties caur punktu O vilktu
kddu treo triedru Oz.y,z,, kura asis ir parallélas triedra QXYZ
attiecigajam asim un ir ar tiem paSiem vérsumiem, redzam, ka, lai
kada biitu punkta O kustiba, vektora v koordinatas triedros QXYZ
un Oz,y,3, ir vienas un tas pasas, un ta tad ari vektora v atvasina-
jumi abos triedros ir identiski, t. i. v, = V,, kur ¥; apzimé vektora
v atvasindjumu triedrda Oz,y,z, .

Ja triedra Ozyz atliek no punkta O vektoru v, tad ta gala punkts
P ir kustigs ka pret triedru Ozy,z,, ta ari pret triedru Ozyz.
Punkta P kustibu pret triedru Oxy,z,, uzskatot to par absoliitu,
var iedomaties saliktu no punkta P relativas kustibas pret triedru
Ozxyz un ta parnesanas kustibas pret triedru Oz,y,3, .

Ta ka punkta P koordinatas triedra Ozy,z, ir vx, vy, vz,
tad v, (¢vx, vy, ¥z) ir punkta P absoliitais atrums; analogi triedra
Ozyz punkta P koordinatas ir ¢,, ¢,, v., un ta tad v(s,, ¢,,¢.)
ir punkta P relativais atrums. Apziméjot ar w triedra Oxyz rota-
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cijas vektoru pret triedru Oux;y,z, resp. QXYZ, punkta P parne-
Sanas atrums v, ir

V,=w XOP=wXV.
Tadejadi, atsaucoties uz atrumu kompozicijas tedrému,
V.=V - exvV.

Vektora v atvasinajumi abos triedros ir identiski, ja w X ¥
ir nulle, t. i. ja 1° v ir paralléls triedra Ozyz rotacijas asij, un
2° @ ir nulle, t. i. triedrs Ozyz atrodas translacijas kustiba pret
triedru QXYZ.

116. Rezultétijas momentdnas kustibas raksturs. — Apska-
tisim nekustigo sistému S, un kustigas sistémas §;, S,,..., 5,
Ar agrakajiem apziméjumiem rezultétajas kustibas jebkura punkta
P atrums ir

Voo = Vo + Vo1 + Vaa + -o. + Vg -
X S1) (S, 8% S e B e
Ja komponentu kustibu |5),|5), ..., raksturi ir zinami,
Sﬂ Sl Sn*l
tad pédéja vektoridla sakariba rada rezultétajas kustibas (%‘)
0
raksturu.

1°  Iedomasimies, ka visas komponentu kustibas dotaja momenta
ir tangentidlas translacijam. Sai gadijumd Vi, Ve, ..., V, .y ir
neatkarigi no punkta P, un tadg] ari v, , ir neatkarigs no apskatita
punkta, citiem vardiem sakot, rezultétaja kustiba ir tangentiala
kadai translacijai.

2° ledomdasimies, ka visas komponentu kustibas dotajd momentd
ir tangentidlas rotdacijam.

Kustibai raksturigie vektori w un v, pret polu O, ka agrak
redzéjam, pilnigi noteic atrumu sadalijumu cieta kermena kustiba,
pie kam vektors w ir no pola O neatkarigs. Tapéc, apziméjot ar w’
un v, kustibai raksturigos vektorus pret polu 0’, dabiijam, ka

w =w,
bet
v0'=v0+0_’0—xm:vo+wx0—0’:

ka to redzéjam 98. nodal. Speciala gadijuma, kad dotd kustiba ir
rotacija ar tai raksturigiem vektoriem =0 un w pret polu O, tas
raksturigie vektori pret polu O’ ir w x 00" un .
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No ta izriet, ka rotacija ap taisni caur punktu O ir ekvivalenta
rotacijai ap dotajai taisnei parallélu taisni caur punktu O' un transla-
cijai T = w X 00", kas ir vektora w ar sikuma punktu O moments
pret centru O (65. zim.). Izlietosim tagad $o rezultdtu.

Apzimésim ar A; Kkustibas (SS‘ )

=1

X momentano rotdcijas asi, ar A; kadu
8is ass punktu un ar w; attiecigo rota-
cijas vektoru un iedomasimies, ka visas
rotdcijas asis neiet caur vienu un to
padu punktu.

Ja izvélas kadu cieta kermena punktu
P, tad rotacija w; ap asi A,; ir ekvivalenta
translacijai ~

V‘ =1 = wi X Aip

un rotacijai w; ap asij A; parallélu asi caur punktu P.

~ Momentana rezultétaja kustiba tadejadi ir salikta no transla-
cijas

n AL 5

un rotécijas

ap taisni caur punktu P. No vektoru tedrijas viedokla ta tad esam
dabiijusi vektoru sistému ar rezultanti w un rezultétaju momentu
v pret centra P.

Tadéjadi redzam, ka vairaku momentdnu rotaciju rezultétija
kustiba visparigi ir skriivveidiga kustiba. Sis skriivveidigds Kkustibas
momentana ass sakrit ar rotacijas vektoru sistémas w;, w,, ..., w,
centralo asi.

Ja vektoru sistéma w,, w,, ..., w, ir ekvivalenta vektoru
parim, tad rezultétaja kustiba ir tangentidla kadai translacijai, kuras
atrums dotaja momenta ir ekvivalents vektoru para asij.

Rezultétaja kustiba ir tangentiala rotacijai, ja vektoru sistéma
w;, Wy, ... w, ir ekvivalenta ar vienu rezultétaju vektoru, kas
ir ievérots gadijumd, kad vektoru sistémas minimalais moments ir

11



162 IV nod. Kustibu kompozicija un cieta kermena kustiba.

nulle, t. i. ja vektoru sistémas rezultétajs moments pret jebkuru
punktu ir perpendikulars rezultantei vai ari atseviSka gadijuma
tas ir nulle.

Sis gadijums ir redlizéts, ja visas rotdcijas asis iet caur vienu
nekustigu punktu O, jo tad jebkuras rotacijas raksturigais vektors
Vi = W; X A0 pret $o punktu ir nulle, un rezultétajas kustibas
raksturigie vektori pret polu O ir

Tl=="N, =00 w=2Xw;.

Tadéjadi vairaku momentanu rotaciju ap asim caur vienu nekustigu
punktu rezultante ir rotacija ap kadu asi caur to pas$u punktu. Sis
rotacijas lepkiskais atrums ir vienads ar komponentu kustibu lep-
kisko atrumu geometrisko summu.

Ja rotacijas asis ir parallélas sava starpa, tad vektoru sistémas
w,, W,, ... w,, algebriskais invariants /=1.w =0, un ta-
dé] ir izslégts gadijums, ka rezultétaja kustiba varétu bit skriiv-
veidiga. :

n
Rezultéetaja kustiba ir transldacija, ja w = X w; = 0. Kustibai
i=1

raksturigais vektors =, kas nav nulle, ir wvektoru sistémas
w,, Wy, ... w, rezultétdajs moments pret centru P, t. i

n

ap asi, kas ir paralléla dotajam asim caur So parallglo vektoru centru
0. Vektoru sistémas w,, w,, ..., w, centrs O ir definéts ar
formulu

E:"’i 4,
==l
R

Zw.

Rl

kur @ ir kads patvaligs references punkts.
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117. Skriivveidigas kustibas momentinds ass ipadiba. — Ja
sistémas &, kustiba pret S, skrivveidigas kustibas momentdnai
asij ir konstants virziens pret §,;, tad tai ir konstants virziens ari
pret §, un otradi.

ledomasimies, ka momentanai asij A, kas ir paralléla w, ir
konstants virziens pret §,. Ja izvélas asi Oz paralléli $im virzie-
nam, tad p = ¢ =0, un vienadojums t;t—k = w X k rada, ka % =],
jo vektori k un w ir paralléli, citiem vardiem sakot, vektors k
paliek vienmé&r viens un tas pats, t. i. asis Oz un A vienmér paliek
parallélas kadam noteiktam virzienam pret S§,.

Ari otradi, ja asij A ir kads noteikts virziens pret §,, tad, ta

ka reciprokds kiistibas (%) momentana ass ari ir A, nav griti

1 .
parliecinaties, spriezot tapat ka iepriekSéja gadijuma, ka asij A ir ari
konstants virziens pret §,.

22. § Cietu kermenu ar saskarigam robezvirsam
kustiba.

118. Viena kermena slidéSana pa otru. — Apskatisim divus
cietus kermenus 7, un 7, ar attiecigam robezvirsam X, un X,
(66. zim.), kuram pa kustibas laiku japaliek kontakta. Lai noteiktu
So kermenu kustibu, vispirms jano-
teic viena kermena kustiba un péc
tam otra kermena kustiba pret
pirmo.

Apzim@sim ar P; un P, virsu
Z; un X, punktus, kas mo-
menta ¢ sakrit ar So virsu geo-
metrisko kontakta punktu P, un
apskatisim kermena 7, kustibu
pret T,. Kada absolatd triedra
T virsas X, punkta P, absoliitais
atrums v, péc atrumu kompozici-
jas likuma ir viendds ar Z; punkta P, atruma v, (parnesanas atrums)
un punkta P, relativa atruma v, pret X, éeometrisko summu, t. i

66. zim.

SR AL T A
¥ fid



164 IV nod. Kustibu kompozicija un cieta kermepa kustiba,

Un ta tad triedra T punktu P, un P, atrumu geometriska dife-
rence V,—V, ir viendda ar punkta P, relativo dtrumu v, pret X;:

- (13.) Vi SV, .

Si diference, ka divu punktu P, un P, relativais atrums, ir
neatkariga no koordinatu triedra T un to sauc par virsas I, slides
atrumu pa virsu %;.

No otras puses geometriskd kontakta punkta P dtrums w, pret
%, péc atrumu kompozicijas likuma ir vienads ar P adtruma w,
pret X, un X, punkta P, atruma v, pret X, geometrisko summu, t. i.

W =W, +V,,
un ta tad
(14.) W, —W;=V,.

Salidzinot (13.) un (14.) izteiksmi, dabijam, ka
Vo— V= W, — Wy

Pédéja sakariba rada, ka virsas X, slides atrums pa virsu X,
ka divu vektoru w; un w,, no kuriem ikviens atrodas virsu X; un
X, kopéja tangentiala plakné momenta ¢, geometriska diference ari
atrodas Sai plakné.

Specialie gadijumi: 1° Ja viena no virsaim X, vai X, reducé-
jas par likni vai punktu, slides dtrums, tapat ka w, un w,, atrodas
otras.virsas, tas saskarSanas punkta ar likni vai punktu, tangen-
tiala plakné.

67a. zim. 67b. zim.

2° Ja Kkatra virsa reducg€jas par vienu likni, slides atrums, reizé
ar w, un wy, atrodas plakng, ko noteic tangentes abam likném to
kopéja punkta P momentd ¢ (67a. zim.), ari tad, ja abas liknes ir
tangentidlas sava starpa (67b. zim.). P&déja gadijuma slides atrums
sakrit ar tangenti, jo w, un w, ir vérsti pa So tangenti.
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119. Slide, velSands un virpoSana. — Ja momentd ¢ apskata
virsas X, relativo kustibu pret X,, tad 3o virsu infinitezimala kustiba
kontakta punkta P var tikt sadalita: 1° translacija ar atrumu
W=w,—W, un 2° rofaciji wdi= (ws— w;)dt ap kadu asi
caur punktu P, apziméjot ar w,; un w, virsu X, un X, rotacijas
atrumus momenta ¢ pret triedru T. _

Rotaciju wdi savkart var sadalit divas citas rotacijas, no kuram
vienas w,dt ass ir perpendikulara abam virsam X, un X, to kopéja
pieskarSanas punkta, bet otras w,dt ass atrodas abu virsu kopégja
tangentiala plakné momenta t.

Rotaciju w, sauc par virpofanu, bet roticiju w, par vel$anos.

Ja slides atrums ir vienmér nulle, virsa X, velas un virpo bez
slides pa virsu Z,.

Kustibu sauc par vienkars$u shidi, ja w, = w,= 0, par vien-
kar$u virpoS$anu, ja w = w,= 0, un par vienkar$u velSanos, ja
w=w, = 0.

Tadgjadi virsu %, un X, visparigais infinitezimalais parvieto-
jums var tikt sadalits: 1° sistemas X,, X, ka cieta kermena
parvietojuma un 2° virsas X, slides, velSanas un virpoSanas
kustiba pa virsu X, .

120. Vienas liknes slidéSana pa otru tai tangentidlu likni. —
Ja Ly un L, ir divas invariablas liknes, kuras pa kustibas laiku paliek

vienmér tangentiadlas sava starpa, un ja P, un P, ir liknu L, un L,
attiecigie punkti, kas momenta ¢ sakrit ar liknu geometrisko kontakta
atrums pa likni L,, tapat ka ' ]
virsu gadijuma, sakrit ar ko-
p€jo tangenti abam likném B ¢
e g o 5 P
Tapéc vilksim punkta P A
abam likném kopé&jo pozitivo
un s, liknu L, un L, lokus ok g,
AP un BP, meérijot tos pa
Ja w, un w, apzimé kontakta punktu P; un P, atrumus pa attieci-
gam likném, uzskatot tos par pozitiviem loku augSanas vérsumos, tad
pozitiva vérsuma Pt, ir liknes L, slides atrums pa likni L;. Bet ta ka
S ™ ds,

punktu P, tad liknes L, slides
momenta 1. \
L
tangenti Pt un apzimeésim ar s,
attiecigdm likném no punkta 4 resp. punkta B (68. zim.).
diference w = w, — w,, kura tiek uzskatita par pozitivu tangentes
Wl T wg o 'd_l 3
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tad péc lieluma un zimes

ds,  ds;
(15.) W= Wl T a

121. Liknes velS3anas bez slides pa otru likni. — Saka, ka likne
Ly velas bez slides pa likni L,, ja L, slides atrums pa L, ir nulle.
(15.) vienlidziba 3ai gadijuma rada, ka diference s, —s, ir kon-
stanta. Si diference ir nulle, ja kontakta punkta P loku garumi
pa abam likném L, un L, ir skaititi, sdkot ar vienu un to pasu mo-
mentu. Tadéjadi liknu velSands gadijuma kontakta punkta noietie
loku.garumi pa abam likném jebkura laika intervalld (¢,, ¢,) ir vienadi
un ar to pasu vérsumu.

Ari otradi, ja Sis noteikums ir ievérots, tad w = 0, ka to rada
(15.) formula.

Ta tad kadas liknes velSanas bez slides pa otru likni ir defi-
néta ar noteikumu, ka abas liknes ir vienmér tangentidlas sava
starpa un ka kontakta punkta apskatitie loki pa abam likném ir
viendda garuma un ar to pasu vérsumu.

23. §. Cieta kermena visparigas kustibas geometriska
interpretacija.

122. Nepartraukta cieta kermepa kustiba. — Apskatot kada
noteikta laika intervalld cieta kermena nepartrauktu kustibu pret
triedru QXYZ, varam iedomaties, ka $ai kustiba 1° dazos momen-
tos cieta kermena rotacijas atrums w ir nulle un 2° daZos parcialos inter-
vallos w ir nulle. Tadé] doto intervallu iesp€jams sadalit parcialos
intervallos ta, ka jebkura no tiem w ir vai nu nulle, vai ari tas atski-
ras no nulles. Pirma veida intervallos cieta kermena kustiba ir
translacija, otra veida intervallos, ka zinams, cietam kermenim
jebkura momenta eksisté noteikta kustibas ass A, kas ir dotajai
kustibai tangentidlas skrivveidigas kustibas ass Sai momenta.

Apzimejot apskatitaja momentd cieta kermenpa kustibai rakstu-
rigos vektorus pret kdadu punktu O ar v, un w, §i kermepa mo-
mentano kustibu var sadalit rotacija ar atrumu w ap asi A un trans-

P 4 1 Fliots T R o
lacija ar atrumu — v,.w ass A virziena. Speciala gadijuma,
©

kad kustibas ass A cieta kermeni ir nekustiga, citiem vardiem sakot,
kad §i ass ir nekustiga triedra Oxyz, tad, ka redzéjam, ta ir nekustiga
ari triedra QXYZ jeb nekustiga telpd, un cieta kermena kustiba
reducéjas par skrivveidigu Kkustibu.
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Izslédzot So gadijumu, dotajai kustibai tangentialdas skriv-
veidigas kustibas momentana ass A, laikam ¢t mainoties, parvieto-
jas nekustiga telpd, aprakstidama kadu taisnliniju virsu A, — nekustigu
aksoidu; bet visparigi §i ass parvietojas ari kustiga telpa,
aprakstidama tani kadu citu taisnliniju virsu A, — kustigu aksoidu.

Laiuzrakstitu So taisnliniju virsu — aksoidu —vienadojumus, tad no
99. nodal. (17.) un (18.) sistémas vienadojumiem, kas ir momentanas
kustibas ass vienadojumi kustiga un nekustiga triedra, ir jaeliminé
laiks .

Jebkura momenta ¢ aksoidiem A, un A, ir kopéja veidule A.
Pieradisim, ka §is virsas ir tangentidlas jebkura ass A punkta, t. i
tam ir kopéja tangentidla plakne. Sai noliikd iedomasimies punktu
P, kas jebkurda momenta atrodas uz attiecigds momentanas ass A.
Si punkta absoliitd kustiba ir salikta no ta relativas kustibas pret
: cieto kermeni un ta parneSanas kusti-
bas, kas ir cieta kermena kustiba pret
nekustigo telpu. Punkta P relativas
kustibas trajektorija [, ir kdda likne
uz A, ar tangenti Sis liknes punkta P
ka relativa atruma v, reprezentanti
(69. zim.). Analogi punkta P abso-
lata trajektorija ir kada likne I, uz
nekustigas virsas A, ar tangenti §is
liknes punkta P ka §i punkta abso-
lata atruma v, reprezentanti.

Punkta P parnesanas atrums v, ir
cieta kermena ta punkta atrums, kas
dotaja momentad sakrit ar punktu P,
un ta ka punkts P vienmér atrodas
uz attiecigds momentdnas kustibas ass A, tad v, ir vienads
ar dotajai kustibai dotaja momenta tangentialas skriivveidigas
kustibas translacijas komponentu ass A virziena. Tadgjadi v, ir
vienmeér virzits pa abu aksoidu kopéjo veiduli A.

69. zim.

Virsas A, tangentidla plakne punkta P ir noteikta ar A un v, ,
bet virsas A, tangentiala plakne tai pa3a punkta ir noteikta ar A un
V.. Bet td ki v,=v, | v,, tad abas Sis tangentidlds plaknes
punkta P sakrit.

Tadeéjadi cieta kermena visparigas nepartrauktas kustibas geomet-
riska interpretacija ir 3ada: kada taisnliniju virsa, kas ir saistita ar
cieto kermeni, kustas pa kddu ctu taisnliniju virsu, kas ir nekusiiga
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telpa, td, ka jebkura momenta ta pieskaras $ai nekustigai virsai pa kadu
veiduli, ap kuru ta roté un reizé gar kuru ta ari slid.)

Ikviena momenta abiem aksoidiem kopé€ja veidule A ir mo-
mentdnads Kustibas ass. So aksoidu kustibu, kuru sastida momen-
tana rotacija ap asi A un translacija paralléli $ai asij, sauc par vira-
ciju. Tadéjadi varam teikt, ka, nepdartraukta cieta kermena kustiba
ir attiecigo divu aksoidu virdcija.

24. §. Cieta kermena kustiba ap nekustigu punktu.

123. Puansé?) koni. Ja dotaja laika intervalld kads ker-
mena punkts O ir nekustigs, tad no diviem cieta kermena kustibai
raksturigiem vektoriem v, un w pret punktu O pirmais ir nulle.
Tadéjadi dabijam Dalambéra®) tedrému, kas saka, ka cieta kermena
ar vienu nekustigu punktu momentana kustiba ir ekvivalenta rotacijai
ap kadu asi caur $o punktu. lepriek§ minétie aksoidi $ai gadijuma
reducéjas par diviem tangentidliem kdniem ar nekustigo punktu O
ka S0 kénu kopéjo virsotni. So konu kopéja veidule dotaja momenta
ir momentana kustibas ass.

Cieta kermena kustiba ap nekustigu punktu tadé] norisinas ta,
ka kads ar cieto kermeni saistits kons, kura virsotne sakrit ar nekustigo
punktu, velas bez slides pa kadu citu nekustigu kénu ar to pasu virsotni®).
Kustigo konu sauc par polodijas konu, bet nekustigo — par herpolo-
dijas konu.

124. Reéguldra precesija. — ledomasimies, ka dotais cietais
kermenis vienmeérigi roté-ap kddu asi f, kas ir nekustigi saistita ar
cieto kermeni, bet §i ass f, kas ir nekustigi saistita ar kadu
citu nekustigu telpas asi p, savkart vienmérigi roté ap asi p.
Cieta kermena absoliito kustibu, kas ir salikta no 3i kermena rela-
tivas kustibas ap asi f un §is ass parneSanas kustibas ap asi p, sauc

- 1y 8o likumu ir ievérojis jau Ko3i (A. L. Cauchy, Exercises de math.,

t. 2, 1827, Ocuvres, (2), t. 7), bet skaidri to izteicis ir Ponsele 1838. g. savos prieks-
lasijumos Parizes universitateé.

2) L. Poinsot, (1777.—1859. g). Vipa klasiskais darbs ir Eléments
de statique, kura desmitais izdevums iznaca 1861. g.

3) J.d’Alemb ert, Recherches sur la précession des équinoxes, Paris, 1749,

4) 8o likumu bija ievérojudi jau Kosi un Sals (M. Chasles, 1793.—1880.g.)
bet no jauna ta nozimi paradija Puansd sava darba Théorie nouvelle de la rotation
des corps, Paris, 1834., Journal de math. pures et-appl., (1), t. 16, 1851.
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par régularo precesiju. Telpa nekustigo asi p sauc par precesijas
ast, bet kermeni nekustigo asi par figiras asi. Nekustigo punktu
O sauc par precesijas polu (70. zim.). :

Ja @, un w, ir attiecigie rotacijas atrumi
ap asim f un p, tad régularas precesijas ro-
tacijas atrums ir w = w, + w,.

Ta ka pa kustibas laiku parallélograms, kas
konstruéts ar vektoriem w,; un w,, kuru
kopéjais sakuma punkts ir O, paliek nemai-
nigs, jo vektoru w; un w, virzieni un garumi
ir nemainigi, tad ari skalarais produkts
w, . w, ir konstants un parallélograma diagd-
nale, kura ir precesijas lepkiska atruma
w = w,;  w, neséja un reizé ari kustibas
ass, ir ar konstantu virzienu, citiem vardiem
sakot, tas veidotie lepki ar asim f un p ir konstanti. No ta izriet,
ka régulara precesija abi koni ir rotacijas koni.

Apziméjot ar 9§, Sauro lepki starp taisném f un p, tdm varam
pieSkirt divas orientacijas ta, ka 9, ir lenkis starp Sim orientétam
taisném. No divam iesp€jamam orientacijaim viena dabiijama no
otras, mainot vérsumus. _

Izvéloties vienu Sadu orientdciju uz f un p un apziméjot ar
k un K attiecigos vienibas vektorus So asu virzienos, varam rakstit, ka

70. zim.

W= pk, w, = vK,

kur p un v ir divi skalari lielumi, no kuriem katrs var biit ka pozitivs,
ta negativs, atkariba no ta, wvai rotacijas ap attiecigajam asim ir
pozitivi vai negativi orientétas. Saprotams, ka mainot reizé f un p
orientacijas, reiz€ mainas ari p. un v zimes.

Régularo precesiju sauc par direkin vai retrogradu atkariba no
td, vai rotacijas ap attiecigajam asim, kas ir orientétas tadéjadi, ka
tas veido Sauru lenki, ir ar vienddiem vai pretéjiem ve&rsumiem.

Pirmaja gadijuma p un v zimes ir vienadas, otra tas ir daZadas,
vai, kas ir tas pats, ta ka cosd, > 0, pirmaja gadijumd@ produkta

W; . W, = WV CoSH,

zime ir 4, otra gadijuma ta ir —.
Reégularo precesiju vél var klasificét atkariba no Puanso konu
savstarpéja novietojuma. Nav griiti saprast, ka feit iesp€jami tikai
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tris gadijumi: 1° ikviens no koniem atrodas otra arpusé (7la. zim.),
2° kustigais kons atrodas nekustiga kona iekSpusé (71b. zim.)
un 3° nekustigais kons atrodas kustiga kona iekSpusé (71c. zim.).
Neapskatot So tris gadijumu raksturoSanai tuvakus Kkritérijus,
aprobeZosimies Seit ar régularas precesijas vienadojumu uzraksti-
Sanu ar Eulera lepkiem. Izvéloties precesijas polu O par koordinatu
triedra sakuma punktu ar orientétam asim p un f, kas veido lenki

S

71a. zim, 71b. zim. Tlc. zim.

¥, ka nekustigd un kustiga triedra OZ un Oz asim, lenpkis XOM = ¢
méri mezglu linijas anomaliju plakn€, kas ir perpendikulara asij
OZ = p caur punktu O, un lenkis MOz = ¢ méri x-ass andomaliju
nlakné, kas ir perpendikuldara asij Oz = f ari caur punktu 0. Tadé
jadi dabiijam, ka '

Integréjot Sos vienadojumus un ievérojot, ka % = 9, dabiijam
régulards precesijas vienadojumus

(16.) P =, P =1ut + Pp, Y = w4 ¢y,

kur 9, o4, &, ir Eulera lenki, kas atbilst sistémas sakuma pozici-
jai. Ari otradi, (16.) sistémas tris vienadojumi raksture régularu
precesijas kustibu, kuras OZ-ass ir precesijas ass, bet Oz-ass ir figiiras
ass.

125. Zemes régulara precesija. — Zemes kustiba ap savu centru,
uzskatot to par nekustigu, ir réguldara retrograda precesija. Pre-
cesijas ass p ir ekliptikas plaknei (Zemes orbitas plakne kustiba ap
Sauli) perpendikulara taisne un figiiras ass f ir taisne, kas savieno
Zemes polus. Orientéjot asis f un p ta, lai to pozitivie vérsumi

rida uz ziemeliem, 27 (p, f) X2 23%27’. Ap poliro asi f Zemes pil-



24. §. Cieta kermena kustiba ap nekustigu punktu. 171

nais apgrieziens, kas norit no rielumiem par dienvidiem uz austrumiem,
noslédzas viena zvaigZnu diend, bet polard ass f savkart roté ap
precesijas asi p Veérsuma no austrumiem par dienvidiem uz rietumiem,
izdarot pilnu apgriezienu 26000 zvaiginu gados (platoniskais gads).
Un ta ka Zemes rotdcija ap savu asi f ir pozitivi orientéta, bet f rota-

f
P
w, /19
(0]
w,
T2. zim. 73. zim.

cija ap precesijas asi p ir negativi orientéta, tad tieSam Zemes régu-
lara precesija ir retrograda. So divu rotdciju rezultante ir rotacija
ap asi ¢, kas ir precesijas kona veidule un kas, atrazdamas 2¢ (p, f)
arpusé, veido ar asi f loti mazu lepki, kurs ir vienads ar 0”',00867
(72. zim.).

Tadéjadi kustigais kons, kura veidules ar ta asi veido |oti mazu
lenki, velas pa nekustigd kona, kura veidules ar ta asi veido lenki,
kas ir mazliet lielaks par 23%°27', iekSpusi.

Izvéloties par laika vienibu zvaigZnu dienu, rotadcijas atrumu
w, un w, algebriskas vértibas w un v, ievérojot izvéléto asu f un p
orientaciju, var attiecigi izteikt forma

2w 27
ki%) B R AR 0000 0.0
126. Ekvinokciju precesija. — Ka zinams, ekliptika nav ne-

kas cits ka plakne, kura, no Zemes raugoties, notiek Saules gada
kustiba, no kuras savkart ir atkariga gada laiku maipa. Ekliptika
krusto Zemes ekvatora plakni, kas vilkta caur Zemes centru O per-
pendikulari polarai asij f, pa taisni v (73. zim.). Saule sava kustiba
pa ekliptiku, kas ir direkta pret asi p, vienreiz gada krusto taisni O<
punktd <. So momentu sauc par pavasara ekvinokciju (naktlidzi).
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Momentu, kad Saule atrodas punktd -, kas ir diametrali pretéjs
punktam ¢, sauc par rudens ekeinokciju. Taisni 9 tadé] sauc
par ekvinokciju taisni.

Ja 3o taisni references sistéma ar Eulera lepkiem uzskata par
mezglu liniju, tad no (16.) sistémas tresa vienadojuma izriet, ka ekvinok-
ciju taisne roté pa ekliptiku ar lepkisko atrumu & = v. Bet (17.) sisté-
mas otra vienlidziba savkadrt rada, ka $i kustiba ir Joti Iéna un ta
k]iist manama tikai gadu tiikstoSos. Un td ka v < 0, tad $i kustiba
ir retrograda pret orientétam asim p un f. Sakara ar So ekvinokciju
precesiju, 13000 zvaiginu gados (== pusei platoniska gada) notiek
pilniga temperatiiras apstaklu, kas raksturo gada laikus kdda Zemes
vietd, inversija.

127. Uzdevumi,

1. No atrvilciena horizontali sviests akmens pret precu vil-
cienu, kas kustas pa tam parallélam sliedém, bet pretéja veérsuma.
Atrvilciena atrums ir 78 km/st, pre¢u vilciena — 30 kmy/st. Perpen-
dikulari kustibas virzienam sviesta akmens atrums ir 10 m/sek.
ledoma@joties, ka trieciena pret sienu efekts ir proporciondls atruma
kvadratam (sviesta kermena pret sviesto), paradit, ka ar minétajiem
noteikumiem trieciens biis 10 reizes spécigaks, nekd ja Sis akmens
biitu sviests no miera stavok|a pret miera stavoSu vagonu.

2. Izpétit smaga kermena, kas velas bez berzes pa slipu plakni,
absoliito kustibu, ja $i plakne kustas ar konstantu horizontalu atrumu
v, kas atrodas vertikdla plakné, kura ir perpendikulara kustigai plaknei.

3. Kads punkts P kustas vienmériga taisnlinijas kustiba. Iz-
pétit §1 punkta Skietamo kustibu pret koordindtu triedru, kas roté
ap kadu taisni, kura ir perpendikulara punkta P absolitai trajekto-
rijai.

4. Paradit, ka Zemes régularas precesijas kons (kura veiduie
ir q) krusto zemes lodes virspusi pa ripki, kura radijs neparsniedz
30 cm (uzskatot Zemi par lodi ar radiju 6000 km).
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25. §. Komplanas punktu sist€mas nepartraukta kustiba.

128. Atrums un momentdnais rotdcijas centrs. Centroidas. —

Ja kada cieta kermena plakne II slid pati pa sevi, tad visas tai parallé-
las kermena plaknes ari slid paSas pa sevi. Sadu cieta kermena
kustibu sauc par komplanu kustihu. Kaut kada kermena punkta
P trajektorija komplana kustiba iegiistama ar translaciju P,P no
§i punkta projekcijas P, trajektorijas plakné II. Tad&jadi cieta ker-
mena kompldnas kustibas pétiSana reducéjas par komplanas inva-
riablas punktu sistémas kustibas pétiSanu savi plakné II.

Nekustigo triedru QXY Z iz-
velésimiestd,laitaplakne X QY
sakrit ar nekustigo plaknill,, b7
pa kuru slid kustiga plakne II.
Kustiga triedra Ozyz, Kkas
saistits ar cieto Kkermeni,
plakni zOy savkart iedoma-
simies sakritam ar plakni II.
Nekustigd un kustiga triedra
attiecigajam asim QZ un 0Oz
tad ir viens un tas pats
plaknei Il (ari II) perpendiku-
larais virziens (74. zim.).

Kustiga triedra Oxyz po-
zicija pret nekustigo triedru
QXYZ ir definéta ar punkta O koordinatam X,, Y, un
lenki o, ko veido Oz-ass ar QX-asi. Kaut kura plaknes Il punkta
P koordinatas X, Y nekustiga sisttma QXY , zinot td koordinatas
z, y kustigd sistéma Ozy, ir dotas ar formulam

X = X, -+ x cosg — y sing,
Y =Y, + zsing 4 ycosp.
Punkta O atruma v, koordinatas un kustiga triedra Ozyz mo-

mentana rotacijas vektora w koordindtas triedrd Oxzyz apzimésim
attiecigi ar £, v, L un p, ¢, r.
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Jebkura cieta kermena punkta atruma v koordindtas kustiga
triedra Oxyz tad ir dotas ar formulam

v,=8+ qz—ry,
=9N-+re—pz,

v. =L+ py—qzx.

<
a o=

Komplana kustiba plakné II jebkuram 3is plaknes punktam P
ta atruma z-koordinata ¢, = 0, no kurienes izriet, ka L = p = ¢ = 0.
Tadéjadi punkta P atruma koordinatas kustiga triedra Oxy:z ir

VJ:—~ a;my!
(1.) Iﬁ’,,z—-n—f- wr ,
9=l

kur @ =r = ¢. Punkta P atruma koordinatas nekustiga triedra
QXYZ savkart ir

X =Xo— (Y —Yp)=Xo— o (Y — Y,),
= Yo+ o (X — Xp) = Yo+ m_(X_Xo)-

Apskatisim plakné Il punktu 7, kura atrums momenta ¢ ir nulle.
Kustiga sistéma Oxy Sis punkts ir definéts ar formulam

E—@y1==0,
(2-) {_’,i + (')1.1?____ 0
vai

n

By = —=,
nor (0]
(2.

ylz"(sr

ja x;, y, ir ta koordinatas Sai sistéma.
Nekustiga sistéma QXY punkts / ir dots ar formulam

X, —Xp = —& 5
©
3.) X
Yl_' YO =:__Q )

kur X,;, Y, ir ta koordinatas. Ja caur punktu [ velkam taisni
Iz (1Z), kas ir perpendikulara plaknei II, tad ari jebkura Sis taisnes
punkta atrums momenta ¢ ir nulle.
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levietojot (1.) sistémas formulds koordinatu £,  vieta to nozi-
mes, kas atrastas no (2.) sistémas formulam, dabiijam tam izteiksmes

vp=—w(y—y),
vy = oz —xi),
Rt

Sis formulas rada, ka jebkura cieta kermena punkta atrums
v momenta ¢ ir tads pats ka s§i kermena rotacija ap asi Iz(1Z) ar
lepkisko atrumu w. Ass [z (IZ) ta tad ir momentdna rotdcijas ass.

AprobeZojoties tikai ar komplanas invariablas punktu sisté-
mas kustibas pétisanu tas plakné, redzam, ka jebkura $is sistémas punkta
atrums momenta ¢ ir tdds pats ka tas rotacija ap centru / ar atrumu
w . Punktu [ tadpéc sauc par momentano rotacijas centru®).

Bet ta k& rotacija jebkura punkta P atrums v momenta
t ir perpendikulars 7P un tam proporcionals, un ta tad /P ir perpen-
dikulars punkta P trajektorijai, tad ar toir pieradita $ada Sala tedréma2:)
Komplanas punktu sistémas trajektoriju normales jebkura momenta
krustojas atbilstosd momentana rotacijas centra 1.

Sai pasa sakariba apskatisim kustiga plakné Il kadu ar $o plakni
saistitu likni e, kuras pozicijam plaknes Il kustiba pret nekustigo
plakni II, visparigi eksisté kada ietvéréja likne ¢,, Kkuru var iedo-
maties atrodamies nekustiga plakné IlI,. Apskatot dotajai kustibai

11
momentdnais rotacijas centrs, bet liknes ¢, poziciju ietvéréja likne
tagad ir likne s. levérojot So ipaSibu, liknes ¢ un ¢, sauc par
saistitiem profiliem.

Apzimésim liknu ¢ un ¢, saskarianas punktu momenta ¢ ar 7
un pieradisim, ka 3o liknu kop€ja normdle punktad 7 iet caur momen-
tano rotacijas centru [. :

ledomasimies, ka punkts 7" nesakrit ar punktu 7 un atsauksi-
mies pieradijuma uz kustibu kompoziciju. Ta ka punkta T relativa
kustiba ir §1 punkta kustiba pa likni o, bet td parneSanas kustiba
izteicas plaknes Il kustiba pret nekustigo plakni Il,, t. i.
liknes o kustiba pret o,, tad 3i punkta abséliita kustiba ir kustiba
pret nekustigo plakni Il,, kas norit pa likni o,.

1) Joh. Bernoulli, 1667.—1748. g., Propositiones variae, XIV:
De eentro spontaneo rotationis; Opera omnia, 1V, 1742.

2) §i tedréma atrodama Sala darba, kas publicéts Bulletin de la Société
math. de France., t. 6, 1878.

(—nll)reciproko kustibu (&’), viegli saprast, ka ari tai ir tas pats
0
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Un ta tad punkta 7 relativais atrums v, resp. absoliitais
dtrums v, ir td kustibas atrums pa likni & resp. pa likni o;. Bet
ta ka punkta 7' liknes o un o, saskaras, tad abi Sie atrumi ir virziti
pa 5o liknu kopejo tangenti Sai punkta; un tapéc ari punkta 7 par-
neSanas atruma v, = V,—V, neséja taisne ir Si punkta kopgja
tangente likném ¢ un o,. Pé&c definicijas punkta 7 parnesanas at-
rums ir ta plaknes II punkta atrums pret nekustigo plakni II,, ar
kuru apskatitaja momenta sakrit punkts 7, un ta ka S§i plaknes Il
punkta momentana kustiba ir momentana rotdcija ap momentano
rotacijas centru [/, tad Sai rotacija punkta 7 atrums ir perpendiku-
lars radijvektoram I7, kas ir kopéja normale saistitiem profiliem
¢ un oy ;

Apskatot nepartrauktu cieta kermepa komplanu kustibu kada
galiga laika intervalla, varam iedomaties, ka 1° 3ai kustiba daZos
momentos momentana rotdcijas ass [z (/Z) atrodas bezgaliba,
2% dazos momentos ta atrodas galiba. Doto intervallu tadé] iespé-
jams sadalit parcialos intervallos ta, ka jebkura no tiem ass Iz(/Z)
atrodas vai nu bezgaliba (I atrodas bezgaliba), vai galiba ([ ir
galigs plaknes II(Il,) punkts).

Pirma veida intervallos cieta kermena komplana kustiba ir
translacija; otra veida intervallos jebkura momentd eksisté no-
teikta rotacijas ass, ar kuru sakrit kada kermena taisne. Laikam ¢
mainoties, momentana rotacijas ass [z parvietojas, aprakstot cietd
kermeni kadu cilindru ¢, kura veidules ir perpendikuldras xzOy-
plaknei un kura vaditdja (direktrise) ir kada likne f; — momentano
rotacijas centru / feometriska vieta Sai plakné.

Nekustiga triedra QXYZ momentdno rotacijas asu IZ geo-
metriskd vieta atkal ir kads cilindrs C, kura veidules ir perpendi-
kuldras XQY-plaknei un kura direktrise Sai plakné ir kada likne
I, — momentano rotacijas centru I geometriska vieta sistéma XQY .

Teoréma. — Cieta kermena nepartraukta komplana kustiba cilindrs
¢, kas saistits ar cieto kermeni, velas bez slides pa nekustigo cilindru
C, kur$ saistits ar nekusiigo telpu.

Sis ir visparigdis Ponselé tedrémas specidls gadijums. Lai
pieraditu So tedorému, pietiek pieradit, ka komplana kustiba likne
1, velas bez slides pa likni 1,%). Sai noliika jaatceras likpu vel3anas
definicija (121. nodal.). ‘

Liknu I, un I, kop&jais punkts momenta ¢ ir punkts I, kura sakrit
sim momentam atbilstosais kustigais rotacijas centrs ar nekustigo

1) o tedrému ir atradis Ko8i, Exercices de math., t. 2, 1827; Oeuvres,
) 130l :
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rotacijas centru (75. zim.). Punkta [/ relativa kustiba ir §i punkta kustiba
pret kustigo plakni Il un ta trajektorija ir /.. Uzskatot punktu
I par saistitu ar kustigo plakni II, ta parnefanas kustiba izteicama
ar plaknes Il kustibu pret plakni Il,. Un ta tad punkta / kustibu
nekustigd plakné Il, var uzskatit par ta absolito kustibu. Bet jeb-
kura momenta t kustigais punkts 7 sa-

krit ar kadu no nekustigiem punktiem,

kuru geometriska vieta plakné Il, ir I
likne [, un ta tad likne 7, ir punkta /
absoliitas kustibas trajektorija.

Punkta I parneSanas atrums ir
ta plaknes Il punkta atrums pret
plakni Il,, kas dotaja momenta ¢ sa-
krit ar punktu /. Bet § punkta -~
atrums ir nulle, jo [ ir vienigais
plaknes Il punkts, kura atrums ap-
skatitajd momenta ir nulle. Tapéc, ja punkta 7 absoliito, relativo
un parnesanas atrumu apziméjam attiecigi ar v,, v, un v, =0,
tad atrumu kompozicijas tedréma rada, ka

75, zim.

Vo=V,
vai
d&n A dsk X

dt =~ Tdt’

kur s, un s, ir punkta 7 loku garumi attiecigi pa likném 7, un 7, kas
skaititi, sakot ar vienu un to pasu momentu. Minéta sakariba rada, ka
abu trajektoriju saskarSanas punkta to tangentes sakrit un s, = 5;, jo
abu liknu loku garumi ir skaititi no viena un ta pasa momenta. Lik-
nes I, velSanas pa likni I, ar to ir pieradita. Liknes [, un I, , ka
momentano rotidcijas centru / geometriskas vietas kustigd un ne-
kustiga plakng, sauc par centroidam. AtseviSki likni I sauc par
rulanti, bet likni I, par bazi. Plaknes Il jebkura punkta P trajekto-
riju komplana kustiba sauc par rulet.

Tadejadi esam parliecindjusies, ka kddas plaknes ikvienai kusti-
bai pa kddu citu plakni (translaciju izpemot) atbilst divas liknes,
no kuram viena velas bez slides pa otru. Ari otradi, ja ir dotas divas
Sadas liknes un to kustibas sakuma pozicijas, tad ir pilnigi noteikta kusti-
gas plaknes poziciju geometriska seciba nekustiga plakné. Lai definétu
vél tas laika secibu, ir jadod, piem., momentana rotécijas centra
I liklinijas absciza pa vienu no likném I, vai I, ka laika t funkcija.

12
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_ Parejot no direktés kustibas (HE) uz reciprbko (%), viegli sa-
0

prast, ka momentanais rotacijas centrs nemainas, bet jauna baze ir 7,
un rulante 7,. Lenpkiskie momentanie atrumi w un w, 3ais
kustibas ir pretéji péc zimém, t. i. w, = —w. :

129. Pieméri. — 1° Divi kustigas plaknes punkti apraksta
divas nekustigas plaknes taisnes. Jaatrod $ai komplana kustiba centro-
idas un kada kustigas plaknes punkta trajektorita (rulete) (76. zim.).

Vispirms izslégsim no miisu apskata gadijumu, kad abas nekusti-
gas plaknes taisnes ir parallélas, t. i. gadijumu, kas atbilst transla-
cijas kustibai, un apzi-
mésim kustigds plaknes
punktu A un B aprak-
stitas nekustigas taisnes
attiecigi ar Ox un Oy,
bet konstanto attalumu
starp punktiem A un B
at 'L e, A BES

Ta ka punkta A tra-
jektorija ir taisne Oz,
tad normale 3ai taisnei
punktad A iet caur mo-
mentano rotacijas cent-
ru [I; tapat normale
taisnei Oy punkta B iet
caur centru I. Punkts /
ta tad ir So divu nor-
maju krustosanas punkts.
Velkot caur trim punk-
tiem O, A, B ripka liniju, redzam, ka punkts [ ir $§is ripka
linijas punktam O diametrali pretéjais punkts.

Ja taiSpu Oz un Oy veidoto lepki apzimé ar «, tad ripka linijas

OAB diametrs ir hL un ta tad
Sin o

rss .l
sin «

= const .
Tas nozimég, ka nekustigd plakné punkts I apraksta rinka liniju
I, ar centru O un radiju ﬁ . Si ripka linija ir apskatitas kustibas

baze.
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Rulante ir punktu I feometriska vieta kustiga plakng, kas saistita
ar AB. Uzskatot ripka liniju OAB, kura ar savu chordu AB
punktos 4 un B veido lenki « un kuras radijs r (vienads ar
rinka linijas 7, radija pusi) ir konstants, par saistitu ar kustigo plakni
un ievérojot, ka punkts I vienmér atrodas uz §is ripka linijas, varam
secinat, ka rinka linija OAB ir apskatitas kustibas rulante I, .

Rulantes /, kaut kura punkta P trajektorija ir caur punktu O
vilktas taisnes segments, jo, tda ka normale trajektorijas punkta P
iet caur punktu 7, tad tangentei Sai punkta vienmeér jaiet caur punktu O.

Specidla gadijuma, kad punkti P un P’ ir rulantes I, divi dia-
metréli pret€ji punkti, tie apraksta divas savstarpéji perpendiku-
laras taisnes OX un OY. Bet ta ka punkti P un P’ ir saistiti ar
kustigo plakni, tad to attdlums PP’ ir konstants. Tadéjadi nakam
pie atzinuma, ka apskatitd kustiba var tikt realizéta, liekot taisnes
segmentam ar konstantu garumu slidét pa divam S&VStﬂprjl perpen-
dikularam nekustigam taisném.

Jebkur$ kustigds plaknes punkts M $ai kustiba apraksta elipsi
ar centru O. Tiesdm, ja kddu segmenta PP’ punktu apziméjam
ar M, tad, ka 76. zim&€juma redzams,

OM = 00, + O, M

Projicéjot So vektorialo vienlidzibu uz sistémas OXY asim un
apziméjot punkta M koordinatas $ai sistéma ar z, y, ta attdlumu no
centra O, ar p un segmenta PP’ veidoto lepki ar OX-asi ar ¢, da-
biijam, ka ‘

x = r cosp + p cose = (r + p) cosp,
y = r sing — p sing = (r — p) sing .

Eliminéjot no S3im koordinatu izteiksmém ¢, dabiijam elipses

vienadojumu
12 7]2

C+reor T T—pp = !

Sis elipses centrs ir punkts O un tas asis sakrit ar koordinatu
sistémas OXY asim.

Reciproka kustiba rinka linija 7, velas pa rinka liniju [;, kuras
radijs ir tikai puse no pirmas rinka linijas radija. Ja tagad kustigo
plakni iedomajas saistitu ar ripki /,, bet nekustigo ar ripki I,
tad, ka vélak redzésim (135. nodal.), jebkura kustlgas plaknes punkta
trajektorija ir epicikloida.

2 Jaatrod centroidas komplana kustiba, kas ir noteikta ar Cletr-
stira kustibu, kura divas blakus virsotnes ir nekustigas.

12*
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Ja Cetrstira divas nekustigas virsotnes apzimé ar O un 0’, bet
paréjas divas virsotnes ar A un A’ (77. zim.), tad, kustigas plaknes
segmenta AA’ gala punktiem paliekot uz nekustigam ripka linijam
ar centriem 0,0’ un radijiem 04 un O'A’, momenténais rotacijas
centrs [ ir So ripka liniju normaju OA un O'A’ krusto3ands punkts.

/
s,

77. zim. 78. zim.

AprobeZosimies ar vienkdrSdkiem gadijumiem, kad detrstiifa
pretéjas malas ir viendda garuma. Tad ir iespéjami $adi gadijumi.

1. Cetrstiiris ir parallélograms. — Ta ki $ai gadijuma (78. zim.)
rinka liniju normales OA un O’A’ pa kustibas laiku paliek parallélas,
tad momentdnais rotacijas centrs / atrodas bezgaliba un momen-
tand kustiba ir translacija, kas ir perpendikulara normaju OA un
O'A’" kopéjam virzienam.

2. Cetrstiiris ir antiparallélograms. — Apskatisim vispirms
gadijumu, kad taisne, kas savieno antiparallélograma divas nekusti-
gas virsotnes, ir viena ho ta isakajam malam (79. zim.).

Péc antiparallélograma definicijas vienadas ir $adas malas:

AA'=00', OA=04A".

Ja momentana rotacijas centra I attalumus no punktiem O un
O' apziméjam attiecigi ar p un g, bet no punktiem 4 un A’ ar r un
ry to0 ja
OF = g, IO ="
A= AP =74
tad dabiijam sakaribas:

(4.) i o LR i
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Apziméjot antiparallélograma garako malu para malas garumu,
t. i. nekustigo rinka liniju, pa kuram kustas punkti A un A’, radiju
kopé€jo garumu ar m, dabujam, ka
et+r=9 +r=m,
ko, ievérojot (4.) sistémas sakaribas, var parrakstit ta:
pte=m, r+r=m.

Sis divas sakaribas rada, ka nekustiga plakné punktu 7 geomet-
riska vieta (baze) ir elipse ar fokiem O un O’ un lielo asi m, bet

79. zim.

kustiga plakné / geometriska vieta (rulante) ari ir elipse ar fokiem
A un A’ un to pasu lielas ass garumu.

Ta ka So elipSu kopéja tangente punkta I ir lepka A'J0 bisektrise
un malas A4’ un OO’ ir simmetriskas pret 5o tangenti, tad ari abas
elipses ir simmetriskas pret to punkta /. Malai AA’ parvietojoties,
kustiga elipse I; velas bez slides pa nekustigo elipsi 7, .

Otra gadijuma, kad taisne, kas savieno antiparallélograma
divas nekustigas virsotnes, ir viena no ta garakajam malam (80.
zim.), tad, apziméjot nekustigo rinka liniju radiju kopé&jo garumu,
tapat ka agrak, ar m, dabiijam, ka

’ r
p—r=r'—p'=m,
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ko, ievérojot (4.) sistémas sakaribas, var parrakstit ta:
p—e' =m, r—r=m.

No §im sakaribam varam secinit, ka $ai gadijuma abas centroidas
ir sava starpa vienadas hiperbolas. Bazes foki ir O un (', bet ru-
lantes foki — A un A’. Abu hiperbolu readlas ass gajums ir m. Un

80. zim.

ta ka ari Sai gadijuma kopgja tangente hiperbolam punkta 7 ir lenka
A’'IA bisektrise un malas AA" un OO0’ ir simmetriskas pret So tan-
genti, tad ari abas hiperbolas ir simmetriskas pret to.

Malai AA’ parvietojoties, kustigas hiperbolas [; kreisais zars
velas bez slides pa nekustigas hiperbolas [, labo zaru.

3. Cetrstira blakus malas, kas sastopas divas pretéjas virsot-
nés, ir vienddas. — ledomasimies, ka §is virsotnes ir O un A’ (81. zim.).
Apzimégjot

04 =00"=m, AA"=A'0'=m',
dabiijam, ka
(5.) r—ep=m, r—p =m'.
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Talak no trijstiiriem 100" un IAA’ ar sinu tedrému dabijam
proporcijas:
5 Al
00’ sin 010°
oI — sin 00’1’
AA’  sin AIA’
Al v siniAl A

no kurienes

00 _ AN
B 7 g i
resp.
m m’
s e 81. zim.

Eliminéjot no pé&dgéjas sakaribas ar (5.) sistémas sakaribam
vienreiz ' un otrreiz g, dabiijam, ka

m _om
T ey
un
P
P P

ko galiga forma var parrakstit ta:
m'p —mp' = mm',
m'r —mr' = mm’ .
Sis vienlidzibas rada, ka apskatitas kustibas centroidas ir divi sava
starpa vienddi Dekarta') ovali ar atbilstoSajiem fokiem O, 0" un 4, A’.
130. Padtrindjums un momentdnais padtrindjumu centrs. —
Meklésim plaknes Il punkta P paatrindjumu a momentd ¢t. Apzi-
méjot §i padtrinajuma koordinatas xOy sistéma ar a, un a,, péc
Biira formulam dabiijam tam $adas izteiksmes: :

& e O o
* di e
a zd—u"'-'-mv
e g o

)y R Descartes (1596.—1650. g.). Discours de la méthode pour
bien econduire sa raison et chercher la vérité dans les sciences, plus la dioptrique, les
météores et la géométrie, Leyde, 1637. Pédgjas dalas atsevidks izdevums ,La
géométrie izndca 1886. g. Parizé.
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Bet ievérojot punkta P atruma v koordindtu ¢, un ¢, izteiksmes,
kas dotas ar (1.) sistémas formulam, tds var parrakstit forma

(6.) zaz=é_"by_m(n+mz):F;_(‘”]—'mzr_d’yr
; a, =N+ 6+ o(E—oy) =1+ 0 — oy + or.

So formulu vienkar3o3anai iedomasimies, ka momentd ¢ kusti-
gas koordinatu sistémas Ozxy sakuma punkts O sakrit ar momentano
rotacijas centru I (t.i. ®=50) un ass Ox virziens un vE&rsums ir vie-
nadi ar rulantes un bazes kopéjas tangentes virzienu un pozitivo
vérsumu 3ai momenta (82. zim.). Tad punkta I koordinatas ir
#y =1y, =0, un ta tad, ka to rada (2’.) sistémas formulas, ari £==0.

Lai dabiitu punkta
I relativa (= abso-
lata) atruma koordi-
natu izteiksmes, tad
jadiferencé (2'.) sisté-
mas formulas, péc

I

/ kam dabiijam, ka
= —g +n (i:g >
(Ry) (R.)
i )
i hSest e

82. zim.

Bet ta ki momenta ¢ dtruma koordinatai y, jabiit vienadai ar
nulli, tad no 7, izteiksmes, ievérojot ka £=0, izriet, ka ari E=0.

Tadéjadi, apziméjot ar V punkta 7 reldtivo atrumu momenta ¢
pa Oz-asi, dabiijam, ka :

o ol et
Viess = Nk i Vo .

Péc Siem parveidojumiem (6.) sistémas formulas izvéléfajﬁ
koordinatu sistéma Oxy iegiist vienkarSotu formu

(1)

:aa:= ‘—m’x——d)y,

a,=—Vo—oy + ozx.

No §im formuldam izriet, ka kustigas plaknes II punkta P, kas mo-
menta ¢, kura rotacija » 3= 0, sakrit ar rotacijas centru / (r =y =0),
paatrinajums reducéjas par ta normalo komponentu a, = —Vo.
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Punktu A4, kura koordinatas z,, y, apmierina formulu sistému

(1.) ) — oz, — Gy, =0,
" | — ok, + 61, — Ve =0

un kura paatrinajums a momenta ¢ ir nulle, ja w==0, jo ar $o notei-
kumu (7.") sistémas determinants

—w? —o
o) -—m’

= ot 4 o?=£0,

sauc par paatrindfumu centru momenta .
Atnemot attiecigi (7'.) un (7.) sistémas formulas, dabiijam, ka

a, = —o¥r —x) — oy — y,) = —w?r’ — oy,

2-20) i ' A
( a, = —iy —y,) + olr —1,) = —0?y’ + o7/,

s

kur
’

=T —%y, Y =Y—Ys.

Pédéjas a koordindtu izteiksmes rada, ka jebkura plaknes II
punkta paatrindjums apskatitaja momenta ¢ ir tads pats ka $is plak-
nes rotacija ap nekustigo punktu A (z,,y,) ar rotacijas atrumu
w un paatrindjumu .

Meklésim tagad plaknes Il punktu, kas momenta ¢ ir savu tra-
jektoriju infleksijas punkti, geometrisko vietu. NepiecieSamais un
pietieckamais noteikums, lai punkts P momentd ¢ biitu savas tra-
jektorijas infleksijas punkts, ir ta liekuma radija p parvérSanas par
bezgala lielu lielumu, vai, kas ir tas pats, ta paatrinajuma a normala

komponenta a, anulléSanas Sai momenta, jo a, algebriskd vértiba ir
2
%, kur ¢ ir punkta P tangentidlais atrums, kas nav nulle, ja punkts P

nesakrit ar momentano rotacijas centru /.

Lai izteiktu, ka punkta P paatrinajuma normalais komponents ir
nulle, pietiek izteikt, ka punkta P paatrindjumam a un atrumam v
ir tas pats virziens, t. i.

ko savkart, ievérojot (1.) un (7.) sistémas formulas, var parrakstit
forma

—olr — oy —Vo—o -+ or
—wy ©r 3
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vai, péc attiecigiem vienkarSojumiem, forma
B4yt Ly =0,

w

kas ir rinka linijas (R,) vienadojums.

Tadejadi plaknes Il punktu, kas momenta ¢ ir savu trajektoriju
infleksijas punkti, geometriska vieta ir ripka linija (R,), kura ir tan-
gentidla Iz-asij punkta /. So rinka liniju sauc par plaknes Il punktu
trajektoriju infleksijas punkiu rinka liniju').

Iznémums ir vienigi punkts I, kas nav punkta P, kur$
momentatsakrit ar punktu/, aprakstitas trajektorijas infleksijas punkts.

Tiesam, ta k@ punkta P padtrinajumam, ka redzéjam, jare-
ducéjas par ta normdlo komponentu ar algebrisko vértibu

a,=93=—"VoF0,

2
bet no otras puses td vértiba ir %, tad, salidzinot S§is divas a,

algebriskas vértibas un ievérojot, ka momenta ¢ punkta P =1 atrums
¢ =0, redzam, ka & punkta liekuma radijam p jabit viena-
dam ar nulli, t. i. punkts 7 ir punkta P trajektorijas pirma veida
atgrieSanas punkts (smaile) ar tangenti Iy.

Analogi meklésim plaknes II punktu, Kuru tangentialais ‘paatri-
najums momentd ¢ ir nulle, geometrisko vietu. So punktu §eomet-
risko vietu atradisim, izteicot, ka punkta P padtrindjums un atrums
momenta ¢ ir savstarpéji perpendikulari, t. i.

Vels + Vy8, =0,
ko, ievérojot (1.) un (7.) sistémas formulas, var parrakstit forma

wy(er + oy) + vr(—Veo — oy + oz) = 0
vai
wo(r® + y?) —Velz = 0.
Ja &0, tad mekléto punktu geometriskd vieta rir rinka
linija (R,)?) ar vienddojumu

x2+y2—tfm:r:0,
L0

1) De la Hire, Traité des roulettes, Mémoires de I’ Académie des Scien-
ces, Paris, 1706.

2) loc. cit. 1). Abus rinkus (R;) un (R.) no jauna atrada Bresse, Journal
de I’Ecole polytechn., cah. 35, 1853.
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kura ir tangentidla Oy-asij punkta O un kura ta tad ir ortogonala in-
fleksijas punktu rinka linijai (R,). Ja & =0, tad ieprieksgjais
vienddojums izteic taisnes — Oy-ass vienadojumu.

Abas ripka linijas (R,) un (R,) krustojas bez punkta O vél
viena punkta, kas nav nekas cits kd punkts A — paatrindjumu centrs,
jo %ai ripka liniju krusto$anids punktd paatrindjuma abi kompo-
nenti ir nulles un ta tad ari paatrinajums ir nulle.

131. Eulera-Savari
formula. — Apskati-
sim-kustiga plakné II
kadu ar 3o plakni sais-
titu likni o, kuras
pozicijam, plaknes II
kustiba pret nekustigo
plakni II;, eksisté ie-
tveéréja likneo, plakné
I1,. Apzimésim So lik-
nu kopéjo saskarSanas
punktu momenta t
ar 7. Kopéja nor-
male abam likném §ai
punkta tad iet caur
momentano rotacijas
centru 7 (83. zim.).
Talak apzimé&sim mo- Lis
menta ¢ liknu ¢ un o,
liekuma centrus attie-
cigi ar P un P,, %o : 83. zim.
centru attalumus no
punkta I ar p un 3, un momentanas rotacijas vektoru ap asi (I),
kas iet caur punktu I perpendikulari ziméjuma plaknei, ar w. Péc
bezgala maza laika intervalla dt kontakta atradisies liknu ¢ un o
punkti 7 un 7°,, kas atrodas péc patikas tuvu punktam 7. Lai
So kontaktu redlizétu, likne ¢ jaroté€ vispirms ap centru P, lidz tas
punkts 7" sakrit ar punktu 7, un péc tam ap centru P,, lidz kamér
punkts 7’ sakrit ar punktu 7’;. Ta ka punkti 7° un T," atrodas
Joti tuvu punktam 7 un liknes ¢ un o, §i punkta tuvakaja apkartné
sakrit ar savam liekuma rinka linijam, kas konstruétas So liknu
kopéja saskarSands punktd 7, tad rotacija ap centru P likne ¢ kusté-
sies pati pa sevi, bet péc rotacijas ap centru P, ta nonadks jauna
pozicija ¢’ ar pieskarS8anas punktu 7', = 7" liknei o,. Apziméjot
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momentanos rotacijas vektorus ap -asim (P,) un (P) attiecigi ar
w, un w,, uzrakstisim analitiskos noteikumus, lai vektoru sistéma
w, un w, bitu ekvivalenta ar vektoru w. Sie noteikumi ir $adi:

= W, + W,

w
0=1P, X w, + IP X w,,

no kuriem pirmais izsaka, ka vektoru w; un w, rezultante ir w,
bet otrs, ka 3o vektoru rezultétdjs moments pret punktu 7 ir vienads
ar vektora w momentu pret 3o punktu, pie kam pédéja momenta
vértiba, saprotams, ir nulle. Reizinot vektoru TP vektoriali ar pirmo
vienlidzibu un atpemot no rezultata otru vienlidzibu, dabiijam
sakaribu

(8.) IP x w = (IP —1P;) X w,.

Apzimésim ar i, j, k tris pozitivi_ orientétus vienibas vekto-
rus, kas ir attiecigi paralléli vektoriem /P X w, IP; un w, pie
kam vienibas vektors j lai noteic taisnes I7 vérsumu. Tad

IP,=1¢,§, IP=5pj, IP X w=7pj X ok=pnjx k=pni,

kur p un p; apzimé segmentu IP un /P, algebriskds veértibas, kuras
skaititas no punkta / pa orientéto taisni I7.

Substituéjot pédéjas vektoru izteiksmes (8.) sakariba, to var
parrakstit forma

(8.) poi=(p—p)j X w.

Ja punkta [/ dtrumu momentana rotacija ap asi (P,) apzimé
ar v,, tad

Vi = 1P X @, =p;j X 0,
no kurienes

¥ v
J e o ml - ":'!'-
f1

Substitugjot So izteiksmi (8.”) formula, péc daZiem parveidoju-
miem to var parrakstit forma

(8") o S 2T
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Un ta ka vektori i un v, ir paralléli, tad, uzskatot vektora v,
algebrisko vértibu ¢, par pozitivu, ja ta vérsums ir vienads ar i vér-
sumu, bet par negativu, pretéja gadijuma, dabiijam sakaribu

Izdarot vél pédéjo substitiiciju (8”.) formuld, ta var tikt par-
rakstita forma

) | T

Lai pédéjas formulas kreiso pusi, kas ir neatkariga no liknes o,
izteiktu vél cita forma, iedomasimies liknes ¢ un o, sakritam ar mo-
mentana rotacijas centra trajektorijam (centroidam [, un I,).

Jarunry, apzimé centroidu 7/, un 7, liekumu radijus momenta
t, pie kam to zimes ir vienddas vai pretéjas atkaribd no ta, vai lie-
kumu centri L un L, atrodas viend un tai pa3a pusé vai pretéjas pusés
no kopéjas tangentes Iikném [, un /,, momenta ¢, tad Sie radiji aizstaj
agrakos radijus p un p; , bet atruma v, vietd jaraksta punkta /
atrums V kustiba pa centroidu 7,. Tadéjadi dabiijam formulu

w 1 1

Lai atrastu sakaribu starp atrumiem V un v,, apskatisim
kustigu asu sistému ar sikuma punktu P, un asim Pz, un Pyy,, Kas
ir attiecigi parallélas vektoriem i un j un ar tiem paSiem vérsumiem.
Télak iedomasimies, ka S§i sistéma kustas ta, ka tds sakuma punkts
vienmeér sakrit ar liekuma centru P, un ass Py, ar kop&jo normali
likném ¢ un o, punkta 7.

Punkta I absoliitais atrums V momenta ¢ ir ta atrums kustibd
pa likni 7, . Punkta I parneSanas atrums momenta ¢ ir ta@ kustigas
plaknes Il punkta atrums pret nekustigo plakni Il,, ar kuru momenta
¢t sakrit §is punkts. Bet ta ka Si plaknes II punkta momentana kus-
tiba ir momentana rotacija ap momentdno centru I, tad I parne-
Sanas atrums ir vy;. Punkta I relativais atrums v, momenta ¢ ir
ta atrums kustiba pret kustigo sistému P,z,y,, bet ta kd punkts
I vienmér atrodas uz taisnes, kas savieno punktus P, un 7', tad ta
relativa atruma v, virziens sakrit ar P,y,-ass virzienu. Un ta tad
péc dtrumu kompozicijas likuma

V:VF+V1.
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Reizinot 5o vienlidzibu skaldri ar i, dabiijam
Vit=vF

Ja lepki starp orientéto taisni /T un vektoru V apzimé ar %,
tad lepkis starp vektoriem V un i ir %—&. To ievérojot, pedéja
sakariba k|iist ekvivalenta sakaribai

(11.) Vsing = o, .

Salidzinot (9.), (10.) un (11.) formulu, dabiijam Eulera-Savari
formulu®)

(12.) l——’-) jind waidiiind
P1 P g | r

Ar So formulu punktam P tiek piekdrtots punkts P, un likne
o nav saistita ne ar kddu citu noteikumu ka tikai to, ka punktam
P jabiit tas liekuma centram apskatitaja momenta.

Speciala gadijuma likni ¢ var iedomaties reducéjamies par
pasu punktu P, bet tad P, ir punkta P aprakstitas trajektorijas
liekuma centrs momenta ¢. Tadéjadi liknes o, kura ir saistita ar
kustigo plakni 11, ietvéréjas liknes oy liekuma centrs P, momentd t
sakrit ar liekuma centru ruletei, kuru apraksta liknes o lieckuma centrs P,
kas atbilst tas pieskar$andas punktam T ar likni oy momentd 1.

132. Sakars starp trajektorijas punktiem un atbilstoSiem liekuma
centriem. — Ar (12.) Eulera-Savari formulu uz liknu 7, un
I, kopéjas normales to momentana pieskarSanas punkta [ jebku-
ram punktam P’ var piekartot kadu punktu P,’ ta, ka P,’ ir punkta
P'" aprakstitas liknes liekuma centrs 3ai momenta. TieSdm, ta ka

Sai gadijuma % = -275, tad (12.) vienlidziba reducéjas par vienlidzibu
(13.) i Enlingre Lol S 148 e e
f1 P ry r ro

1) Eulers 3o formulu min darba, kas publicéts Noeoi Commentarii Aca-
demiae Petrop., t. 11, 1765. No jauna to atradis un izlietojis savos prieks~
lasijumos Ecole Polytechnique, Pariz€, Savari (F. Savary, 1797.—1841. g.), ka to
véldk aizradijis Sals (Chasles) kdda darba, kas iespiests Journal de mathém.
pures et appl., t. 10, 1845.
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kur o' = IP', p'y= 1Py un r, ir konstante. Atrisinot p&dgjo

vienadojumu pret p’;, dabiijjam, ka
: P’ , ”

I B S R P P

&= W& il

To

t. i. punktu P’; virkne (rinda)

ir projektiva ar punktu P’ virkni,

pie kam centroidu [, un I,

liekuma centri L un L, ir at-

bilstosi punkti Sai projektivitate.

Ja punkts P, attdlinas lidz

bezgalibai, t.i. ja 'y =oo, tad P Ll Py
4 V
Py = _;l 3 1 P;
!

bet Sai o’ nozimei atbilst inflek-
sijas punktu rinka linijas (R,)

krustoSanas punkts J ar asi Oy. PF
Tadéjadi punktam P’; = oo at- 3
b_|l§t9§z.llsl punkts (14.) p'r0]ek- 7 P*||| Pl=y
tivitaté ir punkts J. Ja p’ =0, ¥lF

tad ari ¢’y =0, t.i. momen-
tanais rotacijas centrs [ atbilst
pats sev, kas ta tad ir (14.) pro-
jektivitates divkar3ais punkts.
Atkariba no punktu P’ un
P’ savstarpéjam pozicijam uz
tJ
centroidu kopéjas normales mo- Gl 5
menta ¢, ta sadalas trijos posmos,
ka tas redzams no (14.) formulas.
Orientéjot taisni PP, y-ass pozitiva vérsuma, pirmaja posmad,
punktam P’ parvietojoties no punkta [ lidz + oo, punkts P;’ par-

84. zim.

Py
vietojas no punkta 7 lidz punktam Pl”(p'1 Sz s %)-) . TieSam,
no (14.) formulas izriet, ka 1° ja p’' =0, tad o, =0, 2° ja
o' = ro (punkts P’), tad o, =’:?—° (punkts P,’), un 3° ja ¢’ = oo

(punkts P'"), tad p," =r, (punkts P,’") (84. zim.). Pirmais posms
tadejadi raksturigs ar to, ka tani punkti P' un P, atrodas viena
un tai pasa pusé no punkta I — normdles pozitiv@ pusé.
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Otra posmd, punktam P’ parvietojoties no --oo lidz infleksijas
punktam J, atbilstosais punkts P, parvietojas no punkta P, (r,)
lidz +oo. Tie3am, ka to rada (14.) formula, ja o’ = +oo (punkts
P"), tad p," = ry(punkts P;"”), un ja o’ = —r, (punkts J = P'"),
tad p’; = oo (punkts P,""’). Otra posma tadéjadi punkti P' un P,
atrodas pretéjas pusés no punkta I.

Tresaja posmd, punktam P’ parvietojoties no infleksijas punkta
J(p" = —ry) lidz punktam I, atbilsto3ais punkts P," parvietojas
no —oo lidz punktam /. Tie3am, ka to rada (14.) formula, 1° ja
o' = —r, (punkts P'"), tad p,’ = oo (punkts P,”’), 2° ja p’ = —’2—"
(punkts PIV), tad ¢’y = —r, (punkts P,I¥), un 3° ja p’' =0,
tad p," = 0. TreSais posms tadéjadi
raksturigs atkal ar to, ka tani abi
punkti P' un P," atrodas viend un tai pasa
pusé no punkta I, bet Soreiz tie atrodas
normdales negdativa puse.

133. Liekuma centra konstru&Sana.
— Apskatisim kada plaknes [l punkta
P aprakstitas trajektorijas liekuma
centra P, konstruéSanu momenta ¢, ja
fai momenta zinama ir kustigas plaknes
Il punktu trajektoriju infleksijas punktu
rinka linija (R;) (85. zim.).

Savienosim punktu P ar J un
no pédéja vilksim perpendikulu JQ
pret taisni PI. Tad lenkis, ko veido taisne PI ar ripka linijas

(R,) tangenti punktd [/, ir &, un lenkis QIJ ir% — 9. Un ta tad

IQ = py = 1J5sind = ——mzsinﬁ.
Bet salidzinot (10.), (12.) un (13.) formulu, redzam, ka

5 1o 1 e S st e e g LS
(154 By 10 piil Tl_r)sina“asins_lfsina_—;;'

Talak vilksim caur punktu I perpendikulu pret taisni P un apzi-
meésim ta krustoSanas punktu ar taisni PJ ar D. Ja péc tam caur
S0 punktu D velkam taisnei /J parallélu taisni, tad Sis taisnes
krustoSanas punkts ar taisni P/ ir meklétais punkts P, .
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TieSam, no proporcijam

10 JEropuy
izriet, ka
g1 1Py
fo 1P,
vai
LU P ¥y -
po 1P, P

Salidzinot So izteiksmi ar (15.) izteiksmi, redzam, ka-IP; = p,, un
ta tad P, ir punktam P atbilstoSais ta trajektorijas lieckuma centrs.

Savari konstrukcija ruletes liekuma centram momenta ¢t pama-
tojas uz rulantes 7, un bazes I, liekuma centriem L un L, apskatitaja mo-
menta (86. zim.). Uzskatot punktus P un P, ka divu projektivu taiSpu

Pl

Jf

C
Y o
1 pr

86. zim. : 87. zim.

skipsnu centrus, redzam, ka taisnes P un P, D, tapat PI un P,I,
ir atbilstosads taisnes Sais projektivas taipu Skipsnas (85. zim.). Bet
ta ka abu taiSpu Skipsnu kopéja taisne PP, atbilst pati sev, jo PI
atbilst P,I, tad apskatitas taiSpu Skipsnas ir perspektivas ar per-
spektivitates asi /D, kas ir perpendikulara taisnei PI. Uz per-
spektivitates ass ID ta tad jakrustojas kada punkta FE ari taiSpu
parim PL un P,L,. Tadéjadi punkta P, konstruéSanai dabdjam
sadu priekSrakstu (86. zim.). Jasavieno punkts P ar J un caur
pédejo javelk taisnei /P perpendikulara taisne. Péc tam javelk
taisne PL, kas ar taisnei IP perpendikuldro taisni caur punktu I,
13
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krustojas punkta E. Taisnes EL, krustoSanas punkts ar taisni
IP ir meklétais punkts P, .

Momentana rotacijas centra [ trajektoriju 7, un I, kopé@jas
normales punktiem $i konstrukcija ir nederiga. Bet ja kadam punk-
tam P ir konstruéts atbilstoSais punkts P,, tad, velkot $ais punk-
tos perpendikulus pret taisni PP, So perpendikulu krusto$anéas punkti
P" un P, ar taisni IJ ir atbilstoSie punkti (87. zim.). TieSam,

1 w

_____ (]___L) sin & = L__.._]_
LIV i VP e kP ot o Pl RS

"_]a $ = 0, tad p&c (15.) formulas lielumam -;———-;—ja'\bﬁt bezgala
p

lielam, un ja p == 0, t. i. punkts P nesakrit ar 7, tad Fi jabat  bez-
1
gala lielam lielumam, t.i. p, = 0. Tadéjadi momentana rotacijas cenira

I trajektoriju- 1 un I, kopéjas tangentes punkti apraksta trajekto-
rijas, kuram I ir kopéjais lieckuma centrs apskatitajd momenid.

Infleksijas punktu ripka linijas (R,) punktam Q (85. zim.) lieckuma
radijs ir bezgala liels. Tadg], punktam P parvietojoties no punkta
I lidz punktam Q pa taisni, attiecigais punkts P,, kas ir punkta P
trajektorijas liekuma centrs Sai momenta, parvietojas no punkta /
vérsuma uz Q lidz bezgalibai, un tas ir Skirts ar punktu P no punkta
I. Punktam P parvietojoties tai pasa vérsuma talak aiz punkta Q,
tam atbilstoSais punkts P, paradas likpu I, un I, kopéjas tangen-
tes, kas konstruéta punkta I, otra pusé. Tadéjadi punkta P trajek-
torija pret punktu I apskatitaja momenta ir konveksa vai konkava
atkariba no ta, vai punkts P atrodas infleksijas punktu rinka linijas
(R,) iek3pusé vai arpuseé.

134. AtgrieSanas punktu ripka linija. — Meklésim vél ie-
tveréjas liknes oy liekuma centru, kad punkts P ir liknes o inflek-

sijas punkts. Sai gadijumd p =oc0, un ta tad l_—HO, un
(12.) Eulera-Savari formula reducéjas par formulu

Loonid sl

ey \ry.. . rlsin®’

Bét ievérojot (10.) sakaribu, redzam, ka p, ir dots ar formulu

s
PI:ESIHS',
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no kurienes izriet, ka punkts P, sakrit ar punktu E, kas atrodas uz
rinka linijas, kura ir simmetriska infleksijas punktu ripka linijai pret
punktu 7.

Speciala gadijuma, kad o ir taisne
d (88. zim.), punkts E, kas ir taisnes
d ietvéréjas liknes liekuma centrs,
ir neatkarigs no 3$is taisnes attaluma
no punkta I, bet tikai no tas virziena.

Sis fakts izskaidrojams ar to, ka
kustigas plaknes parallélam taisném
ietveéréjas liknes ari ir parallélas.

Ja taisne d iet caur punktu E,
tad §is taisnes ietvéréjas liknes lie-
kuma radijs punkta E ir nulle, un
ta tad punkts E ir taisnes d ietveé-
réjas liknes o, atgrieSanas punkts. 88. zim.

Tade] ari rinka liniju, kura ir
simmetriska trajektoriju infleksijas punktu rinka linijai pret centru [/
un kuras diametrs ir [IJ’, sauc par atgrieSandas punktu rinka liniju.

26. §. Cikloidala kustiba.

135. Epicikloidala kustiba. — ledomasimies vienu momen-
tano rotacijas centru / trajektoriju (centroidu) [, vai [, saistitu ar
kadu plakni, kas, Sai trajektorijai ve|oties pa otru, kustas lidz ar
to. Kustibu, kura ar $adu vel3anos rodas, sauc par ckloidalu.

Tadéjadi varam teikt, ka komplanas invariablas punktu sisté-
mas kustiba sava plakné ir cikloidala kustiba.

Kustigas plaknes II kustibu pa nekustigo plakni II, sauc par
epicikloidalu, ja rulante un baze ir rinka linijas. Kaut kura kusti-
gas plaknes Il punkta P trajektoriju, t. i. ruleti, sauc par pagarinatu,
saisindtu vai atgriecenisku atkariba no ta, vai punkts P atrodas rulan-
tes arpusé, iekSpusé vai uz tas.

Ja rulante un baze pieskaras viena otrai aréji, tad ruletes sauc
par epictkloidam ; ja turpretim to savstarpéja saskar3anas ir iek3gja
un bazes radijs ir lielaks par rulantes radiju, tad ruletes sauc par
hipocikloiddm; ja bazes radijs ir mazaks par rulantes radiju,
tad ruletes sauc par pericikloidam un tas ir identiskas ar epiciklo-
idam?). RobeZgadijumd, kad baze ir taisne, ruletes sauc par
cikloidam.

1) G. Loria, Spesielle algebraische und transzendente ebene Kurven, Bd. I,
Leipzig, Teubner, 1910, 482. un turpm. lpp.

13*
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Meklésim tagad So liknu vienddojumus. Sai noliikd par z-asi
izvélésimies abu rinka liniju centru liniju momenta (¢ = 0), kad
kustigais punkts P atrodas uz 3is linijas (89. zim.)

Par koordinatu sistémas sakuma punktu izvélésimies bazes
centru O, un par y-asi taisni, kura vilkta caur So punktu perpendiku-
lari z-asij un kuras pozitivais vérsums ir vienadds ar taisnes vérsumu,
ko dabiijam, z-asi rotéjot ap O, pozitiva vérsuma par lenki 32“. Ja
bazes radiju apzimé ar R, un rulantes radiju ar R,, tad 1,0, = R,, kur
I, ir kustibas sakuma momentam atbilstoSais momentanais rotacijas

v P’
0,
B\1
Il
o ¢+
0, Iy \'0, P x
89. zim.

centrs. Apskatisim tagad kadu citu rulantes poziciju momenta ¢
un apzimésim $ai momenta ar O, rulantes centru, ar I’ momentano
rotacijas centru un ar P’ punkta P poziciju. Talak apzimésim ar
o lenki, ko veido 0,1’ ar z-asi, uzskatot So lepki par pozitivu, ja rota-
cijas vérsums ap punktu O, ir pozitivs. Lenkis 8, ko veido 0y" P’
ar O,0', ir viegli izteicams ar «. Ja I apzimé rulantes punktu,
kas, tai ve]oties pa bazi, momenta ¢ sakrit ar punktu I’, tad loka [,/
garums ir R,2. Bet no otras puses loka [ /" garums ir Rz, un ta
ka Sie loki ir vienddi sava starpa, tad

R = Rje ,
no kurienes
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Lai atrastu ruletes punkta P’ koordinatu izteiksmes izvélétaja
koordinatu sistéma, projicésim vektoridlo vienlidzibu

0P = 0,0, + 0P

uz Sis sistémas asim. Vektors 0,0, ir ar konstantu garumu R;+R,,
bet mainign andmaliju «; tapat vektors O,’P’ ir ar konstantu

garumu p, bet mainigu anomaliju « + B =( 1 + f—?l)a.
2
Tadéjadi
z = (R, + R,) cosa + p cos (1 + %‘

)1’
2

y = (R, + R,) sinx + p sin (1 +%)a
ir epicikloidas parametriskie vienadojumi, kas ir atkarigi no viena
parametra a, jo R, , R,, p ir konstantes.

Parastas epicikloidas, ko apraksta punkts P, kas atrodas uz
rulantes, vienadojumus dabiijam no iepriekSéjiem, ievietojot tanis
p vieta R,.

90. zimé€juma ir paraditi tris epicikloidu tipi, kas atbilst gadi-
jumiem, kad p 2 R,, t.i. pagarindta, parasta (atgriezeniska)
un saisinata epicikloida.

Katra epicikloida ir salikta no bezgala daudz kongruentiem za-
riem, kurus apraksta punkts P, izejot no sakuma pozicijas, kad
rulante pieskaras bazei punkta [I,, un atgrieZoties atpaka] pozi-
cija, kad tas pats rulantes punkts atkal pieskaras bazei. Péc pilna
rulantes apgrieziena B = 2z, un ta ka «R, = pR,, tad

Ry

o= 2w ==

R,
atbilst vienam un o« daudzkartni vairakiem rulantes pilniem apgrie-
zieniem pa bazi. Bet katram rulantes pilnam apgriezienam pa
bazi atbilst viens no epicikloidas zariem, kas visi ir sava starpa kon-
gruenti.

; il : A e )

Ja R, un R, ir kommensurabli lielumi, t. i E: 5 kur m
un n ir veseli skaitli, tad ma = 2nn, t. i. ma ir 2z daudzkartnis.
Tas nozimé, ka péc tam, kad punkts P biis aprakstijis m epicikloidas
zarus, tas atgriezisies atpaka] pirmatn€ja pozicija un sava turp-
maka kustibd aprakstis tos paSus epicikloidas zarus ka agrak.
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Ja turpretim R, un R, nav kommensurabli lielumi, tad punkta
P aprakstita likne nekad neslégsies.

Hipocikloidas vienadojumus dabiisim no epicikloidas vienado-
jumiem, apmainot tanis R, pret —R,, pie kam R, jabiit lielakam
par R,. Ja R,<R,, tad iegiitie vienadojumi reprezenté kadu
pericikloidu, kas, ka to var pieradit, ir identiska ar kadu epicikloidu.

90. zim.

136. Epicikloidas liekuma centra konstrugSana. — Apskati-
sim parastas epicikloidas liekuma centra konstru&Sanu ar Savari
metodi. Apzimésim ar P kustiga punkta poziciju momenta ¢ un ar
I momentano rotacijas centru (90. zim.). Lai konstruétu punkta
P aprakstitas epicikloidas liekuma centru momenta ¢, savienosim
punktu P ar I un vilksim caur punktu I taisni, kas ir perpendiku-
lara taisnei /P. Ja punktu P savieno ar rulantes liekuma centru
L = 0,/, tad §i taisne krusto iepriek§ minéto taisni punkta E, kas ir
simmetrisks punktam P pret centru O,. Pé&c Savari konstrukci-
jas, taisne EO,, kura savieno punkfu E ar bazes liekuma centru
L, = 0,, krusto taisni /P punktd P,, kas ir epicikloidas punkta P
liekuma centrs momenta t.
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Ta ka baze un rulante atrodas.homotetiski radnieciba ar homo-
tecijas centru / un homotecijas attiecibu

0 1P R

k=W 2.5 Bel

tad O,'P ir paralléls O,P’. Un ta ka EP =2 0',P, tad

P101 O, F 0,p' R,
P,E EP =y 0’,P g 5 Ry
no kurienes d
0P, _ R,
E TR,
un .
0Py 0,P, R,

O,P,+P,E O R, +2R;’

t. i. punkts P, dabiijams no punkta E ar homoteciju, kuras centrs

ir O, un kuras attieciba ir e + 232
Bet ti ki rulantes loks PE = nRy, tad punkts F atrodas uz.
epicikloidas, ko apraksta rulantes punkts, kas kustibas sikuma sa-
krit ar rulantes un bazes pieskarSanas punktu I,, tai ve|oties agra-
kam vérsumam pretéja vérsuma.
So epicikloidu dabiijam no dotds epicikloidas, pagrieZot to ap
punktu O; par lepki

& = R,

2k Ll
Un ta tad punkta P aprakstitds epicikloidas liekuma centru P,
feometriska vieta ari ir epicikloida, ko dabiijam no iepriek3gjas

epicikloidas ar homoteciju, kuras centrs ir O, un attieciba

R,
R, +-2R,’
Si pedeéja epicikloida ir tangentidla -bazei punkta I, un visos
paréjos punktos, kurus dabiijam no §i punkta ar rotaciju ap centru
0, par lenki ma, kur m ir kads vesels skaitlis.

Téadéjadi epicikloidas evoliita ir tai lidziga epicikloida.
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137. Rule3u infleksijas punkti. — Izvélésimies par z-ass pozi-
tivo vérsumu punktd I tangentes pozitivo vérsumu 3ai punkta;
pozitiva y-ass tad dabiijama no pozitivas z-ass, rotéjot to pozitiva

. - . T
vérsuma par lenki 7
Tada gadijuma (12.) Eulera-Savari formula jasubstitu@

r1=R1, r:—"_'Rz,
un ta tad
l l l ] Rg"{' Rl

A T, Bl

Bet ta ka péc (10.) formulas, apziméjot infleksijas punktu rinka
linijas (R,) punktam / diametrali pretéjo punktu ar J,

1 1 1

Py JJ*

tad, salidzinot abas pédéjas izteiksmes, dabiijam, ka

R.R
16.) 1= ——11_.
it R+ R,
Ja R, >0, tad rulete ir epicikloida un IJ zime ir viendda
ar —R, resp. 10,. Bet
Rl BB

L Ry,

citiem vardiem sakot, infleksijas punktu ripka linija atrodas rulan-
tes iekSpuse.
Ta tad jebkur$ kustigas plaknes punkts, kas atrodas no punkta
0, attaluma starp
R R, B2

R, un Rz_ﬁ’1+32231+33’

apraksta trajektoriju ar infleksijas punktiem. Visu paré€jo kusti-
gas plaknes punktu trajektorijas ir bez infleksijas punktiem.

Ja R,<0 un 0> R, > —R,, tad rulete ir hipocikloida ;
IJ zime ir vienada ar —R, resp. 10, un

Ry |R,|

11D =222
| Rl—‘IRzl

e |R2|l
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ta tad punkts O, atrodas infleksijas punktu rinka linijas iekSpusé.
Ja, talak, |R,| <%, tad infleksijas punktu ripka linija atro-

das rulantes iekSpusé un punkta O, isakais attalums lidz tai ir

Ry [Ry|
R, — | R,

RS

d = RHERC.. xR
R1"‘"|R:z{

R,

Tadéjadi jebkurd kustigas plaknes punkts, kas atrodas no
punkta O, attdluma, kas ir mazaks par d, apraksta trajektoriju bez
infleksijas punktiem; tapat ari visi rulantes aréjie punkti. Visu
paréjo punktu trajektorijas ir ar infleksijas punktiem.

Ja turpretim |R,| > 59—‘, tad infleksijas punktu rinka linija
atrodas rulantes arpusé. Un ta tad visi rulantes iek$éjie punkti un

2
punkti, kas atrodas no O, attaluma, kas ir lielaks par d = R—R"T?—l ;
i 2

apraksta trajektorijas bez infleksijas punktiem.

Beidzot, ja R, <0 un R, < —R,, rulete ir pericikloida; IJ
zime ir vienada ar R, resp. O,/ zimi. Ta tad infleksijas punktu
rinka linija atrodas arpus rulantes, pie kam

R, |R,|
I¥| = e
A,
Tadéjadi visi rulantes iek3gjie pimkti un punkti, kas atrodas
no punkta 0, attaluma, kas ir lielaks par

Ry |R,|

il R22
|32| (130 Rl

d o
Rl — Py

+ |Ry| =

apraksta trajektorijas bez infleksijas punktiem. Paréjo punktu
trajektorijas ir ar infleksijas punktiem.

138. Parasta cikloiddla kustiba. — Epicikloiddlas kustibas
divus raksturigus robezgadijumus dabiijam, iedomajoties bezgaligi
pieaugam bazes radiju R, vai rulantes radiju 1, ta, ka viena vai
otra no Sim rinka linijam k]ist par taisni. Ja baze parvér3as par
taisni, tad attiecigo kustibu sauc par cikloidalu un rulantes punktu
aprakstitas trajektorijas par cikloidam. Tapat iz3kir pagarinatas
un saisinatas cikloidas atkariba no ta, vai trajektoriju aprakstitajs
punkts, kas ir nekustigi saistits ar rulanti, atrodas arpus vai iekSpus
tas.
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Ja turpretim rulante k]iist par taisni, tad tas punktu trajektori-
jas veido bazes evolventes.

Isuma dg] Seit aprobeZosimies ar parasto cikloidu, ar kuyu vélak
sastapsimies dinamika. Par bazi izvélésimies taisni Oz, apziméjot
ar A un B divas sekojoSas cikloidas virsotnes, t. i. rulantes punkta
P divas sekojosas pozicijas, kuras tas atrodas uz bazes (91. zim.).

Par koordinatu sistémas sikuma punktu O izvél&imies nogriezna
AB vidus punktu ar z-ass pozitivo vérsumu uz punktu B. Par y-asi
izvélésimies taisni, kas vilkta caur punktu O perpendikulari z-asij
ar pozitivo vérsumu uz apskatita cikloidas zara augstako punktu D.

by

s
N
»

~

~s

7 PR

91. zim.

Apskatot kaut kadu rulantes punkta poziciju P, apzimésim momen-
tino rotdcijas centru ar 7, tam diametrdli pretéjo punktu ar € un
lenki CO,P ar §. Ta ka rulante velas bez slides pa bazi, tad, ja R
ir rulantes radijs, loka CP gajums ir vienads ar OI = R$.

Lai atrastu ruletes punkta P Kkoordinatu izteiksmes izvélétaja
koordinatu sistéma, japrojicé vektoridla vienlidziba

OP = 0I 4-IP
uz 3is sistémas asim. To darot, dabiijam izteiksmes

{ 2=0P =0l + IP' = R (% &+ 5in9),
t y= PP =R(l + cosd),

kas ir cikloidas parametriskie vienadojmi.

(17.)
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Diferencéjot pédéjas formulas, dabaijam, ka

dr = R(1 4 cos9) d¥,
dy = —R sin$ d% ,

un ta tad loka elementa ds, kas skaitits lepka & augSanas vérsuma,
izteiksme ir

ds =1/ da® +dy* =RV 2 (1 + cos9) d% = 2R

by
cos 5 ‘ dd.

~ Bet ta ka viena cikloidas zara robezds ¢ mainds starp —= un +mx,

tad cos%— ir pozitivs. Tapéc, integréjot pédéjo izteiksmi robezds

no $=0, kas atbilst cikloidas zara augstakam punktam D, lidz kadai
nozimei ¥, kas atbilst tds punktam P, dabiijam loka s =~ DP izteiksmi

(18.) s=4Rsin%.

Lenkim & mainoties no 0 lidz =, dabiijam cikloidas pusloka DB
garumu, kas ir 4R, un ta tad cikloidas loka garums ir 8R.

Sastadisim diferenci y, =2 R —y, kas geometriski izteic punkta
P attalumu lidz tangentei cikloidas augstaka punkta D. levérojot y
izteiksmi, kura dota ar (17.) sistémas otru formulu, varam rakstit, ka

&
7= R(1 — cos®) = 2R sin? o

no kurienes, salidzinot to ar (18.) formulu, dabiijam raksturigu sakaribu
* = § Ry,

starp cikloidas loka garumu un ordinatu.

139. Cikloidas liekuma centra konstruéSanma. — Ta ka rulantes
liekuma centrs sakrit ar tas centru O,, t. i. L = 0,, un bazes lie-
kuma centrs atrodas bezgaliba, tad

un ta tad
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Apzimé@jot infleksijas punktu ripka linijas (&,) punktam [/
diametrali preté€jo punktu ar J un ievérojot (10.) formulu, redzam, ka

sk
14
Salidzinot pé&dgéjas divas izteiksmes, varam secindt , ka
1] = R =10,

resp. J = 0,, citiem vardiem sakot, infleksijas punktu rinka linijas
(R,) diametrs ir /0, un ta atrodas rulantes iek3pusé.

Tadeéjadi saisinatai cikloidai ir vienmér infleksijas punkti, bet
pagarinatai tadu nav.

Konstruésim kada parastas cikloidas punkta P liekuma centru
ar Savari konstrukciju. Sai noliikd savienosim punktu P ar [ un
vilksim caur punktu 7 taisni, kas ir perpendikuldara /P. Ja punktu
P savieno ar rulantes liekuma centru . = 0,, tad §i taisne krusto
iepriek§ minéto taisni punkta E, kas ir simmetrisks punktam P pret
centru 0,. Ta ka bazes lieckuma centrs atrodas bezgaliba y-ass vir-
ziena, tad péc Savari konstrukcijas, velkot caur punktu E y-asij
parallélu taisni, tas krustoSanas punkts P, ar taisni PI ir cikloidas
punkta P liekuma centrs.

No 91. ziméjuma redzams, ka

Rl BB, .
0 P
resp.

P.E=210,~=2R.

Tadéjadi punktu P; geometriskd vieta dabiijama no punktu E
vietas ar translaciju, kuras algebriska vértiba ir —2R un vir-
ziens ir paralléls y-asij.

Bet punkts E ari apraksta cikloidu, ko dabiijam no punkta P
aprakstitds cikloidas ar transldciju paralléli z-asij par =R.

Tadéjadi punktu P; geometriska vieta ari ir cikloida, kas ir
kongruenta ar punkta P aprakstito cikloidu. Citiem vardiem sakot,
parastas cikloidas evoliita ir tai kongruenta cikloida.
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27. §. Piemeri.

140. Méness héliocentriskd kustiba. —-

Pirmaja tuvinajuma

var iedomities, ka Zemes (Z) kustiba ap Sauli (§) un Méness (M)
kustiba ap Zemi ir cirkuldras kustibas, kas norit ar vienmérigiem
atrumiem, un ka to orbitu plaknes sakrit.

Talak apskatisim nekustigu héliocentrisku koordindtu sistému
SXY un kustigu geocentrisku sistému Zzy, ka 92. ziméjuma aizra-

dits. Ja laiku t skaita no kada
Méness M pilniga aptumsuma
momenta, kad Z un M atrodas
uz SX-ass, tad momenta t =0
Zemes héliocentriska anomalija
o pret SX-asi, un tapat Meéness
geocentriska andmalija «" pret
Zzx-asi, ir nulle. Apzim@jot Zemes
héliocentrisko lepkisko atrumu
ar o un Meéness geocentrisko
lenkisko atrumu ar «’, momenta
¢ lenkiem « un «" dabiijam $adas
izteiksmes:

(19.)

a=uol,

Y M

Y
v’ X
i [ &7 A
« SRERT
{ S

92. zim.

’ r

a =owlt.

Ja Zemes orbitas ap Sauli radiju apzimé ar » un Méness orbitas
ap Zemi radiju ar r’, tad Zemes héliocentriskds koordinatas X,, Y, ir

Xy —FLosS ol

un Meéness geocentriskas koordinatas z, y ir

= oo

Yol 0 @'t

Projicéjot vektorialo vienlidzibu

SM =S8Z +ZM

uz nekustigas koordinatu sistémas asim, dabiijam, ka

X = r cosa 4 r'cos(x + a'),
Y = rsina + r'sin(e + o)

jeb

¥
(20.) !

rcoswt + r’ cos(w + o),
Y =rsine t + r'sinfo + o).
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Pédéjie vienadojumi rada, ka Méness héliocentriska kustiba ir
epicikloidala, jo tie ir ar to paSu formu ka epicikloidalas kustibas
vienadojumi

z= (R, + R,) cosa + p cos (l —i—g-i)z,

(21.)
y = (R, + R,) sina -+ psin (1 +IB-;-1)G'
2

Identificéjot (20.) un (21.) sistémas vienadojumus, dabiijam, ka

R+ Ri=7r, p=r, a=ot, (l +%‘)a=(m+m'}t,
2

no ka izriet, ka

o’ \ ) .
@2)  R=z2_r R= reop=r.

o+ o

levedot attiecigo lepkisko atrumu o un ' vietd Zemes un
Méness kustibas periodus 7" un 77, kas definéti ar formulam

2 ALR R

« =T’"

(22.) sistemas formulas var parrakstit ta:

T e ,

(23) Rl =m r,

Lielumu r, ', T, T’ skaitliskas vértibas (tuvinati) ir Sadas:

r = 150 000 000 km, r’ = 360 000 km,
T =3654d., T’ =284d.
Tadeéjadi Meness hé€liocentriska kustiba ir epicikloiddla — ar

Sauli ka@ bazes centru un bazes radiju R; un Zemi ka rulantes centru
un rulantes radiju R, .

141. Planétas geocentriska kustiba. — Ari Sai gadijuma pir-
maja tuvinajuma var iedomaties, ka planétu aprakstitas orbitas ap
Sauli ir cirkularas un ka té@s visas atrodas viena plakng, jo So orbitu
ekscentricitdates un inklinacijas pret ekliptiku ir Joti mazas.
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Uzrakstot treSo Keplera likumu ar divu planétu lepkiskiem
atrumiem © un o' forma
© a"’f’

o  ah’

redzam, ka lepkiskais atrums kadai planétai ir jo mazaks, jo talak
td atrodas no Saules. Talak astronomiskie novérojumi rada, ka
visam planétam héliocentriskais kustibas vérsums ir viens un tas
pats. Ja So vérsumu izvélas par lepkisko atrumu pozitivo vérsumu, tad
Saules lenkiskais atrums kustibd ap Zemi ir negativs. Apzimésim
So atrumu ar —ew un kadas planétas P lepkisko atrumu kustiba
ap Sauli ar w,.

Atkal apskatisim nekus-
tigu geocentrisku koordi- :
natu sistému ZXY un _ Y
kustigu héliocentrisku sis-
tému Szxy (93. zim.). Ja
par laika ¢ skaitiSanas 4y
sakumu izvélas momentu, A b ey il X
kad Zeme un planéta at- &
rodas Saules pretéjas pusés S~
uz ZX-ass, tad 3ai mo-
menta Saules geocentriska X
un planétas héliocentriska
anomalija ir nulle; bet
kada momenta ¢ tas ir

93. zim.

o = —wf, o = Wyl .
Apziméjot Zemes un planétas héliocentriskos attdlumus attie-
cigi ar r un r; un projicéjot vektorialo vienlidzibu -
ZP ="7Z§ + 8P
uz nekustigas sistémas ZXY asim, dabiijam planétas koordinatam
Sai sistéma izteiksmes

X =:rcoset + ry cOS(2; + @),
Y = rsina + r, sin(e, + o)
jeb
(24.) X = rcoset-+ rcos(w, — ),
: : Y = —rsine t + rysin(o; — o)t .

Identificéjot (24.) un (21.) sistémas vienadojumus, dabiijam
sakaribas

R, +R,=r, pP=r, o= —uwi, (I-I—%)ot:(m,—m)t.
2
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Ja Zemes un planétas kustibas periodus 7 un 7, definé attiecigi ar

formulam
27 2%

W = g =— T.‘; ’
tad no §im sakaribam izriet, ka
& T,
o s Ty hiins oliie Bael
Sadalot planétas attieciba pret Zemes orbitu iek$éjas un aréjas

planétas atkariba no ta, vai to orbitas atrodas Zemes orbitas iekSpusé
vai arpusé, viegli saprast, ka iek3€jam planétam 7,<7, un ta tad

R, >0 R, <0 un .0 > .Ry>—HRg:

R,

¥, T

Kustiba ir hipocikloiddla. Argjam planétam 7, > 7, un ta tad
Ry=0, R =0 nn "0 =Ry >R,

Ta ka rulantes radijs ir lieldks par bazes radiju, tad kustiba ir
pericikloidala. Bet 3ada pericikloiddla kustiba, ka to var pieradit, ir
ekvivalenta ar epicikloidalu kustibu. Tadéjadi planétas geocentriska
kustiba ir hipocikloiddla vai epicikloiddla atkariba no ta, vai planéta
ir iek$eja vai aréja.

Sis ir Ptolemaja') pasaules sistémas uzskats, péc kura planéta
P kustas ap iedomdtu punktu (misu gadijuma Sauli S), kas savkart
vienmérigi kustas pa rinka liniju ap Zemi Z. ledomata punkta (5)
aprakstito rinka liniju Ptolemajs sauc par deferentu (circulus deferens),
bet planétas aprakstito rinka liniju par epiciklu (epicyclus).

Astronomisko novérojumu skaitam palielinoties, Ptolemaja
sistémas piekrit€ji parliecinajas par tas trikumiem un izdarija tani
dazus parlabojumus. Planétu tie iedomajas vienmeérigi kustamies
pa rinka liniju, kuras centrs kustas pa epiciklu ap iedomatu punktu,
kas savkart kustas pa deferentu, un ta joprojam, sablivéjot tadeéjadi
vienu epiciklu virs otra un padarot pasaules sistému arvien kompli -
cétaku.

Sada komplicéta planétu geocentriskd kustiba, jadoma, ilgi
biitu palikusi neizskaidrojama, ja Kopernikam®) nebiitu radusies

1) CLL Ptolemaeus (dziv. Il g. s. péc Kr.). Vina lielais darbs Magna
constructio, kura sakopotas visas ta laika zinaSanas astronomija un kur§ arabiski
tulkots par A4l Magest:, iznaca latipu valoda ar nosaukumu Mathematicae
constructionts, Wittebergiae, 1549. g.

2) N. Copernicus (1473.—1543. g.), De revolutionibus orbium coelestium
libri sex., Norimbergiae, 1543.
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pargalviga doma — attiecinat planétu kustibas pret Sauli (héliocen-
triska sistéma). Koordinatu sistéma, kas saistita ar Sauli, planétu
kustibas uzreiz vienkarSojas. Planétu orbitas izradijas elipses,
kuru viena kopéja fokii atrodas Saule, ka to nosaka pirmais Kep-
lera likums. Un tikai péc tam Nitonam?) bija iespéjams atrast-
vispasaules gravitacijas likumu, kas izskaidro planétu kustibas ar
Saules gravitdcijas spéku. Tadéjadi redzam, cik liela vésturiska
nozime pasaules uzskata izveidoSana ir bijusi relativas kustibas
jédzienam.

'142. Uzdevumi.

1. Atrast nekustigo un kustigo centroidu resp. bazi un rulanti
kadas plaknes liknes references sistémas, ko veido kada 3is liknes
punkta pozitiva tangente un normale, kustiba.

2. Atrast komplanas kustibas centroidas, ja 3ai kustiba kada
taisne vienmér iet caur kadu nekustigu punktu, bet kads §is taisnes
punkts apraksta kadu nekustigu taisni.

3. Atrast centroidas komplana kustiba, kura kada taisne vien-
mér iet caur kddu nekustigu punktu, bet tis gala punkts apraksta
doto likni.

4. Atrast komplanas kustibas centroidas, ja 3ai kustiba kads
taisns lenkis kustas ta, ka ta viena mala vienme@r iet caur kadu ne-
kustigu punktu, bet otras malas noteikts punkts apraksta kadu
nekustigu taisni.

5. Nekustigd plakné dota nekustiga trajektorija (baze) I,.
Noteikt kustigo trajektoriju (rulanti) /, ta, lai, tai ve]oties bez slides pa
nekustigo trajektoriju [7,, ta pieSkirtu kustigas plaknes noteiktam
punktam taisnlinijas kustibu (3o punktu geometriska vieta ir rulete).

Piemérojot iepriek3€jo rezultatu, atrisinat $adus tris uzdevumus:

6. Baze I, ir ripka linija ar radiju a, bet rulete ir kads tas
diametrs. :

7. Baze [, ir parabola ar parametru p un rulete ir tas direktrise.

8. Baze I, ir parabola ar parametru p, bet rulete ir tas ass.

9. Kada konstanta lieluma lepka malas a, b slid pa divam
nekustigdm rinka linijam r, un r, ar atbilstoSiem centriem O, un 0, .
Atrast 8is komplanas kustibas centroidas un kadas tredas, ar a un b
nekustigi saistitas taisnes ¢, ietvéréju likni.

1) 1. Newton (1642.—1727. g.), Philosophiae naturalis principia mathe-
matica, Londini, 1687. Labdkais §1 darba tulkojums miisu dienas ir Mathematical
Principles of Natural Philosophy, Transl. A. Motte (1729), Ed. F. Cajori, Cam-
bridge, 1934.

14
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VI NODALA.

CIETA KERMENA GALIGI PARVIETO JUML

28. §. Ekvivalentas kustibas.

143. Definicijas. — Lidz Sim, rundjot par cieta kermepa
kinématiku, esam apskatijusi cieta kermepa kustibas pamatveidus,
visparigo momentano kustibu un nepartrauktu cieta kermena
kustibu. :

Ja turpretim ir dotas divas cieta kermenpa pozicijas, t. i. divas
kongruentas figiiras, tad eksisté bezgala daudz kustibu, ar kuram
iespéjams cieto kermeni parvietot no vienas pozicijas otrd. Starp
Sim bezgala daudz kustibam ir viena tada, ar kuru ir notikusi faktiska
cieta kermena parvieto$anas.

Jaut@sim tagad, kdda ir visvienkar3aka kustiba, ar kuru iespé-
jams cieto kermeni parvietot no vienas dotas pozicijas otra. Citiem
vardiem sakot, meklésim visvienkarS$ako kustibu, kas savieno pir-
mo figiiru ar otru, tai kongruentu figiiru. Sadu kustibu sauc par do-
tajai kustibai ekvivalentu kustibu. Apskatisim 3o jautajumu atse-
viski cieta kermena kompldna kustibd, kustibd ap vienu nekustigu
punktu un péc tam briva kustiba. '

144. Komplana kustiba. — Kompldna kustiba cieta kermena
pozicija ir noteikta ar diviem S§i kermena punktiem, un tapéc 3ai
gadijuma uz uzstadito jautajumu var atbildét Sadi. Ja A ir kads
pirmas figiiras punkts un A’ tam atbilstosais punkts otra figiira un ja
B ir tas pirmas figiiras punkts, kas sakrit ar punktu A4’ otra figiira
un kam atbilstosais punkts ir B’, tad AB = A'B’. Ja B’ sakrit
ar punktu A, tad vienkar$dkais parvietojums, lai pirma figiira sa-
kristu ar otru, ir rotacija par lenki = ap AB viduspunktu.

Ja A’B’ atrodas uz segmenta AB turpinajuma, tad cieta ker-
mena parvietojums pirmas figiiras savieno3anai ar tai kongruento
otru figliru -ir translacija. Visos citos gadijumos cieta kermena
parvietojums no pozicijas, kura noteikta ar pirmo figiiru, pozicija,
kura noteikta ar otru, tai kongruento figiiru, ir rotdcija. Tas centrs
ir segmentu AB un A’'B’ vidusperpendikulu krusto$anas punkts O, bet
lenkis ir viendds ar lenki @, ko veido Sie vidusperpendikuli (94. zim.).

Bet ta ka translaciju ari var uztvert ka rotaciju ap
bezgala talu centru, tad dabiijam tedrému, ka komplana cieta kermena
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kustiba cietais kermenis parvietojams no vienas pozicijas otrda ar transla-
ciju vai rotaciju ap galigu centru?).

145. Kustiba ap nekustigu punktu. — Gadijuma, kad cietam
kermenim ir viens nekustigs punkts O, paréjos divus punktus, kas
kopa ar O noteic cieta kermena poziciju, var iedomaties atrodamies
uz sféras ar centru 0. Apzimésim $os punktus ar A un B. Divas
patvaligas cieta kermena pozicijas nosauksim 3Sos punktus par 4,,
B, un A,, B, (95. zim.). Ta ka kermenis ir ciets, tad liela rinka
loks AyB,; (kas ir mazaks par =) ir vienads ar liela rmka loku A,B,
(art mazaku par =).

Pieradisim, ka cieta kermena parvietojums no vienas pozicijas,
kas ir noteikta ar punktiem O, 4,, B,, otra, kas ir noteikta ar at-
bilstoSiem punktiem O, A, , B, , ir rotacija ap noteiktu asi caur punktu
O par noteiktu lenki o .

Sai noliika iedomasimies vilktus Cetrus lielos rinkus caur punk-
tiem A,, B;; A,, By; A,, A, un B,, B, (zim&jumai paraditi tikai
divi pirmie rinki). Peéc tam dalisim uz pusém loku A4, ar lielo ripki,
kas ir perpendikulars Sim lokam, un loku B,B, ar tam perpendikularo
lielo rinki.

1) 8o tedrému ir devis Sals (Chasles) kada notd, kuru tas iesniedzis
1829. g., Société Philomatique, bet kas iespiesta tikai 1878. g. Bulletin de la
Société mathém. de France, t. 6.

14%
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Divi p&déjie lielie rinki krustojas divos diametrali pretéjos punk-
tos € un C;. Bet ta kd nupat minétie lielie ripki caur punktu
C dala lokus A4, un B,B, uz pusém, tad

— A,C =< A4,C,
~ B/C =~ B,C.

Ta tad sfériskie trijstari A;CB, un A,CB, ir kongruenti, jo to attie-
cigds malas ir vienadas. Pé&c rotacijas ap asi CC, par lepki A,CA,
punkts A, sakrit ar punktu A, un punkts B; sakrit ar punktu B,.

Tadejadi, ja cietam kermenim ir viens nekustigs punkts, tad kus-
tiba ap $o punktu ir ekvivalenta rotacijai ap noteiktu asi caur $o nekustigo
punktu?).

146. Briva cieta kermepa kustiba. — Pieradisim, ka briva
cieta kermena kustiba no vienas pozicijas otra ir ekvivalenta skriivvei-
digai kustibai ap noteikiu asi®).

Ta ka cieta kermena divas pozicijas ir noteiktas ar divam kon-
gruentam figiram F un F’, tad uzdevums ir atrast vienkar3ako
Kustibu, ar kuyu figiiru F var savienot ar figiiru F’. Ja A4 ir kads
figliras ¥ punkts un A’ figliras F’ atbilstosais punkts, tad ar transla-
ciju AA’ figiira F pariet tai kongruenta figiira F*’; ja F”’ vél nesakrit
ar figiiru F”, tad ar rotaciju ap noteiktu asi A caur punktu A’ figiiru
F?" var savienot ar F'. Visas $ai asij parallélas figiiras F taisnes, savie-
nojot figiirn F ar F’, paliek sev parallélas; katra cita taisne turpre-
tim maina savu virzienu.

Bet ta ka visas asij A perpendikularas plaknes ari patur savu
virzienu, tad figiiras F savienoSanu ar figiiru F' varam panakt $adi:
ja pun p’ir F un F’ atbilsto§ds plaknes, kuras nemaina savu virzienu,
tad parvietojam vispirms figiiru F' ass A virziena, lidz kamér plakne p
sakrit ar plakni p’: péc tam ar rotaciju ap noteiktu asi, kas
ir perpendikuldra plaknei p(p’), panakama figiiras F savienoSana
ar figiru F’. Sada figiiras F savieno3ana ar F’ ir skriivveidiga kusti-
ba, jo translacija p — p’ ir paralléla rotacijas asij A.

147. Sala skriivveidigas kustibas ass konstrukeija. Apzimé-
sim ar ABC un A,B,C, kada trijstiira, kas definé cieta kermena

) L. Euler, Formulae generales etc., Novi Commentarii Acad. Petropol.,
vol. 20, 1775. !

%) M. Chasles. Note sur les propriéiés générales de deux corps ete. Bul-
letin de Férussac, t. 14, 1830.
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poziciju, kustibas sakuma un gala poziciju. P&c tam izvélésimies
kddu patvaligu punktu O un konstruésim tris citus punktus A,,
By Cyitayiilai

DAy = A i i DB i BB 175001 G b

Tris punkti A,, B,, C, resp. trijstiuris A,B,C, noteic kdadu
plakni, ko apzimésim ar o,. Talak iedomasimies caur punktu O
vilktu plakni o, kas ir paralléla plaknei o,. Ar ikvienu no agrak
minétam translacijam plakne o pariet plakné o,. Projicgjot
trijstirus ABC un A,B,C, ortogonali uz plaknes ¢,, dabiijam
divus jaunus trijstifus A'B'C' un A'\B’,C’;, no Kkuriem pirmais
pariet otrd ar rotaciju ap noteiktu centru M plakné o,. Rotici-
ias centrs M ir taiSnu A’A’; un B'B’; vai A’A’; un C'C’; vidusperpendi-
kulu krustoSandas punkts. Punkta M plaknei o, perpendikulari
vilkta taisne m ir mekléta skriivveidigas kustibas ass.

29. §. Galigu parvietojumu salik$ana.

148. Transldciju salikS8ana. — ledomasimies, ka cietais ker-
menis ar translacijam =,, =,, ..., T, attiecigi pariet no pozicijas
§ pozicijas §,, 85, ..., 8, . Ir skaidrs, ka eksisté viena translacija
T, ar kuru cietais kermenis tiei pariet no pozicijas § pozicija S, un
kuras vektors = ir viendds ar atsevisko translaciju vektoru
Ty, Ta, - - -» T, Fezultanti. TieSam, ta ka ikviend no dotajam kustibam
visu kermena punktu atrumi jebkura momenta ir vienadi, tad ari
rezultétaja kustiba visu punktu atrumi jebkura momenta ir vienadi.
Bet pédéja ipasiba raksturo translaciju, ko sauc par doto translaciju
rezultéetaju translaciju. :

Tadeéjadi vairakas translacijas summéjas viend rezultétaja transla-
cija, kuras reprezentétdjs vektors ir viendads ar atsevi$ko translaciju
reprezentétaju vektoru rezultanti.

Atsaucoties uz vektoru summas kommiitativo ipasibu, rezul-
tétaja translacija ir neatkariga no Kkartibas, kada parcialas transla-
cijas izdaritas.

Ari otradi, jebkuru translaciju = var sadalit bezgala daudz vei-
dos vairakas citas translacijas =;, ©», ..., pie kam = Z1,.

No bezgala daudz iespgéjamiem sadaliSanas veidiem atzimésim
sadus divus:

a) dotas translacijas v sadaliSanu divas translacijas, no kuram
vienas virziens ir dots, bet otra atrodas tai perpendikuldrd plakné;
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b) dotas translacijas t sadaliSanu tris savstarpéji perpendiku-
laras translacijas, kas raksturotas ar vektoriem =,, 7., 75.

149. Rotaciju salik3ana. 1° Salik$ana ap vienu un to pasu
asi. — Ja ar doto kermeni izdara vairakas rotacijas ap vienu un to
pasu asi, par attiecigiem lepkiem &,, 9,, ..., 9, , starp kuriem
dazi var bat negativi p&c konvencijas, tad rezultétdja kustiba atkal
ir rotdcija, pie kam rezultétdajas rotacijas lenkis % ir vienads ar par-
cidlo rotaciju lenku algebrisko summau, t. i.

S =9, 49+ ...+ 9,.

Rezultétdja rotidcija ir neat-
kariga no kartibas, kada izda-.
ritas parcialas rotacijas.

2° Salik$ana ap parallélam
asim. — a) Rotdciju vérsumi ir
vienadi. — Apskatisim cieta ker-
mena divas rotacijas, no kuram
vienas ass ir (0O,) un lepkis 9,,
bet otras ass ir pirmajai asij
paralléla ass (0,) un lepkis ir
9,, pie kam rotaciju vérsumi ir
vienadi, ka tas 96. zim&uma
aizradits ar bultinam. Ja izvélas
kddu rotaciju asim perpendiku-
laru plakni par zimé&juma plakni,
tad rotaciju asu pé€du punkti 3ai
plakné ir O, un O,. Savienosim O, ar O, un vilksim taisnes

0,0 un 0,0, kas ar 0,0, attiecigi veido lenkus % un '%“

un

krustojoties noteic punktu O.

Pieradisim, ka divas dotds rotacijas, kuras izdaritas sakumda minéta
kartiba, ir ekvivalentas ar vienu rotaciju ap ast, kas vilkta caur punktu
O paralléli dotajam asim, par lenki %, + 9, doto rotdciju kopéja ver-
suma.

TieSam, apskatisim cieta kermena taisni, kas kustibas sakuma
sakrit ar rotacijas asi (0,). Pirma rotacija ap asi (0,) nemaina
tas poziciju, bet otra ap asi (0,) transformé& to pozicija (0’,), kur
lepkis 0,0,0', = 9, . Talak, taisne, kas kustibas sakuma sakrit
ar (0), ar pirmo rotaciju pariet pozicija (0'), bet ar otru
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atgriezas savad sakuma pozicija (0). Tad&jadi ar minétam di-
vam rotacijam cietais kermenis pariet pozicija, kas raksturiga
ar to, ka taisne, kas sdkuma sakrit ar asi (0), atkal atgriezas sava
sakuma pozicija, bet taisne, kas sakrit ar asi (0,), nondk pozicija
(0')). Bet, kd viegli parliecinaties, kustiba, kas cieto kermeni
transformé no ta sakuma pozicijas gala pozicija, ir rotacija ap asi
(0) par lepki &, + 9, = <€ 0,00’; vérsumd, Kkas ir viendds ar
doto rotaciju vérsumu. Ar $adu rotdciju ass (0,) nondk pozicija
(0'), ar ko apgalvojums ir pieradits.

Samainot divu ap-
skatito rotdciju kar-
tibu, rezultétajas rota-
cijasassir(0’), agrakas
ass (0) vieta, bet ne-
mainigs paliek rotaci-
jas lenkis un vérsums.

0

b) Rotaciju vérsumi
ir pretéji. — ledoma-
simies, ka rotéciju
vérsumi ap parallélam
asim ir pretéji, un tie
ir 97. ziméjuma aiz-
raditie; pie tam pir-
mas rotacijas ass ir 97. zim.

(0,) un lenkis 9,, bet
otras ass ir (0,) un lepkis 9,. Bez tam iedomasimies, ka
B > By,

%

Konstrugjot punktu O ka taisnes 0,0, kas veido lepki 5 ar 0,0, ,

%
;i
Sands punktu un sprieZot, ka iepriek3éja gadijuma, dabijam,
ka divas dotds rotacijas, kuras izdaritas agrak minétaja kartiba, ir ekvi-
valentas ar vienu rotaciju ap asi (O) par lenki 9, — 9%, lelakas rota-
cijas vérsuma. Ari Sini gadijuma rezulté€taja rotacija ir atkariga no
parcialo rotaciju kartibas.

Abos gadijumos, kda no A 0,00, redzams, rotadcijas ass (0)
pozicija ir definéta ar relaciju

un taisnes 0,0, kas veido lepki == ar 0,0, pagarinéjurﬁu, krusto-

00, 00y
(1) sin%} sin%’
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~ ¢) Rotaciju pars. — Divas vienada lieluma, bet pretéjiem
vérsumiem, rotacijas ap parallélam asim sauc par rotdciju pari.
Apzimésim kopé€jo rotacijas lepki ar % un apskatisim divas pret 0,0,
simmetriskas taisnes O,L un O,L,, kuras ar simmetrijas asi 0,0,

veido lenki % (98. zim.).

Ja no punkta O, velk perpendikulus O,P un O,P,; attiecigi pret
taisném OyL un O,L, un atliek no §i punkta uz pirma virziena

A P /
0, ;
]
|
i

L!

i 08. zim.

ar 0,P vienadu, bet pretéja vérsuma nogriezni O, P’ un péc tam
caur punktu P’ velk taisnei O,L parall€lu taisni P’'L’, tad, ka no
98. zim&juma redzams,
2 POP, =7 —%,
un ta tad
A POP=n—(n—H)=2%.

Ar pirmo rotaciju ap asi (0,) taisne O,L pariet taisné O,L,,
bet ar otru rotaciju ap asi (0,) §i taisne pariet taisné P'L’, kas péc
konstrukcijas ir parallela taisnei O,L . Tadéjadi taisnes O,L un
punkta P gala pozicijas ir P'L’ un P’, kas var tikt dabiitas no to sa-
kuma pozicijam ar translaciju PP’. Un ta tad rotaciju paris ir
ekvivalents vienai translacijai, kas reprezentéta ar segmentu

PP’ — 2 PO, — 2 0,0, sin % |
un kas ar rotaciju para centru savienotdju taismi 0,0, veide lenki
it ;
iz sl

Rotaciju kartiba nemaina translacijas absoliito vértibu, bet
tikai tas vérsumu. :
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d) Momentanu rotaciju salik$ana. — Momentdnas rotacijas
var uzskatit par robeigadijumu galiga lieluma rotacijam, ja, laika
intervallam = At—>0, lepki 9, un 9, kl|ast infinitezimali lielumi
A9, un A9,, Kkas abi tiecas uz nulli, bet tada karta, ka
Ad,  dBy

‘_"mﬁi

lim ARy &—
dt-sp s AL g

, lim
AP N 7Y di

Kur o, un o, ir galigi lielumi, kas reprezent€ rotaciju lepkiskos atru-
mus.

‘Tada gadijuma

R
2 491_,_0 2 li At 6)1
= lim L
lim 4% a0 4%, @
2 ABy—>0 2 At

un punkts O atrodas uz taisnes 0,0,. (l1.) relacija momentanu
rotaciju a) un b) gadijuma reducéjas vienkarsaka forma

@) 00, 00,

@y Wy

kas rada, ka rezult&tajas rotacijas centrs O dala segmentu 0,0,
starp doto rotéciju centriem divas da]as, kas ir apgriezti proporcionalas
doto rotaciju lepkiskiem atrumiem. Punkts O atrodas starp punk-
tiem O, un O, vai uz segmenta 0,0, pagarindjuma lielaka lenkiska
atruma pusé atkariba no ta, vai rotaciju vérsumi ir vienadi vai pre-
téji. Pirmaja gadijumd o = o, + @,, otrd gadijuma (w,>0,)
0 = Wy — & .

Momentanu rotaciju gadijuma rotaciju kartiba nav svariga,
jo 3ai gadijuma ari punkts O’ sakrit ar to pasu taisnes 0,0, punktu
k@ punkts O.

Infinitezimala rotaciju para gadijuma varam secinat, ka infi-
nitezimalais rotaciju paris ir ekvivalents ar infinitezimalu transldciju,
kura ir perpendikulara rotaciju pdara asu plaknet un kuras absoliild
vértiba ir ro, ja r = 0,0,.

3° Salik$ana ap asim, kas krustojas. — a) Roldciju vérsumi ir
vienadi. — Konstrukciju divu viendda vérsuma rotaciju, par Jenkiem
%, un 9, ap asim caur kop€jo punktu €, salikSanai pirmais ir devis
Rodrigs 2).

2) 0. Rodrigues (1794.—1851. g.).
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Ap punktu Q ka centru iedomasimies vilktu sféru, kuras radijs ir
1 un kura dotas rotaciju asis krusto punktes O, un 0, (99. zim.).
Talak vilksim divus lielo rinku lokus 0,0 un 0,0, kas ar liela

rinpka loku 0,0, attiecigi veido lenkus %‘ un %’ un Kkrustojoties

nosaka punktu O,

Ar pirmo rotaciju ap asi QO, par lenki &, cieta kermena taisne,
kas kustibas sakuma sakrit ar asi QO, pariet tai simmetriska pozi-
¢cija QO’ pret lield rinka loku 0,0,. Bet ar otru rotaciju ap asi QO,
par lenki &, §i pati taisne
atgrieZas atpaka] sava
sakuma pozicija Q0. Un
ta tad taisne QO, kura
ir kopéja ka cieta ker-
mena sdakuma, ta gala
pozicijai, paliek nemai-
niga, citiem vardiem sa-
kot, ta ir rezultétadjas
rotédcijas, kas ir ekviva-
lenta ar divam dotajam
rotacijam, ass.

Lai atrastu rezulté-
tajas rotacijas ap asi QO
lepki un vérsumu, kon-
struésim uz loka 0,0 ka

99, zim. ' bazes ar sférisko trijstiiri

0,0,0 simmetrisku sfée-

risku trijstiri 0’,0,0.

Ar pirmo rotdciju ap asi QO, cieta kermena taisne, kas kustibas

sakuma sakrit ar 3o asi, paliek nekustiga; ar otru rotaciju par

lenki %, ap asi QO, ta pariet jauna pozicija QO0’,, kur sfériskais
lenkis 0,0,0"; = %, .

Tadéjadi ar divam dotajam rotacijam cietais kermenis pariet
pozicija, kas raksturiga ar to, ka i kermena ‘taisne, kas sakuma
sakrit ar asi QO, atkal atgriezas sava sakuma pozicija, bet taisne,
kas sakrit ar QO,, nonak pozicija QO .

Ta tad rezultétajas rotacijas ap asi QO lenkis ir viendds ar plaknu
0,9Q0 un 0',Q0 veidoto lepki resp. uz sféras ar sférisko lepki 0,00', ,
ko apzimésim ar §. Ta ka péc konstrukcijas

Poisr ) By £ oW

N| 2
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tad no sfériskd trijstiira 0,00,, lietojot kosina likumu lepkiem, dabi-
jam, ka

0 ( 7 osh cos bt {- sin ‘(zl.sin% cos
cos | ™ 2)-—- — 2 ] .- 5 2] %
jeb

B % o TG WRPEE.
(3.) cos2 = €08 5 cos 5~ —sin 3 sin 3 cosa,

kur e« ir lenkis starp asim QO, un QO,.

(3.) formula definé rezultétajas rotacijas, kuras veérsums
ir vienads ar doto rotédciju kopé€jo vérsumu, lepki 9.

Apziméjot ar «, resp. «, lenki, ko rezultétdjas rotacijas ass QO
veido ar asi QO, resp. asi Q0,, no sfériska trijstiira 0,00, dabiijam
§adas relacijas ass €0 noteikSanai pret dotajam asim QO; un QO0,:

sina, sina,  sina
i sin o B sin 5 % sin i
2 2 2

(3.) formula un (4.) formulu sistéma atrisina rotaciju salik$anas
probléemu analitiski.

Tadeéjadi divas rotacijas ap asim caur kopéju punktu ir ekviva-
lentas ar vienu rotaciju ap noteiktu asi caur So punktu. Rotdcijas lep-
kis un ass ir determinéti attiecigi ar (3.) formulu un (4.) formulu sistému.

Samainot doto rotdciju kartibu, rezultétdjas rotacijas ass ir QO’,
kas ir simmetriska ar asi QO pret loku 0,0, . _

b) Rotaciju vérsumi ir pretéji. — Ja doto rotaciju vérsumi ir
pretéji, lidzSinéjie spriedumi paliek spéka, bet starpiba ir ta pati
ka rotacija ap parallélam asim ar pretéjiem vérsumiem.

¢) Momentanu roticiju salik§ana. — Momentdnu rotaciju gadi-
juma punkts O atrodas uz loka 0,0, un (4.) sistémas relacijas redu-
céjas vienkarsaka forma

sina;  sina,  sina

Wy Wy (53

kur o;, w,, @ apzimé doto rotaciju, ka ari rezultétajas rotacijas len-
kiskos atrumus.

Tiesam, atliekot pa rotaciju asim QO, un QO, attiecigos rota-
cijas vektorus w, un w, t& lai rotacijas ap Sim asim noritétu po-



220 VI nod. Cieta kermepa galigi parvietojumi.

zitiva vérsuma, un konstruéjot, ka 100. zim&juma apradits, So vektoru
rezultanti w, redzam, ka péc sinu tedrémas starp So vektoru algebris-
kam vértibdm un virzieniem pastav augSéja sakariba.

Tadéjadi varam secinat, ka divam dotajam momentanam rotdcijam
ekvivalentas rotacijas lielums, ass un vérsums ir definéti ar $o rotdciju
raksturotaju vektoru rezultantes algebrisko vértibu, asi un vérsumu.

Visparigi vairdkas momentanas rotacijas ap asim caur kopéju
punktu ir ekvivalentas ar vienu rotaciju, kuras elementi ir definéti ar
doto rotdciju raksturotdju vektoru elementiem.

150. Translacijas un rotacijas salikSana. — 1° Apskatisim cieta
kermena rezultétdaju kustibu, ja tas ir paklauts translacijai = un

100. zim. : 101. zim.

rotacijai par lenki ¥ ap asi, kas ir perpendikulara translacijas = virzienam
(101. zim.). '

ledomajoties rotacijas asi perpendikuldru zim&juma plaknei,
tas pédas punktu Sai plakné apmmesnm ar 0. Translacija = tad
ir paralléla Sai plaknei.

Konstruésim $ai plakné vektoru 00’ =t un $im vektoram perpen-
dikularu taisni OA. Péc tam vilksim taisnes OR un OR’, kas ikviena
ar taisni OA veido lenki % . ledomajoties, ka translacija seko
rotacijai, redzam, ka taisne OR ar rotaciju ap asi(0) par lepki & pariet
taisné OR’, kas savkart ar translaciju = pariet taisné O'R" . Tadejadi
taisne, kas kustibas sakuma sakrit ar rotacijas asi (P), atgriezas
atpakal sava sakuma pozicija, bet taisne PO pariet taisné PO’. Un
ta tad rezultétaja kustiba ir ekvivalenta rotacijai ap asi (P) par
lenki & dotas rotacijas vérsuma.
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Ja rotacija seko translacijai, tad dabiijam analogu rezultatu,
bet rotdcijas ass (P) vietd stajas ass (P).

Tadeéjadi rotacija ap kadu asi un transldcija perpendikulari Sai
asij ir ekvivalentas rotacijai ap dotajai asij parallélu taisni. Tas lie-
lums un vérsums ir vienadi ar dot@s rotacijas attiecigajiem elementiem.

2° Apskatisim vél gadijumu, kad cietais kermenis ir pak|auts
translacijai = un rotacijai ap kadu asi A, kas nav ne perpendikuldra,
ne ari paralléla translacijas virzienam. ledomasimies, ka transla-
cija seko rotacijai. Sadalisim translaciju * divos komponentos
T, un T, no kuriem pirmais ir paralléls
asij A, bet otrs tai perpendikulars
(102. zim.). Ka agrak redzéjam, rota- A
cija ap asi A un tai perpendikulara 4
translacija ir ekvivalentas rotacijai ap
kadu asij A parallélu asi A,. Bet pé- b7 1 186
déja rotacija un tai paralléla transla-
cija =, ir ekvivalentas ar skriives veida T,
kustibu.

Téadéjadi rotacija un translacija ir .
ekvivalentas skrives veida kustibai. To
paSu rezultdtu dabiisim, iedomajoties,
ka rotacija seko translacijai.

102. zim.

151. Uzdevumi.

1. Pieradit, ka divas viena otrai sekojosas rotacijas, katra par
180° ap vienu no parallélam asim e un b, ir ekvivalentas ar trans-
laciju, kuras virziens ir paralléls So asu isaka attaluma neséjai taisnei
un kuras absoliita vértiba ir vienada ar §i attaluma divkarSojumu,
bet vérsums iet no a uz b.

2. Pieradit, ka divas viena otrai sekojo3as rotacijas, katra par
180° ap vienu no asim a un b, kas sava starpa krustojas, ir ekviva-
lentas ar rotaciju ap Sim asim kop&jo perpendikulu par lenki, kas
ir vienads ar So asu veidota lenka divkarSojumu, vérsuma no a uz b.

3. Pieradit, ka tris viena otrai sekojosas rotacijas, katra par
180° ap vienu no trim asim, kas savd starpa krustojas un ir per-
pendikularas, parvieto cietu kermeni atpaka] ta sakuma pozicija.

4. Pieradit, ka divas viena otrai sekojosSas rotacijas, katra par
180° ap vienu no §ké&rsdm asim a un b, ir ekvivalentas ar skriives
veida kustibu, kuras ass sakrit ar doto asu isaka attaluma 4B neséju
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taisni. Ja So skriives veida kustibu sadala translacija, kas ir paralléla
Sai asij, un rotacija ap 3o asi, tad translacijas absoliita vértiba ir vienada
ar divkarSotu isako attalumu AB, bet rotacijas lepkis ir vienads ar
lenka, ko veido asis a un b, divkdrSojumu.

Ja dotas asis 3Skérsojas taisna lepki, tad apskatitds rota-
cijas ir ekvivalentas ar rotaciju par 180° ap 5o Skérso asu isaka
attdluma AB neséju taisni un translaciju paralléli §im virzienam
par lielumu, kas ir vienadds ar 24B.

5. Dotas ir tris taisnes a,, a,, a;, kuras visas neatrodas viena
plakné. Apzimésim isako attalumu starp taisném a, un a;, a; un az un
a, un ay attiecigi ar dyp, dy3 un dyy. ledomasimies, ka ap taisni a;
ka asi notiek skriives veida kustiba, kuras translacijas absoliita
vértiba ir viendda ar divkarSu attdlumu starp taisném d,, un dy,
un rotdcijas lepkis ir viendds ar lenka, ko veido taisnes d;, un
dy3, divkarSojumu. Tapat ijedomasimies, ka ap paréjam divam
taisném ka asim notiek analogas skriives veida kustibas. Pieradit,
ka Sadas tris skriives veida kustibas kopa parvieto cietu kermeni
atpakal ta sakuma pozicija (Alfenal) tedréma).

6. Dotas ir cieta kermena tris pozicijas 5,, 8y un S§,. Pie-
radit, ka cietam kermenim vienmér eksisté tdda ceturta pozicija §,
no kuras tas var tikt parvietots ikviena no trim dotajam pozicijam
ar rotaciju ap attiecigu taisni par lepki, kas ir vienads ar 180°.

7. Apziméjot ar ABC kadu sférisku trijstiiri, kas atrodas uz
sféras ar centru O, pierddit, ka tris viena otrai sekojoSas rotacijas
par lepkiem 24, 2B, 2C ap attiecigajam asim 0A, OB, OC, pie kam
rotdciju vérsums ir pretéjs vérsumam, kas definéts ar punktu A,
B, C secibu, parvieto cietu kermeni atpaka] ta sakuma pozicija.
(Donkina?) un Hemiltona?®) tedréma).

) G. H. Halphen (1844.—1889.g.), Nouvelles Annales,(3), t. 1, 1882,
2) W. F. Donkin (1814.—1869.g.). Tedréma publicéta 1850. g.
) W. R. Hamilton, Lectures on Quaternions, 1853.
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OTRAS KARTAS TENSORU TEORIJA UN
MASAS JEDZIENS KINEMATIKA.

VIl NODALA.
TENSORU TEORIJA.

30. §. Otras kartas tensors.

148. Pirma definicija. — Apskatijusi | nodala vektoru tedri-
jas pamatjédzienus, iepazisimies Sai nodala ar otras kartas tensora
jédzienu. Pirmas kartas tensors, ka veélak redzésim, nav nekas
cits ka agrak defin€tais brivais vektors, bet tensors, kura karta ir
nulle, ir skalars. Blakus vektoru tedrijai tensoru tedrija iepem ieveé-
rojamu vietu modernaja fizikd un geometrija, jo ta bieZi atlauj ana-
litiskos pieradijumus vienkarSot un rakstibu saisinat. = Minéto
iemeslu dé] ari meés sava kursa neignorésim modernajas disciplinas
tik svarigo tensora koncepciju.

Lai iegiitu otras kartas tensora jédzienu, apskatisim divus vek-
torus v, un v,, apziméjot to koordinatas izvélétaja ortogdnala
koordindtu triedra Oxyz attiecigi ar X,, Y,, Z; un X,, Y,, Z,,
un sastadisim So koordinatu produktus:

Ty =X, X,, Ty, = X,Y,, T3 = X2y,
(1.) l Ty = Yr’fa ’ Ty ] Y,Y,, Tos = Y1Z,,
Ty = 211‘2_ ’ Ty = Z,Y,, T3 = Z,Z,.
Talak piekartosim Siem devipiem lielumiem ar visparigu orto-
gondlu koordinatu transformaciju

r

T = o + oY + %ya3,

(2.) Y = anZ + oyl + a2,
’

2 = 0T + ogl + O3al,

(kur 2’, y',z" apzimé jaunas koordinatas, z, y, z agrakas koordinatas,
a;; jauno asu O'z’, O'%', 0’7’ pret agrakajam asim Oz, Oy, Oz
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virzienu kosinus péc 6. nodal. tabulas, ja pédéja asis QX, QY, QZ
icdomajas aizstatas attiecigi ar 0'z’, 0'y’, 0'z’) devinus citus pro-
duktus

T’u == X'1X'z ’ T'lz = X‘IY’Z ’ T'la = X'lz'z ’
(3 ) T‘n 7 Y’lx’ﬁ ’ T'zz T Y’l}us ’ T’zs = 1 Y'lzrz ’
; T’Bl = Z'1X'2 ’ T"sz = Z'1Y'2 ’ T'ss e Z’IZ’S ’

pie kam péc (2.) transformacijas formulu sist€émas attiecigas koordi-
natas X', Y, 2’ un X, Y, Z ir saistitas ar formulam

! X' =0 X + a3Y + ay9Z ,

(4) Y= anX + an¥ +onZ,
Z' = o X gy + 0gqZ .
Ka viegli parliecinaties,
3
(5.) P s S B B T

o,r=1

kur i un j ir divi fikséti skait]i no skaitliem 1, 2, 3. Un ta ki c un =
ieglist péc kartas un neatkarigi viens no otra vértibas 1, 2, 3, tad
(5.) formulu sistémas ikvienas formulas labaja pus€ ir pavisam de-
vini locekli. Lai parliecindatos par (5.) formulu sistémas pareizumu,
aprékinasim, piem., lielumu 77,;. Péc (5.) formulas dabiijam tam
izteiksmi

Ty = apy091Tyy + opgeTs + Gpy233T1s
+ gty Ty + opttgaTay + dagtzalag
+ otgg0tgy T3y + Olagtgel'sy + p30tgalag
g 091 X1 Xy + 091230 X, ¥y + 001033 X,Z,
agatyy ¥ Xy + pptga¥V ¥y -+ agp233Y, 7,
tg30tg1 21 Xy + Oaa2eZ, Yo + 930332, Z,
(20 Xy + a9pYy + 29327) (051 Xy + a30Y s + @332,) ,

| % 3N

ko, ievérojot (4.) formulu sistému, var parrakstit forma

T'yy= Y, Z'5,
kas ari bija japierada.

Ar otras kartas tensoru saprot devipu skalaru lielumu T;; sistému
ar ipasitbu, ka ikviena ortogonala koordindiu transformdcija ar (2.) formu
Sos devinus lielumus transformé jaunos devinos lielumos T';;, kas ar
(5.) relaciju sistému ir saistiti ar agrakajiem lielumiem T';;.
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Skalaros lielumus T,;; sauc par otras kartas tensora koordina-
tam. Otras kartas tensoru ar koordinatam T;; apzimé ar T un ta
koordinatu tabulu

Tll Tll Tl!
TSI TSS Tt!
T:!l. TS! T33

sauc par tensora T matricu.

Lai aizraditu simboliski uz tensora T izcelS8anos no vektoriem
v, un Vv,, tad raksta

?’-—— VIVI,

uzsverot ar to, ka tensora T koordinatas T;; ir sastaditas no doto
vektoru koordinatam X,, Y,, Z; un X,, Y,,.Z, péc formulas

Tij = 03493,
pie kam

Il

Xy, va=1Y,, v3=12,
Xg, voa=1Y,, 0y3=12,.

(V1

Va1

Geometrisku, meéchanisku vai fizikalu lielumu sauc par ten-
sorialu, ja attieciba pret diviem koordinatu triedriem to var no-
teikt ar matricu, kas sastadita ar devipiem skalariem lielumiem — ta
koordinatam, kuras transforméjas péc (5.) formulu sistémas, ja abi
koordinatu triedri ir saistiti ar (2.) formulu sistému.

Apzimeéjums, ka vektors ir pirmas kartas tensors, attaisnojas
ar to, ka (5.) tensora koordinatu transformacijas formulu sistéma
ir (4.) vektora koordindtu transformacijas formulu sistémas vispari-
najums. Tie§am, mainot apzim&jumus

Xy ¥ =g 2 ="ul,
X'=v1, Y=ty Z=4¢s,
(4.) formulu sistémas vieta dabiijam sistému
' 3 .
(6°) g 2_'1‘11',0'0« ("= kot 3):

kas ir ar to pasu formu ka (5.) formulu sistéma.
15
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Atrisinot (5.) un (6.) relaciju sistému pret 7';; un ¢,, dabiijam
§im sistémam ekvivalentas reldciju sistémas

(1) ) At S G, i=1 23
a,r=1
un
3
8) T G(=1,2 3,
a=1

bet tikai references triedru Ozyz un O'z'y’z’ lomas ir apmainitas .
(5.) un (7.) relaciju sistéma rada, ka kada otras kartas tensora
koordinatu anulléSanas izsaka tadu ipaSibu, kas ir neatkariga no
izvéléta koordinatu triedra, jo, ja Sis koordinatas ir nulles viena triedra,
tad tas ir nulles ari otra, ka tas redzams no minétam sakaribam.
Ari agrak redzéjam, ka vektoru un skdlaru anulléSanas izsaka
ipadibas, kas ir neatkarigas no izvéléta references triedra.

153. Elementdras operacijas ar tensoriem. — 1° Tensoru
adicija un subtrakcija. — Ja doti ir divi tensori 'l un © ar attie-
cigajam koordindtam 7,; un ©,;, tad tensori T+© ar koordinitim
T;; + O, reprezenté divu doto tensoru summu resp. diferenci.

Tiesam, péc tensora definicijas

3
T"-’ == 2 aia tj,. TG"I"

oy =1

3
'y = Doty Oor s

7y 7=1

tade|, saskaitot un atpemot 3is vienlidzibas, dabiijam, ka
3
T'y+0y= .IE %ig%jr (P’ 955)

Pédéjas vienlidzibas definé tensorus T+O.

2° Tensora un vektora_ iek$éjais skalarais produkts. — Piera-
disim, ka no dota tensora T un vektora v koordindtam 77;; un
v; sastaditie produkti

Ay =Ty 03+ Typ0s + Tygvs,

9.) Ay =Ty 03+ Ty 0y + Tpyv3,
Ag =Ty vy + Tgpvs + T35 03,
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kas var tikt rezuméti formula
3
(9'_) Ai =X Tid Vo (l' g ]l 21 3) y
’ o=1

ir kada vektora A koordinatas.

Lai to pieraditu, ir japarliecinas, ka lielumi A,, A,, A; trans-
forméjas tdpat ka vektora koordinatas, citiem vardiem sakot, ja
lielumu A,, A,, A; transformétie lielumi jaunaja koordinatu triedra
ir" A% ;U AlS RAS  pietkam

(10.) A S G=1,2,3),
o=1 ;

tad

(11) J yist PR Ol 2N,
o=1

TieSam, substituéjot (10.) formula 7;, vieta td izteiksmi

Ttn—‘zag).au'pT).,u': EQG#E%AT.\#:
A,p=1 u=1

kas sastadita péc (5.) formulas, un ievérojot (8.) un (9”.) relaciju sistému,
dabiijam, ka

Ai—Z an.,‘v,,ZanTM—EuFEau\T“
#=1o=1 p=1

= 3 uu 2 TA,u = Ea"lam Ay.

A=1

Bet 51 formula nav nekas cits ka (11.) formula, ko ari vajadz€ja pie-
radit.

(9.) skalaro vienlidzibu sistému var rezumét simboliska for-
mula

(12.) g

-

8,

- == - - - - -
kuru sauc par otras kartas tensora T un vektora v iek3gjas skalaras
reizinasanas formulu. Sis reizina$anas produkts ir vektors A.

15%
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3° Tensora un vektora aréjais skalarais produkts. — Tapat ka

iepriek$&ja gadijuma var pieradit, ka no dotd tensora T un vektora
v koordinatam T,;; un ¢; sastaditie produkti

By, = 0,Tyy + 0379 + 03Ty,
(13.) By = 0,115 + ¢5T3s + ¢3T5s,
By = 0,Ty3 + ¢Ts3 + 03733,

kas var tikt rezuméti formula

(13)) B; = 2 Vol o ¢=1,2,.3),
! o=1
ir kada vektora B koordinatas.

(13.) skalaro vienlidzibu sistému var rezumét simboliska formula
(14.) B=v.T,

kuru sauc par otras kirtas tensora T un vektora v argjas skalaras
reizinaSanas formulu. Sis reizind%anas produkts ir vektors B.

Tadéjadi visparigi ir jaSkiro tensora T un vektora v iek3gjas
un aréjas reizinasanas operacijas
T.vaun'v.T.

4° Divu_tensoru T un © skalarais produkts. — Ar divu ten-
soru T un © skiliro produktu saprot So tensoru koordinatu, kuram
ir vienadi indeki, produktu summu, t. i, invarianto skaldro lielumu

3
BT e Oy
Ml s
Lai pieraditu uzrakstita skalara produkta invarianci, ir japie-
rada, ka
2T, @= 27,0
ij—1 ij if _”ﬂ‘l or “ge ™
Péc definicijas

3
S, g = ks B ,)( zma,,e,\#)

i, $,7=1 \o,7=1

ko, grup€jot péc locekliem, kas atbilst noteiktam o, =, A, p vérti-
bam, var parrakstit ta

'a;f 9’11 = X To‘f Oa,u E“io- ai.\ 2 alj.,. aj,u)
‘iJ TaTs s i
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Bet ta ka
a _40,jacEr. 3 40, jarFu
iflaivail = i j86= Sy j‘.—-.‘lzh Lip = 1, ja . l-"

tad vienigie locek]i, kas pédéja reizinajuma nav nulles, atbilst o=
un t = p. Tadgjadi
3 3
E T"j 9',-, = E Td’f 90, »
=1 air=1

ko ari vajadz€ja pieradit.

154. Otra definicija. Divu vektoru skalarais produkts ir
invariants lielums, t. i. neatkarigs no koordinatu triedra izvéles,
jo, ka viegli parliecinaties, divu vektoru -u un v skalarais produkts
triedra Ozyz ir viendds ar transforméto vektoru wu’ un v’ skdlaro

'

produktu triedra O'z'y'z’, t. i

Talak apskatisim vektoru uw, A un u, B skildros produktus. Ja
vektora u koordinatas apzimé ar u,, u,, uy, tad divus invariantus

u.A=A.u,
u.B=B.u,

ievérojot (9°.) un (13'.) formulu sistému, var parrakstit formas

3
z To‘r Uy Vg,
oy r=1

kuras rada, ka viena no tam dabiijama no otras, apmainot u ar ¢.

Parliecinasimies tagad par $adas otras kartas tensora definici-
jas ekvivalenci ar pirmo definiciju.

Ja u un v irdivi kaut kadi vektori un T,; tadi devini skalari lie-
lumi, kas ar kadu ortogonalu koordinatu transformaciju, kura trans-
formé vektorus u, v vektoros w’, v/, transforméjas tados devi-
nos jaunos lielumos 7", ka

3 3
(15.) b g A TR ok My P

o,v=1 \ o, 7=1
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t. i. izteiksme

3

Pt 5

=0T avy
o, =1

ir invariants, tad lielumi 7' ir kdda otras kartas tensora T koordina-
tas. Citiem vardiem sakot, (5.) un (7.) relacija ir ekvivalentas ar
(15.) relaciju, ja u un v ir kaut kadi vektori. Ta tad (15.) relaciju
var uzskatit par jaunu otras kartas tensora definiciju.

TieSam, substitu€jot (15.) formuld u’, un ¢, vieta to izteiksmes

3 3

’ ’

Wo=Zaalty, V,=2Xa,v,,
a=1 #=1

dabiijam

3
’

LT grtig0, =ZT 5 0gp Byp Uy Ve
o =1 T Tr s

Apmainot §is formulas kreisds puses izteiksmé indekus o, 7,
pret A, p, tas vietd stajas izteiksme

3
p T“-F U, "',u ’
A, p=1

bet labas puses izteiksmi savkart var parrakstit forma

3 3
’
Eu,lv,, ET,.,.&,-AU.”,.
A, p=1 o,y r=1

Ta ka S§im divam bilinedram formam attieciba pret mainigiem
lielumiem u,, u,, uy, ¢, ¢, ¢4 jabit vienadam, lai kadi bitu Sie
sesi -mainigie lielumi, tad u,¢, koeficientiem abas formas jabdt vie-
niem un tiem pasiem, t. i.

3
TA/A = Zagy %rp 05 Mp=1I, 2, 3).

oy7=1

Bet §i sakariba ir ar to paSu formu ka (7.), kas definé otras kar-
tas tensora koordinatas. Ar to tensora jédziena abu definiciju
ekvivalence ir pieradita. Otra definicija savkart rada, ka bilineara
forma [ ir visparigo ortogondlo transformaciju grupas invariants.

155. Otras kartas simmetriskais tensors. — Ja otras Kkartas
tensora T devipas koordinatas 7,; apmierina noteikumu

(]6-) Tﬁ e Tﬁ ’
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tad tensoru T sauc par simmetrisku. Simmetrisks tensors savukart
transforméjas simmetriskd tensora, jo

3 3

(]7) T'ij =,,»%" ‘lzicr Xy Tvr :’ ‘::‘ ?io’ Ajr de‘ T T’j{ .

Otras kartas simmetriskam tensoram ir seSas koordinatas:
19 tris koordinatas 7,,, Ts, T3 un 2° tris koordinatas 7'yy=17S5,,
TIS e Tsl ? Tm = T12 x

Ja tensors Tir simmetrisks, tad 3i tensora un vektora v iek$&jais un
aréjais skalarais produkts T.vun v.T dod vienu un to pasu vek-
toru A= B, jo Sai gadijuma vektoru A un B koordinatas, kas ir
attiecigi dotas ar (9.) un (13.) formulu sistému, ir identiskas.

Tensora simmetrijas gadijuma otras kartas tensora otra definicija
attiecigi vienkarSojas. Sai gadijuma kvadratiskas formas

== 3
A.ll=T.ll.ll=2 Ta'ruaurf

=1

Kura sastadita ar vektora u koordinatam u,, u,, uy, invariance pret
ortogonalo transformaciju grupu ir pietieckama, lai sesi lielumi 7,;=T7,
un 77;; = T'; biitu saistiti ar (5.) un (7.) relaciju, ja vektors u, ar
koordinatam u,, u,, uy, un vektors w’, ar koordinatam u',, u'y, u'y,
un tapat lielumi 7;; un 7”; ir atbilstodie lielumi kada ortogdnald
transformacija.

Tiesam, substituéjot formulas

3 3
2 i, REERITE St
ar=1 o,7=1
kura izsaka kvadratiskas formas invarianci pret kadu ortogonalu
transformaciju, labaja pusé u', un u’, vieta to izteiksmes

3
r 3
Wy = 21 Gy Ba y wll = Zlan,# u,

1 o=

T e

un apmainot tas kreisaja pusé summacijas indekus, dabujam

E T;\,u Uy, = E Ttr‘r Lg) Lrp uy H#
A p=1 05T, A, =1
jeb
E T,\,,u,\u —Eu\u,,ET e7 %od %rp s V'

Asp=1 A p=1 o, =1
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no kurienes, identificéjot koeficientus pie u, u,, varam secinat, ka

T3F= § gy Ayy T'gf ()\;f-":]: 2r 3)!

o, =1
ko ari vajadzéja pieradit.
156. Bilinedras vai kvadratiskas formas un ofrds kartas asim-
metriska vai simmetriska tensora identitate. — Katrs asimmetrisks

otras kartas tensors, ka redzéjam, var tikt definéts ar vienu inva-
riantu bilinedru formu

: \
i?_lTii ug vy = Tty ¢ + Trgtty 05 + Tty 05 + Toytigvy + Toptiz vy
+ Tagugvy + Tyugvy + Ttz vy + Ta3us0s
un katrs simmetrisks otras kartas tensors ar vienu invariantu kvadra-

tisku formu

3
iElTij ugty = Ty uy® + 2T 19ty g+ 2T 30y g + Togtg® + 2T g3 uqtig
+ Tauqd.

Tadejadi otras kartas asimmetrisku tensoru tedrija ir identiska ar
invariantu bilinedru formu tedriju un otrds kartas simmetrisku ten-
soru tedrija ar invariantu kvadratisku formu tedriju, tapat ka
vektora v ar koordinatam ¢,, ¢,, ¢y pétiSana identificéjas ar
invariantas linearas formas

Vil + Voly + Vg3lig

attieciba pret u,, u,, u; pétisanu

31. §. Otras kartas tensora komponenti.

157. Simmetriskais un slipsimmetriskais komponents. — Apska-
tisim kadu otras kartas tensoru T ar koordinatam T';; un piekartosim
tam tensoru © ar koordinatim ©;; = T;.

3
Ta kd X T,;u;v; ir invariants lielums, lai kadi batu vektori
fj=1

3 %
u (ul, uz, ua) un v (pl' 02, 03), un 63; — le ’ tad X efi uj pl' ari
f.i=1

ir invariants lielums.
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No ta izriet, ka lielumi ©y; ir kada tensora koordinatas.
Tensors S A 2 Frah
D=3(T+8)

ir simmetrisks, jo ta koordinatas D;; apmierina simmetrijas noteikumus

Dyy=3%(Ty; +04)=3(Ty; + Ty) = Dy; ;
tensors

G=1(T—9)
turpretim ir slipsimmetrisks, jo ta koordinatas G,; apmierina noteikumus
Gy =3 Ty —0y) = 3 (Tyy—T;) = —Gy

un reducéjas péc to absoliitam vértibam par trim dazadiem lielumiem:

] 0, Glz T ‘_Gn ’ Gla T _Ga1 ’
Gn = —Gm ’ 0 Gaa - ""Gss ’
Gslz_GIS! ngz—st, O.

Tadejadi tensors T ar koordinatim T;; ir sadalits _divos tensoros
un G, t.i. T=1D + G, pie kam tensors D =} (T + @) ar se-

m daZadam koordinatam }(7;; + T;) ir simmetrisks, bet tensors
6— é('l‘-—ﬁ) ar trim dazadam koordinatam 3}(7;—T;;) péc
to absoliitam vértibam, ir slipsimmetrisks.

Pieradisim, ka tris skalarie lielumi

I%I =l

Gl S Gss ’ Gs = Gla ’ Ga 3 Gu

ir kada vektora G koordinatas.

 Transforméjot lielumus G,; ar kadu ortogonalu Kkoordinatu
transformaciju lielumos G';;, dabiijam, ka

Gij T z ald‘mijo'f )

o, 7=1

bet ta ka
Ga'r — _Gra' ’
tad
G’ij = (o3 Oljg — Oyg “;s) Gaz + (2 Oj3 — %3 ‘111) Gia
+ (@ oy — oy %59) Goy -
- Tadgjadi, piem., koordinata G’; ir dota ar izteiksmi

G'y = G'gg = (g3 %oy — Gizp %gg) Gag + (ctay a3 — X33 %21) Giys
+ (ogp 09y — 5y %33) Gy s
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kura, ievérojot pastavosas relacijas starp virzienu kosiniem o;;, var
tikt parrakst’'ta forma

G’l = Gy Gsz + oyp Gy + a3 Ga = 0y, Gy + oy Gz + o3 Gs .
Analogi

’ ] i X Eal {

G g = Oy Gy + gy Gl3 T Ogg gy = 2y Gy + g Gz + gy Gs ’
r

G’y = 03y Ggp + 039 Gy + g3 Gy = 23y Gy + 039 G + 233Gy,

ar ko ir pieradits, ka lielumi G,, G,, G, ir kada vektora G koordi-
natas.

Tadéjadi otras kartas asimmetriska tensora peétiSana var tikt
aizstata ar viena simmetriska tensora D un viena vektora G pétisanu.
Simmetrisko tensoru D un vektoru G sauc par tensora T komponen-
tiem.

158. Otras kartas tensora un vektora reizinaSanas fundamentalas
formulas. — Sadalot asimmetrisko otras kartas tensoru T simmetriska
tensord D un slipsimmetriska tensord G, iespéjams uzstddit divas
fundamentalas tensora un vektora reizinasanas formulas.

Tensora G un vektora u ar koordindtim u,, u,, u, iek3Eja
skdlard produkta resp. vektora G.wu  koordindtas ir ;

Gty + Gratty + Gyguy = Gauiy — Gau, ,
Goytty + Gagtty + Gogiy = Gyuy — Gyug,
Gauiy + Gagtiy + Gagty = Gy — Gouy .

Bet ta ka §is tris skalaras vienlidzibas var tikt rezumétas vektoriala
vienlidziba
G.u=Gxu

un

(18.) T=D+ G,

tad

(19.) T.u=D.n+Gxu.

Pédéjo formulu sauc par femsora un vektora iek$éjas reizinaSanas
fundamentalo formulu.

Analoga karta dabhjam (fensora un vekiora daréjas reizindsSanas
fundamentalo formulu :

(20.) U.T=u.D+uxG=D.u—Gx u.
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159. Otras kartas simmetriska tensora geometriskd reprezen-
tacija. — Asimmetriska tensora T viens komponents G geometriski
raksturojams ar vektoru. Megginasim atrast ta otra komponenta —
simmetriska tensora D geometrisko reprezentaciju.

Apskatisim vienibas vektoru wu ar virziena kosiniem e, 8, ¥,
kas reizé€ ir ari vektora u koordinatas, un sastadisim skalaro pro-
duktu — invariantu

(21.) d(=,B,Y) =D.u.u= Dya*+ Dga8? + Dygy® + 2DygBy
4+ 2 Dgyyee + 2 DygaBB .

Talak atliksim no punkta O virziena, ko noteic «, B, y, no-

ikl 1 :
griezni OP ar garumu —————, kur |d(a,B,v)| apzimé d(«, B, v)
V ld( 8 v)|

absoliito vértibu. Nogrieipa gala punkta P(z,y,z) koordindtas
tad apmierina vienadojumus

(22.) Segdlints & Ve '
o

g Y _lf |d(a,B,Y)|,

un punktu P geometriska vieta, ko dabiijam, elimin€jot «, 8, y no (21.)
vienadojuma ar (22.) vienadojumu sistému, ir otras kartas virsas
ar vienadojumu

(23) Q(z,y,2) = Dy2® + Dogy® + Dyggz® + 2Dyyz + 2Dgyz2
b 20123’3! +1=0 ’

pie kam pédéjais loceklis ir japnem ar zimi —, ja d ir pozitivs, un ar
zimi 4, ja d ir negativs lielums.

Virsas Q(z,y,z) = 0, kuras reprezenté elipsoidu, ja d(«, B, v)
ir definital) kvadratiska forma attieciba pret mainigiem lielumiem
«, B, v, bet divus saistitus hiperboloidus, ja d («, 8, y) ir indefinita
forma, sauc par simmetriskd tensora D reprezentétajam virsam,
jo, ja tas ir dotas, tad zinamas ir tensora D selas koordinatas Dy;
un otradi. '

1) Apziméjumi definita un indefinita kvadratiska forma ir pamatoti ar
Sadu tedrému: pozitivi definitas kvadratiskas formas vértiba visam redalam mainigo
lielumu vértibam ir vienmér nulle vai pozitios lielums; negdtivi definitas formas vértiba
ir vienmér nulle vai negativs lielums. Tadgjadi definitas formas zime ir jau iepriek3
noteikta. Turpretim indefinita kvadratiska forma mainigo lielumu reilam
vértibam piepem ka pozitivas, ta negativas veértibas. Tuvak skat. M. Bdcher,
Einfiihrung in die hohere Algebra, Leipzig, Teubner, 1932, XI nod., 162. Ipp.
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Pieradisim tensora D reprezentétaju virsu Q(z,y,z) =0 diva
ipasibas. 1 -

I tedréma. — Punkta P, kura taisne A, kas vilkta caur punktu O
virziend W (o, B,y), krusto virsu_Q (z,y,z) =0, tangentiala plakne
ir perpendikuldra vektoram A = D .u ar koordinatam A,, A,, A;.

TieSam, ta ka virsai Q(z,y,z) = 0 punkta P tangentidlas
plaknes vienadojums ir

(24.) Az + Ay + Ag =V |d( B, 1),

tad pieradama ipasiba ir acim redzama.

Il tedréma. — Virsas Q (z,y,z) = 0 centra O attalums 5 no tai
tangentialas plaknes punkta P ir vienads ar

V1d(B,v)] .
A ’

kur A apzimé vektora A = D. u garumau.

Si tedréma izriet no (24.) vienadojuma.

Ar 1 un Il tedrému, zinot attiecigds wvirsas Q (z,y,z) =0,
iespgéjams konstruét vektoru A, jo no vienas puses tas ir perpendikulars
virsas Q(w, y,z) = 0 tangentidlai plaknei punkta P, bet no otras
puses, ka to rada Il tedoréma, ievérotai jabiit sakaribai

1 ;
30P -

Reciprocitates likums. — Vektora A =D.u projekcija uz vek-
tora v (vienitbas vektora) ir vienada ar vektora B = D .V projekciju
uz vektora w (vienibas vektora). Vai, citiem vardiem sakot,

ol
(]l

.UM,V = V. u.

TieSam, ja «,B,y ir vektora u koordindtas un o', ', y" vek-
tora v koordinatas, tad iepriek$éja vienadojuma abas puses ir vie-
nadas ar izteiksmi

aa’Dyy + B Dyy 4 yy'Dys + (Y8’ + By')Dgs + (2’ + yo') Dyy
+ (B’ + of’) Dy,

kas ir simmetriska pret «, 8, y un o', g, Y'.
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160. Kvadratiskas formas invarianti. — Ir zinams, ka, mai-
not koordinatu triedru, kvadratiskai formai Q (z, y, z) eksisté tris koefi-
cientu funkcijas, kas paliek nemainigas. Sis funkcijas ir

Dll a0 D!E ¥ b Dsa’
DSEDSZ + D11D33 + '1)221)11_‘0322_1)13='_I)Zl2 ’

Dll D12 Dla

Dy Doy Dy
I D81 'D32 D33

Pirmo sauc par tensora D kontrakecijas invariantu. P&dgja ir
kvadratiskas formas diskriminants.

32. §. Dazu vektoru un otras kartas tensoru sastadisana.

161. Skildra gradients. Vektora atvasindjums. — lekams ap-
skatam daZu otrds kartas tensoru sastadiSsanu, apskatisim vispirms
vektoru sastadiSanu, iesakot ar kadu skalaru resp. vektorialu funk-
ciju. Pieradisim, ka

1° Ja dota ir kada skalara funkcija U(z,, z,,23), kurai eksisté
parcidlie atvasinajumi péc x, , Ty, T3, kas ir kada punkta koordinatas,
tad tris Iielumig—i, -g%, g—z
par skalara U(z,,z,,x3) gradientu®), koordinatas.

Ja visparigas ortogdnalas koordindtu transformacijas formulas

ir kada vektora V = grad U, saukta

T’y = 0%y + @19%y + 04323,
(2.) T’y = 09 Ty + %geTy + Kg3y,
’
X'y = 0lg Ty | OgeTy | UgaTy

atrisina pret agrakiem mainigiem lielumiem =z,,z,,x;, dabiijot

Ty = g%’y + agy’s + agnl’s,

(25.) Ty = e’y + dge’y + 03eT'3,

Ty = dya8'y T Oapl’y + O53%'3,

1) Vektora gradienta koncepciju ir ievedis Hemiltons sava gramata Elements

of Quaternions, vol. 1, London, 1866, bet §i vektora tagad vispar atzito apzime-

jumu grad pirmo reizi sastopam Rimapa-V&bera (Riemann-Weber) gramata’
Die partiellen Differentialgleichungen der mathem. Physik, 4. Aufl. 1900.
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un funkcija U(z;, z,, 2;) mainigo lielumu z,,z,,z; vietd substi-
tué to (25.) sistémas izteiksmes, tad funkcija U (z,,z,,z3) pariet
kada jauna funkcija ar jauniem mainigiem lielumiem 2y, 2’5, 2'5.
Bet no saliktu funkciju diferencéSanas likuma

al U aUu oU
o, 'a—x_lau'i‘ a_i;;“:z'i‘ 9z, "o
izriet, ka
ol ik 0. i

e e Oy =
BI" IJ'=1 e B.'I,',,.

0 agtha a§ ka kada vektora

Si sakariba raksturo lielumus —, —,
Gx, 2 0my O my

(26.) V—=grad U
koordinatas. '
2° Ja dota ir vektoriala funkcija v (u), kas ir atkariga no kada
parametra u, ar koordinatam vy(u), vs(u), va(u), kuram eksisté
e S T

atvasinajumi péc u, tad tris lielumi 5 TR e 4 ir kada vektora

koordinatas.

TieSam, ta ka ar (25.) formulu sist€mu vektora koordinatas v, (u),
ve(u), vg(u) transforméjas tris jaunds koordindtas o'y(u), ¢'s(u),
¢'s(u), pie kam

Vi =04 01+ o vy + 2393 (=1,2,3),
tad
B8k . 00N L. dvs
du "7y st The coaling du
jeb
dv'; 3 de, £
an ﬁilaw 7 (t=1 2,50
8i sakariba savukart raksturo lielumus it i ¥y i dog ka
du du du
vektora g ‘:i:(tu—) , kuru sauc par vektora v(u) atvasindjumu, koordinatas.

162. Vektoru lauks. Vektora gradienta tensors. Vektora
rotors. — Ar vektoru lauku') telpa Q saprot vektoru sistému ar ipa-

1) Lauka jédzienu ir ievedis Lords Kelvins (Lord Kelvin, agriak
W. Thomson, 1824.—1907. g.) darba, kas publicéts Philosophical Magazine,
(4), vol. 1, 1851 (Reprint of Papers on Electricity and Magnetism, London,
1884).
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Sibu, ka katram telpas Q punktam P ir piekartots kads vektors v (P),
kas mainas nepartraukti no punkta uz punktu. Vektoru v(P) sauc
par lauka raditaju vektoru.

Vektoru lauks ir dots, ja dotas ir 5i lauka raditaja vektora v(P)
koordindtas ¢, (z,, Z3, 73), ¢a(Zy, Ts, T3), ¢5(xy, Ty x3) k@ punkta P
koordinatu z,, z,, x; funkcijas. Tadéjadi kada koordinatu triedra
vektoru lauks ir dots ar trim skalariem laukiem ¢, (zy, z,,, 23),
09 (Zy, Ta, T3), ¢3(zy, 3, x3). Sis apstaklis tomér neizslédz ga-
dijumu, kad vektoru lauks ir definéts ar mazak neka trim skalariem
laukiem; ta, piem., vektoru lauks grad U ir pilnigi defin€ts ar vienu
skdlaro lauku U (z,, Z,, Z3)-

Tedoréma. — Ja x,, z,, x5 apzimé punkta P koordinatas, tad vektora
V (P) radita laukd ar koordinatam o, (xy, Zy, Z3), Vs (2, T, 23),
vg (24, Ty, 3) devipu skalarie lielumi T;; = % ir kada otras kartas
tensora koordindatas. !

Atsaucoties uz iepriek3€ja nodal. pieradito 1° resp. 2° propoziciju,
varam rakstit, ka

7 av’; 7 23:1 av’;
e e e Y P
resp...
de’ 3 dv
=X Lo z ’
a:r., o=1 a.r,
un ta tad
3 ap 3
Ply= Baj, o0 —== Xt 053 Toy+
17 d.f=lw jr B:c, mf:lia’ jr £ o1

Si sakariba prasa, lai devigi lielumi 7';; biitu kada otras kirtas
tensora koordinatas. So tensoru sauc par vektora v gradientu un
apzimé ar simbolu

T gy

Visparigi T ir asimmetrisks tensors, un ka tadu to var sadalit
divos komponentos:

1° simmetriska tensora ﬁ, kura koordinatas ir

ik 30,; 691)
D= ¥\, * 5,

un kuru sauc par vektoru lauka simmetrisko tensoru, un 2° vektora
G ar koordinatam
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i s

0z, 63:3)’ G = GuT %(
it ronlileg 3."1)
Tk T o | (6:51_ iz, ] *
Vektoru G ar pédéjam koordinatu izteiksmém sauc par vektora
v rotoru'), rakstot
(27.) G—=rotv.

a4 ﬂ)
oxy:ll igm

Gl:‘“Gaa: i

163. Vektora divergence. Tensora divergences vektors. %

Ar vektora v () raditéd lauka keordinatam ¢, (zy, @5, 3), ¢s (2, s, 73),
¢g (2, T4, x5) sastdadito skalaro lielumu

o ﬁ vy % av;

dx,

sauc par vektora v divergenci®) un apzimé ar simbolu

(28.) § =divv.

b s 37
0z, ' 0%y i-1 0%,

+

Ar S0 operaciju ta tad no vektora v(P) radita lauka iespéjams
atvasinat skalaro lauku S (z;, =, 73).

Vektora divergences invarianci. pret ortogonadlam transforma-
cijam, kas raksturotas ar (2.) formulu sistému, pierada $adi. Ar (2.)
transformacijas formulu sistému vektora v koordinatas ¢;,¢s, ¢5
transforméjas jaunas koordinatas ¢';, ¢'5, ¢y, pie kam

3 ;

(29.) vy = Elaw Vo (i =.1,2,3),
Japierada, ka transforméta vektora v’ divergence

dv'y | 0v'y B¢’y 3 90

BTy i 008y hex %

ir identiski vienada ar pirmatnéja vektora v divergenci S, t. i.

S =divv =

—otE g

S(xly, &' )= Sz, Ts, Ts)-

1) Rotora jédzienu ir ievedis Meksuels (J. C. Max well, 1831.—1879. g.)
sava gramatd 4 Treatise on Electricity and Magnetism, 1873. g., bet ta simbolu rot
gandriz vienlaicigi Lorencs (H. Lorent z, 1853.—1928. g.) gramata — Versuch einer
Theorie der elektrischen und optischen Erscheinungen in bewegten Korpern, Leyden,
1895. g. un Ferrariss (G. Ferraris, 1847.—1897. g.) darba Teoria geometrica dei
campi vettoriali come introduzione allo studio della elettricita, del magnetismo ecc,
Mem. Acc. Scienze Torino, (2), vol. 47, 1897. g. Ang|u autori simbola rot vieta
lieto simbolu eurl.

2) Apziméjumu divergence ieveda Klifords (W. K. Clifford, 1845.—1879.g.)
sava gramata Elements of Dynamics; 1 part: Kinematics, 1878. g., bet simbolu
div — Hevisaids (Heaviside) gramatd Electromagnetic Theory, 1891. g.
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Sastadisim atvasindjumus 6:’ . Sai noliika diferencéim (29.)

vienlidzibu sistému, dabijot
Opfy S F. e,
3:1:'; —Fla-ic 0:!:"
Talak, atsaucoties uz 161. nodal. pieradito pirmo propoziciju,
varam rakstit, ka
il e

3y e Oz,

un ta tad
av’; 3 v,
oz'; ,?ﬂ"aﬁ 0z,
Tadéejadi
3 0v'; 3 dv, 3
= % < 2 o Xiry
i=1 ax'g raed DT; imla‘ i
bet ta ka
by 0 ]a o‘:f:‘r
Eu"’a"h : jas=1’

tad vienigie locek]i, kas pédéjas vienlidzibas labaja pusé nav nulles,
atbilst indekiem & = 7, un tada karta
st ) KL
i=1 ax’i e
resp.
SIER

Analogi apskatisim tagad kadu otrdas kartas tensora T(P) radito
lauku ar koordinatam 7 (z,, x,, z3), kd@ punkta P koordinatu
xy, 3, x; funkcijam, un sastadisim tris lielumus

0Ty | 0Ty | 9Ty

g ol Y T e
0Ty | 0Ty | 0Tg
iz 0z, + 0z, ¥ 0xy '
= 3T81 Wy, My
o 0%y " Oxg & F

Pieradisim, ka Sie tris lielumi ir kdda vektora v, kuru sauc par
tensora T dwergenca un kuru apzimé ar
v=divT,
koordinatas.
16
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Tiesam, ar (25.) transformacijas formulu sistému tensora koor-
dinatas 7';; pariet jaunas koordinatas 7”;; un

aT’iﬂ' = }3: aT’io’

i a0 2 ax o u’,'r=1 ax'f i
bet ta ka
0 Ny e
e e gl
tad
b 3 3 BTAF
4y A§l A}h'r=1 017 aglagr s {5

Vienigie locek]i, kas pé&déja vienlidziba nav nulles, atbilst inde-
kiem 1=, un ta tad

3 3 3
FAER Pl ls T odon SR VRGO R
Asdl iy b Oy a=1
bet pédéja sakariba rada, ka lielumi ¢; ir kdda vektora koordinatas,
ko ari vajadzgja pieradit.

164. DivkarSas operdcijas. — Nobeidzot S0 nodaju, atgadina-
sim, ka operacijas divergence un rotors péc to definicijas ir attiecinamas
tikai uz vektoriem, kamér operacija gradients var tikt attiecinata
tikai uz skdlaru lielumu. No divkar$am operacijam tade] jéga ir
sadam: '

1° divgrad U, 2° rotgradl/, 3° divrotv, 4° rotrotv.

1° Ja U(zy,zs,x3) ir divreiz diferenc€jams skalars lauks,

: OU) BU) (BU)
Ghv: gmd; 5 ar, (8:01 6‘3:2 0y + oz, 0xy \0xy

Izdarot 3is vienlidzibas laba;a pusé aizraditas darbibas, dabi-
jam, ka

tad

QR v DAl e 03T .
dxs® T 0z, + dxg? AT

div grad U =

AU ir atkal skalars lielums.

2° lzteiksme rotgrad U turpretim ir vektors, tadé] aprobeZo-
simies ar vienas ta koordinatas, piem. koordinatas z,, aprékinasanu ;
paréjas divas koordinatas tad uzrakstamas péc analogijas.


file:///dXll
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Péc definicijas
L1 Eedlaf@lis SR
AT Lo R Bl i e e e S | U,
tapat
rot 2, (grad U) = rot 2, (grad U) =0,
un ta tad
rot grad U = (.

3° DivkarSa operacija divrotv dod atkal skalaru lielumu. Péc
definicijas

A (B, s dea)id (‘9"1_%) 2 (9vs "’L)
dzry 0z, 3

pliciohlg 1 =a—x,(ax,, oz, )\ o2y e Vg i) 1%
un ta ka labaja pusé visi locek]i pa pariem iznicinas, tad
divrotv = 0.

4° Ta karot rot v ir vektors, tad aprobeZosimies atkal ar vienas
ta koordinatas, piem. koordinatas z,, aprékinaSanu. Apzimésim
rot v—=w, tad

0wy 0wy
i 2 rot,lw P
pie kam
A _ 2oy ey
2w3_6:a:l or. " ey 0zy. 0% .

Mekléta vektora rotrotv koordindta x, ta tad ir $ada:
9[99 3_0) 9 (ﬁ&_%)

4 rot.m,1 (rot v) =

Oz, \0z, 0z,]  0Ozs \Oz3 Oz,
jeb
> 0%, = 0%, 6201) 0 (0v, , 00y 603)
L s (axf 0xy? i 0,2 b or, 6—x1+ Ozg e Azl *

Bet ta ka pédeéjas vienlidzibas labaja pusé otras iekavas ir vie-
nadas ar div v, tad to var parrakstit forma

4 rot, (rotv)=—A¢, + i(div V) = —Av, + grad, (divv).
1 0% 1

Vektora rotrotv koordinatam z, un =z3; dabiijamas ana-
logas izteiksmes.
Un ta tad
4rotrotv = —Av 4 grad div v,
pie kam
Av = Avji 4+ Av,j+ Aok,
16*
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VIll NODALA.

MASAS JEDZIENS KINEMATIKA.

33. §. Materiala sistéma.

165. Kinématiskd masa. — Ar Kkatru Kustigu kermeni iedo-
masimies saistitu kadu pozitivu skaitli, t. i. lielumu, kas ir neatkarigs
no koordinatu triedra, pret kuru kustiba tiek apskatita, un sauksim
So skaitli par kustiga kermena kinématisko masu vai vienkarsi masu,
nepieSkirot $im jédzienam nekadu fizikalu nozimi. Kustigu prieks-
metu kopumu ar attiecigdm masam sauc par materidalu sistému. Ma-
teridlu sistému var sastadit, piem., vien-, div- vai trisdimensionali
kermeni ar nepartrauktiem masu sadalijumiem, t. i. materialas
liknes, virsas un tilpumi.

166. Blivums. Lai analitiski pétitu masas sadalijumu ker-
meni, ir jaieved blivuma jédziens. ledomasimies, ka kermena
struktira mainds nepartraukti no punkta uz punktu. Tada gadi-
juma kermena elementa masas Am un attieciga geometriska lauka
elementa AS (garuma As, virsas As vai tilpuma Ay, atkaribd no
ta, vai kermenis ir vien-, div- vai trisdimensionals) attieciba

Am
AS

mainas lidz ar elementa mainu un to sauc par kermena vidéjo bli-
vumu geometriska lauka elementa AS. _

ledomasimies, ka, geometriska lauka elementam AS tiecoties
uz nulli, t. i. kermepa elementam reducéjoties par punktu P, minéta
attieciba tiecas uz noteiktu robeZu

Am dm

(1) BtV b

So robezlielumu sauc par materidld kermena linedro, virsas vai
tilpuma blivumu punkta P, atkariba no ta, vai kermenis ir vien-,
div- vai trisdimensiondls. Kermena elementa blivums tadéjadi
ir definéts kd ta masas dm un attiecigd geometriskd lauka elementa
dS (garuma ds, virsas do vai tilpuma dv¢) attieciba, kurai visparigi
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var pieskirt nepartrauktibas ipasibu. Citiem vardiem sakot, ker-
mena raksturiga ipaSiba ir lokala blivuma eksistence k@ ierobeZota,
nepartraukta un ta tad ari integréjama funkcija attiecigaja geomet-
riskda lauka §.

Ja zin@ma ir §i funkcija p, tad kermena masa m ir dota ar funk-
cijas p integralu par lauku §. Tie3am, nemot véra, ka—ﬂi'; atSkiras no p
par kadu lielumu e, kas tiecas uz nulli reizé ar AS, varam rakstit, ka

Am
As et

bet no pédéjas sakaribas izriet, ka

Am = pAS + £AS,
un ta tad
m = Z(pAS + £AS),

kur X jaattiecina uz visu kermena ienemto geometrisko lauku.

Ta ka pédejai sakaribai jabiit apmierinatai, lai kd biitu kermenis
sadalits elementos, robeigadijuma varam iedomaties, ka ikviens
feometriska lauka elements AS tiecas uz nulli, un ta tad

m=fp.dS,
5

kur dS apzimé geometriska lauka § diferencialu.

Ja p ir vienmér viens un tas pats lielums, lai kads biitu apska-
tita kermena geometriskais elements dS (viendds ar ds, do vai dv),
tad So kermeni (ar vienu, divam vai tris dimensijam) sauc par homo-
genu. Homogena kermena masa ir proporciondla attiecigam geo-
metriskam laukam § (ar vienu, divam vai tris dimensijam). TieSam,
ta ka Sai gadijuma p ir konstants, tad, (1.) formulu integréjot, dabi-

jam, ka
X J' S o S
34. §. Masas jeb inercijas centrs.
167. Diskrétas punktu sisttémas masas centrs. — Apskatisim

materialu sist€mu, kas sastadita no » punktiem P;(t=1,2,...,n)
ar ‘attiecigam masam m;, un parallélu vektoru sistému m;v ar vienu
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un to paSu vérsumu, bet ar sakuma punktiem minétos punktos P;.
Sis parallélo vektoru sistémas centrs G, pret patvaligi izvéléto refe-
rences punktu O, ir dots ar vektorialo vienlidzibu

e :?ﬂ*"'i OP;
(2.) 0G=22

Punktu G, kas ir atkarigs tikai no sistémas konfigiiracijas un
atseviSsko punktu masam, sauc par punktu sistémas masas (gravita-
cijas) jeb inercijas centru.

Ja punkta P; koordinatas kada triedra, kura sakums ir

punkta O, apzimé ar z;, y;, 3;, tad masas centra G koordinatas
Zo, Yo, 3 Sai triedrd ir dotas ar formulam

n n n
X mgx; Z my; 2 m;z
3. s o Bl | =1 =1
. 05 TR B et i EeFE
X my Xmy; X my;
f=1 =1 $=3

Masas centrs nemainds, ja visas partikuldaras masas tiek variétas
kada konstanta attieciba.

Talak (2.) un (3.) formula rada: ja visi materialie punkti atrodas
kada plakné vai uz kadas taisnes, tad ari to masu centrs atrodas tai
pa$a plakné vai uz tas paSas taisnes.

TieSam, ja plaknes gadijuma izveélas punktu O ari 3ai plakng,
tad vektori OP,, un péc (2.) formulas ari vektors OG, un ta tad ari
punkts G, atrodas tai pasa plakné.

Taisnes gadijuma, izvéloties punktu O uz tas un ievérojot (2.)
formulu, redzam, ka ari punkts G atrodas uz tas pasas taisnes.

VEél pieradisim sistémas masas centram Sadu raksturigu ipasSibu:
Materialas sistémas masas centrs atrodas jebkuras slégtas konveksas
virsas o iek$puseé, kas tetver punktu sistému.

Vispirms ir skaidrs: ja sistémas visi punkti atrodas kadas plak-
nes viena pusé, tad ari tas masas centrs atrodas tai pasa pusé. Tie-
§am, izvéloties So plakni par z,y-plakni ar z-ass pozitivo vérsumu
uz to plaknes pusi, kur atrodas sist€émas punkti P;, So punktu
koordinatas z; ir pozitivas vai nulles, un ta tad ari masas centra koor-



34. '§. Masas jeb inercijas centrs. 247

ir pozitiva vai nulle, pie kam ta ir nulle tikai

tad, ja visas koordindtas z; ir nulles.

Ta ka konveksas virsas ¢ jebkurai tangentidlai plaknei ari pie-
mit nupat pieradita ipasiba, tad sistémas masas centram G japaliek
telpas dala, ko ietver virsas o tangentidlas plaknes, t. i. tam
japaliek virsas o iek3pusé.

Analogi var pieradit, ka materialas sistémas, kura atrodas
viena un tai pasa plakné, masas centrs atrodas jebkuras slégtas konveksas
liknes iek$pusé, kas ieslédz punktu sistému, un 2° materialas sistémas,
kura atrodas uz kadas taisnes, masas cenirs atrodas segmenta iekSpusé,
ko noteic divi galéjie punkti.

IO

168. Masas centra distribiitiva ipaSiba. — Ja dota materiala
sistéma § ir sadalita divas parcialas sistémas S un §" ar attie-
cigajam masam m’, m" un S0 masu centriem G’, G, tad sistémas §
masas centrs G ir vienads .ar masu m' un m', iedomajoties tas
lokalizétas punktos G un G, centru.

TieS8dm, apziméjot ar P;’ kadu sistémas S’ un ar P;” kadu sisté-
mas S§" punktu, kuru attiecigds masas ir m;” un m;"”, p&c masas
centra definicijas pret kddu references punktu O, dabiijam, ka

= m/ 0Py % m,” 0P,

Nt et 25 i

OG = 2 mir ¥ OG Emju ]
i i

un ta tad

Sm OC + Em;” 06" = Sm; OP; + Em," OP;".
i i i i

Bet ta ka Sis vienlidzibas labas puses summas abas kopa aptver
visus sistémas S punktus, tad, ievérojot (2.) definiciju, So vienli-
dzibu var parrakstit forma

m'0G' + m"0G" = mOG ,

kur m'=Xm;/, m" =ZZm;” un m apzimé sistémas § totalo
i i

masu. P&dE&ja vienlidziba rada, ka punkts G ir masu m’ un m”,
kas attiecigi lokaliz€tas punktos G" un G”, centrs.

169. Diametralplakne un simmetrijas plakne. — Plakni II
sauc par materialas sistemas S diametralplakni, kura saistita ar vir-
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zienu r, ja katram sistémas S punktam P, iespéjams atrast uz taisnes,
kas vilkta caur punktu P; paralléli virzienam r, otru sistémas punktu
P/, kura masa ir vienada ar punkta P; masu un kur§ atrodas tai
pa3a attdluma no plaknes Il k@ punkts P;, bet pretéja pusé no tas
(103. zim.). Sadus divus punktus P; un P, sauc par saistitiem punk-
tiem. '
Diametralplakne Il, kura ir saistita ar virzienu r, ir sistémas
S simmetrijas plakne, ja ta ir perpendikulara virzienam r; tada gadi-
juma saistitie punkti ir simmetriski pret plakni II. Ta ka divu punktu
arvienadam masam masas centrs

0 /73/ : ir to viduspunkts, tad jebkura
? i saistito punktu para masas centrs
3 s atrodas diametralplakné.

/P‘" / Tadeéjadi, ja materialai sis-

¢ '/ - témai ir diametralplakne vai
/r"\ speciala gadijuma simmetrijas
plakne, tad sistémas masas centrs

atrodas tas diametralplakné vai
simmetrijas plakné.

Ja sistémai ir divas diametralplaknes, tad masas centrs atrodas
uz $o plakpu krusto$anas taismes, vai, ja sistémai ir vairakas diametral-
plaknes, kuram vienmér ir kdds kopéjs punkts, tad Sis punkts ir sisté-
mas masas centrs.

Analogi plakanas materidlas sistémas gadijuma var runat par
tas diametraltaisni, kas saistita ar kadu virzienu resp. tas simmetri-
jas ast.

103. zim.

170. Materidlas liknes, virsas un kermena masas centrs. —
Apskatot kddu kermeni ar nepartrauktu masas sadalijumu, to var
iedomaties sastaditu no kada |oti liela skaita materialu punktu un
robezgadijuma no bezgala daudz punktiem ar bezgala mazam
masam. Tada gadijuma galigas summas (2.) un (3.) formula ir
jaaizstaj ar integraliem, pie kam jaskiro tris gadijumi.

1° Ja nepartrauktais masas sadalijums ir linears un tas veido
kadu liknes loku s, tad, apziméjot loka elementa ds linearo bli-
vumu kada ta punkta ar p, loka s masas centrs G pret kadu
patvaligu references punktu O ir dots ar vektorialo formulu

fO_P—dm fo_ﬁpds

0G=*% =4
fdm fp.ds

(4)
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resp. ta koordinatas z,, y,, 2z, kada triedra ar sakumu punkta O
ir dotas ar formulam

fxpds fyp.ds fzp.ds

(5.) g = fp_ ds fp_ds Zg = sz; "

2 ]a nepartrauktans masas sadalijums ir divdimensiondls pa
kdadu virsu o, tad, apziméjot virsas elementa do blivumu kada ta
punkta ar p, virsas ¢ masas centrs G pret punktu O ir dots ar
vektorialo formulu, kuru dabiijam no (2.) formulas, aizstajot tani
vektoridlds summas ar integrdliem par virsu o, t. i

(6.) 00 % i

resp. ta koordinatas z,, y,, z, ir dotas ar formulam

f.’tp.do- | fyp.dc: fzp.dc

(7.) ‘TO - 3—— — B___-_ Wi b

v Yo - g yEE
fp.du' f[].dd’ fp.dcr

g = =]
3° Beidzot, ja nepartrauktais masas sadalijums ir telpisks,
veidojot tilpumu ¢, un ja p apzimé tilpuma elementa de tilpuma
blivumu kada ta punktd, tad tilpuma ¢ masas centrs G pret punktu
O ir dots ar vektoridlo formulu, kuru dabiijam no (2.) formulas,
aizstajot tani vektoridlas summas ar integraliem par tilpumu ¢, t.i.

: f 0P pdv
(8.) 0G ==

fp.dv

resp. ta koordinatas =z,, z,, z, kdda triedrd ar sdkumu punkta O
ir dotas ar formulam

fa:y.dv fypdv fzpdv

(9.) Ty = =

a7 et |
_ fp.dv fp.dv fpdu

v v
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171. Masas centra aprékinaSana. — Nepartraukta masas sada-
lijuma gadijumos daZreiz iesp&jams noteikt masas centru ar elementar-
geometriskiem papémieniem. Ta, piem., figiram ar centru, kas
cieta kermena gadijuma ir tris nekoaksialu diametralplaknu krusto-
Sanas punkts vai plakanas figiiras gadijuma divu diametraltaiSnu
krustoSanas punkts, masas centrs, ka redzéjam 169. nodal., sakrit ar figi-
ras geometrisko centru. Tadé|], piem., homogena elipsoida vai homogenas
elipses masas centrs sakrit ar attiecigo geometrisko centru.

Parallélepipeda ik divu parallélu skaldnu vidusplakne ir diametral-
plakne, kas saistita ar virzienu, ko noteic 5o skaldnu virsotnes savie-
notdjas skautnes. Tapat parallélograma viena viduslinija ir diametral-
taisne, kas saistita ar divu parejo parallelograma parallélo malu noteikto

0

x.
104. zim. 105. zim.

virzienu. Tadeé] homogena parallélepipeda resp. homogena paralle-
lograma masas centrs sakrit ar parallélepipeda diagonalplaknu resp.
parallélograma diagonalu krustoSanas punktu.

Taisnes homogena segmenta masas centrs sakrit ar ta vidus-
punktu.

1° Trijstaris. — Trijstiira ikviena mediana ir diametraltaisne,
kura saistita ar virzienu, kas ir paralléls malai ko apskatita mediana
dala uz pusém (104. zim.). Homogena trijstira masas centrs tade|
sakrit ar medianu krustoSanas punktu, t. i. figiiras geometrisko centru,
kas atrodas '/s medidnas garuma ! attaluma no attiecigas malas vai ¥/
medidanas gayuma [/ attdluma no tai pretim gulosas virsotnes.

Analitiski homogena trijstira masas centru aprékina 3adi. Sa-
dalot trijstiira laukumu ar taisném paralléli vienai trijstira malai
elementaras trapezas un aprékinot 3o trapezu masas centrus, ir skaidrs,
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ka simmetrijas dé] tie atrodas uz trijstiira medianas, kas ir
diametraltaisne, saistita ar trijstiira malu, paralléli kurai trijstiris
sadalits trapezas (105. zim.).

Ar elementdriem aprékiniem viegli parliecindties, ka elementaras
trapezas laukuma do izteiksme ir

de=cxda,
kur ¢ ir kdda konstante. Apziméjot homogena trijstlira virsas bli-
vumu ar p, elementaras trapezas masa dm ir
dm = pde = pcxdr = kxdzr ,

un linedra masas sadalijuma blivums p,, pa medianu Oz ir

dm
bm = 5, = k=

Nehomogena taisnes segmenta
OA =1 masas centrs G tadel ir
dots ar formulu

i

fzpmdz: fx’dx
Zy == ==

o 2
; =§l.
_f“mdx f”’d‘” 106. zim.
0
2° Cetrstiiris. — Ja dots ir vienkarSs Cetrstiiris ABCD, tad ar

divam diagonaléem AC un BD to var sadalit trijstiros ABC, ADC
un BAD, BCD (106. zim.). So trijstiiru masas centrus apzimésim
attiecigi ar G,, G,, G;, G,. Atsaucoties uz masas centra distribiitivo
ipadibu, Cetrstiifa masas centrs G ir vienads ar punktu G, un G,,
kuros ir lokalizétas attiecigo trijstiyu masas, masu centru, un ta
tad G jaatrodas uz taisnes G,G,. Analogi masas centram G jaatro-
das uz taisnes G,G,. Tadéjadi Cetrstiiya masas centrs G ir taiSnu
G,G, un G4G, krustoSanas punkts.

3° Plaknes likne. — Plaknes liknei ortogdonala koordmatu sisté-
ma, kas atrodas liknes plakngé, (5.) formulu sistéma reducéjas par
divam pirmajam formuldm. Ja likne ir homogena un tai ir simmetri-
jas ass, tad, izvéloties to par z-asi un tai perpendikularu taisni par

y-asi,
f xds

240

= ryO‘:O‘
fds
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Piemérs. — Homogens ripka linijas loks (107. zim.). Koordinatu
sistéma ar sdkumu ripka linijas centra un loka AB simmetrijas asi
kd@ Oz-asi, apziméjot rinka linijas radiju ar r, dabiijam, ka

T =rcose, ds=rdp

un
a
fxds = frcos:;; rdp = 2r?sin a , fds=2ru.
8 —_—n 8
o _ Tadéjadi
\ oA, AR
A B Tg =T % =T AR
¢ 5.1 Pusrinka linijai
0 B
4 2r
@ = Un Zy= —.
107. zim. 2 . id
4° Plakana virsa. — Plakanai virsai (laukumam) kada koordi-

natu sistéma laukuma plakné (7.) formulu sistéma reducéjas par di-
vam pirmajam formulam. Ja virsas blivums ir konstants un lauku-
mam ir simmetrijas ass, kuru izvélamies par z-asi un tai perpendi-
kuldru taisni par y-asi, tad virsas elements do = ydx, kur y ir lau-
kuma norobeZotadjas liknes ordinata. Tada gadijuma pirmas divas
formulas no (7.) sistémas reducéjas par

Foi= y Yo=0,
fydx
kur z javarié attiecigds robeZas.
Piemérs. — Parabolas »* = ar un taisnes x = h ierobeZo-
‘tam laukumam
h h

2 bk 2 pd
fxydx=—a hZ, ydr = —a%h?,
e By e

un ta tad
3
Iu — i h .
5° Homogens ciets kermenis. — Ja ir dots homogens ciets ker-
menis, tad, apziméjot Oz-asij perpendikulara Skéluma laukumu
ar f(x), tilpuma elements dv¢ = f(x)dx un tilpuma, kas ierobeZots
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starp diviem paralléliem Skélumiem, masas centra koordindta z, ir
dota ar formulu

f:tf(x)d:r
[i@a

kur z javarié attiecigas robeZas.

Ja cietais kermenis ir rotacijas kermenis, tad, izvéloties ta sim-
metrijas asi par Oz-asi, f(z) = ny®, 'kur y ir rotdcijas virsas veido-
tajas liknes ordinata. Tada gadijuma

(11.) T = f:ryi :
fy’da:

Ka piemérus (10.) un (11.) formulai apskatisim piramidas un taisna
cirkulara kona masas centra aprékinasanu.

(]0.) Iy =

. Piramida. — lzvéloties piramidas virsotni par koordinatu sisté-
mas sakuma punktu O, tds augstuma virzienu par z-asi ar pozitivo
vérsumu pret tas pamatu un atsaucoties uz elementaras geometrijas
teorému, péc kuras piramidas pamata laukums un tam paralléla
Skéluma laukums attiecas ka to attalumu no virsotnes kvadrati,
dabiijam, ka

f(x) = ka*,

kur k ir kdds proporcionalitdtes faktors un x apzimé paralléla Ské-

luma attdlumu no virsotnes (. Apziméjot piramidas augstumu
ar h, péc (10.) formulas koordindtai z, dabiijam izteiksmi

dx

c\,

&
I

Ed
I

| w
=

rdx

Zinot piramidas pamata laukuma masas centru G, un ievérojot,
ka paralléli Skélumi ir lidzigas figiiras, kuru masas centri ta tad
atrodas taisnes G40 un attieciga $k€luma krustoSanas punkta, varam
teikt, ka piramidas masas centrs sakrit ar '/, augstuma no pamata
vilkta $kéluma masas centru.
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~Taisns rotacijas kéns. — Koordinatu sistéma ar sakumu O kona
virsotné un rotacijas asi ka Oz-asi, y ir proporcionals x un péc (11.)
formulas

P:
_lx“d.t
Yo — °h —:%h.
Pdx .

172. Uzdevumi.

1. Sadalot trapezu ABCD ar vienu tas diagonali divos trijsti-
ros un piemérojot ikvienai trapezas pamata malai likumu par masas
statisko momentu pret kadu taisni, pieradit, ka trapezas masas centra
G attalumu no pamata malam AB un CD, kuru garumi ir a un b,
attieciba ir
; Jq - b

2ba

No 3ejienes izriet $3ada G konstrukcija. Japagarina mala AB
uz abam pusém, atliekot no punktiem A un B nogriezni, kas ir vie-
nads ar CD. Analogi japagarina uz abam pusém mala CD par no-
griezni, kas ir vienads ar AB. Savienojot dabiitos Cetrus punktus
krustiski, radu$ais krustoSanas punkts ir mekl&tais masas centrs G.

Piezime, — Ar masas m, kas lokalizéta kada punkta, statisko momentu
pret plakni 11 saprot masas m un tas attalumalidz Sai plaknei reizinajumu,
kas japem ar + zimi, ja masa atrodas plaknes viena pusé (patvaligi
izvéleta), bet ar — zimi, ja ta atrodas pretéja pusé. ledomajoties
plakni II sakritam ar koordinatu plakni z = 0, no 167. nodal. (3.)
formulu sist&mas tredds formulas izriet $ads momentu likums: Kadas
punktu sistemas masu statisko momentu pret kadu plakni summa ir
vienada ar 5is sistémas totalas masas, kas lokdlizéta tas masas centra,
statisko momentu pret to paSu plakni.

Analogi definé plakné€ masas statisko momentu pret kadu $is
plaknes taisni, kas savkart ir pak|auts analogam likumam. :

Piemérojot likumu par masas statisko momentu pret kadu
taisni, atrisinat uzdevumus: :

2. No kvadrata ir izgriezts vienadsanu trijstiris, kura pamata
mala ir viena kvadrata mala. Kadam jabat §i trijstira augstumam,
lai atliku$a piecstiifa masas centrs sakristu ar 3i trijstiya virsotni?
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3. Pieradit, ka cirkulara sektora masas centrs atrodas uz §i
sektora vidéja radija attadlumd@ no centra, kas ir vienads ar 2/;3 no
atbilsto3a loka masas centra attaluma no centra.

4. Kadam jabut taisnstira, kas konstruéts arpus dota pusrinka,
bet uz ta diametra, augstumam, lai kombinétas figiiras masas centrs
sakristu ar dotad ripka centru?

5. Noteikt cirkulara segmenta masas centru.

6. Pierddit, ka parabolas segmenta (kas ierobeZots ar parabolu
un kadu chordu) masas centrs atrodas uz diametra, kas saistits ar
doto chordu, 2?/; attdluma no chordas starp diametra krusto3anas
punktu ar parabolu un chordu.
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IX NODALA.

INERCIJAS TENSORI, MOMENTI UN PRODUKTIL

35. §. Definicijas.

173. Materidla punkta P un materiadlas sistémas S inercijas ten-
sors pret punktu O. — Ar punkta P koordinatam z, y, z sastaditie
lielumi

Ty=y*+ 2% Toy= T3 = ——yz,-
T eaom2 28, Ton =T ——2z,
Ty = 2* + 32, Ty =Ty = —ay,

ir kdda otras kartas simmetriska tensora T koordindtas. Tensoru,
kura koordindtas dabiijam, reizinot tensora T koordindtas ar punkta
P masu m, sauc par punkta P inercijas tensoru pret punktu O un to
apzimé ar I, (P) = mT.

Apskatot materidlu sistému §, kura sastadita no punktiem P;
ar koordinatam x;, y;, z; Un masam my, ar §is sistémas inercijas tensoru pret
punktu O saprot otras kartas simmetrisko tensoru, kas ir vienads
ar sistémas atsevisko punktu inercijas tensoru pret punktu O summu.
So tensoru apzimé ar I,(S) un ta koordinatas ir

In=}'—;mi(yi2+zs2)r Iyy = Iy :_zmiyz i

H

(1.) Iy, = E‘:mi(ziz‘i_xig)! Iy
Iy = ?mi(3i2+?fi2): I

I = — 2 m;z;%;,

H

Iy == 2 MmaXsYs -

Pérnesot koordinatu triedra sakuma punktu punkta A ar koordi-
natam (a, b, c), sistémas S inercijas tensora 1,(S) pret punktu A (a, b, c)
koordinatu izteiksmes dabisim no (1.) sistémas izteiksmém, ap-
mainot tanis =z;, y;, z; pret z;,—a, y;—b, z;—ec. TadEjadi .

I, = izmi [(i—0)2 4 (z;—0)%), lpa=I3e=— ?mi(y,-—b) (z,—c),
(2.) {{a2= Eimi [(z;—0)2 +(x;—a)?], Iy=Ilz=— %mi (zi—¢) (x;—a),
Iyy= {;mi[(xi“—“)z +i—b)Pl, Ly=Ily=— “‘:mi’ (z;—a) (y;—b).
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174. Materidlas sistémas inercijas momenti un produkti.
Ar materialas sistémas S inercijas momentu pret punktu O saprot Sis
sistémas atséviSko punktu masu un to attadlumu lidz punk-
tam O kvadratu reizinajumu summu. ‘

Ar matenalas sistémas S inercijas momentu pret taisni A saprot §is sis-
témas atseviSko punktu masu un to attalumu lidz taisnei A kvadratu
reizinajumu summu. %P

Apziméjot sistémas S inercijas momentu pret taisni A ar I,,
punkta ‘P, masu ar m,, td attilumu lidz taisnei A-ar d,, péc defi-
nicijas dabiijam, ka ;

e 14=§‘2mfd¢’.

Ja sistémas S .totdld masa ir M =X m,, tad, uzrakstot I,
i

forma
I, = Md?,
pozitive lielumu i
dissy /s
M

sauc par sistémas S Zirdcijas (inercijas) radiju pret taisni A.

Par sistéemas 8 inercijas momentu pret plakni 11 sauc Sis sistémas
atseviSko punktu masu un to attdlumu lidz plaknei II kvadratu
reizindjumu summu.

Sistémas § inercijas momentu izteiksmes ir: pret trim koordi-
natu plakném —

(3.) I=2Zmz? d g =2 By ® Ioy=Zmya2;
i i i .

pret trim koordinatu asim —

I, = Zm;(yd + z%), 1, -=.VE m;(z? + z.2),
@) i i

I, = Zmy (2 + y:®)
1
un pret punktu 0 —
(5.) 1= Zm;(z? + yd + 28). e
T .

17
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Sis momentu izteiksmes ir saistitas ar sakaribam

(6-) Iz="sz+1zﬂs Ig=va+Iyu Iz=Ivs+Izz’ -
(7') I=Iw+lsz+l.’uf:‘} (Ia.-+ly+lz)‘

Daireiz bez inercijas momentiem pret koordinatu asim /., 1, I,
apskata sistémas inercijas produktus pret $im pasam asim:

(8.) Pz=§miyizt: Py=§i:'mizixia Pz=§mix(y{'

Sistémas S inercijas tensora I,(S) pret punktu O koordinatas
tadéjadi ir Sis sistémas inercijas momenti pret izvélétajam trim sav-
starpéji perpendikuldardm koordindtu asim, kas vilktas caur punktu O,
un ar pretéjam zimém npemti sistémas inercijas produkti pret tam
pasam asim.

36. §. Inercijas tensora un momentu variacija.

175. Konigal) tedréma. — Apzimésim ar I;(S) sistémas S
inercijas tensoru pret tas masas centru G un izvél€simies pédéjo par
koordindtu triedra sdkuma punktu; tensora 1;(S) koordinitas
tad ir dotas ar 173. nodal. (1.) formulu sistému, bet ta ka G sakrit
ar koordinatu triedra sakuma punktu, tad

Zmix£=zm‘-yi:zm¢z‘=0.
i i i

Apziméjot ar M = Z{‘(m,- sistémas § totdlo masu, $is sistémas

inercijas tensora TA(S) pret punktu A (a, b, ¢) koordinatas, kuras
ir dotas ar 173. nodal. (2.) formulu sistému, var parrakstit forma:

Iy = ?mi(?hg + 22) + M (* + ¢2),
Iy, = %mi (3 + x2) + M(c® + a?),
Iy = 2} mg(x® + y?) + M (a® + b2),

(9)
Iy = Iy = — Zm;y; 2, — Mbe,
i
i
Iio= 15 =— Xmz;y; — Mab.
i

1) S. Koenig (1712.—1757. g.).
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8is formulas var tikt rezumétas simboliska vienlidziba

(10.) T,8)=15) + G-

Tensoru I,(S) sauc par sistémas S centralo inercijas tensoru.
(10.) vienlidziba izteic analitiski $adu Kéniga tedrému:

Sistémas S inercijas tensors d; L, pret punktu A ir viendds ar $is
sistémas centrdl@ inercijas tensora la un masas centra G, kura jaiedo-

mijas koncentréta sistémas totald masa, inercijas tensora G 3 pret punktu
A summu.

176. Inercijas momenta variacija atkariba no taisnmes. — Ta
ka lietojumos gandriz vienmeér jasastopas tikai ar inercijas momentu
pret taisni, tad ari més aprobeZosimies tikai ar §i momenta pétisanu.
Dotajai materidlai sistémai S eksisté bezgala daudz inercijas mo-
mentu, no kuriem ikviens atbilst kadai taisnei. Apskatisim inerci-
jas momenta I, maipu lidz ar taisnes A mainiSanos. Sai noluka pic-
tiek apskatit divus gadijumus:

1° Ka mainas inercijas momenti pret parallélam taisném?

2° Ka mainas inercijas momenti pret taisném ar kop&ju punktu?

TieSam, lai atrastu sakaribu starp sist€émas S inercijas momen-
tiem pret divam kaut kadam taisném A un A,, pietiek izvéleties
uz taisnes A, kadu patvaligu punktu un vilkt caur to taisnei A
parallélu taisni A,;  1° priekSraksts tad saista inercijas momen-
tus pret parallélam taisném A un A,, bet 2° priek3raksts pret tais-
ném A, un A,, kuram ir kopéjs punkts.

177. Inercijas momenti pret taisném ar kopéju punktu. — Apska-
tisim tagad sistémas S inercijas momentu [, pret kadu taisni A,
kas vilkta caur punktu O. Ilzvéloties So punktu par koordinatu
triedra Ozyz sakuma punktu un defin€jot taisni A ar tas virziena
kosiniem «, B, v, pieradisim, ka invariants

(1) sl () e u's )

kur u ir taisnes A vienibas vektors ar koordinatam «, B, ¥ un sakumu
punkta O, reprezent@ sistémas S inercijas momentu pret taisni A.

Tiesam, uzrakstot (11.) invariantu atrisinata veida, dabiijam
tam izteiksmi

(12.) 1= I;;0® + Tof® + Iy + 2 D3Py + 2 I1gya + 2 T5yaB,
1r*
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kur koeficienti I,, ir doti ar 173. nodal. (1.) formulu sist&ému.
Ja taisne A sakrit ar Oz-asi, tad a= 1,8 =y =0, un I, redu-
céjas forma : 4

Iy=1,= ?mi(yir'}_ zt),

kas pierdda par I, apgalvoto ipadibu.

Tadejadi (11.) jeb (12.) formula noteic sistémas § inercijas mo-
mentu [, pret jebkuyu taisni A, kura vilkta caur punktu O un ku-
ras virziena kosini ir «, 8, v, k@ funkciju no seSam konstantém 1,,,
kas ir atkarigas vienigi no sistémas S dabas, bet ne no taisnes A.

Ta ka (12.) vienlidzibas laba puse ir homogena kvadratiska
funkcija pret a«, B, ¥, tad §i funkcija nemainas, apmainot tani «, B, v
pret —a, —8, ~—v, t. i. pieskirot taisnei A pret€ju vérsumu; citiem
vardiem sakot, sistémas inercijas moments ir neatkarigs no taisnes
A orientacijas. ‘

_ 178. Inercijas momenti pret parallélim taisném. — Vilksim caur
sisttmas § kadu punktu A un tas masas centru G divas paral-
Ielas taisnes A un g, kuyu virziena kosini ir «, B, y, un orientésim
tas ar vienibas vektoru u, kura koordinatas ari ir «, B, v, nosprauzot
S0 vektoru pa Sim taisném no punkta A resp. punkta G.

Tada gadijumd no (10.) vienlidzibas izriet, ka

(13.) T8 .u.u=TuS).u.u+G.u.u

jeb, ievérojot (11.) formulu,

(14.) i o R

kur Md? ir masas centra G, kurd jadiedomajas koncentréta sistémas
totala masa M, inercijas moments pret taisni A.

Tadejadi sistémas § inercijas moments I, pret taisni A ir viendads
ar §is sistémas momenta I, pret taisni g, kas vilkta caur sistémas S masas
centru G paralléli taisnei A, un masas centra G, kura jaiedomdjas
koncentréta sistémas totala = masa, inercijas momenta pret taisni A
summu.

37. 8. Imercijas elipsoids.

179. [Inercijas elipsoida vienddojums. — Ta ka materialas
sistémas § inercijas moments [, =T,(S).u.u pret taisni A, kas
ir dots ar 177. nodal. (12.) formulu, ir vienmeér pozitivs lielums, tad,
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atsaucoties uz 159. nodal. rezultatu, Sis sistémas otras kartas simmet-

riska inercijas tensora 1,(S) pret punktu O reprezentétdja otrds

kartas virsa

(15.) Axz® + By® 4 Cz22—2 Dyz — 2Ezx — 2 Fay = 1,

kur :
A=1I,, B=1Iy,, C=lI4,
D=—ly=—lp=P,,
E = _'131:—113: P,,
F=—112=_‘121: pP,,

visparigi ir redls elipsoids, kuyu sauc par sistémas . inercijas elipsotdu
pret punktu O. Speciala gadijuma, kad (12.) kvadratiskda forma
sadalas divu neatkarigu kvadratu summa vai viena kvadrata, iner-
cijas elipsoids ar (15.) vienddojumu reduc€jas par redlu eliptisku
cilindru vai divim redlam parallélam plakném.

Inercijas elipsoida pret punktu O simmetrijas asis un plaknes
sauc par inercijas galvenam asim un galvenam plakném punkia O.

Inercijas elipsoids ir determiné&ts, ja aprékinati ir seSi koeficienti
A, B, C, D, E, F; un otradi, ja dots ir inercijas elipsoids pret punktu
0, tad, velkot caur ta centru taisni A ar dotajiem virziena kosiniem,
ikviens $is taisnes krustofands punkts P ar doto elipsoidu deter-
miné sistémas S inercijas momentu I, pret taisni A ar formulu

Si formula rada, ka no visiem inercijas momentiem, kas sastaditi
pret asim, kuras vilktas caur punktu O, vismazaka veértiba ir mo-
mentam pret elipsoida lielo asi un vislielaka vértiba momentam
pret ta mazo asi.

Inercijas elipsoidu pret sistémas § masas centru G sauc
par centralo inercijas elipsoidu un ta simmetrijas asis un plaknes par
inercijas centralam asim un centraldm plakném.

Ja par koordinatu asim izvelas inercijas elipsoida pret punktu
O galvenas asis, tad 1nerc:1]as ehpsmda (15.) vienadojums reduce;as
par- vienadojumu
(16.) : Ax® 4+ By + C:2 = 1.

Inercijas moments [, pret asi A 3ai gadijuma ir dots ar formulu

I, = Ao*+ BB+ Cy?.
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Si formula rada, ka, zinot inercijas elipsoida pret punktu O gal
venas asis, pietiek aprékinat attiecigos momentus A, B un C pret
§im asim, lai aprékinatu inercijas momentu pret jebkuyu taisni A,
kas vilkta caur punktu O.

Ja inercijas elipsoids pret punktu O ir rotacijas elipsoids, tad
rotacijas ass un visi ekvatora diametri ir ta galvenas asis punkta 0.
Ja rotacijas asi izvélas par Oz-asi, tad koeficients B ir vienads ar 4, un
inercijas elipsoida vienddojums lidz ar inercijas momenta [/, formulu
attiecigi reducgjas forma

A@®+y2) + C2 =1,
I4= A(a? + p2) + Cy2 = A sin%p + C cos%p,

kur ¢ apzimé lenki starp taisni A un rotacijas asi.

Ja inercijas elipsoids pret punktu O ir sféra, tad visas taisnes
caur punktu O ir ta galvenas asis $ai punkta, un iepriek3€jais viena-
dojums un formula reducéjas attiecigi par vienddojumu

A@*+ 2+ 22) =1
un formulu
Is=A.

Ja visi sistémas S punkti atrodas uz vienas taisnes, kas iet caur
punktu O, tad, izveloties So taisni par Ozasi, no seSiem koeficientiem
A, B, C, D, E, F, iznemot A=B= X m,z;2, visi paréjie ir nulles.

4

Tada gadijuma inercijas elipsoids reducéjas par rotacijas cilindru,
kura ass ir materidlo punktu linija un kura vienadojums ir

A@E24+9y2)=1.

Inercijas moments I, pret taisni A, kas veido lenki ¢ ar materialo
taisni, ir dots ar formulu

I, = A (a2 + B?) = A sin%.

Beidzot, ja sistémas S visi punkti atrodas viend plakné Il, tad,
izveloties punktu O lidz ar koordinatu asim Oz, Oy ari Sai plakng,
visu punktu z koordinatas ir nulles, un inercijas elipsoida pret punktu
O vienadojums reducéjas forma

(17.) Ax® + By* + Cz2—2 Fay = 1,
kur ;
(18.) A4'B=(C.
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Plakne 11 Sai gadijuma ir inercijas galvena plakne pret punktu
O, kura, Sk€luma@ ar inercijas elipsoidu ar (17.) viendadojumu, dod
elipsi, ko sauc par sistémas S inercijas elipsi pret punktu O.

Piezime par inercijas elipsoida formu. — Ja sistémas S inercijas
elipsoidu pret punktu O attiecina uz ta galvenam asim ka koordinatu
asim, tad S§i elipsoida (16.) vienadojuma koeficienti A, B, C ir
saistiti ar nevienlidzibam

(19.) B+C=>2A>B—-C
vai

3 1 | 1 1 1
(]9.) F+F?'a_22'b—= ?.

- -

Pédéjas dabiijamas no iepriek3éjam, izteicot A, B, C ar inercijas
elipsoida pusasim a, b, ¢, pie kam

G=—=, b=—1=, c=-—-l-—

Va4’ VB’ Ve

(19.) sistémas nevienlidzibas rada, ka ne katrs elipsoids var tikt
uztverts par inercijas elipsoidu. Lai dotais elipsoids biitu kadas
sistémas inercijas elipsoids, ir nepiecieSams, lai ar ta pusasu kvadratu
apgrieztiem lielumiem A, B, C varétu konstruét trijstiiri, ka to rada
(19.) sistémas nevienlidzibas.

Plakana masas sadalijuma gadijuma pastav (18.) sakariba vai
tai ekvivalenta sakariba :

1 1
T -

180. Noteikums, lai kada ass biitu inercijas galvena ass kada
tdas punkta. Meklésim analitisko noteikumu, lai inercijas elipsoidam
pret punktu O ar (15.) vienadojumu kada no koordindtu asim, piem.
Oz-ass, biitu galvena ass 3ai punkta. Tada gadijuma (15.) vienddo-
jums nedrikst mainities, apmainot tani z,y pret —z, —y; un ta
tad nepiecieSamie un pietiekamie noteikumi, lai Oz-ass biitu inerci-
jas elipsoida ar (15.) vienadojumu galvena ass, ir

resp.
(20.) Zm;u
i

i
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Lai Oz-ass biitu inercijas galvend ass punkta O’ ar augstumu 2,

ir. nepiccieSami- un pietiekami, lai (20.). noteikumu sistéma bitu
apmierinata, apmainot tani 2z, ar z;—h, no kurienes noteikumi

(2].) : Xm‘yizi—h§m‘y‘=0, zm‘zixi_h zm‘xi:O'
d 4 _t i

kas, nefiks€jot & vértibu (t. i. punktu 0’), reducéjas par vienu vienigu
noteikumu

zmiyizi E,mi?-fl’.-
22. : = °
(22) Zmsy, Zm;
i i

So attiecibu kopgja vértiba ir k, t. i. punkta O’ augstums.

181. Noteikums, lai kdda ass biitu inercijas galvend ass tas
divos punktos. — Lai Oz-ass biitu inercijas galvena ass tas divos punk-
tos O un O', ir nepiecieSami un pietiekami, lai (21.) noteikumu sistéma
biitu ievérota divam daZzadam h vértibam, t. i. bez (20.) noteikumu
sistémas jabiit ievérotiem vél noteikumiem

(23.) i '§m,.y,.=§m¢zi=o.

Bet tada gadijumd (21.) noteikumu sist€ma ir ievErota, lai kads
batu A, un Oz-ass ir inercijas galvenad ass pret jebkuru tas punktu.
(23.) noteikumu sistéma savkart izsaka, ka Ozass iet caur sistémas
§ masas centru G, un ta tad ta ir inercijas centrala ass.

Tadejadi kada ass var biit inercijas galvena ass pret vienu tas
punktu. Bet ja ta ir inercijas centrala ass, tad ta ir galvena ass pret
visiem tas punktiem. Ja turpretim (21.) noteikumu sistéma nav
ievérota, tad ta nav galvena ass pret nevienu tas punktu.

38. §. Inercijas tensora koordinatu (inercijas momentu
' un produktu) aprékinasana.
182. Problémas sadaliSana. — ledomasimies, ka noteikta ir

sistémas S totdld masa un tas centrs G un jaaprékina ir sistémas §
inercijas tensors I,(S) pret kddu tds punktu A.

Péc Koniga tedrémas S3ai nolika pietiek aprékinat sistémas
centrala inercijas tensora I;(S) seSas koordinatas, t. i. inercijas
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momentus Ag, Bg, Cg pret sist€émas -centrala inercijas elipsoida
_ asim, kas vilktas-caur punktu G, un inercijas produktus Dg, Eg,
F, pret §im pasam asim.

183. Inercijas produktu aprél;lniiana. — Inercijas produktu
aprékinasana var tikt aizstata ar inercijas momentu aprekmasanu
péc formulas

ay = g l@+ 9 — @—y)3,

péc kuras, lai aprékinatu inercijas produktu pret Ozasi, ir jaaprékina
divi inercijas momenti pret plaknu zOx un zOy bisektoru plakném.
Si papémiena triikums ir tas, ka ikviena inercijas produkta
aprékinasanai ir jaaprékina divi inercijas momenti.

184. Kermenu ar nepartrauktu masas sadalijumu inercijas
momentu aprékinaSana. — Inercijas momenta jédzienu, kas bija
definéts diskrétai punktu sistémai §, iesp€jams visparindat ari uz
kermeniem ar nepartrauktu masas sadahjumu — pa likni, virsu vai
tilpumu.

No formald viedok]a Sais gadijumos inercijas momenta I, pret
taisni A definicijas formula

Id S z_m.‘-d‘-z
T

X ir jaapmaina pret integralu, kas attiecinats uz vien-, div- vai tris-
dimensionala kermena iepemto lauku, atkariba no ta, ar cik dimen-
sijam ir nepartrauktais masas sadalijums.

Ta, piem., ja masas sadalijums ir linedrs un ds ir loka elements
ap punktu P ar masu dm un linedro blivumu- p Sai punkta, un
d ir punkta P attalums lidz taisnei A, tad

1, =fd2dm =fp.d2ds.

Analogi aprékina inercijas momentu virsas un tilpuma gadijuma.
Sie momentu aprékini daudzreiz var tikt vienkarSoti vai redu-
céti skaita zina, ieveérojot simmetrijas apsvérumus, kas |auj ieraudzit
a priori inercijas galvenas vai centralas plaknes.
T4, ja homogenam kermenim ir simmetrijas plakne, tad §i plakne
ir inercijas centrala un galvena plakne pret visiem tas punktiem.
Hlustrésim tagad ar daZiem piemériem homogenu kermenu
_inercijas momentu aprékinalanu.
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Taisns parallélepipeds. — Parallélepipeda masas centrs G ir ta
geometriskais centrs O un tris vidus plaknes, kuras iet caur punktu
O, ka tris simmetrijas plaknes, ir inercijas centrdlds plaknes. Lai
aprékinatu inercijas momentus 4, B, C pret ortogdnala triedra asim
ar sakumu punktad O un asu virzieniem, kas ir paralléli parallélepi-
peda Skautném, pietiek aprékinat inercijas momentus pret trim
centralam plakném Oyz, Ozx, Oxy. Ja parallélepipeda Skautnu
garumus apzimé ar a, b, ¢, tad td skaldpu vienadojumi izvélétaja

koordinatu triedra ir # = i%, Y= i%, 2=+ —;—

Péc definicijas parallélepipeda inercijas moments pret plakni
Oyz ir dots ar integralu

I,,z-—-fxzdm-—:pfffx*dxdydz,
m L

kur p apzimé parallélepipeda konstanto blivumu, un triskartigais
integrals jaattiecina uz visu ta tilpumu ¢, t. i. aprékinot So integralu,
x, y, z attiecigi javarié robezas:

b c ¢

s v
23003 -

a b
211“ +§‘,—TJ‘UH -

Ta ka integréjama funkcija 22 ir neatkariga no y un z, tad

m}n

2.:q®
]y::pbcfxzd:z': y.bc§§.

a

Bet ta ka parallélepipeda totala masa M = upabe, tad

a2
]Ilt =M 1—2,
analogi
b2 s
Iz,,=Mﬁ, I_.,,,:M-@.

i c=+aa JERE a2+bz
TN O eI o
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un atbilstodie Ziracijas radiji

b2 - ¢ c2 L q? a® + b2
T 12 4 12 ¥
Sféra. — Apziméjot sféras radiju ar R un blivumu ar p, dabiijam
tas masai izteiksmi

3 3
M—-f3—7tp.R :

-Sféras masas centrs G ir tas centrs O. Centrélais inercijas elip-
soids ir sférisks, jo sféras inercijas momenti pret jebkuru tds diametru
ir vienadi.

Aprékinasim vispirms sféras inercijas momentu pret tas centru
G. Ta ka sféras slapa starp radijiem r un r + dr elementarais til-
pums ir

dv = 4 = r2dr
un masa
dm =4 pridr,
tad

R
I=fr3dm=4nufr‘dr=g—np R = %MR”.
m L

Ta tad péc (7.) formulas sféras inercijas moments pret kadu

tas diametralplakni ir 3 I resp.

— 2
MR,

un pret kadu tas diametru %I resp.

2
e 2
5 MR2.
Sféras Zirdcijas radijs pret kddu tas diametru ta tad ir
=
R ]/g".

Elipsoids. — Ja elipsoida pusasu gajumus apzimé ar a, b, ¢ un
konstanto blivumu ar p, tad ta masa ir

=-§—r:pabc.
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Masas centrs ir dota elipsoida centrs O, un centrdld inercijas elipsoida
asis sakrit ar dotd elipsoida asim.

Ja
128 gl T g
St gEhgaed

ir dota elipsoida vienddojums, tad ta inercijas moments pret plakni
Oxy ir dots ar triskartigo integralu

Ix,:pfffzsd:cdydz,

kas jaattiecina uz visu elipsoida tilpumu, t. 1 teipu, kas definéta ar
noteikumu
2 g2 72
Ry o gty T G
Ar substitiiciju

’ ’

T =ar’, y=by, gz =ich
iepriek$€jais triskartigais integrals tiek transforméts jauna triskar-
tigd integrala
I3, = abcap.fffz" dz’ dy’ dz’,
kas jaattiecina uz sféras

24yt £52—1<0

tilpumu. Tédéjﬁdi triskartigais integrals pédéja I, izteiksmé repre-
zenté sféras ar radiju 1 inercijas momentu pret kddu tas diametral-

plakni un ta vértiba, ka to redzéjam iepriek3éja pieméra, ir % L

un ta tad
4
SRl Y
1y = l5np.abc M 5 -
Analogi dabiijam, ka elipsoida inercijas momentl doe un 1
pret Oyz- un Ozz-plakném ir
a? bz
IyzzM—s—, Izz:ﬂlg-.
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Elipsoida, mercuas momenti pret asim. Oz, Oy, Oz un centru O
tade;ad: ir : - -

b2 +c 5 Tiel ghiigh a4 b2

i .-M—s——,.I,ﬁ..M———s_ o dy= Y

un ‘ 20 S )
i pged ok B b

5

Un ta tad elipsoida iiricijas' r'adiji pret ta asim attiecigi ir

b2 + c? c2+ a? a? -+ b2
’/ | e o B

Rotacijas cilindrs. — Apziméjot cilindra radiju ar R, ta augstumu
ar h un konstanto blivumu ar y, td masai dabiijam izteiksmi

M=m=nphR®.

Cilindra masas centrs ir rotdcijas ass segmenta, kas atrodas starp
abiem pamatiem,; viduspunkts. Cilindra centralais inercijas ehpsmds
ir rotacijas elipsoids ar cilindra asi ka rotacijas asi.

Aprékinasim vispirms cilindra inercijas momentu pret ta rota-
cijas asi A. Ta ka tilpums -de starp divam koaksialam cilindris-
kam virsam ar radijiem r un r + dr ir

dv = 2w hrdr,
tad §i tilpuma iesiégté masa ir
dm = ankr dr
un tas inercijas moments pret asi A ir
e .r’dm=2-rcp.hr"dr.

Un ta tad cilindra inercijas moments pret ta asi A ir

R
1, =fr3dm = 21rp.hfr3dr = %nth‘:%MR’.
i NEL R
Cilindra Zirdcijas radijs pret asi A ir —.

V2
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Talak aprékinasim cilindra inercijas momentu pret kadu asi
Gz, kas vilkta perpendikuldri asij A caur masas. centru G. Sai no-
lika ir jaaprékina cilindra inercijas momenti 7,, un I, pret plakném
Gzz un Gzy, ja rotacijas ass A sakrit ar Gz-asi.

Aprékinasim I,.. Ja S$ai nolika Gazy plakné definé polaras
koordinatas R, ¢, tad cilindra segmenta, kas ierobeZots starp divam
plakném, kuras iet caur asi A un kuru andmalijas ir ¢ un ¢ + dgp,
tilpums ir

dv:iﬂzhdcp,
masa
dm = %thp.d:p,
un ta tad
=
A

I.= [y2am = LuhR* [sin*qde = FruhR* = L MR?.

mlﬂ

Cilindra inercijas moments /., pret plakni Gxy savkart ir dots
ar formulu

h?

2
", 23205 — ML
I”——p.ﬂ_[ﬂ ldl-Mlz.
i L

2
Cilindra Ziracijas radijs pret Gz-asi ir % l/ R? +%.

Rinkis. — Jarinka radiju apzimé ar R un konstanto virsas blivumu
ar u , tad ta masa ir M = mR%.. Ripka masas centrs ir ta geomet-
riskais centrs. Rinka inercijas moments pret taisni, kas vilkta caur
§i rinka centru perpendikulari ta plaknei, ir

R
4 2
]A:f2np.r3dr=ERT“= M 1{2
o
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Ta ziracijas radijs pret to paSu taisni ir a4t d

V2

Ripka inercijas moments pret kadu ta diametru ir puse no [,,

: R2 5 WPV AT FTARA AR

i MT ; - attiecigais Ziracijas radijs ta tad ir 5

Bezgala tievs taisns stienis. — Ja 21l ir stiepa gajums un p ta li-
nedrais blivums, tad stiepa masa M = 2lp.. Stiepa masas centrs
ir ta viduspunkts. Centralais inercijas elipsoids ir rotacijas cilindrs
ar stieni ka asi. Stienpa inercijas moments pret So asi ir nulle. Stiepa
inercijas moments pret kadu taisni Gz, kas vilkta caur ta masas
centru un tam perpendikulari, ir

7
2 ia
8 § g et iEl e Uiy o
Ir—_j;p.rdr—sp.l M3'

Stienpa Ziracijas radijs pret So taisni ir -l:

V3

185. Uzdevumi.

1. Aprékinat homogena taisnstiira inercijas momentu pret
kadu ta malu, kd ari atbilstoSo Ziracijas radiju.

2. Aprékinat homogena trijstiifa inercijas momentu un Zira-
cijas radiju pret vienu ta malu.

3. Aprékinit homogena taisnes segmenta inercijas momentu
pret kddu asi, kas iet caur ta viduspunktu un veido ar So segmentu
lenki a.

4. ‘Aprékinat trijstiira inercijas momentu pret asi, kas iet caur
vienu ta virsotni perpendikulari trijstira plaknei.
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X NODALA.

KUSTIBAS DAUDZUMS UN KINETISKAIS MOMENTS.

39. s. Deﬁnic:_]as.

186. Materidla punkta kustibas daudzums wun Kkinétiskais
‘moments. — Ja Kkustiga punkta P ar ‘masu’ m koordindtas triedra
Oxyz apzimé ar z, vy, z, tad ta vektoriala atruma P_v koordina-
tas Sai triedra ir

dx ; dn : dz

= ——— I-T—‘—— Z =

at !

kur ¢t apzimé kinématisko laiku.

Ar materiali punk!a P kustibas daudzumu momentd t saprot
vektoru
(1.) : mv,

kura sakums atrodas punkta P. Un ta tad kustibas daudzuma
koordinatas ir
(2.) mi, my, mi.

Par materiala punkta P Linétisko momentu pret doto punkiu, taisni
vai asi momentd t sauc 31 punkta kustibas daudzuma momentu pret
doto punktu, taisni vai asi.

Ta punkta P(z, y, z) kinétiskais moments pret punktu A (a, b, ¢)
péc definicijas ir vektors 4

(3.) ‘ q=AP x mv
ar koordinatam

m[(y—b)z— (z—e)yl, m[(z—c)2 — (z—a)Z],

(4) m{(z—a)g — (y —b)#].

Ja punkts A sakrit ar koordinatu triedra sakuma punktu O,
tad a=b=¢=0, un punkta P kinétiska momenta pret punktu
O koordinatas ir

(4".) m(yz—zy), m(zéd—=x2), m(zy—yz).
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Apziméjot punkta P vektoridlsektoridlo atrumu pret punktu A
ar V #%(fﬁ X V) un reizinot ta divkarSoto modulu ar M, dabii-

jam sakaribu Ay
(5.) 2mV = |AP X mv|=|q|=1¢,

kas rada, ka punkta P vektoridlsektoridla atruma. pret punktu A
modula V un ta divkartigds masas m reizindjums ir vienads ar §i
punkta kinétiska momenta q pret punktu A absoliito vértibu g¢.
Reizinot vienlidzibas
2mV = q

abas puses skalari ar vienibas vektoru u, kura koordinatas ir §i vie-
nibas vektora nes€jas taisnes A virziena kosini, un atsaucoties uz
punkta P sektoridala atruma definiciju pret taisni A, dabiajam

2mY = .0
jeb, ievérojot 66. nodal. rezultatus un apziméjumus,

(6.) 2mV,,=2mddI;"=q4.

Tadéjadi punkta sektoridla atruma pret kadu taisni un ta divkar-
tigds masas reizinajums ir vienads ar 31 punkta kinétiska momenta
projekcijas uz §is ass algebrisko vértibu.

187. Materidlas sistémas kustibas daudzums un kinétiskais
-moments. — Apskatisim materialu sistému §, kas sastadita no punk-
tiem P;, kuru masas ir m; un koordinatas xz;, y;, z; attieciba pret
kadu ortogdndlu koordindtu triedru Ozyz.

Materialas sistémas S kustiba pret triedru Ozyz ar §is sistémas
kustibas daudzumu momenta t saprot vektoru
(7.) K = E mi \'i,

i

kas ir vienads ar tas atseviS8ko punktu kustibas daudzumu summu.
Sistémas kustibas daudzuma koordinatas ir

(8.) A m; j:i ’ > m; ?}i ¥ > m; Z,— .
i i i
Ar sistémas § kinétisko momentu Q pret punktu A momenta ¢

saprot §is sistémas atsevisko punktu kinétisko momentu pret punktu A
rezultétdju momentu, t. i. vektoridlo lielumu

5 dde Q- }‘;‘ (AP; X myv;).

18
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Ja punkta A koordinatas ir a, b, ¢, tad sistémas S kinétiska
momenta Q pret punkiu A koordinatas ir

Smg [(—b) & — (2— ) 9],
(10.) ?mi [(z —e¢)i;— (x;—a)i],
?mi[(xi —a)y; — (y:—b)].

Specidla gadijuma, kad punkts A sakrit ar koordindtu triedra
sakuma punktu O, ¢ = b = ¢ = 0, un sistémas kinétiskd momenta
pret punktu O koordinatas ir

(10.) %mi (Vi 2s — 2 ¥s), ?mi (2% — 24 2;), %‘-mi (%9 — y:3;)-
Lielumi K un Q nav nekas cits ka vektoru sistémas m;v; ar sa-

kuma punktiem P; rezultante un rezultétdjs moments pret punktu A.
Materialai sistémai § pastav (6.) formulai analoga formula

dL
221,:'"1: dtd :st

kur Xm, apzimé sistémas totdalo masu un Q, sistémas kinétiska
i

momenta Q projekcijas uz ass A algebrisko vértibu. Lielumu

dly . Eeiiie s gins : st 3 =
th Sai gadijuma sauc par sistémas S sektoridlo atrumu momenta

t pret asi A.
Sistémas S sektorialie atrumi pret koordinatu asim ir

ek %mi(yiﬁi_ziyi) JE 5 ?mi(ziii_xiii)
5 2Z my; ’ ' e 2EZm,; ’
i i

dlg it ?mi(xiyi_—yixi)
A 2Zmy

40. §. Sistémas kustiba pret tas masas centru.

188. Masas centra atrums, paatrinajums, kustibas daudzums
un kingtiskais moments. — Diferencéjot péc laika t sistémas § ar
totalo masu m = X m; masas centra G definicijas formulu pret

i
punktu O, t. i. formulu

(11.) m 0G = £ m; OP;,
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dabijam
(12.) va == 2‘:”" V.—,

kur vy apzimé punkta G atrumu. Salidzinot (7.) un (12.) formulu,
redzam, ka

(12. K=mvg,

t. i. sistémas kustibas daudzums jebkurd momenta ir viendads ar tias masas
centra, kura jaiedomdjas koncentréta visa sistémas masa, kusiibas dau-
dzumu $ai momenta.

Diferencéjot (12.) formulu vélreiz péc laika ¢ un apziméjot punktu
P; un G paatrinajumus attiecigi ar a; un a;, dabiijam formulu

(13.) mag=Xm;a,;.

(12.) un (13.) formula dod sistémas § masas centra G atrumu
un paatrinajumu kada momenta i.

Ja no sistémas masas centra G atliek vektoru K, tad
(12.") formula rada, ka sistémas kustibas daudzuma K kinétis-
kais moments pret kadu punktu A ir viendds ar tas masas centra,
kurd jaiedomajas koncentréta visa sistémas masa, kustibas daudzuma
kinétisko momentu pret So punktu.

Talak (12.) formula rada: ja kustibas references triedrs ir tads,
ka sistémas § masas centra G atrums vg Sai triedra ir vienmér nulle,
kas, piem., ir ievérots, ja references triedra sakuma punkts O sakrit
ar sistémas masas centru &, tad vektoru sistémas m,v; rezultante K
ir vienmér nulle un tas kinétiskais moments Q sistémas § kustiba
pret apskatito triedru ir viens un tas pats pret jebkuru punktu.
Si ipadiba ir Joti svariga sistémas § kustibas pret tis masas centru
pétisana.

189. Sistémas kustiba pret tas masas centru. Apzimésim
ar T kddu nekustigu koordindtu triedru un ar T, kustigu triedru,
kura sakuma punkts vienmér sakrit ar sistémas S masas centru G un
kura asis paliek parallélas triedra T attiecigajam asim. Jebkura
momenta triedra T, kustiba pret triedru T tad ir translacija ar atru-
mu Vv, , kas ir viendds ar sistémas § masas centra G atrumu triedra T.

Sistémas & kustibu pret triedru T, sauc par sistémas kustibu
pret tas masas centru.

Ja triedra T vietd par nekustigu triedru izvélas kadu citu
triedru T,, kas atrodas kaut kada kustiba pret to, tad, ievérojot, ka
§i kustiba visparigi ir salikta no kadas translacijas un rotacijas,

18*
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triedram T, atbilsto3a sistémas kustiba pret tas masas centru G ir
attiecinata pret kadu triedru T, , kas visparigi atikiras no triedra
Tg.

Tikai gadijuma, ja T, atrodas translacijas kustiba pret triedru
T, triedri Tg un T,4 sakrit.

Tiesam, ta ka triedri Tg un T,g ir ar kopéju sdkuma punktu G
un triedrs T,; pret T, atrodas triedra T, rotacija pret triedru T,
tad, lai triedri T, un T,; sakristu, ir nepiecieSami un pietiekami,
lai §i rotdcija bitu nulle. :

Apzimésim tagad ar T kddu nekustigu triedru un ar T, attiecigu
kustigu triedru un apskatisim Koniga tedrému sistémas S kinétiska
momenta aprékinasanai.

Koniga tedréma. — Jebkura momenta t sistémas S kinétiskais mo-
ments pret kadu punktu O ir cienads 1° ar $is sistémas kinétiska mo-
menta — tds kustibd pret masas centru G — un 2° masas centra G, kura
Jaiedomdjas koncentréta sisiémas masa, kinétisk@ momenta pret punktu
O geometrisko summu.

Lai S0 tedrému pieraditu, ievietosim sistémas § Kkinétiska mo-
menta Q pret punktu O definicijas formula

Q:Z_(OT': X my V;)

punkta P; absolita atruma v; vieta, atsaucoties uz atrumu kompo-
zicijas likumu, ta izteiksmi
V; = Vg + v,
kur v; apzimé punkta P; atrumu triedra T, v,© ta atrumu triedra
Tg un vg triedra Tg transldcijas atrumu pret triedru T (P; parne-
Sanas dtrums).
Péc 3adas substitiicijas dabiijam formulu

Q=Xm0P; X Vg + Z (OP; x m;v;?).
i i
Pirmo locekli pédéjas formulas labaja puse, ievérojot sistémas
masas centra definicijas (11.) formulu, var parrakstit forma
0G X mvg.

Otru locekli tai paSa formula, atsaucoties uz iepriek3éja nodal.
péd€jo piezimi, var uzskatit par sistémas § kinétisko momentu Q,®
tas kustiba pret masas centru G. Tadg&jadi péd&jo formulu var
parrakstit forma

Q= Q" +0G x mvg,

kas ir pieradamas Koniga teorémas analitiska izteiksme.



41. §. Cieta kermepa kustibas daudzums un kintiskais moments. 21

41. §. Cieta kermenpa kustibas daudzums un
kinétiskais moments.

190. Visparigais gadijums. — Apzimésim kustiga cieta ker-
mepa § raksturigos vektorus pret kddu tad punktu O ar v un @ un

S0 vektoru koordindtas pret kadu punktda O definétu ortogdnalu
koordinatu triedru Ozyz, kas ir ne-

kustigi saistits ar cieto kermeni S,
attiecigi ar u, ¢, w un p, ¢, r (108.
zim.).

Jebkura cieta kermena § punkta
P; atrums v; tad ir dots ar formulu

(14)  v;= Vo + w x OP;.

Aprékinasim cieta kermepa S
kustibas daudzumu K. Sai noliika
ievietosim formula

(15.) K=mvg

108. zim.

Vg vieta ta izteiksmi
(]6.) Vg = Vg + w X E,

kas sastadita péc (14.) formulas ar vektoriem v, un w, dabijot
vektoru K forma

(17.) K=mv, +©xm0G.

Ja kermena S masas centra G koordinatas kustiga triedrad
Ozyz apzimé ar z,, Y,, %, tad vektora K koordinatas K,, K,, K,
$ai triedrd ir dotas ar formulam

K, = m(u + g2 —ry,),
(]8) Ky=m("+"xo“““on):
K, =m (W + pyo— q%)-

Talak aprékinasim cieta kermenpa S kinétisko momentu Q pret
punktu 0. levietojot Q definicijas formula

Q= 2 (0P; x m;v,)
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v; vieta ta (14.) izteiksmi un ievérojot kermepa S masas centra G
definicijas formulu

moG = Xomy [
pret punktu O, dabijam, ka

(19.) Q=X[0P, x (w X mOP,)] + mOG x v,.

Apskatisim pédéjas @ izteiksmes labaja pusé pirmo locekli, kas ir
kads vektors, ko apzimésim ar I. Vektora I koordinatu izteiksmes

I, = Ap—Fq—Er,
1, =—Fp+ Bq—Dr,
I, =—Ep—Dg+Cr,

kur 4, B, C ir kermepa § inercijas momenti pret triedra Ozyz asim
un D, E, F inercijas produkti pret tam pa$am asim, rada, ka

(20) 1=Z[0P; x (0 x mOP)] = T, (P).w =1, (5) . w.

Pédéja formula, saprotams, nav svarigi uzsvért, ka vektors
w ir kads rotdcijas vektors; tade|, ja doti ir divi kaut kadi vektori
OA un OB, tad visparigi apmierinata ir (20.) formulai analoga for-
mula

(21.) 1, (mOB).04 = OB x (0OA x m OB).

Sai formula To (m OB) apzimé punkta B ar masu m inercijas
momentu pret punktu O, un tas visparigi ir atkarigs ka no punkta B,
t. i. vektora OB, td ari no td masas m. Ar (21.) formulu daudzreiz
varésim saisinat rakstibu.

Tadéjadi ar jauniem apziméjumiem kermepa S kinétiska mo-
menta Q pret punktu O (19.) izteiksmi var parrakstit forma

(22.) Q=T,(5). w + 0G x mv,,

pie kam t@ koordinatu Q,, Q,, Q. izteiksmes péc (22.) formulas
ir 3adas:

Q.= Ap—Fq—Er+m (4% —29),
(23.) Q, = —Fp + Bg— Dr + m (zou — z,@),

Q: = —Ep—Dgq + Cr + m (200 —You).
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Daizreiz ir lietderigi izteikt cieta kermena S kustibas daudzumu
K un kingtisko momentu Q pret punktu O atkariba no lielumiem,
kas ir aprékinati pret 5i kermepa masas centru G, citiem vardiem
sakot, atkaribd no centrala inercijas tensora I (S) un kermena § kusti-
bai raksturigiem vektoriem vg un w pret masas centru G.

Vektors K ar (15.) formulu jau ir dots $add forma. Atliek vél
transformét vektoru Q, kas ir dots ar (22.) formulu. Vispirms péc
Kéniga tedrémas

Ip () = Ig(S) + Gy,
un ta tad

(24.) a1y PR i Y g B

Talak vektors OG x mv,, ievérojot (16.) un (21.) formulu, var tikt
transforméts divu vektoru diferencé

(25.) 0G X mv, = 0G X va_ﬁo . W,

Substituéjot (24.) un (25.) izteiksmi (22.) formula, dabiijam ker-
mena S kinétiskam momentam Q izteiksmi

(26.) Q=1,;(5).w + 0G x mvg,

kas ir atkariga no §i kermenpa centrala inercijas tensora I;(S), masas
centra & un ta atruma vg.

Projicéjot 30 vektoridlo vienlidzibu uz triedra Ozyz asim, dabii-
jam vektora Q koordinatam izteiksmes

Q.= Agp—Fgq— Egr+ mly,(w + pyo— q20)— 20 (v + rzg—pz,)],
Q,= —Fgp + Bgqg— Dgr+ m[zy (u + q3p—ryo)—2zo(W + pyo— q2,)],
Q.= —Egp—Dgq 4 Cqr + m[zy (v + rxg— pzo)—yo(u + q29— 1Y) ],

kur A4, Bg, C; apzimé kermena § inercijas momentus pret triedra
Gxyz asim, Kas vilktas caur punktu G paralléli triedra Oxyz attieci-
gajam asim, un Dy, Eg, Fg inercijas produktus pret Sim asim.
Ja kustiga triedra Oxyz asis ir parallélas kermena S centrala
inercijas elipsoida asim, tad koeficienti Dy = Eg= Fgq = 0.
Ja redukcijas centrs O sakrit ar cieta kermena § masas centru G,
tad (17.) un (22.) resp. (15.) un (26.) formula reducéjas attiecigi par

K - va un QG :Tg(s). w,
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kas vektoriem K un Qg dod 5adas koordinatu izteiksmes:

(30.) K,=mu, K,=me¢, K,=mw,:

Qex= Agp— Fgq— Egr,
(31r.) - Qgy = —Fgp + Bgqg — Dgr,
Q¢:= —Egp — Dgq + Cegr .

Ja par koordindtu triedra Gzyz asim izvélas kermena S iner-

cijas centralas asis, tad Dg=E; = Fg=0, un (31.) formulu
sistéma reducéjas par sistému

(32.) Qgz = Agp, Qay = Bgq, Qg.= Cgr.

191. Ciets kermenis ar nekustigu punktu. Ja cieta kermena
S punkts O ir fikséts telpa, t. i. tas ir nekustigs nekustiga triedrad T,
tad vektors vo =0 resp. u=¢v=w=0 un

K=mvg, Q=1,(5).0w.

Tada gadijuma $im vektorialam formulam atbilstosas (18.) un
(23.) sistémas attiecigas skalaras formulas reducéjas par

(33) K,=m(gzo—ryo), K,=m(reo—pz), K.=m(py,— ¢%),

(34) {QJ,=Ap-—Fg—Er, Qy=—Fp-«}—Bq'—Dr,
’ , .= —Ep—Dg+ Cr.

(34.) formulu sistému vél var vienkarSot, izvéloties par koordi-
natu triedra Oxyz asim kermena S inercijas galvenas asis punkta O.
Tada gadijumd D= E = F =0, un (34.) formulu sistémas vieta
stajas formulas

(35') Qz Gy AP » Qy = BQ’- Qz =Cr.

192. Ciets kermenis ar nekustigu asi. — Ja cietais kermenis
S roté ap kadu taisni A, kas ir nekustiga ka kermeni, ta nekustiga
telpa, tad, pieSkirot Sai taisnei kadu orientaciju, to varam izvéléties
par vienu no kustiga triedra Ozyz asim, piem. Oz-asi. Tada gadi-
juma
P =qg=05 rtsia

Bet ta ka ari punkts O ir kdds nekustigs cieta kermena S punkts,
tad kermepa S kustibas daudzuma K un kinétiskd momenta Q pret
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punktu O koordindtas ir dotas ar (33.) un (34.) sistémas formuldam,
ievietojot tanis p=¢=0, r=w. Tadéadi

(36.) K,=—my, K,=mre, K,=0,

(37.) Q;=—FEo, Q,=—Do, Q,=Co.

Ta ka rotdcijas ap asi A absoliita vértiba ir o, tad r = + o,
atkariba no ta, vai izvélétais rotacijas ass pozitivais vérsums ir vie-
nads vai pretéjs lepkiska atruma w vérsumam.

42 §. Cieta kermena kustibas daudzuma un king&tiska
momenta atvasinajumi.

193. Visparigais gadijums. — Dotaja momenta ¢ cieta ker-
mepa § kustibas daudzums K un kinétiskais moments Q pret punktu
O ir doti ar formulam

(17.) K=mv,+ w x mOG,
(22) Q=1,(5).w + 0G X mV,.

Apziméjot vektoru K un Q absoliitos atvasinajumus nekustiga

(absoliita) triedra Tarﬂ un = un reldtivos atvasinajumus kustiga
a " J &

triedra Ozyz ar (idli(")' resp. (%-Qt—-),, péc vektoru diferencéSanas fun-

damentalas formulas dabiijam

dK dK)

=) exx,
dq_(da) :
dt — \dt i L

Ta ka vektors OG un inercijas tensors I, (S) pret punktu O
triedra Oxyz, kas saistits ar cieto kermeni, ir no laika t neatkarigi,
tad, diferencéjot (17.) un (22.) formulu attieciba pret kustigo triedru
Ozxyz, dabiijam

%)r=m(ao),+tb x mOG
un

(% =Ty (5). & + 0G x m(a,),.
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Ta tad

dK

'—dt—=m(a()),.—§—d) Xm(—)(_}—i—me

:m(ao),+dixmf)—(:"—f—wx(mvo-i—wxm(li)

=m(ay),+ W X mv,+ @ xmOG—w X (06 X mw)

jeb

dK . = e A
(38.) 5 = M + @ X moG—ly(mw). 0G
un

dQ = ) & 4 OC :

'—dt—zlﬂ( ).w 1 ()me(ao)r-i“wxq

=Ty(8).®+0C x m(8y), +w x [1,(5). @ +0G x mv,]

jeb péc daZiem parveidojumiem

(39.) d—;?—:TO(S).d)-i-m X Tp(S). w + K x vy + OG X ma,.

194. Ciets kermenis ar nekustigu punktu. — Ja cieto kermeni
§ iedomajas fiksétu punkta O, tad raksturigie vektori vpo=a, =0,
un (38.) un (39.) formula reducéjas par vienkarsakam formulam:

(40.) idtﬁ =@ XxmOG—1I,(mw).0G,
iQ - = -
(41.) X —&%=IG(S).6+Q X lo(S).m.

Pédeja formula ir spéka ari gadijuma, ja redukcijas centrs O
sakrit ar kermena § masas centru G, jo tad v, ir vienads ar v; un
(39.) formula treSais loceklis K X v, = mvg X vg = 0; pedejais
loceklis ari anulléjas, jo O = G resp. OG ir nulles vektors.

Projicéjot (40.) un (41.) vektoridlo formulu uz kustiga koordinatu
triedra Oxyz asim, ar agrakajiem apziméjumiem dabajam Sadas
dQ

vektoru d—;{- un e koordinatu izteiksmes:



42, §. Cieta kermepa kustibas daudzuma un kin€tiskd momenta atvasinajumi. 283

1. Vektora %—?— koordinatas:

I "‘(509:”‘yuf')—”l [Zo(g® + r2) —yopg—2op7],
(42) | m@er—zop) —mye(r® + p®) —z0 g7 —2o4p),
m(yop— x9q) —m [20(p* + ¢®) —Zorp —yorq];

dQ

2. Vektora T koordinatas:

| Ap—F¢—Er + q(—Ep—Dg+ Cr)—r(—Fp+ Bg—Dr),
(43)\—Fp+Bq—Dr+r(Ap — Fq— Er)—p(—Ep—Dg+ Cr),
—Ep—Dq+ Cr +p(—Fp+ Bq—Dr)y— q(Ap — Fqg— Er).

Pédéjas formulas ieve€rojami vienkarSojas, ja kustiga triedra
Oxyz asis sakrit ar kermena § inercijas galvenam asim punkta O.

Tada gadijuma D=FE=F =0, un vektora %% koordinatas ir

(44) Ap+(C—B)gr, Bg+ (A —C)rp, Cr + (B— A)pyg.

195. Ciets kermenis ar nekustigu asi. — Ja cietais kermenis
roté ap kadu taisni A, kas ir nekustiga ka kermeni, ta nekustiga
telpa, tad, izvéloties So taisni par triedra Oxyz z-asi,

s pi=g =), r=ow.

Talak, izvéloties sakuma punktu O un koordinatu asi Ox ta,
lai kermena § masas centrs G atrastos uz tas, dabiijam

T == =rconsky 0Tl Sy el (Y

% un % koordinatas resp. (42.) un (43.)

sistémas izteiksmes reducgjas par $ddam izteiksmém:
dK

¥ 7 koordinatas:

Tadeéjadi vektoru

—mle? mle, 0.

iQ g 2y
o Ttkoordmatas.

—Ed + De?, —Do—Ew? Co.
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X1 NODALA.

SPARS UN KINETISKA ENERGIJA.

43. §. Definicijas.

196. Materiala punkta spars un Kkinétiskd energija. — Ja
materiala punkta P ar masu m koordindtas izvElétaja references
triedra T momentd ¢ apzimé ar x, y, z un atrumu ar v, tad par §
punkta sparu momentd t sauc skaldro lielumu

2T =mv.v=m(2% 4+ y® + 2%) = mv?,

kur v apzimé punkta P atruma absolfito vértibu.
Punkta P spara atvasindjums péc laika momenta ¢ ir lielums
d2T “'dmviy

dv s P R A LA
i o —2mv.a=2m(xx+yy—{—zz)f2mv.a,

kur a apzimé punkta P paatrinajumu.

Lielumu d27 sauc par materiala punkta P elementiro sparu mo-
menta t, bet lielumu T, kas ir puse no punkta P spara momenta ¢,
par punkta P kinétisko enerfiju $at momenta.

197. Materidlas sistémas spars un Kinétiska energija. —
Apziméjot materialas sistémas § punkta P; ar masu m; koordinatas
izvéletaja references triedra T ar z;, y;, z;, atrumu ar v, un pa-
atrinajumu ar a,, ar $is sistémas sparu momenid t resp. ar $is sistemas
spara atvasindjumu péc latka momentd t saprot sistémas S atseviSko
punktu P; sparu momenta ¢ resp. punktu P; sparu atvasindjumu
péc laika algebrisko summu.

~ Tadejadi sistémas S spars 27 momenta ¢ ir
i i i
un ta atvasindjums péc laika

2T ;
ol T @t

=2 Smg (3 + Gefie + 2iB) =2 my vy . 8y
1

dm;\'i.\fi :QEMiv dv
St r—— is
1
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Lielumu d27T sauc par sistémas S elementdro sparu momenta i,
bet lielumu 7, kas ir puse no sistémas § spara momenta t, — par
materialdas sistémas S kinétisko enerfiju $ai momenia.

Kinétiskd energija T pé&c definicijas ir pozitivs lielums, kas
sistémas S eventudlos miera stdvok]os reducéjas par nulli.

Ka $§is definicijas rada, sistémas § spars resp. kinétiska energija
un ta atvasindjums péc laika ¢ ir relativi lielumi, kas ir atkarigi no
izvEéléta references triedra T.

Ta, ja sistémas S kustiba ir apskatita triedra Ozysz, kura sakuma
punkts O kustas péc kada noteikta likuma pret nekustigo triedru
QXYZ un kura asis paliek ar invariabliem virzieniem pret to, tad,
apziméjot ar v, punkta O atrumu pret QXYZ un ar v;®? punkta P;
relativo dtrumu triedra Ozyz, punkta P; absolitam atrumam v,
péc atrumu kompozicijas likuma, dabiijam izteiksmi

V¢ = VO + \r‘(f).

levietojot So v; izteiksmi sistémas S kin&tiskas ener8ijas T defi-
nicijas formula

i
dabiijam, ka

(2.) T= ‘& m()o’ -+ i‘ Emiv‘“’)’ + Vo. Em‘-"{‘r),
i 4

kur m apzim@ sistémas § masu.

(2.) formula dod sistémas § kinétiskas energijas izteiksmi triedra
QXYZ ka triju loceklu summu, no kuriem pirmais reprezenté punkta
O kinétisko ener@iju, ja tani biitu koncentréta visa sist@émas masa,
otrs — sistémas kinétisko energiju tas reldtiva kustiba, un, beidzot,
treSais loceklis ir atkarigs ka no sist&émas relativas, ta no punkta O
absoliitas kustibas.

198. Kboniga tedréma. — Apskatisim (2.) formulas parveidosa-
nos, ja punkts O sakrit ar sistémas S masas centru & un kustiga triedra
Gryz (Tg) asis kustiba pret nekustigo triedru QXYZ(T) vienmér
paliek parallélas 51 triedra attiecigajam asim.

Tada gadijuma (2.) formulas treSais loceklis, kas tagad ir ar

formu >
Vg. 2 m; v,
i

kur vy apzimé masas centra G absoliito atrumu, bet v, punkta
P; relativo atrumu pret G, ir nulle.
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TieSam, iedomajoties punktu O sakritam ar G un diferencéjot
masas centra G definicijas formulu

T

X GPs =0,
i

dabajam
i

Un ta tad (2.) formula reducgjas par formulu
(3. T=1} mog?+ } Emot=Tg+ } mogt,

kas izteic $adu Koniga teorému: Jebkura@ momentd t materialas
sistemas S kinétiskd energija ir vienada 1° ar $is sistémas kinétiskas
enerfijas — tas relativa kustiba pret masas centru G — un Z2° tds
masas centra G, kura jaiedomajas koncentréta visa sistémas masa, kiné-
tiskas energijas summau.

44. §. Cieta kermena kin€tiska energija.

199. Vispariga kustiba. — Apskatisim cieta kermena S king-
tiskds energijas 7' aprékinaSanu S§i kermena vispariga kustiba pret
absoliito references triedru T.

Ja apziméjam, k@ agrdk, ar v, un w cieta kermenpa § kustibas
raksturigos vektorus pret kadu ta punktu O resp. So vektoru koordi-
natas kada, ar kermeni nekustigi saistita, triedra Ozyz attiecigi ar
u, v, w un p, g, r, tad jebkura kermena § punkta P; atrums v; ir dots
ar formulu

V,=Vo+ w x OP,.

levietojot So v, izteiksmi T definicijas (1.) formula, analogi sisté-
mas kinétiskas energijas (2.) formulai, dabiijam 7 forma

(4.) T =t Tr + Tu + Tup ;
kur

(5.) T"=3myy?,

(5.”) T" =} Zmy(w x OP,)?,

(5.”:) v bR, m; VO ¥ (W * Fﬁi).
i
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Lielums 7" reprezenté cieta kermepa S kinétisko energiju trans-
lacijas kustiba ar atrumu v,. ‘
Lai interpretétu geometriski 77", apzimésim cieta kermepa momen-
tano rotacijas asi pret punktu O ka fiksétu punktu ar A. Tas vér-
sums tad ir noteikts ar vektoru w. Ja punkta P; attalumu lidz
asij A apzimé ar d;, tad vektora  x OP; moduls ir od;, un ta tad

T" =} Emdto? =} I, 02,

kur I, apzimé kermepa S inercijas momentu pret asi A. Ja ass
A virziena kosini ir «, B, y, kas reizé ir ari vektora @ versora u
koordinatas, pie kam w = o u, tad

AL

P :i(S).u.u:mgTo(S).w.m,

kurTo (S) apzimé kermenpa § inercijas tensoru pret punktu O.
Tadejadi

(6.) 77 =3T1p(5) . w.
=3(Ap*+ Bg® + Cr2—2Dqr—2 Erp—2F pq).

Beidzot, locekli 7', atsaucoties uz jaukta produkta ipaSibu,
var parrakstit forma

TY =AM OPy % Vg ),
i
kas, ievérojot kermena § masas centra G definicijas formulu

- 14

pret punktu O, iegiist galigo izskatu

To Yo 29
(7.) T=RaO60 Vg Pl v Smlraii epatoen
Pl

kur zy, yo, 2o apzimé masas centra G koordinatas triedra Oxzyz.
Un ta tad

(8.) T=3mep?2+31,(8). w.w+ (m0OG X vp). .
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Pédéja formula rdda, ka kermepa S kinétiska energija 7 ir
kvadratiska funkcija attieciba pret kermepa kustibai raksturigo
vektoru v, un w, kas konstruéti punkta @, koordinatam u, ¢, w
un p, q, r.

Ja redukcijas centrs O sakrit ar kermepa masas centru G un
triedra Gzyz asis sakrit ar kermepa § inercijas galvenam asim pret
punktu G, tad- gy=yg=Z% =0, D=E=F=0, un A, B, C
klast inercijas galvenie momenti. Tada gadijuma T definicijas
formula reducgjas par

T =}m(u?+ o? + w?) + } (Ap® + Bg® + Cr?),

kas ir salikta no kermena kinétiskas energijas, ta kustiba pret masas
centru, un masas centra, kura jdiedomajas koncentréta visa sistémas
masa, kingtiskas energijas, ka to prasa Koniga tedoréma.

Ja ir doti cieta kermena kustibai raksturigie vektori vg un w
pret ta masas centru G, tad péc Koniga tedrémas

T=}mog®+315(5). ..

levietojot 3ai izteiksmé v, koordindtu izteiksmes, kuras apré-
kinatas triedra Ozyz, kas ir nekustigi saistits ar cieto kermeni, dabii-
jam, ka

T=4im[(u+qzo—ryo)® + (v + rxg— pzo)* + (W@ + pYo — 9%0)?]
+ $(Agp® + Bgq® + Cor* —2 Dggr — 2 Egrp — 2 Fgpq).

Ja triedra Oxyz asis ir izvélétas paralléli kermena S inercijas
centrdlam asim, tad Dg; = E; = F; =0, un pédéja T izteiksme
attiecigi vienkarSojas.

L TR

Ta ka skalara T (u, ¢, w; p, ¢,r) parcialie atvasma;um:a—,

ap
%, %T— ir vienadi ar vektora Q koordinatam Q,, Q,, 0., tad,

atsaucoties uz skalara gradienta definiciju, varam rakstit, ka
(9.) Q=grad 7' (p, ¢, r).

Analogi skalara T (u, ¢, w; p, ¢, r) parcialie atvasinajumi
O AT SRl
u’ oy’ dw
[190. nodal. (18.) sistémas formulas], un ta tad

ir vienddi ar vektora K koordinatam K, K, K,

(10.) K=grad 7 (u,¢,w).
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Ta ka 7' ir seSu mainigu lielumu u, ¢, w, p, ¢, r homogena kvadra-
tiska funkcija, tad, atsaucoties uz Eulera tedrému un ievérojot (9.)
un (10.) formulu, dabiijam raksturigu sakaribu

(11.) T=3K.¥+31Q.0,

Ja redukcijas centrs O sakrit ar masas centru G, tad v, = vg
un

(12)) T=}imv+ Q. 0.

200. Kustiba ap nekustigu punktu vai asi. — Ja kermenis §
ir fikséts kada ta punkta, tad, izvéloties S50 punktu par redukcijas
centru O, ka ari par kustiga koordinatu triedra Ozyz, kas saistits ar
S0 kermeni, sakuma punktu, vo =0 resp. u=v¢=w=0. Bet
tada gadijuma 7' = 7"’ = 0, un ta tad kermepa S kinétiska ener-
gija ir dota ar formulu

(13) T =T" =}(Ap* + Bg® + Cr* —2 Dgr — 2 Erp — 2 Fpy).

Ja triedra Ozxyz asis sakrit ar inercijas galvenam asim pret
punktu O, tad D =E=F =0 un

(14.) T = }(Ap? + Bq® + Cr?).

(13.) formula reprezenté cieta kermepa S Kinétisko ener§iju ari
ta kustiba ap kddu nekustigu asi A, ja triedra Ozyz sdkuma punkts
ir izvéléts uz §is ass. Bet ta ka $ai gadijuma vektora w virziens
sakrit ar 5o asi, tad, izvéloties to par kddu no koordindtu asim,
piem. Ozasi, '

p=4¢=0, |rl=w,

un (13.) formula reducéjas par formulu
(15.) FP=3}Cr3=< § Cot,

kur € apzimé cieta kermena inercijas momentu pret rotacijas asi A.

201. Geometriska sakariba starp w un Q. — Cieta kermena
§ kustiba pret triedru Oxyz, kas sakrit ar S inercijas galveno asu
triedru punkta O, skalarais produkts

(16.) 1 Q.0 =} (4p? + Bg + Cr?)
19 ;
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reprezenté 5i kermena kinétisko energiju ka absoliita kustiba, ta relativa
kustiba pret ta masas centru G atkariba no ta, vai kinétiska momenta
Q redukcijas centrs O ir nekustigs cieta kermepa punkts [v, — 0
(11.) formula ], vai ari tas sakrit ar masas centru G [otrs loceklis (12.)
formula ].

Ja abos gadijumos (16.) skdlaro produktu apzimé ar 7, tad,
ievérojot, ka tas reprezenté pozitivi definitu kvadratisku formu pret
p, ¢, r, lenkis, ko veido vektori @ un Q, ir vienmeér Saurs.

Ar to paSu formulu iesp&jams konstruét viena no diviem vekto-
riem w un Q virzienu un noteikt vérsumu, ja dots ir otrs vektors.

TieSam, ta ka p&c 159. nodal. | tedrémas kermena S inercijas
tensora lo (8) pret punktu O reprezentétaja elipsoida Q* (z, y, z)=
= Aa? + By*+ Cz2—1 =0 punkta P, kura ass Ow ar virziena
kosiniem, kas ir proporcionali p, g, r, krusto So elipsoidu, tangentiala
plakne ir perpendikulara vektoram

A= TO(S).m=%

JE
(0]

resp. kermena kinétiskam momentam Q pret punktu O (abos ming-
tos gadijumos formula, kas dod Q, reducéjas par I,(5).w), tad,
velkot no inercijas elipsoida centra O perpendikulu pret 3o tangen-
tialo plakni un ievérojot, ka lenkim starp w un Q jabat Sauram,
dabiijam vektora Q virzienu un vérsumu.

Lai Q virziens sakristu ar w virzienu, inercijas ellpsmda tangen-
tialplaknei rotacijas ass w krustoSanas punkta ar elipsoidu jabait
perpendikularai pret w, citiem vardiem sakot, rotacijas asij w ir
jabit vienai no inercijas elipsoida galvenam asim.

Otradi, ja dots ir vektors Q, tad, velkot “inercijas elipsoidam
vienu no divadm tangentialplakném, kas ir perpendikuldras Q, un sa-
vienojot punktu O ar tangentialplaknes pieskar3anas punktu, dabi-
jam vektora w virzienu. Ta versums nosakams tadéjadi, lai len-
kis starp vektoriem Q un w biitu Saurs.

Inercijas elipsoida centra O attalums lidz tangentidlplaknei
punktd P ir dots ar formulu
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45. §. Galvenais references triedrs.

202. Definicijas. — Sistémas § kin&tiska energija péc defini-
cijas, ka to jau uzsveéram, ir relativs lielums, t. i. tas ir atkarigs no kusti-
bas references triedra. Meginasim tagad noteikt references triedru,
pret kuru sistémas S kinétiska energija ir vismazaka.

1°  Galvend triedra pirma definicija. — Par sistémas S galveno
references triedru T, sauc tadu triedru, pret kuru $is sistémas kustibas
daudzumu vektoru m; v, sistéma ir ekvivalenta nullei.

Noskaidrosim, vai §ads triedrs eksisté un ka to noteikt. Apzi-
mésim sistémas § punkta P;, kura masa ir m;, atrumu momenta ¢
mekl&taja triedra T, ar v,. Pe&c definicijas triedram T,, apziméjot
ar O kadu td punktu, ir jaapmierina divi noteikumi

(17.) K=Zmv,=0, Q=Z(O0P;x mv,)=0,

kas izteic sistémas S kustibas daudzumu vektoru sistémas m;v;
ekvivalenci ar nulli.

(17.) sistémas pirmais no-

teikums rada, ka sistémas S z PE?
masas centrs G pret triedru T, Zy ?
ir nekustigs. Tadeé| par triedra T T

4

T, sakuma punktu var izvéléties
paSu sistémas S masas centru G.

Talak apskatisim kadu re-
ferences triedru T un tam at-
bilstoo triedru T, sistémas § 0
kustibas definéSanai pret tas ﬁ

J

X Ve

masas centru G (109. zim.). ” ¥
Apzimésim ar w; punkta X

P; atrumu momenta ¢ triedra 109. zim.

Tg un ar w;/ triedra T, :

punkta P/, kas momenta ¢ sakrit
ar punktu P;, atrumu pret triedru T; (punkta P; parnesanas
atrums). Péc atrumu kompozicijas likuma tad

Wd T Vi + w" .
19*
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Bet ta ka, ievérojot (17.) sakaribu sistému,

%:%@Exmm)=0+ﬁﬁxk=&

tad
z (G.P‘ X ni,;w") - E(GP{ X m‘w‘-).
i i

Un ta k@ triedra T, punkti P;", kas momenta ¢ sakrit ar attie-
cigajiem sistémas S punktiem P;, kustas savd kopuma pret triedru
Ty ka ciets kermenis, tad, apziméjot triedra T, momentano rota-
ciju pret triedru T, ar w, un sistémas S inercijas tensoru pret G ar
T;(5), Kas ir ar laiku ¢ mainigs lielums tapat ki triedra T, punkti P/,
pédéjo sakaribu var parrakstit forma

(18.) iwL%=§@ExmmJ

(18.) sakariba definé triedra T, rotaciju pret T, resp. pierada
viena vieniga triedra T, eksistenci, pret kuru sistémas § kustibas
daudzumu vektoru m;v; sist€éma ir ekvivalenta nullei.

Apziméjot triedra T, punkta P; koordinatas ar z;, ¥, %,
vektora w, koordinadtas ar p, ¢, r un tensora I;(S) matricu ar

A —F —E
—F B —D |,

—E —D C
kur A, B, C, D, E, F visparigi ir laika t funkcijas, un projicgjot
(18.) vektoridlo vienlidzibu uz triedra T, koordinatu asim, dabiijam

tris skalaras vienlidzibas

Ap—Fq—Er= 2‘_:"1; (¥s 2 — 20 9:)

(19.) _Fp + Bg—Dr = 2 m, (58— 51 44),
p t

—Ep—Dg+ Cr = Zm (x5 — Y %),
1

kas determiné p, ¢, r resp. sist€mas § galveno references triedru T,.

Specidla gadijuma, kad triedrs T, jebkura momenta sakrit ar
sistémas S inercijas centralo triedru, D = E = F =0 jebkura
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momentd, un galvena triedra T, rotacija pret inercijas centrilo
triedru ir definéta ar vektora w, koordinatam

% mg (Y2 — 2;95) “? my (2, %; — 23 3;)
o= A ] = B ’
5‘-: m (T Y — y: %)
r= z

203. Puankaré!) un Lerii?) tedréma. Galvenad triedra otra
definicija. — Tedréma. — Sistémas S kustiba pret kadu triedru T
tas kinétiska energija momenta t ir vienada 1° ar $is sistémas kiné-
tiskas energijas $ai momenta pret tas (S) galveno triedru T, un 2° tas
punktu, kas momentd t sakrit ar triedra T, punktiem, kinétiskds ener-
gijas, triedra T, kustibd pret triedru T, summu.

Ja sistémas § punkta P; atrumu momentd ¢ pret triedru T,
apzimé ar v, bet triedra T, punkta P;/, ar kuru 3ai momenta sakrit
punkts P;, atrumu, §i triedra kustiba pret triedru T, ar v;, tad
sistémas S kinétiska energija T' triedra T ir dota ar izteiksmi

T=3Zm(v;+ v)).(v; + V)
vai :
T=%2mivf-|—2m{\f‘.Vi'—l-ézm,‘v,-'s.
i i i

Bet ta ka triedra T, kustiba pret triedru T punkta P, kas sakrit
ar P;, atrums ir dots ar formulu

Vi = Vo + 0y X U_Pi’

kur v,, un w, apzimé triedra T, (ka cieta kermena) kustibai rakstu-
rigos vektorus pret punktu O, tad

Em,-v.,-.V:'ivog.zml—\'i-l-zmi\’i.(wg X ()_P1_)
i i i
:Vog.z_mivt—i—wg.fi:(ﬁﬁi X m,-\fl-)
T

Mo Mot 05 Ry
kas ir vienads ar nulli, ievérojot T, definicijas (17.) noteikumu sist€ému.
Un ta tad
(20.) T:%zmi"isﬁL%‘?mt"i",
i
ko ari vajadzéja pieradit.

1) H. Poincaré (1854.—1912. g.), geniﬁis franéu matématikis.
) Le Roux.
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2° Galvena triedra otra definicija. — Sistémas S galvenais
references triedrs T, ir tdds triedrs, pret kuru tas kinétiska energija ir
vismazaka.
Tie$am, pret jebkuru triedru T sistémas S kinétiska energija T
ir dota ar formulu
T:Tﬂ+ %%ml-v‘l"zl

kur 7, apzimé sistémas kinétisko energiju pret galveno triedru T,.
§i formula rada, ka vienmér

T3> Tor
ko ari vajadzéja pieradit.

204. Sistémas S galvena triedra T, neatkariba no kinématiska
laika t. — Ja parametru — kin€matisko laiku ¢ aizstaj ar jaunu para-
metru — kinématisko laiku ©, kas definéts ar formulu

t=q)(e)l

un apzimé kada sistémas § punkta P; atrumu pret kadu triedru T
un laiku ¢ ar v, , bet ta paSa punkta P, atrumu pret to pasu triedru
un laiku © ar v;/, tad sakaribas

;0 de(9) | 8 (d<P(9) 3

Yo == Mg r'=T ST

kur 7" apzime sistémas S kinétisko energiju triedra T, kura sastadita
ar atrumu v, rada, ka references triedrs, pret kuru sistémas kiné-
tiska energija ir vismazaka, jeb, citiem vardiem sakot, sistémas
S galvenais triedrs T,, ir neatkarigs no izvéléta kinématiska laika.



46. §. Paatrindgjuma energijas definicija un Koniga tedréma. 205

X1l NODALA.

PAATRINA JUMA ENERGIJA.

46. §. Paatrinajuma energijas definicija un
Koéniga tedréma.

205. Materidla punkta un materidlas sistémas paatrindjuma
energija. — Apziméjot materidla punkta P, kura masa ir m, koordi-
natas izvélétaja references triedra T momenta ¢ ar z, y, z un pa-
atrinajumu ar a, ar §i punkta paatrindjuma energiju momenta t saprot
skdlaro lielumu

E=1ma.a=}m(& + j* + 2*) = { ma?,

kur a apzimé punkta P padtrindjuma absoliito vértibu.

Apziméjot materidlas sistémas S punkta P;, kura masa ir m;,
koordinatas izvélétaja references triedra T momenta ¢ ar z;, y;, 3
un paatrindjumu ar a;, ar $is sistémas padtrindjuma energiju momenta
t saprot sistémas S atsevisko punktu padtrindjumu energiju algebrisko
summu, t. i. lielumu

'E=§2miai-at=i{zmi(fi2+yi2+5i2):%zmiaiz-
i i

Sistémas paatrindjuma energija, tapat ka kin&tiskd energija,
ir atkariga no sistémas kustibas references triedra.

206. Koniga tedréma. — Jebkura momenta t materialas sisté-
mas S padatrindjuma enerija ir viendada 1° ar §is sistémas S padtrina-
juma energijas — tas relativa kustiba pret masas centru G — un 2°
tas masas centra G, kura jaiedomdjas koncentréta visa sistémas masa,
padtrindjuma energijas sumimni. :

Apzimésim kustibas references triedru ar T un tam atbilsto%o
triedru — sistémas S kustibas defin&anai pret tas masas centru G —
ar Tg. p :
Talak, apzimésim ar a, un a, sistémas S punkta P;, kura masa
ir m;, paatrinajumu triedra T resp. triedra T, un ar ag; masas centra
G paatrinajumu triedra T. Péc paatrinajumu kompozicijas likuma

aa=af+a(‘;.
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Sistémas S padtrinajuma energija triedra T péc definicijas ir
dota ar formulu

E:i‘z‘mi'a-'u = 4 E‘mf(ﬂv+3a)o(‘r+‘a)
jeb -
E=3%Xm;al+ag.Zm;a,+ imag?,

i i
kur m apzimé sistémas totalo masu. Bet, atsaucoties uz masas
centra G definicijas formulu,
Z m:' ﬁi —_— O
i

resp.

un ta tad
E=4}XZma®+ %"laaal
i

ko ari vajadzéja pieradit.

47. §. Koniga tedrému sinteze.

207. Sintetiska relacija. — Kboniga dazadas tedrémas, kuras
lidz §im esam pieradiju8i, saistas ar vienu tensoru “tedrijas sintetisku
relaciju, kuru tagad uzrakstisim.

Apzimésim ar A un B divus vektorus un ar U, un V, divas
vektoru sistémas, kas saistitas ar punktiem P,, kuru attiecigas masas
ir m,, pie kam

Em,U,=0, Zm,V,=0.

» P
Talak iedomasimies, ka
m=Xmg,,
»
-un apskatisim divus otras kartas tensorus
T=Xm, (U, + A)(V, + B),
r

Te=2m,U,V,.
P
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Salidzinot pé&déjas divas relacijas, dabﬁjam -mekléto sintetisko
relaciju

9.) =TatBAB.

=

Secindjumi: 1° Tensora T komponenti ir vienadi ar tensoru T un
m A B attiecigo komponentu summu.

2° Tensora T, kura simmetriskais komponents ir D, kontrakei-
jas invariants

Dy, + Dyy + Dy

ir vienads ar tensoru Ty un m A B attiecigo simmetrisko komponentu
kontrakcijas invariantu summau.

208. Koniga tedrému sinteze. — Apzimésim ar O kadu ne-
kustigu punktu un ar G sistémas § masas centru. Tad

1°, jaA=B=0G, U,=V,=GP, (9. sintetiska relacija
izteic Koniga tedrému par sistémas § inercijas tensoru ;

2% ja ke P = dth y Uy =V, = ddG—tP, 2° secinajums iz-
teic Koniga teorému par sistémas S kinétisko energiju;
2006 2CPp
3% ja A=18=— EQ?TG- U, =Y, = dd%) , 2° secindjums
izteic Koniga tedrému par sistémas § paatrinajuma energiju ;
gih okt PaddalB)] SO0 febinli QBB
4°, ja A = 0G, B%T, U,=GP, V, = oy g 1° seci-

najums izteic Koniga tedrému par sistémas S kinétisko momentu,
apskatot tensora T slipsimmetrisko komponentu.

48. §. Privilégétie un absolitie references triedri.

209. Materidlas sistémas privilégétie un absoliitie triedri. —
Saprotot ar materialas sisttmas S padatrinajumu daudzumu sistému
vektoru sistému, kuras vektora m;a; sikuma punkts sakrit ar sisté-
mas § punktu P;, kura masa ir m; un paatrinajums a;, meklésim
references triedru klasi, pret kuru dotads sistémas § paatrindjumu
daudzumu sistéma m, a, ir ekvivalenta nullei. Sos triedrus péc defi-
nicijas sauksim par sistémas S privilégétiem triedriem T, .
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Vispirms sistémas § galvenais triedrs T, un visi triedri T,,
“kas atrodas vienmérigas taisnlinijas translacijas kustiba pret to,
pieder pie privilegéto triedru T, klases. TieSam, jebkuratriedra T, punkta
P; paatrindjums a, ir tads pats ka triedra T, (péc triedra T, defini-
cijas), bet ja i punkta atrumu triedra T, apzimé& ar v; un izvélas
kadu punktu O, tad péc triedra T, definicijas

Diferencgjot $is sakaribas péc laika t, dabiijam noteikumus

iR

ayl s
dQLE(O‘P{xmia) dgtP xmv)—E(O_I_’ixmiai)=0
i

(otra summa ir nulle, jo ikviena punkta P; kustibas daudzums m; v, ir

3{ "), kas savkart definé vienu privilé-
géto triedru T,.

Pédeja sakariba rada, ka sistémas § paatrinajumu daudzumu
sistémas m;a; rezultétajs moments pret kadu punktu O ir vienads ar
S kustibas daudzumu sistémas rezultétaja momenta pret to pasu
punktu O atvasinajumu.

Triedrus T,, kas veido triskart bezgala lielu (co®) klasi, sauc par
sistemas S absolitiem triedriem.

Bet privilegéto triedru T, klase ir daudz plasaka par absoliito
triedru T, klasi. Lai noteiktu visus privilégétos triedrus T, , pie-
tiek noteikt triedru T, klases apak3klasi Tg, pret kuras ikvienu triedru
sistémas S masas centrs G ir nekustigs. Tad visi triedri, kas pret
ikvienu no triedriem T, atrodas vienmérigas taisnlinijas translacijas
kustiba, ari pieder pie privilégéto triedru T, klases, jo padtrindjumi
ikviena triedrd T,, un atbilsto3aja T, ir vienadi. Pie tam ir skaidrs,
ka Sadi ieglisim visus privilégétos triedrus T,, jo ikvienam triedram
T, atbilst viens triedrs T, sistémas relativa kustiba pret G no klases
T,. Talak pieradisim, ka eksisté triskart bezgala liela (co®) triedru
Tg klase ka triedru T, klases apaksklase, bet ta ka katrs triedrs T,
ar vienmerigu taisnlinijas translaciju dod triskart bezgala lielu (co?)
triedru T, klasi, tad pavisam eksisté seSkart bezgala liela (c0®) privi-
Iegeto triedru T, Kklase.



48. §. Privilégétie un absoliitie references triedri. 299

Tiesdm, apziméjot ar w, sistémas § galvena triedra T, rotéciju
pret triedru Tg un ar w; sistémas S kada punkta P; atrumu 3ai
triedra, redzgéjam, ka

(2.) Te(8). w, = = (GP; x mywy),

kur=lG.(S) apzimé sistémas § centralo inercijas tensoru.

. Lai triedrs T, biitu privilégétais triedrs, tad jabut ievérotiem
noteikumiem
d

dtz(GP X my;w;) = 0.

d
(3. d_.t);;m‘ w; =0,
Pirmais no Siem noteikumiem ir vienmér ievérots sistémas &

kustiba pret tas masas centru G, kd to rada masas centra G definici-
jas formula

m;GP; =0,

*t’

to divreiz diferencéjot. Tadé] nepiecieSamais un pietiekamais no-
teikums, lai T, biitu sistémas S privilégetais triedrs, ir, lai (3.) sisté-
mas otrs noteikums biitu ievérots resp., ka to rada (2.) sakariba, lai
15(5) . w, atvasindjums péc laika ¢ pret triedru Tg biitu nulle.

Tadejadi, atsaucoties uz vektora fundamentdlo atvasinasanas
formulu, nepiecieSamais un pietiekamais noteikums, lai Tg biitu
sistémas S privilégétais triedrs, ir

(4) L T®) . w) +w, % (8. w,) =0,

kur atvasinajums kreisaja pusé nozimé atvasinajumu pret § galveno
triedru T, .

(4.) vektorialais vienadojums definé galvena triedra T, rotaciju
w, pret privilegéto triedru Ty, un td tad w = —w, ir triedra Ty,
reciprokas kustibas pret triedru T, rotacija.

Projicéjot (4.) vektoridlo vienadojumu uz sistémas S galvena
triedra T, asim, dabijam tris linedrus pirmas kartas diferencialvie-
nadojumus attieciba pret vektora w, koordinatam p, ¢, r, un ta ka 3o
vienadojumu integracija ir atkariga no trim konstantém, tad eksisté
pavisam triskart bezgala daudz (oo®) triedru Ty, kas pieder pie triedru
T, klases.

Bet nemot véra, ka katrs triedrs T, savkart dod triskart bezgala
daudz (oo®) triedru T,, dotajai sistémai § pavisam eksisté ses-
kart bezgala daudz (oo®) privilegéto triedru T,.
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210. Privilégéta triedra atkariba no kin€matiskd laika. —
Aizstajot kinématisko laiku ¢ ar jaunu kin€matisku laiku ©, kas defi-
néts ar vienadojumu

t=9(9),

un apziméjot kada sistémas S punkta P; atrumu un padtrindjumu
pret triedru T un laiku ¢ ar v; un a;, bet ta pasa punkta P, paatrina-
jumu pret triedru T un laiku © ar a,’, redzam, ka a,’ ir dots ar formulu

d dz
Al (Fg‘ Ve deq;)°

Noteikumi, lai triedrs T batu privilégéts, tad transforméjas
forma

( ) i +(d92)z'"* g
d 2 Lppsls dz BreT ]
—%) }E(OP,- X mga;) + (d—E;;) l:.‘.(OP,- X mv) =0,

un visparigi tie nav apmierinati ar (1.) noteikumu sistému, citiem var-
diem sakot, privilégétie triedri (izpemot vienigi galveno triedru),
un ta tad ari absoliitie triedri, mainas atkariba no kinématiska laika.

211. Cieta kermepa privilégétie un absoliitie triedri. —
ledomasimies, ka materiala sistéma § ir ciets kermenis S, kas reizé
ir ari sevis pa3a galvenais triedrs T,, jo kermenpa kinétiska energija
pret sevi paSu ir nulle, t. i, vismazaka. Tada gadijuma kermepa §
centralais inercijas tensors lG(S) ir no laika ¢ neatkarigs. Ja triedra
T, definéSanai par references triedru izvélas kermena § centralo inercijas
tr1edru Gzyz, tad vektora I,(S). w, projekciju uz §i triedra asim algeb-
riskas vértibas ir Ap, By, Cr, kur A, B, C ir konstantes. Projicéjot
(4.) vektoridlo vienlidzibu uz triedra nyz asim, dabiijam tris linedrus
pirmas kartas diferencidlvienadojumus pret p, ¢, r, ta sauktos Eulera
kustibas diferencialvienddojumus

A%, e Byer=o,
dq
(5.) 1 +A—C)rp=0,

cﬂi-uB A)pg=0,
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kas definé cieta kermena S rotacijas vektora w, komponentus p, ¢, r kida
privilégéta triedra T, pret kuru masas centrs G ir nekustigs.

Reizinot (5.) sist&émas vienadojumus attiecigi ar p, ¢, r un tos sa-
skaitot, péc tam ar Ap, Bg, Cr un saskaitot, dabiijam divas integré-
jamas izteiksmes

dr
A3 df +Bg L or =0,
dp s, 49 8, Vm
A%p dt+Bth+C dt =l

kas ir ekvivalentas ar diviem pirmintegraliem

{Ap= + Bg® + Cr* = D)2,

(6') Azpz + qus + C2r2 — [)2)\3,

kur D un A apzimé divas konstantes.

(5.) diferencidlvienadojumu sistéma ir ekvivalenta ar (6.) reldciju
sisttmu un vienu (5.) sistémas diferencidlvienadojumu, piem.
vienddojumu

(7.) B%g--[—(A—C)rp:O.

Substituéjot (7.) vienadojuma r un p vieta to izteiksmes, kas
aprékinatas no (6.) sistémas, dabiijam vienddojumu

(8.) dt
= VID(D—C)—B(B—C)¢%) [D(A—D) »"—B (A—B)q°].

Tadéjadi probléma par p, ¢, r, aprékinadanu ir reducéta lidz
Sai eliptiskai kvadratirai.

(5.) diferencidlvienadojumu sistému ir geometriski pétijis Puanso.
Tade], apskatito gadijumu, t. i. kermepa S kustibu pret triedru T,
sauc par Puanso kustibu.

Triedra T kustibu pret kermeni § ka nekustigu sauc par Puanso
kustibai reciproku kustibu.
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Tadejadi cieta kermena S privilégétie triedri ir visi tie, kuru kustiba
pret S masas centru ir vienada ar Puansé kustibai reciproku kustibu
pret 8 ka nekustigu kermeni, kd ari visi tie, kas prel Siem triedriem
atrodas vienmérigas taisnlinijas translacijas kustiba.

Cietais kermenis S ir sevis pa$a galvenais triedrs, un visi triedri,
kas atrodas vienmérigas taisnlinijas translacijas kustiba pret S, ir ta
absoliitie triedri.
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XIII NODAILA.

SISTEMAS KINEMATIKAS .PAMAT‘]EDZIENI.

49. §. Holonomas un neholonomas sistémas.

212. Kinématiskas saites un to klasifikacija. Vienkarsa-
kais punktu sistémas tips ir ciets kermenis, saprotot ar to tadu punktu
sistému, kura jebkuru divu punktu attdlums, kermenim Kustoties,
paliek nemainigs. Cieta kermena kustiba, kd redzéjam, ir noteikta
ar tris ta punktu, kas neatrodas uz vienas taisnes, kustibu.

Daba turpretim sastopam daudz un dazadus sistému piemérus,
kur pa kustibas laiku ar sistému notiek dazadas parmainas, ka izple-
Sanas, saraulanas u. t. t. Tapat nereti gadas sastapties ar sistémam,
kuras dazu punktu kustibas ierobeZo paréjo punktu kustibas.

Tadg] Sai nodala apskatisim sistémas, kuru kustibas ir ierobe-
Zotas ar kadam iepriekS dotam sakaribam starp sistému raksturo-
tajiem kinématiskiem lielumiem, ka, piem., pozicijam, atrumiem,
paatrinajumiem u. t. t.

VisvienkarSakais Sadas sistémas piemérs ir punkts, kura kustiba
ir ta ierobeZota, ka tam jakustas pa kddu iepriekS dotu likni vai virsu.
Si punkta koordinatam pirmaja gadijuma jaapmierina vienadojumi

(1.) f@y,2=0, g@yz2=0,

kas reprezentg divas virsas, kuras krustojoties noteic doto likni, bet
otra gadijuma vienadojums

(2.) 1 y,2)=0,

kas reprezenté doto virsu. Pirmaja gadijuma kustigda punkta pozi-
cija ir atkariga tikai no viena parametra, par kuru var izvéléties liknes
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loka garumu, kas skaitits no kdada noteikta momenta, bet otrd — no
diviem parametriem, par kuriem var izvéléties punkta likliniju koor-
dinatas kada likliniju koordindtu sistéma uz dotas virsas.

Tade] Sais divos gadijumos punkta P kustibu simboliski varam
izteikt attiecigi ar vienddojumu

P =P(q) vai P = P(q:, ¢q2),

kur ¢ un ¢,, g, apzimé attiecigos parametrus.

Abos apskatitos gadijumos punkta kustiba bija saistita ar ne-
kustigu likni vai virsu. Ja turpretim punkta kustibai janotiek pa
likni vai virsu, kas ar laiku mainas, tad (1.) vienadojumu sistémas un
(2.) vienadojuma vieta stajas vienddojumi

(1. 2,y,2|t)=0, g(z,921)=0
un vienadojums
(2.) ez t)=0;

Visparigi, ja sistéma sastadita no » punktiem P; (i =1,2,...,n),
kuru koordindatam z;, y;, z; jaapmierina [ vienadojumi

(3‘) fj(xl!yl!zli‘"!xu'yu'znit)zo 021!2!3»---31yl<3n);

tad Sos vienadojumus, kas analitiski izteic sakaribas starp sistémas
punktu vienlaicigdm (noteiktdm ¢ vértibam) pozicijam, sauc par
sistémas kinématisko saisu vienﬁdojumiem vai vienkar$i kinématis-
kam saitém.

Kinématiskas saites, kas ir mainigas ar laiku, péc Bolcmanpa?)
terminologijas sauc par reonomam saitém pretstata skléronomam
saitém, kas ir no laika neatkarigas.

Par kinématisko saiSu skaitu ! jasaka, ka tam vienmér jabut
mazakam par 3n, ja n ir sistémas punktu skaits, jo citadi koordinatu
skaits biitu vienads vai mazaks par saiSu vienadojumu skaitu un vnsas
koordindtas varétu aprékinat no saiSu vienaddojumiem.

Kinématiskas saites péc Herca®) terminologijas iedala holono-
mas un neholonomds. Par holonomam saitém sauc tadas saites, kuju
vienadojumi ir neatkarigi no sistémas koordindtu atvasinajumiem
péc laika ¢, bet ir atkarigi tikai no pa$am koordinatdm, un bez tam
vél varbiit no laika 1.

1) L. Boltzmann, (1844.—1906. g.)
?) H. Hertz (1857.—1894. g.).
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Pirmaja gadijuma 3is saites sauc par holonomdam reonomam,
bet otrd par holonomam skléronomam saitém.

Tadéjadi (1.) vienddojumu sistéma un (2.) vienddojums repre-
zenté holonomas skléronomas saites, bet (1.") sistéma un (2.") viena-
dojums — holonomas reonomas saites. Minésim vél kdadu pieméru.
Svarsteklis ar konstantu garumu, kura kustibas plakne ir vertikala,
ir piemérs holonomai skléronomai saitei ar tds vienadojumu

2?4 y*=r?, r=const.,

bet tas pats svarsteklis ar mainigu gajumu noder ka plemers holono-
mai reonomai saitei ar vienadojumu

z? 4+ y2? = r¥(t).

Sistému, kuras kustiba ir saistita ar holonomam saitém, sauc par
holonomu sistému.

Sistémas kustibai uzliktie ierobeZojumi vél var biit visparigakas
dabas: tie var bat atkarigi k@ no tas koordindtam, ta ari koordinatu
atvasindjumiem péc laika un vél eventudli no pasa laika t. Sadu
saiSu vienadojumu visparigais veids ir

‘"P;l(xb Yiv Z15 = ooy Ty Y Zps :l':']’ 3}1, zly---’ iur ?m Z”lt)=0

HE 1 i Bnduser |

Bet Sadai diferencidlvienadojumu sistémai ne katrreiz jabit
integréjamai, t. i. tai nav jabiit ekvivalentai ar kadu holonomu
saiSu vienadojumu sistému. Saites, kuju vienadojumus var izteikt
ar diferencidlvienadojumiem, kurus galiga veida nav iesp€jams in-
tegrét, sauc par neholonomam sait&ém.

Neholonomu saidu vienadojumu forma ir

(4.) ﬁ'.l(a,-,dxf + byydy; + cydz) + dydt =0 (j=1,2,3,...,1)
jeb
(4.) £§1(a“ Z; + b Y + ¢y %) + dj =0,

Kur ag;, by, ¢;; ir koordindtu z;, y; , z; funkcijas, pie kam Sos viena-
dojumus nevar iegiit, diferenc€jot vienadojumu sistémas ar (3.) formu.
Sistému, kuras kustiba ir saistita ar vienu vai vairakam neholo-
nomam saitém, sauc par neholonomu sistému.
20
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213. Geometriskds un kinématiskds brivibas pakapes. — Apska-
tisim sistému, kas sastadita no n punktiem P, (1 = 1,2,3,...,n). Sis
sistémas pozicija telpa ir noteikta ar 3n koordinatam ¢,, ¢a,- - -, ¢3,, t.i.

5. Pi=Pi(g1, 925 -+ 93a)-

Ja apskatitas sistémas kustiba ir ierobeZota ar r holonomam saitém,
kuru vienddojumi ir ar formu

fm(qli Fay <> Qsal‘)=0 (m:llzﬂ3""1r)a

tad, atrisinot So vienadojumu sistému attieciba pret r koordindtam
g; =1,2,3, ...,r), dabiijam tas ka atlikuSo k = 3n —r koordi-
natu un laika ¢ funkcijas. Ja dabiitas koordinatu g¢; izteiksmes
substitué (5.) vienadojumu sistéma attiecigo koordindtu vieta, tad
§i sistéma reducéjas par sistému

PP, 0w G="F12 3"

kura tikai k& = 3n — r koordinatas g¢,, ¢s, ..., gz ir sava starpa
neatkarigas.

Tadeéjadi sistémas pozicija ir noteikta ar k = 3n —r neatka-
rigdm koordinatam, kuras sauc par Lagranza') koordinatam.

Neatkarigo parametru skaitu, no kura ir atkarigas sistémas
iespéjamas pozicijas, sauc par- sistémas geometrisko brivibas pakdpju
skaitu, bet neatkarigo parametru skaitu, no kura ir atkarigi sistémas
punktu iesp&jamie atrumi, par Jinématisko brivibas pakdpju
skaitu. Siem abiem skaitliem visparigi nav jabat vienadiem.

Minéto jédzienu paskaidroSanai apskatisim holonomas skléro-
nomas saites vienadojumu

(1) f(m! Y, Z) =0

un vienadojumu, kuru dabiijam, to diferencéjot, t. i.
Ol g0k pisdd g
(6.) axx-i—ayy—i—azz—ﬂ.

Ar (1.) vienddojumu punkta geometrisko brivibas pakapju
skaits tiek reducéts lidz divi, bet ar (6.) vienadojumu ari punkta king-
matisko brivibas pakdpju skaits tiek reducéts lidz divi.

Pirmaja vienddojuma parametri ir z, y, z, otrd &, g, 2, no kuriem
ikviena no tiem tikai divi ir neatkarigi.

Minésim vél daius piemé&rus holonomam sistémam.

1) J. L Lagrange (1736.—1813. g.).
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Brivam cietam kermenim ir sefas geometriskas brivibas paka-
pes, t. i. tikpat daudz ka triedram: tris parametri definé ta sakuma
punkta poziciju, bet paréjie tris — ta asu orientdciju 3ai punkta
(Eulera lenki).

Ja cietam kermenim ir viens nekustigs punkts, tad geometrisko
brivibas pakapju skaits reducéjas lidz tris, tapat cieta kermena
komplana kustiba Sim kermenim ir iris brivibas pakdpes: divi para-
metri definé kdda td punkta poziciju viend plakng, bet treSais para-
metrs noteic taisnes virzienu, kas savieno So punktu ar kadu otru
kermena punktu tai pasa plakné. Ar Siem diviem punktiem cieta
kermena pozicija kompldna kustiba ir definéta.

Ja cietam kermenim ir viena nekustiga taisne, tad geometrisko
brivibas pakapju skaits ir viens.

Telpa kustiga stiena geometrisko brivibas pakapju skaits ir
pieci: tris parametri noteic td viena punkta poziciju, bet divi
paréjie definé ta virzienu.

Apskatisim tagad jautdjumu, ka atsaucas uz sistémas kustibu
holonomas un neholonomas saites. Ja sistémas punktu skaits ir »
un holonomo saiSu skaits r, tad sistémas geometrisko brivibas
pakdpju skaits ir kK = 3n —r, un katra jauna holonoma saite pa-
mazina Jeometrisko brivibas pakdpju skaitu par vienu. Piem.,
brivam punktam telpa ir tris brivibas pakapes; ja tam jakustas
pa kadu dotu virsu, tad tam tiek uzlikta viena holonoma saite, kuras
vienddojums ir virsas viendadojums, un punkta brivibas pakapju
skaits reducéjas lidz divi. Ja talak punktam jakustas pa kadu dotu
likni uz dotas virsas, tad ta kustiba ir ierobeZota ar jaunu holonomu
saiti, kuras vienadojums ir kadas virsas viendadojums, kura krusto
pirmo virsu pa doto likni, un punkta brivibas pakdpju skaits
reducéjas lidz vienam.

Citadi izpauZas neholonomas saites ietekme. Neholonoma saite,
neizsaka ierobeZojumus attiecibd uz sistémas poziciju (sistémas ko-
ordinatam), jo tas vienadojums nesaista galiga veida sistémas koordi-
natas, bet tikai uz sistémas parvietojuma koordinatam dz,, dy,, dz,,
«.., dz,, vai, citiem vardiem sakot, uz sistémas atruma koordi-
natam &,, 4, %, ..., Z,. Tadg|, ja n punktu sistéma sava kustiba
ir ierobezota ar holonomdm saitém, tad geometrisko brivibas pa-
kapju skaits, kas ir vienads ar sistémas neatkarigo koordinatu skaitu,
ir viendds ari ar sistémas parvietojuma neatkarigo koordinatu skaitu ;
ja turpretim starp Sim saitém ir ari neholonomas saites, tad geometrisko
brivibas pakapju skaits ir tads pats ka agrak, bet parvietojuma neat-

20
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karigo koordinatu skaits, un ta tad ari atruma neatkarigo koordinatu
skaits, ir mazaks, un tieSi par tik, cik liels ir neholonomo sai$u skaits.
Citiem vérdiem sakot, neholonomu saiSu gadijuma kinématisko bri-
vibas pakapju skaits ir mazaks par geometrisko brivibas pakapju
skaitu.

So jédzienu tuvakai paskaidro$anai apskatisim vienu sistému
ar vienu holonomu saiti un otru ar vienu holonomu saiti un divam
neholonomam saitém.

Lodes (cietas) kustiba pa absoliiti gludu plakni ir piemérs sisté-
mai ar vienu holonomu saiti. lzvélésimies par nekustigda koor-
dinatu triedra OXY plakni lodes velSanas plakni, kurai perpendi-
kulari caur kdadu tas punktu iet triedra OZ-ass. Lodes pozicija jeb-
kurd momenta ir pilnigi definéta ar piecam neatkarigam Kkoordina-
tam, proti — ar divam tas centra koordinatam X, Y, un
tris Eulera lepkiem #, ¢, ¢, kas definé lodes rotaciju ap tas centru.
Un ta ka lode var iepemt jebkuru poziciju dotaja plakng, tad tas
koordinatas X, Y, 9, ¢, ¢ var iegiit jebkuras savd starpd neatka-
rigas vértibas.

Ja plakne ir absoliiti gluda, tad lodes parvietoSanas no pozicijas,
kas definéta ar koordindatam X, Y, 9, ¢, @, kdda tai blakus pozicija
ar koordinatam X +dX, Y +dY, & +d¥%, ¢+ dy, ¢+ dg,
kur dX, dY, d9, dy, dp ir sava starpa neatkarigi infinitezimali lielumi,
ir ari iespéjama kustiba, un kustibas vienigads holonomdas saites viena-
dojums ir

A

kas neizteic neko citu, ka tikai to, ka lodes centrs ir vienmér kon-
stantd radija r attdluma no dotas plaknes.

Ja turpretim dota plakne, pa kuru lodei javelas, nav gluda, tad
dabiijam piemé@ru sistémai ar vienu holonomu un divam neholonomam
saitém. Sai gadijuma bez agrdkds holonomas saites vél ir jauz-
raksta noteikumi, lai lodes pieskarSands punkta A plaknei slides
parvietojums apskatitaja momentd biitu nulle.

Ja v, un w apzimé lodes kustibai raksturigos vektorus pret lodes
centru O, tad lodes pieskar$anas punkta A atrums v ir dots ar formulu

V="V, + & X O—A_,
pie kam vektori v, un @ x OA abi ir paralléli OXY plaknei:

pirmais aiz ta iemesla, ka tas reprezenté lodes centra, kas kustas
dotajai plaknei parallélda plakng, atrumu, bet otrs ka vektors, kas
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ir perpendikulars radijam OA. Tade] nekustiga triedrd v, koor-
dindtas ir X, ¥, 0, radijvektora OA koordinatas 0, 0, r, bet lodes
centra O momentdna rotdcijas vektora w koordinatas, apziméjot tas
ar P, Q, R, k@ agrak redzéjam, ir S$adas:

P =9 cos{ + ¢sin9dsin,
Q =9siny —¢sin9cosd,
R=¢cos®+ .

levérojot Sos apziméjumus, noteikums v =0 ir ekvivalents
ar 3adiem vienddojumiem: : :

X4 r(9siny—¢gsin9cosy) =0,
Y —r(Hcosd + ¢sin9sing) =0,
Z =10

Bet $§is sistémas divi pirmie diferencialvienadojumi attieciba
pret trim Eulera lepkiem &, ¢, ¢ ir neintegréjami, t. i, no tiem
nav iespéjams dabiit galigd forma kadas sakaribas starp sistémas
koordindatam, un ta tad tie ir piemé&rs divim neholonomdm sistémas
saitém.

Ta ka minéta diferencidlvienadojumu sistéma uzliek sistémas
parvietojuma koordindtam dX, dY, d9, d{, do vai, kas ir tas pats, sisté-
mas atruma koordinitam X, ¥, §, ¢, ¢ divus ierobeZojumus, tad
starp tam neatkarigas paliek vairs tikai tris.

Tadejadi apskatitas sistémas geometrisko brivibas pakdpju skaits
ir pieci, bet tas kinématisko brivibas pakdpju skaits ir tikai iris.

50. §. Patiesi un virtudli parvietojumi.

214. Holonomas sistémas parvietojumi. — 1° Patiesi parvie-
tojumi. — Brivs materidls punkts var izdarit pilnigi patvaligu par-
vietoSanos no ta pozicijas jebkura momenta ¢. Saistits punkts vai
sistéma turpretim, ja to konfigiiracijas momenta ¢ ir dotas, momenta
t + dt var iepemt tikai tadas konfigiiracijas, kadas tiem pielauj
saites. Holonomas sistémas bezgala mazu parvietojumu no tas kon-
figtiracijas K momenta ¢ tai atlauta konfigiiracija K’ momenta
t + dt sauc par holonomas sistémas patieso parvietojumu laika dt.

ledomasimies, ka holonoma sistéma, kas sastadita no n punk-
tiem P;, ir definéta ar parametriskiem vienadojumiem

(7') Pi:Pi(‘Ilt QZv"'!let) (i.=1,2,3,...,n).
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Momenta ¢ sistémas konfigiiracija K ir definéta ar noteiktam
parametru ¢; nozimém, un jebkuru citu tai bezgala tuvu konfigiira-
ciju K’ momenta ¢ + dt dabiisim, dodot parametriem ¢; un ¢ bezgala
mazus, sava starpa neatkarigus, pieaugumus dg¢; un dt. Tadgjadi,
ja dP; apzimé punkta P; parvietojumu, tad

(8.) P+ dP;=P;(g, + dqy g2 + dga,..., qp+ dgp|t -+ di)
6= 12230 sy

Attistot pédéjo vienadojumu labas puses rindas un atpemot no
tiem attiecigos (7.) sistémas vienadojumus, ka ari atmetot péc tam
visus locek|us ar augstaku kartu par vienu, dabiijjam dP; izteiksmes

aP; ap; apP;
SR Sl o PR S il i d
(9.) Ak F e g2 + F)

= 1208, asim);

e a‘dt

kuras ir sistémas iespéjama parvietojuma no konfigiiricijas K mo-
mentd ¢ visparigas analitiskas izteiksmes un kurés dg; ir sava starpa
neatkarigi bezgala mazi attiecigo parametru pieaugumi.

Ja apskatitas sistémas kustiba ir ierobeZota ar r saitém, kuras
ir ar formu

(IO) fm(qlv QEl"" qk]t)=0 (7??:],2,3,...,"),

tad var iedomaties, ka (7.) vienadojumu sistéma noteic sistémas
konfigiraciju, bet tikai tas koordinatas tagad ir saistitas ar r sava
starpa neatkarigiem vienadojumiem, kuriem ir (10.) forma un Kkuri
momenta ¢ -+ dt ir Sadi:

fm (@1t dgy, g2+ dga, ..., g+ dg. | 1+ dt)=0
O B e
Attistot So vienadojumu kreisas puses rindas un atpemot no
tiem attiecigos (10.) sistémas vienddojumus, ka ari atmetot péc

tam Sais attistijumos visus locek|lus ar augstaku kartu par vienu,
dabiijam

0fm

O fm 3fm 3fm
(1) og dgy + G dgat -oo o+ G dgpt dt =0

(=152, 355020 0k
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No Sejienes varam secinat, ka ari gadijuma, kad dotas sistémas
kustiba ir ierobeZota ar r saitém, (9.) vienddojumu sistéma repre-
zent€ sist€mas iesp€jama parvietojuma no konfigiiracijas K momenta
¢t visparigas analitiskas izteiksmes, bet tikai tagad parametru bezgala
mazie pieaugumi dg; un dt ir saistiti ar r vienaddojumiem, Kuriem ir
(11.) forma. Citiem vardiem sakot, iesakot ar doto konfigiiraciju
momentd ¢, t. i. ar dotiem ¢ un ¢;, un dodot dt, starp parametru g,
pieaugumiem dg; neatkarigi vairs ir tikai k—r, bet paréjie var
tikt aprékindti no (11.) sistémas.

- Ja apskatitas sistémas pozicija ir raksturota ar tas punktu P,
3n Dekarta koordinatam z;, y;, z; un ja sistémas kustiba ir ierobeZota ar
vienadojumiem, kuriem ir (3.) forma, tad tas punktu P; parvietojumu
koordinatas dz;, dy;, dz; jebkura patiesi iesp€jama parvietojuma
ir saistitas ar [ vienddojumiem

i:l( i_{_af;d _[_afjd)—}-%d‘—ﬁ (3EETE T R R AR |

2° Virtuali pareietojumi. — Méchanikda, ka vélak redzésim,
bez sistémas patiesi iespéjamiem parvietojumiem ir svarigi apskatit vél
tedomajamus jeb virtualus parvietojumus, ar kuriem sistémai biitu
iespéjams pariet no vienas konfigiiracijas momenta ¢ kada cita tai
bezgala tuva konfigiiracija, kura iespéjama tai pa$a momenta ¢.
Citiem vardiem sakot, ja dota sisttma momenta ¢ saiSu ietekmé
ienem konfigiraciju K un ja K, ir kdda cita sistémai iespéjama kon-
figiiracija tai pasa momenta ¢ un ta atrodas bezgala tuvu konfigiiracijai
K, tad sistémas parvietoSanos no konfigiiracijas K konfigiiracija K,
sauc par sistémas virtualo parvietoSanos.

Jautdjums — vai $ads virtuals parvietojums ir ari faktiski iespé-
jams?  Faktiskam sistémas parvietojumam ir vajadzigs noteikts
laiks dt. Ja saites ir neatkarigas no laika ¢, tad sistémas konfigiira-
cija, kas bija iesp€jama momenta ¢, ir iespéjama ari momenta ¢ + di,
un tade] Sai jaunaja konfigiiracija sistému bis iespéjams ari faktiski
parvietot, t. i. virtualais parvietojums biis reizé ari faktiski iespé-
jamais. Ja saites turpretim ir atkarigas no laika ¢, tad sistémas
konfigiiracija K, var izradities par tadu, kas momenta ¢ 4 dt nav
savienojama ar dotajam saitém, citiem vardiem sakot, virtualais
parvietojums nav vienmér faktiski iespéjamais parvietojums.

Virtualos parvietojumus, atSkiriba no patiesiem parvietojumiem,
kurus apziméjam ar simbolu d, apzimésim ar simbolu 3, t. i. apzimé-
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sim punkta P; iespéjamo parvietojumu ar dP;, ta Lagrania Koordi-
natas ar dg; vai Dekarta koordinatas ar dz;, dy;, dz;, bet P, virtudlo
parvietojumu apzimésim ar 38P;, ta LagranZa koordinatas ar 38g;
vai Dekarta koordinatas ar 3z;, 8y;, 9z;.

Punkta P; virtualais parvietojums ar ta LagranZa koordinatam
3¢; var tikt izteikts forma

kP,

3 .:]’2:337---, »
11391 UE] (L n)

(12.) 8P, =

kas ir homogena funkcija attieciba pret LagranZa koordinatu ¢; patvali-
gam variacijam 3¢;, jo virtuala parvietojuma gadijuma 8t = 0.

Ja dota sistémas kustiba ir ierobeZota ar r saitém, kuram ir
(10.) forma, tad sistémas punktu virtualos parvietojumus var iedo-
maties dotus ar (12.) formulu sistému, bet tikai parametru ¢, variaci-
jas 3¢; nav 3ai gadijuma sava starpad neatkarigas, bet tas ir saisti-
tas ar r homogeniem vienadojumiem '

e
Qalf_-‘g
3

3g; =0 (m = 12230 o )

j=1

q;

Ja n punktu sistéma ir attiecinata uz tas punktu P; 3n Dekarta
koordinatam x;, y;, z; un tas kustiba ir ierobeZota ar ! vienado-
jumiem, kuyiem ir (3.) forma, tad tas punktu P; virtualo parvietojumu
3P; koordinatas 3z;, 8y,, 8z, ir saistitas ar [ vienadojumiem

(af’81+a“8¢+a” sz,)=0 (.= A 25 Bis. Ly

i=1 az‘-
215. Neholonomas sistémas parvietojumi. — 1° Patiesi par-
vietojumi. — Ka agrak redzgéjam, ja sistémas, kurai ir k£ geometriskas

brivibas pakapes, kustiba ir ierobeZota ar ! neholonomam saitém,
kuru vienadojumi vispariga forma ir

k
Eai’jdqi - bjdt =0
f=1

vai

k - -
filla”q‘—inbj:o t (]=],2,3,...,0,
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tad sistémas iespéjamas konfigiiracijas dazados momentos ar dota-
jam saitém nav ierobeZotas, bet gan ierobeZoti ir sistémas punktu
patiesi iesp&jamie parvietojumi resp. sistémas punktu iesp&jamie
atrumi.

2° Virtuali parvietojumi. — Ja no konfigiiracijas, kas atbilst
noteiktdm parametru ¢; vértibdm momenta ¢, japariet uz tai bezgala
tuvu konfigiiraciju, kura attiecas uz to pasu momentu ¢, bet para-
metru vértibam ¢; 4+ 8¢;, tad neatkarigo parametru g, virtualie
pieaugumi 3¢, ir saistiti ar / sakaribam

k
Eai539‘¢=0 (j=l,2,3,...,t),
i=1

jo virtudlo parvietojumu gadijuma parametra t variacija 8t = 0.

Ja n punktu sistéma ir attiecinata uz tas 3n Dekarta koordinatam
*;, Y;, % un ja tas kustiba ir ierobeZota ar ! neholonomam saitém,
kuram ir (4.) vai (4.) forma, tad sistémas virtudlais parvietojums
(t = konst.) ir ierobeZots ar [ vienadojumiem

2 (aey 3%; + by Sys + €1y 82) =0 Rl o e e

1=1
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X1V NODALA.

DEFORME JAMA KONTINUUMA NEPARTRAUKTA
TRANSFORMACI JA.

51. §. Nepartraukta transformacija.

216. Definicija. — Sai noda]a un turpmakids apskatisim
deforméjama kontinuuma, kas sastadits no deforméjamiem elementiem
un kas iepem kadu galigu un nepartrauktu apvidu, kinématiku.

ledomasimies tadé] dotu kadu nepartrauktu materialu sistému,
kura ienem kadu galigu un nepartrauktu telpas apvidu R un kuras
punkti parvietojas tadéjadi, ka ta paliek vienmér nepartraukta.
Apskatitas sistémas iepemto jauno telpas apvidu kada vélaka mo-
menta apzimésim ar R,, nosaucot to par apvidus R transforméto
apvidu. Ja izvélétaja ortogondla koordinatu triedra Oxyz apzimé-
jam kada apvidus R punkta koordinatas ar z, y, z un ta transfor-
meta apvidus R, atbilstoSa punkta koordinatas ar z,, y,, z,, tad
punkta (z,y,z) transformécija punkta (z,, y,, z,) ir definéta ar
relacijam

(]) Xy = I (.’.E, Y, Z), Y1 =" (2‘:, T’z)! Zy =.21 ('T’ Y, z)'

Ar 3ada veida transformacijam nakas sastapties hidrodinamika
un elastibas tedrija, geometriski reprezentéjot Skidruma un elastiga
kermena elementu parvietoSanos.

Péc definicijas So transformaciju sauc par telpas apvidus R ne-
partrauktu transformaciju, ja 1° (1.) sist€émas relacijas noteic
apvidus R ikviena punkta (z, y,z) un ta transforméta apvidus R,
punkta (zy, ¥y, z,) starp@ savstarp€ji viennozimigu sakaribu un 2°
ja apvidus R diviem bezgala tuviem punktiem transforméta apvidi
R, savkart atbilst divi bezgala tuvi punkti.

Analizé var pieradit, ka Sie nosacijumi ir ievéroti apvidus R
jebkuram punktam (z,y, z), ja 1° 24, ¥, z;, Ki z, y, z funkcijam,
eksisté nepartraukti parcidli atvasinajumi péc =z, ¥, z un 2° ja funk-
ciondldeterminants (Jakobi!) determinants)

) C.G. J. Jacobi (1804.—1851. g.), Uber die Funktionaldeterminanten,
1841.
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Brqiiialmyoiiiday
9r oy dz
ot 0 (21, Y1, 21) ot 6_9'1 QL 0y, |
o (z, y, 2) dx ay 0z
dz, 0z dz,
dx ay 0z

nekad nav nulle.

Turpmak vienmér iedomasimies apvidu R pietiekami mazu,
lai minétie divi nosacijumi biitu nepiecieSami un pietieckami sav-
starpéji viennozimigas sakaribas pastavéSanai starp apvidu R un R,
punktiem. Tdda gadijuma (1.) sist€émas relacijas var tikt atrisinatas
attieciba pret z, y, z, dabiijot relacijas

(2') &= .’L‘(.’I‘l, Y1, zl)! y=Y (Il! Y, zl)’ zZ=3 (2‘,'1, Y1, zl)!

pie kam funkcijam =z, y, z eksisté nepartraukti parciali atvasinajumi
péc z,, ¥, 3, visiem apvidus R, punktiem.

217. Nepartrauktibas hipotezes secindjumi. — Apskatisim
tagad daZus nepartrauktibas hipotezes secinajumus. ;
Pirmais secinajums. — Kada apvidus R punktu, kas atrodas uz

nepartrauktas virsas S ar vienadojumu

q)(.’t, Y z) =0,

transformétie punkti ari atrodas uz nepartrauktas virsas §,, kuras
vienadojums ir

®1 (21, Y1, 20) =0 [2 (21, Y15 20)y ¥ (21, Y1, 21)y 2 (24, Y1, 20)] = 0.

TieSam, ¢, ka nepartraukta funkcija ¢ no nepartrauktam funk-
cijam z, y, z, kas savkart ir z;, y,, z, funkcijas, ir salikta nepartraukta
Zy, Y1, %, funkcija, un ta tad §; ir nepartraukta virsa.

Tapat kada apvidus R nepartrauktas liknes C, pa kuru krusto-
jas divas apvidus R nepartrauktas virsas S° un §”, punktu trans-
formétie punkti atrodas uz nepartrauktas liknes €,, pa kuru krusto-
jas virsu §" un §" transformétads virsas §," un §," un kuru sauc par
dotas liknes C transforméto likni.

Otrs secinajums. — Slégtas nepartrauktas virsas §, kura noro-
beZo apvidu R un kuras vienadojums ir

f(‘rr Y, z) =0,
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punktu transformétie punkti apvidii R, apmierina nosacijumu

f[.."': (xli ylr zl)v y(xl’ yl' zl)l z(yl’ Y1s 31)] < O:

citiem vardiem sakot, apvidu R, norobeZo slégta nepartraukta virsa
§, ar vienadojumu

f1 (@1, Y1 2) =12 (24, Y1 21)y ¥ (215 Y1 21), 2 (20, 41, 5] = 0,

kas ir virsas § transforméta virsa.

Tresais secinajums. — Ta ka apvidus R jebkur3 parcialais ap-
vidus r, kas ierobeZots ar slégtu virsu s, attieciba uz (1.) sistémas
transformacijam ir ar tam pa3am ipadibam ka apvidus R, tad virsai
s atbilst kada slégta virsa s;, kuru sauc par §is virsas transforméto
virsu un kura ierobezo R, parcidlo apvidu r,. Virsa s, satur vienigi
visus parciala apvidus r transformétos punktus.

Ceturtais secinajums. — Val€jas virsas o (110. zim.), kas sadala
apvidu r divas dalas r* un r"”, transforméta virsa o, atrodas apvidii

ry
5

110. zim.

r; (péc treSa secindjuma) un ta nedrikst buat slégta virsa, jo citadi
¢ vajadzétu bnt slégtai virsai. Un ta tad o, sadala r, divas dalas
r,’ un r,"”, kas atbilst »* un r’. Tadgjadi, ja r elementi atrodas vir-
sas ¢ pretéjas pusés, tad ari ry elementi atrodas virsas o, pretéjas
puses. : :

Piektais  secinajums. — Transforméta apvidi R, nedrikst bat
tukSumu, jo slégtai virsai s, (111. zim.), kas ierobeZo 3o tukSumu,

111. zim.
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apvidii R atbilst slégta virsa s, kas ietver R elementus, un ta tad
ari s, jaietver attiecigie R, elementi.

Sestais secindajums. — Transforméta apvida R, nevar biit sli-
des pa virsu X;, kas ir virsas X transforméta virsa (112. zim.).
Tiesam, apskatisim kadu Joti mazu slégtu, nepartrauktu virsu s

112. zim.

ap virsas X punktu P. Sis virsas ierobeZotais apvidus r ar virsas X
daJu ¢ ir sadalits divas dalas r" un r”. Péc slides definicijas, ja r
ir pietieckami mazs apvidus, td transformétais apvidus r, ir salikts
no diviem apvidiem r," un r,”, kas ierobeZoti ar virsam o,’, o,” un
sy’, 8,"", pie kam pédéjas sastdda virsas s transforméta virsa. Bet
tada gadijuma slégtas nepartrauktas virsas s transforméta virsa
nebiitu slégta, nepartraukta virsa, kas péc treSd secindjuma ir
neiespéjams.

S

113. zim.

Septitais secinajums. — Transformétas virsas S, kdda punkta
P, nevar biit saskarSanas, ka 113. zim. pa labi aizradits. TieSam,
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velkot ap punkta P, transformé&to punktu P mazu sféru s, ta viena
pusé no s ietver apvidus R punktus, bet otra ne. Tas transformétai
virsai s, turpretim nav $is ipaSibas, kas péc ceturtd secinajuma ir
neiespéjams.

Astotais secinajums. — Uz apvidus R robeZas nekad nevar
rasties spraugas, citiem vardiem sakot, elementi, kas atrodas uz PP’,
nekad nevar iepemt pozicijas uz P,P,"P, (114. zim.). Lai par to

114. zim.

parliecinatos, jaapmaina R un R, lomas un j'ﬁsecina ka iepriekséja
gadijuma, apskatot kadu punktu uz PP".

52. §. Transformacijas vektora lauks.

218. Transformacijas asimmetriskais tensors. — Interpre-
tésim geometriski (1.) sistémas relacijas, kuras definé nepartraukta
telpas apvidus R nepartrauktu transforméciju apvidi R,, saistot
tds ar vektoru tedriju. Sai noliikd piegriezisim véribu tikai mate-
ridlas sistémas punktu sakuma un gala pozicijam P (z,y,2z) un
Py (zy, ¥y, ). Tada gadijuma vektori ar formu

V(P)=PP,,

kas reprezenté telpas apvidus R punktu parvietoSanos, veido nepar-
trauktu vektoru lauku. So vektoru sakuma punkti ir telpas apvi-
dus R daZadi punkti, bet to gala punkti ir apvidus R, atbilstosi
punkti.

Vektoru v (P) = PP, ar koordinatim

X(‘Ia Y, 3) SShidey (I’ u, z)—m,
Y(@,y,2) = (2,9, 2)—v,
Z(z, 4, 2y =2, (%, 4y, 2) — 2
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sauc par transformdcijas vektoru un ta radito lauku par transforma-
cijas vektora lauku. Lielumi X (z,y,2), Y (z,%,2), Z(z,79,2),
saprotams, ir nepartrauktas un ierobeZotas =z, y, z funkcijas apvidi
R. Un ta tad uz vektora v(P) = PP,, kas definé transformaciju,
~ radito lauku ir attiecindms viss, kas ir zinams par vektoru nepartrauk-
tiem laukiem.

Pétit vektora v (P) radito lauku ar koordinatam X (z,y, z),
Y(2,9,2), Z(z,y,z) punkta P (z,y,z) apkartné nozimé pétit §i
vektoru lauka koordinatu variacijas ap So punktu, vai, citiem var-
diem sakot, tas nozimé apskatit devipus parcidlus atvasinajumus

X X 7 0X

Tu:a_z» T“:B—y—' b - 3z’

ay Y ay

(3-) Tzl :3“1.", Tzz a5 W' Tza s 9z !
VA 0z 0z

T31=W’ Tazz'a_y‘» T33= 9z '

kas, péc 162. nodal. pieraditas tedrémas, ir kdda otras kartas asim-
metriska tensora T — gradv koordindtas. So tensoru sauc par
transformacijas asimmetrisko tensoru.

Ka tadu to wvar sadalit simmetriska tensord D un vektora
G = rotv.

Transformacijas simmetriska tensora D (ko apzimé ari ar E)
koordinatas D;; bieZzi apzimé ari ar e,, e,, €3, g, g2, g3, un to iz
teiksmes ir Sadas:

aX
l Dl]= ax :el,
0z oY
2D32*2D23=W+3_Z=2§1»
aY
Dzz:j"y“:ezs
v ax g
' 21)13—2031*%‘5“—0‘;:282’
aZ
Dy = i = €3,
Y 0X
| 2D21=2D12=%+W:2g3‘
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Transformicijas asimmetriskd tensora T otra komponenta —
vektora G = rot v — koordinatas G,, G,, G, bieZi apzimé ari ar
p, q, r, un to izteiksmes ir

f2rg H0 ﬁé__éﬁ)m
e S & v e 73 et L
X 0z
. 6= 1 (57~ 52) = o
pugil @ BX)_
G-t \5z  agh "

219. DaZas simboliskas reldcijas. — Apskatisim transforma-
cijas definétajas formulas:

J Ille(xrysz):x"*'x(x!yrz)v
(6.) s h=n@y, )=y + Y,y 9,
l 5 =25y2)=:2+Z(1Y,2)-

Apziméjot ar P’ un P,’ divus atbilstoSus punktus, kas atrodas
attiecigi punkta P un P; apkirtng, ar dz, dy, dz vektora PP’ pro-
jekcijas un ar dx,, dy,, dz; vektora P,P," projekcijas un attistot
(6.) sistemas formulas Teilora rindas, aprobeZojoties Sais attisti-
jumos ar pirmas kartas bezgala maziem lielumiem, dabiijam, ka

X X axX
aY oY s 2 g 40
(7) dyl:_@;dr+(]+_6;)dy—'_ ‘E;du
0k a7z ( az) 4
le = —6:}“ dx -+ 6_?[ dy + 1 + —62 dz.

Pédejas tris skalaras vienlidzibas var tikt rezumétas simboliska
vienlidziba
PP’ —PP'=T.PP.

Tapat, ja P un P,” apzimé divus citus atbilstoSus punktus,
kas atrodas attiecigi punkta P un P, apkartng, tad

P.p, — PP’ —T. PP".
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Atpemot pirmo simbolisko vienlidzibu no otrds un apzimgjot
ds = PP i PrP
dabiijam, ka ’
(8.) ds, —ds=T.ds.

Vektoru ds sauc par transformacijas linearo elementu.

Talak, atsaucoties uz tensora un vektora iek3€jas reizinaSanas
fundamentalo formulu (158. nodal.), peédéjo vienlidzibu var parrakstit
forma

(9.) dsl—ds=(ixds+ﬁ.ds.

Izdarot divas transformacijas, iesdkot ar vienu un to paSu ap-
vidus sakuma stavokli, un apziméjot So transformaciju raksturotajus
tensorus ar T, (Dy, G;) un T, (D, Gy), dabiijam divas (9.) for-
mulai analogas formulas

ds, — ds = G, xds+Di.ds
ds —-ds_szds—|—D ds,

kuras ds, un ds, apzimé vektoram ds atbilstoSos vektorus Sais trans-
formacijas.

Atpemot pirmo formulu no otrds, dabiijam par (9.) formulu vis-
parigaku formulu

(10.) ds, — ds, = (G; — Gy) X ds + (D,— D,) . ds.

53. §. Transformacijas deformacijas tensors.

220. Deformacija un parvietoSana. — ledomasimies nepar-
trauktu materialu sistému, kuras elementi tiek nepartraukti trans-
forméti no apvidus R apvidii R,. Sadu materialas sistémas trans-
formaciju sauc par deformaciju, ja materialo sistému sava kopuma
nav iespéjams transportét ka veselu, analogi cietam kermenim, no
pozicijas R pozicija R,. Specidla gadijuma, kad materialo sistému
iespejams transportét no pozicijas R pozicija R, , ka kaut ko veselu,
saka, ka materidlas sistémas transformacija ir parvietofana. Tadeé-
jadi deformacija ir saistita ar formas mainiSanos, kamér parvieto3ana
tikai ar pozicijas mainiSanos. Nepartrauktas materialas sistémas
divas deformacijas ir identiskas, ja vienu no tam iespéjams dabiit
no otras ar vienkarSu parvietoSanu.

21
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Ka vélak redzésim, nepartrauktas materidlas sistémas deforma-
cija ir raksturota ar vienu simmetrisku otras kartas tensoru. Lai
So tensoru definétu, saksim pétit transformacijas linearo elementu ds,
saistot tadéjadi nepartrauktas materidlas sist€émas deformaciju ar
klasiskam tedrijam par virsu deformaciju un lineara elementa, kas
atkarigs no vairdkiem mainigiem lielumiem, kvadrata pétisanu?).

221. Noteikumi parvietoSanai bez deformacijas kada punkta
apkartn&. — Apskatisim ap punktu P kadu infinitezimalu apvidu
r un ta transforméto apvidu r, ap punktu P,, kas ir punkta P
transformétais punkts, un jautasim, vai ir iespéjams apvidu r
parvietot apvidii r, ar translaciju PP, un rotaciju ap punktu P,,
uzskatot apvidu r par cietu kermeni? :

Lai tas biitu iespéjams, ir nepiecieSami un pietiekami, ka agrak
definéto vektoru P’P” un P,"P,” garumi ir sava starpa vienadi, lai kads
biitu vektors P'P” apvida r.

Bet, ja ds, un ds koordinatas attiecigi apzimé ar dz,, dy,, dz,
un dz, dy, dz, tad

ds,? = du,? + dy,® + dz?,

ds? = dz® + dy® + dz?,
un diferenci ds,® — ds?,
rakstit forma

ievérojot (7.) sistémas formulas, var uz-

A1y Gt = 2(5de +eydy + eyde? 4 2y dyds
: 2y  dzde & 2y, dx dy),
pie kam
ax X 2
L e e
aY Y/
% o5 e R (ay) ) By)J
z X 9z
o s lagkat Al bl
i 9% . Y. . 8X 08X . OV 0¥ 0% OZ
271:?3;74‘“ Yoy s T oy 0 T oy as
0Z | X 0X | 0Y oY , 0z 07
2v= 5 + Rl i iy e e Tl
Ay aX . AR . AY .Y bl a7
2*3—"5;?+ay+ax g ofl b vy <k o i R

1) Sal. G. Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces, t. II,

111, Paris, Gauthier-Villars, 1914—15,
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Ta tad nepieciesamie un pietiekamie noteikumi, lai transfor-
macija, kas raksturota ar tensoru T, punkta P apkartnZ reducétos
par parvietoSanu bez deformacijas, ir -

(13.) Gy = =¢=71=Ya=Ys=0.

TieSam, ja (12.) sistémas seSas funkcijas ir nulles, tad, ka to rada
(11.) vienlidziba,
dsl _— dS ’

t. i. apvidus R divu bezgala tuvu punktu P’ un P attalums ir vienads
ar transformé&ta apvidus R, atbilstoSo punktu P," un P,” attalumu.

Ari otradi, ja transformacija ir parvietoSana, tad ds, = ds,
un (12.) sistémas seSas funkcijas ir vienadas ar nulli.

222. Deformacijas tensors. — Nav griti parliecinaties, ka
(12.) sistémas sesi lielumi ir kdda otrdas kartas simmetriska tensora
koordindtas. So tensoru sauc par apskatitds transformacijas defor-
mdcijas tensoru un to apzimé ar A.

TieSam, apzimésim
Ap=r¢y, Ap=c,, Aaa E=imy

14.
(14 Doy = Agy =11, Ay = Ay =73, Ay = Ay = v3-

Ta ka ds,® — ds?, ieveérojot ta geometrisko nozimi, ir invariants
lielums, t.i. neatkarigs no koordinatu triedra, tad (11.) vienlidzi-
bas laba puse ir invarianta kvadratiska forma, un ta tad tensors A,
kura koordinatas ir dotas ar (14.) sistému, ir simmetrisks otras kar-
tas tensors.

(11.) vienlidzibu tadejadi var parrakstit forma
(15.) ds,2 —ds® = 2°A . ds. ds.

Pédéjo fundamentalo relaciju var visparinat analogi (9.) rela-
cuai apskatot apvidus divas transformicijas T, (D,, G;) un
5 (Ds, G;) no viena un td pasa sikuma stavokla. _ Ja So transfor-
macuu deformacijas tensorus apziméjam ar A, un AE, tad dabiajam
divas relacijas %
ds,2 —ds? = 2 A, .ds.ds,
ds,? —ds® = 2 A, . ds. ds,

no kuram, atpemot pirmo no otras, iegtistam visparigu formulu

(16.) ds,2 —ds? = 2 (A, —A,) . ds . ds.
21%*
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223. Deformacijas tensora ipadibas. — Apskatisim daZus (16.)
relacijas secinajumus.

I tedréma. — NepiecieSamais un pietieckamais notetkums, lai
kada apvidus punkta apkartné $i apvidus divas transformacijas no viena
. un ta pa$a sakuma stavokla atskirtos viena no otras tikai ar kadu par-
vietofanu, ir, lai $o transformaciju deformacijas tensori apskatitaja
punktd batu vienadi.

TieSam, no (16.) reldcijas izriet, ka, lai kads bitu ds apvidi r,

(17.) A, =4,
un
(17.) dsy = dsy

ir divi ekvivalenti noteikumi.

Il teoréma. — NepiecieSamais un pietiekamais noteikums, lai
apvidus divas transformdcijas no viena un ta pasa sakuma stavokla
at$kirtos visd@ apvidii viena no otras tikai ar kadu parvieto$anu, ir, lai
$o transformdciju deformacijas tensori biitu vienadi ikviena apoidus
punktd. :

Japiezimé, ka apvidus k@ vesela pareja no viena stiavok|a otra,
transforméta stavokli, ar parvietoSanu, ir iespéjama tikai tad, ja

(18.) dsy ‘== dag
ikviena apvidus punkta, no kurienes savukart izriet, ka, lai kads
biitu punkts P (z,y, z),

(18.%) A,=1&,

ir (18.) noteikumam ekvivalents noteikums.

(18.) noteikums ir nepiecieSams, lai jebkura punkta apkartné
pareja no viena apvidus stavok|a otra varétu tikt realizéta ar par-
vietoSanu. Bet tasiraripietiekams, jo, gauma elementiem paturot gaju-
mus, patur savus gajumus ari no Siem elementiem sastaditas galiga
garuma liknes; un ta tad Sis noteikums taisném piekarto taisnes,
paturot attdlumus starp attiecigajiem elementiem. Tadejadi pareja
no viena apvidus stavokla otrd notiek tapat ka cieta kermenpa pareja
no vienas pozicijas otra.

No visa teikta varam secinat, ka deformacijas tensors A pilnigi
raksturo deformaciju, attaisnojot ar to savu nosaukumu.
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224. Kubiska dilatacija. — Parliecinasimies, ka bezgala maza
apvidus ap punktu P tilpuma varidcija ir vienigi §i punkta deforma-
cijas tensora koordinatu funkcija.

Apziméjot ar V un V, transformacija atbilstoSo apvidu r un r,
tilpumus ap punktiem P un P,, varam rakstit, ka

V=fffdxdydz, V1=ff dz, dy, dz,.
r l‘l

Bet V, izteiksmi, transformé&jot mainigos lielumus vairakkar-
tigos integralos, ka no analizes zinams, savkart var uzrakstit forma

(19.) V1=fffdx1dy1dzl=fff J dz dy dz,

pie kam
R AR A

ir (7.) transformacijas Jakobi determinants. Un ta tad no (19.)
formulas izriet, ka
¥y
T
no kurienes, péc determinantu reizinasanas likuma, reizinot kolonnas
ar kolonnam, dabdjam, ka

dv.\2 L+ 2e1 2T3 2?2
(19) |\=5H) =J12=| 2y, Pge 1y
2y, 27, 1 + 2¢4

et = dVv, % s BV y—d¥,;
Pédéja izteiksme rada, ka v’ un ta tad ari © = Fii X

ko sauc par kubisko dilataciju punkta P, ir atkarigs vienigi no deforma-
cijas tensora A koordinatam 3ai punkta.

225. Deformicijas tensora geometriska reprezentacija. Dila-
tacijas elipsoids. — Transformacijas deformacijas tensora A repre-
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zentétajas virsas vieta parasti konstrué tensora a +B) reprezen-
tétaju virsu, kur 1 ir sfériskais tensors ar koordinatam

§Locdad=4,
W=10, jaisfj.

Ar sférisko tensoruT(l5.) formulu var parrakstit ta

(20.) ds?—=ds?+2A.ds.ds = (1 + 2A).ds.ds.

Ja vektora ds ar virziena kosiniem e, £, y vienibas vektoru apzimé
ar u, tad
ds = ds u.

Talik, ja no punkta P nosprauZ radijvektoru r = PQ ar garumu

1
T VTd@e Dl

pie kam

@8y =T+28) . u.u=T+ 28, L5 _ &7

jeb
(20.) d@BY)=0+2¢e)a®+ (1 +2&)p*+ (1 + 2¢)y?
. ds?
+4Y17B +4vsay +4vsaf= —F,

tad gala punktu Q (z, y, z) geometriska vieta ir otras kartas virsa,
kuras vienadojums koordinatu triedra Pzxyz, kura asis vilktas caur
punktu P paralléli dota triedra attiecigajam asim, ir

1)) (1+2e)2® + (14 2e) 9+ (1 + 2¢) 22
, +4v,yz24+ 4,22 + dyg2y = 1.

So virsu, kas ir elipsoids, jo tas vienadojuma kreisd puse, ievé-
rojot, ka d(«,B,y) >0, ir pozitivi definita kvadratiska forma,
sauc par dilatacijas elipsoidu punkta P.

Nosprausta radijvektora r gafums r ir

1 1 ds

TV GE =.| el
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Apziméjot ar
g ds; — ds
ds
dilatacijas koeficientu radijvektora r virziena, ko daZreiz sauc ari par
garuma vienibas dilataciju $Sai virziena, dabiijam radijvektora r
garumam r izteiksmi
ds 1

ds, - bte’

(22.) yo

Dilatacijas koeficients e var iegiit pozitivas un negdtivas vér-
tibas, iznemot vértibu —1, ka ari tas var biit vienads ar nulli.

226. Linearas dilatacijas paralléli koordinatu triedra asim. —
Interpret&sim geometriski funkcijas ¢,, ¢, un ¢;. Sai noliika apska-
tisim vektoru PP’ = ds, kura sakums ir punktd P un kus$ ir pa-
ralléls koordinatu asij Oz, un apzimésim ta dilatacijas koeficientu
ar 3,. Apziméjot §i vektora garumu péc deformacijas ar ds,
un substitugjot (20.”) formula

IS s e

dabijam, ka h
ds GOl F EEE
E" = \/1 +2£l,
un ta tad
ds, — ds —_
81:—T= ‘\/I-|-251—I.

Analogi, apziméjot ar 3, un 3; Oy- un Oz-asij parallélu vektoru
kuru sakums ir punkta P, dilatacijas koeficientus, dabiisim, ka

82=“/1+252_""], 83=\/l+253'—"]-

Pédejas tris formulas defin€ geometriski ikviena apvidus R
punkta P funkcijas =, =, 5.

227. Lenkiska dilatacija ap punktu. — Apzimésim ar
ds (x, 8, y) = PP° un ds' («, B, y) = PP” divus vektorus,
kuru kopé€jais sdakums ir punkta P un kuri péc deformacijas
pariet vektoros ds, (ay, B,, i) = P,P,’ un ds (a, By, 71) = P, Py"
ar kop€ju sakuma punktu P,, pie kam attiecigie «, 3,y apzimé So
vektoru virzienu kosinus. Diferenci ¢, —¢, kur ¢ un ¢, apzi-
mé lepkus, ko veido vektori ds, ds’ un ds,, ds,’, sauc par
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lenka P'PP” dilataciju. Lai So dilataciju aprékinatu, ir jazin
lenka o, izteiksme. Viegli aprékindt coseq,, sastadot vektoru ds,
un ds,” skdldro produktu ds,.ds,". Ta reizinot (8.) fundamentalo
formulu

dsl—ds=. ds,

kur T apzimé transformdcijas tensoru, skalari ar ds,’, dabiijam for-
mulu

ds,.ds’;, =ds.ds’, + T.ds.ds,.

Substituéjot Sis formulas labaja pusé ds,” vietd ta izteiksmi
ds’ + T.ds’, redzam, ka

(23.) ds,.ds,’ —ds.ds’ + T.ds.ds’ + T.ds'.ds + (T.ds). (T.ds).

Talak apzimésim, ka agrak, vektoru ds un ds’ koordinatas
attiecigi ar dx, dy, dz un dz’, dy’, dz’. Tad (23.) formulu var par-
rakstit forma

(24.) ds,.ds," = (1 + 2¢,)) dzdx’ + (1 + 2¢,) dydy’ + (1 + 2¢;) dzdz’
+ 2y, (dydz'+ dzdy') + 2v, (dz dz'+ dzdz’) + 2y, (dzdy’ + dy dx).

Bet, apziméjot vektoru ds un ds’ vienibas vektorus attiecigi ar u
un w' un to koordinatas attiecigi ar «, B, y un o', g, ¥’, varam
rakstit, ka

ds =ds u, ds’'=ds" u
resp.

dr=ds a, . dz' =ds" o,

dy =ds 8, dy =ds @,

dz =ds vy,  df ==ulst N

Substitu€jot pédéjas izteiksmes (24.) formula un ievérojot (20.")
~ izteiksmi kvadratiskai formai d («, B, y), dabijam lenka ¢, apréki-
nasanai izteiksmi

(25) LB D _ (1 4 9e)aat (1426 B8+ (1 4 2e) vy’

+ 27 @Y +rB) + 2valy &'+ ay’)
+2vs (2" + Ba’) = §[a'dy + Bdg + v'd; ],

kur d,, dg, d, apzimé d (=, B,y) parcialos atvasindjumus péc «,
punvy.
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Bet ta ka kvadratiska forma d(z,y,z) reprezenté punkta P
dilatacijas elipsoida vienddojuma kreiso pusi, tad no pédéjas formulas
izriet, ka dildtacijas elipsoids punkta P nosaka lenkisko dilataciju
ap So punktu.

Lai lepkis ¢, biitu taisns, ir nepiecieSami un pietiekami, lai pirms
deformacijas

a'd, + p'dg + y'd; =0,

t. i. lai virzieni PP” un PP’ biitu saistiti pret dilatacijas elipsoidu
ar vienadojumu
a(z,y, 2)=—1

punktd P. No Sejienes secinam, ka eksisté tris lineari elementi ar
sakumu punkta P, kas veido ortogonalu triedru ka pirms, ta ari péc
deformacijas. Tie ir elementi, kas sdkuma sakrit ar punkta P dila-
tacijas elipsoida galvenajam asim.

228. Koordinatu triedra asim parallélu plaknu dilatacijas. —
Interpretésim tagad geometriski funkcijas 2vy,, 2v., 2ys. Sai
noliikda apskatisim punkta P lepki P'PP"”, kura infinitezimalas
malas PP’ = ds un PP"” = ds’ ir attiecigi parallélas koordinatu triedra
Oy- un Oz-asim. Tada gadijuma

(26.) ;“zu’ gy Tjo’

- Apziméjot apskatitos elementus péc deformacijas attiecigi ar
PP = ds; un PP, = ds,’, dabiijam to varidcijam izteiksmes

(27.) pae N e, o

e = V1 +2¢,.

ds”

Talak, ja lepki P,’P,P," apzimé ar ¢,, tad tas ir dots ar (25.) formulu,
substituéjot tani ar (26.) un (27.) sistému dotas nozimes. Tadg&jadi
dabiijam, ka

(28.) 2v; = V1 +2¢ V1+2¢ cosq,.

Analogas izteiksmes dabiijam koeficientiem 2y, un 2y, ikviena
punkta P.
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229. Galvenas dilatacijas. — Par galvenam dilatacijam apvi-
dus R punktd P sauc tris linedaro elementu, kuyu kopéjais sakums ir
punktd P un pirmatnéjie virzieni vienadi ar §i punkta dilatacijas
elipsoida galveno asu virzieniem, dilatacijas koeficientus e;, e,
un e,.

Apzimésim dilatacijas elipsoida tris virsotnes ar 4, B, €. Tad
koeficienti e,, e, un ey, ka to rada (22.) sakariba, ir definéti ar formu-
lam '

Ta tad, lai aprékinatu Sos koeficientus, ir jaaprékina dilatacijas
elipsoida ar (21.) vienddojumu asis PA, PB, PC. Sai noliika
ir jaatrisina vienadojums

fio 2ey ik 2y, 2 v, j
2vs 1+ 2e—2 2y fie=i
27s 27 l+253—1'

pret A, kur$ sastadits ar elipsoida (21.) vienadojuma kreisds puses
koeficientiem un kura saknes 2;, A, un 1, ir attiecigi vienadas ar
1 1

” Acldd. L= 1
pusasu kvadratu apgrieztam vértibam PAi’ PR’ PoT

Un ta tad

elz\/ﬂ-—_l, e2=\/k_2—1, es=\/1—3——l.
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XV NODALA.

DEFORME JAMA KONTINUUMA BEZGALA MAZA
NEPARTRAUKTA TRANSFORMACIJA.

54. §. Nepartraukta bezgala maza transformacija.

230. Definicija. — Ja transformacijas vektors v (X, Y, Z) un
tapat ari transformacijas tensors T ir bezgala mazi vai, citiem var-
diem sakot, ja X, ¥, Z un to parcialie atvasinajumi péc z, y, z ir bez-
gala mazi, tad apskatito nepartraukto transformaciju sauc par
bezgala mazu transformaciju.

Nepartrauktu bezgala mazu transformaciju nozime deforme-
jamu kontinuumu méchanika, k@ hidrodinamika, ta ari elastibas
tedrija, ir |oti liela.

231. Secindjumi. — Ja transformacijas vektora v un trans-
formacijas tensora T koordinatas ir bezgala mazas, tad $o koordinitu
produkti ik pa divi, tapat ari to kvadrati, salidzinot tos ar to pirma-
jam" pakdpém, var tikt atmesti.

Tadejadi dabiijam Sadus divus secindjumus:

1°  Transformacijas simmetriskais tensors D ir bezgala mazs,
un tas ir viendads ar transformdcijas deformacijas tensoru By, t.i.#D=K, ka
tas redzams no 221. nodal. (12.) sistémas formulam, atmetot tanis
tensora koordinatu produktus un kvadratus. Sos tensorus ar koordi-
natam e,, €, €, g1, g g3, Kuras dotas ar 218. nodal. (4.) formulu
sistému, turpmak apzimésim ar E.

2° 219. nodal. (9.) formula vektors G x ds, kur G ir bezgala
mazs vektors, reprezenté, lidz kdadam otras kartas bezgala mazam
lielumam, vektora PM = ds gala punkta M parvietojumu roticija,
kas raksturota ar vektoru G, par lepki G. Aiz §i iemesla vektoru G
ar koordinatim p, ¢, r, kuru turpmak apzimésim ar £, sauc par
transformacijas rotacijas vektoru.

Ar Siem jauniem apziméjumiem 219. nodal. (9.) un (10.) un 222.
nodal. (15.) un (16.) fundamentalo formulu var parrakstit ta:

f ds, —ds —Q x ds + E. ds,

(1.) { ds, —ds, = (R, — Q) x ds + (’-E_} = Eﬂ . ds
un e
e Mg lm

. dSsg'—'dS]_g: 2(E2_E1).ds.ds-
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Ta ka vektori ds; un ds péc (1.) sistémas pirmas formulas atski-
ras viens no otra tikai par kddu otras kartas bezgala mazu lielumu
un diference

ds,* — ds* = (ds, + ds) (ds, — ds),

kada bezgala maza lieluma, kura karta ir augstaka par vienu, robe-
Zas, ir vienada ar
2 ds (ds, — ds),

tad, aizstajot (2.) sistemas pirmas formulas Kreiso pusi ar pédéjo
izteiksmi un péc tam izdalot abas 3is formulas puses ar 2 ds?, to
var parrakstit forma

; ‘ dsy —ds = ds ds
i g P aer - s

2l

Uzrakstot (2.) sistémas otras formulas kreiso pusi forma
(ds,* — ds?) — (ds,*— ds?) un aizstajot pirmo iekavu ar 2 ds (ds,— ds),
otru iekavu ar 2 ds (ds;—ds) un péc tam izdalot Sis formulas abas
puses ar 2 ds?, dabiijam formulu

d32 e dSl
ds

o

I

_Tadgjadi infinitezimala vektora PM gala punkta M parvietojums
MM, ir dots ar formulu

(3".) = (E; —E)): % b

(4. MM, = MP + PP, + P,M, = PP, 4 ds, —ds,
ko, ievérojot (1.) sist€mas pirmo vienadojumu, var parrakstit forma
(5.) MM, =v+ R xds+E.ds,
kur et
PM = ds.

Pédéja sakariba rada, ka nepartraukta bezgala maza transfor-
macija ir raksturota ar diviem_bezgala maziem vektoriem v un £

un vienu bezgala mazu tensoru E, un tas vispériga izteiksme ir dota
ar (5.) formulu.

55. §. Bezgala mazu transformaciju salik$ana
un sadaliana.

232, Transformaciju salik8ana. — | tedréma. — Nepariraukta
telpas apvidus vairaku bezgala mazu transformaciju no viena un ta pasa
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sakuma stavokla salikana notiek péc $o transformdciju definétaju
vektoru un tensorn salikSanas likumiem.

Tas nozimé: ja (v, &, E,) un (Vs R, E,) apzimé divas
vektoru un tensoru grupas, kas raksturo divas apvidus transforma-
cijas no viena un ta pasa sakuma stavok|a, tad, izdarot §is divas
transformacijas péc kartas, tas ir ekvivalentas ar vienu rezultétaju
transformaciju

(vy + vy, R, 4 8,, ?1 o+ _Ezz)

no ta pasa apvidus sdkuma stavok]a.

Pieradisim $o tedrému. Pirma transformaicija transformé punktu
M punkta M, ta, ka ievérota ir vienlidziba

(5.) MM, =v,+ &, x ds + E, . ds,
kur oA
ds = PM.
Otra transformacija, kas transformé punktu M; punkta M,,
apmierina analogu vienlidzibu

; k M1M2=Vz+gzx dsl +f2. dsl,
pie kam o
ds, — P, JM,.

Bet ta ka-ds; un ds atSkiras viens no otra tikai par kddu otras
kdrtas bezgala mazu lielumu, tad ta robeZas

(6.) MM, =V, + &, x ds + E, . ds.
Tadéjadi, saskaitot (5.) un (6.) vienlidzibu, dabiijam, ka
MM, = vy + V3 + (2 + R,) X ds + (E, + Ey) . ds,
ko ari vajadz€ja pieradit.
233. Transformaciju sadaliSana. — Il teoréma. — [kkatra
bezgala maza transformacija var ukt sadalita viena translacija, viena
rotacija un viena deformdcijd. Pedéjo sauc par bezgala mazas trans-

formacijas tiro deformaciju.
TieSam, saliekot apvidus tris transformacijas

(v, 0,0), (0, K, 0), (0,0, E)
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no viena un ta pasa sakuma stavok|a, dabiijam visparigu transfor-
maciju (v, £, E) ar formu

v+ﬂxds+_ﬁ.ds.

Transformaciju (0, 0, f) sauc par tiro deformdciju jeb tiro trans-
formdaciju. Tadéjadi bezgala maza tira transformacija ir raksturota
ar to, ka tas tensors reducéjas par tas deformacijas tensoru, t. i. tas
ir simmetrisks.

NepiecieSamie un pietiekamie analitiskie noteikumi S$ai reduk-
cijai ir rotacijas vektora @ koordinatu p, ¢, r anullédanas, t. i.

0z ay 0X VA 0 aY 0X

By Ga e By

Bet Sie noteikumi savukart ir nepiecieSsami un pietiekami, lai izteiksme
X(x,y,2)de + Y (z,y,2)dy + Z (z, 9, 2) dz

biitu kadas funkcijas U (z,y, z) pilnais diferencials resp. lai trans-
formacijas vektora v (P) koordindtas X (2, y, 2), Y (2, y, 2),
Z (x,y,z) apmierinatu sakaribas:

d d
X(xs Y, 3)= EE U(Q?, Y, Z), Y(.’E, Y, Z) = @ U (J:) Y, Z),

; a i
Z iz, .8 = Fr Uz, 2,2),

kas var tikt rezumétas vektoriala vienlidziba
v (P) = grad U (P).

Citadi sakot, bezgala maza transformacija ir tira deformacija,
ja transformacijas vektora v(P) raditais lauks ir kada skalara
U (P) lauka gradients.

Tada gadijuma saka, ka bezgala maza transformacija ir
longitadinala vai irrotacionala.

111 tedoréma. — Tiro deformaciju var sadalit sesds deformacijas:
tris dilatacijas un tris slidés. :

Tiesdam, ja tiro transformaciju (0, 0, E), kuras tensors ir

E (eq, €y, €3, g1, 82, g5), Sadala sesas parcialas transformacijas ar tenso-
riem E, (e,0,0,0,0,0), E,(0,e,0,0,0,0), E;(0,0,e5,0,0,0),



56. §. Tira deformacija. 335

..., Eg (0,0,0,0,0, g,), tad katra no Sim parcialam transformacijam
raksturo vienu tiro deformaiciju, jo to temsori ir simmetriski.

Tris pirmas tiras deformacijas, kuru viena e koordinata nav nulle,
sauc par dilatacijam, bet tris pédéjas, kuru viena g koordinata nav
nulle — par slidéem.

Tadéjadi vispariga bezgala maza transformdcija var tikt sadalita
kada parvietodand (ar translaciju v un rotdaciju S2) un tira deforma-
cija E. Pirmair apskatita I1l nodala, atliek vél apskatit tiro defor-
maciju.

56. §. Tira deformacija.

234. Dilatacijas virsas. — Ta ka tira deformacija ir rakstu-
rota ar vienu simmetrisku otras kartas tensoru E, tad pétit So ten-
soru nozimé to paSu ka pétit Si tensora reprezentétajas otras kartas
virsas, kuras sauc par dilatdcijas virsam.

Ja linedra elementa ds dilatacijas koeficientu apzimé ar

ds, — ds

(7 e= 15

tad dilatacijas virsu radijvektora r garums r virziena ds, ko nosaka
vienibas vektors u ar virziena kosiniem («, 8, y), pie kam ds = ds u,
ka to rada (3".) formula, ir :

1

r = iy
Vlel’
kur
(8.) e=f.u.u=i%.f—d§:2@(a,a,ﬂ

=ea®t+ P+ ey +24By+2g e+ 2gap.
Un ta tad dilatacijas virsu vienadojums ir
(9.) 2¢(z,y,2) = e12® + egy® + e32® + 2gyyz + 28,22 + 2g.ay =+1,
pie kam pédéja vienadojuma labaja pusé janem zime -, ja e ir pozi-
tivs lielums, bet —, ja e ir negativs, vai, citiem vardiem sakot, zime

jaizvélas atkariba no ta, vai linedrais elements apskatitaja virziena
izpleSas vai saraujas.
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Ja ap apskatito punktu P ir tikai dilatacijas (t. i. e > 0 resp.
kvadratiska forma ¢ (=, 8,7y) ir pozitivi definita) vai tikai kon-
trakcijas virzieni (e << 0 resp. kvadratiska forma ¢ («, B, Y) ir nega-
tivi definita), tad atbilstoSas virsas reducéjas par elipsoidu. Ja
turpretim punkta P ir ké@ dilatacijas (e > 0), ta kontrakcijas (e < 0)
virzieni (t. i. kvadratiska forma ¢ («, 8,y) nav definita), tad dila-
tdcijas virsas sastada divi saistiti hiperboloidi, no kuriem viens atbilst
dilatacijam, otrs — kontrakcijam, bet kuri Skirti ar asimptotu konu
@ (z,y,z) = 0, kas atbilst virzieniem, kuru gajumi nemainas (e = 0).

235. Tiras deformacijas komponenti un tas tensora koordinatas. —
Tira deformacija lineara elementa ds — PM punkts M pariet punkta
M,, pie kam, apziméjot ds, — PM,, péc (1.) sistémas pirmas formu-
las dabiijam .

MM, =ds,—ds =E. ds.

Un ta tad tirds deformicijas MM, projekciju uz koordinatu
asim algebriskas vértibas ir

] 0
(e 4+ g3B + g27) ds = 33 ds ,

: d
@+ b+ ay) d=5-ds,

. 0
(o + g1B + e5Y) ds = —%ds

. Bet, atsaucoties uz tensora reprezentétaju virsu ipaSibu, konstate-
jam, kavektors M M, ir perpendikulars dilatacijas virsam punkta M, kura
ds — PM tas krusto. Un ta tad virziena PM vektora MM, kompo-
nenta algebriska veértiba, ievérojot 51 vektora izteiksmi, ir

.ds.u:f.ds.d—s=e ds .
ds ‘

2l

Tadéjadi lineara elementa ds, kura virziena kosini ir a«, B, v,
dilatacijas projekciju algebriskas vértibas ir

2ap ds, 29 ds, 2vyo ds.

Tiras deformicijas MM, otrs komponents, kas ir perpendiku-
lars virzienam ds, ta tad ir

E.ds —eds.
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So komponentu sauc par lineiram elementam ds normalu
slidi. Tas projekciju uz koordindatu asim algebriskas vértibas ir

(%—-2”;) ds, (‘;—g—zp@) ds, (g—$—2w) ds .

Pa koordindtu triedra Pzyz asim garuma vienibas dilatacijas
koordinatas attiecigi ir

(elr 0, O)r (O; €q, 0), (0, 0, 83)

un normalas slides koordinatas —
0, g3 g2), (g5 0, g1)s (g2 &1 0),

no kurienes apziméjums tiras deformacijas tensora E koordinatam
e, €y, €3 ka dilatacijam un g,, g, g3 — ka slidém.

236. Tiras deformacijas galvenie virzieni. Galvenas dilata-
cijas. — Ta ka dilatacijas virsu asu virzieni ir brivi no normalas
slides, un vienigi tiem ir Sada ipadiba, tad Sie tris virzieni ar deforma-
ciju nemainas. Sos tris virzienus sauc par tiras deformacijas galveniem
virzieniem un dilatacijas Sais virzienos par galvenam dilatacijam.

Vispariga bezgala maza transformacija Sis asu triedrs ta tad
parvietojas ka ciets kermenis: tris savstarpéji perpendikuldri virzieni
paliek savstarpéji perpendikuldri, un eksisté tikai viens 3ads tiras
deformacijas galveno asu triedrs.

Ta tad, ja tris savstarpgji perpendikulari virzieni ari péc trans-
formacijas paliek savstarpéji perpendikulari, tad tie ir tiras defor-
macijas galveno asu virzieni.

Tadéjadi vispariga bezgala maza transformacija jebkura punkta
apkartné var tikt sadalita: 1° tira deformacija, kas atstaj So ortogo-
nalo triedru invariantu, un 2° kada translacija un rotacija, kas So
triedru ka cietu kermeni parvieto jauna pozicija.

Ja dilatdcijas virsas ir attiecinatas pret to galvenam asim ka
koordinatu triedru, tad to vienadojumi ir

Eya? ik By y gzt = 4,
pie kam

(10.) e+ et eg=E +E,+E;.
22
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Interpretésim pédéjo sakaribu geometriski. 224. nodal. (19.)
formula rada, ka pirmas kartas bezgala maza lieluma robeZas ievérota
ir vienlidziba

v,

2
J2 = dV) =14 2(e + s+ &),

no kurienes kubiskai dilatacijai dabajam izteiksmi

dVl e dV

9=T=€1+3:+33-

Uzrakstita (10.) relacija rada, ka kubiskd dilatacija ir defor-
macijas tensora kontrakcijas invariants, un ta tad ta ir neatkariga
no koordinatu triedra izvéles.

Ja bezgala maza transformacija ir tada, ka ikviena punkta
kubiska dilatacija © = 0, t. i.

X aY a0z
oz Tt Y

tad saka, ka transformacija ir transversala. Ka pieméru $adai transfor-
macijai var minét inkompresibla Skidruma ar konstantu temperadtiiru
bezgala mazu deformaciju, ka to redzésim 247. nodalijuma.

237. Divu elementu veidotd lepka variacija. — Apzimésim ar
ds («, B, y) un ds’ (o', ', ¥') divus linearus elementus, kas péc tiras
deformacijas attiecigi pariet elementos ds; (a;, 8,, v un
ds," (=, By, 71'), pie kam attiecigie «, 3, v apzimé So elementu
virzienu kosinus.

Reizinot fundamentalo formulu

ds, —ds = E.ds
skalari ar ds,’, dabiijam, ka
ds,.ds,’ = ds.ds,” + E.ds. ds,” .
Substituéjot pédejas sakaribas labaja pusé ds,” vieta izteiksmi
ds' + E.ds’ un atmetot otras kartas bezgala mazos lielumus, da-

biijam (2.) sistémas pirmas formulas visparinatu formulu

dsl.dsl'—ds.ds‘:f.ds.ds_’ +E.ds' . ds.
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Talak, ja ¢ un g, apzimé lepkus, ko veido elementi ds, ds’ un
ds,, ds,’, tad pédéjo formulu pirmas kartas bezgala mazo lielumu

robezas var parrakstit forma

ds ds" (1 +¢€) (1 +¢') cos (p + 9, — @) —ds.ds’
—E.ds.ds’ + E.ds' . ds,
jeb
(1 +e+e') [cosp—(p;—o)sine] dsds’ — dsds’ cosg
—=E.ds.ds' + E.ds'. ds,

kur eds, e'ds’ ir elementu ds un ds’ dilatacijas. Galiga veida
pédéjo formulu var parrakstit ta:

‘ = ds ds’ = ds’ ds
TN g S g g S
eV MCTRE ds’
s e Al

kas ir mekléta formula.

Piemérojot 3o formulu taisna parallélepipeda, kura Skautnes ir
parallélas koordindtu triedra asim, tris Skautpu pariem, grupéjot
§is Skautnes pa divam, redzam, ka S3is parallélepipeds kliist slips.
Ta plaknes dabiijam no dota parallélepipeda plakném ar dilatacijam
ey, €s, €3, bet taisnie divplakpu kakti parvérSas kaktos

7 : T =
?13‘2'_281: Py 5—282’ Py 5—283-_

To paSu rezultatu dabiijam no 228. nodal. (27.) formulas un di-
vam tai analogam, attistot radikdjus péc Nitona binoma formulas,
substituéjot cosg; (i = 1, 2, 3) vieta izteiksmi

€os ; = sin (%—q’i) e (%—%) Toeey

v; vieta g; un aprobeZojoties rezultata ar pirmas kartas bezgala maziem
lielumiem.

22«
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XVI NODALA.

L]
DEFORME JAMA MATERIALA KONTINUUMA
NEPARTRAUKTA KUSTIBA.

57. §. Definicijas.

238. levads. — lepriek3éja nodala iepazinamies ar nepartraukta
apvidus parvietoSanu un deformiciju no geometriska viedok|a, ne-
prasot, kadi atrumi, paatrinajumi u. t. t. 3ai parvietoSana un defor-
macija ir apvidus atseviskiem punktiem. Sai noda]a apskatisim
jautdjumu, ka reprezentét kustiba esoSa nepartraukta apvidus
punktu atrumus un paatrinajumus jebkura momenta ¢. Dabiitie
rezultati attieksies uz kaut kdda nepartraukta apvidus, kas var biit
ka Skidrs, ta elastigs vai pat ciets kermenis, kustibu.

Par nepartraukta materidla apvidus kiné€matikas pamatlicéju
ir jauzskata Kosi, kura darbiem 3ai disciplina ir fundamentala no-
zime?l).

Divas galvends mainigo lielumu sistémas, kuras lieto nepar-
traukta materidla apvidus kin&€matika, ir pazistamas ar nosauku-
miem Lagranfa mainigo lielumu sistéma un Eulera mainigo lielumu
sistéma, lai gan Eulers abas 3is sistémas ir lietojis jau starp 1755. un
1757. g., bet no jauna tas ir devis Lagranis?).

239. Materials apvidus. Nepartrauktibas vienadojums. — No
feometriskd viedokla nepartrauktu apvidu sauc par materialu,
ja 1° ikviend §i apvidus punkta P eksisté lokalais blivums

_ dm
B = dV?

kur dV apzimé tilpuma elementu ap punktu P, bet dm 3i elementa
masu, un 2° ja masa dm ir invariants lielums nepartraukta kustiba.

Tadejadi, ja bezgala maza elementa blivumu divas atbilstoSajas
pozicijas apzimé ar p, un p un attiecigos tilpumus ar dV, un dV,
tad podVy = pdV.

1) Vipa darbu sakopojums 3ai disciplina atrodams memudra A. L.
Cauchy, Théorie de la propagation des ondes @ la surface d’un fluide pesant
d’une profondeur indéfinie, Oeuvres, (1.), 1, 1882, Paris, Gauthier-Villars.

?) J.L.Lagrange, Mécanique analytique, Paris 1788; Oeuvres Complétes,
t. XI, 1888, t. XII, 1889, Paris, Gauthier-Villars.
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Vienadojumu
(1.) podVo=pdV

sauc par apvidus nepartrauktibas vienadojumu.

240. LagranZa un Eulera mainigo lielumu definicija. — Apska-
tisim nepartrauktu materidlu apvidu, kas kustibas sakuma momenta t,
atrodas dotaja sakuma stavokli un iepem telpas apvidu R,, bet, laikam
mainoties, transforméjas un momenta ¢ atrodas stavokll ko sauc par
aktualu, un ienem telpas apvidu R.

Lai definétu sistémas aktudlo stavokli, var lietot péc izvéles
divas mainigo lielumu sistémas:

1° var apskatit momenta ¢ materidlo elementu, kas sakuma
momentd ¢, attieciba pret kddu izvélétu koordinatu triedru iep&€ma
poziciju (xy, Yo, 2,); mainigie lielumi tad ir =z,, y,, Zo ¢;

2° wvar apskatit momentd ¢ materialo elementu, kas aktuala
stavokli tai pasa triedra iepem poziciju (z,y,z); mainigie lielumi
tada gadijuma ir z, y, z, .

Pirmos mainigos lielumus sauc par Lagranza (vai sakuma sta-
vokla), otrus par Eulera (vai aktuala stavok]a) mainigiem lielumiem.

Apzimésim ar M materidlo elementu, kuram momenta ¢, triedra
Ozyz ir pozicija Py (o, Yo, 20)- Momenta ¢ tas pats elements iepem
kadu jaunu poziciju P (z,y,z). Atbilstosi miisu uztverei par ele-
menta M nepartrauktu kustibu, ta pozicija P (z,y,z) momenta ¢
ir sdkuma pozicijas Pg (zg, Yo, %) un laika t ierobeZota, nepartraukta
un viennozimiga funkcija apvidi R, kadg] var rakstit, ka

(2.) P=P(Py|?).

Si geometriskd reldcija ir ekvivalenta ar trim skdlaram rela-
cijam
@2.7) @ =2 (2o Yo 20 [0 ¥ =y @o Yor %0 [ 1)y 2= 2 (%o, Yo 20 | 1),

kur z, y, z ir parametru z,, ¥, 2, kas raksturo materiala elementa
M poziciju momenta {, un laika ¢ ierobeZotas, nepartrauktas un
viennozimigas funkcijas apvidi R, .

U th kd momentd ¥ —=1,, P= P, 1880, 2 =2, ¥ = Vs
B 5=2n 0 tad
(3.) P0=P(Polto)
resp.
(B.) @ =2 (%y, Yo Z0 [ta): Yo=Y (To» Yo, %0 | lo)s 20 = 2 (To, Yoy Zg | 10)-
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Tadéjadi (2.) un (3.) reldcija resp. (2.") un (3.") sistémas reldcijas
definé apvidus R,, kas atbilst momentam ¢t,, transformaéciju apvidi
R momenta t.

Talak, péc miisu hipotezes par materiala apvidus nepartrauktu
kustibu, starp elementa M poziciju P (z, y, z) momentd ¢t un ta
poziciju P, (zo, Yo Z) momentad 2, eksisté savstarpgji viennozi-
miga sakariba, kad@ (2.) geometrisko reldciju resp. (2.) skaldro
relciju sistému var atrisindt attieciba pret P, resp. pret z,, yq, 2o
rakstot, ka
(4.) Py = Py (P | 1)
resp. :

(49) zo=2(x %21, Yo=Y (2,9 2|t), 20=3(2,9,2 1),

pie kam visas §is funkcijas ir tas argumentu ierobeZotas, viennozimi-
gas un nepartrauktas funkcijas apvidia R.

Bet ja (2.") sistéma ir atrisinama attieciba pret z,, yo, %o,
tad tas nozimé, ka 1° funkcijam =z, y, z eksisté nepartraukti pirmas
kartas parcidli atvasinajumi pé€c z,, Yo, 2Z9, t un 2° funkcional-
determinants

J—_9@y2)
0 (%o, Yo» Zo)
nav nulle, ja punkts P, (z,, ¥, 2) atrodas sikuma apvidi R,
un ¢ mainas kada intervalla (t,, t,).

Talak vél iedomasimies, ka tai pa$a apvidii funkciju z, y, z
patgidliem atvasindjumiem péc z,, y,, 2o, t savkart eksisté atvasi-
najuwmni péc ¢, kas ir nepartraukti attieciba pret xzy, yo, 2o, t

58. §. LagranZa mainigie lielumi.

'241. Transformacijas formulas. — Apskatot népértraukta
'materiala apvidus kustibas sakuma stavokli momenta t, un aktuilo
~stavokli mpmenta ¢, galigo transformaciju no sikuma stavok]a aktualaja
.stavokli varam determinét ar geometrisko relaciju

P=P(Ps|1)
wvai trim skaldaram relacijam
=& (Zor Yor %0 [ 1)y Y =Y (X0, Yor 20} 1)y 2 = 2 (%o, Yor 2 | 1)-

‘Uz So transformaciju attiecas visi XIV nodala iegitie rezultati
par galigam. transformacijam.
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242. Materiala elementa dtrums un padtrindjums momentd 1. —
Materiala elementa M, kas sakuma momenta ¢, ienem poziciju
Py (zg, Yo, Zp), atrums v un paatrinajums a momentd ¢ ir noteikti
ar ta pozicijas definétajas relacijas P = P (P, |t) pirmas resp. otrds
kartas atvasindjumu péc laika, kas aprékinati momentam ¢:

5) V=2 P(Palt) = P(B]D)

un

6.) a= L pyiy= 2L b(Pylt)= B (P, 1)
b e dtz 0 S5k d‘ 0 = 0 .

Atruma v un padtrindjuma a atbilsto3as koordinitas #, g, 2
un # @, £ dabiisim no (2.) sistémas relacijam, diferencéjot tas
vienreiz resp. divas reizes péc t, uzskatot z,, y,, z, par konstantém.
So koordindtu izteiksmes tadéjadi ir $adas:

; d

&= T (o, Yo, % | D),
' : d :

(5. {1.9= ‘ay(xo’ Yor %0 | 1),

d d
= *&;u(%s Yos Zo | 1)
un
¥ d?
e diz x (xo- Yos %o I t)!

(6.") i §= are Y (Zos Yos Zo l 1),

e b
S T s (Zos Yo 20 | 1)

(5.) vektoriala formula resp. (5.”) skalaro formulu sistéma rida,
ka materiala elementa atrums v momenta ¢ ir determinéts, ja dots ir
- laiks ¢ un elementa kustibas sakuma pozicija P, (x4, Yo, Zo)-

243. Nepartrauktibas vienadojums. — Nepartrauktibas vie-
nadojums
o dVy = pdV,
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nemot véra transformacijas funkciondldeterminanta izteiksmi

d (z, y, 2) dV

b7 ? (o) Yor 20) . 4V’

transforméjas forma ;
wo = .

Diferencéjot $o vienadojumu péc ¢, dabiijam tam ekvivalentu
diferencialu formu

gJ+pd=0
jeb )

R g

H+J_O'

pie kam momenta t =i,
J=1 un p=y,.

59. §. Eulera mainigie lielumi.

" 244. Materidld elementa Atrums momentd ¢ Transformaci-
jas formulas. — Apskatisim triedra Ozyz punktu P (z,y, z) un ap-
zimésim ar v materiala apvidus ta elementa M atrumu, kas momenta
t sakrit ar punktu P (z,y,z). No analitiskd viedokla tas nozimé,
ka vektors v ir elementa M pozicijas P (z, y, z) un laika ¢ funkcija,
kade] varam rakstit, ka

(7.) v ="{(F|1):

So vektora v funkciondlds atkaribas no P un ¢ analitisko repre-
zentaciju var iegiit ari no (5.) vektoridlas formulas, substitugjot
tani P, vietd ta (4.) izteiksmi, vai, kas ir tas pats, substitu€jot (5.
skalaro formulu sistéma g, y,, z, vieta to izteiksmes, kas dotas ar
(4.") formulu sistému.

(7.) vektoriala relacija ir ekvivalenta ar trim skalaram relacijam

(7-’) i‘:"x(xsy:z!t)r y.':"’y(x’y!zlt)v z:vs(x!y!z‘t)r

kas dod vektoriala atruma v koordinatu izteiksmes izvélétaja triedra
ka z, y, z un ¢ funkcijas.

Substitugjot Sais izteiksmés x, y, z vieta attiecigas (2'.) sistémas
izteiksmes, kas dod Sos mainigos lielumus ka z,, yo, 2, un t funkci-
jas, dabijam (5.") sistému.
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Ar materiala elementa M atruma vektoru v bezgala maza trans-
formacija no apvidus stavokla momenta ¢ stavokli, kas atbilst mo-
mentam ¢ + dt, ir definéta ar transformacijas vektoru V = vdi,
kura koordinatas ir

X=v,dt, Y=v,di, Z=v,dl.

Japiezimé vél, ka uz 3o bezgala mazo transformaciju attiecas
visi XV nodala par bezgala mazam transformacijam dabutie re-
zultati.

245. Lokdlais un substancialais atvasindjums. — Apzimé@sim
ar ¢ kaut kadu skalaru, vektoridlu vai geometrisku lielumu, kas jeb-
kura momenta ¢ ir definéts ka ikvienam telpas, kura notiek kustiba,
punktam P (z,y,z) (Eulera viedoklis), ta ari ikvienam elementam
M, kura pozicija Sai kustiba ir noteikta ar ta sakuma poziciju
Py (zp, yo, 30) (Lagrania viedoklis).

Pirmaja gadijuma

(8.) =g (P|1),
bet otra
(9.) g=q(Po|?), »

ar noteikumu, ka, parejot no (8.) lieluma ¢ izteiksmes uz (9.) izteiksmi,
P ir jauzskata par P, un t funkciju, kas dota ar (2.) relaciju un kas de-
fineé kustibu.

Ar g lokalo atvasindajumu saprot ¢ atvasinajumu péc ¢, aprékinatu
no (8.) izteiksmes, uzskatot tani P par konstantu lielumu. Lokalo
atvasinajumu apzimé ar

99

ot

Ar g substancialo atvasinajumu turpretim saprot ¢ atvasinajumu
péc t, aprékinatu no (9.) izteiksmes, uzskatot tani P, par konstanti.
Fikséjot P,, tiek izveléts apvidus noteikts elements M, un ta tad
lieluma ¢ substancialais atvasinajums determiné 3i lieluma variaciju
ar ¢, ziméjoties uz izveléto elementu. Lieluma ¢ substancialo atva-
sindjumu apzimé parasti ar

A= v
anlq.
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Atradisim tagad sakaribu starp Siem diviem atvasindjumu vei-
diem. Sai noliikd uzrakstisim (8.) lieluma ¢ izteiksmi atkariba no
P koordinidtam =z, y, z atklata forma

(8.) g=q@@yzl0).

lIevérojot, ka ta (9.) izteiksme iegiistama no (8.) izteiksmes, uzska-
tot tani P par kustigu punktu, kur$ definéts ar (2.) reldciju, vai, kas
ir tas pats, no (8.") izteiksmes, uzskatot tani z, y, z par parametru
Zg, Yo, Zo un laika ¢ funkcijam, kuras determin€tas ar (2.") sistému,
q atvasindjuma péc t sastadiSanai (8.") izteiksmei japiemé&ro saliktas
funkcijas atvasinaSanas likums. Sa atvasindjuma, kas péc defini-

cijas ir %—?— , izteiksme ta tad ir $ada:
B¢ By o AAgubas dgady oy
dt_ﬁxx+6yy+6zz+6t'

Substitugjot $ai izteiksmé &, 3, 2z vietd to izteiksmes no (7.")
sistémas, dabtijam mekléto sakaribu

dy 0G0 aq dq
§H) at = 9r =T By v e

246. Materidla elementa paatrindjums momentd . — Piemé-
rosim (10.) formulu, ja lielums g reprezenté kustiga materidla ele-
menta M dtrumu v. Tas nozimé, ka (8.) izteiksmes vieta ir jaapskata
(7.) izteiksme. Bet vektora v substancidlais atvasinajums ir ele-
menta M, kas momenta ¢t iepem poziciju P (z,y,z), paatrinajums
a. Tadé] (10.) formulas izskats, substitujot tani g vieta v, k|ist
Sads:

av v av v
(11.) az.a_xv‘_*_g_yo”_*_ﬁv‘—i—%t—'

Projicéjot So vektorialo formulu uz izvéléta koordindtu triedra
asim, dabiijam kustiga elementa M padtrindgjuma a koordinatu
&, ¥, Z izteiksmes forma

P, .5 . 0, L 0v, de,

¥ 9w Te gy ity Y ipp

' i ey o B o Sys Bt
(1.9 VI= G =Ty vt 5 o
ngR dv. av. v,

FEPr Vet gy e g BT Ty
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247. Nepartrauktibas vienadojums. — Apskatot materiala
elementa M divas pozicijas P (z, y, z) un P, (z + dz,y + dy, z + dz),
kas atbilst attiecigi momentiem ¢ un ¢ -+ dt, un apziméjot Sais pozi-
cijas ta blivumu ar p un p 4 dy, bet iepemtos tilpumus ar dV un 4V,
(1.) nepartrauktibas vienadojumu $im divam pozicijam var uzrakstit
forma

(& + dp) dV, = pdV
jeb
& dVl"—dV &Y
d[J. ol - d—Vl =10,

Bet pirmas kartas bezgala maza lieluma robeZas pé&déjo viena-
dojumu savkart var parrakstit forma

av, —dV
du+p 2 —o.

Un ta ka lidz kadam pirmas kdrtas bezgala mazam lielumam

60-

dv

tad kubiskai dilatdcijai dabiijjam izteiksmi

dy, , 9y, avz)
ox Y * 5z -~

B T (603
s | e

Tadejadi, ievérojot peédejo izteiksmi, nepartrauktibas vienado-
jums var tikt transforméts forma

9p K3 P 5 0 (30 )M
”xaz+”yay+"z 9z T or T az+6y+az by

vai

0 (nv,)
0z

9 (nvy)
dx

a (19y)
dy

_i_a_y-=0

+ ot

+

jeb ari forma

dlog p

——)
1t + div v 0.
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Ja sSkidrums ir inkompresibls un ar konstantu temperatiru,
tad p ir konstants, un p&déjais vienddojums reducéjas par viena-
dojumu
dv,
dz

di v—&—k——
vV = 9%

ox =%

kas izsaka, ka kubiskas dilatacijas koeficients jebkura punkta un mo-
menta ir nulle.

248. Bezgala mazu transformdciju atrumi. — Vispdriga bez-
gala maza transformaicija, ka redz&jam (236. nodal.), var tikt sadalita
tris bezgala mazas transformacijas. Sis transformacijas un o trans-
formaciju koordinatas ir Sadas:

1° translacija V = vdt ar vektora v koordinatam v,, ¢,, ¢,;

2° rotacija R = wdt ar vektora w koordinatam
%(3%_%) Ji e, 7 p (% %),
ay dz |7 dz (R ox ay |’

3° tira deformacija E —edt ar tensora e koordinitim

v, dvy, av
en:%, 322:‘33{_’ €33 = az *

dv, ay
€y = €93 = } ‘5;;— _B’:.l)’ 313=331?%(az'+ Pz

00

Lielumus v, w, e sauc attiecigi par translacijas, rotacijas un
deformacijas atrumu.

60. §. Sakariba starp Lagranza un Eulera mainigiem
lielumiem. Trajektorijas. Pliismas linijas.

249. Pareja no LagranZa uz Eulera mainigiem lielumiem. — Lai
parietu no (2.) geometriskas funkcionalas relacijas vai tai ekvivalentas
(2.") skalaro funkciju sistémas uz (7.) geometrisko reldciju resp. (7.")
sistému, ka redz&jam, jaatvasina ir §i relacija resp. sistéma, dabiijot
(5.) relaciju resp. (5.”) sistému, un péc tam jasubstitué tanis P, vieta
ta (4.) izteiksme resp. x,, 4, 2, vietd to izteiksmes, kas dotas ar (4.")
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sistému. Tadéjadi redzam, ka pareja no Lagrania uz Eulera maini-
giem lielumiem izdarama bez integracijas, citiem vardiem sakot, ja
kiada kustibas probléma ir atrisindta, raugoties no Lagrania viedokla,
un tas atrisinajums ir dots ar (2.) relaciju resp. (2.") sistému, tad pdreja
uz §is problémas atrisinajumu, kas iegits, raugoties no Eulera viedokla,
un kas raksturots ar (1.) relaciju resp. (1.") sistému, izdarama ar dife-
rencéSanu un daiam galigam operacijam.

250. Pareja no Eulera uz LagranZa mainigiem lielumiem.
Materiala elementa trajektorija. — Apgriezta tedréma turpretim
nepastav, t. i. ja zinams ir problémas Eulera atrisindajums, kas rakstu-
rots ar (7.) relaciju resp. (7.") sistému, tad nav iespéjams pariet uz
(2.) relaciju resp. (2.") sistému tikai ar diferencéSanu un daZam gali-
gam operacijam. TieSam, ta ka (7.") sistému sastada tris pirmas
kartas diferencidlvienadojumi attiecibd prét nezindmam funkcijam
x (1), y (t), z(?) un Sie diferencialvienadojumi definé kdda materidla
elementa kustibu, tad mainigo lielumu transformacijas uzdevums
reducéjas uzdevuma par kustibas noteik$anu ar doto atrumu v ka
x, ¥, z un laika ¢ funkciju (67. nodal.). Bet Sis uzdevums prasija
(7.") sistémas integrdciju ar noteikumu, ka momenta t =t,, P =P,
resp. T ==xy, Y = Yp, 2 =72. OSads atrisindjums ir dots ar (2.)
relaciju resp. (2.") sistému.

Tadéjadi pareja no Eulera uz Lagrania mainigiem lielumiem ir
saistita ar vienas tresas kartas diferencialvienadojumu sistémas integraciju.

Punktu P (z,y,z) geometrisko vietu, kas definéta ar (2.) rela-
ciju resp. (2.") sistému, sauc par materiala elementa M trajektoriju.
Jebkuram parametru z,, y,, z, vértibam apvidi R, tadéjadi at-
bilst viena trajektorija. Sis trajektorijas ir viena no otras pilnigi
neatkarigas, ja apvidus kustiba nav ierobeZota ar kadiem specialiem
noteikumiem, jo tad neatkarigas sava starpa ir materiala apvidus
elementu kustibas.

Materiala apvidus trajektorijas sava kopuma tadeéjadi veido
triskart bezgala lielu (co®) trajektoriju sistému. Saprotams, kanav izslégti
gadijumi, kad apvidus daZadi elementi apraksta vienu un to pasu
trajektoriju, ienemot viena un tai pasa momentda daZadas pozicijas
uz tas. Ja ikvienu trajektoriju apraksta oo! daZadi elementi, tad
trajektoriju sistéma reducéjas par divkart bezgala lielu (co?) sistému.
Sis gadijums, ka veélak redzésim, ir realizéts kustibas, kuras sauc par
permanent@m vai stacionaram Kustibam.
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251. Pliismas linijas. — Fikséjot momentu ¢, ar (7.) formulu
jebkuram apvidus R punktam P (z,y,z) ir piekartots noteikts
vektoridls atrums v; citiem vardiem sakot, jebkura momenta ¢
pa kustibas laiku ir definéts kads vektoru lauks, kuru veido materiala
apvidus elementu M, kas $ai momenta sakrit ar geometriskd lauka
attiecigajiem punktiem P (z,y, z), momentdnie atrumu vektori.

Ar pliasmas linijam momenta t saprot 3i lauka vektoru linijas,
t. i. linijas, kuyu ikviena punkta P (z,y, z) tangente sakrit ar momen-
tano atruma vektoru v 3ai punkta.

Analitiski Sis linijas ir raksturotas ar diferencialvienadojumu
sistému

(12)

I

Ql&

o &
= &

L

z

kura ¢, kas sastopams ekspliciti atruma v koordindtu ¢,, v,, ¢,
izteiksmés, ka to rada (7.") sistéma, ir jauzskata par iepriek$ fiksétu
un ta tad turpmak jauzliko par parametru.

(12.) diferencialvienadojumu sistéma ir ekvivalenta ar diviem
pirmas kartas diferencidlvienddojumiem, ka tas redzams, iedoma-
joties, ka, piem., ¢, nav nulle (kas ir spéka ja v 50) un parrakstot
to forma

v d_y_vy

tisdy T e ]

S E

i -
vn‘.

Sais vienadojumos z ir neatkarigais mainigais lielums, bet z un
y nezinamas funkcijas un integralu sistéma

(13.) T="%(2),; y =y (z),

kas definé plismas linijas galigu vienddojumu forma, satur divas
patvaligas integracijas konstantes, kuras var ta noteikt, lai ieprieks
dotai z vértibai ari 2 un y pienem ieprieks dotas vértibas. Geometriski
tas nozimé, ka apskatita tiek ta pliismas linija, kas iet caur ieprieks
doto apvidus punktu. Ta ka (13.) sistémas vienadojumi satur divas
patvaligas konstantes, tad tas nozimé, ka pliismas linijas savd ko-
pumd veido divkadrt bezgala lielu (co?) sistému, no kuram viena un
tikai viena iet caur ikvienu apvidus punktu, kurd v==0.

Visparigi pliismas linijas ir atSkirigas no materialo elementu
trajektorijam, jo trajektorijas ir definétas ar (7.") diferencialviena-
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dojumu sistému, kuyd t ir mainigs lielums, kamér plismas linijas
momenta ¢ ir definétas ar (12.) diferencidlvienadojumu sistému, kur
t ir ieprieks fikséts lielums.

252. Permanenta kustiba. — Kustibu sauc par permanentu,
ja vektoru lauks, kas reprezenté materiala apvidus elementu momen-
tanos atrumu vektorus dotaja momenta ¢, ir no laika ¢ neatkarigs.
NepiecieSamais un pietiekamais noteikums tam ir materidla elementa
M, kas momenta ¢ iepem poziciju P (z,y, z), atruma v neatkariba
no laika ¢, t. i.

(71) Y= X
resp.
(7)) E=v, (2,92, §= Yy (,9,2), 2=v¢.(2,4,2)

Saja gadijuma plidsmas linijas jebkura momenta sakrit ar materiala
apvidus elementu trajektorijam. Tiesam, ta ka tagad ¢, v¢,, ¢,
ir no laika t neatkarigi, tad (7,".) trajektoriju diferencialvienado-
jumu sistému, eliminéjot laiku ¢, var parrakstit forma

dz iy dy ¥ dz
v, (2,9, 2) ¢, (z,9,2) v, (x,9,2)’

kas ir identiska ar (12.) sistému, kura defin€ pliismas linijas. Tra-
jektorijas 3ai gadijuma veido tikai divkart bezgala lielu (co?) sistému,
jo oo! daZadi elementi, kas dotaja momenta atrodas uz kadas trajek-
torijas, apraksta visi So paSu trajektoriju.
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Skaitli rada lapaspuses.

Adicija, tensoru, 226; —, vektoru, 11.

Afélijs, orbitas, 108.

Aksoids, kustigs un nekustigs, 167.

Amplitiida, harmoniskas kustibas, 110.

Ass, materialas sistémas inercijas centrdala un galvena, 261; —, figiiras un prece-
sijas, 169; —, cieta kermepa momentana kustibas, 139; —, rotacijas,
125; —, materialas sistémas simmetrijas, 248; —, skriives linijas, 130; —,
vektoru para, 36; —, vektoru sistémas centrala, 31; —, vektoru sist€mas
polara, 45.

Atvasinajums, briva cieta kermepa kustibas daudzuma un kinétiskd momenta,
281; —, cieta kermepa ar nekustigu punktu vai asi kustibas daudzuma
un kinétiskd momenta, 282 — 283; —, kada lieluma lokalais un sub-
stancialais, 345; —, mainiga punkta, 52; —, mainiga vektora, 47, 159.

Atrums, absoliitais, parnesanas un relativais, 149; —, cieta kermepa komplana
kustiba, 173; —, divu punktu relativais, 151 ; —, lepkiskais (kustiba plakng),
81; —, radialais un transversalais (kustiba plakng), 81; —, skalarais (vien-
meériga kustiba), 71; —, vid€jais skalarais (nevienmérigad kustiba), 72;
—, patiesais skalarais (nevienmériga kustiba), 72; —, sektorialais (kustiba
plakné), 83; —, sektorialais (pret asi), 85; —, vektorialais, 78; —, vekto-
ridlais lepkiskais (rotacijas kustiba), 126; —, vektorialais (rotacijas kustiba),
126; —, vektoridlais (skriivveidiga kustiba), 133; —, vektorialais (trans-
lacijas kustiba), 124; —, vektorialais (cieta kermepa vispariga kustiba),
137; —, vektorialsektoridlais (pret centru), 84; —, vienas liknes slides
pa otru, 165; —, vienas virsas slides pa otru, 164.

Baze (cieta kermepa komplana kustiba), 177.

Binormale, liknes, 59.

Blivums, materidla kermena, 244; —, linedrais, virsas un tilpuma, 244.
Brivibas pakapes, sistémas geometriskas un kin€matiskas, 306.

Centroidas (cieta kermepa komplana kustiba), 173.

Centrs, centralas kustibas, 102; —, cieta kermepa kustibas redukcijas, 138; —,
harmoniskas kustibas, 110; —, materialas liknes, virsas un kermepa masas,
248; —, materialas sistémas masas jeb inercijas, 245; —, momentanais
rotacijas (cieta kermepa komplana kustiba), 173; —, momentanais paatri-
najumu (cieta kermepa komplana kustiba), 183; —, parallélu saistitu
vektoru, 41; —, vektoru sistémas redukcijas, 27.

Cikloida, pagarinata, saisinata un parasta (atgriezeniska), 195, 201.

23%
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Deformacija, materialas sistémas, 321; —, materidlas sistémas tira, 334.
Deviacija, kustibas, 95.

Diferencials, mainiga punkta, 53; —, mainiga vektora, 49.

Dilatacija, kubiska, 325; —, lepkiska, 327; —, lineara, 327; —, plaknes, 329.
Dilatacijas, galvenas, 330, 337.

Dinama, 37.

Dinamika, 2.

Diskriminants, kvadratiskas formas, 237.
Divergence, tensora, 240; —, vektora, 240.

Ekvinokcija, pavasara, 171; —, rudens, 172.

Ekvinokciju taisne, 172,

Ekvivalence, vektoru sistému, 34.

Elipse, inercijas, 263.

Elipsoids, centralais inercijas, 261; —, dilatacijas, 325; —, inercijas, 260.

Energija, cieta kermena kinétiska, vispariga kustiba, 286, un kustiba ap nekustigu
punktu vai asi, 289; —, materidla punkta un materiilas sistémas kinétiska,
284; —, materidla punkta un materialas sistémas paatrinajuma, 295.

Epicikloida, pagarinata, saisinata un parasta (atgriezeniska), 195, 197.

Faze, cirkuldras kustibas, 109.

Formulas, Biné, 104; —, Biira, 154; — a, Eulera-Savari, 187; —as, Freng, 61;
—as, otras kartas tensora un vektora reizinasanas, 234; —as, Puasona,
135; —a, Teilora, punkta funkcijai, 54; skalarai funkcijai, 51; vektorialai
funkcijai, 51.

Frekvence, harmoniskas kustibas, 110.

Funkcija, punkta, 52; —, vektoriala, 47.

Garums (moduls), vektora, 5; —, torsora, 37.
Gradients, skalara, 237.

Hipocikloida, 195.
Hodografs, kustibas, 92.

Integrils, vektora, 55.
Invariants, algebriskais, 30; —, kontrakcijas, 237; — i, kvadratiskas formas, 237.

Kape, skriives linijas vites, 130; reducéta kape, skriives linijas vites, 132.
Kermenis, ciets, 68.
Kinématika, 2, 67.

Kinétika, 2.

Kinétiskais moments, briva cieta kermepa, 277; — —, cieta kermepa ar nekustigu
punktu, 280; — —, cieta kermepa ar nekustigu asi, 280; — —, materiala
punkta, 272; — —, materialas sistémas, 273.

Koeficients, dilatacijas, 327.

Komponents pa orient&tu taisni, vektora, 6.

Komponenti, tensora, 232; —, tiras deformacijas, 336.
Kompozicija, atrumu, 149; —, kustibu, 149; —, paatrinajumu, 150.
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Konstante, frekvences, 110; —, Gausa, 108.

Kontinuums, deforméjams, 314.

Kons, herpolodijas un polodijas, 168; — i, Puansd, 168.

Koordinatas, inercijas tensora, 264; —, LagranZa, 306; —, punkta sfériskas,
82; —, slido3a vektora, 33.; —, vektora, 9; —, vektoru sistémas, 33.

Kritiens, brivs, 99.

Kustiba, absoliita, parnesanas un relativa, 68, 149; —, centrila, 172; —, cikloidala,
195, 201; —, cieta kermepa nepartraukta, 166; —, cieta kermepa ar ne-
kustigu punktu, 168; —, cieta kermepa komplana, 173; —, cietu kermenu
ar saskarigam robeZvirsam, 163; —, direkta un retrograda, 75; —, ekviva-
lenta (ar doto kustibu), 210; —, epicikloidala, 195; —, harmoniska, 109;
—, Keplera, 106; —, komponent-, 155; —, materidlas sistémas (pret tas
masas centru), 275; —, Meness héliocentriskd, 205; —, nevienmériga
liklinijas, 72; nevienmérigi mainiga liklinijas, 90; —, paléninata un paatri-
nata, 75; —, permanenta, 349, 351; —, planétas feocentriskd, 206; —
Puansd, 301; —, reciproka, 158; —, rezultétdja, 155; —, roticijas, 125;
smaga kermenpa, 97; —, skriivveidiga kustiba, 130; —, tangentiala skriiv-
veidiga (dotajai kustibai), 139; —, translacijas, 122; —, vienmériga cir-
kulara, 108; —, vienmé@riga liklinijas, 71; —, vienmeérigi mainiga liklini-
jas, 87; —, v:enmenga rotacijas, 128; —, vienmériga translacijas, 124.

Kustibas daudzums, briva cieta kermepa, 277; — —, cieta kermepa ar nekustigu
punktu vai nekustigu asi, 280; — —, materidla punkta, 272; — —, materia-
las sistémas, 273.

Kvadratiska forma, definita un indefinita, 235.

Laiks, kinématiskais, 67.

Laika diagramma, kustibas, 71.

Lauks, vektoru, 238; —, transformacijas vektora raditais, 318.

Lepkis, niitacijas, precesijas un rotacijas, 145; — i, Eulera, 144.

Liekums, liknes, 57.

Lielums, skalars, 3; —, tensorials, 3, 225 —, vektoridls, 4; — i, Eulera un Lag-
ranza mainigie, 340.

Likumi, Keplera, 106; —, smaga kermena kustibas, 98.

Liknes, LisaZu, 111.

Masa, kinématiska, 244.

Matrica, tensora, 225.

Méchanika, analitiska, 2; —, elementara, 1; —, racionala, 1.
Mezglu linija, 145.

Moduls (garums), vektora, 5.

Moments, vektora aksidlais un polarais, 32; —, vektoru sist€mas minimalais, 32.

Moments pret asi, vektora, 32; — — —, vektoru sist€mas rezultétajs, 33.

Moments, pret plakni, masas statiskais, 254; — — —, materialas sistémas iner-
cijas, 257.

Moments pret punktu, materiilas smtemasmercuas 257; — — —, vektora, 26;
— — —, vektoru sistémas rezult&tajs, 27.

Moments pret taisni, masas statiskais, 254; — — —, materiilas sistémas inerci-
jas, 257.

Normale, liknes galvena, 59.
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Opericijas, divkarSas, 242; —, elementdras (dotaja vektoru sistéma), 35.
Orientacija, divu asu savstarpgja, 7.
Ovaili, Dekarta, 183.

Padtrinajums, absoliitais, parne3anas un relativais, 149; —, cieta kermenpa kom-
plana kustiba, 183; —, komplémentarais jeb Koriolisa, 151; —, gravita-
cijas, 98; —, normalais un tangentialais, 93; —, radidlais un transversa-
lais (kustiba plakng), 94; —, skalarais (vienmeérigi mainiga liklinijas kusti-
ba), 87; —, vidéjais skalarais (nevienmérigi mainiga liklinijas kustiba),
90; —, patiesais skdlarais (nevienmérigi mainiga liklinijas kustiba), 90—;
—, skalarsektoridlais, 95; —, vektoriilsektorialais, 94; —, vektorialais,
91; —, vektoridlais (cieta kermeua'vispiﬁgi kustiba), 142; —, vektorialais
(rotacijas kustiba), 127; —, vektorialais (skriivveidiga kustiba), 134; —
vektoridlais (translacijas kustiba), 124.

Parabola, droSibas, 119.

Parametrs, tangentidlas skriivveidigas kustibas, 141; —, skriives linijas, 132;
—, torsora, 37.

Paris, vektoru, 36. :

Parvieto§ana, materidlas sistémas , 321.

Parvietojums, holonomas sistémas patiess un virtuals, 309—312; —, neholono-
mas sistémas patiess un virtuals, 312,._3]3 —, materidla punkta elementa-
rais, 70.

Pericikloida, 195.

Perihélijs, orbitas, 108.

Periods, cirkularas kustibas, 109; —, harmoniskas kustibas, 110.

Plakne, materialas sistémas diametral-, 247; —, materidlas sistémas inercijas
centrdla un galvena, 261; —, liknes normala, oskulétaja un rektificétaja,
59; —, materialas sistémas snmmetruas 247

Planéta, iek88ja un aréja, 208.

Plecs, vektoru para, 36.

Pliismas linijas, 350.

Pols, precesijas, 169.

Precesija, ekvinokciju, 171; —, régulara, 168; —, Zemes régulara, 170.

Produkts, divu vektoru skalarais, 17; —, divu vektoru vektoridlais, 20; —, triju
vektoru divkariais vektoridlais, 24; —, triju vektoru jauktais, 25; —
vektora un redla skaitla, 15; —, tensora un vektora iek3€jais skalarais,
226; —, tensora un vektora ar@jais skalarais, 228; —, divu tensoru skala-
rais produkts, 228. '

Produkts pret asi, materidlas sistémas inercijas, 258.

Projekcija uz taisnes un uz plaknes, vektora, 6.

Profili, saistiti (cieta kermepa komplana kustiba), 175.

Punkts, materials, 68; —, torsora sakuma, 37; —, vektora sakuma, 5; ruletes
inflekcijas, 200. j

Radijs, inercijas jeb Ziracijas, 257; —, liekuma, 58; — torsijas, 61.

Redukcija, vektoru sistémas, 36; —, vektoru sist€émas, lidz vienam vektoram
un vienam vektoru parim, 37; —, vektoru sistémas, lidz diviem vekto-
riem, 38; —, komplanu un parallélu vektoru sistému, 39; —, komplanu
vektoru sistémas grafiska, 42; —, parallélu vektoru sistémas grafiska, 44.
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Rezultante, vektoru sistémas, 11, 27.

Ripka linija, trajektoriju atgrieSanas punktu, 194; — —, trajektoriju infleksijas
punktu, 186.

Rotors, vektora, 238.

Rulante (cieta kermepa komplana kustiba), 177.

Rulete (cieta kermepa kompldna kustiba), 177.

Saites, kinématiskas, 303; —, reonomas un skléronomas, 304; —, holonomas un
neholonomas, 304.

SadaliSana, vektora, 15; —, transformaciju, 333;

Salikana, kustibu, 155; —, divu ortogdnalu harmonisku kustibu ar vienadiem
periodiem, 111; —, divu ortogdnalu harmonisku kustibu ar daZadiem
periodiem, 114 —117; —, tris un » harmonisku kustibu ar daZadiem
periodiem, 118. —, galigu parvietojumu, 213; —, rotaciju, 214; —,
translaciju, 213; —, translacijas un rotacijas, 220; —, transformaciju, 332.

Sistéma, holonoma un neholonoma, 303; —, komplanu vektoru, 39; —, parallélu
wvektoru, 39; —, materiala, 244; —, ekvivalenta, 34.

Skriives cilindrs, 130; —, linija, 130; —, linija, lab&ja un kreis€ja, 131.

Slide, vienas virsas pa otru, 165; —, vienas liknes pa otru, 165.

Slides, materialas sistémas tirds deformacijas, 334.

Spars, materidla punkta un materiilas sistémas, 284.

Statika, 2,

Subtrakcija, tensoru 226; —, vektoru, 14.

Summa, vektoru geometriska, 11.

Sviediens, slips, 100; —, vertikals, 99. —.

Taisne, plakanas materidlas sistémas diametral-, 248; —, ekvinokciju, 172.

Tangente, liknes, 57.

Telpa, kustiga un nekustiga, 120.

Tensors, otras kartas, 223, 229; — otrds kartas simmetriskais, 230; —, materiila
punkta inercijas, 256; —, materialas sistémas inercijas, 256; —, materidlas
sisttmas centrilais inercijas tensors, 259; —, transformacijas asimmetri-
skais, 318; —, transformacijas simmetriskais, 319; —, transformaicijas de-
formacijas, 321, 323; —, vektora gradienta, 238.

Tedréma, Dalambéra, 168; — as, Kioniga, 258, 276, 285, 295; —, Ponsele, 167,
176; —, projekciju, 13; —, Sala, 175; —, Puankaré un Lerd, 203; —,
Varipona, 27.

Torsija (vérpe), liknes, 60; —as zime, 61.

Torsors, 37.

Trajektorija, materiala punkta, 69; —, materiila elementa, 344.

Transformacija, telpas apvidus nepartraukta, 314; —, telpas apvidus bezgala
maza nepartraukta, 331; —, telpas apvidus bezgala maza longitiidinila
vai irrotaciondla, 334; —, telpas apvidus bezgala maza transversila, 338.

Triedrs, galvenais vai Freng, 59; —, kustigs un nekustigs, 120; —, materialas si-
stémas galvenais references, 291; —, pozitivi orientéts, 8; —i, cieta ker-
mena privilggétie un absoliitie, 297; —, materidlas sistémas privilegétie
un absoliitie, 300.
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Yektors, 4; —, brivs, saistits un slido8s, 5; —, nulles, 6; —, vienibas, 6; — t, 57;
—mn, 57; — b, 59; —, transformacijas, 319;

Vektori, komplani un kollinedri, 12; —, raksturigie, pret centru (cieta kermepa
kustibi), 138; —, vienadi, 5, —, direkti vienadi, 5; —, pretgji, 5; —, direkti

pretéji, 6.
Vel3anas, vienas liknes pa otru (bez slides), 166; —, vienas virsas pa otru, 165.
Versors, vektora, 6.
Vérsums, cirkulicijas poz:twa:s, 7; —, rotacijas pozitivais jeb direktais, 7; —

vektora, 5; —, vektoru para, 36; —, torsora, 37.
Vértiba, vektora algebriska, 5.
Viracija, aksoidu, 168.
Virpo3ana, virsu, 165.
Virsas, dilatacijas, 335; —, otras kartas tensora reprezentétajas, — 235.
Virves poligdns, vektoru sistémas, 42.
Virziens, torsora, 37; — i, tiras deformicijas galvenie, 337; —, vektora, 5.
Vienadojums, materiala apvidus nepartrauktibas, 341, 343, 347.





