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Prieksvardi.

Sis gramatas satura ir lekcijas, ko proi. E. Lejnieks lasija
1920.—30. gadu starplaika Mat. un dab. zinatnu fakultates
matématikas nodalas studentiem. Ir apvienoti vairaki lasitie
algebras kursi un uznemti determinantu teorijas elementi, kas
lasiti atseviSka kursa 1920. g., bet velak ar saisinajumiem
ietilpinati analitiskas geometrijas kursa. |

Atlauju savu lekciju publikacijai laipni deva proi. E. Lej-
nieks, bet gan griitas slimibas del vins manuskriptu nav ska-
tijis cauri. Mana redakcija lekcijas rupigi sakartojis un uz-
rakstijis cand. math. E. Fogelis. Esam centuSies atveidot
miuisu bij. loti cienijama skolotaja un vaditaja zinatniski meto-
disko vielas apstradajumu.

Visuma esam paturejusi lekciju formu, tade] vietam ir
dazi atkartojumi. Lai nepalielinatu gramatas apjomu, dazu
teoremu pieradijumos vajadzigie paskaidrojumi lietati kon-
spektivi. Terminologija visuma atbilst 1935. g. matématisko
zinatnu darbinieku kongresa pienemtajai terminologijai.

Izsaku pateicibu E. Fogela kgm par veikto darbu, Mate-
matisko zinatnu darbinieku biedribai, kas uzpémas materialas
saistibas gramatas izdoSanai, un Kultiiras Fondam par pie-
Skirto pabalstu darba izdoSanai.

| AL esil =:
Jelgava, 1935. g. decembri. |
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Pirma dala.
Determinantu teorijas elementi
un
linearo vienadojumu sistémas.



s

P-_ .4“-.

:. f;;;:.AL u‘l HE
Lenbs YEDEG




I. Determinanti un matricas.

§ 1. Otras un tresas kartas determinanti.

Ja ir dota divu. linedru vienadojumu sisteéma
{ 3, X - by = ¢
aaxX by ="¢, |
‘ar diviem nezinamiem x un y, tad, izlietojot t1ka1 racionalas
darbibas, t. i. saskaitiSanu, atpemSanu, reizinaSanu un daliSanu,
sistemas atrisinajumus var izteikt atkariba no sist€émas koefici-
entiem a,, a,, by, by, ¢;, ¢, sekojosa karta. Reizinasim, pirm-
kart, pirma vienadojuma abas puses ar b,, otra ar b, un péc
tam atpemsim. Otrkart, reizinasim attiecigi ar 2, 8, un ari pec
tam atpemsim; tad dabusim:
(a; by — a, by) x=1¢; by — ¢, by, (3 b‘z_“.a-z b)) y=a, ¢;—a, ¢
Gaduuma ja a; b, — a,b; = 0, var izteikt
C; by —cb 8 G — 3G
b S E IR
Redzam, ka atrisinajumi x un y ir sistémas koeficientu ra-
cionalas funkcijas, kuru skaititaji un sauceji (katrs par sevi) ir
viena un ta pati funkcija, tikai ar citiem sistemas koeficientiem.

XK=

Tadel, ja a, b, — a, b, apzimeésim ar
(Gaeb A ‘
\ al bl b, — s, b,

un nosauksim par otras kartas determinantu, tad sistémas at
risinajumi x un y uzrakstami ar divu determinantu dalijumu:

SE e by 8 €y |
_ 1 Caby | L de 1G]
’31b1" ial 1|
_la'_)b‘z a~b9|

. Piezime. Algebras vésturé pirmo reizi ideja par deter-
minantu sastopama Leibnica (Leibniz) vestule Lopi-
talam (I'Hospital) 1693. gada. Tuvaki determinantu izlie-
toSana aplukota Kramera (Cramer) darba par algebriskam
linijam (Zenéva 1750. g.). XIX. ¢ s. determinantu teoriju par
patstavigu disciplinu izstrada Jakobi (Jacoby), Ko§i
(Cauchy), Vandermonds un citi. ,



Otras kartas determinanta

la; by |
dorb,

Cetri elementi a,, a,, b,, b, sakartojas pa divam horizon-
talam rindam un divam vertikalam kolonnam, pa galveno
diagonali a, b, un blakus diagonali a, b,. Determinanta skaitliska
vertiba ir galvenas un blakus diagonales elementu reizinajumu
starpiba.

Tiesa cela var parliecinaties par sekojoSam ipaSibam:
1) Determinantaivertiba nemiaimas: ja e
das pienem par kolonnam un kolonnas pa'r
rindiam. 2)sladivas rindass. samainal Ve ai
tad determinanta zime mainas uz pret€jo,
bet absoluta vertiba palield dal pati a) sl
visus vienas rindas vai kolonnas elemen-
ths, reizinia ‘ar sskaitli k, “tadatart *dieitiesimis
nanta vertiba pareizinas ar topasu skaithik
apbyic . lagias ) ey byl e by ey - lkay byl J e Rlia g
lag by | — |by by’ |a; Dy| T |by a5’ |kay by| T "i|a by

Tadas pat ipasibas, ka redzesim velak, piemit ari augstaku
kartu determinantiem.

TresSas kartas determinantu apskatisim, atrisinot triju li-
nearu vienadojumu Ssistemu ar trim nezinamiem.

lalx + by + ¢z = d
la._,x + biy. F 0,z = d,
43X + byy + ¢z = dy

Reizinasim sistémas pirmo vienadojumu ar 1, otro ar pa-
gaidam nenoteiktu skaitli m, treSo ar n un saskaitisim.  Pie--
prasisim, lai

fbom - bsn = —by
lcem + ¢n = —¢
jeb
| —b, by ‘bzx Cs | b, “”b1| by C1’
! Tl by ¢ AR Ch =0l | Ba G
CRLibsEhy By G| [bs* by by, €5 |
C, G by Cy C;, G by cy |



Tad dabiisim
(a1 + a,m -+ a3n)x =d, + dym 4 dyn

vai
b Cr) ) | b C:
aﬂ a 22 L
( T 22)p + Srb c‘, Ll b c1 ?lb:, C,|
Definésim tresas kartas delerminantu ar formulu
[ e
1 1
G
!a‘,b c,_a1|b 2 -l—aobJC&.—,—a; ggl
Las haicy| 2

= a, by ¢+ a, by ¢; + ay bl C; — a3 by ¢, — a, by ¢y —a; by C,.

Determinanta devini elementi sakartojas pa trim rindam
un trim kolonnam. Elementi a:, b., ¢ nosaka determinanta
galveno, bet as;, b., ¢; — blakus diagonali. Cikliskimai-
et nide ke s, 0 20 3l twallvienas idiagondales ele=
mentiem, dabi produktus, kas determinan-
tas iz virZijmna. Tanent a4y " -zimiy  Mainod
cikliski indekus blakus diagonales elemen -
tiem, dabii produktus, kuri janem ar — zimi,
Zimes norada ar schému:

y

Sarrusa panemiens. Pierakstam determinanta labaja pusé
divas pirmas kolonnas wvai apak$a divas pirmas rindas. Ar
+ zimi pemam to elementu reizinajumus, kas sagrup€jas pa
galveno vai tai parallelu diagonali, bet ar — zimi tos reizina-
iumus, kas atrodas tada pat stavokli pret blakus diagonali.

o

vai

C

Tagad atgriezamies pie triju vienadojumu sistémas ar
trim nezinamiem. Rakstot ar treSas kartas determinantiem,
mes nonacam lidz formulai
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’alb cl'
\agb C; \ds by €y

no kuras nezinama x nozimi var izteikt ka divu determinantu
dalijumu. Lidzigas formulas par v un z var rakstit uz ana-
logijas pamata. Var ari doto sistemu parrakstit ta, lai y
(resp. z) atrastos pirma vieta, un tad izlietot iepriekS€jo for- °
mulu.

Ceturtas, piektas un augstaku kartu determinantus sa-
kara ar attiecigu linearu vienadojumu sistému atrisinasanu
var definét péc analoga parauga, ka treSas kartas determi-
nants definéts ar otras kartas determinantu palidzibu.

§ 2. Elementu permttacijas. Inversijas.

Ir doti n elementi, kas sanumuréti noteikta kartiba: pir-
ma jeb viszemaka elementa numurs ir 1, tam seko elements
ar numuru 2, ... un beidzot augstakais elements ar numuru n.
Dotos n elementus, saliktus kaut kada kartiba, sauc par per-
mitaciju. Ka zinams no elementaras algebras, no n daZadiem
elementiem var sastadit n! dazadas permiitacijas.

Divu elementu k un | parmainijumu vietam kada savie-
nojuma sauc par transpoziciju (kl).

Piemers: permutauua 42351 pec transpozicijam (2, 3), (2, 1)
top par 43152. |

Viegli var pieradit, ka no dotas n elementu permitacijas
ar vajadzigu skaitu transpoziciju var dabut katru utu per-
miutaciju no tiem paSiem elementiem.

Divu elementu dabiskas kartibas sagrozijumu permiitacija
abc...m sauc par inversiju. To skaits var biit paru vai ne-
paru skaitlis, un atkariba no ta permutacija pieder pie paru
vai neparu klases.

Definicija: Kronekera (Kronecker) simbols ir
By m— j -+ 1, ja inversiju skaits permutacija ir paru skaitlis,

nre T L1 — preteja gadijuma..
Piemers: savienojuma 534162 elementu dabiskas kartas

sagrozijumi ir 53, 54, 51, 52, 31, 32, 41, 42, 62; inversiiu skaits
ir 9 un Kronekera simbols [534162] = —1.
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Vienigo permiitaciju, kura elementi seko. viens otram da-
biska kartiba, sauc par galveno saviemojumu. Ta inversiju
skaits ir O un Kronekera simbols 1.

- Kramera un Bezui (Bezout) teorema. Viena trans-
plOZicilandatda permotacija inversiju’skaitu
palielina vai pamazina par neparu skaitli.
Ar A, B un C apzimésim to elementu kompleksu, ‘kas
dota permiitacija atrodas pirms, starp un aiz parvietojamiem
elementiem k un 1. Tad permiitaciju var rakstit forma
AkBIC

Apskatisim divus \gadijumus.

I. Ir iespeijams, ka kompleksa B nav neviena elementa.
Tad k un 1 ir divi blakusstavosi elementi. Permiitacijas
AkIC un AlkC ;

vienas un tas paSas inversijas sastada katrs A elements ar
katru C elementu, elements k ar katru A- vai C elementu un
art elements 1 ar A un C elementiem. Abas permiitacijas at-
Skiras tikai ar vienu inversiju kl vai lk (atkarigi no k=1 vai
>k). | |

II. Ja komplekss B sastav no m elementiem a, b, c, ..., g, h,
tad transpoziciju (kl) var atvietot ar m 4+ m - 1=2m + 1 seko-
josam blakus elementu transpozicijam : :

(kD) =ea) (kb ) asiils (kh) (k1) (Ih) (Ig) . .... (la) .
m m

Katra no tam inversiju skaitu palielina vai pamazina par 1.
Bet neparu skaita pozitivu un negativu vienu summa - ari ir
neparu skaitlis. Ar to teoréma pieradita.

Sekas. Paru un neparu klase permutaciju skaits ir vien-
lidzigs. '

Ja uzrakstisim visas n! iesp€jamas permiitacijas no n ele-
mentiem un izdarisim katra no tam vienu un to pasu transpo-
ziciju, tad dabiisim tas paSas permiitacijas, tikai cita kartiba.
Katra paru klases permitacija biis pargajusi neparu klase un
neparu klases permiitacija paru klasé. Tadel permiitaciju
skaits abas klases ir vienlidzigs, un katra klasé to ir 14n!
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§ 3. Determinanta vispariga definicija un
ipasibas.
It doti’ 0% elementi “ay I, k = 1,82 20 n)Skasizaleaes
toti n rindas un n kolonnas ta, ka elementa pirmais indeks no-
saka rindas, bet otrais indeks kolonnas numuru:

all 313 iy e 31 n
a)l ags) af_) n
dn1 4dn? dn n

Ja ir sastaditi visi iesp€jamie reizinajumi
=L iangt Skl Anghds
kas satur katrs tikai vienu elementu no katras
rindas un tikai vienu elementu no katras kolon-

nas (ta tad «, 8, . ..., virkaut kada kartiba skaitli
1, 2,...,0) un reizinajumu zimi'4+ vai — mosaka
Kronekera simbels [evf: .. ¥ tadovisustadnsios

ceklu algebrisku summu sauc par n. kartas deter-
minantu. Raksta:

ey il e vt (din
91 899 » . . @m ‘ — Y [ B o av]a, 2 oA (1).

.......... |

|

dpl dn? dnn |
Reizinajumu a;; a,, . . . ay, sauc par determinanta galveno

locekli. Mainot ta otros indekus vietam, dabu visus determi-
nanta loceklus skaita n! Puse no tiem jasumme ar -, bet puse
ar — zimi.

n. kartas determinantu isaki apzime ar ||an||, kur r,k=1,2, ..., n

Lemma. Ja savienojuma
Ay o’ al—er SRR T

divus elementus parmaina vietam, tad pirmo un
otro indeku Kronekera simbolu reizinajuims
(i o el bat Biesy Uy paalle kY praisit | wiiverist

Tiesam, ja dota savienojuma parmaina divus elementus
vietam, tad ka pirmo, ta otro indeku permutacijas « . . . vun
o' 8" . . . v notiek katra viena transpozicija. Abi Kronekera
simboli maina zimes uz pretejo, bet to reizindjums paliek
agrakais.
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Teorema. n. kartas determinanta katru lo-
ceklivarizteiki ari forma

[ vl B v Ay dggs o L 8y (2)
ke tirie] ntdieden Lori B0 SRS G fal, BE e LRt Rant kadia
il ke S k@iv]a s 1,20 50 Ui,

TieSam, ar vajadzigu skaitu transpoziciju pirmos vai otros
indekus katra locekli var sarindot kada patik kartiba. Lemma
norada, ka vispareja locekla formas (1) un (2) ir identiskas.

Sekas. Ja katra determinanta locekli otros indekus sa-
rindo dabiska kartiba, tad jamaina pirmie indeki un visparigais
loceklis uzrakstams ari forma.

3 (RN L (3)

Te secinama determinanta I. ipasiba:

Jadeterminanta apmaina rindas'ar kolon-
nam, bet patur to kartibu, tad determinanta
vertiba nemainas.

II. ipaStba. Ja determinanta apmaina sava
~starpadivasrindas (vai kolonnas), tad deter-
-minanta zime mainas uz pretejo, bet abso-
kata verirba nema‘ings.

Tiesam, Kramera un Bezu teorémas izteic, ka viena trans-
pozicija maina permiitacijas « 8. . . v klasi. Tadel, ja apmaina
divas rindas vietam, determinanta visparigais loceklis (1) savu
absoluto vertibu patur, bet zimi maina uz pretgjo.

Sekas. Ja determinantam D ir divas vienadas rindas (vai
kolonnas), tad determinants vienlidzigs nullei.

Apmainot determinanta vienadas kolonnas, dabu D= —D.
da tadi D= (0.

Lemma. Determinants ir kaut kuras rindas vai
kolonnaselementulineara homogena funkcija.

Tiesam, katrs determinanta izvirzijuma loceklis satur vienu
un tikai vienu pirmas rindas elementu. Tade] izvirzijuma locek]us
var sadalit n grupas ta, ka visiem pirmas grupas locekliem ir
kopejs faktors a,,, visiem otras grupas locekliem kopigs faktors
a,, u. t. t. Visu pirmas grupas loceklu summu var apzimét ar
a,; A,,, otras grupas loceklu summu ar a,, A, u. t. t. Tad
determinanta izvirzijums péc pirmas rindas elementiem ir

D = a;; Ay 4 39855 + - . .+ a0 A
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Lidziga karta determinantu var izvirzit pec kaut kuras ci-
tas rindas vai kolonnas elementiem, piem.:

[ = a, All S A?l + S “|" anlilknl-

III. ipasSiba. Ja visus vienas kolonnas vai rin-
das elementus reizina atr kadno - skaitli -k
tad ari determinanta vertiba pareizinas ar So
silcay gl ke '

Ta ka
al] alj al[l
ASL A A LSRG I
D:| 21 29 n :311A11 +321A21+---+ an}Aﬂl:
\anl dn2 . . -aﬂ"‘
tad

e e R R e = D

!kanl d32. .- dnn

 Sekas, 1. Ja determinanta vienas rindas (kolonnas) vi-
‘siem elementiem ir kopigs faktors k, tad So faktoru var iz-
nest prieks determinanta.

2. Ja determinanta visi vienas rindas (kolonnas) elementi
ir proporcionali kadas citas rindas (kolonnas) elementiem, tad
determinants vienlidzigs nullei. '

3. Ja determinanta visi vienas rindas (kolonnas) elementi
ir nulles, tad ari determinants vienlidzigs nullei.

IV. ipasiba. Ja visi vienas rindas (kolonnas)
elementi ir divu skaitlu summas, tad determi-
nantu var izteikt ar divu ‘citun ‘determinanti
sumimu. ‘

Tiesam, var parveidot -

!‘311 + kll 312 s = a alﬂ ‘

‘321 "'_‘ k:_)l a‘-!uz + e e a?“

s A = (a5 -+ Kkyg) Biat
| Ani —|— knl dn2 . . - dnn

- (321 = k‘“) Aul LR (At kul) Ani,
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jeb. ‘
(@7 Ayy + 355 Aoy + o o+ @1 And) + (Kyy Ayg - kag Apy A+
. all alg-.-alni kll alf_‘)l . . . anl
! 321 a.;,‘_‘...agnl- k'.21 322 o paet aile a‘.__),[]
T oo Ka Ang) = e e 0
dn1 Ap2 . .. ann\ Kot 8n2 - .+ .. @nn

Sekas. Ja vienas kolonnas (rindas) elementiem pieskaita
kadas citas kolonnas (rindas) attiecigos elementus, reizinatus
~ar kadu patvaligu skaitli k, tad determinants vertibu nemaina,
piem. '

ha]_l + kalg al? Fy S al[‘l all 312 ol = & alni
321 + ka._‘)g 322 Cie T B a‘_]n 321 322 sty a‘:),n
| = _‘_
1
' Qn1 —+ leansans el Taay dp1 dp2 . . . Apn
312 812 « = ® alni 1311 312 . . anli
32._, Ei‘_)._, « 8 e a?ll: an_) a._)_, s e ag n!.
e R
dn2 dng . . . dnn| !aul dn 2 5 s aun!
§ 4. Adjunkti. Minori.
Ja determinants
Ll S S 3111‘
a._”_ 322 - e e azn ~ ¥
ojpie | IO N W T S
apiidn it . ann;
it izvirzils peéc pirmas rindas elementiem
D p— al_l A].l + 313 Al'.! + . . _f_ aln Aln,

tad

A — ) [lE vlay Agp Agye -« dpy = dyy 211y ] Ayg gy -« Apy
un

B — e i Ay

Bet Kronekera simbols [1. 8y . . ¥] ='[B vy « ... v]; joud ka
permutacijas 13 v ...v zemakais elements nevar radit inversijas
ar tam sekojoSiem elementiem. Tadel A,, var uzrakstit ka
(n— 1). kartas determinantu
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jsb]
i)
o

2o
oo

o

A11

an2

dgg don
33 3L . d3n |

r)
dn3 . - dnn

kuru dabu, izsvitrojot dota determinanta D pirmo rindu un pirmo

kolonnu. Determinantu A,, sauc par elementa a,, adjunktu.
Kada cita pirmas rindas elementa a;x adjunktu A;yx var no-

teikt ta, ka k. kolonnu samaina ar (k — 1)., tad ar (k —2). u.t.t.

un beidzot ar pirmo kolonnu. Tad
[d1k A9 19 « + - A1k—1 A1 k41 din
1|82k doy oo . . . A2k—1 A2k41 dan
iank dn1 Ap2 .« . . Apnk—1 Apkil . dnn
un
dog1 d99 « . .« d2k—1 A2 k41 dan |
k—1 |a a o g M L b VB a3n |
s =) 31 932 dk—1 d3k+ nL
| dn1 3n2 - . . 8nk—1 dnk41 .« - - Ann
Ja determinants D butu jaizvirza péc r. rindas elementiem,
tad, 1. rindu apmainet ar (r—1).,:(r—2)., . . . un, beidzot" at
pirmo rindu, dabusim
dr 1 ar 2 .« 8r k—1 drite. Ay kL] .o drn
an a2 S o] dix a1 k41 . d1n
D = (—1)~!|8—11 a—12 .. a&—1 k-1 ar—1 k dr—1k+1 < 8r—1n
deryq Aepyior- r+1 k—1 aAr+1 k Ar41 k+1 . dr41n
| dn1 dn2 o dnk—1 dpk A kL1 . dpn
Ta ka (—1)—L (—1)¥! = (—1)*%, tad elementa a,y ad-
junkts ir determinants
L an dje .. 81 k1 d; k41 . d1n
Ay = (=1)tk ' ar—11 12 «+. Ar—1k-1 -1k}l ++. 10
Aol 200 . e A1 Ariitik-L] . Ar41n
dn1 an?2 « Ank—1 dn k+1 .« dnn
kuru dabi, svitrojot dota determinanta r. rindu un k. kolonnu un
pievienojot zimi noleicoSo faktoru (—1)tk
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Determinanta D izvirzijums pec r. rindas vai k. kolonnas

elementiem ir summa
: 1) Zark A, : (4)

kur viens no indekiem k vai r mainas no 1 lidz n, bet otrs ne-
mainas.

Sekas. 1. Ja kada determinanta D visi vienas rindas vai
kolonnas elementi, iznemot vienu elementu a,,, ir nulles, tad
determinanta veértiba vienlhidziga elementa a,, reizinajumam

ar ta adjunktu:
= drk Ark-

Piemers. Vandermonda determinants.

1 | |

X Xo I, T
V= | 28 vzt X

xlﬂ—] xgﬂ—l b, an'l'-—l

Ja ejot no apakSas uz augsu, reizina katras ieprieksg€jas
rindas elementus ar x; un atpem no nakosas, tad dabn

1 1 1 AR 1
0 x, —x; Nl e LRy —— Xy
2 2 4 S
i 0 %32 — x,%, X32 — XgX; S X XX
3 2 3 2 3__ ¢ 2
0 x,° — %5°%X, X3° — X3°X; dots XXy
0 xgﬂ——l R XQI’]—‘le Xgn_l i) X3n—2x1 el an'l—l Ee xnﬂ'—2x1 |

Ja pirma elementa adjunkta kolonnu kopigos faktorus iznes
prieks determinanta, tad var izteikt ;

1 1 : 1
V — (XQ = o X].) (Xs T X].) I (Xn‘—' Xl) X22 X32 "« s s s Xn2
x.)-"—z 'x3““.3 el S e

ar zemakas kartas Vandermonda determinantu.

Reducésanu turpinot lidz

|1 1

— Xp — Xp—
|Xﬂ—1 Xn n n—1
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un rezultatus apvienojot, dabu ‘
V= (—%) (X3 —Xy) - .- (Xn — Xp) (X3 — X9) (X — X5) o (Xn — Xn 1)
o e
]Eb Vi==#T] (Xi = Xj)
i>]
Sekas 2. Adjunktu A,x var uzrakstit ka n. kartas deter-
minantu

| aqq 211._)_ ek d er=31 (e a1 k1 L B
‘ 321 322 “ v a‘j j o | ' C[} aQ ](-'..1 (o agn
ANy A T e e NGt B P e i e A ey
e R T 0 [0 0
dry1 1 Aril 2 Arl ] el Crail Erlt 1ok T o a8yl oy
dn1 dp 2 staeih il e Cy dn k41 sy Sl
kura c;, €y, - . ., Cqy ir pilnigi patvaligi -skaitli.

Sekas. 3. Ja kada determinanta visi elementi, kas atro-
das vienpus galvenas diagonales, ir nulles, tad determmants
1r Vlenlldmgs galvenam loceklin. ' 4

So ipasibu 1)1elada determinanta kartu 1)‘1kc1pemsk1 sa-
mazmot

Teorema I. Ja vienas rindas (kolonnas) ele-
mentus reizina ar otras rindas (kolonnas) ads
gunktlem un saskalta tad rezultata rodas nulle
5

n 1

k=1 Tis=s) | S : "
- - Tiesam, pirma summa ir nulle ka determinants, kam s. un
r. rinda atrodas vieni un tie paSi elementi. Bet otra summa
ir nulle- ka determinants ar divam vienadam kolonnam. j

Teoréma [I. Ja determinants Dir vienlidzigs
nullei, tad ta katludlvu rlndu adjunktl 1r DIOs
piorcioniali it i |
]aD 0, tad :
Arl Ar2 Am
AT A
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‘Pieradijums. Reizinim determinanta

al] 312 PR alk PR aln
321 32.“). i “ e a?k ) a?ﬂ ‘
; l
An = B g1, B9 oo Br 1k oo Areqp

1 G s Gl et ey )
dr411 @412 -+ @rf1k --. A4l n

dnl an2 « - v dpk LR dnn |

k. kolonnu ar Ay un pieskaitam péc tam tai pirmo kolonnu,
reizinatu ar Ay, otro, reizinatu ar A u. t. t. un beidzamo ko-
lonnu, reizinatu ar A, Tad

1311 alf} Lol L alkAsk R S ) aln
| @97 - dag 1 e T I

Ao A Wit dr—11aidys 1ol o sl Ask wesie dr—1n
rl silege=tl ] x
A AN I sio

ar-l—]l ar+l2 ar+ll{ Ask a1'—|—1n

| dn1 Anpiin e N i ek o

3.11 312 ...311 A51+a12 ASQ+..-+311] AASH'...a]n
821 329 ...301 As]—|_322 A52+...+a2n Asn...agn

dr 11 lar—IQ o811 As1 +ar—12 Aso +---‘|“ar—ln A adr iy
1 0 : Agq W e i)
Art11 8rt12 .--8rpi1 Ast+ati2 Aso ...+ arpin Asa. . Brpan

dpn 1 dn2 e dnt _Asl _"I“an2 ,As‘Z"l‘---—f"ann -Asn---aun

Visi peédeéja determinanta k. kolonnas elementi, izgemot r.
rinda elementu Ay, ir nulles, jo summa

n‘ r_;[O,‘ja S=t 1
20 AT D, a ot
gl kae At D =0 tad

O



a, 312 S e nd ] = 0 a1 k+1 e aed 1
821 322 AL e a?k_] O a?k+l &) alla agn
AT e e P L | e SR e R L
A8 e L TN [ ¢TI A0 R
8rp11 Arpiz o . - Acpik—1 0 Brpikgr o o. Arfig
dp 1 dn? G o e 0 dn k-+1 +« o o dnn

Ja izvirza So determinantu péc k. kolonnas elementiem,
tad dabu

Arl Ask —_ AS] Al’k
jeb
Ar1 f Ark
As] 1 Ask

Te var izveléties k=2, 3,....n. Teoréma ir pieradita.

Definicija. Ja dota determinanta D izsvitro
vienu vai wvairakas rindas un tikpat daudz
kolonnas, tad paliek zemakasdkartasideters
minants, ko sauc par dota determinanta mi-
noru A. lzsvitroto rindu un kolonnu kopigie elementi ari sa-
stada determinantu, un to sauc par pirma papildu minoru 2\’

Ja viens no minoriem A vai A’ ir k., tad otrs ir (n—k).
kartas determinants.

Pienemsim, ka

311 algu. .a]_n all algo u-alk

do; dog...d doy dop ... Qa
Di— |Sakr 22 2n A = |21 %22 2k

dnt Ap2... ann dk1 ak2 . .. gk |

un
dk+1 k+1 Ak+1 k42 - « « dk+41n

st Ak42 k+1 k42 k42 -« - k420

dn k41  dnk42 . ..am
Pieradisim teoremu: Papildu minoru rezinajums
AA’ ir sastavdala no determinanta D izvirzijuma

D= [olf . oo kol oon] a,tag gl wdiadi s ek o RN

kiur katrs indeks e« 8,.,y mainasno'llidz n.
Apzimésim ar D, to determinanta D izvirzijuma dalu, kur

indeki «, 8, . .., % visos iesp€jamos veidos ir skaitli 1,2,3,...,k
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un neatkarigi no tiem indeki A, p, ..., v mainas no k -+ 1
lidz n. Tad neviens no pirmajiem indekiem nevar radit inver-
siju ar kadu no pedejiem. Tade]

[l BNt e AR S = B0 L ] [A T Y]
un summu D, var sadalit divos faktoros

D, —Z[“ o] [Age. . V] g, dog o+ Apy Apiy Aepop - 8py =

_Z[“ B...%]aqay5... Ay Z[l oVl g B il — A AL
Minoru A’ sauc ari par minora A adjunktu.

Lai noteiktu adjunktu tadam minoram A, kuju sastada rindu
Ty Ty, o- ., I Un kolonnu hy, h,, ... hg kopigie elementi, tad
japarnes rinda r; pirmas rindas vietd un kolonna h, pirmas ko-
lonnas vieta. Determinanta zimi noteic ar faktoru (—1)"™. Ja
parnes vél rindu r, otras rindas un kolonnu h, otras kolonnas
vieta, tad determinants jareizina ar (—1)"7 T = (—1)*t™
u. t. t. Beidzot, kad visas dotas rindas un kolonnas parnestas
pirmajas vietas un atlikusas rindas un kolonnas atstatas to da-
biska kartiba, tad determinanta D zimi noteic (—1)°, kur
S=(m+1rn+...+n) + (h; +hy+...-} hy)
Determinanta D izvirzijuma vienu dalu tagad sastada reizi-
najums (—1)° AA’. Tadel vispariga gadijuma par minora
A adjunktu saucta papildu minoru A’, reizinatu
i leslsur s e tielirindy wn, kolonniuraditaju
Sumima, knpuvelleéme nti sastada minoru A

Piezime. A’ papildu minors ir A un adjunkts (—1)"A. Ta
kas+s' =2.(1+24+3+...+n), tad (—1)" =(—1)". Ta-
del A’ adjunkts ir (—1)° A.

§ 5. Laplasa (Laplace) formula (1772. g.)

Piepemsim, ka n. kartas determinanta D ir dotas k rindas

ar raditajiem «, B,. .., » un elementiem
ale atx.‘z e Al w5 aom
351 aBQ . . a aBn
a')(.l a%? * v = axn

Ja no tiem sastada visus iespéjamos k. kartas minorus
A, A, ..., An, kas atSkiras viens no otra vismaz ar vienu ko-
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lonnu, tad tadu minoru ir skaita m = (E) Ari to adjunkti

(1™ A, (—D®AY, o v (1) Al - alSkifas viens ‘no otra

vismaz ar vienu kolonnu. Reizinajumu | |
(1) AL A, (=1 ASEAT S Dl (e AT EAT

visi locekli ir dazadi, un tie visi ietilpst dota determinanta D
izvirzijuma. Tadel Laplasa formula \
D= (1) A A (=) A A AR LR ol A
butu pareiza tad, ja loceklu skaits laba pusé butu vienlidzigs
ar loceklu skaitu kreisa pusé. Ta tas tieSam ari ir, jo loceklu
skaits katra minora ir k!, adjunkta (n—k)! un pavisam kopa
n n! '
k! (n—k)! = l (m—k)! = ———— k! (n—k)! = nl!
m.k (n. k) (k) k! (m—k) &7 (! (n—k) 1
Piemeérs. Ceturtas kartas determinanta izvirzijums pec
pirmo divu rindu minoriem ir

! dyp Ao dyg 394

8y1 859 853 85| |85 85| |45 az-ui_‘ d17 413 | |30 334\+
431 332 833 834 3 322‘ EE Ay; Ay | |8y 84y
Ay Ay Ayg dyy | )
i y; Ay, || 830 Agy| [Ay0 Agl]ag;, a5.|
| doq dgy || Ay Ayg dgp Aoy || Ay dyy
(d1pd1 . ds 1, @53 dyg Ay | |831 dag
dogo dgy || gy A3 dog doy | |Bg1 g9

Sekas. 1. Ja dotajam determinantam ir k rindas, no kuru
elementiem sastaditi k. kartas minori visi ir nulles, tad ari de-
terminants vienlidzigs nullei. 2. Ja no k rindu.elementiem var
sastadit tikai vienu k. kartas minoru, kas = 0, tad dotais
determinants sadalas divu citu determinantu reizinajuma.

Piemérs.
|
(813 @9...8;, 0 0....0

Aol forgluat A e 0 10 S e

A Rt B : a1 a5 dyk b11 blg Din
Bl Ak2e- B O 0....0 | 1, o Aoy B b s Do,
!C11 Cip Crie DDy e bnn 4 _
Co 1 Clgn Oy b ine 2 oo | b i 8 e i e

? Chi Ch2 ... Chk bhl bh? ‘ol b]lh'
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Ari otradi: k. un h.-kartas determinantu reizinajumu var
attelot ka (k+h). kartas determinantu,

Piezime. Nemainot determinanta vertibu, var .ta kartu
pec patikas palielinat sekojosa veida.

Ja I 0% 0\
T R i

R e

oo...lt

ir h. kartas determinants, tad

Ak g A S s TR Al Sl Sl
{ ‘891322 el re aﬂ]( LA A a._)l 3._2 SAES h a‘_}k\r
\ S ! ¢
dg1 A2 + - « Ak laklakQ--'-akk;

var attelot ar (k-—l— h). kartas determinantu.

§ 6. Determinantu reizinasana.

Divu n. kartas determinantu

311 812 o aln bll bl‘_) SN b] 1
A A 2121 322 Sikiatit agn un B — bgl bzd . b‘j]]
dn1 d4n2 . - . dpn bul bn? CCI b[l[l

reizinajumu var dazados veidos attelot ar (2n). kartas determi-
nantu, piem. ar :

e e L SR G R g |

821 322 . agn 0 .

3,11 ang B anﬂ 0 (DRl v E (D)
AB =

ml 0 o v 4 » 0 bll bl‘z . bln

(0] ——1 LA ) b‘.ll ]332 . bgn

0 (@) _1 bn]_ bn‘_)‘. . bnn

Ja te reizinam pirmo kolonnu ar b, otro ar bsi, ...,
n. kolonnu ar b,, un pieskaitam (n-+1). kolonnai, tad visi ,,b*
Sini kolonna top nulles. Lidziga karta elementu ,,.b* vieta var
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dabiit nulles ari parejas kolonnas un determinantu AB par-
veidot par

all 31._, AR a]n Cll C].‘.). . s c1[1
A% Deans ol dye e SRt A Byt
l
Aptt @ng s dan, Cal €n2 . Can
AB =
=0 [ G 0 NN 0 e A o )
QSr=ls SAi T 0 007 ek 0
0 0 s ey = | (D I & jl o T g
ar :
Crk = 4ar1 by k ‘+‘ ars bog + . 0s + drn bnk (7)

Tagad determinantu AB pec Laplasa teorémas var sadalit
divos faktoros:

e Hies Cis
AB = (—1). A, C"—’_l FQQ. S 0T
}Cnl Cn2 €
Sl 0
; e
B i By

un
s=(14+24.. 4+n)4+m0+1)+0+2)+...4+20=n1((2n+1)
Tadel (—1)° A = +1.

Dabtijam Biné€ (Binet) un Kosi (Cauchy) reizinasanas
formulu (1813., 1815. g.):

Ci1 G2 Cin
Cyq C Co

A B — 23 n :
Chni1 Ch2 ... Cyg

kur c;x aprékina, rekinot un saskaitot visus viena determinanta
r. rindas elementus ar aftiecigiem ofra determinanta k. kolonnas
elementiem. ‘ '

Ka viena, ta otra determinanta rindas ar kolonnam var
sajaukt. Tadel, kombingjot rindas ar rindam, rindas ar kolon-
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nam, kolonnas ar rindam un kolonnas ar kolonnam, var dabut
cetras dazadas determinantu reizinasanas metodes, f. i.

n n n n
Crk = .Zlari b]{l :lZlari bik :Zalr bki :Zall’ blk
1= 1=

= =il
Piemeérs: Ja n. kartas determinanta katra elementa a,y vieta
raksta ta adjunktu A,x, tad dabu determinantu D’, kuru sauc
par saistitu ar D. Starp determinantiem
ay; 8y - - - An | Air Apg - Arn

D Lt 321 a\_).;, RN 321] un D’ = AQI AQ.-)' it A?n
dpn1 ap2 . . . apn I | Anl AnQ R Ann l
pastav sakars (KoS$i formula)
DAE= O

Gadijuma, kad D = 0, tad determinanta D katru divu
rindu adjunkti ir proporcionali. Tadél ari D" = 0, un $im ga-
dijumam teoréma pareiza. Vispariga gadijuma, kad D # 0,
sastadisim D un D’ produktu, reizinot rindas ar rindam. Da-
blisim jaunu determinantu, kura visparigais loceklis ir

Crk — ar1 Akl +ar‘2 Ak? e + drn Akn:J A i i

| Djar =k
Tadel
FDlier
DD,__{O [ERaE L s0
i . .
[HoLe ;A st i)

Ja dala abas puses ar D == o, tad rodas D’==D""'. Tatad
tedréma ir pieradita.

§ 7. Matrica. Rangs.

Par matricu sauc mn elementu sistemu

dyg 439 - . . 8ln fai vare . atai)
B N S ; i R Y

21 d99 ol jep | %21 %2 n |
aml am2 ...amn [aml am2 > ..amnl

sakartotu m rindas un n kolonnas ta, ka katrs elements a,y atro-
das r. rinda un k. kolonna.
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Ja m = n, tad matrica ir kvadratiska. No tas n® elemen-
tiem var sastadit vienu matricai piederigu n. kartas determi-
nantu un galiga skaita zemaku kartu determinantus.

Ja m > n, tad matrica ir taisnstiiriga. No fas elementiem

var dazados veidos, izsvitrojot rindas un kolonnas, sastadit ma-
tricai piederigus determinantus ar kartu << n. Ja visi ma-
tricai piederigie (r -+ 1). kartas determinanti ir
vienlidzygi ‘mitllei; % bet vismaz viens 't Skaridas
determinants nav nulle, tad saka, ka dotas ma-
tricas rangs‘ir'r. : '

Ja vismaz viens no matricai piederigiem n. kartas determi-
nantiem nav nulle, tad matricas rangs ir n. Citos gadijumos
0 << r<<n. Speciala gadijuma, kad r = 0, tad visi matricas
elementi ir nulles.

Ja matrica parmaina vietam divas rindas vai kolonnas,
rindas samaina ar kolonnam, vai vienas kolonnas visus ele-
mentus reizina ar skaitli k 5= 0, vai vienas kolonnas visiem
elementiem pieskaita attiecigos otras kolonnas elementus, pa-
reizinatus ar vienu un to paSu skaitli %, tad saka, ka dabiita
matrica ir ekvivalenta ar doto.

Teorema.. Ekvivalentu matricu rangi ir
vienlidzigi. _

Teoremas pareiziba ir acim redzama tadam ekviva-
lentam matricam, kas rodas viena no otras, mainot rindu
vai kolonnu kartibu vai reizinot visus vienas kolonnas ele-
mentus ar skaitli k = o. Ja ir dota matrica

Hall digl ool g
| 321 822 SN e agn
e

am] am2 & miwm amn

ar rangu r un pieskaita tas visiem k. kolonnas elementiem attie-
cigos h. kolonnas elementus, reizinatu ar patvaligu skaitli X, tad
dabtijam jaunu matricu

i e e e S R S —[— lalh o2 iy
(M’) T 321 32._, ey e agk + lagh b Joatiory a‘?_,n |
Am1 Am2 ¢ .o Amik + ABmn . o dmn I‘

kuras rangs ir 1. No vienas puses katrs matricai (M’) piederigs
p. kartas determinants ir vai nu piederigs arl matricai (M), vai

»
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sadalams divu tadu p. kartas determinantu summa, kas pieder
matricai (M). Tadel visi (M’) determinanti, kuru karta ir augstaka
par matricas (M) rangu, ir nulles. Ta tad (M’) rangs nav a,ug'-
staks par (M) rangu (1’ <r). No otras puses matrica (M) rodas
no (M’), ja pieskaita tas k. kolonnas elementiem attiecigos h.
kolonnas elementus, reizinatus ar — 2, jo

¥ . —_— i — H i p—— (e .
(aix + Aain) Ad;p i e A i)

Tade] ari matricas (M) rangs nav augstaks par (M) rangu
(r = 1t/). Ta tad abam matricam rangi ir vieplidzigi: r = 1r/.
Uzdevumi.

1) Izteikt ar tresas kartas determinantiem summas:

a,b, —a,b, +a,b;,—ay,b,+a;b, —a;by; 14 a%+ b?4 c?;
abc — an? — bm? — cp2.

2) Pieradit formulas:

’ Isa’ be 11 a a2

ll b ‘ca :\}1 b b2|;

"¢ ab 0 S
(a b2 ¢ c?
i (bi-te)? a2 = 2abc (a + b -+ ¢)?;
b2 b2 ¢ (cda)

b2+ ¢ ab ca :
‘ab c2 -+ a2 be — 432 b2 c?;
ca bc a2-b? :

0 abc
aulEeh '
D 04l =—(@+b+tc) (aFb—0) (a—btc) (~atb+0);
¢’ a
(TR N0

— 0 b >

_;,{ 1 ((:) = (e by = o) !

~— 7z, —b,—a 0
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3) Aprekinat determinantus:

T R R 0 g A A
ihe e VAR b dNOSGR ORI g
el d bl a0 b R OER S (e = &
010 ba DR R ER e St
000b a 0, 0
A TR Bt o e 2
ST v o R T )
R R O B sl

—1 —-1—1...0
4) Sareizinot determinantus

a-+ib c+4id a, + ib, ¢, 4 1id,
—c+id a—1ib —c¢,; + id; a, —iby

dp—1 dn
0 0
0 e
—1 X
el
el
|
-
. Xn
, (i=)-1)

pieradit, ka Cetru skaitlu kvadratu summas reizinajums ar citu
Cetru skaitlu kvadratu summu ari attélojams ar Cetru skaitlu

kvadratu summu.



II. Linearo vienadojumu sist€mas.

§ 8. Kramera formulas.

[r dota n linearu vienadojumu sistéma
allxl —+“ 312X2+ « = + 311—1 xn:bl
851 X1 + @99 Xg v - « + d3n Xn = by
anlxl_'_anQ Xg"‘- . + dnn Xn:bn
ar n nezinamiem X;, X,, . .., X, dotajiem koeficientiem a,y un
brivajiem locekliem b,. Determinantu, ko sastada koeficienti pie
nezinamiem, sauc par sistémas determinantu D. Apzimgjam
elementa a,y adjunktu ar A;x un ar Dy determinantu, kas rodas,

ja sistémas determinanta k. kolonnas elementu vieta raksta bri-
vos loceklus by, t. i.:

all 319 AL aln all e a] =1 bl alk+1 ...aln
D dpq oo .- A2p e Dk 243 doy .. A2k—1 b.g d2k41 -..d2n
dpn1 4p2 . - . apn dn1 ... dnk—1 bn ank—l—l ..-dnn

jeb

Dk:bl A1k+b2 A2k+ v, 3 e +bnAﬂk°

Reizinam sistémas pirma vienadojuma abas puses ar A;y,
otra ar Ay, ... pedeja ar A x un pec tam saskaitam visus vie-
nadojumus. Rodas summa, kura koeficients pie nezinama x; ir

am Arg + 8m Ask + . ..+ 8m Apx = {?3: ;:E ill:
To ievérojot, dabui sakarus
PR =Dt {2 R T (B
Ja sistémas determinants nav nulle (D 5= 0), tad no (8) at-
risinajumus var izteikt ar Kramera formulam

A5 (el ol e

L

Sekas. Ja visi brivie locekli ir nulles, tad ari visi Dy = 0.
Sisttema ir homogena, un katra gadijuma tai deriga trivialo at-
risinajumu kopa
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Tada gadijuma formula (8) top par
JDX: Xk — 0,
un no tas varam secinat:

. Jahomogenas sistémas determinants nav -
nulle, tad' visi*sistemas atrisinajumi it nul=
les, ieb trivialie atrisinajumi ir arl-vienjgie
Ssistémas atrisinajumi.

I[I. Ja n linearu homogenu vienadojumu sis-
temai ar 0 « nezinamiem-«eksiste. atrisinaiumi,
kasvisinavnulles, tadsistemasdeterminants
ir vienlidzigs nullei.

Apgriezta karta, ja D = 0, tad_

; ds1 Arl ‘l_ da9 Ar? _}‘ .o + dg n Arn — O-
ari tad, kad s = r. - Tada gadijuma bez trivialiem atrisinajumiem
X, ='X3 =. . .—= X, = 0 sistémai. eksiste -arl vl citi* atrisinajumi,
piemeéram :
Ko == A | X =0 SN X e (9)

Ir vienalga, kuras rindas adjunktus izveélas par ,,x“ nozi-
mem, jo ja determinants ir nulle, tad ik dlvu rindu adjunkti ir
proporcionali.

Ja . skaitli' X, == .00, %y == Caiv ..., Bmi=vEy v 8asiadaliomoses
nas sistémas vienu atrisinajumu kopu, tad bezgala daudzus citus
atrisindjumus sastada tiem proporcionali skaitli Ac;, Acy, : .., ACq
ar patvaligu faktoru A. Tadg] sledziens: e
, Ja n linearu homogenu vienadojumu sistémas
determinants ir-nulle, tad atrisipajumi x, &0 Sk
ir proporcionali determinanta kaut kuras rindas
adjunktiem.

Ja ir dota n-1 vienadojumu sistéma

ORI Sl - O S I RSN R S (TR o1 s

41 X T azz Xg & «.. + @@ Xa = by

An411 X1 + antih X5 . —{- an+1n X == bl
ar n nezinamiem Xx,, ..., X,, tad, ievedot jaunu nezinamo
Xnt1 = —1,dabu n -+ 1 linearu homogénu vienadojumu sistému

R B e e A T P ol oRe SR R T (o L S ., N--1)
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ar n 4+ 1 nezinamiem, kas visi nav nulles (vismaz X1 3= 0).
Tade], lai §i un lidz ar to ari dota sistéma - buitu saderiga, ir
nepieciesami, ka visu koeficientu un brivo loceklu determinants
vienlidzigs nullei, t.1i. ‘

311 dyg ... @ Dy
321 323 CTE -aQIl b‘.ﬁ 3.ry) 0
dp411. Qn412 - - - dndln bn—{—l‘

Jautajumu par to, vai Sis nosacijums ir ari pietiekoss, iz-
skirsim velak, apskatot plasaku linearo vienadojumu teoriju,
kuru XIX. g. s. beigas ir izstradajusi Rusé (Rouche),Frobe-
nius, Kapelli (Capelli) un citi '1utor1

§ 9. Vispariga linearo vienadojumu sistema.

Ir dota m linearu vienadojumu sistéma

dy ¢ Xl + El),X + +3"n Xn — b_g
3am]_ Xl _‘I‘— am)Xg + + amn Xn — bm
ar n nezinamiem X;, Xy, . .., Xa. Ja pievieno vajadzibas gadi-

juma sist€mai veél citus vienadojumus, Kugu visi koeficienti un
brivie locekli ir nulles, tad vienmeér var iekartot ta, ka vienado-
jumu butu vairak ka nezinamo, t. i. m > n.

Speciala gaduuma ir 1espe)ams ka visi sisteémas koeflmentl
ark ir nulles. Tad ari visiem b, jabiit nullém. Sistéma Sini ga-
dijuma ir nenoteikta, jo visu nezinamo nozimes var izvEleties
patvallgl

. Ja 3o gadljumu 1zsledz Lad no 31stemas koeficientiem a,x var
sastadit matricu i

| R PP V|
(A): 21322...32111

b}
|

Q.

T A e ‘
kuras rangs r ir lielaks par nulli, bet < n. Visi matricai pie-
derigie (r -+ 1). kartas determinanti ir nulles, bet eksisté vismaz
viens r., kartas determinants A, kas nav nulle,. So A sauc par
sistémas galveno determinantu. ek : j
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Ja matrica parmaina vietam divas rindas vai kolonnas,
tad matricas rangs nemainas. Tade] dota sistema vienadoju-
mus un nezinamos var sanumuréet ta, ka galveno determi-
nantu sastada pirmo r rindu un kolonnu kopigie elementi, t. i.

311 312 . s w a]f
Arl Ar2 & o»on 8Er

Papildinot galveno determinantu ar vienu rindu (aj1, @iz, ..., ir)

un vienu kolonnu (b,, by, ..., br, b;), var sastadit ari citus
determinantus
PORETI R TR
A5 Aggr« - eidge Dy
A e e o R RN R e = S e R
ar1 Qr2 . - . Arr br '
A11- dco eoters Py by

kurus sauc par sistémas raksturigiem (charakte ristiskiem)
determinantiem.

Pieradisim teoremu: m dotie vienadojumi ir sa-
derigi viena sistéma tad un tikai tad, ja siste-
mas visi m raksturigie determinanti ir vien-
Iidz e mullei

Pieradisim teorémas pirmo dalu (I) par nepiecieSamiem
noteikumiem, t. i.

[. Ja vienadojumu sistéma

351X1+352X2+.. .—I—aann:bs, S—:-l’ 2,.-., m
ar n nezinamiem ir saderiga, tad katrs raksturigais
determinants 4; = o.

Jai<r tad At = o0 ka determinants ar divam vienadam
rindam.

Tade] turpmak piegemsim, ka i >r. Ja dota sistéma ir
saderiga, t. i. tai var atrast atrisinajumu kopu
tad tapat ir saderiga mazaka skaita to paSu vienadojumu sis-
tema. Ir, pieméram, saderiga ari sistema
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all X1+al.) XQ“"‘..."I" 311- Xr:b "-_al r-+1 Cr+1_a]{+‘7 Cr+2_...'—a] n Cﬂ
a)]_ X _|_a)) X)_|_ + a)rXr—-b “'a) 1 Cr+1 _a)r+2Cr+)_ -—“az n Cn
dr1 X, +ar? XJ+ + Arr Xp= b —dret1 Crpg _’3rr—‘—’ Cra2—-.——81n Cy
ai1 Xy —|— daio X.,—|—...+ dir X; = b'ﬂai;+1 C,-_|_1 — ki) C,-.p —...—3ain Cny

kurai ir r 4+ 1 vienadojums, bet tikai r nezinamie x;, Xx,,. . .X,.
Ka pieradits ieprieks (§ 8), tad visu koeficientu un brivo loceklu
determinantam jabtt vienlidzigam nullei, t. i.

jall % R R e bl O ST e b e U e 2 L ‘
e i R e tE e LS e R |
dry dg2 - . - dep br e AT r-1 Cr—H S e A (S
Al ans e D e el e S e Al Gy
311 312 s U a] r bl 311 a]_‘j TS al ]+] i
(A e dot g R
A 32 .. A b Al gy S iy
| |
[aa i A d 1 byt : | i1 Aig ..o« Ajrid ’
dy; A9 - .« Al aln‘
dgy dgg - - - d2y don
s Y C” o “ - - |
Ar1 dy2 ... Apr Arg :
di1 di2 . . . djir @in

Vienadibas labaja pusé pirmais determinants ir A;, bet visi
pargjie ir nulles, ka (r 4+ 1). kartas determinanti, kas pieder ma-
tricai ar rangu r. Ta tad ari sistémas raksturigais determinants
A; = 0. Teorémas pirma dala ar to ir pieradita.

Teoremas otra dala (II) izteic, ka nosacijumi ir pietiekosi
i
[I. Ja visi sistémas raksturigie determi-
nanti ir nulles, tadesistemas visi vienadojnmi
LS dieirarod.
Uzrakstam dotos m vienadojumus forma
b =a,, % + a2, %X +...+ 8% —b =0
f2:301x1+a,)x)+ .+ agy xp — by, =

I

fm—-_—- dm1 Xy + dm?2 Xy + ‘f‘ dmn Xn — bn
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Sastadam determinantu
all 312 »rdy alr fl
831 895 : - . 8 I

Ayl ar2 ... Apr fr
f

[FApttadig - n T diy iy
un izteicam to ar summu
etz LR L 311i 87 819 + -4 A1c 8y |
| El._,} 32‘.3' . -aQL’ a?l | an a‘;“_’ L an a??
Xy ‘ ‘ + X5 S O e e 3 e + .
‘ a1 drg. . . drr drl | a1 drg . .. Arr dy2
(@i diglai v Aip S| di o Soises ndi s dio
!31] al._) s N.s a]] a]n. 311 a]_-._;! sl balte 311 bl i
:a._“ a._)._, S a.‘_?] a'_,)n 321 32.2 ANCF 3‘21 bg ‘
—|—x,l! RN SN TN S I o 1 . gt IR B
; iarl dyo. . . . Apy drnp ar1 ar2 . . . dpr br \
|ai1 dj2 . . . Air Ain di1 diz2. . .. Qir bi‘

kas' ir vienlidziga — A; =

Ja minéto determinantu izvirza péc pedéjas kolonnas ele-
mentiem, tad dabu sakaru 7

fl Alr-H — f._, Ao A | S AL -1 =Ls A1-+1 AL — 0.

Ta ka A,yi.4q ir sistémas galvenais determinants A = o, tad

funkciju f; var izteikt ka f,, f,, . . ., I. linearu kombinaciju
== Lelhe, iy Sl i b iera il
arspastavigiem: koeficieatiem ¢ "Col e v s oA
= ““Ja waretnatrast tadas.x,, %,, - - -0, %y nozimes; ‘ar kiram
fo=10,.0 =00 S = 0 e tadhart v visu vatlikagos fankeijl
veértibas butu nulles, t i, visi m vienadojumi f, = 0,
=0, . v iin =0 viena sistema bufusadengi,
Nezinamo X,ii, Xi42, . . ., Xn nozimes izveélamies patvaligi.
Tad paliga sist€émas
a X + a; o, Xy -|-+ dir X; = b —7 A1 ol Xr — . -— 311 Xp
3,1X1—|—a,,X —|— —[—aa,xl_b a)r+1 Rp-plls= e —and ot Xy
,1X1+a;9X —|— —|~al,xl_b A ol X i s i R

determinants reizé ir arl dotas sistémas galvenais determinants
A #o0. Ar Kramera formulam var atrast pilnigi noteiktas nezi-
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namo Xx,, Xy, - - ., X, nozimes, kas apmierina sistemu. Ar
to viss vajadzigais ir pieradils, un var formulét papildnatu
teorému:

LLai m lineari vienadojumi ar n nezinamiem
btitu saderigi viena sistema, ir nepiecieSami
un pietiekoSi, ka sistémas visi raksturigie de-
ferminantiiirisvienlidzigi nukler cJaibez ‘tdm
matricas. (A) ‘ranes. . =in; tad'sistenmal eksiste
tikai viena vieniga atrisinajumu kopa, ko iz-
feigliar Krameta formulam:ja tangs:r=<&in, tad
dotai sistemai eksiste bezgala daudz atrisina-
fuimusie tadipirmie rnezinamie X Xs,o0h Xp A1z
teicamil viennozimiga . tatkatiba ..no ' “pede€jiem
fi=Faezin a mie It X, X oy 0 Xy, KU T NoZTm e s VAT
izveleties patvaligi.

Ja sistémas visi raksturigie determinanti ir nulles, tad var
parliecinaties, ka matricam

| ay1 8y - Arn 3y, 8, @1 by |
(A)‘:‘—- Sa1idaaliiy Aan un (B) == doy oo +dan b_) !
| Am1 Am2 - Amn 4 ‘ dm1 dm2 *** dmn bm |

rangi ir vienlidzigi. Ar1 otradi: ja matricu (A) un (B) rangi
ir vienlidzigi, tad visi raksturigie determinanti ir nulles. Ta-
~de] sistemas atrisinaSanas iespéjamibas kriteriju var formulét
ar1 $ada veida (Capelli 1892. g.):

Lai m lineari vienadojumi ar n nezinamiem
biitu saderigi viena sistéma, tad ir nepiecie-
Sami un. pietiekoSi, ka  sistémas koeficientu
matrica nemaina rangu, ja tai pievieno brivo
loceklu kolonnu.

§ 10. Speciali gadijumi un izlietojumi.

1. Ja m vienadojumu sistéma ar n nezinamiem ir sade-
riga un matricas (A) rangs ir n, tad eksiste tikai viena atrisi-
najumu kopa, ko aprcékina ar Kramera formulam no siste-
mas pirmajiem n vienadojumiem. AtlikuSie m—n vienadojumi
Ir pirmo n vienadojumu Secinajumi, un tos var ari ignoret. Spe-

3*
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ciala gadijuma, kad n + 1 linearu vienadojumu sistéma ar n
nezinamiem biitu saderiga, tad ir nepiecieSami, ka matricai (B)
piederigais (n -+ 1). kartas determinants.

al 1 Ell.i . G B al n bl

a_” a_)_) = H')” b) |
|

a:i—!—-ll an—i—l 2 . Hn+l n b11~H

butu vienlidzigs nullei (sk. ari 8. §). Ja bez tam matricas (A)
rangs ir n, tad Sis nosacijums ir ari pietiekoss.

2. Ja ir dota m homogenu vienadojumu sistéma ar n ne-
zinamiem, tad matrica (B) atSkiras no (A) ar kolonnu, kuras
visi elementi ir nulles. Tadeél abu matricu rangi ir vienlidzigi.
Ta tad homogenu vienadojumu sistema vienmer ir saderiga.
Katra gadijuma Sadai sistemai ir viena trivialo atrisinajumu
kopa x1 = x. = ... = x, = 0. Ja matricas (A) rangs ir n,
tad ta ir sistemas vieniga atrisinajumu kopa.

Citada veida wvar izteikt atrasto rezultatu ar sekojoSu
teoremu:

Lai m linearu homogenu vienadojumu SisS-
temaiar' n nezinamiem eksistetn atpisinaiumi
kas ' 'mnav: visivtreize nulles) dr ' nepieciesSanmi-ain
pietiekosSi; ka sistemas visu /koeficientu sinat-
ricas rangs butu mazaks par nezinamo skaitu n.

Speciala gadijuma, Tai n loinearu hosnogchi
vienadojumu sistémai ar n nezinamiem eksis-
tetn - atrisinainmi, kas nav. yisi relze nulles
it nepiecieSami.un 'pietiekosi, ka sistemas visu
koeficientu determinants ir vienlidzigs nullei.

3. Ir dotas m linearas homogenas funkcijas

PR el S e W N T T R L e

SR s CIEE R B S SR L D 4
Bree—=r A X —+ ame X5 ) A SRS <
at n argumentiem X;, X,, . ., X;. Ja var atrast m skait]us
A Aol 5T A ckas nav. visiireize nulles ta;, ka suimmsg
7SS e e W TR SRR L 0 1
buitu identiski (f. i. visam x;, X,, . . ., X, nozimém) vienli-

dziga nullei, tad dotas m funkcijas sauc par lineari atkarigam.
Ja tadi ,A“ nav iesp€jami, tad funkcijas ir lineari neatkarigas.
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Izteicot, ka summa A, f," 4+ A, I, + . . . -+ Anfm koeficienti
pic katra argimenta butu nulles, dabu n linearu homogeuou vie-
nadojumu sistému

Qyq A ay Ay oA A=

dyo ll + dyy l‘g 1I_ : dm 2 )‘-m = 0

din ;\1 + dap \‘-3 + Cie S il o A= D
AR IO EZIna I ek e ol S Ne L i

Lai sistemai eksistétu atrisinajumi, kas nav visi reizé nul-
les, ir nepiecieSami un pietiekoz‘si ka matricas

l 1 ULl ‘

a a. . dm2 ||

(A) = i 12 duo m?2 |
E 1[‘1 ag,, . . . alnn

rangs biitu mazaks par m. Ja n << m, tad $1 prasiba ir izpil-
dita. Tade] vairak ka n linearu homogenu n ar-
oiimiert o twnke rias irrlinedrivatkaricas.

Ja m = n, tad matricas (X) rangs ir mazaks par m' tikai
tad, ja sistemas determinants

311 ﬂl.j . - . ain

(].- a. 5 . . ag

2 22 n — 0.
dn1 dn2 . - . Apn |

Ta tad, lai @1 lTnearas homogenasn arguimentu
FunlceilasibatulTnearisatkasreds; trnepiecie=
Sami un pietiekosSi, . ka ar funkcijam wveidotas
siStenmasiaivisi Tkoeficientn . determinantsaiir
yienlidzigs nullei.

Piemers.
Funkcijas f, = x, + 2x, 4+ 3
v T 2x1 + 3x, + 4
Igi—=3x, 4)(, -+ 5

var uzskatit par lmean homogenam friju argumentu x,, x,, 1
funkcijam. Ta ka sistémas determinants

lland

leagr dil == 0
1345
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tad funkcijas ir lineari atkarigas. Ta tad A, f; + A, f, + 4, I; =0,
kad A,, A,, A, ir proporcionali sistémas determinanta kaut kuras
kolonnas elementu adjunktiem. Var izveléties:

23 3 4 122
11:’34‘:—-],)\2:‘12 :2,)\3:.‘23‘:—1-
Ta tad

—f 4+ 2f, — f; = o.
Uzdevumi.
1) Atrisinat sistétmas:

e T s S I | ]x+2y—|—32=6

ax + by +~cz =k | {4x 4 08y 4+ 6z = —2

a’x + b%y 4 c%z = k* 7x + 8y + 92 =9,

2x — 3y + o9z =4
axi - wdy— 97 =5
llBX—f— by + 4z = 23
10x 4+ 19y — 13z = 16
2) Kuram a nozimém sistémai:
[ax—}— L |
X'+ ay + z = a
|x+ Y Aag =G
eksisté atrisinajumi?
3) Atrisinat vienadojumus:
.ixloo lxabc ed TR
s e A o dREXE DRI X bl
r02x3:0;.b0x020;xbak:0'
o O'IX{ fcoox‘ s T e




Otra dala.

Vienadojumi ar visparigiem
koeficientiem.






I. Polinomi.

§ 11. Polinomu dazas visparigas ipasibas.

Par veselu racionalu funkciju jeb polinomu

sauc izteiksmi

R =ray wmNe lageet hesto et oy
kuja a,, a,,. . . ., a, doti reali vai kompleksi koeficienti,
x — reals vai komplekss argtiments, un veselais pozitivais skaitlis
nir polinoma pakape (a, #+ 0).

Tadas argunmenta x nozimes, ar kuram f (x) skaitliska ver-
tiba top nulle, sauc par polinoma f (x) nullém®) vai
vienadojuma f (x) = 0 saknem. Jaievero, ka polinoms
ir algebriska izteiksme, kura x ir bhrivi mainigs lielums. Tur-
pretim vienadojums ir formula, kura x var pienemt tikai tas
nozimes (ja tadas vispar eksiste), kas vienadojumu parvers
skaitliska tapatiba. o)

Atzimesim Sadu acim redzamu saknes ipasSibu:

Jatx tie vienadajuma T x)i= 0 sakie  tadix
trasaknc ari vienadoiumam f () E(x), =0 e
Fix) ir kads cits polinoms: vai konstanite.

Teorema. Ja ar ikkatru x nozimi polinoms
i) dridentiski svienlidzigs -nulleistad" pie-
linoma visi koeficienti ir'nulles.

Ja pirmas pakapes polinoms f (x) = a, x + a, vienlidzigs
nullei ar katru x nozimi, tad ari £(0) = 0, t. i. a, = 0 un
()= "ay i Tatatan | (1) == 10 tad"a! =0,

Pienemsim, ka te6réma ir pareiza 2,, 3. un (n — 1). pakapes
polinomiem. Ja tad ar katru x £ 0

=T RS R T S St R R, TR S
un P e T I R U e B IR L e )
tad ari (n — 1). pakapes polinoms
gn f(X)—-—-f (2){):(2“—-2“—1) 31 X1 1_'_ (2;1__211*‘2) 32 xn —-‘_’_i___._l_(gu_l)an

vienlidzigs nullei’ ar ilckatrn x £ 0., Tade] ay—a;—. . .=12,=2>0.
Ievietojot Sis nozimes polinoma f(x) un uzrakstot f (1) = 0,
dabujam ari a, = 0. Ar to teoréma pieradita.

*) Lekcijas lietots termins polinoma saknes. (Red.)
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Sekas. Ja divi n. pakapes polinomi
f(x) =apx"+a,x"'+. . .4a, un g(x)=byx"4 b, x"14. . .4 by
ir identiski (t i. vienmlidzigi visam X nozimem),
tad to koeficienti pie vienadam x pakapem ir
vilemadiy Vag ==rbiiiad==abit L hdagis Sl e :
Tiesam, funkcija
f(x)—g (x) = (a,—Dby) x*+ (a,— b)) x" 1+ . . . 4 (an— bn)
ir nulle visam x nozimém. Tade] visi koeficienti ir nulles.
Ayt~ Dge=i0;0 ag—by =050 s i can < b =1
jeb IS o e e G e B e

§ 12. Polinomu daliSana.

Ja f,(x) un i,(x) ir polinomi ar pakapém n,, n, un n, > n,,
tad, pirmo polinomu dalot ar otro, dabi divus jaunus polinomus:
dalijuma q(x) ar pakapi n, — n, un atlikuma f;(x) ar zemaku
pakapi ka f,(x). Ir identisks sakars

(%) = LX) - q(x) + f5(x).

Var gadities, ka visi f;(x) koeficienti ir nulles. Tad f, (x) =
= f,(x) . q(x) un saka, ka polinoms f,(x) dalas ar f,(x),
ko simboliski pieraksta sadi: f{x) | f,(x).

Teoréma par atlikumu. Ja f(x) dala ar x — a, tad
atlikums ir f(a).

Dalot f(x) ar x —a, atlikuma var rasties skaitlis R. Tad

identitate

i(x) = (x—a).q(x) + R
liekot x vieta a, dabit f(a) = R. Ta tad

f(x) = (x —a) qx) + f(a)

vai [ ] )
Speciala gadijuma, kad a = x, ir poliﬁoma f(x) nulle, tad
i(a) = 0 un
H(®) | —=rxi)

Ari otradi: ja f (x)| (x—a) jeb f (x) = (x—a) q (x), tad
a ir polinoma f (x) nulle, jo f(a) = 0.

Praktika f(x) dala ar x — a péc sintétiskas jeb Hornera
metodes (1819. g.).

Pienemsim, ka
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B(X==a x - an Xl Bls @ X% L A gy =
= (x —a)(byx*1 -t by x"2 4 .. .+ by—1) 4 b,
un salidzinasim koeficientus pie vienadam x pakapém:
Asi—tboid i =ahii——ias Casi= by ==ahy, o 4y 8n == by —-abj_1.
Ta tad
by — a5, b= by at-=1a, i bt — byd - ay, oy Da =Dpoy & - ay.
Hornera koeficientu schéma ir Sada:
|ao d, ity AT dn—1 TR AS A aﬂ,,,, i (o Sl ]
a ‘bozao: b;=aby+a,, . .., Dan1=aby 9+ an 1, Dy=abn 1424
Piemeérs. Dalit f(x) = x> + x* — 2x 46 ar x + 2.
Al 1 0 0 —2 6
—2/ 1, -1, -2, —4 6 —6
Sastadam nepilnigo kvocientu un daliSanas atlikumu:
q(x) =x* — x®* +2x* —4x + 6; R = {(—2) = —6.

§ 13. Polinomu augstakais kopigais dalitﬁjs.

Ja f, (x) dalisana ar f,(x) visi atlikuma f,(x) koeficienti nav
nulles (atlikums vismaz ir 1. pakapes polinoms), tad dalisSanas pro-
cesu varam turpinat, dalot f,(x) ar I,(x) u.t.t. Dabusim identitates:

L) = L(x) q,(x) + §(x)
L(x) = f3(x). q(x) + £,(x)

fho(X) = a1 (%) Quo(x) + (%)
fha(x) =h(x) gua(x) +R
Atlikumu polinomu i,(x), f,(x), . . . pakapes kliust arvien
mazakas. Tade] daliSana izbeigsies ar atlikumu R, kas vairs ne-
satur x. Ir iespéjami divi gadijumi: [) R =0, II) R 5 0.
[GsJaieR =10, “tadiuzrakstita tab_ulﬁ, ejot no apakSas uz
augsiceredzamy ka1 008 st betdzot' 1 il un ofp | I Ta
tad f,(x) ir polinoms, kas dala abus dotos polinomus f,(x) un
f,(x). Ja biitu vél kads cits polinoms (x) ar tadu ipaSibu, ka
f,(x) | o(x) un f,(x) @(x), tad, ejot uzrakstita tabula no augsas
uz leju, pakapeniski secinatu: f; | o, f,|®, . . . beidzot ari
fn | ©. Tade] f,(x) sauc par abu doto polinomu f,(x) un f,(x)
augstako kopigo dalitaju, ko apzimé ar
Lo (A== i) =" [} (x).
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Divua polinomu augstakais kopigais dalitajs tomeér ir noteikts
tikai lidz pastavigam reizinatajam, jo reizé ar f,(x) arl ¢ ()
dala abus dotos polinomus (c ir konstante, kas == 0). So ap-
stakli izlieto f,(x) koeficientu vienkar$oSanai. Apskatito metodi
augstaka kopiga dalitaja noteikSanai sauc par Euklida
algoritmu.

II. Ja skaitlis R #* 0, tad abiem polinomiem nav kopiga
dalitaja, vai saka ari, ka to augstakais kopigais dalitajs ir 1.

Mekl&jot divu polinomu augstako kopigo dalitaju, var pec
patikas vienu vai abus polinomus reizinat vai dalit ar Kkatru
slkaitliic =0

Piemers. Ja
f, = x7 — 2x% — x* 4 x% 4 2x2 — 1
un f, = 7x5 — 10x* — 4x? + 3x* + 4x,
tad (i, f,) vieta ir izdevigaki meklet (7f,, f,).
71 =7x"—14x5—7x*+7x34 14x2—7 ’ 7x5—10x*—4x343x>+4x=f,

= —4x>—3x*4+-4x*4+10x*—7 x
Tapat turpinam:
41,—28x6 —40x4—16x3 4 12x2 + 16x '_——4x5 = 3xt AR 0x T =l
—21x0—12x44-54x 4 12x2 — 33x_ \ — et

_ —28&0T16x4—|—72x3j: ;ij:‘,flfl,’i
5x4 - 41x3 — 54x2 — 44x + 49 =1,

Piezime. Reizinam atlikumu # ar %

Turpinam dalisanu:
—biy = QOX"—|—15‘{4 —20x3 —50x2 +35 | ox4+44x3—54x~—44x+49 =7

— 161X 196x31-126x2— 196435 ** 4x: —283
—115x4+140x3+-90x2 —140x--25 ‘

1152x3—1152x%—1152x4-1152 % *+#
B =68 o 4dx® — Bdx*"ddx - 49 [ix" x2 Cix L Ll
5 49x° 49 —40x 49 5x 449
R=10
Tatatl (f;, B)isiis 1% = k2 T Sl

Piezime. Reizinam atlikumu ## ar ? un daliSanu turpi-

nam; atlikums ### ir izdalits ar 1152.
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Teorema. lkviena divu polinomu kopiga nulle’
ir reize nulle ari'abu polinomu augstakajam
kopigam dalitajam un otradi: augstaka kopiga
dalitaja katra nulle ir ari abu doto polinomu
nulle. .

Tiesam, ja polinomiem f,(x) un f,(x) ir kopiga nulle x,,
tad f, (x) | (x — x;) un f,(x) | (x — x,). Tadel ari D(x) | (x — x,).

Otradi: ja x, ir D(x) nulle, tad D(x) | (x —x;). Ta ka
f,(x)| D (x) un f,(x) D (x), tad secinam f, (x)/(x—x,) un Iy(x)/(x—x,),
t. i, x, ir polinomu f, (x) un f,(x) kopiga nulle.

§ 14. Teilora (Taylor) rinda (17135. g.)

Funkcijam daudzu ipaSibu noskaidroSanu atvieglo Teilora
rinda, ko pieradisim un izlietosim tikai polinomiem. Liekam
polinoma

B(x)ee=tas- == gexd=l qusl L bg e e
x vieta x + h, un sakartojam polinomu péec h augoSam paka-
pem, lietojot binoma formulu. Rodas
f(x -+ h) == ag (x+h)" + a, (x £ . .+ 2y 1 (x-Hh) + a,
——a(,[x” + nx"™ 1h+n(n 2) n—2h? . .4 h“|+

+a[xt1 1+(H I)X“ 7h_!_(n 1) (1'1 "'_) n3h‘2+”l_|_hn—l-|_|_

‘l’"-+ dp1 (X+h) + dp — (aoxn ‘{_ alxn . “,_ RO _f“ 311) +

- -w];--[na0 x4 (n—1)a, x2 4. . . +a,q] +

g 1h)2 [n(n—1)a,x"2+4(n—1) (n—2)a, x" 34...+ 22, o] +

hn
—!‘—...—"-"{]TU(I]—l) R s 2.1.30
jeb .
hL’ 2 hu
f(x+h)~f(x)+—f’(x)+2,f R b 1) (9)
Teil da (9) koeficient b el { Ol

eilora rinda (9) koeficientus ple1 o 3] gy SAUC

par pirmo, otro, treSo, . . ., n. atvasinato funkciju un apzimé

ar f(x), I (x), "' (x) . . ., ™ (x)
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Ka redzams,
ff (x) = na, xS U (m— 1) a, xR 4. il gy
f”(x) =n(n—1)a,x" 24 (n—1) (n—2) a; x" 3 4. . .+ 2.l.a, o=
— @], u t ot
Noskaidrosim atvasinaSanas likumus divu funkciju f(x) un
g (x) summai (I) un reizinajumam (II).

[ Ulac B (el — R i (x) tad
F (x-+h) = f(x) + hi’ (x) + ~f”(x) +...4+¢g & + hg'(x) +

)

a

+ B ) =100 )R W g, [+
4 gty
Ta tad [((x) + g = () + g ),

[0 + g@]'=1"(x) +g" () . tt.
Pieskaitot Teilora formulas abam pusém pastavigu
lielumu ¢, dabu
f(x+h) 4+ ¢ =f(x) +c 4+ hi'(x) 4 }2]; i -3 R R
[{(x) + c] =T (.
Ta tad konstantes c atvasinajums ¢’ = 0.
. " dae By =1 (x) g (%) tad
F(x+h):f(x+h).g(x+h): |
[f(x) -+ hf’ (x) —}—m f"(x) +. . ] [g(x) + hg’(x) + g;g” (x) +]
jeb F(x+h) =1(x).g(x) + h [{'(x) g(x) + {(x) g'(x)] +

Ta tad  [I(x) . g(x)] =T1'(x) g(x) + {(x) g'(x).

Trim un vairak reizinatajiem f, f,, f;, . . ., der formulas:
fhb)y=[h L)) =1L + L0 0) =1 L i+§ U | +1
VE VR e SRR 1 1l P e = U SRR B S e e

Specnala gadijumay kad. b= == ol —rf & iiad

('fn)f e nfﬂg ’

Liekot Teilora rinda x == a un péc tam dabiita izteiksmé

h—x—a, dabiijam Meklorena (Maclaurin) rindu funkcijai f(x):

f(x) = f(a) + (x—a) F'(a) - (x— )f”(a)_l_ + (x—a)" 7(a) (10)
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Polinoma f(x) izvirziSanai Meklorena rinda ir jazina tikai
ffl (a)
a2l b
nera metodi. Dalot {(x) ar x — a, dabu atlikumu f(a) un

dalijjumu

koeficienti f(a), I'(a) , kuyus praktika atrod ar Hor-

B =) R et
Dalot talak f,(x) ar x — a, dabujam atlikumu {’(a) un dalfjumu
h(x) = f'(a) + (x—a) f"'(a) BN "n('a).

- Turpinot dallsanu sada karta dabusim atlikumus ”2(?), f”:;@ bt

Piemeérs. Polinomu f(x) = 3x* — 5x3 4 x — 4 izvirzit (x+ 2)
pakapju rinda. No papildinatas Hornera schémas

s N Yy o o
T S TR R R e v
L N B RS
e R T S 1 )
Ligilhig. 99
”3
atrodam i %
)= ey s (2“,2) =gyt (3“,'2) Lo
flv(—9
5“ )t
Ta tad

£(x) =82 — 155 (x+2) + 102 (x+2)* — 29 (x + 2)° + 3 (x+2)%

§ 15. Algebras pamatteoréma.

Tagad saksim pieradit algebras pamatteorému par algebriska

vienadojuma f(z) = 0 saknes eksistenci. Te polinomam

f(Z) = q, 7 —,— a, gl —!— I + dp
it kompleksais argiiments z—=x -+ iy ar i = |/—1 un realiem
Za s v, |

Izvelesimies KoSi (Cauchy) pieradijumu, kam vajadzigas
4 paligteoremas (lemmas). '

I. lemma. Ja polinoma brivais loceklis a, = 0, tad
var atrast tadas argiimenta nozimes z50, ar kuram
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polinoma i(z) absoluta vértiba (modulis) ir mazaka
par katru ieprieks dotu pozitivu skaitli e.

Piepemsim, ka koeficientu a,, a,, . . ., a,_; absoluto ver-
tibu lielaka nozime ir M. Tad
i(2) = 22"+ 2, 21+ . a1 Z< |8 27+ [a, 27 . . Han 12
jeb
H(z)\;{..\j‘ao‘ izn 2,z 1. L L+ anea |zl KMzt - Mz |
z| — |zt

Pl UM e M

\
Ja izvelas z < 1, tad [i(z) <M-_ZZ'.

|
Vel japieprasa, lai biitu MT _ |< e, un ta tad |z| <C M—{—z-:

Visi z ar lemma minéto ipasibu komplekso skaitlu plaksne at-
rodas rinki, kas vilkts ap O punkt adiju - =
0 inki, p 0 punktu ar r ]M—{—e

II. lemma. Eksistée tadas argiimenta z nozi-
mes, ar ‘kuram polinoma  absolnta wvertiba 95
Fielakat par katry deprieks s d ol pozitavi
skait]i-sE.:

Parveido polinomu

=ne it L4352 ()

e z

= werall)

¢ i_l 82(1)2' ,an(l)i"
s aoz—;_a0 z +"'+éo 7

jeb

kur

ir polinoms bez briva locekla. Tadél pietiekosi mazam ’ l nozi-

mém, resp. pietiekosi lielam nozimém z| > A, ir |<.o( ) o el
Ta tad

1 — ‘w(%)' ir pozitivs skaitlis, un

@ =ol e 1 + o () laoln1— (5 )]) > ] 122 o).
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Vel japieprasa, lai |a,| |z|Il (1—¢)>E; tad

M>Vm(Fﬂ £

No divam prasibam |z| > A un |z| > B Saurako var atmest. Tad
paliek |zl > R, kur R ir A vai B. Noteikums |z > R nozimeg,
ka visi z ar lemma mineto ipaSibu atrodas arpus rigpka, kas
vilkts komplekso skaitlu plaksné ap O punktu ar pietiekosi lielu
radiju R.

lll. Dalambéra (D’Alembert) lemma (1746. g.) Ja f(a) # 0,
tadiviarvatirast tadu arguamenta - nozimi 'z = a, ar
Kugu |i@) < |f (@)

Teilora formulai

PlaAlh) = f(a) & hif(a) s . _h--’-‘-—— i1 (a) L

—1)!
k
s hk‘ jofiay el Hf(n) (a)

abas puses varam dalit ar f(a), jo i(a) #= 0. Par f’(a) nekas nav

Zinams: plenemam o ia) = t/(a) =", /. = H=D{(3) —0," bet
iy == 0, kur k. =>"1.
Tad
f(a4h iearlei(a hn  fm(a)
e
— 1 4+ bgh¥ 4 by bt 4. . . 4 by h",
Te by, bgy1, . . ., by ir zinami kompleksi koeficienti, bet

 h pagaidam nenoteikts. Izteicam by un h trigdbnometriska forma:
bx =r (cosa 4 isina) un h =p (cosy 4 isin Q)
ar moduliem r un g un amplitidam « un @. Tad ar Muavra
. (Moivre) formulu izteic
h¥ = gk (coskw -+ isinko)
un bx h¥ = rp¥[cos (¢ + k@) + isin (¢ + ko).

Tagad izvelesimies @ ta, lai « - ko == (t. I — n;m).
Tad by hx = — rp* un

fﬁ;f)zu_qﬁ+mﬁwﬂ+.- + b W7 <1 —1g¥| -
+ [0 b h 4 brpp b® 4 . . 4 by he¥|
f(??_)h) =Sl rp e Dt L = Dy hO R
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Lidz Sim |h = p bija nenoteikts, Tagad pieprasam, lai
Tpk<l un ’bk+1h + . . .+ bnh"_k|<1'
(sk. I. lemmu.) No Siem abiem |h| ierobeZojumiem paturam to,
kas ietver ari otru. Tad A

PR < 1— gt rg =1, jeb [ia+ )| < [f(a).
Apzim€jot a + h = a,, atrodam |i(a,) < |f(a)|, kas bija japierada.

IV. lemma. Reala nepartraukta funkcija ar
diviem mainigiem nosléeégta apgabala pienem
vismaz  vieandreizi savinivismazako L vertihi
Sini apgabala.

Skaitlu plaksne (x, yv) dots noslégts apgabals (A), un taja
defineta reala nepartraukta funkcija v = F (x, v), kas (x, vy, v)
koordinatu sistema geometriski izteic nepartrauktu virsu. Kat-
ram punktam (x, y) apgabala (A) atbilst reala un galiga v no-
zime. Ir uzskatami skaidrs, ka apgabala (A) vienam
punktam (x., y:) uz virsas atbilst punkts ar vismazako v no-
Z1mi Vvi.

Piezime. Sis lemmas stingru pieradijumu ir devis Veier-
Strass (Weierstrass). :

Algebras pamatteorema. Katram algebriskam
vienadoiumam ir vismaz wiena  reala” val
kompleksa sakne.

Dots polinoms f(z) ar realiem vai kompleksiem koeficien-
tiem. Japierada tadas argumenta vértibas z = z, eksistence,
kurai |f(z;)] = 0 (tad ari f(z,) =.0). .

Liekam z = x + iy funkcija f(z) un nodalam realo un ima-
ginaro dalu:

f(z) = o(x, y) + i0(x y),
kur © un ¢ ir realas divu mainigo funkcijas. Tad modulis
@)= + Ve NF + [o& M = F(x, y)

visam galigam x, y nozimém ir nepartraukta funkcija, kas pie-
nem tikai realas un pozitivas nozimes. Péc II. lemmas visiem
punktiem z, kas atrodas arpus ripka ar radiju R un centru O-
punkta, ir |f(z)| > E. Tadé] sakne (ja tada eksiste) un ari visi
punkti z ar |f(z)| << E meklejami si ripka iekSpuse, Péc IV.
lemmas Sini rigki atrodas punkts z,, kura |[f(z)| piepem savu
vismazako nozimi. Pe€dgjai jabut nullei, jo pretéja gadijuma péc
Dalambeéra lemmas varetu atrast' tadu punktu z,, ka
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1f(zo)| << |f(z,)| << E. Ta tad ari z, atrastos ripka (R) iekSpuse.
Te ir pretruna |f(z,)| minimalas vértibas definicijai. Atliek pie-
nemt, ka [f(z,)] = 0, un tedréma pieradita.

Piezime. 18. gadu simteni Dalambé&ra lemmu uzskatija
par lidzvertigu algebras pamattedorémai, jo péc tas var atrast tadas
ZnoZImes g bz, e 7 oo c e katH(z))) = 1z0)| L =l (z0) >0,
sastada pozitivu dilstoSu skaitlu virkni. Varétu domat, ka tadél
eksisté tads z,, kam [f(z,)| = 0. Sis slédziens ir parsteidzigs,
jo ne katra pozitiva dilstoSu skaitlu rinda tuvojas robezai O,

S e
ey L s

Pirmo stingro pieradijumu deva Gauss (1799. g¢.). Miisu
dienas ir jau vairak ka 100 dazadu algebras pamattedorémas
pieradijumu.

Sekas. [. Algebriskam n. pakapes vienado-
e i rtiesin sakines;

Ja n. pakapes vienadojumam f(z) =0 viena sakne ir z,
tad i(z) | (z —z,) un i(z) = (z — z,) 1; (2), kur f,(z) 'ir (n —1).
pakapes polinoms. Vienadojumam f,(z) = 0 ari ir vismaz viena
~ sakne z,. Tade] f,(z) = (z — z,) f,(z), kur f,(z) ir (n — 2). pa-
- kapes polinoms. Ja procesu atkarto n reiz lidz f,_; (z) = (z—2z,) fa,
tad I, ir pastavigs skaitlis un
i(2) = fu(z—2,) (z—2,) . . . (2—2,) =a,z%a,z% ' +...+4 a.
Salidzinot abas pusés koeficientus pie z", dabijam f, = a,.
Tadel

piem. rinda

f(z) = a,(z—2) (z—12) - . . (2— ), .
t.i. — katru n. pakdapes polinomu var sadalit n
linearos reizinatajos. No pedejas formulas seko:
Hizah ==Siillzayre=t it nti— {7, ) =" 0

Tas tadv 'z, "z, - - .z, tiesam it vienadojuma §(z) == 0 saknes.
To skaits ir tieSi n, jo piegemot, ka eksiste vel kada sakne
Z'— 2, .dabum ‘

H(zo) = 89(20—21) (20— 25) - - - (2p0—2a) = 0.
Bet reizinajums var biit nulle tikai tad, ja viens no reizinatajiem
ir nulle. Ta tad kads faktors, piem. z, —zx = 0. Tas dod,
ka z, =z, t. i. piepemta sakne z, neatSkifas no dotajam.

II. Ja f(z) ir n. pakapes polinoms un C pat-
Vel o eSS tad o vart atrast ndazadas vad
vienadas 'z noezimes, kuram f(z)=:C.

4%
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§ 16. Lagranza (Lagrange) interpolacijas formula.

Lietosim értibas dél ka agrak polinoma i(x) kompleksam
argumentam apzimé€jumu X,
Teoréema. n. pakapes polinoms f(x) ir pilnigi
noteikts ar n + 1 nozimém.
Ja argiimenta nozimei x = x; funkcijas f(x) nozime ir
)= iy kur V=02 s S n - BRI SR et
F(R) == iy XM=k a3l e

tad var sastadit n + 1 linearu vienadojumu sistému

T Rl B LG L L
dXg" A X" S Ay = Vs
n n—1 ‘I‘ ety
a xn—l—l + a; Xn—|—l Cya E + dp = Yn+1 ,
ar n -+ 1 nezinamiem a,, a,,. . .a,. No S§is sist€tmas visu

nezinamo vértibas var aprékinat.

Isaka cela f(x) atrod ar interpolacijas formulam.

Meklésim vispirms polinomu Fyx (x), (k<n + 1) ar tadu
ipasibu, ka

Fio(xi) =0 rjaiiatil Sun P i—=iyi i aaii=l
(U S R e S i [y

Tad visi x;, iznpemot xy, ir vienadojuma Fy (x) = 0 saknes.
Tadel var izteikt
Fi (x) = C (x—%;) (X —X) . oo (X-—Xx—1) (X—Xif1) e+« (X = Xn)(X—Zpnp1)
Konstante C jaizvelas ta, lai biitu F(xx) = yx. To pieprasot, dabii

= Sk
(Xk—Xq) (Rk—Xp) o+ - (Xx—Xk—1) (Xk—Kict1) « - « (Xk—ZXn1)

umn
Fk(X):

Vi (X—%;) (X—Xp) - « -(X—Xp—1) (X—Kpe1) + - « (X—Xn 1) (11)
(X% ) (Xk—X5). . (XX 1) (Xk—Xie 1) . - (Xe—Xn41)

Tagad var kounstruét polinomu f(x), kas ar n 4+ 1 dotajam

argimenta nozimém X, X,, ---, Xn1 pienem nozimes i(x,) = y,,

f(x) = aset o) e b (Buga) =kl wPletiek izvelelies

, i

ix) =F,(x) +F®) +. - . + Fapa(®) ZRZIF“ (%),

kur visus polinomus Fy(x) nosaka formula (11). Uzstadito sa-
karu sauc par LagranZa interpoldcijas formulu.
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Ne mazak vienkarSu problémas atrisma]umu ir devis Nutons
(Newton) ar formulu
Ix) = Ay + ALx—X) + A (X —X) (X —Xy) +
oA (X_Xl) (X =%) . . .(X— X),
kur koeficientus A,, A,, A,, ..., A, atrod, liekotx = x;, Xo, -+, Xny1.
Tad .
f(x) = Ag, 1(x)) = A, + A (x, Xp), 1(X) = Ag + A (X3—%,) +
+ Ay(x;—x%) (X3 — x,) u. t. L.
Redzam, ka A, atkarigs tikai no x,, A; no x; un x,, un visparigi Ay
atkarigs tikai no pirmajam k 4 1 argumenta un funkcijas nozimem.
Ja eksistetu divas n. pakapes funkcijas f(x) un ©(x), kas
ar n + 1 dazadam argiimenta nozimém X,, X,, . . ., Xpq1 pie-
nem vienadas nozimes, t. i. ja
f(Xi):CP(Xi), B 1, 2, 3,. ke ) I]+‘1,
tad vienadojumam F(x) = f(x) — ©(x) = 0 butu n 4 1 saknes:
X1, Xg ..., Xnt1, Det pakape < n. Tas iespéjams tikai tad, ja visi
F(x) koeficienti ir nulles. Ta tad polinomi f(x) un o(x) ir identiski.
Ar 30 piezimi ir saprotams, ka dazadas interpolacijas for-
mulas izteic vienu un to pasu n. pakapes polinomu f(x).

§ 17. Vairakkartejas saknes.

Ir iespgjams, ka vienadojumam

Iy —ragxisa i . I JeRan =0
ir vairakas vienadas saknes.
bty P R = o =R ) = (et | (X)),

kur f (x) nedalas bez atlikuma ar x —a, tad saka, ka a ir
dota viemadojuma k-kartéja sakne, resp. poli-
momar Hi(x)s de-karbeja nulle. . Saka 'arl; = sakne, ‘resp.
nulle ir ar kartu k.

Ja [(x) = (x —a)« {;(x), tad pirmais atvasinajums ir

f'(x) = k(z—a)* 1§ (x) + (x—a) ¥, (x) = (x—a)*! §,(x).
Te i,(x) = ki, (x) 4+ (x —a) {';(x) nedalas ar x—a, jo pé&c no-
runas f; (x) ar to nedalas. Lidziga karta var diskutét augstakos
atvasinatos polinomus {” (x), "/ (x), . . ., {®(x) un p1erad1t teoremu L.

Ja a ir vienadojuma f(x)_.O sakne ar kartu k,
tad a ir ari vienadojumu
TG = () R (g = DS 8 S es) (Y i)
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sakne ar kartu attiecigi/ k—1, k—2, ...,1, bet
nav par sakni vienadojumam
i® (x) =0,
ki r £ (x), #2(x), 0 o0 10X i idota polinomal fi(x) e
vasindajumi lidz kartai k.
Otradi:< Ja i) =1 (a)ys==8 s sl (a) " —0 BS biel

f¥(a) £ 0, tad a.ir.-vienadojuma f(x) = 0 .sakne ar
kartu k.
TieSam, no Meklorena formulas seko:
f(X) = (x—a)"g(x),
kur polinoms g(x) nedalas ar x —a.

Teorema II. Lai vienadojumam f(x) = 0 bitu
vairakkarteja sakmne, ir nepieciesany -uin  pies
tiekoSi,kapolinomiemi(x) unf (x) biitu kopigs
dalitajs.

Ja vienadojumam f(x) = 0 ir k-kart€ja sakne a, tad
f(x) (x —a)< un ¥'(x) | (x —a)~!. Abiem polinomiem f(x) un
I'(x) ir kopigs dalitajs (x — a)*—L.

Otradi: Ja f(x) uo ari {'(x) dalas ar x — a, tad a ir vismaz
divkartéja sakne vienadojumam f(x) = O.

Izlietojot abas teoremas, konstruésim metodi vienadojuma
vairakkartejo saknu izslegSanai. Ja izdara So saknu elimina-
ciju, tad visas turpmakas algebras problemas var attiecinat uz
vienadojumiem, kas satur tikai vienkarSas saknes.

Apziméjam dota polinoma f(x)=a,(x—X;)(X—X,). . .(X—Xn)
visu vienkarSo faktoru reizinajumu ar X,, divkartejo ar X,, u.t.t.,
visu k-kartéjo dazado faktoru reizinajumu ar Xy. Tad ar racio-
nalam darbibam var sastadit funkciju tabulu:

Bla) o= R0 00 e e R =% X Sy S

bR i e R T R, D = XX

[ == D I X i X D = X e el
b= (D)= ) Xoe

Sai tabula Y, Z, U,... ir paliga funkcijas, un D ir aug-
staka kopiga dalitaja simbols.
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Ar dalijumiem

éllex.g. L Xe=Qy, I[—))i=X2X3. K= Q,,
%j = XX, .. X=Qui:h- - gij = X1 Xk = Qr_1, D1 = Xk = Q
sastada jaunus dalijumus:
%::Xl, 8‘;:)(2,. S 8&‘1 — X1, Qu= X«.
Tad vienadojumu
K=l X =)l X (= )

saknes ir attiecigi dota vienadojuma f(x) = 0 vienkarsas, div-
kartéjas, . . ., k-kart€jas saknes.
Uzdevumi.
1) Pieradit, ka polinoms (x 4+ a + b)*+! — x?n+l — g2+l
— b2 +! dalas ar (x4 a) (x +b)(a—+ b).
2) Noteikt koeficientus m, n ta, lai x* 4+ 3x*-++ mx + n da-
litos ar x2 — 2mx 4 2.
3) Dalit i(x) =x*—x3—5x*+3x+2 ar x—1 un ap-
rekinat f(—2). :
4) Vienadojuma ax®- (b — ac) x*— bcx®— bx®— (a—bc) x+
+ ac = 0 divas saknes ir ¢ un 1. Atrast pargjas saknes.
5) f(x) = x5 — x34 1 izvirzit (x 4 i) pakapju rinda.
6) Noteikt, cikkart€ja sakne ir x =i vienadojumam
X6+ x5 4 3x4 4+ 2x3 +-3x2+x+1 = 0.
7) Noteikt vairakkartejas saknes v-miem:
f,(x) = x*—6x3413x>— 12x+4 = 0,
fo(x) = x7—2x5 —xt 4+ x84+ 2x2—1 = 0,
fo(x) = 8x*+20x®* 4 18x2+ 7x 41 = 0.
Attelot grafiski polinomus f, (x), f,(x), f;(x).

8) Kadiem jabfit p un q, lai vienadojumam x®+px+4q=20
visas tris saknes biitu vienadas?

9) Kad vienadojumam x*—+px®*—+ qx-+r1 = ir triskar-
t€ja sakne?

10) Vienadojumam x°- ax*+4 2x®+41 =0 ir viena div-
karteja sakne; atrast koeficientu a.

11) Noteikt zemakas pakapes polinomu f(x), kam f(0) = 4,
f(i) = f(—i) = {(1) = f(—1) = 5, un aprekinat tas arglimenta
nozimes x, kuram f(x) = 0.



II. Simmetriskas funkcijas.

§ 18. Homogenas un elementaras simmetriskas
funkcijas.

Plasaka nozimé vesela racionala funkcija jeb polinoms ar
vairak mainigiem ir funkcija f(x;, X,,. . ., Xa), kuras argu-
menti x,, Xy, . .., X, 8ava starpa ir saistiti tikai ar trim aritme-
tiskam darbibam: saskaitiSanu, atpemSanu un reizinaSanu (kapi-
nasanu vesela pozitiva pakape). Citadi: polinoms ir summa no
galiga skaita locekliem, kuru visparigais veids ir

Ax'f‘ x';"’ GO x:“
ar veseliem pozitiviem kapinatajiem k;. Par tada locekla dimensiju
sauc visu argumentu kapinataju summu k =k, + k, . . . + ks.
Ja polinoma locekliem ir dazadas dimensijas, tad augstako no
tam sauc par polinoma pakapi. Ja visu loceklu dimensijas
ir vienadas, tad polinoms ir homogens.

Divas vai vairak funkcijas

i1 b S5 et A R < IR £ P SRS S S & b S o -G A
- sauc par racionali atkarigam tad, ja no tam var sastadit veselu
racionalu funkciju F(f,, L, . . ., fm), kas identiski vienlidziga

nullei,: Piemeram, funkcijasiily = x, - x5, 1 = X%y ily =% 255%,
ir racionali atkarigas, jo f* —2f, —f; = 0. |

Funkciju f(x;, X,, . . ., Xn) sauc par simmetrisku, ja
n > 2 un ja no jebkuru divu argimentu savstarp&jas apmainas
funkcija savua veértibu nemaina. Tadas funkcijas piemeérs varetu
buit ari I(x;, 3o, X3) = X; XX, ~+8in(x, 4+ x, -} x;).. Bet' mes
apskatisim tikai racionalas simmetriskas funkcijas, kuram pa
lielakai dalai argimenti btis kada vienadojuma saknes.

Ja simmetriska polinoma ir loceklis Ax"x\*... x, tad
taja ir ari simmetriska summa Ain“xgﬁ. i xﬁ“ SV R S
visos iespéjamos veidos parmainas vietam. Tadu summu
YX{'x5* . . x'n sauc par vienveidigu homogenu simmetrisku
funkciju. Nav griiti saprast, ka katrs simmetrisks polinoms
ar pakapi m sadalams galiga skaita tadu vienvei-
digu homogenu funkciju summa, kuju pakapes < m



~ Piemers.
Xy, X5, Kg) =X 4 X Xt o XX R X X2 L XpT Xy e
+ X3® X; + X537 Xy — 4%, —4Xy—4xX, = le"‘ e ZXLQ Xo — 42"1-
Vienkarsakas simmetriskas funkcijas ir tas, kuras katrs argii-
ments ir tikai pirmaja pakape. Tadas funkcijas apzimé ar

Sl % R T e )
82 —_— le Xr) f— (XI X2+X1X3 + - . B + Xn_l XH)
un sauc par argumentu x,, X,,. . ., X, elementaram sim-

metriskam funkcijam.

Teoremal. Ja vienadojuma augstaka locekla
koeficients a, = 1 (ar daliSanu to vienmér var panakt),
tad ta paréjo loceklu koeficienti ir saknu ele-
mentaras simmetriskas funkcijas.

Tiesam, ja vienadojuma x4+ a,x™!+4+ . . . + a, =0
saknes ir X;, X,, . . ., Xn, tad vienadojums uzrakstams ari forma
(x—x) (x—Xy). ..(x—x,) =0. Atverot iekavas un salidzinot

koeficientus pie x vienadam pakapém, dabiijam Vjeta (Viéte)
formulas (1591. g.):
— s e Sl G N R (SRS S SR e B
P ES DD b Y SRREN s st (12)
Teoréma Il. Elementaras simmetriskas funkcijas
ir racionali neatkarigas.
Ja piepemtu pretejo, tad eksisteétu vesela racionala funkcija

(s eenzi )t kas top. par. nulli \wisam™ x:, Xoe 000X
nozimeém, kad z, vieta liek

=V it A ) X Ky - . g Vet A (1R, X
Izvelamies visiem z patvaligas nozimes z,=b,, z,=b,,. . .,
Zn—1 = bp_1, izgemot yienu, piem. z,. Nemam tadu z,; lai
s ah e bri s 2,) 5 0. Tas espejams bezpala daudz
veidos joriormula” F{b L obsy ™ 0 o, baey’ 24),—"0 attieciba ‘uz

z, ir vienadojums, kam ir tikai galigs saknu skaits. Par z, var
nemt skaitli b,, kas nav si vienadojuma sakne, Tagad mums ir
SEaItI D i h SR Dy tadiislkatsii(h, 5o by, 0ot iby) gk 0 Vias
fan dirastatadus skaitluzs i 0, 0t 0 Xy kame by, by, oL bain
elementaras simmetriskas . funkcijas (Sie x; ir vienadojuma
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X"+ b, x*1 . . .4 b, = 0 saknes). Ar $im x nozimém F 0,
bet ta ir pretruna ar funkcijas F(z,, z,,. . ., zn) definiciju. Ta
tad elementaras simmetriskas funkcijas ir racionali neatkarigas.

§ 19. Nutona formulas.

Apskatisim vienadojuma f(x) = x" +a, x* ! 4. . .+ a, =

saknu simmetriskas pakapju summas:
S =X -+ X+ . . .+ X,

So—= X2 X2 F L R Xl S xR Ty ke el T e e
un izteiksim tas ar elementaram simmetriskam funkcijam.

Sastadisim polinoma
f(x) = (x—%x) (x—%;) . . . (Z—X5) =x2 Fa; x4+ . .. .4 a
atvasinajumu f'(x) ar divam dazadam izteiksmém. No vienas
puses ir
F(x) = (x—X,) (X—ZX;). . .(X—Xn) + (X—X;) (X—X3). . .(X—Xn) +. . .+

+ (x—%;) (X—Xy) - . . (X—Xn_1)

jeb 5 f (x) fi(x) f(x)
F(x) == 1+X_X2+. e
Te izteiksmes I{z) vieta varam rakstit ari 1) o LK) ) f(xl) jo
X—X, -— X,
Lz ) =025 ekat Bi(x) == el _sa b xtlu-tonbsml-) + ap,
f(x,) =x"+a, x," '+ . . .4+ a, un parveidojot, dabﬁsim
FiEx)y Rl X gl e e —X;
X—X;, X—X Pk X — X, ST e B 1x—x1
jeb
1] fo:s . £ .
) et (e 0 P a4 ) L
1

i b b Gt S I S B
Tada pat karta atrod

xf—(xzq = R (Fray) X A (xptch g -Fas) xine o RO
b A X L an)
;(% = xi—1 _|_ (xn —}.. al) xn—2 + (X‘_’n + a, X4 + ag) X“'_3+ Wy "l‘

+ (Xnﬂ_l + a; Xnn-—2 _'_ A + anﬁl)'



Saskaitot dabiitas izteiksmes, sastada
i) — mxE=t (s, sl na ) X2 o (S Ay s Enag) XM SR L
+ (Sn—l - a; 8y + . .. + I'lan_1).
No otras puses izteic
'@)=nxt14+ (m—1)a, x* 24 (n—2)a,x" 3+ . . .+ ap—1.
Salidzinot koeficientus pie vienadam x.pakapém, dabiisim
Niitona formulas [tas gan pirmais atradis belgis Zirars (Gi-
rard) 1629. g.}:

S e )
8, -+ a;8; - 23, = 0
Sk + dq Sk—1 + P T + dx—1 84 + kak = 0’ (13)
ja 1< k < n—1. No Sim formulam pakapeniski izteicamas
SUINMasts,; o8, -85 00 snyar koeticientiem a5 as , dq ;i 5 ank

Augstaku (vai ari negativu kapinataju) pakapju summas apréekina,
saskaitot formulas
Oz ==t et o)) =00 % S e R () =0,
Apzimejot n++ h ar k, dabuisim visparigo Nutona formulu
Sk —I— d; Sx—1 + dy Sk—2 + Al i S + dn St = 0,
kura k ir patvaligs.
Ari pirmaja formula (13) var ierobezojumu par k atcelt,
liekot visus ay = 0, ja k > n. Tad pirma formula klast identiska
ar otro.

Piemeérs. Ja k=1, 2, 3, 4, tad Nutona formulas
8, = —a,, s, — a,> — 2a,, 83 = —a,® + 3a, a, — 3a,,
s, — a,* — 4a,%a, | 4a, a; + 2a,°> — 4a,. (14)

§ 20. Pamatteorema par simmetriskam

funkcijam.

Ikkatra vesela racionala simmetriska funk-
cija'iztfeicama viennozimigi ar elementaram
simmetriskam funkcijam, izlietojot tikai sa-
skaitiSanas, atpemSanas un reizinaSanas dar-
‘bibas. Citiem vardiem, vienadojuma saknu ikkatra
vieselasracionala, simmetriska 'fankcija ir ari
vienadejuima koeficientu ,vesela  racionala
funkcija.
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Teorémas ideju devis Uorings (E. Waring) 1762. gada,
bet to pirmais pieradijis Gauss (1816. g.). Mes apskatisim
Gausa un Kos$i pieradijumus. '

I. Gausa pieradijums,

Pietiek, ka teorému pieradam homogenai simmetriskai funk-

cijai leklx.zkﬂ. .. Xy, jo ikkatra cita simmetriska funkcija
ir sadalama tadu funkciju summa.

levedisim jédzienu par locekla x,“x,°. . . x,% augstu-
mmn ‘ar kapinataju ‘skaitlu. vitkni “(k 0kt ik e iada
%k e e funkeijasl Fangstakais A loceklis, e tad
k, >k, >. .. =>k,. Sakartosim visus simmetriskas funkcijas

loceklus ta, lai no diviem locekliem augstakais biitu tas, kam
pirmais kapinatajs lielaks, bet pie vienadiem pirmajiem kapina-
tajiem augstaks tas loceklis, kam otrais kapinatajs lielaks u. t. f.
(leksikografiskais princips). '

Plemers. ‘£(x,; %y, %)= )% 2%, =x 2x,lx 2 oLy x 20
+ X %32 + x,%°X; + X,X;2 ir homogena simmetriska funkcija,
sakartota pec loceklu augstuma.

Lemma. Divusimmetriskufunkcijureizina-
IS i ariessimmetr s Kafumkiciiahann itas Saintes
§itiE Jodii s lioiele ke I s i r e bl hd o/ o Siannike ¢4 A A
stako'locekilureizinajums.

Apzim€jam ar

e e SR Aol o e BRI p i AR R e
et el o SR R B e b L R e
divas sakartotas simmetriskas funkcijas. Tad ir izpildits viens
no nosacijumiem:

| ko=l vaitck =k Dika >kl 5
vai Roa— 1kt f Sl =tk e kit sl i it
un tapat viens no nosacijumiem:
i Ty vailihy —his Sy s hiepaidh —h/gi s Hie=—h Rk

Katra gadijuma f un ¢ pirmo loceklu reizinajums
xlk‘+h‘ x.f”*‘hg, . Xt janak augstaks par katru citu divu
loeekln reizinajumiie, ST el o st Sy Keiin
pieradita. :

Tas pats sakams par triju un vairaku simmetrisku funkciju
reizinajumu.

, ar ko lemma
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Tagad atpaka] pie pamatteorémas pieradijuma! Piepemam,
ka f=)x"%". ..x," ir dota simmetriska funkcija. M&gi-
nasim sastadit tadu elementaro simmetrisko funkciju reizinajumu
g, kura augstakais loceklis vienads ar dotas funkcijas augstako
locekli. Ja tas izdosies, tad f — g =1, ari biis simmetriska
funkcija, bet tas augstakais loceklis zemaks par f augstako lo-
cekli. Procesu wvaresim turpinat: f,—g =1, f,—g,=1;,. ..,
lidz beidzot dabfisim rezultatu fk— gx = 0, jo funkcijas f lo-
ceklu skaits ir galigs. Tad bis

f(Xl,Xg,..- )""'g_‘“gl_l" +gk—F(alaa‘))"':aﬂ)s
un teoréma pieradita.

Mums tikai atliek noskaidrot funkcijas g iesp€jamibu. Pienemsim

=i {y S bell S gl e
= (—2x )M (Qx, x) (2 %, Xoxa)h:} S B TR
kur kapinataji A;, Ay, . . ., A, pagaidam nenoteikti. Funkcijas
g augstakais loceklis, neskaitot zimi + vai —, ir
x it rettin g lat At g R At A g e
bet funkcijas f augstakais loceklis ir
S i N
Jaiviovelas A ="l — ko A= skor— kg D A=k

(@ISl =000 kv = ko> . .) un funkcijai g piemérotu zimi,
tad f un g augstakie locekli tieSam klust vienadi.

Piemers. f(x;, %o, - . ., %) =" X2 %2

e =" — 0 S k=l 2t =k =0,
Tadel U P e D S S — B N D)
un g=a2a," = (X, X + X X+ XX + . . )P = legxgg
+22x1 X 2 (X X RE, R Ky x2x4—f— X, XKy Xl
jeb e el s SR gl 40 EEGHITS 08 S0
i tad =i o == 0 de o L B X % %,
Bet i, augstakajam loceklim — 2x,2x, x, ir
=l =tk =7l parejie doi=l,
Tédél
g, —2a,a;, = — 2 (x; + X, TG S T —
:-—2S (2 bing iR, x3x4—1—x,.x1x5x4+x%.xlx2x4—{—
L xle,xa)_—Q\jxl XK= 8 DL

= i iiee—00% % o x X ==00)
Hiastad itz S e i Y= S iy g8 g g oL 07 ¢



[I. Kosi pieradijums,

Vispirms pieradisim sekojoSu lemmu: ja a;, a,, . . ., ay,
irnargumentu x,, X, ..., Xg elementaras simmetris-
kds funkcijas; tad ‘n— 1 arsimentu x,ix o
elementaras simmetriskas funkcijas ir
X1+ala X12+alxl+321 Er L) Xlu_1 +al Xln_g—’_ S N _i"an—-l-

Pieradijums. Polinoms f(x)=x"+4a, x~! 4. . .+ a,
dalas bez atlikuma ar x —x;,. No Hornera schémas

Jil a, b g R T o a,

20 e myxile xR e i, o2 e SO O

atrodam, ka dalijuma ir polinoms

Iyt e o xi Sh ey &yt a, ToxE e STE S e
4 (x a2 L 4 dny),

kam koeficienti ir prasitas elementaras simmetriskas funkcijas.

Pamatteorémas pieradijuma Ko§i izlieto matém a-
tisko indukciju.

Pieradisim, ka teoréma pareiza diviem argumentiem X, X,.
Te —a, =X, + X, un a,=x;X,. Dota simmetriska funkcija

Rilms ) —E il —a; — ) = Ay K a xSl S
jeb F (x,, %) =P (x) |
koeficienti A,, A;, . . ., Ag ir lieluma a, funkcijas.

Dalam @ (x) ar f(x) =x2+4a,x + a,. Tad atlikums ir li-
neara X funkcija Px + Q, kuras koeficienti P, Q sastadas no
a,, a, ar pirmajam ftrim aritmé&tiskam darbibam.

Taka ¢ (x)=1() . ¢(x) + (Px+ Q) un I (x) =1(xy)=0,
tad | Fi{x)5xs). — «Dilx =Pz 0
Simmetrijas del ari

F(x, %) =F (x5, X)) = F (%, —a; — %) = Px, + Q.

Tadel Px, + Q=Px, + Q vai P(x, —x,) =0.:  Ta ka vis-
pariga gadijuma X, # X,, tad P =20 un

F(x1, %) =Q (a;, ay).

Pienemot, ka teoréma pareiza ari 3, 4, . . ., n — 1 argii-
mentiem Xy, X5, . . . Xn, sakartosim n argiimentu simmetrisko
funkciju F (x;, X5, . . ., Xa) p€C x; dilstosam pakapém:

FAXi, X, 5 o o5/ %n) =l X5 = Ay m Bl 00 A
Tad koeficienti A,, A,, . . ., Ax ir simmetriskas n — 1 argi-

mentu X,, X;, . . ., Xn funkcijas, kas péc pien€émuma ir veselas
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racionalas funkcijas no argumentu X,, X3, . . ., Xa elementaram
simmetriskam funkcijam. Uz lemmas pamata pedéjas var izteiktar:

(X +a), (&7 Ha X Fa), ., BT ™ L )

Ta tad A,, A, . - ., Ay var uztvert ari ka funkcijas no x,, un
polinomu F var ari sakartot péc x, pakapém
RS o ey oy K )y == B Xy o Bex T o & s B == (%)

ta, ka visi koeficienti ,B“ ir veselas racionalas a,, a,, ..., a,,
funkcijas. Ja nu dalam @ (x) ar f(x) =x"+a,x"~'+ ... | a,,
tad atlikums var but tikai (n — 1). pakapes polinoms
CO X“"‘l—{-Cl xitge e e (Ol
kura koeficienti ,C“ ir veselas racionalas a,, a,, . . ., a, funkcijas.
Ja identitate :
D (x) = 1(®); i () F Coxo—l L Cxi? L. L Cy
liek x =x, un ievero, ka f(x;)=0, tad atrod
Tl = B O SNOD Y E— L DA ST T 6. Sl DA Bl ¢ E

Bet ta ka F(x;, x5, . . ., Xn) ir simmetriska funkcija, tad x,
vieta var likt ari Xy, X3, . . ., Xa. Tad vienadojumam
Coxm=! € 272 4 . . & - (Cay — F) =0

i n saknes x,, Xy, . % -, Xn, bet pakape tikai n— 1 Tas ‘var

biit iespajams tikai tad, ja visu vienadojuma loceklu koeficienti
itfnulles: s Starp' citu arl G,y —F =0, t."i
o e o Wl Al S L B

Bet C,_; ir elementaro simmetrisko funkciju polinoms, tade] teo-
réma pieradita.

Pilemers: Bilxy,C Xy, xa) = o2 X, = x2(xy 1)

+ X (%" + X5%) + Xg X5 (X5 + Xy).

Argumentu X,, X, elementaras simmetriskas funkcijas ir xl—l—al,

B A

Te Xot X = — (X + &), X° + X = (X +X)° — 2x,%3 =
= (X, + )" — 2(x,°+a; X, + ay), X2X3=X12+31X1+a-2-

Ja pieskaitam te klat 3f(x,) =0 =3 (x,®>+ a; x;> +'a, x, 4-a,),
tad atrodam
Bile, X5 tg) =32y —a, 84
Simmetriskam funkcijam pamatteorémas pirma puse ir
pieradita. Vel atlicis jautajums par viennozimibu.
Ja kada simmetriska funkcija f buitu izteicama divos vei-
dos, ar elementaram simmetriskam funkcijam, t. i.
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f(%; %oy iealinila, ona, s ndy)
un F(Xy 5 Zohwvimtn)ia=r1 (A ayy s sy san)
tad biitu
Filay, (8s. s an) == Foday a0, i idqe) =0, to B {asaycisias) —1
kas ir pretruna, jo esam pieradijusi, ka elementaras simmetriskas
funkcijas ir racionali neatkarigas.

Pamatteoremas visparinajumam vajadziga lemma:

Katra racionala simmetosska tunkeiga cn
Iz tedcama ar divu veseliniracuonmliuesism e
tri s kwiinunkeiiu dalijwmiu,

Racionalu simmetrisku funkciju ©(x;, X3, . . ., Xn) var iz-
teikt dalas forma

Er Ky Xt ) )
C-P(XI,X;),---, xn): 1(1’ 2 : n-
g1(Xy, X0y - - -5 Xn)
Ja i, un g, atseviSski nav simmetriskas funkcijas, tad izdaram
visas iesp€jamas permitacijas ar X;, Xy, . . ., Xn. Izlietojot
vairaku vienadu attiecibu ipasSibu:
T PR TOT e A W s Dt a0
bl b‘z bk b1+b2_’_---“|—bk+.-.’
atrodam no
(R X
R e T L3, X, ’ ”)_—_
gl(X1: X:H ) xn)
ety (ng&s i R Sl (Xn__: < - s Xy, Xq)
@ T X R ) et AR TSR ol )
formulu

(D(X Wre g Xn):fl (Xl""’x")—‘—fl(x‘.!i"':Xn)+---+fl (Xn,...,xl)-
e 2Ry Zn) (X, - E) e 2 (B )

Apzimejot dalas skaititaju ar f(x;, X,,. . ., X5) un saucéju ar
g(x,, X9, . . ., Xn), dabtijam veselas racionalas simmetriskas
funkcijas f un g. Tadgel
RO e S
DR e == (G B ey L)

CB(Xy, Xy, - -y Xn)

Tagad saprotams pamatteoremas visparinajums: Katra
racionala simmetriska dala ir elementaru
simmetriskun funkciiun racionala“funkeciia.
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§ 21. Izobaras funkcijas.

Visu indeku summu funkcijas F(a,, a,, . . ., a,) kada lo-
cekli sauc par §i locekla svaru. Piem. locekla a,a,2=a, a,a,
svarg ir 1 ++ 2 4+ 2 =25. Ja funkcijas F visiem locekliem ir viens
un tas pats svars k, tad F sauc par izobaru funkciju ar svaru k.

Teoréma l. (A. Cayley, 1853.g. pieradijis Faa de Bruno)
Mol olsioiid sitmimeiti s ka fun kicija 11X, %, r s Xn)
({87 e legimia paltsa ra imieinstn a,, 8y, . - .5 anizobary
ke ijn s kras Svars vienads:arpirmas funk-
ciijid s diimien'siju.

Homogenai simmetriskal funkeijal f(x;, %, o\ o X5) =
= R s i dimensijar o == ki - kot L0l K,
flada paty dimensija "hissan funkeljai, gi(x, X, 5 0.0 X)) =
= a2, a7 | _asn, kas lietota iepriek$gjas (§ 20) pa-
matteorémas Gausa pieradijuma.

Tiesam, i

g e P R imensijal e ke
Ll e 1 » 2 (ks — k),
4, " = (i KRS L .xn)k“ dnn 5 n kg
un katra funkcijas g(x;, Xs, - - ., Xa) locekla dimensija ir
ky — kg -+ 2(kg—ks) + 3(kg—Kk) + . .. +
+ (n—1) (kn—1 — ko) + 0kn =k, +k, + . . . + kq =k
| Ari visas funkcijas f, =f—g, g,, §,, g, . . ., kas minétas
Gausa pieradijuma, ir homogenas funkcijas ar dimensiju k.
Tagad noteiksim funkcijai g=a," "a,*™ ... a,® svarn

s T T e
L (i ) (et —Je) S ik ==k el Ry K

Sis funkcijas g svars ir tads pats ka funkcijas f dimensija. Ta

ka visam funkcijam f, f,, f,, . . . ir viena un ta pati dimensija
k, tad arl visam funkcijam g, g,, g, . . . ir tas pats svars k.
dadel "o e it g0 o = Fi(a,,sa5, . .3 @y) it ‘izobara

funkcija ar svaru k.

Teoréma Il. Homogena simmetriska funkcija
f(X,, X5, . . ., X;) araugstako locekli x  x. . . x,™ , kur
R kL kN iz feicama ar nehomogenu ele-
S
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mentaru simmetrisku funkciju polinomu F(ay,a,,..., ay),
kam pakape ir k;.
Funkeifas i (x, , 5o s mntl Lix:) augstakais  loceklis
0 R s e ke TR g St . a," dimensija ir
k, —ko+ko—ks+ . . .+ ko1 —kn + ka = k.
Ja i, =1{— g augstakais loceklis ir x,"'x,™ . . . xyn, tad g, di-

mensija ir h,, vu.t. t. Bet f; augstakaisloceklis ir zemaks par { aug-
stako locekli, tade] h, < k,. Tapat talak ejot, top saprotams, ka
funkcijas F(a;, ay, - . ., an) =g + g, + & + . . . pakapi no-
saka pirma locekla g dimensija k,, jo visu paréjo loceklu
g o adimensijasi= oy

Abam pedéjam teoremam dosim vél otru pieradijumu.

Pienemisitn, ka T2 By B) = 0 Xy % Lo g a e
mogena simmetriska funkcija ar dimensiju k=k, +ky,+ ...+ ky,
KAt (X, Bpy s - X =B ag ag il sl Gay) | um spolinoma
F(a,, a,, - . -, a,) kautkus$ loceklis ir a,"a,® . . . ai® ar svari

lhy - 2h, + ... 4+ nh,.

Tad var izteikt visparigo locekli ar

a M s tann e (E 8 (8 i Y o e e

Formulas laba puse ir dotas homogenas simmetriskas
funkcijas sastavdala. Tadél dimensijam
Thy 4 2h, 4. o0 omhy v Kf 4 Ky o Ak
jabiit vienlidzigam, ar ko [. tedoréma pieradita.
Attieciba uz argumentu x,; katra elementara simmetriska
funkcija ax ir lineara funkcija:
B = Ak Xy —|—- Bk.

Tadel

a,"ay” ... ant = (A, x;+B)" (A x,4B)". . . (A %, By)" .
Polinoma F var atrasties tikai tadi locekli a,"a,"™. . . al", kuros
Xy, pakape [y - o= L LN hy i k) vailik st ivardk o BB
by +hy 4. . .4 by ir reizé ari locekla a,"a,®. .. aj® dimensija.

Ar to ari II. teoréma pieradita.

Piemeéri. 1. ) x,>x,2 ir otrds pakapes izobars elementaro
simmetrisko funkciju polinoms ar svaru 4.
Tadel Y x,2x,2=Aa,?+ Ba,a, +-+ (G
kur A, B, C pagaidam nezinami koeficienti. To atrasanai
uzrakstita formula liksim patvaligas x,, X,, ..., x, no-
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zimes. Tas ir atlauts, jo formula ir identitate ar neatkarigajiem
argtimentiem x;, X5, . . ., Xn-

[zyelas S, =11 = xle= U o = Tad Ay == ],
Q=0 == I\ Tal tad A — 1.

AR el N SSaie=nLtias iy =0) attod::
an=loa ===1ta. ——1 a, =0, ZX12X22-:3: [N
B=—2.

Beidzotiligkam x, =2, — 1l =%, — — ) x —R =i =51
Tadeat=—ta— "9 0 — - x2xl—6—d L C C==2
un e s e NG ET

2. (%X, Xo, X3) = (X; — X)? (X5 — X3)? (X3 — x,)? ir treas pa-
kapes vienadojuma x®+ a, x> 4 a, x | a, = 0 saknu simmetriska
homogena funkcija ar dimensiju 6 un augstako locekli x,*x,*
[zteicot to ar vienadojuma koeficientiem, dabui izobaru 4. pakapes
polinomu ar svaru 6. Ta tad tas var saturét tadus loceklus
aMa,*2a,™ ar veseliem pozitiviem A, kam

A+ 2% + 32, =6
{ M+ A+ A < 4

Ir iesp€jamas Sadas A nozimes, kas sarakstitas tabula:

[ W ‘ i R ST 0
RS S
! s
| R AR S L
Tade]
f(x;, Xy, X3) = Aa,*a,; + Ba,”a,® + Ca, a, a; + Da,’ + Ea,*
Koeficientu A, B, . . ., E atraSanai izv€lésimies x;, X,, X,
tas nozimes, kas uzrakstitas tabulas kreisaja puse:
1)1, —1, 0; a,=a3=0, a,=—1, f=4; 4=-—D, D= —4
AT (R 3, =—2, a,=1, a;=0, f=0; 0 = 4B —4, =l
3) 1, 5(—14)—=3); a, =a,=0, a;=1, i=—27; —27 =E, E=—27
4) 2, 2, —1; a;=—38, a,=0, ag=4, f=0; 0=—4.27TA—27.16, A = —4

51, 1, 1; ay=—3, a,=3, a,—=—1, {=0; 0=—4.274+9.94+9C—4.27—27, C= 18
Ta tad
F(Xy, Xy, X3) = (X —Xp)® (X — X5)% (X, — X5)°> =
= —4a;%a; 4 a,%a,2 + 18a, a,a; — 4a,®> — 27a,2
5
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§ 22. Rezultante.

Ja diviem vienadojumiem

f(x) =apx®+a,x~1 .. .. + an=20

un g(X) = box™ + by x=! +. . . +bn =0
r kopiga sakne, tad to koeficientus saista kads sakars
Ri{aansias: ahe e e al iy =)

kuru sauc par abu vienadojumu rezultanti. Funkcija
Ri(asieimeaiaans b st assiibi)
ir abu polinomu f(x) un g(x) rezultante, ko apzime ar R (f, g).
Parastais cel§ rezultantes atrasanai ir x izsleg$ana (elimi-
nacijia) no vienadojumiem f(x) = O un g(x) = Q. Ja viens no
polinomiem ‘ir pirmas pakapes, tad eliminacija izdarama
vienkarsi.
Teoretiska zina x izslegSanai vienkarSaka ir simmetrisko
funkciju metode (praktiski ta gandriz nelietojama).

Ar vienadojuma f(x) = 0 sakném x;, X5, . . ., X, izteic
) =agle xR g = O

Ja vienadojuma g(x) = 0 saknes it y,, V5, - . ., ¥m, tad
vismaz viema no tam ir ari vienadojuma f(x) == O sakne.
Tadel ir sakars

_ b". I (y)-1(¥o) - - - H(ym) = O

vai :
8" D" (V1 — X)) (Y1 —Xg) - - - (J1—Xa) (Yo —%) (Yo — %) -~ -

o Y — ) (Y — %) . L (Y — Xi) = 0.
To isi pieraksta i '
a,™ be" I (yi — x5) =0
ar reizinajuma simbolu II. 3
Uzrakstitais reizinajums- ir tiklab sakpu x,, X,, . . ., X5, ka
arl sakpu y,, ¥y, . . ., Ym homogena simmetriska funkcija ar
dimensiju mn. Tadeé] tas izteicams ar izobaru funkclju no f(x)
un g(x) koeficientiem. Sis funkcijas svars ir. ari m n.
Praktiski €rtaka ir metode, ko publicgjis Silvesters
(Sylvester) 1840. gada un kas ir pazistama ar nosaukumu
dialitiska izslegSanas metode (neatkarigi no Silvestra to
publiceja ari He s se 1844. gada). |
Ja vienadojumu f(x) =0 un g(x) =0 kopiga sakne ir
x,, tad formulas '
B =0, "% L (X)) =0, % 2 @) =10, - o x0T hx ) =0
g(x) =0, x,8(x) =0 x?g(x)=0, . .., x"Tg(x;)=0
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varam uzskatit par m + n linearu homogenu vienadojumu 8i-

stému, kuras m - n nezinamie 1, x,, x,% . . ., x;m"—1 visi nav
nulles Tade] sistemas determinantam D jabut nullei, t. i.
R e TR T R S R
Qs aninar . S b aq 00500
5 m
g
[EVS===t e (D0 oaer .. s (i setay an =10
S yrelo) e Tt 0
BGesh i, St LRl 0
n
: BN, (D WD b |
Artestezultante UR— \D(a, o < s an ibs, ol D)

konstruéta. Polinomu koeficienti determinanta sagrupéjas divos
parallelogramos, no kuriem pirmais aizgem m, bet otrs n rindas.
Citi determinanta elementi arpus tiem ir nulles.

Uzrakstisim visparigu (m -+ n). kartas determinantu:

DN == M Grl| R | R G e (5 0 i
- Si determinanta izvirzijuma visparigais loceklis ir
TG0 Cogt . :Cnpay: - Cupnyy

R ndeltifonnp S el s g o in skaitl b 20 8o A =)
permtacijasssilade] Yo r R U e e T R e =
=124 4 (@) . (mtn) = 5 (@) (mdn1)

Salidzinasim abus determinantus: |
€ —ape Rl — 1,2, (- 1), betCop— 0, jal o =4
+ Cog=2ag_,, jap=2, 3,...,(r1—[-—2), bet Cga =0, ja B=1vai>n+2

Con=br_y ja A= 2 (m+1), bet Cm+] ,, =0 pargjiem indekiem.

Rezultantes v1spar1gals loceklls ir
+a
un ta svars ir
=1+ @=2F. . .+ E—m+ Q1)+ . +(—n)=
:b (e+B+.. +r+2+.. . 4+v) — (1+2+4...+m) — (14+2+...4n)
1€ .
flz(m—l-n) (m—+n-1) —-ém (m~41) —;n (n +1) = mn.

a__l.as_.z e 2 a._‘{_m.b,\__l e bv__n’
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Ar to velreiz pieradits, ka divu polinomu rezultante ir to
koeficientu izobara funkcija ar svaru mn, ja m un n ir doto
polinomu pakapes.

Eulera metode (1764.g.). Ja {(x;) =g (x:) =0, tad {(x) un g(x)
dalas ar x—x;. Ta tad var izteikt f(x) = (x — xy) fi(x) un g(x) =
— (x—x;) g1 (x) ar diviem citiem polinomiem f;(x) un g,(x). Ja
izsledzam Seit x — x;, tad rodas f(x) g,(x) — g(x) fi(x)=0, t. i.

jan un m. pakapes vienadojumiem f(x)=0 un
o(x) =0 it kopiga, sakne, ‘tad:varatrast divius
citus polinomus A(x) un B(x) ar pakapem m — |
un n—1 ta, ka eksisté identisks sakars

A(x).f(x) + g(x).Bx) =0,
kur A(x) = g,(x) un B(x) = —ii(x).

Pieprasot, lai kreisa pusé koeficienti pie visam x pakapém
buitu nulles, dabti vajadziga skaita linearus homogenus viena-

dojumus. Ja izteic, ka sistemas determinants ir nulle, tad dabi
to paSu formu rezultantei ka ar Silvestera metodi.

Bezu (Bezout) metode (1764. ¢.) ir praktiski ertaka, jo ta
dod rezultanti zemakas kartas determinanta veida.

Gadijuma, kad abiem polinomiem f(x) = a,x" -+ a;x"! +

+ ...+ a, un g(x) = byx* + by x>+ ... b, ir vienadas
pakapes, sastadisim paligfunkcijas:

fo = a9 g0 = by

hige—=a X —dy g1 = by x -+ by

[, =a,x* + a1 x + a, g, = by X* + b1 X + b,

--------

fn_lzaox“—l—{—alx“"—g—l— o .+a.n—1 , gil—l—_—boxn_l—f-blxn-?—f—...—|—bnﬁ1 5
un ar tdm n polinomus, kuyu visparigais veids ir
Pk:gkf—fkg, kIO, 1,2,...,1]—1.

Polinomu Py pakapes nav augstakas par n — 1, jo diferencei
(box¥ by x*1 . .. 4 br) (agx* F agx™! | . .04 a,) —
— (agx*f daypxk1 4 . .. 4 ay) (bgx"+brx1. .. 4 by)

koeficients pie katra x"+" h >0 ir
(30 bg—n + 1 Dx—t—1 + . + . = 8k—n bo) —
— (B A== DY Bxtni— A e Dends) = &



Ta tad var izteikt
Pk:Ckoxﬂ_l—!—Ck[Xn—'Q + . + i
Ja vienadojumiem [(x) =0 un g(x) =0 ir kopiga sakne x;,
ti. f(x) = g(x1) = 0, tad ‘ari P (x;) = 0. Tade]l der sakari:
Coo Xln_l — COI )(1“—2 + ... 4+ o L=ok()
Gt Gl e e S G =10

Cn—lo X],n—I + Cnr—ll Xln_Q + . + Cn—l n—1=— 0,
kas veido linearu homogenu n vienadojumu sistému ar n ne-

zinamiem: 1, x;, x,% . . ., x,'. AirisinaSanas iesp&jamibu
izteic ar to, ka sisteémas determinants ir nulle, t. i.
} COO COI o et s CO n—1
[y O R S e |
[E=n0r

‘ |
| Cn-—IO Cn;ll ORI Cnvl n—1
iflevatlickvievietoty G izteiksmestar a,, 8,8y, by, bl b
kuru visparg€jais veids ir
Crk—-l — (akbr —[— dg1 br—I —i— L ) = (bka; —f— bk_|_1 dr—1 + .. ) =
= (akbr — arby) + (Bxp1br—1 — a1 bgp) + . - -
jeb simboliski

Coxr=0®k, 1) +(k+1,r—1) + ... + (k471, 0).

Piemeri.
o T =a,x¥ta,x2}Faxta;, g= bx*+bix*-| byx+ by

h =a, g0 = by

[, =a,x+ a, g = boX + by

f,—=a,x>+ a,x + a, g, = byx®2+ b, x4 by
Po=1(a; by— 3, b;) x*+ (a; by, — a,b,) x + (a3bo—a, by),
P; = (ayby—a, by) x* + (agb,—a, bs+-a, b, —a; by) x + (a3 b, —a, by);
P, =(a3by—a, bs) x* + (a3b;—a, by) x + (a3 by—ay, by).

Ja vienadojumiem f(x) =0 un g(x) = 0 ir kopiga sakne,
tad determinants ar simbolisko apzimg&jumu
(1,0) (2,0) (3,0)
(2,0) [(3,0) + (2] G1)| =0
3,00 @G1) (3,2)



~1
L)

2. Vienadojumiem
f=2a,x2 +a,x+ a,=0 un g=b,x2~+byx4+by;=0
ir kopiga sakne tad, ja

(L) (200 |
(2,0) (2,1) .
So determinantu izvirzot, dabiijam
dg 8y || 9189 |30392_0
A e

Vispariga gadijuma, kad polinomiem
f(x) =d,x"+a,x! 4.+ a; un g(x) = byx™ 4 b, x™ 4. +tby
ir daZzadas pakapes, var piegemt n > m.

Sastadam funkcijas:
f, = a, g = Dy

I a,X - a, gt 3 =ty

Iyt ==d X0ty x“f9—9—...+an_1, gm_1=byx™1-Lb, x™24 by
un n polinomus:

Pre ="k ji= b B Sof i mppto e ol
PE =il e W DR G = g U S TR G s ol T
P, = g, kuru pakapes nav augstakas par n— 1. Talaka gaita
tada pat, ka ieprieks. '

Piezime. Daziautori rezultanti R(f, g) definé ar a,™b"II(yi—x;),
i‘j

kur x; ir vienadojuma f(x) = a x" - a, x* ! 4-... 4+ a, = 0, bet
Vi vienadojumay X )i==ID it th xie=lEol o + bm =20
saknes. Var pieradit, ka Silvestera un Bez determmantl
ar Sadu izteiksmi ir identiski.

§ 235. Bezu teorema.

Lemma. Divu polinomu f(X)=ayx"+ ... 4a, un
g(X)—Dbyx-t.. i Fbn tezwliante Rl g) it toukoes
Iiclentu ay s e aidny abidios itz o'b ara f inkiclya

kuras svars vienlidzigs ar doto polinomu pa-
kapju reizinajumu man.
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Sai lemmai mums jau ir divi pieradijumi.  Apskatisim vél
treSo. Rezultantes '
R (1, g8) =2, by" {Ij(yi—xj)———

— A D by D
vigpariga locekla svars ir
s=k, +2k,+ ... +nky+h,+2h,+ ... 4 mhy.
. Sastadisim divus vienadojumus:
F(x)=A,x*4+ A x4+ ... A; =0
un G(x)=B x| Byge=l Lol | -k Br=0,
kuru saknes lai butu t reiz lielakas neka vienadojumu f(x)=0
un g (x) =0 saknes. Koeficienti biis
BN e — S L R o et
jeh A=t ag 1By — tbi.
Tadel polinomu F(x) un G (x) rezultante ir
R (F, G) = Ay Byt I(ty: — tx;) = ag™ by tmn T(y; — %)

jeb Ri(BoG)i=— 12 Rifi i)
Bet var izteikt ari citadi
RUE, G = D A 80 o B B i
:Zaoku (t_al)kl (tg 3.2)1{2 e (tn an)kn bollg (tbl)lll i (tm bm)hm
jeb R(E G =1 R (le)

Salidzinot abas izteiksmes, dabuijam s=mn, ar ko lemma
pieradita.
- Bezu teorema. Vienadojumu sistémas atrisi-
najumu skaitsnevarbutlielaks par vienado-
jumupakapjureizinajumu.

Ja f(x, v) un g(x, y) ir m. un n. pakapes polinomi un tie
sakartoti pec dilstoSam x pakapem:

f(x, y)=a,x°+a x01 4 ... Fax**4 ... 4 a,
un g(x, y)=byxm+ b xm—14L . | . 4+ bex®*4 ... o+ by,
tad koeficienti ax un by ir veselas racionalas y funkcijas, kuru
pakape nav augstaka par k. Ja no sist€émas

l f-(X’ Y) — (0]
|ieiniy)—0
izsledz x, tad rezultante
U e el S e R P

biis vesela racionala y funkcija ar pakapi ne augstaku ka
k, +2ky+ ... +nk,+h, +2h,+ ... + mh,=s=mn.



Ar to teoréma pieradita divu vienadojumu sistémai. Nav
gruti to visparinat triju un vairaku vienadojumu sistémam.

(Jeometriska interpretacija ar Bezu teoremu
izteic kadivasalgebrniskas miunin ik ael astipaE
kapes)linijasuzplaksnes varkrustotiesaug-
sitak ais)-mins itk oS,

§ 24. Diskriminants.

Par polinoma f(x)=ayx*+4a;x" !4 ... 4 a, resp.
vienadojuma f(x)=0 diskriminantu sauc dota un
atvasinata polinoma f'(x) rezultanti, reizinatu ar
+a,~!. Ta tad diskriminants ir polinoma f(x) koeficientu ve-
sela racionala funkcija, kas vienlidziga nullei tikai tad, ja viena-
dojumam f(x) =0 ir vairakkartéja sakne.

Notekti diskriminantu D definé ar izteiksmi

nin—1)

Df)=(=1) * a~'R(, D).
Ja f(x)=a,(x—x) (x—%xy) . . . (X — Xq), fad
' () = a5 (X —Xp) .. . (X—Xa) + 8y (X—X) (X —X5) . .. (X — Xn) +
4 e Ay (B— X X — Xg) - (B — Xni)

un
F(x) =a, (%, — %) (X, — X3) . . . (3, —Xn),
(%) = a5 (X — X;) (Xg—%3) . . . (%o — Xa),
e R S e s R R

Tadel rezultante ir

1,n
R, H=a, "t (%) F (%) - . . ¥ (o) = a1 T (x; — x;).
iZj

1,n
Te produkta g (xi —x;) it n(n—1) faktori, un reizé ar
=]

(x; — x;) tani ir ka faktors ari (x; —x;). Tadel varam to izteikt ar
nn—1) 4

Sl S LR

i>j
un diskriminantu ar Vander mond a determinanta kvadratu.
[zlietojot divu determinantu reizinasSanas likumu (rindas ar rin-
dam), diskriminantu var parveidot
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] 1 e T ‘9
| X; X e oy
9 9 9
D f — a 2"_2 ‘ X r X?u S SRR Xn“ p—
(f) 0 _1 A |
} xlﬂ—‘l Xgﬂ“v] e % Xnﬂ_l '
| 1 1 | 1 1 L
X, X5 e X % X LR
==L} [y ] . 5 D
—ay it S o e CE R ORI S
; xln—l Xc_)"_l oy Xnn—l Xln—l XQ"_I bl s Xnu—-l
jeb galigi
'8; Sy 83 ... 8
D (f) -, 90— 82 83 84 T s S[]+1
— 4, : .
’ Sp—1 Sn Sp41 - . . Sop—2
ar sakpu pakapju summam s,=n, S;, Sy, . . ., Sen—2, Kas no-

teicamas ar Nutona formulam.

Piemeri. 1. Otras pakapes vienadojuma x*> 4 a,x +a, =0
diskriminants ir
D= S0 S1

L

_— &
= a,° — 4a.
a2 — 2a, | 1 2

Al
=

2. TreSas pakapes vienadojuma x’+a x*+a,xta,=0
diskriminanta D sastadiSanai vajadzigas saknu pakapju sum-
mas aprekina ar Nutona formulam (§ 19).

Tad izteic
53 —a, a,* — 2a,
D=| —a a,?—2a, —a,® 4 3a; a, — 3a,
a2t gadiie 580 8a g 340 A 4—dd Pa,-daa,1-2a.2
jeb parveidojot
3 —a, a2 — 2a,
[DE=—=% — 2a, a, 8, — 34, =
— 2a, a,a, —3a; —a,’a,+ a, a;+ 2a,”
un galigi
D= —4a2a,+ a,%a,” + 18a, a, a, — 4a,> — 27a,".

leteicams salidzinat So rezultatu ar
(X, — X5)% (Xo—X;3)° (X3—X,)? izteiksmi 21. § 2. piemera.
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Specials gadijums: vienadojuma x°+tpx+qg=0 diskrimi-
nants ir ;
D = —(4p® + 27¢?)

Uzdevumi. _

1) Atrast zemakas pakapes vienadojumu ar racionaliem
koeficientiem, ja ta viena sakne ir a) x, =] 2 +]/ 3,

b) k== V3, ) visaslsakines it s S0 B S

2) Pieradit teorému: ja vienadojuma
x? —ax?+ bx+c=0 saknes x;, X,, X sastada harmonisku
progresijun’ (10 icox, =1, %55t wxg N \sastada S atitmetiski ‘progics
siju), tad vid€ja sakne x, = 3bc'

Piemérs. Atrisinat vienadojumu 24x® — 26x2 -4 9x — 1 =0,
zinot, ka td saknes sastada harmonisko progresiju.

3) Vienadojumam x* - ax® - bx 4+ ¢ =0 divu saknu summa
ir nulle. Atrast sakaribu starp koeficientiem a, b, ¢ un atrisi-
nat vienadojumu.

4) Cik locek]u ir simmetriska funkcija ), x,2x,%,? Izteikt
to ar elementaram simmetriskam funkcijam. .

5) Aprekinat vienadojuma x%-+ x®—1=0 saknpu simmet-
risko funkciju 3 L

X

6) Izteikt saknu pakapju summas s_;, s_o, s_3 ar elemen-
taram simmetriskam funkcijam.

7) Atrisinat sistemu :

X+y+z=6
x2+ y? + z° 14 .
X34 y? 4 28 = 36,
sastadot vienadojumu, kam saknes ir x, y, z.
8) Eliminét y un z no sistémas:

I

l

2 2

xy ++ 22 = a '[x + y? = axyz
a) Syzode xR eaihe O D) Qw2 Bl fhiky s
ZX, eyt =i¢ lz‘3+x‘3:cxyz

9) Sastadit vienadojumu ax® + bx +c =0 un x*—1 =0
rezultanti. :

10) Sastadit binomala vienadojuma x"— 1 = 0 diskri-
minantu.



III. Vienadojumu transformacijas.

§ 25. Cirnhausa (Tschirnhaus) transformacija.
Teorema I. Vienadojuma

R =gaim, —tjay il ellagn =)

saknes x, katru raciondlu funkciju

u(xl):gﬂ var paryveidot svieselai racionala x,
b (xy) :
.funkcija ar pakdapi <n—1.

Ja'vienadojuma'i(x) =0 par€jas sakmes Ir Xy, Xgy ooy Xn,

tad var izteikt :
@ (X)) - $(%) . . . b (xn)
b(xy) . d(X) - - . D (Xa)”
Tagad saucéjs ka dota vienadojuma sakypu simmetriska funk-
cija ir skaitlis ¢, kuru nosaka vienadojuma koeficienti. Skaititaja

u(x;) =

faktors W (x,) d(x3) . . . d(x,) ir tada vienadojuma koeficientu
vesela racionala funkcija, kura saknes ir x,, X3, . . ., Xa.
Konstruésim tadu vienadojumu, dalot f(x) ar x — X, :
ag, a, Al o o
X;| 8, X +a;, ax°+a X +ay, . '
(lia koelicienti it. @y, 89 X; 431,35 X, °—F 84Xy 8y, - .. Tagad
saprotams, ka izteiksme F(x)=w©(x;) . d(x%5) . . . $(xn) ir sak-

nes x, un dota vienadojuma f(x)=0 koeficientu vesela raci-
onala funkcija. Ja F(x,) pakape (attieciba uz x;) ir lielaka par
n — 1, tad F(x) dalisana ar f(x) rodas atlikums r(x) ar
pakapi < n— 1, un der sakars:

F(x)=1(x) . q(x) +1(x). .
Tavka fi(x,)=0, fad' B (x))=r(x). " Ta tad FE(x;) var .atvietot

ar r(x,). Ar to teoréma pieradita.
i ‘ 3

Sl2+6
3
RS

Piemérs. Atbrivot dalu N = 5

/4

—

satceja. -
3

Apzimeésim 'l,-’_Q—-: x,, tad x, ir tresas pakapes vienadojuma
x3 — 2 =0 sakne, un. '
ox, + 6

N:—‘——g
%, =x,¢

—— 1no. irracionala .



78

Péc minétas teorémas dala N parveidojama vesela racionala x,
funkcija, kuras pakape < 2. Ta tad
ox;, + 6 ’
[+ x, +x.° =bo + by Xy + by X"
ar pagaidam nenoteiktiem koeficientiem b,, b, un b,.
Reizinam abas puses ar saucju un ieve€rojam, ka x,*=
n oatit==2x nslad
5x, + 6 = (b, + 2b, + 2b,) + (b, + b; + 2b,) x, +
+ (b + Db, +by) %,

Salidzinot koeficientus pie vienadam x, pakapém, dabtijam

3 3
by——6, b, =1, by=25. Tapéc izteic N=—6-F+|/2+5] 4.
Lai vienadojumam f(x)=0 ar sakném x,, X, . :., Xn UZ-
rakstitu atbilstoSu jaunu vienadojumu g (y) = 0, kura saknes ,y*“
it kaut kada racionala atkariba no sakném ,x“, pietiek lietot
veselu racionalu funkciju
y*"b b, raf by R e by R
ar pakapi <<n — 1. Sadu transformaciju ir petijis Cirnhauss
1683. g. Ta tad meés izvelamies

Vi == g bl g = S et

Vo =D =E D g =t e g !

YH—b +b Xn + ‘l‘bnflxnn ;
un mekléjam vienadojumu, kura saknes i 0 S Vg Vs
vienadojuma koeficienti ir argtimentu y;, y,, . . ., ¥ elementa-
ras simmetriskas funkcijas: — )y,, )Y V1Vs, . . . un reizé ari
sakgu Xi, Xy, . . ., Xy simmelriskas funkcijas. @ Tade] tos wvar

racionala karta izteikt ar dota vienadojuma f (x)==0 koeficientiem.
Apskatisim konkrétu metodi. Vienadojuma f(x) =0 saknu

pakapju summas s;, Sy, . . ., Sp—1 var uzskatit par zinamam.
Vienadojuma g (y) = 0 sakgu pakapju summas S;, S,,..., S, var
aprékinat. Zinot Sy, S,, . . ., S,, ar Nutona formulam var at-

rast vienadojuma g (y) = 0 koeficientus.
S; dabii, saskaitot uzrakstitas transformacijas formulas:
S1 —_ I]bo -{— b1 S + N5 —f— bn__] Sp—1.-
S, aprekinasanai kapinam
Yy =9 &) =Db,-FbixF & . = bryatst
kvadrata, dalam ar f(x) un gemam atlikumu

(X)) =C5 = G~ i SR S
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Tad no y=[p )] =1(x) g (x) + 1 (x)
dirod. v 2 =tz voe=r (%)l L.
Saskaitot formulas :
Vo= Gy st G s e o e B
y)“:CU =G Xy S Xgn_l
le“:co + C1 Xp _|_ S —’_ Eni X"
dabtijam S, =nc, +¢181 4+ . .. 4+ Cp18y—1. Ar tadu pat me-
todi atrod ari par€jos Sg.
Piemérs. f(x) =x® —x*+2x—1=0. Tes;=1, s,=—3.
Ar transformacijas formulu y — X izteic

2+1
Vi— xl_ﬁ—Axl—FBxl-l—C
Reizinam ar saucg&ju, pamazinam kapinataju un salidzinam koefi-
cientus. Tad atrodam A =0, B=—1, C=1. Transformacija
top vienkarsa: y= —x + 1.
Sastadam y? = x> —2x 4 1 un y? = 2x%2 — x, ievérojot, ka
Ey=10_¢ Tadel ir

Spi—=—51"1+ 8 .1 =2, 83 =8,/— 2813 .l =—2,
Sg=28,— 8 =—17.
Apzimejam mekléjama vienadojuma g (y) = 0 koeficientus ar
1, A, A,, A;. Péc Nutona formulam .
S1+A1:0, SQ+A1 S] -I—QAQZO, S3+A1 SE—I—A281—|—3A%:0
atrod Al =—2 A, =3, A, =— 1.
Tadel g(y)=y?—2y?+4+3y—1=0.

Seviski svarigs ir Cirnhausa transformacijas vienkarSakais ga-
dijums — lineara transformacija

= kx-—d
Vispirms izlietosim homoéenu transformaciju

Y — kx.
It dots wienadojumsd(x) =+ a; x* ' . . . S+ a,=0. Ja-
mekleé vienadojums g(y)=y"+ Ay y* 14 ... 4+ A, =0, kura
saknes ir k reiz lielakas par dota vienadojuma sakném. Izteic
i) = Yk — kA A, = )y = Niksy ik, =

= Ee — ke
Tadel
g(y)=y"+ka, y"!'+k¥®a,y~?+ ... 4+ kva,

Ta tad, lai sastaditu vienadojumu ar k reiz lie-
lakam sakném, tad koeficientu a; vieta jaliek
lEaien el e ntbiesAT—lklarii=001,72; . . . n).
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Ja k=r—i, fad y ==x.un Ar—=(— Wi i la itz a
staditu viemadojumu, kura sakngpu zimes ir pre-
téjas vienadojuma f(x) = 0 sakpu zimem (bet to

absoliitas vértibas nav izmainitas), tad visiem
koeficientiem pie x neparu pakapém ir ja-
maifma i zime arsprete]jol

Izlietojot transformaciju

: y=X—4a
dotajam vienadojumam :
f(x) —=agxt - ap xAh e s ENGE ani= 0
atrod jaunu vienadojumu
gy =R ¥ ALY A=)

kura saknes par a vienibam mazakas neka dota vienadojuma -
saknes. Izdarot polinoma g(y) substituciju y=x—a un sa-
kartojot g(x —a) péc x dilstosam pakapém, dabiisim polinomu
fx)=A,(x—a)"+ A (x—a) '+ ... 4+ A (x—a)+ A,
Péc f(x) dalisanas ar x —a rodas atlikums A, un nepilni-
gais kvocients | :
Aj(x—ay—t+ ... +A, o(x—a)+ A
- Pedejo dalot talak ar x — a, dabu atlikumu A, ; un jaunu kvo-
cientu, kas savukart, dalits ar x —a, dod atlikuma A, » u. t. t.
ylatad polinoma g(y) koeficienti ir Hornera schéma
atlikumi, kas rodas, pakapeniski dalot i{(x) ar x—a.
Visparigo linearo transformaciju
y=kx—a
var izpildit - pakapeniski. Var vispirms likt z=kx un tad

e kil a
y =z-—a vai ari vispirms z=x —— un tad y = kz.

k .
Piemeérs, f(x)=x®>—x?42x—1 un transformacija y=-—x-1.
Pirma paliga transformacija z—=—x dod vienadojumu
—z23—22—22—1=0
E I z22+4+224-22+1 = 0.

Otra paliga transformacija: y—z -+ 1 darama pakapeniskas daliSa-
nas cela: :

|l el Sasi 2 Sa ]
=l 0 2 —1
—— o 1
—1]1 —2
==

Rodas vienadojums g (y) =y® — 2y2 + 3y — 1 = 0.
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‘Teoréma II. Katru n. pakapes vienadojumu
f(x) =xn+4a;x~1+ ... 43, =0 var parveidot tada
forma, kurd 1z tinnkaf lioce kilisiar xt=.

Ja' ar transformaciju y = x + a rodas vienadojums
e gy)=y*+Ay~'+. . .+ A =0,
tad A, = _‘S_-.'h == “‘“2 (x,+a) = “”le T la = a, — na.

No noteikuma A, =0 jeb a, — na = 0 atrodam a_—_%. Elartad
mekl€jama transformacija ir noteikta ar
| e 21
Vo= X it
Piemeéri. Otras pakapes vienadojumu x®> -} ax-+b =0 ar
transformaciju y = x + % var izteikt forma y* + B = 0.

Katru tresas pakapes vienadojumu var parveidot kanoniska
forma:
P Epx-i-q=0
un ceturtas pakapes vienadojumu:

4+ px24qgx+1r=0.

Apskatisim Cirnhausa transformaciju izlietojumu tresas
pakapes vienadojuma atrisinasana.

Vienadojumam kanoniska forma x® 4 px 4 q =0 saknu
pakapju ;summas s; =0, s, == —2p.

Meklésim transformaciju y — b,+ b;x + b,x? kas doto
vienadojumu parveido viegli atrisinama forma

et == 00 AT S =8, — 0.
No transformacijas formulas seko '
S, =3by -+ b;8; + bys; = 3by— 2pbs.

Ta tad noteikums S, = 0 dod b, = --239 Da-

No dota vienadojuma izteic
X’ = —pX—, un’ x1 = —px*—qgx.
Tade] formulu
y? = by2x* 4 b,2x% + b,% -+ 2b, b, x3 + 2b, b, x* 4 2b, b, x
var parveidot sada:
y? = (bs®* —2b; b q) + (2byb; — 2b, byp — by*q) X +
+ (b,% 4+ 2b,b, — b,? p) x.
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Sastadam
Sy = 3(by®> — 2b; by @) + (2bgb; — 2b; by p = b,*q)s; +
+ (b,2+2b, b;—Dby*p) 85 = 3(by>—2b, by q)—2p (b,%+2by b,—Dbs? D)

Noteikuma S, = 0 liekam b, :2313’ b,, dalam abas puses ar

b,? un apzimeéjam E‘ — A. Tad rodas kvadratvienadojums

d3p){3—|—9ql—p'~’:0,
no kura izteic

e b, s VW:@E‘_
b, o
gl S |If3_1C]—3—i~1—2I3‘ un 'by,=6p, 1ad vdr

konstruét transformaciju, kas doto kubvienadojumu parveido
forma

i G
Ja ar §im ,b“ nozimém sastada y, y? y? izteiksmes, tad pedeja
izteikeme x nesatur (ta ir skaitlis = —Q). No abam pirmajam

izteiksmém izslédzot x° dabiijam viena pus€ linearu izteiksmi
]

ar x, otra pusé linearu y un y? kombinaciju. Tada karta var
3
aprekinat x, jo y = [/—Q ir zinams.

Ar Cirnhausa transformaciju n. pakapes vienadojuma at-
risinaSanu reduce uz divu citu vienadojumu atrisinasSanu, no
kuriem viens ir vienkarSaks n. pakapes, bet otrs (n—1). paka-
pes vienadojums. Ar 5o metodi 3. un 4. pakapes vienadojumi
ir algebriski atrisinami, bet 5. un augstakas pakapes vienado-
iumiem ta neder.

26. Resolventes.

Dota vienadojuma

fi(x) =fa, gttanmt = oL v o AL g = 0

saknu racionala funkcija y = u(x;, Xy, . . ., Xn), ja parvieto
sava starpa Xx;, Xy, . . ., Xn visos iesp€jamos n! veidos, var
piegemt m dazadas nozimes: y;, Vo,..., Ym, kur 1 < m < n!

Katra simmetriska funkcija F(y,, yo, . . ., ym) ir reize ari
simmetriska argumentu Xx,, Xy, . . ., X; funkcija, jo no sakqu
X1, X, - - -, Xn _vietu parmaigas lielumi y,, y,, ..., yn tikai

parmainisies lomam, un funkcijas F nozime paliks, kada bijusi.
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Ari elementaras simmetriskas argiimentu y,, y,, ..., ym funkcijas
ir simmetriskas x,, X,, . . ., X, funkcijas un racionala karta iz-
teicamas ar f(x) koeficientiem. Ta tad eksisté m. pakapes
vienadojums w(y) =10, kura koeficienti raciomnali
i ka pisdieme li(xl ik oelicientiemicun kura saknes it
visas m dazadas iespé€jamas funkcijas
Vel (30 e i ot S

nozimes. Vienadojumu g(y) — 0 sauc par dota vienadojuma
f(x) = 0 resolventi.

Ja resolventes pakape zemaka par n (tas iespéjams, ja
n nav liclaks par 4), tad ta var atvieglot dota vienadojuma at-
risinasant.

Reizinot racionalas dalas

PiXis Xos L - o5 Zn)

) S LR S o
skaititaju un sauc€ju ar visam dazadam funkcijas ¢ nozimém,
kadas rodas, mainot vietam saknes x,, X,, . . ., X;, dabi sau-

cgja skaitli, kas racionali izteicams ar dota vienadojuma koefi-
cientiem. Dota dala parveidojas vesela racionala funkcija

®(x,, Xy, . - ., Xq). Tade], sastadot resolventi, varam lietat ve-
selu racionalu un nesimmetrisku transformaciju
Ville=t L e SRR TR e

Piemeérs. Sastadisim vienadojumu, ko apmierina dota kub-
vienadojuma x*® 4 px+ q = 0 sakpu x,, X,, X5 diferencu kvad-
rati, t. i. tadu vienadojumu, kura saknes ir

Vi= (X — %)% ¥o = (Xo— X3)°, ¥5 = (X3— X,)°
Izlietasim maksligu pagémienu, parveidojot
: Vi = (% —X%5)® = X + X" — 2%, X
jeb '
5 5 : DXL X S

Vi= (X + %57 + x5°) — %" — 41_}_{4;3 = 8, — X3° + Xq

3 3
un lidziga karta y, un y,

Lietasim transformaciju

e
y = —QD—X“+;q

Reizinam abas puses ar x un sagrup€jam:

x*+(2p +y) x— 29 =0.
Ieveérojot doto vienadojumu, izsledzam x* un dabiijam

X = ——.
PERY
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Ar 8o izteiksmi dotais vienadojums péc parveidojumiem top
(P+¥)°+ 3p(p + )’ +27¢> =0
jeb y3 4 6py? + 9p*y + (4p® + 27¢®) = 0.
Dota vienadojuma x®+ px + q = 0 diskriminantu var iz-
teikt ar _
D = (x;—X5)* (Xa—X3)* (X3—X1)* = ¥1 ¥ ¥3 = — (4p°+27¢?).
Ka citus piemérus apskatisim 3. un 4. pakapes vienadojumu

Lagranza resolventes.
3. pakapes vienadojuma
i 8 oD e e )
saknpu lineara funkcija
y = x, + ax, + bx,,
ja maina x,, X,, X4 vietam, var piepemt 6 dazadas nozimes
Vi, Vo, - - -, Yg- Attieciga resolvente ir 6. pakapes vienadojums.
Bet iespgjams, ka pie lietderigas a, b izveles ta pienem trino-
mala vienadojuma formu
e S ST
Tad reizeé ar y, resolventes saknes biis ari y, = 0y, un yz;—o?y,,
kur o ir skaitla 1 kubsaknes viena kompleksa nozime,. piem.

i IESE
o = =LEIVE iy,
Tade] var izteikt
X3 + ax; + bX, = w (X; + ax, + bx;)
un X, -+ aX, + bx, = 0? (x, + ax, + bx,).
Salidzinot koeficientus pie x;, dabit a=w un b=w* Ta tad
mekléta transformacija ir '
y =% + ox, + wx,
Apzimejot y* = z, dabilijam otras pakapes vienadojumu
_ z2'+- Az + B =0,

Ta tad eksiste tikai divas dazadas z nozimes.

Par to varam ari tiesi parliecinaties ar sekojosu apréekinu.
Ja apzime ar

2; = (X, + 0Xy + 07 X3)° un z, = (X + 0X; + 0 x,)°
tad var izteikt :
2o — (XyF0X; F02x,)3 = 08(xy 00X, + 02 X,)’ = (X, - 0x,+0*x,) =1z,
2, = (XoF 0%+ 02x;)3 = 03(X, + 0X;+ 0%, ) = (X, F0x,+ 02x,) =2z,
un lidziga karta e

z; = (X3 + 0X; + 0°%)° = 7;, 25 = (X3 + 0Xy + 02 Xx,)? =z,



Lai noteiktu A un B, tad ir jasastada z, + z, un z, z,.
Izlietajot trinoma kuba formulu
{a-- b ) = a>+ b ¢+ 3a?b - 3ab? 4 3a%c +3ac —|—
-+ 3b2%c + 3bc® -+ 6ahc.
un ievérojot, ka w® =1, dabi

! Z; + 2 = (X; + 0Xp + 0°%;)° + (X, + wX3 + 0% X)?
jeb

2,4+ 2o = (X, >4-%,° %230 X, 2 X5+ 3w X, X2+ 302X, % X3+ 3w X, X2 +
+ 30 Xy” X3 = 300° X5 X5® + 6X,XpX5) +- (X, +- X,® + x57 4 30x,*x, +
30?2 X, X324 302 X,? X, + 3wX, X52 + 30X, X3 + 3w? x,2x, | 6%, X, X;).
Ta kil +o0+4 0*=0 jeb v fw?=—1, tad :
zy + 2, = 2(x,° 4 %> + X3%) £ 12%; X, X3 —
— (X% Xy + X Xo® + Xp” Xy + Xo X3® + X, X3 + X X,7).
Dotajam kuba vienadojumam triikst kvadratlocekla. Tapec
X; + Xo+ X3 = 0; kapinot kuba, dabtjam
.8+ x84+ x,° +
‘|‘3(X1 Xy + X; Xp? +Xz X3 + Xp Xg® + X,° X3+X1X3)+
-+ 6%, X, X3 = 0.
To ieverojot, atrasto (z, + z,) izteiksmi var vienkarSot sadi:

21+ 2y = — 9(X,° Xy + XX + Xo® X3 + Xo Xg®F X, Xy + X; X57) =
= —9[x, X, (X; + X;) + X X5(Xp + X3) + X; X5(X; + Xg)]-
Ta 'ka x;, - Xy = —Xg;. Xo + X3 = — %, X X3 = — Xy,
tad Zrbzs = 7% %, % — =27 (-

Analoga karta var atrast
2,2y = [(%; + 0Xp + 07 X3) (X, + 0X3 + ©0*X,)]P =

= (2% + Xy* + X3® — X; Xo — Xy X3 — X[ X3)°

jeb 2y 2y = [(X1F X+ X3)* — 3 (X, Xy Xy X3 4%, X3)]° =
‘ = —27 (X X+ X X3+ X; X5)°.
Galigi 22y — —20pP,

Mekleta resolvente ir

z? + 27qz — 27p® =
un tas saknes ir

o794 7/C D o] 1 A
21—27( -f—]/ =F zg— 2 9 ]/ 4+27
Dota v1enadoluma sakr)u atrasanai 1zlleta31m formulas
X, + wx, + 0’x s_l/_z_]

-
X + 0xy + 0?x, = |z
X1+X‘|"X:
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Reizinot tas pec kartas ar 1, 1, 1; o2 o, 1; w, ©? 1 un
saskaitot, dabtijam

1 SR I 1 S i
:§(1/21‘|’V22): x,_):?;(m'ﬂl/zl—kw]/lm),

(ol z +e*) ),

Xl:l;r un +V—— l/q- 2

So rezultatu sauc ta pirma publicétaja varda par Kardano
(Cardano) formulu.

Apskatisim tagad 4. pakapes vienadojumu

x*+a x*+a, x>+ a;x+a, =0.

Eksiste funkcijas f(x1, X2, Xs, X4), kas pienem tikai tris da-
Zadas nozimes, ja argiimentu Xi,- X, Xs, X« Vvietas parmaina
visos 24 iespejamos veidos. Viena tada funkcija y ar savam
trim nozimeém ir

ng

jeb

Vi = X X + X3 X4
Yo = X X3 + X5 X,
Ys = X X4 1+ Xy Xg

Sastadam:

Y= L% X = 8y MY Yo = 2% K Xy = 4y a3 — 4a,;
umn

V1Yo¥s =X  Xp Xa Xy D X2 X2 X2 = X, X Xg X, - 85X, 2 X2 X2x 25
jeb
;a2 — 2a, a
Y1 Yo ¥s = as(a,”—2a,) + a,° g—ﬁ = (a,* — 4a,) a, + ag%
Ar sim nozimém konstruejam resolventi
yP—a,y?+ (a,a3—4a) y — (a,” — 4ay) a, — a> =
Ja resolventes sakne ir y,, tad no sist€émas
X1,Xp |- X3 X, = Y1
Xy X XX, = a,
aprekinam reizinajumus X; X, un x5 x,. P€c tam no sistémas
) X1+ X)) + Xz + X)) = —ay
| x5 %, (%, + %) + Xy Xa(%5 + x,) = —a,
atrodam summas x;+X. un XstX. Zinot reizinajumus xiXe,
X;X4 un summas (x:+x:), (xs+x,), sastadam divas vienadojumu
sistemas, kam atrisinajumi ir Xi, X, Xs, Xui.
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Varam viegli aprekinat 4. pakapes vienadojumam dis-
kriminantu, ja no yi, y: ¥: izteiksmem sastadam dife-
rences:

yi— Yo = (X1 — X)) (Xo — X3)
Yyi— Y5 = (X1 —Xp) (X — X))
Yo — Y3 = (X1 — Xo) (X3 — Xy)

Tas sareizinot un kapinot kvadrata, labaja puse dabuijam
4. pakapes vienadojuma diskriminantu D, bet kreisaja pusé ta
resolventes diskriminantu. Izlietajot mums pazistamu formulu,
var izteikt diskriminantu ar resolventes, resp. dota vienado-
juma koeficientiem.

Uzdevumi:

1) Atbrivot dalas no irracionala saucgja:
a) 1 b) QX]
e T T <
sakne.
3 gﬁ—;iﬁ’ ja x; ir vienadojuma x?-—3x 4+ 1 = 0 sakne.
2) Dots vienadojums x* — 3x® + x* + 4 = 0. Sastadit tadu
vienadojumu, a) kam saknes par 2 vienibam mazakas neka
dotajam, b) kam saknes ir reciproki skaitli ar dota vienadojuma
sakném.

, ja x; ir vienadojuma x*+4x—1=0

3) Zinot vienadojuma x® — 6x® 4 11x —6 = 0 saknes
X,, X9, X3, sastadit jaunu vienadojumu, kam saknes ir
Vi = X Xy Xg5 Yo = X + Xy Xg; Yy =Xg" + X Xy
4) Sastadit kvadratvienadojumu ar sakném x, un x,, ja
b amaie = U et ek =



IV. TreSas un ceturtas pakapes
vienadojumi.

§ 27. Tresas un ceturtas pakapes vienadojumu
atrisinasanas metodes.

TreSas pakapes vienadojuma pirmie atrisinataji ir Ferro un
Tartalla (Scipione dal Ferro un Nicolo Tartaglia 1535. g.). Apm.
30 gadus velak Ferrari (Ludovico Ferrari) atrisinajis 4. pa-
kapes vienadojuma. Ar 5 pakapes vienadojuma atrisinaSanu ne-
veicas. Vairak ka 200 gadu veltigi tika mekleta formula, kas ar
algebriskiem simboliem izteiktu saknes atkariba no vienado-
juma koeficientiem. Tikai ap 1790. ¢. Rufiini (Paolo Ruffini)
izteica domas, ka tada formula nav iespéjama. 1824. g. Nils
Abels (neatkarigi no Ruffini) to ari pieradija. Daudz ve-
lak Ermits (Hermite) izteica 5. pakapes vienadojuma saknes
ar elliptiskajam funkcijam.

Tresas un ceturtas pakapes vienadojumu atrisinaSanai ir
daudz (tagad ap 100) metozu, no kuram apskatisim sekojoSas.

1. Tresas pakapes vienadojumu
* +px+q=0
parasti atrisina péc Heda (Hudde) metodes.
Liekam vienadojuma kreisaja pusé x = u -+ v. Tad peéc
parveidojumiem rodas '

ut v+ Guv+p) (@ tv) +q=0

Ja nu izvelas u un v ta, lai 3uv 4+ p = 0 jeb uv = — g , tad
tresas pakapes vienadojumu atvieto sistéma
u? —'— v — — q
v =—3
Ka redzams, u® un v? ir kvadratvienadojuma
) SN
2 e il

saknes.
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Tade] var izteikt
3

e ¢ v
u_l, 2—!— +9 unv_/ / —|—27
Katrai kubsaknei ir trls nozimes. Tadel varetu domat, ka bus

9 nozimes summai u -+ v —=x, Bet ievérojot, ka uv = —%, par

derigam jaatzist tikai sadas x nozimes:
X,=u-+v, x,=0u+0?v un x, =0w’u 4 ov,
kur w ir skaitla 1 kubsaknes viena kompleksa nozime, piem.
=—1 _ZI'VS ar 1:]/——-71
2. Apskatisim Ferrari metodi 4. pakapes vienadojuma

x*+a, x4 a,x*+a;x+a, =0 |
atrisinaSanai. Parveidojam vienadojumu, parcelot péd€jos 3 lo-
cekjus labaja puseé

xt4 a, x3— —a,x*—a, x — a,.
Pieskaitot lietderigi izvél&tu izteiksmi, meéginasim abas puses
pataisit par pllnlem kvadratiem. Kreisaja puse rastos

(ot Sxt ) = (R3] (o3 + % =

(2}

:xt+%ﬁ+@{xk+y&%+%ﬂ-+§,
ja pieskaititu izteiksmi
R w2l v
4 X TR, ("‘ + 2X) _" )
kura y pagaidam patvaligs lielums. Labaja pusé péc Sis izteiks-
mes pieskaitiSanas rastos polinoms

x2 (ai# -—~a2+y) —{—x( y — a. )‘}‘({;_34) = Ax? 4+ Bx 4+ C
ar koeficientiem

A=2:ﬁrw,8*fy B Ot
B

Sis trinoms ir pilns kvadrats (x /"A +T) tikai tad, ]a ta
diskriminants B®* — 4AC =0, t. i. ja

a = a,
R e L
jeb y®—a,y*+(a,a;, —4a)y—(a® —4da)a —a=
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Ka redzams, ir radusies ta pati LagranZa resol-
vente, kaut gan atrisinaSanas metode te pavisam cita.
Zinot resolventes vienu sakni y,, var parveidot vienadojuma
labo pusi pilna kvadrata (kx + b)?, kur k un b ir zinami:
ko e LE
= ol
Parveidota vienadojuma
(x‘3 +5x+ ) — (kx+ b=
kreiso pusi var sadalit reizinﬁfﬁjos:
2 g Y1 2 CEl) Y1 =y
[x+(2+k)x+2+bl[x +(2 )x+2 b]_O.
Tagad jaatrisina divi kvadratvienadojumi:

x'2+( —|—k)x—|— g, x+(——k) —l—%—b 0.

Pirma vienadojuma atrisinajumi ir x,, X, ar sakaru

A
X, X, =% + b,
2
bet otra atrisinajumi ir x; un x, ar sakaru
b
LR e

No minétiem sakariem atrod
X)X+ X3 X =Y, -
Tadu pat substitticiju lieto Lagranzs, konstrugjot savu resol-
venti.
Atrisinot vienadojumu ar Ferrari metodi, var rasties neéer-

tibas vienigi tad, ja resolventes sakne y, ir tada, ka A =0. Tada
gadijuma jam€gina y, resp. y,. Ja y,, y, un ari y;dod A=0t. 1.

0 2 9.2
1 i,
4 a’ + y’ = 4 : O)
tad visas ftris resolventes saknes ir vienadas
al

VireYe=Ya—— -

Izlietajot vienadojuma sakgu un koeficientu sakaribas, dabii
3 a 2 g £ ae— _31_4
Bilt L RIS TR 567

4
Tadeél x4—}-alx3—|—a2x'-’+a3x—[—a4:(x+11).

2y —
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Sini gadijuma ari visas dota vienadojuma saknes ir vienadas:

al
=L

3. Apskatisim Dekarta (R. Descartes) metodi 4. pakapes
vienadojumam kanoniska forma
x! + px*+4 gx +1r=0.
Pienemsim, ka polinoms x*- px®-4 qx 4+ r sadalas divos fakto-
ros (x® -+ kx 4+ n) (x>—kx-+m). Péc reizinaSanas un salidzinasanas
ar doto polinomu atrodam :
p=m-+n—k? q=k(m—n), r=mn.

No diviem pirmajiem vienadojumiem izteiksim m un n ar k. Ir
atlauts dalit ar k0, jo pretéja gadijuma, kad k=0, tad ari
q=20, un dotais vienadojums bitu bikvadratvienadojums, kas
tieSi reduc€jams uz kvadratvienadojumiem. Ja k=<0, tad da-
busim

X1:X2:X3:X4:

m+n:p+w,m~n:%
un
i 2 4 42 e 4
2m =p+k*+ =, 2n=p—+k fi
Ar So izteiksmju substifiiciju vienadojuma 4r — 4mn rodas

9
2

dr=(p —I—kg)g“kﬁ:
Apzimejot k* =t, dabii resolventi Dekarta forma
t3 -+ 2pt? 4 (p? — 4r)t—q*=0.
Pietiek atrast tas vienu sakni t,, lai var€tu noteikt k, m, n un
doto vienadojumu reducét uz diviem kvadratvienadojumiem :
x2+kx+n=0 un x2—kx+m=0.
4. Interesantu metodi 3. un 4. pakapes vienadojumu atrisi-

nasanai ir devis Eulers.
Par kubvienadojuma atrisinajumu Eulers piéngem izteiksmi

3 3

VA + 1B
un atrod, ka A un B ir atrisinajumi kvadratvienadojumam, ko
var konstruét ar dota vienadojuma koeficientiem. Lidziga karta
piegemot, ka 4. pakapes vienadojuma atrisinajums ir

x=VE+JB+VT,

var sastadit tadu 3. pakapes vienadojumu (resolventi), kam par
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sakném ir A, B, C. Eulers domaja, ka ari 5. pakapes viena-
dojuma atrisinajums biis uzrakstams forma

5 ) 5 5
x=|/A+}B+)C+)D
Tomeér izradas, ka te attieciga resolvente ir 6. pakapes viena-
dojums.
Ja kubvienadojuma x* -+ px + q=0 atrisinajums ir

3 3
RN B tad
3 3 - 3 3
x3—A s B-L 31 AR (]/A—{—']/_B) —A+B+3)/AB .x

Salidzinot ar doto vienadojumu x® = —px —-q, dabi
i Lerd12l
A4+B=—q, A.B= 97

Tadel mekletais kvadratvienadojums, ko apmierina A un B, ir

2 pILE

z¢ +qz — 07— 0.
Ja liek y = 27z, tad tas top identisks ar Lagranza resolventi.

Tagad izlietasim Eulera metodi 4. pakapes vienadojumam
x* 4+ px?+ gx +1r=0.
Pienemsim, ka x = |z, +|/z, + |/z,, un meklesim tadu tresas
pakapes vienadojumu
22+ A, 2" + A,z + A; =0,
kam saknes ir z,, z,, z,. Tada gadijuma sakari starp vienado-
juma sakném un koeficientiem ir
2+ 2o+ 23 =—A, 2,2, + 2,2+ 2,2, = Ay, 22,23 =— A,
Ta ka
X2=12 {2y 25 + 202 2o 4 V(2,7 - Vzi2) =
= — A+ 2z, 25+ V2o 2, + V2, 25),

tad
(22 ANR—d A, olz 707 (2 - [z z)] — 485 8]/ ==
jeb xt+2A, x2— 8/ —A,x + (A2 — 4A,) =0.

Sim vienadojumam jabfit ekvivalentam ar doto. Salidzinot koe-
ficientus, atrodam

SR ey ,f___&) £ B
Al == g2 A% [T 64 (bet ] AE} T 8 ? Aa s 16 2
Tadel resolventes vienadojums ar sakném zl, T Zo T

z2 —|——z —}—pfﬂ_éhz E?;"—O
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Izteiksme
. AT ARSI
radikalu zimes jaizvelas tadas, lai biitu
/)l =1=5 = — 5.
No 8 iesp€jamiem kombin€jumiem par derigiem jaatzist tikai 4.
Liekot, ja vajadzigs, x vieta —x var iekartot ta, lai q<Z0.
Tada gadijuma dota vienadojuma saknes ir
6= Va+ V2ot V2, x=V2z,—V2,—~ V2,
xg= —|/z, + V2o — V25, 2p=— V2, —Vz, + 1z,
Ir secinamas formulas
(X — Xo) (X3 — X,) = 4 (2, — 2Z5)
(X — Xy) (X — X)) = 4 (2, — 2,)
(% — %) (X — X3) = 4 (2, — 2,).

Tas sareizinot un pacelot kvadrata, dabu 4. pakapes vie-
nadojuma diskriminantu
Pi=— 454
atkariba no Eulera resolventes diskriminanta A.

5. Ka pedgjo apskatisim geometrisko metodi. _
Vienadojums x*-+a, x* 4+ a,x*+a;x +a,=0 ir Ilidzvertigs
sistemai

{ x> —y=40
y*+a xy +ay-+ax+a, =0
vai ari sisteémai
[ x2—y=0
| y2+a, xy +a,y + a, x+a4+l(x —y)=0.

Te pirmais vienadojums geometriski reprezente parabolu,
bet otrs ar patvaligu parametru * — kadu otms kartas (pa-
kapes) likni (koniku). Abu liniju krustoSanas punktu abscisas
izteic dota vienadojuma saknes.

Izvelesimies A tadu, lai otrais vienadojums

AX® +a; Xy + y?+ agx+ (8 —A)y +a,=0
izteiktu divas taisnes. Tada gadijuma, ka zinams no anali-
tiskas geometrijas, nepiecieSams un pietiekoSs nosacijums ir



94

a a. "
)\ ,21 —2'} 2)\ a] a%
a a.) >\ . |
21 1 e 0 jeb | a, 2 a,-—A | —= 0.
ds . da— A |
5 9 A | \ a;  a,—h 23,

Atklata forma dabujam vienadojumu
2°— 22, 0% 4 (a; a; 4 a,* —4a,) A+ (a2, —a; 8,33 + a3°) = 0.
Ari te var sameklét transformaciju, kas So vienadojumu
parveido Lagranza resolventeé. |
Ar piemérotu parametra A nozimi ir nosakamas taisnes
Ax+By+C'=0 un A;x+B:y +=C:=0. Mineta sistema ir iekvi-
valenta divam vienkarSakam sistemam
j’x‘l———y:() x2—y=20
| Ax+By+C=0 o {A1X+Bly + C;=0
vai diviem kvadratvienadojumiem
Ax +Bx2+C=0 un Ax-+B;x*+4+C, =0.

§ 28. Diskusija par kubvienadojuma saknem.

Kubvienadojuma saknu analizei ir wvajadziga wvispariga
teorema:

Jia vienadojuma ‘Bz) =1%i8i koeniicten s
realiskaitli‘'unta viena sakne itokomplielksa
tad-tamir arsakne kas:drsalstitlikeampilelksta
atT dioto

Ja polinoma i(z) ar realiem koeficientiem liksim z=x-iy
(x un y reali) un Skirsim realos no imaginariem, tad

f(x 4+ iy) =P(x,y) +iQ(x,Y),
kur P un Q ir realu koeficientu un realu argtimentu polinomi.
leveérojot, ka koeficienti ir reali skaitli, atrodam, ka polinoma
vertiba saistitam kompleksam argumentam z—=x—iy ir

fx —iy) =P (x,y) —iQ(x,y).

Ja nu x + iy ir vienadojuma f(z) = 0 sakne, tad
P(X! Y) == Q(X’ y) = 0.

Tadeél ari f(x —iy) =0, t. i. ari x — iy ir f(z) = 0 sakne.

Apskatisim tadu kubvienadojumu x* 4 px 4 q = 0, kusa
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koeticienti p un q ir reali skaitli (lidz $im mums nekur tads
ierobeZojums nav bijis). Ta saknes ir Xi, X, x; un diskrimi-
nants
Bt G = R X N X ) — —(4p7 12T,
Fad D=0 ir.nepieciesamais un pietieko-
sslsSnials A c Tl wrmes, kAl visas tris vienadojuma
sakinesibiturealas un daziadas
Tiesam, ja visas fris saknes ir realas un dazadas, tad
x) — x5)7% (X — %5)7% (X3 — x,)% 11 pozitivi skaitli un to reizi-
najums D >0. DBet ja vienadojumam ir kompleksas saknes:
—ant- bl X —a. —bi,x. =6, by e teali),
tad (x; — X,)2 = —4b%2 < 0,
(xo— X352 (X3 — %)’ =(a —¢)*+ b>>0 un D<CO.
Sos slédzienus apstiprina ari Kardano formula, kupa iz-
teiksme
p’ D
U )
Apskatisim sekojosus gadijumus.
S
PeidasD =< 1.4, oy —|—-2—7> 0, tad

3
W e e

3
/ g 73 o e
L e e o] e TR
i BRI g o VT
ir reali lielumi. Viena sakne x;, = u + v ir reala, bet pargjas

l/’

divas Xopal == é(u -+ V) _f_,,,,

(u — v) saistiti kompleksas.

: e TG U R
9) ja D=0, t. i. —{—27_O,tad

= __l/ DB 20, Ry ==Xy =L

i(Ia dad visas tris saknes b reailfas:idnvas s no’ tamir
wienadassshiet  firesaipreteja - zrme ivg divreiz lie-
laka absoluta vertiba.

3. Ja D >0, tad%+-§7:—32<0 un apriori p < 0.

3
Apzime€sim —g: A un pieradisim, ka u=]/A-+Bi un
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3
v=|A—Bi ir saistiti kompleksi skaitl]i (uzrakstot u un
v trigonometriska forma, sis apgalvojums top acim redzams).

Lemma. Ja divu komplekso skaitlu z, =a, + b;i
un z,=ay~ bsi(b; #0, b, = 0) moduli it vienadi un" to
reizinagjuems vir ‘realss Un peziilve,) " tads Sz Rz
saistiti kompleksie skaitli.

Dots, ka a,* -+ b, =a,% - b,? un z; z, —(a; a,'— b; by)
+1i (a, by, + a, b;) ir reals . pozitivs skaitlis.
Ta tad a;a, — b; by >0 un a, b, -+ a,'b; = 0.

Pédejas vienadibas abas puses dalam ar b; b, 7= 0. Dabiito
proporciju

Ay i g
by — by
kapinam kvadrata:
A7 agt
bt b
un pieskaitam abam pusém 1. Rodas proporcija
2+ by _ 2+
bis :

kurai ir vienadi Iocekh

2 4 b2 = a2 & b,?
Tad jabut vienédiem arl locekliemiz. b2 = bu jebsbil = b

Ja piepemam, ka by = —-+b,, tad formula

g0 Ay
by ]
prasa, ka a; = -—a,, un dota nevienadiba a; a,— b, b, > 0 top
neiespéjama.
Atliek tikai iesp€ja by = —b,. Tad a; = a,, un lemma ir
pieradita.

3 3
Varam parliecinaties, ka u = /A+Bi un v = JJA—Bi iz-
pilda lemmas nosacijumus. Tiesam
3

3 3 ; 3
oy AP R s ] [/ AR M o) GRS
—=]A+Bif=]/A%+B _l/ g7 = — g um v = 5

3
bet wv = |/A? £ B2 — _% =0,

Tadel u un v tieSam ir saistiti kompleksi skaitli.
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Ja u=a-+bi, tad v=a—Dbi, un vienadojuma saknes ir
X = 2a, Xp3= —at+bl]3.
Vienigas griitibas ir noteikt skaitlus a un b ta, lai
el = ]}H Bi.
Kapinam formulas abas puses kuba, un salidzinam atse-
viSki realas un atseviSki imaginaras dalas. Tad dabiijam a un b

noteikSanai vienadojumu sistému
j a® — 3ab?2 = A

li3a2b "t ips— B
Liekot a = b.t un izslédzot b, dabu jaunu vienadojumu
: A A
S fia s £ Cratin Sl
t 3 B t 3t + S 0,

) el ' A % A
ko ar linearu transformaciju v =1t — g var reducét kanoniska

forma

Ag) A ( A‘J)

S el el i Sl TSI

y 3(1—1—82y QB l—l—Bg_.O.

2 .
= k = 0 dabu vienadojumu
A

y3—3ky——2k§=0,
kura diskriminants D, = 4.27k® > 0. Esam nonakuSi pie tadas

pat problemas ka sakuma,

Ar apziméjumu 1-—}—

Varétu domat, ka ir kada cita algebriska metode, ar kuru

3

var aprekinat /A 4 Bi. Tomér ta nav, jo 1880. g. Helders
(Holder) ir pieradijis, ka ar algebriskiem lidzekliem
§is uzdevums nav atrisinams. Tade] tresas pakapes
vienadojuma atrisinasanas gadijumu, kad D > 0, apzimeé ar
nereduc€jamu (Casus irreducibilis).

Sini gadijuma saknes izteicamas trigonometriska
forma.

Ja

' A 4 Bi = r(cos® 4 isin®),
tad

; : A ; B
12 == AR CoS® = —, sing =
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Ar lietotam nozimeém izteic

eI R
Rt s r_l/—27 un

Tadeé] ar cos®w un sing izteiksmém lenkis 0L o
nosakams viennozimigi.

= (§+ o

ir

//\ Gy

Ievérojot cos¢ un sinw perioditati, var izteikt
o e
== (cos Pk & isin ‘O_j'_gg_kf)

ur

3
3
V—T-]-/? (cos (-'o-i?)?lff“ s 4 Ve C-D.i??k“)’

. il
kurk=1,2 3 Taki]r = l/— P tad formulas

xk_.QI/ —cos -—321(7; 1 e MR

izteic tris realas un dazadas saknes vienadojumam

S 0 s 0 i
Péc citas trigonometriskas metodes izlieta formulu

cos 3o = 4cos*a — 3 cosu.
Apzimgjot cosa = y, cos 3o — m, var sastadit y noteik-

sanai vienadojumu

: 3 m

e Y — — =

Y T A 0.

Ja vienadojumu x* + px + q = O transform& ar substitiiciju
X = t.y iorma

Pyt =0
tad tas top identisks ar ieprieks€jo, kad

SN @ q

AT 4 -
Ta tad {abit

£ p —4q ]
o 2V Vi l/—
27

Zinot t un m = cos 3«, atrod « un péc tam x =ty — tcosa.

q
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§ 29. Diskusija par 4. pakapes vienadojuma
saknem.

Ceturtas pakapes vienadojumam
\_ X -pRe e gR T =0
ar realiem koeficientiem p, q, r Eulera resolvente
s d DS AT e s
e e e e i
IR Ay saknem’, 7, " 2, Zo.
Vienadojuma diskriminants D — 46 A, kur A ir diskriminants
resolventei. Ja q > 0 (sk. § 27.), tad .

w=Va+Vn+ s n=—Va+h -1
Xyp = VZL ok l/zz 0 Vz3r Xy = _VZI S VZ;) SiF Vz‘s'
Ir iesp€jami Sadi gadijumi:
I. D>0 (resp. A>0), I. D=0 (A=0j} un IIl. D<C0 (A <0).
. D>0, A>0. Ja p<<O, 4r —p2<70, tad z;, z,, z, ir
reali skaitli, un divi no tiem var btt negativi, jo

q‘2
212y 23 = g4 =0 |
Piepemsim, ka z, ir pozitivs, z, un z; negativi. Tad
2+ 2, + 23 = 2, — | 25| — |z5| = _“g“ =

norada, ka Zi > |2Za| | 25
vai zillizs] oz ) =l | - s )7
Ja no Sis nevienlidzibas abam pusém atgem |z,| z,|, tad
dabu
2y |25] b 2y 23] — |25] |25] > |25 3 |Z5]® + [24] |25] > 0
jeb @iz 2y Zg o Zp2a) =
Te rodas pretruna
4 — p? > 0,
jo dotais nosacijums ir 4r — p? < 0.

Ta tad, Sini gadijuma visas tris saknes zi, z., Z; ir pozi-
tivasundazadas. No Eulera formulam seko, ka Sini
and 1] namaisa rii .82 len etls’ X1, ' Xe, Xs, X Ur redlas un
dazadas.

Ja D>0, bet abas vai viena no prasibam p<<0, 4r—p°<<0
nav izpildita, tad divas z nozimes ir negativas, piem, z.<<0,
Z:<0, bet z.=0. Sini gadijuma ceturtas pakapes

: o
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vienadojumamir diviparikompleksisaistitu
saknu:

X159 ]./Zlii(V‘Zm i V'Zsl)

Xl — e VZ1 iy (VIZQ‘ =T V‘Zs\)

IL. D=0 (A=0). Jap<O0, 4r— p>< 0, tad visas fris
resolventes saknes ir pozitivas un divas no tam vai ari visas
tris ir vienlidzigas. Ceturtas pakapes vienadojumam
visas Cetras saknes ir realas, un divas vai tris no
tam ir vienlidzigas.

Jalp< 0, 4r —p? =q =0 tad i zo—szam="007 = fin
ceturtas pakapes vienadojumam ir divi pari
realu divkartéju sakgu:

X190 = VZU X35 4 :_VZL-
Kad p =0, tad ari

X1:X9=X3:X4:0.

I

Ja nosacijumi
p<<0, 4r—p><<0 vai 4r—p? =q =0
nav izpilditi, tad
22223<0, Zl>03
un ceturtas pakapes viemadojumam divas vie-
nadas saknes ir . redlas sun divasikompleksi
siall sititas
X bhle == I/Z izil/‘z‘zla Xy 40— _]/él
Ja p>0 un 4r—p®>=q =0, tad
Zan= (0Gez e W)
un dotajam vienadojumam ir divkartéjas kompleksi
saistitas saknes:
X190 = il/lzl y X35 4 :_il/|21|
. D<0 (A<0). Sini gadijuma z,, z, ir kompleksi
saistiti skait]i. Ja

Jz, = & + iB,

tad 2y = oo—ri Bl s 23z, 0
No formulas

212923:(—32}>0

seko, ka ari z; >0. OSini gadijuma ceturtas pakapes
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vienadojumam divas saknes ir realas, parejas
divas kompleksi saistiti skait]i

XI,QZVZiQOC, X3,4:-—]/Z—1i2[3i.

Uzdevumi.

1. Atriginat vienadojumus:
a) x>+3x24+7x+5=0; x*+3x2—2x—6=0;
x?— 10k — 1 = 0; x3— 6ix%2-— 10x + 8i = 0;
x? — 3ax? + (3a? — b?) x — a® + ab? = 0.
b) x*+4 2x2 — 12x2 — 10x 4+ 3 = 0;
xt—2x3—13x2+38x — 24 = 0; x*—3x?+ x>+ 4 = 0;
4x* — 11x* +9x — 2 =0 (Eulera metode);
x*—12ax*+ (45a*—Db?) x2—2a (29a2—5b?) x+4-24a% (a®—b?) = 0.

2. Pieradit, ka visparigo 3. pakapes polinomu
f(x) = a,x® 4+ 3a;x* 4+ 3a,x + a4
var parveidot forma
Alx—=a) { Blx—h)’,

kur a un b ir tada kvadratvienadojuma F(x)=0 saknes, kura
koeficienti racionali izteicami ar f(x) koeficientiem.

Secinat metodi 3. pakapes vienadojuma f(x)=0 atrisina-
Sanai un pieradit, ka polinoma f(x) diskriminants ir 0 tikai
tad, ja ari polinoma F(x) diskriminants ir 0.



V. Binomalie vienadojumi.

§ 30. Binomalo vienadojumu saknu ipasibas.
Primitivas saknes.
Visparigo binomalo vienadojumu Ay* 4+ By"= 0 ar kon-
stantém A, B un veseliem kapinatajiem k > h var parveidot vien-
karsaka forma, sadalot faktoros vienadojuma kreiso pusi

Ayh(yk—h _I_ E) = 0

Tad ;vienadojumam. y* = 0" saknes'it 'y, =ys =t =iy =i
bet paréjas saknes dod vienadojums y*— " 4 i =)

Apzimgjot k — h = n un izdarot linearu transformaciju

2
— ] -
dabii binomala vienadojuma kanonisko formu
x| =0

Ja f(x) = x* — 1, tad visas vienadojuma {'(x) = nx"—! =o
saknes ir nulles, bet £(0) = 0.

Tadél binomalam vienadojumam (kanonis-
ka forma) visasisaknes irvdazddals

Ir tikai divi reali skaitli, kuru absoluta vertiba ir 1. Tadel
binomalam vienadojumam nevar but vairak ka divas realas
saknes: 'ja mir payniskaitlis, taditadasisaknels
ir 1 wn'—1, bet ya @ ir neparu skaitlis ftad
tildea e ol

Visas binomala vienadojuma saknes ir uzrakstamas trigo-
nometriska forma ar izteiksmi

2k 2k

Xe=cos——+isin=—, k=1,2,..,n un i= =

Attelotas komplekso skaitlu plaksné, tas sadala n wvien-
lidzigas dalas rinka liniju, kuras centrs ir 0 punkta un radijs 1.
Ap 1800. g. Gauss ir devis metodi binomalo vienadojumu at-
risinaSanai algebriska forma un pieradijis, ka ar elementa -
riem lidzekliem (cirkuli un linealu) konstrugét bi-
nomala - wienadoinma saknes, 'Tesp - sadaifii
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rindca sleniiucn vienlidzigas - dalas: var. tikai
tad, janirvainupirmskaitlisforma 2 L 1 vai
arir zinama veida sadu pirmskait]lu produkts,
Forma 22+ 1 izteicami pirmskaitli 3, 5, 17, 257, . . . Tade] ir
iespejams konstruét ar elementariem lidzek]iem régularus daudz-
sturus, kuru malu skaits ir viens no skaitliem
U APl s PR L SRR I L R 0 3 T [ e STl (i (0 L STt i By g
Zemako pakapiju binomalie vienadojumi ar n=l1, 2,. .., 10,
un dazi ar n=10 ir atrisinami elementari.

Piemers. e =R ()]

Kreiso pusi var sadalit faktoros
(x—1) (x -|—x5—[—x4—|—x*—i—x -+ x 4 1) = ()
Dabtijam: 1) x — 1 = 0'ar sakni x =1 un 2) simmetrisko
jeb reciproko 6. pakapes vienadojumu:
X0 4 x0fxt4+x24+x+1=0.

Lai atrisinatu pédejo, dalam abas puses ar x* un apziméjam
X + ; =
Tad

| —

_{_

un dabtjam tres

V]

5 : : 1 : ;
X Al e R = Y Y,

s pakapes vienadojumu
ko var atrisinat algebriski. -

Apskatisim dazas binomalo vienadojumu saknu ipasibas,
kas izteiktas ar sekojosam teorémam.

Teorema I. Ja n > 1, tad visu binomala viena-
dojuma sakpu summa ir nulle.

Tas tade], ka vienadojuma nav locek]a ar x"—.

21 P4

K Ly X X
Teoréma Il. Reiz€ at x, un x, ari x,X,; — um x*

(k vesels skaitlis) ir binomala viendadojuma
g le— Qi staikeie S

Jarx ==l unix =11 itad ‘asi

E— o e =



104

Japiezime, ka x; un x,7! ir saistiti kompleksi skaitli.
TieSam ja x, = p + qi tad

X‘le—ﬂlr :P_ql
V0 Defedis L DA
Ta ka p2 + g2 = |X1i2 =1 tad x,~ —p — qi

Sakars
Ko il = p
norada, ka binomala vienadojuma saknes x; reala
dala ir

1
DN (e %)

Teoréma IIl. Ja n dalas d, t. i. n|d, tad vienadojuma
¥¢ —ili=0"8aknes it ari wvienadojuma xt-—1—
sidtk-niess:

Tiesam, “fa x,% = "4n- 1 ='n;d:’ar "veselu skaith na-itad
ani pef el e et =il

Teoréema IV. Visas divu binomalu vienadojumu
2= =0 unx"—1"=0'kopigas sakinesiit arl viend:
dojuma. x4— 1= 0Ousaknes, kur d it-skaitlu ‘acunib
lielakais kopigais dalitajs, t. i. d =(a, b), un otradi;
vienadojuma x¢— 1 =0 katra sakmnme ir ari viena-
dojumu x* — 1 =0 un x> —1=0 sakne.

Ja a>Db, tad var izteikt ar kvocientu q un atlikumu r
skaitli a=Db.q + r. Te b>r un (a, b) = (a, r). Ja x; ir vie-
nadojuma x* -— 1 =0 un ari vienadojuma x® — 1 = 0 sakne,
tad x, ir arl vienadojuma

2T —l=0, sakne i xr == mtde— o 2 i (or Py el
Ta tad no diviem dotajiem veseliem skaitliem a un b var atrast
treSo veselo skaitli r, kas mazaks par abiem dotajiem, pie kam
(a5 b) =i(a,i't) cun’ x; Siryaritwvienadojuma x- — 1 =10 sakne:
Turpinot So dalisanas procesu (Euklida algoritmu), da-
btisim dilstosu pozitivu veselu skaitlu virkni

I o 1S O DRI P

kurai
(A b)i=sla ana=—a(atir s = el ==t
Tadel agri vai velu virknei jaizbeidzas ar r, = d. Skaitlis x, ir
ari vienadojumu
RE e = O R e R

beidzof ariix 2 —1 =0 2t 1. 24— =0, sakne.
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Otradi: Ja x, ir vienadojuma x! — 1 = 0 sakne, tad x, ir

ari vienadojumu x*—1 = 0 un x® —1 = 0  sakne, jo
ald un b|d.

Sekas. Ja (a, b)=1, t. i. aunb ir relativi pirm-
skait]i, tad vienadojumiem'x* — 1 =0 un x*—1 =0

Crtileadov iernidvkiopiea 'sakne x; = 1.
- Teoréma V. Ja p ir absoluts pirmskaitlis un
pilike niaRd iy dimia St = Nyieinal sa knie it x50 tad

Pt Aoy el Sl S Ee il bl atirio deats vilgia s viilenia d o'
juma sakmnes.
Pietiek pieradit, ka visi skaitli rinda x,, x,%, . . ., x,Pir da-

zadi, jo reizé ar x, visi x,*¥ ir viepadojuma saknes, un ari to
skaits p ir vajadzigais. Ja rinda butu divi vienadi skaitli:
X P AT 0 <ol = R =t
tad xiv=1, " kurnk; —j —i ar’ 0 <k < p.
Vienadojumiem
xp= ] =0 un x¥—-1=0
bttu kopiga sakne x,, kas — pret€ji dotam — varétu bat tikai
x; =1 jo (p, k) = L. |
Ja x; apmierina binomalo vienadojumu
" —1 =0
un visi skaitli rinda x,, %% ..., x;° ir da7adi, tad x, sauc
par 81 vienadojuma primitivo sakni, Citada veida var definét:
X, ir. vienadojuma x" — 1 = 0 primitiva sakne tad, ja x; nav
sakne nevienam binomalam vienadojumam ar zemaku pakapi
neka dotajam. Ir saprotams, ka abas definicijas ir lidzvertigas.
Pieradisim teorému VI: katram binomalam viena-
diojumam x* -1 =0 eksiste primitivas saknes.
Primitivo saknpu skaitu apzimeésim ar o(n).
Péc ieprieksejas teoremas (V.) vienadojuma
; x—1=0
katra sakne x, = 1 ir primitiva. Tadel o(p)=p—1, ja p ir
pirmskaitlis.
Ja x, ir vienadojuma
=1 =0
neprimitiva sakne, tad x, ir kada zemakas pakapes vienadojuma
X =0, (m< n)
sakne.
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Péc teoremas (IV) x; ir ari vienadojuma
o) eril) _
sakne, kur d =(n, m). Ta ka n|d, tad vienadojuma x" — 1 =0
katra neprimitiva sakne ir ari tada vienadojuma

XU il=10
sakne, kur d ir skaitla n ists dalitajs, t. i. d<Zmn.
Gadijuma, kad n — p?, visi istie dalitaji 1, p, p% ..., p*!

ir reizé ari skaitla N = p*~! visi dalitaji. =~ Tade] vienadojuma
x" — 1 = 0 katra neprimitiva sakne ir ari sakne vienadojumam
RV R )
un, pats par sevi saprotams — ari otradi.
Izdalot x® — 1 ar xN—1, sastadam simmetrisku vienadojumu
v ¢l G BN o SN G e e i o (e
ko sauc par rinka daliSanas vienadojumu. Si vienadojuma visas
saknes ir dota binomala vienadojuma primitivas saknes, un to
skaits ir
]
o(n)=n—=N=p* —p:l= p“(l—— L
- p
o A : 1 .
Piemers. Vienadojumam xY — 1 = 0 ir 9.(1-— —3—) — 6 pri-
mitivas saknes, kas apmierina vienadojumu x°% 4+ x* 4+ 1 = 0.

Teoréma VII. Ja (a, b)=1 un viendadojumu
X3l 0, i R =)
primitivas-sakinmes iriatilect i X, Hn Vot adiwiies
nadojumam z® -1 —Hii1iprimitiviaisa kne 2z, == %

TieSam, z, ir vienadojuma z®®* — 1 — 0 sakne,
jo 2 = (x)° (v, = 1.
Piegemsim, ka z, ir arl kada zemakas pakapes vienadojuma
ziv—="——0%ar ‘m=tiah
sakne.
Tad no sakara x;® y,® — 1 var izteikt x,® —y,=% . Pieradisim,
ka te ir pretruna.
Tiesam, x,™ ir vienadojuma x* — 1= 0 sakne,un y,~™ ir

kada vienadojuma y®>— ] — O sakne. Sakars x,m = y,—™
norada, ka abiem vienadojumiem ir kopiga saknekas == 1. Bet
tas nav iesp€jams, ja (a, b) = 1.

Ja x;, x, it divas dazadas vienadojuma x* — 1 =0 primiti-
vas sakmes un y,, y, ir dazadas y> — 1 = 0 primitivas saknes,
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pie kam (a, b) = 1, tad ari z, = x;y; un z, = X,y, ir dazadas
primitivas vienadojuma z® — 1 —= 0 saknes.
Piegemot pret€jo, ka x,y, = X,Y¥,, seko %:Xi-’ =+ 1. Rodas
1

2

lidziga pretruna ka ieprieks. Tadel sekas:
Jai(a, b= I, tad" o (ab)i="w(a) . o'(b)
Tagad varam noteikt vienadojuma x"—1=0 ©primitivas
saknes un to skaitu ©(n) vispariga gadijuma, kad n sadalijums

dazadu pirmskaitlu p, q, r, . . . produkta ir
my=—nny 2 A S T
Ja izvelas visos iesp€jamos veidos no katra vienadojuma
30t O = = 10, a0

pa vienai primitivai saknei un tas sareizina, tad dabu visas vie-
nadojuma x" — 1 =0 primitivas saknes. To skaits ir

ei(n) =P e (qh) SRk ot e—

= rk(l_ ;) (1 _;) (l_%)

s=afi- Y- (- 1)

Funkciju ¢ (n) lieta ari skait|u teorija, kur ta izteic ar skaitli n
to relativo pirmskaitlu skaitu, kas ir mazaki par skaitli n.
Piemeérs. Gk R =)
Te 12 =22 . 3 un ¢ (12) =4. Tade] sastadam vienadojumus
bt L =0 aun i xt = 1i=0,
Vienadojuma x* — 1 = 0 primitivas saknes apmierina viena-
dojumu x* + 1 = 0, kam ir saknes ==i. Bet x* — 1 =0 pri-
mitivas saknes dod vienadojums
x? — 1

AT xr x4 1=0,

x—1

jeb

kam saknes ir

é_(_, )

Pirma vienddojuma katru sakni reizinot ar otra vienadojuma
katru sakni, dabtijam visas Cetras vienadojuma x'* — 1 = 0 pri-
mitivas saknes. Vienu no tam, pieméram

1 =, .
HAiny ('3 4 1),
kapinot visas pakapés no 1 lidz 12, dabtisim visas vienadojuma
x? — 1 = 0 saknes.
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§ 31. Rinka linijas sadaliSana vienlidzigas
dalas. Regulara 17-stura konstrukcija.

Rinka linijas sadaliSanai n vienlidzigas dalas pietiek kon-
struét vienadojuma x"—1=0 vienu primitivo sakni x; un at-
kartot tas amplitudu n reizes. Saknes x, konstrukcijai savukart

pietiek konstruét tas realo dalu é (X, +x,7"), Dbet si konstruk-

cija ar elementariem lidzekliem katrreiz nav iesp&jama.

Lo d

Piemeram, apskatisim rinka linijas daliSanu 5 un 7 vien-
lidzigas dalas.
1. Vienadojuma x° — 1 = 0 CcCetras kompleksas saknes
Xy Xty X x5 Xy £ L)
iespejams sakartot ta, ka katra nakosa ir iepriekséjas kvadrats:
gl L 28 o v Bl by Seei oy epinior: neall PR
Apzimeésim
X+ X =¥, X°+ X =Y,
Ta ka vienadojuma x°—1=0 visu piecu sakpu 1, x;, x,%, x,3, x4
summa ir 0, tad
Yi+Yo=—1 un y,y, = (x + 371 (x° + x,7%)
jeb Vi Yo =X + X'+ 5+ 572 = — 1.
Redzam, ka y,, y, ir kvadratvienadojuma

y*+y—1=0
saknes

ARt R
Tas var ar cirkuli un linealu konstruét.

Piemeéram, var sakt konstrukciju ar taisnlepka trijsttiri, kam
katetés ir 1 un 2, ta tad hipotenfiza ir |5 u. t. t.

Var ari izlietat kvadratvienadojuma
‘ 2 —ax+b=0
realo saknu tieSas konstrukcijas metodi, kas pamatojas uz se-
kojosas ipaSibas. Rinka linija, kam punkti (a, b)
wir (00 1) koordinata sistema(x wv) ir diametr:
gala punlti krifstiojaties far x-asi. afzldel
dota vienadojuma saknes Xi, X
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(a.b)

(@9

0 ﬂ\/x‘l X

Pieradijumu dod sekojoSs analitisks aprekins.

pa b
I 2

Ta ka rinpka centrs ir ar koordinatam ( ) un radija

2

kvadrats ir (—g—)d + (b—;l)m, tad rinka linijas vienadojums ir

LNy 0ol

Atrisinot kopigi ar x-ass vienadojumu y =0, dabujam
kvadratvienadojumu x* — ax +b =0, kam saknes ir X un X..

2. Vienadojuma x"—1=—0 seSas kompleksas saknes var sa-
kartot ta, ka katra nakosa ir ieprieksejas kubs (x; = 1):

£y sy o il e, e R e
X1 X X18 — e e X
G g el SR S et IR T e
X > SER R i (i
: i R
bet A — Rl o e

Ja apziméjam ar

Vo= bx® b = g2y 8

un
Yo =15 A TR e o
tad
{ Yo ==l
Vi Yo = 2

Ka kvadratvienadojuma y*+y+2=0 saknes vi, y. gan
var konstruet ar cirkuli un linealu, bet ar to nav lidzéts
X; konstrukcijai.
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Ja, turpretim, apziméjam
b AC T CrmS—ee A B Ch  e— e FR TR o S

2,2 £ 3 . R
(-2-1 ir x, reala dala), tad z,, z,, z, ir kubvienadojuma saknes,

un ar elementariem lidzekliem tas nav konstru€jamas. -

Ka pedejo pieméru apskatisim regulara 17-stiira konstruk-
ciiu.

Vienadojuma

8 W
16 kompleksas saknes iesp&jams sakartof ta, ka katra nakosa ir
ieprieksejas kubs (x, == 1):
X, %% %% =x0=x"5 x7 =% =x"" W e
15,..,.__. Iy 1 S 2 x 8 —x— ‘-1_—1__—1

x> =x2=x% x* =x,%=x,7% x? =% %7 =x,"=x,7},
P—x9=x8 x =x%=x" %% =x2==x4,

old 916

— v —15 — —
=X Xl ’ Xl Xl :

gl sy 3
oy == e R

bet X0 — e 18—
Sadalam tas divas grupas un apziméjam
a2 t of o8 10 o2 ald
Vi =X+ Xls + X13 T “’(1'3 b e s o SIS T
un
olh
Y>—X15+X1 +X1 + X;” +X1 +X1 +X1 +X135
jeb
' =X, + x4+ x24x2+xt x4+ x84+ x,8
Y1 1 1 1 1 1 1 1 1
un i i ol SRl o e SR e e e G

Ieverojot, ka wvisu 17 saknu summa ir nulle, atrodam

summiut Nl 1l

Reizinajuma y:y. formulas labaja pusé iznak 64 locekli,
starp kuriem katra sakne atkartojas 4 reizes. Tapéc
Viy:—4 (Y1+Y2) =4,

Nozimes y. un y. var konstruét, vai apréekinat ka kvadrat-
vienadojuma
y*+y—4=0
saknes. Sadalisim ari y; un y, Cetras summas
Vii=% A X%F 4 2 22 Yor =% + %% +x% +x2
Pra= X% ok XSk o el e Yoo =X° + x,% + %% e
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jeb
Al e e SRR e S S ST 0.l i S
Wia— X5 el x5 S X ek L T
kas apzimétas ar dubultindekiem. Sakari
Yii Tt Yo=Y, Y11 Yie=Y1+Yo=—1
norada, ka y,, un y,, ir kvadratvienadojuma
22 —y,z—1=0
saknes. Lidziga karta atrodam, ka y,, un y,, ir vienédoju'ma
t2 —y,t—1=0
saknes.
Beidzot sadalam ari y,, divas summas
Yiir =X X Vit = X x4
starp kuram ir sakari
{ Yi11 7 Yiie = Y11
Y Neeises Vo
Ta tad y,,; un y;;, ir vienadojuma
U — ¥, U+ ¥y =0

Saknes i, =y 0. Uy =V, 1.  Las var 'konstrugt ar cirkuli’un
linealu. Ta ka % e ; (x; + x,~1) ir saknes x, reala dala

un modulis |x;/ =1, tad komplekso sakni x, var konstruét.

Kvadratvienadojuma
X+ X5 =Y
sakne x; izteicama ar algebriskiem simboliem, kuros atkartojas
kvadratsakne | . Binomala vienadojuma
R =)
visas saknes dabu, kapinot x; pakapés no 1 lidz 17.

Noteiktibas de] piepemsim, ka x, ir sakne ar mazako pozi-
tivo amplitadu @:211;, t.i.

g e N Dy

XiE=100% 1-7—1,—1 sin 17

Tad skaitla x,* amplitiida ir 4 reiz lielaka, bet ari <C ; Tadel

skaitlu x, un x,* realas dalas ir pozitivas; no tam pirma lielaka
par otro. Abas kopa nosaka y,; > 0.
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Vienadojuma
22 —y,z—1=0
sakném y,,, y,. it pretg€jaszimes. Ta ka y,; >0, tad y,, <<O.
Ari vienadojuma
sakném Vy,,, Yo ir pret€jas zimes. Ta ka y,, <0, jo skaitlu
x,% x,7 amplitudas ir starp ;-F e T ta ey o i)
Salidzinot skaitlu x,® un x,7 amplitidas 3¢ un 7¢, dabu

0<g-ﬁ@<m-§<;.

Tade] saknes x,? redla dala pozitiva un x,” reala dala negativa,
bet péc absoliitas vértibas lielaka ka pirma. Lidziga karta atro-
dam, ka x,® un x,5 re@las dalas negativas. Tade] y, <C 0.
Ari vienadojuma
Yoy = A=10

abam sakném y,, y, ir pretéjas zimes. Ta ka y, <0, tad y, >0

Kopsavilkuma atziméjam sekojoso.

1. Vienadojuma y? 4+ y — 4 = 0 pozitivo sakni apziméjam

1 1 1=
Aar == ; —+ L? /17, negativo ar y,— — oy T g /17.
2. Vienadojuma z2> —y,z—1=0 pozitivo sakni apziméjam
Al Y11:ygl+]/}2d+},

negativo ar y,, un vienadojuma t* —y,t — 1 = 0 pozitivo sakni ar

y21=’§+]/y; +1,

negativo y,,.

3. Vienadojuma u®—y,,u-+y,, =0 abas saknes ir pozi-
tivas; lielako no tam apzim&sim ar y,,,, mazako ar y,,,.
Tad y—‘2“ ir vienadojuma x*"—1=0 saknes x, (vai x,—!) reala dala.
No pieradita seko reégulara 17-stiiya konstrukcija, ja izlieta ari
kvadratvienadojuma realo sakpu tiesas konstrukcijas metodi.

Piezime., Pozitivo un negativo saknu apzimeésanas kartibu
var ari ignoret. Tad aprakstita metode dod wvienadojuma
x'"—1=0, kuru katru komplekso sakni. Bet régulara 17-stiira
konstrukcijai ta tikpat noderiga ka iepriekSgja.
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Konstrukcija un pieradijums. Ar radiju OA = 1 konstrue
rinka liniju ACBD un divus perpendikularus diametrus AB un
CD. QGala punktos A un D velk pieskares AS un DS. Kon-
struéjam uz AS punktu E ta, ka

Capasid
AE = .

B

1 kyeeate
OE__II/W.

Atzimé&jam punktus F un F’ ta, lai
‘ BR-——EQ(— S X
Tad

el e 1
AF——-—Q*‘Y]_, AF —H_§YQ

un . PR R ST T

OF:I/I + v, OF =|/1 + 4 v

Uz pieskares AS atziméjam punktus H un H’ ta, ka

| BEE=—"RO. e RGE  — FO.
Tad i

1 I e
AH :§Y1 "|‘l/1 = ‘4‘Y1":Y11

un ] V T
AH :“QYQ“+ Ll SR iy

~ Tagad lietosim kvadratvienadojuma saknu tiesas konstrukcijas
' 8



114

metodi. Velkam HT || AB, atliekam TQ = AH’ un konstrugjam
rinka liniju ar diametru BQ. Ja Sis rinpka linijas un taisnes OC
krustoSanas punkti ir N un M, tad

OM=y,,,.
Taisnes gabala OM vidusperpendikuls P,P’ krusto doto rigka
liniju ACBD punktos P un P’. Ja savieno P ar O un C, tad

2T
i PUGe— 7
un chorda PC ir rinki ievilkta régulara 17-stura mala.
Uzdevumi.
1. Atrisinat vienadojumu x° — 5x* -+ 9x® —9x2 4 5x —1 =0.
2. Atrisinat binomalos vienadojumus x* — 1 — 0 ar
ni="% b 7, 8 9rtum |
3. Sastadit vienadojuma x" — 1 = 0 primitivo sakgu vie-

vienadojumu, ja n =12, 15, 20 un 21.

4. Pieradit, ka binomalam vienadojumam x® —1=—0 saknu
pakapju summa
{ 0, ja k nedalas ar n
e

n, ja k dalas ar n.



Tresa dala.

Vienadojumi ar realiem
skaitliskiem koeficientiem.






I. Realo un komplekso saknu skaits.

§ 32. Nepartraukto funkciju dazas ipaSibas.

Funkciju f(x) sauc par nepartrauktu punkta x, tad, ja Sini
punkta funkcijai ir noteikta galiga veértiba un katram, lai cik
mazam, pozitivam skaitlim ¢ var atrast otru pozitivu skaitli 3 ta, ka

() — 1(x0)| <<e, ja [x—xo| <&

Ja funkcija f(x) ir nepartraukta visos intervalla (a, b) punk-
tos, tad f(x) sauc par nepartrauktu funkciju intervalla (a, b).

Teoréma I. lkviens polinoms ar realiem koefi-
gienliem sirinepartranwktai fnnkcija ‘ntervalla

(— o0, 4 o0).

Katram galigam x, ari i(x,) ir galigs. Ar Teilora formulu

izteic funkcijas pieaugumu

' / oI (X : ) (x
for )= By == T () f 18 F0) Ly L)
un to noverte:

fn
E(xy-h) — £(xo)| < || [f'(xe)| <+ . . - [ { (xo)l
jeb |E(x+h) — T(x))| = M(h[+[bP ... + \mn)
ja M ir lielakais no koef1c1ent1em

) ft’ (x i (x
0 |2 [
kas katrs par sevi ir gahgs 11elums. Ja izvelas |h| < 1, tad
i 2 ley = pp L= B

Pieprasam, lai pediga izteiksme buitu mazaka par ¢, t. i.

bl
A e

Tad lh|(M+s)<e un |h| <<

M+e

Apziméjam x,+ h = x. Ir atrasts pozitivs skaitlis 8 =

2
M+¢
8, ka |f(x) — f(x,) <& ja° [x—x,|=|h|<C8& . Teorema
pieradita.

Teorema II. Ja nepartraukta funkcija f(x)
Dinkta x.ir pozitiva, tad eksiste tads inter-
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valls (a, b), kurg atrodas punkts x. un funkcija
filx)yir pozitiva,

Funkcijas f(x) nepartrauktibas nosacijumu [f(x) — f(x,)| <e,
ja |x —Xx,| <9, var ijzteikt ari ta:

B(X) —e<E(x) <I(xp) + ¢ ja x,—8<Tx<TX,+ 20

Izveloties a = x,— 8, b =x,-+ &, un par ¢ piegemot po-
zitivo f(x,) nozimi, esam teorému pieradijusi. Ir lidziga tecréma
gadijuma, kad funkcijas vertiba f(x,) ir negativa.

Teoréma IIl. (Bolzano-Weierstrass 1817., 1839. g.). Ja {(x) ir
neparirankia funkeija, a<tibtun f(a), f(b) zime s
pretejas, tad starp-la un batrodas vismaz vieHs
patnickss o, lenra wi{e)y =0,

Pieradijums. Aprékinam funkcijas f(x) nozimi intervalla

(a, b) viduspunkta __+£ Ja f(a—|2—b

) = 0, tad teoréma ir pie-

radita, bet ja f( +b) =# 0, tad no diviem intervalliem

[0 257) wn (57 )

panemam to, kura gala punktos funkcijas f(x) zimes ir pret€jas.
Apziméjam $o intervallu ar (a,, b;) un ievérojam, ka tas sastada
tikai pusi no intervalla (a, b). Tade] vai nu a—a,, b>b, vai
a<Za,;, b=~>b;. Turpinot 3adu procesu, dabtjam vienu otra
ieslegtus un dilstosus intervallus (a,, b,), (a;, by),..., (s, bs), N0
kuriem intervalls (a,, by) ir 2" reizes mazaks ka intervalls (a,b)
Intervalla (a, b) ir ieslégtas divas skait]u virknes

a sl ap=rgen Bl sl dles i
b=y by e i s SR g

kas tuvojas vienai un tai pa§al robezal e:

un

=0

i : e . b=-a
lima, = lim b, =¢, jo lim (a, — by) = lim ]
n—»co n— o0 n—-co 11— 0 QI

Vel japierada, ka f(c) = 0. Ja f(c) >0, tad péc iepriek-
Sejas teorémas eksisté tads galigs intervalls (c —.3, ¢ + &), kura

visos punktos f(x)>>0. Bet ta ka ¢ = lim a, = lim by, ta@
n—0o0c n—o0

ja n ir pietiekosi liels, der nevienadibas ¢ — a, <8, b,— c< 8.
Tas norada, ka punkti a,, b, atrodas intervalla (c —8&, ¢ 4 8).
Te rodas pretruna, jo f(a,) un i(b,) zimes pretéjas, un ta tad
viena no tam ir negativa.
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Ari piegemot, ka f(c) << 0, rodas tamlidziga pretruna.

Tade] atliek tikai iespeja f(c) = O.

Sekas. Nepartrauktafunkcijaf(x)intervalla
(a, b) pienem visas skaitliskas veértibas, kas
ieslégtasstarp f(a) un f(b).

Ja skaitlis N ieslégts starp f(a) un f(b), tad funkcijas

F(x)=f(x)—N

nozimes punktos a un b ir ar pretéjam zimem. Tadel in-
tervalla (a, b) afrodas punkts c, kura Fle)—=1le)—N-=0.
Ta tad f(c)=N.

Bolcano un VeierStrasa teoremu var izlietot
vienadojuma saknu ieZogoSanai.

Piemers. f(x) =x’+ 3x —2.

Te '#l0)=—2 un i(l)=2.. Tadel 'vienadonmna. fx)—0
vismaz viena sakne X, atrodas intervalla (0,1). Funkcija
y=f(x) koordinatu sistéma (x, y) geometriski reprezenté liku
liniju, kas iet caur punktiem (0,—2), (1, 2) un punkta (x:, 0)
krusto abscisu asi.

§ 33. Polinomu ipasibas.

Teorema l. Ja arguimenta absolataveéertibalx|
irspietiekosSi maza,tad veselaracienala funk-
cija jeb polinoms f(x) pienem sava zemaka
folcekla zimi, bet, ja'xiirpietiekaosi liela, tad
— sava augstaka locekla zimi.

Polinomu vispariga veida

f(x) = agz* +a, x4 ... 4 35« X*

ar k =0 var parveidot ta: :

f(x) = x2(@,x>*4+ ... 4 201X+ an %)
jeb (%) = X[ (%) + anl,
kur GiiEy=lay x> “=F . . A Apaei X
ir polinoms bez briva locekla. Ka zinams (§ 15.) ir tads pozitivs
sleaiflis ko fka” wisiemv|x|'<x, ir |o@)| < |aiu|.t Ta tad
©(x) + ap,—x zimi noteic tikai a,—x. Tade] polinoma i(x) zime
tada pat ka zemaka locekla a, i x¥ zime.

Ar ftransformaciju % — y parveido

fx) = x"(ap + a,y + . . . + 3k y" ")
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No pieradita seko, ka visiem |y| <Zy,, resp. visiem pc|>yi ieka-

0
vas ieslégta polinoma zime vienada ar a, zimi. Ta tad f(x)
zime vienada ar augstaka locekla a, x" zimi.

Sekas I. Ja neparu pakapes vienadojuma
augstaka locekla koeficients.ir pozitivs, tad
vienadojumam ir vismaz viena reala sakne,
kuyras zime pretéja zemaka locekla koefici="
enta zZimel

Reizinot (ja vajadzigs) visus vienadojuma loceklus ar —1,
var iekartot ta, lai augstaka locekla koeficients a, biitu pozi-
tivs. Tad lielam pozitivam x nozimém polinoms

f(xX)=a,x"+ ... + ap
ir pozitivs, un péc absoliitas vertibas lielam negativam x no-
zimém f(x) negativs, bet f(0)=a,. Ja nu a, ir pozitivs, tad pec
Bolcano un VeierStrasa teoremas vienadojumam
f(x) =0 ir viena negativa sakne, bet ja a, negativs,tad viena
pozitiva sakne.

(Gadijuma, kad a,=0, tad vienadojumam ir vismaz viena
sakne x,=0.

Piemers. Vienadojumam x’—x*+x’=0 ir divas saknes
vienlidzigas nullei un bez tam vismaz viena negativa sakne.

Sekas II. Paru pakapes vienadojumam, kam
augstaka locekla koeficients ir pozitivs, bet
briviais loceklis' negativs, drvismaz diyas
realas saknes, nokiiramvienairpozitiva, bet
otranegativa.

Pieradijums ir lidzigs iepriekSejam.

Teorema IIL. Ja vienadojumam f(x)=0 ir k rea-
lassaknes, kasatrodas intervalla (a, b), t. i.

o st e L LR e el )
tad f(a) un f(b) zimes ir vienadas, ja k'ir nulle
v;al paru skaitlis; bet . pretejas. zimes; ja'k iz
neparu skaitlis.

Polinomu f(x) var izteikt

fE) = (x— %) (A — %) + © .-k~ x0) 9 (X)
ar zemakas pakapes polinomu ¢ (x), pie kam intervalla (a, b)
vienadojumam ¥ (x) =0 nav nevienas realas saknes. Bez tam
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©(a) un @(b) zimes ir vienadas, jo pretéia gadijuma péec Bol -
cano un VeierStrasa teoréemas starp a un b tomeér biitu
vienadojuma @(x) =0 viena sakne.
Tade] attiecibas
i@, @=x)@—x): (a — Xk) ¢ (a)
i(b) — (b—x)(b—%y) . . . (b—x0) % (b)
zimi nosaka tikai pirmie k fakton
a—X,;  a—Xx, a— Xg
b—x," b=x " L b—x’
kas visi. it negativi; 10, X;, Xapi. i\ i, Xy viesleégti’ starp «a un ~b.
i(a)
f(b)

zimes ir vienadas. Bet ja k ir neparu skaitlis, tad [{a) negativa

i(b)

Janu kir nulle vai paru skaitlis, tad attiemba pozitiva, uni(a), f(b)

un f(a), f(b) zimes prete]as.

Pareiza ir ari apgriezta teoréma, ko pierada, piememot
pretejo.

Sekas, Ja p€c x pakapém sakartota viena-
dojuma gal€jo loceklu koeficientiem ir vie-
nadaszimes,tad vienadojuma pozitivosaknu
sarts P irnullevaiparcu-skaitlis. bet:ja tiem
Btepretejas zinmes,; tadilP ar gepari skaitlis.

Ja € un E ir pozitivi skaitli, no kuriem pirmais ir pietiekosi
mazs, bet otrs pietiekosi liels, tad vienadojuma f(x) = 0 visas
pozitivas saknes atrodas intervalla (¢, E). P&c pirmas teorémas
f(¢) un f(E) zimes ir attiecigi vienadas ar vienadojuma zemaka
un augstaka loceklu koeficientu zimém; talakais seko no iepriek-
. Sejas (II.) apgrieztas teorémas.

Piemers. Vienadojumam x°—3x*-+2x’=0 ir divas pozi-
fivas saknes. Bez tam x=0 ir triskartéja sakne.

§ 34. Rolla teorema polinomiem.

Lemma. Ja ¢ ir pietiekoSi mazs pozitivs skait-
Lilsgarn "x 't wienadojuma i(x)=0"sakne, tad rei-
zindjums f(x;, —e) '(x; —¢) >0, bet f(x;,4¢) ' (x;, +¢) <0
kur f'(x) iratvasinatais polinoms.

" Ja x, ir k-kart€ja sakne vienadojumam f(x)=0, (k >1), tad
F(x) = (x —%,) @ (x), bet @ (x,)70.
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Polinoma {(x) atvasinajuma
f (x) = k (x—%,)k~ @ () + (x — %)% (x)
reizinajums ar f(x) ir '
F(F (%) = (x — %)% [k (02 + (x — %) 2 (x) &’ (X)] =
= (x — x*'F (),

kur Fx)=k(g @+ x—x)0®¢ .
Tatlea B (xg=1" (cp(xl))‘3>0 un F(x) ir nepartraukta funk-

cija, tad eksisté tads pozitivs skaitlis ¢, ka F(x, —¢) un
F (x, +¢) ir pozitivi. Tade]

P — ) Fi(x, —g)=(—e) L Filx—g) <10,
bet

£, & )/ Fty ) = B F (e, 4 ) S 0

Rolla (Roile) teorema. Ja f(x) ir polinoma f(x) at-
vasinatais polinoms, tad starp vienadojuma
ix)=0 divam sekojosSam sakném a un-b atro-
das vienadojuma f(x)=0 visimaz viena sakne;
gadijuma, kad vairakas saknes, tad — ne-
paruw skaita.

Piegemsim, ka a<Zb un ¢ >0. Izlietajot ieprieksejo lemmu,
varam dabiit nevienadibu

flat+e)f'(atce).1(b—e)f(b—e)<TO.
Te f(a+e€) un f(b—c¢) zimes ir vienadas, jo intervalla (a—¢, b—¢)
nav nevienas vienadojuma f(x)=0 saknes. Tadel

fa+e)f(b—e) >0,

bet (@ - &) ' (b —¢) < 0,
t. i. f'(a-+¢) un {(b—c¢) zimes pretéjas. Ta tad intervalla
(a + & b — ¢), resp. intervalla (a, b), atrodas neparu skaits vie-
nadojuma f (x) = 0 saknu.

Sekas I. Vienadojumam f(x)=0 var but tikai
viiema sakne s kas lielaka par wienadojmnuld
f(x)=0 lieldako sakni, un ari tikai viena sakne,
kas mazaka par mazako vienadojuma f(x)=0
sakni.

Sekas II. Ja vienadojuma f(x)=0 visas n sak-
nesirrealas(undaZadas),tadarivienadojuma
f(x)=0 visasn—1saknesirrealas(undazadas).

Ja X1, Xs, ... X, ir péc augoSa lieluma sakartotas v-ma
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f(x) =0 visas m saknes un to daudzkartejiba attiecigi ir
TN Jire tadlakeeilest & _I_km = I ESisAesoknes
X1, Xz ..., X, sadala realo skaitlu taisni (m — 1) intervallos
(Xli x?)’ (Xa, X3)y « -« (Xm—1, Xm),

kuros katra ir vienadojuma f (x)=0 vismaz viena reala sakne.
Bez Slam: vienadejumanm f{x)=0" it ari (k.—1) - kar-
t€ja sakne xi, (k—1) —~ karteja sakne x,..., (k,,—1) - kar-
teja sakne x_,. Tade| vienadojuma f(x)=0 realo saknu skaits
ir vismaz

(e

jeb ki, +ki+ ... +kn—1=n—1
Ja vienadojuma f(x)=0 visas saknes butu realas un dazadas,
Tadaelel== o — " T =St S = gy At vienadojuma

' (x) =0 visas (n — 1) saknes butu realas un dazadas.

Teorema. Starp vienadojuma f(x)=0 divam
sekojoSam realamsaknema unpvar atrasties
tilltai ‘viena wvai neviena dota vienadojuma
Hx)=0 salknle.

Pienemot, ka intervalla (=, ) atrodas divas vienadojuma
f(x) = 0 saknes a, b, un ieverojot, ka « un 8 ir divas sekojo-
Bas T () =0 saknes, rodas pretruna Rolla teorémai.

Jautajumu par vienu vai nevienu vienadojuma f (x) = 0
sakni intervalla («, g) izSkir f(z), () zimju dazadiba vai
vienadiba.

Piemeérs. Funkcijas

P, (x):;(x'-’— By
—_— 1 2 o= 3 2 ]'
P‘J(X)_ 8_I(X —‘—1)] _§X M?a <Gy
visparigi
1
Pai(a)= g [ — 1A

sauc par Lezandra (Legendre) polmomlem jeb LeZandra sfe-
riskam funkcijam.

Pieradisim, ka vienadojumam P,(x)=0 ar Lezandra poli-
nomu P,(x) visas saknes ir realas, dazadas un atrodas intervalla

(_1: +1
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Apskatam polinomu
= (et = T e

kam <41 un — 1 ir n-kartgjas nulles. Ta tad vienadojuma
f (x) =0 visas saknes ir realas. Rolla teoremas sekas norada,
ka ar atvasinatiem polinomiem {' (x), {”’ (x), ..., f® (x)=2%n! Py(x)
sastaditiem vienadojumiem {'(x)=0, ..., f®(x)=0 saknes
ir realas.

Uzrakstisim 8o polinomu pakapes, vairakkart€jas un vien-
karsas saknes sekojo3a tabula.

1 T 0 | Vienkarsu saknu
| Daudzkartejiba skaits intervalla
Polinoms | Pakape |saknei-1|saknei —1 | (=1, +1)
f(x) 2n n n 0
' (x) 2n — 1 n—1 n— | 1
i (x) 2n — 2 n-—2 n—2 2
f) (x) n 0 0 n

Izlietojot Rolla teorému, varam atrast, ka vienadojuma
f’(x) = 0 viena vienkarsa sakne a, atrodas intervalla (—1, 4+ 1);
no divam vienkarsam vienadojuma f{”(x) =0 sakném by, b,
viena atrodas intervalla (— 1, a,), otra intervalla (a,, 41), ta tad
tas abas ir intervalla (—1, +1) u. t. t.  Pedigi nonakam pie
vienadojuma ™ (x) = 0, kam S§ini intervalla ir n vienkarsas
realas saknmes, bet 41 vai — 1 nav saknes.

§ 35. Dekarta teorema.

dasrealnasikaitlusvatkire S iia i Janeh s kais o C el s e
neviens skaitlis nav nulle un virkné ir N tadi skaitli a;, kam
aj a1_1>0, (lglgn), bet M tadi Skaltll aj, kam

aj ai*1<01 (1 _é_]gﬂ),
tad saka, ka dota skaitlu virkn€ ir N zimju atkartojumi
un M zimju maigas. :

Ir sakars M4 N=n, jo ikkatrs virknes loceklis aj; ar
Jeie=s il 2 fie el rada vai nu vienu zimju maigu, vai vienu atkar-
tojumu.

Lemma I, Ja skaitlu virkng as ai ..., dgy..s
SVIT o vienn starpeioniloekelkli-ta, tadl zimu
mainu skaits vai nu paliek agrakais, vai pa-
mazinaspar divi.
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Locekla a, svitroSana var iespaidot tikai zimju maigu skaitu
m starp locekliem ax_i, ax, axy1- Reizinajumi ayx ax—; un
agt; ax katrs atseviski var buit pozitivs vai negativs. Tade] ie-
spejami 4 gadijumi zimju kombin€juma. Pe&c ax svitrosanas
mainu skaits m’ starp locekliem ay_; un axy; nosaka reizinajuma
ak+1 ax_1 zimi, ko dabtu ar produkiu ax ax_; un ak+1 ax rezinajuma

dg dg—1 - k41 dk — Ak41 dk—1 - ax>

zimju likumu.  Te faktors ax® ir pozitivs un reizinajuma zimi
neiespaido. Visi iesp€jamie 4 gadijumi noraditi sekojosa tabula.

Ak A1 | apqr g | e e e DR R S
90 + 0 k1 0 0
- - 5 = i ‘ 0
= - 2 i 0 2
- + | = 1 0

Redzam, ka diference m—m’ ir 0 vai 2, un lemma pieradita.

Sekas, Ja skaitlu virkné svitro vairakus
starpejos -loceklus, tadizimju mainu skaits
Veaisnarpalicelk ravirakads, vail samazings::pax
paru skaitli '

Lemma II.- Ja skaitlu virkne a,;; a;;.. . .« agpigale:
jiem locekliem a,, a, ir vienadas zimes, tad zimju
mainu skaits M ir paru skaitlis, bet ja galejiem
locekliem ir pretéjas zimes, tad M irneparu skaitlis.

Pieradijumam jasvitro visi starp€jie locekli a,, a,, ..., a@n-1
un jalieta I. lemmas sekas.

Segnera lemma III (18. g. s. sak.)). Ja a ir pozitivs
skaitlis, polinomu, f(x)' = a;x" -+ a x4+ . i.. +Fa,
reizina ar x —a un sakarto dabiito reizinajumu
g(x) pec x dilstoSam pakapém, tad polinoma
g(x) loceklu koeficientu zimju maigu skaits par
neparu skaitli lielaks ka dotaja.

Polinoma 1 (x) augstaka locekla koeficientu piepemsim par
pozitivu. Ja tas ta nebiitu, tad visus f (x) koeficientus var rei-
zinat ar —1, jo zimju maipu skaitu $i reizinaSana neiespaido.
Ja polinoma f(x) zimju mainu skaits M, tad ta koeficientu
virkne sadalas (M -+ 1) posmos, kuros zime nemainas. Katra
posma ir viens vai vairak loceklu. Schéma noraditas to zimes:

~+, 4+, - . —|—, TR LS e B s e e TG

liesatsy noteic zimi + vai — pede]a posma.
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Polinoma f(x) reizinajuma ar x — a zimes sakartojas Sadi:
+1 +:---¢+:_’ __a'--$ﬁ';+!"-;1]: Ny - 5
e Nty Ty e —|‘,a‘|‘1+}"’la‘"fb_'7]a_'7l
Te pirma rindina noraditas koeficientu zimes polinoma f(x)
reizinajumam ar x un otra rindina reizinajumam ar —a, bet

vertikalos stabinos — lidzigo locek]u zimes.
Reizinajuma g (x) koeficientu virkneé droSi zinamas zimes
TR R SR SRR )

kas sadala virkni M ++ 1 posmos. Maigu skaits katra posma ir
neparu skaitlis (vismaz 1). Tade] maigu skaits polmoma g (x) ir
M -+ 1 vai par paru skaitli lielaks.

Dekarta teorema (1637. g.) Vienadojuma
fi(x) =agxtFay =l o Fan—==0
p:@ Z 1 1 vio =siak s sidaali tisey Pl v a il o WSS ite iy g id s
ar polinoma locek]lu koeficientuzimjumaigu
glkadtu M, wval ‘ari.par. parn’ skaitlictmazalks
neka M

Peéc iepriekSejas teorijas P un M ir abi reizé paru vai
abi reizé neparu skaitli. Tade]l to diference ir paru skaitlis.
Ir japierada tikai, ka P = M.

Pieradijumam var lietat pilnigo indukciju. Pirmas pakapes
polinomam koeficientu virkné var biit viena vai neviena zimju
maina.  AtbilstoSam vienadojumam ir vai nu viena vai neviena
pozitiva sakne. Ta tad Se P= M. Piegemot, ka ari. otras,
tresas, . . . un (n — 1).' pakapes polinomiem skaitlis P nav lie-
laks par M, t. i. P << M, pieradisim to pasSu par n. pakapes po-
linomu f{x) =a,x"+ a; x*!'+4 ... + a,. Pedéejam koefi-
cientu virkné a,, a;, . . ., a1, &y ir M zimju mainas.

Atvasinata polinoma ' (x) pakape ir n — 1 un ta koeficientu
vitkn€ na,, (n — 1) a,, ., @z ir M’ zimju maingas, pie
kam M/ =M vai M — 1.

Apzimesim dota vienadojuma f (x) = 0 pozitivas saknes ar
X1 Kas -y XUl to datdzkantejibusar ki, sk meiia d

e L e
Vienadojumam f' (x) = 0 ar atvasinato polinomu {' (x) pozitivo
saknpu skaits ir
ki—1DN+ ki —D+ .. . km—1)+m—1+4+2h=
=P — 14 2h,
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kur h ir kads pozitivs vesels skaitlis. Peéc piegémuma Sis saknpu
skaits nav lielaks par M/, t. i. P — 1 4+ 2h << M’. Te secinam:

P<M+4+1—2h<<M+ 1< M+ 1, (M M)
Tatad P<M+41. JaP=M--1,tad P un M nevar bit
abi reiz€ paru vai abi reizé neparu skaitli. Ir japiegem, ka
P<<M--+41, un ta tad ari P < M, jo P un M ir veseli pozitivi
skaitli.

Otra pieradijuma izlieta Segnera lemmu.

Ja vienadojuma f(x)==0 visas pozitivas saknes ir x,, X,, ..., Xp
tad

f(0) =& — %) (x— %) .. . (x— ) @ (x),
kur paliga vienadojumam ¢ (x) = 0 nav nevienas pozitivas sak-
nes. Polinoma ¢ (x) gal€jo loceklu koeficientiem jabut ar vie-
nadam zimém, jo pretéja gadijuma tam tomer buitu viena pozitiva
sakne. Tadel o (x) koeficientu zimju maigu skaits ir paru
skaitlis 2k. Péc Segnera lemmas polinoma (x — x,) @ (X)
zimju maigu skaits ir 2k 4 2k, +1, polinoma (x—x;) (Xx—X,)® (X)
zimju maingu skaits ir 2k + 2k, +1 42k, + 1 u. t. t.  Beidzot
polinoma
fFE) =@ —%) (& —%) ... (x—x) 0 ()

zimju mainu skaits M ir

2k + 2k, +14+2k,+1+ . . . +2kp+ 1 =2K+P,
kur K =k+k,+ k,+...-+ kp ir vesels pozitivs skaitlis vai nulle
Ta tad P = M — 2K, un teoréma pieradita.

Piemers. Polinoma f (x) = 3x" + 4x* + 7x — 2 koeficien-
tiem ir tikai viena zimju maina. Tadel vienadojumam f (x)=0
ir tikai viena pozitiva sakne. Izdarot transformaciju y =—x,
resp. mainot koeficientiem pie x neparu pakapém zimes ar
pretéjam, dabiijam jaunu polinomu f; (v) = 3y"°+ 4y’ — Ty — 2.
Vienadojumam f, (y) =0 ari ir viena pozitiva sakne. Tadel
dotajam vienadojumam f(x) =0 ir tikai divas realas saknes:
viena pozitiva un otra negativa.

Ja neviens no polinoma
I(x) =2,x" +a, x4 ... a,
koeficientiem a,, ai,..., a, nav nulle, tad f(x) sauc par pilnu
polinomu. Zimju mainu M un atkartojumu N summa M-+N tada
polinoma ir n. Ja pilna polinoma maina koeficientiem pie x
neparu pakapeém zimes ar pretéjam, resp. izdara transforma-
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ciju y —— X, tad vienmeér viens no diviem sekojoSiem koefi-
cientiem a;__;, a; maina zimi ar pretéjo. Tadel ari reizina-
jums a; a;_; maina zimi, t. i. transformacija y = — x parvers

zimju mainas atkartojumos un atkartojumus mainas. Tadel
vienadojuma ar pilnu polinomu negativo saknu skaits vienli-
dzigs ar zimju atkartojumu skaitu vai ari par paru skaitli
mazaks.

Ja visas vienadojuma f (x) =0 saknes ir realas un poziti-
vas (P=M =n), tad f (x) ir pilns polinoms, un taja nav zimju
atkartojumu. Sis nosacijums gan ir nepiecieSams, bet
nav pietieko§s. Piem&ram, polinoma x*—x-+1 ir divas
zImju mainas, bet vienadojumam x*—x -+ 1=0 nav realas
saknes.

Ja vienadojumam f (x) =0 pozitivo saknu skaits ir P, ne-
gativo Q, zimju mainu skaits ir M un péc transformacijas
v = —x zimju mainas skaits top M, tad ir sakari:

P=M_—92, Q=M —2b un P+ Q=M M — 2k,
kur a, b un k=a + b veseli pozitivi skaitli vai nulles.

Pilna polinoma M + M'=n. Ja svitro daZus polinoma lo-
ceklus, tad M un M’ vai nu memainas, vai ari pamazinas par
paru skaitli. Tapec nepilna polinoma M -+ M’ ir vai nu n, vai
par paru skaitli mazaks. Ja M+ M =n—2K un K> 0, tad
vienadojumam f(x)=0 ir tiesi 2(K -+ k) vai vismaz 2K
kompleksas saknes.

Ja zinams, ka vienadojumam kompleksu sakpu nav, tad

M+M=n-P=M un Q=M.

Piemers. 1. 3x° —d4dx’ +2x—T7=0; M=3.. Mainot zl-
mes pie x neparu pakapem ar pretejam, dabujam wvirkni — 3,
—4, 2 -7 arr M =0," Ta ka M+ M =5-—2, tad do-
tajam vienadojumam ir vismaz 2 kompleksas saknes.

2. Binomalam vienadojumam x" — 1 =0 komplekso saknu
skaits ir tieSi n — (M 4 M’), jo M un M’ nav lielaki par 1.

§ 36. Komplekso saknu skaits.
Apskatisim dazas teorémas par vienadojuma komplekso
saknu skaitu. NetieSi tas nosaka ari realo saknu skaitu.

Teorema, I. Vienadojumamarrealiemkoefi-
cientiem kompleksas saknes var biit tikai
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paru skaita; reizé ar komplekso skaitli a-+ bi
ari saistitais skaitlis a—bi ir ta paSa viena-
dojuma sakne. - :

Piegpemsim, ka a + bi ir VlenadOJuma

f(x) = agxt iy xt . .+ a2, =0
sakne, un ka koeficienti a,, a,, . . ., a, ir reali. Dalot f(x) ar
otras pakapes polinomu | iz
(x —a—bi)(x —a—+bi) = (x—a)>+ b2 = x®— 2ax + a%+ b? -
kam koeficienti ir reali skaitli, atlikuma var rasties augstakais
pirmas pakapes polinoms Ax + B ar realiem koeficientiem
A un B. Dabiijam identitati

f(x) = (x —a + bi) (x — a-— bi) q(x) —f—Ax -+ B.

Ja liekam x vieta vienadojuma f(x). = 0 sakni a -+ bi, tad rodas
' 0 = A(a -+ Dbi) + B
.jeb : _
; (Aa 4+ B) 4+ Abi = 0.
‘Tade] atseviski Ab =0 un Aa + B =0. Ta ka b 5 0, tad ja-
bt A =0 un ari B =0. Ta tad var izteikt .

f(x) = (x —a— bi) (x — a 4 bi) q(x).

‘Redzam, ka f(a—-bl)_O f. i, a— bi ir vienadojuma
f(x) = 0 sakne,.

No Sis teoremas var secinat agrak pieradito, ka katram
neparu pakapes vienadojumam ar realiem koeficientiem ir
vismaz viena reala sakne. Ari secinam, ka ir iespéjams sa-
dalit katru polinomu ar realiem koeficientiem realos, augsta-
kais otras pakapes faktoros. '

Teoréma II. Pec x dilstoSam pakapém sakartotam
vienadojumam
. f(x) =ax" + bx™ fcx +dx¢+ ... +kx*4+h=0,
mM>m>p>q...>s>1)komplekso sakguir tik-
pat daudz, cik tadu ir binomaliem vienadojumiem
axn— bxm—=0, bxm-{cxP=0, cxP}tdxa=0, ..., kx®-Fh=0
vigiem kopad, vai ari par paru skaitli vairak.
Vienkarsojam teoréma minétos binomalos vienadojumus,
izsledzot saknes x = 0. Tad rodas '
[ Co=axie 100 =10k (x)="bx0 =P e =0,
L Q=raae - di 0 () = ke =0
9‘
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Saskaitam visiem kopa komplekso sakpu skaitu
Si—in—-m— (M, 4 MifEini=n = (M, - Mllfrb =g =
— My +M)+ ... s — (M +M/)=n— M, +M,+...+M) —

e
kur M, ir zimju mainu skaits koeficientiem a un b, M. zimju
mainu skaits koeficientiem b un ¢ u. t. t., M, mainu skaits
koeficientiem k, h. Katrs no Siemt M ir 1 vai 0, un to summa
M ir zimju mainu skaits virkneé a. b, ¢,..., k, h. Mainot vie-
nadojumos '
£(%) = 0 gy s =) SRR (G (]
pie x neparu pakapém zimes ar pretéjam, dabi attiecigo zimju
maingu skaitu M,/, My, . . ., M/, un to summu M’. Tadéel
' S=n—M - M.
Bet iepriek§ noskaidrojam, ka katram vienadojumam ir vis-
maz 2K =n— M — M =S kompleksu saknu. Ta tad teoréma
pieradita.

Tikko pieradita teorema izradas stipri augliga, lai secinatu
vienadojuma citas interesantas ipaSibas, izteiktas ar sekojo-
sam teoremam:

I Ja vienadolima izttunkst tads: Tocekilis
kam abas puséesirlocekli ar vienadam zimeém,
vai ariiztrukstovyairakipec kartas seko josi
lowekliztad vienadojnmams: it viisima z di veals
kompleksas saknes.

2 “Ja wienadoiuwmatris sekojorl koefiieiE
enti veide geometriskn progresiju, tad vie-=
nadojumam ir kompleksas saknes.

TieSam, no polinoma

I(x) = araiexkr o cqri Hoege xd
ar realiem koeficientiem sastadisim jaunu polinomu
(X)) = (x—q) (&) =, +lcxktl | cqx¥F 4 eq? xk 1l
—cqxk —cgixkl—cq?x2 — ... = ... 4 Axktl L Bxk-2 |

Polinomam «©(x) iztrukst divi pec kartas sekojosi locekli
ar xX un x*¥1. Tapéc vienadojumam o (x) =0 ir vismaz divas
kompleksas saknes, kas reizé ir ari viemadojuma f(x) = o
saknes.

3. Ja vienadojuma
f{x)="0
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cetri sekojosi koeficienti veido aritmeétiskn
progresiju, tad vienadojumam ir kompleksas
saknes.

Te

f(x)=... +cxk+ (c+d) x* 14 (c+2d) x¥2 4 (c43d) x3 4. ..

Teorémas pieradijumam f(x) reizina ar
e = =2

Svarigus rezultatus par vienadojuma realo un komplekso
saknu skaitu ir atradis jau De Gua 18. g. simteni. Péc tam
Lagerrs (La Guerre) 1885. g. uzradiiis daudz negaiditu
vienadojuma 1paSibu, kas pamatojamas ar D ek arta teoremu.
Pieméram vel minama De Gua teorema: Ja vienadoju-
masvisas, saknes ir realas,tad tkkatra koe-
BEeenta kvadratsirlielaks par tam blakus-
stavoSo koeficientureizinajumu, t. i

aiE i ra

Piezime. Komplekso saknu noteikSanu var reducet uz cita
vienadojuma realu saknu aprékinaSanu Sada veida. Polinoma
F (z) izteic komplekso argiimentu z = x + iy ar realiem mai-
nigiem x, v un atdala realos no imaginariem:

F(z) = i(x, y) + igx y), (i =V—1).
Tad vienadojums

: F(z).="0
top ekvivalents ar vienadojumu sist€emu
(f(x, y) =0
| g(x, y) = 0.

Ja izsléedz no Sis sistemas, piemeram Yy, tad rodas rezul-
tante R (x) =0, kam jaatrod realas saknes.

Uzdevumi.

1) Izlietojot Rolla teorému, izpétit vienadojuma
il e AT () 'sakies, ja A —=:15, 20, 25,
2) Pieradit: ja A un visi A; ir pozitivi skaitli un
< a, < ... < a,, tad vienadojuma
A A.) Aﬂ
e e e R

a] X__ag X_an

]

9*
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visas saknes ir realas, un katra intervalla (a,, a,), (a,, a,),
atrodas pa vienai saknei.

3) Pieradit Uoringa (Waring) teorému: Starp vie-
nadojuma f(x) =0 divam sekojosam realam sakném atrodas
neparu Skaits vienadojuma

EX) =.i(x)—AlEZ)=
saknu (A reals skaitlis un f'(x) ir atvasinatais polinoms).

Sekas. Ja visas f(x) =0 saknes ir realas, tad ari Vlsas

Fix) = 0 saknes zealas;

4) Ja polinoms f(x) satur tikai x neparu pakapes un vi-
siem f(x) koeficientiem ir vienadas zimes, tad vienadojuma
f (x) = 0 viena sakne ir nulle, bet visas par€jas saknes ir kom-
pleksi skaitli. ‘

5) ¢ Ja vien"ldojuma f(x) =0 visas saknes ir realas, tad
vienodajuma ff° — f* = ( visas saknes ir kompleksas (f un f
ir atvasinatie polinomi).

6) Ja vienadojumu

f(x)s =20 funlypoix)=c=«0
visas saknes ir realas un A >0, tad ari vienadojuma
fo' + Ao = 0
visas saknes ir realas (f’ un ¢’ ir atvasinatie polinomi).
7) Noteikt vienadojumu:
a) x 4+ ax" + b = 0,

X1 T X
e e e R e S T
realo un komplekso sakpu skaitu.

n—1

8) Noteikt vienadojuma
f(x) = (n41) x* 4+ nx"~! 4 (n—1) x"—2 . +2x+ =0
komplekso saknu skaitu.
9) Kadam A nozimém vienadojumam
X" —7x2 + A =0
ir tris realas saknes? :



II. Realo saknu robezas, izolacija
un aprékinasSana.

§ 37. Realo saknpu robezas.

Par vienadojuma
() = a,x% Fagxi-l A 0 aLlg i —
pozitivo saknpu augs€jo robezZu sauc pozitivu skaitli L,
kas lielaks par vienadojuma visam pozitivam sakném. L var
noteikt ar sekojoSam metodéem.

1. Pirmo metodi L noteikSanai devis Meklorens (Maclaurin).
Piepemam, ka a,>0 un N ir negativo koeficientu lielaka abso-
luta veértiba. Polinomu f(x) var izteikt

FE) =) — Nt x4 1) F NG x2f 1)

jeb
f(x) = apgx* — N1 4+ x224+ .. .4+1) +
[(N+a)x"— + (N4a) x2 + ... + (N+a,)].
Kvadratiekavas ieslégtais polinoms ir pozitivs katrai pozitivai x
nozimei. Tade] f(x) >0 visam x nozimém, kuram
aox" — N1 +x—24 ... 4+1)=0
jeb :
x2—1
aox“—N—_ﬁ—aox“— __1—{— _120
Nevienlidziba f(x) >0 der vel jo vairak visiem x >> 1 ar noteikumu

=0 jeb ao—leo

i =
e ==

Ta tad x =1+ ?’ un varam piepgemt

0
L_l+—

Piemeérs. x5 4+ x* — x® —x — 10000 — (i Li=110001
2. Lagranza parlabota Meklorena metode.
Pleuemam ka

dhie ik e O a0,
bet pirmais negativais koeficients ir ax. Varam izteikt

) = f) — Nk L gk 1)
4+ N@xn% 4 xn=k=1 L .+ 1)
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jeb

() =y N (e e U R S
4 [a 0! L b g xR (Nfag) xP0F + o (Nag)]
Redzam, ka f(x) > 0 tad, ja

d, Xt = Ni(xm & L xn—idil oL SIS S 2=l
jeb
xn—k+1 ] xn—k+1 N
n -— — = n N —+— -+ =
a, X N e a, X N SR YN e 0
Jar x ="l stad
N =0,
x— 1
un pietiek pieprasit, lai
R : ’ [ i N ]\A
qE o ) = n—k+41 k—1 ]
a, X NX_1 =0 jieb x dy X PR =1

Nevienadibu
a,(x—1) xXk1 — N =0
var vél pastiprinat, ja faktoru x%! apmaina ar (x — 1)*.
Tad no
a,(x—1)(x—1)x!'—N =0 jeb a,(x—1)*=N
var izteikt

k .
e

ki
L:1—|-]/§).

Piemers. Vienadojuma
X0 4+ x* — x2 — x — 10000 = O
pozitivo saknu augs€ja robeza ar L'agranza metodi noteikia
ir 1 ++ |/10000 = 101.

3. GrupeéSanas metode.
Piepemam, ka f(x) ir polinoms, kura koeficientu zime mai-
nas tikai vienreiz, t. i.
i(x) =agxP+4a, x4+ .. /4 a,_,_q xkH! —
— dp—xk XK. dp—k 41 g e L dn,
kit visi ag > 0,001 =0, 1, » . ., -n).. Mar parveidot
(x) = x*[, (x) — @,(x)]

un pienemt
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ar funkcijam

¥ (X) = aoxn—k + sl s + dp—k—1 X
dn— a
un o Py -XE?L--! e EI;T

Ja kadai pozitivai nozimei x, ir f(x,) >0, tad x, ir
pozitivo saknu augSeja robeza.

Tiesam, visiem X > X, ir

P1(X) = ;1 (Xp) un @, (x) < @y (X)-
Tade] ari
@1 (%) — Po(%) => 95 (%) — @a(x0) >0 vai f(x) > 0.

Ja f(x) koeficientu zimes mainas vairak reizu, tad sada-
lam polinomu grupas ta, ka katra grupa zime mainas tikai
vienreiz un grupas augstakais loceklis ir pozitivs. Noteicam
augsejo robezu katrai grupai atseviski, un nemam no tam
lielako.

Piemers. 2 ixt—x—x— 10000 = (x"— x - 10000) -+
T (xt ).

Pirma grupa ir pozitiva, ja x =7, bet otra, ja x >1. Ta-
dé! L =7 :

4. Nutona metode.
Ja Meklorena rinda

(x) = f(a) 4 (x—a) ['(a) + (x—a)®

nozime a > 0 un koeficienti
, f" (a fm(a
et = S
visi ir pozitivi, tad katram x >>a ari [(x) ir pozitivs. Tadel a
ir pozitivo saknu augs€ja robeza. Koeficientu

ey

noteiksanai polinomu f(x) atkartoti dala ar x—a pec Hornera
schémas.
Piemeérs. x? —3x*+2x* —x+3 =0, a =2
[Llse==as 20 0 — L &
il =L 00—
2ol Ak | AL O 7

I R L
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Te i(2) = + 1, (2) = + 7, un ped€ja rinda visi koefici-

enti pozitivi. '
4 1’

Tade] fg—‘?) f3('2), £
turpinajums var palikt.  Dota vienadojuma pozitivo saknu aug- °
$eja ‘robeza ir L = 2.

5. Lagerrs (Laguerre) it vane]ls Nitona metodi ta, ka ap-
mierinas ar vienreizigu daliSanu. Ja :

f{R)i==ay X%~k ay X =Sy

dalijuma ar x —a péc schemas

apriori bus pozitivi, un daliSanas

_‘..a,‘?,’,,,,?l’ C @y, - . ., An
a‘bm bl’ b2!"':bn . :
visi koeficienti by, b,, ..., by ir pozitivi, tad a ir vienadojuma

f(x) = 0 pozitivo saknu augséja robeza.. Tiesam, no tapatibas

f(x) =.(x—a) (byx™=1+ b, x®2 4 . ..+ baa)+ by
seko: f(x) > 0 visiem x > a.

~ Piezime. Ja uzskata a par argimentu, tad polinomus
Dy S T

sauc par Lagerra funkcijam. Dandzas algebras prob-
‘lemas tam ir svariga nozime.

Piemérs. x —3x4+2x*—'x+ 3=0-a=3

i d 28 w0 3
ST e 17 Bdt =8

No visam aplakstl_tam metodem lielakai pozitivai saknei
vistuvako augséjo robezu L dod N uitona metode. DaZzos ga-
dijumos tikpat labu rezultatu dabu ari ar grupéSanas vai ar
Lag r ra metodi.

Pozitivo saknu apaksejas robezas noteikSanai izdara trans-
formaciju '

Vit
Tad no vienadojuma
f(x) = a,x" +a, x"'+ ...+ a,=0

rodas jauns vienadojums y
gly) =0,

kuya.saknes ir reciprokas dota vienadojuma sakném. Polinoma
g(y) koeficienti ir tie paSi f(x) koeficienti, tikai uzrakstiti otrada
kartiba : :
g(y) —=apy" + agy=t + ... 4 a,.
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‘Ja vienadojuma g(y) = 0 pozitivo sakgu augséja robeza ir

AN 1 :
L, tad visas pozitivas saknes y; << L. Ta ka y; = R kur x; ir

i

vienadojuma f(x) =0 pozitiva sakne, tad i_<L vai xi>%.’1‘ﬁ—

de] Tlf ir dota vienadojuma f(x) ==0 pozitivo sakgu apakseja

robeza. |
Vienadojuma f(x) = 0 negativo saknu robezZu noteikSanai
lieta transformacijas

y = —X un y:—-—l.

§ 38. Sturma teorema.

Probléma ir $ada: noteikt, cik ir vienmadojuma
I(x)=0'tealn sakni, kas aitrodas intervalla (a, b)?
Pa dalai jautajumu iz8kir jau f(a) un f(b) zimju vienadiba,
resp. dazadiba un speciala gadijuma — intervallam (0, o0) vai
(0, — o) ari Dekarta teorema. Jakobi (Jacobi) ir konstrugjis

- transformaciju y = H’ ar kuru vienadojums f(x) = 0 pariet
tada vienadojuma g(y) = 0, ka katrai f(x) = O saknei, kas at-
rodas intervalla (a, b), atbilst viena pozitiva g(y) =0 sakne un
otradi. Ar to ari jautajumam par saknpu skaitu intervalla (a, b)
atbildi dod Dekarta teoréma. Protams, japiezimé, ka patiesais
saknu skaits var buit ari par paru skaitli mazaks. Teorétiski pil-
nigu problémas atrisinajumu ir devis Sturms (Sturm) 1829. g.
| Pienemsim, ka R (x)=0 ir vienadojums, kam nav
vairakkartéeju saknu Tdda gadijuma polinomam R (x)
nav kopiga dalitaja ar ta atvasinajumu R’ (x), ko apzimesim
ar R:(x). Ja ar Euklida algoritmu meklésim R (x) un
R: (x) augstako kopigo dalitaju, bet tikai visiem atlikumiem
mainisim zimi uz pretejo, tad dabuisim tapatibas: |
R(x) = R (%) Qi(x) — Ry(x),
R; (x) = Ry(x) Qu(x) — Ry(x),

Rizt (X) = Ri(%) Qi(x) — Ripa (%),
R.n——.Q (X) :Rﬂfl(x) Qu;l (X)—-— Rn
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Pedéejais atlikums R, ir pastavigs lielums un = 0, jo po-
linomiem R (x) un R: (x) nav kopiga dalitaja. Dabujam poli-
nomu jeb veselu racionalu funkciju rindu

R R (%) ok R e
kurai ir Cetras sekojoSas raksturigas ipasibas.

1, ‘Pedeja funkeija R, Tindtervoalilas ta il
savi zimi nemaina.

2. Nevienai x nozimei divas blakussta-
vosas. fumkcigas: nevar abas relze  fapit D
nullém.

TieSam piegemot, ka ar x = x, bitu

Ri—1 (%) =Ri (x9) = 0,
no augséjam tapatibam dabiitu |
Rit1 (%) =0, Ripa (%) =0, ...
pedigi ari R, = 0. Ta tad pretéji norunai vienadojumam
Ri(x)=—1
tomér butu vairakkartéja sakne x — X,.

Falaarts = xg vienatno viaode am o unikecita
topnulle, tad tai blakusstavosas funkcijas at
xe=—=SulEpicHRe D e b e aisiz TIres,

Ja

Ril(xp) =10,
tad no tapatibas
Rizy (%) =8 (x)0 Q&) — Riayi(x)
seko: Ri-_l (XO) = Ri+1 (XO)

4. Ja e ir pietiekosi  mazs' pozitivs skaitlis
un R(x,) =0, tad.der nevienadibas

R(x;, —e)R(x;, —e) <0, R(x;, +¢) R, (%, +¢)=>0.
Tas seko no Rolla teorémas lemmas.

Nepartrauktas funkcijas, kas intervalla (a, b) izpilda Sis

Cetras prasibas, sauc par funkcijas R (x) Sturma funkcijam $aja
intervalla. Tas veido intervalla (a, b) Sturma funkciju
rindu (kedi)

R(x), R (%), . .., Ra(x).

Ir vienalga, cik Sini rinda loceklu un vai ta konstruéta ar E uk-
lida algoritmu, vai ar kadu citu metodi.

Piemers. Var pieradit, ka LeZandra sierisko funkciju rinda
Pn (), Poo1(x), - - -, Py (%)
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ir polinoma P, (x) Sturma funkciju rinda ikkatra galiga in-
tervalla.

Sturma teorema. Ja R (x), Ri(x),..., R, (x) ir po-
linoma R(x) Sturma funkciju rinda inter-
vl asila b)) air ‘a==b unerinda R, R:(a), ..., R, (&)

ir ‘M, zimju mainas, bet rinda R(b), R,(b), .. ., Ra(b)
dr Mz ntiu mainasy | tadi s M, = Mg, un dile-
Reniee mMEERERc i Svienadojuma Rx) = 0 to

reglo saknu skaits, kas atrodas intervalla
(=N )

Teoremas pieradijumam apskata sekojosos tris specialos
gadijumus,

1. Ir iespéjams, ka intervalla (a, b) neviena Sturma
funkcija netop nulle. Tad ikvienam R;(a) ir tada pat
zime ka R; (b). Tade] M, = M,, resp. M, — My, —= 0, un Sim
gadijumam Sturma teorema pieradita.

2. Piepemam, ka intervalla (a, b) dota funkcija R(x)
netop nulle, bet viena Sturma funkcija R;(x)
top nulle intervalla (a, b) kada punkta ¢, t. i. Ri(c) =0.
Tai blakus stavoSo funkciju nozimem Ri_; (¢) un Riyy (c) ir
pretéjas zimes, kas neliela intervalla (c'-—¢, c+¢) ar ¢ >0 ne-
var mainities. Ja Ry (¢) zimi nosaka ar v, kas ir = 1, tad
arl Ry (c —¢) un Ri_y (¢ + ¢) zimi nosaka ar . Bet Ry (c),
Rj+1 (C == E) 11 RH-I (C + E) zimei atbilst — 7. Par Ri (C e E)
un R; (c+¢) zimém nekas nav zinams. Noteiksim tas ar « un B,
un sastadisim zimju diagrammu :

i S g ] Ri—1 (%) | Ri(z) Ry (%)
|

T | |
c—¢ | 1) ’ o — ‘
¢ 1 l 0 = ‘
C—+ ¢ 1) B —1)
: | |

Te e ir pec patikas mazs pozitivs skaitlis, «, B un 7 ir 4 1
vai — 1. Sadalisim intervallu (a, b) tris dalas: (a, ¢ — €),
(c-——¢ ¢+ c¢), (c+¢ b). Salidzinasim Mc_ un Mcye, t. i. at-
tiecigo zimju mainu skaitu, ko dabw, liekot Sturma funkcijas
x vieta ¢ — ¢, resp. ¢ + & Skaitju M._¢ un M., nevienadibu
varétu izsaukt tikai funkcija R; (x), jo neviena cita Sturma funk-
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cija intervalla (a, b) netop nulle, ta tad zimi nemaina. Virkné
n, &, — v ir viena zimju maina, jo reizinajumiem o un — oy
ir pretéjas zimes. Tadel viens no tiem ir pozitivs, bet ofrs ne-
gativs. Lidziga karta redzam, ka ari virkné %, B, — % ir viena
zimju maina. Varétu ari teikt, ka katras virknes gal€jiem locek-
liem ir pretejas zimes. Tadél zimju mainu skaits ir neparu
skaitlis, bet ne lielaks par divi. Ta tad zimju mainu skaits abas
rindas ir vienads, un M. ¢ = M;¢. ‘

Intervalli (a, ¢ —¢) un (c + ¢ b) atbilst pirmajam gadiju-
mam, jo te neviena Sturma funkcija zimi nemaina. Tade
M, =M. ; un Mcye = M,. Ta tad M, = M,. Sturma teoréma
~ari Sini gadijuma pieradita.

Zimju maigu skaiti biitu vienadi M, = My, ari tad, ja inter-
valla (a, b) butu vairak punktu ¢, ¢y, . . ., kuros viena vai
vairakas no videjam Sturma funkcijam top par nullem. Tad in-
tervalls (a, b) butu jasadala attiecigi vairakas dalas, un jaatsau-
cas uz apskatito specialo gadijumu.

3. Intervalla (a, b) atrodas vienﬁdojunﬁa R (x)=1
viena sakne x;. Sadalam intervallu (a, b) tris dalas:

(AfEaiE) M e S e (X e )

Sturma funkcijas ceturta ipaSiba izteic, ka R (x,4¢) un R, (x,-¢)
zimes ir vienadas (tas noteic ar 7), bet R(x; —¢) un R;{x;, —¢)
zimes pret€jas. Ari R(x; —¢) un R(x; 4 ¢) zimes ir pretgjas, jo
intervalla (x;, — e, X, + ¢) atrodas vienadojuma R (x) =0 viena
sakne. Zimju diagrammai jabut Sadai:

R | Ri()
b5 = ! |
X1 l 0 : |
Xite ‘ U ! Ul

Ar.x = x; — ¢ funkciju R(x), R,(x) rinda ir viena zimju
maina, kas paziid, ja x =x, +¢. Pargjas Sturma funkcijas, ka
redz€jam, zimju mainu skaitu nevar iespaidot. Tadel

My ¢ > My un My, g — My o = 1.

Intervallos (a, x; — ¢) un (x, + ¢, b) nekas svarigs nenotiek, -
101 Mg — My run My po— My . Tadel® ari My~ My ik
M, — My = 1. Ari Sini gadijuma Sturma tecréma pareiza.
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Vispariga gadijuma, kad vienadojumam R(x)=0 intervalla
“(a, b) ir k saknes, tad tas ir vienkarSas. Intervallu (a, b) mes
varam domat sadalitu k dalas (a, a,), (a,, a,), - - ., (ak—1, D)
ta, ka katra daja atrodas vienadojuma R (x) = O tikai viena sakne.
Ja M, M,, .. ., M ir attiecigo zimju maigu skaits Sturma
funkciju rinda ar x =a,, a,, . . ., ax_, tad péc tikko apskatita
speciala gadijuma

Ma—Mlzl, Ml_‘M‘z:l’ o Mk_1 —Mb:]

Saskaitot §is vienadibas, dabtijam M, — M, =k; ta tad M, > M.
Sturma tedréma pieradita.

Piemérs. Konstruét Sturma funkcijas polinomam
R:X4+X3—’—X— 1Eh
Te R, = 4x3+ 3x2+ 1 =R’ (x).
Dalam R ar R,, iepriek$ reizinot R ar 4 un péc tam attiecigi ari
atlikumus pec sekojosa parauga.
AR=dx* 4 4x*+ 4dx— 4 ‘ 4x3 A 3x* e =y
X2y X, + 1

4x% 4 12x — 16
\ — 3x2—ij1?2x—17:—R2;
3Ry = 12x3 |- :9x? -+ 3 ]3x9_12x+17:R9
57x*— 68x -3 4x 419
- 160x — 320
TQ:—Rg;
R,=3x*—12x+ 17 | —x+2 =R,
— bx+ 17 — 3x +6
AILES
+ 1 =—R,

Ta tad
R=xt4+x+x—1, R, =4x* 4+ 3x*> + 1,
R,=3x?—19x } 17, R,— — x+2, R, = L.
Ja Sturma funkcijas aprékina ar x =—oo, -+ oo, 0, tad
- var noteikt R (x) =0 pozitivo un negativo sakgu skaitu. Péc
tam, izveloties dazadas x nozimes, var noteikt intervallus, kuros

atrodas vienadojuma R (x) =0 tikai viena sakne. Tas redzams
no sekojosas schémas



FRCR) R Ry RGN
R e
e e _:1
i ST B e
e
—1 | —
=2k

Ta tad vienadojumam R (x)=x*+ x* 4+ x— 1=0 ir tikai
divas realas saknes: viena pozitiva, bet otra negativa.  Pozitiva
sakne atrodas intervalla (0, 1), jo R (0) << 0, bet R (1) > 0.
Negativa sakne ir intervalla (— 1, — 2).

Piezime 1. Ja intervalla (a, b) gala punkta, piem. x=—a, kada
no Sturma vidéjam funkcijam R; (x) top nulle, tad tai blakusstavosam
ir pretéjas zimes. Izvélamies (a, b) vieta intervallu (a + ¢, b),
un sastadam zimju diagrammu:

= Reai(x) - Ry () ‘| Rit1(x)
a v 0 E =1
deE 1 o l 0

Ar kaut kadu « virkné v, o, —v ir tikai viena zimju maina
tapat ka virkné v, —v. Tade] tas funkcijas R;(x) ar i =1, kas
ar x—=a vai x =0>b top par nulléem, zimju mainas skaitot, var
neieverot.

Ka izvairities no gadijuma, kad R (a) =0, ir saprotams pats
par sevi.

Piezime 2. Sturma funkciju aprékinagana ir atlauti tamli-
dzigi vienkarSojumi, ka mekléjot divu polinomu augstako kopigo
dalitaju. DaliSana atlikumus atlauts reizinat vai dalit ar katru
pozitivu skaitli. Pedejo atlikumu R, wvar atvietot ar -1, ja
By = 01 val a1 ja B =40

Ja viena no videéjam funkcijam Ry (x) intervalla (a, b) zimi
nemaina, tad Sturma rindu var izbeigt jau ar 3o funkciju.  Se-
kojosas funkcijas nav nozimes meklét, jo funkcijam

R(X): Bl (X)) O Rk (X)
ir visas Cetras vajadzigas Sturma funkciju ipasibas. Minéta pie-
méra Sturma rindu var noslégt jau ar funkciju R, (x) jo tas dis-
kriminants ir negativs, un R, (x) visam realam x nozimém patur
vienu un to pasu zimi.
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Lai gan var lietat minctos vienkar$ojumus, tomér Sturma
metode praktiski var izradities |oti neérta. Par to var pariie-
cinaties pieméra ar R (x) = x4+ x*—x*—x*+ x*—x + 1, kur
funkcijas Rs (x) koeficienti iznak 16 un 19 ciparu skaitli.

Piezime 3. Ja vienadojumam R (x) = 0 ir vairakkartejas
saknes un D (x) = (R, Ry) ir R (x) un R" (x) = R; (x) augsta-
kais kopigais dalitajs, tad vienadojumam

R (x
Do = °
ir visas saknes vienkarSas un tadas pat ka v-mam R (x) =0.
Funkciju D (x) var atrast tada pat karta ka Sturma funkcijas
peéc tabulas
R (x) = Ry (x). Qy(x) — R, (x)
Ri(%) = Ry(x).Q, (x) — Ry (x)
Ru—(X) = Ro—1(X). Qu_1(x)— D (x)
Ro1(x) = D (x). Qn(x)
Var parliecinaties, ka funkcijam
R(x) Ry (x) Ru— (x)
DI ) % v (%)
ir visas Sturma funkciju raksturigas ipasibas. Te 4. ipaSiba
seko no Rolla teoréemas lemmas, ja ieveéro, ka D?* ir pozitivs
liclums un reizinajuma zimi neiespaido.

1

Sini gadijuma diference M, — M, nosaka vienadojuma
R (x) = 0 dazado saknu skaitu intervalla (a, b).
Ja D (a) ir pozitivs vai negativs skaitlis, tad rinda
R(@ R (a) Boile)
i) iesIDitayie s 5F S ERDI(a) | o
ir tikpat daudz zimju mainu, cik rinda
Rica) e RS (a)L e = oiRe . (a) o ilDi(a).
Betiia [0ia) — 0, #tad ari R (@) = 0. Ta tad a'ir dota vie-
nadojuma sakne, un intervallam (a, b) jaizvélas cits sakuma
punkts.

Tas pats sakams ari par zimju mainu skaitu abas rindas,

Wicad:. x-— b.
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Tade] vienadojuma R (x) =0 dazado saknpu skaitu kada

intervalla nosaka ari funkciju rinda
R(X), Rl (X), i “ ) Rﬂ—l (X), D (X),
kurai nav visas Sturma funkciju rindas ipaSibas.

Piezime 4. Katras sekojo$as Sturma funkcijas pakape ir
vismaz par vienu zemaka ka iepriekSejas. Tadel visu funk-
ciju skaits nevar biit lielaks par n + 1, ja n ir polinoma R (x)
pakape. Zimju mainu skaits M, nevar but lielaks par n.

Ja visas R (x) =0 saknes ir realas un dazadas un atrodas
intervalla (a; b), tad nepiecieSami jabiit M,—=n un M, = 0.
Bet Mo var biit nulle tikai tad, ja visu Sturma funkciju aug-
stako loceklu koeficientiem ir vienadas zimes. Ta tad: lai -
vienadoijuma s R &)= 0 visas 1 Saknesi bt
realas un dazadas, ir nepiecieSami un pie-
tiekoSi, ka polinoma R(x) Sturma funkciju
rinda atrodas (n+1) funkcijas (katrai sekojosai
funkcijai pakape par 1 zemaka ka iepriekS€jai), un funkciju
augstako locek]u koeficientiem zimes ir vienadas.

Piemers. TreSas pakapes vienadojuma

R(x)=x+px+4+q=0
visas tris saknes ir realas un dazadas tad, ja Sturma funk-
ciju rinda
R = x'ctpx-i g, Re=38x" +tp, R.—
Re="p g =4
augstako loceklu koeficienti ir pozitivi, t. i. ja p << 0 un dis-
kriminants A > 0. Otra prasiba ietver ari pirmo, jo ar po-
zittvie p nav iespejams, ka —4p®* —27q* > 0. Tadel, lai visas
tris vienadojuma x*+ px + q=0 saknes biitu realas un
dazadas, ir nepiecieSami un pietickosi, ka vienadojuma dis-
kriminants -2\ = — (4p® + 27q°) = 0.
Lidziga karta diskusija par 4. pakapes vienadojuma
X DX ha ek T )
sakném atrod Kkritériju, kad saknes ir realas un daZadas.

—2px — 34,

§ 39. Vienadojuma racionalas saknes.

Sini nodalijuma apskatisim vienadojumus, kam visi koefi-
cienti ir racionali skaitli. Reizinot ar kopsauc€ju, dabii ‘vie -
nadojumu, kam visi koeficienti it veseli skait]is
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Meklésim tada vienadojuma racionalas saknes.
Teoréma. Ja vienadojuma

' aox"—f-alx“—l—{—;..—f—‘an:O |
koeficienti ir veseli skaitli un kada sakne ir

racionala nesaisinama dala g—, tad a, |q un'au[‘p-

Liekam vienadojuma kreisa pus€ x vieta —g un atbrivojamies

no saucéja. Dabiijam tapatibu

doDialay Pl @ B an o p sl d i gii=10)
kura visi kreisas puses locekli izpemot pirmo, dalas ar q, bet visi
locekli, iznemot pédejo, dalas ar p. Tadé] nepieciesams, ka ari
a,p"|q un a,q"|p. Skaitliem p" un ¢, tapat q* un p nav istu
kopigu dalitaju. Tade] japrasa, lai a,|q un a,|p.

Piemeérs. Ja vienadojumam
4% — 7x* 4+ 11x — 6 =0

ir racionalas saknes, tad tas meklejamas starp skaitliem

L B e

Lov gy
Sekas, Ja vienadojuma augstaka locekla
o edicientsyay; — 1 Envisliap . rcjiel ko aliecis

en i rrliveselli sk al bl tadivad aivienad oiim e
WS a shrarc o n a e isalk nie st s e iie sk vl 1
Rias meklegamicstarp: btavia Woceklav dalita-
jiem. : | '

Ja a ir vienadojuma f(x)=0 sakne, tad polinoms f(x)
dalas ar x —a un tapat ari ar a—x-. Var dabiit tapatibu

f(x)=(a—x)q(x),

kur x vieta varam likt kuru katru skaitli, piem. +1 vai —I1.
Ja a ir vienadojuma f (x) =0 sakne, tad nepiecieSams, ka |

f(1)|(@a—1) un f(—1) (a+ 1).

To ieverojot, sledzam, ka vienadojuma wvarbiitéjo veselo
Sakpu  skaits stipri samazinams. Par vienadojuma .
iy — Obsaknivvar -bat dikaiogtads briva 1o:
gekla dalittajs,  kas pamazinats par ‘1 dala
)i bet palielinatsipds 1 dala f-1).

Piemers. )

x? — 12x? 4+ 30 = 0.
10
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Te briva locekla dalitaji a ir
el e ) e e 10 R B 58T
Bez tam f(])=19 un 19|(a — 1) tikai tad, ja a=2, bet
f(—1)=17 un 17 nedalas ar 3 = 2+ 1. Tadel dotajam vie-
nadojumam racionalu sakpu nemaz nav. :
Ja vienadojuma

f(x)=x" ray Xl o el g S g =10

viena sakne x, = a ir vesels skaitlis, tad f(x) |(x —a), t. i.

fi(x) =1(x—2a) (— by XA —Db, x8-2— "0 (0 — bpy);
kur by, by, ..., by ir veseli skait]i. Salidzinot koeficientus pie x
vienadam pakapem, dabi sakarus
dp— abn i y an—lzabn g—Dnidn g — abn—S"_“bn—Q, sy l=— bO-

Ta tad

dp
an | a ur E’ == bn 1, (bn 1 + all—l) !a un

bn—_!;r Tl

Ja summa ax -+ by ar a nedalas, tad a nav f(x) =0 sakne.
Koeficientus ,b*“ aprékina péc sadas schémas:

T R De. G T T el
a\bnlbn_ bk o Ty ey
Piemérs. f(x) =x*— 6x®> + 7x> — 5x + 6 =
i s S S (|
oL S TOREE ) (s i RS ]
Bl Dgz 9l 0

Ta tad si vienadojuma f(x) =0 divas saknes ir
Xjie—= 2y BB i (X V=l == 2)i(x —B) A

Ja vienadojuma f(x)=0 augstaka locekla koeficients

ap7#1, tad, izdarot linearu transformaciju
Y — ao X,

dabii jaunu vienadojumu g (v) =0, kam augstaka locekla koe-
ficients ir 1. Tada karta jautajums par f(x) =0 racionalam
sakném ir reducéts uz tikko apskatito jautajumu par tada
vienadojuma racionalam sakném, ku;a augstaka locekla koe-
ficients ir 1.

Piemérs. f(x) = 4x>—8x?456x —3 = 0.
Reizinam vienadojuma abas puses ar 4° un apziméjam
4x — y. Dabujam vienadojumu
g(y) =y®— 8y* + 20y — 48 =0.
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Te g(1) =35, un g(—1)=—77. Ja a ir kads no briva
locek]a dalitajiem:
S T e IS0 S 8] D 167 8 O o 48,
tad g(1)/(a—1) tikai tad, kad a ir 2, —4, =6 vai 8 Ar Sim
nozimém g(—1)|(a-+1) tad, ja a=6. Tade] 6 japarbauda péc
Hornera schémas
|1 —8 20 —48
6t il 2 s 0.
Atrodam, ka y, =6 ir vienadojuma g(y)= 0 sakne. Parg€jas
saknes dod kvadratvienadojums y2—2y +8 — 0, bet tas
nav racionalas. Tadel ari dotajam vienadojumam
f(x) = 4x> —8x2+56x—3=0

ir tikai viena racionala sakne x, = 9"

§ 40. Vienadojuma irracionalo saknu
tuvinata aprekinasana.

[zlietojot Sturma teorému, vienadojuma f(x) =0 irracio-
nalas saknes var aprekinat tuvinati ar Sadu papémienu. Var
atrast intervallu (a, b), kura atrodas f (x)=0 tikai viena sakne;
sakne tad ir izoleta. Ar intervalla atkartotu daliSanu uz pu-
sem var to peéc patikas samazinat. Bet Sis cel§ ir garlaicigs.
Ir liels skaits citu paneémienu, ar kuriem atrak sasniedz meérki.

Apskatisim vispirms Nutona metodi un regula falsi*).
Abas metodes ir izlietojamas ari transcendentiem vienadoju-
miem. Vesturiska zina regula falsi ir viena no vecakam me-
todem, ko pazinuSi un lietojuSi senie €giptieSi un indiesi.

Pieradisim vispirms divas paligformulas: Teilora formulu
ar otro atlikuma locekli

f(a+1h) = i(a) + hi'(a) + 3 1 (a+Oh)
kur © ir ists, pozitivs dalskaitlis, t. i. 0<C©® <1, un Lagranza

formulu
f(a) — i(b)
a ienny

e o i) kurateric<ah,

jeb
f(a) — f(b) = (a—b) f'l[a+O(b—a)] ar 0<TO< 1.
*) Tulkojuma: neista kartula.
10%
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Abas formulas ir visparigas Teilora formulas ar
n. atlikuma locekli atseviski egadrjiumi un
varetu pieradit abas reizé. Ertak ir tomeér pieradit katru par
sevi.

Vispirms sastadisim funkciju

F(x) =f(a+h)—f(x) —(a+h —x) {'(x) —
D OO
kas top par nulli tad, ja x—=a vai x —=a- h. Atvasinata
funkcija ir
F/(x) = — (a-+h—x) 1" (%)

jeb

i 2f_(a+h)—'lf]ga)—hff(a)(a el

Flix)= t%—’ (@a+h—x) [f (a+h) — i(a) — hf'(a) — 1—]2: f”(x)].
Péc Rolla teorémas vienadojumam F'(x) =0 intervalla (a, a + h)
ir vismaz viena sakne x=—a - ©h, kur 0<ZO< 1. Izteicot

F'(a+ ©h) = 0 un dalot abas puses ar E__,(a + h—x) % 0, dabi

pirmo formulu, ko vajadzeja pieradit.
Otro formulu pierada, lietojot funkciju
 9(®) = (x—b) f(a) — (x—a) f(b) — (a—b) f(x).
Ta ka ¢(a) = ¢@(b) = 0, tad péc Rolla teorémas starp a un b
atrodas skaitlis ¢, kas ir vienadojuma ¢'(x) = 0 sakne.

Izteicot atvasinato funkciju
¢'(x) = f(a) — £(b) — (a—Db) '(x),

0 = f(a) — (b) — (a—b) F(c)

f(a) 1] f(b)_ r
s G
Tagad apskatisim Niitona un Furjé metodi, kuras ideju
devis Nuitons, bet analitisko pamatojumu Furje (Fourier).

dabujam

vai

Ja vienadojumiem
fi(x)i= Odhitiay Kx)i=="0
ir kopigas saknes, tad tas jaizsledz.
Intervallu (a, b), kura atrodas vienadojuma f(x) — 0 viena
vienkarsa sakne x,—a-h, iespeéjams samazinat ta, ka vie-
nadojumiem Hx) =00 an iy = 0
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intervalla (a, b) nav saknes, un ta tad funkciju f(x) un ’(x)
zimes nemainas.
Reizinajumiem
f(a).{’(a) un f(b).1"(b)

zimes ir pretéjas. Ar a apzimésim to intervalla gala
punktu, kura f(a).f”(a) > 0.

Teilora formula liekam f(x,) = f(a+h) = 0. Tad rodas
sakars |

f(a) + hi(a) + ' [(a+Oh) =0

no kura izteic !
f(a) a8 h)

=2 —s=—gG—5 1
Ja apzime
ol
f'(a)
h2 {7 Oh
tad 31—3=—'§% un xl——alz—g (a,_(t]) ).

Tade] reizinajums
et A 1
(Xl a]) (al a) (ff( )) f(a) f (a + ®h)
ir pozitivs, jo p€c norunas f(a).f’(a) >0 un {”(x) intervalla

(a, b) zimi nemaina. Ta ka x, —a; un a, —a zimes ir vie-
nadas, tad a; atrodas starp a un x,.

Lidziga karta var atrast, ka

o f(a)
TG
‘atrodas starp a, un x,,
L )
RS )

starp a, un x; u. t. t Katra sekojosa nozime ay atrodas saknei x;

tuvak ka iepriekSéja ax_;. Tade] varetu sagaidit, ka lim ay=x,.
k—>»-00

So apgalvojumu noskaidrosim.

Piegemsim, ka visa intervalla (a, b) ir
()| > A, [ <B un M=,
kur A-un B ir pozitivi skaitli. Ta ka

: f(ax_
X, = ag—1 + Ry '=— ag + hk un ax — ag—.i1— f’Eal;i;’
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tad var izteikt

f(ag_
Byt = Xy — a8 = X; — a1 —I‘ f’Eak;g
; 2] f(ax—1)

No Teilora formulas
b
f(ak—1 -+ hx—1) = H(@x—1) + he—1 F(ax—1) + ; U (ag—1 4+ O hyy),
kura var likt f(ax— + hi 1) = f(x;) = 0, var rakstit
h + i (akkl) hgkfl : f”(ak_l + (6] t{k-;l)
B R B e 7 (k1) '
Salidzinot ar iepriek$éjo izteiksmi, dabi

b hzk 1 f”(ak e 1)
S 2 f'(ax—1)

Tadel var novertét

|hi| < Mh%
un tamlidzigi
‘hk_1|<Mh2k_2, |hk_g‘<Mh2k_3, e ‘h1| <M hg, bet |h‘< \a-—bl
Ar pakapenisku substituciju un parveidojumiem atrod
hy| << Mi+2+4+. A2k 1, }a—b]'gk:MQk‘ 1 {a—b'gkz M1 [M(a-—b)]‘zk.
Ja nu M|a—b|<C1, tad lim hy=0 un lim ax,=x,.

k—»00 k—rco

Ar to ir pieradits sekojosais.

Ja vienadojuma f(x) =0 vienkarSa sakne x; ir
ieslégta pietiekoSi Saura intervalla (a, b), kuga
f(x) un f’(x) netop par nullem,

(x)| > A, [f(x)| < B, 2%: M, [M(b—a) < 1, i(a).¥(a) >0,
un ja dir sastadita skaitlu rinda a,=a, a;, a5, a5;:-- L& Fka
dg11 _ak—f—(l‘;ar k:O, 1 2, TR
tad visi ax ir vai nu mazaki, vai lielaki par x; un

IS ="
k —» 0O

Tadel x, nozimi var aprékinat ar kadu patik tuvinajumu.

Var pieradit, ka katra sekojosa tuvinajuma kluda ir
apméram ieprieksSéja tuvinajuma kltidas kvadrats (tas
redzams no |h,| izteiksmes), t. i. ja tuvinajums ax dod sakni x, ar n
pareizam decimalzimem, tad a4+ ar apm. 2n pareizam decimalzimém.
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Regula falsi.

Ja intervalla (a, b) atrodas viemadojuma f(x) = 0 viena
sakne x,, tad x, tuvinatas nozimes ir jau a un b. Labaku tu-
vinajumu dabt, liekot

e f(a)
B )
b—a
Ta ka f(a) un f(b) zrmes ir pretejas, tad
f(a)

G

Tade] intervalls (a, b,) ir mazaks neka (a, b), jo
Bl f(a) |

‘a_ﬁ*bl,‘ T ‘a b| {(a) f(b)‘ = |a {

Regula falsi un Niitona metode saistas ar sekojoSiem geo-
metriskiem priekSstatiem. Ja y=f (x) ir lika linija, kas iet caur
punktiem A [a,f(a)], B[b,f(b)] un punkta x: krusto abscisu
asi, tad b; ir punkts, kura sekante AB krusto abscisu asi. Bet
punkta a, abscisu asi krusto liknes pieskare, kas novilkta
punkta A. Ja Nutona metodes nosacijumi ir izpilditi, tad ar zi-
mejuma palidzibu var viegli pieradit, ka punkti a,, b: atrodas.
saknei x, tuvak neka punkti a un b.

Pieradisim, ka vienadojuma f(x)=0 sakne xi
atrodas starp Niitona tuvinajumu a, un regula
falsi tuvinajumu bs.

Tad bus ari pieradits, ka b, ir labaks tuvinajums neka b
ar kuru iesakam.

Ta ka f(x)—1f(a) dalas ar x— a, tad
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ir vesela racionala funkcija. Ar Lagranza formulu dabtisim
F (a) ='lim F(x) = lim f'{a+08(a—x)] = {'(a)

X—>»a X—>»a
un

F( ) f(Xl) f(a) — f! (CI)

—a
kur nozime c, atrodas starp a un Xx,.

Ta ka f(x,)=0, tad no pedejas formulas var izteikt
2=t ()

; DR )

Sastadisim vel

sodb)ota) e Ly
Riae ot o
kur ¢ atrodas starp a un b.

Uzrakstisim F(x) atvasinato funkciju
: (x—a) '(x) — [{(x) —f(a)]
Fli(x). = (=)
 Ar Lagranza formulu izteic f(x) — f(a) un dabi

i o) sl o) () B ()]

(x — a)®
jeb =i a"” )]

Velreiz pielietajot Lagranza formulu, atrod

ol ot om0 L GRS
X2 ;

Te @ ir ists pozitivs dalskaitlis, bet ¢ atrodas starp x un
a+e(x—a), ta tad ari starp x un a. Ja nu x maina no a lidz b,
tad {"(£) zimi nemaina. Tadel ari F'(x) nemaina zimi, un
funkcija F(x) intervalla (a, b) ir monotoni augo$a vai
dilstoSa funkcija. Tapéc F(xi) ir ieslégts starp F(a) un F(b),
resp. f (c,) ieslegts starp f (a) un f (). -

Ja a, ir saknes x, tuvinajums, kas aprékinats ar Niitona
metodi, bet tuvinajums b, ar regula falsi, tad

f(a

Xy —a, =X — a—}—f,g ; un X, —b,=x;, —a—+ f’(("c%

Ar substitiiciju
‘ f(a)
'(cy)

X, —a=—
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rodas : -
=i il 1 u b= 3 41———1—]
= =) [ — 7| 10 =10 5~ re)-
Ta ka 1 (c.) ieslegts starp f (a) un f (c), tad izteiksmem
X:—a; un x: — b, ir pret€jas zimes. Tade] saknei x. jaatro-
das starp a:. un b.. To ari vajadzeja pieradit.

Praktika regula falsi lieta kopa ar Niitona metodi, jo tad
‘rezultata derigo zimju skaits ir acim redzams.

Piemérs. Vienadojuma _

f(x) =x3—2x—5=0
viena sakne atrodas intervalla (2; 2,1), jo
I2)y= — 1, bet §(2,1)= -.0,061.

Vienadojumiem :
i0(xy=3x%— 2'—=0"un: {/(x)—=6x =0

Sini intervalla sakpgu nav, un
B

Bty 10 — A ()= 12,6,— B, M:ﬁ —0 b5,
M e S b | =y ol
Apskatama intervalla {”(x) > 0. Tade] a=2,1 un b=2.

Peéc Nitona metodes tuvinajums ir

i@) QG1E e i
& f’(a) = 25 1 — T,ng 2,1 0,0054 = 2,0946

ar klidu h, <M (a — b)2 = 0,0063.

d =—d

Pec regula falsi tuvinajums ir

0,061 0,
by=2, 1 — 54 =2 100057 =2,0943.

Tade] x, ar trim pareizam decimalzimém ir 2,094.

Hornera metode.

Pienemsim, ka vienadojuma f(x) =0 visas realas saknes
ir atdalitas, un starp veseliem skaitliem a un a + 1 atrodas
reala sakne yi. Ar transformaciju

M=)
dabii vienadojumu F (y) =0, kam intervalla (0, 1) ir viena
reala sakne yi:. Pec tam ar transformaciju
z— 10 vy
sastada vienadojumu F:(z) =0, kam viena redla pozitiva
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sakne z, atrodas intervalla (b, b + 1), kur b <<10, Tad
= i =il i
Xl_a+YI_a+ 10 ~ a —I- 10
lesakto procesu turpinot, vienadojuma I (x) =0 sakni x, var
aprékinat ar cik lielu tuvinajumu patik. Vajadzigas transformacijas
y=—x—a un z=10y ir Cirnhausa transformaciju speciali
veidi.
Piemérs. f(x)=x3—2x —5=0; 2<x,<3; y=x—2.
Péc Hornera schémas

el 0N e 2
03 k) 2 —1
210 o 4 10
211, %6
1
izteic F(y)=y?-+6y?+ 10y — 1,

bet F(z) =2z%+ 60224 1000z — 1000 un 0<Tz, <lI.
Piegemot t=10z, dabu

Fy(t) =12 4 600t> + 100 000t — 1000000 un 9 <t, < 10.
Izlietojot schému

1 600 100000 — 1000000
Gl 09l 05 48 e LRG0 67
QT 618 4 111 043
gL RO

1

transiorme F: (1) ar u=—1—94 Ja liek v=="1071 tad F:.(v) =
=" 6270 v’ - 111043000 v —50671000," kur 4 = vi. = 3
Ta tad dota vienadojuma f(x) =0 sakne x; ar trim pareizam
decimalzimem ir 2,094.

§ 41. Grafiskas metodes.

Vienadojuma f(x)=0 realo saknu noteikSanai pietiek

konstruet Imiju y =f(x). Tad konstructas linijas un x-ass
krustosanas punktu abscisas izteic vienadojuma visas realas

saknes. Dazos gadijumos ir €rti doto vienadojumu apmainit
ar ekvivalentu vienadojumu sistemu, ievedot paliga nezina-
mos. Tad saknes noteic ar divu liniju krustoSanas punktu
abscisam.

Piemers. - Kubvienadojums x* + px + q=0.
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Konstrugjam divas linijas: kubisko parabolu y =x" un
taisni v+ px-+q=0, un atrodam to krustoSanas punktu
abscisas. Pirma linija visiem tre$as pakapes vienadojumiem
paliek viena un ta pati. Ta jakonstrue praktika pec iespcjas
ripigi. Taisnes y + px + q=0 konstrukcija nekadas gruti-
bas nerada.

Ceturtas pakapes vienadojuma
B D g ==
atrisinasSanai $i grafiska metode nav tik érta. Te pec iespejas
pareizi jakonstrue divas otras pakapes linijas
VA — X SNV e DA T X Al =10
un janoteic So liniju krustoSanas punkti.

Vel atzim€jama Lilla (Lille) metode. Konstruéjam ar
taisniem lenkiem lauztu liniju, kuras atseviskie nogriezni ir
proporcionali vienadojuma koeficientiem un grieSanas virzieni
pretéji attiecigo koeficientu zimem. Piemeéeram, polinomu

BR)=ax Siia X fidox s X as
gadijuma, kad koeficienti ir pozitivi, attelo zime€juma linija
OBCEHL,

1P
=iy
I” \
O E o\
- ok
- _‘%'8\
\
\
\
\
\
\
K e :
— e !
\ \
\ \
\ \
\ \
\ N .Y y
\ i
\ Ay L
AR
\ o5
|
F

No pirmas linijas O BC E HL sakuma punkta O konstru-
ejam vel otru lauztu liniju O ADFK, kas ar pirmo sastada
patvaligu lenki . Ja

g w—x%
tad zim€juma redzam, ka :
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AB =a,x; CH=(ABYia,)x—=a, x>} a;x;
EF=(CD 4 a,)x =a,x® + a, x>+ a,X;
KL=(EF +a,)x +a,—a;x*+a,x3+a, x>+ a;x 4 a, = (x).
Ja punkti K un L sakristu, tad KL =1(x)=0. No zime-
juma nolasamais x =tge tad biitu vienadojuma f(x) =0 sakne,
Lidziga karta var attélot treSas pakapes polinomu

XE} — DX + q,
kur p>0 un q >0, ar sekojosa zimejuma lauzto liniju

L
£ =5 ‘]’(?/

un lietot kubvienadojuma saknes noteikSanai grafisko metodi.

Uzdevumi.
1. Noteikt vienadojuma 4x® 4 3x*—5x®>—2x — 1 =0 po-
zitivo saknpu augséjo robezu.

2. Atdalit realas saknes vienadojumiem :
xt—6x3+56x2+ 14x —4=0; x>—2x*4+x*—-8x1+6=0;
x3—6x+2=0.

3. Aprekinat racionalas saknes vienadojumiem :
x5 — x* — 26x% - 43x% 4 72x — 90 = 0;
6x% — x° — 23x* — x3 — 2x% + 20x — 8 =0;
x‘*—@x:*—l— —1—39)(‘3—40)( +9=0.
3 3
4. Atrisinat ar Lilla grafisko metodi vienadojumu
4x3 462 —3x — 2 =0.

Jaukti uzdevumi.
- 1. Kad n. pakapes polinoms f(x) dalas ar savu atvasi-
nato polinomu f'(x)?
2. Noteikt a ta, lai x*+y®+ 23+ axyz dalitos ar x+y-z.

3. Polinoms x° 4 y® + z° + A (x® 4 y2 + 2%) (x® - y2 22
dalas ar (x +y -+ z)?. Atrast A
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4. Pieradit, ka polinoms P = (x — y)® + (y —2)° +(z — x)°
dalas ar x —y, y — z, z — x. Sadalit polinomu faktoros.

5. Ja f(x) un ©(x) ir otras pakapes polinomi, tad var
atrast skaitlus A, un A, ta, ka
f(x) = A, (x—2)° -+ By (x — D)2, @ (x)=A(x —a)*+B(x — b)’
un f—2X @ un f—2A,¢ ir polinomu kvadrati.

6. Atrast tadu 7. pakapes polinomu f(x), kas, palielinats
par 1, dalas ar (x — 1)*, bet, pamazinats par 1, dalas ar (x-+1)%

7. Atrisinat vienadojumus:
a) 3x*—5bx®+3x>2+4x—2=9, ja ta viena sakne
x,=1+41.
b) x*— 18x3+111x*>—266x+a=0, ja ta viena sakne
ir forma 4|/ b .
¢) x’+px-+q=0, ja divu sakpu summa X, +X,—a
d) x*—3x%+43x2—3x+2=0, ja divu saknu summa

X, + x5=0.
e) x34x?>—a, ja ta saknes veido aritmétisku progre-
siju.

fy x*+x2+2x+a—0, ja ta saknes veido geomet-
risku progresiju.

g) x0—x5P—4x*+42x34-5x* —x —2=0, ja vienado-
jumam ir vairakkart€jas saknes.

8. Atrisinat vienadojumus:
x3—2x?—2x —3=0, x*—5x>+4+7x—3=0,
ja zinams, ka tiem ir kopiga sakne.
Sfapat xt—3x2-Liax2—3x L 9—(imn 2xt—5x%-Lx-L9-—0

9. Atrast a, ja vienadojumiem x?+ ax*+x—1=0 un
x*+3x+7=0 ir kopiga sakne.

10. Atrast sakaribu starp koeficientiem a,, a,, a;, ja vie-
nadojumam x®-a,x®+a,x 4 a,=0.

a) viena sakne ir divu parejo videjais aritmétiskais
skaitlis, b) vidgjais geometriskais, c¢) visas tris
saknes raksturo taisnlenka trijstiia malas vai d) kada
trijstiira lepku tangentus.

11. Aprekinat vienadojuma f(x) =x3— x*42x — 1 =0 saknu
simmetrisko funkciju F=(x2+1) (x,2+1) (x.2 4 1).
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Piezime. Saja ka ari sekojosa (12.) uzdevuma var izlietat
makslotu panémienu:

F=(i—x,) (i— %) (i—Xy) (—i—%,) (—i— %) (—i—x,)
jeb F=1i)ii 1)

12. Sastadit jaunu vienadojumu, kura saknes ir dota vie-
nadojuma sakpu kvadrati.

13. Dots vienadojums 3x*—4x?—12x?+4+a=0. Kadas
robezas ir ieslégts a, ja vienadojuma visas Cetras saknes ir
realas ? ‘

Atrisinat to pasu uzdevumu vienadojumam

Ixd-—3x2— 1 Ix L ga=10.

14. Ja x=a ir vienadojuma E(x)_.O k-karteja sakne, tad

i(x)
(x)

lim (x—a) -
X—>4a

15. Pieradit teorému:
Ja f(x) un ¢@(x) ir polinomi bez kopiga dalitaja un x, ir
vienadojuma ; ‘
(te) + e 0) =0
divkartéja sakne, tad x, ir sakne ari vienadojumam
2 2
([ e + (¢ ) =
Teorému var visparinat: ja x, ir (f (x))4—f—(cp(x))4:0 Cetrkarteja
sakne, tad x; ir sakne ari vienadojumam

(i @) + (¢ (0) =0 u. t. t

16. Pieradit, ka ]/'éB_c<a+g+C, jaa, b un c nav visi
vieniidzigi.
17. Pieradit formulas
(5 oo . (m—D=m _ Vn
sin 5 - . sing L sin ot =i
un
cos--—— COS - Al g TG /]
DTl O T LS Syl e i

ja n ir vesels pozitivs skaitlis.
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Pamanitas iespieduma kliidas.

Rinda :
5. no apaksas
6. , augsas
8. , apaksas
4. , augsas
2 2
18 x
< ;
4‘ » n
16:0% 2 3
1ok 5
9. , apaksas
8. , augsas
, apaksas

4.
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B (Y1)
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——2ax"
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reizinot

(x — a)"
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E(y,)
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