Dr. ing. A. VITOLS

Latvijas universitates profesors.

STATIKA TELPA

1935.

L. 0. Studentu padomes gramatnicas izdevums.



Dr.ing. A.VITOLS
Latvijas tniversitates profesors.

STATIKA TELPA.

1935.

L.U.Studentu padomes grauatnicas izdevums.



-2 -

Spzku ceviennsznz, kuri brivi izklaid&ti telpa.

Visi 1idz &im apskatitie speku gadijumi bija tadi, kuypi uzradi-
Ja kadu Ipatnibu. Proti, visi speki atradses viend plakné, s stipri
vienkarsojz visus dsZzdu vz S0 gadijum attiecosos statikas problém
atrisinasanas pagémienus.

Talsk bija lespejems apskatit plakné gadijumu, kad spd3ku darbi-
bas linijas krustojas viend punktd, k& ari parallélu speku gadijurm.

Tagad atliek apskatit vispirigako gadiJumm, kad spéki iedarbo-
Jes daZados kermepa punktos t&, ka vip.. darbibas linijam ir visdai.-—
dakie virzieni telpa, pie kam, galvena kart&, nodarbesimies ar jauta-
Juma, k& doto sp@ku sistemu reducét pie visvienkarsdkas iespgéjamas
vipal ekvivalentas speéku sistemas, k& arl pie kédiem apstakliem dota
speku sistema lidzsvarojas.

I. Speku ekvivalence,

———— s mr— .

§ 1. Telpd izklaiddtoc speku reducéfana pie divu vektoru
gistemas, R kopsp&ka jct rezultantes un M(Q) koppéra.

Tedomasimies telpd brivi izv8létu punktu 0, kuru sauksinm par
redukcijas punktu, pie kura pieliksim visug telpé izklaidetus spékus,
netraucgjot doto spéku p3chanisko efektu. Sade 0per§ci;a ir jiesp&ja-
ma sekojoka cela. gemsim vérd vienu no spékiem, piem, P.,kuram no-
vilksim parallélu liniju, ejosu caur punktu O (skat.zim}i). Uz 8is
linijas pieliksim divus vienedus ar Pi’ bet preteji virzitus vektorus.

Ta k& 80 vektoru summe ir
Pi+(-—Pi)=o

y/
Q. tad minsta operacija ir atlauta, jo
- vina neienes dota spéku sistems neka-
/ -— #
¢ W/

das pargrozibas, proti, dotai s»sku
sistamal ekvivaelentd caur to netiks
lespaidota, ka ari, ja dotie speki at-
rastos lidzsvaras stavokli, pedgjais
caur $0 operaciju nevarétu tikt trau-
Zim,1. csts.

Ir saprotams, ka 3is operdcijas rezultats ir: spéks P, ir ticis

parnests paralléli sev jauna punkta O, bet 81 parvesana ir~ izseuku-
8i k& blakus rezultatu pari

o, (0) = [F, 7|
Ir saprotams, ka katra cpg@ka parvesana radis attiecigu pari, kadg}l

pie visu spéku parvesanes redukcijas p.0 radisies n paru sistema,
Speki, pielikti vien& punkta O reducgéjas pie kopspéke

7

i=n
R= Y- P.
i=1 ¢

uz parallélspipeda likuma pamata. Patiesi, pemsim véré 3 spé@kus:
Pl, 5, un P,, uz kuriem uzbuvésim parall@lepipedu ar malam P,,P,,
2?.

(skat.zim.

Fs
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Uz mums jau pazistamid parsllélegramma li-
kuna pamata var savienot P1 un P, va git

46 By =P + P
é! Talak uz ta pasa likuma pamats var savie—
not P3 un H12 un git

(> NS floy =Fp, + Py =P B, T

kur R123 ir parallélepipeda dicgonale,ceur

Zim,.2. ko parclleélepipeda likums ir pierldits.
Pievienojot gttai parallélepipeda diagonalel pakfpeniski pa liviem
etlikusiem spgkiem, beidzot gisim sakarIbu:

i=n
E = > P .. : (1)

i=1

2. Kopparis,

Ir jeutdjums, vai gtos n spéku perus ari nevar Savienot viena,
viniem ekvivalenta pi&ri,ts seucams koppari. lai 80 jautajuwm izckir-
tu, iedomdsimies kadu di w, no gitiem, paru darbibas plaknes tuipina-
tas 1idz So plakpu krustojumam taisnes veida.

Reducégim Sos divi parus, piem.'Ml(O) un;ﬂ2(0) pie viena kop&ja

pleda a .. Tad
12 10 A
un =
17 &3, 2 By9

ialz ’ Pi] =H,(0) wun [512 , B3] =1i5(0)

Talek, parnesisim Sos parus vipu darbibas plaknés 1idz So plakyu

krustojume linijai ta, lei spéka Pi un Pé iederbotoa kopdja puakta

uz plakpu krustojuwa linijas. T&pat ari 4Pi un -Pé atradis kop3jo

iedarbes punktu uz tas pasas linijas, pie kam atstatums uz lkcustojuma
linijas starp abiem iedarbes punktiew viis 8y (sket.zim,3)

—
-—

, pbie kam

Ir redzams,ka R{, = P + P,

B. Pareizinadsim &0 nelidzingjum
é}' 4£-////;/f vektorieli uz pleci-vektoru
! 512, tad:
[
/—
' [5. R ] 2. (0)
12:72) = Hpll) =
oh : - i
d | [ ] = (e ¢
I —
itz | tlaeRl s mo o,
N AN - Il il kur ®,,(0) ir paru B,(0) un
Ljﬁyf’/’/’—Zim-3- B,(0) xopparis,
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Gitam parim H,,(0) tada pase cela picvienojam vienu no paliku-
Siem pariem, kuyu apziuésim ar ﬂB(O), taed glsim
ﬁ123(0) = 1,,(0) +ﬁ3(0) ={M1(O) +M2(O)} -I-H}(O) =

= 11, (0) + H,(0) + #;(0)

kemBr beidzot neglisim visas paru sistemas koppari:

i=n i=n i=n .
Hl2.”n.(0) = H(0) = j_zz,]_ﬂi(O) = i§l [ai,Pi]= 1)51 ri’Pi evena(2)

jo 8; = r;sin(r,,P;) /skat.zim, 3a).

Ta tad dotai speku telpas sistemai ekvivalen~—
14 ir reprezenteta caur diviem vektoriem:

R un H(0), no kuriem R ir slidoss vektors,
kura darbibas linijas stavotne ir noteikta
caur redukcijas p.0, bet otrs, M(0), brivs
vektprs, kuyu var parnest parallsli sev péc
patikas. Ja tas t& ir, tad p&d&jo var par-
nest ari punktad O un git 2 vektorus, H un

H(0), ejodus caur vienu un to paSu ktu
un veidojoSus sava starpd kadu lepki
(skat.zIm.4).

Ta k& vienmér ir iesp&jams piegemt
punktu O par koordingtu sakumu,tad sI punk-
ta koordindtes skaitisimx =y =2z = 0 un
beidzot ekvivelento sistemu aprakstisim ta:

i=n
1Y R= X Pi (0,0,0)
i=1

_, i=n i=n
2) H{0) = £ i, (0) = Z [ai,Pi] =

i=n
zim.4. = igl [ri’Pi] ........... (3)
Nu ir skaidrs, ka analitiskas $1s sistemas elementu izteikswes
ir 9:
R vektora 3 projekecijas,
R vektora iedarbes punkta O tris koordinates 0,0 un C,

H(0) vektora 3 projekeijas.

§3.Dinsma .
Ir iespdjams Bistemmu (3) parveidot vienkarsakad $ada cela.Salik-
sim (sk.zim.d M(0) divas komponentés:
#(0) = M{0Jsin& + Li{0jcosd

no kuram ¥{0)s8ind ir perpendikuldre pzet R virzienu,bet K{0)cosd ar
vipu sakrit.Tad paris, kuya mcw:nis ir M{0)sin¥ ,atrodas ar R viena


file:///skat.zim.3a
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plakn& un t&d8) vipd var tikt saskaititg ar R {skat.”Ctatike plakng®
pare saskaitI3anu ar atsevilku spdku). Sis saskaitifanas reczultéts
ir R parbide paralléli sev uz atta%umu &, perpendilularu pret R. Me-
gizmireisim veél, ka ari vektors )sind, ki@ perpendikulirs piet
plakni, lmfﬁ etrodas & un R, ir perpendikulérs pret katru no Siem
vektoriem (skat.zim.5).

(‘o 'yo lz'd)

z2im.5.
gind ’ *a 1T vienibas vektori, kuyi sakrit atticcizi
ar H, H(0O)sind un & virzieniem.

Talak, i, X

Vektora & garums, kur$ ir para M{O)sind plecis,ir saistits:

a = M(0)sind
R

No uzrakstitas sakaribas seko: ali = ]uI(O)s_:j._ncs~ .Pareizinasin 51 noli-~
dzinajuma abas puses uz vienibas vektoru igind> tad gustam:

oRI,, 5 = eB[T,, I =[oT, AT, = [5,8] = 6@)sind T 5 ...e.....(a)
Vektora & gala punkta koordindtes apzimgsim ar x_,y, un z, (sk.zim.5)

$is koordinates var git, vektoru & vienki&rsi noprojektdjot uz koor-
dinatu asim (sk, levads m&chanik8, 36.lapp.). Ta ka uzrekstitd noli-
dzinajuma (4) vienibas vektors 1oin8 nesakrit ar a vienibas vekioru

I&, tad S0 nolidzindjumm biitu vektorieli japareizina uz tedu vektoru
kas piedfirtu gitam produktam vienibas vektora I, virzienu. T3 ki,
(skat.zim.5), I, = ['{R,Tsinij ,ted ir redzams, ka nolidzinzjum (4)
japareizina uz {R jeb R = Rip. Ted:

2

¢ = R.M(0)sind [IR:Ising] -

-_-{B.M(O)sin(ﬂ,ﬂ(o)} I, =[H,E{_(o)] S €3

- - 21' byl 2 -
aR.R[lR,lsina} = aR"1, =81 R" = &R
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jo saskapa ar [H,E(O)] definiciju ir:
[ %, 1007 ] = {R.m(o)sm(ﬁ,m(o)]. I,
No nolidzindjume (%) s.ko:
[H,M(OS]
a= ——~E¥?————

fpzimdjot ettiecigas vektoru R, M{U) un & projekeijas uz koordinatu
asim ar R, Ry' R, resp. X, Y un Z. MX(O), Hy(o), MZ(O) un e.,8.,8,,

gistam, saskepd er "Ievads m&chanika" 35.lapp.: |
_ ?Xﬂz(o) ~ EZEY(O) _ YMZ(O) - ZQI\O)

a_ = (xo -0) =x

x 0 RZ R®
RZMX(O) - RK(MZ(O) ZMX(O) - XMZ(O)
ay, = (v, - 0) =y, = 2 = Ve
¥ (C) = R M _(C) X (0) - (©)
a =(Z “0)=Z =ijy ‘ﬂx = F mx ll.'.'(6)
A o] 0 32 R2
X, Yo ub z, ir pérnestd uz attdluumm g, T iedarbes punkta koordind—

tss, kuyS — punkts — noteic jauunu R derbibas linijes stavotai; pir—
ratnéja, 1a sakot provizoriska, Sis darbibas linijas stavoine bija
noteikta caur punktu O, kuya koordinates bija (0,0,C).
Liin8td punkte (x 1Yo 2 ), kupu sauksiii par dotas spsku sistemas
centru, koordinates v8r %uzfet ari vel citadaka ceJd, un proti:
tiaksta saisinaSanas 48] ievedisim uz bridi apziz@jucma

M(0)siné = M’ (0) un taka E(0)sind = [a,ﬁ], tad
M (0) = y.2 - 2,Y
M;’I(O) =2z.X - x 2
kur M;(0) resp. M&(O) ir vektors E{078in¥ attiecigas projoliicijas.

Pareizindsim pirwo nolidzingjurm uz Y, bet otru uz X un peec tuw at—
vilksim pirmo no otra, tad gisim

N2 (0) = y Y2 ~ 2 Y
2

IM&(O) z X

o - xOXZ

5(0Y = o (X2 « v2)
XM;(O) - YL&(O) = ZO(X + ¥°) Z(xOK + yOY)
51 nolidzindjuma otrai pusei pieskaitisim un atvilksim zozz,tad gusim

XM&(O) - YM;(O) = zo(xz + Y2) + ZOZ2 - Z(xox + on) - 2022 =

= 2, (X% + ¥° + 2%) - 2(x X + y ¥ + 2.2) = z 8% - Z(a.F) Jwr (g,5) ir
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vektoru & un R skaldrazis produkts. Set td k& & ir perpeadikuvlirs
pret K, tad (8.K) =0 un

JCMS’((O) - ﬂ@)’[(O) = ZOR2, no kurienes
_ }ELI}’[(C) - 'ﬁ,z}’{(o)

o= =3 e ¢0)

Z

Pieradisim vel, ka R° = X° + Y° + z2, (Fer So jautdjumu skat. Ie—
vads mSchanikd 35.-39.lapp. ).

Apzinesim R vektora virziena lepkus ar koordinatu asiua,attie-
eizi ar o, (3 un ¥ ,tad (skat.Ievads méchanikd 3l.lapp.):

ey = £y s v
X = Reosd. = P.cosoal. = X X cosSa =
i 1t i R
i=n i=n ¥
Y = Reosfd = i§l Picos fB; = :'E'l Y, , cosp =g

Z = Reosy = imPCO" = IEnZ cos = & (2)
a" 15 i '-'Ti i:_—_l i ! I F e s v aeosvses \T

kur o, ; un ¥, ir lepli, kugus veido ar koordin&tu asiu
vektors P'i.
Facelsim uzrakstitas izteiksues otréd potencé€ un pec tai. saskai-
tisim, tad gusim:
i=n
22 = RPeos®el = ( 3 Picose )2
S

"
i

2 2, _ 13 2
Rcos®p = ( iél P.cos@, )

[y
||

2 2 i=n 2
Recos =( X P.cosy. )
J & ¥i

X2 + Y2 + 22 = H2(Coszot + cos‘?r..j-i- coszzr) = 32 R €
{0 0rtogon&ld koordindtu sistewd cosid. + 0032‘3 + cos® =1
iskat.levad.s m&chanika 37.lapp.).

Uz _bridi, reksta saisin@s.nas lebad, ievedisim vEl apzi.ijwm

E(0)cosd = M"(C). Tad, tz k&
M{C) = M{0)cosd + E(C)cosd = I’ (0) + v {C7,
tad ¥ (0) = M(0) - E" (U7 un
My =M (0) ~ My(0)
1 = My(O) - M;(O)

y
M2 o= M, (0) —MP(O) - el ..., L (ie)
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kur ar indeksiem X,y un z ir apziwEtas attiecigo vektoru atticcigis

projekeijas uz asin,
Tagaed ievietosim formuld (7) gltas M};(o) un M;((O) nozimes,tad:

x{my(o) -M}(o)} - {Y[Mx(o) -M;[(o)}
p

0
R

R (0) - v (0) _ X’ (0) + Y8 (0) )

x — —

_ 0 (0) - g (0)  RM(0).(cosalcosh cosd - cospoosdeose)
- 2 . =

_ x,(0) - i (0)
R2

Analogiski vardtu uzrakstit ari paréjes sistemas (6) izteiks.es.

pskatisim jautajurmi, kddu formu pie H parbides ir guvusi sis-—
tema (3). M8s tagad kowstatdjam, ka % komponente mﬁisinis , ta
sakot, ir patdreta R parbidei, un no ir palikusi pari tikai

kxomporente M{U)cosd .13 tad mindtd sistema tagad sastdv no H, par-
nesta sistemas centra (x ,%,z ) un no pars momenta H(Oicos3,ku.ra
vektora virziens sakrit 8T Girzienu, s&du spéku sistemm sauc
par diramu jeb kanonisku spéku sistemu. M(0O)cosd sauksim par spéku
Bistemas galveno momentu jJeb dinamas pari:

M(0)gsp = M(0)cosd

un sistema glust veidu:
i=n
1) R = 12—1 P'i(xo,yo,zo)
2) MO)yy, = Cos e e e e .. (3®)
(32) var reprezentdt ari ta:

i=n
1) = ¥ P, (bez iedarbes punktu noteik3anas)
i=1

2) W(0Y,,, = M0Tcos

3) 8B = [R,M(0T] (R iedarbes punktu noteikianai). /skat,. 3.).
Tapat var So sistemu raksturot ari sekojosi:

i=n
E= X P, (bez iedarbes punkta noteiksanas)
i=1
= b
2) mdin — cos - » L] L] L] L . L - - - L ] L] (3-)

3) [f,R] = M{0)sind = ¥(0) - l&(TUJjcosd (81 vektora,tapat k& arvienu
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¥atre momenta projekcijzs uz asim sniedz R darbibas linijes risp,
sistemas centrdlas ass nolidzindjumm)

§ 4, Dinacas elcuenti.znalitiskas
izteiksuizs,.

i=n

R= X ?i anzlitiskss iztciksiecs Jjau tike dotus ieprieksi i pale, Ta—
i=1l

&, pa celam, apskatot jautgjum par spéku sisternas centra kKoordina—

t81, Vipas bija saskapd ar (8) un (9):

bl T x &
A, = X = Reosoal = P.cosd., = . 3 COSS =
s o 1 i 50 R
i=n i=n ¥
Ry =Y = Reosfp = iél P.cos 3, = 12;_ Y, ; cos@ =%
i=n i= & 7
kK, = 2 = Reos)" = g P.cos f; = g Z, ; cos¥ =§
i=1 i=1
R=+\/ 22+ ¥ + 72
Apzimesim talak ar A » L v ¥(C) virziena lepkus ar asiz, tad:
(©) = i(O)eosh = . 4. (C) = 5 1 (0)oos A
M, (C) = (O)eos A = W, (C) = Ii. {(C)ecos =
X j=1 1% j=1 1 i
i=n . _ i=n
= iél ri’Pi]x = 3;1 (v;2; - 237;)
) . i=n i=n
my(O) = m(b)cos’ﬂ, = i§ miy((,-) = l§ mi(C')cos/wi =
= 5,5 Rl )
= Ir. Pi] = Z. K, — X.,2.
i=1 1’ ¥ 3=1 i1 it
W f aT a i:n T3 " i=n - ’)
l\uZ\C’) = M(C)cosV = iél miz(b) = iZ=1 mi(O)cos ; =
i=n »_  _ i=n .
- Flnr] - T e - v .
i=l[l’lz i i*i i~i

kur X;, y; un z; ir spdka F, radiusa-vektora T, projekcijas (skat.

i _vads mSchanika 43, un 44,lapp.), bet t& ki radiusi-vektori ir do-
pati novilkti no redukeijas punkta 0, koordingtu sakuma, =1 Jo vek-

toru projekcijas (skat.leveds wechanika 35.lapp.) dod vipu s.la punk—
tu attiecigas koordin@tes, kuras tani pasd laika var uzskotit par at-—
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tiecigu spéku ledarbes punktu koordinatem, Talak seko:

i=n (v.2 )
' IR T
cos N\ = i, (0) _ Egi ¥i i z; Y,
i=n _
cosph = X, ©) ~ i}'=—-1 (z,%; - %;24)
M(0) 1:(C)
iEn (x.Y X.)
cosV = 4,0 _ 4= R P ¢ -3
¥(0) (0}

Facelot 8is jzteiksmes otrsé potencé un saskeitot, glistan:
2 2 ( 2
_1L(0) + ¥ (0) + 1, (0)
()

~y
cos® + cos“m + cos?Y = 1
no kurienes para vektora modulis

- _ 2 N

¥(0) =+ \/mg{(o) + nﬁy(o) +a(0) . .. (13)
tzImEsim, ka telpes speku sisteud, ké neatkarigi lielwsi ir spdku
vektoru P; garumi (modul]i), virziena legkio., A, un ¥, wa
X;, ¥4 un 24, kupi tiek doti. Jav grati parliscinaties®visu dine.ws

slementu analitiskas izteiksues ir So lieluwum funkeijas, Ja tas ta
ir, tad diramas para resp., sistewas galvensd momenta

M(O)din = L{0)cos

izteiksml meginidsiw sastadit pSc iespéjas taisnaka cela,

Lai. yzietu moduli M(C), péru momentu projekeciju izteiks .cs
. s - 4] - -~ N ) v ] .
jau bija at.(11)/, wn v1gas té tad jau ir uzietas., Ar So projek-—
ciju un vienibas vektoru palidzibu var sastadit L(0) komponc.tes:

M(0) = MX(O)Ix + M&(O)Ty -+ MZ(O)IZ

proti, katra kouwponente ir produkts no vektora projekcijes (alge—
braisks lieluwms) ar vienibas vektoru, kuye pozitiweis virzieas sa-
krit ar attiecigas projekecijas ass pozitivo virziepu,

Hoprojektésim i uz virzienu, ted (sk.Ievads 31.lapv.)
glistam:

M(0)cosé = M(O)din = Mx(o)cosd.+ M&(O)cos{3+-Mz(6)cosx.. (13)

Dinamas vektore R iedarbes punkte, speku sistemas centra, koording-
tes ir noteiktas caur izteiksmju sistemu (6). Vektors cosd =
M‘05ain ,turpretim, tépat ki h%ﬁi, no kura vips ir celiss, ir brivs
vektors,bez noteikta iedarbes punkta, b
Dinawu var analitiski noteikt ari, izlietojot vipas veicu (32)
/skat.§ 3./. AtSkiribu starp veidu (3-&) un (3-b) reprezenté vektoru



nolidzindjumi:
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3) aR® = [R,5007 |

un attiecigi:

vektoru

[i‘,ﬁl( _
[f,H] -

y

F] -

y4 - 2Y
zL —~ X2
xy - yX

i=—m Tove & v .rD AL
[‘f,ﬁ-] = [5, . B.| = FIO) - E(TeozT Froje.-tejotv
i=1
[f‘,ﬁ] uz asim, gistam:

y2Z - oY = 34 (0) - {FCyeess § = zl (y,2; - 24%;) -
X 1=

- {MX(O)cosoL—l- my(O)cos(H- M, (O)cos § } COS vk

i=n
gl - xZ = My(O) - {r;rllcicosf.} = Z (zii{i - xiZ_.l) -
¥y =1 -

- {Mx(o)cosol.-i- I (O)cos(ﬁ- " (C‘)cos[} cosP

XY - yZ = i, (0; - { FCYeo53 } i S (x,Y, - yi%,) -
= i
— { I:c(o)co.s¢+ 1-.-Iy(0)cosd..+ MZ(O)cosa'} oS x
jeb:
= M_(C) —(—Flﬁl:(m*—) coset = M _(0) - (_ﬂ_:_meﬂ)_)x

My(O) -CE.III";ED COS(:I =MY(C') _ C_m)
i, (0) —@L@) cos y = Mz(o) (_.@.lz

8 redzams, gluta nolidzindjumu sistcria noteice telpa kadu taisni,-R

iedarbes

punktu geowetrisko vietu, dincewas asi, kupas punkiu teko-

§&s koordinétes 1r : X,y un z.
L0 nolidzindjunm sistemu var ari reprezentét zew cite veida,
izsld&dzot no mindtiew nolidzindjunien skalaro produktu

(Emoy) _ 92 - 2¥) - ,0) =X -2 -1, (0)

Re

X Y
x¥ - yX - (C)
—] z .0000000-000-001-00(14)
Z

Centralés ass nolidzinajunem vel var pleéglrt grtaku veidu,

pratoaot

ta. Izvélésin uz centralés ass kddu nogriezni S. .o ﬂg-

oriezni ledomésimies nospraustu no sistemas centra (xo,yo, R
virziena. NogrieZpa gala punkta koordindtes lai ir X,y un z. Tad



(skat.Izvads 35.lapp.):
S.COoSok = X — X

o}
s.cos(! =¥ =Y,
s.cosyf =z - Z,

no kurienes:
X - X ¥y - Y. 5 -3
o _ C = 2 Ceseeseanraenans (15)
coodch cosf cos ¥

Ar 81 nolidzindjuma palidzibu var atrisindt uzdevuwm: uziet

punktus, kuros R darbibas linija resp. sistemas centrdla ass krusto
koordinatu plaknes (XZ) un (XY;. Leit jaliek:

X - X - -y ,co80 —yocosf
1 =0, ke dod ————— = _Yo . , X =T X_ = —mmw—m— 2 = e ———————
)y =0, Gos* Gosp o~ Tcosp ’ o~ “cosp
z,CoSok z cosp

2) 2=0, X=X, =55 » ¥ = ¥, " cos y
Lepki ) starp R w) M{C) vektoriem var uziet, sastadot skalaro
produktu:

—_

R.H(0O) = R.M(O)ecos = X+ T + Z) GL {0y + Liy(o) + Mz'('o) =
= X (C) + my(o) + 231, (0).

+ M_(0) M_(C)
cosS = prtyy (R (0) + M4, (0) + 24,(0)) = § iy + § oy *

M _{0)
+%——E-m-)-z = cosa cos A+ cos (3 cosp + cosa’cosa S PI 0 X-9'

§ 9. Dinamas Ipatngéjie gadijumi.

Par pamatu so gadijusm izSkir3anai jzvEl&sim skalard nrodukta
RE(C) ipatnzjas vertibas:

RUC) =0 uwn WIO) =+ RM(0); KHO) = RU(C)cosd = G, ja

1) R = 0. Sistema reducéjas pie koppara x{0) un dinama sastdv vienigi

no: -
E(C) 45, = H(O)
2) M(0) = 0. Sistema reducéjas pie viena vienigd vektora:
R= 2 Py
i=1

kas ir iespZjams, kad visu spAlu darb®has linijas lrusto-
jas punkta 0, gistemas ceaixa,

3) cosd = Q, 5=% s M(O)din = 1(0)cosd = 0, 1(0)sind = Li(0). Sisters

reducéjas pie viena vieniga vektora R, kurs iedarbes punkta
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koordinates ir x , ¥y, un z_, kupes uzejaumas seskapd ar (6)./Ycralls-
lu sptku gadijumu skat.zemik/,
4) R =0, m(03 = O raksturo spg€ku sisteuss lidzsvera stavokli, kups
tiks vl apskatits atseviski.
-+ - -
B.M(O) = = Rl‘.l(O) CDSS-‘-'tl
ir dinames gadijums sr M(O)din = 1(0)cosd . cadu veidu pienei: katra
speku sistema pie spBku sistemas reducéSanas pie kida centrilis ases
punkta.

§ 6. Spéke momenta vektora projekecijas uz izvel&te
asi un spéka woilents pret min. asi.

Spéku savienosanas geitza rade, ka vektors

i=n
i=1
ir pilnigi neatkarigs no redukcijas punkta izvEles, turpretim:
i=n
KO) = T KO

ir no vipa atkarigs, Jjo EE(O) izteikswe ietilpst radiuss-vektors fi,
kas vieno redukecijas pumktu er kadu punktu uz spéku Pi darbibes li-
nijam,pie kam operacijas galigeis regultdats izpaudas “veida:

1) i=n
E= % Fi(0,0,0)
i=1

i=n i=n ¢
2) ) = ¥ KO = T
i=1 i=a
Tagad piepemsin, ka mes cribétu parvest sistemu uz citu redukecijas
punktu O,, noteiktu caur radiusu-vektoruf(skat.zim.6). Ta ki

Ts =T TP Toy = T3 —§ ,ted

. i=n i= _ _
2) EOIO) = E]_ Eoi(O) = ig]_ I‘Oi,P
i=n 1 _ .
zim, 6. - 1=1 [(rl —'9)'P1] =
i=n r _ _ i=n _ _ -
= X [ri,Pi] —[sa, Z Pi] = (0) —[?,R] P e & &

Ja saliek M{0) pmums jau pazistanfis komponentés,tad:
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E(C) = H(0)sind + H({UJcosd wn MO(O) = {v) — ?’,T{]=
= I{0)sins + X(0jcosd - [?’,'E] = {E’IC‘isin}T - [?,‘R’

Ja geit pielidzine T(0) - [§,8] = 0, ted sostanm
gala punkts ir dinamas centrs (skat.§ 3.) un:

MOIC) = MOIC) = E{0)eosd = i(T) 45,

un sistema giist veidu:

- i=n _
1) R = i§l Pi (xo:yoyzo)

2) ¥ 10) = B0l 45, (skat. /3a/ § 3.).
Ta k& |oosd| € 1, tad [1(0)gy, | © |HO)] t.t. 1(0)yy, 1 visuan
zAkais iespgéjamais dotds sptku sistemas kopparis.
Kas attiecas uz spéku sistemas vektoru

i=n %ﬁp i=n ¢_
R= % Fow HO) =T KO = 3 [5,5]

i= 1=1 i=1l

projektéSenu noldka gGt 30 vektoru analitiskas izteiksmes,ted £o vek-

toru projekcijas ir neatkarigas no koordinatu sgkuma., Tiesam, ispa-
ribes labéd piepemsim, ka redukcijas O, un koordiné&tu sakuwa puixkti O
nesakrit (skat.zim.?}. Tad:

Ty =T = §

un ir_redzams, ka T. varam noturgt negrozigu, lai kd w8s ari aeuai-

nitu Fo; wo ¢ bbivi parvietodami koordinatu sakurm telpd un teo-

rema ir pierd@dita.
Sastadisim vektora Eb!d) izteiksmi;

i=n r_ _ i=n - -
o= 2 [mnn) - D le- 708
i=n ¢_ - _ i=n _ . _
=4 [rOi’Pi] _[ §: .5 Pi] = 10) _[ § ’ﬁ]
Ja projekts vektoru,MbIG),pieméram, uz X asi, tad gistamp:
B (0) = & [%.,P TG, - 5,0
- 0 = [I‘, ,] = T -— P_] =
oX = ir”i x i=1 oi ? A | x
i=n i=n
i= i=1
= @40) - (yOZ -z, Y)

izteiksme neatkariga no koordinatu sakuwa, lai gan

- Z]_ {(Eoi - -S; )y Zi - (EOi - ?ﬂ)z Yi} = 2 {(yi - YO)Zi-(zi - ZO)Yi}

-
—
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¥(C) resp. E;Oj un['f-" ,ﬁ] resp. [? 'ﬁ]x = y,2 - 2,Y katrs par

sevi pemts ir no koordinatu sakuwe atkarigi.

pA

A

ot

Q= 3 >Y
Y Z
%
X zim.7.

Saprotams, ka vienkarsibas laba parasti koordinatu sakuim sa—
vieto ar redukcijas punktu.

Runajot par vektoru analitisko izteiksmju gisanu, jamin spdka
wuoments pret doto asp, piem. Z, kuyu gust ta: noprojekté speku Pi uz
plakni Q perpendikularu pret esi Z un gust projekeciju S, ;péd&jas ga—
rumu pareizina uz vipe perpendikularo atstatumu no punkla O. - ass
Z krustojum ar plakni Q unsproduktam pieskir zimi + jeb - atkariba
no téd, kada virzienad spéks i censas pagriezt plakni Q attieciba pret
novérotaju, kurs nostéjies Z ass pozitivd virzien&d. Vienosiumies §im
produktam pieSkirt zimi +, ja spéks 5. censas pagriezt plakni § pre-
téja,pulkstepa raditédja kustibai virzlena, un otradi. Saskapa ar So
konverciju, misu gadijuma:

My , =+ |hy8y| on visparing = % |ns, |

kur ar M; _ lai ir apzimsts min. spéka P; moments pret asi Z un kur

>
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‘h.S.\ lsi ir §I momenta absolitas vertibas apziméjums. Pareizinasim
13 tagad M,  izteik-
A:Z' smi uz vienibas vek-
toru iz, tad:
r _ T - _
¥ I, = \n;8,13,=

= hisilz

y lkur hiSi ir algeb-
raisks lielwas:
.
h;8; =7 |n,s,|

WV

skatoties péc apsta-
k]iem.
Ka saprotaus,caur
algebraiskas izteik-
X smes pareizinad$anu
zim,. 8. uz vienivas vektoru
I ir gits geometrisks nolidzingjums (vektoru nolidzingjuus), Talaki
vAram pakapeniski rakstit (skat.zim.8):

M ge%, = b8, = {piSin(Pi’Si)’si] i, = [pi’si] =
=[(xiix + yiiy)(xilx + Yiiyﬂ =x.Y.T -y

-

Y31, - v%T, = (G - ),
ho kurienes seko, ka:
My g = %Y — ¥iKy sbet XYy~ yiky =My,

kur M, ir momenta vektora l; pret kadu punktu uz Z ass projekcije

uz %o asi, kadé) ir pieradita teorsdma: spéka P, moments pret kadu asi
ir vierads ar €1 speka vektoriila momenta projékciju uz S0 asi,pemta

pret kadu punktu uz 3is ass:

Mi,z = U, = M;cos(Z,M,)

(skat.zim.8). Jauzever, ka punkta Zzvdle uz ass ir briva, jo, ka re-
dzams, momenta projekcijas izteiksme xiYi - yixi ir briva no tresas

koordinates z,. Katra zipad momenta vektora analitiskai izteilksmei
caur projekci&u ir prieksroeiba pret vipas izteiksmi caur mouentu
pret asi, jo neprasas jaunu analitisku iztelksmju iegtSanas veidu ie-
pretim projekecija@m, kupas var uzskatit par universalu analitisko iz-
teiksmju iegusSanas veidu. Bez tam momenta pret asi izslégsana no pé~
titdja redzes aploka, neienes nekddu traucéjunmu universala statikas
teorema: spéku savienoSanas rezultats vienmer, kd plakne, tE ari
telpa, ir divi vektori:

1=n i=n
E= 3 P, w HO)= i NT0)
i=1 i=1
kas neblitu pretéja gedijuma.

Piemrs. Gar dotd parallélepipeda malam, saskapd ar zIum,ir,32,
darbojas speki P2 un PB’ pie kam starp spé€ku vektoru garuniean pastav
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14

=74
Sl

¥

j&
g

3|

?J\

w Ol

X v

zinl, 82,
sakariba: P2 P3 = P. Uz jauntajum atbild 2 vektori:

i=n
R = i§1 P; =F, + P4 =P21Y—P31z =P(1y-1z) s R =+ /2
- ?
cosd~=-§- 'Q-O,COS(J f— P =—y—g—, {3= 01:—,-,:-
P.\V?2
kas atbilst konam, asprakstitam ap Y ta, kid veidule sastada ar asi
p=7 .
~
L.OBX’ o - \/g , X'= .77-‘: J;i-
TPVE . L
(Uzziwet R virzienu, noteiktu caur k=0, fi= pa T K‘ =T :ﬁ- ).

H{0) = )2 = I;70) +F I(G)
L (0) = ~ vPI,

my(o) = + aPI,

M_(0) =0

R iedarbes punkts (xo,yo,zo):



_ ™ (0) - zuy(o) +P, aP

_ — 18

Xy = Re - 2B2 -2
ZM (0) - @, (0) -P(-bP)

Yo = 22 = ) =2
T (0) ~ ML(0)  pepp) 4+

o © R° T oop?2 2

un R ir pilnigi noteikts,
Saskepd ar %13) ir:

M(0) 44 = M(0)eos§ = M (0)cosd: + M, (0)cosp + M, (0)cos = + aP 42

m dinama ir noteikta.,

2

§ 7. Speku un momentu poligoni telpa.

i=n i=n
R= Z P w WO)= ¥ L0
1=

i=l

izsake, ke R resp. M(0) ir attiecigu telpas poligonu noslédzodas ma—

z2im. 9.

las. Tomér ari sSini ga-—-
dijuma telpas poligonu
konstruésanu var reducet
pie divu plakanu poligo-—
nu konstruésanas,no ku-—
iiem ketrs reprezenteé
elpas poligone pirojek—
¢iju uz divam savstarpi-
gi ortogonalam projekei-
jas plakném (t@lojosas
geometrijas metode).
5ini noltikd nopro-
Jektésim uz abédm projek-
cijas plakng.a redukecijas
punktu, kura attiecigas
progekcijas lai ir O?
un O"; tapat noprojekteé-—
8im arl katru no dotiem
spékiem.Piepensiu, ka
sp8ku ir tris (skat.zim.
Nr.9).

Apzimesinm attieci-
gas speku horizontalas
projekcijas ar F?, Pé
un P% ,bet verti=

=15 " n )]
kalas ar Pl’P2 un P3'

Ir zinams,ka ketra punk-
ta
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abam, un t& tad ari katra vektore gala punktu projekeijam jaatrodas
uz taisnes, kuya ir perpendikuldra pret liniju AB, Jewot So apstakii
verd, att&lojam caur projekcijam dotc spé&ku sistemu abas projexcijw
plaknés, kuyas konstrugjam speéku attiecigu projekciju poligonus. So
poligonu noslédzosas males ir telpas spéku sistemas kopspéka R pro-
jekeijas R’ un R", ar kugu palidzibu var noteikt R pilnigi, ka spé-
ka vektoru.

§ 8., Perallélu spéku savienolane telpa.,

A.Vispareéjais papémiens.

Lai uzietu visvienkarsako speku sistemm ekvivalentu dotai sp8ku
sistemai, var plelietot jau pazistamo visp8rigo papémienu, reducéjot
spékus pie izvéléta redukeijas punkta O ar attiecigu paru palidzibu.
Ir viegli saprast, ke koppara romenta vektors sastddis & = F/2 ar
R virzienu, jo visu padru vektori vienmér bis perpendikulari pret ko-
péjo parell&lo sp&ku virzienu un ta tad paralldlu spgku gadijums
ietilpst dinamas Ipatnéjo gadijum p,3., (skat.§ 5) un ekvivalenta
sistema gist veidu:

i=n
2
i=1
2) m)din = coso =0

Sistemas centra koordinates Xy1¥g25, ir saistitas caur nolidzindjum

1) R = ?i(xo,yo,zo)

[5,7] = mOYELES = WOT = E rrc W BEA

i=l1
Nemot projekcijas, glistam:

i=n
Mx(O) = [E,R:Ix= ¥YoZ -z, Y = yOF{cosa"\— zoﬁicosp = iél Mix(o) =
i=n - - i=n i=n

pal
cos ¥y.P. =
i=) "t t

\ ol
cos z.P,
P i=3 1

snalogiski ghistam:

My(O) = zOP{cos::LI— xoﬂlcosd')=\cosdu g z;P; —|cos K\lzn x;Ps

i
M (0) = J%l*:os(j - yOR}zosc4=

kur ok, (3 un Y- ir R vektora virziena lepki pret attiecigém asim,Pa-
resti vektora projekeijai pieSkir zimi attiecigs cos, saskapa ar

: 1{11 i=n

...(18)
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vienoSanos, kura tika piepemts®Ievads méchanika" 30.lapp.,bet paral-
181u sp&ku gadijumsB vienosimies cos zimi pieskirt vektora modulim,
skaitot pé&déjo par algebraisku lielumu, turpretim attiecigu cos skai-
tisim tad per pozitivu lieluwmm, pret ko iebilst nevar,jo projekcijas
zime caur §o0 konvenciju netizk grozita.

Nolidzinadjummi sistems {(18) satur pazistema & vektora projekci-
jas resp. 81 vektcra gala punkta, vispargja gadijumd spéku sistemas
centra, koordindtes XY, Ul 2. Neskatoties uz to, ka nolidzindjumu

ar 3 nezinamicm ir 3: X,,¥, un z , p&dgjo veértibas tomér nevar uziet

ar 51s sistemas palidzibu, lai gan $1s vertibes (ar sistemm /§/ pali-
dzibu) nolidzindjumu sisterm (18) apmierina, Ja tas ir t&, tad rodas

jautajums, ko reprezenté sistema (18), Nolidzinajumu sistema (18) re-
prezentd R darbibas linijas resp. Ipatnégja gadijuma dinamas ash noli-
dzinajumi. TiesSam, Xy:¥, U0 Z, Var atvietot ar X,y un z un tad gistam

nolidzingjun sistemu, kuras vispirgjais veids ir:
Mﬁ(O) = zY - yZ
M&(O) = zX - xZ
MZ(O)=xY_yX .-....-.......--..(189)

Pareizinot pirmo nolidzindjumm uz X, ctro uz Y, bet treso uz Z un
saskaitot, gustam:

XM (0) = zXY — yXZ
Y.M&(O) zYX - XYZ
2.1, (0) = x¥z ~ yXz

m.fg{(o) + my(o) + zmz(o) = R.M(C) = 0.

kes nozimé, ka K | M(O), ko jau més iepriekd zindjam. £is apstaklis
aizrada uz to, ka sistemu (18) resp. (18a) ir jalieto citeds veidi,
un $is veids ir: vienam no mainigiem lielumiem x,y jeb z ir j3pieskir
noteiktu veértibu, lai uzietu parejas

Pareizindsim tagad (18a) attiecigi uz X,y un z, pie kam nolidzi-
néjumus saskaitisim, tad gisim:

x.Mi(O) = xzY - XyZ
ynM&(O) = yzX - xyZ
Z.MZ(O) = xzY - yzX

Mi(O),x + M&(O).y + MZ(O)'Z = 0

plaknes nolidzinajums, kurd atrodas paris M(0) = [a,n'] un kupa iet
caur redukeijas punktu O,

K& teikts, ar formulu sistemu (6) var uziet vektora & gals punk—
ta koordinates x ,y,  un z,, kups notelc R darbibas l1inijas stavotni.

Neov verts $Is izteiksmes pzaralléliem spgkiem atkartot. Bet paralldlu
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sp3ku sistemai var uziet citu, vairdk raksturigaku, punktu uz tas pe-
¥zs linijes, o punktu uziet, pielidzindjot sistema (18):

i=n
X R = ;Ei xiPi
i=n
Yot = 151 viF
i=n
ZOR = _{_1 ZiPi
ng viegli pArlieciniéties:

i=n xiPi “\

xo = .Zi I
i=
1P ¥5F, R L)

y = S it i >

0 in1 R
%E? ZiPi

Z =

° iy R W,

&rvars nolidzindjumu sistemu (18), identitdtu sistemad, k&d3] punkts
X,1Y512, pieder centralei a&sij. Lo punktu sauec par parellelu spéku
siltelas centru, vipam pilemit t& raksturigéd ipasiba, ke 81 punlita
koordinates ir neatkarigas no lepkiem oL, (3 un ¥ ,kas nozlue,ka pe-
rall&lu spéku centrs nemaina savu st&votni, ja parallélo spEku sis-—
temu pagrieztu uz vienu un to pasu lepki ap tiem punktiem, kuju ko-
ordinates ir ietilpuSas izteikswmju

i=n i=n i=n
& i i§1 Yifi s 1§=:1 ?5%s

sastadidanad (parasti Sie punkti ir spéku iedarbes punkti).

Paradisim vEl, ka kermeni var pagriezt ap kadu asi, ejolu caur
parall@iu spéku centru, bez k& centra stavotne caur to tiktu i rozita.
Piepemsim, ka koordindtu sakums sakrit er parallelu sp8ku ceiatiu,tad

i=n x.P.
_ = iti _
X T g;i i=n 0
Z Py
i=1
i=n ¥.P.

— iti
G- =
- P.

.=l 1
i=n z2.P.
- 11 —_
26 ég i=n = 0

P
j=1 1
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Piepeusim, ka kerpmenis ir pa—
griezts pulkstega AR kuBtibai
pretéja virziena par lepki 49,
tad:

ds, = piqu , bet

dz, = dsicos(z,dsi) =

picos(Z,dﬁi)dq =

= y;4¢ . Tagad difercacésim
z, p8c P .Ka redzeus,zeu I zI-
mes tikai Z5 ir atkazigs no

@ ,kads}
i=n d4z.P. 1-n y.P.
— 1 1 1 1 —_ -
e = X T=m . T H = T =0
= Py _7_‘ P,
i= i=1
Tepat var paradit, ka ari dyc = 0 un arl dx = 0, kas nozimé,ka spé-

ku centrs nereagsd uz kermepe pagriezienu ap kaut—ku;u asi, ejosu caur
spéku centru (X,,¥,,2,)+

B. Ipatngjais panpémiens.

Llei uzietu ekvivalentu dotail parall&lu spéku sistemai,ués lie-
tojam visparéjo papemienu, reducdjot spdkus P pie izvelata p.0 ar
paru palidzibu,

Tagad radisim, ki So redukeiju ver izdarit ari citéda cela,lie—
tojot tiesi parallelogramma likurm un Varignona teoremu, TleSSA,Katri
divi no doto parall&lu sp@ku sistemas vienwer atradisies viend plak-
né, kade&] Sos spékus var tiesi savienot viend kopspéka, tdpat, ka
plakn&.Gustam min.divu spEku kopspékam pievienojam nakamo Sp3ku,kurs
atkal atrodas viend citd plakn& ar kopspd3icu, un tade] perallélo_ram—
ma likums atkal ir pielietojams. Td $0 operaciju var turpinit 1idz ga-
lam un ght pazistamo sakariIbu:

_ i=n
R= 2. P;
i=1

Attiecigu grafisku R koastruesanu var izvest divas projelicijsas
plaknés, k& tas tika aizradits attiecIbd uz vispé&rejo speku sadijun.

Varignons teorema.

Jeusim vera divus kadus parall@lo spéku sistemas spekus, lkurus
apzimésim ar Pl un P (skat.2im.10). Spéku P, saliksim koipo.entés

S, wn 5, t&, lai butu Pl = Sl + S_ .
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2im.10.
[r2,3(92 ¥ sl)] - [re,(Pz + sl)] - [rz,pp_] + [:-2,31] .
Bet [Fz,ﬁ(?z + §l) ir sp@ka ﬁ(?e + §l) vektoridlais moments, peizts
pret pignktu O, k& vektorigle momenta centru. Tapat [52,F2] ir spéka
P, vektorialais moments un [Ez’gl] ir kouponentes Sl vektoriZleis
moments, sastaditi pret to padu centru, kade] var rakstit:

|58, + 5] = 86, + 5) = 8G,) + 1(E))

Parnesan 51 punkta.
A uz F2 darvibas li-

nijas,kur pievieno—
jam So kompoaenti
Spekan F2 uz paral-

iélogramma 1ikuwna
pamata un gostam
kopsp&ku

ﬁ(?é+5&) = ?é%ﬁé

Punktu A savienojam
ar jau ieprieks bri-
vi izvéleétu punktu
0, kups t& tad vis-
paréja gadijumi ne-
atradigsies spéku
Py un P2 daerbibas
plakn&, Taisass no-
griezni OA izveido-
jam par radiusuo-vek-—
toru Th, pielidirda—
mi pédéjau apaksvir-
zienu no O pret A,
PareizinaZsia so
radiusu—vektoru uz

ﬁ(i2 + El)

vektoriali, un tad
gistam:

Gito kopspeku R(P, + §,) parnesam punkt& B, kur vipam uz 2 pefa pa-
rall@logramma likume pamste pievienojam kowmponenti 32,caur ko zustam

kopspéku:

R(P'2 + 5 + 82) =R(Pl +P2) =ﬁ12 =P, +F

2

fadiusu-vektoru, novilktu no punkta 0 pret punktu B, pareizingjaa
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vektoriali uz Ky, = P + P,, caur ko gistam tépat

[71,Rp) = BBy +Fy) = By = [F), () + IR AR AT
B(F,) + M= E + 0,

6uto kopspsku Ry, i vienu no paréjiem paralldlo spéku sisteias spé-

kiem, piemdram P, var atkal iecdomities ieslégtus viend plakns,if ka
ar $iem spskiem “vardtu izdarit t&s padas manipulacijes, ka ar T, uvn
P2 U no ta paSa punkta O novilkt attiecigus radiusus—vektorus, ~kas

dos iespeju uzrakstit:

(55, By, + 53] =5 = (750, + [53,%} =H, + 0, , bet
E12 =i, +M,, kade]:
Bypy =Hy, + Hy = (i +8,) + & = M, +H, + i,

Turpinot 8¢ operaciju lidz galam, pievienojot tdda pasa kartd wvisus
paréjos spé&kus, gisim beidzot:

i=n
Hl?...IJ:ﬁ: 1§1Mi N €203

xur i = [Eaﬁ] , bet M = [51,P;L .patngjais Seit ir tas, ka zitais

morents nav vairs kopparis M(C), bet atsevigka speke R vektoriilais
moments, salstits caur punktu O vektors, kuru nevar parnest parallé—
1i s§v, bet tikai var parbidit sava darbibas virzien&a(slido&s vek—
tors).

§ 9. Parallélu spdku ekvivalentas sistemas dafsdi veidi.

K& redzgjam, atkaribad no papémiena varéja gt divus ekvivalen—
tas sistemas veidus:

i=n _
I, 1) R= X Pi(0,0,0)

i=n i=n . _
2) M) = 3 L= T [5F]

II, 1) R = ?i
i=1

T - 5 (5,0
= . o= Z[r_’_]
i=1 *  i=tb ot
-.bas 815 sistemas ir identiskas, tikai vipu &r&jie veidi atsiires.
Lai pirmo veidu vienk&arsotu, koppari [i{C) ir japielidzina
= r,Ri,kur r var pieSkirt specialu noziwi r = &, tad ar
5R° = R,Mloilgﬁstam R iedarbes punktu Xx_,¥,,2z, ar izteiksiju sis-

2) M

]
—
Hi
=}
[—
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temas (6) palidzibu, jeb, piefkirot r = Tr ,kes ir &rtaki,lur T, ir
parall&lo spéku centra radiuss-vektors, gisinm X,¥, Ub 2z, 8T siste-

mas (19) palidzibu.Tadd]l veidu I var rakstit c
— i=n _
I-a, 1) B = 2> P,
i=l
N _ i=n _ i=n _ _
2) WO) = [7,,R] = I o= = TP )

pie kam projekt&jot vektoru M{C) uz asim, gisim nolidzinajumu siste—
m (18), no kurienes seko Xo:¥, UB 2, Saskapd ar (19), kadsl I-a
vietd varetu uzrakstit ari

i=n _
vienu vieniIgu nolidzina junmu,

Tapat var nepewmt vEr& Ir specialu nozlizi fc, bet izlietot

R

il

l'_ F i=n o
M) = |r, ]" Z {ri’Pi]
i=1
kur T ir mainigs lielums, 31 vektora rojekcijas uz asim snisgs N
darbibas linijas nolidzindjumu veidu {18a}, kade] ekvivalento sis-
temm varédtu uzrakstit ari sads veida:
_ di=n _
R= 2 P,
i=1

2) W(C) = [7,] = lgll ENA

Ctrais veids (II) atskiras no (I) caur to, ka M $eit nav j3pielidzina
= [E,ﬁ]_,bet V.rignone teorewa pate ir novedusi pie M = [E,ﬁl,?ie—
lidzinot r spScidlai nozimei, r = r,, gisim R iedarbss punktu paral-
181u spdku centré, bet atstdjot T, “glsim K darbibas linijas nolidzi-
najumu,
§ 10, Parallélu spdku ekviwvalentds sistemas
analitiskas izteiksues.

Ta k& parallélu spSku virziens ir noteikts caur cosol,ccsfl wun
cos X' ,tad Sc_virzienu var piepemt par projekcijas ass virziesnu,uz ku-
Tu projekté R, kadsl

i=n
R= 2 Pi
i=1

(k3 projekecijas algebraisks lielums). Talak var noteikt parzallilu
speku centru caur formulu sistemu (19), Jjedb
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i=n
R= 2 Fy
i=]1
gggvigﬁggmlilﬁt R darbibas linijas nolidzindjumu, kuyu giust,projekté-
=n

o) = [T,E] = El (51,7 reso. 8= [7,R]= 1%“ (5107 ]

uz koordindtu asim, caur ko gistam sistemu (18a).
ParallZliem sp&kiem parasti veél specidlu koordinatu sistesm,pro-

T4, liekot piemEram, cos(& = cos §' = 0, tad:

i=n

R=2 Py

i=l
ar centru, kuys noteicds saskapd ar (19. Var ari lietot otru noteik-
fanas veidu, proti, uzstadot R darbibas linijas molidzindjummu caur
vektora

= [75] = ;z::; [7.7)

projekeijam uz koordinatu asim, kuyu tad pievieno

i=n
R= ) Pi
i=1l

Misu speciala gadijumad, kad cosp: cosf = 0, gistam:
M, = [E;R]x = yZ — zY = yRcos a‘- zReos{a =0 =

= (5,5, ] bl bt
= r.,P. = cOS y:P. — cos z;,P, =0
= VLA § & Yifs P g 2fs™5
t& tad idenditate JE]laki:
i=n
M = 2z2X -~ xZ = zRcosol-— xReos g = zReosol= cosd 2. z.P. ~-
y in 11
i=n i=n i=n ZiPi
- cosy E x;P; = cosel ‘El z;P;,n0 kurienes z, = igl =
i=n
i, = XY — yX = xRcosf3 — yReosct= — yReosd = cosP jEl *sFy -
i=n i=n
- coso- 'Zl y;P; = —cosd ‘Zl y;P;,n0 kurienes:
» i= i=
i=n
2= yiPi

yc b ——— s — —— ———
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i=n i=n
Z, Yifs & 4
Gutd sistema: y, = T—— un z, = —-ZT— noteic K darbibas 1li-

niju paralldlu X asij.Ir jaatzist, ka attiecibad uz paralldlieu spd-

kiem, vipu ekvivalentas sistemas noteik3anu caur' ceantru (xc,ye,zc) ir

pilnigdéka, kd nekid ocaur darbibas liniju, jo centrs (J:c,yc,z c)iz.pauﬁ

parsll&lo spéku savdabigunm, kamér spZka darbibas 1linija &is savda—
bigums zid.

§ 11. Telpu gistemas reducélens pie 3,paralléliem
koordinatu asIm, skérsojosiem sp&kiem.

Ciesa sakare ar pa-
Z rallslu sp&ku savieno-
4 Z ganu stdv jautdjums per
) spéku sistemes reducéd—
B A Sanu pie trim Skersojo-
8iem, parall@liem koor-
dinatu asim, sp&kiem,
TieSam, katru sp3ku
telpd var salikt 3 kon-
! ponentés, parallzlas
HJ“) Yu koordinatu asim t£, ka

W
i

~
¥l

|
|
'
: .
RN
BN
A 4
Z

9 '5'1' )
1
1‘ 2in.ll,
i=n i=n
1) X = izl xi = iz:l Ficosdi
- i=n i=n
2) ¥ = i§ Ti = i};_':'l F,cos B3
i=n i=n
3) 2 = iE Z; = 'E P cos y;
i=n i=n
; zlxl § lel
4) Zx 1= s Iy < =1
X x X



5) X
6) X,

30 sistemu var
virsmas spékus

i=n i=n
_ E X3 Y3 o E-, Ziti
Y Ty Y
i=n i=n
2 %% 2 V323
= = V., = =L
¥ o
4 “ A

talak parveidot dianawh, Hidrcstotikid parasti rsducé
— hidrostatisko spicdi piz apskatitas sp3iu sistemas.

§ 12. Swmaguua ceatrs,

Vispirgjais pandmians suaguna centra stavotnes

noteiksanai,

Visi kermeji, kas etrcdas zeumes lodes virsma jeb vipas tuvuma,
padoti spnguma spéka iedarbei. Swaguma spéks, iedarbodamies uz katru
germepa punktu un biidaws proporciondls punktu ieslédzoSas dalipas

ilpumam, ir tilpuma spéks. ileskatoties uz to, ka 81 spaka vekiora
virzieni krusto zemes lodes centru, tom3r, npsmot vera kermspa nieci-

gas dimenzijas
mu var skaitit

samsra pret zemes lodi, smaguma spéke vektoru siste—
par parallélu spéku sistemu,

Smaguma spéku, kuri iedarbojus uz visiem kermepa punktiei,kop—
spéku sauc par kermepa svaru fne visai dibindti, par ko tuvaki skat,
YIevads mdchanika" 70.lapp.§ 2) un vija iedarbes punktu — pair suagu-

ma centru.

Smagums spéka ipasibas ir jau noskaidrotas l1idz ar parall&lu
sp8ku sistemas ipa3ibu noskaidroSanu (skat.§ °).

Visparéjais centra stavotnes noteikSancs par3wiens pastav ieks
sekojosa: kermeni sadaela atseviikas dalds, kupu Seegwaa csatri, ki ari
svari, piepemami par zinamiew, un pielietojaxn formulu grupu (19) § 8:

Seit tagsd G

1=n

2. X.G.

im) t -
1=n
2. C,

i=1 3

—p——

]

hVi11]

i=n
< G
. Jibs
Poc R A |
Y i=n

i=1

i=n

apzIm: minévs dalu ovorud, Lol L3rmels Svary oL 7ius
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No 3im formmulém seko, ka:

1) Centra uziesSanal dotos spékus var atvietot ar lielumiem,vipiem
proporecionéliem, jo proporcionalitates koeficients tad ietilps ka
skaititdja, t& ari saucéjd un tad uz vipu izteiksues (19) varss
saisinat,

2) Ja visu kermera daju susguma centri atrodas k&dA plakne,tad viph
atradisies ari kermepa mmaguma centrs, Tiesam, ja visi dalu punk-
ti atrodas kada plakn®, tad vipi epmierina plaknes nolidzin&jumu

un kada punkte i koordimnates ir saistitas:

ax, + byi + cz4 =

ax;G; + by;G; + 02,6, =0.6,

a X + y:G, + ¢ z2:G. = a . + Db +
= 11 i=1 "id i i Ei-_-l i ?igl 1

5T 6 = 5 %= D
+ c G: = G. a2+ by +chH=
“io = 1 ? | I

t.i. arl centra koordindtes Xx,,y, un z,
ndjun, un centrs atrodss minétd plakne,

3)Ja visi daju smaguma centri atrodas uz k&d.s taisnes,tad arl ker-
mens smaguma centrs uz s$is taisnes atrodas, Tiesam, piepemsin
taisnes nolidzinajurmu veida:
x-xo=y-y0=z—-zo
cosol cos p co8 B“'

Tad smaguma centru koordip&tém S0 polidzindjumu ir jE2apamierina un
MES varam rakstit:

* ~ % I"'i"yo_szzi."'zo’
cosol cos (3 cos §*

xiGi - X,64 in -~ ¥y G, ZiGi -z G

apmierina plaknes nolidzi-

- i o-i _ o i,
cosol cos@ cosa"
i=n i=n i=n i=n i=n i=n
i{:l *1%1 7 %o i§1 %1 - S N4 % 5% _ 5 %1% % _'élhi__
cos ok cos@ cos J’
iEn i"—"D.G i=n iEn is-':n i=n
G, - x . G, - ¥ G, G; —z_ 2 C,
_Ci=1* °i=.g_i=_?_'=11 ° 5= 1__,‘Bi=1; ° 453 3
COSOA jem cosp cosJ"

Saisinot uz 2 G; , gistem:
i=1
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cos oA cosf3 cos I
kas norada, ka ari kermepa smasumng centrs atrodas uz tas pasas tais-—-

nes.
4) Ja visi kermepa dalu smaguma centri atrodds vienad punkti, tad

X; =¥; =23 =0 un 13idz ar to uz (19) pamata ariy §='|?=£=0.

gii?zgé:ékgaggaiaiirtggmoggnu, Je kaut kugyu divu kermepa dal]u svari

pumi

A ,G ANV _

AT = &y »kas ir iespéjams, ja 8,6 =J"'AiV, kur ¥*,proporcionzli-
n

tétes koeficients, ir konstents lieluus, bet simbols A apzimg, ka
pemta v8ra attiecigd lieluma dala. Sis proporciondlitéates koeficients
skaitliski ir viendds ar kermepa Ipatn@&jo svaru, Jo

AiG

I= AV
Ja 8is koeficients nav koastants lielums; bet ir atkarigs no punkta
koordinatém: J} = {(x&,yi,zi), tad kermeni sauc par heterogenu un

pats koeficients p noteicas ta 1izvelas kadu kerumepa tilpuua dalu,ku~
ra ieslédz punktv un uwzejam 51s dalas svars attiecibu pret vipas til-
purmu A

.G

- i
b5 = BT
Sis lielums ir mainigs lielums,kawnsr zki.G un Ai.V ir wainy; i lie—

lumi, bet 31 attieciba tiec8@s pret kadu noteiktu robeizu, 1lidz ar
AiG un..AiV sampzinadanos 11idz C. 5o robeZu sauc par keruepa ipat-—

nejo svaru dotd punktd urn vipa ir rerrezentéta caur atvasinajuiu

— 1w i = -Q.-(i
Xi = 1lim ( —'[Tj-v )Ai‘!f >0~ a7

Smaguma centra uziesana vienkdrsojas, ja ir lesp&jams novilkt kerume—
nl simmetrijas plasknes, linijas jebt punktus: pirma gadijuma smazums
centrs atrodes simmetrijas plakng, otra — uz simmetrijas ass un tre—
88 — simmetrijas punkta,

Kermenim piemit simmetrijas plakne, ja katram kermepa punktam
A atbilst plaknes otra pusé punkts B ar tadu pasSu Ipatn&jo svaru,ka
punktam A, pie kam 30 punktu attdlumi ir vienadi, Sadalam [erueni
bezgaligi mazas dalas ta, lal bezgaligi mazi tilpumi, kupi ieslédz
punktus A un B bitu vienzdi, tad ari vipu svari biis vienadl, k&d&}
katru divu tadu daj}ipu smaguna certrs utrodas simmetrijas plakné,un
ta tad ari beidzot viwa kermepe smegume cenirs atradisies £inI plakne

TieSam, piepemsim, ka XOY plakne ir siimetrijes plakne, tad

n-»>00

v
ST ox W ALY x ydv
y _ _lim n=l i 812 _ vf ¥ -0
~ 200 rlwav

R &

; '
=1
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¢inl summa resp, intezrala visus sumuandus varés sagrupit pa péa-

riem t2, lai katru divu sumendu sumoa, saskaps ar noskaidroto kerme-
& sadaliSanas papewienu, butu C, kadeé]l arlI visa summa resp. in%eg—
rals skaititdjé ir 0 un 1idz ar to ari § = 0,

Ir saprotams, ko anclogiskus pratojunus var piemerot ari attiecI-
bd uz simmetrijus asl un simmetrijas punktu.

Ir ari saprotaws, ka homogenam kermenim piémit mingtie sizmetri-
jas elementi, ja vipa virsmai Sie elementi piemit, Jo kermepa ieksie-
né vienmer minétéd summa anulésies urn vipu bus japarbaude tikei attie-
ciba uz kermepa virsim,

Uz prieksu apskatisim tikai howogenus kermepus aftieciba uz ku-—
Tiem:

2 b Tk B =
. V T ox. ALV v
= ¥t _ _-,5; fpc) X124 {z X3 B84
5— T oy o = A ) v
iR = 1
Tapat analogiski:
A =
v, ALY z,. 0.V
L_i= "t 4 PR = Bl a
?—- 'L]l'.l. - otlto!l(l9-)
. v v

Ta k& S$inis forwulds ietilpst tikai keruegu dalu tilpumi,tad”kermepa
spaguma centrs" vietd biefi lieto izteicienu "kermepa tilpums smagu-—
ma centrs",

Joti bieZi nav iesp&jams saskaldit kermeni delds ar galgjiem sa-
mériem un izlietot sakaribes (19-a). Tad izeja ir sekojosa, kura jau
tike apskatita attieciba uz plakni,

ApzImgsim ar AV kerumepa tilpuma daju,bet ar x;,y, un z; kida

$§1s dalas punkta koordindtes, tad:

i=n
VAR
g i :’.2=:1  SPATR
v
blis kermepa smaguma centrs, kuys blis jo tuvaks Istam, jo keri:ege da-—
las mazadkas un kluda galigl pszudls robeZa, kad gisim
iz

S oz ALY v
(1im§' Jpoe, = E = 1im 251 vl g jvxdv un tEpat
v Vv
_ _(' ¥dv . J W
1= v w5 o= v

Sis formulas prasa noteiktu integralu uziesanu, kad ir dots Leruiepa
virsmas nolidzinajums f£{x,y,z) = C. Towdr to kermepu, kuri ik ap-
skatiti elementara geowmetrijs, suaguim centrus var uziet makslizg
celd, apejot noteikto integralu lietosanu, uzmekldjot Sais keriepos
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simmetrijas plaknes, asis un puaktus, ki orl izlietojot vél sekojosu
teoremu: "Ja ir iesp&jams saskceldit doto kermeni atscvisfos vicnados
kermeqnos, swaguma centri ir zinami,tad, ledomBjoties so Keruaepu
svarus pleliktus vipu suaguma centros, gustei punktu geometilsku vie—
tu kddas homogenas virsmes veidd (lwuogene tacde]l, ka visi atseviski
svari ir vienadi)".

Pariesim pie jautajuma par daZu izliektu virsmu un keriiepu sima-—
guma centru uziesanu.

Taisna cilindra senuw virsme,

Piepemsim, ka cilindre pamata atrudas figura, ierobeZote ar kaut
kBdu 1ikni, bet vipa veidules ir stateniskas pret pamatu.Ar plelknsu,
parall&lam peuntiem, sadalisim cilindri bdezgali-
gi pland@s plakneés, kurss konturus, ar viscauril
vienddu bieszuiw, varas uzskatit par howozenam
materiflam 1ikneém, resp., par té&dam liknem,kupu
kaut kuras dalas svars ir proporcionzls vipas
garumsil, fats par sevi saprotams, ke abu zal&jo
rlekpu konturu smaguma centri sakritis ar abu
paiata nerimetru smagume centriem un visu pare-
jo vidus konturu swaguma centri atradisies uz
taisnes, kura savienos abus jau mingtos peiatu
perimetru smaguma centrus, Uz 3is pasae tais—
nes ari atredisies visas aplikojamas virsuas
silagumie ceatrs un proti - vipas vidus pwikia, jc
plakne, vilkta caur so punktu stateniski p:et
teisni, ir winétas virswas simmetrijas pZakne.
Ta tad kura katra taisne cilindre (pawatfiuras

zim,13. veids nekrit svara) sanu virsmasS smaguina centrs
atrodas tas taisnes vidus punktd, kura savieno ebu pamatu periuetru
smaguma centrus,

r—— 9= - -

\
!

N
Fd

?

Slips c¢ilindris.

Slipam eilindrim, kups veidules veido kaut kidu le ki ar nauatu
plakném, tik ko k& izvecteis, attiscibd uz toisns cilingra stnu virs—
mas, likums nav piemérojams, jo $ini gadijume kontura striuwelu, kurss
mes iegiusim,novelkot plaknes parallelil pamatiem, tiezums nebis viscau—
ri viegnads un t8p€c vipas mav uvzskatdmas par homogenam materillim 1ik-
ném, SI iemesla dg]l gal€jo stré&€melu smarums centri visparigi acesakri-
tis ar pamatu perimetru siuagune centriem un visas S&8nU virsmeS suaguma
centrs, lai gan gulds plakne, ejosada caur veidulu vidus punktiem, het
tomér neatradisies uz taisnes, kuya savienc pamatu perimetru sueguma
centrus. Ilustrésim sacito ar piemeru. -

Piepemsim cilindrim par pauatu trisstiri, tad eilindris pSrver-—
tisies trisstira prizwd. 5is-prizmas pamatu noguldisim uz XY plaknes,
vienu virsotni novietosim koordindtu sistemas sdkume punkid O un vie—
nu skautni CA laidisim pa X asi, Fiepewsim, ka misu prizmes sk.ld <
NCDA sekrit ar ZX plakni un vises parallélas ékautnes 0C, CB un AD
veido ar plakni XY lehki OL.

Piegemsiy, ke prizmas pamati ir vienddmalu trisstiris ..0B,kura
lepki P = 60°. No piepeintd seko, ka cos(COB) = cosdk.cos 3 /uovelkot
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gkélienu t&, lai CF bitu | pret OA
AL un FG )} pret OB, tad:
0G = OFcosf} = OC.cosaLcosP =
= 0C.cos(COB) /,
cos(EBAL) = coscl cos@3 ,no kurienes

/ /E sin(CNB) = \/1 - cosColces {5
\/ cos%el. .
=V 1 -~ un sin(ER:) =

\ / 2
s =\/1 - cos2o!. cosz(j = 1 - -99-8—°-L
B

Novelkot plakni parallgli pawatam
3 un nosaucct tos noarlezpus, kugus
viga noSke] no sanu sSkautnéw, par
ds, parliecinésimies, ka ierids
trisstiirainas strémeles biezuus pie
zim.13, malas NA blis ds.sinol, pie walac OF:

2
ds.sin(COB) = és. \/1 - 9-0—3-9 , pie melas BA: ds,sin(EEA) =

/. cosgd T - . . s . .
ds.\/ 1l - —Z Td ka So stréme]u garumi ir vienadi, tad vipu svari
ir proporcipndli platumiem resp, izteiksmem:

2
sin ok , \/l_coioL \/1 cosd.

fades strémeles smaguma centrs atradisies uz statepa, novilkta no vire
sotnes B pret malu OA un vipe attalums no pedejas Q noteicas aeommo—
wentu nolidzinajumu:

2
. cosTol —
SIRoL A (sinol+ 2 \/1 e )rL =

0
_ \/ cos2aL h \ / coszok. h
q = 1l - —a . F + 1l - ~z . E]

N h_ 2
\/ i’cis—i- \/{“c"—si no kurienes:
H | *

2
\[ cosd
1 -=Z

2
: \ cos
27114, sind. + 2 \/1 - =

kur h - dotas prizmes pamata auzstumg,
Atsevidkem gadijumem, Jjaol = 90  resp. misu prizma ir taisna,

q: % un tad iegnhtas trisstlrainis strémeles smaguma centrs sakrit

ar pamate perimetra smagume cenfiru, Visos citos gadijumos Sie centri
nesakritis, Pieméram, jacd-= 45", tad:
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1 \/T_§+2\/'% 21 + V7))

tra smaguma centra attalums no melas OA ir !f =8 0,333h un sbu cen—

tru savstarpéjais atstetuns ir 0,03h (sastd@da 3% mo pamata au stuma).

Gadijumos, kad slipa cilindia pamstam ir dives simmetrijes asis
(geometriskd nozimé) un vipa veidulu virziens ir tads, ka vigu projek-—
cijes uz pamata plskni ir paralleélas vienai no Sim simmetrijas asim,
ted t&da cilindra sapu virsimas siaguma centrs arl gu]l uz taisnes,ku-
ra savieno abu vipa pamatu smezuma certrus, Jo katra no divam plak-
ndm, ejosam caur minéto savierojodoc taisni un vienu no pearate simme-
trijes asim, ir cilindra sanu virsmas simaetrijas plakne vipas mécha-
niska nozimé.

= (0,363h, bet pamata perime-

Taisns Konusa sSanu virsma.

Vispirms aplikosim tadu konusu, kura pemsetd ir ripa un kura vir-
gsotne atrodds uz statepa pret poimta plakni, vilkta caur pauata cenwru,
Pats par sevi seprotams, ka uz 31 statepa (konusa ass) atradisies axl
sanu virsmas smagume centrs, jo katra plakne ejodSa caur $o liniju ir
sanu virsuas simsetrijas plakne.lai noteiktu
smaguma centra stavotni uz konuse ass, sadalisim
kKonuss pailata perimetru bezgaligi mazas dalas un
katru no vipam piepemsim par tadde elewentara
trisstirs pamatu, kure virsotne sakrit ar konusa
virgotni. Ladu trissttru smagusm centri atrodés
ne pawata vienas tresdalas augstuma atstetums,
ta ted visu elcementiiro trissturu smaguma centri
atradisies vienda un tani pasa piakné, a bis
paralliéla kcnusa pamatam un atradisies vienas
treéda&as konusa sugstuma atstatumd no vipa.Tarl
pasé plakné ari jaatrodas visas sanv virsuas sma—
guma centram, kuram, ki jau redzéjam,bez tam vEl
jdatrodis uz konusa ass, No Sejienes seko sla-
z2im,15. dzieno, ka taisna apala konusa s&nu virsmas sma-
guma centrs atrodds uz konusa ass (linijes, kKura savieno pausata centru
ar konusa virsotni) vienas treddales konuss augstuma atbtatuwud no viga
panata,

Ari tanl gadijumé, kad konusa pamaté& nav ripa, bet kaut kura fi-
gura, ierobefota no llknes, ar divam simmetrijas asim un kad konuse
virsotne atrodas uz statepa pret pamata plakni, ejosu caur pa~cta
smaguma centru, augsa izvestais luxums attais..ojds.da,turpretia,konu-
sa virsotne iepem pilnigl patvalisu st&votni telpa jeb vipa paunata
figurai nav divu simmetrijas asu, tad pisvestais likums vairs nav pie-—
mérojams, ArI 3inis gadijumos konusa sanu virsmas smagume centrs atro-
das plakn€&, ejosa peralleli pematam vienas tresSdalas augstuma atstatu-
ma no pedeja, bet vips nesakritis ar $is plaknes krustpunktu ar konu-
sa asi.

Lodes joslas virsma,

Lodes joslu ilegisim, ja lodil sSkelsim ar divam parallglan plakném
(uz zim&juma 3Is plaknes att&lotas taisnu liniju veidd). hatra no $Im
plaknéu sk8lumd ar lodi veido ripki. Los ripkus uzskata par joslas
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pamatiem, Viegli saprotams,ka joslas

//,f’ﬁT__“‘\\\ suagua centram jéatrcdas uz limijas,
: ku;a savieno abu pamatu centrus, jo kéi—

—\ tra plakne, ejoSa caur So 11n13u biis
Joslas simaetrijas plakne, Lai noteik-

trv. joslas swaguma gentra stavotni uz
s1s taisnes, sadalisim visu joslu bez~
Zaligli maz8s strémelds, velkot plaknes
parall&li pawatiem atstatumé dz vienu

no otias, Katras Sadas strémeles virsma
bis:

af = 2.7?5-‘ da = ?Jursa.nq) Slnlp = Zhivdz ’

zim, 16. kur r ir lodes radiuss. Ta ka dz visan
strémelsm vienads, tad nc 4f izteiksmes seko, ka visu stréme}u virs—
mas ir vien@das un 1lidz ar to ari vipu svari ir vienadi. Ja nu ués
gos atsev1sgu strémelu svarus ledomdsimies pieliktus vipu sae:uma
centros ghisim taAdu pasu parall@li speku sistemu, itkd kcd taisne,
savienoaosa Joslas pamatu centrus, blutu howogena materiala linija,ku-
ré koncenirdta visa aplukojemis joslas wasa. Joslas Smasums, centrs
saplist ar mingtas taisnes smaguma centru resp. atrodas vipas vidus
punkté. Ta& tad esam nonakusi pie sl&dziena, ka lodes Jjcslas vircmes
smaguma centrs atrodds laisnes vidus punkta, kuya savieno abu pawmatu
centrus.

5is pats likums atciecinams ari uz gadijumu, kad viena no pama-
tu plakném tikal pieskards lodei, t.i. kad lodes josla parvérsas lo-
des segmentd (lcdes atgrieznT). Talakais secindjums no Sejilenes: pus—
lodes virsmaes smaguma cenctrs atrodes pusradiusa atstatumd no lodes
centra uz ta tadiusa,kups statenisks pret pamsta plakni un iet caur
lodes centru,

Lodes divplakenis.

Ka peédejo homogenu virsmu parstavi vél aplukosim to virsuu,kura
tiek izgriezte no lodes no divam plakmém, kuru krustlinija ir kaut
kads lodes diametrs. Ketra no sTm plsknem krusto lodes virswu pa x&8du
lielo aploci; ta tad lodes divplaksnis
ierobelots uz lodes virsmas caur divu
lielo aplocéu pusaplocdm,Piepemsim, ka
dotds plaknes krustojas pa diauetru
HB un gplikojamais divpléaksnis ierobe-
fots no pusaploces ACB un ADB, Vilksim
caur lodes centru Q0 plakni stateniski
pret diametru AB. 51 plakne krustos
divplaksni pa loku CD un vipae sinu
pleknes pa taisném CO un DO,Flakne CCD
ir divplakspa sirmetrijas plalkne, un
tapéc meklejamais smaguma centrs atrodas
uz vipas un gu] uz taisnes CE, kupa da--
la lepki COD wz pusem, jo plakne ura
iet caur CE un AB ari ir a;vplakspa
simmetrijas plakne. Atliek tikai vel

zim.17, noteikt mekleéjamé smaguma cent:-a at-—
statumu no lodes centra (O, Lai tc panagktu, sadalisim loku CLC bezgali-
gl wazas vienaddas dalas un caur dalljumu punktiem novilksin nluknes
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ejosas ari casur dismctru AB, 1248 ka3rta sadalot doto divplaksni vie—
nados elementarocs divplékspes., =0 elementfre divplédkspu smaguia cen-—
tri visi atrodas plakné COD vien&dos atstatumos no lodes centra, jo
gie elementérie divplakepi visi ir vienadi, Ta tad $ie centri atro-
das uz kadas gploces loka, kuras radiusu epzimésim ar @ ., Uz S1 lo-
ka elementéro divplakspu swmagume centri novietcojusies vienados atsta-—
tumos viens no otrs un, ta k& so divplékdpu svari arl ir vienadi,ted
var minéto loku uzlikot par hewmogenu materialu loku, kura smazguma
centrs sakrit ar apliokojamas virsmas smagums centru. Mekléjana sma—
guma centra atstatums no lodes centra izteiksies S&di:

? sinaL

Ohe
kur oL — puse no lepku, i2slégtd starp divplaksya sanu plaknéia. Pie-
vestajd izteiksmé pagaidam vel nav zinams § .Lai noteiktu ¢ ,pielie-
tosim aug3d pievestc izteiksmi gadijumam, lzad: 0L==EZ

un lodes diwvplekenis parvErsds pusleds, Tad ne ieprieksSgéjas izteiks-—
mes seko: Q =-%§L .0 otres puses, mums jau zinams, ka puslodes
virsmas smagums centrys atrodas pusradiuse atstatumé no iodes centra,

fl—-%; Pielidzinoi abas h izteiksmes vienu otraei, gistam:

{
r
2f _r ; . , I
T2 ,ac kurienes SJ = =
Ieveérojot nupat atrasto, dabujam lodes divpléakspa virsmas smaguna
centre atstatumu no lodes centra, pie kuras katrad lepka ol vértibas

7 _ A.r.sind

4ol

DaZu homogenu kermepu smaguma centri,

Prizma un cilindris,

Aplukosim kaut k&du taisnu jeb slIpu prizmu wai taisnu jeb sli-
pu eilindri, kuyu pematu piuknes parallélas, Sadalisim Sos kerdepus
plakuénm parallélam pamatiem bezgaligil

plends plaksnités, H&du plaksnisu suwaguma

0 ceutri atradisies uz taisnes, kura savieno
oru pametu plakpu smaguma centrus, Visa ker-
wepa smagure centrs atradisies minétas tais—
nes vicus punkt&, jo plakme, vilkta caur 3o
punlita paralléli pamatiem, ir kerwepa sim-
metrijas plakne. Téd tad lurss katras tais—
nas Jjeb slipas prizmas un taisna jeb slipa
cilindra smagunia centrs atrodas tas taisnes
vidus punktd, kuya savieno 30 kermepu pama-
tu plakpu smaguma centrus,

Piramide un konuss.

zim, 18, Anlukojot piramidi jeb kenusu, kupu pa-—

ratoe ir kaut kada figura un kupru virsctnes

atrodas kaut kurd telpes punkta, un sadalot vipus, plakném parallé-—
lam pamatiem, bezgaligi plants pisxsnités, viegli pErliecindjanies,ka
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g§o visu plaksnisu smagume centri atrodds uz
taisne:s, kure savieno mingto kermepu virsotnes
ar pamatu p akpu smaguma centriem, Uz $is ra-—
3as taisnes arl jaatrodas vise kermepa suaguma
centriem. Lal noteiktu smaguma centra stavotni
vz S3is taisnes,aplukosim vispirws kaut kédu te-—
treedru, t,i. plramldu xuras pamata atrcdas
kaut kads trissturis.

Piepemsim, ka trissturis ABC ir tetrzedra
pamats un D v.na virsotne,Tad pamata lauiruma
sreguma centrc gul uz mediasnas DE vienas tred—
dz]as wedienas garuma atstatuma nc punkta E
Apzimésin So pvnktu ar S5,. K& augsa minéts,vi-
sas plramldes sma guma ce}itrq Ful uz talsnes DS,.
Tagad jiepemsim skakdni ACD par tetraedra pama=
zim.19, tu un punktu B par vipa virscini, Jaund panata

laukume Smagima Centrs gui uz medianas DD vie—

nas_tresdalas DE atstatumd ac punkta E,

Apzimésim 3o centru ar 5,, Tad visa te—

traedra smeguma centram jaatrodss uz teis-
nes BS,, té tad vipam Jaat*oﬂas s§is tais—-
nes un taisnes Dol xrustpunkid (atru €in
taisném ir jakrus OJaS. jo vigas asgs at-

rodas viend un tani pasa plakng BBHJ A,

ziw8sim £0 krustpunktu ar S un $is bus

mekldéteis smaguma centrs, Mums ir Bokoses

B sakarihas:
1 a 1 .
ESl *-j' BB ; E02 = —3- ED, ta tad
8, 2h Ne €& seke, ka
A51552 nJ A DSB, té tad SlS 3D =

Zim-20. v - —_
s,8, B =ES, ER=1 3.

Ta tad rekléjameis snmazums ~entrs sadals talsni RS, tades di-
VOS5 nogrlezgos, no kuyien wazakeis ir vienads viemadi tr;édalai lie—
1ak& ncgriezpa, jeb visas taisnes I'S) vienal ceturtal dalai.Td tad
més ieguvam sekocsu rezultdtu: kure zatra tetraedra smagums ueﬂtrc
atrodas uz taisnes, kura savierc kaut kuras vipa skaldnes suaguma
centru ar pret1m.v1pa1 guiosc virsotni un atrodas sis talsnes vie—
nas ceturtdalas atstatuma no vipas pamata punkte. Smeguma centra
atstatums no kuras katras skaldaes, mé€rits pa perpendikularu pret
vipu, ir vienads ar tetraedra attiecigd augstuma (t.i. perpendiku-—
lara, novilkta pret aplikcjanc skeldrni caur vipai pretiIm guloso vir-
sotni) vienu ceturto daju.

Atrastais likums atleuj noteikt tetraedra smaguma centra kcor—
dinates péc dotam vipe virsotpu koordinatem. Apzim&sim tetraedra

3 virsotnes ar skaitliem },2,3,4 un v12u kecordi-

nites burtien xl,yl,zl,... Xp1¥prZge “kaldnes

123 smagums centra koordinites tad iztciksies

ka v1rsotgu 1,2 "m 3> kecordinatuw vidéjas arit-
metiskss
Zim. 21l
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L = X tx, + 33 _ Y1t Y, yj . =
0 3 » Yo 3 ’ 2o 3
Meklejamais smaeguma cenirs gu% uz taisnes O un atrodds vienas cetur—
Lt

tas dalas O atstetumd no punkte 0, Izejot no $&, mekldjams centra
koordinates izteiksies sekojosi:

Zl -+ z2 -+ z}

x2 + xa -+ x4

= i - =3 A |
§-xo+4<x4 X)) =F Xyt F 7y S Z

_ Zy * 2z, F %1_+ 2y

= 4r 2w 5 3

T& tad kura katra tetracdra smaguma centra koordinates ir vipa vir-
sotpu koordinatu videjas aritmetiskas,

No tetraedra, t.i. piramides ar trissturi pamata, viegli par-
jet uz piremidi, xurai pamaté kaut kurs daudzsturis, Sadalisim pi-
ramides pamata daudzstiri ar diagona-
iém, izejos&m no vienas kaut kadas vipa
virsotnes, trisstiros. Velkot plaknes
caur diagcnalém un piramides virsotni,
sadalisim piramidi atseviSkos tetrae—
dros, kuru pameti kopsumma sastada
piramides pemata un zul viend plakne,
Visu tetraedru smeguma centri gul vie—
néd un *ani rasd plakné, kura paralléla
piramides pametam un atrodas no vipa
vi.enes ceturtdalas piramides augstuma
atstatumd, Saja pasd plakne ari jaat—
rodas visas pirarides smaguma centram.
kuram bez tam vél ari [aatrodas uz
taisnes, kura savieno pamata smaguma
centru ar piramides pretimguloso vir-
sotni,

Ta tad kauvt kuras piramides sma-—
guwma centrs strodas uz taisnes, kupa
Savienc vinses pamata smaguma centru
z1m,. 22, ar pirarides virsotni un vipa atsta-
tums no pamata piédknes (mérits pa perpendikuldru) ir vienads vienai
ceturtai dalai no piremides augstuuza.

Atrastaig likuws neactlarajas no pameta formas un vipa perimetra
malu skaita., Sic likums piemérojams ari tad, kad piramides pamats
jerobeZots no bezgaligi mazdm maliu, t.i. ar kaut k@du noslégtu 1ik—
ni. Ta tad augsa pievesteis likums arl noteic kupa katra konusa sma—
guma centru,

AT 'T' T No3kelts konuss,

Joron R viegli to ncteikt arl noskeltam konusam,t,
1 ~J4_h1 i, tadam kermenim, kupru iegustam nogriezot
& kcuusar ar plakni, parallélu vipa pawmatam,

. Zinot knnusa smaguma certra st@votni,

vipa augsejo dalu. Ortecgenala projekeijd
dotais k.nuss attélosies trisstiira, bet no-
skeltais — trapeces veidad, Apzimesim dota
konusa tilpumu ar V. un negkeltas dalas
zim, 23, (~& seaic. papildus ~konusa) tilpumu ar V

q
ng

1

27!
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tad aplfikojami noskelta konusa tilpuus V =V,

smegume, centrs gul uz taisnes, kura savieno V1pa abu pamatu smaguma
centrus (jeb pilng konusa pamata Smaguma centru — ar vina virsotni)
un vipa atstatums no pilna konusa pameta uzejams no momentu nolidzi-

nd juma:
Vg =Vi¥ 43 — Vo ¥,

kur ¢ 4 ir pilna konusa un Y5 papildu konusa smagumsa centru atsta—

tumi no pilna konusa pamata. Lai Sos atctatumus izteiktu, gpzimésim
pilné koinusa sugstumu ar hj un papildu konuse augstumu ar h,,tad:

=L 2
¥1=%k w ¢,=h -7h
Ievérojot mupat atrasto, no momentu nolidzinajuma iegGstax:
V.h h \
11 _ -2 L 2 -2
F= ~ Vol =g hy) g -gr (b -2 hy)

'f= P = 1 v

v, -V

V. Noskelta konusa

1 2 1 - o2
7
Ta k& pilnd um papildu koausu tilpumi ir proporcionali vipu augstu-~
mu kubiem, t.i. 3
3 h. h ( j_ )
Vi h - - h
7 = —% ,tad 3 1 7% h§ -4h;hd +3n3
1l h‘l ? - 3 = =
h > 3
1 -2 4(hl - h2)
hy
h3 + hen +h 1h2 - 3113

e )
d
4(hl+hlh +h)

¢1 formule der k

am katram konusem, Ja, atseviskd gadijuma, dots ir
noskelts konuss

ura parats ir ripjyis, tad augsa picvesto izteiksmi
var pa¢ve1doc. Apzimésim aplikojaws ape-
18 noskelta konusa pamatu ripku radiu-

sus ar R un r un vipa augstumu ar h, tad

varam uzrakstit sekojosu propor013u

["'T“K‘
S by R
A - = j
AT h‘!. _Hl—:T T f9ile) kurienes
AN A R
) - ' — - - Ir
: bhy=Bbg=—g,By=h -h=hg—
]
x -0 Telieko: 8is vertibes augsad izvests iz-
Y ! teikeme, dabusim:

T_
P
)

zim, 24,

9= 4 (E——r)(Rz+Rr-rr2) 4

34m2 2,350

32+Rr+r2
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Lodes sektors.

Lodes sektors tiek izgriests no pilnas lodes tad, ja tzisne,
izejosa no lodes centra,grieZoties ap punktu, kur$ ssekrit =r lodes
centru,tiek vadita no aploces, kura atrodds uz lodes virsuc.s,lodes
sektors ir ierobeZots no tas koniskas virsmas, kuyu grieZoties vei-
doja mindtd taisne un no $im konusam pieslejosas sferiskas virsmas,
T& tad lodes sektors sastadas no taisna apale konusa un no lodes
segmenta, kura panats
Sakrit ar kKcnusa pama—
tu. Crtogondla projekci--
ja konuss veido vienzd-
sanu trisstliri vn lodes
segments — ripas segmen-—
tu, kuras centrs sakrit
ar trigstira virsotni.

Lai atrastu £tda sek-
tora smaguma centra sta-
votni, sadalisim vipga
pamatu, t.i. lodes vir-
smi, vienados bezgaligi
mazos laukumipos un pem—
sim katru sddu laukumi-
Eu par tada elcientars

onusa pamatu,kufa vir-
sotne atrodas lodes ceu—

zim, 25,

tra., Sada ce]d leguto visu elementaro konusu smaguma centri atrodas
ari uz kiadas lodes virsmas, kuya radiuss ¢3__j_r
!

un kure ierobeZota no dotd sektora koniskés virsmas,Llodes scimenta
(radiusa f )virsma ir vienmérigi parklata ar element&ro konusu sma-—
guma centriem resp. uz katras virsmas vienibas atrodas viendads’ So
centru skaits, Ta k& S0 elementaro konusu svari ir vienadi, tad lo-—
des segmenta, rediusa , virsma var tikt pisepemta par homozenu ma-—
terialu virsmu, kuras gume, centrs ir ari aplikojamd lodes sektora
smagums centrs.,

No iepriekséjé mums zinams, ka lodes segmenta virsmas, xuras
radiuss ir ¢, smaguma centrs atrodas nogriezpe AB vidus puniita,no
kurienes tiesi seko, ka:

8=%~. (§ + p cosct) =%r (1 + cosel)

kur o - dotd sektora centrala lepka puse (t.i. lepkis starp gekto—
ra simmetrijas asi un kaut kuryu vipa koniskas dalas veidulﬁg.Si lep—
iacx,vieta var arl izteiksmé ievest sektora lodes segmenta augstum,
pziméjot 80 augstumu ar h, iegusim:

ry —h

—2 un tad g=%(2r—h)=%(d—h)

cosel, =

kur 4@ — lodes diametrs, Atseviska gadijumd, puslodes tilpuwa smagu-
ma centrs atrodas no lodes rentra jeb no puslodes pamats atstatume

=%



Lodes segments {Lodies nczrieznis).

Kuru katru lodes nogriezni (t.i. nogriezni, kur$ nodkelts no
lodes ar kaut kd@du plakni) var uzldkot ki lodes sektora un taisna
konusa starpibu, Apziiesim sek—
tora tilpumu ar Vl un konusa
tilpuim ar V,,tad"lodes nogriez-
pa tilpums: =V =V, - V,.Sek-

tora un konusa smagums centri
uz kop@jas ass (t.i. uz
taisnes, ejosas caur konusa
4 . ) virsotni un pamata centru),Uz
Tea ‘3%1 - $1g pasSes taisnes ari atrodias
' - -

Tra lodes segmenta emaguma centrs,
v ~ un vipa atstatums no lodes cen-
tra (konu#a virsotnmes) notei-
zim. 26, cés caur momentu nolidzindjumu:

(V) = V)8 =V =~ V8, kur ¥y = i;—37'::-3(1 - cose),

i . 2 =
91 =% r (1 + cosok), V2 =3ﬁr3_51n ol cosSet un ng = % r.cosot,

Tevietojot 8Is vértibas, iegistam:
1 s
/T
'—% 3‘]3"r3 (1-cosd)— j-rﬂ'rjsin:aa.co 8ok

2, 1 4. 2 2
sin‘e. 47Tr sin ok cosa _3.. sinot
4

a—
-—

2 — 3cosalt cosjok

$inI izteiksmé ietilpst Tr un_ot,kuyrs tield meriSanas celd no dots
lodes segmenta nevar iegit. On lieiumu vietd parocigeki ievest seg-
menta augstumue h un vipa pamata ripka radiusu ¢ Lhums ir sekojosas
sakaribas:

2 5 w2
sino- =-§ s COSch = r-h , T = -

T 2
Ievietojot 8is vértibue, péc attieciges salisinddanas, iegisiu:
4
> ¥

(7 =

)

2n(35° + 1)

51 izteiksme nav parociga tads]l, ke lizteic smagums centra atstatu-
mu no punkta, kurs atrodas &arpus dcté kermepa, Tapé&c noteiksim sma—
guma centra atstatumu ne vis no ledes centra, bet gan neo dotéd seg-—
mente pamata centra. Nosaucct sSo atstatumu par e, varam rakstiit,ka

2 .2 2 .2
ezg— (I""h), mrruhz%—hzfeTh_

Ieliekot 8Is vertihas un jau strastc ¥ vertibu, glisim:
2
3§2 ¥ h2

Apskatisim vEl Jautajumu per lodes divpigkspae tilpuma smaguia cen—
tru. Pratojot tapat k@ attiecibd uz 81 kermepa virsma (sk.zim.l7),

1=

e =

(39}
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m8s nonéksim pie sl€édziena, ka lodes divplakspa tilpuma un k&édas saa--
gas homogenas aploces, ku{as radiuss ¢ = Kr, smaguma centriem jé<a—
krit. Seit ar k ir apzimeéts kads vel nezinams kceficients., Siages
homogenss aploces Smaguna centra ordinate

_ k. _ine
7= 7« .
Bet lodes sektora smaguma centra ordingte bija $:=-% (1l + cosw),
/skat.augstaki/, -
Talak pomsim verd, ka lodec Jivplaksnis pie o= Z un puslocls

ir viens un tas pats kermenis, kadc}: 2

kr.sin _2kr _ 3
e z= 7 me vy
-2 -

i
H
w

2
8

o)

no kurienes seko, ka

_3F _ 3T _ 3¥ _ sinet
Ar daudz sareZgitdkas formes kermepu smaguma centru ncteiksanu
vairs nenoderbosimies,
Aplikosim vél Seit smagume centra pielietosanu gluZi uatematis—
kas dabas jautajumu atrisinasanai, proti, rotacijas kermepu virsmas
laukums un tilpume noteiksana,

Gulden’a likumi,

Iedomasimies kaut k@du 1ikni (1ikni plakngd jeb 1ikni telpa),ku-
Fa griefas ap nekustigu asi, Liknei griefoties, katrs vigas punkts
apraksta aploei, kuras centrs atrodas uz griezes ass. Aploces,kuras
tiek aprakstites no visiem lTIknes punktiem sava visuma veidos t&
saue, rotacijas virsmu. Visas plaknas, ejosas caur rotacijas gsi,
$kelumd ar rotacijas virsumu veido pilnigl kongruentas liknes,fis 13k-
nes tiek samktas par rotacijas virsmas meridianalam liknem jeb vien-
kdrsdi — meridianism. Soe meridisnmc vor urskatit par rotacijas virs-
mas veidulém, jo katra 3ada virsma iegistama griezot katru me--
ridianu, t.i, 1likni, gulosu plakngé, ap asi, kura ari gis liknes
plakngé, S5is virsmas veidosanas papemiens dod iespéju viegil noteikt
veidotas virsmas lielumu.

Piepeawsim, ke AB ir kaut k@das werididnadlas liknes dajle, kugs
atrodas rotacijes ass viend pusé (t.i. nekrusto rctacijas asi), lo-
teiksim tas virsmes leukurmi, kuyu veido 1ikne AB, vienu reizi ap—
grieZoties ap griezes asi. Lai %o panél:tu, rcfadalisim 1likni LB bezga-
11gi mazés dalipnas ds un apzIlu@sim
kaut kades no S$Im dalipdm atscatn-
mi no griezes ass ar y. Aplikoja—
mé dalipe, reizi apgrieZnties ap
rotacijas asi, aprakstiis bezgoa.i-
gi 3auru aploces vzidigu stwémal’—
ti, kuyas laukums 4F = 2XFy.da.
Virsmas lenkuxs, kuru spr=kste vi-
se. 1ikne AB bls, bez Saubanm,vienfid-~
ar visu dalipu sprakstito stréeme’u
lavkum suma, t,1,

AB _ AB
2Fy.ds = 2#J~ y.ds,

zim,27.
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kur 81 summa attiecds us visdm liknes AB dalipdm, 51 summa nav nekas
cits, ka dotds 1liknes sta!iskais moments pemts pret dctc asi, un tas
ir vienads ar liknes garuma reizingjumu uz vipas swagume centra at-
statumu no rotecijas ass:

AE

Y.ds = sh 3

ta tad F = 2X'n s, Reizinajums 25 ir aplcces garums, kupas radiuss
irn,t.i. tas aploces, kuyu aprakstae dotas liknes smaguma centrs,ro-
teéjot ap doto asi, Ta tad mEs esam nondkusi rie sekojcda likuue:
virsmas laukums, kuru apraksta kaut kada plakara likne gricZoties
viend apgrieziend ap asi, kuyu vipa nekrusto un ar kuru vipa atrodas
vien& plakn&, ir vionads ar liknes garuma reizinajumma ar ccla garu-—
ma, kuru apraksta vien& apgrieziens dotas lIknes smwaguma ccotrs,

Apljkosim kaut k2 ierobeZotu laukumm, kurd grieZé@s ap nekusti-
gu asi, Sadid rotacija kurs katrs dotas virsmas laukvmin$ apraksta
bezgaligi tievu aploces veidigu gradzenu, Visu laukuwipu veidotie
gredzeni rada kermepi, kuru sauc par rotacijas kermeni, Kupra katra
plakne, ejosa caur rotacijms asi g&kélumd ar doto rctacijas kerueni
veido kongruentas figures wr vienediem laukumiem, Scs skglisnus sauc
par mericdiendlier Skelicniem. Katru rotacijas kerrmeri var veidot,
grieZot kaut kadu meridianalo sk&lienu, t,i. packanu figuru, ap asi,
kupra gul 31 sSk&iierna plakn3.

Aplikosim kaut kada reridianaela Zkeliena dalu, kuye atrodas
viena griezes ass pusd., 81 sgBliena dala var hit ilerobeiota no kaut
kddas nosldgtas liknes,kaut kaddas liknes xuncgrie¥pa AB un perpendi-
kulariem, novilktiem nc vina gale punktiem pret griezes asi jeb ari
no liknes nogrieipe, kuyra abi galu punkti atrodas uz griezes ass.

' Katrad gadijurd k:ut kdds dota
gkéliena elementars laukuwaips df
kurae atstatums no griezes ass ir
Y, Savad pilina gpgricziend ap To-
tacijas asi apraksta gredzenu,
kara tilpums 4V = 2% y,4f. Visa
sasvitrotd lawcuus eprokstita
kernega tilpurs Y

AR AB
v =-j 2ily,df = z’ﬂj. vaf

7 .
% 7 7/}\ 51 surma ir dotd laukuma statis—
/// / N kais woments pret griezes asi un
/// ///X B ki t&ds ir viendds ar visa lauku-

ma reizinjjuru ar vipa suaguma
centra atstatumu no griczes ass:

AB i For |
\ J‘ ydf:f.l‘z u_‘['l_V:QJlllf,

\ ker ' dotd ¥kéliena laukuma
spaguma centra atstatms 2o grie-
zeS ass, o1 izteiksme izsaka se-
xkC30: kermepa tilpums,kurs iegute
griezot kaut kidu plakanu figura
vien&d apgriezieni ap asi, kura
atrodas det&s {iguras plakne,bet
rexruseto vigas xonturu,ir —isnads

23r1. 28, ar dotas Tiguras laukuma reizina—
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Jum er t& cela garumu, kuru apraksta figuras laukuma smaguiil Centrs
viena apgrieziena ap griezes asi.

Abi augsd izteiktie likumi saucas par Gulden’a likumieu. F3ra-
disim vipu pielietosSanu piemeros,

Ripka gredzens.

Ripka gredzens veidojas grieZot ripki ap asi, kure atrodis ar
ripki vienA plakn& un iet a&rpus ripke aploces. Apzimésim doi& rigka
radiusu ar r wa vipa
centrs atstatwm no grie—
Z€es ass ar Lhipka ap—
loces un arl ripke lau-
kuma smaguma centri sa-—
krit ar rigka geOAetrlsko
centru,t.i. 1 =19 =
Plelletoaot lqulekS 1z—

e~ -= vestas izteiksues,atra-—
disim gredzena virsmas
Jaukurm:

= 2?"'18 = 2/_:5’.2?-'r =
=4ﬂ'2
un gredzenw tilpum:
zim, 29,
Vo= 2Fn.f = 237‘5'.ﬁ'r2 =252 ¢ rl
No 3im izteiksmém seko vienkdrSe sakariba: V = fr

Lodes sektors.

Lodes sektors veidojas grieZot ripas sektoru ar asi, iura sa-
krit ar vienu no rinka sektora malam. Apzime&sim dota ri ga sektora
radiusu ar r un vipe centralo lepki
ar o ( oL biis iegita lodes sekiora cen—
trala lepka puse). Atradisim lodes
sektora tilpumu, P&c Guldens likuma

~ 2
h vV = QJJT.f, kur f = réi un
o
,?I____z_ r.sin2-2- 4:::'.311’1‘:‘)52.—L
2 CO TN
2

Ievietojot Sis vErtibas,iegtsim, ka:

v = %ﬂ’r}sin2 %= %—3}'1-3(1 - cosol)

zim, 30, Sektora virsma sastadas no divam da—
am un proti, no lodes segmenta virsmas,kuyu apraksta loks s w. no
onusa sanu virsmas, lkuru apraksta taisne r. Noteicot abu wingto
virsm lauvkumus péc Guldena, leghsim visaum lodes sektora virsuas lau—
kumem izteiksmi F = s. 2J!Q1 + T. EJIQE =20 sql+ T 72 , kur s = rol,



- .2 ok
r.sin - & 2r.sin® = .
Ql = __"Ef—é » sin 3 =-———7§T——2-un. 73 =-£L§%EE£‘.Ievietojot pie-~
2
vestas vértibas, iegustam:
2_.
~ D T
= 27 (2r°sin? %’+ -—§%Efﬁ) = 27ir?(1 ~ cos d.+-SISOL)

Teguto izteiksmi i=zspgjams vienkaisot, ievedot V1pa ta lodes segmenta
pamata radiusu ¢ un sugstumu h, kurs 1et11psu iegutd lodes =z2k7cora,
Sekaribas cosd.= E—;{gun 3in« = § dod iespéju parveidot ieprieksejas
izteiksme§ sekojodas:

3hHo_ 2502 | _ 2(b o $. _ Lo~ §
V-Bﬂr = jﬂr};lm F=20r ( r)—-2ﬂr01+2)

Gildena likwms dajreiz ari var pielietot, lai uzietu docas
plakanas liknes Jeb dotas rtleagnas figuras laukuma smaguis centrus.
Lai tas bGtu iespijams Jazin tas virswas laviums, kupu veilcs dota
likne, roteéjot ap kaut kadu asl, jeb té& kermepa tllyumu, xuyu veidos
dotas figuras lsukums rctéjot ap kat kddu asi,

Piemérs 48l airadivsim pusripka aploces un laukuwa smaguma cen-
trus, pielietcjot Gulaena likumus,

Rotg€jot pusripki ap diametru,

iegusinm lodi as virsmas lau—
—— &u , Jur

| kums un tilpums iztelcés caur jau
| \\\\\\ zingmas formalam:
! F=43_f'r2un‘f=%57r3
j

Q 9, No otras puses, péc Gulderfa 1liku—
110 wiem:
' .'1712

F=2fn.Tr wvVs= 2??'1'
zim, 31. Pizlidzinot attiecigi F un V iz-
teiksmes, iegﬁsim Jjeu agrax atrastas izceiksmes:

i

_ AT 4T r° _2r ) 4.7"1'} = 4r
'l 2 5‘2 /g ( }j‘,‘ T35

1. qpeku lidzsvers,

§ 1.Vispirajais gadijums,

Lai speki telpé atrastos lidzsvaera stavokli, ir nepieciesgams,
lai
i=n

R = i
5
bet ja Spéku_sistema outu relucgjusies pie para, ted,reskatoties uz
to, ke pari R = 0, lidesvara vél neblitu un kermeris rotetu kadel
VEl nepieciesSars, lai ari ]
i=n
W) = 2 W (0) =0

i=1
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péc kam pilnigs l1lIdzsvars nu ir nodrosinats, Ta tad nepiecieSaug un
pietiekoss spéku lidzsvara noteikums ir, lai bltu:

R=Z Pi=0 LI I R N (l)
i=1.

i=n
B(o) = 3 M, (0) =0 veuvnnn. ()
i=1

Noteikumi (1) un (2) ir izpilditi, ja win. vektoru gerumi ir O,t.i.
ja:

i=n 5 i=n 5 i=n "
[R] =+ (151 X)° + (15 Y. )%+ (:‘LZ=:1 2,02 = 0

[M(O)|= + \/{E:j Mix(o)}l+§:§ Miy(o)}t+{i§ Miz(o)}?' =0

Bet beidzamie noteikumi ir izpilditi, ja atsevidki ir:

i=n i i=n

X = iEl Xi =0 Mx(o) = i§ Mix(o) =0
i=n i=h

Y = gzi Yi =0 My(o) = ;Ei Miy(o) =0
i=n i=n

7 = El Z; =0 Mz(o) = .)El Miz(o) =0

t,i., lidzsvara analitisko izteiksmju ir 6.
K& redzams, nav nepiecieSams reducdt spéku sistemu pie dinauas,
lai izteiktu lidzsvara noteikumus, jo:

Hlﬁ)din = ¥(0)cosd =0, ja M(0) =0

Apskatisim jautadjumu, vai spéku lidzsvara noteikumus nev iespé-
jams uzstaddit ari zem cita veida, Piepemsim, pieméram, ka dota spé-
ku sistema reduc&ta pie punkta A ir devusi rezultata I, (0) = 0, Rie
kam par H nekas nav zinams, izpemot to, ka vips iet caftr punktu A,
pie kam viga garums var biit k& O, tad arl atskirigs no O, Piecpeusim
talak, ka koppdris, sastadits pret citu punktu B ari ir W iO§ = 0.
Tad, ja nu sistemes R ir ats8kirigs no 0, tad vipam jaiet &ri caur
$o punktu B, bet var ari but, ka R = 0, Beidzot piepemsim, ko ari pret
treso punktu C, kg{é neatrodas uz taisnes, a iet caur A un B, kop-
paris ﬁ (G) = 0. €1s apstaklis noteikti pierada, ka ari K = 0, jJo,
ja nm&s 8z bridi pielaistu, ka sistema reducgjas pie R, atijirIga no
0, tad bUtu ari japielaiZ, ka K iet caur 3 uz vienas taisncs neatro-
doSamies punktiem, kas nav iespejams, Saprotams, ka sistema

ﬁA(O) = HB(G) = HCKO) = 0 ir ekvivalenta R = 0 un HAZO) = 0

resp. Mg(0) = 0, resp. M;(0) =0, t.i. 51 sistema viegli reducéjas
pie mums jau pazistama lidzsvara veida,
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Katrs no 3 vektoriew ¥, {0), W;{C) un I;(0) dod 3 projckeijas,

kopa ta tad 9 analitisku nolidzingdjumu, no ka itk@ vergtu slzgt, ka
ar guto noljdzinajum: sis.er verétu uziet 9 nezinamus lieluw.uus,pre—
t8ji pirmem lidzsvera ncieikwma veidam, kuya vektori K un (0) sniedz
kopskaitd 6 nolidzin&jumuv Bet var pieradit, ka starp lieluniem,kgii
ietilpst min. 9-:nolldzirdjwm sisteméa, pastav 3 sakaribas,kuycs redu-—

cE& neatkarigs nezinamwc slaits no 9 uz 6. TieSam, apskatisim vektoru
M, ({C), ™ (5; un B,{C) izteiksuss
A ? 7B C
i=n _  _-
MO = Z ifhi*fi[ =0
LO) = % 15,5
= r..,pP = 0
B i=n L f*’ 1
T i=a |'_ L]
ct0) = 2 LrCi*Pll =0
i= J

kur r,., Tn., Tn: 1r sSpeéxa radiuss-vektori redukcijas p.p.s,3,C.
A1’ "Bi’ 7C1 Atvilksin,piemdram, Eg%ﬁs a0
QA(O), tad gistam:

A Se

B . _ i=n f o
f MA(O) — MB(O) = ‘Z (rf_i"rBi)P:':}
i=1 L
Bet &fAi - EBi) = fAB (skat.zim, 32}
ir Xonstants lieluris, atstatums

starp redukecijas punktiew ¢ un B,
k&ade]

i=n [ _ __ i=nm )
Beidzama sakarzbe noved pic slédzisna:

i=n -
1) g;i P, = R=0C jeb 2) wktors T # sakrit ar (rAi - rBi) = gAB

virzienu, Henoteiktitu izslsiz jauna sakariba:

i=n i=n
[krAi - Ty, 2_ F.| ,no kurienes atkal seko, ka vai mu 3 T, =

=R =0, jeb R £0 sakrit ar (*r,. - ¢..) =@, virzienu. Ts k& vir-
> J Al cl Ag

ieni (T, — Tn.) = » {F,. = 7..) = &  nesakrit, jo reiukci-
zieni (Ty; — Tp;) =§pun (T = F3) = 80 akrit, jo rsiuke
jas punkti neatrodas uz vienes taisnes, tad:
i=n _ _
> 7 =R=0
i=l
ka& vienigais atrisinajums pie kure més jau ari nonakam citEda cela,
Lpskatisim tagad k&da nc 3 paru vekforiei,pieméram MC(O),projekciju



uz ka&du koordinatu asi, piem. X, tad:

. i=n 1=n R i=n i=n
Mg, (0) = & (y3 = ¥,02; - El (25 = 2,)Y; = Z V1% ~ Y 2 25 -

i=1
i=n i=n i=n i=n
- = = — i aul s
Eil z;¥; + 2,4 ézi ¥, =0 fil Y324 éil z;¥i, t.1. keut kupa

péra momenta projekcija tagad ir neatkariga no redukcijas puwilita ko-
ordinatém, kade] visu 3 peru vektoru sistema kopd dos tikai 3 anali-
tiskus nolidzinajumus, kes kopad ar X =Y = 2 = Q sniedz galu gala
tikai 6 analitizlkcs nolidzingjumus, ka& parasts.

Apskatisim vél vienu spéku lidzsvara formu,proti, piegpsusim,ka

i=n

;m—(—)A 0) =0, M‘B'Io) =0 un bez tam S = Zl 8; =0, kur 5 ir kopspdka
i=
rojekeije uz asi B, kupa nav perpendikulara pret (F,.-Tn:) = ¢,
skat.zim, 32).Tad: arTes) = Yup
i=n [ _ _ _ _ i=n
H,10) - ¥3(0) = El [(Iﬁi - rBi)’Pi] = [(rAi =~ Tp;)s i§1 Pi] =

=:[§23,ﬁ] = 0, no kurienes seko, ka vai nu 1) E =0, vai 2) T #0

virziens sakrit ar YAB virzienu, Bet moteikums:

i=n
5. =0

ir ekvivalents R = 0, ja R ietu §,p virziena. Tapet ki iepricks&ja

gadijumd, abi pAra mowenti dos kopa tikai 3 progekcijas rolidzinaju-
mus, kas kopé ar X =Y = Z = 0 noved atkal pie 6 analitiskie:. noli-
dzinajumien,

§ 2. Paralldlu sp&ku lidzsvars.

Lai parallelu speku sistema atrastos lIdzsvara stavokli, ir ne-
piecieSams, lai batu:

i=n
R=2_ P, =0
=1 1

$is noteikums nav pietiekoss, Ja p8dsjam pievieno vél klat

i=n _ i=n [ _ _ i=n
B) = £ By(0) = = |5,F] -0, sev B=[58]= T, -
i=1 i=1 i=1

i=n

= jffl:?i,Pi] =0 (skat.I,§ 9), tad glstam nepiecieSamu un pietieko-
i=1 -

3du noteikumu sistemu zem veida:
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1) R =

i=n
é?i=0

2) M(0) = Zﬁi(o)

g -[58)-=

resp.

i=n _ _

[ l’Pi-l =0

Ta ka R =0, tad loceklls [r K] = 0 izkrit un pie formas starp
M{(0) =0 un B = 0 nav starplbas. Pariesim tagad uz jautdjuzm par pa-—
ralldlu spé k:u. lidzsvara &n&ll‘tlskam izteiksmém, Ta k&
’.Z Py =0
iT algebraisks nolldz;;najums, ted janoskaidro tikai Mgo) resp, U ana-
litisk@s izteiksmes, B51s izteiksmes jau ir pievestas 8, 1. zem vei-
da (18):
i=n
P ¥iPy Z Z. P
i=1
coley cole 2,P; =0 =
\ J~ 11 P i=1 ’ Icos(&l \cosr\
i=n El z;Ps i%l X,y
|cosd 2. z;P; =|cos Z xP = 0, =
i=1 =1 lcos e{"| Icosot.l
i=n i=n
i=n i=n P B N P
lcos(b\ 2. X;P; —|eoseq > y.P. =0 =
i= i=1 lco S oL.l | co s@'
no kurienes seko, ka:
= = ol
b P y:P; Z.P.
i=2 + 1 §=) ot 4= Y
‘cos«:L.| lcos | Icosa*']

t.i. momenta_ projekciju neatkarigu nolidzinajumu ir tikai 2 un kopa

—

parallélu speku sistemas lidzsvara analitiskas izteiksmes ir 3,proti:

i=n
1) R = }:1 P, =
1:
i=n
Z x;Ps Z ¥iPy Z. Z . P
2) un 3) i=1 - i=1 - i=1
‘cos c:L| ‘cos @l

| cos 5"\

Izdevigi ir izveleéties koordindtu sistemu tad, lai kada ass,piengram
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7, butu parailela do%a rmar.llélu spglu sistemas virrienam.?ad<i=r3=
:%{, §E=0 un nolidzindjwuu sisteme gust veidu:

i=n
DR=22 P, = 0
i=1

i=n
2) Z }[lP_: = Q
i-= *

i=n

5 EE- Jiti

Bez 81 parall&lu speku lidzsvara, kuiu saukgim par statisko,var no-
teikt v&l otru lidzsvara veidu, neatkarigu no sSpeku virziea. leyka,
pratojot td: ja picvestam sakaritém (18) jipastav pie ikkup..s leénku
gsistemas o, (G un J‘,tad tas ir iesp&jawms ted,un tikai tad, ja at—
seviski

i=n i=n i=n
P. =0 V.Y, = P, =
:'.Z=:l xPy =0, ;2_1 y:P, =0 un 1Z=1 2P, =0

S0 lidzsvaru seuc ; F astatisku un viyu noteic 4 aralitiski nolidzi-
n3 jumi:

2)
3) viEs O

4y 2:0, =D

N N

Astetisgka lidzsvara noteikuwi prasa, lai parallélu speku sistena re-—
ducétos pie diviem vienadien, vnreté]i virzitiem spgkiem ar kongjo
iedarbes punktu, Jo 8inl padijuwd lidzsvars blis neatkarigs no spéku
virziena lepka: ka ari nepsgrieztu divus t&dus ar kopgéjo icdarbes
punktu spekus, lidzsvars neizjuks, Turpretim statiskeis lidzsvars
prasa, lai parsllglu spéku sistema reducétos tikai pie diviex vie-
naddiem pret&€ji virzitieu, uz vienas taisnes darbojosamies spikien
bez kopeja iedarbes punkta. Tada sistema nekadu sp@lku pagriezienu
nepielailz, jo tad rodas spéku p&ris un lidzsvara vairs nav,



