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взедшиЕ 

В нестоящий сборник включены стятьи, отражающие основные 
научные направления работ, прогодимых в Институте мчте.­.'птики 
и информатики Латвийского университета, на коядро диффорен­

цинльных уравнений физико­матемптичеогого факультета ЛПТРИРС ­

кого унив' рситета в других организациях, с которыми поддер­

живаются и риовиваются научи а связи. 
В работах сборника болыэое внимание уделяется вопросам 

гидродинамики течений в высокотемпературных рпепльвп»: и иад­

костях, вопросам электродинамики, а так».е другим задачом и 
методам математической физики. 

Так, сложные задачи ТСПЛОПО,.РНОСЛ рассматриваются в ра­

ботах А.Аболтиньгаа и А.БуЯкис Fi./.n.ncnnHS с соавтореми, 
С.Вяхрямоева и Р.Якуг.'Нка, Х.Калиса, К.Люмки ;а и Л.Пакул. 
В некоторых из перечне/­ KHI­OC работ задачи "сплг обмена рипа­

ются к сопряженной с проблемами уп.уг 1сти постановке. Гйдрз­

динпмические и электромагнитные явления в расплавах металлов 
и полупроводников изучаются в работах Г.Луринеа, Ч.Антимнрова 
и В.Хиепини, Е.Люакиса и М.Спмяниса. 

Другим актуальным проблемам иатсмат(ческого моделирова­

ния и матемп^1ческоП физики пос^язены работы В.Антямирова, 
А.Буйкиса и 3.'»итуЕ::иной, А.АЗолтииыг­ и А.Буй1иеа, E.LfXTCpa 

Работы сборника могут быть полезны вирекому кругу CJUs­

циалистсв, эннимащкхсл математическим моделированием техно­

логически.» процессов и рзэработ )й программного обеспечения 
на Эй». 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА СУЩКИ ЗЕК А С 

В настоящее ьр мл в польском хозяйство Латвии в основном приме­

n i . o T i . j два Метода сушки ур ч» 1я. Для зерна это сушка в конвек­

1ищ|ы.< у:­ i/iK.ix и на устана­жах активного вентилирования, а для 
сема , порога многолг тми трав применяются только установки 
активного вентили;юпання . 

Н ЛСУ/ иаэработ.тно тоорегию ;кое обоснование и Технология 
ripciecca . умки зерна , применяющая активное веыилир'ованиг и 
погружу зерна слоями. При технологии активного вентилирования 
зерно с помощю транспортера равномерно заполняет .«сю площндь 
секции слоем дикаковой .дубины . При этом каж/ я секция 
имеет спою вентиляционную и подогревающую установку . 
Конструкция пола склада­сушилки позволяет сформировать рав­

номерное по ллокади распределение аоэд.ха в зерновом слое . 
lie в ранкау этой технологии существует ряд недорабо аниых 

проблей . :>ro ! 
1. грределеиие с­шимальной толщины слоч при здпора: сзой 

погруэк£ з е р н а , чтобы полностью гзпол .згоа'ь возможности 
||­чло»п>сителя i 

й> установка режимов эксплуатации зептиляционных установок 
для обеспечения выхода ерна с конечной влажностью по ниже 
14 X по " вс,еи толщине насыпи. 

Процесс сушки с в к т и в н и м иентилированием подобен процессу 
конвек ­ионои сумки /1 / . Однако в э т о м случае процесс тепломассо­

обмена не происходит так быстро как в сушилках конвективного 
т и п а , ибо температурь теп/юн. с. теля небольшая С20­30 с">. 

щ \. Формулировка исходной задачи 

При составлении математической модели сделаны сее т/ющи­> 
предположения : ' 

1) слои зерна предполагаются одномерными . т . е . тепломассо­

ооисн происходит лишь по глубине слоя ; 

АКТИВНЫ* ВЕНТИЛИРОВАНИЕМ 



2> в неподвижном зерновом слое тептоносител! С подогретый 
воздух? течет равномерно скр зь единицу площади с постоянной 
скоростью снизу вверх ; 

3) тепломассообмен происходит лишь между теплоносителем и 
зерном. 

На основе : аконов сохранения г.нс­рг» л и вещества , а та..же 
законов тепломассообмена между эерн м и сушильным агентом , 
имеем следующую систему дифферг циальных уравнений / 2 / для 
температур Ссоответсвенно для вла.лностей теплоносителя ( возду­

ха 5 ТСх.О (соответсвеино dCx,L'. ) и зерна 6Сх,1Э 
(соответсг. енно ' К х . О ; « 

-~— = К С W ­W ) , t >0 . * >0 < 1 > 

-ж- * V жг­ = 4 - ( * - w > . t >о д >о ; г ) 
у! i их а р 

г 
= с f Т ­ б > • с С W ­ П ,t >0 ,xiO С 3 ) 

-ļļ- • а £ ­ J с ( в ­ Т 1 . t >0 ,х > 0 , ( О 
dl i rfx о . ' 

где х, t ­ переменные по глубине с/юя и времени сушки . 
К системе С1Э ­ С 4) необходимо добавить граничные и началь­

ные условия , которые мы выбираем в виде i 

у 
1%: . . ' 

Здесь a O600v . а • 
i г Ю'у •' о т 'у «с 

• в . • В 
с •• 

ч г К 
i г V Cai­lJ ' 2 100 с * 

з а а 
где у ­ скорость сушильного агента С воздуха) (.м/ci, 

Гш'Г9~ о Б ъ е м Е Ы Й п е с воздуха и зерна соотаетстеино<кг/мэ>, 

г^.с^еплоемкость воздуха м зерна coo-i. етстсенно <кДж/нг>, 

г­ скрытая теплота испарения влаги <'к/4Н'/кг> , 
с • п/С1­:.:0 ­ морозность Зерна С m­пористость У 
Ŵ — рапноегсл.^. елшъ оси­ зерна < X ) , 

в i— коэффициент . плсзтда­:и <; кДжХм*С° >, 

К— коэффициент сушки < 1/час ) . 



Обычно система < l ) ­ i 1) , для моделирования процесса сушки 
решается при упрощении 9 *Т(напр. S3/), это обуслено труднос­

тью определеления коэффициента теплоотдачи а . Такое упрощение 

требует , ез всяком с у чае, серьезного обоснования . 
1ы для определения коэффициента а используем метг пику рас­

ч 
чета теплоотдачи от тег носителя блокам трешиноватого пласта 
/ 4 /. В этой рсботе , в частности \ получены аналитические 
формулы для о* >зе деления средних по времени значеми* 
коэффициентов теп/, отд зчи для пласти ни и шара соотоетсвенно: 

где Х­ коэффициент теплопроводности иат» риала ( зерно в ц шеи 
случае ) , < нкал/м • час • с") , I ­ половина толщины пластинки См) , я­

радиус шара <н>. 
Зерно по форме отличается от ыара . Степень ОТЛИЧИЯ оце­

нивается сферичностью iļi, представляющей собой отношение площади 
поверхности ы >ра (равного по объему зерну) к действ*. ел> ной 
поверхности зерна . Сферичность у Для пшеницы равна ). bd.~0. 05 , 
ячменя — О. ВО , риса­0.84 / S • , 

Высокая сферичность этих культур указывает на то, что в 
практических расчетах зерно этих культур можно рассматривать 
как шао. Так как сферичность зерна колеблется, то сделаеи 
предположение, что. коэффициент теплоотдачи o6g. ре юн такой 
величине (это комбинация из формул для < л " и oCf ): 

а Щ [ ЗС1­ у ) + 1 3 у 1 — . 
q я 

Теплопроводность зерна с повышением влагосодержания и темпе­

ратуры во растает. Рекомендованы следующее рмулы / 4 / для 
неподвижного сюя пщен­чы при температуре £0 С и влагосодер­

жании 5­25 X : 

\=0.07 • 0.023 Wt , Bt/ M °C , 

для риса. при влагосодержании 15­27 X i 

X =0.106 4 0.011 * е , вт/«'*С . 

2. Решэние .ада (и интегральный преобразованием Лапласа 

• Систему С 1 >- С 4 ) относительно Щ. d, Т, в можно , ­­ыать 
аналитически с использованием преобразованияi Лапласа /У. если 
теплофиэические парс четры постоянны. Будем пользоваться для 



обозначения преобразования Лапласа следующим обозначением 

L [ / C t j ļ p ] = = ļ е p l 'COdt =/Cp), указывая соотт >тстве. между 

оригиналом и изображенным знаком ­—­ .напр . /СрЭ — ­ / c t ) . 

Переходя к изображениям, после несложных лреобраэоое• ­ий решение 
относительно w C w = W ­ W 5 получим в виде 

р 

; = * < ' Р 5 = _ Г _ | Ь . < р , 

Для обращения функц.л WC х, р) применим теорему о сдвиге и 

—К' t 
получим W =(W ­W ) е + W ( б ) 

» Р Р 

Решение относительно изображения d получаем в зиде 

р х 

КС И ­W ) KCW ­W 5 d ­ d ā"~ 
d =5Сх,р)= V ­ S r S 4 С £ г 4 ~ * — Г ) е * С 7) 

а ­рСр+Ю а^'рСр+Ю р 

Для обращен, я функции dCx,p> , представим е е в форме 
нескольких сл.­. аемых : 

рх _ рх 
KCW ­И 5 , а КС И ­W 5 ~ а 

— « р , , , ^ 1 » р * 1 i 
* "Р Ср*К) а г р а^ рСр+Ю 

а 7,< Р> Р> *7Э< BJ • 
Из формул связи изображения и оргина'ла имеем /8,5.2С 18>, 5. 5С СО/ 

W ­W 
7 ерз — — t ( i _ e

_ K t ) • 7 cPD L ( d ­ d . ^ t ­ — ) , 
' i r ­ a 4 * • * > г • • « г а 

2 2 
И ­W „ ' ­ К ­ ­

т ^ ч * Р г —К ' t а . . X. 
7/Р>: ­ 1 t * ­ » O u c t ­ j ) 

2 t 
Окончательно решение dC х, О ­влажность воздуха — nor /чае,ся в 

виде t 
w ­w ­к х w ­к 

d х.О­ ­ ( d ­d % * 1 ­ е Л 1 » г )С1 ­ — Е ( l ­ * _ K l ) + d С 8) 
2 1 2 

Для нахождения Т расмотрим уравнения С 3} и С4Г< в изображениях 

р ē =.­ ( i ­ ? ) • с (w ­ w) с « 
t 7. у 4 



P ' T + V ā x ~ - о< в ~ Т > 1 С 1 0 3 

Из уравнения i 9> выражаем в С используя С 5) > 

с с *CW -W Э 
- Т + Л - f * , С115 

. р+с Ср+с^Хр+Ю 

подставляем его в С 10> и получаем а итоге линейное 
дифференциальное уравнение : 

a * L + . Т = А . 
i dx г г 

с -с (W — W) с с -CW -W 5 с с 
к - О jļ Р О 2 р » „ О 1 

Г Д В А 2 ( р + С > ) ~" " ( p + C ^ C р + К) ' V P О р + С ' 
Решив это уравнеь а , получаем такое выражение для Т : 

х 'В _ х'В 
А а 1 Т­е А а 2 

2 2 

Для нахождения оргииала TCx.tD представим изображения С125 
в виде : 

рСр+с +с .» 
о 1 х 

р+с a W ­W 
Т= СТ -в ) — е 1 1 • с С I • s р о 2 рСр+ЮСр+с^+с^З1 

х*с с с х 
о х о i 1 

a w ­W « а а р+с 
" W * ' 1 р С р . Ю С Р . с +с Э 1 " е 

т.е. можно записать в форме трех слагаемых 

Hi f , представляя ого как произведение 



и используя теорему о свертке , получаем : 

с х 
о 

а 
: е ­ Т ) ­ В 

а 

->• 

c c х­т 
О 1 X Of­

с с х­т 
° » м . , . X ­ СI 43 

где I Cz3,I Сz3­модифицированные функции Бесселя . 
о i 

В свою очередь : g 
c c CW ­W ) ­Kt „ ­tCc*c 3 

° 2 P » ... о i „ , -
С " 7 с ­ 1 0 1 с ^ ­ в +cTc i e ­ I D ­ C I W 

о t о i 
Для нахождения оргинала функции $^ запишем ее так : 

с • с ­х 
X. . , .. ­ С ­ С ­ Х X C i X 
­СК­с 3 , х 1 о х ­ р — + ­< 

, ш „ ^ а в ­Ср+КЭ— • a ip*c >а а 
• c c ­ C W ­ W 3 t . г а р+с a i r i i 

о г р в . Ке 1 i i i е_ 
' Л ё с Ж 1 с » с ­ К р>К * е р ~ 

О I о t 

Сс+с ) 
• Г* ' 

ĪC­ic+c > р+с+с 
О 1 О 1 

х с­с­х 
­ • с , ­X 1 о i 
а i Ч р+с +с 3 — • 

i о i а р+с а 
е » i i , 

е ­е 

и, воспользовавшись основными соотношениями преобразования 
Лапласа (см. /• Й. 5.5С353. 4. К153 получаем : 

х 

C C _ iV» ­и , 
с 

i с 
iW ­ W i 1 ­С Т 1С с х ­ т 

' / » ' I J сг U ­ i — ) + 
•с )К •* 1 о ­j а 

:к­с 5 
|с с х­т 

О 1 
« а. 

I (2 с х­т i 
a " 1 с.с­К 

* о i 

­С».­тЗК а о 
е • е ' •» 

х % 

Сс+с З а ' » ­Ct­тЗСс+с 3 
_ >E ­ E LDT­nC» 3 
K­ic+c i t a 

о i i 
С : Е Э 

T.i к им образом, подстчоляя С143­С1СЭ в С13) , ло.и, • 
оргинал : 



. a < -с т |c с х-т Ic х-т ļc с х­т 
т с х , о = о , е • . t i 0 ( 2 ; ) 4 ] - ^ — i ^ j - ^ — )1 Л . 

j а » ° ­Ct ­тЖ V ' o Cc + с ) ā ' c i ­C t ­тХс+с ) 

• ^ Z ^ = K ' е • i T č T f c - y e * • и 
О 1 О I 

о 
с­с «W ­И > " Г" Х 

• ° 2 ' " * С в ­ Т ) ­ . * Jdr­TjCt­—3 + 
ic +с >К « в ' а 

О I 1 
c . c C I ­ l ) ­Kt „ ­ « с . с 3 

• _ L _ £ _ P 1 ( j . e + J L [ в 0 1 - 1 ] ) + 9 . С17Э 
Cc +c ­КЭК 4 c«c 1 J * s 

о i о 1 

Теперь остается найти оргинал выражения С И ) . Очевидно , 

с ­CW ­ W 3 с ­CW ­W 3 „. ­ с t 
2 р в • 2 р е ­ —Kt 1 ­

••то = ?т 9 С в ­ е } , и используя тео­
Cpi­c^jCp+КЗ • с^ ­ К * ' ' 

рему свертывания С ТСх.Ю определено выражением С17) ) получаем 
t • t ­ 1 

ВС 
­ ­С Ct­тЭ ­ " i [ I С X ' U 

K , o ­ C T J « 1 -ист- ^­m J e x p e r t . ) • ( i e C 2 - | - ^ i ) + 

*<K­c 3 
a 

с с x ­ u Гё~ с х­ы „ t ­Ст~шЭК г. о 

О 1 
с 

X о 
• с ц 

Сс + с ) а i ­Ст­и)Сс+с ) с­с <W ­W > а 
+ ^ ­ ? — ­ — ^ * е ­ гг­ +С8 ­ Т 3 е ] DUFDT + 

К­Сс+с 3 ' ic *с >К а в J ™ 
e l « i 

.1 
, ­с Ct­тз' ­Кг „ ­тСс +с 3 с. с CW ­W ) 

* I* ' « * " в * "сТс" I е в ' " ^ С ^ К З К 
о с i о i 

с ­CW ­W 3 ' ­ с t 
+ -2 ~ — ­ С е ­ е 4 ) . 6 С18) 

С — К в 
1 

К сом­алени» .нам не удалось по. учит оргинал С18) в 
виде однократного интеграла . 



Полученные в этом пункте аналитические выражения могут быть 
использованы для тестирования качества предлагаемых ниже 
разностных схем . 

3. Построение разностной схемы и ее анализ 

Систему О ) ­ С 4 ) решаем с помощью разностных схем с весами 
Ск= 1 , 2 , 3 , * ) ДЛЯ ИСТОЧНИКОВ!** 

уравнения С1) запишем в виде 

о Ск= t , i , э , « ) для источниковых членов / в / . Аппроксимацию 

w ­W ­ * ** . 
=Г[ о W -а * 4 (1 ­ о X* ­ * ) ] , где W = W. , И = W 

т 1 р 1 i p 

=w
J С 1­ ) 4 Р С19) 

i i 1 +Ктс 1 4 К т с 
1 1 

Для аппроксимации первых производных по пространству С кон­

вективных членов) будем пользоваться классической явной односто­

ронней разностью . 
Таким образом, аппроксимация уравнения <2) принимает вид 

J-SL±. + а
 d - d = J L [0 (W ­ W )4 ( 1 ­ tv XW ­ W ) ] , 

т » h 1 г v »* • v fS" 

где d =d т. е. 
i­­i 
а т а т Кг 

dJ**=d'(l —jU)* ­j­i d1 4— [ с (У* 1­* )4 ( I ­o X*'­W ) ] C20) 
i i h h i­i а г v r v г i P 

Для определения в и Т сперва из разностной аппроксимации 

уравнения С 3 ) находим 6=/(6,Т,Т> и это выражение подставляем 
в аппроксимацию уравнения С 4 ) . Получаем выражение : 

Т А = Т В 4 т"*С 46 D +Е , С21) 

Здесь использованы обозначения : © = б^*1, Т • Т 1* 1 ,Т~'= TJ 

i • i • • ' ­i­* 
A=l 4 т(с О 4 с а ) , 

B ^ l + r c ^ X l ­ ­ j p ) 4 t c J t c ^ ­ ^ M I ­ o ^ ] , 

C= (14 тс о ) D= тс [ I4c Tļo - er ) ] , n 1 Э о . i a 4 

E= т"с С tr [ о (W ­ » )4 (1 ­ o­ )(W ­ W)] . 
О Z 4 p P Э r 

*Из выражения (2l > T подставляем в зависимость в=/С6, Т, ТЭ 



и получаем выражения относительно в : 

<=> А = В в + С Т + D Т"" 4 Е . С22) 
i i i i 

' Здесь В =1+т'с с (о - о ) ­ тс <­т(с с + с о ) , 
1 О I 3 4 1 О 4 1 3 

г 
а т а 

С ­г с с (с ­ С ) 4 Т С Г — с ­с , D = Г­— тс -с 
i o i V 3 4 h i i i h i s 
Е.=тс C14 тс о )[cr CW ­ W34 C l ­ о 3CW ­ W3] 

1 2 О 4 3 p З р . 
Достаточными услов> 4ии устойчивости уравнений С193 и С2СО 

при т (h/a^ являются неравенства с^>0.5 и а>й. 5 / 3 /. 
л Рассмотрим теперь устойчивость разностного уравнения для 
Т < о^, го принципу максимума мы должны выбрать так, 
чтобы А ,В ,С были положительной > . Очевидно , что А >0 и С >0 
пои с >0 и о >0. Для оценки В примем , что о • с , тогдз. 

3 4 3 4 

для т получаем такую оценку : 
т < ; £—­. — С 2 3 3 

а 4 lie ­ho Cc 4с J 
1 О 3 1 о 

В свою очередь , С 233 имеет смысл , если знаменитель не 
отрицателен , т.е. .a 4hc ­ho Cc 4 с .1 i 0. Оценка для о С тоже 

• i о э i о э 
какое имеем для о 3 

4 
he ­ а 

с £ 1 ­ ^ С 24) 
э hCc +с 3 

t о 
Условие устойчивости уравнения С 21) требует выполнения 

условия А > в + С . После несложных преобразований получаем 
оценку 

Т ~с Со -о 3. 
1 4 3 

Для устойчивости уравнения С223 достаточно выбрать А , В 3 . 

Требование ' положительности В̂  дает такую оценку для т С при 

условии О «** 3 

т ^ с ­ о С с 4 с З 
1 Э О 1 

Соответствующая оценка для о • 
с 

о s 1 - ­ . C?.S3 
3 С 4 i. 

О 1 
Объединяя иыписанние выше отдельные т­г.аиенсгиа получаем , 



что 
т < , h h 

1 a ' a + he ­he Cc « ) 
i i о э о i "с ­о Cc + с ) ' с 

3 О 1 I 
.о -о У 

4 3 

При о = о С и hCc ­ с 3 ­ а >0 ) о находим из С24) Св ос­

3 4 J O l э 

тальных случаях с определяем из С25) )и окончательно получаем: 

. , h h 1 
т < nun К — ; г г г— ; г Е ­Ь 

1 а а 4 he ­ho (.с 4с ) . с -о Сс 4 с З г 

4. Результаты расчета 

Математическое моделирование процесса сушки зерна позволило 
вычислить границу Э ны сушки Н : она определяется Заданием 
допустимого безопасного времени хранения влажного материала 
т £ 6 часов . 
6 

Приняв , что интенсивность влагосъема при вентилировании зерна 
постоянна, вычислена скорость перемещения зоны сушки о . Н а п р . , для 
пшеницы при скорости воздуха v • 0.1 м/с и заданной конечной 
влажности W а 14 X мы получим следующие параметры зоны сушки при 

Р 
различных условиях начальной влажности зерна И . 

Таблица 

Толщина зоны сушки Н и скорость ее перемещения ы в зави­

симости от начальной влажности W . 

* г сх: Н См) и> См/час) 

17 2.37 0.39 
19 1.74 0. 29 
21 1.29 0.22 
23 0. S3 0.16 
25 0.66 0.11 
27 0. 48 0.08 
29 0.33 0. 06 

8 заключение отметим, что проведенные производственные опы­

ты потверждлют применимость для описания процесса сушки 
расмотренной здесь математической модели . Так, пшеница в 
производственных опытах 1985 г. с примерно одинаковой влажностью 
V * 21 Хп слое Н«1 .2м до влажности 15.6 X высохло за 7.5 

ь 
суток . Наше моделирование для слоя с № 1*29 й дало время 
сушки в 8 суток . ито надо считать Еесьма хорошим совпадением 
ибо ясно . что псе исходные теплофиэмческие параметры заданы 
весьма неточно . 
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 1'ЕРМИЧЕСКИХ НАПРЯЖЕНИЯ 
И ПЛОТНОСТИ ДИаЮКАЦЯЛ В Кг^АЛЛЙХ АНТИ^НИДА 
ИНДИЯ ПРИ В1*РАЩИЕАНИЛ МЕТОДОМ ЧОХРАЛЬСКОГО 

При разработке технологически" процессов ккращивения 
монокристаллов совериеннсй структуры необходимы?.; элемен­

том является прогнозирование уг. вкя терличиских напряже­

ний и величины гиптности дислокаций в кристалле. Отсюда 
возникает необходимость ^зшения задачи упруг опла :тическс­

го деформирования с учетом оссбеннссге дзижеьуя и рязм­

ношения дислокаций пс системам скольжения кристалла. Не­

обходимо также численное решение задачи теплообмена, опи­

сывающей процесс роста и охлаждения кристалла. 
В настоящей работе проведено моделириве 'ие и числен­

ное решение н*. ЗВЫ задачи теплопереноеа и совместной зада 
чи гпруго­пластического деформирования три вырчщивании 
малодислокг'1Илннь,х кристаллов антимонида индия диаметром 
до 3,4 см методом Чсхральского. 

Устанг 'лено, что при зедант : тепловых условиях вы­

ращивания уровень термических напряжений невелик; сдвиго­

вое налр «ения по системам скольжения кристалле антимони­

да индия незначительно прег.осходят уровень критических 
сдвиговых нвггряхений. Величина плотности дислокаций в рас 
четнкх вариантах не превосходила 10 2 см"*. Расчеты прозо­

д:­лись для различных диаметров тигля и кристалла и для 
различ.­сых направлений выращивания кристалла. 

В первых двух разделах работы приводится мптематачес 
кая модол: упругопластической задачи и задачи теплопереш. 

http://CC.BAXPAJ.iEtB


са с учетом излучения о внутренних поверхностей камеры и 
поверхности кристалла и расплава. Б третьем разделе приво­

дятся результаты расчетов отдельных вариантов и их предва­

рительный анализ, в четвертом ­ экспериментальные данные. 

I . Математическая модель упругопластиг'­ской задачи 
для кристаллов в процессе их выращивания из расплава стро­

ится с учетом Физических ггредстьалений о дв: кении и раз­

множении дислокаций по системам скольжения под действием 
сдвиговых напряжений при заданном распределении темпера­

турного поля в кристалле. 
Рассматривается кристалл цилиндрической формы (область 

Sbt , см. рис.1 ) , взращиваемый из расплава (область >Э2 ) 
в осесимметричной системе координат ( Г, 2 ) . Уравнения уп­

ругопластическогс равновесия в перемещениях U и IV в об­

ласти &ц записываются в следующем виде / I / : 

Принимал во внимание, что поверхность кристалла сво­

бодна от внешних нагрузок, граничные условия в перемещени­

ях записываются следующим обраэо!: на б^ко^ой поверхности 
кристалла, при г = R 

( I ) 



на фронте кристаллизации 2­=»/? и на верхнем торце кристал­

ла z ­ Ц 

Э г \ Эг г / ^ 

/ - г л /--?/« 
Ka оси кристалла, Г » С, выполняются условия симмет­

рии 

7 , ~э7 = 0 • И) 

Здесь и ­ коэффициент Цуассона и термичес­

кого расширения; T(f*Z,t ) - температур­ кристалле; 

, č > ^ >&t*'^'i~ К 0 1 ! П 0 н е н Т ы тензора пластической 
деформации. 

Компоненты тензора суммарное деформации (упругой, тем­

пературной и пластической) определяются по известным форму­

ла»' Кови: 

~ 2 \ Эг ' Э / У 

(5 ) 

компоненты тензора напряжений определяются уравнениями 
состояния / I / : 

< у ~&$!г*&#-а - (6) 



Здесь i , j ­ 1,2,3; ( I ­ Г , 2 = Ч> . 3 ­ г ) , £ ­ мо­

дуль сдзига. 

Тензор пластической деформации определяется следую­

щим образом. Пусть п ­ номер .лоскости, m - направление 
сксльжения, тогда для Хп ,/77)­ой системы скольжения сдви­

говые напряжения вычислял.гея следующим образом: 

(7) 

OCIL ш COS (Х'4 , X L ) , O C 3 I = COS ( X J , X L ) , 

где Xļ - исходная система координат; XĻ , x ļ - кристал­

лографическая система координат в системе скольжения [П. 
Т ) . Ось XJ ­ направлена по нормали к плоскости сколь­

жения, ось X ' T - в направлении скольжения в данной плос­

кости. 
Учитывая величины сдвиговых напряжений г1 пласти­

ческая деформация ( 6 ' 3 ) П ' Т и (п,/г?)-оЯ системе опреде­

ляется следующим образом: (в квазистационарной системе 
координат, согласованной с системой принятой в теплово»; за­

даче, см. п.2) 

с?) 



­ вел'чина вектора Бюргерса; NQ™ ­ плотность дисло­

каций; V"' ­ скорость скольжения дислокаций при внешне.­

нагрузках; W0 ­ скорость продвижения кристалла в процессе 
роста из расплаве А ­ параметр междиелскиционного ьзьимо­

действия; U ­ энергия активации. 
величины V0. » Ц» A I ^Х/З - определяются экспе­

риментально. 
Плотность дисло саций в (/7./77 )­ой системе скольжения 

определяется следующим образом 

a i , 
о 

N0 ­ начальная плотность диелскац (Л; JI ­ кор^флдиент 
размножения дислокаций. 

Теперь по найценнс ': пластической деформации { & ^ ) " ' т 

в системах скольжения (П ТГ), определяется яесь тензор 
пластической деформзции ( 6 ) " , Г " , с использованием 
формулц обратного преобразования те.эорлэ 

(sZr"=j(6TmK?<j+<?<L). (12) 

Заметим, что компоненты тензора пластиу ской деформации 
зависят от "гла с/? . Для решения упругопластической зада­

чи в осесимметричной постановке осредник те!:зор по коерди­

нате У и этислим тензор сумыар эй пластической деформа­

ции по всем системам скольжения 

Я Г" о 

Суммарная плотность дислокаций по всем система»! определяет­

ся следуыпа­.м сбразем: 

п /гт 



Сформулированная задача упругоплаотическогс деформи­

рования ( 1 ) ­ (14 ) служит для определения н­.пряжений ® i » , 
сдвиговых напряжений ci",m

t пластические деформаций 
и плотности дислокаций Ns с учетом кристаллографического 
напразле1 ия выращивания кристалла из расгиг эа при заданном 
температурном поле Т в кристалле. 

Задача т^рмоупругости решается итерацилннчм конечно­

разностным методом. Нелинейная ­задача упругопластическогс 
деформирования кристалле решается с использованием метода 
последовательных упругих «.еите—ий, /2/. Счет ведется до ус ­

тановления по напряжениям по невязке. 

2. Задача определения темпера гурнсго поля решается в 
следующей постановке. 

В области, занятой кристаллом высотой Н^, и жидким 
столбик )М высотой h, записывается квазистационарное урав­

нение теплопроводности, которое в цилиндрической системе 
координат (f , 2 ) , жестко связанной с неподвижным нагрева­

телем, имеет следующий вид /3/: 

/ Э А 3 7") 9 Л ЭТ\ Л 1 / ЭГ 

Т ­ температура, С ­ удельная теплоемкость, JD ­ плотность 
вещества, W0 ­ скорость вытягивания кристалла из расглаво, 

т< тпп 

е , т > 1„л 

Л 5 , Ag ­ коэффициенты теплопроводности кристалла и расп­

лава, Тпл- температура плавления. 
На границе раз; гла фаз Z* ' f , t ) задается температура 

плавления 

7 > Т л л 2 = 2 * ( IV ) 

Кроме того, записывается условие теплового баланса на френ­

те кристаллизации 

к Щ г * * ^ * & " ^ г - г * ( I S ) 



3 подкриста;,ькоЛ области на ypoi ie зеркала расплава Z ­ О, 
задается те^ерат ра перегрева расплаза 

Т=Т0 , г = 0 ; Т0=Тпл + 8 Тпер (19) 

о Тпср - величина перегревь расплава. 
На остальной части поверхности кристалла, включая его 

верхжю часть, выполняется граничное услсзие с учетом теп­

лообмена излучением ыэкду поверхностью кристалла искрухаз­

щими ловерхностяки (внутренние поверхности стенок кал­еры, 
система экранов, тигел и поверхности расплава). Бее повер­

хности, включая ioi эрхкести кристалла и расплва считаются 
диффузионно­серыми. Как известно, /4/, это приводит к сле­

дующему условию на поверхности кристалла 

(20) 

^/дп - произьоднел по наромал t к граничной поверхности 
кр сталла, 0? ­ постоянная Стефана­Больцмана, 7~(S ) ­

температура, ( 5 ( 5 ) ­ степень черноты поверхности, 5 ­

текущая коордяне 'а поверхности кристалле и окружающих его 
поверхности. Плотность потока гффектизк. го излучения 
определяется интегральным уравнением 

3is)=.-<D6('s)T''(s) + (/-6(S))J'B(s,)/<(s1s'jdA (21) 
• А 

К ( 5 , 5 ' ) ­ ядро интегрального уравнения, которое ь слу­

чае изотрс­ ного :злучения и при отсутствии поглощения we-

ет зад: 
OS(п, 6) cos (п. 5') 

K(6,S')= — — ; (22) 

t ss' " ' «стояние между точками S и поверхности; А7 
и In' - D e . t T o p j нормалей к поверхности А в точках S и 
S1 ; 6 - калоазляющий вектор полмой, соединяющей точки S 
и 5 ' . 



Для численного решения нелине! .той задачи теплоперено­

са (15) ­ (21) используется коне«чо­разностнкй метод. Для 
этой цели а области jSy, занятой кристаллом и жидким стол­

биком взедится разностная сетка и записывается дискретный 
аналог исходной зада» и. Uņv. записи дискретного аналога вво­

дите^ нестационарный члзн ( Тк+*-Тк )/"£" , где Т ­итера­

ционный параметр, К - номер итерации (К • 0 , 1 , 2 , . . . ) . Счет 
ведется до момента установления 

mox J —ļ / < 6 , (23) 

г^е (Ь ­ заданное ч:;оло (& ~ I 0 " 3 ) . Заметим, что для аппро­

ксимации исходного эллиптического уравнения второго поряд­

ка с самосопряженным оператором, используется консерватив­

ная разностная схема. Для решения р а з ю с п . к уравнений ис­

пользуется итерационный метод неполного разложения (олец­

кого /5/ с самосг тт яжен.шки градиентами, имеющий Еысокую 
•эффективность решения неточных задач. 

3 ьаключении данного раздела отметим, что для репения 
совместной упругопластической задачи ( I ) ­ ( i 4 ) и задачи те­

плопеоенсса (15)­ (2Т) разработан пакет программ, состоящий 
из отдельных модулей ­ модуль решения задачи теплопереноса, 
зздзчи тежоу ругости, модуль расчета тензора пла тической 
деформации, и расчет суммарной плотности дислок­цчй г.о всем 
системам скольжения. 

3 . Указанное программное обеспечение чыло использо­

вано для расчета серии вариантов для кристаллов антиионида 
индия диаметром 8 см и 4,3 см при направлениях выращивания 
flCOJ, л [llZj. Значения критических едь гевых нап­

ряжений определяли..j следувпз:,'.] образом: 

7 " - температура кристалла. Знячения энергии актизац.л 
и константы А„ для антимонида индия задавались по данным 
>лботы /6/.А0= 6­10 , приведенная энергия актизации 
дислокаций Q-U/к ТГЛ = 3,5 . Отсюда следует, чте 



= 2­Ю6яд при Т = Т м = 798СК к З.3­Ю 5ля при 
т = т п „ ­ 100° . 

Призедем примеры расчетов напряжений и плотности дис 
локаций и их анализ. 

Ка рисунках 2­4 дань­ результаты числе­'к^х расчетов 
для кристалла диаметром 4,3 см. при направлении зыращиза­

ния flOOJ. Висста кристалла принималась равней 10 см. На 
первом рисунке (рис.2) приведены изотермы а кристалле, 
при задании следупгд­сх теплезых „вдовий зырад­закия: пере­

грев расплава под кристалле». 1С0 , neperies на стенке 
тигля у поверхности расплава 2С° , температуря на стенке*, 
камера установки принималась равной 4'73'К, высота стенки 
"KIM я над уровнем расплааа 3 см. 

Расчеты показызают, что температура лс длине кркегал 
л е от фронта кристаллизации ( ? г , = ?9S ci") понижается на 
130° , изотермы ъ кристалле приобретает белее вогнутый ха 
рактер по мере удаления ст фронта кристаллизации (см. рис 
2) градиент!.* температур по радиусу кристалла в оОЛист;: 
фронта кристаялиэ&цки у поверхности кристалла примерно 
раз!!ы I к/см, градиенты ка протиаопгложном конце кристал­

ла заметно больше ( 2,5 к/см) . 
Д а м й решалась задача упругопяастического деф рмкро­

ван:!я ( I ) ­ ( I 4 ) . ibv рис. 3 дане распределение сд^игозых 
напряжений Т " ' " ' , рассчитанных с учетом ье.и.чннъ: тензо ­

ра напряжений &ij л с учетом НШрЗЭДекая зырадиааки.ч кр ic 
талла ĪCC (см. формулу ( 7 ) ' ) . Эначен'!Я <7f,,>''r' рассчитаны 
по системам окслът.сч'ля (И ,т) и приведены нм рис. 3 дчя: 
п - I , т «. 1,2.3. 1'лкамшльтя величина с д в и г о е н х нап­

ряжений I"1-- = ­2 ,о '10 о лы ( см . рис.3>. Сдв:'.гозке нап­

ряжения для остальное систем скольженья находятся из сле­

дуадИХ соотношений: 
• 1.1 гт-г,1 г^ь-ь _ rr*>J 



Рис.1 . Схема выращивания 
кристалла из расплава 
Щ ­ кристалл, £>г. ~ расплав, 
J©,­ тигель, iD^- система 
экранов, h - высота жидкого 
столбика, И1 = /V­ h -

высота кристалла 

Для рассматриваемого нами варианта рассчитывалась 
суммарная плотность дислокаций A/g . Учитывая значения 
критических сдвиговых напряжений Т * л по формуле (24) рас­

четная величина максимальней плотности дислокация равна 
Ю^с.ч ­ 2, распределение Л/& в поперечном срезе кристалла 
изображено на рис. 4. Как видно из рисунка максимальная 
/Vjg сосредоточена в приповерхностной области кристалла, 
образуя скопление дислокаций у поверхности кристалла в 
виде кольца. 

Таким образом, при направлении выращивания f lOOj и 
указанных тепловых условиях плотность дислокаций в крис­

калле не превышает Ю^сыГ^. Если изменить направление вы­

ращивания к задать направление f i l l ] , то сдвиговые­ напря­

жения с Г п , т становятся несколько меньше (максимальное 
1Г1,3 = 2 , 2 ­ Ю^) . Уменьшение ( L n , m приводит к уменьше­

нию А/э • Максимальная плотность дислокаций ргвна 0,8­10^ 
с м ­ 2 , а распределение по радиальному сечению кристалла 
аналогично приведэнному распределению на рис. 4. 

При расчетах использовались следующие значения физи­

ческих констант: 

в • 2,3 ю10па , ос » б . г ­ ю ­ 6 * ­ ' ,/< ­ 0,3. 
О = 1,5, ^ 3 ­ 4 , Вт 4 ­ Ю ­ 8 см, ­ / *=10 4 см/с , 

IVпа . W0 ­ 5­ТО" 4 см/с, Tjjj, ­ VVS°K, 
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720* 
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Рис.с. Изотермы ( °К) 
э кристалле диаметром 4,2 см 

Рис.З. Сдвиговые напряжения 
<1*т"? л i o " ^ (па) в рад>(ы:ь­

ном сечении кристалла. 
£) «• 4,3 см, -р * 0, направле­

ние выра;диванил (flCOj; 
1 - m a 1 j 2 a a i « 2 ; 3 ­ с и 3 

Рис. 4. Рэспреде.пенис плот­

hCĢTii дислокаций A'jg * /X7 \CMZ) 

в радЧАльнам сечении кри.с-

тал.-а. х>- - 4,3 ••м, иаг.рав-

* č h k * i!rrpaji;i:ija;i/f. l īOCj. 



С = 630 дл/кгк, = 0,579­Ю^кг/см 3 , Д ­ 0,17 вт/см с 
(S ­ 0,7. 

В следующем пункте рассматривается методика экспери­

мента и экспериментальные данные, которые хорошо согласу­

ются с расчетными величинами. 

4 . Методика проведения эксперимента и аппаратура. 
Монокристаллы ūn SB диаметром до 50 мм выращивали 

методом Чохральского на установке типа "Редмет". 
Выращивание производили из кварцевых синтетических 

особочистых тиглях диаметром I I I и высотой 70 мм, прошед­

ших предварительно химическую очистку поверхности в тра­

зптеле 2,5 . При выращивании нелегированных и слаболегиро­

ванных германием кристаллов в качестве исходной шихты ис­

пользовали кристаллы марок ИСЭ­0 или ИСЭ­1в ( п^2 ­10* 4 

с м ­ 3 ) . В качестве затравок применяли чистые нелегирован­

кые кристаллы OnSB- в форме параллелепипеда длиной 
~G0 мм и стороной квадрата ~4 мм. 

Материал шихты и затравку обрабатывали предваритель­

но в азотной кислоте, а затем я реактиве СР­4, многократ­

ко промывали в ионноочищеккой воде и Еысупивали. Легиро­

вание расплава производили специально подготовленными ли­

гатурами JnSB +6е ( с концентрацией дырок р=»2­Ю* с м ­ 3 ) 
и JnSS +Те (с концентрацией электронов п= 2,4>Ю* с м " 3 ) . 

Тигель с загрузкой и затравку устанавливали в соответ­

ствующие держатели установки с располскенным в ке̂ 1 тепло­

вым узлом, вакуумирсвали до остаточного ­.евления Ю~ 3 аы 
рт.ст. и производили нагрев теплового узла. Затем камеру 
заполняли гелием особой чистоты до давления 380 мм рт.ст. 
увеличивали температуюу нагревателя до полноги расплавле­

ния шихты. 
Величина рабочих скоростей подъема верхнего штока 

(кристалла) составляла У*р- 0,015 * 1,7 мм/мин, вращения 
CJŗp - Ю Ķ 20 об/мин. 
Нижнего штока (тигля) скорость подъема - Vr - 1,5 * 1,7 
Mii/мик, скорость вращения - СОг • 2 - 6 0 об-мин. 

Бырсщи?Ение монокристаллов JnSō производили в 
крясталлогрЕ5.ичгс.:их направлениях flOO] , f i l l J и [llO]. 



Вьфащенные монокристаллы охлаждали, на станке с внут­

ренней режущей кромкой выделяли пластины толченой 2 мм с 
оринтацией поверхности f i l l ] , ļ j lOj и [lOO] из верхней, 
средней и нижней частей, удаляли нарушенный приповерхнос­

тный слой после резки химико­механической и химико­динами­

ческой полировкой и методов оптической микроскопии после 
соответствующего се; активного травления поверхности под­

считывали плотность дислокаций. 
Установлено, что кристаллографическое направление вы­

ращивания при всех прочих равных условиях на величину плот­

ности дислокаций а гтилиндрической части монокристаллов не 
влияет и находится в интервале значений I­lCr­ ­ 5­10^ 
см ­ ^, что с учетом ошибки метода довольно хорошо согласу­

ется с расчетными данными. А сама картина макрораспределе­

ния дислокаций носит в основном статистической характер, 
и только в некоторых случаях наблюдалось увеличение ее в 
тонко;., приповерхностном слое монокристалла. Связано это 
со стоком дислокаций под действием сдвиговых напряжений, 
которые для данных конкретных случаев оказались выше, чем 
для других сравнительных случаев, возможно из­за техноло­

гических неконтролируемых воздействий: изменение темпера­

туры стенки камеры и других ВОДООУ •аждаемых частей уста­

новки, либо более медленное охлаждение монокристалла. 
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АНАЛИЗ ДВУХФАЗНОЙ ЗОНЫ В СЛИТКЕ В ПРОЦЕССЕ 
ЭЛЕКТРОШЛАКОБОГО ПЕРЕПЛАВА МЕТАЛЛА 

Процесс электрошлакового переплева металла достаточно 
сложен (см. рис. I ) , и при его математическом моделирова­

нии необходимо учитывать многие факторы ­ прохождение то­

ков через шлаковую ванну, оплавление эледтрода, падение 
перегретых капель в ванну металла, дендритную кристалли­

зацию металла с образованием двухфазной зоны, гидродина­

мику в шлаковой ванне и жидкой зоне металла. Математичес­

кому моделированию электрошлакового переплава посвящен ряд 
работ, из KOTopsrx отметим наиболее существенные, см. / I / ­

/3/. В работе / I / ставится задача в полной неометрии, од­

нако не учитываемся гидродинамика в расплаве и шлаке и 
динамика образования двухфазной зоны. Фронт кристаллиза­

ции в наплавляемом слитке находится как изотерма ликвиду­

са при исходном содержании примеси в расплаве. В работе 
/3/ задача решается с учетом гидродинамики в шлаке, одна­

но двухфазная зона находится при весьма упрощенном пред­

положении, что доля твердой фазы пропорциональна температу­

ре. Задача распределения примеси при этом не решается. Од­

нако, известно, что двухфазная зона формируется под дейс­

твием переохлаждения, которое определяется характером сег­

регации примеси. 

В н&стоящей работе приводятся расчеты и анализ крис­

таллизации слитков ЭЕП с учетом формирования двухфазной 
яоны слитка на основе осреднечной модзли двухфазной зоны. 
Предложенной в /4/. 



Рассмотрим следущую схему электрошлакового переплава 
металлов. В начальный момент времени в водоохлаждаемом 
кристаллизаторе цилиндрической формы находятся начальный 
слой'металла 'тепплет) высотой h и слой жидкого шлака 
высотой И , обладающего электрическим сопротивлением. В 
шлаковую ванну на определенную глубину опускается метал­

лический электрод цилиндрической формы и включается элек­

трическое питание. Ток, проходящий через шлаковую ванну, 
разогревает е е , и электрод начинает плавиться. Оплавляющий­

ся металл проходит через шлаковую ванну, очищается от при­

месей, попадает на начальный слой металла и кристаллизует­

ся. Кристаллизующийся слиток при движении вверх вытесняет 
шлаковую ванну. 

В настоящей работе рассмотрим задачу тепломассоперено­

са в области занятой кристллизующимся металлом 3 ( см .рис . I ) . 
Целью решения задачи является определение температурных по­

лей металлического слитка, а также положения и формы двух­

фазной зоны, расположенной между линиями ликвидус и соли­

г.ус кристаллизующегося моталла. Процесс описывают следую­

щие осреднекные уравнения теплопереноса /4/: 

-*C0(T-T0)+ŗ Э г 

дТ 
- ( I ) 

диффузии примеси 

<ыШЩ'Ш^ШУтШёк <?> 
Доля твердой фазы rļ ( X , г , i ) _ определяется осредненным 
кинетическим соотношением: 

If =р • л Т(в(л T)9U- Ч ) * 9(-а Т) . 9(ч)); о ) 



где 

Ка поддоне и боковой поверхности слитка потребуем выполне­

ния условий: 

Эх 
с ­ Л А 

-oCt(T-TgJ (5) 

2 1 дТ 
or = -Q(x) . 1 6 ) 

Рис. I . Схема 
олектрсалаковой 
плавки: 
1 ­ оалавмшийс* 

электрод1; 
2 ­ плаке) ая вання; 
Z- ­ крясааллМзи­

ругепйся слиток; 
4 ­ область, ЭННЯ­

тг.я д в у х ф а з н о й Эи­

Н б й . 



T(x,r,0) = TH(x,r) ; C(x,r,0) = CN (8 ) 

Для определения граничного условия на границе тльк­.четалл 
(рис. I ) введем $­слой, углубленный в шлаковую ваьну и 
будем считать, что. температура 71 ( f) при X •= - 5' зада­

ется из эксперимента. Тогда ссредштя уравнение теплопроЕоь,­

ности по этому слою S , получав!/ следующее граничное ус ­

ловие третьего рода 

/ Х'О 
Здесь об- удельная теплоемкость, ¥ ­ удельная скрытая те­

плота плавления (кристаллизации), _Д ­ коэффициент геплепро­

ЕОДНОСТИ, id- коэффициент диффузии, гГ0 - скорость наплкв­

ления слитка, Д 7~­ переохлаждение, определяемое согласно 
диаграмме фазового состояния бинарной системы железо­углерод, 
Д 7" = Тп — Т— (/-С , fi - парометр, характеризующий ско­

рость объемной кристгллизации, Q(X ) - экспериментально за­

данный поток тепла КР­ боковой поверхности ситка , который 
определяется по показаниям термспер, расположенных в стен­

ке медного кристоллизегеро. 
Уравнения ( I ) , (2) "шпроксимнровались обычней консер­ ' 

дативной оаэностьой схемой кз неравномерной езтхе. Так как 
при использовании неявной схемы на А * / слог г>се члены в 
правой части урягнения берутся с к*/ слоя, но пли реше­

нии уравнения теплопроводности неизвестно знечение С * - . 
то члены, содержащие в уравнениях II ) л I ? ) , гм.ир­ок­

сишруптсл по­разнсму. Б уравнении (1 ) 



в уравнении (2) также испо.1 зуется полунеяЕная схема при 
аппроксимации соответствующих членов: 

fc-JSh** г* ( Й I * * • , , 

Ct ­la функция <>' определяемся суммирование*! соотношения 
( 12 ) : * 

i 

(13) 

Для сравнения и оценки результатов, полученных методом,, 
использованным в ( I ) , также решается задача в классичес­

кой поста.: вке. Классическая псстангвка задачи ж­ четапли­

зации не допускает возникновения двухфазной зоны и скры­

тая теплота плавления (кристаллизации) выделяется только 
на границе раздела ,аз . Методом локального осреднения 
(см. /5/) получаем следующее у чвнение для определения 
доли твердей фазы ^ ( X , Г , t >: 

2L*fi-&T-9(&T)-9(j>-x) , ( I 4 ) 

где fi ­ ррдиус лока.1Ьного объема осреднения на границе 
раздела фаз. Е j t o m случае разностную аппроксимацию членов. 



- 4C -

содег :ащих следует записать в уравнении ( I ) 

•• в уравнении ( 2 ) 
(16) 

а сама функция ^ определяется аналогично, как и в (13) 

1%'- $ * rfp-* 'Щ(^)9(,-$>емСЛ 
1-91-^)8111)), £' 

гле *!ļit4jti ~~ акачвш*» функций *} (X,Г,t ) в точках, 
сдвинутых" на шаг в лвбом направлении по пространству. Для 
сравнения проь.дились расчеты по методу, испольэоь ннему в 
работе /3/­ Этот метод, определяюдий долю твсрдо,1 фазу в 
интервале температур ликьидус­солидус в зависимости от 
температуры по линейному эако>­', т . е . , функ ия *ļ (X ,f,t) 
определяется -следующим образом: 

'i->s i č - { 

а уравнение I I ) принимает вид 
* з г _ _ э _ л эт\ i э л , эту у д± _ 

(1У) 

< 



В этом случае решается только задача теплопроводности. 
При расчетах применяется эффективный итерационный ме­

тод неполного /.(У­раэложени сопряжении градиентов /6/. 
Расчеты проводились ла следующем варианте эксперименталь­

ной плавки углеродистой стали. Содержание углерода 0,Ь%. 
f = 247 дж/г; 1Г0= 0,02 см/сек; 0,155 Вт/см °К( 

Ā„g * 0,314 Вт/см °К; Лш * 0,005 Бт/см °К; 
X = 5,421*Усм3 °К; S' 0,1 см; Т£= 1425 °С; Ts ш 1375°С; 
£ = 20 см; R. » 12,5 см; Т„ = 1500"С . 

Значения потока Q v > ) брались из экспериментальных данных, 
полученных в НИИ ЧЕРМЕГ, см. таблицу. 

Х(сн) 0 0.6 1.2 I . 3 2.4 3. 3.6 4.2 4.6 5.4 Ь. 

ЦБ. 235. Т40. 65. 70. 60. 50. 35. 25. 20. 15 

Для значений X от 6. до 20. задан постоянный поток 
й « 15 0 Г / С К * . 

Приведем результаты расчетов по тре. указанны»/ выше 
методам и их сравнительную оценку. На рис. 2 представлены 
поля изотерм в кристаллизующемся слитке, на рис. 3 ­ изо­

линии доли твердой фазы И , характеризующие положение и 
форму двухфазной зоны в слитке. 

Сравнение, результатов расчетов по указанных! трем мето­

дикам пока<:.вае­ их существенное различие. Так.ра деты без 
учета двухфазной зоны, рис. 36 приводят к слишком глубокой 
жидкой панне металла, не говоря о том, что нет информации 
с размерах двухфазно., зоны. Расчеты по методике работы /3/, 
^рис. Зв) дают более широкую д г '.фазную зону, расположен­

ную ниже, чем по результатам расчетов с учетом кинетики 
сбразова; ;я д^ухфазьой зоны, рис. За. О.'мети».: еще, что во 
всех случаях при заданных тепловых условиях наблюдается вы­

ход жидкого металла к.п боковую поверхность кристаллизатора 
на уэкоы участке (1,5­2 см). 



a 5 Ь 

:\ic. с. Поля изотерм (°С) р. кристаллиэуя-^мся слитке, а) с учетом кинетики формирования 
дьухф^эной зоны; 5) без ртета дву/Ллзной зонн; в) двухфазная зона определяется 
по интервалу температур ликвидус-солидус. 



a 5 6 

Рис. 3. Изолинии доли твердой фазы ^ . а) с учетом кинетики формирования двухфазной зоны; 
б) без учете дьухфаэной зоны; в) двухфазная лона определяется по интервалу темпера­

тур ликвидус­солидус. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ИЗЛУЧАТЕЛЯ С ШОДНСРОДНЫМ 

ПРОВОДЯЩИМ ФЕРРОМАГНИТНЫМ ПОЛУПРОСТРАНСТВОМ катодом 
МАЛОГО ПАРАМЕТРА 

В работе /I/ методом малого параметра решена задачг о 

влиянии неоднородного проводящего полупространства на 

двухпроводную линию, ток в которой меняется по 

гармоническому закону. В / I/ магнитная проницаемость 

полупространства ^ и включения ц 2 считались равными и 

поэтому на границе I включения и окружающего 

полупространства считались непрерывными векторный потенциал 

и его нормальная производная. В данной работе решаете* та же 

задача для случая, когда Hj^H2 (ферромагнитный случай). При 

втом на границе I остается непрерывным векторный потен­

циал, а его нормальная производная терпит скачок. Последнее 

обстоятельство вносит существенные коррективы в решение 

задачи методом малого параметра. 

Постановка задачи следующая. По двум бесконечным, рас­

положенным в воздухе проводам, параллельным оси у и имею­

щ'лм 'координаты {X^.h) и (x]th) в области Z>0 (зона С) те­

чет ток, меняющийся соответственно по закону tlcoaut. Про­

водящее полупространство расположено в области ­<»<х,у<­но, 

z<0 и имеет проводимость О и магнитную прокицзьк'эсть [к. 



4 , Д. ­ 0 при j l 2 + 2 2 ­ т . (6) 

Ищем решение задачи ( I ) ­ ( 6 j в ьиде разложения по двум 
малым паряметогш : 

4 в /»• * eZ' е./-!1 + . . . ;7) 
о о 0 1 о 

л, = Л; + eZ] t Е,/.] • . . . (3) 

ьоюду, за исключением области D{­p^T^p; —OJ<J/<+OO, 

­э­г < Z $ ­ б } , которая имеет проводимость 0 2 и магнитную 

проницаемость ц 2 > Предполагав гея, что величины В = 

к Е(­­ ц /и1 — I достаточно мала (малые параметры). Пусть 

А 'х.г), 4 . (1 .2 ) , A^ix.i.) есть соответственно векторные 

потенциалы в зонах 0,1 и I I ( зона I ­ проводящее полупро­

странство без области D, зона I I ­ область D ) . Тогда 

математическая постановка задачи для функций Aq-A^ имеет вид 

LAq * ­u. Iō(2­h) l ō ( J ­ I o ) ­ б ( Д О , } ] , Z>0, ( I ) 

Ал, + fc^ = 0, 2<0, (1,2) I V, (2 ) 

Д4. + fc.(i+eM_ » o, (x,z) iV, A = — ­t , (3 ) 
1 2 Sr2 Эу 2 

где I ­ амплитуда силы тока, Ц с ­ абсолютная магнитная 

г 

проикицаемость , ftļ -• - fuo,^ . Граничные условия : 
дА дА. ц 

2 = 0 : 4 o . i t , |Ц ggS = g J ­ , Ц, = ­ I . (4) 
г о 

к 64 6М „, ц 
на Ь : /ЦЫ,, \i ^ = ^ , ц = ^ = I + е , , (5) 

где I ­ граница зоны II , г. ­ внешняя нормаль к границе. 

Кромг того 



^2 = ^ + 6 ^ 4 - e,^ + ... О) 

Подставляя ( 7 ) - (9 ) в ( 1 ) - ( 6 ) , получим 

А (4° + ell t е.41 + . . . ) = 
О О 1 о 

= -1м JS (z-h) [8 (x-xQ) - 0 (амс,) ] , (Ю) 

Л(4° + e3ļ + 6,4] + . . . ) + 

• ^(4° + а\ + 6,4] + . . . ) = О, ( I I ) 

L(Aļ + €а\ + + ...) + 

+ (1+6) ft2^ + e3ļ + e ,^ + . . . ) . (12) 

При Z=0: 

4° + еЛд + e,4ļ + ...=4° + еЗ] + е^] + .... (13) 

_ д ' 

= ^ ( 4 ° + еЛ] + 6,41 + . . . ) . (14) 

На I : 

4° + а\ + e,4ļ + ...= 4̂  + eJČ, + + . . . (15) 

<Э 
(не, ) ^(4° + eiļ + e,4j + . . . ) -

»mULļ + £41 + e , ^ + . . . ) (16) 

Приравнивая в (10) - (16) члены, не содержащие и е н и " е , " , 

получим задачу для нулевого приближения в виде 

Д4° =-l U o6 (z-h) [8(Х-Х 0) - ō ( x - x 1 ) ] , (17) 
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M ° + f t 2 y l ° = 0. (18) 

+ fe24 • 0. (19) 
Z=0: f S = g ^ . (20) 

Ревая задачу (17)­ (20) , получим 

О I\in (Z+/l ) 2 +(X­X ) 2 

AAX.Z) Z Ī T l n 2 4 
0 ( z + b ) 2 + ( x ­ x ) 2 

1ц­ jL 0 0 _ ­ X ( z + / i ) r . ­, 
+ ļ 1 J | c o s X ( j - x 0 ) - c o a X ( x - x 1 )1сЛ. (21) 

о 1^1+<? 

о Ip, 1 " e - W i + z q r 

i l . d . z ) = - 1 - 1 - J - S - t c o s X ( x - x - ) -

- C09k{X-X} ) ] (& , (22) 

где q = / Я г - й 2 , л^ (x,z)=A° (X .Z ) . Учитывая ( I7 ) - (20 ) и 

приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях Е и б ( , 

получим две задачи: одну для Лд, 2;, - она совпадает с 

задачей в работе / I/ и поэтому ее не выписываем; вторая 

задача - для А'0, д|, а1 получается в вьде: 

Ai ļ =0, Z>0, (23) 

Aiļ + йЭД = О, Z<0, (X,Z) ģ Ъ, (24) 

Ц + Й 2 ^ = 0, ( x , z ) € 2>, (25) 



z = 0 : 4 f 4 - ^ļtVI'M? (26) 

на I : ā\ = 4 - IW 4 = IWA

\ + SfT^i' ( 2 7 ) 

где 4°, следовательно и щ- 4° ­ заданы. Уравнения ( 2 4 ) и 

( 2 5 ) совместн­ с граничными условиями ( 2 7 ) можно объединить 

в одно уравнение ( для области X > 0 ) : 

где 

« N j ) = 0 ^ - Р ) 1 2 € [ ­ з ­ Г . ­ 3 ] + 0 ^ + а + Г ) 1 л Г € [ 0 , Р ) + 

+ в <™> U i o . p l 
Для решения уравнения ( 2 8 ) , разобьем 4° на сумму четной и 

нечетной по X функций : 

4? (X ,Z ) = 4° + 4° , ( 2 9 ) 
1 4 ' 1чет 1неч 

где 

4 ° ч е т = - ļ ^ - 5 - / ^ СОЗЛХ (С03ЛХ о - COSAX, )dk, ( 3 0 ) 

4° • - J £ l J slnXx <s(iAra - alnAx, )Л. ( 3 1 ) 

Решим задачу отдельно для четного и нечетного случззв. 

Решение в общем случае будет равно сумме четного и нечетного 

решений. Сперва рассмотрим четный случай, для которого 

требуется решить задачу: . 

A4ļ = 0 , Z > 0 , 0<Х , Z < + » , ( 3 2 ) 

http://Uio.pl


с граничными условиями 

Z •» +оо : i ļ -• 0; z ­в» : i ] ­» 0; 

oil1 Ai! 

Применим к задаче (32)­ (36) косинус ­ преобразование Фурье 

по X, положив 

09 
10 1Т~ . 1 

A\ (\,Z) *\ f­ J Ak(X,Z) СОЗШХ, (fc=0,I) (37) 

Тогда получим задачу 

С?А 
ic 

dz 
- ч ° ­ о. (38) 

1c 

i ­ (X2 ­ ft2)*^ = 

о, zt(-9-r,-a) 

J T T f l 

1 1С Эх Ар. Z 6 ( ­ S ­ / ^ ­ 5 ) 

с граничными условиями 

ю 1 

2 = 0 . / с _ yjic я о ŗ 

(39) 

(34) 

(35) 

(36) 



z ­ » : 4g C4); z—и: 4ļ c -0 

Z = -a:A]°\ = A 1 C 

'z=-s-o 1 |Z=-3+0 

1 1o . 

<M, CM, 

dz z=-3-o dz Z - - 3+0 

12——3 

z = -3-r : A\a\ = A 1 0 

'Z--3-r-0 1 z=-s-r+o 

10 1С 

cM, cLJ, 
dz z=-3-r+o d2 z=-s-r+o 

о ' 

Решая задачу (36) - U'5) p. применяя 

конус-преобразоеание Фурье, получим 



Л е т WO = -Z— I {Uq-qmt Д ) е ^ ( в + Г ) 

о 

qe ( з +гД )ф^ ,л ) ] } е ~ ч ( в + г ) -[[q-q)B[t,\)e 

- —— / (a,tWt,\)]} e " q s W , (47) 

1ц. п.У~2 соакр e~ttl 

B{t,X) = — ^ г - s - slnpticoatx - cost;,), 
uVTč tz-\z t\L^q 0 1 

/ ( 3 , t ) = — — ; — Icoatx - coatx.l, 

\5(nA,pcos!p - tcosApstntp. 
фЦД) = 2 з 5 > 

г - г 

ČJ = J t2-ft? , q --- J^-fc 2 

Б нечетном случае нуию решить задачу (32) - (35) , 

заменив в правой части уравнения (33) А° но А° Hfc4> 

а условие (36) заменить условием 

.T=G : A*=Q, Л S ū . 

где 



Решение для нечетного случая, полученное путем применения 

синус- преобразования Фурье по переменной X, имеет вид : 

г д е 

^ н е ч ( 1 ' 2 ) " \ Г ! *_тч№~
Х

*81тАяй. (48) 

А ычМ= - 4 — Л19- <?)В ( * Л ) е _ ч ; в + г ) -
н е ч X \i*q о 

^=f ls+r,t)$(t,Jl)]} е " < " 8 + г ) - [ ( ^ ) 0 ( t . . \ ) e - 4 e 

- —— ī ( p . t ) ( p ( t e " q e ) d t , (49) 
У 21С J 

l u И У~2 a inXp е t f l 

B(t,X.) = =—= - — - cospt(3lntx - aintx,), 
i c / ī t 2 - \ 2 r^+q P 0 1 

Гц jL qe 8 4 ~ i r i
 f 

/(e,t) = — 2 - ! x— atnti: - s l f l t x j , 

tslnXpcospt - kcoaXpainpt 

E результате из (7) (при 6=0) получим выражение для AQ(ī,h) 

в виде (чертой сверху обозначим те размерные величины, 



которые после перехода к безразмерным величинам обозначаются 

той же буквой С з черты): 

+ е 1 и о н е ч ^ о - ? 1 ) + л о ч е т ^ о ' ? 1 ) ] ' • ( 5 0 ) 

Где d= X-XQ, £ ,= rŗ- - 1, 

* , - т (C03txn-co3tī. ) e " t h
 r (č}-q)stnpt cosXp 

_ e ' q +4 - 8 ! • + 

č}(XsirAp costp-гсозХр sintp) -, 
+ х — \ I dt, (51) 

! 2 ­ л J 

о « M 1 J 

r (q-q)coEpt siiAp gUsinXo cospr -ХсозХр ainptU 
x p—2 . : 5 — 2 d t -

ь r 2 ­ x 2 t 2 ­ x 2 J 
(52) 

Перейдем к безразмерным величинам, положив 



ft2 0 *6 ,11 , ļ ^ ļ j ŗ . 

Тогда формулы (50)- (52) приводятся к виду: 

" о у т 4 у Ч ; 

где 

4э ч е т ( 1 о ' " I ' " J ~ — " ~ ~ Ч/ J r - ^ — V 

. л л 

х - j — ^ 2 ( c o a p X g i - co3pYx0+JJx)x 

X J(x - у) сюзрру atnflpx + j (уз(п|Эу созррх -

- х соэрру 8(пррт1с!х, 



*o н е ч ( 1 о ' 1 > ~ -jT~ J ­ * °У J — 
f о М * У о 

P(a+r)(y+x) - У**?* 

(y ­ j ) ain$y cospQx f x [xslnpfiy coapQx-

- ycoap$y 3fnpfc) jdx. 

На ЭВМ вычисляется величина 

которая может быть определена экспериментально. Результаты 

вычисления приведены на рис.1. Как видно из рисунка, 

наблюдается связь между максимумом величины |zfa|{который тем 

резче, чем меньше безразмерная величина зазора а ) и 

полушириной зазора р. Кроме того, наолодается резкое 

уменьшение \zb\ с ростом относительной магнитной 

проницаемости 11,. Одинаковые величины максимумов на кривых 

I I л I I I связаны с тем, что увеличение в 5 раз величины 

зазора на. кривой I I I (0=0,5) компенсируется уменьшением 

вдвое величины по сравнению с кривой I I . 
Отметим, что векторный потенциал двух уединеякис про­

водов получается, если в (21) положить — X 3 равен пер­

вому слагаемому в ( 21 ) , взятому со знаком мшгус. С ростом 
fa , как видно ::г ( 2 1 ) , вклад однородного проводадсго 
полуяростг&кстэа в т:е:­:торми потенциал дгух уед::::енних .т о­

водоч .зозрастаст " cor.nn.~ac? с яям пул —*­оо . 0д:1=м:о, 

x = J ^ + J , у = \yz+J , 

http://cor.nn.~ac


О,Л* 0,4 0,1, Qf if.О 4,1 

Рис.1. Зависимость модуля jļ£j от У0 

при различных значениях параметров 
( <­ ­ 0,55, Ъ щ 0.05) : 

I o t * 0 . I ; & " I ; 0 ­ 1 ; /Г •> 20 
I I с* = 0 .1 : /3 ­ I : /э . I ; д ^ 10 
Ш < 4 « 0.5: ^ ­ I ; /> ­ I ; Д у ­ 5 
1Уос - О I : / 3 - 1 ; / 5 - 2 ; /?) ­ 5 
V с ( * 0 .1 : jS « I ; /> « I 5; д , = 5 
VI с < ­ 0 .1 . / 3 ­ 5 : /3 = I ; Д . о 

как видно из (22 ) , векторный потенциал самого проводящего 
полупространства, расположенного в областиj?<С, стремится 
к нулп при JStg £>© , так как величина JCļ^ в формуле (22) 
входит в , г . е . з показатель степени экспоненты, причем 
реальна? часть показателя степени - отрицательна. Именно по 
этой причине, как видно из (29) , \ Z^/ —v 0 при J 4 T " ~ * ' C < > • 
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ОБ ЭвФЗКТИВЮМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ОБРАТНОГО ДЖЕКЮГО 
ДТ{«ЕЖ­Щ1ШГЬ1Ю1'0 01IEPATOFA КС/ЛШСЖЛ.! ИНТЕГРАЛОМ 

Л ЕГО IH^'iOEKMX 

I . Представление обратного линейного оператора 
комплексным ^нтегра­юм 

Рассмотрим ко&евуь задачу: 

r ^e Р С Х , ^ ­ непрерывная фучкцкд х> облает? <3£ X ^ о , 
(2 < у ­с с( • L х • Ay > Линейные д^грфергиииалътгке 
операторы ?­­го порлдча соответствию лэ nepuv.e.rnr.i /• и 

U , причем оператор ( ^x^^jj- а'ипг.тичеср.!'.'!, Д / . Рме­

сто операторов 2­го [.орядча ..югут быть задагн эмфатичес­

кие операторы любого четного порядка с соотвегстЕуищш 
числом гра.ч;гчнхс: условие (например, для оператора 4­го 
порядка надо задать по два нулевях гра;гачч±ос условии не 
каадой из сторон прямоугольника, и т. д . ) . Репокие ходячи 
( I . I ) , (1.2) обычно EEQTI в виде ряда по собственным фик­

ция?.! одного из операторов Lx v~m ^.Ч > одьг.ко такие ряды 
м?ло пригоднч для изучения «симптотического попечения ре­

шения вря наличии малого параметра при старших иросзвод­

них. 

Поглжем. что решение эада>0' ( I . Ī ) . (1 .2 ) ис.чио лолу­

ч:п'ь Е Е!'де интеграла по кг.ргаетру в ко.лшексаои плоокосте, 
белее кркглднэго для аэуче шя юга.й'.тот^ческого поведения 
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решения. Для этого рассмотрим краевую задачу: 

( V £ УМ ) - ),<*< * < *, (1-3) 

где У - действительный параметр, ģ - комплексный пара­

метр. Считаем, что оператор L,^ имеет дискретный спектр 
собственных значений \ ^ ( i= JLfl,ļ. . ) . Тогда при 
б =4 ^ о о п е ^ т о р ^ ^ ­ ^ ) обратим и решение задачи ( 1 . 3 ) , 

(1 .4 ) имеет вид: 

Ли , b , ^ ) - - ( L r ^ )Jf~(*>»Х ( I - 5 ) 

Функция J7fo)= чЯ(хД )̂имеет особые точки вида 67^= • 
Найдем вычет J/C.X, 4,š) при б 1 = . Для этого разложим 
Jf(Xj^e) и Г(Х,у)ъ ряд по собственным функциям ( х ) 

оператора , т . е. по решениям задачи: 

U Ш) - к Ш1 Sc l^fiCiho. (i.6) 

Получим 

j7(x, у , ё) ( ^ ) £ ( х ) , а . ? ) 

о о 

Г В Д « g M j ) i i ( x ) , «•«> 
где ­ неизвестные функции, a K ^ ' ļ ) - заданные 
функции (здесь исиол^зозапа полнота системы функцил'^(Х) , 
/ I / ) . Подставлял ( 1 . 7 ) , (1 .8 ) в ( 1 . 3 ) , найдем коэффициенты 

C^ĻCm КС) И ' 1 П Л Г ^ М решегие задачи ( 1 . 3 ) , (1 .4 ) в виде: 



ореме о вычетах справедливо представление: 
оо 

причем сходимость интеграла ( I . I I ) следует из сходимости 
ряда ( 1 . 8 ) . Датее рассмотрим задачу: 

(L:j

,č)KU,4,6) = Jf(x>'j,e:),cšļ)šcit « . к ) 

K Ļ c = Щ ' М -° •
 ( 1 Л З > 

Если - собственные значения оператора Су , то при 
б ^ уЧ̂  оператор^+б ' ) - обратим, и из ( I . I 2 ) следует: 

fc(K*č)=(L:iH)~iJI{\yj6). ( i . i 4 ) 

Предположим, что собственные значения Л £ и /Vf ­ различ­

ны ( т . е. оператор ( А х т / ­ > и ) ­ обратим) и предположим, что 
указанный выше контур можно выбрать так, чтобы он содержал 
внутри себя особые точки €>- X i , но не содержал особые 
точки £ = ­ | Ч ^ . Покажем, что тогда решение задачи ( I . I ) , 
(1.2) имеет вид: 

U ( x , s ) * - ^ K £ x ; j * , £ ) c f o , ( L i s ) 

Из (1 .9 ) следует, что — ­ простые полюсы функции 
J-JCk^/A), так что сумма всех вычетов функции „ff(x,<f,«0 

в точках 6 J = при использования (1 .8 ) равна: 
ею Оо 

Ž ЛЫ
 K l t y £ СХ) т Щ, ^(1.10) 

Если теперь £ ­ контур в комплексной плоскости ё в 
виде петли, содержащей внутри себя особые точки £ » д с » 
и обе ветви этой петли уходят на бесконечность, то по те ­



причем интеграл ( I . I 5 ) сходится по тем же причинам, что и 
интеграл ( I . I I ) . Действительно, граничные условия (1 .2) уже 
выполнены, так как они выполнены для Kta,^! ,^» ) , а подста­

новка ( I . Ī 5 ) в (1,1) и использование принципа суперпозиции, 
/ I / , коммутирования операторов /_,х и L,^ и соотношений 
(1.3) и ( I . I I ) дает: 

С 

с * 

ш 

i i ](L М (Ь'*)Мч№<Ш -
с 

с 
Последний справа интеграл в ( I . I 6 ) равен нулю, так как кон­

тур С не содержит внутри себя точек i6t»*'Afj и , следова­

тельно, подынтегральная функция не имеет особых точек внут­

ри с . . 
Формально полученный вывод можно записать так: 

с 



.20) 

( I . 2 I ) 

Итак, алгоритм получешь решения ( I . I 7 ) следующий: 
1. Решается краевая задача для обыкновенного дифференциаль­

ного уравнения 2­го порядка ( ļj - действителы А пара­

метр, g ­ комплексный): 

Пусть КУ - 0"CX/J,6ļ)- ее решение. 
2. Решается краевая задача для обыкновенного дифференциаль­

ного уравнения { X , €> ­ параметры): 

u > I = u > / i - О 

Пусть u9 = СХУ ее решение. 
Тогда решение задачи (о..1), (1 .2 ) шеет вид: 

u ( х ­ у Ь -щ c f c , £ 2 2 ) 
с 

где контур С ­ петля, обе ветви которой уходят на беско­

нечность и внутри которой' содержатся либо только особые 
точки функции I K K ^ G ) , либо только особые точки функции 
и М Х Д б ) (без особых точек функции 0-(X,ļj,e) ). 

Отметим, что из (1.22) сразу получается известное ре­

шение задачи ( Ī . I ) , (1 .2 ) в виде ряда по собственным функ­

циям оператора Lх или оператора L, у , в зависимости от 
того, содержит ли контур С внутри себя только особые точ­

ки £ = Xi. • л и б ° только особые точки e-'t^S • Однако эти 
ряда менее пригодны для изучения асимптотического поведения 
решения, чем интеграл ( 1 .22 ) . 



2. Приложение метода к решению задачи ой ЧГД­течении 
Б прямоугольно;.! канале в неоднородном магнитном 
поле при больших числах Гартмана 

Рассматривается полностью развитое г. направлении оси 
"? течение вязкой провогяшей несжимае,.;сй жидкости в пря­

моугольном канале в об. сти ­ €fš XšČt, £2 , 
­ о о <£<°о в неоднородном внешнем [магнитном поле вида 

Ье = Ь 0 £ - 60 ~е2 е % • » . « 

—h —f 
где » ^ ~ единичные векторы oct.'i X и ^ . Стен­

ки канала ­ непроводящие. В безразмерных величинах (харак­

терны): размер длины ­ ) система уравнений для поля 
скоростей ( Х Х , : } )6 г и индуцирование­о магнитного поля 

ёСх,^^Са- M , E E T ЬВД ( С М « / 2 / ) : 

где \u*<h% , u>*&4 . e= H 
число Гартг'ша, Q - проводимость, S* ­ плотность, У ­

кинематическая вязкость жидкости. Достаточно решить задачу 
для функции ^ | ( Х , ^ ) , так как функция U^fx, ^получается 
из и>,(Х,у) заменой И на ­ Ц . В работе /2/ получено 
точное решение данной задачи в виде ряда по функциям Кум­

мера, /3/, оценить который в центре канала при (•/ -* *о 
не удалось. 

Получим решение задачи ( 2 . 2 ) , (2 .3 ) описанным выше ме­
тодом в виде комплексного интеграла и оцешел его в центре 
канала при Н

­

* ^ • Задача ( 2 . 2 ) , (2 .0 ) для ^ (Х . , ­ } 1 * ­

это эадача вида ( I . I ) , ( 1 . 2 ) , где 



Задача ( I . 1 8 ) , ( I . 1 9 ) при условиях (2 .4 ) принимает зад: 

Решение задачи ( 2 . 5 ) , (2 .6 ) выражается через функции Кум­

мера (вырожденные гипергеометрические функции) Р1(ь,&,Х), 
/3/: 

Аналогично, задача ( 1 .20 ) . ( I . 2 Ī ) при условиях (2 .4 ) имеет 
решение: 

где 1 ^ ( Х , б ) определяется аз ( 2 . 7 ) . Стандартными метода­

ми можно доказать, что функции 

ч«)> Щ0Х 5и«Щ 44) • «•*> 
как функции переменного о имеют только действительные и 
простые нули, положительные для первой функшш ?. отрица­

тельные ­ для второй. Точка б' = О есть устранимая особая 
точка функции U7 . Поэтому контур С Е (1.22) можно 
ззять, например, в РИДО чазреза по отрицательной де&стви­



тельной полуоси в комплексной плоскости б ' з обходом по 
полуокружностям нуле^ функции ^Сё) . Тогда подстановка 
(2.7) и (2 .8 ) в (1.22) дает решение задачи ( 2 . 2 ) , (2 .3 ) 
для функции ( Л ' Д Х , у ) в виде: 

Из (2.10) после замены 6?-2.Ц2 следует.: 

где о ­ t Используем асимптотическое пред­

ставление функции ftļjā.jl'i f/J при fļ*bo (см. /3/, фор­

мула 13,1 .4 ) : 

где • ( 2 ) _ гамла­функция. Слагаемое сохранено в ( 2 .12 ) , 
так как контур С есть разрез, по отрицательной действит­

тельной пдуоси, охватывающий точку 2= О , а в окрестно­

сти точки 2--О второе слагаемое справа в (2.12) становит­

ся близким к нулю. Тогда ( 2 . I I ) примет вид: 

Таким образом, интеграл (2.13) ровен сумме вычетов по дей­

ствительным отрицательным нулям уравнения 



Используя соотношение 

Г(г)Г0-г)= Т/Ялта, 

приведем уравнение (2.14) к виду: 

При °° уравнение (2.16) имеет корни вида: 

Покажем, что при И - * " 0 0 основной вклад в интеграл (2.13) 
дает вычет в точке 2*20 , а сумма вычетов в остальных 
точках 2\ пренебрежимо мала по сравнению о вычетом в то ­

чке 2- ёа • ПОЛОЖИМ . / 

' ч ( г ) = 2 * 1 р П в н ) Н е
н

. (2.18) 

Из (2.18) следует л л л ? ^ 

Используя ( 2 .14 ) , преобразуем (2.19) к виду: 

Тогда вычет в т о ч к е ? * 2 0 подынтегральной функции в (2.13) 
(обозначим ее через §(2) ) равен: 



где логарифмическая производная гамма­

функции. Так акЗле^У^при к­* 0 0 и ti(o, &,Х)~1 , то 
из (2.21) следует: 

К** 1(?у,- Шг^у-Ш . Н»1 (2.22) 
г*г0

 J di [г^г.« А г 

Воспс ьзуемся асимптотическим разложением при f­J С ***©в 
(см. /3/, формула 13.1 .5 ) : 

Тогда из (2.22) получил 

/?е> rj*j|ļr* УГ^Л (2­24) 

Аналогичные рассуздения для особых точек 2 = 2п( 11 = 4,2,...) 
TTPBYP дают 

Подставим (2.23) в (2.25) (учитывая, что £.^*-Х) при 
Н ^ ° ° ) : 

Так как ^ ( ž ^ + i ) ­ * 0 0 при 2 „ ­ * ­ П . т о 

Покажем, кроме того, что ряд 
—' 

2. Ш) (2.28) 

сходится при каждом фиксированном г| » J L . Для этого ис­

пользуем соотношение (см. /3/ ) : 



= У Г ­ 2 ) ­ Т с / 9 Т 2 (2 .29) 

Из (2.29) и (2.17) следует: 

щ 

Из (2.26) и (2.30) слагует. что ряд (2.28) сходится и, сле­

довательно, ОСНОВНОЕ вклад в интеграл (2.13) при Н "*~ ° ° 
дает формула ( 2 . 24 ) . Таким образом, при Ц 0 0 и з (2.13) 
и (2.24) получим: 

U > , ( 0 , 0 ) ^ £ Н ~ (2.31) 
л 

Так как ( о , О ) пол; юется из uJ}(CJ О) заменой И на 
­ Н , то при ­ * о о л 

Ц > 2 ( ° , ° ) ~ ­ | ^ L (2 .32) 

и, следовательно, при H~*°°f( C-Lo*\-xt) I 

а( О, О ) ­ ^ц'^' ^33.) 

Таким образом, при Н~* 0 0 скорость в центре канала стре­

мится к нулю, что соответствует физическим соображениям. 
Отметим, что в одномерной задаче (когда ) получает­

ся простое решение (см. /2/ ) , из которого следует, что ско­

рость экспоненциально возрастает с ростом hi , что не со ­

ответствует физическим соображениям. Как отмечено в /2/ , 
происходит это потому, что с ростом Н уменьшается размер 
области, в которой задачу можно считать одномерной. Как 
видно из (2 .33 ) , наличие боковых стенок канала при как уго ­

дно больших, но фиксированных значениях С сникает это про­

тиворечие . 



Найдем асимптотику расхода GL при Н » 1 . Имеем 

Q = |с|х \ Ц(К,%) (2.34) 

Таким образом, (си. (2 .7 ) и ( 2 . 1 0 ) ) , требуется вычислить 
интеграл от функции no X в пределах от:-В до 

£ я интеграл по ļļ от функции 6")(где 4~(Г5<
6

') ~ 
коэффициент .при L X X , € > ) B ( 2 . 8 ) ) в пределах от ­ I до I . 
Интеграл от ( Х х , б ) вычисляется путем непосредственного 
интегрирования уравнения (2 .5 ) по Л с интегрированием 
по частям члена Ц-Х-е(М«. Аналогично вычисляется кнтег­

рал от ^(.[1,6) • В результате (2.34) принимает вид: 

­ ­ i ­ Ļ 

с 

1-

При \\»L из (2.35) следует 

г . ( 2 . 3 о ) 

(2.36) 
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ПРОШЕНИЕ МЕТОДА МАлЛОРМАКА ПРИ } . 
РАСЧЕТЕ ФИЛЬТРАЦИИ ЖИДКИХ РАСТВОРОВ В ПОЧВЕ 

В работе / I / была рассмотрена математическая модель дви­

жения загрязнявших веществ в почве для случая промышленных 
выбросов загрязнителя.возникающих в аварийных ситуациях. 
Был разработан алгоритм численного решения задачи на базе 
метода конечных разностей с аппроксимацией конвективного 
слагаемого "против потока" и проведен расчет модельного при­

мера с использованием изотермы Ленгмвра.Общеизвестно,однако, 
что односторонняя аппроксимация конвективных слагаемых 
хороша лишь в том случае.если расчет ведется на "пределе 
устойчивости",т.е. при критерии Куранта практически совпа­

дающем с единицей.Иначе в численном решении присутствует 
достаточно большая численная диффузия и дисперсия.С другой 
стороны.для алгоритма из /I/ существенно было то,что он 
реализовался прогонками в направлении диффузии.т.е. схемой 
типа "бегущего счета" в направлении конвекции. 

Для локальных аварийных выбросов существенным может 
оказаться учет продольной диффузии (дисперсии).особенно, 
если будет учитываться многослойное строение пласта со слабо 
проницаемыми перемычками,через которые все­таки постепенно 
происходи',­ диффузионное загрязнение нижележащих слоев.Далее, 
в таких случаях (сильного загрязнения) существенную роль на 
протекание процесса может оказать нелинейность процесса 
сорбции,т.е. переход с­ изотермы Генри к изотерме Ленгмюра. 
Наконец,для экономичности алгоритма численной реализации 
разностной схега было бы хорошо иметь алгоритм типа "бегу­



ыего счета" в направлении конвекции.Исходя из таких сообра­

жений в этой статье используется адаптация явного варианта 
схем_ Иаккормака,которая в /3/ предложена для одномерного 
уравнения конвективно., диффузии. 

Описание модели.При моделировании воздействий промышлен­

ных асзрий ка распространение загрязнителя в подземных водах 
и почве рассматривается двумерная прямоугольная область IL . 
Жидкость втекает и вытекает из области через ее границы со 
скоростью V .В некоторый момент времени на одной из границ 
области происходит выброс загрязнявших веществ.Используются 
следующие уравнения:уравнение (I),описывающее конвективный и 
диффузионный перенос загрязняющего вещества водой,а также 
сорбирование загрязнитель почвой;уравнение (2),отражающее 
кинетику сорбции уравнение ( 3 ) , характеризующее изотерму 
сорбции Ленгмюра /2/. 

*-.» ĪĪ я ' v Dj- ^ z * D r IP C1> 

5 ^ - p ( u - ū ) (2) 

C/oU 
* - ŗ(«0+pZ) ' m 

где tf(x,y,-6) ­концентрация загрязняющего вещества,находя­

щегося в поровом пространстве в свободном состоянии\#(z,tf,4) -

концентрация датированного загрязняющего вещества; u(z,y,-t) -

равновесная концентрация.характеризующая подвижное динами­

ческое равновесие процессов сорбции и десорбции; •£. ­время; 
р ­кинетический коэффициент,зависящий от свойств пород^ и 

загрязняющего вещества;/» ­пористость .ючвы; ­коэффициент 
Генри; DT и Dj, ­коэффициенты поперечной и продольной диффузии 
загрязняющего вещества соответственно; и0 ,р - co/tft. 

Полагается.что в начальный момент времени загрязнитель в 
области SL отсутствует: 



Б общем случае на границах =0,и =У может быть задана 
величина потока вещества,вызванная его диффузией: 

где /̂у • ­заданные функции х ъ-Ь .Если ширина области 
достаточно велика.можно считать.что через границы потоки 
отсутствует.т.е. что 

На границе X = X ставится следующее условие 

На левой границе области X =0 задается концентрация 
свободного загрязнителя как функция времени 

Описание численного алгоритма.Численное решение задачи 

( 1 ) ­ ( 7 ) проводилось методом Маккормака на равномерной сетке 

с шагом Л ж ­ п о оси X . h.^ ­по оси , Т ­по времени: 

iXi-Akjt, I. » / к t /­ Щ\% = ML,'**Г<}. 
При использовании метода Маккормака /3/ для аппроксима­

ции выражений ( 1 ) ­ ( 3 ) итерации осуществляются в два этапа: 
первый этап­предиктор,второй­корректор. На первом этапе 
производится приближенное получение результатов,второй этап 
необходим для их уточнения. 

На первом этапе (предиктор) уравнения ( 1 ) ­ ( 3 ) нами 
аппроксимируются выражениями вида: 



, /г*} as* « - л п. 

1 VoU;* 
4: 

(Щ 

Алгоритмическая реализация уравнений (8 ) ­ (10 ) затрудни­

тельна для непоср дственного применения метода прогонки.Для 
преодоления этого затруднения используется прием,аналогич­

ный описанному в /I/.Уравнения (10) сначала подставляется в 
уравнение (9) ,а полученное выражение подставляется в (8).В 
итоге,система ( 8 ) ­ (Ю) преобразовывается к прогоночному 
зилу: _ ­



На втором этапе (корректор) выражения ( I ) ­ ( 3 ) -..ч аппрок­

симируем следующим образом: 

- S г Ц* 

tie  r *p К 

/2, 

Далее уравнения (13) подставляются в (12),а полученные из 
(12) выражения подставляются в ( I I ) .И система уравнений 
CII >— С13> приводится к прогоночному виду: 



Здесь С , 6Г , fz ­коэффициенты,введенные для обеспечения 
устойчивости разностной схемы.СИМЕОЛ ЯН на этапе предиктор 
обозначает номер временного слоя, на котором производится 
прогонка,знак п. ­номер прелчлушего временного слоя.Нэ этапе 
корректор верхний временной слой обозначается знаком n-tf 
нижние­ л¥* и * .!1кж.лй индекс jf Б формулах (10) . (13) 
обозначает номер предыдущей итерации. 

Выражения (8 ) ­ (Ю) и ( П ) ­ ( 1 3 ) отличаются аппроксимацией 
членоЕ *0 , ̂  и уравнения (П.Эт. вызывает необходимость 
изменить уравнения (9) и (10) .представив их в виде (12) и 
(13).При аппроксимации временных производных и и на этапе 
предиктор используются два временных слоя,на этапе корректор 
аппроксимация производится с помощью трех временных слоев: 
верхнего временного слоя,обозначенного символом • « " ' и двух 
шотлх,обозначенных символами и л. .в формуле (8) член 

представляется правой разностной TipoiisBOflHoK, в формуле 
(П)­левой. 

Входные папэмзтеи.Решение задачи проводилось при посто­

янны/, и переменных граничных условиях в зоне выброса загряз­

ни геля.Коэффициенты имели следующие значения: • 

Я м е 4 Я*^ в %, /. ūr * W*M*a*-) Ф 

« 6 * ЩМ; О, Cft С, fj 4i-, /; f; j Y-. 1 Af y У - 2, f At. 

Отношение длины зоны выброса к ширине области загрязне­

ния составляло 3/5.Функция >fty,č)при постоянных граничньх 
условиях в зоне выброса загрязнителя принималась равной I . 
np;i переменных гюаничных условиях в начале процесса •f/tf-fj 
принималась равной i .а затем­0 (так называемой концентра­

ционный вал). 



Анялиз пяяуиьтятов. Лдя постановка без учета поодольной 
диффузии на основании сравьения максимально допустимых 
временных шггов и балансовых отношений для методов Маккор­

мака и односторонних разностей можно сделать зызсд.что 
i тод Маккормака является более эффективным,чем метод одно­

сторонних разностей.Так,при J> -2, Т" =1.5 максимально 
допустимый временной шаг для метода Маккормака равен 0.28,а 
для метода односторонних разностеи­0.2.ПрI ъ = 3 , f =1­0.3 и 
г .18 соответственно.при р =3, f =2 ­ Q.36 и 0.23 соот­

ветственно, т .е . максимально допустимый шаг для метода 
Маккормака примерно в 1.5 раза больше,чем для метода 
односторонних разностей,что позволяет сушестьечно увеличить 
скорость численных расчетов. 

Для проверки качества разностного ал1\>ритм& были прове­

дены расчеты балансоз масс для методов Маккормака и односто­

ронлих разностей как в /I/ и /4/.Под балансом масс » ( * ) пони­

мается отношение количества загрязнителя , распределенного в 
исследуемой области в нексторый момент времени /С*/ (+1) .полу­

ченного из модели ( 1 ) ­ (7 ) ,к количеству вещества,поступившему 
в ооласть за это же время вместе с потоком воды через зону 
выброса fj/t (i)) : 

Исс. .здование балансов масс для методов Маккормака и одно­

сторонних разностей показало , что с уменьшением t& в 
уравнении (0 ) сходимость балансовых отношений к I уско­

ряется. Сравнение балансов мпсс показывает,что погрешность, 
результатов.вычисленная при вариации fi , f и и* для метода 
Мьккормака практически всегда г 1.5­2 раза ниже, чем для 
метода односторонних разностей. 

Метод Маккормака позволяет использовать тот же алгоритм 
прогонки в поперечном направлении и в случае продольной 
..лффузии.Максимально допустим*.»!; временной ше для рьлиирен­

ной модели равс: 0.28 при/3 =2./"=1.5 и 0.32 пул/й =3,JT=I­

Дисбаланс массы,по. ученный на основании вычисления (141 соп­

(iv) 
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таьляет менее IX .Этс позволяет сделать вывод о достаточно 
эффективной работе метода. 

Рассмотрим влияние ве.шчины t/e на количество вещества, 
находящегося в лорорэм пространстве (рис.1) и количестве 

1.20 ­

Рис.1.Зависимость концентрации свободного загрязнителя 
от величины i/0 ( i =8сут;у -Ъ.Чм'.р =1). 

сорбировэьного почвой вешества (рис.2).Анализ результатов 
показывает, что увеличение значения i/o ведет к уменьшении 
концентрации вещества в свободной фазе и значительному 
увеличению концентрации сорбированного вещества.Изменение 

Uo оказывает влияние и на движение фронта загрязняющих 
вэшесв в почве.При уменьшении 1/е т̂ 10 до I скорость лви­

жения фронта загрязняющего вешества увеличивается в 1.7 
раза.Конфигурация фронта так же зависит от i/o Лак,если 
значение i/» бл»:зко к 0 наблюдается резкое паление 
концентрации загрязняющих веществ,находящихся в СЕОООДН>М 



a , кг/м 4 

о.во 

0.00 0.20 0.40 0 60 0.80 1.00 1.20 1.40 1.60 1.80 2.00 2.20 

Рис.2.Зависимость концентрации сорбированного загрязни­

теля от величины tfo ( i =8сут;у =0.5м;/О =1) . 

1 1 , » , кг/м* 
1.20 • 

i 

0.80 • 

U40 

0.00 4 I ' 1 i i i » i ' t i i ļ i i » ' J i i i ' ļ i • ' M i * i i ļ i i n ļ * i ' i t i X -
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2 25 2.50 ' 

Нис.3.Зависимость U (кривая I ) и Л (кривая 2) от X. при 
переменной интенсивности источника заг язнения 
( t ­15 с у т ; у 0.5и;£Ь « I ) . 



состоянии,тогда как ПРИ значении равном 10 фронт 
принимает более пологий вид. 

На рис.З представлена зависимость свобод.­.ого и сорбиро­

ванного загрязнителя от X при изменении граничных условий. 
Исследование показывает.ч'и при резком уменьшении концентра­

ции загрязнявшего вещества в зоне выброса от I до 0 в иссле­

дуемой области возникает концентрационная волна.Она с тече­

нием времени удаляется от зоны выброса,двигаясь с потоком 
грунтовых вод.Уменьшение концентрации в зоне выбооса соот­

ве­',твует деятельности по устранению причины загрязнения. 
При повторном выбросе загрязнителя может ­бразоьаться вторая 
концентрационная волна и так далее. 

Анализ результатов,таким образом.свидетельствует о том, 
что метод Иаккормака позволяет достаточно увер.нно проводить 
расчеты пргчессов конвективной диффузии с нелинейной 
сорбцией при достаточно широком изменении отдельных 
параметров процесса (например t/o меняется в I 0 3 раз).Исходя 
из полученного опыта, авторы надеются использовать представ­

ленной метод моделирования при рэзра( ;тке более сложных 
математических моделей,например.для случая многослойных 
пластов. 
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УДК 519.6:539 С.С.ВАХРАМЕЕВ, F.А.ЯКУШаНОК 
ИМИ ЛУ, . . Рига 

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕРМОНАПРЯКЕНИЙ И ПЛОТНС ,ГИ 
даОЮКАЦИЯ В КРИСТАЛЛАХ КОНИЧЕСКОЙ ФОРМЫ, ВЫРАЩИВАЕШ 

ИЗ РАСПЛАВА 

1ри разработке технологических г оцесссв выращивания 
монокристаллоз совершенной структуры необходимым элементом 
является .­прогнозирование величины термических напряжений и 
плотности дислокаций. Отсода зозникает необходимость чис­

ленного моделирования упругопластическсй задачи и расчета 
плотности дислокаций в кристалле. Необходимо также числен­

ное решение задали теплооб/ена в процессе роста кристалла 
при заданных технологических режимах. 

3 работе приводится комплексная модель численного оп­

ределения температурного поля, напряжений плестических де ­

формаций и плс люсгл дислокаций для кристаллов конической 
геометрии. Коническая форма кристалла образуется в началь­

ный период разрацивания из растава, затем, по мере роста 
из расплава, кристалл приобретает цилиндрическую форму, 
см. рис. I . 

Приводятся результат расчетов и сравнительный ана­

лиз полей температ; ­р, напряжений и плотности дислокаций . 
в кристаллах цилиндрической и коническо формы. Показано, 
что величины напряжений и плотности дислокаций могут иметь 
значительные изменения при изменении геоиетрии кристалла. 

I . Рассмотрим постановку и разностный метод решения 
уппугопластической залечи для ь.онскрксталяов конической 
формы з осесиммс­ричиоС системе координат ) , см. 
рис. I . Для записи исходных уравнений введем следующие 
Еектсры­столбцы: нггг/якений $ \ $ \ 51 • 53, 5* ) , упруго­
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Рис. I . Схеме установки 
г ри выращивании кристалла 
из расплава. ­ крис­

талл, Qz~ ras .Jō j ­ флюс, 
­ расплав. Г, ­ верх 

ний экран, rz ~ бокорой 
нргреватель, Q ­ стенк* 
тигля, /| ­ высота жидкс, 
го столбика, высс 
та цилиндрической части 
кристалла, H z ~ h - высот' 
кристалла. 

ильстических деформаций (ļ • ( е ' , е г , в*,е*).и пластичес 
ких деформаций ер~ (eļ,, ,0* ) с соответствующими 
компонентами. 

&*&%4% s W * * 

e'~črr, е*= 6 r r - е л - £ " , 

• е 1 - е.гг £! „ — С. „ 

Кроме тсго, вводится вектор смещений и • ( Иг , и* ) 
с компонентами иг и U 1 , 

Система уравнек.­.й упругопластического дэформирсвания 
кристалла запишется в следующем виде: 

ураркемчя ргрновесия 

* * 4 

соотпиения Коши 

( I ) 

i2i 



уравнеиш состояния, / I / 

s щ н е - f i f - u Ķ p 

В уравнениях ( 1 ) ­ ( 3 ) матриц t­операторы имен вид 

э 
—- -=г-Г 9 п 2 \ 

0 дг г Э г 7 

1ъ л 
'гТг и 

0 
тэ~?г э 

©гГ 

к2 ЪЪ Z 

©гГ 

В работе /2/ показано, что оператор /? сопряжен v R . 
Это свойство операторов сохраняется в дальнейшем при пос­

троении разностной схемы. 

И = 

°\ -2/i О 

Л+2/< А Ь 

А к+2р О 

О 0 2/i J 

Ji • i ЗА + 2 ft ) d- , A , y*< ­ коэффициента Лямо, ­

коэффициент темт'эратурпго расширения, Т ­ температура. 
Кроме основных уравнений Ц ) ­ ( З ) выл лняптся уравнения 
совместности деформаций /3/, которые в принятых обозначе­

ниях имеет следующий вид: 

- г = О 
Эг Эг 



Граничные условия при свободной от внешних сил поверхности 
кристалла, включ 1Я его конусную часть запишутся следующим 
образом: 

Н г и Oļ - состарляющие вектора П внешней нормали 
к грши­шой поверхности. 

В несвязной постановке задачи ( 1 ) ­ ( 5 ) температурное 
поле Т кристалла определяется независимо численнчм ре­

шением задачи теплообмена. Эта задача рассматривается во 
второй част роботы. Для замыкания уравнений ( Т ) ­ (Б ) необ­

ходимо определение вектора пластических дефор» алий Bp . 
Дедим краткую сводку основных соотношений, более полное 
изложение этого вопроса имеется в работе / I / . Принимая во 
внимание, ч.'о монокристалл имеет ( п , т ) систем скольже­

ния, где п ­ номер плоскости скольжения ( м » 1,2 , . . . , ) , 
т- нтравление скольжения iff> •» 1 ,2 , . . . , ) определяются 
сдвиговые напряиения cV^m в системах скольжения (п ,т). 
Для этой иели исходный тензор <о к ( К , ^ » 1,2,3) в цилин­

дрической ci теие коорд чат (оси г , </> , ļ обозначим 
соответственно 1,2,3) преобразуется в тензор С^­ в де­

ка, гов )й системе коорди* эт известны образом г 

(Б) 

(6 ) 

где матрица переходных коэффициентов с б ц имеет вид: 

« 32 °^33 I \ 0 O i l 
Компоненты тензоре напряж­ л. й бкц в цилиндрической си­

стеме записываются следующим образом: 



О б„ 

dyy О 

Сдвиговые напряжения Т ^ , / п в системах скольжения {п,т ) 
определяются следующим образом: 

р л = cos(x'f , Xi) , p 3 i m cos(x'3 . X L ) 

X-L ­ исходная декартовая система координат; Xf , х ' 3 -

новая система координат, где ось Х3 направлена по нор­

мали к 1 ­ой плоскости, Xi - направление скольжения /77 
ь денной плоскости п , / I / . 

Пластическая деформация 1<­/>) в соответствующей 
системе скольжения (п ,т ) с учетом сдвиговых напряжений 
Т й ? определяется следующим образом: 

d i * Wo " * > V • ( £ f > h - o = 0 ( 8 > 

, п т 

В ­ величина вектора Бюргерса, N@ ­ плотность дис­

локаций, V' ­ скорость скольжения дислокаций, А -

параметр междислохациснного взаимодействия, U ­ энергия 
активации, W0 ­ скорость продвижения кристалла в процес­

се роста из расплава в кваэисташюнарной системз коорди­

нат ( f , г , t i, жестко связанной с неподвижным нагревате­

лем /4/. 
Ееличины Ve, , U , А Š"Xp ­ определяются экспери­

м.нтально. Плотность дислокаций в \П ,/?7)­сй сис.'еме оп­



ределкется следующим образом: 

Nnŗ=N0e,P^J%^ds) ( н ) 

Н0 - начальная плотность, J3 ­ коэффициент размножения 
дислокаций. т 

Теперь, по найденной пластической деформации (£/>) 
определяется весь тензор пластической деформации (£ p i J ) ^ 
по формулам обратноге преобразования: 

.п,т f , д , я / „ л , и , , / 1 n n i m л " \ 

&pij)d ,f J (£р) (J*/i J3* * A y > (12) 
Остается перейти из декартовой системы в исходную цилиндри­

ческую систему координат 

( t p K t ) " - m - <*• с, 4# ( £ p t j ) T • (13) 

Заметим, что компоненты тензора пластической деформации в 
цилиндрической системе координат зависят от координаты у . 
fy.r решения упругопластической задачи в осесимметричной 
постановке осредним тензор по ^ и вычислим тензор сум­

марной пластической, деформации по всем системам скольжения, 
что записывается следующим образом: 

nzi mīt и
д 

Компоненты тензора Ķaiļ 

£рм 0 / бргГ 0 8Ргг \ 

0 
ч. ­. 

V 
£рн 0 

W \ £р*г 0 б ^ м / 

являются составляющими вектора плг ­«ТИЧРСКИХ деформаций 



£p (ep ~£prr t £p =£-pyif+£prr f e~p = €.pn , &p- £• orz) 

см. уравнение ( 3 ) . 
Суммарная плотность дислокаций по всем системам скольжений 
определяется соотношением 

По т0 

$ъ = Z Л Ни) 

Сформулированная ь замкнутом виде нелинейная задача 
(I )—(15) решается методом последовательных упругих решений 
/5/. В этом случае исходная нелинейная эедача сводится х 
решению последовательности линейных зядач теории упругости. 
Последовательность задач теории упругости решается разност­

ным методом. 
Рассмотрим конечно­разностную аппроксимация упругогла­

стическсй задачи. В исходной области Qt , занятой кристал­

лом, вводится неравномерная разностная сетка с шага­

ми ķ{+i = f*i*4 - г*i и ш ijti - ij по осям 
координат / " и г . r0^rarM , 20iš-č^£M ;f~0=/J, 
z0 = h , гл4 R . *м^Н ; i » 0,i /V ; J ­ o.i,. . 
. . . Д/ . Разностная сетка рассматривается на множестве то­

чек в целых узлах [fļ t^/J и на множестве точек 

[г'к*-*^! £ j + *^ģ*"J в полуцелых уэльх сетки (см. рис. 
2 ) . Аппроксимацию исходных уравнений ( 1 ) - ( 3 ) в разностном 
виде запишем следующим образом: 

уравнения равноресия 
с ' ' с& 

П hi 1; 
(16) 

3 j if tļ 



-A* 

i : о 

<0 i*ļtO i*IO 
-čr- * 

Nt/2 

Рис. 2 . Разностная сетка для задачи тврмоупругости 
( о - точки определения , *;.</уг,/л, 
Кж 1.2.3; 



Г h^ + hi rŗ forts/ 
hi ~ J ' $J= J " 

физические уравнения состояния 

Рассмотрим аппроксимацию граничных условий (5 ) . 
На нижнем торце кристалла, при 2в = л 

уравнения Komi 

г г z а 

*t*4tj*thm 7 - ' ~SīITr 



На боковой поверхности цилиндрической части кристалла, при 
Г ­ R 

На боковой поверхности конусной части кристалла граничные 
условия имеют следующий вид, /6/: 

Л . « * it с­» h " < 

где ( 1 , 3 ) - координаты образующей конуса сеточной облас­

ти Разностные уравнения (21) аппроксимирует гранич­

ные условия (5) со вторым порядком точности при равномер­

ных шагах nļ и <Jj разностной сетки 0 f . 
Для решения разностной упругопластической задачи ис­

пользуется итерационная схема 

£т f Л -

' й ­ + H R h C h R h & к т О , ( о ? ) 

где ^т*-1 ­ итера1дионный параметр, т ­ номер итерации 
(«•>• 0 , 1 , . . . ) , К - номер последовательного приближения 
( к ­ 0 , 1 , . . . ) . Если К фиксировано, то итерационная 
схема (23) является схемой для решения разностной задачи 
упругости, та :ая задача рассматривалась ь работе /6/, гд" 
построен оператор Ch неявной итерационной схемы, ус ­

коряющий схог­'мо. ть. 



Допустим, что К = 0. В начальном приближении примем, 
что вектор пластической деформации ( 6- ) « О , Тогда по 
схеме (22) определяется вектор напряжений 5 0 . Далее рас­

сматривается вектор пластической деформации ~ер f в пер­

вом приближении (К ш I) следуя уравнениям ( 6 ) ­ ( 7 ) , что в 
краткой форме обозначим так 

• (И) 

Теперь, поскольку известно & р 1 для К • I по схеме (22) 
определяете; вектор 5/ • Проце а решения последовательных 
задач упругости продолжается до выполнения соотношения 

— /л -ŗ/i» 

$ к+1 ~ & К < е (24) 

где £ ­ заданное число. 
Процесс последовательных приближений быстро сходится 

лри малых >пругопластическ1с: деформированиях ( Ю ­ * ­ ДО~^), 
для сходимости обычно требуется 6­7 приближений, при этом 

Рассмотрим задачу теплопереноса. 

2 . Для определения температурного поля в кристалле 
рассматривается задача теплообмена в следующей постановке. 
В области конической формы, занятой кристаллом высотой 
H z - h и жидким столбикам h (см. рис. I ) записывается 
квазистационарное уравнение теплопроводности /4/ 

Т ^ Г Ъ ? ^ W ^ H l ) - C ^ - d l = ° (25) 

it" ,£) ­ неподвижная система цилиндрических координат 
( О * Г š R(2) , h^Z=£Hļ ) жестко связанная с • 
нагревателем, координата ļ направлена вдоль оса крис­

талла. Т - температура, С ­ удельная теплоемкость, ­

плотность, V/0 ­ скорость вытягивания кристалла из расп­

лава 



A = 
fas T<Tnjl 

Ae T>T„A (26) 

j \ s , Ae ­ коэффициенты теплопроводности кристалла и расп­

лава, Т п „ - температура плавления. 
На границе раздела , вух фаз Z температура равна 

Г = TriJI (27) 
Кроме того, записывает .я условие теплового баланса на гра­

нице раздела двух фаз: 

Л ^L-A — ­ ypW„ , (28) 

KJH W„ ­ Wc/cos (n,Z ); 
П - нормаль и Č)/dn - производная по нормали к поверх­

ности 2 * . Граничные условия записываются следующим об­

; азом. 
В подкристальной области на уровне зеркала расплава 

ž ­ 0 (см. рис. IJ задается температура перегрева расп­

лав* 

Т = Т 0 , Т 0 ~ т„„ + 8т, пл + о 1„ер (29) 

$Тпер ­ величина перегрева. 
На остальной части кристалла, включая его коническую 

часть, ьыполняет я граничное условие с учетом теплообмена 
излучением между поверхностью кристалла и внешними повер­

хностями, окружающими кристалл (внутренние повер­лости 
стенок камеры установки, системы экранов, тигля и повер­

хности расплава, см. рис. I ) . Все поверхности, включая 
поверхности кристалла и расплава считаются диффузно­серы­

ми /7/. Это приводит к следующему условию на поверхности 
кристалле: 



б* ­ постояь­.ая С'ефана­Больцмана, Т(4) ­ температура, 
£• (.4) - степень черноты поверхностей, 4- ­ текущая ко­

ордината поверхности кристалла и окружающих его поверхнос­

тей . Плотность потока эффективного излучения В '. 2 ) опре­

деляется интегральным уравнением 

В(4) = 6(ШТЪ)-(Г-(4))/в(4')Х(4,*')с1А (3D 
К ( t • , 4-' ) - ядро интегрально, о уравнения, которое в слу­

чае изотропного излучения и при отсутствии поглощения име­

ет вид: 

СОй(п,Т) COS(n'.4) 

к ( * - ' ) = — ш и <« 
Pit< - расстояние между течками ģ и на поверхнос­

ти, п и п ­ векторы нормалей к поверхности А в 
точках 4 и ; i - направляющий вектор прямой, сое­

диняющий точки 4 и з' • 
Кроме учета теплообмена излучением в форме (30), учи­

тывается поток конвективного теплообмена _ ­ристалла с флю­

сом и газе i 

fi (г) = Щ ( Т(г) - 9L (г)), i - i, 2 (33) 

oil - коэффициент конвективного теплообмена флюса (.1*1) 
.•ли газа ( ­ 2 ) ; 8Ļ (2 ) - температура флюса или газа. 

Учитывая уг овия (30) и (33), граничное условие на 
поверхности кристалла записывается следующим образом: 

д>/дп - пр. изводьая по нормали к поь~'рхности кристалла. 
Для численного решения нелинейной задачи теплопереьо­

сг. (25)­(34) использу тся конечно­разностный метод. В об­

ласти,занятой кристаллом и жидким столбиком h вводится 
разностная сетка, согласованная с разностной сеткой 



о 

для yrvr топластической задачи и записывается дискретный 
аналог задачи ( 25 ) - ( 34 ) . Для записи итерационной схемы 
вводится нестационарный член ЭТ/cļ а уравнении ( 25 ) , 
используется интегро­интерпсляционный метод Самарского и 
записывается неявная консервативная разностная схема. Для 
решенья разностной задачи испс.;ьэуется метод неполного 
разложения Холецкого о самосопряженными градиентами, име­

ющий высокую эффективность решения леточных задач. 

3. Рассмотрим результаты расчетов полей температур, 
напряжен tfl V. плотности дисл' наций по изложенной методике. 
Расчеты проводились для кристаллов арсенида галлия, выра­

щиваемых из расплава в кристаллографическом направлении 
методом Чохральского с жидкостюй герметизацией рас­

плава борным ангидридом (флгссм). Диаметр кристалла прини­

мался равным 8 см, диаметр тигля Ю см, высота кристалла 
И * H2~h (см. рис. I ) . Внешняя температура Q0 , на 
внутренних стенках " п л я и нагревателя, и температуре QL 

во флюсе ( i » i ) и в газ : ( i « 2 ) задавались в виде следу­

ющей линейной функции 

90(i)-9iW~ Tt-K2, Q<24 Н* (35) 

Tf - темпегатурл стенки тигля не уровне расплава, 
К ­ градиент, И*- высота камеры. 7j • 152б°К, 
К ­ 30 к/см, /V*» 12 см. Кроме того :о£ , ­ 2 .6 ­ I0 2 зт/см^к 

сС2 « 0 , 3 вт/см 2 при дав лею: а в газе 3 атм; r­tcca слоя 
флюса Н<р « Ю см, 8Т„ер = JO'­K, QT а 1323'К. Остальные 
величины физических констант принимались следующие: 

G ­ 3,4­Ю 1 0 П а , оС ш 0 , 6 4 ­ Ю ­ 5 1/'К , р ­ 1/3, 
Тп/1- 13П°К, У о ­ 0,03 см/мин, Л ­ 0,135 вт/см к, 
£ ­ 0,7 , С ­ 431 в: сек/ кг K , J 3 ­ 5 ,31­ I0 " s кг/см 3 , 
$ ­ 4 ­ Ю ' 8 см, Vo ­ Ю 4 см/сек, Т0= IQp Па, 

Критический уровень сдвиговых напряжение рессчит» •. ется по 
формуле: 

j (3.97Т„Л 
, Гхр = П-Ю ехр\—^~) (36) 



Д п иллюстрации и сравнения результатов приводятся 
два варианта расчетов. В первой случае рассматривается 
цилиндрический кристалл высотой 4 см и радиусом 4 см без 
конической части (сС» 0 ) . Для этого случая на рис. 3 при­

водятся изотермы в кристалле. Расчеты показывают, что ве­

Ж аша перепада температуры по длине кристалла составляет 
примерно Ц0°К, что сое авляет э среднем градиент 28 я/см. 
Локальные градиент в областч фронта кристаллизации нес­

колько »ыше (по длине 40 к/см, по радиусу 25 к/см). Рас­

четы напряжений и плотности дислокация дьли следующие ре­

зультаты. Сдвиговые напряжения гС"'т по системам скольже­

ниь в несколько раз превилают величину критических напря­

жений Ткр . Например, нвксикальке Т ' 1 ' » 3,8­10^/7(3, D 

то время как ТЖ/0 ­ 0,75'fCriШ . Результаты расчетов 
плотности ди'локаций Nq К ображеныке на рис. 4 пока­

зывают, что махеимальнря TV® равна 4.8­I0 4* см" 2 у по­

верхности кристалла (щ,и г • 3,2 см ) . В центрАПЬНОЙ ЧИС ­

ТИ кристалла несколько ке> ыве и равня i римерно 
Ю^ем ­ 2 . Рассмотрим второй пример расчета при одинако­

вых тепловых условиях выращивания. 3 этом случае кристалл 
имзет коническую часть с углом наклона образующей конусв 
70° , общая Высота кристалла ка* к прежде р вне 4 см. Ка 
рис. 5 показало распределение изотерм, перепад темпера­, 
т„ры по длине кристалла здесь также '^вен П0°К, гради­

енты в осгасти фронта кристаллизации несколько меньс? 
(30 к/см и 15 к/см), чем в nep­iM варианте. Сднако ха­

рактер ра проделения изотерм иь^Я, в этом случае изотермы 
меняют знак прогиба по высоте кристалла, си. рис. 5. При 
1асчет1 упругепластической задачи максимальные.едэмговые 
напряжения стали несколько меньше К Т ' ' « З­ДО^/Та), од 
iif.no в цен ральной части кристалла величина СДРИГОВКХ 

напряжений гораздо меньше и соответструет величине крити­

ческих ( 0,7 ­ 0,8 10°Па ) . Это приводит к тому, что рас­

четная величина 'Vg у поверхности кристалла раьиа 
4 с м ­ 2 (см. риз. 6 ) , однако в иентрллькой части Kpv * -

ттлла дислокации практически отсутствуют l $ g < X Ō * см~* ) . 
В конусной части кристалла (см. рис. б, при 2 - 3 см) 

http://iif.no


Рис 4. Распределение плотности дислокаций 
Ю~2 * Njq (см~^) о радиальных 
сочениях кристалла // . Л . /| см, ^ • О' 
о) i - 2 см, i) г - 2,2 см 



Рис. 5. Изотермы ( °К) в кристалле 
14 •» 4 см, аСш 70° 

а ' 5 

Рис. 6. Распределение плотности дислокаций 
Ю"2 м Л'в (см~^) в радиальных 
сечениях кристалла Н • 4 см, оС* 70° 

. а ) 2 ­ 2,2 см, R ­ 4 см 
6 ) 2 • 3 см, Л ­ 2,7 см 



также незначительна. 
Указанный пример показывает, что при задании угла нак­

лона образующей Л ­ 70° величина напряжений в централь­

ной части кристалла резко снижается, это приводит к резко­

му снижению плотности дислокаций в центральной его части. 
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В работе / I / теоретически доказано преобладание пла­

нерного течения расплава над вертикальным в ванне алюми­

ниевого электролизера. Однако при изучении различных про­

цессов в расплаве, в частности тепло­ массопереиоса, не­

обходима информация и о вертикальной циркуляции расплава. 
Эту циркуляцию вызывает как продольная компонента ротора 

диент температуры ( Э Т/ Эу ) . Определение этих источни­

ков циркуляции является отдельной проблемой, поэтому здесь 
они будут считвтьс, заданными. 

Двумерное нле в поперечном сечении ванны (см. 
рис. I ) определ. ся системой дифференциальных уравнений 

) , так и поперечный гра­

ъ 2 у av 

( I ) 

у Г 

с граничными условиями 
у > = 0 ­ на всех границах области. 



6 анод анод 

электролит 

-4.36 О­ * Щ 

Рис. I . Электровихревая циркуляция 

с3 = 0 ­ на верхней свободной поверхности, 

со=г — " . - не анодах и твердых стенках, ( 3 ) 
on* 

\»?,»с^а:я\л?к1рА» " н а г Р а н и ц е Раздела двух 
­ незиешиваедихся жидкостей ­ алшиния и 

электролита, 
где \) , /3 ­ коэффициенты кинематической вязкости и 
объемного температурного расширения, 

U =» Э^/дг ­ продольная компонента скорости, 

уа-Оф/ду - вертикальная компонента онорости, 
Аппроксимация дифференциальной задпчи ( 1 ; ­ ( 3 ) про­

водилась нэ неравномерной сетке 

W щffl , I - / , . . . , , j „ j,...,M-*J (4 ) 
oo сгущением точек ь лоданоднои области. На этой сетка 
были построена монотонная разностная схема аналогичная 
примененной в /2/: 



i- > h i • h ; . < J 

V i j (^ШЩй й ШШ&Щй 

• 

- ^ Д — ^ Щ Ш % 

Vi*J-Vij' 4>ij-K-tj 'ģ . 
hibi hi.,Hi 

m m m t 4 ' 



Для определения СО на твердых стенках использовалось 
условие Тома, а на границе раздела сред при J ж т - сле­

дующая аппроксимация: 

\9т*А*Рлл 9m-i J 
(1*2 

Разностное уравнение для функции тока ^ решалось ите­

рационвьа» методом Холецкого, а для вихря СО ­ методом пе­

ременных направлений. 
Характерная картина электровихревой циркуляции пред­

ставлена ня рис. I . В этом случае циркуляция в слое алю­

миния значительно интенсивнее, чем в электролите ( / W ^ • 
ш 0,007; \\'\ С р » 0,001) . Интенсивности же тепловой цирку­

ляции (рис. 2 ) в алюминии и в электролите мало отличаются 
( / W £ ­ 0 , 0 1 1 , / W ^ ­ 0,016 ) . Совместная циркуляция 
(рис. 3 ) близка к тепловой, так как при заданных полях 
температуры и ротора электромагнитных сил тепловая цирку­

ляция значительно интенсивнее электровихревой ( ivļ**r ~ 
- 0,005, IV£ ш 0,013) . 
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЯиЩ ТШОПРОБОДЧОСТи 
В МНОГОСЛОЙНОЙ СРЕДЕ МЕТОДОМ ОПТИМАЛЬНОЙ 

РЕЛАКСАЦИИ 

Для расчета пространственных температурных полей в 
алюминиевых электролизерах необходимо ревать ураянокив 
теплопроводности в многослойной среде. 

Пусть многослойная среда представляет собой совокуп­

ность прямоугольных призм 

Q.ж{(х,\j,2):­L,«XL,, -L^LĻšlz ,ĪĻ«г<2;„j 

где i ~0,1, , z0, г, ,/ ./ . Li 
­ действительные числа, причем īN - ī0 <min (Li ,t-t\ 
N ­ число слое./ среды в направлении оси 2 . Б калле а иэ 
подобластей требуется решать стационарное уравнение 
теплопроводности 

где Tļ ^i*Ai - значения температуры, источника тепла 
и коэффициента '/еплопроводности > i -ом слое. При Z — ļc-
1 = 1Н рассматриваются гранич>ше условия третьего рода 
в виде 

д . = ^ 0 ч / / в о ; , ( 2 ) 



- М б -

% д Tņ-i , fT-T- i 
. - к ы . , ~ ъ Г ' ^ о С ^ { Т 7**-<J> (3) 

где d., 71 - коэффициенты теплопередачи и внешняя 
температура. 
На границах раздела Z~Zļ( 1= / ,/V-/ ) ставятся 

условия сопряжения 

На боковых границах X"±L^, y^-L^ тоже использованы 
граничные условия вида ( 2 ) , ( з ) 

- Л К = *(т-тв), (е> 
с/л 

где ­ нормальная производная от температуры в нал» 
равлении внешней нормали, oL , у\ , Т& ­ соответствующие 
коеффициенты теплопередачи, теплопроводности и внешняя 
температура,независящие от переменной в пределах ширины 
слоя. 

Для понижения размерности краевой задачи (1­6) приме­

няется операция осреднения по ширине слоя £С ~ 2 i • 
и аппроксимация зависимости температуры от координаты 2 
• виде параболического сплайна / I / 

где G; = S;/Ai , l=0,N-1, -

IŖi t 61 - коеффициенты сплайна, зависящие от (Х,У) 

координаты, определяющиеся из 2N условий ( 2 - 5 ) . 
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Для определения получается линейная система алгебра­

ических уравнений с трехдиатональной матрицей /2/, т . * . 
разностные уравнения вида 

J (8) 

где 

Aļ "Gi-f[Gi +Gi+(J, Si m Gi+i (Gi +G/./J, 

."' Ci =Ai+Bi +Di, Di - (Gi +Gu,)<Gi +Gi.,)t 

a i » 3 (Gi *Gi-i), Si *3 (Gi * Gi+(), 

G_, = 2cc-0
f, GM-2*c;[t , f, = TBt>, ?„=T&^ . 

В частном случае при N ­ 2 (два слоя) иа (6 ) имеем 
систему двух уравнений для определения величин е0 , е<, 
где Са=*(в0+СИ6о+ЬоС-0')*-30 , &0=G,(G0+2*-J), 
A, "&*(G,+&C/)t C,~A, + (G0+G,)(G, + 4c<-/), 

o,=3(G0+2oC;'), B0=3(Go+G<)=a,, £,*3(G,+2cC-/). 

Следовательно, по формулам Крамера имеем 

ё,т S - 1 [ 6 Ī 0 - A 2 T 1 +Č23, 

Г Д « 

S= (Gc*Gt)[Af(G0i-U ļ')+B0(G<+Ы '/J +. 

Ai =3(G0rG,)[<2UZU 7+ /2*;% * IfGM'o+^'l)*-

+ G?+ 4£,G0],• 



%~9(60+ G,) (GQ +2ot -J)(G,+ 2c< , 

Ķ =5(G0 +G,) (Тйос<- Та, В0), 
Č2 =3 (Go * Gt)Cb, C0~TBoAt). 

После сокращения на G0+Gt имеем окончательные выражения 
(9) для определения коэффициентов сплайна <?0, 6/ /3/. 

Для определения коэффициентов Bļ при N>2 иа еио­

темы уравнений (6 ) независимо от величин средних значений 
температур Tj вводится прямоугольная матрица о элемен­

тьми сС^(С»0,ЫЧ tj"U~JĪ ) /2/ , причем 

J'O 
Тогда из (8) следует, что еС i , j определяются из системы 
разностных уравнений 

\Aļ oCi-t.j * CioCij + Bit<.ļHtj "-FiJ 
i Ш ) 

$ i , J - символ Кронекера. 
Система разностных уравнений ( I I ) для каждого j решается 
методом прогонки /4/ 

• • • 

X-Si /(CL Щ X / . Д Щ^в-КL(bj-Wc^M? 
где Х - / щ yrt,J " О-



Так как А,>0, BL>0 , C^Aļ+B; , Oi >0 ,%>0, 
сС0 > О , oC/j-t Э> О • то методом математической индук-

ции легко показать, что XĻ<e.(-1,0), Sign (^у)-(-О1^ 
čign(*i,j)=(~0UjH, i~Ō^P7, J=ĶFī. 

Тех как 

* ^ <ty v '* Щ-Ģ Wt - Тв<> i ( I 3 ) 

г д в ai.j^^LJ-cCij^^siynC^i^loC^jl-iignCoCij^ 

' »№ltj+ilя й$п fcij)(loC<,jl+lcCi,j+tO, 
то также Лу„ (а^) „ ŗ_,) i*J*f . 
Трехдиагональнуп матрицу систем уравнений ( 6 ) , ( I I ) можно 
сшшетриэовать /4/, если каждое уравнение умножить на 

, Тогда коэф­

фициенты систем уравнений (8) и ( I I ) можно записать в ви­

де '. 0сРк$г:<^&&1?>\ 
А = GcGi.f/iGc +Gi-t), Bi =GiGu</(G^G^A^, 

Si « 36 CGi+Gi-,). 
Можно также каждое уравнение сметем ( 6 ) , ( I I ) соответст­

венно делить на , тогда коеффнциенты имеют простей­

ший вид (матрица несимметрична) 

Ai-Gc/CGi+Gi-i), Bi^G^/CGļ+Gu,), 

Ci=Ai+B;+Di , 0i*3/(Gi + GtH), ( I 6 ) 

причем Ai*=(0,l), Bi«z(0,1), CLG.(U3), а£>0,6i:*0 
Для оценки решения системы ( I I ) введем новые неизвестные 
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oil i при поыощи соотношений 

Тогда после умножения каждого ураьнения(Ц) на 
кыоем стандортную запись разностных уравнений в виде /4/ 

f А Т » ' г— , 
I A c C i . j =*L<><'i-LJ-^l0<-L,j+bcaCL+l.j=-l:t.j ( 1 б ) 

которые при каждом фиксированном J представляют моно­

тонную разностную схему ( L-O.N-1 ) 

Из принципа максимума (минимума) монотонных разност­

ных схем /4/ (.AeC;j^0 ) следует, что все значения 
<Zl 1<>0 • Оценивая решение разностной задачи,перепишем. 
(16$ в виде 

Ci cZл у ­ А • ZL_tļ- + В i £uij + Fy (17) 

Если максимальное значение аС i J при^фиксированном j 
достигается при l * L0 , т . е . max <£ie,j и 
očļJ^oč^J,i'Q,N-11 то из (17) следует, что 

CicZi0j* ZiJ (Aie +bio) + FioJ 

или „ ­7­ . ^ с - • 

.Следовательно, 

Ži ; < пал (Fij /Di ) - тал (з/(Gi + Gi-, )), : " 
Ļ , J ' J * (18) 

Разностные уравнения можно записать и прямо для вели­

чин Oij =(-1У^*"' aij из ( 13 ) , т . е . имеем систему 
уравнений ( 16 ) , где SCļJ заменены на QiJ , а 

Щ - Sij(ai + J i ) + а i *$ī4,j ii * О. 
Так как Щу*^tft'Ķt.jfcft f t / - ? > * с аналогично 
(18) получим оценку 



где 

Оценивать величины &ij в случае формул (14) можно также 
по формулам прогонки 

где 

— г- . 1-о.ыч 
Хч~У.,,Г0, JZ0,N4. ļ j 
Отсюда следует, что Хц£(0,4), i/tJ>0, Ct;j&0. 
Следовательно, /4/ 

После осреднения уравнения ( I ) имеем 



С учетом (13) систему уравнений (21) можно переписать в 
векторном виде 

AT + + Ж - О , ( 2 2 ) 

где Т ­ вектор с составляющими Ti , L~0,N-1, 
д ­ оператор Лапласа, 

­ квадратная матрица с элементами 

f? ­ вектор с составляющими — ( < < i t N T B M f -

-<*1,0Тао), < = Д Ж 7 . 1 

Принимал, что собственные значения матрицы $г~ действи­

тельные, различные и равны р к , К » QtN-1 (это 
выполняется для N » 2 ) , а соответствующие собственные 
вектора расположены в столбцах матрицы W , то при помо­

щи преобразования 

Т m И / Г ( Т - W ~ ' f ) (23) 

следует, что уравнение (21) принимает вид 

или 

ASK+/fKSx+F, = 0, K=0,N-1, (24) 

где S* , Fķ - составляющие векторов S , W F, 
J i к - элементы диагональной матрицы D . 

Здесь учтено, что A W - W D M H W - A V i ' = D .^Применяя 
преобразование подобия £~fy^£- ­ & » г Д е £ " ' = Е 

­ диагональная матрица с элементами^­/,) i " О , /V­/ ; 
собственные значения матриц , ­ j ^ совпадают, а матри­

!дсобственных векторов Ё?W • Ясно, что матрица 
&• имеет неотрицательные элементы, а во собственные 
значения равны ( - р к ) . 

Рассмотрим аппроксимацию системы уравнений (24) на 
равномерной сетке с шагами hf , h2 , причем, каждое раз­

ностное уравнение решается итерационным методом релаксации 



*­ и з ­

rj (25) 

где 

*k/k(\ij.i+ %.ф ) +tyJJk fx, C,j ­ итерационное 

приближение по методу Зейделя, 

CJK - коэффициенты релаксации ( 0< сОк < 2 ), 

5 '°. • ­ заданное начальное приближение, 

/77 ­ 0, I , 2, . . . итерационный ин/эш. 

Известно, что оптимальный параметр релаксации при гранич­

ных условиях первого рода имеет вид /5/ 

сОн = Г/( i • i'+ , (26) 

где , 

Следовательно, метод релаксации (25) мс т о записать в век­

торном виде 

? " * Т ' > ­ Q S ^ Q * ? * " ' (m~0,4,...)t ( 2 7 ) 

где элементы диагональных матриц .Q , 0 * я в л я к г о я с О к и 
4-СОк, К * O.N-t 

Умножая (27) еле t на матрицу \/J и учитывая (23) 
имеем 



f Щ* WQw-'f*+WQVf""! m-0.1,.., (28) 

где ' ­ итерационное приближение по методу Зейделя 
для расчете разностного аналога системы уравнений (22) . 

Численные расчеты показали, что метод г>елаксапии (28) 
сходится примерно от 5 до 10 раз быстрее, чем простой 
метод Зейделя (cDKs4 , К — О.Ы-t ). 

Аналогично можно пос.роить алгоритм для решения бо­

лее общей задачи теории теплопроводности с учетом хонвек­

тивнх членов в уравнении ( I ) , т . е . 

LTL — div (Aiņrac/Ti)-J>Cp. Ķ gradTt , <29) 
где Cp , J^ļ - коэффициенты удельной теплоемкости и 
плотности, а VĻ - вектор скорости осрадненного пленарно­

го течения среды со составляющими О; , V; , i*=0,N-1 . 
Тогда, с учетом равенств /3/ 

имеем уравнение (24) в виде 

&.SK-UdSie/dx-VdSKļd4+/KSK + FK =0, ( 3 0 ) 

а соответствующий метод Зейделя для монотонности разност­

ной схемы имеет вид /3/ 

А 1 Ш ­



Здесь tf, , jfz ­ соответствующие возмущенные коэффициен­

ты монотонных схем /Ь/: 

1) fU * 1<*л Icth/a^l (схеме А.А.Ильина), 

2) f0L*/Cķ/+(frMtf)~''((-хема А. А .Самарского), 

3) /<?к / (схема с односторонними разностями), 

где af~-ļūht, аг = ±уп2 , l<Xjšf« * осш/,2. 

В этом случае формулы оптимальных коэффициентов релакса­

ции (26), (28) сохраняются, а 

В случае переменных коэффициентев, т . е . при зависимости 
величин Ū, V , Aļ, J>ļ ,Cpļ от ( Х , у ) в формулах (26), 
(;-.3) параметры cJK , £х тоже зависят от координат или 
индексов ( L ,j ) (метод локальной релаксации). 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

Ī . Буйкис А.А. Интерполяция интегральных средних 
кусочно­гладкой функции параболическим (плайном. 
Латвийский математический ежегодник. 1985. Вып. 29. 

С. I ! V I 9 7 . 
2. Буйкис А.А. .^нтерполирупцие в среднем сплайны для пони­

жения размерности дифференциальных уравнений //Латвий­

ский математически ежегодник. I9C3. Ви>. 33. 
С. I87-I9I. 

3. Калис Х.Э. Определение ОПТУ альных коэффициентов метода 
л ока. ной релаклацки для решения у, шнения теплопровод­

ности в двухслойной среде //Латвийский матеыатичес ий 
ежегодник. 1992 Вып. 36. Ь печати. 

4. Самарский А Д . Введение в теорию разностных схем. Н.: 
Наука, 1971. 552 с . 



Кали. Х.Э. , Дуринс Г.Р . Определение оптимального ре­

лаксационного параметре для некоторых монотонных раз­

ностных схем //Латвийский математической ежегодник. 
1981. Вып. 25. С. 167­178. 



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ М0.ДЕЛИР03АНЙЕ 
1РИШДНЫЕ ЗАДАЧИ ЖТЗЛТИЧЬЬКОЙ ФИЗИКИ, Вып. 2 

Рига: Латвийский университет. 1991 

УДК.519.6+537.311.5 Е.Д.Л2ККИС, М.Я.ОПМАНИС 
ИМИ ЛУ, Рига 

РАСЧЕТ РАСПРЕДЕЛЕН/''. ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ТОКА 
ПРИ ЭЛЕКТРОШЛАКОВОМ ПЕРЕПЛАВЕ 

При электрошлаковом переплаве (ЭШ1) через систему 
электрод­шлак­металл пропускается ток величиной порядка 
10 кА, что приводит к выделению джоулеЕа тепла в шлаке 
и расплавлению электрода. В существующих установках при­

меняется переменный ток промышленной частоты (50 Г ц ) . В 
расчетах ток часто считается постоянным / I / , хотя в более 
поздних работах /2/ учитывается то, что ток переменный. 
При математическом моделировании ЭШП с поиском формы оп­

лавляемого электрода расчет распределения плотности т ка 
необходимо вести на каждом шаге по времени, следовательно 
алгоритм расчета должен быть достаточно эффективным. В 
случае постоянного тока задача сводится к уравнению Лап­

ласа, для решения которого разработаны высококачественные 
итерационные методы, основанные на методе сопряженных 
градиентов /3,4/. В случае переменного тока задача сводит­

ся к обращению несамосопряженного комплексного оператора 
и алгоритмы, применяемые для решения уравнения Лапласа, 
вообще говоря, не могут бить использованы. 

Настоящая работа посвящена описанию алгоритма расче­

та распределения плотности переменного электрического то­

ка для процесса 31Ш. Проведено сравнение распределений 
плотности джоулева тепловыделения полученного для случаев 
переменного и постоянного токов. 



- НА -

Постановка задачи 

идя нахождения распределения плотности тока использу­

ются ург ­ нения !.'акс«е­ла: 

div Ō = о ( 1 ) 

X 8 8 jkrot& щ 

д 3 = - r o t £ (3) 
d t 

и закон Ova для движущей я сре.аьг: 

j ~ = < Г ( Ё Г + 7x3 ) '•, (4) 

гдэ Ē> - индукция магнитного поля, J ­ плотность то­

ка, 2?; ­ напряженность электрического "олп, /*о ­ магнит­

ная постоянная ( у « = faf' JO~* Vč4~m~')f о" ­ электропро­

водность среды, V ­ вектор скорости. 
Уравнения С2») и (4 ) позволяют получить следующее ура­

внение для функций 3 и £" : 

— / - o f 3 =. (Г (Е + V~x 3) 

Применяя к данному урагнению оператор r o ~ t и исполь­

зуя ( 34 получа­тся: 

Ж = - X « * - В) * r o t (7* f) ( 6 ) 

Если £) ­ иьдуцировьнное г...оходящим через среду пе­

рченным током магнитное поле, то ei'o можно искать в £ид«з! 

• a = F A e i u t , <б> 

где £>А ­ амплитуда, СО = 2 r j - , 4- _ частота переменного 
тока, / ­ .даимая едкнкпь. 



. Тогда, подставив (6 ) в ( 5 ) , имеем 

/ ы Д --ъг*(£"*К)+п

*(**%) т 
Все величины Б уравнении обезразмериваются с помощью 

характерных величин длины Z.* • электропроводности <Г* , 
скорости V* , плотности тока 'iу , амплитуды магнитной 
индукции ВЦ . 

Тогда угвзнение (7) для безразмерных величин имеет 
вид 

«iā'ļ -rot'(£,rot'E') + Ягм rot'(?'*£') т 
Г Л з о< = cof„<r*(Ļ*f , Ren ш Jb&*v*L* _ магнит­

ное число Рейнольдса. Отдельно проведенные расчеты гидроди­

намических потоков говорят о том, что для существующих ус­

тановок характерная скорость V* меньше произведения, 
соЦ* и, следовательно, последним слагаемым в уравнении 

(8 ) можно препебречь. Окончательный вид уравнения для оп­

ределения функции Q : 

c * i 5 ' = -rct'(±rot'S') т 

В дальнейшем все выкладки будут вестись для безраз­

мерных переменных, и знак ' будем опускать. 
Поскольку рассматриваемая система осесиыметрична, ­

производные всех функций в цилиндрической системе ксорди­

ьэт по у равняются нулю, компонента плотности тока 
Jf также равняется нулю. ~ j 

Из соотношения (2 ) следует, что вектор & имеет 
лишь у­составляющую: 

3 = (o,P f,o) сю) 

С учетом CļO) уравнение (9 ) можэт быть переписано 
в Риде 



(ID 

Компоненты плотности тока и могут быть 
определены как 

А Э В Т _1_ ЭСггУ) 
0^ ' " 2 Э 2 : 

Плотность джоул ва тепла определяется по формуле 

(12) 

W = (13) 

Риз. I . Схема уста­

новки при ЗИП. 
2)л - электрод, D z ­

ишак, расплав, 
Х>4 ­ закристалли­

зовавшийся ме.алл, 
­ тореп элект­

роде, П, ­ боковая 
поверхность элект­

рода, Г1 ­ поверх­

ность плана, ī\ -

кснтекткьй лсясок, 
­ боковая повер­

хность крзвт.раяиав­

торе, П1 ­ дно крис­

таллизаторе , GJ?A ­

радиус глектрсда, 
Р к р ­ РЗД:;ус крис­

тсллкэат 'ра. 



Будем считать, что на торне электрода / 5 (р : : с .1 ) 
осевая компонента плотности тока распределена рагкомернс 
по сечению электрода, а радиальная компонента отсутстст­

вует. При переходе к безразмерны! переменным в качестве 
возьмем плотность тока на тосце электрода. Тогдь 

из ( 1 2 ) и условия ограниченности тока нэ оси име^м: 
,Ч>/ \ I f 

1П5
 КЭА 

На поверхностях Г1 , /]| , Г1 пслнгэем, что нормаль­

ная компонента пектрического тока через границу рявна 
нулю. Тогда, интегрируя ( 1 2 ) , найдем 

вЬ)/ - г , еЩ -1 в'ф i  ;<»> 

При сделен1язс праяположешях ток через сечение Г1 
равен току через Pŗ . Предполагая, что компонента j r 

на П1 pai чяется нулю, получим; 

Ļ | ° ш 
Б ряде случаев необходимо учитывать утечку тока ч­̂ рео 

поясок Г1' . Тогда меняются краевые условия на гран/пах 

Ш = Ш (37) 

• кр 

где IC„i. О i Kff^ 1 \- часть т<жа, протек аапая через поя­

сох Г1е. ~J — ­ расстояние координата рьссигатрива­

«мой точ.л до полерхиосг.; шлака, 2р-2j0 ­ ширина кзн­

ГРКТНУГО пояска. 



Метод численного решения 

Область Л , включающую электрод, шлак, рас­плев и 
зекр..сталлиэоЕ8вгаийся слиток, покроен неравномерной сет­

кой ­О^узлов { n . , 2 j •• гл = о } r^r^+K,*--?.,.. , н ļ, 
2j - , j » 2,;. , M J . Введем также 

шаги * ž > % i i « Ļ***£ŗ*?>K-fy 
9 Ч = Чг > З г ^ 4 * ­ , 1 ­ 2 v . . , M ­ 4 . , % м « ^ ­ и средние 

значения координаты г-. y u , = 'У' 1***­ а L . < , „ . , w ­ i 

функцию РЗ будем искать в целых узлах, а электропро­

водность сг" считаем заданной в полупелнх узлах 

Во внутренних узлах обл. сти уравнение ( I I ) 
аппроксимируется разностньп уравнением 

S V E Ļ i _ _ J ^ J l ^ i - 4 - ] • 

4 „ 4 

o f . - Ķ 

Поскольку условия (14) и ( I b ) на границе являются 
условиями 1­го рода, то в приграничных узлах входящие в 
уравнение ( l b ) значения Ē>* с гранищ: формируют npatyio 
часть оператора. » 

Сператср, получаемый умножением урпгнения ( I t ) на 
^ %Л ' я а п л с т с я симметричном, но с комплексной пос­

та вляюцёй. Для решения данной системы уравнений восполь­

зуемся рязновидностью усеченного методе liCrpoLa­I глеркина­

­KyibyiOFB ORTIIOMIN. 
Вместо донной системы лине2..»ых угоЕКеНКЙ At/ = Ļ 

л1 г ' 

будем решать другую систему А у = j . г д е 



a'* a4a , f- a'f (19) 

Предобуслевливатель Q , выбираемый как неполное 
LU ­ разложение (неполное разложение лолецкого) мат­

рицы А > оказывается весьма эффективным при обращении 
оператора Лапласа /4/. Поскольку применительно к задачам 
ЭШ нас интересуют невысокие частоты & ( « с невелико), 
возьмем в качестве Q. неполное разложение Холецкого 
матрицы А , где А*- матрица, комплексно сопря­

женная матрице А • 
Порядок вычислений следующий: 

I ) по заданному начальному приближению tfo вычисляется 
невязка r 0 = j - A y e и полагается £ьжГ9 ; 
Для /С' 1 ,2 , . . . последовательно вычисляются 

2) 

4) ^ . Гг _ <&Ь>% ^ f (20) 

" ' Чем 5 < 

Данный алгоритм для каждого * : обеспечивает выпол­

нение соотношений 

(flu* у пл} = о 
(21) 

Вычисление прекращается по одному из следующих приз­

наков: 



i) к > к max 

где <£ 0 , С и Ктлу - введенные параметры процессе. 

Результаты расчетов 

Расчеты прОЕСдилж > для системы электрод­шлак­расплав 
, со педующиыи значениями констант: Z.*= RM = С,3 л» , 

ī = V50C А, я " * - ^ и ­ 400 Л Г У , / = ЬОЛ 'г, 
j f * » 2u525,e б * ­ 5­Ю" 3 ос = 1,4212­Ю" 2 , 

/ • 1,3. 

Рис. 2 

lia рисунке 2а приведены исолнник функция ­ ^ļŗ- , 
которая г с:уч'-.5 постоянного тоге является "функцией токе" 
для ГЛвтдаети электрического токе I . ''мечетая изолиний 



избраны так, чтобы на торце электрода изолинии находились 
бы на одинаковом расстоянии друг от друга. La Г' 'с. 26 при­

ведены изолинии функции — •£ lE^l , которая, хсх'я и не 
явлется полним аналогом "г^ункции тока" для стучая перемен­

ного тока, но все же довлльно хоропо хпрактермзует пове­

дение плотности тока. Хорошо просматривается­ скин­слой, 

а ) 

Рис, 3 



о Д­Х_1_, 

Рис. 4 

размер которого по теоретическим расчетам ­ примерно 1/4 
радиуса электродаi 

В слаке практически нет отличий между г тучаями пос­

тоянного и переменного токе, для алектрода, радиус кото­

рого в три раза меньше раслатриваечюго, отсутствуют раз­

личия между изолиниями отих функций также и в зоне элект­

рода и расплава. 
На рис. 3 приведен»'изолиник функции плотности джоу­

лева тепла W для случаев постоянного (рис. За) и пере­* 
мегапго (рис. 36)­тока. Существенные различия посматри­

ваю.сл ллаъ на боковой границе электрода и пшахп ­ для 
случая переменного тока плотность джоулева тепла в >той 
зоне несколько раз выше по сравнению со случаем постоян­

ного тоха. следовательно, боковая поверхность электрода 
скорее сплавляется в случае переменного т­ка. На рис. 4 
показана зависимость плотности джоулева тепла от радиуса 
для 2 ­ 0,2 и 2. ­ л , 3 . 
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< ­ Расчеты проводились на ЭВМ ЭС­Ю37 и для различных 
форм электрода и значений параметра oti требовал разное 
количество машинного времени. Для сетки размерами 31x51 
расчет переменного тока требовал 1­1,5 минуты процессор­

ного времени, что существенно больше (в 5­Ю раз; необхо­

димых затрат процессорного времени для расчета постоянно­

го тока. Полученные результаты свидетельствуют о том, что 
при небольших значениях частоты переменного тока и p t j i y ­

са варианты с применением постоянного и переменного токов 
отличаются маю. Следовательно, в этих случаях расчеты с 
применением переменного тока могут быть заменены более 
дешевки расчетами в приближении постойного тока. 
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ИМИ ЛУ, . Рига 

МЕТОДИКА РАСЧЕТА ТЕРМОУПРУГИХ НАПРЯЖЕНИЙ 
В КРИСТАЛЛЕ СЛОЖНОЙ ФОРШ 

{Неравномерное тепловое расширение вызывает те* ера­

турние напряжения, действие которых приводит к образова­

нию И размножению дислокаций в кристалле. Величина термо­

упругих напряжений позволяет оценить одну ьэ основных ха­

рактеристик качества мснс?<ристаллв ­ плотность дислокаций 
и их распределение в к; icгалле. Расчету напряженного сос­

тояния растущего кристалла посвящено большое число работ. 
Отметим, в частности, рпботч /1,2/, гг.,? такие расчеты 
проводятся конечно­разностным м годом в предполс.'.ении 
плоского фронта растущего кристалла. Однако в реальном 
процессе выращивания кристалла мекфазнея границе может 
иметь значительную кривизну. Влияние формы фронта кристал­

лизации на величину напрял.­гний и их распределение в крис­

талле численно исслеловино, например, в работах /3­5/, где 
использовался метод конечных элементов. Показано, т о на­

пряжения, возникающие ьбхизи Гранины ра­здела фаз, в нес­

колько раз превышают напряжения, воаникеющио внутри кри­

сталла, и возрастают с увеличением кривизны града тл. Та­

ким ойреэом, при решении задачи термоупругости необходимо 
учитнгать сложную форму кристалла. . 

В работах /6­8/ построены конечно­разностные схемы 
на :зтках Д'­мхле и предложена методика расчетов уравнений 
гидродинамики и теплопереноса. OKajanoet, что триангуляция 
Делоке, согласованная с То­кущи.! положением"межфязнсй гра­

ницы, и п.. строенные на ной ячейки Дирихле удобны и для *п­­

прзкеимяции урлпнений Ламе, записанных я неремещенгях. Оп 
редолекие ячеек Дирихле и метсдикч их пас^розния подробно 



, описаны в /9/. Достоинство подобной сетки состоит в том, 
что в шаблон разностной схемл входят только ближайшие сосе­

ди сеточного узла. Упрощает процесс построения разностных 
схем использование понятия опорного разностмого оператора 
и операторных разностных схем, введенных в работах /10,11/ 
и примененных, в частности, в /6/. 

Настоящая работа посвящена построению разностных схем 
для двумерных уравнений теории упругости на сетка" Дирихле 
в декартовой и цилиндрической системах координат. Задача 
рассматривается в квазистационарнэм прибаижении. Темпера­

турное поле, а также положение и форма фронта кристаллиза­

ции определяются из совместного рег^ния тепловой и гидро­

динамической задач по методике, изложенной в работах /7,8/. 
Для расчета термоупругих напряжений в кристалле решается 
система уравнений теории упругости относительно перемеще­

ний И I 

-/< rot rotu'+(A+2/<)yraddivu- tfgrad' (T-T0), ( i ) 

где A »/* ­ коэффицие 1ты Ламе; ci^ (2/< +ЗА) , 
(Xļ - коэффициент теплового расширения. В декартовой сис­

теме координат (X , ^ , 2 ) для двумерного плоского случая 
U » (U*, Ч*% 0 ) ;в цилиндрической системе координат для 

осегчмметричного случая Ц - ( Ur, 0 ,U*). 
Краевыми условиями являются условия свободной поверх­ • 

ности кристалла: 

Г { ЭгТ + nj)(Aacvu-fT)n: = 0 . ( 2 , 

Для осесимметричной области на оси at 1аются условия симмет­

рии . 
Разностные операторы, являющиеся аналогами диффере..­

циальных операторов (jrad, dtv , rot .вводятся согла­

сованным меаду собой, выполняющими разностные аналоги 
следующих интегральных соотношений: 

J ydivldvr J (%,jradf)dv--= £ f(f,\A)ds ( 3 ) 

V Y 5 



j(e,r-ctA)c/v-f (A,rotB)dY=f(n,[A*&])ds (4-

v у- 9 

j У(с, rotA)dr-ļ(Č,[A-<}radf])c/v-=:<j) f(c,frTxAj)dst (5) 

где 5 ­ поверхность, ограничивающая объем V ; л ­ внеш­

няя нормаль к S ; С - произвольная вектор­функтшя такая, 
что rot с ш О. 

Размостьые операторы будем строить д­я осесимметрич­

ного случая. 
Обозначим через т некоторую ячейку сетки с центром 

в точке т VCM. рис. I ) ; п ­ произвольного б. :«сайшего со­

седа ячейки т ; ячейки р 
и CĻ - соседи ячеек т и п, 
находящиеся от вектора rrīh 
слева и справа, соответст­

венно ; л е ­ вершины 
ячейки т . Значения сеточ­

ной функции иопределим 
в центрах ячеек Дирихле. 
В качестве опорного разно­

стного оператора выберем 
оператор DIV , который оп­

ределен ь *­той вершине 
ячейки и действует ».s век­

тчрую сеточную функцию, 
заданную в централ *чеек, 
имеющих общую верши: у К . 

Разног.:'ный оператор DIV строим,аппроксимируя дифференци­

альный оператор div на основе определения: 

' , - о. f(^.»)cfs 
div и = Cim , ( б ) 

Y~fl Y 

Рис. I . Фрагмент сетки 



где V - объем, содержащий точку определения\ S ­ поверх­

ность, ограничивающая объгч V ; tl ­ внешняя нормаль в V . 
Выберем в качестве V в 
формула (6 ) объем У'Кц фи­

гуры, полученной вращением 
треугольника тпр вокруг 
оси не угол iyS (рис. 2 ) . 
Тогдь о ­ поверхность, 
состоящая из объединения 
граней отой фигуры. Объем 
~\ГКК ­ вычисляется по фор­

муле YKK^SKK-r*)>. 
где 5. ' Л ­ площадь треуголь­

ника тпр, r^±(rm+~„*rpX 
Рассмотрим поверхность Snp, 
образованную поворотом сто­

рон» пр Еокруг оси на угол 
Рис. 2 ±Ji . Г"­ектор нормали к по­

нерхности Snp имеет вид п~=(2р-'1п/£Яр,0,ггг-гр/£пр-)» 
где £„р - длина стороны пр, {Г„ ,jt„) к (*р ,2р) ­ ко­

ординаты точек п и р . Принимая во внимание независи­

мость скалярного произведения (U »/7 ) о/ угла поЕоро*.'*, 
поверхностный интеграл по Srtp аппроксимируем следующим 
<*бт>азом: 

Р *Я 
а Пг-Гр 

(r„-rpjļ 

Для поверхностей, которые образованы поворотом с­орон тп 
и тр соответственно, внешние нормали £ сдаются аналоги­

чно. Чнтегри ование по граням $ * и 5 " , ос ̂ азозанньы по­

воротом треугольника тпр на углы */3 и —3 , ти .да в 
эбщее выражение для оператора диэергонции не даст, по­



скольку векторы нормрти имеют отличные от н„ ля только 
<f ­компоненты. В результате получаем следующее выражение 
дчя разностного оператора DIV ъ К ­той вершине ячейки т : 

ит 2 * 2 U P 2 J 

(7 ) 

Посколь:су для построения разностной схемы необходимо 
образовывать повторную операцию GRAB • DIV f в качестве 
области определения оператора GRAD выберем пространст­

во скалярных сеточных функций, определенных в вершинах 
ячеек, а п качестве области значений ­ пространство сеточ­

ных функций, определенных в центрах ячеек. Оператор GRAB 
строим на оскоче ^ааностного гналога тождества ( 3 ) . Поэер­

хкос­чый интеграл даст лклад в еыражение для 6RAD вблизи 
границы. При получении оператора GRAB во внутренних теч­

ках будем считать, что у на границе принимает нулевое 
значение. Тогда для граничных точек неосход/.мо добавить 
вклад от поверхностного интеграла с учетом аппроксимации 
конкретных граничных условий. 

Для внутренних точек (3 ) аппроксимируем'следующим 
образом: 

£ Ъ&УАк-$К*Ъ*£ [A r
m[SRADr4)„,+ 

+А % ($ж% ч>)т] s„ -гт=о , 

где 5т ­ площадь ячейки т, Гт - радиус центра ячейк;. т. 



К - множество всех вераин ячеек Дирихле, М - жожестзо 
всех ячеек; скалярная ункция f определена z вертанах 
ячеек, яекторкая функция^А - в центрах ячеек. Подставив 
в (8 ) выражение для 27/ У А из ( 7 ) , получим выре? н̂ия для 
проекций оператора GRAD в центре ячейки т : 

(9 ) 

где Km ­ множество t ,'ршин ячейки m. 
Оператор , определенный в вершинах ячеек и дей­

ствующий на функцию, определенную в центрах ячеек, строим 
на основе разностного аналога тождества ( 5 ) . Считая, что 
С * (0,1/г,0) и что поверхностный интеграл обращается в 
нуль, записываем разностный аналог (5) з виде: 

L %т(ЩА)к-вкк.гк-1_ ~ [ШОгЧ>)т-А*т-

(Ю ) 

. -(GRADz4>)mAr„J-Sm-Гт=:0 . 

Подставляя в (10) выражения для проекций GRADnz ( 9 ) , 
получаем выражение для </> ­компоненты оператора ЗКЗз''• 

2r„ Р 2.. г 
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Подставляя ( I I ) в ( 12 ) , получаем выражения для проекций 
оператора ROT: 

2 2 
(13) 

Построенная система разностных операторов D/V,GRAD, 
SlOtf, ROT дает возможность образовывать повторные опе­

рации GRAD-DIV . ROT-SliV. ддя внутренних узлов сетки 
консервативная разностная схема получается непосредствен­

ной заменой дифференциальных операторов grod'div ,rotrot, 
ŗrad их разностными аналогами. 

Для построения разностного уравнения для граничных 
узлов сетки в качестве контрольного объема 1Гт выбираем 
',Съеи фи 1'уры, получаемой вращением вокруг оси симметрии 
гракичкэй ячейки irt на угол iji (рис. 3 ) . Обозначим че­

рез А/у , Mz соседние граничные узлы точки М , А ­ об­

щую граничную вершину ячеек М и А// , В ­ общую гранич­

ную вершину ячеек М и Mz . 
Интегрируя ( ! ) по объему и переходя к поверхностному 

иьтегралу, имзеч: 

j>[-j«(»>rotu)+((Ar2j<)d;vu'-ŗT) j]dsО , (I4) 

Построим ег ī один разностный «налог оператора rot\ 
определенкк'й Б .знтрах ячеек и действугпр'й на функцию, оп­

ределенную в вершинах ячеек. Оператор ROT строим на осно­

ве разностного аналога тождества ( 4 ) : 



\ 

Рис. 3 

где 5 ­ поверхность, ограничивающая данную фигуру враще­

ния. Разобьем поверхность S на поверхность Sg , огра­

ничивающую фигуру внутри кристалла, и граничную поверх­

ность Sr . Интегралы по поверхности Sg аппроксимируем, 
используя построенные разностные операторы DIVu ^SlO&yu 
для внутренних вершин ячейки. При интегрировании по повер­

хности Sr выделим в подынтегральном выражении граничное 
условие (2 ) и перейдем к производной по направлении % , 
являющемуся косетельным к границе. В результчте г­проек­

ция интеграла по поверхности преобразуется к следующему 
виду: 

/[priz-irot? иП(А +2/<)divu-fT)nr]c/s = 

Sr, Sr, 



где Sr—5r U Sŗ^ ; &г, и $гг ~ поверхности, образован­

ные поворотом трезков C^Mj И [MB] вокруг оси на угол 
±уЗ . Считаем, что векторная функция U постоянна вну­

три ячейки. Векторы внешней нормали к повергшостям 5 ŗ f и 
5 р 2 соответственно равны 

где ^ми, и ^HMļ ~ Д ч̂ны отрезков 
Тогда (15) можно аппроксимировать следующим образом: . 

A -Ji M-Ji 

*wļ^~f*K+ и"~~и"' ---- >• 2. 2 

2 2 

Аналогично аппроксимируется интеграл по 2 -направлению: 

J£-/*-nr-(rotf й)+((А*2/<)divи-/ījrigje/s £ 

Sr . 

Ш2Г^1 2 U* 1 ' 2. 



Разностные уравнения на свободной поверхности имеют вид: 

Iя ­проекция: 

1- ur
nrnUp-2M)+ur

p rp(z„-zr) + 

2­ ­проекция: 

-f-LjAzp-i^-j—lulUp-in)* 



* и* г„(£р-гм)+иг
р гр(г„ - £ ; + и* • * ļ " * 

где ­ множество внутренних вершин ячейки М . 
В декартовой системе координат разностные операторы 

DIV»GRAD ,R0T, 'jtOf строятся подобным яе обрагом. Опус­

кая громоздкие выкладка, приведем окончательные выражения: 

аппроксимации уравнений во внутренних точках 

(7?) 



к*=Кт 

+^ymyJ^(Xp-X^^(x„-xf)^f(x„-.:j)-/rJ^ 

аппроксимации уравнений в граничных точках 

* uļ (Хр-хп)+их„ (xM-Xr)Titļ (хп-х„)]+ 

* ^(xn-xjyr Т К ] + ļģ, • Щ - Uļf ) - О . ( 1 Ь ) 

­/ 21; ffj£ [им(ур~уп)+Жу„-&'Ш-*)> 

+ (А * 2P)Y_' (хп~ Āpļj^ŗx Ы (у г -ЧР) * 

+ и\ (у?-ун)+ '*4ljļ* < y $ 4 t s ^ C ^ ; л « > 



*uļ (хм- чР) + и1(хп-хм))-/гк ] + 

Приведенная разностная схема (17­18) на прямоугольно»; сет­

ке совпадает с предложенной л работе /12, с. 211/ и имеет 
второй порядок аппроксимации. 

Покажем, что матрица жесткости системы является сим­

метричной. Представим вектор неизвестных в виде U * (^,, 
, i ^ * К N - число точек разностной сетки. 

Введем следующие обозначения для кс ффициентов матрицы • 
жесткости С : ^ г Л . у , г я ­ / •= атгГ ~ коэффициент при и„ 
Iя ­проекции разностного уравнения термоупругости в точке 
т ; С г т . 1 > 2 п Вт£ - коэффициент при U* г ­про ­

екции уравнения в точке т ; Сzm.Zn-l Щ &тл ~ К 0 Э Ф ~ 
фиииент при Ur

n г ­проекции уравнения; С2т,2п~ат% ~ 
коэффициент при и* г­проекции уравнения в точке т . 
Используя разностные уравнения (16) и обозначения, приня­

тые на рис. I , рис. 3, проверим выполнение следующих ра­

венств •• 

Отп " &пт i "mm mm > тп ~ " пт ' MB ' 

м гл oOzcl -J— CahiJ. \ 

rm 2 2 SKĶ.t 2rn J 

+(h+2f<)[rm(ip-2„ijjņ'jļ,rn (*р-fm)+ 



°тп-~Гш1гт 2 2 5 Ч г т P} rm 2 25КЛ.,Ъ 
_ 2 1 * 



О Г „ Гт + Л г » , 
0„ 2 

= -/* ; 
mtir> 

2- rx.t -2-SKm-i 

P 



Таким образом, построенная разностная схема является кон­

сервативной и сохраняет ci Яства самосопряженности исход­

ных дифференциальных операторов. 
Система разностных уравнений термоупругости решается 

с помощью пакета YSMP/13/ для симметричной положительно 
определенной матрицы. 

Компоненты тензора термоу.других напряжений в кристал­

ле определяются по рассчитанному полю перемещений путем 
численного дифференцирования 

В качестве тестовой была решена вадача расчета термо­

упругих напряжений в цилиндре (O^r^l , -1^2^ 1 ), 
торцы и боковая поверхность которого свободны от напряже­

ний. Распределение температуры задавалось в виде Т= С- Г2. 
Расчеты по изложенной методике покаэьли хорошее совпадение 
с аналитическим решением, приведенным в работе /14, с.223/ 
В таблицах 1­4 приведены значения напряжений 6^,6^,6^,€ г л . 

В заключение авторы благодарят Ю.В.Апановича за пло­

дотворные обсуждения работы. 



0.1 0.. 0.5 0.7 0.9 

0. 5.094 
5.10 

4.563 
4.64 

3.560 
3.56 

2.215 
2.29 

0.726 
0.735 

0.1 5.073 
5.08 

4.545 
4,62 

3.550 
3.54 

2.210 
2.29 

0.723 
0.746 

0.2 5.001 
5.00 

4.488 
4.56 

3.514 
3.50 

2.194 
2.28 

0.718 
0.746 

0.3 4.858 
4.85 

4.372 
4.44 

3.441 
3.43 

2.161 
2.25 

0.707 
0.743 

0.4 4.607 
4.60 

4.161 
4.23 

3.307 
3.30 

2.101 
2.19 

0.694 
0.736 

0.5 4.195 
4.18 

3.622 
3.88 

3.079 
3.09 

1.996 
2.09 

0.672 
0.722 

0.6 3.548 
3.52 

3.275 
3.30 

2.706 
2.68 

I .8 I9 
1,91 

0.643 
0.693 

0.7 2.568 
2.55 

2.436 
2.57 

2.119 
2.15 

I .53I 
1.60 

0.595 
0.643 

0.8 I . I 3 I 
1.11 

I . I90 
1.01 

1.228 
1.03 

1.080 
I . iO 

0.522 
0.531 

0.9 -0.916 
-0.796 

-0.612 
-0.425 

-0.093 
-0.27 

0,107 
0.473 

0.409 
0.470 

Значения напряжений < э г . Верхнее число получено 
иа аналитического решения / I I , стр.237/; 
нижнее - из расчета 



0.1 0.3 6.5 0.7 0.9 

0. 5.044 4.091 2.172. -0.741 -4.679 
0. 

4.92 4.14 2.15 -0.67 -4.69 

о л 5.022 4.075 2.165 -0.734 -4.659 
о л 

4.90 4.13 2.14 -0.661 -4.66 

0.2 4.950 
4.84 

4.019 
4.07 

2.141 
2 . I I 

-0.719 
-0.645 

-4.601 
-4.53 

0.3 4.806 
4.700 

3.905 
3.96 

2,081 
2.05 

-0.709 
-0.635 

-4.514 
-4.50 

0.4 4.556 
4.45 

3.697 
3.75 

1.953 
1.92 

-0.727 
-0.655 

-4.412 
-4.40 

0.5 4.142 
4.05 

3.344 
3.39 

I .7 I4 
1.70 

-0.813 
-0.743 

-4.321 
-4.31 

0.6 3.493 
3.41 

2.773 
2.83 

1.296 
1.26 

-I .021 
-0.95 

-4.282 
-4.28 

0.7 2.506 
2.46 

I .89I 
1.96 

0.621 
0.561 

-1.424 
-1.39 

-4.355 
-4.36 

0.8 1.062 
1.09 

0.575 
0.Ь96 

-0.449 
-0.516 

-2.125 
-2.09 

-4.628 
-4.65 

0.9 -0.S9? 
-0.ЭЗ 

-1.328 
-1.14 

-2 .ОХ 
-2.16 

-3.245 
-3.17 

-5.125 
-5.16 

Значения напряжений <Эц> . Верхнее число в клетке 
получено из аналитического решения / I I , стр.237/; 
нижнее - кз расчета 



0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 

0. 4.943 
4.87 

4.453 
4.42 

2.992 
2.97 

0.498 
0.567 

-3.651 
-3.66 

0.1 4.859 
4.79 

4.353 
4.35 

2.949 
2.92 

0.498 
0.563 

-3.596 
-3.60 

0.2 4.610 
4.56 

4.072 
4.14 

2.819 
2.79 

0.495 
0.558 

-3.437 
-3.44 

0.3 4.204 
4.16 

3.727 
2.80 

2.604 
2.58 

0.466 
0.548 

-3.170 
-3.18 

0.4 3.655 
3.62 

3.256 
3.34 

2.304 
2.30 

0.466 
0..528 

-2.801 
-2.82 

С.5 2.987 
2.95 

2.679 
2.77 

1.926 
2.05 

0.428 
0.497 

-2.338 
-2.36 

0.6 2.238 
2.28 

2.024 
2.23 

1.466 
1.50 

0.365 
0.449 

-1.799 
-1.83 

0.7 1.467 
1.44 

I .34I 
1.33 

I .0I0 
1.08 

0.276 
0.409 

-I.222 
-1.26 

о .ё 0.758 
0.824 

0.700 
0.798 

0.544 
0.603 

0.168 
0.309 

-0.671 
-0.742 

0.9 0.223 
0 ЛЯ 

0.205 
0.441 

0.165 
0.257 

0.060 
0.142 

-0.222 
-0.108 

Значение апряжений & t . Верхнее число получено 
из аналитического решения / I I , стр.238/; 
нижнее - из расчета 



aV>H*i 0. 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 

0. 0. 
0. 

0. 
-0.004 

0. 
-0.004 

0. 
-0.007 

0. 
0.005 

0. 
0.001 

0.1 0. 
0. 

0 084 
0.087 

0.233 
0.229 

0.323 
0.249 

0.305 
0.309 

0.I4I 
0.149 

0.2 0. 
0. 

0.167 
0.177 

0.461 
0.456 

0.639 
0.560 

0.609 
0.609 

0.286 
0.292 

0.3 0. 
0. 

0.243 
0.260 

0.675 
0.669 

С.941 
0.854 

0.907 
0.902 

0.432 
0.438 

0.4 0. 
0. 

0.310 
0.334 

0.865 
0.859 

I .2 I5 
I . I 2 

I . I 69 
I . I 8 " 

0.580 
0.583 

0.5 0. 
0. 

0.361 
0.392 

I .0 I3 
1.01 

1.440 
1.38 

I .43I 
I . 4 I 

0.719 
0.719 

0.6 0. 
0. 

0.388 
0,428 

1.097 
1.13 

1.578 
1.56 

I .60I 
1.56 

0.834 
0.826 

0.7 0. 
0. 

0.381 
0.437 

1.004 
1.06 

1.533 
1.53 

1.643 
1.56 

0.888 
0.668 

0.8 0. 
0. 

0.32* 
0.441 

0.930 
0.970 

1.386 
1.48 

1.479 
1.53 

0.827 
0.812 

0.9 0. 
0. 

0.202 
0.282 

0.587 
0.497 

0.896 
0.942 

0.994 
0.999 

0.560 
0.533 

Значения напряжений <otl . Верхнее число получено 
из аналитического решения / I I , стр.238/; 
нижнее - из расчета 
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УДК 536.421+536.421.44536.24 Э.Н.КАРТУЗАНЕ 
ИШ ЛУ, Рига 

А.С'.СЕНЧЕНКОВ 
КБ общего машиностроения, 
Москва 

ВЛИЯНИЕ КВАРЦЕВЫХ АМПУЛ И 1ЕПЛ05ИЗИЧЕСКИХ СВОЙСТВ 
ОБРАЗЦА НА РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ ПРИ АКПУЛЬНОЙ 

ЗОННОЙ ПЛАВКЕ 

В работах /1,2/ изучалис! процессы теплоперенося, 
происходящие при ампульной зонной плавке, когда образец, 
концы котогого закреплены в полых графитовых держчтелях. 
помещается в кварцевуо ампулу, вдоль которой движется 
муфель с реэистивкыы нагревателем. Исследовалось влияние 
расположения нагрезателя относительно слитке й температу­

ры нагревательной системы, а также наличие рифлений гра­

фитовые держателей на ширину проплава и перегрев расплава 
в условиях невесомости. В этих работах представлена ма;э­

матичеспая модель дли определения теплового поля как в 
одномерной, так и в двумерной постановках, иалолэн МРТОД 
решения и полученные результаты. • 

При проведении ампульней зонной плавки в наземных 
условиях образец кроме ампулы помещается также ъ кварце­

вую трубочку с радиусом, близким к радиусу слитка. Для 
определения влияния поглощения и испускания излучения 
кварцем в работе /3/ предложена приближенная модель уче­

та полупрозрачных каарцеБых ампул, а также приведены ре­

зультаты расчетов температурных полей при ампульной зон­

ной плавке германия для заданно? нагревательной систе.­ты. 
Показано, что при наличии квар.дезых ампулы и трубочки 
ученызаэтея ширина эоч« гроплпвя и neparp.v • расплава с г­



L 

Рис. I . Схема расчетной области при аупульной 
зонной плавке и распределение температуры 
на нагревателе: I ­ слиток; 2 ­ нагреватель; 
•3 ­ кварцевая aj/пула; 4 ­ кЕарцеяая трубка 

Для параметрических исследований используется одно­

мерная модель, вкчючьщая в сес'я уравнения теплопроБсднсс­

ти для слитка, графита и кварцевых ампул. Источники, вхо­

дящие в уравнение, учитываат радиационный теплосЗмен ае.х­

ду слитком, нагревателем и полулрозрачнь­уи кварцевыми ам­

пулам:!. Математическая постановка задечи совпадает с при­

веденной в работе /3/. 
Для проведениг расчетов был Еыбран следующий вариант 

в качестве базового: радиус слитка R= 2 см; длина слитка 
L « 24 см; температура плавления Тпяш 1300°К; удельная 
теплоемкость С= 0,4 дт ./ (ч с Ю; плотность J> m 5 /см 3 ; 
Д 5 » 0,1 вт/(см°К); Ar* 0,2 вт/(с«°К) ­ теплопроводность 
кристалла и расплава,состяететзенкс; 0>г « 3,6; ČP = 0,2 -
- степень черноты кристалла и расплава; А » О ­ удельная 

скрытая теплота плавления; V* 0 ­ скорость продвижения 
слитка. 

носительно температуры плавления. 
В данной работе исследуются температурные полк об­

раэца^ кварцевых ампулы и трубочки в зависимости от тешю­

физических свойств образца, его размеров и внешней темпе­

ратуры. Рассматривается упроченная модель системы нагре­

ватель­слиток, схематически изображенная на рис. I . 



Распределение "температуры нагревателя, представлен­

ное на рис. I , задается на участках ^у» £5 - L/3, £х »4ф а 

­ L A 2 , tļ*Lļb в следущем виде: 
Т< ­ 7 > ­ 0 , 9 * ( 7 ; „ ­ 273) ; 7 1 ­ 1 , 2 * ( 7 ^ , ­ 273) ( I ) 

Соответствующая степень черноты нагревательных участков 
S1 ш £$ш 0,2 ; & 2 ­ 6^ ­ 0,4; ­ 0,8 

Таблица I 
Координаты фронтов фазового перехода, ширина 

проплава и перегрев расплава 

! Вариант 'Изотесма (см) ĻĻHGJJJ Перегрев 
!вТ7смИ Расплава 1плавле­ i кристал­

ĻĻHGJJJ Перегрев 
!вТ7смИ Расплава 

! !ния лизации ! 
I базовый 7.78 16.22 8.44 66.6 
2 нет кварцевой 

трубочки 
7.79 16.21 8.42 66.9 

3 нет кварцевой 
труб, и ампулы 

7.75 16.25 8.5 68.2 

4 Л . ­ 0.03, 
At - 0.06 7.48 16.52 9.04 135.8 

5 Л 5 •» C.0I , 
4 ­ 0.02 7.91 16.08 8.17 178.0 

6 л& ш 0.3, 
j\ļ - 0.6 9.30 14.70 5.4 14.0 

7 6s-&e- о.2 7.62 16.38 8.76 69.0 
8 65» &£• 0.6 6.75 17.25 10.5 131.8 
9 ft ­ I см 7.57 16.43 8.66 144.6 

Ю R •* 3 см 9.63 14.37 4.74 14.7 
I I Т л , ­ 800°К нет проплава 
12 1800°К 7.38 16.62 9.24 189.1 
13 7­ лЛ ­ 1800°К 

L « 32 см I I .31 20.68 9.37 189.8 

14 Тпяш Т800°К 
L ­ 32 см 

нет кварцевой 
I I .31 20.68 9.37 189.8 Тпяш Т800°К 

L ­ 32 см 
нет кварцевой 
трубочки 

1 i 



Температурные поля для кварцевых ампул и трубочки оп­

ределяются при следующих значениях физических компонент 
для кварца AKļ = 0,025 вт/(см°К) ­ теплопроводность ква­

рца; JJ ­ 2,2 г/см 3 ­ плотность; С * 0.24 дж/(ч°К) ­

удельная теплоемкость; f • 0 ,75­Ю ­ 3 ( T j ­ 273) ­ 0,1 ­

аппроксимация величины коэффициента пропускания кварце. 
Диаметр кварцевых трубочки и ампулы ­ 0,2 си; зазор 

между трубочхой к слитком & ­ 0,С5 см. Кварцевая ампула 
удалена от оси слитка на /?f= j?+ I см, а корпус нагрева­

теля ­ R2- R 4 + 0,2 см. 
Условия теплообмена но торць«: 

х , 0 " ^ ( т 1 - т к ) , en 
ж « 1 

t ­ I , 3, 4 . 
где 7 V - температура слитка или кварцевых ампул, 

Т к ­ температура корпуса, принимаемая равной 3?3°К, 
<*> 0,007 вт/(см2 ° К ) . 

Рассмотрим голучеыные результаты. 
В таблице I представлены координаты фронтов пл&вле­­

ния %j и кристаллизации 56, , ширина зоны проплава I 
и перегрев расплава Д Т отнсмчЗГвльно температуры г. явле­

ния. Базовый вариант включает в cell также наличие квар­

цевых ампулы и трубочки и представлен в тавцр«уь варипнтом 
)} I . Температурное поло слитка определено тэдвс для сле­

дующих случаев по сравнению с базовым : 2 ­ отсутствует 
хгарцевая трубочка, что соответствует амг.улькоа зонно* 
плавке в космосе; 3 ­ отсутствуют кэарцевап смпула и тру­

бочка, 4 ­ коэффициенты теплопроводности 0,03 вт/\см 
° К ) ; hļ - 0,05 вт/(сц°К); 5. - A s ­ 0,01 вт/Сем°К), 
Al ­ 0,02 вт/(см°К); б. ­ As ­ 0,3 вт/(ск°К), А ^ = 
» 0,6 вт/(см°К); 7. ­ степень черноты слитке и расплава 
$с . 6г . 0,2 ; 8. ­ 6 5 « Og = 0,6: 9. ­ R * I см; 
10. ­ R ­ 3 см; П . ­7 , , , , ­ 600°К; 12. ­ Г „ „ - 1СЮ0°К; 
13. ­ Т л л ­ .600°К, L ­ 32 см; 14. ­ Тлд* 1£СЮ°К, 
L • 32 см, отсутствует кварцевая трубочка. 
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Рис. 2 . Зависимость ширины зоны проплава ст 
величины коэффициента теплопроводности 
(Kļ / As ) ш г 

На рис. 2 представлена зависимость ширины зоны про­

плава от значений коэффициентов теплопроводности по ре­

зультатам таблиш I (номера рариантов): 
I ­ Л £ « 0,1 Вт/(см°К); Ag ­ 0,2 Вт/(см°К) 
4 ­ Л 5 ­ 0,03 Вт/(см°К); y\g ­ 0,06 Вт/(см°К) 
5 ­ Л ш 0,01 Вт/(см°К); Aļ - 0,02 Вт/(см°К) 
6 ­ Ā s ­ 0 , 3 Вт/(см°К); At ­ 0,6 Вт/(см°К) 

Кз рис. 2 видно, что ширина зоны проплава растет при 
увеличении коэффициентов теплопроводности от 0,01 до 0,03 
Ет/(г.м°К), а затем при дальнейшем увеличении коэффициентов 
теплопроводности ширина зоны расплава начинает уменьшаться. 

Из рис. 3 видно, что ширина зоны проплава в зависимос­

ти от величины радиуса слитка по результатам, представлен­

ным в таблице I номером I ­ для радиуса слитка 2 см, номе­

ром 9 ­ для радиуса слитка I см и номером ДО ­ для радиуса 
слитка 3 см, уменьшается с увеличением радиуса слитка. 
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Рис. 3. Зависимость сирины зоны проплава 
от радуса слитка 

В таблице I в номерах вариантов I , I I , 12 представ­

лены результаты для Тпа- 1300°К, 800°К, 1800°К, соответственно. 
При низкой температуре плавления Тпл~ 800°К распреде­

ление температуры на нагревателе (1 ) не обеспечивает про­

плавление слитка; при Тпл » 1300°К ширина проплава L • 
­ 8,44 см, а перегрев расплава Д Т « 66,6° ; при Тпл • 
­ I800°K, t • 9,24 см при перегреве расплава ДТ«189,1°. 

Из рис. 4 видно, что ширина зоны проплава при оди­

наковых значениях коэффициентов степени черноты слитка и 
расплава увеличивается с увеличением значений коэффици­

ентов. При разных значениях коэффициентов степени черноты 
слитка и расплава ширина проплава становится меньше. 

На рис. 5 для базового варианта, результаты которо­

го в таблице * I , даются распределения температуры по 
длине: в слитке ­ кривая I , в кварцевой ампуле ­ кривая 2 . 
(Поскольку нагревательная система симметрична относитель­

но середины слитка, распределение температуры для правей 
половины слитка не приводится). 
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Рис. 5. Распределение температуры по длине для 
базовсго варианта 
кркрая I - в слитие, 
крирея 2 - в квчривчоГ; ампуле. 



Приводились также расчеты бестигельной эо:моЯ плагки 
слитка германия GE для установки со следующими парамет­

рами: диаметр нагреьателя 3,4 см по всей длине. Распреде­

ление температуры и степени черноты вдоль нагревателя да­

ны в таблице 2. 
Длина кЕарцевсй ампулы ­ 36,1 см, тслщина ампулы ­

0,15 см, ливметр ­ 3 см. 
Длина кварцевой трубочки ­ 25 см, толщина ­ 0,15 тм, 

диаме'̂ р ­ 2,4 см. Сла/СК располагается на расстоянии I см 
от начала ампулм. Длина слитка ­ 27 см, радиус сватка ­

I см. Гррфит радиуса 1,33 см раололожен с обеих сторон 
слитка. Кроме того, на I ом графит оаходит нч слиток. 

Таблица 2 

Расппеделение температуры ч степечч черноты 
вдоль нагрегстеля 

Координата от 
начала ампулы 

I 0 
3 

с.з 
9.5 

J3 
i6 , e 

Сб.2 
19 
19,8 
22.4 
2Й.4 
2V.9 

Температура ( У.) 

333 
365 
461 
757 
:3tt3 

1171 
1348 
1410 
1373 
IĪ44 
'360 
C6J 

Степан.-
черноты 

0.3 
0.3 
0.3 
0.3 
0.5 
0.3 
Г. Ч' 

ал 

" 1 
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Коэффициент теплоотдачи слева (в начале ампулы) 1,Э­10~* 
Бт/(см°К), справа ­ 2 , 6 ­ Ю ­ 3 Вт/(см°К), температура кор­

пуса установки ­ 300°К. 
. Исследовались темперетурные поля слитка германия в 

случае ( I ) отсутствия кварцевых ампулы и трубочки, в слу­

чае (2 ) отсутствия кварцевой трубочки, в случае (3 ) для 
слитка и кварцевых ампулы и трубочки и в случае (4 ) при 
отсутствии эаэора между расплавом и кварцевой трубочкой. 

Чтобы оценить влияние отсутствия зазора между расп­

лавом и кварцевой трубочкой, в краевое условие на поверх­

ности слитка 

э т ­ а , , 

где Л ­ коэффициент теплопроводности, 
Т ­ температура слитка, 
R ­ радиус слитка, 
Q.1 ­ результирующее излучение, определяемое в / з / . 

в правую честь добавляется слагаемое 

где Лк$ ­ коэффициент теплопроводности кварца, 
7^ ­ температура кварцевой трубочки, 
d ­ тэлщина кварцевой трубочки. 

Таким образом,приближенно учитывается перенос тепла в 
радиолььоч неправлении. Такое же слагаемое с противопо­

ложным знаком добавляется в краевое условие рля трубочки. 
В случае ( I ) , когда рассчитывается температура в 

слитка без учета кварцевых ампул, ширина проплава состав­

ляет 1,58 см и перегрыз расплава 3,96°К. В случае ( 2 ) , 
когда учитывается влияние только кварцевой ампулы ширина 
проплава ­ 1,61 см, перегрев расплава ­ 3,*72°К. Получи­

лось, что ширина проплава увеличилась, но температуре 
расплава стала ниже. В случае ( 3 ) , когда есть кгарцевне 
трубочка и ампула, лирина проплаве ­ 1,52 см, перегрев 
расплава ­ 3,1б°К. т . е . ширина и перегрев расплава умень­

шились. В случае ( 4 ) , в котором в отличие от ( 3 : отсугст­



вует зазор между кварцевой трубочкой и расплавом, происхо­

дит существенное увеличение перегрева расплава ­ 41,9°П и 
ширины проплава ­ 4,56 см. Следовательно, можно ожидать, 
что в наземных условиях можно получить большую зону про­

плава, чем в невесомости, когда кварцевая трубочка отсут­

ствует. 
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Z e n t r u i n 1 U r P m k t i s c h e 
4 a t h e « i j L i k 
K ; t i s e r t i l a u t e r n . G«? rnwny 

N U M E R A L A P P R O X I M A T I O N ANO F X I b T i N O E OF THF S M L U T U N 
IJF A NONLINI1AR P A R A E t t l M U E Q U A T I O N 

I n w e c o n ; : i a e r e t h e m m l i r i ^ d ) ' 1$Я1}}&гш1Га%аа p a r a b c l i c 
' e q u a t i o n ( 1 . 1 ) i n whi ­ h U I H t e r w a w a s i n . * : ­ p e n d » : ­ n t o f Uw 
u n k n o w n f u n d i on M a n y pi нмилл^Пч* I »c»w*:*v<­r. r e q u i r e t h a t 
a u V p e n d s o n <i t u n . W«­ m e n t i o n in t h i s d i r e c t i o n the ; f l o w 
M i LI i a c ^ r e t i o n t h K r t u c j h p o r o u s M*­*i1ia t h w S e a t c o n t t u c ­

t . i i »n w i t h . ' i b s o r p l i o n f 5 ] a n d t h e m i p r a t i o n o f d n m a l p o p u ­

l a t i o n f ; w i t h p o p u l a t i o n s u p p l y £ 3 ] ­* [ 1 1 1 . O u r a i m i s t o 
­ h o w h h . i t o n e c i n c ļ u a t o i m p l i c i t d i f I ' f r e n r . p s c h e m e ( fc? ) 
y i e l d s a n o p p K i i x L i i i v i i - l n - j ' ; « ­ щ н ч ) с е w h o s e l i m i t i s the* OļjļjļļiT 

• »* a l i ? d Ī-.O'J u L m i » o f ( 1 . 1 ) - ( 1 . 3 ) . I n t h i s w a y n u w e r i c u l 
p r o c e d u r e s c a n h o r e a ^ r d o d a s a t o o l i n p r o v i n g e x i s t e n c e 
o f a s o J u t i o n o f o u r p r o b l e m . 1 1 t u r n s o u t t h a t s o m e c o n ­
d i t i o n s u n d e r w h i c h s u c h a s o l u t i o n e x i s t s a r e l e s s r e s ­
t r i c t i v e t l . an t h o s e i n [ 2 ] . 
1" •?.!'*'- - ' t . i t e n i K - n t ' ' t h e p r o t Л g g 

T h e p r o b l e m w e a r e c t a n s i d e r i n g c a n b e f o r m a l l y w r i t t e n a s 

( 1 . 1 ) -Sr = A4» (u ) • a ( x . V. t . « ) o n 0 =» Q * J O . T [ 

( 1 . 2 ) Ц м , V. О ) ­ t t o ( x . V) o n 0 

( 1 . 3 ) « ( ж . V. t ) ļ . j = V. M !> - Г * [ О . Т ] . 

Mt f * r c О с Я i s a r e g u l a r , b o u n d e d , c u n v t ­ x d o m a i n ; 0 < T < + « . 
Г­Э0_ Wo h i i v e c o n s i O p r w d t w o v a r i a b l e s f u r t h e s a k e 
o f s i m p l i c i t y . o n l y . T h e d a t a o i : c u r r i n t j i n t h e p r o b l e m 
w i l l b e s u b j e c t t o t f i e f o l l t > w i n o . a s s u m p t i o n : 

( i ) «1 це C(Q) u ( € C ( S ) . a £ C( U * * t ) ; 

u „ . a ( x . t . OJ 1 0 ; « | s = 4 i t ( x . v . O ) . 

( A ) ( i i ) ф ( и ) a n d фЧ«») > О f o r и > О . Ф ( 0 ) = О 
Ф е с'[<>. * * [­

( i i i ) а ( х . v. t . « ) ­ а ( х . v. t . « , ) U | t - * , ) 
* * * * 0 . L * 0 ( х . к. t ) е и. 

а ( х . V. t , * ) i ­ В * 1 1 , f o r * 1 О a n d p i l . В * О. 

D o m i t e . И * « о . иу а ( х . V. t . О ) . 

I n o K a l t h p K f u n c t i o n а = Хи a n d t h e V e r h u l s t f u n c t i o n a ­

- Ц i n t h e p r n t . l e i r , o f m i g r a t i o n o f a n i n . a l p o p u l a ­

t i o n s [ 2 ] . £ 1 0 1 s a t i b f y t . t » s i > r i o u i r i m e n t s . f U ļ j i r i m p o r ­
t a n t t - x a m p l e i . a r e ^ u j * <i , m > 1 a n d 

a ( x . V. t. 4 i ) = X и * + a ( x . V. t ) . P * t . a i О , X S 0 . 

I n g e n e r a l , t h e p r o b l e m ( 1 . I ) - ( 1. t t ) h a s n ' t a . . J a s s i r j ] 

http://hh.it


solution, во we define a general ized solution: 
Definition. A function <1 E L (Q ) . « 1 * 0 (a . e. ) i s ca l led 

a weak solution of ( 1 . 1 ) ­ ( 1 .3 ) i.­:.": 
( i ) u s a t i s f i e s ( 1 . 2 ) , ( 1 . 3 ) in a general ized sense 
( i i ) < M » € I _ Z ( 0 . T ; h ' ( 0 ) ) 

( i i i ) For any f € н ' ( 0 ) such that f|„ = О 

( 1 .4 ) J ļu - 0*(<l)*Vfjdxd</dt + 

• Г a(x. ft t. u) Г dxdydt + 

+ I «* (x. V) f ( x . <A 0)dxdtf = 0. 
0 " _ 

Here S, = S и ( ( x . » , T ) ; (x. » ) e Q >. 

2. The impl ic i t dif ference scheme. 
Let Xfc be a rectangular mesh with step h > О in the space 
directions and T in the time direct ion such that 0 6 Ж 

2 
Let the sterns h, T be such that X ­ r/h X — Const. Denote 
x, = ih, ff jh. t k = kt": U t J ( k ) = U ( x 1 , V J . t k ) = U ( k ) ; 
"Ō" fc= = * h n "Ō" and "5̂  = * h n "ST 

Put 
u _ ( k ) = U(k ) ­ U ( k ­ l ) 

I T 

and s imi l a r i l y U . U for the backward dif ferences in 
x у 

the Б р а г е var iab les . The forward dif ferences w i l l be deno­
ted by U j % U U t . ­
As usual 

Ah U(k) = U _ ( к ) + U _ ( к ) . 
хх уу 

Me replace the problem ( 1 . 1 ) ­ { 1 . 3 ) by the fo l lowing d i f ­
ference scheme: • 

( 2 .1 ) U_(k ) = A *<U(k) ) 4 a ( k ­ l . U ( k ­ l ) ) on о 
t ^ " 

( 2 .2 ) U(0 ) = « l o ) ) 

( 2 .3 ) l l | r • « 2 ( x . # . kT ) . к = 1.2 К = 

Here U i 0, u =. 41 ļ and Г i s the set of points ( x , . V . ) 
°|Ō" ' i 

€ Qh such that a t l eas t one of the four neighbours: 
< > < i . r » j ) ' ( x » ­ l J ' j ) ­ ( x r » J . i l l ­ ( > < l ' » j ­ i ) o u t s i d e " ^ . 
Further Qh= = 0 Л\Г К and 

0 b = ((•­<, * t ) I ( x . y ) e 0 h. t =t, . t-r.'..,tKi. 
The function «i : Г + Jt i s defined as fo l lows : 



where (x . V * ) G 1 i n the ne.ireot po in t to trie inesh po int 

1 KM ­ O R T I N ?. 1. Suppowtt that asr­.uinpti.on ( A ) ho lds and that U 

i s . I d i l u t i o n o f the problem ( 2 . 1 ) ­ ( 2 . 3 ) . 
Then 

О 5 II i H. on Ul 

С , I T M , L T , , , , 

H I ' r e n = < L 
l M(l + T) f o r L=0 

P R F I O F : We consider the cuse L*0 ( L ­0 , can be seceded in 
the T ^ I I U ? maon.­r) and prove that 

О S U(k ) S Mk k = 1.2 K. 

where 

Mk = K ( L + T L ) K • + Y " [ ( 1 + T L ) " ­ 1 ] . 
Let k­1. Then i f the mininuin of 11(1) i s reached in an i n ­

t e r i o r point < * „ . « „ ) . Л ь * ( 1 ) ) г О so that 

1» ( 1 ) i u . „ ( ° ) • T a . „ < ° ­ u « n
( 0 ) I 1 

* , J « r ( ° ) ( 1 " 4 « ^ ' ( 0 ) ) i О. 
I f (x f t , V( ) с 0 h i s the maximum pb int of U ^ t l ) . 

U ( 1 ) S IJ ( P ) » ī ( a ( 0 . 1 ) ( 0 ) ) ­ a ( 0 . 0 ) ) • ТМ i 

« MO+īL ) • tR. * И J 
Now suppose the i n e q u a l i t i e s hold t o r k­1 and prove them 
f o r k. Let U ( к ) bo the minimum of II ( k ) .ind suppose 

••n I J 

( x .V ) e O.Then Д Ф(И ( к ) ) * 0 and 

I N h "IN 

U ( к ) * U ( k ­ 1 ) + та ( k ­ 1 . U ( k ­ 1 ) ) * 

* (1 - TBU*~'<k-l)) U(k-l) i о. 
11" U ( к ) i s an i n t e r i o r M».sxiu.um 

. . „ ( к ) i 

« I J ( k ­ 1 ) + т(а (k ­1 . I I ( к ­ ] ) ) ­ а (к 1 . 0 ) ) < тМ * 

шп т П М П М I 

i (I+TDM,^* i* • мк. 
Тhe t,rleorem i s pfovK-d. 
In nriier t o prove the s o l v a b i l i t y of the d i i f e renc .e prob­
lem (If. 1) ­ ( 2 . 3 ) . consider the f o l l o w i n g l i n e a r homogene­
neoi»s аlgeforа i с sy tern: 

V.. = xV". i V
i l

) ° л 
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W I T H A R B I T R A R Y * 0 . 

1 E M M A 2 . 1 . F O R A N Y G I V E N ( A
( J ) » L^1*2" S Y S T E M ( 2 . 4 ) A D M I T S 

L H E T R I V I A L S O L U T I O N O N L Y . 

I N D E E D , I F T O R A M E S H - P O I N T ( X ^ , V N ) &• FIB ^ M R T ^ ®« * * I E 

I N D I C E S C O U L D H E M O D I F I E D , I I N » M « V ; S D R Y , S O T H A T 
Л ( I Z V ) I О . I H I T . I S H O W E V E R I N C O N I R A D I C T I O N W I T H I . H E 

H * . ! ) » П 

E O L A T I O N . N E X T . , O O N S I I I E R T H E L I N E A R S Y . T E I I I : 

( 2 . 0 ) W , ( К ) • O N Г . 

oc, * О . T ; "Ō~ -» Ж . 
i j к + 

F R O M L E M M A 2 . 1 I T F O L L O W S : 

C O R O L L A R Y ? . I . T O R A O , I V E N X A N D F I X E D K - 1 , 2 . . . . , Kt ( 2 . 5 ) 

H A S A U N I I I U E S O L U L I O N . 
I N P A R T I C U L A R W E I U I V E 

W ( J ( K ) = Ц | ( I T - 1 ) • T A H ( A Ļ J ( K ) W I J ( K ) ) + Г . 1 И ( К , Н 4 K - 1 ) ) 

( 2 . B ) W 4 J ( K ) 5 3 С Г ( Х Г V B K K < X . * V J ) * P H * : - 4 - 2 K 

W ( 0 ) =­ « ( x , , V ) on 0 T 

I H E M A T R I C E S ( A ^ C K ) ) A R » D E F I N E D I N T H E F O L L O W I N G W A Y . 

L E T V : U B < X + .41.1 S U P P O S E T H A T Ф ( 0 ) - 0 . T H E N 

( * < V ( K ) ) 
T O R V , ( К ) / О 

- , / K ) ^ V . ( ( К ) 

{ Ф'(С) F O R V , ( K ) = О . 

I . - M I N A 'J '?- M U | . » p o . ; E C O N D I T I O N ( Л ) H O L D S , T*. < 1 A S S U M E W E 

A R E V N V E N A F U N C T I N O 

V : ТГ * ST 
H F 

S O I L , T H A T V ( K ) ļ ŗ = < ^ Г ( К ) ; К " ! . ! ? К . T H E N ( \ \ > H A S A 

UO L O . E E S o T O T Ī O N 

F'R O U T : ( ' . ' . ( » ) H A : ; . . T I X I I R I H R I - . I T O C O R E L L U R Y 2. 1. A U N I Q U E 

' m i n i i n n F O R k - 1 . H I T S S O L U T I O N I.-; n o n n e ' J A T I V E . O T H E R W I S E 
I T , W O U L D E > I . S T A i ­ o . i p ' . E ( i » , N ) . i n l i T H A T . 

W _ ^ ( I ) < ь , Й ; | ( Ч Л П ( I \ы j I ) ) I О . 

T H E N I. I IN .111 , T O Л ( 1 L • ) 

W ( 1 ) г w ( ( ) ) t f о. II ( 0 ) ) * |i г й и р 1 ( С ) ; 1 1 ( 0 ) > О. 

Ша .T. . NR. un •»:. 

http://lo.ee
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I N G E N E R A L и ^ ( К ) 2 О F O L L O W S F R O M W ^ k ­ L ) I 0. A . I A I N 

A C C O R D I N G T O T H E S A M E C O R O L L A R Y ( 2 ­ F » ) H A S A U N I Q U E S O L U ­

T I O N . T H E L E M M A I S P R O V E D . 

F O R A F I X E D k = L . 2, . . . K , ( 2 . 6 ) D E F I N E S A C O N T I N U O U S O P E R A ­

T O R 

G(k) : * * •» * * ; V ( V ) * w(k ) . S = C A R D 0 

L E M M A 2. X U N D E R T H E A S S U M P T I O N ( A ) T H E O P E R A T O R G ( k ) H A S 

A U N I O ^ J E F I X E D P O I N T F O R A N Y K ­ 1 . 2 K . P R O V I D E D T H A T 

т е м ' " ' * 1. 

P R O O F : S I N C E N * 0 

I |N(k)|| = h 2 I |» (l<)| = h^H ( k ) = 
\ \ 

• h2Fj ( W t J ( k ­ L ) • + t u H ( A 1 J ( K ) M i J ( k ) ) . 

+ Т а , ( ( к . И м ( к - 1 ) ) 4 

s h2Z [ ( 1 + L T ) W . . ( k - 1 ) «• Т Д ( о , ( k ) W , , ( k ) ) T T H } 

Because И = V * «*, en I*. 

I |w(k) 11 * H 2 j ; ( i + i t )w , ( k ­ D + T h 2 j ; и • 2ih 2j; • ( « <k>) 

P ( K ) ­ H £ ( L + L Ī Ļ M . / K - L ) • 2 и . » . ( Г ) Ф ( И ) + Г М Г А ( О ) 

Q 1 1 

h 
A M I 

S * ( K ) = ( X E X S; X i О . I | X | I, * P ( K ) > 

i» — I «3R* J 0. A N O II. S T A N D S , F O R T H E I Е Ы Я Ц И Ы M E A S U R E , 
N 

T H E N F , ( K ) : * + 5 * F | C ) . K = L , 2 K . 

A N D В Г О И М Е Г * S F I X E D * P O I N T T H E O R E M I S . S P P L I O A B L E . 

T H E U R I Q U ^ N E B I ; F O L I N W , F R O M L E M M A 2. 2. 

T ? E . I ; A R K . T H E F I X H I J P O I N T S U ( К ) K ~ L , 2. . . . . К C O N S T I T U T E T H E 

D I L U T I O N O F T H E D I F F E R E N C E S Y S T E M ( 7 . 1 ) ­ ( 2 .3 ) . 

^ I . V X T E N S I T M S O F D . S . ^ R ETTV? H I I N 11 • Ю - . - ; . 

! ' I U P L " > F T E U, V U R N V E C T I > R S W I T H < • I M P . IRU-NT. L; I I F • • • • P T Ч ; T I V E 1 У 

V . . P I I I Q , P . Ч fe. I T , P < 4­ L H » - N T H E I N N N U L . ) N L P A R T I IT I 

R I I F I H . I - I T I O N RT ' .I' I T , : 

q - 1 q 

( & i ) H T ( v ) II . - H Г v ( и ) » i ; v - : I v . 

* 1 1 — * Ч Ч h P 
I N O " ­JER T O D E F I N E T E N S I O N ? О : N . E * - . H - F U N C T I O N ' - , , W » * I N * R O -

D T J C U 
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» ( 1 = < ( X . v ) e * z ; I H < X < ( I + L ) H . JH< v < ( J +L )H ) 

ч , ] к ) = « , / ] 1 < т . ( k + l ) t [ I . j e t 

D e n o t e 

= U о. = U — I k ) 
q 

a n d o b s e r v e t h a t t h e s e c o i n c i d e w i t h ­ » t h e n o t a t i o n f o r t h e 

c o r r e s p o n d i n g s e t s o f m e s h ­ p o i n t s . Q f c , w " h ERE t h e ŗ ? r P , i t p t t 

s u c h d o m a i n s c o n t a i n e d i n Q a n d U r e s p ^ c t I v e l v . 

T h e s i n a l 1 e s t r e c t a n g u l a r N Y F > ) n j c u n t d i n i n y Q r e s p e c t i ­

v e l y 0 .IRI»: 

" и
0 0

"
8 1 * * * * * * 

1 h u r p a r e t h r e e i n t e r p o l a n t s o f a i m ­ » s h ­ t u n r t i o n i n w h i c h 

w e a r e i n t e r e s t e d , n a m e l y : 

a ) ( О ) ­ i n t p r p n l a t e : T h i s i s d » * I i n e d o o t h * » 

• l o r n a i n b y t h e r . t e p ­ f u n i ; t n n » ; 

V ' <fc> N V , ( k H ) , о / * * C U . 

b ) ( l ) ­ i n t e r p o l a t e ­ T h i s i s a c n r t i o u i i u a ( u n : t i ( > n 

V ' : u . ­* Ж, w h o s e r e * ^ t r i c t i o n o n e a c h c » > l 1 о, ( к ) i'i a 
ь h i j 

p o l y i n i H i i a l • » i d e ­ * r » * e i m e i n 

V t a t t h e v ē r t i e s o f q ( k ) . f M e a r l y V , ' e O l ' < U ) 
h l i 1i 

c ) M i x e d i n t e r p o l a t i o n : v
ļ ļ ( : ^ h " Р г e a c h Я I ^ C U . 

V ^ ^ j i n c o n s t a n t i n x 

V ( , , ( x . V . t > * V ( i ) ( K i > V . t ) ; 

a n d 1 i n » , » " i n V. t . 

V­ A ! 1 t h e a b o v e p r o l t . . v ? o L i o n c a n b e c l e f j n e d o n 0 .̂ Q. , 

ь 

f О t.h»­» К * Я 1U»* 1 w » • c o n s i d » *r 

V ' ( t ) V ( t ) = V ( K T ) t o r t * ( K Ŗ , T l . 

I m p i t r t . i n t r e I . i t i • i n n b e t w t ^ e n t h » » t - x t e n : ; 10ПЯ . * r e 

? ) J?¥_ ( v > : -2ļl (7 . o n M < k ) . 

W*> , r r ffl.unlv I I in i • * r n » - i i w I t l i t h * i t S e w h e n h . Z * О . H *r »­• 

I Я »>« n i , i w e I I ­ k m >wn r e r . u l t. o f t » n 1 v * ­ h » ­ n r . b a i a L 7 ] : 

11 R i ­ w 3. I . ' . a j p p i i s * ­ w»> o r e . j i v t ­ n a t u n c L i u o V ? •• Я 

• ; u . I h a t 

( i ) | l i * > r i ­ • i a i i m s t . a i . t R i o d » * i m * • " . t n f h , X f o r 

W I I M I 

f : i : i ) с h 2 У v j j 



T h e r e , i f o n e o f t h e e x t e n s i o n s V. ' 

l y c o n v e r g e n t i n L 2 ( О ) when r, h •* O, t f i e same i s t r u e f o r 
t h e o t h e r t h r e e e x t e n s i o n s . In the seoAJel we s h a l l make u s e 
o f t h e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s o f t h e d o m a i n Q and the b o u n ­

d a r y f u n c t i o n <ij. 

( P ) : The c o u p l e (0.u^) i s said t o h a v e the p r o p e r t y ( P ) . 

i f t h e r e e x i s t s a f u n c t i o n f € C (0 ) w i t h f o l l o w i n g p r o p e r ­

t i e s : 

( i ) * | s = « r 3 = Э0 x [o, TJ 

,.., T. at df at a2f azf 

(xx ) The der ivat ive* . . — . — 

exist and are bounded i n Q . 

(P h ) :The c o u p l e (Q.<*1) i s s a i d t o h a v e t h e p r o p e r t y ( P h ) . 

i f t h e r e e x i s t s a m e s h ­ f u n c t i o n f : О * Я, s u c h t h a t 
( i ) V k ) | r = u

2 < k ) - k = 1 - 2 . , К 
к 

( i i ) f ( l c ) , f ( к ) . f ( к ) , f _ ( k ) . f _ ( k ) a r e b o u n d e d 

<jn Qh. k = l . 2 K. 

The d i f f e r e n c e s o f ( P ̂ ) ( i i ) a r e t a k e n on t h e p o i n t s w h e r e 

t h e y make s e n s e . 

Rggaŗ k s : 

1. I f ( P ) h o l d s , t h e n s t r i . t i o n o f f t o TT̂  s a t i s f i e s ( P h ) 

( i i ) and 
f h ( k ) ļ r = « 2 ( k ) + r h ( k ) . k = 1.2 К 

I r I i Ch. С i ni " *epend*­nt o f h. г. 

Thus ( P ^ ) i s " n e a r l y " s a t i s t i e d . 

2. I f i s i n d e p e n d e n t o f ( x . V ) „ t h e n *­ г= * i ļ and ( Р ц ) 

f o l l o w s f r o m ( P ) . P r o p e r t v ( P ^ h a s t »een c o n s i d e r e d by many 
a u t h o r s , e . g . i n [ O j ( c l a s s О ' ) . 

4. E s t i m a t e * * o f f i r s t - n r t ļ o r d i t f e r e n r e s . 

To b e g i n w i t h , h e r e i s some n o t a t i o n : 

< = t U ^ f j l * . ^ I",.,. VJ) and («,.•,,,)€ "S") 
О * = ( ( x . . V , . t . ) e 1 7 ; ( x . V )«-"Ō" *. k = 1.2 к I 
Г* = ( ( x r V j H < i l * w V e j * ­ ' , s F . ­

= ( ( x . ­ V j ) ^ . (*,_,. V j ) * o,,>­

( Г war. d e f i n e d i n \'S) 



M ^ W T P ( > . У ) С Г i s t h e n e a r e r ­ . L p o i n t t o ( x ^ , V j , ) ­

I h o i . r em 4. 1. S u p p o s e t h a t : 

( i ) II i s t h e s o l u t i o n o f ( 2 . 1 ) ­ ( 2 . Э ) ' 

( i i ) ( M ­ ) I n c t h e p r r n w l . y ( f > h ) 

( i i l ) i s L i p i i t ­ h i t , . L : i m t > n u u u r . 

( i v ) C o n d i t i o n ( Л ) I...1.1!.. TUM1T 'S 1 

a n d t h e r e e x i s t s M" s i n l i t h . . t |.<( x . u. t , *) I * M - f u r 
( x . V. * )

 € О. О S * S ri r 

h i e n I . h e r e p x i r . t ' j a R.onf.l..int t' i n i i e p . ' n . l . ^ i l ' o f h, T S U I J I 
t h a t 

4 U­ ( и ) г + ф ( и ) 2 ) < r:. 

H e r e F.ir EXAMPLE Ф > ( 1 1 ) 2 ­ ( ( <X 1 1 ) ) f ) 2 . 

P r I.IF: C o n d i t i o n ( J i ) '.nr.UKES t h e »­xi*­.TENCE OF a f u n c t i o n 

V : "ŪT n X s u d i THAT 

V ' r h "' "* ' 
w i t h BOUNDED IJ I * f ER EN. .­•; UP *.O t l f * R..*RONI_L NR DTF ic: x . V 
a n i l I IR . 1 . ORDER i n t . Ы ( Н V II . . r . 0 . * \ II a n . l p u t 

г 
w ­ II ­ V. P v n LLTIPLVIRIO l . o t h • . o l ( 2 . 1 ) w i t h th W(K) 
AND •IUMTTIIO'I o p . WE . lot. 
( 4 . 1 ) П.2У W(K)LL ( к ) ­

­ t 

F TL.2" W(K)U*(LL(K)) I . i l k i . H i k l ) ) ] . 

Tli^* l . ­ l t LI.LTUJ JLILI' I .HI HO L r a r . ­ ' l OR M».­IL ll>:in*? THE IIJENTTTY: 
..(.I L! ­ y | . : ­ I.2 ^ U­B}*| 

INT.. 
< 4. :>) *\ ( и' (I ) и' (K i ) • 

i i ' i k ) ) i l . i v ( H i i ! i I ) . 

o i m 11 a r m e a n i n g s r e g a r d i n g V <*..vi> ^"h* ' Г * * * *Ч»1 l C.i **y 

w e u s e 1 t h e s a m e n o t o t i t t n wt~»*n 0^ i s r » r p l a c : e d b y Gŷ  a n d 

i r o n s д А?г a f u n c t i • >r> V d e f i m ­d rm e x t . . i v i e d l .o * i n t h e 

f o l l o w i n g m a n n e r : 



1 , 1 *I t w ,< k> Ф,(и(к)) + + w y (k) Ф (u(k))j. 

FurthoK we h a v e 

( 4 . 4 ) ­ h2£ V Ф ( U ) = h 2Y V _ ф(и) + hV V_ ф<11) * 

<"' к" 
+ h£ V_ *<IJ) ­ h£ V_ ф(и). 

с г ; * г: ­
a n d г \ m i \ a r i l y f o r V­

R e p l a c i n g ( 4 . 2 ) . ( 4 . 3 ) , 1.4.4) i n ( 4 . 1 ) a n d i n i p w i i m u p f o r 
K ~ 1 , 2, . . . » K". w e g e t a ­ f t e r a p p l y i n g o n c e m o r e ( 3 . 1 ) : 

T h 2 У (U Ф (U)+U Ф ( U ) ) ­i x t i 2 У |Д V| ф (п) + 

­ £ У_.Ф(и) ) • г . , 2 < J JW|M­ + V | V _ |l) ! + 

" Г „ " » • ""к * 
• 4i2 У *<К) ­ « ( 0 ) V ( 0 ) ) . 

4~a4ci.nl.:: i*­»'to a c c o u n t ^ ^ ь ^ J n , i ' h e « f era '2. 1, i t f o l l o w s t h a t 

t h e r . e x i • :f. a ­ c o n s t a n t С s u c h t h a t 

T b Z У ( U ф ( l l )+U Ф ( I I ) ) s C. 
i . « » у у 

<U» ranUc* n o w t h a t • ( U ) 2 ф'(И' ) Ф^Оо 11̂  an.J t h a t 

J * < « ) I I S t o u n d e d o n U* \ Q*. 

*?от..г k. T h e o r e m 4. 1 r e m a i n s v a l i d i f a s s u m p t i o n ( i i ) t'. 

• r e p l a c e d b y : ( i i * ) (Q. « i . ) h a s t l t e p r е р » « к * . у ( P ) 

f n o e e d . l e t u s t a l • V • f I . I h e n t h e r i g h t ­ h a n d ­ . i d e O) 

I
 Uh 

( 4 . Г-t) r e a d s : 

­ t f . 2 Y [W (k) Ф ( l l (k ) ) l w ft ) .;­ | 1 Ц к ) ) I 
L » • у у 
о ' 

ConS*»OUi*TI 11 у 

< 4 . r ) t h 2 £ W(k)fl h*<IJ(k)) = x h ^ W C k l ^ l K k ) ) 

о. Ж 

file:///mi/arily
http://4~a4ci.nl


+ ть ( J W ( k ) •juCk)) + £»(k) • h(u(k))). 

A o c o r . d i n g ­ t o t h e R e m e r k o f $3 t h e r e e x i s t s a c o n s t a n t С 
tUvde^pen i l en t o f h . s u c t i t h a t 

£ih £ < h Iw^k) *,<u(k))| + | м ( к ) | |*,(u(k))| ) < c, 
r * 
J l ? J < h 1 > У ( * ) Ф у ( И ( к ) ) | + |M(k)| | « Y U ( l c ) ) | ) < C. 

T h u s . j p r oo f * i n ­ j o o n unchan«?edJ_ 
B e f o r e . p a r s i n g ­ t o b h e n e x t t h e o r e e i w e d e n o t e : 

m - тш < i ; 3 j . (K rļļ r | | '*T^b 
• «m,n < i ; 3 j . |м4«#:)«3£| 

a n d a n a l o g o u s l y iN. n ш i U i r e g a r d t o V­

G i v e n n s J s ­ N . 4*heņ Л ( j ) « а в 4 i ; ( x . ­ V . ) * 0 _ > ­

« ( J ) » r e s p e c t i v e l y Mļfļķ |П<*д 1 * Л # М Е s w n i l a r m e a n i n g s . 

T h e o r e m 4 . 2 . I J I J R P O Ī ^ N C J O W E X T I O I I Д Р * fliheor * т 4­ 1 h o l d . 

T» ten t h e r e e x i s t s a c o n s t a n t С ,xn«,lef .eryierkt -aļf A. s u c h t h a t 

. l l 4 r u J I о < c 

ļo. т| o t " и
 ЭЮ) 

P r o o f : К.» h a v e t o p r o v e t h a t 

I \ 4 r , J ' <*•#• *>•*«•**! < « , 
f o r a n y V € C o < ° ) J r i d 1 ^ [ 0 . T ] . R e c a l l , . t h a t U" w a s e x t e n ­

d e d t o "0̂  * x [o. T l . 

F o r ( x . » . ļ ) eTT ^k ) 
1 Г ( Х . V. t ) m — Ц - > " . / « Х ,,„<>«• &*J 

tfi 
w h e r e t h e sun, i s e > " en . fc 'd o v e r t h e v e r t i c e s o f п ^ ( к ) a n d 

j 1 f o r P = ( x ( . V r t k ) 

U ( P ) " 1 0 f o r P * ( x 4 . « , . 

Н » . Л С Е in {к) 

T h e Ь а ; ? u : x t i o n f L [ t a r e l i n e a r i n x . V. t . 

i n 

h 

+ < * . M ­ x ) ( V ­ V , H < \ > . . . , ( к ) f 



* < к ­ х , ) ( « ­ v , ) (u t ) u (k )L k=o.i к­: 
and ме get 

< * - s » f 4r-<wi(x**> *>) «<x. »)dxdV = 

= J _ ­ ^ ( u ; ( x . « . t ) ) « ( x . « ) d x c i « + 

+ h2J (л ь*<и и(к)) • 
V 

г'г' 

* * « j < " k ~ 1 ' U i j ( k _ 1 ) ) ) J J ' ! , , ( ' ' . • > ) ' * * • 

+ h 2 ] [ < ­ B _ » t J (k )| J d, , ( г ­ . « ) с ! г х М . 
H e r e 

d u ( r . e ) = ( l ­ r ­ H l ­ ^ M x ^ r h . V / * ) + 

+ ( l ­ r ­ J e ^ x ^ r h . V J f o r ( x , . Vj. t k ) С 0 ( . 
Taking пом the Lipschitz continuity in to account and 
ca l l i ng the way in which U was extended to 0 f c \0 f c , 
net 

( 4 . 6 ) |f ( L r ( x . v. t ) ) « < x . v ' ) « « x « H r I < Ch тая |»| 
» J * о 

( 4 . 7 ) |h T <U_J . , ( k ) h I |f d ( r . « ) d r x J 4 ( < Ch « o ŗ | . | . 
К t J o " o J ' Q 

» 
N o w 

» ­ 1 H C J ) ­ 1 

h*f • _ ( U 1 . . ( * » « ! , . = Ь У h У * Jt** . , *** ! * » , , " 
S x x ' " j V , l . f a j t . l x x U J 

- h Z h z 
h 3>. 



On t h e o t h e r h a n d , t a k i n g i n t o a c c o u n t t h a t у € CSCO) and 
t h e d e f i n i t i o n o f d ģ ^ 

f o r a n y i . j . a n d 

1 1 - • • 
a n d s i m i l a r i l y ft*r 

h Z Y • ( U ( k ) ) d , . . k = ) . : « X. i w 

R e c a l l i . .9 t h a t t h e i m b e d d i n g H"( О) с С ( Q ) i i i c o n t i n u o u s 
a n d t h a t | a ( k ­ 1 . l l ( k ­ 1 ) ) | < 4 . U e s t i m a t e s ( 4 . 6 ) ­ ( 4 . 3 ) 
p r o v e o u r TPM'IJRem. 

5. Сод v e r даОнСе o f t h e d i s c r i ' t » 1 s o t u t i un 

W e 1 p' j i n H i t h s o m e f u n c 11 o n a 1 a n * 1 у t i с r e s u H e w h i c h w e 
и ь е i n t h i s s e c t i c n . 
C o n s i d e r thr­м­» B i . n a c h u p . I I > s B Q . B ļ t В s u : h th.-*;. 

B f l - В с B ( ; B 0 . r e f l e x i v e . 

T h e i n c l u s i o n s , a r e a l g e b r a i c a*": w e l 1 a p t o p o ) e p i c a l . 
L o t 

W = ( v € t / ( 0 . r - B ( ļ ) ; * L 4 ( 0 , T ; B j ) l 

О < T < »<u ; p . «j > 1 

btr a B a n a c h s p a c e w i t h t h e n o r m 

I 1 '.•'v „ ļ ļ 
I I tit П 1 Ч ( 0 , Г ; В J 

U 1 
I o b v i o u s l y 

И ' L P ( U . T ; « ) . 

Lemma 5, 1_­ Sup*.»t.ve t r M t LI »e i m b e d d i n g "a""" ' n Спкфл* • t 
a m I l ^ p , q < + «<. 

I h f . W с L P ( 0 , T ; B ) i s a l ­ . o OOiapaXt. 
f o r t h e p r o o f ­ w e s e e LUMIK I'J]. 

Lemma h . 2. S u p p o ­ . e ф t Э ( 0 * I O. T[\ a n d t h a t II i s t l » e 

s o l u t i o n o f 1 ^ . 1 ) ­ ( Й . З ) T h e n for h, T s u f f i c i e n t l y s m a l l 

( b . 1) { Q < M V ' > l t ( | i ) V ' ) t ­ * y ( ' l ) v y h ­ ( l l ) r ) d x . l ' / i t + 

+ J Q « U ( * . V) V ( x , V. 0 ) d x d y = 0. 

P r P. ' f : Д Е Г А ! ) THAT. . . . J. »*• i s t r » e ( 0 ) EX t e n s 1. П EF 

( ) ( k ) . B v mu1.tipi.vin4 ^ o ) U » ' J o f w.> GE*. jwffv* v­UMW...­

T 1 •­»! 1 : 

http://mu1.tipi.vin4


+ a ( k ­ l . U ( k ­ l ) ) m ( k ) J + h ^ u ^ O ) = O, 

Q K 
I F I I S S O small that ц>(Кт) = О. 
Hence 

К 

( 5 . 2 ) th 2 J J [ U f ( k ­ l ) ­ t ( k ­ l ) ­ • , ( U ( k ) ) ­ ] t ( k ) 

­ Ф у ( и ( к ) ) т у ( к ) + a ( k ­ l . U ( k ­ l ) ) m ( k ) J + 

+ h 2 £ « 0 » 4 0 ) = 0 . 

A g a i n i f h , T a r e s o s m a l l t h a t 
s u p p a . s u p p w . s u p p m с 0 x ( О . T [ . 

я у h 
i n s t e a d o f ( 5 . 2 ) o n e c a n w r i t e ( 5 . 1 ) . 

Lemma 5 . 3 . ( L i o n s [ 9 ] ) L e t О с 3t b e a b o u n d e d d o m a i n a n d 

4 L ^ D ) . p > 1 j = l . 2 . . . . . A s s u m e t h a t 

' ( I ) I lUjl lp * Г J ­ 1 ­ 2 

С i n d e p e n d e n t o f j . 
( i i ) •• о a. e . o n 0 . 

T h e n - «1 w e a k l y i n L P ( 0 ) . 

Lemma 5 . 4. S u p p o s e D с 3t" i s b o u n d e d a n d t h a t t h e s e q u e n ­

c e ( u j ) C ( D / j = l . 2 . . . . h a s t h e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s : 

( i ) ­ " " * | « , | * С 2 

( i i ) «tj •» «i a . e . o n D 

( i i i ) T h e r r e x i s t s q > 1 s u c h t h a t и e L'I'O). 
T h e n t h e s e q u e n c e c o n t a i n s a s u b s e q u e n c e , c o n v e r g e n t i n 

L ^ P ) f o r a n y p € [ l . +ш ( a n d i t s l i m i t «1 e L ^ D ) . 

P r o f_: T h e p r e v i o u s l e m m a e n s u r e s t h a t u ^ •* « . w e a k l y i n 

L 1 , ( D ) . И е с ­ . u s » o f ( i ) t h e r e i s a s u b s e q u e n c e H » t J C ( « t J 

f.l«.:h t h a t W •» <i w e a k l y i n L P ( D ) f o r a n y f i n i t e p * 1 w i t h 

« G U L p ( b ) . S i n c e t h e r e e x i s t s a c o n s t a n t C ( . i n d e p e n ­

d e n t о ' p s u c h t h a t | | < Cy i t f o l l o w s t h a t «; с I. " ( I ) ) 

On t h e o t h e r h a n d , a c c o r d i n o t o Y e e o r o v • с t r . e o r e m , t l . e » e 

e x i s t s a s m a l l i t . e a s u r a b l e 

к 

* ' 2 I I [ U „ ( k ­ l ) » t ( k ­ X ) + (A h < XU<k) ) + 



u n i f o r m l y o n О \ D Q . T h u s f o r p = 1 : 

D 0 0 

о • о 

t h e a b s o l u t e c o n t i n u i t y o f t h e i n t e g r a l . i m p l i e s t h a t « 

•» u i n L P ( D ) . 
I n w h a t f o l l o w s a b a r o v e r t h e s u b s c r i p t h mparts a n a d e ­

q u a t e l y c h o s e n s u b s e q u e n c e . 
T h e o r e m 5. 1 S u p p o s e t h . i t 

f t ) C o n d i t i o n ( A ) h o l d s 
I i i ) * i ļ i s L i p s c h i t z c o n t i ' u o u s in> a l l v a r i a b l e s 

( i i i ) U i s t h e s o l u t i o n o f ( 2 . 1 ) - ( 2 . 3 ) 

( i v ) ( u ^ . Q ) p o s s e s s e s t h e p r o p e r t y ( P ) o r ( P ^ J . 

T h e n t h e r e e x i s t s a s u b s e q u e n c e ( h , t ) с { h . t ) o f i n d i c e s 

a n d a f u n c t i o n v € L ^ O ) ; a n d e l . 2 ( 0 ) s u c h t h a t : 
( j ) ( Ф ( Ц _ ) ) ' * v i n L 4 ( U ) f o r q С ( 

h 

( J j ) (•.(u_>>­ ­ ­ f|­ . 
h 

( * , ( ' ! _ > ) ' * ^ « e j k l v i n 1 г { 0 ) 

( j j j ) * ^ h ^ "* v a ­ * ? ­ j n * J v "t О a . e . o n O. 

P r o o f : R e c a l l t h a t U i s e x t e n d e d t e " ī T « a n d O* t o [ О , T ) . 

F r o m T h e o r e m 4 . 1 a n d ( i i ) w e n e t 

( 5 . 3 ) T h 2 £ ( Л / М ) 2 I * y ( U ) 2 ) < U. 

I'llnsH­luently i n v i t w of T h e o r e m 2 . 1 we n b t . i i n w i t h A r u i ­

t . a b l e c o n s t a n t ' 

( 5 . 4 ) J ( ( * ( U - )• ) Z + ( Ф / 1 ! ) , , , ) 7 * 
Q * 

* < V u > ( 2 | ) 2 d x d y r f t < Г.. 

I h i s e s t i m a t e e n t a i l s f o r a r . u l i f . i " l ueno? 

* ( U _ ) ' ­ . v . » , ( И _ ) П | ­ v r Ф ( l l _ ­ v , 
h К R. ' 

w e a k l y i n L ( t l . hofe . A C I ­ . o r d ' n q t o П й ­ ю ­ П 3 . 1 

* . ( " ­ ' i l l " v l ­ I ' . J T V 8 ­ * " ­ * ' < I v i n 1­Чв>­

l ln t h e o t h e r h a n d . 

fo r p^l: 
P t P . » 

I dx * I K ­ « l •*< • I ! « . ­ « ! ux. 
i d\d 0 

о 
. - p t/p r p 1/p - p 1 

(J "I dx) s (J d«) • (| |«| ov) 
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<*-*, <.„<•<».„- ^ 0 1 . ( . y ( u ­ , l 2 ) = ЦШ! 

i . e . ( j j ) . . , r 

N e x t , l e t us t a k e i n Lemma 5. 1. p ~ n = 2 . B D = H ( Q ) . D ­ L ( Q ) . 

l i r ­ < + « . B ^ H ' ^ Q ) . T h e n b y T h e o r e m 4 . 2 a n d ( 5 . 6 ) . ( t f U j * ) 

i s p r e c o n . p a c t i n L < ! ( 0 . T ; L Г ( 0 ) ) . C o n s e q u e n t l y a s u b s e q u e n c e 

ф ( и л ) ' c o n v e r g e s s t r o m l y i n L ( 0 ) t o v<=L ( 0 ) . T h i s e n a b ­

l e s u s t o a p p l y Lemma 5 . 4 w h i c h p r o v e s ( j ) a n d p a s s i n g i f 

n e r v s s . ­ ' f y t o a n o t h e r s u b s e q u e n c e , a l s o ( j j j ) . T h e p r o o f i s 

c o m p l e t e J. 
We i n t r o d u c e n o w a n e w c o n t i n u o u s e x t e n s i o n w h i c h i n t e r p o ­

l a t e s t h e d i s c r e t e f u n c t i o n 
V „ : \ * *• 

n a m e l y 

I t i s r e a d i l y s e e r , t h a t e " U ( "u"^ ) n H * ( 0 | > ) . 

I h e o r . ­ i n 5.2 U n d e r t h e h y p o t h e s e s o r T h e o r e m 5 . 1 t h e r e 

e x i s t s a f u n c t i o n и e L ^ U ) , • i О a . e . . w i t h 

s u i h t h a t f o r art a i l e q u a t e l y c t i o s e n s u b s e q u e n c e o f i n d i c e s 
( h . x ): . 
( i ) Ф(и_ ) ' ­» Ф(«) i n L P ( u ) f o r a n y P e [ 1 . + « [ 

U i ) ^ \ 
h • 

Ф у ( и _ ) ' ' * w e a k l y i n L 2 ( 0 ) 

( i i i ) U/ ­* u w e a k l y L ( t l ) . l < p < + c » a n d a . e . . 

I 
f o r h­*0. T­H). 

( i v ) и s a t i s f i e s ( 1 . 4 ) . 

M o r e o v e r , i f t h e r e e x i s t s a n x f l i О s u c h t h a t ф( x ) "t x f o r 

x * x . t i t e n 

( v ) IJ * u i n I f(4) f o r a n y 1 i p < m 
h 

P r o o f : S u p p o s e v f q b e t h e f u m : t i o n f r o m T h e o r e m 5. 1 a n d 
« = Ф 1 ( v ) . Tt ien c l e a t l y ( i ) , ( i i ) a r e f u l f i l l e d . S i n c e v €" 

E t e ( H ) w e g e t <i fc | Л ( и ) a n d b y Lemma 5. Я I f > U w e a k l y 
h 

i n L P ( U ) s i L l . a t ( i n ) l « , l d ­ ­ . . l u r t l , . , , , i I e s o l u t i o n II o f 
( ? . l ) ­ ( 2 . 3 ) s a t i s f i e s ( 5 . 1 ) l o r £ f. (0, «|0. T|) p r t v i d e d 
t i n t 11. T a r e s m a l l E N I H I . i l . 
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- • / Ь « ' Л и ) * * " ­ в ( 3 ) 

i s r. iTrntinuous. 

H , , 2 ° ( S ) = . . г ( Ю . Т ) : Н , / г < Г ) ) с L V O ) . 

T h e o r e m В. 1 . I f 0 i ­ . s u f f i c i e n t l y r ^ j b i J C a n d a l l c o n d i ­

t i o n s o f T h e o r e m 5 . 2 h o l d , t h e n « рэгаг?««. a t r a c e u\^ 
P r , „ , l S i n . . ? ф ( и ) С II * ° ( 0 ) . t.y l e m m a C. 2 

< 4 « ) " ' l s « H , / J ° ( S ) с L 2 ( S ) . 

I 'n U t h e * ­ h a n d r . i m » 4 ~ ' ( x ) £ x t x 0 : u l s e x i : : t r . an . f 

th*> i.» ace c o n t i n u o u s . 

Th..,,. '.J. oppose 0 to Ы ' s u f f i c i e n t l y r . ­ . , u l . i r _ nstiUMP 

р ( х . V . 0 ) ­ v K x . V . O ) 
u n i f o r m l y i n s t r i c t l y i n t e r i o r d o m a i n s , w e s e e , i f w e t a k e 
i n t o a c c o u n t ( 5 . 1 ) . ( i ) . ( i i ) . t h a t <i i s s o l u t ' wi o f ( 1 . 4 ) ; 
( i v ) i s f u l f i l l e d . I f ф ( х ) 1 x f o r x 1 x c . t h e n ф" ( x ) £ 

4 x . x i x Q s ō t h a t 

ф " ' ( ) S x + x 0 . 

T h i s i m p l i e s [ 1 2 . p . 1 G 7 ] t h a t { « " ( v O l ) ' ) I i s o o ' i i i >Ō)CL i n 

P H 

L ( 0 ) f o r a n y p G ( Д . • « [ . 

B. B o u n d a r y a n d i n i t i a l c o n d i t i o n s 

Lemma 6 . 1 ( L i o n . [ 9 ] ) I i : X i s a B a n a c h ep i c * a n d f € 

e L P ( [ 0 . T } ; X ) . e L P ( [ G . T ] ; X ) l S p < +x . t h e n r i s a 

c o t j h i n u o u s m a p p i n g cm ( О . T ] ( a f t e r e v e n t u a l l y m*»»*i f y i n g i t 
o n a s e t o f m e a s u r e ? e r o ) . 

I ^ o n r . » ' w g f l C g , Gupp i t s<? *i t o b e th*? s o l u t i o n c o n s t r u c t e d i n 

T h e o r e m 5 . 1. 
T h e n 

4t<0 ) = <lļ 
1 1-0 

m a k e s s e n s e . 
I n d e e d , a c c « » r d i # H j t o Lemma 6. 1 Oftd T h e o r e m 4 . V f i s , e x ­

c e p t e v e n t u a l l у a s e t o f m e a s u r e z e r o , a c o n t i n u o u s f u n c ­

t i o n i n l ­ 2 ( [ 0 . 7 J ; i r 3 < 0 ) ) . 

Lemma П. 2 ( L i o n s ­ M a g e * u ~ s ( ! . V o l . 111). L e t f »ī 

L * ( [ O . T 1 ; H 4 0) ) a n d s u p p o s e Q <t*» h e r . ^ i j o l . »r e r . o o g h . T h e n 

t h e t r a c e f ' ļ , . e x i s t s a n d b e b x v j i i t o H 1 ' * " ' 0 ! ' " ) . 

M o r e o v e r t h e ttmļļ . p i n g 



that <* i s the solution constructed in Theorem 5. 2 and that 
the conditions of th i s theorem to be f u l f i l l e d . 
Then 

< i ) «1 = <i and U" 1 •> « , uniformly 
s * Г 's 1 

Proof: According to Theorem 5. 2 there e x i s t s a sequence 
( I M с <ijf_ ». o=l . 2. . . . ­ ­ ­

FT 

Ufc€ C(O) . such that 

U n «1 in . . ' (О ) p € [1.+<ef. 
At the same time there e x i s t s a sequence v"n <= C e (Q ) such 
that 

(6 . 1) шал |U ­ V I < — . 
­Ц­ » ' n 

By Theorem G. 1 the trace operator i s continuous 
V J s * « | s in L 2 ( 0 ) . 

W H I C H implies in view of (6. 1) 

On the other hand being Lrpschxtz continuous and by the 
'way « 2 was constructed. ; ^ n lg ** **s uniformly. A similar 
argument proves ( i i ). 

7. Uniqueness. Convergence of the di f fe rence scheme. 
Theorem 5. 1 and 5. 2 prove only the convergence of certain 
sequences of dif ference approximation. When the problem i s 
known to have a unique solut ion, i t fo l lows eas i l y that 
the whole di f fe rence ' scheme converges *"о i t . In [13] we 
showed that in the case when the term a i s i ndependent r f 41 
the un ioueness property holds. The proof i s however not 
va l id in general. 
In order to tackle the problem of the te­rm a depending oo 
•U, we sha l l make use of the uniquenesr. r e s u l t of Bertsch 
[ 2 ] . To do . this , we have to prove that our solution «4 € 
e C ( [ 0 . T ] ; L 4 Q ) ) . 
Let i*" € S9( 0) arbitrary . Consider a sequence of s tep ­ s i zes 
( h . T ) c ( h , T ) for which the convergences in Theorems 5. 1 
and 5.2 take place. We denote Q = Q. . U = U . Ш Щ *»/n . 

N N N ft N W 
П И П 

• ' " ' = («i ) . etc . . Take t e ]0. T] and l e t к € N be such 
that 

( к ­ 1 ) T < t S к T . 

N FT IT N 

We assume that n i s large enough so that suppv с ft^ . 
к * 1­m 
frtrn i2. 1) i t fol lows that 



T ­ hn / У t " . " " О О ­ Л Ф ( 0 ( к ) ) ­ a ( k ­ l . U ( к 1 ) ) ) * = О 

w h i c h c a n a l s o b e w r i t t e n afl 

( 7 . 1 ) И 2 У и ( к ) V = h 2 7 u ' " V • 

­ a ( k ­ l . U i i ( k ­ l ) ) ] v t ] 

U s i n a t h e ( O ) ­ i n t e r p o l a t i o n , ( 7 . 1 ) c a n b e transfirmtNl i n t o ' 

( U ' " ' ( t ) = U n ( k n ) ) : 

n 
+ * ' " , ' . U ( t ) ) « • ' " ' - a(x. v. t . U ( t ) ) m ) d x d V d t . 

w h e r v U = Q x [ О . к r j a n d 

ā ( x . V . t . G ) ! 4 ( | < ) = a ( x , . V j . ' . , . и о ( к ) ) . 

h e n c e f o r s u f f i c i e n t l y larrje m a n d n . 

fa I ' J J 1 ) » » " U „ ( t ) i » J d x o V » 

* JO ' " o * * " U Q • . • * ­ « • 4 

- Jn < i'*;?'<»4 t i ) « " ļ * 1 - * ļ " ' ( h ( •;) ) ^ " : I • 

ū y * 4 u ( f ) ^ " - ^ " ' ( . ^ t ) ) ; ; " ' ! . 

• | a ( x . VI t . U . ( * ) ) o . - a ( x . V. C. U „ ( t 4 t P n ! / d x d V i t . 

Now . c ļ P * "* u n i f o r m l y i n t h e i n t e r i o r o l Q a s p * + « 

a n d • ' " ' ( U ) - ? i ( w e a k l y i n L " ( 0 ) ( T h w « . 5 . . ' ) . 

T h i c e n t a i l s 

f . J l i i ' " ( ' K f c ) > » ,
1 " : - v ; ' " t i J ( H ) ^ " > M x ^ t - 0 

* , »i *• 0 I n л s i m i l a r w a v «x»*­ i r o v t > ; , t a k i n g i n t o a c c o u n t 
i:n, IT. li IR \ ( A ) t l v » StbOVe MN?riti»*ntti TfrieO/'eui D­ 2 ?.h..t 

О » ? uUrfr t w O 4 П to­Ji a ) • (.iTIVtrfJ­ t о / е г о . 
Un t h » * o t h e r h . . i t i b y Tk'i.ri.iii 3 1. 

f . [ i r ( t ) » ' ­ »Г ( t ) < f * i d x r l l ' 

. ,. ­ P n и 



w i t h JQ t ) d x d < > ­» О a s m. n •» « , u o i f o r m l y i n t € [ О . Т ] . 

H e r e U ( t ) = 17 t , + ( 1 ­ r j ) t ; t = k t . О < n < 1. 

C i x i s e q u e n t l y 

« и ! | u ­ ( t ) » « ­ ­ и­(t)v>­11. о 
1 0 . TI " * " . " 1 

m, n » +<t» . H e . i c e U ( t ) » J - •• <up i n C ( [ 0 . Т ] . L 1 ( Q ) ) F O R •any 

• • » . • # •• ­ ­

V € S ( Q ) . 

S u p p o s e n o w { f l ^ } t o b e a S E Q U E N C E S U C H T H A T 9 ^ € D ( Q ) A N D 

6 n 1 i n L ( Q ) . 

T h e n 
mm Un© ­ 4 i 0 j ! 4 l « I L i I e n ­ в И 
C 0 , T I 
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ПРОГРЙВ сдоя IHAPCB потоком горягнгс ГАЗА 3 
тшютосташом КАНАЛЕ 

Решению задачи о прогреве слоя шаров, эашшапфОЕ по­

лупространство X ^ 0 . потоком горячего газа, имеющего 
при Х ­ 0 заданную постоянную температуру, посвящены ра­

боты / I / и /2/. В работе / I / рассмотрены два случая тепло­

обмена газа и паров: I . Коэффициент теплопроводности шаров 
Auj ­ конечен. 2. Коэффициент теплопроводности X i u - 0 0 * 

Во втором случае решение получено 2 виде простого интегра­

ла, содержащего модифшдаовашгую функцию Бесселя I 0 ( S ) , 
а з первом случае переход от изображения к оригиналу вы­

полнен приолиженно. В работе /2/ рассмотрен лиьь дерлыи 
случаи ( Л д а ­ конечно), ко переход от изображения к ори­

гиналу сделан точно и проведены числовые расчеты. 
В данной работе решена задача о прогреве слоя паров 

потоком горяча!1 жидкости или газа в толстостенном канале, 
расположенном в области J < I < + o = , — ' % 0 . 
Стенки канала расположены в областях 0< X<+ooj 0£ 2 i+ao 

и 0 X < + с~ , ­ • = " < г й ­ Н и имеют коэффициент тепло­

проводности, раачыа \ с . В силу симметрии ниже рассматри­

вается область 5 "> - к'Ц . При Х с ­ О решение данной 
за ачи переходит в решение из рабсты /2/ , а при Хи--*-^-

­ з решевте ̂ задачи из работы /3/. 
Пусть R. - радггус шаре­в, F ­ пло­падь контакта 

шаров и газа в единице объема, 7\, • Tlu « Тс " ™ > ! п е ­

ратуры газа, шаров и стенки, Съ , Сш , С с , Уь > \и> « 
А с ~ соответственно, объемные теплоемкости и коэффици­

енты теплопроводности газа, шаров и стенки, 1$ •­ объем­



ный расход . ..за i ' единиц}' ширины канала. Тогда уравнение 
теплопроводности для области, занятой газом, примет вид 
(при пренебрежении передачей тепла за счет теплодрозодно­

сти в направлении оси X в канале и его стенка.., что 
справедливо при достаточно ^олкпих (5 ): 

н ЭХ 3 * 5 Z 

где Ш 

-я 
­ m c , 

( i ) 

пористость, 6 - просветность в сечении 
% » Л> " расстояние от центра шара до точки измерения 

ого температура. Граничные начальные условия имеют зид: 

^2 

2 = о : Т г = Т ч Ч # , ­ А с ™ ; Ь о : Т г = о. 

(2) 

(3) 

Проинтегрируем ( I ) по 2­ от ­ у Н до 0 по участкам, за­

пятым газом, т . е . вместо интегрирования по прямой 
% ­ % = СОПЛ̂  интегрирование ведется по некоторой кри­

вой, достаточно мало отклоняющейся от прямой %— Z при 
достаточна чалыг (подробности остеднеяия по ~ приве­

дены в /4/) . Пр.. интегрирования второго слагаемого слева в 
( I ) с использованием условий (2) и (3) получим: 

­ АС А 

­н -2-С 

(4 ) 
Э2 | ­ О 

так как5(0)= 1 ' в силу того, что площадь контакта шаров со 



г 
после интегрирования ( I ) m Z получим: 

Н 

r u U ­ r + А с . — = ~ 
2­ " Э Х «JZ 

^ эТг, 

1 , | ­ ч эТ1ч I 
ъ-0 г * М % = & 

С6) 

Для определения в (6 ) теплового потока в и р рассмо­

три.' задачу ( Ы ­ коэффициент теплообмена между газом я 
шарами, а также между газом и стенкой) 

О 
я. Э 

dl? 

причем предполагаэтся, в сглу малости R, , что Тш зави­

сит от ;с и % только как от параметров, вход: гдех в Т ^ . 
Интегрируя ( 8 ) по 2 по области, занятой шарами, получим: 

стенкоД равна ц/лю). Тогда, полагая 



- и з -

После при. знения преобразования Лапласа к задаче ( 9 ) , (10) 
тепловой поток^ ļjfF  Ī !P Z 1 - i t легко выразится 
через Тх ( X , t ) • Аналогично, тепловой поток в стенку в 
(6 ) определяется хутем решения задачи: 

Q ' ī i ^ S T ' ^"^fc* 0 o W ^ ~ - ( I I ) 

Ь о : ? ^ ; ^ ^ : ^ - ^ ^ ^ , ^ ( I 2 ) 

Введем безразмерные величин^: 

Тогда матемо~ическая постановка за ачи примет вид: 

Б Ж _ Ё iī ļ _ "С_ iS* i & x t < — 

U - C ; x - G : u r i ; u - — 0 при x — p s , { I 5 ) 

^ ( г ы ^ - ^ ^ ы . ^ о - ^ . ^ к / ' ^ ^ • ив) 

t-0: u ^ ^ i i r ^ f - S . k ' ^ t ) ] ' ( I 7 > 



Q^ZlL-lfL, O ^ X , Z , t < + o o ' (18) 

t=0: 9 = 0; z=0: ||-= g j s - ^ t j ļ ( I 9 ) 

Пршлененав к задаче (14) ­ (19) преобразования Лапла­

са даст изображение искомых решений в виде: 

и(х яо)-е « F(x,°) (20> 

(21) 

U ( Х Ъ Р ) — 1 (22) 

о ( х , ^ Р ) ^ А ^ ^ ы ^ р ) . 
При Хс ­*" Р параметр и формула (20) переходит в 
изображение Лапласа, полученное в / I / и /2/ для течения 
газа в полупространстве Х ^ О , занятом шарами. 

Для перехода к оригиналам заметит/, что уравнение 

W + i^-fithRtf -О (24) 
имеет только действительные и отрицательные корни ­ эти 

корни, как видно из решения (22) задачи ( 1 6 ) , ( 17 ) , являю­

тся простыми полюсами изображения Лапласа 3­й краевой за­

дачи уравнения теплопроводности для шара (см. / 3 / ) . Кроме 
" эго , точка р ­ Q является точкой ветвчения функции Р ( х , р ) . 
Если сделать разрез от точки Р ­ 0 по отрицательной дейст­

вительной полуоси, то в области |&л_|р| *s /7 каждая из 



о» 

JJ частном случае при сХ ­»­ °<= интег, тл упрощается к прини­

меет вид: 

F(X,T)4~F е л )4­е ' % # ^ Ж ( 2 7 ) 

с 

где ' 

двух ветвеЗ функции Р(£,Р) является ОДНОЗНАЧНОЙ аналиги­

еской функцией, все особые точки которой лс&ат в полупло­

скости RCP< О (кроме точки Р — 0 , являющейся простым 
полюсом). Поэтому в качестве контура интегрирования в фор­

муле обращения преобразования Лапласа можно, гяк и в рабс­

тв А/, взять прямую Р — 0 с обходом точки Р­ 0 ло 
пра у., полуокружности радиуса S . В результате оригинал 
f ( X , t j изображения F ( X , ļ") получазтоя в виде '.после пе­

регуда к пределу при & —•* 0 ) : 





4 ( W ) - fL \Jļ1V+ -nļ)\~it, (29) 

Х к 
У - (30) 

Те 1ьратура газа определится аз формул (20) и (25) (или 
( 2 7 ) ) : 

Г. 

где ' с ( t ) ­ единичная функция. На рис. I приведены резу­

льтат» расчета температуры . ata U ( X , t ) по формулам ( 27 ) , 
(31) при следующих значениях параметров: 
Н » 7 , 5 и , fc«0,5n, Х ш « 2 ­ ^ ^ , С ­ 500, 

с и , = 550. С . » i o o o — ^ , й - o . i o a ^ - . т ­ 0,2. 
Г = 3,14 -jļļ- . 

Как видно из рисунка, потери тепла в стенки канала начина­

ют ощущаться при t > 75 часов. 
Кайдем из (22) изображение средней по объему темпера­

туры пара: 

Vai 
Вычисления гаг» 

Щ^Щ P N ? e x f ( - j-p) Ф р ) , 

(32) 

(33) 

где 

ф б с ^ - 3 - ^ 

Используя />рдулу обращения, аналогично предыдущему найдем: 

(35) 



где 

о 
причек fļ(xt (,,-t) . B(^,t) - те же, что и в ( 28 ) , 
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ЗШЕЧНМЕ 

Результаты опубликованных в настоящем сборнике работ 
по математическому моделированию могут быть использованы 
для оптимизации выращивай, л полупроводниковых и полупроз­

рачных монокристаллов, путем повьлгэния их химической одно­

родности, минимизации плотности дислокаций, увеличения 
л(орости выращивани). путем применения вибрационной техноло­

гии, уменьшения времени охлаждения кристаллов. Разработан­

ные математические модели и численные методы могут быть 
использованы при pciapaōOTKj пакетов прикладных программ 
для управления технологическ ми процессами. 



Р Е Ф Е Р А Т Ы 

УДК 517.974:519.6:631.365 

МАТШТИЧЕСКОЕ ШДЕЖРОВАШЕ ПРОЦЕССА СЛИЛ ЗЕРНА 
С АКТИВНЫМ ВЕНТИЛИРОВАНИЕМ. Аболтиньш.А.Я., Буйкис А.А.// 
Математическое моделирование. Прикладные задачи математи­

ческой физики. Рига: ЛУ, 1991. ­ Вып. 2 . ­ С. 10­19 

Сформулирована математическая модель, состоящая иэ 
уравнений для темпер°тур и злажностей зерна и воздуха. 
Предложено выражение для гоэффициента теплообмена. При 
постоянных параметрах методом интегрального преобразова­

ния найдено аналитическое решение задачи. Предложена раз­

ностная схема, исследованы некоторые ез свойства. Приведе­

ны результаты расчете, и дан краткий их анализ. 
Библиогр. 8 назв., табл. I . 

УДК 5X9.6:519 

ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕВОТЕСКИХ НАПРЯЖЕНИЙ " 
ПЛОТНОСТИ даСЖКАЦЙЙ В КРИСТАЛЛАХ АНТИМОНИДА ИНДИЯ ПРИ 
ВЫРАЩИВАНИИ МЕТОДОМ ЧОХРАЛЬСКОГО. Авдонин Н.А., Вахрамеев 
С.С., Соколов A.M., Корнеева М.Д., Филачев A.M.// Матема­

тическое моделирование. Прикладные задачи математической 
физики. Рига: ЛУ, 1991. ­ Вып. 2 . ­ С.20­34. 

В работе приводится математическая модель термоупруго­

пластического деформирования кристаллов антимонида индия с 
учетом особенностей движения и размножения дислокаций по 
системам скольжения. На основе разработанного пакете прог­

рамм проведена серия численных экспериментов для различ­

ных режимов выращивания кристаллов. Установлено, ч~о при 
заданных тепловых условиях выращивания сдвиговые напряже­

ния как правило незначительно превосходят уровень крити­

ческих напряжений, расчетная величина плотности дислокаций 



не превосходит 10^ см" 2 . Результата экспериментальных дан­

ных хорошо согласуются с результатами расчетов. 

УДК 536.421.1+536.74 

АНАЛИЗ ДВУХФАЗНОЙ ЗОНЫ В СЛИТКЕ В ПРОЦЕССЕ ЭЛЕКТРО­

ШЛАКОВОГО ПЕРЕПЛАВА МЕТАЛЛА. Авдонин Н.А., Гулбе М Л . , 
Тетин Р.В., Мишин В.В.// Прикладные задачи математической 
физики. Рига: ЛУ, 1991. ­ Вып. 2 . - С.35-44. 

Рассмотрена математическая модель с учетом образова­

ния двухфазной зоны в слитке процесса электрошлакового 
переплава металла. Проведен численный сравнительный ана­

лиз трех методов решения поставленной задачи. Исследова­

но образование двухфазной зоны. Показано, что для коррек­

тного определения двухфазной зоны необходимо учитывать 
характер сегрегации примеси в расплаве. 

Ил. 3 . . библиогр. 6 назв., табл. I . 

РВЕНИЕ ЗАДАЧИ О ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ИЗЛУЧАТЕЛЯ С НЕОДНС-

РОДНШ ПРОВОДЯЩИМ ФЕРРОМАГНИТНЫМ ПОЛЛШЯРАНСТЕОМ МЕТОДОМ 
МАЛОГО ПАРАМЕТРА. Антимиров М.Я., Лиепиня В.Р.// Математи­

ческое моделирование. Прикладные задачи математической фи­

зики. Рига: ЛУ, 1991. - Bui. 2 . - С.45-58. 

Решается задача о взаимодействии излучателя в виде 
двухпроводной линии с проводящим полупространством, со­

держащим неоднородное включение. Проводимостч и магнитные 
проницаемости полупространства и включения равны, соответ­

ственно, Sļ , <oz и J<t ,j<z . Задача решается путом раз­

ложения по двум малым параметрам 6 = 6^ /<о4 - i и 
б = / Ч 2 Jj< j — { . Приводятся результаты числовых расче­

тов. 
Ил. I , оибпиогр. I назв. 



УДК 517.984:537.84 

ОБ ЭИШГИВИОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ОБРАТНОГО ЛИНЕЙНОГО 
ДИИЕРЭЦИАЛЬНОГО ОПТ»АТОРА КОШЕКСНЫЫ ИНТЕГРАЛОМ И ЕГО 
ПРИЛОЖЕНИЯХ. Антимиров Ю.М.// Математическое моделирова­

ние. Прикладные задачи математической физики. Рига: ЛУ, 
1991. ­ Вып. 2 . ­ С.59­70. 

Решение двумерной краевой задачи для линейного эллип­

тического оператора в прямоугольной области представлено 
в виде комплексного интеграла по параметру от произведения 
одномерных операторов. Такое представление более удобно 
для исследования асимптотического поведения решения с ма­

лым параметром при лапласиане. В качестве примера найдена 
асимптотика поведения решения задачи об МГД­течекии в 
прямоугольном канале в неоднородном внешнем магнитном но­

ле при больших числах Гартмань. 
Библиогр. 3 назв. 

УДК 517.947:519.6:556.388 

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА МАККОРМАКА ПРИ РАСЧЕТЕ ШЬТРАЦИИ 
ЖИДКИХ РАСТВОРОВ В ПОЧВЕ. Буйкис А.А. , Титушкина 3.D.// 
Математическое моделирование. Прикладные задачи матема­

тической физики. Рига: ЛУ, 1991. ­ Вып. 2 . ­С.71­80. 

Рассматривается математическая модель движения сор­

бируемого загрязняющего вещества. Разработан t торитм 
численного решения задачи на основе адаптации разносте ­

го метода Маккормака и проведен.расчет модельного приме­

ра для изотермы ленгмюра. Выяснены преимущества схемы 
Маккормакс перед разностной схемой с односторонней раз­

ностью. 
Ил. 3, библиогр. 4 назв. 



УДК 532.542.2+519.632.4 

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЦИРКУЛЯЦИИ РАСПЛАВА В ПОПЕ­

РЕЧНОМ СЕЧЕНИИ ВАННЫ АЛЮМИНИЕВОГО ЭЛЕКТРОЛИЗЕРА. Луринс 
Г.Р.// Математическое моделирование. Прикладныэ задачи 
математической физики. Рига: ЛУ, 1991. ­ Вып. 2 . ­ С. 99­
104. 

Предложена численная модель расчета циркуляции расп­

лава в поперечном сечении ванны алюминиевого электролизе­

ра при заданных полях ротора электромагнитных сил и тем­

пературы .Рассчитаны характерные картины электровихревоГ., 
тепловой и совместной циркуляции дан их сравнительный 
анализ. 

Ил. 3 . , библиогр. 2 назв. 

УДК 519.6:539 

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕРМОНАПРЯЖЕШЙ И ПЛОТНОСТИ 
ДИСЛОКАЦИЙ В КРИСТАЛЛАХ КОНИЧЕСКОЙ 50РШ, ВЫРАЩИВАЕМЫХ ИЗ 
РАСПЛАВА. Вахрамееэ С . С , Якушенок Р.А.// Математическое 
моделирование. Прикладные задачи математической физики. 
Рига: ЛУ, 1991. ­ Вып. 2. ­ C.8I­98. 

Разработана неявная схема численного решения задачи 
термоупругопластического деформирования кристаллов арсени­

да raju­.JH конической формы, выращиваемых из расплатмето­

дом Чохрзльского с жидкостной герметизацией расплава. При­

водятся результаты расчетов и сравнительный анализ полей 
температур, сдвиговых напряжений по системам скольжения и 
плотности дислокаций в кристаллах. Проанализировано влия­

ние геометрии на величину плотности дислокаций в кристалле. 



УДК 518.61 

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ТШОПРСВОДНОСТИ В 
МНОГОСЛОЙНОЙ СРЕДЕ МЕТОДОМ ОПТИМАЛЬНОЙ РЕШСАЦИЯ. 
Калис Х.Э.// Математическое моделирование. Прикладные 
задачи математической физики. Риге: ЛУ, J.99I. ­ Вып. 2. ­

•С. 105­11,6. 

Построена осредненная математическая модель, описы­

вающая распространение температуры э многослойной среде. 
Алгоритм расчета построек на основе использования парабо­

лических сплайнов и монотонных разностных схем. Получен­

ная система разностных уравнений решается методом оптималь­

ной релаксации. 
Библиогр. 5 назв. 

УДК 519.6+537.311.5 

РАСЧЕТ РАОТРЕДЕЯЕНИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ТОКА ПРИ 
ЭЛЕКТРОШЛАКОВОМ ПЕРЕПЛАВЕ. Люмкис Е.Д., Опманис М.Я.// 
Математические моделирование. При.ладные задачи матема­

тической физики. Рига: ЛУ, 1991. ­ Вып. 2. ­ C . I Ī 7 ­ I 2 7 . 

Разработан алгоритм численного решения задачи и про­

ведены расчеты распределения плотности переменного тока в 
системе электрод­шлак­расплав для процесса электрошлако­

вого переплава. Произведено сравнение результатов для 
случаев постоянного и переменного тока. 

Ил. 4, библиогр. 4 назв. 

УДК 519.6+539.3 

МЕТОДИКА РАСЧЕТА ТЕРМ^УПРУШ НАПРЯЖЕНИЙ В КРИСТАЛЛЕ 
СЛОЖНОЙ ООРМЫ. Ломкие Е^1., Пакуя Л.А.// Математическое 
моделирование. Прикладные задачи математической физики. 
Рига: ЛУ, 1991. ­ Вып. 2 . ­ С. 120­149. 



В работе предлагается методика численного рг: *ния за­

дачи термоупругости в двумерной плоской и O C S C H M I . ггричлсй 
областях с произвольной формой фронта кристаллизации. На 
сетке из ячеек Дирихле построена разностная схема, которая 
является консервативной и сохраняет свойство самосопряжен­

ности исходных дифференциальных операторов. 

УДК 536.421+536.421.4+536.24 

ВЛИЯНИЕ KRAPUUbK АМПУЛ И ТЕПЛСФ53ИЧЕСКИХ СВОЙСТВ 
ОБРАЗЦА НА РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМП ШАТУРЫ ПРИ АМПУЛЬНОЕ ЗОННОЙ 
ПЛАВКЕ. Мартузане Э.Н., Сенчекков Л.С.// Математическое 
моделирование. Прикладные задачи математической физики. 
Рига: ЛУ, 1991. ­ Вып. 2 . ­ С. 150­159. 

В работе численно исследуются температурные поля 
образца, ква ­девых ампулы и трубочки три зкпульной зонной 
плавке в зависимости от теплофизических свойств образца, 
его размеров и внешней температуры, создаваемой заданной 
нагревательной системой, с учетам полупрозрачности квар­

цевых ампул. Приведены зависимости ширины проплава >: пе­

регрева расшива от различных теплофизических свэйств об­

разца. 
Ид. 5, библиогр. 3 назв., табл. 2 . 
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• УДК 622.276.6o 

ПРОГРЗВ СЛОЯ ШАР01 .OTOKOU ГОРЯЧЕГО ГАЗА В ТОЛСТО­

СТЕННОМ КАНАЛЕ. Панферова А.А. // Математическое моделиро­

вание. Прикладные Зсоачи математической физики. Рига: ЛУ, 
1921. ­ Вып. 2. ­ С.180­188. 

Решается задача о поле температур газа, шаров и стен­

ки при прогреве слоя шаров потоком горячего газа в полу­

бесконечном толстостенном канале. Радиусы шаров питаются 
достаточно малыми, так что учитывается только радиальная 
составляющая теплового потока в шары. Пр сведен пример рас­

чета темпера тури газа как при конечной, так и при нулевой 
теплопроБодности стенок канг *а. 

Ул. I , библиогр. 5 на?в. 



B B F E B I T : 

СRAUDU KALKESANAS PROCESA AR AKTĪVO VENTJXS^ANU 

IAATEUAT TSKĀ MODELĒŠANA. ĀV­oltti š A . J . , Buiķis A . _ . / / 
Matemātiskā modelēšana. Matemātiskās f i z i k a s l i e t i š ķ ā s 
problēmas. E lga i LU, 199" . - 2 . i l l i l p p . 10-19. 

I z v . i do t s :aatemātiakaib modelis, кча sastāv no graudu 
un ga i sa CemperatStu un mitrumu vienādojumiem. Piedāvāta 
s i l t i aapmaiņas koe f ic ienta aprēķināfl?.uas izteiksme} kons- . 
tant i ев paraaetriem ar Laplasa integt­ i lās t i a n i f o m ā c i даь 
metodi iegūts uzdevuma a n a l ī t i s k s atr is inā jums. P iedāvāt » 
diferenču shēn.a, i z pē t ī t a s dažai tās ī p a š ī b a s . Doti a k a i t -
j i nk i e r e z u l t ā t i un l<ja to ana l ī z e . . 

SKAITLISKA TEHNISKO SPRIEGI Ш UN DXSLIKlCIJU BLĪVUMA 
IZPĒTO PEG ČOHRAĻSKA METODES AUDZĒJAMOS INDIJA ANTDCONĪDA 
KRISTĀLOS. Avdoņins Л .А . , Vahramejevs S . S . , Sokolovs A . k . , 
Korņejeva M.S . , Fi laōeve A.M.// Matemātiskā modelēšana. 
Matemātiskās f i z i k a s l i e t i s k ā s problēmas. Rīgai .'­Л, 1991. 

- 2. i * i . . грр. 20-34. 

Bavbt j k piedāvāts I nd i j a antimonīda k r i s t ā l u t e r a o ­

etsautSgās un p l a s t i skās deformēšanās matemātiskais model is , 
ņemot vērā d i s l okāc i j u kust ības un vairošanās īpatnības 
siīd<33 sistēmās. Ba l s to t i e s uz i z s t rādātās programmu pake-
t e a , veikta, s ē r i j a ska i t l i s ko eksperimentu dažādiem k r i s - ļ 

tā lu audzēšanas režīmiem. Tiek konstatēta , ka ur.dotmjos 
termiskajos audzēšanas apstākļos nobīdes spriegumi p r a k t i s ­
k i ļ o t i nenozīmīgi pārsniedz k r i t i s k o s spriegumus un die.-
lokāoī ju blīvuma aprēķinātā vērt ība nepārsniedz 1 0 2 cm" 2., 
Keeper lentu r e z u l t ā t i l a b i saskan ar ska i t l i s ko aprēķinu 
r e s u l t * t i e d . 



DIVFĀZU ZONAS Ш' ĒJUiiĀ METĀLA ELEKTRO­Š_JXAS РАН 
KAUSĒŠANAS PROCESA ANALĪZE. Avdoņins N .A . , Gulbe U .L . , 
Gotins V .N . , Mis ins V.V.// Matemātiskā modelēšana. U at ama­
t i akā* f i z i k a s 1 .etis ' ;āe problēmas. Rīga» LU, 1991. -
2. i . « l . - 1 pp. 25-44. 

Ar aplūkots netā la e l ekt ro - š l akas pārkaueēāanas p ro ­
cesa matemātiskais . ;odelis ar d iv fāzu zonas veidošanos. I r 
i zda r ī t a formulētās netodes t r i j u r:. ināsanas metožu ska i ­
t l i ska ea l i l z inoSā ana l ī z e . I r i z p ē t ī t s divfāzu zonas v e i ­
došanās ŗ 'Севя. I r pa rād ī t s , ka korektai divfāzu zonas ­

noteikšanai nepieciešams i evārot piemaijījumu s jgregāc i jaa 
kausējuma raksturu. 

IZSTAROTI JA Uti NEHOMOGĒNAS VADĪTSPEJĪGAS T. 'CMAGNE­

TIKAS PCSPLAKNES SAVSTARPĒJĀS IEDARBĪBAS PROBLEUAS ATRISI­

NĀŠANA AR MAZĀKA PAR. JiETRA METODI. Antimirovs II. J . , 

Liepiņa V.R.// Matemātisks modelēšana. Matemātiskās f i z i k a s 

l i e t i š ķ ā s p?oblēmas. Rīga : LU, 1991. - 2. i z l . - l p p . 

45-58. 
Tiek r i s i n ā t a problēma par divvadu l ī n i j a s i z s t a ro ta j ā 

un vad"tspēj īgas pusplaki.es, kas datur nehomogēnu slēgumu, 
saustarpējo iedarbību. Puspls спев un slēguma vadītspējas un 
magnētiskās caur la id ības i r a t t i e c ī g i <Of , f*f un б д , / ^ . 
Problēmas risinājums t iek meklēts kā <zvlraījums pāo 
diviem maziem parametra >a Ь = «glĻ —f un 61 = — / . 
Tiek dot i ska i t l i sko aprēķinu r e z u l t ā t i . . * * * 

Рл8 APGRIEZTĀ DIFERENCIĀLA OP RATOR1 E liKTĪVU IZHKIK­

2ANU AR KCttPLBKSĀ INTEGRĀĻA PALTD.'iBU OH TĀ Р IELIETO] OUU. 
Antiairova J.M.// matemātiskā modelēšana. Matemātiskās 
f i z ikas l i e t i e ķ a s problēmas. Rīgai LU, 1991. - 2. i z l . -

ĪPP. 59-70. 

http://pusplaki.es


Taisnstūrveida apgabala l i n e ā r a e l i p t i s k a operatora 
divdi-aensiju robeiproblēman atr is inājums cots kompleksa 
in teg rā ļ a no viendimena'.ju operatoru reizinājuma ve idā . 
Šāds iz te iks? is ve ids i r ē r ta atrisinājuma a r mazu pa r a ­
metru p ie Laplasa operatora aaimptotiskās uzvedības p ē t ī ­
šana i . Atrastu magnētiskās hidrodinamikas plūsma t a i s n ­
stūrveida kanālā p i e neviendabīga ā rē j ā magnētiskā lauka 
p ie l i e l i e m Hartmana skait ļ iem uzdevuma atris inājuma uz ­
vedības asimpotika. 

MAKKORMAKA METODES IZMANTOŠANA ŠĶIDRUMA FILTRĀCIJAS 
APRĒĶINAM AUGSNĒ. Buiķis A . A . , TitušKīna Z.U ./7 Matemā­
t i skā modelēāana. Matemātiskās f i z i k a s l i e t i š ķ ā s problē 
mas. Rīga: LU, 1991. - 2. i z l . - l p p , 71-80. 

Aplūkots matemātiskais modelis p iesārņojaāas v i e l a s 
plūsmai, kura sorbējaa pora ina ļ i v i dē . I z s t rādā t s a l g o ­
ritms problēmas s k a i t l i s k a i r i s inā šana i , adaptējot Makkor 
maka di ferenču uetod i un v e i k t i aprēķini modeļa problēmai 
ar .'jengmīra izot . e i . iu . Paradī tus Makkormaka shēmas p r i e k š ­
roc ības sa l īd •"iumfi ne vienpusējo diferenču shēmu. 

N0 KAUSĒJU. :A AUDZ :JAMU KONISKAS FORMAS KRISTĀLU 
TERMISKO SPRIEGUMU UN DISLOKĀCIJU BI VUMA TAJOS MATEMĀ­
TISKĀ MODELĒŠANA. Vahramejevs S . S . , Jakus enoks R.A.// 
Matemātiskā modelēšana. Mi tematiskās f i z i k a s l i e t i š ķ ā s 
problēmas. Rīga: LU, 1991. - 2. i z l . - l p p . 81-98. 

S k a i t l i s k a i termo-elaetībae un p l a s t i s kā s def ormē -
Sanaa problēmas a t ŗ i s lnaSana i koniskas f rmaa g a l l i j a 
arsenīda k r i s t ā l o s , ko audzēno kausējuma pēo Čohraļska 
metodes ar šķidru kausējuma hermetizāoi ju, i r i z s t rādā ta 
ahēma. Aprēķinu rezu l tā tā i e g ū t i temperatūru lauks k r i a -
i.\lā, teri&isfcie spriegumi k r i s t ā l a s l i de s plaknēs un 

http://izot.ei.iu


d i s l i k ā c i j u blīvuma sadal ī jums. Tiek ' e ik ta rezu l tā tu ana­
l i z ē atkar ība no k r i s t ā l a ģeometr i ja . 

KAUSĒJUMA CIRKULĀCUJAS SKAITLISKĀ MODELĒŠANA ALUMĪNIJA 
EJBKRTOLĪZES VANNAS ŠĶĒRSGRIEZUMĀ. Lur ins "<.R.// Matemātis­
kā modelēšana. Matemātiskās f i u i ke s l i e t i š ķ ā s problēmas. 
Rīgai LU, 1991. - 2. i z \ . - l p p . 99-104. 

Rakstā piedāvāta s k a i t l i s k a i s modelis kausējuma c i rku -
lāc Jas aprēķināšanai a lumīni ja e l e k t r o l ī z e s vannas šķērs ­
griezumā dotiem elektromagnētiskā spēka ro to ra un tempera­
tūras sadalījumiem. Aprēķinātas r aks tu r ī gā s e l ekt rov i rpu -
l ve ida , siltuma un kopējās c i r k u l ā c i j a s ainas un dota to 
sa l īdz .пойa ana l ī z e . 

SILTUMA VADĪŠAVAS VIENĀDOJUMA SKAITLISKĀ RISINĀŠANA 
DAUD.SLĀŅU VIDĒ AR OPTIMĀLĀS RELAKSĀCIJAS METODI. Kalis К 
// Hntemāt'. akā aouelēSana. Matemātiskās f i z i k a s l i e t i š ķ ā s 
problēmas. Rīgai LU, 1991. - 2. i z l . - l pp . I05- I I6 . 

I z s tādāts v iduvētais matemātiskais modelis , kurs ' 
raksta temteratūras i z l a t i o anos daud*slāņu v idē . Aprēķinu 
algoritms i r ve idots , l i e t o j o t pa rabo l i sko » spiainus un-
monotonas diferenču shēmas. I e g l t a d i ferenču virnādojumj 
sistēma tiek r i s i n ā t a ar optimālo re l akrāc iJas ae tod i . 

E^EKTR SKA°. S T A / A S S A D A L I J U I A APRĒĶINĀŠANA ELEKTKO-
SĀ^ŅU l'AUSEI ANAS I'HOCiiSA!.:. Ļumķis .'. D . , Opmenie V.J.// 
Matemātiskā modelēšana. l'atemāt j sKās for « n s l i « r t ; 5 ļ ā s 

problēmas. Rīgai LU, 1УЭ1. - ?. > r l . - l p r . I I d - I £ 7 . 



Izstādāts maiņstrāvas blīvuma sadalījuma aprēķināšanas 
algoritms sistēmai e lektrods-sārnl -kausē jums. Veikta maiņ­
strāvas un l ī d z s t r āva s gadījumas iegūto ska i t l i sko r e z u l t ā ­
tu sa l īdz ināšana . 

TERUOELASTĪBAS SPRIEGUMU APRĒĶINĀŠANAS NBTODIKA ERIS-
KALAM АН LĪKLĪNIJU ROBEŽĀM. Ļumķie J.E , Pakul L.A.// 
Matemātiskā modelēšana. Uatemātiskās f i z ikāas l i e t i s k ā s 
problēmas. Rīgai LU, 1991. - 2. i z l . - lpp.123-149. 

Piedāvāta metodika divdimensiju termoelastības p rob l ē ­
mu s k a i t l i s k a i r is ināšanai Dekarta un c i l indr i skā koordinā­
tu sistēmās. Diferenču shēma i r konstruēta tīklam, kurš 
sastāv no D i r ih lē šūnām, un pie l ietojama kristālam ar d i e z ­
gan patva ļ īgu k r i s t a l i z ā c i j a s f ront i tā augšanas i zpēte i . 
Konstruētā ska i t l i skā shēma i r konservatīva un pa š sa i s t ī t a . 

KVARCA AUP'.rLAS UN TERMISKO PARAUGA ĪPAŠĪBU IETEKME U~ 
TEMPERATŪRAS SADALĪJUMU TONĀLAJĀ KAUSĒŠANA AMPULA. 
Martuzāne B .N . , Sentenkovs A .S .// Matemātiskā с lelēžana. 
Uatemātiskāas f i z i k a s l i e t i š ķ ā s problēmas. Rīgai LU, 1991. 
- 2. i z l . - lpp.150-159. 

Darbā tiek s k a i t l i s k i modelēti parauga, kvarca ampulas 
aurules temperatūras lauki zonālās kausēšanas procesā 

i.•. . .ribā no parauga termiskajām Īpašībām, tā izmēriem un 
со apkārtējās s i ld ī šanas sistēmas temperatūras, ņemot vērā 
kverca ampulas puscaurspīdījumu. 

Tiek pē'.'.ta zonas platuma un kausējuma temperatūras 
atkar ība no dažādām parauga termiskajām īpašībām. 



- BURBUĻO SLĀNA SILDĪŠANA KARSTA GAZES PLŪSMA- BIEZU SIENU 
KANĀLA. Par ferova A .A .// Matemātiskā modelēšana. Matemātiskās 
f i z i ka s l i e t i š ķ ā s prablēmas. R īga : LU, 1991. - 2 . i e l . l p p . 
180-188. 

Tiek r i s i n ā t s jautājums par gāzes temperatūru lauku, 
burbulim un burbuļu sas i l šanas pakāpi , Ja t i e t iek s i l d ī t i 
ar karstu gāz i pusbezgal īgā b iezs ienu kanā l ā . Burbuļu rād iuss 
i r pietiekami mazs, tā t i ek neata vērā t i k a i r ad i ā l ā siltuma 
straume burbu ļos . S is piemērs gāzes temperatūras aprēķināšanai 
kā p i e uzdotās tā a r ī p i e n u l l e s s i l tuavad ībaa uc kanāla sienām 

Z ī a . 1, b i b l l o g r . 5 nos . 
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THE MATHEMATICAL SIMULATION OP GRAIN DRYING PROCESS 
BY VENTILATION. Āboltiņa A . J . , Bulkie A.A.// The mathema-
t i c a l simulation. Applied taaka of mathematical physics. 
Rigai LU, 1991. - Vo l . 2. - P. 10-19. 

Mathematical model which contain temperature and 
humidity equations of grain and a i r ia given in the a r t i ­
c l e . The expression for the beat-exchange koef f ic ient i s 
offered here. Ana lyt ica l so lut ion of problem with constant 
parameters ie solved with Laplace integra l tranoforuatione. 
Some character la t ioa for d i f ference soheme are inves t i ga ­
ted. Numerical r e su l t s and short analysis are given. 

THE NUMERICAL SIMULATION OP THERMOPLASTIC STRESS AND 
DISLOCATION DENSITY IN InSb CRYSTALS BY CZOCHRALSKI GROWTH 
CONFIGURATION. Avdonin N . A . T a c h r a m e j e v S . S . , Sokolov 
A.M., Comeewa M.D., Fylatchow A.M.// The mathematical 
simulation. Applied taska of mathematical phyalca. Rigai 
LU, 1991. - Vo l . 2. - F. 20-34. 

The numerical model for ca lcu lat ion thermoplastic-
p l a s t i c deformations, s t ress and dis locat ion density in 
InSb crysta ls with respeot to the d is locat ion generation 
in elyp systems. The numerical experiments for d i f ferent 
condltiono of temperature show, that shear s t r e s s in s l i p 
systems flOO] are few greater than c r i t i c a l ohear s t resa 
and d is locat ion density ia not greater than 10* cm"/ T:i? 
reou l t s of expcrimets are in good agreement with numeri­
ca l ca l cu l a t i ons . 

ANALYSIS OF TwO-?:iASB ZONE IN INGOT DURING THE ESK 
PROCESS OF METAL. Avdonin N.A. , Gulbe U .L . , Gotln V . N . , 
Mlsnin V.V.// The mathematical simulation. Applied tasks 
of mathematical phyeice. Rigai L'J, 1991. - Vo l . 2. - P.35-

44. 



The mathematical model o f ESR ( e l e o t r o - s l e g remel-
t ing ) procesa o f metal i s considered by taking into acco ­
unt the formation of two-phase sone in the ingo t . The nu­
merical comparison of three method* f o r the so lut ion o f 
formulated problem i s ca r r i ed ou t . The formation of two-
phase zone i s inves t i ga ted . The necess i ty o f taking into 
account the character o f Impurity segregat ion in the melt 
f o r correct determination o f two-phase sone i s shown. 

SOLUTION OF THE PROBLEM OP INTERACTION OP A INDUCTOR 
WITH AN NON-HOMOGENEOUS CONDUCTING PEHROMAGNKTIC SEMI-
SPACE BY THE SMALL PARAMETER METHOD. Antimlrov M.Ya., 
Liepiņa V .R .// Rigai LU, 1991 . - V o l . 2 . - P.44-58. 

A so lut ion of the problem o f In te rac t i on o f a induc ­
tor in the form o f a two-wired l i n e wi th a non-homogsneoua 
conducting aomi-space i s g iven . The conduct iv i t i e s and ma­
gnetic pe rmeab i l i t i e s of the two parte o f the semi-space 
are equal to <af ; J<f and б"г , J<2 r e spec t i v e l y . The 
problem i s oolved by expansion in two email parameters 
£ = - У and = — - 1 . Reeults o f numerical compu-

ft 
ta t lon are O ' ivon. 

Eib l iography 1 t i t l e , 1 f i g u r e . 

ON THE EFFECTIVE REPRESENTATION OP TUB INVERSED 
LI NBA DIFFERENTIAL OPERATOR BY THE COMPLEX INTEGRAL. 
Antia irov Yu.U .// The mathematical s imulat ion . Appl ied 
ta iks of mathematical pnysiou. Riga i LU, - Vol . 2. -
P.58-70. . lZy(I^/'~:-:;-hir. ,• ' 'J : ft 

The so lu t i on o f the boundary problem f o r the l i n e a r 
e l l i p t i c operator i n rectangu la r domain i s presented as a 
complex parametric i n t e g r a l depending on tho muJtip l icat ion 
of one-dlmenelonal operatoru. Such a presentat ion i s c o a v i -

nient f o r the asymtotic a n a l y s i s . o f aolut&an o f the problems 



with small parameter mult ip l ies by l ap lac lan . A* on exam­

p le the asymtotics of the so lut ion of the problem deacr i ­

bing MHD­flow in rectangular channel In the non­homogene­

ous external magnetic f i e l d with large Hartaan numbers l a 
obtained, 

APPLICATION OF sUCCORMACX IB THE NUMERICAL CALCULA­

TION OF SOLUTION FILTRATION IN THE SOIL. Buikla A.A . , 
Tlt iushklna Z.U.// The mathematical simulation. Applied 
taaka of mathematical physics. Rigai LU, 1-991. ­ Vol . 2. > 
T. 71­80. • 

Mathematical model of conranlnant movement and conta ­

minant sorption i s considered in proeent paper. Algorithm 
of numerical so lut ion of exploring­problem was developed on 
the bas i s of Ыасвогтаок method and invest igat ion of tent case 
f o r Langmulr isotherm was re leased . I t was Indicated, that 
UacCormack d i f f e r eno l a l ochemo i s more e f f ec t ive that one­

sided d i f f e r enc i a l schema. 

THE NUMERICAL MODELING OF TnERMOELASTIK STRESS AND 
DISLOCATION DENSITY IX CONIO CRYSTALS PULLING РЙОМ TUB 
MELT. Vochramejeve 3.S . , Yalcuschonoks R.A.// The me theme­

t l c a l simulat ion. Applied tasks of mathematical phyalca. 
Rigai LU, 1971. ­ Vol . 2. ­ ?. 81­99. 

The numericao simulation Cf thermoolaotie ­p lusHo 
deformations and dis locat ion density in conic gallium . 
arsenide c r y s t a l s pu l l ing from the melt by Czochralski 
method. Numerical solut ions and analys is f i e l d s of therape­

ra ture , sheer s t res s in s l i p systems and dis locat ion den­

s i t y show conic geometry inf luence on aagnitude of d i s l o ­

cation density generation in pul led c r y s t a l s . 



NUMERICAL SIMULATION OP MELT CIRCULATION IN TEE 
CROSS -SECTION OP ALUMINIUM REDUCTION CELLS. Lurins O.R. 
// The mathematical eimulation. Applied tasks of mathema­
t i ca l physics. Rlgat LU, 1991. - Vo l . 2. - P. 99-104. 

A numerical model fo r melt c i r cu l a t i on ca lcu lat ions 
i n the oross -sect lon of aluminium reduction c a l l s i s o f f e ­
red for given electromagnetic r o to r and temperature f i e l d * . 
Character ist ic e lect rovortez , thermal and combined o i r c u l a -

' t l o n streamline patterns are computed and suppl ied with 
comparative ana lys i s . 

P i g . 3, r s f . 2. 

THE NUMERICAL SOLUTION OP HEAT TRANSFER EQUATION IE 
MULTI-LAYER MEDIUM WITH OPTIMAL RELAXATION METHOD. Ka i l s 
H.S.// The aatheaat lca l s imulat ion. Applied tasks o f mathe­
matical physics. Rigai LU, 1991. - Vo l . 2. - P. I05-I I6. 

Overaged mathematical model determining heat t r a n s ­
f e r in mu l t i - l aye r medium I s developed. The algorythm of 
ca lculat ions I s based on monotonous d i f f e rence schemes and 
parabol ic sp l ines . Th* obtained systems of d i f ference equ­
ations I s solved with optimal r e l axa t i on method. 

B i b l . 5. 

NUMERICAL CALCULATION OP ABTERNATINQ CURRENT DISTRI­
BUTION IN ESR SYSTEMS. LJuakis B .D . , Opmanla M.J.// The 
mathematical s imulation. Applied tasks of mathematical 

•physios. BAgai 10, 1991. - V o l . 2. - ? . I I7 - I27 . 

The aim o f present paper i s to study density o f a l t e r ­
nating current in e l e c t r o - s l a g r e su l t i n g system. Th* problem 
I s solved numericaly and d i rec t comparison between density 
of a l te rnat ing and d i res t current f o r corresponding c o n d i t i ­
ons I s made. 



NUMERICAL SOLUTION OF THERM0ELA3TICITY PROBLEM IN . 
CRYSYAL WAITH CURVILINEAR BOUNDARIES. Ljuakls E.D. , 
Pakul L.A.// The raathenatical simulation. Applied task* 
of mathematical phyeioe. Rigai LU, 1991. ­ Vo l , 2 . ­ F. 129­

149. 

The numerical technique fo r d i g i t a l solut ion of two­

dimensional thermoelast ic lty problem in e i ther Cartesian 
or cy l ind r i ca l coordinate system i s presented. Fin i te d i f ­

ference scheme i e derived on r.oah consist ing from the D i ­

r i c h l e t c e l l s and may be applied fo r crysta l growth prob­

lem with rather a rb i t r a ry Inter face shape. The constructed , 
numerical scheme i s conservative and se l f ­ con jugate . 

THE INFLUENCE OF QUARTZ AMPOULE AND THERMAL CHARAC­

TERISTCS OF THE MATERIAL 0П THE DISTRIBUTION OF TEMPERATURE 
DURING AMPOULE ZONE KBLTINJ. Martuzane E.S . , Senchenkov 
A . S . / / The mathematical simulation. Applied tanks of mathe­

matical physics. Rigai LU, 1991. ­ Vol . 2. ­ P .I50­I59. 

The temperature of the c rya ta l , the quarts ampoule 
and the tube i s numerically invest igated . The dependence 
of the crysta l temperature on I t s thermal charac te r i s t i c s , 
dimensions and outer temperature o f heating eyjtem ie 
studied taking into account the transperancy of quarts am­

poules . 
The molten zona width and the melt temperature are 

plotted for d i f f e rent thermal character i s t i cs of the oryo­

t a l . 

ON THE KEATING OF THE SPHERES SLAB BY A HOT GAS FLOW 
IN A CHANNAL WITH A THICK WALLS. Panfjorova A.A,// The 
matheicaticsl simulation. Applied tasks of mathematical 
physios. Rigai LU, 1991. ­ Vo l . 2. ­ V. 160­179. 

A so lut ion of the problem about on temporature f i e l d 
o f a gas , spheres and wa l l , when 6 ephoree s lab heated by 
a hot gee flow in a nemi­ lnf in i to channel with a thick wal l s 



I s given. The r a d i i of the spheres ere small and only the 
rad ia l part a ho^t f lux into the spheres i s taken into aooouq 
Keeulte of numel 'cal computation are g iven. 

Pig. 1, b l b l l o g r . 5 items. 
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