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H . А в д о н и н 4 X . К а л и с , Г.Луринс 
Латвийский у н и в е р с и т е т 

Ч И С Л Е Н Н О Е И С С Л Е Д О В А Н И Е Д В Н Е Н И Я Ж И Д К О С Т И . 
П О Р О Ж Д Е Н Н О Г О Г Р А Д И Е Н Т О М Т Е М П Е Р А Т У Р Ы . 

ВРАЩЕНИЕМ И ВИБРАЦИЕЙ 

В р а б о т е / 1 / была р е м е н а з а д а ч а д в и ж е н и я н е и з о т е р м и ­

ческой ж и д к о с т и при в о з д е й с т в и и н и з к о ч а с т о т н ы х в и б р а ц и й . 
В д а н н о й р а б о т е численно и с с л е д о в а н о д в и ж е н и е вязкой н е ­

с ж и м а е м о й ж и д к о с т и в ц и л и н д р и ч е с к о й е м к о с т и , п о р о ж д е н н о е 
тремя и с т о ч н и к а м и : 

1 ) г р а д и е н т о м внежней температуры в д о л ь б о к о в о й п о ­

в е р х н о с т и с о с у д а ; 
2 ) в и б р и р у ю щ и м с т е р ж н е м ц и л и н д р и ч е с к о й ф о р м ы , р а з м е ­

щенном в ц е н т р е с о с у д а и п о г р у ж е н н о м н а н е к о т о р у ю глубину 
в ж и д к о с т ь ; 

3 ) в р а щ е н и е м с о с у д а и л и центрального с т е р ж н я вокруг 
ц е н т р а л ь н о й о с и . 

В ы з в а н н о е этими ф а к т о р а м и о с е с и м м е т р и ч н о е д в и ж е н и е 
с о г л а с н о / 1 / и / 2 / м а т е м а т и ч е с к и о п и с ы в а е т с я с и с т е м о й 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й : 



fc 

где Q ~ ­ — ) ­ н о р м и р о в а н н а я ф у н к ц и я 
г °

% 9
г з а в и х р е н н о с т и , ( 5 ) 

У ­ ф у н к ц и я г и д р о д и н а м и ч е с к о г о т о к а , 
Т ­ т е м п е р а т у р а , 

v V = zitco^2 ­ момент в р а щ е н и я ( <­о л ­ ч а с т о т а в р а щ е н и я К б ) 

­ компоненты с к о р о с т и , 
( ? ) 

( 8 ) 

>j> у* я у dP) § ­ к о э ф ф и ц и е н т ы в я з к о с т и , теплового 
р а с ш и р е н и я , т е п л о п р о в о д н о с т и , т е п л о е м к о с т и и п л о т н о с т ь . 
Здесь м о ж н о н а п о м н и т ь , что у р а в н е н и я ( 1 ) и ( 4 ) з а п и с а н ы в 
линейном п р и б л и ж е н и и Б у с с и н е с к а . 

с р а в н е н и я (.!)­(4) определены в о б л а с т и , п р е д с т а в л е н ­

ной на р и с . 1 . 

Р и с . 1 . Схема р а с ч е т н о й о б л а с т и 
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Для У . <f? на твердых с т е н к а х ( 1\ в ^ ) ставятся 
о б и ч н ы е у с л о в и я п р и л и п а н и я , а н а Г 3 ­ у с л о в и я свободной 
п о в е р х н о с т и . Н а оси симметрии Г с э £ Э _ q 

( 1 3 ) 
где л. ­ в н е ш н я я н о р м а л ь , к о э ф ф и ц и е н т т е п л о о т д а ч и . 

­ в н е ш н я я т е м п е р а т у р а . На оси с и м м е т р и и Гс £Т 

Э7 = 0 ( 1 4 ) 
К р о м е т о г о , в н е ш н я я т е м п е р а т у р а вдоль б о к о в о й п о в е р х н о с т и 
и з м е н я е т с я по з а к о н у ( 1 5 ) 

Для м о м е н т а в р а щ е н и я V в случае в р а щ е н и я стержня 
и м е е м с л е д у ю щ и е г р а н и ч н ы е у с л о в и я : 

п П = 0 ( 1 6 ) 

= О ( 1 7 ) 

( 1 8 ) 

Н а ч а л ь н ы е условия н у л е в ы е , кроме г р а н и ч н ы х з н а ч е н и й 
д л я Й H W ' . Д л я температуры п­> . 7 
во всей р а с ч е т н о й о б л а с т и . [t*o 0 ( 1 9 ) 

Р а з н о с т н а я а п п р о к с и м а ц и я у р а в н е н и й ( 1 ) , ( 2 ) и ( 4 ) п р о ­

в о д и л а с ь т а к ж е , к а к в / 1 / , используя о с н о в н у ю 
j г, . . , ( 2 0 ) 

>к
 = 7 > ' ;

а

Д J'*,ŗ;*l 
и в с п о м о г а т е л ь н у ю сетки 

У р а в н е н и е ( 3 ) а п п р о к с и м и р о в а л о с ь а н а л о г и ч н о у р а в н е н и е 
( 1 ) на сетке м о н о т о н н о й э к с п о н е н ц и а л ь н о й схемой : 

С о г л а с н о / 1 / . на в и б р и р у ю щ и х п о в е р х н о с т я х Г 5 и/J имеем 
Щ&М ­ ­ ^ " Ч ^ * ^ * ^ * ; ( 1 0 ) 

Щ / Л « ­ < / " Ч d i ) 
где л , 6 o v ­ а м п л и т у д а и ч а с т о т а к о л е б а н и й вибратора, а 

c/W*0/av ( 1 2 ) 
Д л я т е м п е р а т у р ы граничные у с л о в и я на ̂ ; / 1 и (| 

т р е т ь е г о р о д а ^ 

( 9 ) 
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( 2 2 ) 

где ij-^1"1 

= ! lj+%5-ij+o,& gj = Zj+ots-Zj-o,s; Ķ'*4ti4 ļ ij^j+i 

i дОлГ-) 
Слагаемое £ч ~ J 5 — в у р а в н е н и и ( 1 ) а п п р о к с и м и р о ­

валось с л и н е а р и з а ц и е й следующим о б р а з о м : 

На текущем временном слое р а з н о с т н о е у р а в н е н и е ( 2 2 ) 
рассчитывалось методом р е л а к с а ц и и . 

Численные расчеты проводились для ц и л и н д р и ч е с к о й ем­

кости с радиусом 6 см и высотой б см н а м о д е л ь н о й ж и д к о с т и . 
Вибрирующий с т е р ж е н ь имел радиус 3 см и был п о г р у ж е н на 
2,1 см в ж и д к о с т ь .Кинематическая в я з к о с т ь 4,Зс?м^сек,обьемная 
теплоемкость 1,2 д ж / с м

3 К, т е п л о п р о в о д н о с т ь 0,4 В т / ( м * г р а д К ) 
и коэффициент теплового расширения 0,0001 1 / г р а д К . В н е ш н я я 
температура под сосудом была 1500°К, н а д с о с у д о м ­ 5 0 0 " К . а 
вдоль боковой п о в е р х н о с т и снизу вверх л и н е й н о у м е н ь ш а л а с ь 
на 20°К. 

Ц и р к у л я ц и я , в ы з в а н н а я такими т е м п е р а т у р н ы м и у с л о в и я м и 
представлена на р и с . 2 . В этом случае о д и н о т р и ц а т е л ь н ы й 
вихрь занимает весь объем жидкости. И н т е н с и в н о с т ь д в и ж е н и я 
характеризует среднее значение модуля с к о р о с т и , к о т о р а я в 
этом случае с о с т а в л я е т 0.37 см/сек. 

Вращение с т е р ж н я с частотой 0,05 Г ц п р и в о д и т к р а с п р е ­

делению момента вращения п р е д с т а в л е н н о м на р и с . 3 и п о р о ж ­
дает п о л о ж и т е л ь н ы й вихрь ( р и с . 4 ) слабой и н т е н с и в н о с т и . 
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При в з а и м о д е й с т в и и т е м п е р а т у р н о г о и вращательного 
ф а к т о р о в п о л н о с т ь ю п р е о б л а д а е т вихрь е с т е с т в е н н о й к о н в е к ­

ц и и . В л и я н и я в р а щ а т е л ь н о г о вихря в д а н н о м случае почти не 
н а б л ю д а е т с я ( р и с . 5 ) . 

В и б р а ц и я ц е н т р а л ь н о г о с т е р ж н я с а м п л и т у д о й 0,1 им и 
ч а с т о т о й 50 Гц п о р о ж д а е т п о л о ж и т е л ь н ы й вихрь ( р и с . 6 ) ин­

т е н с и в н о с т ь ю 0,22 с м / с е к . Этот вихрь л о к а л и з о в а н ближе к 
ц е н т р а л ь н о м у с т е р ж н ю и менее и н т е н с и в е н , чем вихрь е с т е с т ­

в е н н о й к о н в е к ц и и ( р и с . 2 ) . В случае в з а и м о д е й с т в и я т е м п е р а ­

т у р н о г о и в и б р а ц и о н н о г о ф а к т о р о в получаем д в у х в и х р е в у ю к а р ­

тину т е ч е н и я ( р и с . 7 ) . 
С о в м е с т н о е воздействие вибрации и в р а щ е н и я приводит 

к еще б о л ь ш е м у в ы т е снению и о с л а б е в а н и ю т е м п е р а т у р н о г о 
вихря ( р и с . 8 ) . В данном случае полностью п р е о б л а д а е т в и б р а ­

ц и о н н ы й в и х р ь . 
Е с л и же в р а щ е н и е о с у щ е с т в л я т ь с ч а с т о т о й 0,1 Гц, то 

п р е о б л а д а ю щ и м в о з д е й с т в и е м о б л а д а е т в р а щ а т е л ь н ы й вихрь и 
тот п о л н о с т ь ю в ы т е с н я е т в и х р ь е с т е с т в е н н о й конвекции из 
ц е н т р а л ь н о й о б л а с т и (см. р и с . 9 , 1 0 ) . 

П р е д л о ж е н н у ю методику р а с ч е т а можно п р и м е н я т ь при 
п р о г н о з о р о в а н и и примесной ч и с т о т ы и о д н о р о д н о с т и м о н о к р и с ­

т а л л о в при их в ы р а щ и в а н и и из р а с п л а в а . В этом случае р о л ь 
ц е н т р а л ь н о г о т в е р д о г о с т е р ж н я будет играть м о н о к р и с т а л л . 
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ИЗОЛИНИИ ФУНКЦИИ ТОКА Ссм.см*см/С8к3 
З Н А Ч Е Н И Я 
У Р О Ь Н Е Й : 
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1) 0.185 
2) 0.371 
31 0.558 
4) 0.744 
5) 0.930 
Б) 1.116 
7) 1.303 

8) 1.489 

Р и с . 6 . Д в и ж е н и е от в и б р а ц и и при < о у = 5 0 Гц и а ­ 0 , 1 

ИЗОЛИНМ ФУНКЦИИ ТОКА Ссн*см*см/с«] 
Знач ения 
У Р А Ь Н Е И : 

1 ) - 1 . 3 7 4 

2) -1.011 

3) - 0 . 6 4 7 
4) -0 .283 
5) 0.081 
Б) 0.445 
Л 0.808 
8J 1.172 

Р и с . 7 . Совместное д в и ж е н и е при u)w ­50 Гц и Д Т = 2 0 ° К . 



ИЗОЛИНИИ ФУНКЦИИ Т О К Я [ С Н * С М * С Н / С Е К З 

З н а ч е н и я 

у р о Ь н е й • 

1)-0.782 
21-

3] 
4) 

-0.412 
-0.042 
0.328 

5) 0.698 
6] 1.068 
71 1.438 
8) 1.808 

Р и с . 8 . С о в м е с т н о е д в и ж е н и е от всех факторов при 
. 0 . 0 5 Гц, ^ v --50 Гц и д Т = 2 0 ° К . 

ИЗОЛИНИИ ФУНКЦИИ T 0 K R [см*см*сн/сек 1 

З н а ч е н и я 
у р о Ь н е и : 

1J-О.025 
2) 0.473 
31 0.971 
4] 1.469 
5] 1.967 
6] 2.465 
7] 2.963 
8] 3.461 

Рис.9. С о в м е с т н о е д в и ж е н и е от всех факторов при 
^JA --0Л Гц, Ч, -50 Гц и ДТ--20°К. 



ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ. ПОРОЖДЕННОГО 
ГРАДИЕНТОМ ТЕМПЕРАТУРЫ. ВРАЩЕНИЕМ И ВИБРАЦИЕЙ. Н.Авдонин, 
X. Калис, Г.Луринс //Математическое моделирование. При­

кладные задачи математической Ф И З И К И . ­ Р и г а : ЛУ, 1993. 

3 работе предложена методика численного расчета дзи 
жения вязкой, несжимаемой жидкости з цилиндрической емкое 
т и , порожденного градиентом внешней температуры, вращение 
и вибрацией. Проведен сравнительный численный анализ ка 
отдельного , так и совместного воздействия вибрации и в?*, 
щения на естественную конвекцию жидкости. Возможно исполь 
зевание разработанной методики для прогнозорования примес 
ной чистоты и однородности монокристаллов при их зырашиза 
нии из расплава . , 

Библ. 2 н а з в . , рис. 9. 

TEMPERATŪRAS GRADIENTA, ROTĀCIJAS UN VIBRĀCIJAS RADĪTAS 
ŠĶIDRUMA KUSTĪBAS SKAITLISKĀ MODELĒŠANA. N .Avdcn ins , 
H. K a l i s , G. L u r i n s //Matemātiskā mode l ē š ana . Matemātiskās 
f i z i k a s l i e t i s k ā s p r o b l ē m a s . - R ī g a : LU,1993 . 

Darbā p i e d ā v ā t a c i l i n d r i s k ā t i l p u m ā n o t i e k o š a s , 
ā r ē j ā s t empe ra tū r a s g r a d i e n t a , v i b r ā c i j a s un r o t ā c i j a s 
i z r a i s ī t a s , v i s k o s a . nesasp iežama š ķ i d r u m a k u s t ī b a s 
s k a i t l i s k ā s a p r ē ķ i n ā š a n a s metodika. V e i k t a s a l ī d z i n o š a , 
g a n a t s e v i š ķ a s , gan k o p ē j a s , v i b r ā c i j a s un r o t ā c i j a s 
i e tekmes uz b r ī v u konvekt īvu plūsmu s k a i t l i s k ā a n a l ī z e . 
I z s t r ā d ā t o metodiku i espē jams i zmanto t , l a i p rognozē tu 
no šķīduma audzējamu mo no k r i s t ā l u h o m o g e n i t ā t i un p i e ­
mais ī jumu k o n c e n t r ā c i j u t a j o s . 

B i b i . £, z īm. 3. 

NUMERICAL RESEARCH OF FLUID FLOW INDUCED 3 Y TEMPERATURE 
GRADIENT» ROTATION AND VIBRATION. N. Avdon ins , K. K a l i s , 
G . L u r i n s //Mathemat ica l mode l l i ng . A p p l i e d prob lems of 
mathemat ica l p h y s i c s . - R i g a : LU,19S3. 

The numer ica l p rocedure of comput ing v i s c o u s 
i n c o m p r e s s i b l e f l u i d f l ows in c y l i n d r i c a l e n t i t i e s 
induced by e ic te rna l temperature g r a d i e n t , r o t a t i o n 
and v i b r a t i o n i s o f f e r e d . P a r t i c u l a r and combined 
i n f l u e n c e of r o t a t i o n and v i b r a t i o n upon n a t u r a l 
c o n v e c t i o n i s s t u d i e d n u m e r i c a l l y . The deve l oped 
p r o c e d u r e can be a p p l i e d f o r the p r e d i c t i o n of impur i ty 
c o n c e n t r a t i o n and ho mogenitу o f m o n o c r y s t a l s grown from 
s o l u t i o n . 

Ref. Is f i g . Э. 
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Н.Авдонин, i­Луринс 

Институт математики и информатики 
Латвийского университета 

ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕЙ, 
ВИБРАЦИОННОЙ И ЕСТЕСТВЕННОЙ КОНВЕКЦИИ 
В ОСЕСИНМЕТРИЧНОМ ДВУХМЕРНОМ СЛУЧАЕ 

Рассматриваем осесимметричнае движение вязкой несжи­

маемой жидкости в цилиндрической емкости (рис.1) » порож­
денное градиентам внешней температуры вдоль соковой по­
верхности сосуда и вертикальной вибрацией центрального 
стержня , погруженного на некоторую глубину в жидкость. 

Такое движение описывается следующей системой диффе­

ренциальных уравнений: 

C ' F A T " г drV ar J F Д Э * * с р

П ^ д г
 + У * Э « / 

где ^Ур — нормированная функция завихренности, 
ку — Ф У Н К Ц И Я гидродинамического тока, 
X - температураЧ 
\>^?\/^­ компоненты скорости, 

О , Л , Я >1? ~ коэффициенты вязкости, теплового рас­

ширения» теплопроводности, теплоемкости и плотность. 
Уравнения (1) и (2) в этой системе взаимосвязаны:сла­

гаемое в уравнении (1) , содержащее градиент температуры, 
порождает движение i а конвективное слагаемое в уравнении 
(3) в свою очередь определяет влияние движения жидкости на 
распределение температуры. 

На основе изложенной в / 1 / численной методики и ис­
пользуя разработанный пакет прикладных программ С описание 
с м . в / 2 / )•в настоящей работе проводится численный анализ 
температурных палей , потоков естественной и вибрационной 
конвекции и их взаимного влияния. Для этого были проведены 
мнаговариантные расчеты в широком диапазоне изменения зна­

чений Физических параметров­

В настоящей статье приводим результаты расчетов и их 
анализ для цилиндрической установки размерами И = Я= 6см 
Г*0 — 3 см ПРИ перепаде внешней температуры вдоль баковой 
поверхности!равном 60°С#со следующими значениями парамет­

ров. :Я = 0.4 В т / ( м ° К ) , g = 1200 кг/м 5

, с р = 0.001 кДж/(кг 
° К ) , Л= 0.01 1/*К,>> = 4.3 и О.ЗЭс^м^/сек. 
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Распределение температуры внутри ц и л и н д р и ч е с к о й уста­

новки представлено на рис. 2 . Внутренний перепад темпера­

туры составляет 157°С , а радиальный градиент температуры 
во всей области положительный ( Р И С . 3) и д о с т и г а е т 60°С/ 
см. 

Положительный градиент температуры по г приводит к 
образованию отрицательного вихря естественной конвекции , 
изображенного на рис. 4. Конвективное движение в свою оче­

редь несколько выравнивает температурное пале ( рис. 5 , 6 ) . 
Внутренний перепад температуры в этом случае уменьшается 
до 111°С, а максимальный градиент с>Т / Э г — до 27.6°С/см. 

Вибрация центрального стержня* с частотой 5 0 Гц и ам­

плитудой 0.1мм порождает вихрь положитель наго направ ления. 
Так как вибрационное движение в этом случае и н т е н с и в н е е i та 
совместное движение, как видна на рис. 7, такого же харак­

тера. Температурное поле ( рис .8 ) при этом становится еще 
более однородным (перепад температуры уменьшается до 97 С )• 
Максимальное значение ЭТ / уменьшается всего на 1

с

С/см, 
но появляется область с отрицательным градиентам темпера­

туры ( рис.9) . 3 

Совместное движение при меньшей вязкости < "О = О ­35<^м 
/сек ) изображена на рис.10. Характер движения в общем со­

хранился, но оно стало значительно интенсивнее,и ц е н т р ви­

хря переместился вверх ­ Внутренний перепад температуры упал 
д о ­ 7 5 ^ ( р и с . 1 1 ) , но увеличилась область с отрицательным 
градиентом температуры ( р и с . 1 2 ) . 

Проводились также расчеты при перепаде внешней темпе­

ратуры 600°С вдаль боковой поверхности с о с у д а . П е р е п а д тем­

пературы внутри установки в этом случае з н а ч и т е л ь н о воз­

растает и достигает 402°С ( р и с . 1 3 ) , однако характер и да­

же интенсивность совместного движения ( рис.14) м а л о меня­

ются . 
Подобное численное исследование по взаимному влиянию 

движения жидкости и температурного поля может быть полез­

ным, в частности, при изучении и оптимизации п р о ц е с с а вы­

ращивания кристалов из высокотемпературных р а с п л а в о в . 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Авдонин Н.А., Калис X.3. Численный анализ вибрационных 
течений в неизотермической жидкости // С б . научных тру­

дов "Математическое моделирование,прикладные задачи ма­

тематической Ф И З И К И " . ­ Рига:ЛУ, 1992­ С . 1 1 ­ 2 5 . 
2 . Пурине Г.Р. Пакет прикладных программ для численного 

моделирования осесимметричного движения жидкости в ци­

линдрической емкости ( в этом с б о р н и к е ) . 



Рис- 2 . Температурное п о л е а отсутствии движения 
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ГРПДИЕНТ ТЕППЕРЙГУГИ ПО г С г part К/см] 

77771 
Значения 

1 ) 6. 203 
2 1 12.552 
3 i is. sc«e 
i i 1­5. ObO 
5 ) 11. 
6 ) 77. Щ 
7 ) 
8 ) 5Д.0Г6 

Рис­ 3­ Градиент температуры в отсутствии движения 

Рис. 4 Естественная конвекция 



с. 6. Градиент температуры естественной конвекции 
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ИЗОЛИНИИ ФУНКЦИИ ТОКА [ CM*cri*cn/C9K 1 
Значение 
уроЬнер: 
i) o.ose 

0.263 
о.;7о 
о.ет7 
0.853 
1.090 
1.297 
l.SQt 

2 ) 

3) 

Рис. 7. Совместное движение с учетом вибрации 

ИЗОТЕРМЫ СгршЭ К] 
Значения 
дробней: 

1 ) 133t.* 
2) 13Ō8.3 
3) 1*12.2 
<* ) 1426.1 
5 ) 1440.0 
6 1 US3.0 
7) 14S7.8 
3 ) 1481.7 

Рис. 8. Температурное поле совместного движения 
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ГРАДИЕНТ ТЕППЕГПГУРи ГИ г Сгроа R/онЗ 

Т Т У Т 

( ( v ' 

i h V 
/•i 

V 

Зиач9ми<э 
уровней: 
I ) ­6.­373 
2 ) ­ 2 . U 9 
3 ) 2.674 
4 ) 7.407 
5 ) 12.220 
6 ) 17. К З 
? J 21. « 6 
9 ) 26.733 

Рис­ 9. Градиент температуры совместного движения 

Рис. 10­ Совместное движение при меньшей вязкости 
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И 3 О Г E F П Н С ŗ-p,i.j К 3 
Знач&нид 
урочное): 
i i 1 М 0 . 0 
2 ) 1 ^ 0 . 6 
3 ) 1*31.3 
4 ) Р.42.0 
5 ) 1-52.6 
6 ) 1HG3.3 
7 ) 1-.74.0 
6 i 1*У4.7 

Рис. 11- Температурное поле при меньшей вязкости 
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It Н О Т Е Г II м С : р а О К ] 

_J Значен ив 
— \ 

С : 
\ \ 

•—— —­

Рис ­ 13 ­ Температурное поле при 10— кратном 
перепаде внешней температуры 

ИЗОЛИНИИ ФУИГШШ 7СРП [см*см»см/св1С ] 

Рис­ 14­ Совместное движение при 1 0 — к р а т н о м 
перепаде внешней температуры 
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ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕЙ , ВИБРАЦИОННОЙ И 
ЕСТЕСТВЕННОЙ КОНВЕКЦИИ В ОСЕСИММЕТРИЧНОМ ДВУХМЕРНОМ СЛУЧАЕ 
Н.Авдонин, Г. Луринс // Математическое моделирование . При­

кладные задачи математической Ф И З И К И . Рига= ЛУ , 1994 ­

В настоящей работе проводится численный анализ темпе­

ратурных полей,потоков естественной и вибрационной конвек­

ции и их взаимного влияния в цилиндрической у с т а н о в к е . 
Подобное численное исследование по взаимному влиянию 

движения жидкости и. температурного поля может быть полез­

ным, в частности, при изучении и рптимизации процесса вы­
ращивания кристалов из высокотемпературных расплавов. 

Библ. 2 , рис. 14 . 

TEMPERATŪRAS LAUKU, VIBRĀCIJAS UN DABISKAS KONVEKCIJAS 
SKAITLISKA ANALĪZE AKSIĀLSIMETRISKA GADĪJUMĀ. N.Avdontns , 
G.Lurins // Matemātiskā modelēšana . M a t e m ā t i s k ā s ­fizikas 
lietišķās problēmas. Rīga=LU, 1 994. 

Darbā skaitliski analizēti temperatūras lauki, vibrā­
ciju un dabiskās konvekc i Jas plūsmas, kā arī ta savstar P A ­
jā mij iedarbība cilindriskā iekārtā. 

Līdzīga veida šķidruma kustības un temperatūras lauka 
savstarpējās ietekmes skai 11isk ie pētījumi var but noderī­
gi I piemēram , veicot kr is tālu audzēšanas no kausējuma iz­
pēti un optimizāciju. 

Bibl. 2 , zīm- 14. 

THE NUMERICAL ANALYSIS OF TEMPERATURE FIELDS , VIBRATIONAL 
AND NATURAL CONVECTION IN AX I ALLY SYn^TTTCCAL TV.'O ЛШЕ1ЧГ310 " 
NAL CASE. G.Lurins // Mathematical model 1 ing.Applied prob­

lems of mathematical physics. Riga:LU, 1994. 

The subject of this paper is numerical analysis o­f 
temperature ­F ields, vi brational and canvectional ­flaws and 
their interaction as wel 1 in су 1 indrical instal lation . 

Similar numerical analysis of interaction between 
temperature and ­flow ­fields may be use­ful ­for­ the inves­
tigation and optimization of the process o­f crystal growth 
­from high temperature melt. 

Ref. 2 , fig. 1 4 . 
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A.Buii j j_a 

12 A un LU Iv'atemāt i kas i n s t i t ū t a 

D A Ž U P A Z E M E S F I L T R Ā C I J A S P S O S E S 0 •/iGDELĒŠANAS 

S H Ē M U A N A L Ī Z E 

Apakšzemes s l ā ņ u s i s t en&u n o t i e k o š o p r o c e j : . m a t ē j a t L ī ­

k a j ā m o d e l ē š a n ā n e p i e c i e š a m s ņemt v ē r ā s i s t ē m a s k ā r t a i n o 

s t r u k t ū r u . C i t i e m v ā r d i e m , t o , ka s i s t ē m a s f i z i k ā l i e p a r a ­

m e t r i v e r t i k ā l a j ā v i r z i e n ā i r g a b a l i e m k o n s t a n t i l i e l u m i . 

L a i i e g ū t a i s m a t e m ā t i s k a i s m o d e l i s būtu ē r t ā k s t ā l ā k a i i z ­

m a n t o š a n a i , ļ o t i b i e ž i l i e t o t ā d a v a i c i t ā d a t i p a v i d u v ē s a n u . 

š a j ā d a r b ā a n a l i z ē t i t i s mate a at iski-з p ieņēmumi , k u r i t i e k 

i z m a n t o t i d a ž u v i spā rp i eņemtu g e o f i z i k ā l ā s mode l ē šanas shēmu 

k o n s t r u ē š a n ā . 

J ā a t z ī m ē šāds s v a r ī g s a s p e k t s . Gan m o n o g r ā f i s k a j ā l i t e r a ­

t ū r a , g a n z i n ā t n i s k a j o s r a k s t o s , k u r i p u b l i c ē t i p e r i o d i s k o s 

i zdevumos , d a ž ā d i a u t o r i v i d u v ē j o t izmi.nto pēc matemāt i ska 

s a t u r a i d e n t i s k u s pieņēmumus. 3e t t a s p a l i e k nepaman ī t s , j o , 

p i r m k ā r t , k a t r s no autor iem p a l i e k s a v a s konkrē t ā s tēmas i e t v a ­

r o s , u n , o t r k ā r t , v i duvgšanas p r o c e d j ā r o i v i r s ū k l ā j a s c i t i 

f i z i k ā l i v a i matemāt i sk i p ap i l d p ieņēmumi , k u r i s a i s t ī t i a r 

konkrē t ā s p r o b l ē m a s atsev išķān ярее i f L" «ofci I pa tu l o t t a . Š e i t 

v i d u v ē a a n a s p r o c e d ū r u t ā d ē ļ c e n t ī s i m i e s dot v i s p ā r ī g ā f o r m a . 

F o r m u l ē s i m prob lēmu d a u d z s l ā ņ u s i s t ē m a i , apBīrr.ē jo t a r 

O J I ^ , TJ ( v a i a r UII^^J-^ J*J n e s t a c i o n ā r a i p r o b l ē m a i ) mek­

lējamo f u n k c i j u i - t a j am s l ā n i m ; p a šu s l ā n i d e f i n ē j o t a r n e ­

vienādībām. h L £ L L ? Й ' 4 Ь . S t a r p s l ā n i s t a rp i- un Ш 

s l ā n i d e f i n ē j a m a r nevienādībām 2 c V ^ 4 ILĻ^^J un a r 

UČ-rfa У, Ь J apzīmējam a t t i e c ī g o meklējamo l i e l u m u ( tem­

p e r a t ū r u , k o n c e n t r ā c i j u , s p i e d i e n a augstumu u . c . ) . 

U z s k a t ī s i m , k a U~C CJ{} Y } Ъ ) ­ m e k l ē j a m ā i un kc i j a p :­m at s l a­

n im ( p r o d u k t ī v a j ā s lān im) i z p i l d a v ienādo jumu 



25 

Se i t /CJ v a r būt t i k a i argumentu jč' у f u n k c i j a , l i ­

n e ā r i e o p e r a t o r i 0 un v i ņ u k o e f i c i e n t i a r ī a t t i e c a s t i ­

k a i uz argumentiem Л\ <ļ ( v a i uz J.'f у un ^ n e s t a c i o n ā ­

r a i p r o b l ē m a i ) . 

S a v u k ā r t , s t a r p s l ā n ī i + ^ / л , kurš a t r o d a s s t a r p 

i un i + 1 s l ā n i , i z p i l d ī t s v i e n ā d o j u m s : 

T ā l ā k , uz s t a r p s l ā ņ a , zem t ā un v i r s t ā a t r o d o š o s s l ā ­

ņ u s a ska r smes v irsmām j ā i z p i l d ā s s a i s t ī b a s nosac ī jumiem 

( i - Oj A/-/ ) : 

(4) 

kur + ( v a i - ) zīme apzīmē r o b e ž v ē r t ī b u a t t i e c ī b ā p r e t i-

k o o r d i n ā t i no l a b ā s ( a t t i e c ī g i k r e i s ā s ) p u s e s . 

S a v u k ā r t , s i s t ē m a s d i v u m a l ē j o s l ā ņ u m i j i e d a r b ī b u a r 

a p k ā r t n i v a r v i s p ā r ī g ā forma a p r a k s t ī t a r šād iem r o b e ž n o s a -

c ī j u m i e m . Augšējam s l ā n i m : 

ķ Ko - u*)ļ = - & 4*/2 * - А ь ф у > ^ (5 ) 
kur \o > 0 nosaka r o b e ž n o s a c ī juma t i p u . Ja Ua-D 

un X C - i , tad r o b e ž n o s a c ī j u m s ( 5 ) uz s l ā ņ a r o b e ž a s f i k -

sg meklē jamās f u n k c i j a s ( t e m p e r a t ū r a s , s p i e d i e n a ) v ē r t ī b u : 

Kā j a u m i n ē t s , n e s t a c i o n ā r ā g a d ī j u m ā u z d o t ā r o b e ž v ē r t ī b u var 

b ū t a t k a r ī g a a r ī no l a i k a : (J>0 - ф0(^,у, t) Ja Ц, - f 
un \o ~ О , tad ( 5 ) f i k s ē p l ū s m a s l i e l u m u uz siotēm.'is 
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aug šē 3 ās ro be z as : 

Г о г ^ ~ * % ^ " * ^ ^ Л ( 5 2 ) 

p i e m . , <£>Q ­ О noz īmē , ka s i s t ē m a s a s k a r a s a r necaur 

l a i d ī g u s l ā n i . V i s b e i d z o t , VD - 6 un Л о ­ / a p r a k ­

s t a s i t u ā c i j u , kas s i s t ē m a s a s k a r a s a r p l ā n u v ā j i c a u r l a i ­

d ī g u s l ā n i , s k . , p i e m . C l ļ : 

- ^CUĻ-4>o^jh^0j^,yje А ( 5 3 ) 

A n a l o g i uz raks t āms un i n t e r p r e t ē j a m s nosac ī j ums uz s i s t ē m a s 

a p a k š ē j ā s l ā ņ a ā r ē j ā s m a l a s : 

h t« Ņf* * i Ojfj Ф

<
 С /

Ф ***** >(iy*J-. ( б ) 

p r o b l ē m a s p i lnam formulējumam v ē l j ā i z r a k s t a n o s a c ī j u ­

mi uz a p g a b a l a Jļ r obežas ( s i s t ē m a s k o n t ū r a , un , j a a p g a ­

b a l ā i r u r b u m i , t a d a r ī uz to k o n t ū r i e m ) . Ja apskatām n e ­

s t a c i o n ā r u p r o b l ē m u , tad n e p i e c i e š a m s p i e v i e n o t a r ī sākuma 

n o s a c ī j u m u . So p a p i l d n o s a c ī j u m u forma nav p r i n c i p i ā l a s i s ­

tēmas d a u d z s l ā n a i n ī b a s a n a l ī z e i , t ā d ē ļ p i e v iņu d e t ā l a 

a p r a k s t a ne p a k a v ē s i m i e s . 

Turpmāk a p s k a t ī s i m v i e n k ā r š ā k o gn .dī jumu, kad s t a r p s l ā ­

ņos n e d a r b o j a s a v o t i , t . i . , v i enādo jumos ( 2 ) f u n k c i j a 

Fi-ttfi = & u n k a d d r ī k s t i g n o r ē t p r o c e s u s if, У v i r z i e n ā , 

<D. ( F a k t i s k i p i e t i e k p r a s ī t , l i 

būtu i z p i l d ī t s v ienādo jums 

a r ī tad tu rpmāk ie s p r i e d u m i p a l i e k s p ē k ā . ) 

Ja t i k k o m i n ē t i e p ieņēmumi i z p i l d ā s , tad v i e n ā d o j u m i 

( 2 ) d e ģ e n e r ē j a s p a r t r i v i ā l i e m v i enādo jumiem 

i a t r i s i n ā j u m i u z r a k s t ā m i š ā d i : 

( 7 ) 



2.Q 

k u r & 0 j A a ? ŗ ' * < — 2 č i r s t a r p s l ā ņ a b i e z u m s , be t 6 £ 

i r f u n k c i j a s Ui (yx<J, iJ v ē r t ī b a uz i s l ā n a a u g š ē j ā s 

m a l a a : UfCjrf) - Ц'С*. <jt fan. ) . A n a l o g i d e f i n ē t a C£0.tf* 
* (JcCjC,% it) • А г p a l ī d z ī b u s a i s t ī b a s n o s a c ī j u ­

m i (3) u z r a k s t ā m i S ā d i : 

b e t (4) ­ š ā d i ( s a m a z i n o t i ndeksu i p a r v i e n u ) : 

Tagad i egūs im s l ā ņ u v i d u v ē t o s v i e n ā d o j u m u s . 3im nolūkam 

d e f i n ē s i m v i d ē j o i n t e g r ā l o p a i s l ā ņ a biezumu f u n k c i j u : 

un i n t e g r g s i m p a £ v i enādo jumu ( 1 ) . I e v ē r o j o t o p e r a t o r a 

i. c l i n e a r i t ā t i , i e gū s im 

k u r s a s k a ņ ā a r ( 9 ) , ļc i? f u n k c i j a s f-~J v i d ē j ā v ē r t ī b a . 

Tagad a t l i e k i e k š ē j i e m s l ā ņ i e m с - i e v i e t o t p ē d ē j ā 

v i enādo jumā plūsmu i z t e i k s m e s ( 8 - ^ ) , ( 8 2 ) un mēs i e g ū s t a m : 

Vienādojumu m a l ē j i e m s l ā ņ i e m ( с - О un с •=. /\/ ) i e g ū š a n a i 

v i e n a no nosac ī j um iem ( 8 ^ ) K~lļ}Z,{ v i e t ā t i e k i z m a n ­

t o t s r o b e ž n o s a c ī j u m s (5) v a i ( 6 ) . 

Redzams, ka no s i 3 t ē :nas ( 1 0 ) i r p a z u d u š a s s t a r p s l ā ņ u s 

r a k s t u r o j o š a s f u n k c i j a s C?C±f/z • 3 е * s i s t ē m u ( 1 0 ) nav p i l n a , 

j o k a t r ā no v i e n ā d o j u m i e m bez v i d u v ē t ā s pa s l ā ņ a biezumu 

f u n k c i j a s ^(•'(•^jļfj i e t i l p s t a r ī n e v i d u v ē t ā s f u n k c i -
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j a s r o b e z v ē r t ī b a s uz s l ā ņ a a u g š ē j a s ( un a p a k š ē j a s ) ma las 

(J£~ ( a t t i e c ī g i C/ļ ) . Ļ o t i b i e ž i s i s t ē m a s p a p i l d i n ā š a n a i 

t i e k i zmantots p a t s v i e n k ā r š ā k a i s p ieņēmums, p r o t i , ka 

meklē jamā f u n k c i j a i r k o n s t a n t a i v i r z i e n ā , t . i . ^ p a 

s l ā ņ a b iezumu. Tad no ( 9 ) i z r i e t 

un s i s t ē m a ( 1 0 ) uz raks tāma f o rmā : 

Šāda v i d u v ē š & n a s shēma t i e k ļ o t i p l a š i i z m a n t o t a l i t e ­

r a t ū r ā , p i e m . , j a W t apzīmē s p i e d i e n a augstumu Фс' (*jt/) 

t a d o p e r a t o r s ^ f s a k r ī t a r L a p l a s a o p e r a t o r u , a v o t a f u n ­

k c i j a v i s c a u r i r v i e n ā d a a r n u l l i , izņemot urbumu v i e t a s un 

s i s t ē m a i e g ū s t i z s k a t u : 

Š ā d a g e o f i l t r ā c i j a s shēma d o t a ļ o t i d audzās m o n o g r ā f i j ā s , 

a r ī j au p i e m i n ē t a j ā [_ l j . 

J a C/t" apzīmē p i e s ā r ņ o j o š ā s v i e l a s k o n c e n t r ā c i j u
 ccQ,y,^l 

t a d p a r o p e r a t o r u jāņem n e s t a c i o n ā r a i s d i f ū z i j a s a r h o ­

r i z o n t ā l o k o n v e k c i j u o p e r a t o r s £2,J un mēs varam i e g ū t mo ­

d e l i , kas a p r a k s t a pazemes ūdeņu p i e s ā r ņ o š a n o s s i s t ē m a i a r 

s t a r p s l ā ņ i e m 

kur g a n 7 ~ C '^/ / ' , r y j - ātruma v e k t o r s , gan a r ī d i f e r e n -

c i ā l o p e r a t o r i d i v un g r a d a t t i e c i n ā m i t i k a i uz k o o r d i -

n ātēm У un jf . 

Atz īmēs im kādu matemāt i sku p r e t r u n u , kas p i e m ī t abam 

shōmain ( 1 3 ) , ( 1 4 ) , ka ari j ebkuram pēc t ā d a паза orir.c ip а 
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k o n s t r u ē t a i shēmai , p ieņēmums, ka f u n k c i j a CJC (/.у, Sr) i r 

k o n s t a n t a ļ v i r z i e n ā , t . i . , p a i- s l ā ņ a b i e zumu , t . i . , k a 

d o d no o t r a s a i s t ī b a s no sac ī j uma ( 3 ) , kS a r i 

S T * • 
5 i s a k a r ī b a kopa ar v i enādo jumu (2 ) d o d , ka 

5 Ui-t-'A -- О , * r -i 

t . i . , kā a r ī UL-tf/2_ i r k o n s t a n t a i v i r z i e n ā , bet tas i r 
p r e t r u n ā a r pieņēmumu p a r U (A l i n e a r i t ā t i ( f o r m u l a ( 7 ) ) . 

Tomēr š ī p r e t r u n a i r t ī r i t e o r ē t i s k a , v i smaz a t t i e c ī b ā uz 

m o d e l i ( 1 3 ) s i t u ā c i j ā , kod s l ā ņ u un s t a r p s l ā ņ u b iezumi i r 

v i e n a s k ā r t a s l i e l u m i . Kā z i n ā m s / J l ] , m o d e l ī ( 1 3 ) p a r s p i e ­

d i e n a augstumiem s t a r p s l ā ņ u f i l t r ā c i j a s k o e f i c i e n t i * ļ V l i 

p a r va i r ākām kārtām mazāk i p a r s l ā ņ u k o e f i c i e n t i e m * Y . 

p i e m . , b i e ž i  K i ^ L Cz. 4 D ^кг i Tādā g a d ī j u m ā , p i eņemot , ka 

0l+/fe ^ j no o t r ā n o s a c ī j u m a ( 3 ) i egūstam 

( a i z v i e t o j o t a t va s i n ā j urnu a r g a l ī g ā m d i f e r e n c ē m ) : 

ti ^ - ft-r^ ( i 5 ) 

t . i , 

Таз noz īme , ka p a t p i e samērā l i e l a g r a d i e n t a s t a r p s l ā n i 

( l i e l u m a Ф^-ФТ) i egūs im 0c ^ rf>/~ . 
C i t i e m v ā r d i e m , f u n k c i j a s l ā n ī 2: v i r z i e n ā i r tuvu k o n s t a n ­

t e i . L ī d z a r to shēma ( 1 3 ) p i e t i e k a m i l a b i s p ē j a p r a k s t ī t 

r e ā l o s p r o c e s u s daudz k ā r t a i n o s ūdens s l ā ņ o s . 

Ar šo t i kko a p s k a t ī t o shēmu ( 1 3 ) , ( 1 4 ) i e k š ē j o p r e t r u n u 

s a i s t ī t s v ē l v i e n s nepat īkams a s p e k t s : kā redzams no v i s p ā ­

r ī g ā s v i enādo jamu s i s t ē m a s , nav p i e ļ a u j a m a s i t u ā c i j a , к с 

i z z ū d kāds no s t a r p s l ā ņ i e m ( j o b t ā biezumu p r a k t i s k i i r 

n u l l e ) : tad v i enādo jumu s i s t ē m a ( 1 2 ) ( v a i konk rē t ā s s i s t ē -
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mas ( 1 3 ) , ( 1 4 ) d e ģ e n e r ē j a s ) . Ka t a d i z r i e t no s a k a r ī b a s ( 1 5 ) , 

a t l i e k p i e ņ e m t , ka ' » t . i . , ka v i s c a u r p a k o ­

p ē j o s i s t ē m a s biezumu t i e k p i e ņ e m t a v i e n a un t ā p a t i v ē r t ī b a . 

C i t i e m v ā r d i e m , r e ā l i s l ā ņ a i n a s i s t ē m a t i e k a i z v i e t o t a a r 

kādu e k v i v a l e n t u homogēnu v e r t i k ā l ā v i r z i e n ā s i s t ē m u . Kā z i ­

nāms , s k . £ 1 1 , i 2J , t ad t ā a r ī p a r a s t i t i e к d a r ī t s . 

L a i i z v a i r ī t o s no š ī s p r e t r u n a s , nep i e c i e š ams k o n s t r u ē t 

v i s p ā r ī g ā k u , p r e c ī z ā k u v i d u v ē t o shēmu. D a r b ā [ 3 J s i s t ē m a i 

bez s t a r p s l ā ņ i e m un { 4 ] k o n k r ē t a i s i s t ē m a i a r s t a r p s l ā ņ i e m 

p i e d ā v ā t s izmantot t ā s a u k t o s i n t e g r ā l o s p a r a b o l i s k o s s p l a i -

nus . š i e s p l a i n i k o n s t r u ē t i t ā , l a i : 1 ) k a t r ā no s l ā ņ i e m 

f u n k c i j a UI. (•£, ĻFT S-J t i k t u a p r o k s i m ē t a a r 2 . p a k ā p e s po l inomu 

a t t i e c ī b ā p r e t 2r i 2 ) i z p i l d ī t u s a g l a b ā š a n ā s l ikumu ( 9 ) 

katram s l ā n i m ; 3 ) uz s l ā ņ u s a s k a r s m e s v i r s m a s i z o i l d ī t u 

s a i s t ī b a s nosac ī jumus ( 3 ) > ( 4 ) un uz m a l ē j o s l ā ņ u ārē jām r o b e ­

žām i z p i l d ī t i r obežnosac ī j umi ( 5 ) , (б ) . ( S i s t ē m a i ar s t a r p ­

s l ā ņ i e m s p l a i n s meklē jamo l i e l u m u t u r aproks imē ar l i n e ā r u 

funkc i j u ) . 

V i s p ā r ī g ā g a d ī j u m ā , t . i . , p a t v a ļ ī g a m s l ā ņ u s k a i t a m , n--.v 

i e s p ē j a m s v i d u v ē t o shēmu u z r a k s t ī t a n a l o g i f o r m a i ( 1 2 ) a r 

a t k l ā t ā m k o e f i c i e n t u i z te iksmēm p i e d i f e r e n c ē m LCI r ~~ • 

Bet d i v u s l ā ņ u s i s t ē m a i ( 1 3 ) a r 2 .ve i d a homogēniem r o b e ž n o s a -

c ī jum iem ( 5 2 ) š ādas f o r m u l a s i r i e spē j ams u z r a k s t ī t . Abiem 

g a d ī j u m i e m v i d u v ē t ā s i s t ē m a i r u z r a k s t ā m a v i e n ā un t a j ā p a i ā 

f o r m ā : 

a t š ķ i r a s t i k a i k o e f i c i e n t a / i z t e i k s m e s . 

" K l a s i s k a j a m " v i d u v ē š a n a s v a r i a n t a m , kā i z r i e t no s i s t ē ­

mas ( 1 3 ) , k o e f i c i e n t a ( / Q f i z t e i k s m e i r š ā d a : 

Mf/з 
b e t musu p i e d ā v ā t ā v i d u v ē š a n a s metode d o d : 

70l -.[ļļŗ ,tl3,j±Li-
j e b 

J 
Л-" 

, ŗtņ ( tin ^ tO 
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Int roduсt ion 

The processes, which are intended for storing h.
:

ai in 
large volumes and further its using, are common many f IT M s 
of research and technology. These include the app 1 i > "I t. i nu uf 
non­traditional energy sources, for example, si.­l»r eneigy. Л 

part of solar power plants accumulating heat is а rea ­t or. ir 
is a large tube, which is filled with material having go­»1 

capacity characteristics (granite rock; [ 3 ] . In this tlāba. 
the heat air flown with a constant rate if; heated by the rock 
when passing through it. In a reverse pi oeis. cold air pas­

sing in reverse direction through the rock is heated by it up 
to an operating temperature. 

Various methods were used in mathemat ioa.1 in'..do 1 i in;; оГ 
these processes. We present some statement of the problem for 
the solution of the above or similar problems from the given 
literature. We will first consider specific applied s o l u t i o n 

of problems and then will formulate the class of analogous 
problems, our approach in solving this pr t lem is proi'ose­l al 
the end. 

Differential formulation • f f г о Ы е л 

A model of imaginary continuous medium jiton serves as 
an approximation in solving the problems of discrete jftedia. 
In the case of the above problem, in [ 1 ] , [ " 1 it has been pro­

posed to consider the total mass of rock Iqi led in the reac­

tor as a certain unit body divided Into section along th* di 
rection of gas flows and having a constant temperature. In 
other works [ 3 ] , [ 4 ] , rock is shown as a disciete eedrus (a 



34 

sphere with an equivalent diameter DJ divided into sphere 
layers with a constant temperature. In each layer the equa­

tion of the heat conductivity is considered for one characte­

ristic sphere. The particles of rock and gas have different 
temperature as it differs also in various layers. Mathemati­

cal formulation of this problem leads to the following system 
of partial differential equations with corresponding initial 
and boundary conditions: 

a z - - а г + <Tz, 
z(r,x,0) - 0, r e [0,1], x «в [0,oo), 

а и = - r a z (i., ., . ). О З 

X г 
a z (l,x,t) = 0, x, t e [0,oo), 

г 
Эх (l,x,t) - a [u(x,t)-z(l,x,t), и (x,0) - 0, x e (0,oo), 

и (0, t) =1, t e [O.oo). 
The first equation gives the time­dependent temperature 

distribution z in the sphere of л­layer and the second g i ­

ves the temperature distribution и of the one­dimensional 
air stream in direction x. Moreover, the d e p e n d e n c e of flow 
thermal physical parameters on temperature is also taken into 
account in the coefficients of equations, i.e. the problem is 
nonlinear. For this model described in [3],[4] the important 
role is played by the heat transfer coefficient a between 
each spherical particle of material and moving gas flow. 

The complication of this formulation lead to the neces­

sity of considering since separate equations for each layer 
and consequently ­ of solving large stiff systems of equa­

tions . 
Therefore, we shall deal with other formulation of prob­

lem for the solution of similar problem. If a s s u m i n g [5], the 
porous body is two interacting imaginary media,modelling both 
the solid and gaseous (liquid) phases, the heat transfer pro­

cess could be presented as a system of two e q u a t i o n s : 
arf 

»c,Pt Tt~~~cfp

r^
 g

™
d T

t +

 div
 ( X R
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™
d T

k
) + а (
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Неге Т{ and are flow and rock temperature 
m is porosity 

r is air velocity 
a is inter­component heat transfer coefficient 
\,P,c ­ heat conductivity, density, heat capacity 

The seeming simplicity of the above system and each of 
its parameter, X and a in particular, involve complex depen­

dencies taking into account the properties of all media. If 
the flow velocity is sufficiently large, heat transfer caused 
by convection considerably exceeds the heat transfer due to 
heat conductivity which allows to neglect heat conductivity 
terms of equations ( 2 ) . 

The similar equation systems are also obtained by 
authors of [6], when studying the processes of one­ dimensio­

nal filtration of heat carrier on fractured medium. When ta­

king into account the dependence of heat carrier density on 
temperature, the equation of mass conservation and the depen­

dence of density on temperature are added to the system of 
equat ions: 

9pt 6 
(P, v) at - ax 

aT

r a 
С 33 

at 

This interpretation of problem permits to describe the 
given process of filtration with sufficient accuracy accor­

ding to the opinion of the authors. 
Formulation of problems for finding temperature fields 

in oil beds with an account of temperature difference of so­

lid bed and filtrating liquid may reduce as further examples 
[7],[8] . 

In this article the above analogous formulation of prob­

lem for the process of heating of rock (reactor) with the hot 
gas flow as the system of two interacting imaginary media is 
proposed. 

The 'gas ­ solid body' system is represented as two one­



dimensional transient differential equations. In the equation 
of substance, only heating of separate substance particles in 
each point of one­dimensional space due to convective heat 
transfer of gas is considered, whereas heat conductivity and 
contact heat transfer between the particles are neglected. 
The system is supplemented by the equation of mass conserva­

tion and temperature dependence for gas density, which allows 
to take into account the change of flow v e l o c i t y along the 
direction of motion: 

В - § Г С Р Г < С Г Г Г + ^ { " W
c

t
T

r + f 2 ) ] } = a < V V ' 
ЭТ. 

^ pkck -air = a < W ' 
Эр( # ( p f v O 

- m 
( 4 ) 

at ax 

The initial and boundary conditions may be written as: 

T

f / Я . 0 = Г 1 ' <
Р

Г " > / х = 0 = P 0 ^ 0 ' 

Г

г Л=о=
 Г

о­ ^ Л=о=
 T

V 

Here P o = P fC V 

с is initial velocity of air stream 
To is initial temperature of the two media 

is temperature of air blown 
To solve this system, a new variable ­ the mass velocity 

G - pfv is introduced and the system ( 4 ) could be written as: 

т °г л „ о <- at- v a ̂  J * и l

i' V at Г Эх 2 Э t Эх 
ЭТ. 

(1

-*> sr- =
 а < r r - V ' 

я а с а с 
( 4 ­ ) 

v at ax 
P

t =
 p
o /

 T

< • 
It is clear that the first equation of the above system 

( 4 ) gives form to convective heat front in the air component, 
whereas the inter component heat transfer coefficient a beco­

mes the value determining the temperature distribution of 
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both air and rocks. Taking into account importance of this 
parameter, various methods of its determination [9],[3] , [ 10] 
were considered. 

In [3] the coefficient a has been found by taking in­

to account the characteristics of the flow of gas and solid 
particles of the rock: 

a 
о 

a ~ l+o .F./C 2. V cO ' 
о к m ( 

Here a o = 0.33 Х ( Ее°' а/2Як. 
V - P, v V / h , 
Ш I S l s 

F^ is sphere surface, 
R^ - radius of the sphere 
v - mean flow velocity in one sphere layer, 
s 

V ­ air volume around each sphere 
­ height of one sphere layer 

He selected a version, proposed in [ 1 0 ] , where solution 
non­ stationary equation of heat conductivity for a sphere 

was employed to obtain expression for finding the value of 
the transient volume coefficient of heat transfer, and then ­

the average value of heat transfer coefficient, which could 
be written as: 

a - 15 X , / R 2,. 
к к 

is the radius of the sphere, i.e. the equivalent ra­

dius of rock stones. 
In order to compare the proposed formulation of problem 

with the one described in [ 3 ] , the remaining initial data re­

levant to an analogous process should be employed. Then, at 
Rk- 0.0125 ш. a = 123000 Ы/m grad. At such large values of a, 
the temperature profile obtained as a result of solution of 
the system of equations given in (4),(5) with jump conditions 
at the tube entrance in an initial moment of time, would ap­

proach that of rectangular, i.e. practically discontinues so­

lution is obtained. 

Study of difference problem 

Difference realization of problem, in which the width of 
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t e m p e r a t u r e f r o n t i s e s t i m a t e d by s e v e r a l s t e p s w i t h i n s p a c e , 

m i g h t g e n e r a t e t h e o s c i l l a t i n g s o l u t i o n s c a u s e d b y d i s p e r s i o n 

e r r o r s o f d i f f e r e n c e s c h e m e . B e s i d e s , t h e s c h e m e s o f t h e 

f i r s t o r d e r o f a c c u r a c y a r e n o t s u f f i c i e n t l y p r e c i s e f o r c a l -

c u l a t i n g s u c h p r o b l e m s . 

I n o r d e r t o s e l e c t t h e o p t i m a l m o d i f i c a t i o n o f d i f f e r e n -

ce s c h e m e f o r t h e s o l u t i o n o f s y s t e m ( 4 ) , we c o n s i d e r t h e 

m o s t s i m p l e c a s e - t h e a n a l o g o u s s y s t e m o f e q u a t i o n w i t h t h e 

c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s . We h a v e the f o l l o w i n g s y s t e m : 

ОТ, *T, 

<
l

">
 p

k°k -atT--
a 

S i n c e t h e method o f s o l u t i o n o f t h e s e c o n d e q u a t i o n o f 

(4'') d o e s n o t c a u s e a n y d i f f i c u l t i e s , i t s c h o i c e i n t h e r a n -

g e from e x a c t a n a l y t i c a l s o l u t i o n t o v a r i o u s d i s c r e t e s c h e m e s 

was b a s e d on s u c h c r i t e r i o n a s s p e e d o f c o m p u t a t i o n . We c h o s e 

i m p l i c i t d i f f e r e n c e scheme ' w i t h w e i g h t ' K r a n k - N i c o l s o n t y p e : 

T V " * - 7 V n 

Г (.L-a)CJJPK 2 |_v j j j j J 

I n o r d e r t o s o l v e t h e f i r s t e q u a t i o n of ( 4 ' ' ) we w i l l 

u s e t h e i n t r o d u c t i o n o f a r t i f i c i a l v i s c o s i t y ( p s e u d o v i s c o s i -

t y ) . T h e b e h a v i o r o f d i s c r e t e s o l u t i o n i n t h e v i c i n i t y o f 

d i s c o n t i n u i t y d e p e n d s e s s e n t i a l l y on t h e t y p e o f i n t r o d u c e d 

p s e u d o v i s c o s i t y a s w e l l a s on t h e s c h e m e v i s c o s i t y c a u s e d b y 

a p p r o x i m a t i o n e r r o r o f i n i t i a l e q u a t i o n . T h e i r e f f e c t can be 

e v a l u a t e d by means o f d i f f e r e n t i a l a p p r o x i m a t i o n method [ 1 1 ] , 
e s t i m a t i n g t h e v a l u e o f i n t r o d u c e d v i s c o s i t y . D i f f e r e n t i a l 

a p p r o x i m a t i o n o f d i f f e r e n c e scheme i s a n d i f f e r e n t i a l e q u a -

t i o n o b t a i n e d from t h e d i f f e r e n c e s c h e m e a p p r o x i m a t e d by i t . 

H e n c e , i t i s d i f f e r e n t f o r v a r i o u s d i f f e r e n c e a p p r o x i m a t i o n s 

o f t h e same e q u a t i o n . 

I n t h e c a s e o f t h e f i r s t e q u a t i o n from ( 4 ' ' ) , where и -

V /Ц>> t h e f i r s t d i f f e r e n t i a l a p p r o x i m a t i o n c a n be w r i t t e n i n о 
t h e f o r m : 
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where о. is the value of introduced pseudo viscosity assu­

ming the following values [11]: 
­ when using the scheme with one­side differences: 

ah , Л TU . 
а = — ( 1 Л >' 

­ when using the scheme of the second order of precision 
(Lacks­Vendrof t y p e ) : 

,2 2 2 
h . , r u . 

- = ТГ 4 ­ — >• 

Here the result of using notion of the first differen­

tial approximation of difference scheme is substantiation of 
fact that introduction of diffusion term with artificial vis­

cosity coefficient does not change the physical formulation 
of problem ( 4 ) ­ ( 5 ) , but serves as a means of realization of 
the first equation from ( 4 ' ' ) . 

Finally, difference scheme for the first equation of 
(4'') is written as: 

­j ­— + Г —Ш ii±­ + —in 

a [ j­i j j - m j­i j (6) 
2 L h* fj

z J " 

л cf I 

This scheme yields stable solution, i.e. moving tempera­

ture front. W i t h time the temperature front curve becomes mo­

re slanting, which is due to heat transfer from air to solid 
substance w h i c h result in gradual heating of solid phase. 

Additional modifications of difference scheme (6) led to 
have stable non­oscillating solutions with the minimum values 
of pseudo­viscosity coefficient: 

1) Certain decrease of pseudo viscosity coefficient can 
be reached by introducing mass operator for time derivative 
[ 1 2 ] : 

M *Ļ = 6 -ill HL. + ( i - 2 6 ) -i — + 6 -HI '-11-. 

x dt t t r 
Mx = { 6,(1 - 2 6 ) , 6 }, 6 < 0.25. 
Here 6 > 0. 1 leads to the rise of temperature profile up to 
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and a f t e r the f r o n t l i n e . 

2 ) The e f f e c t of i n t roduced pseudo v i s c o s i t y can be d i ­

minished by means of terms which can be r e p r e s e n t e d as a n t i ­

d i f f u s i o n f l o w s [ 1 3 ] : 

The c o e f f i c i e n t s a r e n o n ­ n e g a t i v e , c o n f i n e a n t i ­

JZ:I/2 • 

d i f f u s i o n and a r e chosen in a d i f f e r e n t way. 

The d i f f e r e n c e scheme f o r the prob l em w i t h the v a r i a b l e 

c o e f f i c i e n t a r e proposed to ana l ogous ( 6 ) scheme: 

r 2m 

+ " a 
-> L. + Г > 111 1 _ 

[ 7° ­ 2 f t Г" J 0 * 1 ­ 2 Т " * 1 * Г"* 1 T 

л 2 Л* J " 
J 

С ? * 1 - / ? R <p. - (P сГ*
1

- (Г1 , 

V [ + -Чг-^ ] • 
T 2 

T^*1 i s e x p r e s s e d through the second e q u a t i o n o f ( 4 ) . 

i s found from the equat ion (8) and T^* 1 f rom ( 7 ) . 
The r e s u l t s of c a l c u l a t i o n f o r above d i f f e r e n c e schemes 

a l l ows to assume t h a t in f o r m u l a t i n g the p r o b l e m of ( 4 ) ­ ( 5 ) , 

the f i r s t e q u a t i o n i s s u f f i c i e n t l y f u l l y r e p r e s e n t e d by means 

of scheme ( 7 ) r e a l i z e d wi th Thomas a l g o r i t h m [ 1 2 ] . 

R e s u l t s of c a l c u l a t i o n 

To compare the r e s u l t s o b t a i n e d by u s i n g the system ( 4 ) ­

( 5 ) wi th the s o l u t i o n of problem f o r a n a l o g o u s case in [ 3 ] , 

the f o l l o w i n g i n i t i a l d a t a were a p p l i e d [ 3 ] : 

T - 20*С, T- 550*C, v = 2 . 2 m/sec, 
О I о 

X f c= 1. 7 H/m grad- . m - 0 . 5 , 



р = 2894 kg/m . с, = 795 J - 'A\§- g7-ad- . 
к к 

р = 348. З/Т А^/л
э

, ct- 1040. J/feŗ £\rad. 
The numerical value of pseudo viscosity coefficient л 

ranges from 0.45 to 0.55 at the given initial data. A n a l o g o ­

u s range of values is in other sources [ 1 2 ] , [ 1 3 1 w h e r e t h e 

estimates, correcting t h e v a l u e o f introduced pseudo v i s c o s i ­

t y are reduced. When conducting numerical experiment, i t m a y 

b e concluded t h a t the dumping o f oscillating s o l u t i o n o c c u r 

a t t h e s e values. A t a "' 0 . 5 5 , the w i d t h o f temperature f r o n t 

smearing increases. 
Figure 1. shows the motion of temperature front along 

­he tube at a=0.55 with curves demonstrating temperature 
distribution every two hours. As seen from Fig.l. the tempe­

rature mark T = 300 С moves with a constant velocity. In 6 
hours after the heated air is blown in, the exit temperature 
starts gradually growing until reaching the entrance tempera­

­ u r e . 

The next two figures characterize the effect of pseudo 
v iscos ity. 

As seen from Fig.2. , at decrease of а С a - 0 . 2 5 3 , the 
width of temperature front smearing decreases, but the solu­

tion becomes unstable. 
Fig.3. shows the effect of the value of pseudo viscosity 

coefficient in a wider range from a - 0.055 (curve 1 ­ os­

cillating solution) to a = 1.1 (curve 3 ­ the temperature 
: rant smearing) due to the increase of the effect of diffusi­

o n term, curve 2 ­ at a = 0.55 ­ basic calculation. 
Fig.4. gives the results of calculation at a = 0.45 o f 

system (4) and system of equation with the constant coeffici­

ent, i.e. with substitution of first equation from (4) b y 

( 4 ' ' ) . This curve is marked by asterisk. The results show 
that for the present problem the system of equation with con­

stant coefficient can be used when conducting calculation of 
specific applied problems, which essentially reduces compu­

ting time. 
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Length of t u b e m 

Fig.l. Transient distribution of rock temperature in two 
hours, basic calculation a = 0.55. 

Length of t u b e m 

Fig 2 Transient distribution of rock temperature with basi 
calculation (curve with asterisk) and with varied pseudo vis 
cosity coefficient - a - 0.25. 



4 3, 

Length of tube m 

Fig . 3 . Transient distribution of rock temperature with basic 
calculation (curve with asterisk) and with varied pseudo vis-
?osity coefficient - a - 0.055 and a - l . K d o t t e d l i n e ) . 

Length of tube m 

Fig.4. Transient distribution of rock temperature for systeni 
with variable coefficients and with constant coefficients 
(asterisk). 
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Conclusion 

1. The proposed formulation of problem for heating of 
Solar Thermal station reactor is a porous m e d i a model as a 
system of interacting imaginary media which allows essential­

ly simplify the method of solving similar problem. 
2. The inter component heat transfer coefficient is im­

portant in the formation of the convective heat front and in 
choosing of way for its determination. 

3. For the obtained difference problem with the solu­

tion, which has a large gradient in restricted area, the dif­

ferential approximation method is used, which allows to in­

troduce artificial viscosity coefficient and estimate this 
influence on the behavior of difference solution. The propo­

sed range of values of pseudo viscosity coefficient leads to 
the dumping of oscillating solution and for the decreasing of 
the width of the temperature front smearing. 

4. T h e proposed model (4)­(5) gives the result which is 
reasonably close to the model from [ 3 ] , [ 4 ] , however its rea­

lization is considerably simpler. 
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Аннотация. Исследуется процесс разогрева реактора сол­

нечной тепловой станции, представляющего собой большую трубу, 
наполненную твердой породой. Разогрев происходит вдувом пото­

ка горячего воздуха. Для решения задачи используется модель 
пористой среды, как системы двух взаимодействующих фиктивных 
сред. Процесс описывается двумя одномерными нестационарными 
дифференциальными уравнениями конвективного переноса тепла, 
дополненных уравнением сохранения массы. Учитывается темпера­

турная зависимость для плотности газа. Для разностной реали­

зации полученной задачи, имеющей решения с большими градиен­

тами в узкой зоне, применяется метод дифференциального при­

ближения с введением коэффициента искусственной вязкости. Ис­

следуется поведение разностного решения в зоне с резким изме­

нением температуры в зависимости от величины вводимой псевдо­

вяэкости. Для инженерных расчетов предлагается использовать 
упрощенную модель с постоянными коэффициентами, которая зна­

чительно сокращает время расчетов. 

MA 315Q5 
HETHOD FOR THE SOLUTION OF THE MOVING TEMPERATURE FRONT 

PROBLEH IN DISCRETE MEDIUM. A.A.Buikis, N.L.Ulanova // The 
mathematical simulation. Applied tasks of mathematical phy­

sics. Riga: LU. 1994. 
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Abstract - A porous media model as a system of two inte­
racting imaginary media is proposed for solving the problem 
for studying the process of heating of Solar Thermal station 
reactor, which is a large long tube filled with rock. The 
heating is the result of motioned heat gas flow with the ini­
tial constant rate and temperature. The process is described 
by two one-dimensional non- stationary d i f f e r e n t i a l equation 
of heat transfer convection and complemented by the equation 
of mass conservation and temperature dependence for gas den­
sity. For the difference realization of obtained problem with 
the solution, which has a large gradient in restricted area, 
differential approximation method with artificial viscosity 
coefficient introduction is used. The behavior of difference 
solution in the vicinity of area with abrupt temperature 
change depending on introduced pseudo viscosity is studied. 
For the specific applied problem simplificated model with the 
constant coefficient equation, which allows essentially to 
reduce computing time, has been used. 

PROBLĒMA PAR TEMPERATŪRU FRONTES KUSTĪBU DISKRĒTA VIDE 
RISINĀŠANA. A.A.Buiķis,N.L.Ulanova.// M a t e m ā t i s k a modelēšana. 
Matemātiskas fizikas lietiskās p r o b l ē m a s . Riga: LU. 1994-

Anotācija - Apskatīts sasildīšanas p r o c e s s saules siltu­
m a stacijas reaktora, kas sastāv no cietus iežus saturoSas 
lielas caurules, kurā iepaS karstu gaisu. P r o b l ē m a s risināša­
n a i izmanto priekšstatu par porainu vidi ka sistēmu ar divām 
fiktīvam savstarpēji mijiedarbojoSamies vidēm. Procesu aprak­
s t a ar diviem viendimensiju konvektivās s i l t u m a pārneses vie­
nādojumiem, kurus papildina ar masas s a g l a b ā š a n a s likumu. 
T i e k ievērota gazes blīvuma atkarība no t e m p e r a t ū r a s . Dife­
renču shēmas skaitliskajā realizācija izmanto diferenciālā 
tuvinājuma metodi, pievienojot mākslīgo v i s k o z i t ā t i , lai ap­
rakstītu lielu gradientu Šaura zona. Izpētīta diferenču 
shēmas atrisinājuma atkarība Saja zonā no pseidoviskozitātes 
koeficienta lieluma. Inženieru aprēķiniem piedāvāts modelis 
ar konstantiem koeficientiem, kurS bntiski samazina aprēķinu 
laiku. 
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Introduction 

Let us consider the boundary value problem 
Lx * r( t) f(x) , ( 1 ) 

Iļltif * (-l>'t Ļ' ' N ) l.fl. ; i - 0,1 , . ( 2 ) 

where Lx = ( p(t)x ' ) ' + ( X r( t) - g( t)) x , 

г- : [0,1] ­ (0,+oo ) ; p',g : [0,1] -> R ; f : R R 

are continuous functions, al e [0,+°o ) , b ^ (0,+co ) , 
с , X e R ; i = 0 , 1 . 

The boundary value problem (1),(2) is said to be regu­

lar, if p( t) > 0 , t e [ 0 , 1 ] . For <?o = 0 we shall consider 
also the singular boundary value problem ( 1 ) , ( 2 ) , which 
provides additionally p(0) = 0 

Suppose, that X. is an eigenvalue and v is a correspon­

ding eigenfunction of the Sturm­Liouvi1le problem 
Lx - 0 ( 3 ) 

a^x( i) - v - l V f i * '(1) = 0 ; I = 0.1 , 
и is another solution of the linear differential equation (3) 
and W{ t) is the Wronskian of the linear independent in [0,1] 
solutions v and u. 

If x is the solution of the boundary value problem ( 1 ) , 
(2) with an arbitrary X e R , then, adding up to the both 
sides of the differential equation (1) the term 

( X t ­ X ) r( OA­
one obtains equality 

v(0) 
. ( 4 ) 

a f/( 1) + b H ' ( 1) b </(0) 

J . Cepi tis 
University of Latvia 

ON THE MULTIPLICITY 
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Using the equality ( 4 ) , the solution x of the boundary valui 
problem (1),(2) can be replaced by its averaged value XQ 

such that 

Denoting 

[ fljr 1 + ( X - , X ) .Y„ ] dT 

^ v ( O ) 

a ^ d ) + bxw '(1) b o*f(0) 

A- = 
a ^ l ) * Ьхт '(1) Ь о У ( 0 ) 

'о ^ 0 

the obtained eqoality can be written as 
к ­ A * o ) ­ ( X t ­ x ) .vo = 0 . 

Therefore, ,vo is the stationary point of the autonomous 
differential equation 

т я г
 = *

(

­
Y ) •

 ( 5 } 

where 4>{x) = k - f ( x ) - ( \ ļ - \ ) x . 

Notice, that xo e R is known as a stable (unstable) 
stationary point of the differential equation ( 5 ) , if for 
some <5 ,<5 e (O^+oo ) 

*(jf) > 0 ( Ф(х) < 0 ) , jf <e (x -6 ,x ), 
( 6 ) 

*<Jf) < 0 ( Ф(х) > 0 ) , x e ( ^ 0 . - * 0

+ < 5

2 ) -

According to the equality ( 4 ) , it is n e c e s s a r y for the 
solvability of the boundary value problem ( 1 ) , ( 2 ) , that the 
differential equation ( 5 ) has at least one s t a b l e or unstable 
stationary point. 

We shall pay attention to the c o n n e c t i o n of the 
autonomous differential equation (5) stationary points with 
the solvability of the boundary value problem ( 1 ) , ( 2 ) . For 
solvability proving can use the method of a p r i o r i estimates, 
which in the case of the second order d i f f e r e n t i a l equations 
is reduced to the employment of lower and u p p e r solutions 
([1]). There occurs in our considerations the situation, that 
the mutual disposition of lower and upper solutions is 
opposite. 
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Solvability of the boundary value problem 

For и ш R introduce the designation 

о ' 
- u v( О ( a o w ( 0 ) - d o w

 J

( 0 ) ) ) + 

+ M r ļ } ( " < t ) l , < T > " ^ t ) w ( T ) ) dr . 

The function 2(£,u> is a solution of the differential 

equation 
Lx - к r(t) , ( 7 ) 

with X = satisfies the boundary conditions (2) and 
s(0,u) = u . 

Let x й Я be a stable (unstable) stationary point of 
the differential equation ( 5 ) , i = 1,2; Д be the sets of 

i 
values for which inequalities (6) hold, and d =sup . 

We shall say, that the stationary point xQ satisfies the 
condition ( Л ) , if exist и e [x ­ d ,x ] , и e [x ,x +d ], 

1 О 1 О 2 О О 2 

such that for every t e [0,1] inequalities 
x - d < z ( t , u ) < x , ­v ž z( t, и ) i x + d 

О 1 F 1 О О 2 О 2 

are true. 
Theorem 1. Let x « R be a stable stationary point of the 

differential equation (5) ,which satisfies the condition (A). 

Then the regular boundary value problem (1),(2) has the 
solution x , which satisfies the estimates 

z(t,uf) < x( t) < ^ ( t , u 2 ) , t e [0,1] , ( 8 ) 
and xQ is the averaged value of this solution with respect to 
the equality ( 4 ) . 

Proof. Since the condition (A) and inequalities (6) are 
true, ^(t,u t) is the lower solution, and z(fc,u 2) is the upper 
solution of the boundary value problem ( 1 ) , ( 2 ) . As it is well 
known, this implies solvability of the boundary value problem 
(1),(2) and the a priori bounds (8) for its solution x. 

Furthermore, x is the unique stationary point of the 
differential equation (5) in the [xQ-dļ, -*0

+d2l , therefore 
equality (4) ensures the latter statement of the theorem. The 
theorem is proven . 
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We shall say .that the stationary point xo satisfies the 
condition (-4r> , if it satisfies the condition (A) , and for 
the solutions JJ*. of the regular differential equation ( 1 ) , 
which correspondingly satisfy the initial conditions 

с - a z(j, и.) 
rxX.J) = z(j,u^ , = (-1)

J — . ( 9 ) 
j 

i = 1,2 ; J - 0,1 , at least for one of the possible values 
of J the inequality 
z 
П I a / a ( j ) " ( - ^ ' V ^ ' V ^ - с ] < 0 , J = 0,1 ; 

i = i 

is true. 

Theorem 2. Let xQ^ R be an u n s t a b l e stationary point of 
the differential equation (5), which satisfies the condition 

( V -

Then the regular boundary value problem (1),(2) has the 
solution x ,and x is the averaged value of this solution 
with respect to the equality ( 4 ) . 

Proo f o f the theorem is based on the employment of the 
connectedness in the corresponding functional space of the 
sets, for every j = 0,1 composed by solutions of the Cauchy 
problem for the differential equation (1) with the initial 
conditions 

с - а и 
x(j) - If. x '(J) = (-1)

J

* !g — , и e IzļJ.u^.HJ.u/,] . 
j 

Theorem 3. Let x
t > x

2 ^ R be two different stable 
stationary points of the differential equation ( 5 ) , which 
satisfy the condition (.A), and хэ e (л^.л^) be an unstable 
stationary point of the differential equation ( 5 ) , which 
satisfies the condition (A ). 

г 
Then the regular boundary value problem (1),(2) has at 

least three different solutions. 
Proof of the theorem immediately follows from Theorems 1 

and 2 . 
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We shall say, that the singular boundary vaiue problem 

(1),(2) satisfies the condition C * , i f exist a number 
о m (0,1] and continuous functions P , i ' I < Q h * J > [0,+'« ) , such 

aQ 

that lim c( t) = 0 , lim v( t) = —.— ,for every t e ( 0 , c ) , 
о о 

t ­»0+ L ­»0+ О 
t <= (t ,o­] and solution ­v : [ t , £ ] ­» R of the differential 

1 О О 1 
equation ( 1 ) , the inequality I x ' ( tQ) - и^^0'х^-^0^ \ - £^^0^ 
implies in (. t , the inequality I x"' ( t)­f( t)x( £) I ž £( t) . 

We shall say, that the stationary point xQ satisfies the 
condition (A^), if it satisfies the condition (A) and at 
least one of the solutions p • of the differential equation 
( 1 ) , which correspondingly satisfies the initial conditions 
( 9 ) , is a solution of the singular boundary value problem 
( 1 ) , (2) or equal ity 

2 

L ­ 1 
is true. 

Remark 1. Theorems 1 ­ 3 remain true for the singular 
boundary value problem (.1),(2) , if it satisfies the 
conditions f* h»J, and the condition (Л^) is replaced by the 
condition (A ) . 

In this case employment of the lower and upper functions 
is based on the results of [ 2 ] . 

Lemma. Let Ь be the first eigenvalue of the considered 
Sturm­Liouvi1le problem, X < X^.the singular boundary value 
problem satisfies the condition (•c,^), and x o be an unstable 
stationary point of the differential equation ( 5 ) . 

Then the condition (A) implies the condition (A ). 
9 

Proof . Let tQ e (0,1) , fct e ( t Q , l ] .The first eigenvalue 
of the Dirichlet problem for the differential equation (3) 
with the boundary conditions „Y( t ) = 0 , i = 0,1 , satisfies, 
inequality X > X (see,for example [3] ) , and so, if X = X 

the Dirichlet problem for the differential equation (7) with 
the boundary conditions x( t) = ^ , м <= /Г , i = 1,2 , has 
an unique solution. Therefore,analogously as in the proof of 
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the main theorem of [ 4 ] , we can to obtain for the functions 
Г the inequalities i ­ l ) ' . ­ ^ ; t) < ( ­1 ) l 2 ( t, u L) , t Я ( 0 , 1 ] , 
which ensures the carrying out of the condition (A. > .The 
lemma is proven. 

Theorem 4. Let X^ be the first eigenvalue of the 
considered Sturm­Liouvi 1le problem, X < К , the singular 
boundary value problem (1),(2) satisfies the condition (*,»*), 
and xQ e R be a stable or an u n s t a b l e stationary point of the 
differential equation ( 5 ) . 

Then the singular boundary value problem (1),(2) has the 
solution x , and jr is the averaged value of this solution 
with respect to the equality ( 4 ) . 

Proof of the theorem is the consequence of Theorems 1,2. 
Remark 1 and Lemma . 

Remark 2. Particularly, the c o n d i t i o n s of the theorem. 4 

are true for the Neumann problem 

I " + g(t)x ' = r ( t)f(x) , ( 10 ) 

x ' ( 0 ) = 0 , x ' ( 1) = с , 

where the function g : (0,1] ­» R for every 6 e (0,1] is 
summable on the [<5,1], and for some с e [0,1) the negative 
part of the function t - git) + — ^ ­ i s summable in [ 0 , 1 ] . The 
corresponding theorem for the system of differential 
equations generalizing the differential equation (10) is 
proven in [4] . 

Applicat ions 

1­ The boundary value problem 
к 

fix ' ' - x ' - p(x - q) exp ( ­ £ ) , ( 11 ) 

x( 0) ­ fix ' ( 0 ) = 0 , x ' ( 1) = 0 , 
where fi,p,q,k e (0,+ao ) , arises in the chemical reactor 
theory . Multiplicity of its solutions were investigated in 
many papers (see,for example [5] and r e f e r e n c e s there a d d e d ) . 
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Tf X ( « ( \ŗj~ ' + a o i i s the smallest root of the equation 

У 4X/? - l У 4X/9 
tg -

2ft 2\ft - 1 
then the differential equation 

ftx ' ' - x ' + X v = 0 
has the nontrivial solution x .which satisfies the boundary 
conditions (12) . Therefore,we can to consider the stationary 
points of the differential equation (5) with 

Ф(х) = - p(q - x) exp ( - — ) - XļX . 

For positive k the first term in the expression for the 
function Ф has two extremes. So,the differential equation (5) 
has one or two stable stationary points, and, according to 
Theorems 1 and 3, there are possible to obtain one,two or 
three different solutions of the boundary value problem 
(11),(12). 

2. The Neumann problem 
. , , 2 ­ v­ V 

x + — T x t M + vx Г + x 
A­ '(0) = 0 , X ' {I) - Ж , 

where m В [ 1,+oo ) , t­i,»,? e (0,+oo ) , arises in the modelling 
of fermential processes ( [ 0 ] ) . According to Theorem 4 and 
Remark 2 we obtain, that the two possible roots of equation 

3* 
M +

 V

X r + X 
can to correspond to different solutions of this problem. 
Moreover,existence at least of one root of this equation is 
necessary for the solvability of the considered Neumann 
problem. 

The work has been accomplished with financial support of 
the Science Council of Latvia ( Grant N o . 9 3 . 8 0 9 ) . 
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A.Cibulis 

HOW TO SMOOTH DISCONTINUOUS NONLI NEARITIES 

IN THE SYSTEMS OF EQUATIONS ? 

Summary • The solvability of systems of the type 

( a (u ,u ) u' )' = f ; u (a )=A , i=l,2 (1) 
l 1 2 L I I I I 

with discontinuous поп 1ineariti es a is considered. On 
t 

the basis of the appropriate smoothing technique of a the 
\. 

existence of the solution for which the values of both the 
coefficients a (i=l,2) in the so-called mushy region are 

L 
determined by one and the same unknown function is proved. 
MSC 35J45. 

The exhaustive answer to the questions how to define the 

solution and how to smooth discontinuous non1 i near iti es is 

unknown even in the case of such a seemingly simple systems 

as (1). In particular the uniqueness of the solutions for 

the systems of the type (1) is essentially depending upon 

the concept of the solution [ 1 ] . 
Let fi=(a,b); f eL ( О ) ; \ ,X >0; g e c / U ) ; 

i 2 1 2 
Q ={ (t,r)eRxR: T=g(t) }, Q=RxR\Q 
0 0 

and let the functions a be of the class C( Q — > [ \ ,X ]) 
l 1 2 

+ 
with the finite limits a (t,T)= lim a ( t , M , i = l , 2 , 

i ~ i n i 
?->т±0 

+ + 
a"(t,T)= C~eR for all t.reR (2) 
i 

Definition • The element u=(u ,u )eH
i (П)хН 1 (CL) is said 

1 2 

to be the solution of (1) if the boundary conditions 
are satisfied and there exists a function eeL (fl) with values 

2 

from [0,1] such that 

Г (a.*(u,p)u.'T>.'+ t, T). )dx =0 V i) e H 1 (CL) (3) 
J l l i i i i o 
CL 

where 
* + -

a. (u,p) = a. (u)p + a. (u) (1-p). (4) 
* t -

Corollary ^ I m m e d i a t e l y from (4) it follows ct =a =ct =oi ,if 
i i i v. 

u^?!g(u ), what means that function p is of a great importance 
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only in the mushy reg ion { xefi: u ( x ) = g ( u ( x ) ) } . 
2 l 

Appr oxi mat i on • For t ,T«=R l e t be 

a ( t ,т ) , r < g ( t ) , 

a. ( t , g ( t ) ­ ) , r > g ( t ) , i = l , 2 

a ( t , т ) , T > g ( t ) , 

oc ( t , T ) = 
L 1 

oc ( t , T ) = 
L 2 a. ( t , g ( t ) + ) , r < g ( t ) , 

f 0 l , ?<0 , 

4 . 
i , 

<)<£<­

? > ­

4 к 

1 

(5) 

( 6 ) 

(7) 

The c o e f f i c i e n t s a =a ( t , T ) 
I. i 

by continuous funct ions for a l l 

к 

( i = l , 2 ) we approximate 

( t , r ) e R 2 as f o l l o w s : 
a a 

11 12 

a. +a (1 ­ y k ) 
1 1 1 12 i 

a a \fi + a. a ( 1­y ) 
11 22 1 12 21 

a +a (1 -w ) 
i l l 12 i 

к к 
where у/ ( t , T ) = y ( r ­ g ( t ) ) 

Coro l1arу 2. Immediately from ( 5 ) ­ ( 9 ) we have 

a ( t , r ) = a ( t , T ) i f r < g ( t ) or r > g ( t ) + 

a ( t . r ) — > oi ( t , r ) i f к —> oo ( i = l , 2 ) . 

To ob ta in the s o l v a b i l i t y of the system ( 1 ) , see 

D e f i n i t i o n , we s h a l l need two p r e l i m i n a r y lemmas. 

Lemma 1. The approximated system 

( 8 ) 

( 9 ) 

( 10) 

( 11 ) 

f[ a k ( u ) u ' n ' + f 7) ]dx =0 V n e H1 ; u (a. )=A , i = l , 2 
J I l i i i . i. 0 L i t 

: ­ ( u k , u k leH 1 xH1 , k=l , 2 , . . . 

(12 ) 

1 

0. 
has the s o l u t i o n 

such that the sequence {u'" } ( i = l , 2 ) converges to some 
Q 

u. e 

a . e . i n Cl • 

H1 weakly in IT , s t r o n g l y in L and a l s o pointwise 

Proof. The ex i s t ence of such s o l u t i o n s u f о 1 lows 

from the Schauder ' s p r i n c i p l e and embedding theorem [ 2 ] . 

Lemma 2. Let к к к 
u = ( u ,u ) , k = l , 2 , . . . b e sequence of the 

1 2 
0 , 0 0 

so l u t i on s of ( 12 ) with l imi t element u = ( u ,u ) and let 
1 2 
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w
k

= u
k

­ g ( u
k

) , w
Q

= u ° ­ g ( u ° ) , 0 = { x<eO: w°=0 }. Then 
2 1 2 1 0 
a

k

( u

k )(u
k )' > a ū

( u
0

) ( u ° ) ' in L (0) (13) 
i i , i. i 2 

к — M B 

a
k (u k )(g(u k )' > a°(u°)(g(u 0

))' in L (0) (14) i 1 , 1 1 2 
к —>00 

where 
1 

(15) 
к ­ к ч к —>оо о . о V 

а (и ) а (и ) 
v к к 

а (и )(w
K )' ^ 0 in L (О ) (16) 

2 к—>0й 2 О ' 
Proof. The property (13) is a well­known result in 

theory of G­convergenee. 
By virtue of the continuity of g' and Egoro f f's 

к 0 
theorem [3] we have g'(u ) » g' (и ) in L (0).Therefore 

1 k—>00 1 2 
the convergence (14) is a simple consequence of (13). 

To obta in t he weak convergence (16) let us rewr i t e 
к к 

а (и ) in the form 
a

k ( u k ) = (a (u
k ) ­a ( u k ) )<pk (uk , w k ) + a ( u k ) (17) 

2 2 2 21 2 2 1 
where 

a ( u k ) y/k (w k ) 
Ф '

w >= — г • (18) 
(a (и )­a (u )) y/(w )+a (u ) 

11 12 12 

a. . (u k ) —у a (u° ) in L (0) (i , j = 1 ,2) (19) 
L J 4 2 

by virtue of the continuity of a (i,j=l,2) and above 
t > 

mentioned Egoroff's theorem then 
<pk ( u k , w k ) ­rv>k (u° , w k ) —* 0 in L (0 ) • 
2 2 2 

Therefore (16) is reduced to 
( ct (u°)­a (u°) )p

k (u° ,w k ) (w k )' ^ 0 in L (Q ) . (20) 
22 21 2 к — » 00 2 0 

Let us notice that w
k — ^ о ( к—>oo ) in К 1 (0 ) and that 

о 
for xeO , see (2), 

° "
 k /

 k * 
с w w ) 

к . к , ^ к , о к . 
Р <

w >= + к к + = ^ ( и ,w ) . 
(С ­С ) \р ; W > + С 

Let us consider the functions 

S i nee 
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W (x) 

X <*>= I p (t)dt 

0 
The convergence w

1

^ 
К 

О (к—wo) in L (О ) implies 
2 ° К 

(к—»oo) in . Besides, the sequence ix } is X ­> о 
bounded in H

1 and, consequently, weakly compact in H
1 . 

Hence {x )' =*>k (w k ) (w k ) ' — ^ 0 in ( O q ) what yields ( 2 0 ) . 

Theorem 1. There exists a function peL^(Q) with 

values from [0,1] such that limit c o e f f i c i e n t s a° ,see (13), 
i 

сап be represented in the form 

(21) 

Proof . Taking into account (8) and (19) we have 

1 uT (w~ ) 1 - u T (w~ ) 1 

a°(u0)=a+(u°)p+a. (u°)(l­p) , i = l,2 

a (u ) 

a (u°) 
1 2 

V/
k (w k ) + l­y/

k (w k ) 

a (u ) 
i 2 

a (u ) 
1 1 

К — Ю 0 О , о v 

a (u ) 
1 

i i 
(u ) 

О К К 

where у is the weak limit of the sequence { у (w ) }. 
Moreover 

Hence 

if w
u

< 0 

if w°>0 

€ [0,1] if w =0 

a (u ) a (u ) 
a 0 (u°)= ­ L i fc! ь _ 

a (u
u)v/w+a (u ) ( l V ) 

1 1 1 2 

(22) 

Let us denote 

^ a (u ) a (u ) 
­ i if xeO 
a (u )y/ + a (u ) (1­y ) 

a (u°) 
i if X € = Q \ 0 

a (u ) ^ 
i 

a (u ) у/ +a (1 ­у/ ) 
i i 

Then (u ) can be rewritten in the d e s i r a b l e form 

(23) 



a°(u°)= a*(u°)<p + О Г ( и 0

) ( 1 - Р ) (24) 
i i i 

Now we prove that the limit coefficient a (u ) also 
2 

can be expressed in the form (21) with the same function 

Let 0 be the set { x<=ft: 0<ļw°(x)ļ<6 }. 

Then u/k (w k ) — • ш°(х) in L ( 0\(0 U O J ) where y
Q is 

2 0 6 
determined by (22). It together with (9),(19) and the fact 

к к О 
that meas O f — » 0 when 6—>0 gives a (u ) • a (u ) in L (0\0 ) 

6 2 к —»00 2 2 0 
Since in the outer of the mushy region О the equality 

I О 
c* (u )=a (u )=oi (u ) is fulfilled the representation (21) 
2 2 2 
is obviously valid for i=2 and xeO\0 . 

О 
In the case x^i first of all we find, taking into 

о 
account (8),(9),(19) and (22), the limit of the ratio 

a
k ( u k ) a (u

k ) цi* (w k ) a ( u k ) ( 1 ­ y k ( w k ) ) 
2 22 2i ct
k (u k ) a (u

k ) a (u
k ) 

i 12 11 
a (u ) у (x) a (u ) ( 1­у/ (x ) ) 
2 2 

+ — in L (О 
a (u ) a (u ) 
i i 

Expressing there Y> via Ņ , see (23), we have 

a + (u° ) <p(x ) 
О ̂  i 

+ / О I J ~~ - . О " 7" 1 T~ 
a (u ) p(x) + a (u ) (l­p(x)) 

1 1 

a (u
k ) a

+

( u
Q

) p + a (1­p) 
2 2 2 ^ (25) 
к / к v к —>QD + . о . ­ . . 

a (u ) a (u ) *> + a ( 1 ­ «p) 
i i i 

Further a
k

( u
k

) ( u
k

) ' = a (u
k ) ( w k

+ g ( u
k

) ) ' = 
2 2 2 1 

к , к ч 

Ct (u ) 
ļ =a k (u )(w k )' + —I ( a k (u k )(g (u k ))') . 

a (u ) 1 

i 

What according to convergences (16), (25),(14) and 

representation Л 2 4 ) yield 

ct
k (u k )(u k )' I ^ (a

+

(u° )<p + a"(u° )(l-<p) )(u° )' in L (0 ) 
2 к —>0fJ 2 2 2 2 0 

It together with (24) completes the proof. Thereby the 

solvability of the system (1), when both the discontinuous 



coefficients a (u ) , i=l,2, are determined in the mushy 

region by one and the same funct ion, see ( 2 3 ) , is proved. 

Remark. If both coefficients a have been approximated 

in the same manner, say by means of ( 8 ) , then limit 
i 

coefficients of a* , generally speaking, can not be 
L 

represented in the form (21) by one and the same function. 
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A.Cibulis. Kā noglud ināt pārtrauktās ne lineāri tātes 

vienādojumu sistēmās? 
Tiek pētī ta šāda veida sistēmu 

(a (u ,u ) u' )' = f ; u (а ) = A , i = l , 2 
i i 2 1 i. i i . L 

ar pārtrauktām ne 1 inear i tā tēm a atrisināmība. Uzrādīts 

piemērot s koef icientu а aproks imešanas papēmi ens, kas ļ auj 
i 

iegūt atrisinājuma eksistenci arī tad, kad abi koeficienti a 

i 
tā saucamajā divfāzu zonā tiek definēti ar vienu un to pašu 
nezināmo funkciju. 
А.Цибулис. Как сглаживать разрывные нелинейности в системах 
уравнении? 

Изучается разрешимость системы следующего вида 

(а (и ,и ) и ' ) '
 = f ; и. (а ) = А. ,1 = 1,2 

i 1 2 I l L L V. 
с разрывными нелинейностями а . Указан подходящий способ 

V 

аппроксимации коэффициентов а позволяющий установить 

i 
существование решения даже тогда, когда оба коэффициента а. 
в так называемой двухфазной зоне определяются при помощи 
одной и той же неизвестной Функции. 
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KĀDAS KONTAKTPROBLĒMAS SKAITLISKS 
ATRISINĀJUMS, 

1. Uzdevuma nostādne. 
Aplūkosim ̂ snstūrveida elastīgu ķermeni 

0={(.xh x2)/0<x,<l, -8<x2<8), 
kura sānu malas nostiprinātas nekustīgi. Q apakšējā robeža atrodas pilnā kontaktā ar 
stīgu, kuras galapunkti nekustīgi nostiprināti punktos (0. -5) un (7. -8). Ķermeni Q no 
augšas deformē ciets šķērslis G,. Kontaktzonas formu apraksta funkcija \:=ō{\/). 

Ax 2 

Musu uzdevums — ķermenī Q atrast pārvietojumu funkcijas u,(xi. \:) un VJJ. kas 
apmierina Lamē vienādojumu sistēmu: 

Эх: 
Э~и, 

дх,дх, ^ dxl 

Эх: Эх, Эх-, Эх\ 

-О 

(I. I) 

kur Я, fj — ķermeņa Q Lamē koeficienti. 
Sistēmu (1.1) aplūkosim kopā ar robežnosacījumienr. 

u,(0.x2)=u2(0,x2)=0 
u,(L x2)=u2(!.x2)=0 -8<x2<8 

Stīgas stāvokli pēc deformācijas apraksta stīgas svārstību vienādojums stacionārā 
gadījumā 

.с1 2\>(х:) 

(1.2) 
(1.3) 

(1.4) 
dx~ 

ar robežnosacījumiem 
v(0)=v(l)=0 (1.5) 

Spēks Г{х^ vienāds ar normāles spriegumu of uz Q apakšējās robežas. 
Pieraksta ērtības dēļ Q augšējās un apakšējās robežas pārvietojumus apzīmēsim sekojoš 

"!<-х,.8)=Ф,) 
u,(x,.-8)=r(x,) 
u2(x,. 8)=fix,) (1.6) 
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u2i\hS)=p{xj) 
Tā kā aplūkosim uzdevumu bez berzes, jāapskata nulles berzes nosacījumi kontaktzonās: 

CT ;
b =0 (1.7) 

= 0 , (1.8) 

kur G] — tangenciālais spriegums uz Q augšējās robežas un crB — tangenciālais 

spriegums uz Cl apakšējās robežas. 

Konkretizēsim о]\ o f un crf izteiksmes: 

<**=кщ - <*I I ) " ,ч я * й о** - "f >). (1.9) 
kur л,й un i?* — Л apakšējās robežas vienības normāles vektora komponentes, 

— spriegumu tenzors, kura komponentes var sekojošā veidā izteikt ar funkcijām 

u,(x1.x2)unu2(xI.x2): 

ст : : ­ (Я + 2 / / ) | ^ + я | ^ (1. Ю) 
ах, ЭХ, 

^ cfr2 At, 

Vienības normāles vektora komponentes 

1 + G4JB) (1. П) 

(1. 13) 

Izteiksme tangenciālajam spriegumam: 

= («T 3 2 " CT„ )л,Чг + C T I : ( ^ : - )], (1. 12) 

kur flf un щ — vienības normāles vektora komponentes uz Q augšējās robežas: 

1 V^)2 + о+/'(-*, »2 

V*W+a+/#u))2 

Izteiksme normālā sprieguma aprēķināšanai: 

= ^u"iFI: + 2 C T ( 2 / ? , V + o^/if ( l . 14) 
Pievienosim saistības nosacījumus kontaktzonās: 

&+q(xi)=l(xi+f[xin ( I . 15) 
v(x,+p(x,))=r(xi) (1. 16) 

2. Tuvinātā problēmas nostādne. 
Lai tuvināti atrisinātu aplūkojamo uzdevumu, pieņemsim, ka Lamē sistēmas atrisinājumu 
var izteikt formā: 

U,tx,.x2)=A0(xJ)+Aļ(xI)x2+A2(x1)x2
2 

U2(XH X2)=BDXJ)+B,(XJ)X2+B2(XI)X22. (2. 1) 
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<r/=0 

<т*=0 

p(0)=p(l)=0 
r(0)=r(l)=0 
q<0)=q(])=0 
f(0)=f(l)=0 
А:(0)=А2(1)=0 

kur Ai un B, — nezināmas funkcijas. Izmantojot robežnosacījumus un sakarības (1.6). 
funkcijas An. AhB0.B, var izteikt ar pārvietojumiem f. q, p, r. 

2 

В = Я + Г B,82 

2 2 

( 2 . 2 ) 

A -Lzl-
A ] ­ 25 
В a q ~ r 

26 
Polinomus (2. 1) tagad var pārveidot forma: 

«,U 1.jr,) = ^ ± £ + ^ * + A , ( * ' - * , ļ 
2 2 ( 2 . 3 ) 

Saprotams, ka tāda aproksimācija nevar apmierināt Lamē vienādojumus visos apgabala О 
punktos, tāpēc prasīsim to izpildīŠanos vidējā integrālā nozīmē, integrējot pa slāni (­8. 8). 
Pēc vidējošanas iegūsim sekojošu vienādojumu sistēmu: 

8(X+2p)(/" + p") + (A + \i){q' ­ r') + 4ĻI8A2 - ( Л + 2/7 ),\" = 0 

8ļj(q" + r") + (A + - p') + 4Č(A + 2/i)flĻ, 0 

ar robežnosacījumiem: 
l«&)=p(l)=0 
,10)=г(1)=0 
c/(0)=g(l)=0 
/(())=/( l)=0 
A:(0)=A2(1)=0 
B:(0)=B:(1)=0. 

3. Skaitliskais algoritms. 
Pēc vidējošanas esam ieguvuši sekojošu kontaktproblēmu: 

8(X+2p)(/" + />") + (A + / J ­ r') + 4ц8А2 ­^<5 3(A + 2// \Ķ= 0 

^ ( ^ ' + /',,) + ( A + ^ ) ( / / - / ) / ) + 45(A + 2p)fi 1 

' 1 
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P 
Iegūsim sekojošu diferenču shēmu: 

/Д - я Д + /яД = - ^ , 

/? = f l . = l č 3 ( A + 2 / j ) 

kur 
8 i 

c, = -<5 3(A+2/0+4/j#r 

4 = -#t 2 (A + 2\i)(fTx + ) - (А + /|)Л2

(й_ - r. ) 

/ = m t = -S'p 
3 

/?, = ̂ <53

// + 4<5Л2

(А +2/i) 

4 = -8h2ļi{q-sx + r, x ) - (А + >/)А2(Д - Щ ) 

- о -N 

Ķ = Ķm = о 
Iegūto diskrēto robežproblēmu risina ar faktorizācijas metodi. Rezultātā iegūst 
tuvinājumus 

Ā unā, , i = l, iV­l. 
4) lai iegūtu tuvinājumus p, un r­, kas apmierina nosacījumus 

aizstāsim Q apakšējo robežu ar lauztu līniju, kuras virsotnes atrodas punktos P, ar 
koordinātēm 

i-Vļ+pii-S + īj) / = ŌJV 
un rīkosimies sekojoši: 
a) no formulas 

B2(0)=B2(J)=0. 
Šo problēmu skaitliski risināsim ar diferenču metodi, izmantojot sekojošu iterāciju 
procesu: 
1) izveidosim vienmērīgu režģi 

и;,=№=/л,/2=//Л/. i=J N). 
Tuvināto vērtību apzīmēšanai mezglu punktos izmantosim burtus ar svītru augšā. 
2) režģa mezglu punktos uzdosim sakuma tuvinājumus: 

3) diferenču shēmu iegūsim, atvasinājumus aizstājot ar atbilstošas kārtas centrālām 
diferencēm: 

2Л 
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atradīsim tangenciālos spriegumus lauztas līnijas virsotnes, 
b) pārvietosim P\ pirmās koordinātes proporcionāli āt

B lielumam, tikai tam pretējā 
virzienā. Iegūsim punktus ar koordinātēm 

ix,+p, -flō^.-S + f,) i = l. VV-Ļ 
c) lai Šīs operācijas rezultātā būtiski nemainītos Qapakšējās malas forma, jauniegūtos 
punktus projicēsim uz lauztās līnijas nogriežņiem, kurus izvēlas sekojoši: 

U > p , . - £ + r y ) , 
k u r I j a ств

>0, 
jW+l.ja ā*<0. 

Pēc projekcijas iegūsim punktus ar koordinātēm 

\ а, ­ а а,­ а 
kur 

Х,-Х, +Pj -P, + 

I 
a. ­­

a 
A 

_ u , + pxxj - x, + p;- p, + erf) [ 

Tagad var iegūt apakšējas robežas punktu jaunos pārvietojumus: 

a, a 
_ ж 0 /3­Д fc' 

а, ­ a 
So procedūru atkārto, kamēr tiek apmierināts nosacījums 

|bf !<£, i = Г /v — i 

5) tuvinājumus augšējās malas pārvietojumiem, kas apmierina nosacījumus 
\«:\<e2 

8 + īj = 0{Xi+fi) 
iegūsim analogi kā punktā 4). aizstājot /un ar p, un /­,­. kā arī 8 ar 
6) lai iegūtu stīgas punktu pārvietojumus, kas atbilst Q apakšējās malas deformācijai, ar 
faktorizācijas metodi risināsim diskrētu robežproblēmu 
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s. + s­, ­ s­, 

. V : = ^ ^ - 2 M 3 ­ ­ , } ­ ( l + p , ) 

(ц + 2ц^^--23К j + Ap ( (l + fc) 

•v,=(l + P , . ) 2 + ( ^ ) 2 

7) iterāciju procesu beidz, kad izpildās nosacījums 

|f. ' ­v/ + '|<£„ 

8) pēc šī nosacījuma izpildīšanāsjegūsim tuvinātās vērtības Ķ un Ī7, režjn 
ļ 

41, xffl, = {(лг, , * 2 Y ) / ДГ, = ih, x2 =jr. h = —. Г = — , / = О. N. j = О. M\ 
mezglu punktos, izmantojot formulas 

• 

4. Rezultāti. 
Nelielām defoīraācijārn aprakstītā metode ātri konverģē un dod fizikālajai situācijai 
atbilstošus rezultātus. 

KĀDAS KONT AKTPRDBI£MA3 SKAITLISKS ATRISINĀJUMS . Desmitnieks A. 
/Āiatemāt is ka modelēšana. Matemātiskas fizikas lietišķas prob­
lēmas. - R3ga: L U , 199 4. 

Darbā tuvināti risināta Laaē vienādojumu siatgma, kura ap 
r a k s t a elastīga ķermeņa un stīgas kontaktu. 

1 zam. 
THE NUMERICAL SOLUTION O F A CONTRACTPRO Н Ш 1 . Desmitnieks A.// 
The mathematical simulation. Apnlied problems of mathematical 
physics. ­ R i g a : LU, 1994. 

The p a p e r contains an approximate solution of the Lam 
equations system for the contact of the elastic body and the 
s tring . 

1 figure . 
ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ СДНСЙ КСНТАНТНСЙ ЗАДАЧИ. Десмктниекс А.//Ма­
тематическое моделирование. Прикладные задачи мг.тематической 
физики. Рига.: ЛУ, 1994. 

В работе рассмотрено приближенное решение системы уравне­
ний Ламз, которая описывает контакт эластичного тела и струны. 

I рис. 
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Рига 

Численное исследование формы границы раздела 
фаз при выращивании монокристалла из расплава 

Матенатнческая модель задачи в классической постановке опи­

сывается следующими уравнениями и условиями. Уравнениен теплопе­

реноса в двухфазной среде 

С ­ (Д. y/LCut Оо) f С О 

и условием на границе раздела фаз 

[JLņuxjCu,]s ģ = ТЪШл lM*,*M{ -U^ , САЗ 

и следующими условияни на внешних границах расснатриваеной о б ­

ласти • 

дш, -п . til т и. * 3) 

$Щ \Ч>*4 * б 

Я 

Здесь u(x,r,t) ­ температура в области изменения, с ­ удельная 
теплоенкость, у - удельная скрытая теплота фазового перехода, 
а - температура фазового перехода, X ­ коэффициент теплопровод­

ности, терпящий разрыв при переходе из твердой в жидкую фазу­, 
[$] ­ обозначает скачок величинны $ при переходе через границу^ 

i 
s , s — граница раздела фаз; v (t) ­ скорость движения границы 
i t п 

раздела фаз по направлению нормали п. направленной в сторону 
жидкой фазы. 



68 

Для построения численного метода решения проводится локаль­

ное осреднение уравнений задачи s\s. В результате локального ос­

реднения уравнение С1Э с условней С23 ножен заненить уравнениями 

( о , ?<o Го, 
[ i . ?>o и e ( n - ļ i . 

f so 
где д и ­ u n ­ и, J ь ? Ž Q и в « ) ­ [ ь с > 0 ­

ннчные функции, p ­ радиус локального объена осреднения на гра­

нице раздела фаз, х ~ точка на границе раздела фаз g . Функция 
f7(x>r,'t) ­ относительная доля твердой фазы в локальной объене 
осреднения Ср ­окрестности границы раздела фазЗ. В этон объ­

ене 0 < 77 < 1. В жидкой фазе r?(x,r,t) = О, в твердой r>(x,r,t)­l 
Тогда А. ­ Х^о + Х ^ О - 7 7 Э , где Х^, Х^ ­ значения коэффициента 
теплопроводности материала в твердой и жидкой фазе. 

Как показано в решение уравнения С73 u(x,r,t) с учетом С83 

сходится к решению исходной задачи при ft ­» оо. Теперь к уравнению 

С73 ножем применять разностные методы со сквознын счетон без вы­

деления границы раздела фаз. Уравнение С73 в цилиндрической не­

подвижной систене координат (х,г) пишется в виде 

С93 

Cf­0, т.к. рассматриваем случай без внутренних источников теплаЗ 
Для численного решения вводим неравномерную сетку в пространстве 

» h= < (x t, г.) I 15i<N> 1­o—М> W X . =h., Г > 1 ­ r .­g., . x N=l, r M = R ) 

С103 

и дифференциальное уравнение С93 заменяем разностный. В направле 

нии t берен равномерный шаг т, f t
 + кт. 
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Так как ны рассматриваем задачу в классической постановке, то 
скрытая теплота выделяется только в окрестности границы раздела 
фаз. При использовании метода локального осреднения в налой р ­

окрестности этой границы.Соответственно разностную аппроксинацию 
члена в уравнении С11Э записываем в виде; 

и функцию т7 определяем из уравнения 
км < \ 

где Г 7 .
_ значения функции r?(x,r,t)

 в точках, сдвинутых на шаг 
аппроксимации в любой направлении по пространству. Граничные 

условия С33 ­ С53 аппроксимировались обычный образом. Для расче­

тов применялся эффективный итерационный нетод неполного ]_,{] ­раз­
ложения сопряженных градиентов /2,3/. 
На рис. 1­4 представлены модель и результаты расчетов положения 
границы раздела фаз Сфронта кристаллизации? в установившейся теп­

ловом режиме. На рис. 2­3 показан случай, когда кристалл перво­

начально был погружен в перегретый расплав Споказано пунктиром!). 
Охлаждение происходит с поверхности кристалла. Просчитаны случаи 
с двумя различными температурами внешней среды: Т — ­ 5 0 0

е С ре­
альная тенпература 700*К, рис.2D и

 т

в н

— ­400* С реально 800 к, 
рис.33. Расчеты показывают устойчивое положение границы раздела 
фаз, причем изненение тенпературы внешней среды незначительно из­

менило форну фронта кристаллизации. На рис. 4 показаны результаты 
расчетов формы фронта кристаллизации, когда рост кристалла проис­

ходит от подложки С кристалл не погружен в расплавЭ. Как видин, и 
в этом случае наблюдается устойчивый рост кристалла. 

Приведенные примеры показывают надежность и пригодность пред­

ложенного численного метода решения задачи Стефана в классической 
постановке. 
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Р и с . 1 . Расчетная нодель задачи 
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uuM (i, %о) = Т0 
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Рис. 2. Положение границы раздела фаз. 
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Рис. 3. Положение границы раздела фаз 

Рис. 4. Положение границы раздела фаз 
Расчеты проводились для следующих значений физических величин: 
Т ­ 5 0 ° , Т ­10°, Т ­10°, Т 3°, к­20 град/см, Н­0.3 сн, 1™5см, 
1 2 О H 

R­5CH 
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№ 174. 

УДК 536.421.1+536.24 

ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ФОРМЫ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА ФАЗ ПРИ 

ВЫРАЩИВАНИИ МОНОКРИСТАЛЛА ИЗ РАСПЛАВА. М. Гулбе / / Математическое 

моделирование. Прикладные задачи Математической физики. Рига: ЛУ, 

В настоящей работе проведено численное исследование устой­

чивости роста кристалла на численной модели задачи о фазовом п е ­

реходе. Использован метод локального осреднения. Показана устой­

чивость процесса роста. 

NUMERICAL ANALYSIS OF FORM FOR SURFACE OF TWO PHASE AT 

CRYSTAL IZATION PROCESS OF MONOCRYSTAL. M.Gulbe //The mathemati­

cal simulation. Applied problems of mathematical physics. Riga: 

LU, 1994. 

The problem of crysta1 ization in the classical approach 

with method of local averaging is solved. Stable crystal growth 

process with smooth phase transition boundary is shown. 

Fig. 4, ref. 3. 

FĀZU PĀREJAS ROBEŽAS SKAITLISKA PĒTĪŠANA NO KAUSĒJUMA AU­

DZĒJAMOS MONOKRISTĀLOS. M.Gulbe //Matemātiskā modelēšana. Matemā­

tiskās fizikas lietišķās problēmas.-RI ga: LU, 1994. 

Darbā Petita kristalizācijas problēma klasiskajā nostādne. 

Lai varētu realizēt skaitlisko algoritmu, matemātiskā modeļa iz­

veidei izmantota lokālās viduvēšanas metode. Speciālā veidā mode­

lēts no kausējuma audzējamu monokristālu augšanas process. Skait­

liski modelēts stabils kristāla augšanas process. 

4 zl m. , bibl. 3 nos. 

1994. 

Ил. 4, библ. 3 назв. 



H.Kal i s 

U n i v e r s i t y o f L a t v i a 

NUMERICAL INTEGRATION BY PINI ТЕ­DIFFERENCE METHODS 

FOR SOME NONLINEAR PROBLEMS 

We c o n s i d e r the a p p l i c a t i o n o f monotone d i f f e r e n c e s c h e ­

mes to the s o l u t i o n s o f some n o n ­ l i n e a r о ne ­d imenr i onu l aril 
two ­d imens i ona l i n i t i a l ­boundary problems f o r p a r a b o l i c type 
p a r t i a l d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s . 

1 . The n o n l i n e a r t ime­dependent one ­sp ace ­d imons i ona l 
problem can be w r i t t e n in the form 

where the c o e f f i c i e n t s o( ̂  l) ? О ana funct ion ф ui-porui 

on tļU^tļļfc} 0<-%^1/ ±7/0.
 T 

The co r r e spond ing d i s c r e t i z e d v e r s i o n o f e q u a t i o n ( 1 ) i'oi1 

monotone d i f f e r e n c e scheme Г 1 J I s -

where 1̂ ^ > ̂  denote the d i s c r e t e approx imat ion of 

at the m ь po in t Л * ^ , ' and a t time "t = "fĵ  *#4^£t 
- the p a r a m e t e r " ~ o f schemes, flf^ Ķ ^ ^ J ~ 4 (Д-^- J 

- t h e d i f f e r e n c e e x p r e s s i o n , ^ = • (o l̂) "7 ^ * ) , 

At' ~ У ^ $ H Л M" J - сое f f ic ients o f d i f f e rence 

schemes, ТГ j ^ J , T } ^ - the time s tep size a n a n o n -uniform 

g r i d mesh s i z e s , A/+1 - the number o f mesh p o i n t s , 



and ^ ļ ' ; C ^ t - v a l u e s o f f u n c t i o n s in 

the co r respond ing p o i n t s ^ ^ ^ ^ ( + ^ i - l ) I^ and 

Mod i fy ing form o f f\4 ' we can w r i t e (2) as 

In the case o f un i fonn g r i d ( <fjI" — |? ' ~ *M ) : 

where \ i С Xj / \ 

Й ^ д а 2 ; с Г = ^ - / Ь > О , £ - ^ Р О . 

I n the саэе o f cons t an t c o e f f i c i e n t s \) / we have the 

I l h y n d i f f e r e n c e scheme (^2Д w i t h the p e r t u r b a t i o n c o e f f i c i 

The d i s c r e t i z a t i o n ( t r u n c a t i o n ) e r r o r o f the approximate 

d i f f e r e n c e e x p r e s s i o n /\Ц ( 3 ) f o r the d i f f e r e n t i a l exp re s 

s i o n l u - ^ ( j f ^ З х ^ - ° < 1ПГ 1 3 1 о с а П у

 о ( ^ а л 1 ) 
F o r the uniform g r i d case we o b t a i n the accuracy of second 

o r d e r . The p r e s e n c e o f c o e f f i c i e n t s . ^ i n the d i f f e r e n c e op' 

r a t o r Д and in the case o f c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s ensure the 

exact d i s c r e t e approx imat ion o f o p e r a t o r in the space and 
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The i m p l i c i t f i n i t e - d i f f e r e n c e scheme ( 2 ) w i th -J *p <J can be 

s o l v e d by f a c t o r i s a t i o n method f o r t r i d i a g o n a l systems • / ļ j . 

2 . The n o n l i n e a r t ime-dependent t w o - s p a c e - d i m e n s i o n a l problem 

in bounded domain (0 iX^ h t{ ) 0 ^ X^̂  , t 7* 0 ^ can be 

I 3 f + * 1 ^ ; - a x i s ' ^ J V J * w j + t 

where -the c o e f f i c i e n t s ^\^\ \)^f>0 ) ? О and funct ion 

­1. depend on , К д j >U. ; ^М/Ь^^> 
The c o r r e s p o n d i n g monotone d i f f e r e n c e scheme can be w r i t t e n 

in the form 

monotone d i f f e r e n c e scheme in the g e n e r a l case 

This is e s s e n t i a l f o r ( Q 4 A G^ft ft ­ 1 £ 3 ) 

l a r g e v a l u e s o f parameters then the 
t r u n c a t i o n e r r o r f o r ( 2 ) i s l o c a l l y f i r s t o r d e r in time ( i f 
СГ — 0- 5~ » then ­ second o r d e r ) . 

I n v e s t i g a t i n g the s t a b i l i t y o f d i f f e r e n c e scheme, we apply 
the maximum p r i n c i p l e s £ 3J t r e q u i r i n g to be p o s i t i v e the c o r ­

responding c o e f f i c i e n t s o f d i f f e r e n c e scheme ( 2 ) , that is 

d + r u ( r ( A l t ­ B t / ) > o ; t c r B ( i " 0 , т п ? А ( ­ > о , 

As f o r as L > l ( 3 j , 0 > 0 , tf&JTiij A t ­ > 0 , B t > 0 , 

then a l l i n e q u a l i t i e s are s a t i s f i e d a u t o m a t i c a l l y wi th except ion 
f o r f ou r th i n e q u a l i t y , which can be r e w r i t t e n in the form 

where к ­ m a / ( Л с + B ; i • 

The c l a s s i c a l cen te r ed d i f fe rence fJfļ" — ^ j scheme is riionotone 
in case Юг>ЗХ tjŗ 1, The s t a b i l i t y c o n d i t i o n ( 4 ) in the case 
o f cons tant c o e f f i c i e n t s and r e g u l a r meshes has the fonn 

where 



" VtJ ̂;o" ̂ 2 ° ' % Ī3­ (6 > 
where ) <^-u } denote the d i s c r e t e approx imat ion of 

UjMf a t t h e * o s h P ° i n t 6 *4 ' ' X ^ ' j and at 
time t — t n f 0^ ^ .1 the p a r a n e t e r o f schemes ( 

)^С* i )Qj ­ t h e t ime s tep s i z e and non­uni form g r i d 

the v a l u e s o f f u n c t i o n s V / I K J 4 \ I РЧ *** ' t n e cor respon 

S i m i l a r l y ( 3 ) one o b t a i n s 
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With the mesh sizes h — >̂ ̂  > ^ " "A, in the с ase of re-

gular raesches the difference operators j\ jf\._ can bo re-

written in the form , .-. 

where _ 4-" *• i " / 

If the all coefficients have constant values, then ^ ' ~ КV ^ 

.'X. ~ o 4 and. in this case can be obtained Ilhyn type monotone 
difference s c h e m e , where / м . 

Similarly in advance the difference expression ' ' / 4- appro 
x imate the differential expression , . <,\o 

* Q J 4 ^ p for* ax* 
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w i t h e r r o r 

Using maximum p r i n c i p l e can be o b t a i n e d the s t a b i l i t y 

c o n d i t i o n ( 4 ) i n t i m e , where m q * £ ̂ '+6^+^+ A^'j • 
The s t a b i l i t y i n e q u a l i t y in the case of cons tant c o e f f i c i ­

ents and r e g u l a r meshes i s w r i t t e n in the form 

S ^ V 1 , where S Щ у кГ 0 (4-6*) j 

I f the c o e f f i c i e n t s are n o t c o n s t a n t , then the numer i ca l e x p e ­

r iment shows , t h a t the d i f f e r e n c e scheme (6 ) may be s t a b l e , 

i f t h i s i n e q u a l i t y i s not t r u e . 

J. The r e s u l t i n g d i f f e r e n c e scheme (6 ) may 

be s o l v e d by a d i r e c t a p p l i c a t i o n o f Samarsk i symmet r i ca l a l ­

t e r n a t i n g d i r e c t i o n methods ( A D I ) in form [ 3 ] 

- « - л f A ^ - \ ) л ; 3 % « i ļ 

П >J­0 j ( 8 ) 

where the w e i g h t c o e f f i c i e n t s . 

Except ing q**1/^ from ( 8 ) one o b t a i n s the t w o ­ l e v e l s 

d i f f e r e n c e e q u a t i o n s , 

where & ^ ( £ - W * A l ) t £ ^ M * ) 3 ; 
fc; ­ i s the i d e n t i t y o p e r a t o r . I f <A — d. = U у и — 

*№£fc**#~iiii***>i**bl( ^lAk ­ t h e u n i f o z m 

g r i d mesh в^%Ъ%*Ъ1*^ЪЬЫ\*&(**'-Ъ)АЖ) 
then in the s t e a d y ­ s t a t e case ( f ­ ) o o ( О ­ ? <*> ) h i gh 
accuracy w i t h o r d e r t 9 ( t % $ i ­ r ) c a n te ob ta ined ( d i f f e ­

rence s c h e m e , f o r s o l v i n g o f P o i s s o n e q u a t i o n &Ч +Ļ ~0 [_з]. 

I f ^ļ^^ļj-OS, i then the d i f f e r e n c e e q u a t i o n s ( 9 ) 

Ъ Ъ ^ - - М Г ^ Ч - Ш Щ П fJ0> 
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that i s 

and they have the o r d e r t ^ T ^ J o f a p p r o x i m a ­

t i o n f o r f i n i t e d i f f e r e n c e e q u a t i o n s ( 6 ) , i f (Г — 0 • . 

The d i f f e r e n c e e q u a t i o n s ( 8 ) i n e v e r y d i r e c t i o n can be 

s o l v e d by f a c t o r i s a t i o n method , t h a t i s s t a b l e , i f fjļj 

ф 

Th i s i n e q u a l i t y f o l l o w s from ( 4 ) , i f 6"~i_ — 5j в; . 

4. The r e s u l t s o f n u m e r i c a l e x p e r i m e n t s were o b t a i n e d 

main l y f o r o n e ­ d i m e n s i o n a l prob l em ( 1 ) by c o n s i d e r i n g such . 

n o n l i n e a r e q u a t i o n s ­ as f o r i n s t a n c e B u r g e r s e q u a t i o n s 

(o<-<Uj P= «ensf" >0) £ 5 ] , F i s c h e r e q u a t i o n 

(^conbt^anstx), 1= Ч) ) [ б ] , 
Samarsk i e q u a t i o n (Ы -0, ) K^Btl) > 
Yanenko e q u a t i o n ( oi ~ <Ļ — О j ^ — 4 - " T ~ 3 p + 

There are o b t a i n e d a l s o some a n o t h e r m o d i f i c a t i o n s o f n o n l i ­

n e a r prob l ems . 

The n u m e r i c a l s o l u t i o n s were o b t a i n e d on 1 Ш pC­386 com­

p u t e r w i t h p a s c a l l a n g u a g e o f p r o g r a m m i n g . The r e s u l t s are 

o b t a i n e d form o f g r a p h i c on computer s c r e e n . Th i s g i v e s the 

p o s s i b i l i t y to g l o b a l y i n v e s t i g a t e the form o f the s o l u t i o n 

and the s t a b i l i t y o f d i f f e r e n c e s c h e m e . 



As example o f model f o r the l i n e a r one - sp ace-dime ns i o -

na l problem ( 1 ) ^ ~ ceytf ļ) - C&Y)$ 

is presented the solution У?-J * 

where \ _ c*. , / i/qr\ \) 

4* T 7 * V : • 
The co r r e spond ing d i s c r e t e prob lem in the c a s e of r e g u l a r 

meshes also can be w r i t t e n in the a n a l y t i c form [ 9 ] 

where - (i- U-ycX) / ) 

% ± ЩсЬ(А1к)-.с#>(к,

*А))1&Ш*'14.). 
K A 

As t e s t o f the l i n e a r two - space d imens iona l problem ( 5 ) 

if 
is c o n s i d e r e d the s o l u t i o n 

M ^ i j M ^ J - ( 1 3 ) 

As t e s t o f the n o n l i n e a r e q u a t i o n is c o n s i d e r e d s o l u t i o n 

of homogenous Burgers e q u a t i o n /-i — О ^ i n the form 

^ t ^ J ^ i W ^ I ^ ^ ( i 4 ) 
where ф~<ф(<("Ы i s s o l u t i o n o f Hie l i n e a r h e a t condijs— 

t i o n e q u a t i o n '^(p/St =p ļ % X f o r exgnp le 



П1 

Рог the numer i ca l r e s u l t s In the d e s c r i p t i o n are used 

f o l l o w i n g d e s i g n a t i o n s : 

^пч 'и ' c ^ W t K ~ t h e т : " 1 ^ ш а ­ ' ­ (min ) and maximal (max) 

va lue s o f numer ica l s o l u t i o n , 
* ­ * ­

M , , M ­ the minimal and maximal v a l u e s o f nume­

r i c a l s o l u t i o n with I l hyn scheme , 

­Urn.^* ­ the maximal va lue o f e x a c t s o l u t i o n , 

I p ­ O ­ the c l a s s i c a l d i f f e r e n c e scheme wi th cen te r ed 
d i f f e r e n c e ­ ± ) ) 

I P — 4­ ­ the monotonous d i f f e r e n c e scheme . 

S i m u l a t i n g s o l u t i o n s ( 1 1 ) , ( 1 2 ) of l i n e a r e q u a t i o n ( 1 ) 
in the moment o f time t -0.0^ ( Л/г Д О , Ī 4 s 0- 5 ~ ( '^-40 ) 

depending on p a r a m e t e r ГР have been obta ined such r e s u l t s '. 

^ ' 6 ^ - 3 » ; 5 = 0 . 5 - 1 ( i P = i ; , 

I f lM^40 , then co r re spond ing % X = ^ ^ W ^ 

I f the va lue o f the parameter Об. > 0 i n c r ea sa s , then the 

th i cknes s o f the boundary l a y e r (_B̂ -) at the po in t К — 4 . 

rapidity d e c r e a s e s , but in the case o ( = — 10 the BL moves 

a t the point with max. va lue s m a l l e r as in p r e ­

v i o u s ^ a s e (Ь/= ЛО) * Л V i , £ * ^ О Ш ( 

*&r*\qīī (_lP — 0j. Comparing tiie numer i ca l s o l u t i o n s 
o b t a i n e d f o r v a r i o u s Q~ , i t i s v i s i b l e , i f i nc r ea se Q~ 
then accuracy becomes b e t t e r (ļ'f>— ±jo(=r-10jM=Xo)-

i f (j= oļ0-5"; ± {u^Q^o.k±); then < т з . ; 

0.43.0 ) О.ЧИ . T-.f \ ? ~ C , then c o r r e s ­

ponding results are ^ ^ = V £ £ ) 0 - V < ? 3 > . 

Hence more p r e c i s e i s monotone d i f f e r e n c e scheme (_lr~4.J 

compar ing w i t h c l a s s i c a l scheme yļp~0J , which i s c o n v e r ­

g e n t , i f S < % . But as soon as J T ^ J1Ļ ( f o r exam­

p l e at—jO; К0~Ц }М~Ч0 } S ~ Z ) then both e x p l i c i t s c h e ­

mes ^ГГ ~ О J r a p i d l y d i v e i g e . S i m i l a r l y d i v e r g e a l s o Hie 
c l a s s i c a l sc 
on v a l u e s 

scheme (j P~0J , £f ļS ^ i _ not depending 
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M o d e l l i n g the s teady ­ s ta te s o l u t i o n ( _ ­ t=^ ) (13) 
o f problem (5) o f l i n e a r e q u a t i o n ^ cH ~ Q ) in the cen t r e 

o f square are o b t a i n e d the f o l l o w i n g r e s u l t s [A—4000) '• 

M o d e l l i n g the s o l u t i o n ( 1 4 ) o f Burge r s equa t i on s ( 1 ) i s 

ob ta ined f̂P - 1, ; tz~ O- 0$~ J , t h a t the accuracy cfy — W t f X / ^ ' ­ ^ • I 

1 ) i s improved i f d e s c r e a s e s : Л / ~ V6* ; У —0,Ь — 

2 ) a l i t t l e b i t depends o f schemes torn 

С o r l . P ­ l ) , J 
J) i s improved i f i n c r e a s e s : / v — A O ^ K, J­

M o d e l l i n g the s t e a d y ­ s t a t e s o l u t i o n o f nonhomogenous 

Burgers e q u a t i o n s ( 1 ) ( c* ~ ot d if. } I - V = 1 , f a ­ 100 А И" , 

depending on paramete r s 

(. 4 j AO) \oo; {ooo) , <г( о j a 5~) ± ) , 
Ы ̂ 0) %0) 40)20)400), «0 ( $Щ K ^ ^ O c ? ) 

have been o b t a i n e d such main r e s u l t s : 

1) ^ У/О independing o f ^(­jnS ^ ; 
i f Ы.1?0 , then the s o l u t i o n has a BL natu re a t the p o i n t 

K ­ d . where the ^ „ , e ļ t v a l u e i s r e a c h e d , i f o( ^ incre asea ; 

i f o t l < 0 , then the BL i s s h i f t e d at the p o i n t К - V ) 
2 ) comparing w i t h the I l h y n d i f f e r e n c e scheme, the d i f f e r e n c e 

scheme ( 2 > , ( 3 ) i s more p r e c i s e ! ; <S~ •=* d . ) Ko~ l^0J <.,~'IO — 

3) the scheme ( 2 ) , ( 3 ) ч a l s o i a more p r e c i s e 

comparing w i t h c l a s s i c a l scheme / ?—0 J .' T ~ l ; K ^ " 3 ^ ^ * ^ - i 0 
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4) "fee accuracy o f s t e a d y ­ s t a t e s o l u t i o n i s independing on 

0~ w i t h excep t i on for the convergence and the s t a ­

b i l i t y o f the d i s c r e t e method: the both schemes ( [9=0 and 

l P — i 3 a x e d i v e i g e n t e d , i f S i n c r e a s e s ^ b'Ā.j at T — О 

and converge nonmonously, i f ( Г — О. b ) I P — С t 

f o r e x g n p l e , i f OĻ^i. t ' § * = Ū} "j Ķ , then 

the both schemes are d i v e r g e n t , b u t , i f №v— 4. \J& — U^ijthea -
i f u£j^ i n c r e a s e s the va lue of d e c r e a s e s : I p — 5* 1 = 5 J- j 

±.ю1-Ы±~^оо) ; о. 354 (oi±=4ouo) j 
6) the c o n v e r g e n t r e s u l t with scheme yj P=0) is ob ta ined 
only i f j'b— i- moreover the r e s u l t s wi th scheme ( 2 ) , ( 3 ) are 
more p r e c i s e l y -than wi th c l a s s i c a l cen te r ed d i f f e r e n c e scheme 

rr = i ; ^ t = ) ō d ; k0=jo - fy^r o o ( . ' / \ / = v o ) ; 

3 . 0 5 ( л / = д о ; у ±.541[ix>-=lio)) 1-40 8 so); 

7 ) the c l a s s i c a l scheme ^ ( P~OJ can be d i v e r g e n t i f the 

scheme ( 2 ) , ( 3 ) wi th ļ> - 1 is c o n v e r g e n t : ( J — ' • -V, V x /.'.< 5 

By anothe r i n i t i a l c o n d i t i o n ^f&J~ ^~ ^J the speea o f 
convergence to the s t e a d y - s t a t e s o ] u t i o n is g r e a t e r . 

M o d e l l i n g the s t e a d y - s t a t e s o l u t i o n o f n o n l i n e a r equat ion 

depending on parameters i* j -ŗr- are o b t a i n e d 

f o l l o w i n g r e s u l t s : 

1 ) i f 4. » then the approximate s o l u t i o n i s s i m i l a r l y 
in adv ance ; 

2 ) the e x p l i c i t scheme i s d i ve rgen t independ^- t"l„ n> 

v a l u e s o f parameter IP ( a f^ -= i00} k0~= % А/-  L/С ) 
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but in the са зе Ģ~ — 0 • Ь o r СГ — i ( i m p l i c i t scheme) 
wi th p a r a m e t e r I P = О the c o n v e r g e n t s o l u t i o n i s o b t a i ­

ned i f only Ы— %0(j£ then o s c i l l a t i o n s o f 
the approximate s o l u t i o n w i t h monotonie a l l y g row ing a n p l i t u ­

de a r i s e at p o i n t X к 1. in the BL ( t h i s p r o c e s s c o n t i n u ­

es u n t i l the moment ­fc Д/ when the s o l u t i o n Ьесотез n e g a ­

c o r r e s p o n d i n g l y w i t h / r — 4 . . rC 0 ~ ^ ̂  — 

i f 0^=4000, ЛУ- JŪ, then t 0.5"f О , 
3) i f ļ P ~ 0 the o s c i l l a t i o n f r equency o f the r i g h t - h a n d 
f unc t i on incre ases — V ) j then the s t e a d y - s t a t e s o ­
l u t i o n has a s i n e - c u r v e c h a r a c t e r in "uie space w i t h 2 p o s i ­
t i ve tyrna< v a l u e s and 2 n e g a t i v e v a l u e s , moreover 
the de fo rmab le g r aph o f a s i n e curve in the r i g h t - h a n d s ide 
l^'^O) i s s t e e p e r as i n the l e f t s i d e (ч'>0) : iP~±j 

^ l 0 8iS«- о • 3 л 9 , # ^ = ­ a ь V / С ^ = ­ / 0 о ) , 
exchang ing the s i g n of p a r a n e t e r the max. and min .va lues 

o f s o l u t i o n exchange wi th p l a c e s ; 

then the s t e a d y ­ s t a t e s o l u t i o n 

has the form o f s i n e curve w i t h 4 max. un 4 m i n . v a l u e s : 

4) i f cļ^—stDOO i Ļir~ V ^ then the p e r i o d i c a l o s c i l ­
l a t i o n in time агз o b t a i n e d , f o r e x a m p l e , i f j P ~ i /}./•= 

then the v a l u e s ^j-\rnqA o s c i l l a t e from 0.443 u n t i l 0­5i'4 

wi th the p o i n t £b in time . 

Changing the pa r amete r \> ( 4­/ ^ ® I 4 О О ) ; 

i f oi^iooo, £r-= iP~<T~l , Af^So , t h e n 

c o r r e s p o n d i n g l y ­ = 0..5>0 ; 0.515") O.{0± 

moreover i f i n c r e a s e s the BL a t the p o i n t X ~ "i. g r a d u a l l y 
d e c r e a s e s . I f 0 i­4 dependent oi. the s o l u t i o n <X ( P — / UI j 

40{Ц\) 400 I Ц\ ) 10 0 0 [Ц { ) ) then form a l s o 1he В L 
at the p o i n t )< — 0 and c o r r e s p o n d i n g l y ­



65 

I f ot^—'IOOj ļr~8 ) P — I ̂ I I then the no nper i od i c a l 
o s c i l l a t i o n s w i th sharp po in t ed v a l u e s o f 1^- from -O.-hH 

u n t i l are o b t a i n e d , which o s c i l l a t i o n - a m p l i t u d e s 

and the sh arfr p o i n t e d va lue s d e s c r e a s e s , i f p i n c r ea se s 

( i f P = 40\Ц[ ) 100 I *i\ then c o r r e s p o n d i n g l y ­

I f — U(j-l(J j ^ — [U\ C * n e o the r parameters are 
f i x e d ) , then c o r r e s p o n d i n g l y оЛ= f 0 } 100 ) .jQC С are o b t a i n e d 

^ 

'^нщ^®'^®
1

®'^' moreove r the BL at the po int K-i-
d e c r e a s e s . I f dj_ — P 0 i then the s t e a d y ­ s t a t e s o l u ­

t i o n tends to the d i s con t inuous f unct ion v y(./-J~lj Xcl*.^/ 0 ; 
^ ( 1 ^ — 0 ) because the e x a c t l y s o l u t i o n s 

Changing the convec t i on terms 

the approximate s o l u t i o n has a n o n r e g u l a r s i n e ­ c u r v e c h a r a c ­

t e r wi th the r . teeper r i g h t ­ h a n d s i d e f*4 '< t ) '­' A—C. 5 " j , Ц * ~ ­ ' , 5 5 " 

but at c<­,~ i s obta ined weakly o s c i l l a t i n g s o l u t i o n in 

the middle o f segment ^ C i 1 J where the p e r t u r b a t i o n i n c r ea se s 

i f ^ r i n c r ea se s ( «>h S< Ш , . 

M o d e l l i n g the Yanenko e q u a t i o n ( l ) ^ j < — f 0 j ? ' ~ 

w i t h the both schemes ( / р — 0 and | P —­ i. ) depending 

on jL '4 Pi < /5~J are o b t a i n e d Tv Ш T" ' k 'k t f ! ^ " ' : 

1) i f ^±~1Ь / 4 ­ Х . / then the o b t a i n • r e s u l t s by both 
schemes are i d e n t i c : ­£ ­ 0<OD5~; O.Oi) Ō-0$ — 

b u t , i f ļ - ļ 3 ū , then the s t e a d y - s t a t e s o l u t i o n w i th the 

va lue « *~ ~ О-4 3 3 IS achieved a l ready at ~T^O.0Z ana 

they has & BL nature a t the p o i n t ~ X ) 
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2 ) i f G~~0 5 ) then the s o l u t i o n s w i t h both schemes 

has an o s c i l l a t o r y nature in the з р а с е ^ л ^ ^ ^ С Q J and 

the o s c i l l a t i o n s b e g i n at the p o i n t )C ~ 1 where p < C 

and the max - and min v a l u e s change in the every l e v e l of 
time : 

])±^±,-b=o.oos~; o.ol, o.o$~-

0.1-1-3;±.o+r, 0.9+0, 
%ti*r -оЛш- Ь . э о б ) - о . ж Cte^t), 

V>ļ = 6~y ± = о. 00 у i o.ol; O.05~-
#Д - - ft * ? i"; - 0 • * i r . - с. -i ̂  и p - o, / ?--1) 3) i f С Г - i P — 4- , then the s t e a d y - s t a t e s o l u t i o n Ļ4 ^ 0 

tends to the p i e c e w i s e l i n e a r - f u n c t i o n w i t h the max. ^ 

in i n t e r i o r o f the segment С. О/ (3 moreove r i f J± i n c r e ­

ases the un levenness are p r e s e r v e d in the ne ighbourhood o f the 
p o i n t X = 1 where p < О } i f ļ)±= (3 then the u n l e v e n ­
ness are v a n i s h e d : 

1 , -L = o . o o b 10,01 ; 0. 0 0 -

o-**?-; а.о*з 3 д.*»»**, 
= ō.i>K?; 1.05-*; 1.0 

4) i f ļ P - f l , > > ^ — 1. f then a l s o the n e g a t i v e 

v a lue s appear which v a n i s h , i f ~ t and ^ljj.ncre ases : 

- f c - 0 . 0 ^ 6 " ; 0 , 0 1 , 0.0 5~ — 
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5) i f G~~0, I then both schemes g i v e the d i v e r ­

gent p r o c e s s . 

M o d e l l i n g the s t e a d y ­ s t a t e s o l u t i o n o f F i s c h e r e q u a ­

t i o n ( 5 ) С / С fiY~) = const, ̂ 4(1-y, * * Ч = 

w i t h the e x p l i c i t scheme ( 6 ) , ( 7 ) ( Т ­ О у 'Vf. ~ ^ b ' - ' ^ l 

ļ k * » ~ 4- ) depending- on va lue s of g< .unci 1̂  

are o b t a i n e d : 

1 ) the max, v a l ue o f s o l u t i o n , I е i­n * ™ mii: die o f 
the un i t s q u a r e ; i f o£ i n c r ea se s ( 4 Ķ у 0>5j J 

the va lue o f '4­ reaches at the c o r n e r of scunre 

•^±1^1 ' M w n e r e "the BL i s formed: 

2 ) choos ing ql ~ О v- ob tn ined iA - -' i f 

but i f $ — Й then ^ ~ ­ for ul'. :..r in U, a c c e p ­

t i n g the edges of s q u a r e , wb. re О. 

[iy m o d e l l i n g the Bteady­state nolutior о Г 1 in­ ;r . ro a­

МИ ( 5 ) ļ lL-£ļ- > ; f 1^- < ~ f©< W„> }ō> JlA ĵ 

W i t h AD I liii;thod (8) j depending or: valiu-: ' o f ^ 1 aru 
ob ta ined such r e s u l t s i УЪ ~ О . b J , 

1 ) i f ^ - ' [ - ( 4 ļ , then §т<~ЬЩш* Щ 
BL is formed at the c o m e r o f squure ( 't'^-i) j 

tittWH^WiAo o r ģĻfit W ? z'i0D> 
La. o r L. then 4 ~ 'J--Ō ]~b '-/ шъ: the bounuar. I t 

• r W it f 14 »/ 
a t the edge o f square X£=4 4€ | Я { Ч /С I)'.'/}.r /, \ ШЩ < ) lij/­



3) if r increases, the BL and the value of ̂ M ^ x decreases 

If coefficient Ы. is nonlinear, for example, 

JrZ- 4O0+4OO\Z4(d*z\ , then 

and the BL is at the edges of square 

If the coefficient 0 is nonlinear, fо r ex дар le , 

then the . hoi:u! ary l^'u­ , diminishes in the 

direction of 

©ft 

­axis, if Kft increases and 

In the case of Burgers equation (5 ) С E J £ ^ — Ц. 

depending on o/^ n — oC are obtained such results: 

%mou~ A• 6 0 3 (oL -40) • dL. .96 0 ( = 4. 3 o o (V= A"o, 
Ы-ioo), O-Л/оО (ex = 'ļOOOj_ 

The BL with max. value is at the corner of square 4) . īī 
oC increases the classical method can not be used, for 

example by J - X.0 , Л 4 = = Я О ((Ь ~= l ) , tfō = 0. 1 
the approximate solution with sharp pointed value at the cor­
ner fi-ļAj converge gradually to the steady-state solution, 
but if oi~0 0(. /3 ~ 4-. 5) / then the method is divergent. 
The divergence is very rapid, by A/ļ= ^/Qjļļ~ 5~Ō (у* ~3j . 
The parameter is the best for convergence by 
because the process is divergent, if k. c — 0-45~ m 

then the BLmoveSjand by a/^ — 4000 / Ч2. — 0 it is at the 
edge Xj_ = 4. of square. Changing the coefficients <Jj_ŗJ.^ 
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values, depending on fceU' signs are obtained BL of ļhe 
some character as in the linear case ( О({Л]= const ^Icond). 

11 is possible also to model in time oscillating pro­

cesses, for exanple, if Ķ — 1QQ 4{Я I^Tt^Ain^ K^^OO^t) 

these solution changes in time from positive max, in the 
BL at the point (ij i.) until negative min. in the BL at 
the­ point (OfO) (the oscillations period io С. С 'h time units). 

Рог the Sanarski equation ( 5 J ( / P = i , - < ' ' 1 ' 4 " ' - 0 j 

obtained results are strongly depending on purene ter:' в.Х/ К,,, 
If &^i>)X­3 , ^o~5~Oi /\=5~. I , / — 1 ; then the p arabc 1 ­io rm 
solution begins oscillate and slowly localizes in the time . 
similarly is the approximate Solution by '--—'J- Х~Ц \ tU "/> 0 / 
ft­­ but if 7L g &C Ь-'hj J J Ж ; i then the loca­
lised 3 o lut io n ̂ "'-f- not t."t 
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NUMERICAL INTEGRATION BY FINITE­DIFFERENCE SJESKODS 
№R SOMB ГГОВШ.13 Off LINEAR AND UONLIN^AK 3 ī'STBf­S 

OP DIFFERENTIAL EQUATIONS 

Ufa consider the application of monotone difference! 
schemes to the solutions of some, linear and nonlinear on ­ ­
dimensional and two ­d Jmenu ional in it i al ­to und I.RJ value p rob 
lems for parabolic type systems of partial 3 £Tfe rent ial oqu 
ations . 

1. The nonlinear Ыя> ­­dependent one ­вр ас с -\ Ша n.' ion til 
problem G an be written in the vectorial forni 

'•iep. с о •! f f iC i> • n t« in at r JLx °i / ^ ^ 0 • ' ore /77 .ad 
fur.ct Lcr;­vector £ depend on X( U f bufd'A. ( U ­

tho vectore of orde г *W ), 
The corre&pon'­ ing 1 ivc r­ t"j-.- version o* uqunLdLoii.; S j - . t t u r . 

(1) for vector niffexfiuou scheme £ 1J is 

О 

where if"
1 , h • . <f>/ - denote tKe discrete uŗ r.rox Nation о Г 

^ / ,£/ У a* tae point X
­

^ X t­ •: .t t.b. t~tn = 

0£ (Г* 6 4. ­ the puramoter of schemes, 

a j.o n, 

the coefficients­matrix of differences ЯСЬОК»ОЙ , 
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f u n c t i o n - v e c t o r s , 

zt~ ol$~^ Ļi - the mat r i x o f o r d e r Yft , 

SU)= 2 r ( ^ x p ( 2 j - £ ; - f = (uptehE)-1*, st-z)*S($f?:t 

' the m a t r i x - f u n c t i o n s f o r the scheme , 

- the number o f mesh p o i n t s , 

*£Г| у '111' - the time s t e p s i z e and nonuniform g r i d 

mesh s i z e s : 

9C' , ļ Ļ- and ^ V a l u e G 0 f mat r ix i), oĻ 

and v e c t o r s in the c o r r e s p o n d i n g mesh i n t e r v a l s 

CX tLl,X t) and ( *t t * t+4 ) • 
The d i f f e r e n c e e x p r e s s i o n A^c' a n d t J i e r i £ h ' t - * l a n c ļ 

s ide funct ion f̂ ' can be w r i t t e n in the o t h e r fonn , where 

The both forms are e q u a l jbec ause the m a t r i x - f u n c t i o n 

o f the s i m i l a r mat r ix и oL Уъ- and 

are i d e n t i c a l ( J (ptjC|)* I) M*(f}t n ) ) [2J-
Here £ is the i d e n t i t y m a t r i x . 

Since the m a t r i x - f u n c t ions 3 С i ^ ) a s s o c i a t e d with the 

mat r i x 1— <^))~ j\ have n o n n e g a t i v e e i g e n v a l u e s we o b t a i n 

Д T > Q and the v e c t o r d i f f e r e n c e scheme ( 2 ) i s 

monotone. The scheme ( 2 ) g e n e r a l i z e s -frie c o r r e s p o n d i n g rr.ono-

tone d i f f e r e n c e scheme i n the s c a l a r с а з е £l3' ' ^ n e presence 

of m a t r i x - f u n c t i o n s S ( ^ ) ) ""(^0 in the d i f f e r e n c e o p e r a t o r 

A and in the r i g h t - h a n d s i d e v e c t o r - f u n c t i o n s F̂ " ensure 

in the case o f p i e c e wise c o n s t a n t v a l u e of f u n c t i o n ^ 
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and i ļ-(' t h e e K a c t discrete approximati­
on of steady-state boundary value problem ( 1 ) ( 

The matr ix - "unct ions S(7L), ^(^) are calculating on the 
spectrum of the matrix 2 : [_2 J . The implicit f inite-d iffe -

rence scheme (2) with G " ^ О '­an be solved Ъу vector­fac­
torisation method for tridiagonal i:/s terns [ 3 ļ i and the 
scheme (2) with G~ = J_ i' .haoVjt;. Lj stable. The stabi­
lity condition in the case of с or. о tt­mt coefficients end regu­
lar w:.!hC3 has the torn­ l| \) || K 0 ( ' / - < ^ ) W Q X f > K j < 1 , 

i if ( 4 ^ k . < i n J 

••"-re ^ - ^ W ^ C l h ^ A ^ / ^ ^ X f c - t h « eLj­.r./«lues of the 

Fj computing S(~2R) i Г ( ' 2 r ) on the spectrum of the 
r.atrix ž w U K Г*) — Z, . *L' :>t 

re Л L ) ~ fch

'' ­̂l ­il'ie.
r 

( 3 ) 

I f 

­ u 

t ļj -ел of t i n . it ri>: 

J. 

t h e r O i e lge tff i 

К К, х г ) = C K N ) -

i f 

and 

then D = o 
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I f X ^ - <X-\-l*$r, h^-ū - t h e c o m P l e x e i g e n v a l u e s 

then D < 0 ; a = C ^ r ^ J ^ / $ 3 = |/(D| (I 

- the r e a l and imaginary p a r t s o f complex 

number 5 • ^ ļ 

The approx imat ion e x p r e s s i o n s o f S(C)ļ P(£.), S (£•) / 

a r i wi th ( £ / ~ 10 a r e 

, - 1 

<r'(£j = (o.S4 £/з + £ г / * + ^ J / 3 о ) , 

We w i l l c o n s i d e r s o l v i n g the e q u a t i o n ( 1 ) s u b j e c t to the 

Neumann type boundary c o n d i t i o n ЛЛ^(О)— О • The s t e a d y -

s t a t e equa t i on s system ( 1 ) w i t h p i e c e w i s e cons t an t tf/^i^. 
с an be r e w r i t t e n i n the form 

( 5 ) 

( б ) 



as 

Let us c o n s i d e r an i r r e g u l a r mesh formed by mesh p o i n t X c ' 

(XcT'^l^J Х : Г К A ) V = £) аПй
 i n t r o d u c e t h e mat r i x 

. u n c t i o n ^ , ( x j _ ^ i £ Щ = е к р ^ Srcx-x c;J^ 

Then e q u a t i o n ( 6 ) can be exp res sed l o c a l l y in the s e l f -

ad j o i n t foim , , i 

I n t e g r a t i n g o v e r ( I £ * j £ = О у & j ^ - ^ 

and ucin^; /Ы ( 0 ) ~ 0 w e o b t a i n the vec t o r equa t i on of 

b a l a n c e Xx/ < 

• ?~Ļ>C)— W0X^ - the c o n t i n u i t i e s v e c t o r - f u n c t i o n , 

V/e see that the f i r s t d i f f e r e n c e equa t i on ( 2 ) contain.:- the 

d i f f e r e n c e o p e r a t o r A 

and the v e c t o r - f u n c t i o n 

S i m i l a r l y in advance the d i f f e r e n c e e x p r e s s i o n 

and v e c t o r - f u n c t i o n 

г (ъГ tftigļ )ļ)- Г ļ 
1 ( Ю ) 

approximate the d i f f e r e n t i a l equation-- ( 6 ) at the p o i n t 

^/lA >/~ ~ ^ ^ / V - l ^ Alz-l̂  J " i t h t h e boundary c o n d i t i o n 



96 

where 

£ ( г / л ; = s f t ^ j г Д V f * { % , \ ) ь , 

o r „1 

S fe (5 ( ч / Ч ) ef t + s (\,\) E) -

S i m i l a r l y _ ^ . . _ ^ 

The presence o f m a t r i x ­ f u n c t i o n s ) s\~~~^fa) in the 

e x p r e s s i o n s ( 8 ) , ( 10 ) f o r j

 and t h e fonn V̂y 
/ 1 ^ у С— Д/Д/­Д. and ( 9 ) f o r d i f f e r e n c e e x p r e s s i o n s ^^-^j 

/ \ л ^ ensure in the case o f p i e c e w i s e c o n s t a n t <41 )i ^_ 

the e x a c t d i s c r e t e app rox imat i on o f equa t i on s ( 6 ) wi th boun­

d a r y c o n d i t i o n s u [ ( o ) - o , u ' ( £ ) ~ o , 

2 . The n o n l i n e a r t ime ­dependent t w o ­ s p a c e ­ d i m e n s i o n a l 

prob lem i n bounded domain ( 0 ^ Х ^ ^ £ ) О 4 4 Ci /* 

с an be r e p r e s e n t e d in the v e c t o r i a l form 

Эк +.МЖ-+ I \ + / 
( I D 

By, computing m a t r i x ­ f u n c t ion on the spec­

trum o f the matr ix ~2z w i t h ГЦ •= 2^ we o b t a i n 



where the c o e f f i c i ents -matr ix •< , у >0 , V ? 0 o f 

o r d e r Щ and funct ion -лгесtor 1, depend on j &i f 

D4JD*x) ^^ļ^^Z (1(4 - the v e c t o r s o f o r d e r >ц ),~tžO, 

The co r r e spond ing monotone v e c t o r ­ d i f f e r e n c e scheme can 

be w r i t t e n in the form [_2~j 

where­ *Ч. •. f . . . • • denote the d i s c r e t e ā n p rox imat ion o f 
3 T \ N LJ (U 7 0 

/ W / *-* T H E R N C ' " ' H P O I N T ' M L ) * Щ > *Ļ ) A* 
time ) 0 $š 3* 1 - the parameter o f rchemes , 

- tho nun ber of mesh points, 

i ^ H . > • ) ^ 2 | + y(j«i y o) 

(u-r- с*/ 
^ V i " I C..­ ' ­ the voluen of functions­rn .vtrix £ i n 

+, »„• • + хОп f / W 4 
the c o r r e s p o n d i n g p o i n t s ( Л 4 ' ­I / ' » *W * *& '> ^ 
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and M O O 10 

~ I X> ACQ 

( t h e o t h e r s parameters are p r e l i m i n a r y ^ 
where 

4> 

(14) 

The s t e a d y ­ s t a t e s o l u t i o n o f e q u a t i o n s system ( 6 ) wit: :омпла­

r y c o n d i t i o n s M (0) — 44 (ij —Q с an be w r i t t e n in the f o l l o ­

w ing a n a l y t i c form 

*" ft. x F ~ ("ptetj-Efcyto-E)1

 (16) 

­ the m a t r i x ­ i ' u n c t ion a s s o c i a t e d ­vith the matr ix 2 ( 
the paramete r ) . 

The both forms o f s o l u t i o n are i d e n t i c a l , bee ause the t:iat­
r i x ­ f u n c t i o n o f the s i m i l a r matr ix •) 'o^ and ->i )) ̂  

/ l)"tol ^ ^ ( t f ^ j l) ) i s equal. 

The d i f f e r e n c e scheme ( 1 2 ) w i t h p l e c e w i s e cons tan t 

f unc t i ons < ^ ^ , | i s not e x a c t . The d i f f e r e n c e e x p r e s s i ­

on A^- approximate the 3 t e a k y ­ s t a t e d i f f e r e n t i a l e x p r e s ­

s i o n with the t r u n c a t i o n e r r o r of second o r d e r . The scheme 

w i t h 1Гф 0 may be s o l v e d L„- ^ a p p l i c a t i o n of a l t e r n a t i n g 

d i r e c t i o n methods . 

3 . The r e s u l t s o f numer i ca l e x p e r i m e n t s in the r e g u l a r 

mesh were o b t a i n e d f o r one­dimena i o n a l prob lem ( 1 ) by c o n s i ­

d e r i n g l i n e a r and n o n l i n e a r e q u a t i o n s . The numerica l r e s u l t " 7 

a r e obta ined in the form of t ime dependent g r aph i c on computer 

13Л PC - 3 8 6 s c r e e n . 

As example o f l i n e a r model wi th c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s 

o f problem ( 1 ) i s Ю ­ & / I ­ 1 > 

I Z ) J ^ i ^ O 1o) > l ) (13) 
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Р АЛ (О) — О ) ) ~ О , t h f c n 

З к ( * ) * 5( - О Е" - f €хр f i g - exf (Щ 

but, 1Г ц(0)-=-0; a'(/'l)-Oļ then 

:«V Cofflputfnf "the m at rix -f line t ion (Zr) on the speetri 
о Г the nut rix Z; similarly ( 3 ) ro ret 

w l . f : j - th • ei; ' n V ' . l'ies of the :uatri;-- p of 

L £ Г 1 ' • e osre .:ŗc: i:':„ express ion to (le) , (17), are 

Гп th- очи of the w:tr. 1" (1,) , (1С) W get ( X - 0 - 6 ) 

[) =• 16.64, Л г - 2 .6 39607Й, = -1. 4396078 , 

Ķhf&*') ^ с . ^ в э 1 г ) , ^ > 5 ( \ ) 

^.(ЧЛ*) = 0.1l3ir,7, ^ = О .00 951^ , 

/ -\ / О .1086 )С \ 

In the e ase of (17) 

ti of (18) 
, л ,-\ / e .12017 
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I n the c a s e o f the example ( 1 4 ) , ( 1 6 ) we g e t 

2,,, = J W . Z j - = 20 , 2 ^ = 0 .2 , Ъхх = 2o , D = 30 .10 , 

> 1 = 1 0 0 . 0 5 , Ь г = 1 9 . 9 5 , 30lS-(\) = ° ' 3 ' § 0 . s ^ S Ķ 0 - " 5 9 9 5 3 4 , 
/ ^ \ / 0 ,0045091 \ 

4(°-S' = ( 0 .002 4547 j 

O b v i o u s l y t h a t the s o l u t i o n ( 1 5 ) , ( 1 6 ) i s e x a c t fox-
d i f f e r e n c e e q u a t i o n ļ\.U -f> 'fī^ 4з 0 o f 

because 

Рог the numer i ca l r e s u l t s in the d e s c r i p t i o n are usetitf­" 
f o l l o w i n g d e s i g n a t i o n s : 

и V) ц di „ N 
(min) and maximal (max) v a l u e s o f numer i c a l ste any ­t= tate ; : o l u ­

*i i 4 ~ the valuer, o f numer i ca l s t e n d y ­ я t a t e . : o l u t i ­

on ^ ( , I at the p o i n t ~ 6 . 
M o d e l l i n g the s t e a d y ­ s t a t e s o l u t i o n ^ T —e?J of l l . : e : r 

e q u a t i o n ( 1 ) wi th c o n s t a n t c o e f f i c i e n t s ( 1 3 ) o r ( 14 ) Ь; оЪ,­• 
t a i n e d , t h a t the numer i ca l s o l u t i o n H О ( Л / = 2 ,10,2o) 
i s approximate e x a c t l y wi th 8 d e c i m a l p l a c e , aud Lf 4 (0)-4 (l)­o 

A / = ^ 0 , t h e n 

йД1 ­ 011491 , ^ = 0 . 0 1 1 4 0 , ( 13 ) 

Л7 W = 0.00 894, ^ = 0 .00 393 . ( 1 4 ) 

As exemple ( 1 3 ) in the case o f boundary c o n d i t lone ц (о) = и (ļi= Q 

we o b t a i n not depending on the mesh ( hi = d i 5 ; 9; 11) 

3 ( % 3 j = 1 .51199, 0.12Я97 3. 

i f D< 0 then the s o l u t i o n has an o s c i l l a t o r y nature 

i n the s p a c e . V/hen M ( 0) ~ M (1J = Q } \) - E ,ct14 ~ ^ * О ) 

^ ļ ^ ^ - C ^ A O , then J = £ ^ , 
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и ­­ ­С .02756, i/ ^ = 0.2247';, </ = 0.15­">7С, but if 

^ t ^ V ^ o (4^v.o>, t:..r. m s o l u t i o n s ^>> f ' 
mutually

 (

xc}.'in^u . 
Io the с нос of piece. i.:e о onu tarit cofcff ice ints we con ­

alder: the c:­.un>plu ( 1 ч ) with the factors ^ ; jfX 

*.l if X ? 0 . 5 " then :.utetitutc ' ^ / ^ , ^ / / ^ ш б 

\ \ \ \ for Ч
1 / " a&d £ iv­'i ectivel,, . ;,;0<;eII flriu 

i • te adj t'it< lol'^ion of linear equations ( 1 ) v; ith piocev. iao 
с i.. 1Л : tui.t eoe fi'if ien t; . . i r e • btaine t the EO^lewipg exact re­

­ u n a £ | « i , 4(0) ~ U(1) ­ G ) . ; 

1 ) if th,, ^ ^ o ««d 

= с .00°4 r ij -• °-C)i M У1 = п . о ' Д 1 " , = 0*01844, 

^ = G.rO^T", у • ­ ( .CC2 1Г)5 ( Л / = Ю ) , 

2) if |.* ­ ­*0; then # > 8 ana 

5 ^ ' = 0 .002? 34 ( A / = 2 C ) { # ., ( .3 4054, AJ Ш = Q4&j0, 

у ­=o.uf 4­172, ^ ­ с. .c Ē '! ( Л/ .­ 1С), 

3) i f f * = 10 = 400; lŗļ^it th,n ̂  }o ond 
= * * * * * = '* 0 ' C C 1 , 1 5 7 -

; / ft) (i) 
KJK = 0 .00 4210 (Л/= - ' 0 ) ; </ n M < = С.0 3б07, = 0 .0196 4, 

= 0.0Г:Я157, ^
U /

= 0.CG4218 (А/ = Ю ) , 



Ю 2 

j then v a l u e s *j / ~'4 are such as in the 

case Д/ = Ю , ft = 2o, 

5) the s o l u t i o n has the boundary l a y e r a t the p o i n t X~=1 , 
but in the c a s e = - 1 0 , = 100, £{ = 1 a l so at 

the p o i n t X­ = 0.5­ j\ , . 

'l!hetxoiz1 = 2 0 0 , then T I Jf 4 О and 

1 ) i f l e < = - 1 0 , = Ю 0 , If = 1, then 

= 0 .05062 , 4 ^ = ­о .02811, « > 7 = 0 .01000, 

­0.00 515 ( / l / = 2 o ) ; = 0 .04500, ( 2 y = ­ 0 * 2 500 , 

= 0 Л Ю 0 0 , J * * * - ­0.00515 ( / / = 1 0 ) , 

2) i f £oC = ­ Ю , = 100, / f = 10, then (/V = 2o) 

= 0 * 0 5 4 2 4 , ^ = ­ 0 * 0 2 8 1 2 , 

Sfl^ ­ 0 .0054­2, = ­0 .00264; 

t- - P f \ -(1) 
(when ļļ- - Ļ ( * t / , then £ = 0.00 50 3, ^ = -C .002 51 

and the d i f f e r e n c e e q u a t i o n — 0 i s no t ex ас t ) . 

M o d e l l i n g the s t e a d y ­ s t a t e s o l u t i o n o f n o n l i n e a r equat ion 
(1) i n the b a s i s o f the e x a n p l e ( 1 3 ) £ 4 J we c o n s i d e r the f a c ­

tors ik»?* 'iff i te*xft^Kr^ iu-
= - 1 0 0 tiiU. Ur' o f p r o p o r t i o n a l i t y fo r o/Hj ^ , 4 , V , , . 

f i T • The numer i ca l r e s u l t s are the ­ O J . I O ­ : 

1) i f £ ­ f = ­ *• J then 

= 0­9687, ^ = ­0 .01001, = 0 .00814, 

= 0 .9687, = - 0 .00154 ( Л / = 1 0 ) , 

( i f £*• depends on f( £J , then 

jĻļ* = 0 .9738, = - 0 .01097, = 0 .00870, 

j p 4 = 0 .9738, = - 0 . 0 0 1 57) , 
frj (*/ (г/ 

= 0 .9708, £ ^ = - Ю . 0 1 0 0 6 , Д Д / = 0 .00864, 
= 0 .9698, = -0.00157 ( / \ / = 2 o ) , 



юз 

г 0 .99931 , 

Л"! - 1.0008, 

= 0 .99987 , 
О 

3) if 
0» ) * т 

1 .002 4, 

Г • 1.0001 , 

(< / 
1.00] 5, 

- / 

Г = 1 .сюсо , 

2 ) i f У = 10,Г ­ 1 , then 

Л/ P i = 1.0007, « ' ^ = ­0 .00766, V = 0.00719, 

= ­0 .00028 ( /V 7 = Ю ) , 

<4> . = ­ 0 . 0 0 583, </ = 0.00 546, 

4 < Z ) = ­0 .00020 ( Д/ = 2 o ) , 
J f I 

ЮС , Г " 1, then 

= ­0 .OG726, Ч ' = 0.006f f i , 

у ' 1 ; = ­0 .0002 ( Л/ = 1С ) , 

= ­О .00 4 40 , -ļf * = 0 .00 4- 7 , 

= ч; .0001 ( Д/' = 2о ) , 

4) if" t ' ­­ \ Ш ­­ / б , then 
14 J ' (i­) f*J 

i/' = 1.0000, Ц . = ­Г .00416 , 4 = 0.ОС 395, 

<^' ; = i . , « ^ i = ­0.00002 ( А/ = 1 С ) , 

' 1 ­ 0 0 0 0 ' • ­ ° ­ с о ' б З . |Д/ = С .00355, 

у''' ' = 1.0000, ^ "С1 .COCCI ( Л / = 2 0 ) . 

.-•.I,. /л , Ļ\I-.IR.( . { Ļ ^ L l ^ K p L K L , V - 40 , 

trier: < / ' ' ' Q a u t i 

i ( „ , ж 0 . 9 9 8 1 , Ц , = ч. .0127, =0 .ОСб . ° , 

м = 0 .9796, # 1 ' = -с .сю з • 

'</>.• п 4 Ч. = - 1 0 , (the и the г.: ŗ .Žanete г arc pre l iminary ) then 

•4 ^ £ 6' sand Ц = 1 .00Ю, u ' . ' = ­C .0127, 

>J' ' = О .1810, ^ = 4j ЛЮ2 . 

1­я the case o f the boundary c o n d i t i o n s <U (O) —0/ Mil) - 0 

<l{,/ m 0.98597, ,1
 1 = 0 .or%4, 

h u t , i f ч i 4 ) - Ь, a V ij - о, then *f 4- с / jf 4 к С' ш < 1 

и
 [ Л ) = 1,0009, « Г г ; * чэ .01225, ' 

jjĶ/ = 0,99047, у 1 * ' = ч? .00661. 
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DAŽU LINEĀRU UN NELINEĀKU PROBLĒMU SKAITLISKA INTEGRĒŠANA AR G A­
LIGO-DIFERENČU METODI DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMU SISTĒMĀM. K a l i s H .// 
Matemāt i ska m o d e l ē š a n a . Matemāt i skās f i z i k a s l i e t i š ķ a s problēmas. 
R i g a : LU .1994 . 

Apskat ī t a monotono v e k t o r u - d i f e r e n č u shēmu p i e l i e t o š a n a dažu 
l i n e ā r u un n e l i n e ā r u v ie nd ime ns i j u un d i v d i m e n s i j u sākuma un ro­
b e ž v ē r t ī b u prob lēmu a t r i s i n ā š a n a i d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o j u m u s i s tēmām. 

B i b l . 4 nos auk. 

NUMERICAL INTEGRATION BY FINITE-DIFFERENCE METHODS FOR SOME PROB­
LEMS OF LINEAR AND NONLINEAR SYSTEMS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS . 
K a l i s H .//The mathemat ica l s i m u l a t i o n . A p p l i e d problems o f mathe ­
m a t i c a l p h y s i c s . - R ī g a : LU .1994 . 

Monotonous v e c t o r - d i f f e r e n c e schemes are app l i ed to the s o ­
l u t i o n s o f some l i n e a r and n o n l i n e a r one -d imens i o n a l and t w o - d i -

i mens iona l in i t i a l - b o u n d a r y v a l u e p rob lems f o r systems o f d i f f e ­
r e n t i a l e q u a t i o n s . 

Re f . 4. 

ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ ЛИНЕЙНЫХ И НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ 
МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ РАЗНССТЕИДЛЯ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ. 
Калис X.//Математическое моделирование. Прикладные задачи мате­
матической физики. Рига: ЛУ, 1994. 

Рассматривается применение монотонных векторно­разностных 
схем для решения некоторых линейных и нелинейных одномерных и 
двумерных начально­краевых задач для систем дифференциальных 
уравнений. 

Библ. 4 назв. 

I n v e s t i g a t i n g the s o l u t i o n s o f the re a c t i v e ­ d i f f u s i v e e q u ­

a t i o n s ( 1 ) o f biosystem ^ 4 j c a n be o b t a i n e d the s t a b l e space 

s t r u c t u r e . I f \Ļ, = 0.012 5, — = 1, << - 0 , f*"= 

= цЩ iStAto Л<>- (uW/в -uV), ļ(*Ļ ( a/1>-L - 0. 4 «<») M & , 

l-J'5~I I4l(0)— — 0 } then the s t e a d y - s t a t e soluti-ļ 
on has a p e r i o d i c o s c i l l a t o r y nature w i t h 3 max . and 4 min. 
v a l u e s ( Л / = 40) i 

И (О =0 2-, Ц (V = 9 . 5 , U(Z> = 9 . 0 , 4 C V = 1 0 . 7 . 

С7ГИЙХ. Зпип RFRBTĻF. 
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G.Lurins 

Latv i j as Un i vers i tates 
Matemātikas un informātikas institūts 

DATORPROGRAMMU PAKETE AKSIALSIMETRISKAS ŠĶIDRUMA 
KUSTĪBAS SKAITLISKAI MODELĒŠANAI CILINDRISKA IErARTA. 

Viskoza šķidruma kustību cilindriskas -formas traukā 
(skat. i.zīm») izraisa trīs dažādi faktori -

I> ārējās temperatūras gradients gar trauka sānsienu? 
2) trauka centrā šķidrumā iegremdēta c i l i nd r i skas 

formas stieņa vertikālas vibrāc i j as ? 
3/ trauka vai stieaa rotācija ap savu asi. 
šādas kustības ska i 11 iska i modelēšana i , pama toj оt i es 

uz darbos /1,2/ izklāsti to skai 11 isko a I gor i tmu, izstrādā ta 
datorprogrammu pakete IBM PC t i pa personā laj īem da tor i f̂ rn , 

Programmu paketes aprēķinu dala r e a l i z ē t a programmē­
šanas valodā FORTRAN, bet servi sa dalā i zman tota ar i v a l o ­
dā С un graf isko programmu pakete GRAFGR, 

Programmu paketes darbIba sākas ar reklāmas­ī zveines 
lapu < l .zīra. J , kurā iespējams i zvēlē t ies darba, režīmu ­ Sā ­
kot darbu ar paketi, jāizvēlas režīms СJauns aprekins>.Pie 
sī režīma izvēlēšanās nonāk pirmajā no četrām dialoga ~e 
tīmā red īgēj amām ievaddatu lapām-tabulām- P i rmaja tabu!ā 
( 3.z īm. / var uzdot apgabala izmērus, trauka ro tāc i j a s 
f rekvenc i un i terāc i j u hidre-d inami ka— temperatūг a s; a. i ru ­ J a 
iterāciju skaitu uzdod vienādu ar 0, tad uzre iz nonāk pē­
dēj ā ievaddatu tabulā ( 6.z īm=) h idrodinam īskajlem pa га­
metriem. Ja gribat ievērot arī temperatūras ietekmi , tad 
j āuzdod i terāc ij u skaits atškir īgs no О un nenāks i e t 2 . un 
pēc tam arī 3. ievaddatu tabulā ( 4 , 5 ,zīm.; si 1tiwpracesu 
рагате tru un robežnosac īj umu uzdošanai ­

Pēc hidrodinamisko parametru uzdošanas 4 ­_ tab­1 ā С 6. 
zīm.) l i e .atāj am , kurš nav spec iāli sts programmēšanā un 
skaiti i sfc £ j ās metodēs ­ ir iespēj ams veik t sēr i j ve ida aprē­
ķinus p l t

 riā f i z i kālo parametru vē r t ī bu d iapazona be z 
skaitliskā algoritma parametru mainas, 

Lietotājam, kurš orientējas ska i t l i ska j ā s metodes, i r 
iespējams izmainīt arī skaitliskā algoritma parametrus,ku-
r i apkopoti atsevišķā tabulā ( 7,z lm»>. 

Pēc visu parametru uzdošanas sākas aprēk ins. Aprēkina 
laikā uz displeja ekrāna red zams 2-_zīm. do ta is a t tē 1 s , kas 
ļauj spriest par skaitļošanas procesa gaitu» 

Aprēk inu rezu1tāti tiek izdoti uzskatāmā formā grafi­
ku un integrālu skaitlisku lielumu veidā , kas a t v i e g l i na 
to analīzi un ļauj lietotājam operatīvi mainīt ievaddatus 
vēIamajā virzienā. 

Katram aprēķinu variantam tiek izdoti i z o l ī n i j u gra­
fiki hidrodinamiskajai strāvas funkcijai, r o tāc i j as momen­
tam, temperatūras laukam , temperatūras gradientam radiā lā 
un z - virzienā un ātruma modulim ( skat.8—13-zīm-). 

Pēc izolīniju graf i к iem seko ci i vas 1 ap as ar dažādiem 
skaitliskiem lielumiem ( 14.zīm. >, kuri var būt noderīgi 
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1 ī e t o t ā j a m , v e i c a t r e z u l t ā t a a n a l ī z i . 
Līdz a r pēdējo r e z u l t ā t u l a p u 1 i e totā jam t i e k da ta 

i e s p ē j a i z v ē l ē t i e s nākoša d a r b a rež īmu.Tagad jau v a r i z v ē ­
l ē t i e s j e bku ru no p i edāvā t a j i em rež īmiem. 

I z v ē l o t i e s režīmu <Turpinājums> , t i k s t u r p i n ā t s a p ­
r ēķ in s j a u i e p r i e k š uzdota jam ap rēķ inu va r i an tam. L i e t o ­
j o t šādu pakāpenisko tuvinā jumu metod i , v a r uzskatāmi pār— 
1 i e c ī n ā t i e s par s k a i t ļ o š a n a s p rocesa konverģenci un b e i g t 
aprēķinusч j a a t š ķ i r ī b a s s t a r p d iv iem sekojošiem t u v i n ā j u ­
miem i r p i e t i ekami mazas- Aprēķinus v a r t u r p i n ā t a r ī c i t ā 
aprēķinu s e ansā , j o r e z u l t ā t i t iek automātiski s a g l a b ā t i 
uz d i s k a . 

I z v ē l o t i e s režīmu <Apskate> v a r v ē l r e i z ap lūkot a p r ē ­
ķ inu r e z u l t ā t u s . S ā j ā rež īmā apskatāmi a r ī i e p r i e k š uzdo t i e 
• f i z i k ā l i e parametri -

Datorprogrammu paketes s e r v i s a d a l a i z s t r ā d ā t a a r ī 
k r i evu v a l odā un l i e t o t ā j s v a r i z v ē l ē t i e s , k u r a v e r s i j a vi­
dām ērtāk l i e to j ama . 
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Skaitliska algoritma parametri uzdevumam ar vibratoru 
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DATORPROGRAMMU PAKETE AKSIĀLSIMETRISKAS ŠKIDRŪMA KUSTĪBAS 
SKAITLISKAI MODELĒŠANAI CILINDRISKA IEKĀRTA- G . L u n n s // 
Matemātiskā modelēšana . Matemātiskās - f iz ikas l i e t i š ķ ā s 
prob lēmas . - Rīga=LU, 1994. 

Darbā a p r a k s t ī t ā datorprogrammu pakete pa redzēta tem­
pe r a tū r a s g r a d i e n t a , v i b r ā c i j a s un r o t ā c i j a s i z r a i s ī t a s 
šķidruma kus t ī b a s s k a i t l i s k a i modelēšanai c i l i n d r i s k ā i e ­
k ā r t ā . Nav nepiec iešams būt s p e c i ā l i s t a m programmēšanā un 
s k a i t l i s k ā s metodēs, l a i a r š ī s paketes p a l ī d z ī b u ve iktu 
s ē r i j v e i d a aprēķ inus p l a š ā - f i z i k ā l a parametru v ē r t ī b u d i a ­
pazonā. 

B i b l . 2 , 15 zirn. 

ПАКЕТ ПРИКЛАДНЫХ ПРОГРАММ ДЛЯ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 
ОСЕСИММЕТРИЧНОГО ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ЕМКОСТИ 
Луринс Г ­ Р . // Математическое моделирование. Прик ладные за­

дачи математической Ф И З И К И . Рига :ЛУ , 1994. 

Описанный в работе пакет прикладных программ предна­

значен для численного моделирования . движения жидкости в 
цилиндрической емкости, порожденного градиентом температу­

ры, вибрацией и ротацией.Нет необходимости быть специалис­

том па программированию и численным методам, чтобы с по­

мощью этого пакета проводить серийные расчеты в широком 
диапазоне значений Физических параметров­

Библ. 2, Р И С . 1 5 . 

SOFTWARE FOR THE NUMERICAL SIMULATION OF AX IALLY SYMMETRIC 
F L U I D FLOW IN CYLIDRICAL VESSEL. G.Lur ins // Mathematical 
m o d e l l i n g . App l i ed problems of mathematical p h y s i c s . Riga: 
LU, 1994. 

The so f twa r e d e s c r i b e d in t h i s paper i s s u i t a b l e f o r 
the numerical s i m u l a t i o n of f l u i d f low in c y l i n d r i c a l 
v e s s e l induced by temperature g r a d i e n t , v i b r a t i o n and ro­

t a t i o n . I t i s not neces sa ry f o r the u s e r to be a s p e c i a l i s t 
in programming and numerica l methods to ca r ry out series 
of c a l c u l a t i o n s in a wide range of parameter v a l u e s . 

Ref. 2, f i g . 1 5 . 
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Andrejs Reinfelds1 

Institute of Mathematics of Latvian Academy of Sciences and 
University of Latvia, Turgeņeva ielā 19, LV-1524 Rīga, Latvia 

Invariant S e t s for Noninvertible M a p p i n g 

0. Introduction 

The aim of this paper is to derive invariant manifolds results for mapping in Banach 
space to corresponding ones for noninvertible mapping in complete metric space. 
The consideration of invariant set for mapping is of interest in itself [7, 10, 12, 13, 
17], however they are useful for obtaining various conjugacy results [2-6, 8 9, 13, 14— 
16]. Moreover some problems of biology [2], numerical analysis [8], electrotechnics 
|l], mathematical physics [6, 9] require results for invariant sets. 

1. Main results 

Let X and Y be complete metric spaces with metrics p\ and p2> respectively, and let 
S be a topological space. Consider a continuous mapping T : X x Y x S —• X x Y x S 
where T(xt y, s) = (/(z, y, s), g(xy y, s), <г(з)). 

Let there exist mappings ф : X —• X and tp : X —• X such that ф о (p — idXļ 

Pi(ip{x)y (p{xf)) < vp\{x, x') and f(xyyys) = фоф(хуууз). We will make the following 
hypotheses: 

( H i ) pi(xy x') < аи~1

р1(ф(ху у, s), ф{х\ y} s)), where at > 0. 

(H2 ) Р1(ф(ху у, s), ф(х, 2/, a)) < р»р2(у> y'). 

(H3) P2{g{xtyys)ig{x'yy
,

ys)) < ypl(xyx
,

) + 6p2(yyy'). 

(H4) Mapping ф(-у у, з) : X —• X is surjective. 

(H5) Mapping с -. S —•• S is a homeomorphism. 

We consider a case when the invariant set can be represented as the graph of 
mapping u : X x S — • Y o r v i Y x S — * X which is Lipschitzian with respect to 
first variable. The corresponding mappings satisfy functional equations 

u(xua(s)) = g(xyu(xys),s) and ipfa) = ф{хуи{ху s), s)y (1) 

Ф(»(У> y> s) = (p(v{g{v(yy s)> У> <r(s))) (2) 

and LipschiU conditions 

p2(u(z, s), u(x'y s)) < koPl(xy x')y (3) 

PiMlA *)> «(y', s)) < laP2(y, У% (
4

) 

1ТЫя work was supported by the Latvian Council of Science, Grant 93.809 
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where 

1 ­ aS + ^/(1 ­ a8)2 -

and 
, = 
° 1 ­ o/<5 + ̂ /(1 ­ <*b)2 - 4OE2

py 
It should be noted that 0ko = 7/0. 

It is easily verified that the mapping v also satisfies the functional equation 

/ М У , *)> У. *) = » Ы Ч у . з)> У, 5 ) , (7(5)). 

Analogously) the mapping и satisfies the functional equation 

u(f(xy ф , 5 ) , < ф ) ) = < , ( * , U ( X , 5 ) , 5 ) 

for all those x € X for which 

¥>(/(*, u(i , 5 ) , 5 ) ) = ф(х, u(z, в), з). 

Now we will formulate the main results of the paper. 

THEOREM 1 Let the hypothesis ( H i ) ­ (H5) hold, and let there exists mapping 
uq : X X S —• Y such that 

Рз(ио(*> *)> uo(*\ * ) ) < koPi(z> x') 

and 
виррз(ио(/0с, Ц)(х, s), з), <r(s)), 3(2:, tio(as, з), я)) < +oo. (5) 
iff 

If 6 + 0ko < 1, then there exists unique mapping u : X x S ­ » Y satisfying (1), (3) 
anrf 

8npPa(u(*> д), uo(z, з)) < +oo. 

THEOREM 2 Let *Ae AypotA esis ( H i ) ­ (H5 ) Ao/cf, and let there exists mapping 
vq : Y X S —• X JUCA that 

I. 

P i M y , 3 ) , v 0 ( y \ 3 ) ) ^ 1ок(У>У') 
and 

s u p p j ^ u o t e M y , s), у, з), <т(з))), <j>(v0(yy s), y, s)) < +00. (6) 
»»* 

If ct{\ + 7^0) < 1, tfAen tfAere exists unique mapping t / : Y x S ­ + X satisfying (2), 
(4) anri 

sup Р2МУ, s)y v0(y,s)) < +00. 
V.' 

THEOREM 3 Let the hypothesis ( H i ) ­ (H5) hold and let there exists mappings 
io : S —• X and yo : S —• Y зисА that 

^ о ( 5 ) , у о ( з ) , з ) = <p(xQ(a(s)))t 

9Ы(*)>Уо(9)>з) = уо((т(з)). 

If &(6+2у/Ру) < I, then there exists unique mappings u : X x S —>Y,u : Y x S ­ • X 
satisfying ( l } ­ ( 4 ) * ф о М » « ) = Уо(*) and v(y0(s)>s) = x0(s). 
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2. Auxiliary lemmas 

Let us consider the set of mappings 

M(K) = (u : X X S ­ Y I p 2 ( u ( s , s), U{X\ s)) < fcPl(x, X')Y 

Next introduce the operator С at Л4(К) defined by the equality 

(CV)(X\, <T{S)) = G(X, u(x, s), S) and <P(XI) = Ф(Х} u(x, s), S). 

LEMMA 1 LET АРК < 1 AND И G THEN MAPPING Ф : X X S ­ • X X S, 
DEFINED BY Ф ( х , S) = {Ф{Х, U(X, S)} S)Y A(S)), IS A HOMCOMORPHISRN. 

Proof. The proof is analogous to the proof of similar Lemma 1 [12, 13]. 

L E M M A 2 // ot(5 + 2у/РУ) < l , THEN THERE EXISTS K0 > 0 SUCH THAT C(M{K0)) 
С М(К0). 

Proof. Taking into account ( H 3 ) we get 

P^CU^CJIS^ICN^XLOIS))) 

= P2(G(X, u(z, S), s), G(X\ U{X\ s), S)) < (7 + (s, я'). 

On the other hand, we obtain 

P i ( x > X') < <ХИ~1Р1{Ф{Х, u(i, 5), 5), ̂ (x', u(x, s), 5)) 

< c v t / ^ p i M ^ i ) , #(*1>) + °*0КР1 0 >
 x

' ) ­

It follows that 

P l ( x , z ' ) < ^ ­
l

( i ­ ^ ­ V i M x i ) , ^ ; ) ) < « ( ī ­ ^ i i b i i ) . 

Therefore 

§I(CU)(XU <r(s)), (CU)(X1, ff(5))) 

< a(y + 6k)(J - A/3K)-L
PL{XUX\). 

К К > 0 satisfies inequahty 

Ь < OT(-Y + 6K)(L < К, 

then £(Л<(А:)) С M(K). Such A: > 0 exists, if A{8 + 'Z^FFY) < 3. We choose 

^ _ 2^7 

° J - <*6 + v / ( l - - 4cv2

^7" 
Lemma is proved. 

Next let us consider the set of mappings 

Щ1) = (u : Y x 5 ­ » X I РМУ, »), "(У'. »)) < ЫУ, У')) 

and let us introduce the operator К at AF(L) by the equality 

Ф{£»(У,S), У, 5) = <P{V(G{V(YT s), YT я), a(s) ) ) . 

Operator X! is correctly defined, because mapping </>(­, y,s) : X —• X is surjective 
and hypothesis ( H i ) is fulfilled. 
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L E M M A 3 If a(6 + 2y/Py) < l, then there exists lQ > 0 such that JC{tf(l0)) 

Proof. According to ( H i ) ­ ( H 3 ) , we get 

Pi(£v(v> л), Kv(\fy s)) < otv~lpi(<l>{)Cv(y> з ) , у, з ) , 4>{Kv{y',*), yt з)) 
< ai/­ViMt>(0(t>(y,*), У» * ) . * ( * ) ) ) . <p{V{9W> *)> 1Л з) , <т(з)))) 

+av-1l>M{Kv{y\з), у, з ) , ̂ (/Cv(y\ з ) , у", з ) ) 

<(а/(7/ + 6) + о.р)р а(у >1, /). 

If 
О < Ы(ч1 + 6) + ар<1, 

then K{Sf{l)) С A/ļV)- Such i > 0 exists, if cv(<5 + 2у/ру) < t W e choose 
2 ^ 

i n — 

T 1 

Lemma is proved. 

3 . PROOFS OF THEOREMS 

Proof of theorem 1 . The eet 

M = (u G M(ko) I suppsMz, «)> "o ( z > 5 ) ) < + 0 0 ) 

is complete metric space, if the metric is defined by the equality 

d(ut u') = suppa^z, s), ti'(x, s)). 

Let us prove that С is a contraction. Let 

^(zO = <£(x, u(x, з), s) = <0(х', и (x'y з), s), зд = <г(з). 

We have 

/>2 ( (£u)(xi, З а ) , {Cu')(xu s j ) ) 

= Pafafo ^)) *)> £(*'> " ' ( * ' . * )> 3 ) ) 

< (7 + * ' ) + ^РзМ*) s), u'(x, s)). 

On the other hand 

Pi(xy x9) < av~1p1 (ф(х> u(x, 3 ) , 3 ) , <fl>', u(x, s), s)) 

= си/^/лМ*'» u'(x', з ) , s ) , <£(*', u(x, s) , 3 ) ) 

< а г ^ р з ^ х . з ) , ^ ! ^ ) ) Ч ­ а ^ р ^ х ' ) ­
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Therefore 
P l (x, x') < ap{\ - арко)-1

Р1(и'(х9 s)y u(|3 з)). 

We get 

P2((Cn)(xu3l)ļ(Cu')(xUSl)) 

Hence 
а(СщСи') < (6+/M:0)d(u1u'). 

We have 

p 2((^Uo)(xi, <т(я)), ио(агь <т(з))) 
= ftfefa, uo(x, a), 5), иоСДх, uofx, я), *), <т(з))). 

Therefore 

cf(£u0> iio) < 8upp2(ff(a:, ̂ 0(2:, з), 3), uo(/(a:» "o(ar, s), з), c{s))). 

Hence 

d(£u, no) < d(£uy Oio) + fi(£u<b U<j) 
< (<5 + 0ko)d(ut uo) + 8upp2(g{xy UQ(X, 5), s), uo(/(x, uo(x> s), 5), ff(*)ļ), (7) 

We obtain that С is a contraction on M. It involves in JM there is unique mapping 
и satisfying functional equation (1). 

From (7) we have 

d(u,«o) < 0 ­ <5 ~ ̂ or1BUpp2(y(x,lL0(^,^))3),tlo(/(x,lio(x,s))5),fT(.s))). 

The theorem is proven. 
P R O O F O F T H E O R E M 2. The set 

М=(и€Щ1о) I аир/ъМу,*),ыо(у,з)) < +oo) 

is complete metric space, if the metric is defined by 

d(vyv) = suppi(?;(y, *),т/(у,з)). 
V.* 

Let us prove that К is a contraction. We have 

Pi(Kv(yy s)y fCv'{yy 3)) < otu­lp^(Kv(yy s), у, з), <$(АСт/(у, s), у, 5)) 
= Ofi/^PifaMgMy, з), у, з), <r(«))), <p(i/(sr(u'(y, з), у, s), <г(з)))) 

< ^PiMslXy, в). У) 5), <r(a)), u'falXy, У> в), <Ф))) 
+afPi(t/($(v(y, s), у, s), ст(в)), t/(g(t/(y, я), у, a), cr(s))). 
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Therefore 
d{fCvy /Ct/) < a(\ + 7'оМ*>, i/). 

We have 

pi(Kv0(yy з), v0(yy 3)) < av 1р\(ф{Кь0(уу з)у yy з)у ф(у0(уу s)y yy s)) 
= otv­lPi(<p(vQ(g$0(y} s)y y, 5 ) , a(s)))y ф(ь0(уу з)у yy s)). 

We get 

d(fCv0l v0) < aiu­1 snppi№(vQ{yy s), yy s)y <p(vQ{g{vQ(yy 3), у, s), <r(s)))). 

Therefore 

d{Kv% vq) < d{Kvy KvQ) + d(fCv0y vQ) < a(l + ylo)d(vy Цз) 

+ otv~l supp!(^(v0(y, s), y, s), <p(vQ(g(v0(yy s), у, з), <т(з)))). (8) 
v.* 

We obtain that К is a contraction on ЛЛ It involves in .Af there is unique mapping 
v satisfying functional equation (2). From (8) we have 

d(vyvQ) 

< v~l(a'1 — (1 + snp Pi (Ф(»о(У> s)y У у 5 ) . ̂ (уо(у(^о(у, s)y у, s), <т(з)))). 

The theorem is proven. 

P R O O F O F T H E O R E M 3. Let us endow the set 

Mo = (ue M{k0) I u(x0(s)y s) = уо(з)) 

with the metric. . 
cfcfu, u ) = sup p ^ T T . 

Then Л^о become the complete metric space. Let u € A4q and let us note that 
ф(ху u(xy з), з) ф <р(х0(ет(з)))у if x ф х0(з). It foDows that 

(£u)(z0(<7(j)),<r(e)) = (£и)(/(г0(з),и(я;0(з),з),з)><г(з))| 
= sfcofc). и(хо(з), з), з) = уоИ*)). 

ог Си € Л 4 0 . We must prove that £ is a contraction on AAq . Let 

xx = f(xy u(xy s)y 3) = f(xy u(x'y s)y 3)), S! = g(s\ 

Analogously, like in Theorem 1, we obtain 

р2({Си)(хиз1)у(Си')(хиз1)) < {6 + pk0)p3(u{xys)yu'{xys)y 
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Let us estimate 

Hence, 

We have 

pi(xyxQ(s)) < а1/-1р1(ф(хуи(хуз)уз)уф{х0(з)уи(хуз)уз)) 
< av"lt>l{4{x% u{xy s)y s), <р(х0{ф)))) 

+о*1>-1Р1(ф(х0(з)у u{xy s)y з)у ф(хо{з)у u{xQ{s)y s)y s)) 
< ai/-1p1(<p(x1)) <p(z0(a(s)))) + apkopei, x 0 (a ) ) . 

Pbix^xois)) < a ( l - cv/9A: 0)* lpi(x 1,xo(3 1)). 

p2{(£u)(xl, 3X)y (£u')(Xļ, 3ļ)) 
< ( 6 + /9fcoV 3(u,u ,)pi(x,x 0(s)) 

< c*(6 + 0ko)(l - аркоУЩщ u')Pl(xu xQ{Sl)). 
Therefore 

d2(CuyCu') < a(S + 0ka){l - ct0ko)-^d2(uyu'). 

If а{5 + 2у/Щ)< 1, then 

а ( * + /9*о)(1 ­ a f t ) " 1 

_ 1 + ot6 - У(1 ­ otS)2 - Aot2py 

" 14­ a<5 + д/(1 ­ <*<$)2 ­ 402/97 
We obtain that С is a contraction on Л4 0 . It involves in Л^ 0 there is unique mapping 
u satisfying functional equation ( l ) and Lipschitz condition (3). The first part of 
the theorem is established. 

Let us prove the existence of invariant manifold given by the mapping v : Y x S —* 
X. The set 

MQ = (v£ Щ10) I u(y0(s), s) = x 0 ( s ) ) 

becomes a complete metric space, if the metric is defined by 

P\(v{y>s)yv'{yys)) 
di(vy v') = sup 

Using the definition of /С, we obtain /Ct>(y0(a), a) = x 0 (a). Therefore, ICv 6 Af0y if 
veMQ. It follows that 

pl{Kv{yys)yKv'(yys)) 
< otu~lp^{Kv{yy a), у, я), Ф(£У\у> s\ у, s)) 

= w'ViM^bt^y. 3

)» y> *)>*(*)))«vMsfa'fo» 5
)> yi 5

)> *(*)))) 
< «PiK^(w(y, a), yy a), cj(s)), t/($(u(y, a), y, a), <j(a))) 
4­cv7/oPi(i»(y,a))w'(y1a)) < oryWiK u')p2(y, УоО)) 

­rcvc­ijv, v,

)p2(^(v(y, а), у, а), у0(<ф))). 
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Let us estimate 

Therefore 

We get 

Besides 

Рэ(0О(у, «)> У, а), У о М * ) ) ) 

= Pa(p(v(y, з ) , y, « ) , ^ М у о ( з ) , з ) , y 0 ( s ) , З ) ) 

< ( * + 7 * о М у > У о ( * ) ) -

pi(ACu(y, з ) , /Ct/(y, з ) ) < 0/(6 ­I­ 2 7 / 0 ) ^ 1 ( 1 ; , t/)Pa(y> уо(з)). 

^(ICw, £1/) < ot(6 + 27/0)^1 (f , Л 

or($ + 27* 0) = 1 ­ у/{1 ­ ~ 4 ^ 0 7 < 1 

We obtain that К is a contraction on Л/о. It involves in Л/о there is unique mapping 
v satisfying functional equation (2) and estimate (4). The theorem is proven. 

4. E X A M P L E 

Let us consider a nonautonomous system of difference equations on Z of the form 

x(n + 1) = Ax(n) + F(x(n), y(n), n), 
y(n + 1) = By(n) + G (x(n), y(n), n), 

where г 6 X, у 6 Y, X and Y are Banach spaces, A and В are bounded linear 
mappings such that A has a right inverse Ari \\ В \\ < \\ Ar Ц"1 and the mappings 
F : X x Y x Z ­ » X , G : X x Y x Z ­ . Y satisfy Lipschitz conditions 

I F(xy y, n) - F(x\ y>y n) I < 6 ( | x - x' I + I у - у' |), 
I G(x, y, n) - G(x\ xfy n) I < 6 ( | x ­ x' I + I у - у' I). 

It is easy to verify that this mapping satisfies the hypotheses ( H i ) ­ (H5) , where 
ф = A,V = Ar,v = II А, И, a = (И Л У" 1 - с ) " 1 , /9 = 7 = «, 5 = || В \\ U and 
a(n) = n + 1. The condition <*(£ + lyflfy) < 1 reduces to the inequality 

. c ii л i r 1 — у д у 
4 

The mapping given by formula и = x + ^ ^ ( x , y, n) for fixed n and у is surjective, 
if б У A IJ < 1. Let us note that e || Ar \\ < 4" 1 < 1. The condition (5) is fulfilled if 
sup, ļ n |G(x, 0, n)| < +oo. The condition (6) is fulfilled if 8ир„1П 1 (̂0, у, n)ļ < +oo. 
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Seminar "Mathematical Modelling and Parameter Identification of Transfer 

Processes in N o n h o m o g e n o u s Media" . Riga, 1992 

С е м и н а р "Математическое моделирование и и д е н т и ф и к а ц и я параметров процес­

сов переноса в н е о д н о р о д н ы х средах". Рига, 1992 

A M O D E L O F D E E P ­ B E D G R A I N D R Y I N G P R O C E S S W I T H V E N T I L A T I O N 

Aivars A B O L T I N S 

Jelgava, Latvia 

T h e mathematical model is based on a set of four partial differential 

equations Which contain grain and air temperature ( e(x,t) and T(x,t) ), 

grain moisture W(x,t) and air humidity d(x,t) / 1 /. 

К ( W ­ W ) , t > 0 , x > 0 (1) 
P 

.ad _ К ( w _ w ) ; t > 0 x > 0 ( 2 ) 

aW 
a t 
ad + 

"aT~ 
ae 
at 
aT + 

i ax a 
2 

W ) , t > 0 , x > 0 (3) 

where x, t ­ variables of layer thickness and drying time . Boundary and 

initial conditions are given as follows: 

T| = T , d = d , T|. = el. г а . W | , = W , d|. = d . (5) 
1 X = 0 s ' 1 X = 0 s '

 1 t=0
 1 t=0 s '

 1 t=0 s '
 1

t=0 г V ' 

There a = 3 6 0 0 v , a 
1 ' о 
i ' 2 lO­jr ' о m ­ y *c ' 

3 в в 
_ r K 

c

i ~ с -r (m­1) ' c

2 ~ 1 0 0 с ' 
3 3

V ' 3 

where v­ intergranular air velosity (m/s), 

7B7H3- capacity of weight /correspondingly for air, grain / ( k g / m
3

) , 

с в,с з~ heat of drying air and moist grain (kJ/kg), 

r­ latent heat of water vaporization (kJ/kg), 

e= m/(l­m) (m­ porosity of grain), К ­ drying coeff. (1/h), 

W ­ equilibrium moisture content , dry basis ( % ), 

a ­ heat transfer coefficient ( k j / m 3 С ), 
ч 

Set (l)­(4) is solved with difference scheme using weights <R (k= i, 
k 

2, 3, 4 ) for sources /2/. Set equations (1) ­ (4) are approximated in /V­
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One of the problems is to determine the max thickness of first grain 

layer for various grain moistures which don't provoke grain deteriora­

tion. The second ­ is to determine the max thickness of second strew 

upon grain layer for various grain moistures when the drying front 

reaches the top of the first layer (experimental researches showed its 

possibility /3/ ). 

Conditions of difference scheme stability are given at /1/. For 

simulation is taken К from /4/: 

K= exp(20.95 ­ ... , . . ) 
Г + 273.15' 

We have made use of article /5/ for equilibrium moisture content 

( W p . After some calculus is obtained the following expression for W p : 

W p =W p i ­100/(W p i ­100) where (6) 

W p ļ = (-ln[l-pn-0i/(lOO • 0 2 ) ] - ( T+273 ) O 7 7 5 /5869 ) 1 / W P 2 , 

W = 5203- (T+273) 1 J 6 3 

P2 

pn, ^-saturation pressure of water vapour at atmosphere temperature and 

dmbient air humidity, ^-drying air humidity. In order to decrease 

grain deterioration from mould growth, germination dgnage, respiration , 

etc. it's supposed that the storage time is 6 hours without reducing 

grain moisture . The second layer of grain has strewed when the moisture 

of the first grain layer has decreased 0.1 (%) on top . The drying 

ambient air with ventilation is warmed up until humidity corresponds to 

grain moisture 14 % . Ventilated air velosity is 0.1 m/sec ( given from 

experimental researches ). The start of drying to = 12°°. 

Results 

Solutions have been obtained using computer which operates by setting 

initial values T , d , 8 , W , d and constants s ,y , v, r, m, 
s s s s г В 3 

с ,сз- The solving results of the system ( l ) - (4 ) with conditions (5) 

are given in table 1 (for max thickness of first layer ) . 

From those results is obtained an equation for max grain layer 

thickness H (m) : 

H = -£Л - 2.62 , where W- grain moisture (%). (7) 
Less grain layer thickness is used in production. From production 

results the thickness can be determined by the following expression : 
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w (%) H ( M ) u (м/h) 

17 2.37 0.39 
19 1.74 0.29 
21 1.29 0.22 
23 0.93 0.16 
25 0.66 0.11 
27 0.48 0.08 
29 0.33 0.06 

Production conditions showed that the second grain layer can be put 

on the first layer when grain moisture on top decreased by 0.1 (%) /3 /. 

Thickness of the 2-nd layer is determined with expression (8). It is 

evident that the thickness of the second grain layer should be between 

(7) and (8). The results of mathematical simulation proved it. 

Processing simulation results an equation is obtained to know the 

thickness of the second grain layer as an expression from the first 

CW () and second (W 2 ) grain layer moistures . 

H = 7.89 - (0.03 •W ļ + 0.46 W,) + 0.0076-(W,)2 (9) 

H = _ 0.9 . (8) 

For thicker grain layers experimental and production tests are not 
yet carried out. Thickness (8) is used for drying first and second layer 
with ventilation in the primary grain processing . 

Table 1 
Thickness of max first grain layer H ,velosity of propagation of 

drying front и , independent grain moisture W . 
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Conclusions U of 2­nd layer O) 
The theory given in this paper describes the basic behaviour observed 

when air of high or low temperature and humidity is passed through grain. 

The first grain layer can be thicker than it's used in production now. 

It would help to save energy in grain drying processes. The second grain 

layer can be strew upon when the moisture of the first grain layer 

decreased 0.1 (%) on top. The max thickness of the second layer can be 

obtained from the equation (9). 

Correspondence betveen the theoretical and the production results is 

reflected in wheat .The wheat by Ws=21 (%) in layer of the thickness 

H=1.2 m dry to moisture 15.6 (%) in 7.5 days / production result /. The 

theoretical result showed that grain layer of thickness H=1J9 m dry in 8 

days. It is good coincidence because all initial heat­physical constants 

are given approximate. 
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THICKNESS of 2­nd GR«N LAVĒR 
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Seminar "Mathematical Modell ing and Parameter Identification 

of Transfer Processes in Nonhornogeneous Med ia " . Riga, 1992 

Семинар "Математическое моделирование и идентификация параметров 

процессов переноса в неоднородных средах " . Рига , 1992 

N U M E R I C A L A N A L Y S I S O F N O N L I N E A R B L O W ­ U P 

D I F F U S I O N P R O C E S S 

V. B U D A , R. C I E G I S , M . S A P A G O V A S 

Vilnius, Lithuania 

1. One­dimensional model of diffusion 

W e consider a diffusion process of gaseous phosphorus in a silicon plate with the diffu­

sivity, depending on a concentration of a diffusant. The goal of the analysis is to predict the 

presence of localization phenomena and to determine the influence of boundary conditions 

on profiles of diffusant. The governing equations of the process are as follows: 

i ­ D ! < » ­ l > ' • < • * <••> 

n ( i , 0 ) = 0, x > 0, j j ( 0 , < ) = n, ( f ) , t0 < * < * / , ( l b , c ) 

lim n(x,t) = 0. t0<t<tf. (U) 
J—oo 

W e solve this problem using the difference scheme 

У.,0 = 0, t/u = ns(tj), yNi = 0, (2Ь,c) 

where iV. = max(f) is a diffusion depth. 
«55 ^ 

Notice that the well­known diffusion process from a source of constant concentration 

of a diffusant n 3 ( t ) = n, yields almost linear pipfiles of concentration as shown in Fig . l . 



1 3 0 

causes diffusant localisation effect [1], that is, the domain with nonzero concentration of 

a diffusant remains constant during finite time interval while the concentration inside the 

region increases unboundedly (Fig.2). We have analyzed the process for LS boundary regime 

(a < 1 ) and for S boundary regime (a = 1). In both cases we have found a relation between 

boundary conditions and concentration profiles including convex profiles with a maximum 

point inside the silicon plate (Fig.3). This kind of profiles occurs when the concentration 

of the diffusant is increasing according to blow-up boundary regime (3) during time interval 

<o < t < ti < tf and at the time moment t\ the concentration begins to decrease according 

to the same boundary condition, with time variable t replaced by 2<i — t', i.e., 

n(0,t) = n0/(tf -2<i +t')a, t'^tx. 
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°Ь'.0 ' О'. 2 

Fig.3 

2. Diffusion from a limited source 

0.4 0.6 
X 

Fig. 4 

0.8 1.0 

We consider the diffusion process from implanted phosphorus layer into silicon plate. 

The corresponding non­local condition expressing the total quantity of a diffusant is as follows: 

n(x, t) dx — s(t). (4) 

W e solve the problem (1) with the condition (4) using technique developed in [2,3]. The effect 

of localization of a diffusant is observed if we take s(t) = s0/(t j — t)13. The conditions for the 

effect are similar to those of the problem (1), i.e., /3 > l/a. 

To ensure the growth of the boundary concentration according to the blow­up regime 

we propose to combine ion implantation into a thin layer of the silicon plate with diffusion 

of implanted material. The governing nonlocal conditions are 

/ n{x,t)dx = sh 

о 
W e prove that for 

m, =(1 - / / . г „ ) 2 , 

•0, s} + Rj, Rj = /777j(?)&:, Si = 0 . 

7 J + 1 = ( t / ­ < J + 1 ) " / J ­ " ( 0 , < J + 1 ) , j = l , 2 , ­ ­ , J , 



where / is the implantation depth, xv is the localization point, the localization e$ect takes 

place. Fig.4 illustrates the effect with t, = 0,9990 ­ 0,9998, D0 = 0,04; cr = 1; 0 = 0,75; / = 

0,02, xv = 0,5, tf - 1. 

3 . T w o dimensional model of nonlinear diffusion 

We consider the quasilinear diffusion equation 

I = ЬЬ*°Ъ  + §у { П°П*ЦЬ Й Й € У ­ {0 < . < -U < У, < 

Diffusion is provided through the window — L3 ^ y2 ^ L3 : 

n(0, y, 0 = n,(y, t), * > f„, \y\ ̂  Li, L3 ^ L2. 

The rest part of the boundary is isolated: —Dou'dn/dN = 0, where дп/dN is an outward 

normal derivative. We add the initial condition u(x,y,t0) = 0, (x,y) G P. The numerical 

solution of the problem is provided by the linearized difference scheme 

« ; = (°i(u

) « * ) * + ( M u

) « j),­

The latter we solve using modified method of overrelaxation 

* Я + 1 3 3 3+\ Я + 1 3 

CiY i = (1 ­ w)C\r, + u>( A i К j _ , + В,Г ( _ , ) , 

•+ 1 

where approximations Y i are used to evaluate the elements of matrix Ai,Bļ and Cj. This 

modification reduces the required computer memory twice. 

As a result of the analysis of 2D problem we have found that blow-up boundary regime 
n(Q,y,t) = n0/(tf-t)2, to*ļt<t}, \y\tļL, 

causes the localization effect. Observed localization point xv differs insignificantly from 

theoretically stated one [4]. 

4. Nonlinear diffusion of charge carriers 

We consider a diffusion process of holes into the base of pnp transistor. The corre­

sponding equations in a dimensionless form are as follows: 
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p ( M o ) = 1, p(0,t) =n(t), p(xb,t) = l, (5b,c,d) 

where p is the concentration of holes, Dp = D{\ + p/(p + N4/P0)) is the diffusion coefficient, 

Po is the equilibrium hole concentration, r is the time of life of holes, Nd is the concentration 

of donorous atoms in the base. The problem (5) is solved by the difference scheme 

u(z,i0) = l, U0 = /i(t>), u*N = 1, 

using the double sweep method at every step of iteration. 

Fig.5 
A presence of nonzero initial concentration of holes yields a possibility of a localization 

phenomena in an effective manner, only. To detect the localization effect we propose the 
following method. W e solve the problem (5) with two essentially different boundary regime, 
i.e., blow-up regimes, 

=T0(tf - 0 " е х р ( Д 0 ( < / -t)m

), to < t < t}, 
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and the linear boundary regime = at, a - const. Then w e calculate the density of 

holes at a collector of the transistor (i = zj) in both cases, i.e., 

where q is the charge of electron. Finally, w e compare the moment of switching of the 

transistor, i.e., the time moment when the density of holes at the collector zj reaches a 

certain value J. 

Fig.5 shows that the density of holes, corresponding to blow­up boundary regime, 

grows significantly slower than the density corresponding to the linear condition. It means a 

sufficient delay in switching time, when blow­up regime is applied. 
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THE APPROXIMATION WITH SPLINES 
FOR PROBLEMS IN LAYERED SYSTEMS 

A.BUIĶIS 
Riga, Latvia 

The special spline, which interpolates middle integral 
values of piece wise smooth function, is defined. With fehs 
help of this spline we may reduce the problems of mathemati­
cal physics in with piece wise coefficients to respect y. 

analytically to problems for system of equations in A''. 
Let the domain (cylinder) ( x , y ) e fi = ( a . b ) X ft, where-

у e О с f f consist of cylinders ft = I t , X fc ) X O, i ­ С,A'. 
We define the function U (x,y~> on closure of each oylinder 

О . The function V ( x , v ) satisfies in ft the differential 
equation: 

- - 5 —(A­ ) + L\U ) = - F ( x . v ) , i - 0,'N C D 

There the operators L all must be linear operators ac­

cording to у and independent of x coefficients and derivati­

v e s . The coefficient к may have the functions of v: к - Л ( у ) . 

which have discontinuity on the hyperplanes Г : ft fi ft'i {.4 
= at.} X П , On the hyperplanes I" must be fulfilled 
(reality) conjugates conditions: 

au au 

U - U . к л = к ­ ā ­ ^ , i = 1, Л', ( 2) 

on the Г and Г ­ boundary conditions: 
О N + l 

au au 
V к " - \ U Ф ( у ) . V к ,

 N • Л :/ :: Ф ( у) . ( 2 } 
О О O.V О О о 1 N ОХ 1 N t 

where i> - {0,1} for 1-0,1 and ^ + X > 0. 

We introduce x 
i-t-i 

x. 

и (у) = Я" 1 Г U. ( AT, v) d x , Н. - х - х. , i - ŌTn (4) 
L t J L L L+l L 
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and approximate UXx,y) with the spline: 

e Г - 2 ^ 1 - H 

From the requirement that the spline S Z ( A ­ ) must satisfy 
the conditions (2)­(4), we can find the coefficients of spli­

ne m ,e , i - 0,N. Further we have: 
i N t 1 

<? = E a . . ( u - и.) + £ a. ( и - и ), 1 . „ ч j­i J . . „ ij ) J ­ i 
j =o J = i * i 

where 
Г X - 1 u , X " 0, f X _ i ur ' . fc # 0 , 

J O O O J l N ' l 
U ­ i " I и + Ф , X t 0, " n ­ i " i и •> * . л = 0. 

Ļ О О О ^ N 1 i 
The coefficients a are calculated From the system of linear 
equation for V. r ū ,/V+1 : 
a . = а . = 0. 

N­H.j 
,4 a. .+ С а . + В. a = 0 . i »* J.j'­i, 

A. a. . + C. a. . В а . = F*. i = J­i, (в) 
j­i J ­ Z . J J­l J ­ l . J ] J . J l 
-А а + С а + /3 а ± , i = 3 

j j­i.j J j . j J j + ' . j i 
Here A = G. (G. + G ), В = G (G + G ). 

t L­l L t+1 L V+ 1 I l ­ l " 

С - A. + В + D . D = (G + G )(G Ф G >. <",'/ 

F~ = 3(G. + G >. F* = F~ . G ­ кг

Н . i ­ ОТ?/. 
where 

f 2 X
1

y , x ^ 0 , f 2 *ч * v i S. I * ' в •., 
Г - J ° ° ° Г - J i l l 

­i i г ** ­ < ? , x = о , n h i 2 w ­ £ , x = o . 
^ О О О ^ 1 N 1 

Further, for X = 0 is A - D , and for­ X : Q i s В = D . 

О О О i N N 

The system (6) with coefficients (7) shows that ^ are in­

dependent from (л, i ­ 0,/V. 
The use of such spline (5) allows to reduce the problem 

(l)­(3) to the following problem in domain у e О с /?п

: 

[ i n*i ­. 

E OL ( и . - u . ) + E а. (и.-и ) = - f . 
„ i . J v­l J , l J J J­l I 

j = 0 j = i.l "
 J 

i = oT//, f i } 
i + 1 

where / Х у ) = H J F(jc,y) dx. 
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THE MODEL OF DRAIN WITH FILTER IN TWO LAYER MEDIA 
Andris BUIKIS, Aldis MELGALVIS 

Riga, Latvia 

This abstract is concerned with the problem of mathematical 
physics, which describes flow in porous media in the vicinity of 
a drain split. More detailed physical and mathematical review of 
flow in porous medium in homogeneous domain is discussed in [1] 
and [ 2 ] , in which conservative averaging method on filter 
thickness is used. Here, we will describe generalisation of flow 
in porous medium for a two-layer system: 

rO rl В 

zl kO 

kl 

I Z 

drain filter 

kO,k,kl - coefficients of filtration 

r ar

 1 * 3 azz 

r 1( r < R, 6<z-.Z, (z*zl) a i 

U I =U I 
Z=ZL-0 Z=ZL+O 

k -^4 r k 1 -5Ч , • r 1 - r R 
(TZ Z-ZL-u az Z = ZL4-c-

C23 

where k 

au 

( k, -6 

\ k1. si 

:0, 

6<Z<Zl, 
Z<Z . 

az z~s ' az Z=Z 

U I =u0, -S<z<Q, 

( 3 ; 

(4 j 

, au ri-rO
z azn _ 

к r 1 + 0 — 5 - 0 , dr az r=rl, 0<z<Z : (5) 
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where *=ļ « 1 = k i / k 0 > 2 l < z < Z . 

U l r = R = u l . (6) 
Here U is pressure, but more interesting for us is value of 

liquid flowļ(ļ(rough the split of drain: 
о Z 

Q=2n rO kO f-^-l dz = Zn rl к Гтсг! d z > ( ? ) 
J ar r=ro+o

 J err r=n+o 
-6 -6 

Numerical calculations show that in the cases that are more 
interesting in practice (k,kl<<kO), equation (1) can be replaced 
by: 

(
Г

~^r) ~ 0 , rl<r<R, -6<z<Z, <z*zl). (8) 

Here, one can get analytical solution of problem (2)-(8): 

Q = 2 R | k 6 b + ±_ [ A(E-1)-B( Jr-U]+ [A1(E2-E1)-B1(|2 " ļ ļ > ] } < 

Е1
2

­Е2
2

+^1Г ( E l 2 + E 2 2 ) 
A=b 

J * ­ ( E
2

+ 1 ) ( E 1
2

+ E 2
2

) ­ ( E
2

­ l ) ( E l
z

­ E 2
2

) 

B = b­A, A 1 = A ­ | ^ ­ , B1 = A1­E2 Z

, 

E l
2

+ E 2
2 

E=exp(a­zl), El= exp(al•z1), E2=exp(al Z ) , 

2 2 x 
a = , 

(rl
2

­r0
2

)ln(R/rl) 

2 »1 

al = — 
(rl'­rO'

e

)ln( R/rl) 

Solution of the above problems indicate that one of the most 
important factors is location of the drain split in the given 
region. 
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РАСЧЕТ ТЕМПЕРАТУРЫ В УГЛОВОЙ ОБЛАСТИ С ТОНКИМ СЛОЕМ 
БУЙКИС А.А., УЛАНОВА Н. Л. 

Рига, Латвия 

В различных областях современной техники встречают­

ся многослойные конструкции с отдельными слоями относитель­

но малой толщины и состоящими из различных материалов. Ис­

следование систем, полученных при постановке таких задач, 
имеет свои особенности, и для их решения удобно перейти пу­

тем осреднения по тонким слоям к Н О В О Й постановке с допол­

нительными условиями типа сосредоточенной емкости 1 или 
их обобщениям ^2/Ļ SQ-S. Такой подход назван методом консер­

вативного осреднения. Если же рассмач риваеная область явля­

ется угловой, то возникает сложность реализации осреднения 
в угловой точке. 

Для расчета температурного поля в угловой области, 
состоящей из двух пересекающихся прямоугольных основных об­

ластей с относительно большой толщиной, покрытых снаружи 
дополнительным тонким слоем, мы получаем тепловую задачу, 
имеющую две вычислительные сложности: расчет температуры в 
тонком слое или учет его влияния и расчет температуры Ь уг­
ловой области тонкого слоя. 

Для ее решения предлагается метод консервативного 
осреднения СМКОЗ для тонкой граничной подобласти с в и д о и з ­

мененной методикой осреднения для расчета температуры в уг­
ловой точке. 

Физическая постановка задачи представляет собой 
процесс разогрева угловой части толстой бетонной стенки, 
облицованной тонким металлическим листом. Внутренняя по­

верхность конструкции поддерживается при заданной темпера­

туре. Наружная поверхность подвергается интенсивному разо­

греву. Рассматривается сечение угловой ОБЛАСТИ, т.е. дву­
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мерная задача, которая решается двумя способами: 
1. Сопряженная задача, включающая в себя двумерные 

нестационарные уравнения теплопроводности для всех областей 
и слоев с условиями теплообмена по Ньютону и условиями со­

пряжения между основной областью и слоем. Эта постановка 
аппроксимируется разностной схемой, которая решается мето­

дом переменных направлений в каждой двумерной области, пе­

ресылая на итерационных шагах значения температур в зоне 
пересечения из уже просчитанной области в следующую. 

2. Задача с использованием МКО, где уравнения для 
слоя с учетом граничных условий на внешней поверхности и 
условий сопряжения переводятся в граничные условия для ос­

новной области, сохраняя при этом все характеристики осред­

няемой подобласти. Таким образом, решение двумерной сопря­

женной задачи с малым параметром сводится к решению одного 
двумерного уравнения, но с неклассическим граничным услови­

ем , численное решение которого значительно проще. 
Распределение температуры в тонком слое в области 

угловой точки аппроксимируется полиномом 2­й степени. Найдя 
коэффициенты этого полинома с учетом уравнений для тонкого 
слоя и граничных условий, получаем выражение для определе­

ния температуры в угловой точке, в котором не содержатся 
производные по пространственным переменным, что избавляет 
от необходимости решать уравнения специальными методами, 
увеличивающими сложность расчета и его время. 

Тезисы этого доклада содержат идейную сторону метода 
и постановку проблемы. Подробное рассмотрение, применитель­

но к данной задаче, дано в нашей статье / 4 / , где акцент де­

лается на методе консервативного осреднения в угловой зоне. 
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O N T H E A C C U R A C Y O F S O M E L O D S C H E M E S 

Raimondas Č IEG IS 

Vilnius, Lithuania 

\Ve consider here the convergence properties of some splitting methods for numerical 

solution of the initial - boundary value problem for a partial difference equation 

ди p 

тЬ = Y^LiU-{- /(*,/)„ * = (хьхо,­­,^) E G, (1­Й) 
_ 

u{xj) = v(x,t), x E Г, м(.г,0) = tioM, xeG, (1.6) 

where L,u = тг—(A' ; ( ; r ) ­^ ­ ) — qi(x)u. Let u) = UJT x be a difference grid 
ал­j ox i 

шг = { f J + a / p = ( j T a / p ) r ; j = 0,1, ­ ­ •, A\ о = 0,1, •••,/>; A > = p } . 

S?* = { ( * I M , Чфг • • i * p i p ) , * i j = Й ­ i = 0,1, • • •, A r; Nh = 1} . 

W e consider the following difference locally one­dimensional ( L O D ) scheme 

p 

У а = A*a, * E Ta­ 7 = U 7 a , 
o = l 
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where .\ay = (ayīa)Ia — qa(x)y and usual notation of the theory of difference schemes is 

used. The main objective of the present investigation is the order of convergence of LOD 

scheme (2) when the simplest approximation of boundary condition ( l b ) and a right ­ hand 

side ( l .a) are used 

U a ( x ) = v(x, tj+a/p), <pa(x) = ^ / ( x , < j + ( 2 a ­ l ) / 2 p ) ­ ( 3 ) 

We shall call (2) the basic scheme. The symmefrj of LOD scheme can be restored by inter­

changing the direction of splitting after each step (the Sequentially Alternating Scheme) 

УЮ = Л-рУр+<Pp, ул = /Л0, хеш, /9 = 2 р + 1 ­ л , a = p + l ,p + 2, • • • ,2p. (4) 

In applications it is very important to know the accuracy of LOD schemes when the sim­

plest approximation method (3) is considered. A new viewpoint to this problem was given by 

W. Hundsdorfer in his recent papers [1,2]. For 2D simple linear heat flow problem 

p = 2, ka(x) = 1, qa(x) = 0 he proved that for a = 0.5 the orders of consistency in 

time for the basic scheme (2) and SAS are only O ( r 0 2 5 ) . For scheme (2) the global error is 

still of order 0(т), while for SAS there is no cancellation of error terms and a global error 

bound remains О ( т 0 2 5 ) . 

We shall deal here with general difference schemes (2) and SAS when a > 0.5, p > 2 

and approximation (3) is used. ITsing the method of investigation, proposed in [12], we prove 

the following theorem. 

Theorem 1.Accuracy estimates in L2 norm hold true 

a) p = 2, a > 0.5, scheme (4)(SAS) => | И | < C( r 0 ­ 2 5 + h 2 ) , (5.a) 

b) p = 2, a > 0.5, scheme (2) => ||г>|| < С(т + h 2 ) , (5.6) 

c) p = 2, a = 0.5, schemes (2), (4) ||zj|| < C( r 0 ­ 2 5 + h 2 ) . (5.c) 
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W e can represent the local approximation errors as a stun 

ФА = Ф°А+Ф*А, V>° + ­ ­ g ) J + 1 , ф'а = 0(т + Ь% £ > ° = 0 . 

P c=l 

Remark 1. Stability estimate (6) had been proved for difference scheme (2 ) in [31 for 

p = 2, a = 0.5 

||z' + 1|| 2 <(1 + CT)\\Z>\\2 + CrQ'+i +T2(4'»(t]),z')t, (6) 

where rļfiiij) = ф°2Ц}) = Qj = rH^W2 + £ It follows from (6) that 

||z j + 1|| < C ( r + h2). The method of [3] is not useful in the general case p > 3. 

Theorem 2.Suppose that о = 0.5 + a0. Then a solution of the basic difference LOD 

scheme (2) (and SAS) converges unconditionally to the solution of (1) and the accuracy 

estimate in L 2 norm \\z'\\ ^ C(r°~' + h2) holds. 

T h e proof of this theorem is based on some modifications of the general method pro­

posed by A.A. Samarskij [4]. 

Problem U l . The statement of Theorem 2 holds for о = 0.5 + <т0, o~o > 0. Can this 

result be proved for о = 0.5 LOD scheme (2)9 

Let us write the error function as a sum i . = va + ?/„, where i)„ is found from the 

initial value problem 

Va ­ ' ? „ ­ ! = ф0^ a = i * 2 , . . . , p , F,(.T.0) = 0, r 6«'*U 7 o. 

The following t h e o i h o l d s true. 

Theorem 3. For the solution of LOD schemes (2)> (4) we have 

a) ifr < 0.5/i 2/((l -<r)k0), then it follows from the maximum principle, that \\:J\\C < 

C(T + h2), b) the conditional accuracy estimate \\:'\\ < С{т + h2 + r/h°-5), it improves the 
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convergence results of Theorem 1 for SAS in the case of grid parameters connected by the 

relation т = Cha, a Ž 2/3, and the result of Theorem 2 for т = Cft", Д > 1. 

c) if a = 0.5 + <т0, &o > 0, then the accuracy estimate \\z>\\ < C ( r 0 ­ 7 5 + ft2) holds. 

Problem V2.What optimal estimates in can be found for the solution of the ID 

initial-boundary value problem (7)? 

yt = Лу" , ya(tj) = Kt

j)< VN(tj) = VN(tj), (7) 

y(xi,0) = 0, UH(tj)\ < CY, Ш Ш = 
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THE MODELLING OP 3­DIMLNoI0NAL 
HYDRODYN AMIC FIELDS IN LAYERED Ц Ё Щ А 

Harijs KALIS 
Rig a , La tv i a 

The flow of the viscous incompressible liquid can be descri­
bed with the system of Nav ie r­S to kes equations 

(>(7)v
?

/c)t + ̂ ļ^aolv^j^-^tadp + l^Av + F., divv - o, ( i ) 

where F ~ ( fļī/ fij) ) - vector of external fo rce , V = [_U > V ; ̂ ) _ V o -
locity vector, p - pressure, ffļ ̂  - density unci viscosity. Trie 
system ( 1 ) is considered in layers of parallelepiped form: 

S l ^ i ^ ' W - I x i - L ^ ^ K ^ i, ( 2 ) 

where И О - 0 , l i X / H h s toņft, K~l,rS. 
The boundary problem statement for the system (1) includes 

non-slip conditions О at walls X ­ ­ J­ Lj ~ , ? = О f con­

ditions \Л/-Ъи/д1-=Ъ^1- p = О at free turfuces 2 ~ H^, and 
continuity conditions I v ^ ­ O , И*;, ~ , Ч ^ = Ч < , ft , | 

= ^и^ 7 1^^Лг^?Ч^* ^ interface 
Quantities ^KļL, C ^ - KL~ Нд-ч J are small and operation 
of averaging may fes used, ļlie equations (1) are averaged along 
the heights ZK of layersJ"2-K and a quarts-law approximation of func­
tions along £• -coord inate [ l j in following form is used 

~ ~ŠKi" " \ v z - ā ; J + e K Ь к 4 ~ * C U - £,/- C M D, ( 3 ) 
as a variable С we can take iAļ\J} v V , p ( ļ£*-0 for p ) , 

we can take ^ , , Щ ; ^ ; е к , е к . 

Prom conditions W = О t £ K & W^/G K " in continuity equation 
(Г\ ^ <? and we can introduce averaged stream function. \V and vor-
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t l c i t y f unc t i on J _ _ 

^ ­ ^ ^ / ^ ^ ^ ^ ­ ^ ^ Х - Л ^ Ч ^ ^ ­ ^ ^ ^ ­ Л ^ . ( 4 ) 

A3 f o l l o w s from o t h e r c o n d i t i o n s : 

(where $ - Ū; V ) _ p 

pK+™itjl*PM-_n*<{*.4f3> > К = 4 , Л / ­ 1 ; <6) 

J_ _ 5 b u s _ .5"W c o e f f i c i e n t s (3) , ; a r e determined with. 

^ к Л к ; ^ K ) PK and we have a sys tem of V A / equa t i on s in 

medium l a y e r s , which do not depend "on 2: • I n terms o f , 

У j \jJK and p we have 

^ ( t ^ W / a x + ъ ц?*г кЪ } Щ + х t ' X + ̂  , (8) 

= " 5 * P ( 9 ) 

Bie approx imat ion o f d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s with f i n i t e 
d i f f e r e n c e is based on the monotonous schemes C.HJ. 

Re f e rences 

1. Buik is A . I n t e r p o l a t i o n of i n t e g r a l average of p a r t l y ­

smooth f unc t i on w i t h p a r a b o l i c s p l i n e / / L a t v ian math . anua l . ­

1 9 8 5 , v o l . 2 9 , p p . 194­197 ( i n R u a s i a n ) . 

2 . K a l i s H . On the s p e c i a l d i f f e r e n c e approx imat ion of non­

s e l f a d j o i n t head t r a n s f e r d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n i n c u r v i l i n e a r 
o r t h o g o n a l coord i n a tea//Acta U n i v e r . Latv i ens i s . M a t i i . , d i f f e r , 
e q u a t . , vo l . 570 , 1992 , p p . 8 5 ­ 9 3 ( i n R u s s i a n ) . 
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СЕМИНАР МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИРОЬАНИЕ И ИДЕНТИФИКАЦИЯ 
ПИРАМЕ

Г

ФИЬ 1гр')ЦЕССОИ ПЕРЕНОСА Ь НЕОДНОРОДНЫХ 
СРЕЦАХ". РИГА, HĪJK. 

ВЛИЯНИЕ ФОТОНЛТ^ДТПР^ПГННОГО ПОГЛ: ПЕНИЯ П ЛАЗЕРНЫХ 
КРИСТАЛЛАХ ПА ш ЧОРМО­ЭТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА. 

IFERĒCTTIO» ЧТО ПРИ ПОЗДЕЙСОГИИ КОРОТКОВОЛНОВОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 
Г ЛАЗЕРНЫХ СКТИППГЛХ СРЕДАХ ИНДУЦИРУЕТСЯ СЕРИЯ ДОСОК­

ТО
 т
», я ^ ^ Д А Е Й ДТХЙЛИТДАЛЬНШЙ ИСТОЧНИКАМИ ТЕПЛОВЫДЕЛЕНИЯ. 

С: :Г ̂ Г.­.,::ЧОС&ОСЛ£ДОВАЛИЯ ПРОЦЕССОВ ФО­i О ИНДУЦИРОВАННО­
ГО погЛ'Л:К::Н;ГГ ft л в ш р ш КРИСТАЛЛАХ ПОКАЗАЛИ., ЧТО СПЕКТРЫ 
а^геД'^Ьго П ФГ*ТШ*Ш ПРЕДСТАВЛЯЮТСЯ В ДВУХ ВИДАХ: 
I) С^КТРМ Г:­)ЛБУ:т1:СНН­'Гг

) ПОГЛОЩЕНИЯ ( КОЭФФИЦИЕНТ ПОГЛОЩЕНИЯ 
1 :;ат:ГН.­:?!УМС ПОЛОСЧ ~ МЬО ИМ СОС;

,АВЛЛС: ЛОРНДКА 6,3 СМ~Ъ; 
.J С.­ТЕКТРЫ Л'­ТЛОЧЮНМЛ ЦСН':РОГ ОКРАСКИ, ПРЕДСТАВЛЯЮЩИЕ СОБОЙ 

Б..;ССТРУК';УТ)П̂
П

Э НИРОКУГЭ ПОЛОСУ ( СПЕКТРАЛЬНО­СРЕДНИЙ КОЭФ­
ФИЦИЕНТ НОГЛОЩЕЫИЛ­I C:I ) [L ­ з ] . 

$ЩГ?И?ПЯ ТОТ фоки i ЧТО КОЭФФИЦИЕНТЫ НАВЕДЕННОГО ПОГЛОЩЕНИЯ 
НО ПОРЯДКУ ГИЛИИ­ЦНК СО? ПАДЛ ЮТ С КОЭФФИЦИЕНТАМИ ПОГЛОЩЕНИЯ 
ШШВНЙШИГАТОРОГ, КОЛИЧЕСТВЕННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПРОЦЕССОР 
ЩТСТЩРЯОПТ

 Г

­ ОБПЩ СЛУЧАЯХ БУДУО ТАКГО БЛИЗКИ, УКАЗАННОЕ 
ОБСп1«:•ШШЪА-ТО ПРИВОДИТ К СУЩЕСТВЕННОМУ ПЕРЕРАСПРЕДЕЛЕНИЮ 
теплен ЬЩШТНШ Р СИСТЕМЕ НАКАЧКИ И В РЕЗОНАТОРЕ ЛАЗЕРА. 

DI­ОООРИМСНТЫ С щаэеркыии АКТИВНЫМИ СРЕДАМИ, В КОТОРЫ>: ИН­
ЛУЦИРУЮТСЯ M•ЫТЫТШ УТПЕ ДЕФЕКТЫ ( з. УКАЗАННЫЕ ДЕФЕКТЫ ИН­
ЩЩПУЮТТ ПРАКТИЧЕСКИ ГО Г.СЕХ СРЕДАХ ) ПОКАЗАЛИ, ЧТО ВОЗ­
действия ::;";Р >Т:ОО'­ОЛПО?ОГО ИЗЛУЧЕНИЯ ЛАМПТ: НАКАЧКИ ИЫЗЫОАЕТ 
СУЩЕСТВЕННОЕ ИСКАЖЕНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЛА­
ЗЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ, НАРУШАЕТ ЕГО МЕДОВУЮ СТРУКТУРУ И ЗАМЕТНО 
(

 :

;, НЕСКОЛЬКО РАЗ ) УМЕНЬШАЕТ ЮТД ЛАЗЕРА. 
I ПРИВЕДЕННЫЕ ФАКТЫ ПОКАЗЫВАЮТ, ЧТО ПРОБЛЕМА КОЛИЧЕСТВЕН­

НОЙ ОЦЕНКИ ИЗМЕНЕНИЯ ТЕПЛОВЫДЕЛЕНИЯ В ЛАЗЕРНЫХ КРИСТАЛЛАХ 

IIAC ЗШКЙЙ СЛ., I 
сайРШВ и.А. , 

UIU Г» Л«) PJ'CTA.­ICB II. Р 
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чрезвычайно актуальна как с научной, так и с практической 
точек зрения. 

В работе выполнена оценка характера изменения тепловыде­

ления 5 кристаллах лазеров, работающих в импульсном реч;;;не 
генерирования. 

Математическая модель, исследуемая в работе, такова! 
полагаем, чго излучение лампы накачки распределено рачпонер 
но по длине ПластйНы ( параллелепипеда с размерами 2<*,&, CL 

­ активный элемент лазера,­ личсйныг разшры которой ул гле 
тзоря:т условиям: 2сх. « ^ <2«. « : с 
лзлучение напраьлено перпендикуляр:­^ к грани кристалла, па­

раллельной плоскости YOF. Актилнь# элемент с 1­гч.!. :ьн л" . < \. 
nepavypon охлаждается хладагентш с чеыперату^ ш.< 
на границах с соотг^ствуэииии гралл..::;. Счи­:?;л, 
об&ен через грани, параллельные 1::иск-)2г^-\ХОЕ и X O Y . j ^ 
время, равное длительности игллульса ;­;а::ачкк, yj(-^ ~:v. 
мал, приходим к выводу, что задача опр^деланш геылер; :•; 
го поля кристалла сводится к едномершй наиальн^­гр^­;.­­ -:у еа 
даче теплопроводности сш^^шгеэ тщ; 
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т 
СУ) 

о пачалы­ю­гр^егог: аадаче (1)­(о):эси £ ­ безразмерные 
1 Ш р т ш ц , ; ^ ­ критерии £урье, соответствующие "внеш­
ним" (с* Л ) п м

г*щ^рв1ми1л" слоям Г' активном элементе; 
л'*'*) для простоты шщ&ХШ лмнайно измешшдейся bo премени: 
,J(*)*A/(Ō)­ *tr 9 Q±(t)­ ;.;­у.рсш»ие истогкдки тепла, наводимые 
короткополнорш излучением ла?/пы накачки, ­ начальная 
температура слиеи активного элемента; oi ­ коэффициент 
r,etimQ&$mm активного элемента с хладагентом,"^*­ темпе­
ратура хладагента, \1 ­ коэффициенты еплопроводности слоев 
плг:;1г.нг

5го элемента. Критерии Фурье определяются по формулам: 

где с?̂  ­ коэффициент температуропроводности * ­го слоя, 
и^/ '.соответственно, временной и пространственный масштабы. 

Согласно изложенным пкде физическим представлениям, мы счи­
таем, что ]•• зопе1л/(Шм<а^^о < активно действуют центры 
окраски Л1 поэтому теллофизические свойства этой зоны отлича­
ются от теплофизических свойств зоны/0* х <*М*\ о<~£*х\ 
Начально­краепал задача (I)­(u) .относится к классу сингу­
лярно возмущенных началы ­о ­краевых задач теплопроводности, 
поскольку ̂  с"= 4,<2 . Отмстим, что­ь силу специфики обра­
зования центров окраски выполняется сютиишение : с Р в г , 
гдес< i . 

Для получения приближенного аналитического решения нача­
льно­краевой задачи (1)­(о) применяется обобщение на случай 
­мнпгослолги­х сред, разработанного одним из авторов "луче­
вого асимптотического метода" [̂ ] . В основе этого метода 
лежит асимптотический анализ п р и Р ^ О интегрального 
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представления ращения иссле^г^м.­^ красной задачи, mtimw^ 
го Щ ;­ ; т* • ; . : . . ш ' л " .... полу­

чается модификашей к с ци \ • о 
сконструированным тепловым потенциалам и шшсш^т<У врч 5 • 

•• " 'т ;
­

м

~а: п . . л . ' "V . с г­ ч^лв^ $g{Hļ$OM ļ .;риен^о1х 
Функционалов "дейстьия". л и же экстремали приет/.е­ укде 
Б асимптотике решения исследуем­^ задачи d ) ­ ^ ) ' . • . • 1 сн 
на д&а класса ­ "ш'ра^ешше" й "преломленные*1 экет^молк. 

оСр^зом, имеете* до&шя б&зддцдаь. с г­м^;. ; л:/:­. : : ; : ­

­нкол л, как елс;,,с:: vj^, ­ с ре^л^ллцллл* ирущдилз i л.,.. ' . : j 
де!*ст»кя. Коэффициент ы лелл г л­>г, ро.о. . . - . . i . . : ..л.­­.. 
задачи ^ь:члолл<о,d ь т : ;идв? ••',­(..«,.•«• 1 • 
лизирл^а­о ^ощущн^о^ •J , . : - -"T--- - •_ .-и ^ ŗ ņ ļ \ .: ад -

дачи ( I ) - ( t , ) как с ^ и , . , . г ­ г ) ' , i и с .,<\.ич^ 
зрения. 

I . .­асе;.локиГ; С П . , L:ye: л).; .i, ., ' ч / t . 
•^т^индуцир^али-' >е , к •• ' " г­ • ..... . i;i*a •. ­
i о: ; : £*•­.­.> а / с

* 9 I .MA :^*- 3* / / 
т . Ш , & л. Ci.10 . ­ л л . . ^ . 

л . ««дрикоз "^е^^оелил v . и , , . ' ­ Г - л н ь , I / 

влияние ц&пъття ъщщщрщщхнщс излучения & 
онные характерноtHK* ф^ещ&З ирис 1 ^ ; // L

1

* 
An СССР. ^ер. ф й 0 И З Д О х Ш Ц х ^ , ^ , l c . ^ . I ^ . J - l - j . - > • - . . . > , 

адвуа^е поглощение я цщег^ьщ • ­ • £г"* , дм3*" . .. 
хоз&Я элелiрprwa, ±ыч_- . 5 . I i . . . i . . . - ^ - ' 1 / . 

4­ Itesenenko G.A. The " r a y " a s y m p t o t i c s i n the s o l u t i o n of 
the n o n l i n e a r s i n g u l a r l y p e r t u r b e d boundary va lue prob lems 

of heat conduct ion . Second World Congress on computat iona l 

Mechanics. 1990. Extended A b s t r a c t s of P o s t e r s . ­ S t u t t g a r t 

U n i v e r s i t y , 1990. ­ P . 1 3 ­ 1 6 . 
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п

Ш№№ юшттт^Ш ийгод ­ обощшйе на случай 
MSloroCJiOwIlUX Il̂ lilill.irillliX CiililVJtfP'HO Ю З М У Ц Л Й Ж ЗАДАЧ MiJiO­

МАСК)[№ШиСА 
Несененко Г.А. Москва, Россия. 

В докладе предложено и обосновано обобщение "лучевого" 
асимптотического метода £ l l на случай многослойных нелиней­
ных сингулярно возмущенных краевых задач тепломассопереноса 
в неканонических областях, например: 

" c T ­ F v ^ ­.­ ^ С Т 4 , Т О , ( I ) 

О < i « i 

T ^ U . o ) = Т ^ С л ) , Т А С м ) ­ T A ° o o ( з ) 

^ ļ p ^ V ^ t t ^ ) , * - A £ U J ( 4 ) 

с < ± ^ i­

T t ( w , t ) » t ^ U , t ) , Jt =//Ct) ( D ) 

ri краевой задаче ( I )­( 5 ) : i£ и ­fc ­ безразмерные nepe­
менные, Fo i (t=I,2)­критерии Фурье, FOC =• ^ ^ Л Г <<Л ^ ' Г , Д Е 

Q-t, (u=I ,2)­коэффициенты температуропроводности слоев; HM и 
Н ­ соответственно временной и пространственный масштабы; 
А/, Л/^ , , С?£ — заданные функции (£=1,2). 

Так же,как и в случае однослойных задач £lļ, в основе 
предложенного метода лежит асимптотический анализ интеграль­

Семинар "Математическое моделирование и идентификация парамет­
ров процессов переноса о неоднородных средах" Рига, 1992. 
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ного представлении решения при Fo £ —** 0 (<1=1,<­:) исследуемой 
кр ае во й з ада чек, з&лйс анн о г о пр и но м­ >щи с о отве м1 с i ву к& *е й матри­

да i рина. Для вахождения ^еим:иотики л­^триц^ Грина и^л'^ь­

зуетсл тот же прием: ее компоненты лаписывакися е интеррадь­

ной форме ь виде ^ёадодых .впеициали^, ао^рйй^к неЩнесткые 
"пло шести" ; для определение гшследаж& ЪШТШЪШ'хСн интегра \Ь-

ные уравнения. Асимптотика решений интегральных ура иней мГ: V ь­
оя При помощи комбинации Ш 'тода итерации и метода л^ллег­

са ­ чае^нлго олучап метода перепала, полученное ас и / •. • чи­

ческое разложение "плотностей* подбавляется лод О
1 Г С - К инч­е­

гролоь, дающих интегральные прёдстаълекия кошюнен о матри­

цы Грина, и к зт^му интегралу ТВЙЬ применяется гт1. >Д Juu;. ч'с­ •. 
предложенным методом определяйте^ ­»сИмлт отичеСКие лаз. •.­

женияв любой точке области ­ как в, от грт^ип оОлае 
так и вблизи сИ них а Ti*c&č й £ тр ЩЬ -.у т.ч^-тл т.. .-<••*•. 
Метод работает для широких классwу, функций Л/^С*), ^ С П Л ) > ^ с , 
чт ) позволяет иссле\дов:ьв многие ар^т-ида&н* ^ - " : т •> • ч/ 
махемсихическ^й физики £ ļ , £о | , Jjil , £ . 

Проиллюстрируем вкратце ыдею вплучеимя чс/'ппо, ичс­с 
разложений элементоь рпцы . рипз пррст'цйхей из ,:р\ ...'.,<• . 
задач ­ Задачи аоши с лине^гой Границей раздел^: л/Ш « K­t . 
j з.ом случае - ^ «=« , С£) = -

A/lo) 

Укал;ем способ получения аср^гтог'ИШесЕОРо У^ЮТШ* зло ­
меитов матрица Грллв. , • 
тотика других элементов находит ал аналогично. Ьосцольуу^мин 
i валовыми ао4:енциа#ада простого слоя, половш: 
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ЙЭ условий сопряжения ( 5 ) получим инготраль^ъх 
уравнении для "плотностей" J°iCi), J^JL^^ • ̂ ОШРЯЙ шйомешйвй 
уел-Л'пе Foļ^ &( FcL) и ре^ян ^лученную систему $ р;:л ̂ ешй* 
используя метод лапляса при ^ерагри^ иолвутгаеш 

л и » ~ ^ ^ f - f - ^ J 2 - -- > 

: i дета! I : [ . EJ ) л i 12 ) ПОД онак Й Ш е ^ & ^ о ь ;, 

•тих к 9 ) и ( ГО ) в |невь г ш ш е н ш не • •. f - ļ , пол­
л­чае^ нсимн лл

­: нческое pa^.'^ein^ эш&МенВД& иатриад Рр)№ &л®­
дующерко вида i 

ft^Ma^i*-* - i z т $ ^ Ш £ ] * 

£ <Jt,bi%i) ~ ; evp ­ C l 1. 

где коэффициенты ctļCj^вычисле^ы в яьномьид^, а ­

сл решениями установленных алгебраических урашвний» йрШш i 



рассматриваемом случае тоже вычисляются в явном виде. С функ­
цией так же, как и в однослойном случае, естественным об­
разом связывается "отраженная" экс1,

ремаль­"отраженный" луч 
некоторого функционала действия с г» в я вл™ ar­'* с я »»Пр 
томленная" экстре^аль­^преломленнвтй11 ята торг Kg ф р г р р о д а я я 
действия [ C j . Асимптотическое разложение функции £ А А &Н«^ОГЙЧ 
л о ( 13 ), а функции С.**— аналогична С 14 ). 

Используя асимптотическое разложение элементов матрицы р" 
на Сг4^ , способом, изложенным t £ l ļ , можно получить 
тику как решения задачи К>^_т

м, в рв"в-л-вв" ̂  вв. ел 
нейных задач типа ( I )-( 5 ). 

Предложенный метод допускает обобщения на слрт " ,< вп- * 
ных краевых задач для систем уро-о / [ ' 1 , на случай ŗ 
для областей с дефектов: тине трещин £7ļ лдв.. 
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^XIO", 199с. С. 97­70. 

7. Кит Г.С, Побережный С Б . нестационарные пр щеесч в ч е ­

лах с дефектами типа трещин. 1Сиев: ляух^вз. Лумка, Гл92. Л с 
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S e m i n a r " M a t h e m a t i c a l M o d e l l i n g a n d P a r a m e t e r i d e n t . i . t i c a t i o n 

o t ! r a n s l e r P r o c e s s e s i n N o n h o m o q e n o u s M e d i a " , U i q a , liiiJU? 

UN IHL lOhNI I b l l J A I l U N UH IJUfc> h l U i L N IЬ 

Uf LLL. I I4 J.U SYSIbMSJ 

U l d i s W A i l U M b 

JVicja, L a t v i a 

We w i l l c o n s i d e r t h e t o l l o w i n q s i t u a t i o n . L e t wo h a v e 

a n o b j e c t w h i c h b e h a v i o u r i s d e s c r i b e d b y an e i l i p t u : 

b o u n d a r y v a l u o p r o b l e m 

A i a ) u = t . x^o, 4 J/ao" l p ( u 

w h e r e CKu" i s a q i v e n d o m a i n a n d t h e s t a t e и ( и , . . . . и ) i s , 
1 HI 

i n q e n e r a l , a v e c t o r v a l u e d f u n c t i o n , b u t О c o r r e s p o n d s t o 

unknown p a r a m e t e r s . We c a n g e t ( t o r i n s t a n c e , I rora 

e x p e r i m e n t s ) s o m e i n f o r m a t i o n a b o u t s o i . u t . i o n s o f ( I ) a n d 

i r o m t h i s i n f o r m a t i o n we h a v e t o c a l c u L a t e t h e unknown a. 

B e c a u s e i n r e a l l i t e we c a n ciet t h e i.nt or mat i o n a b o u t 

s o l u t i o n s o t ( 1 ) on I v w i t h some e m i r s a n d t h e number nl 

" t e s t s " i s b o u n d e d t h e f o l l o w i n g q u e s t i o n s « i r j . se . 

1_ In t h a t s p a c e s we t r v " t o l o c a t e " s o l u t i o n s oi (J )V 

We wi 11 c o n s i d e r t w o c a s e s . the f i r s t c a s e L S t h d t o f L 

wha t means t h a t we a r e a b l e o n l y t o « } e t t h e i n t o i ' m a t i o n oi 

s o l u t i o n s o n l y a s f u n c t i o n s o t p o i n t s . I h e s e c o n d n a s o i s 

t h a t o1 H 1 w h a t means t h a t we h a v e . i n f o r m a t i o n o t I l u x e s 

t o o . 

'A. brum w h a t s e t we s e a r c h o u r p a r a m e t e r s OY Aqa L N we 

wi. 11 c o n s i d e r t w o c a s e s . U n e i s t h e c a s e o t 1 l x e d number oi 

m a t e r i a l s w i t h t h e a d m i s s i b l e s e t ip^ (at e v e r v s p a t i a l p o i n t 

x p a r a m e t e r s О can t a k e o n l y t h e f i x e d 1 m i t e number o t 

v a l u e s ) . I he s e c o n d c a s e i s w h e r e we p e r m i t t h e " c o n t i n u o u s 

s p e c t r u m " o t m a t e r i a l s . 1 h e c o r r e s p o n d i n g s e t o t a wi 1J b e 

t h e tp^ w h e r e (p^ i s t h e c l o s e d c o n v e x hu 11 o f tp^. 

http://soi.ut.ions
http://�irj.se
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'.d. Mow much i n f o r m a t i o n we n e e d ? We w i l l m e a s u r e t h e 

amount o t i n f o r m a t i o n b y t h e n u m b e r N o t s o l u t i o n s 
1 N 

u ( 0 , f ) . , u ( a , t ) o t ( 1 ) w i t h q i v e n a a n d r i o j h t hand s i d e s 

U n d e r s o m e n a t u r a l a s s u m p t i o n s t h e r e - can b o shown fcbe 

t o l l o w i n q p r o p e r t i e s . 

1 N 

1. I t o b s e r v a t i o n s ( s o l u t i o n s ultl . 1 ) u ( o, t ) ) a r e 

t r o m L 2 , t h e n t h e s e t s a n d <P^ c a n n u t he i t i . S T I R V Ļ U L N B E I J . 

M o r e p r e c i s e l y . i t ^ ( / ^ 1 «^ nd h a v e N s o I u 1 1 ons 

u U y . t 1 ) u ( o(y t N ) I.l ( J ) w i t h a a o and i - t 1 t - t " 

r e s p e c t i v e l y , t h e n t o r e v e r y £>0 U H > K С I g a ^J f̂lta s u c n t h a t 

ļ | u U 0 . t s ) , . ( a c . t 5 ) ^ n -J N 

11" o b s e r v a t i o n s a r e 1 r o m H 1 t h e n t h e s e l y ip^ o n d TP^ 
c a n n o t b e d i s t m q u i s h e d i n t h e с i s s e m-*-N < n_ I ha t moans 
t h a t l o r e v e r y f i x e d u

f J ^Pļ - t * f N a n d 0 0 t h e r e i :> a 
a d̂> s u c h t h a t a *o 

||u(a o . 1 Ц u ( a c , l s

) | ^ K ū s ­ 1 . , N 

I h e p r o o f с ot t h o s e p r o p e r t i e s : , a r o t » j s « *d . »n t a i ­I..­"; f r o m 

U c o n v e r q e n c o o t e l l i p b n o p e r a t o r s . m d pr • .»PJM ­t j • n i 

e x t e n s i o n s o t o p t i m a l , c o n t r o l p r o b l e m ; ; . 
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Семинар "Математическое моделирование и идентификация параметров 
процессов переноса в неоднородных средах". Рига, 1992 

МОДЕЛИРОВАЖЕ И ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ ТЕПЛООБМЕНА 
В КОСМИЧЕСКИХ КОНСТРУКЦИЯХ 

Резник С. R , Денисов 0. В. , Денисова JL В. , Ефремов С. И. , 
Михалев А. М , Плохо­тин И. Г. , Просунцов IL В. , Хэдин & В. 

Москва, Россия 

Одной из основных научно­технических проблем современной 
космонавтики является создание крупногабаритных космических 
конструкций (ККК). Такие конструкции призваны работать длитель­

ное время в условиях переменных тепловых воздействий и глубокого 
вакуума. К ним предъявляются высокие требования по точности сох­
ранения формы и размеров. В силу высокой сложности и стоимости 
ККК при их создании применяются разнообразные методы физического 
и математического моделирования. 

Для ККК актуальна разработка методов математического модели­
рования процессов радиационно­кондуктивного теплообмена (РКТ). 
При этом целесообразно проводить декомпозицию конструкций на 
под конструкции и элементы (рис. 1). Авторами построена иерархи­
ческая система расчетных схем, позволяющая определять темпера­

турное состояние конструкций в виде пластин, оболочек, стержней 
из непрозрачных и полупрозрачных, изотропных и ортотропных мате­
риалов при равномерном и неравномерном нагревании потоками излу­
чения. Примеры расчетных схем РКТ космических конструкций пока­

заны на рис. 2 . Разработанные алгоритмы решения задач РКТ осно­
ваны на применении методов конечных разностей и конечных элемен­
тов в сочетании с зональным методом и позволяют учитывать зави­
симость теплофизических и оптических свойств материалов от 
температуры. 

В связи с применением в ККК новых конструкционных материалов 



Рис. I • Пример декомпозиции космической конструкции: 
I - антенна ; 2 - манипулятор ; 3 - ферма ; 4 - полый 
стержень 
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Д) е) 
Рис. 2. Примеры расчетных схем РКТ космических конструкций: 
а) тонкая круглая и прямоугольная пластина; б) пластина и 
цилиндр из полупрозрачного материала; в) одиночные стержни; 
г) тонкие оболочки; д) многослойные пластины и оболочки; 
е) стержневые системы 
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весьма важной является задача идентификации параметров теплооб­

мена. Для этих целей разработаны алгоритмы решения обратных за­

дач (03) РКТ. Необходимые для решения 03 РКТ экспериментальные 
данные получают в ходе тепловых испытыний элементов конструкций 
на установках радиационного нагрева. Авторы имеют опыт тепловых 
испытаний плоских и стержневых элементов конструкций на гелиоус­

тановках. С помощью указанных методов получены новые данные о 
параметрах теплообмена. 

Возможности разработанных алгоритмов иллюстрируют рис. 3­6. 
На рис. 3 представлены результаты численного моделирования тем­

пературного состояния многослойной конструкции космической ан­

тенны. Расчеты показывают, что можно подобрать такие оптические 
свойства поверхностей антенны, при которых температура по толщи­

не будет меняться незначительно ( см. варианты 3 и 4) . Результа­

ты исследований температурного состояния круглой пластины, час­

тично затененной другими элементами конструкции, вынесены на 
рис. 4. Установлено, что для снижения общего уровня температур и 
температурных градиентов целесообразно применение материалов с 
высокими значениями теплопроводности. Составной частью многих 
космических конструкций являются стержневые элементы. Моделиро­

вание температурного состояния полого стержня из композиционного 
материала под действием одностороннего солнечного нагрева свиде­

тельствует о возможности появления значительных температурных 
градиентов, особенно при низких начальных температурах ( рис. 5). 
Неучет внутреннего радиационного переноса в полости стержня мо­

жет привести к существенным ошибкам в определении температур­

ных полей. На рис. 6 представлена зависимость от времени темпе­

ратуры тонкостенной параболической оболочки типа отражателя 
космической антенны при движении ее по геостационарной орбите. 
Сложный температурный профиль обьясняется изменением во времени 
падающего теплового потока, а также самозатенением и самооблуче­

нием поверхности. Видно, что перепад температур между вершиной и 
периферией оболочки может достигать сотни градусов. 
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of Transfer Processes in Nonhomogeneous Media". Riga, 1992 

Семинар " Математическое моделирование и идентификация параметров 

процессов переноса в неоднородных средах". Рига, 1992 

FINITE DIFFERENCE METHOD FOR ONE-DIMENSIONAL EQUATIONS 
OF VISCOUS HEAT-CONDUCTING GAS SYMMETRICAL MOTION 

Artūras ŠTIKONAS 

Vilnius, Lithuania 

Samarskij and Popov [ 1 ] proposed difference schemes for nonviscous magnetic heat­

conducting gas symmetrical motion equations. 

Consider the equations in the LagTange mass coordinates describing one­dimensional 

viscous heat­conducting gas symmetrical motion [ 2 ] : 

D,x=u, D,TJ = D(uxm), D,u = x"'D[npD(uxm)­p\+g{x,t), p = kpi), 

cvDt# = D[Xpx2mDd] + np[D{uxm)}2 ­ %muD(u2xm­'i) ­ kpi)D{uxm) + f{x,t). 

In the case of plane­parallel motion m = 0, in the case of axisymmetrical motion m = 1, 

and in the case of spherical symmetry m = 2. 

Problem is investigated in the domain (q, i) 6 Q = ū x [0, T] where q e £1 = [0, L\ is the 

Lagrange mass coordinate, t e [0, T] is time. In the problem D,, D denotes a derivative with 

respect to t or q. Unknown functions are x,i) = where x is an Eulerian coordinate, 

p is a density, u is a gas velocity, i9 is absolute temperature. We assume ц = и + ļ, к > 0, 

£ > 0, и > 0, cv > 0, А > 0 to be constants. Let z = (x, ц, и), и = (u, 

We consider initial conditions r](q,0) = if(q), u{q,0) = u°(q), ${q,0) = tia(q) and 

the equation Dx(q,0) = ri°(q)[x(q,0)]~m, q e fž, which describes the relation between 

Eulerian and Lagrange mass coordinates. Let x(0, 0) = a > 0. 

Finally, we consider the following boundary conditions 
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Let Lq(Cl),Wf(ū),L1jr(Q), be the usual (Sobolev) spaces with norms || • ||„ || • \\<­k\ 

II ' llj,r> II • IIQ''^ where q, r £ [1, oo] and k, 1 are natural numbers. The norm of the vector is 

equal to the sum of norms of vector components. 

W e suppose that f(s,t),g(s,i) € L^^Rt x (0,T)) where R+ = (a,+oo). 

Let K(N) be positive nondecreasing functions of a variable N, N e (l,+oo), de­

pending on m , L,T, a, £, и, к, A, cy and let r(JV) be analogously determined nonincreasing 

functions. 

The notation and conventions adopted here are the same as that introduced by Štikonas 

[ 2 ]. For q,r G [l,oo] we get the norms || • • ll,,Wl*/2­ll " llr.u* from the norms in 

Lq(fl), £,(fi), LT(0, T) if trapezoidal, midvalue, right rectangular integration rules are used, 

respectively. W e suppose ||V||?iU,» = II^'IIJU* where V is a zero continuation function of V 

from uih to u}h. W e consider the difference scheme with Рм = P [ 2 ] 

dtX = U(X/X)m, (1) 

Э,Н = 6(UXm), (2) 

dtU = Xm6{ļiR6(UXm)-PM) + G, (3) 

cvdte = 6(\X2mReO) + nR\8{UXm)\2 - ^mv8(U'2Xm~') - PS(UXm) + F (4) 

where Р=к-Р.{в,в,Н,Н), F^O, R0 = HŗĻ Rn = H^li/2,R, = HH~} )], or 

Ri = [«(Я ­ 1

)]; (0 < i < n). In the difference scheme we define R = R(H,H) = ln(H; Я ) , 
X = X(X,X) = xm(X;X), X = X(X,X) = [0.5(A"m + 1

 + X " , + 1 ) J , / ( ' " + 1 > where 

ln(a; b) = (In a - In b)/(a - b) as а ф b, ln(a; a) = a~\ xk(a; b) = (a + 6)/2, к = ­1,0 and 

x t(a; 6) = [(a* + a*'1 • b + • • • + a • б*"1 + Ьк)/(к + l)]1

/*, fc = l,2,­­­. 

W e assume P = P = k9R, R = 1/Я [ 2 ]. W e consider P = P = k0RI(H, H) in addition 

where Д Я , Я ) = [maxCsig^m),;?­1^)]­1/2 . 

W e consider the following initial conditions 

H\ =H°, U\ =U°, ©I = 0 ° (5) 



and the equation for X 

8X°=H0(X0)-'" ( 6 ) 

where Xi+ļ/2 — X(Xi, Xi+1) = xm(Xi] Xi+1). Besides the condition - Y 0 | , = Q = a we consider 

the boundary conditions 

U\ = <§6> = 0 . (7) 
l i = 0 , n l i = 0 , 7 1 

Suppose that t/°|, = 0 ,„ = <50°|i=o,„ = 0, X° > 0, # ° > 0, 0 ° > 0. Functions 

X, H,U,0 are defined on the grids ūh X Ū J r , ш'^2 x йГ, Ujh х ш г , ūj'ļ^ х S 7 r , and functions 

G , F are defined on the grids шн x w r , t ^ ļ 1 ^ x UJT (let G| , = o, r i = 0 )• Equations (1), (3 ) are 

defined on the grids ZJh x uiT, ujh x uiT, eciuations (2) , (4) are defined on the grid и ; ^ , x u j r 

and equation (6) is defined on the grid ^>l[j2. 

Let Z = (X, H, U) be a solution of the difference scheme if Z satisfies equations ( 1 ) -

( 4 ) , initial and bounda­ry conditions (5) ­ (6 ) , (7) and the conditions X > 0, H > 0, в > 0. 

Let V = ( U, G) and Z" = ( H°, F°), G = (G, F ) . 

Let P satisfy the condition 

?e­l6(UT") I kR"2R:'4{UX"') ( 8 ) 

where Rt = R as m = 0 and R, = [n2T)"J as 777 > 0. If P = P or P = P then ( 8 ) holds. 

W e denote em = £/V ­ 0.6(771 ­ 2)(m + Jm = 1.5771(777 4- l ) " 1 . W e introduce the 

discrete analogue of entropy S = tin H + cyln в and functions 

5 ( о > = ( 0 ­ 1 Л . Л ( т + 1 ) К Х ( т + 1 , / 2 ) ] ­ 1 , ( Г Х ( ' п " ' ) / 2 ) . ^ Я / 2 ] ' ) > О . 

5 4 ' = (0­1Rt,[S(UXm)]2) ž 0, 5 ( 2 ) = ( Ī ? Гт6в,Ь[­в­1]) > О, S ( : , ) = ( 0 - ' . F ) > 0. 

L e m m a 1. Let ļ/u > 0.5(?Т7 ­ 2)(т + I ) " 1 and inequaJi t,y (8) holds. Then n­e have 

the nondeci­easing entropy law d,(S, 1 ) > i / £ m S < 0 ) + , „ S ( J ) + \S{2) + S ( ! ) <» 0. 

L e m m a 2. For the difference scheme f ī j ­ (7) we have vohmir conservation law 

N ^ I I I = I|J°III, И Ш Е * 

W e define norms 

\Z\il) = \\X\\2.X + ||«­||2>00 + ||Я|| 2,ос + l|ā,tf ||Q + \\6Ū\\q + IKĪb.~ 
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\Z\™ = \Z\<» + \\S2X\\2,X + \\6H\\2i00 + \\dtSH\\Q + \\dtH\\t,„ + P l P ' " 

where И ­ ИЙЯ = li • ||2iee + ||ā, • ||Q + И* • ||a>eo + ||62 • 

We say that Z is a regular JV­solution, if the solution Z satisfies the estimates 

АН1 ̂  Л" < N, лП 1 < e < Ж л Г 1 < я «Ж , |Z|<
2

> < Ж 

T h e o r e m 1 . Let Л Г " 1 < Я 0 , ||Z°|| (1 ) + | | G | | Q < i V , r m a x ^ T°(N), T ^ 1 ^ iVr>, j > 1 

and conditions of Lemma J are valid. Then every soiution of DS is a regujar K(N)­solution. 

Remark 1. We can omit condition T - ' + 1 < NT*, j > 1 when Рд/ = P and boundary 

conditions (7) hold. 

Hemaric 2. When ттлх < T ° ( 7V ) the regular­ ­K(N) solution exist and this solution is 

unique and stable. 

ilemari­ 3. If h = const and 2 is smooth then \\Z — z\\c = 0(тта1 + Л 2 ) . 

RemarJc 4. We can find the solution of DS using the simple(Jacoby) iterative type 

method. When r m a x ^ r°(JV) and Z is the regular ­K~(N) solution we get 

)Z - j y W < A " ( i V ) [ A - ( ^ ) r ^ ] ' r - ^ 4 

where Z 9 is solution of iterative method. 

Remark 5. If we have boundary conditions 

П\ =(Gn­dtU„)X^lmhn+1/2, U\ = <5©|. = 0 
li=n­l/2 ll=0 l i=0,n 

where П = pRSlUX™) — PM instead of (7 ) then Lemma 1 and Theorem 1 are valid. 

Remark 6. Lemma 1 and Theorem 1 are valid when we have magnetic heat­conducting 

gas syrnmetrical motion equations and gas velocity has nonradial components (in this case 

U = (U, V, W, &, Bļ, B2) where u = (u,v,w) is a gas velocity vector, b = (f}0x~m, 6], 62) 

is a magnetic field intensity vector). 
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Seminar "Mathematical Modelling and Parameter Identic] '̂ at.i on 
ot IVanster Processes in Nonhomogenous Media Hiqa. 1Уа'^ 

Семинар "Математическое моделирование и идентификация параметров 
процессов переноса в неоднородных средах" 

НЕКОТОРЫЕ ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ С НЕЛИНЕЙНЫМ 
УПРУГИМ МАТЕРИАЛОМ 

ЗЕМИТИС А. А. 
Рига, Латвия 

При математическом моделировании успех можно ожидать лишь R 

том случае, если должным образом выбраны параметры палачи. 
Особенно сложно определить законы материала. Так, в теории 
упругости связь между напряжениями и деформацией для 
однородного, изотропного материала в общем случае выражается 
через формулу |J |: 

а - 0 , ( 1 , . I . , . -, c / l r i 2 . l . , ) U + •-.._,( I V L . , ) . / ' ( 1 1 

где о - тензор напряжении,! - единичниИ тензор, и - тензор 
деформации, с^- какие-то функции от трех инвариантов 1 , , 1.^. 1, ( 

тензора UI. Теперь при математическом моделировании конкретного 
упругого материала требуется установить вид зависимостей 
>'ļ, с^, с.̂ . Как отмечено B i l l , при этом возникают много проблем. 

В реферате обсуждаются исследования, начатые о I 2I, где 
путем численного эксперимента изучалось влияние квадрата тензора 
деформации U на решение задачи Синьорины .В I2J рассматривалась 

2 
ситуация, когда U входит в закон материала, умноженный на 
постоянную величину. Было установлено, что учет квадратичного 
члена может достаточно сильно изменить решение. Если брать 
линейный закон Гуна и тензор деформаций и в форме, 
предназначенной для больших деформаций, то при решении 
контактных задач можно наблюдать эффект "опрокидывания" 
приконтактных частиц упругого материала. Учет квадратичного 
члена при соответствующем выборе значения постоянного множителя 
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• 

снимает этот нефиэический эффект. 

Литература 
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Вып. 3. С. 143 150 ( па. латышек. ). 

Б дальнейшем предполагалось изучить влияние и с множителем, 
зависящим от самого решения. Фактически эанон материала был взят 
в виде 

О = Х * ! ^ + 2*/J*U + jrll )*0 . (2) 

где X, jj ­ коэффициенты Ляме, j( 1 )­функция, зависящая от 
первого инварианта тензора деформации U. 

Изучалась двухмерная контактная задача , ногда твердое 
тело вдавливается в упругий материал прямоугольного сечения. 
Боковые и нижняя границы предполагались закрепленными жестно, а 
верхняя граница ­свободна вне заранее неизвестной зоны контакта. 
Математическая модель записана в перемещениях. Дискретная 
математическая модель получена на основе комбинации метода 
Галеркина по вертикальному (по этому направлению неизвестные 
функции ищутся в виде кубических полиномов) и разностного по 
горизонтальному направлениям. Коэффициент ]f(lj) брался на 
предыдущем итерационном слое и заменялся интерполяционным 
полиномом третьей степени. 

В результате удалось получить результаты при некоторых 
конкретных jf(lj), ноторые обеспечивали выпуклую вверх 
зависимость приложенной силы от деформации в соответствующем 
одноосном эксперименте. Противоположный характер зависимости 
силы и деформации получить не удалось . 

2 
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"RAY" ASJ/MPTOTIC METHOD : FURTHER RESULTS FOR 

SINGULARLY PERTURBED NONLINEAR TRANSIENT PROBLEMS 

IN MULTILAYER DOMAINS 

G. A. NESENENKO, 

Department of Mathematical A n a l y s i s 

of Moscow S ta t e Correspondent P e d a g o g i c a l I n s t i t u t e , 

u l . V/erkhnyaya Radischevskaya 16, 1O9004 Moscow,RUSSIA 

I t i s known the papers C13, [2] , w h e r e B o u n d a r y I n t e g r a l 

Equation <BIE> method are used to so lve t h e p r o b l e m s o f the 

dynamical t h e r m o e l a s t i c i t y , i nc lud ing t h e t h e r m a l s h o c k p r o b l e m s 

(ones a r e very important acco rd ing to e n g i n e e r i n g s t a n d p o i n t ) . In 

connect ion with the development o f new p e r s p e c t i v e t e c h n o l o g i e s , 

the problems of the dynamical t h e r m o e l a s t i c i t y i n the c o m p o s i t e s 

a re i n t e r e s t i n g s p e c i a l l y . F i r s t stage of s i m i l a r p r o b l e m s i s 

determinat ion the t r a n s i e n t temperature f i e l d s under t h e t h e r m a l 

shock. S p e c i f i c i t y of these problems is t h a t i t i s n e c e s s a r y to 

so lve the s i n g u l a r l y pe r turbed boundary v a l u e p r o b l e m s f o r the 

heat equat ion with two small p a r a m e t e r s i n the m u l t i l a y e r 

domains wi th the moving bounda r i e s . N e c e s s i t y o f s t u d y of 

the s o l u t i o n of the s i n g u l a r l y per turbed b o u n d a r y v a l u e p r o b l e m s 

with two small parameters a r i s e s under the i n v e s t i g a t i o n of many 

important problems C3] , ] 4 ] . 

In th is report i t is sugges ted and g r o u n d e d the method of 

s o l v i n g the problems of above-mentioned t y p e . I t i s based on 

a n a l y s i s of the i n t e g r a l r ep r e sen ta t i on of the s o l u t i o n and 

includes a n a l y s i s of cor respond ing BIE. The method may be 

cons idered as g e n e r a l i z a t i o n of the s u p p o s e d b y G.A. N e s e n e n k o [5 ] 

" r ay " asymptot ic method for the composite s t r u c t u r e s and f o r 

the heat equat ion with two small p a r a m e t e r s . 

Thus, in case of one-dimensional t e m p e r a t u r e f i e l d s i t i s 

suggested the manner of o b t a i n i n g the asymptotic e x p a n s i o n s 
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(when с. —• О, i = l , 2 ) of the f unc t i on s U . ( x , t ) ( i = 1,2 ) i i 

which a re the s o l u t i o n of the f o l l o w i n g boundary va lue problem: 

2 

а и . au . 
c\ i - e . x = Q . ( x , t ) U . , i = l , 2 ( 1 ) 

вх at 
N i < t > < x < N ( t > , i = l ; NCt ) < x < N 2 < t ) , i=2 ( 2 ) 
U . ( x , 0 ) = f . < x > , i = l , 2 ; О < t < 1 ( 3 ) 

l l 
au < N < t ) , t ) au < N ( t ) , t ) 

U 1 < N < t ) , t ) = U 2 < N ( t ) , t ) , C ļ i = c 2 — - ( 4 ) 
ax ax 

The boundary cond i t i ons f o r U j ( x , t ) and U „ ( x , t ) under x = N ^ ( t ) and 

x = N 2 < t ) r e s p e c t i v e l y may be l i n e a r or ( i f i t i s n e c e s s a r y ) 

non l inea r C63; x and t a re the d imens ion less v a r i a b l e s ; 

( i = 1,2 ) a re the sma l l p a r amete r s . The func t i ons N < t ) , r -T(t ) 

( i = l , 2 ) a r e supposed s u f f i c i e n t l y smooth. We have mentioned 

a l r e ady tha t the o f f e r e d method i s g e n e r a l i z a t i o n of " r a y " 

asymptotic method C7] and i t i s founded on asymptot ic a n a l y s i s of 

the Green matrix of the boundary v a l u e problem ( 1 ) — ( 4 ) . In order 

to cons t ruc t the i n t e g r a l r e p r e s e n t a t i o n of the Green matrix f o r 

the examined problem, i t i s used the wel l -known method of sources 

and w e l l s C8J . The method admits g e n e r a l i z a t i o n in case of the 

problems w i th the m u l t i l a y e r a x i a l symmetry as w e l l as f o r the 

mult id imensiona l m u l t i l a y e r p rob l ems , i nc lud ing the mult iconnected 

domains and the problems w i th f r e e boundary N ( t ) ( S t e f a n ' s 

problem) [ 6 ] . 
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Problem (2) occurs to be i l l ­posed: small perturbations of 
u e W 1 , c ° ( n ) , f e L 2 ( n ) and g e L z ( r ) may cause large perturbations of 
aeL 2

(0). 

2. Discretization. A natural way to discretlze the inverse problem 

(1) is to apply finite element approximations to the weak formulation 

(2) of the problem. Introduce finite­dimensional subspaces S h cH'(0,r) 
depending on a discretization parameter h>0 : we assume that S h is 

complete in Н ' ( П , Г ) as h­*0 , i.e. for every w e H ' l O . D , there exist 

w b e S h such that w h ­ » w in H'(0) as h­*0. We introduce the following 

discrete version of problem (2): 

IDENTIFICATION OF THE FILTRATION COEFFICIENT 

Gennadi Vainlkko (University of Tartu) 

1. Inverse problem. Let flcR° (n>2) be an open bounded region 

with a piecewise smooth boundary dd; we denote by v the outer unit 

normal to Э0. Let ГСйП be a relatively open set. Consider the following 

inverse problem: find the coefficient a=a ( x ) such that 

­ d i v ( a ( x )Vu ( x ) ) = f(x), xEfl, 
[a (x ) Vu(x ) "|v (x ) = g(x), хеГ, 

where ueW''"(0], f eL z

(0), g e L z ( D are given functions. Physically, u c a n 
be interpreted as the piezometrical head o f the ground water in П ; the 
function f characterizes the sources and sinks in О and the function g 

characterizes the inflow and outflow trough Г С dCl. The filtration (trans­

missivity) coefficient a is, physically, positive and piecewise smooth 

with possible discontinuities of the first kind on some surfaces in П . 
We do not exclude the case of Г = 0 . The boundary condition is 

omitted in (1) In this case. 

Conditions (1) can be understood in the sense of distributions. W e 
prefer to deal with the weak formulation o f the problem. 

Introduce the subspace 

H'(0,D = { w e H ' ( O ) : w(x)=0 for х е Э П Д Г } 1 H' (O ) . 

W e obtain the following weak formulation of inverse problem (1): g i v e n 

u ^ w ' ^ l n ) , f eL 2 ( f i ) , g e L 2 ( r ) find aeL z ( f>) such that 

f aVu • Vwdx = J f w d x + JgwdS, VweH ' lO .D . (2) 
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and A = (a.jl is an 1 * 1 ­ matrix with elements 

ч = ^[(Vu • VWjHVu ' Vw { )dx , I.j = I, 

3. Regularizatlon. Consider a case where, instead of exact data 

denoted here by u 0 . f Q and g Q . we have polluted data u = u ̂  e W 1 ' tD), 

f = f s eL 2

(0) and g ­ g s E L2 (Г ) at our disposal. Then numerical difficulties 

should be expected especially for fine grids . and a precedent regulāri 

zation of problem (3) is needed. Tikhonov regu 1 arization yields the 

following numerical scheme: 

a a h = £ с V u ­ V w ( a B * A i c o t = d . (4) 

Here d is 1­vector with components d, defined above. c a is 1­ vector with 

components C j a (j = 1 1). A = (a J J ) and B = ( b t J ) are 1 * 1­matrices with 

elements defined above and 

b.. = f V w ­ V w . d x (i J = 1 1) ­
О 

A suitable value of regularizatlon parameter or>0 depends on the error 

level of the data. Assume that 

find a h eL z

(0) of minimal L 2

(0) norm such that 

J a h V u V w h d x = J f w h d x * f gw h dS , V w h e S h 

о о г 

Problem (3) has never more than one solution. If problem (2) is solvable 

then (3) is solvable, too, and the solutions satisfy the relation a h = P h u a 

where Ph,u i s t n e orthoprojector in L 2

(0) corresponding to the subspace 

{ a h eL 2

(0): a h = V u ­ V v h , v h e S h i ; a consequence is that a h ­ ^ a 0 in L 2

(0) 
ash­*0 where a o eL z

(0) is the normal solution (the solution of minimal 

Г2

(0) norm) of problem (2). Conversely ?f (2) Is ПОП ­SOLVABLE in 1.2

(0), 
but (3) is solvable, then llahHL2 ( n ) -* «> as h­*0. 

Choosing a basis W j = w j h (j = 1, ... ,1 = l h ) of S H. problem (3) can be 

reformulated as follows: find 
1. 

a h = ^ c.Vu­ Vw." 
I = i J J 

solving the system of linear equations 

Ac = d 

where с is an 1­ vector with components c^.d is an 1­ vector with components 
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coefficient. Z. Anal. A n w . (to appear) I 

• u p | V u „ ( x > ­ ? и 0 ( х ) | < л , ( S ) 

where h and n are small positive numbers. Then an a priori choice 
ot­a(M) etich that 

a(M)­*0 . (а я *л*)/а (М)­Ю as S­Ю, r)­*0 
guarantees the conTergence a

et(Sti|),h~*
a

o
 l n norm as h­>0, 8­Ю, 

i)HkO where a 0 is the normal solution to (2) corresponding to exact data 
Ue»fo*g0 (we assume that (2) with the exact data is solvable in L2

(0)). 
The same result holds if a = a(h,5,7]) is chosen, according to the residual 
principle, so that 

1 + <Лсл,слУ/лТ1 £ < A C o t ­ d , В^(Асл­а)У/2 * &(&*<Ас а,с а > 1 / 2 п ) 

where C*t*> denotes the scalar product In R 1 and &*1 is a constant 
not depending on h,S, л. 

The convergence results concerning the a priori parameter choice 
remains valid If 45) is replaced by conditions 

' a 0aL
e D

(Q) . sup|u 4(x)| * с , II V u n ­ Vu 0|| ( L* < n ) ) n < n 

where the constant с does not depend on TJ. 
For more details see [1,2]. About the identifiability of a from 

problem (2) among functions of class L 2

(0) or even l/(Q) see [3]. 
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