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Н.А.Авдонин, Х.Э.Калис 
Латвийский университет 

ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ВИБРАЦИОННЫХ ТЕЧЕНИИ 
В НЕДРОТЕРМИЧЕЕКОИ ЖИДКОСТИ 

Ь работе / I / была предложена осреднениеч модель гид

родинамики, описывавшая вторичные течения в жидкости, возни

кающие под влиянием вибрирующего тьердого тела. Численные 
расчеты по осреднениой модели были сопоставлены с результа

тами эксперимента, проведенного на модельной жидкости водп-
глицерин. и дали хорошее совпадение / I / , см. рис.1. 

В настоящей работе проведен пналиэ гидродинамических 
потоков в неизотермической жидкости в сосуде с радиусом R 
при наличии в ней вибрирующего твердого тела о радиусом 
И С Высотой Н = 2  г о , рис.2. Анализ будем проводить на 
конкретном случае высокотемпературного расплава и кристалла 
I ч • j Гс » погруженного в расплав. Кристалл вибрирует в 

вертикальном направлении с частотой 1л) и амплитудой CL . 
Вначале опишем метод расчета и примененные разностные схеьы, 
затем приведем анализ взаимодействия вибрационной и естест

венной конвекции. 

I . Уравнения гидродинамики для вязкой несжимяемой жид

кости в переменных скорости после осреднения остаются не

изменными и для цилиндрической системы координат имеют вид 
(знак осреднения опущен): . 

+ aļb(T-T0)t 

. J, о 
г -уф- ' э г Ь> (3> 

( I ) 



где v / r ; V a - составляюаг е скорости, p,~Iļ71 - давле

ние, температура среды и температура равновесия, 

коэффициенты ускорения свободного падения, кинематической 
вязкости, объемного расширения. 

Однако на поверхности вибрирующего тела ^Hj  ) вместо 
условий п р и л и л .  . : д м * * 1 выполняться слодушчие условия 
третьего года /Г' 

\ l ? * ~ = - ) > c f " V , - J * ^ " " ^ > * « i V ; v ; = C fe&£^fcļj£j* r * j (4)' 

где < f = ( * P A > j ^ . 

Ha остальных границах области ^ ) выполняются 
обычные условия прилипания или условия на свободней поверх

ности жидкости ( 1 j J . 
Уравнение теплопроводности 

справедливо как в расплаве, так и в кристалле (Уг~ * 4 ~ ° ) i 
где Л у С р / °  соответствующие коэффициенты теплопроводнос

ти , теплоемкости к плотности. Для Т ~ не границах } f 

ставится условие 3лго рода 

- % Ф № Ш Ш ' Ц ) * (б) 

где И  внешняя нормаль к границе, оС ~ коэффициенты тепло

отдачи, T ģ - внешняя темпераура. 
Урнвнение неразрывности ( 3 ) выполняется автомтгичпеки, 

если v r Г T ā 7 v £ г 2 к ; гле  функция то 

ка жидкости. Если без функции тока ^ ввести еще нормиро

вание!) функции вихря /Л  г Хо^у/Г " ( fbt^f  функция 

завихренности), то из (13) следует система уравнений

Ж - - ^ - Я  Г г 3 ^  )  \ / ^ + | ) & 1/ ^ - * 1 
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Уравнение ( I ) аппроксимируется на сдвинутой w- полшагг 
относительно основной сетки й){,_ сетке' ^i>fx 0 У г , , я м н 

причем для составляющих вектора скорости следуит выражения; 

Для разностной аппроксимации по пространству уравнения 
( I ) используется монотонная разностная схема вида /Л,4/ 

Уравнение (8 ) аппроксимируется на основной неравномерной 
сетке с узлами (rt-, ^^^^ЩГ^ситет-

рическими разностным уравнениям /2/ 
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&if О, Щ = « tt} ^ , *J+0/J- ), . . , 
Для уравнения теплопроводности ( 5 ) монотонная аппрок

симация на сетки W Я Д , имеет вид; 

где 
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С учетом определения функции вихря Ц f граничное ус

ловие ('1; имр'т вид ( Г$) 

Так как 1раниЦЕ> р счетной области находится между узловыми 
линиями сотки vfbfz. . ' о или граничного условия ( б ) имеем, 
например, на следуодую аппроксимация: 

(14) 

где 

Для монотонной аппроксимации необходимо выпо.чноние ус

ловия 

<7 
т . е . 

О < Г ^ 1 или • 

Аналогично аппроксимируется температура в приграничных 
узлах около границ Г3 , /Л • 
На Оси симметрии f ļ : "ЬЦ/ЪГ  ЪТ/Ьг = 0 или 

Функция тока * ^ на граница равна кулю. На свободной поверх

ности |~з '• Ц = О . 
Дпя рппроксим>'ЦИ1' функции вихря , U. ня твердой грани

це используется условия типа Вудса или Тома / 5 / . 
Но горизонтальных tраница* fļ. ; Г у из урчвпения 

(и) с учеп условий пр-ллипмния "oVj О и нёпрпте*о-
ния >\f ~ j следует • > 
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а ИЙ разложения ряда Тейлора ; 

Здесь использована формула -j^ļ - Щ —*" |/д, ' *— 

индексом 5 обозначаются величины на твердой границе, а 
S1  на ближайшей узловой лини: к гьанице, :<нзк + относит

ся НИЖНЯЯ стенке Г} , а  верхней ls~s i j ; /?  расстояние 
между узловыми линиями около границе на сетке щК • 

На вертикальных стенках j Гу из уравнения (8 ) 

с учетом ф ^ / = 1 р = 0 следует: 

4 Us4 
или 

n o 
где знак •> от» юктсл к лозой стензе , а к нревой
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или 

Формально условие Тома (17) имеет первый порядок T V I O C W , 

но практически-второй /3/. 
Так как разностные уравнении ( I I ) НЛИОаны на сетке 

Uh/ļ i то около границы кспольс-уютсн сл^.чуюпие попрч-вкм в 
коэффициентах разностных уравнений: 
О н а fļ i'ļ±£ļ:č= i, At ) с учетом ' ! & ) , ( 17): 

т . е . в ( I I ) при j — 1 появля'сн член с fic;t~ Л<л Cf^)) 

я в прг.воС части к прибавляется Kij Где kV 
ела roevoe, содержащее l f * i t в грани>.ных условиях ( Г 5 ) , 

( I V ) , а Уг~ О  дпя условий Томе ( 17 ) , J-~- L - для 
условий Будса ( 1 5 ) ; 

2) на Ct-(^lrJ = Af ) с учетом ( 16 ) , ( 17 ) : 

т . е . в ( I I ) при L —А/ появляется член 

а в правоП ч я с т и к ' 1 , 1 лриоавлчетсн « < О л у , где _ 
слагаемое, ссдещгнцее" ^/ в ( Ш ) , С Г <  ) ; 

При использовании условий типа Тома >л стенках имеем 
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т . е . в ( I I ) при С — Л/Л/ 

Q ^ . = Ь^((ЧМ)/(±+3*П + 1<) > « 
к I прибавляется Д A ^ f ; ; 

Ō — . . J L,J ' 

5) на I5 ( j = HN-Lj t-ljtJH-ijc учетом ( 13 ) : 

т . е . в ( I I ) при J ~ Л/ЛУ4. имеем 

6?t̂  = Z&i.J • а к прибавляется ^ у 

где ļs ļ -правая част* выражения ( 1 3 ) ; если граница не вибрирует, то с учетом ( 13 ) , ( 17 ) : 

3) нв fj [j= \* ,^NM;bJ) c учетом = 

т.е. в ( in Щ Щ ъ в р ; 

4 ) не Гч f-C^ķ flJMjJ-MA/j H ) с учетом i , ) , ' Л 7 ) : 
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U0lļ в та условия 

- f \ - ( a и \-Г> следует, что 

Аналогично ставятсп граничные условия для температуры. 
Например, на границе ия (12 ) . (14 ) следучт, чго при t Л/ 

т . е . в уравнениях (12) при f s v " появляется член 

. •  • . ' .в » правей части я прибпвллзтен 

слагаемое ( Ц - 1 6 

Me других границах: 

т . е . в уравнениях ( ( 2 ) , . . 

т . е . в ( I I ) при 1 = MM-Lļ 

6vi'- fi/|'(V^1"^-/ i а к /"Л прибавляется слягое-

- . -
б ) на учетом условий симметрии 
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т . е . в (12) имеем 

3) »̂» ((•"•i-) ) ^~0;J ~ > что вьтолняется авто

матически, так как "7 ( 1 / _ 
"л, С ~ О, 

6 Для аппроксимации производной (̂ "̂ Т̂ ^̂ в правой час

ти ( I I ) на сетке Utf/jĻ ислользуетгя разностнгя формула 

второго порядка точности 

Для вычисления функций использует

ся степенная аппроксимация /3/ . . , , / , _ • i , 

t w a x ( Z i O > > 

Раеностные схемы имеют по крайней мере второй порядок arnport 
сим*цик и монотонны, т .к . 

Ш > о , Ф > о , Ж Н Щ Ъ о > Щ ~ Щ 

рснкио разности, т . е . &ti/dčj£f яв ( **£й)./ъ , 

где f.̂  .  значения и у Г н» гредынущеы слое *р»*^нн. 

•С  8ЮГ ПО ТрьМ1:1Ш. 
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На текущем елее времени разностные уравнении t l f ) , ( 1 2 ) 

реализованы метопом релаксации, разностные урлгнения (Э) 
решались метепом Холецкого /2/. Начальные услопия:и = С, 
Т » 1500 С 0 . 

Параметры задачи:?: --к, = б см, 2  0  3,9 см, Y~0^ 3 си, 
ļ) * 14; 0,36. ^ С р = 1,2; (3 Ч = 0 ,1 , > = 0 , 4 . 

Параметры сетки: N = л • 22. 
Сетка почти равномерная, за исключением '  : ,лое»!х линий в ок

рестности j  ft Л/ и fi/tf , где ваги сетка для трех у з 

ловых лиши в 2 раза меньше,чем остальные, "С - О.СЗ, 
на Гх: Ы. = I , Ц* I5C0 С 0 , . 

На |Jt5 t i ' i I .  1500  KZj, j = I , H+ļ . К  20 0 ° , 

»* Гз : ot = I . T 8 ' = 5 0 0 c ° 

Узлы paЗНОСТНОЙ сетки wVi распележень сличуцом обрпэом. 
Г С; 0,3; 0.6 ; 0.9; 1,2; 1.5; 1,8; 2 ,1 ; 2,'.; 2,'?; 2,ОГч 

3,0; 3.15; 3.3; 3.6; 3,9; 4.2 ; ' . ,5; 4.8; 5 .1 ; 5,4; Б. г<; 6,0, 

Z г С; 0,3; C.Ō; 0,9; 1.2; i . 5 ; ī.fc); 2 .1 ; 2.4; 2.7; 3,0; 
3,3; 3,6; 3,75; 3.9; 4.05; 4.2 ; 4.5; 1,8: 5 . 1 ; 5,4; 5,V; 6.0. 

Сх .лимость кетсд.? установления для расчета гмдропннэум

чоской а;.дачи быстрая (пр мерно 2С етерьционннх циклов), но 
для совместного расчетг с учетом темперлтурыумчренная (pfQDtwb 

200 лторпциП), причем условия типа Вудса более точные. Для 
ускорения сходимости метода необходимо применять ь.нагонные 
векторноразностнне схемы /Л/. 

2. Приведем результаты рпечетор для различных темпера

турных режимов ни стонкзх сосуда и рнзточных зннч~ч«и:' тм>рп

цио • •• • параметров Л и * * ) . и 

рис.З приведена картин* XUKUAI т о к „ рторичнего 
вио; ОШ'ОГО течения в иэотермячесно! W K C C T B . Как видим, 

картине течения хорошо согласуется с течением № РОК.ЛЬПО* 
топкости ' рие .1 ) . 

Ня рис.'. i,>;1юд«»гся расчрткпл r.irтнч термечррит.

пионного течения Се. вчСрмдо. 
На pnc.S г . г » в е . ; " ŗ . : w i «ОДмЦЯ 'ip1' ьглряциоч.ч;'/ 

Пирометра:? id. * SV ГА, 4 ftO НУ i :oo'.ep:.avi^.,en» ķu* 

КОСТИ Прч П1»ГгГ1,»,| 7f.';i Г 'TVp : IP ' . Т К' 'i>' "!»HJ.il 5ч № : V 



Рибрационный поток вытеснет поток естественной конвекции 
из ..од кристалла, однако интенсивность потока естественной 
конвекции остается значительной. 

На рис.6 приведена картина течения при усиленны пара

метрах вибрации &)= 150 Гц, а. = XX; fiK и при тех же 
тепловых параметрах. !Сак видно, вибрационный поток стано

вятся преобладающим. Конвективный вихрь малой интенсивнос

ти наблюдается на дно сосуда. При дальнейшем увеличении 
вибрационных ппр1метров конвективные потоки практически пол

ностью подавляются. 

Полученные результаты могут иметь единственное значение 
для технологии выращивания монокристаллов из расплава., ког

да ксобходиуо устранить отрицательное вли>шие естественной 
конвекции на качество монокристалла. 
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Рис. I . Возникновение вторичного Щ>$г V » * * » ^ 
ВИмВдЦИОЙИОГЛ ПП1ПК.1 В S'J,ii;'ir.T»1: • 

4 i 1К1.пчрии.нт.1льние (ДОН** ; 
rti рдечеТММ 'мювин линий T»1W. 
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АНАЛИЗ ВИБРАЦИОННЫХ ТЕЧ"ИЙ 3 НП'сСТЕРК!

ЧЁСЙрЯ ЮУУГСТИ. Авдонин Н.Л., Калис Х.О.//Математическое 
моделирование. Прикладные задачи математической физики.

Рига: Щ 1092.  Выл.3. 

D работе проьеден численный анализ гидродинамических 
потоков несжимаемой, вязкой, неизотормической жидкости при . 
наличии в ней вибрирующего твердого тела. Анализ проведен 
на основе применения монотонных разностных схем для расчета 
полной системы уравнений НавьеСтокса с учетом термограви
тационной конвекции. 

Библ. 5 назв. 

HUKEHICAX .'JJAbY.ilS OP VIBRATIONAL KIC''S 0? 7NC0XPRES

SIBLK VJCCOUb ?l.UID. Avdonin N •, Kalla H . // !3ie nu uiema

tleal lodolllng . Applied ргоЫеша of mathematical physics. 
Riga» ttfļ 1492.- vo l . 3 . 

Tha numerical analyaia of the hyd rod 1п<эп> Icol flow of 
v lauoue iiicrapienalble nonlooflianntil fluid with vibrating 
aolid body ia curried out. Hie unalye ia lu buoed on mono
toneut' difference осьеце:: for calculation of tho full 
• yeten of llw^eetofcsa equt.tlonu with tukin£ Into account 
the U'f tmogruv i Latlonal convection. 

Е в * . 5. 

NSIZOSiWlSKA oilCKUUA VIBHACIJAS P L U * ! U SKAITLISKA 
Д Х А Ш К ; Avdonlm. .4., Kalis H . // Uatemātluku modelēšana, 
fcattimtitiokaa fizikas lletiūķbu ргоЫлтан .RJ£o: LJ.1992.

3.>eJ. 

Darbu veikta neaePplcžuna vlokozii, ne iz о tu m in ка 
šķidruna hidroalnAaikoe pl Uomu skait l iska analīze atkarība 
no cieta fee яке цт. vibracije» . Analīzi punntojad uz monotonu 
diferenču 3hetnu izmen toaunu рИг.на Nav j p -ч, totoa v lenfidc^uinu 
oletemrui opra ķlnāšenu, levfercjo i teraocrtsv НасЦЩ konvek
c i ju . 

Hibl. 5 noa . 
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М.Я.Антпмиров, А.А.Пенфглэва 
РТУ 

ТОЧНОЙ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТБПЛОСОДЗРЕАНКЯ ПЛАСТА ПРИ 
ТЕОЛОЭОй ШПЕКЦИИ В СЛУЧАЛ КОНЕЧНОЙ СКОРОСТИ 
ИЕМАЗН0Г0 ТЕПЛООБМЕНА 

В.монографин / I / найден интегральный поток тепла ЪГ0{$ 
от твердой к жидкой фазе при нагнетании теплонссит&вд в те 

плоизолированный от кровля и подошва пласт, а в случае не* 
теплоизолированного пласта прозедеиы лишь некоторые оценки. 
В донной работе при тех же предположениях, что • в / I / , 

получено точное выражение ltfo(t) W нетегиоизолпрованяогв 
пласта, а также теплосодержание твердой п жидкой $аз" пла

ста в каждый момент времени t • 

Рассматривается бесконечно глубоко эьлегсппха гврнэом

талышй пласт, расположеиний в области—©о < ļ ^ o o » , 
- Z f t ^ Ž <• 0 • Кровля и псдошва располояенн, оеот

ветственно, в областях — о<> <. х , CjL <+с>© , С < ļ < + &~ в 

 о  < £ fr<+©«> , — о ° < 2 <!/?• Через одну или наско

лько скважин, трактуемых как w e f c m e источники спсамас.'Ofi 
жидкости, з пласт нагнетается несжимаемая ЕЯДКОСТЬ С посто

янной температурсй Tļ. " а °си скважин. Ниже расскатривветсп 
случай нагнетания жидкости через одну сквалнпу с объемным 
расходом (3 ' и указаны лишь небольшие изменения в высадо

чной части, которые нужно произвести в случае нескольких 
скважин. Тешгофизическне свойств? кровли и подошвы счита

ется одинаковыми >н ниже рассматривается только область 2?А, 

Введем безрязмернне величины: 

, ,_Тги  Т о Тс Тр TkTq 2 л А" А* * 

*  ^ '4 , 2 /(Ы п), Ъ- тс^ы/[ц-т)сс], 

(i - J к Оуи , 
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где Т 0  начальная температура ласта и кровли, Т-^ » Т̂ , , 
Т к  тег.тпературы. й£с • О* » й£ ~ коэффициенты 

температуропроводности жидкости, скелета пласта и кровли, 
} , ж , Cjtc ~ коэффициент теплопроводности и объемная . 

теплоемкость жидкости, tT\ ~ пористость и равная ей сред

няя просветносгь,  коэффициент межфазного теплообме

на между жидкостью и скелетом пласта. Тогда математическая 
постановка задачи примет вид (см. /I/, с . 84) : 

ог2Цы-^/л, о<г,г,ъ «> 

alLoV+j5(u-v)- vi/At, (з) 

г=о: ЫвгГгьчцГ; г 1 + н г — ^ * . w — 0 . 
Что касается граничных условий в плоскости 2 = 0 контакта 
двухфазного иластп и непроницаемой кровли, то ( в отличие 
от /I/ ) естественно предположить, что поток тепла в кровлю 
равен сумме потока тепла от жидкой фазы (с долей \У\ ) и 
от твердого скелета ( с долей -ļ-Vfl): 

После перехода к безразмерным величия ал? из ( 7 ) следует: 

2 = 0 ; f W f e - m i U / d i ^ M i - m ^ v / b i , ( в ) 

где У - А к Д х . . > - ^ с А * £ . Хк V A f.  коэффициенты 
тсплопроводностч кровли и сколота. 

Интегралы1к{'. поток, тепла ст «ткости к скелоту пласта 
определяется соотношением (см. / I / ) : 

(4) 

(6 ) 



4>(t)=2ūļl\(i}t)di , Ш,Ь)- \г(и-гг)с1г. o.iu) 
i о 

Вместо аппарата функций Гршга, используемого в /1/, приме

ним для определения ЪГ0 ( t ) более эффективный метод, ис

пользуемый ранее в /2/ для точного определения теплосодер

жания пропластков в многослойном однофазном пласте.Для это

го умножим уравнения ( 2 ) , ( 3 ) и ( 4 ) на 7_ , проинтегриру

ем по X, от нуля до бесконечности и используем условия л& 
бесконечности ( 6 ) (предполагая, что Ъди/}Ъ тоже стремит

ся к нулю на бесконечности). Примоняя затем к полученным 
уравнениям преобразование Лапласа по Бремени, получим зада

чу: р — 

^ " = • • ^ 2 ^ 0<Ц++**, ' ^ c V / c V z - , ( I I ) 

O^V'^^IS-V)-?^, (12) 
y - + tf -o<{u-v)-PUy ( 1 3 ) 

й'^и'-О; z — -~: Ōl%fŗ-0; ал) 
z = o : 8»u-w} b*ur'-wu'+\(i~m)v', (I5) 

Здесь: 

f ( z , t ) = \ t f ( T ^ t ) c ^ fc№)fe,t)tKclt. W 
0 « 0 г 

Как и в Д / , дальнейшее решение задачи проведем при О ~1 . 
Тогда из (12) и (13) можно получить задачу для 0 -

причем м  7 о 0 при 2  0 , так что уравнение ( I I ) и 
второе грепкчное условие в (15) не используются. Тогда, ре

шая яазАчу ( П )  ( 1 5 ) , найдем, применяя преобразование Лап

ласа к (9 ,1С) , что 



Первое слагаемое в (17) соответствует изображению Лапласа 
функции Wo ( t ) для теплоизолированного пласта (см. / I / ) , 
а ттороо слагаемое  дополнительным потерям тепла в кровлю 
я псдолву. После обращения (17) получим интегралыпй поток 
тепла от жидкости к скелету пласта в виде формулы, вполне 
лтаггодной для числолих расчетов: 

( IB ) 

Найдем теперь тспчосодетаиние жидкой и твердой l ea , 
определяемые соотношениями: 

О ОО 0 Оо 

и ( t >  2 л \ d 2 r ы ^ г , v(t)-iir\di\nrdi. с » ) 

Огрг^ячю'зя, каи в в / 1 / , случаем 

Тогда из (ZD-'.I'j) в*&до 

(20) 
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При тепловой инжекции через /1 произвольно расположен

пнх окважин с расхо.пени \$i ( 1 = О, I , 2 . . . . . П ) и посто

янной тешературой на оси скваллн цршо (см. /2/) записать 
уравнения ( 2 )  ( 4 ) в прямоугольная координатах, прячем урав

нение ( 4 ) нужно записать ь виде . 

bU-duiriu^-vCu^-Wjt. . (23) 
Затем надо 1фощгг:сг;шров?ть эти уранештя по X. a qq U в 
пределах от о «= ко t o o , пчитеггив при янтогрттозанки 
уравнения (23) плоскяЛ аналог формулы ОстроградскогоГаус

са. В результате получается та же система ( I I )  ( I ō ) , в ко

торой' параметр у заманчтел на параметр У^ ^\)^ у и 

(^L - 'J?i.0£с /оīīn\h ) • Таким образом, решенио задачи в 
втом случае дается формулам! ( 1 8 ) , ( 21 ) , ( 22 ) , о котррах 
нужно сделать указанную замену. 
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УДК , . i7G.G5 
ТОЧНОЙ ОЗТРВ^ЛГТЯЗ ТЗШХЩ^ША ЧМСТА ТРИ ТЯИОВОЙ 

гоггяш у случая ямвсюЛ аачгктт а&иаюго ттооогпм. 

U(t)^j[W0(f)^m)ļ, V(thj[Y(t)-bfa(tļ, (21) 
где bfa(t) определяетея Формулой (18) (.тли с < - й ) , а 
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чнтимиров М.Я., Панферова А.А. // Математическое модели

рование. Прикладные задачи математической 'физики.Рига: 
Л7, 1592.  Вин. 3. 

Решена задача об интегральном потоке тепла от кадкой 
г. твердой фазе и о тегиюсодердании твердой п жидкой фаз 
при тепловой инжекции в нефтяной пласт при конечной скоро

сти кевфавно.го теплсобмепа. Пласт находится в тепловом кон

такте с С1фужапщпып понкцаемыми породами. 

Библиогр. 2 незв. 

All EXACT DETEBIIIKATI'JK OF HEAT CCNTEKTS OP THE 

STPATW'i lip a r a THEHIAL INJECTION IN THE CASE FINITE HEAT 

В Ш З Л В BETWEEN THE FACES. Antimirov li.ia. , Panferova A. A. 
// The mathematical simulation. Applied problems of mat

hematical phyaice. Rita: 1U : 1992. Vol .3. 

An exuct solution of the ptoblem of inteŗŗrel heat 
transmiaeion from liquid face to hard and rtetermination 
i f heat contents of the liquid and hard faces of the stra
tum under thermal injection in the case finite heat trans
fer between the frees ie given. The stratum has a heat con
tact r i th adjace formation. 

I?ef. 2. 

FKEClZA SIT/TULA DATJDZUfcA NOTEIKŠANA ŠĻĀKTU PIE SIXTTH. A 
m Ž E K C I J A S STAKFFĀZC SXJ.TUUAFVAIlfAS GAIlGA GADI ЛИ'A. 

Antimirove I - , Panfjorova A. //I'.ateni'ītiskā- modelē^ane. 
^ftteaStifkns fir.ikae l ietiskās pj-oMernes.-Htga: ID, 1992.-

Atrisināta uzdevums par ailtuciinterrālplūhbiu no •ikidras 
uz cietu fōzi un siltumietilpība leie'tfi Ш) Skidrī fāzē pie 
B-iltiWS infekcijas npftas slānī pie ŗ.nlīge sterpfaT'.u si', turn-

: . ātruma, wlinis atrodas silturcs kontaktē PT epk'īrtē-
vidl. 
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A.Bulkia, I .paged kiив 
Latvijas Unlve ie ltāte 

.1 nlCO VIRZIENU Н£ВД>83 IZMANTOŠANA 
DIVU ; ASKAHDŠOS SJAJU KONVEKTJVĀS DIFŪZIJAS moziSxts 

ATRISINA У АН A I 

Pēdēja laiku l ie la uzmanība tiek veltīta t l do i ekolo

ģ i j a problēmai ka paaemeo и'еци piesarDOČana. pseamea 
ūdeņu pltemaa rezultāta piesārņojumi var izplatīties Holes 
attālumos un apdraudēt ionontojnmoe t ī ro fidcņu avotus. Lot 
novērstu iejpējonut ekoloģiskās kutas trofua , l r svarīgi t5a 
prognoze», izmantojot mutemā'iskoa aprēķinus. 

piesārņojuma Izplatīšanos pazemes alanos pieņemta ma-
tematiski modelēt ar konvektlvāa difūzijas vienādojtmiem' 
/1-6/. Zemes дагогаэ ieži i r kārtaini un katrul no tām i r 
eavaa attķU-lfceB īpašībai» pazemas dienu оourlaidltai. Lidz 
ar to viena no slāņiem ūdeņu f i l trāci ja (kor.vekoija) var 
notikt ātrāk neka bl skuo osošaji, tātad ari piesārņojuma 
viena, slao.1 izplata-' ātrāk, otra Ienāk, vlenlaicigl o i fuz i -
Jaa ceļa non&kot ar i no viena slāņa otrā. Tāpēc pietiekami 
prec Iz oa matBmHtl.4k-.joo modeļos jāņem vem kā p Ies arno Juma 
iepla*laenaa ar difūziju un konvekciju katsano slāņiem, 
ta ari alāņu savstarpējā mijiedarbība. 

Apskatīsim pazemes tdeņu piesftrnojošun pasīvas v le l i? , 
t . i . , tādas, kao neeorbejas uz poru cirsmas, fi ltrācijas pro
cesu divos blakus aaošos slāņos, kur katram no tiem l r a t 
šķ i r īg i dlf te Ijas , porainības koeficienti un konvekcijas 
ātruml. 

pieņemsim, ka Bākumā bridi i-O abu elōnu ieejā - p i r 
majā un otrēja, notiek plesarņoj'na i zp lūde , t . i koncent rā 
c i ja С'i . piesārņojuma attiec igi ar fi ltrācljaa atru-
mlera V t un V* katra slāni kuetas 4 езв vlrsienā. Div-

d.imer.clju gadījuma p iesarnoj una koncentrācijas lauku izmai-

http://matBmHtl.4k-.joo


( 3 ) 

(4) 
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qu аЬов slāņos ar biezumiem И, ua Hļ apraksta .• :• :iudo-
jumi 

ar s:ikuma nosecljumiem 

6 / * 4/. - а ( г ) 

ro t« zn oa uc Iļum lorn 

un cos at' I jumiem uz abu alaau eaokdršenās rubežo= 

kur 

f*£- aktīvā poralniba, 

S1.. - horizontālas difūaijas koeficienti, 

vertikālās d i f f B i j a a to'eflci>-n t l , 

Vi - f i ltrācijas ātruai. 
Talpao .'jordinātu oP is vārstos šādii X aos - ulāau oaokar-
emes horizontālā virzienā, У ass  vert ikā l i alāntem, ko

ordinātu sākumpunkts  alunu ieejā uz aankarames llnljnB . 
problbmao ( l )  ( 4 ) skait l iskai ria lnāoenai ntpieclcuaras 

pietiekami daudz gan skaitļotajā mafiiclalka , gan ainiņas . 
Tadeļ turpmāk apskatīta problēma ļauj samazināt ātrie lnāju-

definīcijas apgabalu, līdz ar to or i skaitlisko rezultā
tu meslvua . 

Situācijā, kurā saskarošos slāņu īpašības izeak* Sa> 
daa to parametru attiecības i 

•9, » 9г un V 2 /«, * V<*z 
problSmaP ( l )  ( 4 ) vietā formulēts rautomftii'kuiJ» modeli» ar 
koncentrātu kupocitāti" /7,в/| 



„ * ? f о « ' Г ^ о W „ ? Г . . . 

Р<Л< L , C*ļJ< На , 
sakuma nosacījumi 

el « с , (6) 
I i-O 

neklasiskais nosacījums uz slānu saskaršanas robežna у. 0 

nosacījumi uz pArejflm apgabala robežām 

f/ « i , f I =Г , (8) 

kur Q*fa/tz-

(9) 

Seda f i ltrācijas uzdevums n'atadne ( 5 )  (9 ) ļauj skalt -
l l ak l atrlninut filtrācijas problēmu tikai augšēja (kuru 
raksturo inde kas ?) alānl, kurā p leaārņojups filtrejao flt-
rak nekft opnkšejfi. Vielre koncentruc Iju apakšējā slāni rak
sturo koncentrācija funkcija С (Л, 0,t) uz augšējā nlfiua 
apakšējās robežas $ = C . Atz Imēs lm, ka š ī prubleme 
( 5 )  ( 9 ) lr miitemūt lakas fizikas problēma ar na klasisku ro 

be žnoaoc Ij urnu . Darla merklL'  noakaldot, kādam f 11 trfln ij яя 
prohlemns daudzHl f l qu apgabalu parametru attiec ibwn uzdevumu 
( l )  ( 4 ) un (5)<9) atrlsinaiurau .ikaitliekio rfzulfvtl «r 
identiski un kādam ne. 

rormuletāa problēma» ( l )  ( 4 ) un (5)<9) ekiiltllikl r l 

e Inās lm ar režģa metodi. Diferenču shēmu aprēķiniem taraon-
touim melnlgr virzienu metodi. Definē» lm »1 mflrlgu r* v, t 
ar so Цеп ^ . U^,1 un attiecīgi d lskretaj lem npgabal Ivm 
d i v u nMau radījušā 
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un viena slāna ar neklasisko robežnooac i jūdu gadījuma 

ar atbilstošo režģu funkciju ' * " г ' " 

Vienādojumu (1) un (5) skait l iskai г i. in isi.i.it izmantoalm 
operatoru faktorisac ij аз shemaa /9/: 

šādu realizācija 

(Ю) 

Г Щ F  i * A ,  | f c HT . (*7*Ж)] -Ū = [££-t <MZJ « 
( l i ) 

kur 
, „ tC'.K. -2nil- ш-,,ч . , и^к^-гиГкгuT*-, 
Л« И » £ j — . flyiя ̂2 , 

 4 * 4 * л _ 
Л,  j - , А, » 

 i i " * 4  « ^ fa*^, 

i 7  vienības operators, 
 diferenču operatora avaro . 

Ja (?"»* , diferenču shēmu (10) aprokaima vienādojumus 
(1) un (5) ar kārtu Р^А/,-^»**Л att iec īg i , Ja 6~0 un 
C ' i , ar kurtu С(&л, Ц,Тг). 

Apskatīsim robežnoaoc IJ umu skaiti lako realizāciju s l ā 

ni C** Tļ) mainīgo v Irz lc-nu me too S problēmai ( l ) - ( 4 ) . Ap
rēķini * аов virz lenā.t . i . , ar alstemaa (11) pirmo vienādo

jumu, eemot veru, кн un U /д.^ nav atkarīgi no 
t , uz rob.'.om «*«o un «*»/. 

http://isi-.-i.it
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Pro-ilCial 
j ев gaaijuaem, 

{•>)-<•*) slcr.l (h*Jŗ) , IMz i g i kā. v.p*i-J«Ae-
p.'rb'.MiHti Shdl vsriabtlj 

Funkcija Й aprēķini uz robežām Ч- -H,f j'O, ļ}-Ha veikti 
dažādi 

1) funkcija Й aprēķināta uz robežām ar diakretaa fak-
torlzaclgas metodi, n ai izejot algoritmu: 

kur attiecīgi uz robežām 

К "l, (л- n,) , S « S< (S- Si), V Vt (V-- VZ), Я- Я* (9 -- ), 

7 J/..7- /ли Шлкз. - ) 
2 " — — 

bet uz kopējai robeJ.as 

[ R f - ' £ - S ļ * A - * i f 4 « i N о - ^ и ; л « ,  ( 1 3 ) 

Ли = ' ( H r f l ^ "i" Щм*гКш*г> 

2) pieņemot, ka funkcija U l r nepārtraukta un p ie t i e 
kami gluda, tika veikta Ц vērtību ekatrapolācijо uz robeždof, 
izmantojot Jau Izrēķinātu vērtības apgabala iskalenē, a t r i -
alnot vienādojuša ( 1 1 ) plnno vlenādojumui 

3) tā ka noaacljuni uz robežām if* nav atka
r ī g i nc -i un pieņemot, ka tas lr ta ari uz slāņu esakarso-
oac robtuae, funki-ijaa ū vērtības reķlnātea pāo formuIftmt 

ū.o ЩМ-*кв) , 

" •••• ' šfS,*4*) 



за 

1) faktorlzac I ja, real las Jot uz robežoa ух о ulgo

rltrui 

[(f e * s g)£  J es,. $ь)Лi ' i Щ sV^C-a:- о-*)/,;)] « * 

bat uz robežaP g = А/2 , algoritmu 

Vienādojumi ( 1 2 ) - ( 1 5 ) atļauj aprsķlnāt režģa funkciju 
«* uz pullgslāņa ( i h j J ar dbkreto f ak to ris. Ac ij aa me
todi. 

Aprēķini uz sliiqn •••<_) , t . 1 . , s lateibuo (11) otru 
v lenadojumn uknitliakā riainaaann ar i volkta ardlnkreto 
fnktorizaciJnB metodi V a B 0 virzienu, vc todeu .real lzue i -
j a i robežuoaac ijum 1 Ш robežām y=-4i, '/"° u " f"^-
juoprokuime nr diferenču vienādojumiem iznkatā 

Vlap Irma up-> '•• • dlvalūou uzdevušu ( l } - ( 4 ) • Uz p i r 
mā., opakeejā apgabala robežoa ff • - #i 

kur 
, й и /i. , да . 

uz otru, v liceja, epgnbalo augeajua robežao * « h'z 

*U,*-t • * J>", (17) 
k u r 



39 

Uz So abu apgabalu asa kāres robežas }ļ-С , ņemot veru 
noaacljuou (4) i [ 

= w . * fiit* , ( 1 8 ) 
kur 

- (2 " i - iU) , Д = 0, (3-***** +<<% Z%, 

jfa = £ [ ф Ai»>- Ф SaA<  * p j ļ f t t « $ t m ļ t 

bet «тЧ, ai , 6 ļ , , j 8 n Jau aprēķinātie faktorizacl-

jas metodes koeficienti apakšējā apgabalā, nonākot līda 
kopējai robežai ļļ*ō • 

Otrās problēmas godi Jumā (5 ) - ( 9 ) ar neklasieko nosa
cījumu (7) uz robežas y=c 

А * 

kur 

i » д о е л * ) , 
bet us robežas <ļļ " "t 

Mi,*** = °*>ч HifH 1 ,p>H4i (2o> 
Icur 

/ П * » ' ... £ г 

P»4 » 
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Skaitllalrie aprek'nl ļauj secināti 
i » Ja abu slāņu difūzijas koeficientu attiecība 

Iļ, /8.- > Ю ч tad.pieļaujot nelielas с ltu p в rene tru atšķi
r ības, abu uzdevumu atria lnajumu an.iltl l"'ko rezultātu Dtax-
ŗ lba nepuronledz SK&itll ar kārtu lCi (atrle inajunu funk
c i j a f(.*,}/,<J normēto uz 1) . Aprēķini l r veikti ari d l -
fuzljsB koeficientu attiecībai ar Kārtu l o ' ' , koa atbilst 
altuācljdl ar normālu difūzijas koeficleutu ļ o t i -lānu. u l j -
ni (pārejot uz vltmslāņa problēmu, t . i . ,ve icot vlduveēenu, 
iespējama l i e l s "nef lzikal&e" difUeijea koeficienta), 

. Jo konvekcijas ātrumu attiecība l ie lāka, konkrēti 

jau pie 4i у л г parādās abu uzdevurju atrisinājumu akuit

liskajoa razultūtoa būtlakas atšķirības. Tas, actmrodzot, 
i r izskaidrojums ari ar skaitiIflkaa d i fU i jbS kļūdu, кая 
rodeP no konvekcija» saskaitāmu яр roks imeeanaS arvlanpune 
Jo diferenci "prot pinumu" /9/. 
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УДК 518.61 

MAINĪGO VIRZIENU METODES IZMANTOŠANA DIVU SASJC AROŠOS 
SU¥U KDNVEKTĪVAa DIFŪZIJAS pROBLdiAS RISINĀŠANAI. A.Bulķie, 
I.Pegodktna // Matemātiskā mode Iešana. И и tematiskās fizikas 
lietišķās problēmas. - Ri«at LU.1993.- 3.sSj . 

Darbā npski-.tltl divi matemātiskie nodali konvekcijas 
un difūzijas problēmai porainā dlvslāņainā vide. Skaitl iski 
petita abu nostādņu uakritlba. 

МЕТОД ПЕРЕМЕННЫХ НАПРАВЛЕНИЙ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ДИФФУЗИОННО-

КОНВЕКТИВНОЙ ЗАДАЧИ В ДВУХ СОПРИКАСАЩИХСЯ СЛОЯХ. Буйкис А1А., 
Па год кика И.Э. // Математическое моделирование. Прикладные 
задачи математической физики .-Рига: ЛУ ,1993. - Вкп.З. 

В работе рассмотрены две математические модели для 
конвективной и диффузионной проблемы в пористой двухслойной 
области. Численно расследовано совпадение обеих постановок. 



DIE Ah.VKHTUNG DER UETHODE VERANDKН1ЛСНЕН 
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klua // liaoi'mutlsche Mode 11 lruug . i*ie praktlar.ho 
ргоЫеиеп der mattiemat lnchen phya I k .Riga, 199Э. 3. 

in der Arbeit alnd i « e l Problfcmatellungen flir 
KonvektlonsDlffualona Gleichuog In 8>vel»chlchtlgem 
B"4tem butrachtat. Man analyalart die Naherung be lden 
Mudell en. 



М.З.Буйке, А.А.Буйкис 

ФОРМУЛА ЯВНОЙ ЗАВИСИМОСТИ КУБИЧЕСКОГО СПЛАЙНА 
ОТ ЗНАЧЕНИЙ ИНТЕРПОЛИРУЕМОЙ ФУНКЦИИ 

В этой работе получено явное представление классическо

го кубического интерполированного сплайна через все значения 
интерполируемой функции. Сна дополняет работу / I / , в которой 
была получена форкула для кубического сплайн», отправляясь 
от обычного его выражения через вторые производныеMl= S . I x l ) . 

i   ° , . f J В данной работе аналогичная формула получена при 
помощи выражения через первые производные сплайна т ^  ^ ' ^ х . ) . 

Пусть на конечном сегменте С<Х, b ļ дано множество 
узлов интерполирования и значения интерполируемой функции 
$ t x ) в них / 2 / : 

. С А  Х о ^ Х ^  ^ Хыл i X  J  Ь , 

Кроме того, даны краевые условия: даны первые или вторые 
производные на концах сегмента LCA, Ь1 : 

* W « , S ' W C ( 2 ) ' 

Кек хороню изьестно из литературы, например / 2 / , обо

значая первые производные в узлах интерполирования через ПП^, 

для сплайна на интервале Г_х с Xc+," ļ ,получаем выражение: 

Ч . , ц а ( з ) 
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где 

или в более удобной форме: 

( 4 ) 

Здесь 
i X . 1 . . Ч Li-

( 5 ) 

(6) 

% - ifc^ ^г. F - - ° • £ * ' * > и . 

Для замыкания системы ( 4 ) необходимо воспользоваться 
краевыми условиями ( I ) и ( 2 ) . Если ( I ) записывать в форме 
( 4 ) , то , , 

При условиях ( 2 ) , дифференцируя 1). получаем: 

Ьгъг,* гуч,= }f Чар * 

ИЛИ в форме ( 4 ) : 

Системе ļ/ļ) вместе с уравнениями (6) или (8), где ко

эффициенты и правые части вычисляются по формулам (5 ) и 
(7) или ( 9 ) , легко реаается классическим методом прогонки. 
Подставляя найденные выражения f ^ L в ( 3 ) , можем полу

чить значение сада Яна на псдсегментс Г_ х  , Х с и J эеви

сяцае тишь от значений функции ^(х.) на коьцех подсегмен

Из непрерывности первой и второй производной сплайна 

в точках С» *i M~t, находи;.; систему уравнения отно

сительно , i   \ , N  * 
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По аналогии с / I / получим представление сплайна, пока

зывающее его зависимость от всех значений интерполируемой 
функции. Для этого будем искать Г^С. в форме: 

™i^|jrMi • ( 10 ) 

Тогда, подставлнл (10) в ( 4 ) и учитывая линейную независи

мость , получаем системы для определения ус и р<-^ . 
Система для V*., L=ō^J 

^Юл  » L ^ = F n 
Система относительно матрицы j b , ^ i 1-0,ы , ^ = 0,N 

или, пользуясь символом Кронекера. 

для каждого ^ О. fJ 

Здесь <-sO.N.ŗ^-»j= fii^O . Остальные коэффициенты п прь-

вые части даны формулами ( 5 ) , (7 ) или ( 9 ) . Видно, что ļ ^ ļ , 
vw не зависят от значений интерполируемой функции. 

Решив системы ( I I ) и ( 12 ) , подставляя (10) в ( 3 ) , получаем 
выражение для Ь ЛЦ,'*-> в подинтервале £ х с , T U r . ļ : 
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Это выражение для S a . ^ ' х ) я в к 0 вависит от всех зна

чений 5L • Б о л е е того, величины (Ь^| не зависят от правых 
частей краевых условий ( I ) или ( 2 ) . 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Буйкис А,А. Задачи матекзтической физики с разрывными ко

эффициентами и их приложения.  РигагЗинатне,1992. т 
350 с. (в печати) , 

2. Альберг Дж., Нильсон Э., Уолли Дж. Теория сплайнов и ее 
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УДК 519.6 

ФОРМУЛА ЯВНОЙ ЗАВИСИМОСТИ КУБИЧЕСКОГО СПЛАЙНА ОТ " 
ЖАЧЕНИЙ ИНТЕРПОЛИРУЕМОЯ ФУНКЦИИ. Буйке М.З., Буйкис А.А.// 
Математическое моделирование. Прикладные задачи математичес

кой физики.Рига: ЛУ.1992.  Вып.З. 

Получена формула кубического сплайна, которая несодер
жит 1ые и 2ые производные,а в явной форме зависит от зна
чений интерполируемой функции. 

ZUUISXA spLAIKA TIESĀS ATKARĪBAS I Z T B I K X E NO I B I E R 

P0№JfliAS FIMKP.IJAS VĒRTĪBĀM. Bulķe M . , Buiķia A .//Matemā
tiskā nodeieaena. 11 atemāt la kas fizikas l ietiskas pro olām es т 
RUsei ID,1992 . - 3-sej : 

Ieauta kubiska aplaina atklāta rsp rezen iāc ij ae formula, 
kura nesatur ne 1., ne 2. atvasinājumus, bet tikai visos 
in№rpolēļяпбз funkcijas vertlbes mezglu punktos. 

K1S2 KXPLEITE REPRESĒ N7ATI0KS PCRtfEL FOR KUBISCHER 
SPL7.KE, DTB NUR ALIE TORTE DER IKTEBFOLIRRBNuEH FUHĶTIOH 
E.NTH'ALT. H.BuJ.ke, A.BuikW/Matiiamatiscbe Modeli lerung . 
Die praktiiche problenen der nb-thenatisohen phvsik. Riga, 

Ea 1st e-vplizlte aBpraseotatinne-fcimei fUr kubuiciiar 
Splice eegeben, «elche uicht ārsta und zvelta Ableltucgen, 
abar nur aile ft'crte der Interpol is re nde r P;*ktion enthalt. 
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Л. Л. ЬуЯняс, Н. Л. Ула loua 
Ин т иатеиатики ЛАН и ЛУ, 

Рига 

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА КОНСЕРВАТИВНОГО ОСРЕДНЕНИЯ 
ДНЯ УГЛОВОЙ ОБЛАСТИ С ТОНКИМ СЛОРН 

В различных областях современно!! технинч встречает* 
ся многослойные конструкции 4 отдельными слохми ОТНОГМТОЛ!.

|ю налоИ толяины. Для исслелонзнил сметок, полученных при 
постаноано танах задач, с дальнейшим их чиспоькыи (или энэ 
литячеспии) решением удобно пчреИти н ноосП постановка с 
пополнительными условиями типа сосредоточенной емкости /1

3/ или их обобаенини, напр. /47/, hiими слованп  метолу 
консериативного осреднения. 

В отоИ работч рассмотрена задача лля уравнения тсп

лонрооопиости в угловом йбпасти. нота воэнанает суиестьен

ная пополнительная сложность реализации осреднения обли: и 
угла. • 

1. Исследование температурного поля в угловой об

ласти, состоящей из двух или неснольних слоев, различающих 
ся толяиноя и материале к. обуспоьпено определенными труп 
ностяии Основные из них: 

 расчет температуры в тонной слое или учет его 
влияния; 

 расчет температуры в углокоИ области тонного слоя. 
Для облегчения роиония задач тано.о типа преллага 

в»са иеоп монсероатааного осредненая 1МНО) для точкой грэ 
нгчнсЯ подобласти и методика осреднения дпи расчета юипо 
ратурм в углоьой точке. MHO реализуется на с лед у nu Я задаче 
i  i нрииодностк с двухслоЯмоЯ углоноЯ облисгоВ. 

2. Кож . . .ицям «ip"jtci аилжт собоК яряпоа увч, , спс-

т .мщиЯ «j дч> : лрямоу:'.льнвн .стоном). С втчсисиыю 
'•элььов тплвиоЯ в "Mi, v n 1ь:ю налим :to*ļ4mv*.i, -си 
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геплопроиоднисти материала (в кониретном расчете  бетон). 
Угол облицован тонкий слоем материала с большим 
коэффициентом теплопроводности (металлическим листом). 

Внутренняя поверхность конструкции поддерживаете» 
г.ри заданной температуре. Наружная поверхность подвергается 
интенсивному раоогреву (пламя, горячий воздух 1. Это тан 
называемая задача о «несгораемой сейфе». 

Предполагал, что длина конструкции достаточно вели

ка, рассматривается сечение угловой области, г. е. виуиерныИ 
вариант задачи i рис. 1. ). 
у , 

U Юл и, 
Рис. 1. Схема конструкции. 
Tl " температура в верти

кальной основной области, 
Тг- в горизонтальной 
основной обпагтк, Toi и 
Тогтемпература в тонкой 
слое. 

Постановка исходной сопряженной задача включает в 
себя двумерные негтацнонарыю уравнения теллопроводноств 
для всех областей а слоев: 

. JTi _ а ( » t i V э f 9 n V _ . / хи<х<хо. 
рсЪГ--*Г[к-5Г},-5?[к-37),Р1*гг>- \ о<у<,о. 

. Отг . а '.. э т Л . а ( 3t?V_, . . f о<х<хо. 
^1!Г--дТ[к-дТ}'-57 [ к - Ь Т 1 1 • \ у.<у<,о. 

ато•_ a f это!А э_ (. _ ajojА Г *o<x«xi. 
p o c o  8 T  =  S R L K O T R  J ,  A R L h o  3 y — J ļ o<y<yi. 

ЭГо2_ а (. _ Это») а (, _ Это г) / .0<x<xi, 

I l l ) 

(12) 

(21) 

(2*> 

ви«сг • с граничными в начальными условиями: 
 Н . U r i V  p o n 1ИХ повср.» НОГТЯХ  yC l l l  UHN I pJU  i : 
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T i г Тс. 

Тг = Тс . 

х - х>, 
У < У". 
х < х«, 
У » У». 

 на наружных поверхностях • ycnoeiR теплообмена по 
Ньютону: 

к о -Щйр * «Tpt s а. 

. «Тог  .i 

ж = xt, 
У < У • . 
X V * ' * " . 

У * У». 

! 3 l ) 

( 3 2 ) 

I 

: 41) 

( 4 2 ) 

Т'Ли щ> = аТ . Т  температура наружной сролы (напр. возлуха), 
 услоинл сопряиы ия между основной областью к слоем: 

Т ' / , 0  о = Т о ' / , о , о 

T ī / , 0  0 a  " / у О . О 

*  1    7 = « о Л ^  7 

Э х ' ж о о ' Эх ' хО*а-

уО0 Эу ' у 0 « 0 

У<УО. 

х<хО. 

у < у о . 

х «хо . 

( 5 D 

(5а> 

( S D 

:6i) 

начальные условия (при «.«О): 
Tl = Т2 г T01 г Т02 ; ТС. 

Запача в таноЯ постановке аппронсимируетсл раз

ностной схоиоЯ, которая решается методом переменных нап

равления в каждой ' двумерной области, пересылая на каждом 
итерационной шаге значения температур в зоне пересечения из 
ужо просчитанной области в следуемую. 

В случае, когда толаина основной области отличается 
от то.тины слоя на порядок и больве, решение сопряженной 
аадача связано с определенными вычислительными трудностями 
(типичная задача с малым параметром). И метод консерватив

ного осреднемвя по тонной граничной] подобласти значительно 
обпогчавт решение подобных задач, сохраняв при эгои а пос

тановке задачи асе характеристики осредиясмоИ • ч. 'л.с < 

2. Метод консервативного осреднения для отдел .... П 
граничной подобласти подроСао иалиаян в мачоиякейсч в 



печати номографии /7/. 
Введем следуяаие обозначения для • •»;• мнения по ко 

ораинатаи у в х: 
, я» 

H0 (y , t ) = o , J TOIх.у.t|dx. di = xlxO. ( 71 ) 
хО 

_ . yt 
UO(x.ti = k, / Ta(x.y.t>«ly. 6г=у|у0. (7г) 

yo бг 

Уравнения для слон (2i) с учетом (7i ) , граничных 
условия на океанов поверхности (3D а условий cotiŗ яления 
(5il,(Gil, переводятся в гранвчиое условие для основной 
области ( l i ) : 

( « i 

īno условие содерягит три неизвестные функции: Но, Т. То/—, 
Для их олредепенил применим линейное распределение 

температуры по осредняеной координате (напр. я): 

•«*/ 
Т о / х Г я Т — 5  « «  « • ) , « 1 * ко . а 61 . ( 9 ) 

V т / х 0 .  ?  №* I | Ц « « >т/х 0. «.о, 

Подставляя ( 9 ) и (101 в ( 8 ) , исключим два неизвест

ных и получим граничное условие для I i i ) при i i ill 

Для уравнения (12) получаем аналогичное г .а личное 
условие при у я уо: 

111*1 
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(12D 

(122) 

v\ к ?г) 

. (132) 

.(,U*| 

i"l .ни условия ( l i t ) , я (112 ) сохраняй? асе ха

рактеристики осредняемоИ полобласти, а выписанный с учетом 
основного уравнения .к.л г второй порядок при разностной 
аппроксимации 

Преобразование (7 11) «.водит роаение лвуиерной 
сопряженной и.: ми с иалыи параметром к роге ним одного 
двумерного уравнении, но с ненлассячсi I ни граничный 
условием, численное ревение ноторогз значительно щ ал. 

4. Предыдущие рассуждения относились к задаче с 
плоской граничной подобласть». В случае же, когда основная 
область я подобласть (слой) является угловыми (рис.1), виа 
нинаит дополнительная проблема консервативного осреднения 
угловой зоны или >н| •..i..л,,.! температуры о угловой точке. 

Препположии. что распределение температуры в слое 
То, в области «гловой точки, может быть аппроксимировано 
полиномом 2 • степени как по координате х, так и по гоорди

нате у (угловая область является обвей для То» и Тог). 

n o  . . . , . f f o , 0 > ( t ) . V » ( « )  ^ . 9 2 ( t ) (  i ^  ) a . 

Uofr,.i.Ūe<0> (t >»VK t ) У
5 У" *Уг( t ) ( УдУ° Y • 

Нозф ф ипиенты (lo, VI и V2 (аналогично По, 
осреднпвтгн uu граничных условий: 

э «10. : ^ t t t ^ ^ ^ t U ^ ļ ^ 

И НЭ ( 122), Kill 

VlMl : £ 3tko»Wa)(|lo По' 0 1 ) >а «2 Ū o < 0 '  &• в 

? * М , = З к о . к / I 7 1 , 0 | : ' ° " о ' 0 ' I >о Ьг Fo l° ' ii в]. 



Танин образом, граничное условие (В) при ж = жо, у = уо 
принимает вал: 

р о с о ат и ко _ 
2 ~~3t «Kkotk.) 

4ко 
ко ко 

г ' ' н  ī t » . 

3tho«ki»to2(2ko»k»)tfo t l"6» в 
( З к 0 1 к > ) б 1 2 

ько 
1 . ко 

к • 

2 k z U o  ( k 0 t k z l U o < Q |  6 2 с 

(Зко>к2)бг 2 
« Fi. I 152) 

„, 1 Г ко Д» ко к' Э» «i _Лр ļ 
Г и е 1 коТкТ L т г » * 5чко,км %г ' роео— i r J 

Онончательное уравнение для Т получлеи иа. суммы 
(152) в аналогичного ему 115 О, полученного мэ 
(10), (12i), (6i) и (В), т.е. из уравнения, осрелненных по 
координатам х н у . 

В этмх уравнениях (151) и (152) присутствует 
неизвестная функция 1)о| t)  среднее значение температуры 
угловой зоны. 

Для ее определения проинтегрируем граничное условае 
' ( 8 ) с учетом (42) а слеяуюаюго выражения: 

U 0 ( t ) =  g i  / U0(y.tld y =-- -ŗ i -5- 2 ? dx / То(ж.у . tidy. 
xt y l 

yO 
В результате получаем: 

жо уо 

( U l ) 
уо 

и аналогично: 



53 

2сгг(Зко»кг) 

Танин образом, япя расчета температуры в 
точке (Т) необходимо рассмотрить слолуюаую систему 

уравнения. (10) «ля й о , о ) и IT»* э 1 . 
(17)  для Do, 
(15) НЛЙ Т. 

Она НО сочержит пропзвсяныл по простриистесниин КорвианнЫН, 
ЧТО избавляет от Необходимости реветь у)глвн«нил 

спищсальними мотолзми, ув^личигаиявмь C I I O K H T  T I  «• г р о т ' 

• ра:чччь:\ услоыиЯ, но и ха раитиристими иатьряаЛа слог, и 
ToribKi раэипры атоЯ угловом о*, ластя. 

задачи с плксИиа". и ip IHCBM м к гоштратури в угловсЯ 
гичке " Для задачи г пркм; моииои ИКО для углои< И 
гранччноП подобласти, поскольку способ иычиелсеял ЭиачДняя 
ггиперчтуры в углэпоЯ аоио , или угловом узло, достаточно 
сукосгвотгн при «спит зосачиа ситоччих методой расчета 
гекпорш /| г. • ПОЛОН, 

Голцкнп !,.•.»•.•.* aCiiaCT а : тоjri. = »о »• г О. 'йн. 
голанчч слоя: > iуо  xt *o = а. С05ч. 

маторяа осноьио* обпг.стг  бетси. и • 0.175 Вт/г К, 
р = 1GO0 кг/и"1, с х ВОН иж/нг К, 
материал спея • метают: ко =40.0 №/иК, р 0 = 76DO кГ/м , 
**• 502. 1 дж/иг Н, 
(t0'j»»MMH<HT тспг.ооСн' на •« = 16 Чт/м Н̂, 

мне ра тура йиутроин игВ':рх.|а>:тк Т , ķ к, 
пи:|ер.1Т> рь T ' I M I ' V ! U О О З И 4 * » 1«  774 Г.. 

Рос4t' т . Г ее помощью учитывается ье только ВЛкл'ня& 

Ч. Koi l l ipoTIW paiMCTll Проводнике!, яли :Опрп« .i •. ;• 

Сьч/л» та iu 1рао:1«""1«ч p e a H4t 
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Рис. 2. Изменение температуры стенки в процессе нагрева. 
1. Г' для соьрнженной задачи. 2,2' для осредиенной задачи. 
1,2 • температура в точно (хо.уо), 1',2' в точке (хп, уо), 

Температура о выбранных точках выше для решения 
'осредненной задачи, поскольку в кий учтена температуря в 
слое. Для сопряженной же задачи дано значение температуры 
под слоем, в верхней точке основной области. Однако это 
влияние повышенной температуры переносится и вовнутрь об

ласти, что сказывается и на температуре в нижних точках. 
Для лучшего совпадеивя результатов можно использовать и 
другие способы аппроксимации температуры о угловой ючне 
при решении сопрнжешнЪЙ оаиачи. 
В целом же результаты расчетов понизали, что иснош.зоыание 
npoui.oxfcмного иетода НКО, приис итого к рчению одной 
двумерной задача с нинлассическим граничным условной, дает 
значительные преимущества и чи.л...ц И реализации и при иы 
боре нага по иремени. 

осрелненной задач представлены на рис. 2. Здесь показаны 
изменения температуры о процессе награни для обоих задач в 
двух тоннах: в верхнем углу I хо, уо) с максимальной 
температурой и в нижнем углу ( хп, у*) с ииниилльноИ 
том пера ту рой. 
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М.А.БСЛОЕ 
JL , Ркга 
Л.А.СтолкроЕа 
FT!' , Рига 
О.К.Сзрупс 
ЛУ , Рцрв 

ЙЙ*ГОСГОНШИЕ 0Ц2ШИ ВЛИЯНИЯ ЙСТКО 
!0Ё№Ш&Ш ГРУЗОВ НА ДИКАЗШУ 
ТЭНКОСШШСЯ ЕЩИН̂ ИВСВДЙ ОБОЛОЧКИ 

3 нзстоясе': работе нз базе спецяальнь'Х 8ЯЮ1ПТОТ»чеек1ЕС 
атфоксимаслй CMR» *• О ) построзны простое иг'чекеряго фор

муя) анализа задач дчца!.:ккй тонкостенных Ш'ляидряческкх обо

лочек с чмстко 1 ф и к р е г л ё н н и м н грузами. В математической мо

дели умятывамтся лттпгь поперечние перемещения W . Это, ко

нечно, приводит к сушестзен.чому упрощеяио модели, но. как 
показано в /1,2/, таксе допушечде приемлемо для инженерных 
расчётов. 

Рвссгдатрек случай ортотропно? цилиндряпесно". оболочки ' 
толатьгы К , длины L с радиусом срединной поверхности R , 
к боковой поверхности которой в точках с ксорлинетага 
^j . fp» ..., Н tnctļCUM образом ггккреплень N грузов 
глассо? пг\* . Боковая поверхность нагружается нипульсок вче

шнего гсарленвя — Set) , где <гункглт<! tf) 
является S* 5С — периодическое по аргукенту $> . Переход к без 

рьзме! н;;м величанау осушестьляется следуипа; образом: продо

льная координата ot o tVR [ О . прогиб г^" 1S"/fe. 
присоединенные массы т л = n\*/(h , чреин f « t/te , 
олива оболочки t = L / К. , амплитуда илтулься влеинего иагру

жения ^ » vj*/ £ о > г 5 е р _ рвзмвряая платность материал., 
оболочки и 
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Ниже используются также обозначения : 

t  \ i / U 2 t f ) , Л» 1 Ej/E,. , y = V z , 2 U  v ^ ) & / E i . ( .2 ) 

В дальнейшем Б рассматривается как малыЯ параметр. 

I , "атематическая модель 

Согласно принятым выне допущеняям, математическая мод: 
определения прогиба "иГ пря импульсном нагру*еняи бокомЯ п 
верхности шшгадрическоЗ оболочка имеет вид / 3 / . : 

£ t U + • C V * Tģ*i5t>-*i>-4»-4Pi))1ļā + 9U,•*•>&<?>•- 0 

*\г-ъ * ^ * ^ * . *  о = ° i ( 3 ) 
где 1 

(_«1ч , vp̂  •) — безразмерные координате точек крепленая грузе? 
« i е 1 0 , I t , 4>j t t-3t,Ti3 i Б С»4, ¥ ) , 5 U ) ,соответст

вующие §  функции Дирака, Л i и Л к  операторы грани

чных условий на левом (<*• О ) я правом (.<* = t ) торае обо

лочки. 

' 2. Алгоритм решения 

Более детально методика решения задачи (. 3 ) изложена р 
/4/. Здесь приведём лишь' основные этапы алгоритма реаения. 

2.1 . Пргменяется интегральное преобразование Гапльса по 
безразмерному времени t , причём, если _оркг:кап, то 
сютветствуицее изображение обсоначается через J ^ р ) . 

2.2. В пространства изображения по Лг.пласу строится 
вс.тмптоткческая (, £ » * 0 ) аппроксигешия ]унгатии Грина 

(г • &•(«*»•¥i ^ " с » 1 , ) > ļ ' t p ' t ^ V C T . e . решения ээдачп: 

В re рвом 1|ри*л»кжакп!: 
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где_ v o o г . — г 

г к « [ « ^ - х ) % ( ч ;  ' г  2 к т , ) 2 ] 1 / 2 , ļ-$•««•*>/•* , <-8> 
л а л 1 ' 4 

К0(.х)  функция Мгкдональда, 

П «V («о . (Щ 

x t  ļfVļ e s i p C i » ^ ) , *г= vi ļ e x p H S / V ) , U 3 ) 

а для коэффициентов имеем СЛАУ 

где 

причём \/~Šļ. имеет главное значение^ _ 
2.3. Используя функцию Грина & * Q / £ , получаем 

следугаую асимптотическую C t - * * 0 ) агптрсясимацит) решения 
задачи С 3 ) : 

где 



eo 

i jf _ J " 

* * ^ Q . t < у ; * | i % ^ ^ ) , ( 2 0 ) 

а ддч определения ^ » * Л ч 1 в £ У ^ ^ . > у 1 ^ > . Г . , Л | имеется СЛМ 
Ы 

I l l j * j " Ц Ч = » i k c  i , 2 , . , N , ( 2 U 
где 

24. Хетодяка обращения интегрального преобразования 
Лапласа базируется на структуре изображения С Г7 ) и на 
предполоеиии, что искомы? прогиб "UT может бить представ

лен в ваде: 

 » U * » f , £ Г ) С О Ь « « Г 6 ( . « * . ч > , т ь т ^ с ч , ( .23) 

где Ac«<,4 ' >ct)= U(p' ,4 ' , t t ) » i6 (?<>?,t ī  ) — комплексная амплиту

да с калоК изменяемостью по с" . 
В этом случае из С 17 ) имеем 

i y - T ^ ^ . H - ' t * ) 3 jļ^^^ļ^'j'ib . ( 2 4 ) 
Полагая в (^24) p =  T A H E £ , учитывая С 23 ) и проведя 
замену переменной интегрирования t * i ?" , получаем: 

здесь A = о.  « . 6 . . 
При малых £ вторым иятеггато в С 25 ; могho пр&пе 

tjpe°b. Б итоге, пегесбозкачая z чгрег р , получаем, ч.то 
гочзлексная амплитуда A U , T » , t ) имеет следуй ее нэображеяке 
лс Лапласу; 
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Так как в С 23 ) акцлчтуда A(pi, v f , ! ) необходим лишь 
для малых з н а ч е н t = £ £• , то для обращения (. 26 ) можно 
использовать более простые "ин^енернг.е" алгоритаы, дзхлие 
"хорошие" результаты для малых t . В частности, если вос

пользоваться простершей формулой обращения' 

Щ &л$&>Щ.щ\1ъ . • t 2 7 ) 

то получим следунпуп инженерную формулу расчёта вынужденных 
колебания оболочки: 

где функция W определена (.18 ) и ДЛЯ своего вычисления 
требует лишь решения СЛАУ ( 1 4 ) , С 21 ) и вычисления ин'.ег

рала (. 10 ) . И з аналитической1 формулы (. 28 ) легко опреде

ляются л другие характеристики колебательного оропессе. 

3. Численный эксперимент и его анализ 

Основные численные расчёты проводились для следующих 
параметров оболочки: L = I ч ; R = 0,Ъ к; К = 0,001 м; р = 
 2740 кг/м 3 ; V* = V 2 = 0,3 и для амплитуды импульса 

 |̂  0 ; Я/2 4 \f \ £ ОТ , С 2S ) 

где 3" = 10 Пас. 
Результаты численных экспериментов представлены в раз

мерном виде на рис. 1 — 7 . 
Анализ результатов и аналитической формула решен/л ( .28) 

позволяет сделать некоторые выводы и предложить ряд инженер

ных оценок динамики тонкостенной цилиндрической оболочк;: пр:

и'згульсяом нагружекии её боковой поверхности. 
3 . 1 . При начальных холебчнтя •. оболочки втиян^е точ.с 

крепления грузов и торцов оболочки (граничных условий) л о 

яалиэсвано (. нквет гад мяршпкаа с л о й ) . Е^яч'й* областя 
влияние точгк крепления тр .юь зе зависят Ь? .:х мьсдя С см. 
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02 М Об 06 ас* 

Рис.1. 

Прогиб в сечента *р = с при 
t = 0,01 с. N = i , * 
= 0,2 м, ч \ э 0. Верхняя ли

ния соответствует массе™"

= С ,6 кт, нижняя маисе mļ = 
= 0,1 кг. Ej = Z0 = 0,2 • 
•|С? П/м 2, fr =~0,1 1С7 

Н/"^ Торцы оболочки заде

ланы «истки. 

рис. 1,2 ;* 4 ) н вида нягружения, а определяются лишь характе

ристиками оболочки п зависят от времени. Анализ аналитичес

кой формулы решения {, 28 ) позволяет дать следугаув опенку 
области влияния жёстко эпкреплёнл в точке (<*j , f j > мас

сы на динамически? просесс рермулы приведены в размерном 
виде ) 

где 
l 30) 

C 3 i ) 

С 3 2 ) 

а Ч\ - полярны* угол при переходе £соьЭ 

ifr'ty* г ' 
Итак.в случае тонкостенных оболочек О\/0.  * »о ) область 

влияния присоегин^нноГ мчеен на первых колеоан'мх вс;ы.а ма

ла и с течением вре.ени расширяется достгочно медленно (_ как 

Аналогичные опенки имеют м> сто и для чдаст;: ияяния 
торнов оболочки. Пусть с<"- =<о  терец ••.лл/ндркче.ко* д "о 

лэчкм. Тогда область вличгая эт>гс*тсряа ;жеет опенку: 
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ы*Ю2 ļ ' 1 ' 1 

Ри%2. 
Прогиб при у = С, t = 
= c.oi с . N - о, 
<*t = с,з м, ы.I = 0,5 щ 
т\ = 0,4 Ki.m\ = 0,5 кг ; 

Е 1 " Е 2 = ° д 2 ' 1 с 7 Н / у 2 ' 
tr = 0 . 1  I t 7 Д/м 2. Toptm 
оболочки заделаны жёстко. 

Рао.З. 
Прогиб прк чЭ = 0 . t 

= 0.01 с . Ы = 2 . « f i = y V = 0, 
< = 0,46 ::, л\ = С,5 И, 
rnl = С,4 KT.mt = 0,5 кг; 
Ej = Е 2 = 0 , 2  1 С 7 Н/м2, 

Сг = 0 . I  I 0 7 Е/м2. Торцы . 
оболочки заделаны жестко. 

l o t "  Ч 0 | w Д 4 ( Л ) ,  ( 3 4 ) 

Область ВЛИЯ1ГИЯ граничного условия не зависят от слособа 
закрепле'ия торца оболочки. Это следует из аиаллтич^ско* 
•topMjлы решения С 28 ) (.си. также оме.; ) . 

Численные рчсчётн. гров^д^нные для оболочка г. П З ; А « Т — 

рэчиR = 0,5 и, L = 1 , 0 ••, К =, О , ^ >ix = С,?; Vi «•• 
= C,4t; р = 77.; ' ет/?Г, Ej == 0 . 2  I I  7 « ' ' г 2 , Ej,  С.ЭЮ 7 

а/к , 0* = : , I č - 10 ' .Vtr . прл ж-стко2 зач-глу.': гсгасв 
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i 1 i 1 i 

m-OA 

m-QQ5 

i i 
(32 04 06 08 a * 

Рис. 4. 
Прогиб при ч? = 0, t = 0,01 с . 
Н т I , «sit = О, Ч\ = О . 

Верхняя ЛИНИЯ для m t = 
= 0,4 кг, нижняя для т * = 
= 0,05 кг. Ej = 0 . 2  IO 7 īļ/tČ, 
Eg = 0 ,4 - IO 7 IVM 2 . Ls = 

* 0,15-IO 7 П/м2. Торец обо

лочки ос* = ō свободен, а 
торец ы." = I м заделан 
жёстко. 

i/Я? 

•1570 

Рис . 5 . 

Прогиб при t = 0,01 сМ= I , 
= 0,3 м.Ч»! = 0; ra t = 

= 0 , 5 кг.Еерхнял линия для 
сечения oL* = 0,3 м, средняя 
для сечения ос* = 0 , 2 5 м," а 
нижняя для сечения at* = 0,2 м. 
Торпы оболочки заделаны жёст

ко. Ej = 0,2Ю 7 ЬУм 2 , Ез = 
= 0 . 4  I 0 7 Н/ы2, &• = 0,15

•10 К/и 2. 

ОбоХОЧКЛ и Б отсутствии присоединённых масс показали, что 
при 0 < t 6 0,5 с. 

с относительно" погрешностью 4. I I *» . 
При тех :se характеристиках оболочки для случая N = Т , 

т . * =• 0,5 кг, ы\ ш 0,5 м, 4» t = С ,: 0 i t i 0 ,3 с. 

A i V " , ' * " ) 4 0 , 3 ? A U > ( .37) 

t относительно" пггремностьг. 4 12 J . 
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Q4 

Рис.6. 
Прогиб при t •= 0,5 с. vf = О, Н = 1,'«it = 9>Э " , ^ 1 = О,' 

= Q,А кг, ЛИНИЯ гГ 1 вычислена по формуле (.2В ) . 
а ъГг по формуле (, 41 ) ; V\ = 0.С05 v , M t = 0 , : J ; N 2 = 
= 0,45; Ej_ = 0,2XO7 Н/м2, Eg = C.3 '10 7 ЗЛ*2. fr = ' 
= 0.ISIO * ! !A^ . Торцы оболочки заделаны ^.стко. 

При t = С,? с. зоны Елияния торца оболочки к присоединен

ной массы встречаются.и структура колебательного процесса 
при t > 0,3 с. усложняется. 

3.2. Поверхность тонксотенно» тиигпндрической оболочки 
разбивается н.° of ластт влияния прикрепленных грузов и тор

цов обогеч*н ( оненх: г—х облаете'' даны в с.З. I . ) я на 
оставшуюся часть псресхкостз b s . В начальный .юг*яод, ко— 
гдч отпасти ЬЛРЛ.ЧИЯ не лерееекметеч, р и а к т ебелрчКЯ .чсж

нс |сслед<ватг этдеаьна чс нежде* : .геленнх обдастеЧ 
^ ом. риг:. ī  t ) . 
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Яри принятых внше предполочоняях аналитическое решение 

С 28 ) упрошаетсн. Пусть, например, торен оболочка o t  o 
закреплён жёстко. Тогда в области влияния торпа в первом 

приближении имеем: 

* t e * K  f f Д , . i 39) 

scr ) = r 1 , 2 ( i  ' 2 c ^ r , *  Й, 5 . И . C<o; 
Аналогичные аппроксимации можно получить и для второго 

торца оголочки.п для других способов закрепления. ' 

В окрестности точки (<*j , Vj >  закрепления груза аяс— 

сы то^име^м следуьЕую, упрощённую аппроксимацию: 

где 

где т. 
А 1  2i«4<> JJ2 Irt 

**Ct> ī Т Ī ^ 2 Ū £ ^ T J ' У * ) * &*> " ( l "2Wt> f С42 ) 

Сгаьненке счёта по формулам Ļ2Q) и (.41 ) представлено на 
рис.6. 

2з С 41 ) следует аппроксимация движения iS.• ъУЦа^ч} »'") 
рстко пркссединёи.чой массы : 

г г г U j p t r ' o ^ . H V & i l ^ p K ^ / S»jt?>] , С45 ) 

В области Ъ ь колебания оболочки аппроксимируются про

стейшим;! соотношениями С формулы приводятся в безразмерном 

ВИДЕ ) : 



C7 

Ряс .7 . 

Iip:m<5 в точке крепления 
груза. N « I . el* в 0,3 и, 

= 0, m t = 0,5 кг. 
Е Х = Е 2 = 0,210' н/м2 . 
fc. = 0,1JO П/м*. Торт' 
оболочки зделяны жёстко. 

& ļ C t > ? ( M i ^ f t v - Ķ i f i t - č t * ) ^ * b l m . ( .46) 
Отсюда имеJM: 

f 47 ļ 

XS ~ о пгл 

Из С 47 ) следует (, формула в размерном виде ) : 

. С И ) 

Отметим, что инерционная сила не зависит от массы npraijerv

лённого груза. 
3.3. Анализ формул решения позволяет выделить критичен 

кую массу жёстко прикреплённого груза "«*/« R. W Р. В расчет

ном примере «п* = 0,13 кг . Если касса груза m* «\J , 
то при импульсном нагруженни боковой поверхности такой груз 
можно считать "лёгким". Его возденстьие на динамическая щк-

цесс незначительно.и колебания оболочки близки к соответст

вующим колебаниям оболочки без грузов. При ™\* > > 
груз является "тяжёлым", и при первых колебаниях оболочга 
точка крепления груза практически не движется С си.:лр*1»ли 

С 4 5 )  ( 4 8 ) ) . Область го*~»гп0 являетсч Переходной 
С см. рис.1 ) . 

СТЛЯОК ЛЕТЕРАТУРК 

I . Алумяе л.А. С применимости метедб рв'.огсне:п!.ч лг.ряжйя» 
пого состояния три решении осесяммтигчнчх "адач ДОшжаса 
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УДК 539.3: 53ч.I 
АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ЩЕНКИ ВЛИЯНИЯ iECTKO ПРИКРЕПЛЕННЫХ ГРУЗОВ 
НА ДИИАШШ ТОНКОСТЕННОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ. Бедой И.А., 
Столярова Л.А. , Юдрупс O.U.// Матеыатичское иоделирование. 
Прикладные задачи иатеизтическои физики.Рига :ЛУ, 1Э93тВып.З 

На базе специальных асимптотических аппроксимации разра
оотан достаточно простой аналитический нвтод расчёта вынуж
дянных колебании тонкостенной ортотропной цилиндричоской обо 
лочки с хёстхо прикрепленными грузами. Проведен анализ влия
ния жёстко прикрепленных грузов на динамику оболочки. 

TUB ASYMPTOTIC ESTIMATIONS OF THE PIHMLY FIXED LOADS INFLU
ENCE ON THINVALLED CYLlNDHICuL SHELL DYNAMICS. Belov II.A. , 
Stoļerova L.A., Judrups O.ll.// The mathematical simulation. 
Applied problems of mathematical physics.- iUga:LU, 1993-
Vol. 3 

Basing on special asjmtotic apprc-i nations was worked out 
sufficiently simple analytic method for calculating of thin--
walled cylindrical shell with firmly fi-ed loads forced oaci-
lations. There was carried out the analysis of the firmly 
fi»ed loads influence on shell dynamics. 

ILAllU CIUNDHISkU ČAULU DINAMIKAS ASIMPTOTISK1E NOVĒBTĪJUMI 
ATKARĪBA NO NEKUSTĪGI HESTIi'ttlNATAM UASAJ. Belovs M.A., 
Stoļerova L.A., Judrups O.M. // Matemātiskā modelēšana. Ma
temātiskās fizikas lietišķās troblēmes. - Hīga: LU, 1993--

Izmantojot speciālas asimptotiskas aproksimācijas, atras
ta pietiekami vienkārfia analītiska metode, kā aprēķināt plā
nas ortotropas cilinanskas čaulas uzspiestās svārstības, Ja 
;ai i r nekustīgi piestiprinātas masa я. Veikta analīze, kā ne
kustīgi piestiprinātas masas ietekmē čaulas dinamiku. 
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А.Б.Цибулис 
ИМИ ЛУ, Рига 

К ПРОБЛЕМЕ ОПР&ЕЛЕНИЯ Р Е Ш М ДЛЯ СИСТЕМ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 'УРАВНЕНИЙ С РАЗРЫВНЫМИ НЕЛИНЕЙЮСТЯМИ 

В / I / был приведен пршер "сглаженной системы", состо

ящей из двух эллиптических уравнений, для которой предель

ный переход в "классическом смысле" неосуществим. Другими 
словами, предельный переход в этой системе i:e приводит к 
системе твкого же вида. Наличие таких примеров несколько 
проясняет сложность открытой проблемы введения обобщенно

го решения для систем уравнений с разрывными нелинейностями. 

Сложность стой проблемы заклочается в том, что не ясно, 
как же следует доопределить разрывные коэффициенты на тят 
называемых двухфазных зонах. В отличие от системы,известно 
/2/, чтс для одного уравнения решение может быть введено 
так, что все разрывные коэффициенты в двухфазной зоне до

определяются единообразным способом  при помощи одной и 
той же неизвестной функции. 

Ниже приведен пример системы со сглаженными кооффици . 
ентами, в которой возможен предельный переход в "классичес

ком смысле", тем не менее не все коэффициенты предельной 
системы в двухфазной зоне могут быть заданы при помощи од

ной и той ж неизвестной функши. 
Существование такого примере вытекает из / I / , однако 

этот факт там остался незамеченным. 
Пусть : 0 

щ* (о. г) 'I W. - WJ-A); 
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Г с* t < о . с i i <о 

Пусть раарьшные функции °С , /3 аппроксимируются 
непрерывными функциями , / 3 * следующим образом: 

CYYC9= ^ чшРЩ ( i ) 

где 

ГШ* 
0 f t *Q, 
*t, о <i 
1 . t * i 

< i, (3 ) 

Относительно Ц , V ef Ļ/ рассмотрим систему со 
сглаженными коэффициентами i 

( 4 ) 

(5 ) 

Заметим, что функция 

удовлетворяет соотношение ( 5 ) . 
Действительно, так как О i ^* * , то со 

гласно ( 2 ) , ( 3 ) 

( б ) 
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где ч * * определяется из соотношения 

(в) 

Далее ради простоты изложения будем считать, что К 
пробегает лишь те значения натуральных чисел.при которых 
число /»7 целое . 

Поскольку X U * = Л » * * * * .—», / при « о , 
то согласно ( I ) , ( б ) <x*firy* v ŗ ^ * . 

д Поэтому 

-Л J2 

и следовательно; 

-а л л 

BP 14) (BP  вориаиионное равенство), в которое 
вместо \/ подставлена функция V f имеет единственное 
решение if " , ч см., например, /3/ , причем без ограниче

ния общности можно считать, что последовательность \Ц*\ 
сходится слабо к некоторому « " в пространстве W . 

В силу G сходимости /4/ имеем: 

SI J2 
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что наряду с ( ? ) дает следующее предельное соотношение 

-а . л 

Покажем, что * ? . Действительно, непо

средственным вычислением получаем, что при л^бом целом м 

г с/* в * 

о 

поэтому вследстчие ( 8 ) 

С другой стороны, 

& i ^££l + Г , 
о 

и.следовательно, ° J 6 ^ * , так как °«/ / ° ^ 
Учитывая, что t' V0 (V" * OJ сильно в W и 

о * Г f V—*/3° (/i"3oJ с л а б о е при 
переходя к пределу в системе ( 4 )  ( 5 ) , получим; 
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Коэффициенты, tv" , ^ * I этой системы не мо

гут быть представлены в виде: 

/>=/>* Г' +/>-('-И ас) 
с одной и той же функцией f * '• ~Г2 ~* [°/1] для 

V * . (Здесь через / > * , />~ обозначены 
соответственно правый и левый пределы функции /> при 
{ -* О ) . Это немедленно следует из того, что V / v ' . 

Более того, ни при какой функции <? со значениями 
из замкнутого интеграла с конечными точками ^ , «*5 не 
может выполняться следующее BP, предельное для (4 ) 

S k * t ) & = 0 vt €Ч-А a i ) 
J2 ; 

Допустим, что такая функция Q , удовлетворяющая 
( I I ) , существует. Тогда непосредственно по определению 
обобщенной производной 

 <? (12) 

В одномерном случае ото равенство выполняется для 
обычней производной почти всюду в _/2 (см., например, 
/5 , " с . 143/. 

Заметим, что единственным решением BP (9 ) является 
функция 

Отсюда и из (12) получаем, что для почти всех jŗ'e J2 

где J с <ч* •/•* * ~ i , в С  произвольная посто

янная. 
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(14) 

Л 

с % , /3° не представимыми в виде (10) с одной и 
той же функцией f • Тем не менее решение (Q,u/*(d^Sjf oj 
этой системы удовлетворяет другой системе, коэффициенты 
которой уже представимы в виде ( Ю ) (с функцией V'-f/z ), 
а именно,системе, которая отличается от (14)  (15) лишь тем, 
что вместо <V, взято число «х  * . 

Более того, последняя система может быть получека как 
предел сглаженной системы ( 4 )  ( 5 ) , если /3 аппроксимиру

ется согласно ( 13 ) , а сч по фсрмуле 

Поскольку / <" О , то Q ( г / —* » о при Ī-* ~£/ 

что противоречит ораниченности функции Q • 
Замечание. Пусть вместо (2 ) функция fb аппроксими

руется следующим способом: 

* « А ) 

Тогда система ( 4 )  ( 5 ) имеет решение U* - (У* 

V* = О , и при /  » получим следующую систему i 
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К ПРОБЛЕМЕ ОПРЕДЫ.2Ш РЕШЕНИЯ ДЛЯ СИСТЕМ ЭЛЛИПТИ
ЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С РАЗРЫВАМИ iliiiHi 1К.1ГЮ1ТГКМИ. Цибулис А.Б. 
// Математическое моделирование. Прикладные задьчи матема
тической физихи.Рига: ЛУ, 19*^3.Вып.3 

На основе специально выбранного примера системы 
эллиптических уравнений с РН 1РН  разрывные нелинейности) 
показано, что различные способы аппроксимации РН, вообще 
говоря, приводят к различным предельным системам. Это в оп
ределенном смысле освещает сложность открытой проблемы вве
дения решения для систем уравнений с РН. 

ТО TUB PROBLEM OP THE DEFINITION OP SOLUTION POR 
SYSTEMS OP ELLIPTIC EQUATIONS WITH DISCONTINUOUS NONLINE

ARITXES. Cibuli* A. // The Mathematical aiaulation. 
Applied problēma of Mathematical physics.  Rigai LU, 
1993.  Vol.3. 

On a baeie on the specially selected example of the 
system of el l iptic equations with DH (DN  discontinuous 
nonl iniarit ies ) it is shown that different ways of the 
approximation of DN lead to the different, generally 
speaking, limit systems. This elucidate in a certain sense 
the complexity of the open problem of the definition of 
the solution for systems of equations with DH. 
MSC. 35J*5 

PAR ATRISINI JUMA DEFINĒŠANAS PROBLĒMU ELIPTISKU 
VIENĀDOJUMU SISTSUAU AR PĀRRAUTAM NELINEARITlTĒM. Cibulia A. 
// Matemātiskā modelēšana. Matemātiskās fizikas l i e t i s 
kās problēmas.  Rīgai LU, 1993.  3 .sāj . 

Pamatojoties UE speciāli izvēlētas eliptisku vienādo
jumu sistēmas ar PN (PN  pārtrauktās  nelinearitātea) 
piemēru, pierādīts, ka dažādi РЯ aproksiaāci jaa veidi, v is 
pārīgi runājot, dod dažādas robežai stenas. Tas zināmā no
zīmē izgaismo atklātās" problēmas  kā definēt atrisinājumu 
eliptisku vienādojumu sistēmām ar PN 7  sarežģītību. 
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СП.Вшаиов 

ВНУТРЕННИЕ НАПРЯЖЕНИЯ В МОНОКРИСТАЛЛАХ 
С НЕОДНОРОДНЫ! СОСТАВОМ 

В малодислокационных монокристаллах основную роль в 
нарушении совершенства структуры материала играет 
неравномерное распределение по объему точечных дефектов. 
Точечная дефектность проявляется в различных Формах: 
сегрегационное распределение принеси, слоистое распределение 
по полосам роста. канальная неоднородность, образование 
примесных субструхтур, включения и т.д. Помимо изменения 
оптических, электрических, магнитных и других Физический

свойств, неравномерность распределения точечных дефектов 
приводит к появлению внутренних напряжении, которые снижают 
прочностные характеристики материала. Величина внутренних 
напряжении определяется локальными градиентами концентрации 
дефектов и природой микронеоднородности. 

В работе рассмотрен метод расчета напряженного состояния 
монокристаллов с распределением дефектов по полосам роста. 
Этот тип структурной неоднородности наблюдается в металлах, 
ионных кристаллах, полупроводниках, гранатах при выращивании 
методами зонной плавки. Чох рал ьс к ого, Вернейля и обусловлен 
либо неравномерностью распределения легирующей примеси, либо 
отклонением состава соединения от стехиометрического. Обзор и 
библиография работ по механизмам возникновения и структуре 
слоистой неоднородности содержатся в /1,2/. 

1. Базисное поле пластической деформации. Рассмотрим 
бесконечную изотропную среду с распределенными точечными 
дефектами. В общем случае полная деформация в; представим*» в 
виде 

где .  упругая деформация; с* ̂   несовместная деформация, 
порождаемая распределенными дефектами. Следуя терминологии, 
примятой • континуальной теории /3/, величину . будем 
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называть оазисным полем пластической деформации. 
Чес се четность поля является источником внутренних 
напряжении, поскольку она вызывает упругие деформации С 

т 
такие, что полная деформация с удовлетворяет условиям 
совместности. ^ находится по следующей схеме. Вначале 
рассматривается изолированный дефект а бесконечной среде. 
Методами теории упругости определяется порождаемое этим 
дьоектом поле полных перемещений СГ . Далее находится полная 
дне торс ия ^ - С* ^ , симметричная сингулярная часть которой 
определяет базисное пело пластической деформации i* 
изолированного лтфекта.' Для дефекта точечного типа 
сингулярность сосредоточена в точке (для дефекта 
дислокационного типа  на линии). Базисное поле среды с 
распределенными дефектами вычисляется путем осреднения по 
амс амодю оазисных полой с* изолированных дефектов. 

* '-г 
Дня опролыления поля и воспользуемся методом силовых 

мультИПОлеЛ s4\S. ДЛЯ дефекта. раеполо.чк иного в начале 
>.у.;.»линат, им ̂ен 

где С (г)  тензор п&рвм^тении Грина: р ' * '  дипольныи, Р' " -
*' • •> к

' Ь 1 ' 
> в •двупольный, IP.  октупольный и т.д. моменты 

И m j 

дополнительных сил, с которыми точечный дефект действует на 
соседние атомы к ристаллической решетки Мультипольные моменты 
оп:'ол»ляются при помогай теории рыэетки , либо диекретно

юмтику.'.льным мьтодом с использованием экспериментальных 
дин мы» о рассеянии «ононов, нейтронов или рентгеновских лучей. 
Ограничимся рассмотрением дипояьного приближения, поскольку 
оно определяет поля. наиболее медленно убывапаие на 
бесконечности. Подставляя в (1.1) выражение для тензора Грина 
изотропной среды У4У и сохраняя только первый член разложения, 
МИДО начислений находим 

где >•,.(/  постоянные Ламе; 6  символ Крон»* ера. В»одигшк. 
е (1.2) 'Ц>IВ».РТЫ»' производные модуля радиусвектора содержат 
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+r * ļ k l - Сингулярная составляющая равна 

•5(f) - распределение Дирака Выделяя из ( 1 . 2 ) сингулярную 
часть по правилу ( 1 . 3 ) . находим пластическую дисторсию ^ , а 
эвтбн и Базисное поле пластической деформации изолированного 
диполя: 

К, Щ ЪЛк ) = т 5 д а г л С ^ а . ) 1 р ; ; ч х + м К 1 , ^ ) ] й ( г ) . ( 1 . 4 ) 

Обозначим через 6V изменение объема образца, вызванное наличием 

в нем изолированного дефекта. Из формулы <5Y=fī^e (r)dV и ( 1 . 4 ) 

>:ахооим первый инвариант дипольного момента 

*.Г' в 3(^+2*. )67. 
Тогда ( 1 . 4 ) можно записать в виде 

где И> = Р' " - 1 1 ? ' " 6 - девиатор а и г о л ь н о г о момента. 
Теперь рас'.мсгриь среду с распг-еделенными дефектами. 

Phujej.HM Физически калыи объем v (г ), содержащий достаточно 
большое число N дефектов, и проведем по нему осреднение 

= ? х 
Иэ ( 1 .5 ) и ( 1 . 6 ) находим искомое поле в дипольном 
приближении 

ы 
где с = 2 - оеьемная концентрация дефектов. . - -

Первое слагаемое базисного поля (1.7) характеризует чисто 
днлатапионные саоио-пва дефектои, а второе слагаемое описывает 
искажение Формы кристаллической ресетки. Для дефектов, 
принадлежащих к группам симметрии TTrf и О^, девиз торы дхпольмьос 
моментов D я О /Ч/. В этом случав базисное поле в* 

ч Ч 
соответствует дефектам типа • энтров дилатации 

( ? ) = J Й Т * 1 1 в ( г ) . ( 1 . 8 ) 
Да..кты такого типа обычно моделируклгся сФерическчии жесткими 

. ) kl *. ^ , kl 



аз 

включениями , либо системами трех равных двойных взаимно 
перпендикулярных сил / 6 , 7 х . 

Если оазисное поле пластической деформации, отвечающее 
заданной дефектной структуре, определено. то расчет 
напряженнодеформированного состояния сводится к решению 
континуальных неоднородных уравнении равновесия теории 
упругости / 3 / 

ци т + (X.+u)uT = + X* ' . ( 1 . 9 ) 

^оэнесiно с краевыми условиями, заданными в терминах средних 
поверхностных сил ,лиоо средних о тщаний. 

г. Внутренние напряжения в цилиндрическом кристалле. 
Рассмотрим изотропный цилиндрический кристалл радиуса R и 
длиной Ь с точечными дефектами класса симметрии "В или ©. , 

а п 
. энцентрация которых о ( г , Е ) (г  радиальная, в  осевая 
координаты) является ос асимметричной и периодической по В 
Функцией с периодом Т«1> • Уравнения равновесия (1.9). 
записанные в инвариантной Форме, с учетом ( 1 . 8 ) имеют вид 

Боковая поверхность цилиндра свободна от нагрузок 
o r r ( r . Z ) = 0 , < т г ж ( г , в ) = 0 при г=В (2.2) 

При отсутствии внешних нагрузок условия о ( г , в ) = о ( г , В + * ) и ТЧ<Ь 
приводят к тому, что влияние краевых условий на торцах 
цилиндра на напряженнодеформированное состояние быстро 
убывает по мере удаления от них. В дальнейшем области, 
непосредственно прилегающие к торцам цилиндра, исключаются из 
рассмотрения. t 

Для решения задачи ( 2 . 1 ) , (2.2) перемещения ЗТ тензор 
полных деформаций и тензор напряжении о представим в виде 
суперпозиции йТ=тГ+ 3°, * т = е с + е°, с = а" + о". Поля ц*. « е , 
о" соответствуют задаче о равновесии бесконечной средь; с 
заданным распределением дефектов Р ( г . в ) , а й ° , t ° , o °  задаче 
о равновесии бездефектного цилиндра, на боковую поверхность 
которого действуют нормальная ~ ° ^ r (Н,в) и тангенциальная 
 a ^ J R . B ) нагрузки. 

Поле & опраселяетсл потенциалом перемещения Гудье,за 'В 
ь *•• м О Т о р ы я удовлетворяет уравнению Пуассона 



a 
7 . v . = i ± £ f. ь. (г.з) 

Частное решение этого уравнения имеет вид 

• к 
где flv - -ļļŗs - положительные корни уравнения HJ e (X ) -

-\J (х)=0, Н>0; С' 1 1 - коэффициенты разложения Функ! ии o(r ,z ) 
* "с 

в ряд Фурье по z и в ряд Дини-Бесселя по г. Напряжения о 
вычисляются через потенциал перемещений • по ф рмуле 

= ļ ^ ; (W . - IV -V f ) . (2.5) 
где I - единичный тензор второго ранга; В - модуль Юнга 

Поле и° находится с помощью представления 
Папкозича-Неиеера В ос ее имметри чном случае u° = ļu° 0,и° ) , 
причем 
< ( r . z ) = Е ļ[ir» r l e ( f l k r ) - 4 ( 1 - » ' > l , ( f l k r ) ] ( i ļ " c o ^ k z + A k " » i ' V » k z ) + 

+/?k I f (* k r ) (B^' * co.flk z+B^ " «tnfl ( z ) ] ; 

00 (2.6) 
u ' ( r . z ) - Z (iPkrI t ( P k r ) ( - A k ' , « i : r 4 ? k z + A ^ ' c o s ^ z ) * 

Wj, I„ (/»k P) (-B k " »tnflk z+Bk
 2 ' co«flk z ) ] . 

Напряжения o° связаны с перемещениями 5°соотношением 

Входящие в (2.6) постоянные " 1 " • В^" определяются из 
краевых условий (2.2) с учетом ( 2 . 4 ) , (2.5) и (2.6), (2.7)

Э. Асимптотическое решение при плоском распределении 
дефектов. Пусть о=о(г) и T/F« 1 Такое распределение дефектов 
реализуется в монокристаллах с однородной полосчатой 
структурой, выращенных в условиях плоского Фронта 
кристаллизации. В этом случае (2.3) вырождается в обыкновенное 
no z дифференциальное уравкенке. с помощью которого из (2.5) 
непосредственно находятся компоненты тензора о" 

^ <г"'фф'  т ^ г 0 ( ' )  < .  < .  0 ( 3 1> 
Поле о> порождается действием на боковой поверхности цилиндра 
нормальной нагрузки у o ( z ) . Условие TvH«1 означает, что 



эта нагрузка является высокочастотной. Следовательно, 
радиальное распределение компонент тензора о" имеет характер 
краевого эффекта они быстро убывают по мере удаления от 
бок вой поверхности цилиндра. Выражения для компонент тензора 
о" получим из (2.7) путем асимптотического разложения (2.6) по 
малому параметру T/R Используя разложения бесселевых Функций 
1̂  ( х ) при х»1, после вычислений с сохранением главных членов 
асимптотических разложений получим. 

где « k=fl bH(1p); P=r/R; 1*<pS"|; eT/H  размер зоны краевого 
эффекта; С^''  коэффициенты Фурье функции о(к) . 

Таким образом, напряженное состояние цилиндра с плоской 
полосчатой неоднородностью разделяется на два в основной 
массиве цилиндра в области OSpsl* имеет место плоское 
напряженное состояние (3.1), » • тонком слое у боковой 
поверхности 1  « <р51 реализуется объемное напряженное 
состояние, являющееся суперпозицией (3.1) и (3.2) В 
частности, на боковой поверхности 

»>„ (R.a)= .< » . « )=0; ^(R .«)={1 8w) ^ о ( « ) ; 

4. Внутренние напряжения в монокристаллах 
(i<l>OakOļ 2 . Монокристаллы гадолиниигаллиевого граната (ГТТ), 
вира—иные методом Чохралы.ог ,. имеют низкую плотность 
дислокации (1*100 см"1 ^10,11/) и четко выраженную пол хгч»ту» 
структуру to ,12,13/, обусловленную неоднородностью 
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« О 
а " L г ( 0 j - 1 0.0284**, (4.1) 

где r(Cd )=1.061 и r(Ga )=0.62л  радиусы катионов Od и О» 
/17/. с другой стороны, для кубической решетки 

Р = S о. (4.2) 
О 

Формулы (4.1), (4.2) и (1.8) устанавливают связь между составом 
монокристалла ГТТ и базисным полем пластической деформации 
Характерный уровень внутренних напряжений соответствует зоне 
плоек or с напряженного состояния и,согласно (3.1 )• (4.2). равен 

В дальнейшем все напряжения нормируются к величине а Оценим 
о 

пределы изменения о , исходя из литературных данных. Упругие 
постоянные ГТТ' равны /19/. Е2.25 • 1СГ МПа. v=0.28. Согласно 
/ЛЬ/, при образовании монокристаллической Фазы ГТТ в расплаве 
перед Фронтом кристаллизации концентрация G&3CB не ниже 
555нол$ и не выше 69 ЙОЛ$, ЧТО соответствует изменению 
состава жидкой Фазы в пределах 0.52^x^30.56. Используя 
экспериментальную зависимость /Ла/ состава х твердой Фазы 
граната от состава х̂  жидкой Фазы, находим 0.03^x30.083. При 
конгруэнтном составе Qd̂  о„0«*4 еаЧ» (Хо=0.05) 
 0.02 S Ах S 0.033. Из (4.1) и (4.3) получаем оценки aim о>в 

200 МПа < оаЛ 100 МПа. ( 4 . 4 ) 

При статическом плоском напряженном состоянии хрупкое 

химического составе соединения. Рассмотрим монокристалл 
исходного состава G«, . M ^ а ь . „ О, , • Монокристалл сеч тава 

о о 

Od̂  Gâ  0 ( 2 при х/х^ рассматривается как среда с 
распре .елейными дефектами (твердый раствор замещения). 
Установим выполнение сделанных в п.2 основных предположении. 
Для ГТТ Фактор анизотропии А1ЛЗ При изб«ггке гадолиния 
замещение ионов галлия происходит в октаэдрических позициях 
/15/. Следовательно. ГТТ переменного сгстава может 
рассматриваться как изотропная среда с распределенными 
дефектами класса симметрии О. . 

ь 
При изменении состава на величину Ах=ХХ относительное 

о 
изменение размера а решетки равно /Л6У 
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растрескивание гранатовых пленок происходит при напряжениях 
порядка 400 МПа /19/, а в опытах на одноосную ползучесть 
развитое пластическое деформирование наблюдается при 
те> юратурех >1б7о"К и напряжениях порядка 200 МПа /14/. 
Оценка (4.4) показывает, что в 1ТТ с переменным составом 
внутренние напряжения могут достигать, значений, сопоставимых с 
к ритичес к имм. 

Исследуем характер пространственного распределения 
внутренних напряжении. Пусть o ( r , z ) изменяется по 
гарно; i носкому закону вдоль оси а и по параболическому' закону 
по г 

о(г,в)=0 всо«/э(вог 2Л?); /?=2л/*. (4.5) 
Рас яр» ,ение (4.5) соответствует полосчатой структуре состава 
монокристалла, выращенного в условиях плоского (6=0). либо 
иск ривлечного (6/0) фронта кристаллизации. При этом 
предполагается, что на поверхности ФРОНТ л состав однороден, 
г.аранетры С ,Т , б определяются конкретными технологичесгими 
условиями выращивания монокристалла. 

Радиальное распределение напряжений показано на рис. 1 
при 6=0 . Здесь и в дальнейшем принято Т = 0.1R. Расчет 
проводился в сечениях z=0 для нормальных и в сечениях в=Т}/4 
для касательных компонент тен юра напряжений. При соблюдении 
условия ф«Я период неоднородности не влияет на величину 
максимальных напряжении, которые не зависят также и от 

ценности Фронта кристаллизации, но при «ДО радиальное 
распределение напряжений' становится осциллирующим с частотой 
6/1. 



Рис. 2 



AS 

плес юс там (iioļ , (I21ļ , {123} . Для каждого семейства систем 
скольжения рассчитывались максимальные касательные напряжения. 
Изолинии безразмерных значений | *SOQ | при 8*0 и 6=0 в зоне 
кр мюго эффекта показаны на рис. 2 Д'.и направлений 
выращивания [001] ( а ) , [ 1 1 1 ] ( в ) с учетом того, что указанные 
направления являются поворотными осями симметрии 
соответственно четвертого и третьего порядков. Радиальное 
распределение касательных напряжений в главной систем 
скольжения НО приведено на рис. Э при 4=0.1R для 
направлений выращивания [001] (кривые 1) и [ i l l ] (кривые 2). 
Сплошные линии соотве̂ ствуют распределению в сечении в=0, 
штриховые  в .сечении г=Т/4. Кривые построены для 
кристаллографических направлении, вдоль которым касательные 
напряжения достигают наибольшего значения. 

Рис. 3. 
При плоском Фронте кристаллизации наиболее опасной , с 

точки зрения нача/.а развития процесса пластического 
дефор»елЪования , является боковая поверхность кристалла, 
поскольку на ней касательные напряжения достигают максимальных 
энашний. При искривленном Фронте возрастает вероятность 
инициирования пластического деформирования в объеме кристалла 
вдали от его боковой поверхности. Из рассмотренных 
направлений выращивания монокристаллов более благоприятным 
является направление [ i l l ] , так как в этом случае уровень 
касательных напряжении более низкий. 

Список литературы 
1 Carl berg Т. Боа» aepeota on the fometlon of etriatlona 
during orjstal growth froa the molt. J.Crjrat. Growth. 



67 

1987,v.85, N 12. 
2. Мильеидскии КГ, Ос вене паи В Б. Структурные дефекты в 
монокристаллах полупроводников.  Н.: Металлургия, 1984 
3. Ле Вит Р. Континуальная теория диск линации.  К: Мир, 
1977. 
•* Teodosiu 0. Blastio models of oryatal defeota.  Berlin, 
Heidelberg, New York, SpringerVerlag, 1982. 
5. Иернергор Т.Д Теория упругости ник ронеод' ЮРОДНых. еред

М: Наука, 1977. 
t>. Rahelby J.D. Тпэ oontinuus theory of lattice defects. In: 
Solid State Physios. vol.3. N.Y.: Academic Press, 1956. 

7. Косевич АЛ. физическая механика реальных криг.таплов. 

Киев: Наук, думка, 1981. 
8. Новацкий В. Теория упругости.  Н.: Мир. 1975 
9. Лурье АН Пространственные задачи теории упругости М.: 
Гостехиздат, 193S. 
10. Brandle C D . , Miller D.C.. Nieleen J. " . The elimination ol 
defects in Csoohralskl grown rareearth gallium garnuts.

J.Cryat. Growth, VT72.V.12, N3. 
11. Schmidt W., Weiss Я. Dislocation propagation In Czochraeki 
grown gadolinium gallium garnet (GGG).  J.Cryat. Growth, 
1978. v.43, N5. 
12. Takagi K., Pukazawa Т., Iehli И. Inversion of the 
direotion of the solidliquid interface on the CaochralaVci 
growth of the GGG crystals.  J.Cryst. Growth. 1976, v.32, N1. 
13. Miller D.C:, Valentino L.J., Shiok L.R. The effect of melt 
flow phenomena on the perfection of Caoohralaki grown 
gadolinium gal Hum garnet.  J.Cryst. Growth, 1978, v.44, N2. 
14.Carem H., Rabler J. , Veysoiere P. Slip syatotre in 
gadolinium gallium garnet single crystals.  J.Hater. Sol . , 
1982, y.17, N3. 
15 Rabler J. , Veyeaieve P. Grilhe «I. Poaeibllity of stacking 
faults • and dissociation of dislocation in the garnet 
structure.  Phys. Stat. So l . ( a ) , 1976, v.35. N1. 
16. Allibert I I . . Chatlllon В.. Itareahal J. . Llssalde Т., Pt "e 
du diagram? de phase dans le systese 0(1^0,00,0,.  J. Cryst. 
Growth, 1974, v.J3. И4. 
17. СоставдеФект»остьсвомгтво твердых «э Мето.; кластерных 



83 

IfflSSJB SPRtBGUKI HONOKRISTALOS a r n b t d b j d a e i g u SASTATU. 
Jucanovs S. // matemātiska moaelō*ana. klatoia»liaicis fizikas 
l l e t i « i « s problēmas. - Riga: LU, 1992. - 3. e * J . 

Tiek piedāvāta iekšējo spriegumu aprēķinu metode 
bezdislokāoiju kristālos ar uzdotu piinkveida defektu 
sadalījumu . I r atrasts atrisini juma о U indrlsk • aj^abali ar 
defeMtiea no %л vai о к simetrijas klasēm. Atrisinot konkrētu 
piemēru GdjGSijOjj teteri*lam, i r 'e/ŗnta iek*ējo spriegumu 
vērtību novērtējums un l r Izp to telpiska sadalījumi, 
raksturs. I r noteikti apgabali. .roe Iespējama plastiskā 
de'om^clja. 3 11. t bibliogr. 1У nos. 

IKNKR STRESSES IN L'fflOaOGRNBOUS CRYSTALS. Juahanov 8.P.// 
In: The mathematloal simulation. Applied problems of 
mathematical physios. Riga: LU. 1992.  Vol.3. 

The method of stress calculation for oryatals with low 
dislocation density and with prescribed point doftots 
diatribution is proposed. The solution for lsotropio oylinder 
with defeots of or *>h о lasa ayanwtry la oonatruoted. The 
magnitude of residual stresses and their eyitiai distribution 
are calculated Tor Ad^Ge^O^ crystals. The most dangerqua 
regions where plastic deformation could be •fovalopod art* 
analyse!. Pig. 3, ref.19. 

компонентов.  M.: Наука, 1У77. 
18. Жариков ЕВ, Китэева ВФ, Осико RB., Рустамов HP., 
Соболев Н.Н. Упругие, Фотоупругие и теплофизические 
Характеристики гадолиииискэндийгаллиевого граната //физика 
твердого тела. 10S4. Т26 , вып.5. 
19. Tolksdorf W., Bartels G., Bepinoaa G.R., Hoist P., Lajeika 
D., Welz У. Controlled lattice constant miarcatah by 
oompositional oha_igos in liquid phase epitaxially grown single 
orytal t i l— of rare earth yttrium gn.Ilium garnet e.ibs traces. 
J.Cryat. Growth, 1972, v.17, Ml. 

УДК 548.b71t5i9.J19 
ВНУТРЕННИЕ НАПРЯЖЕНИЯ В МОНОКРИСТАЛЛАХ С НЕОДНОРОДНОМ 

СОСТАВОМ. Кксанов СП-// Математическое коделиг<>1 •:<•,, .. 
Прикладные задачи математической Физики. Рига: ПУ,1вФ2.Вы»< Э 

Предложен метод расчета внутренних напряжении •> 
ееэдислога. ,,нных кристаллах с заданным г* r.t еделенш • 
почечных д*.*егтив. Построено решение для изотропного цилиндра 
с дефектами класса симметрии B d или ©у . На примере GdjGa^O^ 
получены оценки для величины внутренних напряжении и 
исследован харак ivp их npoc'ivaHoгвениого paonp.... >*нин. 
Определены области, наиболее опасные с точки зрения начала 
п лас тихое, к ого деФорнирсеания. Ил. 3. библиогр. 19
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СГШЕДЕЛЕНИЕ СГК.УАЯЪШХ КС&5ФИЦИИ?ГСВ МЕТОДА ЛСКАВДСГ. 
РЕЛАКСАЦИИ ДЛЯ РЕШйШ УРАВНЕНИЯ ТЕШСПРЬЕСДНССТИ 

В ДВУХСЛОЙНОЙ СРЕДЕ 

Для расчета температурного псля в слоях расплела ( алши-

КИЯ и электролит) алюминиевого -олектролазера рассчстривкется 

1грямо>тольная прияка fl = {Ovļj, ЦЦ* Lx Ļч, 0^ Z. < Ц ^\, 

одну часть из которой . ^ { ( x ^ Z ) : [ ) C l i ^ , i ^ i ^ , 0 < ^ W.j 

занимает жидкий аломкний, а другуэ51^ |ХК 1х. » 

^ Lu/ К , < 2 < N^ļ- электролит. Здесь , - полулли-

на и полуширина электролизной ванны, - высота расплава, 

которая на порядок меньше.чем Ljļ)Ly / Hļ - высота «иноминкя. 
Трехмерные тепловые поля в зависимости от скорости течения 
расплава и электрического тока описываются уравнениями теп

лопроводности в двухслойной среде / I / 

?KC?7j^dTK = cli</(Kyia<lTK)+ņK , к^ЦЪу.) 
где 

~Ī^=T^ 2) " температура К ого слоя ( К = 1  слои 

алвминия; К = Я,  слой электролита), 

Ср^ ; Х к  коэффициенты удельной теплоемкости, 

плотности и теплопроводности сред, 

Q/K
 =Jk - источник джоулева тепла, 

 вектор плотности электрического тока, 

<J~K - коэффициент электропроводности К pro слоя, 

V K
e ( Ч<> , ō) - вектор скорости осре;ненного планярного 

течения расплава, 
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= Цк(ti <$)f \iK - V K j _ составляющие вектора 

скорости, удовлетворяющие уравнению неразрывности 

Краевая задача теплопроводности замыкается граничными усло

виями 3-его рода iļrŗ- • . ч 

- > $ Г ~ « ( Т - Т Ь ) ( 2 ) 

и условиями сопряжения на псьерхности раздела сред (rS=W, j 
вида 

 внеаняя нормаль на границе, 
 температура примыкающей внешней среды, 
 коэффициент теплоотдач" (если чнеатий слой изоли

рованный, rool—O . а в случае заданной температуры 
о ( = ) . 

Из ( 2 ) следует, что при Z — О (нижняя граница алюми

ния) и 2 = Ид, (поверхность электролита) соответственно 

v ^ X / ^ ^ ^ C t . - t ^ ) . ( 4 ) 

где коэффициенты теплоотдачи о/«_ j и также внешние тем

пературы Tļ1 /TiļjĻ могут зависеть от координат. 
Для понижения размерности применяются операция осредне

ния по высотам слоев Нц, и сплайновг;я апроксиххция 
по переменной 2 . Следовательно, проведя осреднение уравне

ния ( I ) Б К ом слое расплава по высоте слоя -СК~ Нк— Нк^^ 
Lk~ i-')Z, Не, —О) и применяя интерполяцию с параболичес

ким сплайном /2/ 
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где _ _ — — • 

Коэффициенты сплайна (6) / в к с учетом условии (25) 
ььчисляются следукцим сСрязом: 

+ С &г/з+Б i X i ^ A ^ A ^ ^ k j &х/з. 
Ь случае грпнич1алс условий первого рсда ( 4 ) . ( 5 ) надо в фор

мулах (8 ) переЯти к пределу, когда с/^ у.т.л of^ стро*дтся 
к бчскскзчлтсти. 
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. Следовательно, в слоях алюминия и электролита имеем 
сьязанную систему двух уравнений £ft -ф.0 ) в виде. 

где эс к = /„X,,. Д , ^ * ± } & . 

Уравнения (9) решаются соответственно в (Xitf) сучени

ях областей Si. и J t , при граничных условиях вида (2) 

где "Tg  с средне киля внешняя температуря в К ом слое. 
Для решения краевой задачи ( 9 ) , ( 1 0 ) методом сеток при

меняются монотонные разностные схемы, которые реализуются 
методом локальной релаксации. 

Для ускорения сходимости итерационного процесса опреде

ляются, оптимальные коэффициенты релаксации при помощи "замо

раживания" коэффициентов разностных уравнений. 
I . Пусть U^Vļ^U^-^ — О , т . е . течение расплава 

отсутствует. Тогда систещг уравнений ( 9 ) можно переписать 
в векторном виде ;> _ . 

д Т +$гт + F  0 ( in 

Собственные значения матрицы имеют вид : 

Cfa собственные значения действительные и отрицательные, 

(12) 

.ли АА . 
Данное неравенство выполняется, причем SHBK равенств1 дости

гается только Р предельном случае, ког.j» = ~ О. 
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Соответствующие собственлдае векторы матрицы (jU и тою 
расположить в столбцах матрицы 

для которой 

"ы (jk 

)й . 

cbbi W « 6 ^ ( Д - Д ) - ^ о , 

Применяя линейное преобразование 

vVl* ( ? = W ' Т ) , (13) 
систем» уравнений ( I I ) с учетом 

принимает вид « р 

A ^ + M ^ T W ^ O . ( Т 4 ) . 
или 

где 

Следовательно, система уравнений (14) расщепляется в 
виде двух отдельных уравнений 

Д S « + + (Ъ~&)> " 5 ) 
~ J р —J "3? 

5 г* , F̂ , _ составляющие векторов 5 > VV F . 
Соответствующие граничкые условия ( I d ) в общем случае 

не ряэделяются, т .к . 

гдем,трии. D^'7\V/(/l= ^^JS^lM 
им ČT диагонялы.-ый вид тся*чс тогда, Когда iĵ X"!** о(,Л,"' 
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Тек как обычно вид гоаничных условий мало влияет на 
значение оптимального коэффициенте метода релаксации /3/ , 
тс прч определении такого коэффициента граничные условия 
(10) ,(16) заменяются граничными условиями первого рода. 

Рассмотрим аппроксимацию второго порядке уравнения 
(15) на равномерной сетке 

7) 

в следующем виде ( SM =• S } ļtm ~^-) - <f ) ' 

Применяем к разностным уравнениям (18) метод релаксации 
к видя (mi) , . (К) N , *?• , , 

- итерационное приближение по методу Зейделя, 
ц) - коэффициент релаксации { О < <<J *^ 2 / , 

- заданное начальное приближение. 

Для ошибки ļBļ̂ ļj ~ ~ ijļ имеет мес о итерационный 

процесс (19) с учетом, что величина не содержит сла-
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гаемое . а граничные значенин при 1~0; ^ f 

д~0) рчвны нуля. Разностные уравнения (19) для ошиб

ки можно переписать в векторной форме 

Ž*"J ^St*1 ( * = O ; I . ; i ' •), 
•fc7 

где О  матрица перехода, а с вектор с размерность» 

У/-СЩ'Ок составлякцими %ы . 

Пусть ^И= А^^ 
(20) 

где Л  собственное значение матрицы S , а ранение раз

ксстних уравнений (19) ищем в виде гармоник /4/: 

Поело подстановки в (19)  O j с У е * 0 " '20) имеем: 

Если для определения произвольных коэффициентов П(- • пред

полагать, что У 

то из ( i i i ) следует уравнение для определения собственного 
значения Л а виде 

X  о ьк V X  ( i  t O j ^ о t tp) 
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При Hit6 следует, чтс (£-к1 ̂  • 
При и) — i. (метод Зейделя) имеем < \ = r C ^ ' < i . , и и тора

циснкыЯ метод ЗеЯделя сходится. 
"ля определения оптимального параметра релаксации «3 

надо 
где 

При u> > 1 надо рассматривать 2 случая: 
! ) < 7 ^ < 0 , тогда значения гкомплексно сопряженные,и 

2) cL ^  0 . тогда значения >v действительные,и 

о минимизировать функция J<^u)) ~ i ̂  \ ' 
, = [ ļ а ) £ х t vT K J 2 " , d l = ( « к )  u ) + ± \ К = C f y K j . 

где 

6 S? 
_ 4 Я ^ ( т / д ^ г Л ^ ^ М ^ 

( 2 4 ) 

при 4 > о ; ^ 5>^u) j = j > ( 3 7 г д е ^ о п р е д е л я _ 
ется из уравнения 

или 

Ь мои случае fQ = j > ( £ ) j •= ' C £ J = u>  1 . . 

Такси результат получил Д.Цнг :три ^ - ^ . ^ ' Л и ļt-=0 / 3 / . 

Следовательно, метод оптимальней релаксации (19) имеет 
следующий векторный вид: 

(26) 
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Умножая (Lo) слева не матрицу 1А/ И учитывая ( 1 3 ) , имеем 

T$«ķ W Л к7 т Ч vJЛ V 1 f Щ ( к *о/ , 

Ш как rfrA^tl^ty* eVV = я • 
Lоли рсписать (27) по состпвляоким вектор* 7~ • т о : 

2. С учет о»/ течения расплава принимается, '.то 

Тогда систему уравнений можно переписать в следующем вектор

ном виде __> _  v j * J ? —? 

После преобргяоврния (13) имеем для составляющих вектора £ 
уравнение типа (15; в виде 

л i  а еЬ/а* 73s/2)y +ц s t f = р ; 

а соответствующие монотоннее раансстные уравнения (18) имеют 



9в 

где 

ГЯ,° jfi. ' i ' j . " с 0 0 т в е т с т в У ш у | и !*03»91?*ннж) в»эф1ивдюнты /5/: 

J ^ ļ & f i š t t /^1_(А.М.Илькн), 
j ^ - И<|+ (1 TI^JJ (А.А.Сампрский), 

i _T " l^* i l (односторонние разности), 

— 1- (центральные раэ и ости ) . 

Теперь разностные уравнения с учетом релаксации имеют вид: 

•Щ^ *С$н + -&А̂ • j . (зо) 
Аналогично предыдущему предполагая, что 

имеем уравнение ( 2 3 ) , где , 

Следовательно, при /( ^0 следует формула оптимального 
параметра релаксации ( 25 ) , где , 

Lt^Htf-WiMb ' ( 3 2 ) 
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Также сохраняется формулы (28) с заменой £ w р.ыр_же-

нием ( 3 2 ) , где А = Л м ; м = ± , 'А • 
В случае переменных коэффициентов, т . е . когда величины 

зависят от C*i%)I формулы локальной релаксации (25 ) , (28 ) 
сохреняготся (параметрь <J i тоже зависят ст или 
(t/J J ) . Численные расчеты для электролизера на 175 кА 

при i ш 5, Ц = 2,2, Н,- 0 ,2 , Н 1 = с,25, ft.. 2300, j \ = 
= 2100, Х,= 60, Х г= б , л_= 0,25, C. f = IC6C, Сд* 1653, 

0" 1 = 3,3.1С 6 , Ĝ x 2СО, J$ TfJxQ, \* Ть = 30C, 4 , 

о(̂ -в 1С показали, что при выборе коэффициенте из формулы 
(25) метод локальной релаксации при ц~ • V = С сходится 
примерно 10 раз быстрее, чем метод Зейделя (toļ,acJ,= 1 ) . 

Аналогичную методику можно применять для решения урав

нения теплопроводности в многослойной среде. 
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УДК 518.61 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ МЕТОДА ЛОКАЛЬНОЙ 
РЕЛАЖАЦИИ ДНЯ. РЕйЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ТЕЕШСПРСБСДНССГИ Б < 
СЛОЙНОЙ СРЕДЕ. Калис X. //Математическое моделирование. 
Прикладные задачи математической физики. Рига: ЛУ, 1992.

Вып.З. 
Для расчета температурного поля в двухслойной среде 

'твердой и жидкой) алюминиевого электролигера применяются 
операция осреднения по высоте слоев, сплайновея аппрокси
мация и монотонная разностная схема. Разностная схема 
реализуется методом локальной релаксяции, оптимально: коэф
фициенты которой определяются минимизацией модуля перехода 
Р13НЯСТНЫХ уравнений с постоянными коэффициентами. 

Библ. 5 назв. 

ON OBTAINING GFTIKAL COEPIICIKJITS OP 10CAL HELAXATIOti 
ktE41,00 РОК SOLVING !;~ А? TRANSFER BQ'JATION 1И TiVOLAfl.'H 
KKCIllt. Kalla К. //the malfcematicol simulation. Applied 
proolema of mathematical physics. Riga: Lu , 1 9 9 2 .  v o l . J . 

Ha if i. s averaging, spline approx fcnation and monotonous 
difference ucheues ate applied lb colculatlone of tempera
tare field In the t*olayer medium ( l iquid or solid) of elu
miniim x« duct ion ce l l s , чде difference scheme Is realized 
with the help of local relaxation method with optimal coef
f icients, obtained by minimization of the transition module 
for difference scheme with cons tnnt coefficients. 

Ref. 5. 

RELAKSĀCIJAS v. OPTIKA 10 KOEFICIENTU 
NOIEIKSAMA SILtTUVA VADI SAN A3 VIbNADOJ UVA ATRISINĀŠANAI 
• • ' v. i V 7 D t . Kails H . //»atemiitiaXA modelēšana, llatema

tinkus flaikas lietišķas problem* .-Шцы LU . 1 3 9 2 . - 3 ^ e J . «peraturas lauka aprēķināšanai alumīnija e lektroi l -
alugu vide (c iet i vai šķidra) tiek pielietota vidu-

'• •-: iianaa operlci ja, aproJcslnaciJa ar plalnita un .nenotone 
diferenču ahema. Diferenču о Kūmu tleV rail lMta ar lokālo 
relaksācijas metodi, kuros" Optimallu koefM lenti tiek nu» 
leiktl.miniinejot pārejas moduli sternal ar konutMitloa 
koeficientiem. 

Bl'ol . 5 noeuufc. 
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A RninTelds. H.Kalis. J.Krikts 
Institūta of mathematics 
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19 Turgeneva St.. 226514 Riga 

QUALITATIVE INVESTIGATION OF SOME WORLD EVOLUTIOŗ UODEL 

0. Introduction. 
The purpose of t h i s p a p e r is to a n a l y z e some systea of 

ordinary differential equations, mhich arises in modelins 
•:omp)ex social - econoaical systems. Mathematical aodols of 
such evolution B y e t e a s have t>een developed in the works of 
J.W.Forrester (1| and D.L.Moadoss ( 2 ] . Special c a s e was con
sidered in {3 ] . The prosont paper is devoted to analysis' of a 
case, when •« invoaticatt the interaction of Industry, human 

and natural resources at Monotonous industrial development 

1. Prel tminari-is . 

Let x, у and z denote the natural, human and industrial 
factor in relative quantities at tiae t. Practical aeanins 
has only nonnegative values of variables. 

Wo consider а С* (A 2 1) saooth systea of differential 
aquations lovcnlni this interaction in R* 

к = f $ lx> - 6y* X tx 

У - x / j l y ) » X2z 111 

x = i ( i , M l . 
The continuously Hi f femnl i « M » functions f.) R̂ * R. 

f^: R ̂» R describe the logistic lam of natural and huaan re

sources growth, в > 0 specify the influence of huaan fantor 
to rate of natural resources, variable parameters X,. * 2 € К 
control the influence of industry to natural and huaan fac

tor. The functions ft. fz and b: R^ • R have additional pro

perties: f^lO) * ^ (0 ) = 0. 1 im^^l\{ ж) = И а ^ ^ Л . » r i * 
«  a.. fļ-{0) > 0, Гг

ш10) > 0. n(O.j.x)  al.c.O.ri = hix.y.O) 
= hlx .y .C j ) = 0. ЭЙ( x.y. с3)/ва < 0 and bix.y.i) ; 0 if x > 0. 
у > 0. 0 ' z < в£. The. derivat Ives are strongly mono

tone decrees int. Let us i.ote that there e r e numbers 0 < e 4 .' 
' c ( such ss Г_ "la,! • 0. f ļ lc , ) ° 0. At point s ( function f, 



юг 
has а u i i i u i . 

Not* that the sy3tea (1) has invsrinpt aanifold 
 3 

If initial conditions ara л!0; > 0. y(0) > 0 and 0 < *(0) < 
' , corresponding solution nny be on*' of the folluvintt typo. 

Ы 3 T , 0 such that «( Tl : 0. 
at 3 Г > 0 such that j1 Л = 0. 

In с •• •' a) trajectory lands to l ia it sat on i.nbiiant 
aanifold. In the cases b>, с,' trajectory crosses plan* «  0 
or » = 0 at finite • « e n t of tiaia. It aear.s that па' ral or 
human rasouraes va.iishus in finite interval of tiae. idee 
in the case whan 1^.0 the: а ага Irnjectoriws. which tend to 
,>l«n« x = 0 as f • » <w ( U a ^ ^ x l i ) = * ы * с.,. 1 ••.„.„И t> = 
ļ = rj. i ' *fJ*J * » , Э М 0 ' г а >  *J/d*-

2. Main results. 
Firut of al l let us consider the • > •. i, л of differential 

equations on invariant aianifold a s c'3 in the quadrant i * 0. 
» г 0 

( У - x/ 2 (y ) « » г с э  «21 

The equilibrium points are solutions of eystea 
= 0 

(3) 

Ti solve a systea (31 (jeoaetrlcal ly aaans to find coaaon 
points of two principle isoclines Correspond i n« •«• aat

rix Is 

f Г \ { ' } 6 I 
J " " - { j 

Let ns <,oaputa 'a< obi eetrix detxrainnnt 
det Лх.у) = »T^JTI*ĻTŖ{ • 6Гг1у) 

•and trace 
Tr J(s.y) s /Мл» • 

The >|(па ol det J. end Tr ^ in ..quilibriu* trinti help l « l tr 
eine i\o Ivpe Cur v.. d1 Jl i.vl  0 di>ide« fji.t lu^dian*. 
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Into three domains, in each of ehich det Jix.yl preserve 
»ien Bocidas cu'Vd Tr J(=.y) = 0 divides douaiu. vhero 
det J"(.r.y> > 0 into two partn. Let UE note that type of 
structurally stable equilibrium* dopiviids r*nly of its loc.it.fon 
In first quadrent. 

CM 
О 

CM 
О 

A 

—if". 
dtaer J0 

(л Tr J0 
/ 

dēt J0 
\ с 
\ 

0 al cl x 
Figure 1.Type of 12) equilibrium depondinK of location. 
Table 1 

r i " • '—** *̂ ^ '.lassfffeVfl mnkû mi - 't  • — u • m 
Domain det J Tr J equilibrium 

> 0 
< 0 
> 0 
< 0 

< 0 

> 0 

a ttгас lor 
saddle 
rapeller 
saddle 

Attractor (repeller) may be i:ode or focus. It' the ine

quality j/jMsl  *Г1\у))г > <ЬГгКу) holds, attractor ! cp« l 

ler) is node, but in the case <f,'(*>  x'^iyit* < 40/jty) tiie 
attractor (repeller) la focus. In the caua of ltļ(Mļ 

= 4 «/ I l r> . attrartor (rspmiler) is node if in addi
tion fļ. are Holder continuous. 

The doe" • г. .|ычгу ere cntlr.uou» function irncbi. To 
take isio at.co—il pro^artiei of functions f

1 un«I f% And u i l n * 

implicit ?unc>ioii ih o.ir »e -.Ь r: a li1» | . . : ' . > » i i i c 

http://loc.it.fon
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Table г 
Bounder." Equations of boundary and growth properties 

бАпдС У - » v ( » ) .  • » . 6 * s  , 1 V = » * • * . 

is strongly aonotone decreasing if я £ a ( 

dl) x ~ *>*1». • 2 : [ c i ! . » a i 1 » [а , .+в t. |>,(е,) = a,. 
• z(w> > a t if у > о, 

У - «•.,<*>. 4»s: Ю. J  ) а г . с а ] . » э ( 0 1 = » 3<a,> = 
" c z  "г * "a * * ' < е г if С < * < a, 

3D У • • » 4 l/.j.ta. I •• ( 0 , a z ( . * t in strongly 
aonotone increasing, e^la^ = 0 , 

If /,.»", 6 С* » > 1 , then ?г.»3.Ч>4
 E с ' " ' , and if in addition 

fl'iyi. < 0 . then .• ) С С*"'. The equilibrium on 30. when 
Tr Jix.j) * 0 . is nodesaddle, becaure one of isocline is 
convex, but other is concave. The equilibrium on ЭВ. when 
Tr Jl l . i l > 0 . f,.^ e CZ and 

a, = «(fļ>*r\' • f^Zifļ)2 - ггГг) * 0 . 

is nodesaddle. The last condition s t u n t that principle iso

clines do not intersect in the point of contact. The equili

brium on ЗдпдС is complex focus, when det J * 0 . , £ C3 

and 

К " ' ; » * < « * , ' » * - 6rY гг - * 6 » ' i > * Г K*'i{fļ>'>* * 36гг*'г' 
• det J ( • • 6r*ļ ' - ) * 0. 

Д, ha1 the same sign as magnitude of Lyapunov. If &2 < 0. 
focus is attractor. but if &2 > 0 . focus is repeller. For 
explaining the type of equilibrium in the case Af = 0 or A. 

= 0. wo need higher derive!ives. 
In the case whon X̂  «t 0, there is no cvcle because the 

re is seperatrix going from saddle to node. If Х{ < 0. cycle 
bifurcates from complex focus. If &г > 0 . there may appear 
cyclerepeller. but in the case 4 < 0. thure may appear oyc

leattructor The letter meens that for respectively choi.in 
pereneters X (, A2. Industry tends to stationary state. whil» 
human and natural factors ohange p«r lod ī с. 1 1 у «Ml , the itiM 
period. 

Let Q m |<».r> ' J B | Л = 01. 
Theorem. I.-I f%ft С . I t\' ' * ' \t\ • f \  1 *_ > О ел У 



» 9 О 0. Then thore exists С smouta function Л В . К 
such as Xt > A ( a 2 ) and the system 11) has struc turally таЫо 
at (ractor. 

Proof. In paraatUr " { ' "a plane. th« curve of bifurca

tion urparrtes a r«|lmi which contains an attraotor. Tho 
branchee of curve will be found froa systems 

f , (x)  6y * >,c 3 = 0 
: 0 

end 
= О 
•: О 
= О 

Г,(х>  8г • Х,с 3 

xf 2ty) t Х г с, 
x/^r ) * fft*> 
xfj'CxJfjtyJ • 8/ 2lr) * О. 

It is possible to solve t.iis if the rooults of Table 2 ем 
taken into account, we sot equations of bifurcation curve in 
peraaetrlo form. Let us differentiate the above system. *« 
set 

=0 

=0 

ftMx)dx  Sdr * ОдЛ, 

/•2(y)dx • xrV(y>a> • с 3 Л 2 

l i f ļ l i l l •f2-lr)dx • lxfxix\tļ (r)»6f2lr))dy=0 
Heme, if A ( * 0. wa obtain 

dXt/d*2 s -ETRFJ I • * » ) * * . 

As the right hand side is continuous end aes 0 = 0 . then b i 
furcation curve is C* saooth. Analogous to previous case. « * 
obtain for second branch 

dX,/dX2 = 
. / ; / 2 . S I г г 

At the point of intersection of curves det J = 0 and TrJ = 0. 
both branches of bifurcation curve havo the sane tangent. 

Remark. The branches of bifurcation curve vetting froa 
the first systea is С saooth even if f, • ' 2 ' С and deriva

tives ors etrongly aonotoni. Then ff and / 2 hive s.cord deri

ve tiva alaost everywhere. 
Tfc« ihecr.e gives necessary condiocrn fov existing' 

kttraator. Next '.ii а.а 1т to find n region in pernaoter 
plana Xj. X2 tir vblch iolull.ni s 'erl luj • the point Jtl.Ģļ с 

http://iolull.ni
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Table 3 

*, ( X У 

0.7 0.2 7.43 1.56 0.517 
0.35 0.15 7.26 1.16 0.502 
0.25 0,10 7.58 0,864 O.f 08 
0.3 0.05 8.38 0.665 0.813 
0.4 0 4.83 0,74 . 1.00 
0.15 0,05 8.97 0.679 1.13 
0.55 0. 1 4.56 0,923 1.18 
0.65 0.25 5.85 0.911 1.39 
0.7 0.30 : .89 0.986 1.42 
0.75 0.40 • 5.36 0.979 1.53 
0.8 0.45 4,33 1 06 1.55 
0.8 0,50 3.64 1 .13 1.56 
O.SS 0.5S 4.28 1 .08 1.62 
0.B5 0.6П 5.31 1 .02 1.69 
0.9 0.70 4.93 1 ,05 1.75 
0.9 0.75 6.67 0.97* 1.84 

6 

Figure 2 Curves of b i f « i r a ) : o r . 

х у(0)  х(0) = 1 tends to attractor. We consider the case 
ft<x> = x(1x). Гг\у) - r i l  r l . Ыж.у.г) = xy;:(2x), 5 = 1 
and perform numerical calculation on PC I ВЫ AT. we applied 
sosie aodifi cot ion of Runio  Ku.ta method (5) and uso program 
DOP'MS with automatical choice of a step of ir. 'agrat ion. In 
oleorithm there is employed chaining step of integration with 
given precision c. The numerical rusults in time interval I € 
[ >J 10] with precision с - 10 1 end С = 10"5 are obtained and 
compared. They differ in fourth sign, and therefore, the main 
results are obtained eith precision с = 10 ' The above 
values ara gi\en in 
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Не̂ о curve 1  graph of function A {bifurcation curvi of 
theorem), curve 2  е numerically computed boundary of of 
region fo. which soiutiuna started ut the point *(0) г y(0( 
s r(0) = 1 tends to attreator. 
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Рассмотрен часгниЯ случай иомали loppecT. i-a К* по у а . 
разатмя социально окстоиичаснот сасгонн. Приплоилгацтсп, чтп 
индустрия развивается монотонно, и пэучаетса!': взапинов ШмяМа 
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Индустрии, . • • ! • . . : i ь .• м л . IX И челов< •(, . . . ресурсов. К1 Нв

обхбдимие значения паранйтров, при которых разиитяе стреиятст 

и устойчивому пиломения равновесии. 

Ил. 2, библишр. В назв. , табл . 3. 

KAl* PASAllEi AVTtSTlBAS MOUelA UVAUTAlTVA IZPElK. 

...,i.T,,I,K A.A. .Kalis H.E. .Krikis i.l.A' HaLcaali&ka u HK . 

na. Ч..Т, .V f i z i k u l i e t i skas problOaas.  R I B » : UJ. МШ. 

 3. • § / 

A|' . i l l . Foriestera  Mcdouza • .  i a i :  всопош skas 

s istaa . audēja tpeciatoudl juas. Aplakots 9*dl juas. kad i Qp

niaclba auo ion i at t ī s tās un pout : , rūpniecības, dabas un 

cilvofcu r./sursu savstai peja ai jibdarbTtia. Atrastas paraoetra 

I li.i .. k'nfsa nodc&ina. s tab i lu att ī s t ību . 

P. llm. . 3 tabula;., bi Ы. 3 ..i* 

kta: зчоъ, sOASfi 

QUALITATIVE INVESTIGATION OF SOME WORLD EVOLUTION 
MODEL iluinfelds A.A..Kalis U fc .Krikis J.J// II.* aatheaati

cel simulalicm 'Applied problems of aatheaaticel physics.

Riga; I.U. 1992  Vol.3. 

' Tho special can* of Forrester  Uoadows юсia Iecono

mical uystnas aodel is analyzed. The interaction of industri

al. Iiuaan ana natural resources at Monotonous industrial de

velopment are investigated The necessary values of рагаае

te i5 which mi., that evolutions tends to the stable equ 
illbriua ere Tuund. 

2 figures. 3 tables. S references. 
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. И.У.Райтумс 

ОБ ОДНОМ АЛГСРИТЬЕ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ 
ЗАДАЧИ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННОГО ДШЕРЕНЦИАЛЬНОГО 

УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Введение. При разработке численных методов решения 
краевых задач для дифференциальных уравнений большой инте

рес вызывают кон<5трукции точи> разностных схем, v . е . та

ких схем.решения которых в узловых точках совпадают с ре

шением исходной краевой задачи. Одним из первых такие 
схемы ввел и исследовал А.Н.Ильин / I / . 

В настоящей работе рассматривается построение разност

ной схемы для линейного уравнения второго порядка HI пря

мой, которая является точной в классе кусочнопостоянных 
коэффициентов. 

I. На заданном интервале рассмотрим краевую задачу 

(LU)(K)=tU"(x}+a(x)U(K)-£>MUW = f(x>, ( i .D 

с < х < с У , U <с)=/ч, , U(d)=pt 

где £ У О , ^ ,/w, - заданные константы, о , b и / 

заданные непрерывные функции. Предполагается, что 
0<с< а < £ к ч т о функция Ь является неотрицатель

ной. 
Зафиксируем натуральное число А/ и определим не

равномерную сетку 

W A
 г { Х« |  = ŌJJ , X. = с , х„ = d] 

с точками 

С = Ха < X, < X, < . . . < X w = «У 

и вектором шагов 

Л -(/ii,.. ,h„> , hi X,  , /.... /V . . 
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Функции па сетке будем обозначать чарез у с 

2 . В первом лаге построения разностной схемы функции 
й , b и / еаменяггтся на кусочнопостоянные на интервалах из 

W/, функции. 
Дяя произвольной пары интервалов (Xi X;)U(X;, X{«.i 

•в W(, мы можем применять следующие три аппроксимации О 
функции л : 

1) в fx;, x iW 

2 ) cā (x ) = | (а(х;> + а(х;.,)) в f x .  . x , , , ; 

fi.(X^f { « 9 Ī X i  ^ * t ? f X t ^ » f>. '  i . X.J 

X>V| 
3) , / 

St*)*'•г* / aixidx в (>,', x ; , . ; 
ft(v. / 

*Y 

5(X)= ļ 0<*JJ* B X.-^ 

Для либой us втих аппроксимаций и фиксированного < , X,' 

внутренняя точка Vv£, обоаначкм 

„ О," = ā(X.J , же IX;.., X. ) = 

й, 5 а{%> , х £ (х;. Х,„) i? 3} 
Аналогичные алпроксимация и обозначения определяем для 

функций Ь и /. Еведем вцв также обозначения: 

U} = И tx) х £ J~ . 
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В втих обозначениях краевая задача (о функциями 
О , £ , / вместо О , Ь , •f ) в интервале 
записывается как: 

где значения ^y,., и также неизвестны. 

Корни Тс,, характеристического уравнения для краевой 
задачи (2 .1 ) является вещественными числами,так как дис

криминант 

и i < t равны 

Л < д  д г 

где, как выше и в дальнейшем, верхний знак "  * указывает 
на соответствие интервалу FX?** , X, ^ , а " + " —интерва

лу ( х ,•, Xirt) . 
Если обозначить 

* l i f e _ 

решение ы в ( *<•< *;)U (Xi, краевой зато 

дачи имеет ггоедставление 
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г СялНр~,1х.-*о) У UP (х-XiJ , (2 .2 ) 

U*W* ?^'*i}(C3chpt(x-x-.) + 
С* shfi; (х- x;)) * Up (х - Xi) , 

где константы Ci, С л , Cj м 1% пока неизвестны (они зави-

сят от ( ) , а частное решение 

Г - А 1 

и. имеет представление: 

ЦГСх-х , ) = T i 

ļļ.{*-*•,)* ,ь--0 ы'а*0 

Для определения констант С , Ct . Cj и рассмотрим 
граничные условия и условии сопряжения для Шх/я U (и) 
в точке Xi . Эти условие дают систему уравнений: 

• ( U(xi)= U*(xiJ , 
J (U~)\xil = lU*)'(x:), 

U* (x;.t) -y;,f 

Константы Ci " С j можно выразить через Сд и &> , 

что после подстановки полученных выражений в гран::чньи ус

ловиях; приводит к системе уравнения относительно Сх и Сц: 

cf,fi:h*(Ņcf -pret -«ŗ(tf- ff.'h (в' в)) * 
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где fif. = Uļ (hf) , = UfiHD , 
0 = uļ <0) , 6c = (uf) '(о) 

Следовательно. ̂  

= ģ-[ -Rl fir'-

C « - -jŗ fir* • ($k ~ ( ' 

ГДв t 

•if А'Уч~г 1«?-«*)н Siŗ\ . 
Последующие простые вычисления е использованием условия 

сопряжекия даст искомые выражения и для констант С- и Cļ : 

Cis jŗf С/.-,,-#54«/V> (y.-*- ffl*W* 

Полученные выражения для констант ("«• •, с* , Cļ и Ч< 

и формула ( 2 . 2 ) дают представление для точного ведения U~ 

irpaeeofl задачи ( 2 . 1 ) во всем интервале f 1 

(с ^известными ПОКА значениями ^у,., ,у, , у.:, функции (•! 
в узловых точках x.-i , V, , X,., ) . 
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3. Точмуп разностную схему для краевой задачи ( I . I ) 
с кусочнопостоянными в W n коэффициентами будем искать 
в виде 

Л у. = Ж'ф* - cj; г  F, о . п 

Неизвестные величины /9, , С  , и «V легко опре

деляются из условий 

U * сУ," (О/'С,-г Цр(О) * . 
В итоге получаем окончательное представление для коэф

фициентов разностной схемы ( 3 . 1 ) : 

F; = Rft4 e • fiJ4 i 0;.t € . fit Y  (3 .2 ) 

- я {(fifr <*') -1 Y( б - a) - л tf. 
Для сравнения полученной разностной схемы с уже извест

ными рассмотрим случай схемы Ильина / I / в ситуации, где 

В этих условиях схема Ильина имеет вид: 

В свое очередь схема (3 .1 ) имеет коэффициенты 
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После несложных преобразований получаем, что схема 
(3 .1 ) переходит в 

что совпадает со схемой ( 3 . 2 ) . Таким образом в рассмотрен

ной ситуации предложенная схема (3 .1 ) совпадает с извест

ной схемой Ильина из / I / . 

1. Ильин A.M. Разностная схема для дифферетдиалыюго урав

нения с малым параметром при старшей проиэводной//Мат. 
заметки.  1969.  * б, вил.2.  С. 237248. 

2. Самарский А.А. Теория разностных схем.  М.: Наука, 1977. 
 654 с. 

3. Калис X. Приближенные методы решения дифференциальных 
уравнений.  Рига:Звэйгзне,1986.  416 с. 

УДК 519.6 

СБ СДНСМ АЛ1ГРИТМЕ ЧНСЛЕННСГО РЕШЕНИЯ КРАЕЕСЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ СБЫКНСБЕННСГС ДОМЕРВЩАЛЬНСГО УРАВНЕНИЯ ВТГРСГС 
ПС РЯДКА. Райтумс И.У. //Математическое моделировчни''. 
Прикладные задачи математической физики.Рига, 1992. 

В работе ггредложена разностная схема для решения крае
вых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений вто
рого порядка. Схема является точной в случив линейного урав
нения с кусочнопостоянными коэффициентами. 

Библ. 3 назв. 
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И.М.Володко 
РТУ, Рига 

СИОБОДгШ ТИЫЮЬАЯ ыТД К Ш З Ш И Я о к о л о 

BEPl'.IKAJībHCH lULACŌlHbl СИЛЬНОМ .«АГНИТНОМ ПОЛК 

о рыЭоте / 1 / найден класс внешних магнитных полей, 
оставляющих автомодельной задачу свободной тепловой кон

векции около вертикальной пластины. Б , данной работе для 
частного вида такого внешнего поля (см. /2/) 

(ось х направлена вертды льно вверх, ось Ц горизонталь

но) получона точна1! асимптотика решения этой задачи при 
2. ж Н о 1 / VGi. — о о ( На  число Гартмана, G t 

число Грасго^а). Ухе при Ъ >Ч найденное асимптотическое 
решение мало отклоняется от точного рер'ения РТОЙ задачи, 
найденното численно, методом стрельбы. 

_ » Коли скорость жидкости V и внешнее магнитное поле 
& имеют вид 

V - ļ u l 3 c , * i ) . ^ l i . y j j r , Ь * В  { В Д Х , у > , _ 6 4 ( 3 : ^ ) ^ ( 2 ) 

то погранслойные уравнения сгюбодчой тепловой КО1ГЬЕКЦИИ в 
безиндукционном приближении ишчт вид (см. /3/,/ У): 

где V 5 , С « коэффициенты кинематической вязкости и темпе— 
ратуропроволности жидкости, q ускорение силы тяжести, г»,

коэффициент теплового расширения, <5 проводимость, j> 

плотность жадности. 
Для перехода к автомодельной задаче в случае поля ( I ) 

• введем функция тока чУ^ 1 ' , ) ( О » V i , и --Ц>х, )# автомодель

ную иирвыеннуо и безразмерную температуру 0 (см. /3/) 
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Э ( T - T < , ) / ( T W - T j ; Ы±Щ&ШШя) 
После периода к переменным (7 ) задача ( З )  ( ь ) становится 
автомодельной и принимает вид (штрих означает дифференциро

вание по г> ): 

1а,+ъцц-г1а+в-ъ£'0, ' (ь) 
в" t з а ^ о '  о , о ) . 

7=0 : . ? - 0 , ^ ' - 0 , 0  i ; ? = ~> • 1'-0,в*0, (10) 

rAeZ=MaVVēī,
) число Гартыана, Pt =0/а число 

Прандтля. •* 
Отметим, что в /2/ найдена асимптотика решения задачи 

( 8 )  (10 ) при 2. — о°лишь в ядре течения, в то время как в 

данной работе определяется асимптотика как в ядре, так и в 

динамическом погранслое при 0 0 . 
для получения асимптотики в ядре течения положим в 

(В) и (9 ) 

0 • Z 0 да) 

и переидем к пределу при Z, . Получим систему: 

9  / '  О . в" + Ж4$'-о. J Ā » . » ) 

Подставляя 15 = ^ ' и э в СШ* получим задачу 

? . 0 : / - 0 . ; ļ ' - 0 , Ц 5 ) 

причем условие ^'«2. "ри 9 » 0 следует иа ( I I ) и ( I iJ ) . 
Чтобы исключить из (14) и ( l b ) параметры Рс и Z . i k w t o -
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Получим задачу: 

Г'" + Э Р Г ' - о , ( ' . « у / с , ^ ( 1 7 ) 

В /2/ приводится результат численного решений задачи ( 1 7 ) , 
( 18 ) , из которого следует, что 

Решим задачу ( 1 7 ) , (18) методом штегральных соотношений 
(сы. / 5 / ) , видоизыеняв его так, чтобы получить не только 
Fn{0), близкое к ( l a ) , но и сами кривые г 1 ( 9 , ) и @ ( ? v ) , 

Оливкое к точному численному решению, для этого вместо 
обычно используемого приближения полиномами (сы. /5/) ис

пользуем приближение с помощью показательных функций: 

F(«?0 «.a. f а 4 е ^ + а л е * 7 ' + а , е - ^ , (20) 
где 0 0  а j неизвестные коэффициенты, функция (20) ухе удов

летворяет условию на бесконечности в ( 18 ) . Для определения 
четырех коэффициентов 0а-С1й используем перше два гранич

ных условия в ( 1 8 ) , а также условие 

которое получается из уравнения (17) и условия F(O)*0.Про

интегрируем уравнение (17) по г) от « Ū до о оо .получим 

r ' I O ļ O j F ' ^ d r ^ O . (22) 
• ~ . о 

Использовав первые два граничных условия в (18) в условие (21), 
удается коэффициенты о t  O j выразить чорез й „ , а соотноше

ние Ш) ориводнт к квадратному уравнению для О, , в кото

рой надо выбрать корень Оа>С { т . к. доллио aun ov = . 
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В результате получим 

а г = - о / Ш 9 •, ab-o,zz5H F"io)»  J , j i 7 . , ^ } 

менее чем на 3£ отличается от точного значения Г" (о )в ( 19 ) . 
11одстановка (20) в (16) и (12) дает решение эадачи в 

ядре течения в виде 

(24) 

iu i eQ 0 a A определяются из ( 2 3 ) . 
Так как условие <f4o)=* Z f 1 в (15) противоречит усло

вию <£ ' 1о ) » 0 в ( Ю ) , то в окрестности точки у » 0 дол

кен быть пограничный слой, компенсирующий эту неувязку. Для 
построения решения i этом погранслоо предиолохии, что число 
11рандтдк « . 1 , так что в пределах толщины динамического 
погранслоя температура остается постоянной и равной I . Поло

жим в уравнениях (8 ) и ( 9 ) 

(26) 

и перейдем к пределу при Z . " * " 0 0 . Получим задачу: 

~k + 0» - 4^ - 0 , ^ - 0 ( 27 ) . (28 ) 

%  о. = е * - . (29) 

В силу ю г о , что г \ « 1 , и з ( 28 ) , ( 29 ) следует,что 

так что для неизвестной функции ļt получается уравнение: 
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Решение уравнения ( 31 ) , удовлетворяющее граничным условиям 
(2У) и имеющее ограниченную производную при ^ — о о , имеет 
вид ( после перехода к переменной I? ) . 

Ив (32) следует, что 

Urn ļx(y)~-4-' (33) 
что совпадает с пределом в ядре течения (см. (24)) 

(34) . 

т . е. условия согласования выполнены, для построения состав

ного разлокенич (см. /6/) нуяно взять сумму решения в ядре 
и в погранслое и вычесть общий предел ( т . е . Z," 1), 8 т о дает: 

Формулы (35) , (25) дают асимптотическое решение задачи ( 8 ) 

 ( 10 ) при Т.— °° и Pc«i. Из (35) следует 

На рисунке I приведены результаты расчета функций 
Ļ'io) к Э(<?) по формулам ( 2Ь ) , ( 36 ) ; на этом же ри

сунке приведены результаты точного численного решения за

дачи (8)—(10), полученного методом стрельбы при Pi =. 
=O,0S25, "Z. =4 и "Ъ =10. Как видно из рисунка, асимптотика 
(25) и (36) практически сливается с точным численным реше

нием при Ъ =10 и дает малое отклонение от него при Z 



122 

при Рс. =0,0625, ZJ - 4 и Ъ =10. Верхние крисые 

©(7) , liKxroie-4'il) . 
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• свободная т ш о в А Я мгд ш а я а . ц ш около мьяшмий 
iLlAOTVffla В СИЛЬНОМ atAIrlHTHOM ПОЛК. Володко И. * . // Математи

ческое моделирование. Прикладные задачи математической фи

зики: ЛУ, 1992. хШ.З. 
Получена точная асимптотика решения автомодельной за

дачи о свободной тепловой 2£ГД конвекции около вертикальной 
полу бесконечной пластины при HctVr6Ī!'*oo( Но  число 
Гартмана, Gt  число Грасгофа). Внешнее магнитное поле 
имеет вид г5°- Ь.Д£|зс)"1''< е"^ (ось ос направлена верти

кально вверх). При Ъ =10, P i =0,0625 найденная асимптоти

ка поля скоростей и температур практически совпадает с точ

ным численным решением, а при 2, =4 дает малое отклонение 

от не*о. ,.• 
Мл. 1. б1'блиогр. 6 назв. 
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ПАТСРАЪ BHD COIiVECTJGK pjffi A VXSTIKAL PLATE III i 
•iTnOIiG ЫАИ.ЕТЮ PI EXE. I . L . VolocUco// The aetheine d e a l simu

l a t i o n . Applied problems of mathematical physics , ftigai I I I , 
1S9?. Vo l . 3 . 

An expct as loptote of the s e l f  a i m i l e r problem about V.HD 
nrturs l convection near a v e r t i c a l s e m i  i n f i n i t e p l a t e , i f 
2.*Ни~//въ1~~Оо1<> e ivco (HA  Hart ran j i i . fcer.Gx— Grashof 
inmber) . The external npgnetio f i e l d i s 8 e ~&a(l/x)~*'' 

( x ixes d i r e c t i on i s v e r t i c a l u p ) . The RE.Imp to t i c so lu t ion 
of a ve l oc i t y and temperotur* f i e l d s p r o c t i c u l l y coincide 
vith exact numerical aoj.utioa of the problem i f с «10 , 
Pr, »0,C6?5 and hos small, dev i a t i on from thej i f Ж  4 . 

a i b l i o ^ r . f. t i t X o , 1 f i f iute . 

PBtVA b..iiD SIltfCKKONVERCIJA FIE VEBTIKALAS PLATES 
ЗГ.: ;>А кАоВЙРДЦК.1 I./.US5. VolodkP I . fa .// MatenSriskā n.or>

l ( '>ano. ianteaiāti»kae f i^tkne l i e t i š ķ a s >rotlēmaa.—Hīga: 

1993.- 3 i f l . 
Irorbr. i лз l rāda l я tiī.vns MSX s i l turkonvekcijtia pie v e r 
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Janis VUWNB 
University of Latvia 

Approximation of the third ordre to effective 

thernoconductlvlty of the quadratic lattice structure 

?irst let 's Introduce quadratic lattice structure 

S  ВГ.Т2  *U f (x,.z2) : П Х,-к\<т.'3) ; (Jx *|<T/«)) 
k=00 V ' 

depending on the width of a strip equal to тесо.и. 
Let's introduoe also the orest 

a - остз а всгз n ļ-i/г. ise")1. 
This paper refers to homogeni 7ation theory for the 

leplaoian on В wiui homogenous Neumann boundary oondi ions. 
In order to find for this problem the homogenized matrix, 
wfcioh is due to the symmetry equal to . , we have .to 
solve the auxiliary homogenization problem : 

Au  О in ОСтЗ, £š " О *n dOCTj\(ff.'2.J.2JI), ^ j 

<U-xļ3 being 1 -periodic In both or the- voriafoles xt and xz-

Then homogenized coefficient which is in this case 
effeotlve thennoconduotivity is equal, to 

In the article [1 ] re ( together rith З.М.ЕогЮг ) have 
proved for this problem the following 

ТЬеа.ев 1. The effective therxxondvcllvtг у К " КСгУ 
Is given oy the too equivalent formulae 

к  1 - ат> { [ /,faj is<ti3 ] ' } . (3 s ) 

u/wre а»аСт .̂ reCO.t). 1я the unique solution of the 

ecjvel 

T • R̂ foO £ / . « • *? • R^CFLŌJ"* (4) 

/rem th * Cntervaii . *оз 3 and far a it trie functions 

I_ Cai-I^oJ are given fcy th* /•_•!::•.: i n t e g r a l * j 
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a . ; . 

1 I / Ctx-t3Cax-t*} 

f'соЭ  i / . 1 , . " dr . 
о / Ctrt ХСГ-1*3 

1 CtO - f / „ s
 o — , — / / Z Z Z E I Z Z Z d £ A , 

CoJ  J" /  , г , , J / ' . , dt dz . 

  f • A ' < / • « . = > • 

•A*re W O is coaplere uegendre elliptic Integral oj the 
ftmt kind. 

In the PROOF cf THIN THEORES I N THE NOTE {1 ] WO USED 

sonforial mapping UND E L L I P T I C INTEGRALS AND FINALLY WE 

obtained the explicit SOLUTION OF THE PROBLEM '.1). THAT 

illcirei to rr l tc cow. tr.г FORXULAE (3*' *) • *E NETS THAT ГОТ 

IMPL IC IT xunotion а-aCrļ, тв£0,ч GIVEN BY (4) ARE TRUE THE 

l isitinē properties 

к » аСхэ ' ( i tut осп - txe . . (5) 
r-c, * T - , , _ 

CoJfcg i a e Vaeorer. 1 ts tfcs ARTICLE [ 1 J WE obtained ALSO the 
following A&YSPTCTLO FORMULAE 

KfxJ - -' - C . '  T . ? r * c t ^ • г ( С . ' - т Г ) , T . f . (6) 
в B* 

AND . , 
KCrJ  г г кгт~ • O ( T Z ) . T . . (7) 

WHERE R (  ) I S BULER'S GAASCA FUNCTION AND 
. a r e c h l 

terlier WITH others loethcša FCRAUIO. (6) i s obtained in THE 
paper [21. but formula (7)  I N the fijj'j Яш ndvan'ege of 
the Yheopere 1 ir its U P P I L E O M T : iy for iw>cr detaliaed 
L-ive?»:lg»tiorjļ of rhe ej^eotivi th'.ra-^oond^otw ' TY *X in 
TB* a l l interval »>. 

?hi ma'.n W e p i t e >r ;.«iin рч?^: л :n-; {гзрТцркй i l lua-

-rbtior. or the e f t e o S J V e rhor!-j!.or.'aim i tslty */r>. rice .-• •. 
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J j ' ( a ) • 35 j-i,2,3,5, is пэдезаагу. We transform 

these fractions of e in the forms without the singularities 
in the integrals. We abandon the transformations and write 
down here only the final expressions. 

So, for t\ (a) re obtain : 

1 CcO - Z'*'* S \CoT-l3 » in x * or * I I da . ( 1 1 ) 
1 -we 

/ tfcO  ļ ļ + « Г / . ? . a.  I T • (12) 

R»feJ   g T aCt3 . a •» 1 т . (13) 

Por the funotion Г,(a) is true the equality 

/,foJ'  [ 2Са*1з\ [-In Ca-13 * *,C<o] . (14) 

where */~ ' / • » /—• 
Г f Ука t / a t i Г Г г / а * ь • ( ] 1 

T ^ ^ ŗ j ^ - ^ ļ / - - 5 * 
Since in every interval . 'r.o'?, a">l. the funotion *•/»> 

mid it* derivative *,'Ca> are boundod we have the following 
limiting px чат ties : 

( look Pigureo 1 and 2 ) and the improvement of the 
•aymto'iio formula ( 7 ) given by 

Thcurem 2. Гаг ituf problem C13-CZ3 la true the osymtotic 
/ormulи 

K<"3  T + Л,т 2 • Л эт 3 • оГтЪ. T •. 0 т , (9) 

»Л#г« К, t» glv+n by CW. but 

*  .4, 0 . 0 1 З 1 * - a.eefio'* . 

In о.чиг to obtain these results the more aourate study 
of tbe functions ' , . ( « ) and their derivative J 

file:///CoT-l3


txci3  § in г * g  г arete ( г ' * ' * ) . ( 1 7 ) 

7 2 С в 3 " " г S=7 + 3 1 л Са~13 * o ( i ! t f e o ) , о.^. ( 1 8 ) 

for the Amotion 1^СоЗ we obtain the expressions : 

I.<*3 ' /. 0 <o> fY l-v f / dm dy. 
в aY t-я /язСа.хЗ /„Сп.у.аО 

" f a o
C c ° - "5F ' / a i f o . y . > / 7 ^ [f/*ay.X4*y.>] " * dy 

га* о 

з-я+2у<га-13+г&:1 -уз 
zCt-хЗ 

1-яЗ * arclg yf 1 -яЗ/я ( 

« 3f/-y;>ĻI+»»&ry+»sC/-y;>J /12Са.хЗ J ļ d* dy , ( 1 9 ) 

whae /яа<аЗ п , 

/ 9 l fo .yJ  Cet-!3 [ 3*a*Sy<a-t3 ] , 

/ш.Са.яЗ  / ( l + x 2 < a + - > , 

/„Св.у.J  юу*гО у.?] [off *у.?+гС/ y.>] . . 

From these expressions we get 

  ^ " £ . ' • 3 1 1  / 0 In *J • eOJ , e./^ . (21) 

The limiting properties for the funotion ' , ( < » ) . when <»•»',. 
l a m e d / A t l y follow from the Legendre e l l ip t ' o integral 
representation in form of the row given by the formula 
(8.113.3) from (41 : 
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1ъСа> - ( " 9 Infa-f + 40 In г •» tnfaO J V 

• ofCoO InfeO) . a,/^ . (22) 

" 41 (  S?7 * 3 l»<*-*>) + o(lnCa-ti) . я, , , . (23) 
From the ( 4 ) . ( 5 ) . ( 1 2 ) . ( 1 6 ) and (1в) »6 soquire the 
Identities r .  a , , , 

[а т т ^ ] -

 [ I . faJ^CbJ ] [ ļr;fe? /2fcO - I f /:<ra) ] , (24) 

Им T ГкЙкГтЗ /)«• П . (25) 
* 

U * r : ( э с о  П " 1 a'CrJ  П . (26) 

Now using the obtained formulae (11)(26) *e shall prove 
the Theorem 2. 

Proof » f ļtJļģEJMJ ?lrst l e t ' s introduce the funotion 

Then rrom (5). (12), (20).(22) m i (25) follow* the 
equality 

Urn. Кт) - h, ДО) 
T-K? Д 

T 

!*o* l e t ' s consider the derivative 

J • 7-7^77 { ! **** i ['. *!-

?roa uhe jora-ysrUea (5 ) . (18), (13). 0 6 ) . (20), (21), (2i->. (25) 
and (25) те have 

it*,** l*(c*7>) tļt*£ŗi) - j £ - t3»> 

lis .<„(.-. r J ) ķ (.«.тГ, Г; fufT ! )  ' , • ( о Т т ? ) i . ^ ' v - ) ] " ' 

(3D 
Л.iT (4) или «е obtain 
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ш2 
г . / - j-ŗi-r- -р-г r :  r r f; • i, 

3 3 *а Ч г  ' i *2 " 

 '» '» Т / . Г •'• Ч " !'. У 
T-l—— л—Л • (32) 

1 2 1 2 

The r a i t i e  (12), (13). (16), (17). (1S). (22), (23) give ue 
the followi:^5 formulae 

7 ; f . • • 

" i 'я i *а JCa-tJ La'J " 

B B S M ••'TIIULAE according to (32) Lxply 

 S^S ķc In Z - 5П  3 arc:g{ г'1"* ) ] • o<ti, r^. (33) 

Then from the (5).(8).(12),(20).(29).(30).(31) and (33) we 
OBTAIN 

и* J 
So tea? Van (3* ).(2?) and (34) f a l l o w the eq:iallt7 (9). 

ВИЗ theorem ?! la provert. 
№* ve stress th*i our formula/: (11), (14), (15) and OS) 

haven't sJfigjilaritlen In the Inte^inla, therefore they о an 
be luted for approxliately oaioulaHon of funotlom t (a). 
lz(o) ai:d » 4 ( o ) by formulae of Quadratures. Th fur.otion 
/ s ( . ) oan l« acproxirately calculated by the , font'La 
(0.113.3) Гряв U ) . That aliens u to^ calculate 
apprftxlaiitulj the effective taeM»c«Kfuetfvlty Kc'ti !r. the 
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F i ^ i r e l . t  graphic of the 
A C T J ; г - graphyes (rraoti

cally congrous) of approxi

mations (7) and J9) to KCz3; 
2  grapiyre of approximation 

(6) to У.СП. 

DgBTja S. ' " graphyc of the 

К<г}-т, 2- grajhyc.t (practi

cally congrous) of the |t,r 
аг.й л.гг*.Ч.та: S gnrУ'! of 

л е 1 
L sir J 
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Л. Зунитис И. Рискстшш 
ЛаткиЯсипй упипергитот, Рига Гохияиесим! учиоорслтет, Рига 

О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА Г АЛЕШИНА JIJUI РЕВЕЦИЯ 

ОДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАЯАЧИ 

При равониа задач китоиатичссноИ ФИЗИКИ П последнее РРОИЯ 

широкое распространение получили методы ТИП.1 U3GUU.OIIHUX 

IICNN.'IOH lit. Tan, применение полпиоималы.ых аппроксимаций NI'N 

РСОГнил различных задач химической технологии Ьбсуявачтса • 
/Г'/. Оньзыпаотсп , чfo со многих задач** ПЛС ГИТИ*»*. r.;.;TI. 

NCUI. НоЭДОЛЬНО базисных фуииииИ , чтоСи NONY'OITL MIL 

ILL .•••KIIENVM ГОЧНСЮТЬ 

HHVCPOČHO аодетить , 'IRT раипитао сийоЯ и.ччп..липч.ьноЦ 
гсхпики списиЛс I I*YD I ЧО IIWN.V, рЦйЛТая полых И»Т«ИЗ»1 U4EI них 
истот в . чо u HaKoaoiMiaa)' попик ммещон г> йргиендиин 
и.1Ч.от:1ЫХ. (lanptrn.'p , при исоольаооании однопрьиосгор|>ыс« 
НОМ. .второе • i II..ii ..I ..Ш.ЛВТ'.п однородные алгоритм! 
1 ofliiopontttai раапост'пып схемы , штои аиптпоик.. onauc,T<I> 
итл. ГМ\ , 1ГЛЧЯКЯ1У Ьо^НЬВПОСтЬ .i IV.'. i . ИСТОДЫ. I., ьонли 

оадач u pntiaaotx областях со глоююг. структуре* рэа«нил 
CIIHIIUNOOOFAAITO и целостно Полплчше ииснлппрфЦыОСОпиоЯ 
тох.' ' И ААСТАИЛЛИТ м . . > •.. • n NPYRON IIAIIPJNNVIIHE 

на BdOllTii одну иадач; на СениЬ'стОО оттиитольис 
ИЕ. /МИГ. i.•••!:.] И;••>, нотории HIANIO РКААТ» олноорош.НИО 
Тли, D /•»/ обоснопыиамтсл Методы разделении задачи на 
подзадачи , состоетстиуюаив гоомотричогмаи ппдоСл&стли 
нсчоыноИ опиагт . В гпимоЙ раб07<1 раэбврнма осуииет JNNO"n 
по характеру DCajffKKX . 
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1. Постанооиз задачи. 

г" начнете примера рассмотрим иолельчув нелинейную задачу 
8 прямоугольнике , которая фактически соцтвотгтьувт 
етсииочарноя задано Стефана /37, когда скрытым теплой 
плаолекия ио»ю пренебречь . В начветве лояоОлзстсВ Г>удем 
брать области постоянстьа ноэффпционтоо н ураоненин . 
''•:•>•..•". , что речь кг.:-1 о нахожденич репскил D относительно 
танком слоо . Лоэтииу размер области в гертимальном 
направлении , кан праоилс , Оудьт считаться манного меньше 
размера её в горизонтальной направлении. Итак, будем иснать 
лрлбг.ижьнное решение задачи: 

д 9 и в \ 0 и (К х <1. 
IXf.JI )• 1>(»U ) О. <U 

Jx Эх ь у а у о< у х. 
Ы^,0»Э .iri х <1, ļ 2 , 

»J!»,Ll "!х> ,0< v <J, 

С . 0< v <l , 18) 
t 

t дг

i» , 0 4 I I ( M . v K U . . 
° ( 4 1 

Ц , l i ( . < l j t  . v ) . 

| ' <и ) ваМпиап вумнимя 
Так нпп фуачция p:i3pbt.nM , то тогда линии реорЫМ 

I ирелМ'Лотгим, что линия развит иожо Ourt л; м тампона 
у«(к> ,гио fix) чоизн"с1пая Оучнцил) лолхни „.!•...... и, ь.я 
улопвя широрыр.н.ети i.ortoia и самой фунчции! ituaripamar 
4ic6v'i «:'чач.ит разность пределен с а'Ямх сторон ii лш.ии). 

» Ц Л I I 
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X(l l ) 
а и 

a n •o . 
v »(xl 

I I I I . , • о 

V»>(x) 
(5) 

a M 
щюиэвстоя iif нормали и пинии раярыпа. 

)лось • и nam нсйнеи предполагается , что п . • nana 
такая . иоторin гарантируот . что 0<atx)<i при 11«чЧ , ю 
есть линии у гI  ' порссонасг граничу прямоугольной 
области только на Аокооых сторонах. При ЭТШ прелпопомонилх 
залачу можно порифс оиуларовать о пило: 

Ы1 О. 0< х <1 
AV О, 0< х «Л 
III к. О) О, 
III к. «i(x) ) II 

0< V <»(*), 

, •< х )< у <1 , 

0<х <1, 
О' 

'<>• 
Vlx, l ) f ix ) . 
Vix . P . x ) , И,,. | к п 0 _ 

!01 
17) 

(81 

(9) 

а и 

а х 
х О 

а V 

о * 
а и 

д х 

а V 

а » 
х1 

О. 

х 1 

( 101 

а и 
- К 

0 V 

V ?( х) 

. О < х < 1. 

V е(ч> 

111) 

rj, оператор Лашшса. 
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у. потоп poaeiini 

Для решения :• шачи 1 6 )  ' . 1 1 1 Супом использовать 
конбин&иив разностного потопа и метода Галоркина с 
полиномиальными базисными функциями. Итан, рсоенке системы 
(Ы ( 1 1 ) будм гснзт:. d видо параболы по напраплеппю оги V . 

П(х.у)* »A ļ (x ) «v »A 2 (x ) »v ' ? , ( 1 2 ) 

V(x.y>" B 0 ( x ) iB l ( x ) »v »B 2 ( x ) »y i ? . ( 1 3 » 

Ясно, что такого рода разложение бупог более точным, 
ясли аирина слоя небольшая. Требуя выполнения граничный 
условии ( 8 ) , ( 9 ) в нрадставлонпи ( 1 2 ) , ( 1 3 ) , легко исключить 
четыре аумкции: 

/IQIXIO, (14) 

• Ю 
Ajl>) A^(x)«ŗ (x) , (1G) 

V - » - Г - i T x l . B , U > . # X > 4 
" о " * (х ) »1Чх ) 

1 « ( x) 

»(x) 11 О 

(16) 

I. Ix) H.,«U ! » ( : « ) ) . (17) 
1 СФ<х) * . . 

Систему для определения о.таюаихся неизиегтчых можно 
п«ч1>'чить, ясли |. '.• ..an оынилкеш к урачнониЯ |'в),'71 я 
граничных условия (10) о среднем по пирит гноя. Поено 
оячясл |ия произиодных для iKx.vl и VI х. v), подстаилля их н 
1в),.17| я интегрируя но аертиналимоиу напрашк чип, буиеи 
ииоть: 

Кк* ' ( х I Г*! ! 16.V>' ( х > •( х) ф' { ••) Я'»!»  ' (х ) ) 

 з i _v  ' х) %,< х) * " ( ) i о. < : : 
ф( ) 
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B_" ' lx ) ( l e ( x ) ) 2 6EU' (x)(l. e(x) )** (xl ЗВ„(х)> 

»Mi l 1 »<х) ) '«.• (х ) ) :I«P • lx) Й»»' (х)1 (х) 

Le<x) 

( ^ • l f ' l x W " 1х)»(1 Ф(х)1. 
(I »1х) ) 

А ' (01 A,' II. ).В2' <0».-а," ( 1 ) 0 . 1201 

]]лл нихожпскмп функции ii I необходимо исмольэооать 
тлим» успение col ряжения 111), которой после прообг 'ini'oaiinn 
ПрИНИМаСТ ПЯЛ: 

г P(xl<l'(xjll p' ( x l 
u t i 'B^' ; x i f ( x ) iB 2 tx i r i x ) ^ (x) — Г 7 Г П 

Их) It ļ 
9' ix ) .B 2 ix ) ( » (x ) i ii t :^ K y J (2! I 

ПолучОННЬЯ заяача лпя А... Вп, ч решается разностный 
методой на сотне l . H 1/N 1; для аппроксимации 
проилпоцных и (18) , (19) и (21) используются центральные 
разности. Аппроксимацию услоипй (20) получим, исхолл иа 
разностной аппроксимации услооия (10): 

О II 

"ЗТГ 
U(H. v)11(0. у) 1 d l l 

И г 
х О 

• О Н ! 2 ) (22) 

I'OflCr.eiiflii ОМС СТО IK», vJ иролстзыкмие (12i я 
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— (рП) вИ 111)  ( A 0 ( ! ) » 3 ( l ) A . i l  K ) e : j ( l  H . )  . 
2.4 61! f 

•Не!: ;A,. (i ) 0 . (25) 

1 г H'i 't 1) l _ 
— 1 ~ l». • ( ! ! ) • — B „ U > H  » U M J  — ( l » ( ! НИ. 
I! 1 U 6 _ 2 

1 

. •—B,(! itMi. e ! l  H ) ) ' } [ M8,(lHl r ( l ) H O . (26) 

В репультато получается нелинейная рааностная аапача. 
тан ИДИ ю(Ч1) 11, .К таимо ннллютси леианестными. Пли 
ревопил разностной задачи испольаочалея следующий иотгл. 

1.При заданном в" 'niptноля ют с я А , 1 " ' , рваин и.тодчи 
!ПРОГОНКИ разностные уравнения, соот ветстоуюиие ур?пненив 
(1н1.и используя граничные условия (23), |25). 

2 . С тем т о « " рев.ит >н сет.чт — урчпночия, 
.•чтиетстчуг.гиг ! 19I граничном у с л о г н я я i М) и tilti». 

Отп гам, ЧГС I • также можно ПОЩлППОЗТ! СЯ м . .;.,н ЯР' • мши. 

интегрируя (1221 о Пределах 01 О по е((Л,бу он иметь: 

"о 1 3 1 

>j*ļ(irtHJ-mid) 1 -ŗu(A._,UI)oJ(in- AJ» I » J (01 ПИЛ JOIelOI-0 ļ (23) 

-\. . ..!-,!••-• и:-., получаются остальные формулы wu граничных 
yc.iODrlt: 

t г liftiem: и 4 Р ( 0 ) i * 
•й- L —J ( I p IH ) ) !l filOII - ģ - B 2 l H l l i - » I H ) l J t 

• — BIOM: -p(O) ) - S Ji ; IU . J (0 ) (L -p (0 ) ) 0 , (24) 



1 3 9 

3. Результаты расчетов 

В качестве теста берется решение уравнении Ламлэса г 
прямоугольнике 

l l « x . v )  ( P °  ' A * v  _ 0^" v ) ..o«(0.i?bax) . ( Л ) 

Каи видим ,функция (28) не полностью удовлетворяет граничным 
условиям (10) , так пан производная по X на правой границе 
прямоугольника не равна нулю . Но ото но мешает нал 
пепользопать эту функци в качестве граничной на верхней 
границо Итак .при I О. 25 , Х1Х21, ч ( 1 ч. ; функция 
ур(х) фактически должна дать изолинию решения краевой задачи 
или уравнения Лапласа . В таблице 1 даны значении найденной 
Ф>1.Н1|ИИ р(х) и П(х. р(х)). 

3. ВЫЧИСЛЯЕТСЯ р"* 1 во всех точках ^ 

е*( IH) fMl III) «OļTN^'l IH) . OS [ я , 

Ш )ь>»в*{ Ill) • e"( lU)» ( l to) . 
rne 

l)|  поннзкз n разностном анилого условия сопряжения 1 2 1 ) , 
i итерационный параметр, 
N£ косинус угла между нормалью а осью 
V о соответствующей точке лини» ур (х) , 
и параметр рснаксацик , 

Итараиии продолжаются до тех пор. пока по станет 

max |вн' ' , III) р"( III) |< ļ .' (27) 
I 
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X. •ЧХ. ) U(X.. *(Х ) ) 
1 1 i 

О. 0 0. 0G37 0. 100! 
0. 1 0. 0639 6. 1001

0. 2 0 0645 0. 1001 
0. 3 0. 0655 о. tool 

0. ч b I.llifiu о. i'oo't 
0. 5 0. 0(389 0. 1000 
о. е II. 0714 0. НЮи 
Ч. 7 0. 0746 0. 0999 
0. в 0. 07U3 , 0. 0995 
0. 9 0.0817 0. 0977 
1. 0 0.0317 0. 0908 

Нан вално ия третьего столбца таблицы , носоппаденио с u Q 

наЗлкла"гея в отчетности ираоой .границы , гле у функции 
И . Ч . у I производная no х .ie рчвпа нулю. Лля получения этих 
роаупьт i T ' i i иопольаооалась ?1 сетгчная точна .Отличие от 
рааультатоо, гюлучпнкых при 41 точи* , но 11рочосхолит IX . 

>>fl>:tei'peciN>a' лелявгел .«аиисимость количества итерации от 
оопичани •> • i - .щи ни .: „• параметра ы . Если обцч эта 
и. личина находится иочщу нулей и диойиий , то в данной 
случаи анепоримонталыю найден»' >е оптиналыюи пначопиг и 
И О Я Ю 1 быть и больше :i. Тан, при 1 ' ( х ) о. !xvor.t «х ) 1 1 .XI I . W У, 

f i 

• t(y О. А с Ю ; если не польпоиатьел релаксацией tu I ), то 
необходимо 99 агор тип. С « 1.9 число итпрщиИ Я9 . а при 
и 3. 2 число итораций 38. ЭТОТ фант следовало бы более 
та;< только научить. 

Коли при фи1.си(.ьв*!111Н1х граничных уолопинх и конкретной ц

м'няи, параметры XI. »2 .то хч| и:тер раенг.чечииин ПИ1ШЯ 
piUpi.ua следующий. Уноличоние XI ноле и .i.|» miшнии линии 
Pļiupuoa к лорхы'И > ранило .я у*Цгм».*в»п»»>  и реиодемм> м 

Таблица 1. 
К.ООрЛИНЗТЫ ИПОПИНИ ",,"0. 1 

http://piUpi.ua
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претит и (ихним направлении. Чиню иторациЯ , пан правило," n 
этой случае меньие, чей при разных X. 1аи.с предыдущий I'lx) • 
с XI4 , Х2 1 после 20 итерация получии л(х),мак показано 
в таблице 2. ' 

Таблица 2 
Координаты линии разрыва 

„ . . 1 
! * о. о 0. V о. л О. « и. II 1. о 

1' i . 14U4 0. I). IV04 О. |«Ы О. ИУХО 0. V»:i*H 

Нропелонные расчеты показали, что иетоп работает 
достаточно хсропо, если условия задачи гарантируют размещение 
линии раэрыни таким образом j что*» образовались два слоя 
переменной толщины. 
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УДК 5 1 9 . 6 х ч л 

О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА ГЛЛЕРКИНЛ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ОДНОЙ 
НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАМИ. ЗОНИТИС С , Риен. • дня И. //Математическое 
моделирование. Прикладные задачи математической визини.  Рига: 
ЯУ." 1993. Вмп. 3. 

В работе рассматривается эллиптическая задача с кусочно 
постоянными коэффициентами , когда место разрыва коэффициента 
зависит от ремгеиил палачи. Численный мотол построен на основа 
ксмСиииивг методов Гллеркпна и конечных раэж.стей. Приводятся 
результаты расчетов. 

||« КПЧ.1СЛЛ И М 14 .,A. I RKTN гЯТИя» lOR SULiHlON « UNI 

MJNL1M АН .until I М /.initxu А. . Hi-katin.i / / 1!. H..th«oU.al 
Иг* .п. Apj»I i«?ct I.M.I NF .N.T 11 .I TR». > T 11  .I I ptiya&cff. 1*1од: 

I U . 1 У Л . V e l ; 3. 

ll>? n n i n m r j l tioJuLityi .»F RI1 nil I R I. •. I  H U p U r a ] pybbJL— 
MXTII ott4.T?WIBO cofKit.tntb IIX •• I i c i e n t t . лп i i i v » n . lhw 
iiil..'i i tif'l IIM'. l . n .  £a tl*iH*nii«.nl. m n« ' i lut i . i ' r> . flv» I , . о l 
n . 1 ,. ( i c j. r i . . . ] о I U * » t..a»>Ltt fialrrkin «tml U n i t * 
ii; i f iii'.ufM>a> ».;Ы"и*«*г*. .1» 11: • II.R J I. .T 1 --y IMC. RTO1 i1 i KI. iAim«>il. 

••ли |;а>д|»К1мл mf t o o e s p i m it in limn Кяпл.ч m i i m № « < : 

PļMJBCaHAS HIUIMaSMAI. foals tia i. . IHwfcelJcM I . / / " . i t . . . " i-:H 
• n c h l C . i n . v « ,t..,.,ii • , n . FlKifcari lit»tit|i ' orfц>1 n*.,.Mt.i.t

LII. l9H6fe 3. r.O.L 

I 1... I • .1 11 ' i Tl . I . I .< 1 I (*l i  U л г • Л ..?i . . Л i I С» I .1Г i K i U . l l НЧ1 
k i m ^ U i l L i m x im  l ,i i M i L i m . k.nl (д!й">.г.lllVue.i l l i . i l . i Л11.И l u i 
no o l r I:IO3 i..«.i. Sb.u I.) 1Г.КЗ •••t'.l.I i^v.i.fcil ^ -У k in.i on 
•Mil<ki ' l i I i f t f r «i.t..*2ti liaViv. I ..»k rtii.il l .  rLl II rŗ II.II 
r . - ^ o l l l t i . 

http://iKiU.ll
http://rtii.il
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Л. /ofBtt is 

La tv i j a? » Iji 11 VI"'", i T_ ~ L> •. M'li 

UA2l SKA 111 iSKl C K S P L W / W N U Л1? 

Ni l INI.AtKJ O A S l t C U M A I I L H I A L U 

T.L / 1 / ttr ! •> . 1 ( I К Ш) I 3 1 .U' -NLMIINĻR, |.|.. [>., 1 * .J.-IT,. I V Ī И»1 

n«> I.... ļ . v i » .•Ь.Щ.'П! i ii7konsl,ruOtd "*atr.4** r i n i n l S j n j K 

rn.l.uiii> Si  t jur lnT t»roMOm..i . клл n«4vuk&rt Java .ii".k.,i : • « r t 

i n v e r s u с. nr.ļ&mi. л« i3 t i . ' t t u r p i n ā t a eod*»le c i e C i 

SķtVCl»* МП •»* «>r.Lr>M •ļļ>>M"> ļ%J. ii kontt iktu, кл«1 ertCtr : Э. s 

р л к . а и i.tft i»«Lim.aic,MI m.Hj'r īs i . » lihiiMrtM. 

Kl.TRLLT;krtiī; Мч:.. I iku..N /1?' ,kf lR ir pAOtltl 1 Шийгл j.\ i 

«•lj.it.Ituf>: . t 4 » r i i.ii . .||.>т.»гт j n . • t i. • i •. i i! .'i » : t a rp 

•' 1 I л mO i, , • . .Oku un p  rv i . ' b i .HJ i i iMi . l«iCu uV«i'i>"8 »»rtdTjj«H.« 

£X u t b i l s t l t M j r i . * t «  i k t i i». 1 m i ' l ' O . pi iMrrfK .»•», p o r o ) n n . i " 

/ 3 / . .II." ' M - . ' r ī t i ļ t -MII-: m^f-itaH-tir-fi^HlTllA « V pOC LI'' L О 1 * 

vi.tikarEi.H-i i M.-T-R ļ i ••ж o iH . i t . H d l v e n l B kādu m » b n i ' l r d 

AI.II» 1 ' i l i a I i Him., Ti.i'Tli.r.. T.%s i r . n.i'.k.iuii i>t. . klUu i • n>л i • • i 
F \ ~ ' R . T  > C» •i • i RV'.c. rttr i c i n a j u « u <tt.st.ai i). •'»">'• t r i якая 

n i .I, I .  .  > , . ' . / и f i z i k ā l a R N ' I I P . ' . I N T I ! F . 
: . . i i : i j/ i f i ic лк l i n e ā r o •ча.Jl rinn. 

1 . tļgdgVļļļfļ noī:ta»*M«». 

Ir* / i n S i n s . ka vi W i r M «»«чс*1 j i r a l hiwxl fk 'dM. i z n U i ^ * 1 

I ' • I i : 1 .MI ?.(•• 1 ;I,;KI LPN/OFS ! . '* : .> 3:. /4/; 

0 0 , ( 1 , . I jp 1 . >! ' i ^ d , . I..,. ' 3 > U , U : i l ' r 'sr V 0 * ( I ) 

http://rn.-l.uiii
http://��lj-.it.Ituf
http://oiH.it
http://tt.st.ai%20i).%20?'�%22
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kur Urii.rorni3.;l j . i a tnn/ i »  P 

tjrf or ota. :j Ju a.i'jt.ju.is .1 LroiJ.im.»f>. 

ifur.i koâ ScicMMtCan* . . . . И . )  • 

i. J. k ^ I . 2 . ( 2 ) 

.i 

lt.lt..>.) I . . I , . 1. t.r I:i t^n/i>r л U inv. i f i . m t i ) . 

I vienlrmsi l.»nv:ors.. IĶ . i - 1, ^ - p3 r v i « . t n . i i » i l X^ V l r / J H I L 

S ; i t on . «rr Lurtnnak psč . « t k i v t . . L i « . m o v i . - n U i ..«а i m l f b e i n a 

lZ-.кттО. .,.« nnv LnKj .иччо) votr . p r . ' t O M i u , 

Al . .|3<lina<ii«. Mļ fca s .• u . : . m j M . S an V « . . uu i K.r l . . . i . « 

... • 1Л..И.. >i.ik.w t b j ( l ) .r u.. . . M b , fo rma: 

к/.oVULtr.ki* Jra'.ckli. Loti f o r m u l u ( 3 ) o t l i i l n h l i n ^ a r . t j d i 

.  J.tsl.ili.is '.«•••»• i ja», l.i t . i »k p i l n ī b a isHatmbMtt l w  « u l j (V?). 

Lari 5j\ .io.1I >...u3 п.пЗ t .tr j n w i , ' i r t o n»l m m » i U l . i . Kārts ran 

fo f «g l i l ' . l V l s p i ŗ i . л i... • rat v j r B L u b ū t : 

в XI t'iVuLi, С О 

k.. Х.ы1..11пв kiMyticlentl. i . 'L .  l fc'.mO ( 2 ) n.»t»»i. .L 

( 4 1 

kur ļ v.ti rvl kim;il..inl,.. v.t i mv.iKi.mlu I i i i i k . i i . . 

Piivpuar- )a>. k.-. tnn>-.ira u^* v,ir n i - i « a ibv i i - i . i l )...«.. 

.tLv.tiiiri3.iuNMi n«tka*w>»i. k . i M . r .iti-mLakos rwir 2 . IT.iJa r,.i,|T.ri»--ia: 

http://lt.lt
http://io.1I
http://ibvii-i.il
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to ' ? > l . r t3 v ' j .„o.e 
a о. 

и 
ВI 

7Гх Ш Г Г " Т А * 

а Ц, 2 2 
) • I 

7 Г 

a ^ 

3 x, 

K i m n L . i n l . a j .. ..i! и » : l l  l ^ b v a r j v., .  и з . i . . к л с a t o i l e t 

>VIUAU TEN/URJN ( 4 ) . •,,>». UIRNKUUT  a i r k u j t > 6 i : 

• 0. 5 ( I "3JT 
в H, 7 а и 

1 1 «3x7> ' 
1 " ' J "X i ? 

v a . a u i э и 2 S I L а 

а ii., i а и . 

а а п . . 

а п., а и г в п., 

i 

й а и 2 
) • ( r-ļ1- i 

( 5 ) 

) i О til , 
а и 

а ii. а н 
2 а а и ? а и . _ а 

а н а и 

а и у а п V 
• а  х ; ' ' « а  х ; 1 » ° 

а и а а н 

( 6 ) 

l i ir fMt] i . , . . . 1 . 

r...t.il.5..n.n. | \.1st-*x ка rfrtrW / I/ 
п..! < ' i • 11 I г i . i Л I г> ' i i pr iibl BM . i . I. i k.i i 

I I I U k u  i i l i l u i i i n i i • I  . I3 . . I . IJļ. 

ei Г B«i t v.,r 
Lr.niiiionalo L 

. 2 
t i k t 

< 



1 4 6 

v j « 4 i 1 i i j u « u v j . » t a Jsuera v i . „ ; , i , , (*•). < l i ) . 

l a tod i tokLOsim tunlcci fc in IJ^. IJ^, кап . i r a i t ^ l ī 

U r ' ( X l  X o > | 0 < X 1 < 1 . 6<X , ,<<5 » « r tn i e r  ina v i enādo jumus < b ) . < 6 ) , ' 

un bo* tam i . 4 4 bias n o t u c l j u i i i : 

• I j C O . X y j  l ^ l O . ^ J ^ U j d . X y l M J . ^ d . X j . J  O . X ^ e 16 . 6 j < 7 ) 

U£I X A . 4 Xj . о ) O . X , . f |0 .1J . (H> 

o t u y ( x, . б ) * • (X j HJ j jX j . a ) ) . X ļ € ro. i j . ( a ) 

° t ' s " ° • ( l o > 

« . , , 1 ^ » . ( i n 

kur- X^=#( Xj ) ».Югя1«» f u n k o i j n . S,*  Uir.n..t.B,i С 

пЛ-Лл X..-5 dotnrmOta n t a v o k j l . a I ( » , |„ )  ...„ uial.i. 

( i . i . i  « fu i .a l . i in )  . : r i . .urns UBr r u b r b m ri*»foriaoLa Mtav.ir.Vt. 

Ja.itxIiuO . ко dutorrtx плу . 'wiairi u/d«vui i . i ( b  1 1 1 k<" .•  i f b.«n 

p C t ! . , u * l . 

*2. I*, i....'....... mt i » » . ' un irwC* .... r . . z i . R J r . i . 

. Га ka • 1.1 r i <a / I / i i i . r . n u raiataydv* « « »v i l a i о плгadrj.) »»..n no 

ai.r .In. >.ГЬ.»в. tun a r i no [ * " i ' i / i U t « v rrrfokj.t .tens' f.ik.i 

metināt ' , t o 1 i o L o t .trx ШОНТФЛЯ. J J l i n .  a r o 1 .n*e v tmiaiJojoiMu 

> ) . И 1 Г i u m 3 mi ' k l r j o t .i ' r i. i'iu j u r r t i . кД k»ibli :k.in funk.i Jos X 2 

vir 7  i ima I и «  1 . ) . vnrC.i.i K  a U t .perr.»ito 

. 1 1 I ... . ' п . | 3 | v i i 'f i 3 i f o . iu * ru .irirtii.j иг I о bo п1.гцЦ<.цУи . l .nl '..it. 
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