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1. Promoci jas darbs ir veltits kristalizaci jas procesus
aprakstosSo uzdevumu risind$anai, Darba mérkis bija - izveidot
skaitliskas risinaganas algoritmu gan vienas, gan divu kom-
ponengu sakaussjuma kristalizacijas uzdevuma atrisinaganai,
Pie tam aplikojot mindto problému ka klasiskaja, ta ari vis-
parinataja nostadns,

Visparpiepemts kristalizici jas procesa matematiskais mode-
lis ir J,.,Stefana v&1 1989, gada 710/ piedavata uzdevuma
klasiska nostadne, No ta laika matematiskaja fizika siltumva-
disSanas uzdevumu ar fazu pareju uz kustigas cietas un Skidras
fazes robeiés ir piepemts saukt par Stefana problému, Klasis-
ki Stefana probléma tiek formuléta sekojosSit

temperatiuras lauks T(k,y,z,t) Zkidraja un cietaja fazs

tiek aprakstits ar siltumvadisSanas vienadojumu

.Lg%—: M(Z(T)gmdzr)f-f' , | 1)

kristalizaci ja (kuSana) notiek uz fd&zu robeZas, ko nosaka

vienado jums

£= (%4, t), (X Y,0)="F(xy), 2>

fazu pareja notiek lidzsvara apstaklos,t,i,, uz fazu par-
©jas robezas ir dota lidzsvara temperatidra {De C job kusSanas

temperatira T, vienas komponentes sakauséjuma gadi jumi)

3

T=Te pPe x=v(xyt),

fazu parejas robezZas kustibas atrums tiek noteikts ar fazu

parejas latenta siltuma atdeves nosaci jumu (Stefana nosaci ju-

mud

; [A(T)g)ww(,T. ﬁ]iz Wx'y't)zrqfw(t)_ o 245



Seit I, - tilpuma siltumietilpibas koeficients, A - siltumva-
diSanas koeficients, [§Jst- simbols, kas apzimé lieluma & 1&-
cienu, parejolL robezu S., ?),’v(t)- fizu parejas robeZas kusti-
-bas atrums, vérsts normales N virzien3, ED - fazu parejas
robeZas St normiale, kas vérsta Skidras fazes virziena, f -
funkci ja, kas attélo ieksSSjo siltuma avotu eksistenci, Kla-
siskaja nostadné Stefana probléma ir labi izpetita /22,23, 24,
25,267, Diemzél noradita klasiska nostiadne ne vienmér apmie-
rinosSi apraksta kristalizacijas procesus, Ta, pieméram, tada
kausé juma kristalizacijas procesu, kur$ siakuma momenta ir
pardzeséts, Sada gadi jumi, fazu parejas robeZvirsmai parvie-
tojoties, kauséjumia saglab3jas pardzessjums, pie kam tempera-
turas gradients S$kidraja fiazé pirms robeZas ie negativs, Un
€aja gadi juma ir iespsjama vai nu dendritu:veidoéanés, Jjo =zud
gludas robeiaé stabilitate, vai ari s3akas spontans kristali-
Zzaci jas process kauséjuma tilpumid~s/12/, Tapat ari iespéjami
gadi jumi, kad pardzeséjums kauséjuma tilpumid paradas krista-
lizaci jas procesas11/, T3, piemSram, pétot virzitas kristali-
Zzaci jas modeli, atklijas, ka pie kristalizacijas atruma, kas
parsniedz kadu kritisko bi > kauséjuma tilpumd paradas par-

dzes3 jums C1,zim,)~-11/,

T-Te |
X

1. zim, 1 - V< Ve, 2 - vh> Vi » XpX,- pardzessta
Zona
Ir acimredzams, ka probléma klasiskajia Stefana nostadné ne-
apraksta minédto gadi jumu, ta ka pieprasa gludas f3azu parejas
robe%as Z=p(x,¥,t), pie kuras T=T,, eksistenci, uz kuras

tiekarealizéts Stefana nosaci jums (43, jeb citiem vardiem



sakot, izdalds latentais kristalizacijas (ku3anas) siltums,
Darbos ~#13,14,177 ir piedavata kvazilidzsvarotas divfazu zo-
nas teorija, Sis teori jas pamatpienémums ir sekojoss: ja kau-
séjuma tilpumi peyradas pardzesojums, tad tas momentani tiek
dzésts ar augosu dendritu, Tada veida rodas divfazu zona -
disperss apgabals, kuru aizpem augosi dendriti, wun kuria par-
dzeséjumam jabtut vienadam ap nulli, Izmantojot divfazu zonas
Jjedzienu, varam noformulét Stefana problému sekojbéé veida,

Nezinama fazu parejas robeZa tiek definsta ki visu to telpas

punktu kopa, kuros

T(X,g.!,f)= Té', . )

un kuros notiek latenta kristalizaci jas siltuma izdalisanas,
Problémas nostadni (13,(23,(5),(4) sauc par visparinato Ste-
fana problémas nostiadnis11~/, Seit tiek ievesta funkci ja Z(I,’.t)

— relativa cietas fazes dala katra fazu parejas robeZas pun-—

kta,

s T4
DY E)= J0yt), T=Te , 0<qhyt)<d, <o
o, T>T,

L=b49+L&(4—2)) ]\m=]l47+]\,‘(l»;z)_ 7>

L,;L&,K4,K~ — siltumietilpibas un siltumvadifanas koeficienti
cietaja un Skidraja fazs,

Divfazu zonas teori jas matematisko pamatojumu ir devis N,Av-
donins~11/, Saja darba ir izvesti divfazu vides vispariniatie
makrovienadojumi, pieradita visparinata atrisinajuma eksis—

tance,



2. Ka jau tika minéts, gadi jumos, kad kauséjuma tilpumia
tiek uzdots vai arl paradas pardzeséjums, ir iespéjama gludas
fazu parejas robeZas nestabilitate vai ari var sakties spon-
tana dendritu aug3ana, Sevigki grGti $adus uzdevumus risinat
skaitliski, Gratibas sagada fazu parejas robeZas noteiksSana
atklata veida, ka ari tiesa 1;(t) aprékinagana, Jaatzims, ka
$ajos gadi jumos fazu parejas robeZai ir diezgan sarezZgita
forma,Ir zinami darbi, kuros fazu parejas robeZas formas no-
teikSanai izmanto viendimensiju problémas atrisinajumu 715,
16/, Diem2él ar sSadu metodi apmierinosSus rezultatus var iegut
tikai pie loti mazam sakauséjuma radiusa vértibam, Tapat zi-
namas gritibas paradas izmantojot koeficientu nogludinasanas
metodi, jo parak plass izradias apgabals, kura temperatura ir
lJoti tuva kusSanas temperaturai,

Tapec tika stadits mérkis izveidot tadu doto uzdevumu ri-
sinasanas algoritmu, kas lautu izvairities no minétajam gru-
tibam,

Lai izveidotu kristalizaci jas probléemu skaitliskas risi-
nasanas metodi veicam vienadojumu (1),(4) viduvésSanu pa loka-
lu tilpumu 74/, Lai noteiktu vn{t)izmantojam kristalizaci jas
atruma normila likuma kinétisko nosaci jumu /1773

wv(t)-:-ﬂ“Ts, . i ol g5}

Pie M >eo , A‘]_‘St» 0 , S¢ -fazu parejas robeia,
AP=Tpe — T - pardzeséjums,
Vienkomponentes sakauséjuma gadijuma T =T,

Vienadojumus (1),(4) varam uzrakstit visparinata veida /18-

[, g%—=M(A(T)WT)+YM,(t)J(s;)+7CI, c®

kuf C;kk) — visparinata Diraka funkcija, kas koncentréeta u=z
virsmas ét "

Tacdu tiesSi skaitliski atrisinat vienadojumu (9) ari nevaram,
Jjo jaatrod atklata veida St un Jﬁ%l Lai izvairitos no sSim
grutibam, ievedam lokali viduvétas funkci jas patvaliga robe-

%2as punkta X apkartnsd pa tilpumu 1? C(fazu parejas robezZas



P - apkartnsl:s

=2 [Tls ) ~ -
"5 '

Ja I, un )\ ir telpas mainigo gludas un nepartrauktas funkci jas,
tad vienadojumu (9) varam viduvet tiesi, Integrojot pa 1{: »

iegustam:
:M(x‘glw.o(,?‘)+Y’fl7~(t‘);;-‘{{(se)d'lf+;. 11>
Péc & - funkcijas definici jas
fcy( )o(’l/" mes S L, 0 - - K12

IeverOJot (8) varam rakstit

o) % K- AT | 13

Nemot véra (12) un (13) viendadojumu (113 wvaram parrakstit se-

kojosits
[ SL=din(X grad 7) +y3aT6 (p-Ix-x"T) + £
Soit
- 0, 340 ' _ 0, §50
6,(5)-{1' 0 e(s)-{ﬁ £p

ir vienibas funkci jas; x* - punkts uz fazu parejas robezas ,
a= W mes s, ¢
v,

No otras puses

J‘ly(é)é\(sé)o(/l)',vf (€)dS = __lf ) 16

V
kur fﬁlﬁ - cietas fazes relatlva dala tilpuma I{F &

€15)

Tada veidid viduvéto viendadojumu €113 varam uzrakstit vispari-

nata, forma ~-18/3
&
‘\



Y T : o —— g ~
[.l ’a%.l_:‘w(l Wr)f'r—i)'%ﬁ i 17>

kur
opoe
oz

Tagad viendadojumu C17) varam atrisinat, izmantojot diferencu

=/3 aT 6,(p-/x- )(*/) 18

metodes,

Op i
#: 0 tikai uz fazu parejas robezZas, Q'P’P =1 cieta-
(0~ ja fazé un Zﬁ'ﬁ =0 gkidraja fazs, tapéc

6,(P-Ix-x*]) = (7 ~) §(1- 5 1)

un
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92 =/3-8T B(5#e) §(1-F7*) .

Vienadojuma (17) atrisinijums Ta konvergé uz sakotnsjas
problémas atrisinajumu telpa \lt/a (Q) Lai pieraditu to, jaie-
gust attiecigie apriorie novértsjumi, Pieradi jumu veiksim
problémai ar mainigo funkci ju u=T-T,,6 . Tada gadijumi U,,=0
un Au=—u. Tad viensdojums C17) jaapskata funkcijai U© un
AQP=-P . Vienidojumu €17) reiziniam ar U’ un integrdjam pa

apgabalu Q,, Q¢=1§U[0/ t}. Uz robezZzas pienemam homogénus pir-

¢

ma veida nosaci jumus. .
- s A
5 fL A ’owc f-fft -g—ﬁ;) diot :Qf,caf‘o{#o(t_
20D

B[ (aPF 0l7*) (1 F)dlvolz

I_zmantojot Kosi un Gronuola nevienadibas 719/, iegiustam ne-

: fb(w ), f( x; )O{Wt +X“Pf(“’3f0('z”'”) O(1-52:P) Polt <

C21)

<L JT ey owwmaf,c dvdt.
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fea
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TadeJadJ. esam ieguvusi vienmérigu atkariba no 2 noverteéjumu

telpa W (Q\ Sads novertsjums lauj pariet uz robezZu, kad

p-""’ » integralidentitats, kura atbilst vienadojumam (173

f (—z @t R G I 1 ¢ P O R O(1-750) 3L
¥ £)dvdt =0. cz2>

RobeZgadi juma, kad p - 00 , iegustam identitati, kura at-
bilst vienadojuma (11) visparinatajam atrisinajumam. Tada
veida dotas problémas (1)-C4) atrisindsanu ar lokalas viduvée-
gnas metodi esam noreducs jusi uz sekojosSas problémas atrisi-

nasanu (viduvesSanas zimes atmetam:

1, = diar(2(T) grad T) +f°

e

+ £ 23

22- = 34T 6(y) 6(1-p). 20
0¢ —
AT =
Problémas formulsjums ar vienadojumu (23)-(24) palidzibu at-
spogulo Stefana problému gan klasiskaja, gan visparinataja
nostadnsé, AtsSkiriba izpauZas vienigi vienadojuma (24) reali-
zaci ja.

Problémas klasiskaja nostadne
%:pAT(G(AT) 6’(1—2)01(214-1)-1'0("AT)0(2)), 25
bet visparinatas nostadnes gadi juma

5
55—:/5 aTO(aT)6(1-), | c2e)

kur 'Zi"f = funkci jas VL vertibas fazu parejas robeias

P - apkartné. Tada veida latenta kristalizaci jas (kuSanas)
siltuma izdalisanas klasiskas nostadnes gadi jumd notiek uz
fazu parejas robeZas, kuru nosaka funkci ja 'L » Z(X.y't‘):wutf{g,
bet wvisparinatas nostadnes gadi juma visa to

telpas punktu, kuros paradas pardzeséjums, kopa.



Problémas, kuru apraksta viendadojumi (23),(25) un sdkuma un

robeZnosaci jumi

é’l— - {Ij B y 4y

a'(//'czo-a" laq,/,(_zn"""‘aes;(-r —T(x)), 27>
o7 ar

é_x_/ =4, (T-T,), 5;/;::@:"("" (T-T,) -
T(x'q”o):-[;(x;‘c) 29

skaitliskai risinasnai tika konstrusta diferenéu'shé_ma uz ne-—

vienmériga reZga

w={x;, ) 1SN ALAM Ky =X =k 0, - 20, KO (n =R

t:K“E‘ " kt4 k..4
LTIJ "’;oL_,'(, (TﬂL _TK*‘.’!_,,_.—).;.L'J_)
A T ‘ +44+4 ¢+4 L) Bisa (”'
+4

2 X (7:}'«*4,_ ‘“"( .’_{.)_,. -,‘—K_ ) +

34'*'3‘!'*4 3J” ‘l 3’ W g" C30)

Kt wtf 9 :<+1
1
Pk 1 T(M ij-1 f’“’ (9—-2-)
Y 3it3jea 'd

b‘\*

ATJ (&(A 0(1~ ) é(’éﬁw JHh B 1) t
‘J C31)
+ 9(-—1&72;)9(78' ))

Funkci ju 'Z(x f(,'t) aprékina no vienadojuma

L_Zﬁ-p T (BT ) 6U-5) 2. (o 1)+
+6-oT; )8l )

32



kur 7"_{;,0'1-4 — funkci jas 7(X, f(,' t) vertibas punktos,' kas nobi -
diti par aproksimici jas soli patvaliga telpas virzienma. Ro-

beZnosaci jumi tiek aproksiméti parasta veida,

Ka jau tika atziméts, gadi jumi, kad kaussdjuma tilpumi pa-
radas pardzeséjums, ir iespdjams fizu parejas robeZas stabi-
litates zudums, Var sikties dendritu aug$anas process, vai
ari robeZas svarstibu process laika, Lai izpétitu fazu par-
ejas robeZas stabilitati laika, apskatisim kristala augsSanas
procesu viena elementiarapgabala ?{,; (fazu parejas robezas ﬁ =
apkartné), Sis elementar&ininas kristalizacijas process siakas
ar kadu pardzessjumu Augy. Nepemot véra summaro siltuma plusmu
caur sSuUninas robeZam, vienkarsoti $o procesu varam aprakstit

sekojoéiz

L 3% rgf ), =t

33D

ég_tz:ﬂbw’ 7/t=o=0’ o

Nointegréjot atrodam problémas (33) atrisinajumu

“Xaz
U=-al, € L N E Aw (1-¢ L-/“:) ETS

No C€34) redzam, ka gan temperatira u(t), gan ari z(t) laika
mainas monotoni, Parametru p,J,/? attieciba iespaido tikai
u(t) dilfanas un Z(t) augsanas atrumu, bet neiespaido sSo
funkci ju izmainas monotono raksturu, Lidz ar to varam, ka
laika notiek stabils kristala augS$anas process, Sis rezul-
tats ierobeZo mus diferencu shémas izvéle,

Izmantojot atklatu shému

—u K+4 v
o L(/ 7 :..(--— Z‘)Au, (3%
> /3 ’ 1 b/"’ °
pie T > -AL. paradisies temperatiuras svarstibas, Tatad
S$o shému varétu lietot tikai pie loti maziem 7, 7 K 4- 10‘6
kas bUtu Joti neefektivi, Turpreti, izmantojot pilnigi aiz-

klatu shému
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K1 K
U -U gfl -AWo

e = ﬁbb
r (4+‘-"f/3$’)

redzam, ka atrisinajums ir stabils jebkuram 7,

36D

Aprékiniem vienmér tika izmantota aizklata shéma un saistito

gradientu LU-izvirzi juma iteraciju metodes20,21/,

3. Izveidotais algoritms tika izmantots daZadu kristali-
zaci jas uzdevumu risinasana,

3.1.VUzdevums par kauséjuma ar brivu virsmu kristalizaci-
jusis, -’ '
Sis uzdevums izsauc ipagu interesi, jo pie intensivas atdze-
séSanas no sanu virsmas iepriek$ nav zinams, vai kauséjuma
tilpumd paradisies pardzessjums, vai ari sanu dendrita aug-
Sana apsteigs to, Saja piemsra uzdevuma nostadni veido (23D,
(252,272 -(29), kur =0, a3=1, bet nosaci juma (28) vieta tiek

uzdoti nosaci jumi

T,  0¢x¢x
'[; =4 T, EA%ER, 3
3, X x¢l

ZimSjumos 2,3 ir paraditi £33 pieméra rezultati, 2, zimsjuma

_|

ir paradita fazu parejas robeZas forma, no kuras redzams, ka
gar sanu virsmu izveidojies dendrits, Temperattras lauka at-
telojums 3, zim, parada, ka kauséjumd pardzessjums neparadas,
Parametri, kas nepieciefami uzdevuma atrisinasnai, atbilst
Go fizikalajam konstantéms

A,=0,173'W's/(g'K); Ay=0,412 W' 's/C(g K s,—O,S' s&—0,18,
L,=0,=1,9 W-s/Cem® K>3 T,=1210°K; G, =5,67:10  W/Ccm* K¥>;
1=Scm: R=0, 75cm; x4=0,5cm; X&=3,5cm; y =430 J/qg;3

T,=300°K: T,=600°K; T,=1300°K;
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r(c)n)A
075

0.5 +

U201

e} /
1210 _ .

1200
1190 -
1180 -
1170 -
1160 +
0 1' 2| 3 | ;/ | 5 Z(CTH)

2, zim, Temperatidras sadali jums: 8=O.5:

1 -r=0; 2 -r=0,6; 2 - r=0,675; 4 - r=0,75;
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2 1)

=

4, zim, Temperaturas un funkci jas ‘Z(X.m,t)izmaina
viena kristalizaci jas robeZas elementa,

pardzesé jums Aug

——————— funkci jas Vl izmainag

Ka redzams no 4, ziméjuma, temperatiuras u(x, r,t) un funkci jas
'L (x,r,t) izmaina viend kristalizicijas robeZas elementi at-

bilst analitiskajam atrisinijumam (34,
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3.2. K3 nakamo pieméru*minésim virzitis kristalizaci jas
uzdevumu vienkomponentes kauséjumam /2, 3, 4/,
Cili;drisks sakaussjums ar Atrumu 9, virzas caur krasni
ar temperatdru To(x). Tad uzdevuma nostadné vienadojums (23D
ir uzrakstams sekojosSa veidia (cilindriskajas koordinatés

(x, )¢

& 1y T
WGl )- 505 )t sl i)
4o(T-T,) +¥ 2 -

Nosaci jumi (25),(27)-(29), kur a,:axzo. Fizikalas konstantes

39

tadas pasas ka3 pieméra 3,1,, vienigi T”=To=4xoo‘x. 5, un 6,
zim, ir attséloti fazu parejas robeZas forma un temperatdras
sadali jums virzitas kristalizaci jas gadi jumi ar iekESjiem
avotiem un atdzeséfanu no sianu virsmas, Redzams, ka, neskato-
ties uz pardzeséjuma paradi$anos kausdjumi, notiek stabils

kristalizaci jas process,

r(cm)}
1

1 1 1 1 1

0 1 2 3 k5 Xem

% 5, zim, Fizu pirejas robeZa; [3=0,5;
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T(°K)
1210

1200 -

|

{195 -

| } —

3 y 5 #em)

6. zim, Temperatiras sadali jums virzitas krista-
liz3ci jas uzdevumam ar iek$éjiem siltuma avotiem;
f3=0,5; 1 - r=0; 2- r=0,5; 3 - r=0,8; 4 - r=0,9;
5 - r=1;
7. zim, attélota fazu parejas robeZa gadi jumi, kad notiek
ieks$éja un sanu atdzeséSana (aD#O,aszl).
Talak skaitliski tika analizéts dendritu kristalizaci jas pro-
cess, kad sikuma momentd tiek doti fazu parejas robeZas mazi
ierosinajumi, 8, un 8, zim, attélotas fazu parejas robezas
formas $aja gadi jumid, No Siem rezultatiem radzam, ka notiek
stabils kristaliz3aci jas process, pat pie 3=%»e°o ,

V&l tika pétiti gadi jumi, kad a,=0,t,i,, bez ieksScSjiem
avotiem, wun Ts(x,r)z—ATc,t.i., ar uzdotu sakuma pardzessjumu,
10, zim, attélota augos$a kristila forma gadi jumid bez sanu at-
dzes&ésanas, a°=0, bet 11, zim, ar atdzeséfanas nosacil jumu uz

sanu virsmas, 03:1.
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r(cm)ﬁ
-
d
0 f 2 3 I 5 Z(cm)
7, zim, Fazu parejas robeza,
) 1 - 3=0,5; 2 - 3=100; 3 - 3=1000;
ricm)| _
{ :
=
2
0 5 z(cm)
i? 8, zim, Fazu parejas }obBZa; 3=0, 53

1 -t=0; 2 - t=1; 2 - t=1,2¢
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r(cln)* |
RS
/{
3.
o 1 2 3 i 5 z(em)

9, zim, Fazu parejas robeza; 3=1000;

1 - t=0; 2 - t=1; 3 - t=2;
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o

qh.
—
-t

10, zim, Fazu parejas robeZa gadi jumid ar sikuma
pardzessjumu, bet bez sanu atdzeséSanas; [3=1000;

1 - t=0; 2 - t=0,05; 3 - t=0,15;
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rcm)

S

} X
¥ 1 I

1/ 5 X(cm)

(e
-l
(G
O

11, zim, Fazu parejas robeZa gadi jumi ar sakuma
pardzessjumu un ar s3nu atdzesés$anu; [3=1000;

1 - t=0; 2- t=0,05; 3 - t=0,15; 4 - t=0,25;
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4, Tehnologisko procesu matematiskaja modelésSanaliela no-—
zime ir bindro sakausdjumu kristalizicijas uzdevumam, So uz-
devumu apraksta Stefana probléma termodifizi jas sistémai,
Seit gritibas paradis jau pie problémas klasiskaja nostadné
visparinati atrisin3jumadefinicijas,., N,Avdonins sava darba
/11( ir izstradajis atrisinééanas metodi binaro sakauseéjumu
kristalizacijas problémai vispérinétaji nostadnd, kas pielauj
pardzessjumu, Sis atrisinajums nosaka divfazu zonu, Diemzsl,
klasiskaja uzdevuma nostiadnsd, kad més piepemam gludas fazu
parejas robeZas eksistenci, iespsjama pardzessjuma paradisSa-
nas S$kidraja fazs, Tapséc nav derigs visparinata atrisinajuma
atrasanas papéemiens, kas ir izmantots darba 711/,

Tapéc, lai izveidotu risinafanas algoritmu termodifuzi jas
sistémas Stefana problémai, veiksim problémas vienadojumu lo-
kalo viduvssanu 77/,

Bindro sakaussjumu kristalizici jas problému apraksta sil-

tumvadiSanas vienadojums

L g%lm{,n(r)gnubr) FE | ca00

difUGzi jas vienddojums

QC M‘(ﬁgjpcw(/C) 41>

un nosaci jumi uz fiazu parejas robeZas

[AWT"?/]%:{V;(Z?), C42>
['8’ %Q’OLC Z]s (1 m)C (1‘;) P E)

T=T,=T ~&C, aT=T,-T-4(=0, ,

kur D - difiGzi jas koeficients, m - piemaisi jumu sadali juma
koeficients, o - koeficients, ko nosaka binaras sistémas fa-

zu diagramma,
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Talak uzrakstam vienidojumus (40),(41) un nosaci jumus

C42),(43) visparinata veids -/18/:

) L o&/w/z(s)gmoarf PUEOR) +f paes

(1-(1-m)n(9) j—fs OW'(J’(S)WC +

(46D
+H(1-m) 0, (£)C p(s)-7 ),
Seit '2(5) - vienibas funkcija ar lécienu uz virsmas St
A(s)=N4h+ 2, (1-n), —0’(5):«94%7+.91,(4—2), 47>

Talak veicam vienadojumu (453, (46) viduvéeSanu pa lokalu til-

pumu VP _.Iegﬁsl,am

T 97’3- ; A '8 casd
L5-£_—0(*“’V“(Q4)+7(')
(1,(4-m,),lf’) g_g- =0&M(5£) . 49

- =
Seit tiok ioviesti siltuma plUsmas Q. un masas plusmas QL

apzime jumi s

é: =7L(5)9/LO.D(/T+X'1/';,({:)'Z(5)§ » . 500

S 5 :
-

Q, =d(s)grad C +(1-w) ek (E)C n(s) . S

Jaatrod’ viduvetas plusmas Q4 s QL . Lai to izdaritu parejam

uz lokidlu koordindtu sistému (n,7), kuras asis sakrit ar

virsmas St normiali un pieskari, Vienadojumus (503 un (51) uz-

rakstam jaunajas koordinatéest

R(S)Q'Iw 9}"0’0(’ T +7%,(¢)- ‘Z(S)]L(s) 3 (52>

ﬁ—(j) Q,, =gracl,C +(4-m)i, ()C p(s) oo (s) -
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Q""b’ =l(5) W@ T.l (54D
Q?=‘&(s)gzww(/zc. | (55)

Talak veicam (52)-(55) viduvsesSanu, Iegustam

(x)°@f = gqract, T H“#.;(t)-ffa ; c56>
@ -quac,, & +(t-m)C ik (¢) 5% ,
@5 = gracl, T, c5m>
Q. =dguad, ¢, 50>

e w4 4P
(l )?zz’ +{ 1 ) (,y*)ﬁéﬁ +4 ¢

1 A, 4w 2, (60

2=, he + A (1-15), @P:.&,,mrzf-r.&('f’rzf)..

Ievietojot izteiksmés (48) un (49) plusmu izteiksmes no (56) -
(59), un atgrieZoties pie sakotnéjas koordinatu sistémas,

iegustam

L gz._ M(ipgﬂaﬁ(/T)fmf(t)o”(s)w ; (61

(4 (4—m,)»2?) W(ﬁPWC)-f(/{—m)CV{t)&Q 62>

kur AP,DP - wviduveto koef1c1entu matricas, kuru elementi no-
sakami pec formulams

-.“‘d,‘ o(w]\,'“w) q&..:&;wob-'wab;m (63D
‘ w J J b)

d
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- ' — - —_p . . _

aih—cos(zi,zh‘), z,; sakotné ja koordinatu sistéma, z, —trans
e B ) - - et e - - -

forméta koordinatu sistoma; Aom> Dpp —siltumvadiganas un di-

fizi jas koeficienti transformétaja koordinatu sistémas

1 S 5 5. i
iﬂ icm _ (7«")" 0 {t‘ 'il _;(('0")5' 0)
T, %a) \O0 &/ (4, 4/ L0 &7/ 78
1 s y

Atruma % (t) noteikfanai izmantojam C8):

& (¢)= K .aT (65>

SP(St): V‘i‘}[g(st)d"}d: mi;S"? (66

Ievérojot (65) un (66), varam rakstit

"’:(f)é\’f(st):% ﬂq%sé—'?—n?zﬁ::?@(p—/x-x*/)) 67>
2

kur x?—punkts uz fazu parejas robeZas St » No otras puses

() $s,)= 4—/{; Ju @& ts)dd = j v (§)ds = g ;
Vs Fseg '

Tadsjadi vienadojumus (B61) un (62) varam uzrakstit sekojosa

68)

voidas

L QT,’ = oligr (N 9)10.0(7'/3)+++X' <60
NCB s ~ cp DnfP
(- (-m)yPrP) S = olia- (5 cf‘)+(4—m>c”52§

Q7ﬁﬁ
0t

Jjeb ievérojot (19)

%2{:_'/_5 :ﬁA?/b@(ZP'/’) O(41- 25"'/’)' | 72

-‘-'/AA-F/’@(I""/X- X*/)) 71>
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Pieradisim, ka uzdevuma (689)-(72) atrisinajums konverge uz
uzdevuma (61)-(62) atrisinajumu, kad g ~*»°, P> , Tapat ka
tiri temperatiuras uzdevuma gadi juma pieradi jumu veiksim funk-

ci jai uZT—Tm' Tad u,=0 un

aw=-w-C. (73

Funkci jai U uzrakstisim vienadojumus (69) un (72):

~ '\’P . A - o~ e,
| g.‘;_‘i:oﬁm}v(&fgnadwﬁ)+;/ +y %2)_; -

0 - pad® O()PP) Olt-57).
Pt

Tagad vienddojumu (74) reizinam ar 1’1'(3, bet vienadojumu C70)
ar a*p un abus vienadojumus integréjam apgabala Qf, uz robezZas
pienemot homogénus pirm3d veida robeZnosaci jumus, Izmnﬂojot

KosSi un Gronuola nevienadibas /19/, iegustam nevienadibu:

p PO

L@ s -tomype (€CYIAVAE 4 ] (4] 52 5 +

76D

£ ICP o ~ B/, o1
HOIj S Sy )AL I e

v

37! { (@Fpdt e J(E)), o+ I, J (Rt
r ; t

Seit Qﬁlp—apgabala Qt dala, ko aizpnem fazu parejas robezZas
S, @ -apkirtne, kura AUP>0, Apgabala, kura A{#>o,
—ﬁp >a un pédejo saskaitamo nevienadibas (76) kreisaja pu-

se varam novertet sekojosit

T =-pp JaGP( P 4 (1-m)(EPF)dPoE 35 Sl (¥~ (1-
Qe @ Qs.p

~m)EE)EPPdE > 5 [ & G2 (¢ - (4-m)) EPdtt: >0,
g

Ja yo>1-m, Tatad iegustam vienmerigu {I un > noverte jumu
1,0
PSc B un f' telpa Wg,' (Q'), Jja vien yo>l-m, Bet ta ka p, o, m

ir redlu materialu parametri, pie kuriem Sie uzdevumi tiek
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risinati, un ir zinams, ka O{(m{1 un yo»l, tad nosaci jums
yool-m ir izpildits, Tapéc varam pariet uz robezZu, kad 3*°°,
? > 0 integralidentitatés, kuras atbilst vienadojumiem (70)
un (74>

j(l. ~p ¥ o Qi 9,(»

i 9)"‘
ot " i ox: ax 1‘J'ZF’

_;,‘//) 0/'1/‘0{&—‘-0, 77>
O of 9CP 91/
SClr-temppr)ie St esf 567 2% o

+(m)EP P 2F Yoltolt =0

RobeZgadi juma iegistam integrialidentitiates, kuras atbilst
viendadojumiem (45),(46), Tada veida iegiGstam sikotnéji uzde-
vuma C(45), (463, (44) atrisinijumu,

. Salidzinot iegiUto binaria sakaus&juma kristalizici jas uzde-—
vuma nostadni (693, (703, (72) ar viduvétajiem viendadojumiem
divfazu videi divkomponensu sakauséjumam 11/, redzam, ka ari
Stefana problému termodifdzi jas sistémai visparinataja nos-
tadné varam risinat, izmantojot nostadni (69),(70),(72),
Vienigi fazu parejas robeZu definéjot ka visu to telpas punk-

tu kopu, kuros T(x,y,t):Te";

5. Skaitliskai divkomponensu kauséjuma kristalizici jas
uzdevumu risinaganai matemiatiskais modelis /7/ tika veidots
no vienadojumiem (633, (70),(72) un sekojoiiem sakuma un ro-
beZnosaci jumiem:

Ql_ =0. A 9_7: :-,Lsgs‘(‘)(Tl'-T") 79
1 o ¥y

X I =k, (T-Ty) X, oT :"*L(Tfo), (80>

19X ¥so : 1 9x X=e
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ac _2¢C _n 2¢ De
2 5 )0 - 0,

Ty 0)=T,(xv), c(xr0)=C,, 82>

Ta k& AT=T,T-al, vienddojums (70> iznik nelinears, jo satur
locekli - (l—mDBan'. Lai varétu Sim vienadojumam satadit 1li-
nearu diferencdu shému un lietot iteracijas metodi, So locekli
velak specidla veidi linearizésim,

Uz nevienmériga rezdga o tika veidota diferendu shéma,
t=kt,

k+4 K+ 7,
..] K¢ K+ X 9 %
_A__.L__ [. » +—-(_2.>
> A Ag iy +f:J Y 3 5 €83

X
L (1-(1- ~m) i )C_QL = N.cf YW

*“‘WCJ £( &t)m

Ilgak japakavejas pie %%_aprok51maCLJas. Ja mes apskatam

84>

uzdevumu klasiskaja nostadns, tad més piepamam fazu parejas
robeZas virsmas eksistenci, un latenta kristalizaci jas siltu-

ma izdalisSanas notiek tikai $is robezZas f)—apkértné. Tad

( ) Tk* (0( iy @(4'2 )g-; 94(2.-':.,4-+~-1)+
+6(-aT;;) Oy )) ,

K4 kH Tt
(g—t?') (6(5 6(” ?J Z-'Q (?H-hJﬂv )+
+6(-aT; ~)6(»}: ),

K+4
K ktth, o Tk e K Sll®s o, ol SN
ur AT—, :':7; 13. -dJ;J ) A-Ei 7; u u

86D
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Atskiriga 5;:11 aproksimici ja vienadojumos (83) un (84) ir
izsaukta ar to, ka stabilam atrisinijumam niepieciesama aiz-
klata shéma, Tapsec g—tg- tiek aproksiméts ta, lai vienado juma
(69) aproksimaci ja bGtu aizklata attieciba pret T, vienadoju-
ma (70) aproksimacija — attieciba pret (§, Funkciju 2 nosa-

kam no vienadojuma (72

Zku_,z g =T /5 AT 4(0( w)@('f ZJ) 1({,*,,#” )
+@(-A7;J. *) (9(?;:. )).

c87d

Ja mes aplikojam problému visparinataja nostadnse, tad laten-
tais kristalizaci jas siltums izdalas visos punktos, kuros

T=Tg , un sekojosi

( __{Z.)k hy -4 T.m /:b&(A )6(/ pk ) —

oS¢ |

Funkci ju IZ nosakam no vieniadojuma

KM o K+%
;D'Z') '.'.'ﬂAT{( 40(A7;;'j /3.)6(/_?“’;) f (89
J

K+1 K+4 90>
,‘J' ’?'- -'(\.'ﬂ 9( lJ )0(4 ?IJ )

5.1, Termodifiizi jas uzdevuma klasiska nostiadné atrisina-
Juma ilustraci jai apskatisim divus piemérus, Tie ir kristala
augsSanas process no pamatnites un no digla kauséjuma tilpuma
/77, Sos procesus apraksta vienadojumi (83)-(86), kur f=0,
un nosaci jumi (79 -(82), kur ot3=cx1=a.t=0, ’_D3=-AT°. 12, zimeju-
ma paradita kristala augsSanas procesa no pamatnites dinamika,
bet 12, ziméjumi - kristala augsSanas procesa no digla dinami-
ka, Fizikalas konstantes tadas pasas ka piemera 3,1,, bet di-
fuzi jas parametri ir sekojosi:

D4 ==2-10M" -:m"/s, D,v:l 0 fcm"/s B



at

e S 50

1 X (Cin)

12,zim, Dendrita augsSanas no pamatnites procesa
dinamika3
1 - t=0; 2 - t=0,005; 3 - -t=0,01;

| r(cm)

1

1 X (cn)

13,zim, Kristala augsSanas no digla procesa
dinamika;

1 - t=0; 2 - t=0,005; 3 - t=0,01;
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5,2, Lai ilustrétu termodifizi jas sistomas Stefana prob-
l6mas visparinataja nostadnsd risinajumu, apltkosim vienu pie-—
lietojamo uzdevumu, Ta ir metala ESR procesa modelésSana /97,
Sis peocess ir diezgan sare3dits un, to modeldjot, it janem
vera Joti daudzi faktori - stravas plusmu stavoklis Slagas
vanna, elektrodu kusana, parkarsstu pilienu krisSana metala
kauss juma vannd, metila kristalizacija ar divfazu zonas vei-
dosanos, hidrodinamikas procesi $lagas vannia un metiala sSkid-
raja zona,

Apskatamaja piemsra ir aplukota siltuma un masas parneses
probléma apgabalé, kuru aizpem kristalizé josais metals ar
divfazu zonu 79/, Tika veidots sekojoss modelis:

siltumvadi$anas vienadojums

d
L2080 Al )l e B

difuzi jas vienadojums

() 5 - B0 3)o Bl 35) 0w B3

viendadojumi (88)-(90), kas nosaka divfazu zonu, un nosaci-

Jumi

A

Qr/x (L%+—~—-){TA:0 7:(%)), o3

=0

N

lg_xz—/x - &, (T—-T:,)' (94>

Q.T: | __:._0’ 9_1‘/ .—:—-Q(X)) | (95

— 4

T,(x,n,o):TS‘ (X,';") , C(x,%,0)=C,, . . co7>
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kur & - £lagas vannid iegremdéti slapa biezums, T4(r) pie
x=—& tiek uzdota no eksperimenta, Q(x) — eksperimentali uz-
dota siltuma plusma uz sanu virsmas; Eksperimentialie dati ir

iegiti no Tiro Metilu ZPI Maskava,

xCcm | o. | 0.8] 1,2|1.8|2.4|3. |3.56|4.2|4.8|5.4|6.0
l

Q(x)CWsem [115, |235. 140, |85, |70, |60, |50, |35, |25.|=20.|15.

x vertibam no G. lidz 20, dota pastaviga plusma Q=15 W-cm,
¥y=247 Jrsg; Vp=0,02 cm/s; A,=0,155 WACcm-K): &$=0,1cm;

Ay =0,314 W/Acm-K);: Ausw =0, 005 W/Ccm'K): L=5,42 JsCcm? K);
1=20 cm; R=12,5 cm; T,=1500°K; T,=100°C;

14, zimejumi ir paradits metiliska sakaussjuma temperaturas
lauks, bet 15, ziméjumid divfazu zonas forma un stavoklis,

kuri labi sakrit ar eksperimentili iegiitajiem,
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14, zim, Izotermu lauks kristalizici jas sakausée-

Jjumid,; ievérojot divfazu zonas veido$anas kinétiku,

30



18, zim, Divfazu zonas forma,

N
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Par promoci jas darba rezultiatiem ir nolasiti 4 referati -
Minskas Stérptautiskajé foruma "Siltuma un masas apmaina"
1988 ,gada, Republikaniskajias konferencés Minski "Informatikas
un skaitlofanas tehnikas izmantosSana tautsamniecibas uzdevumu
risinasna" un Riga "Tehnologisko procesu modeléSanas skait-
liskds metodes" 1989 .,gada un XJ Vissavienlibas konference
“"Térauda un ta sakauséjumu kristalizacijas, modificésanas un
lie€anas procesi' Volgograda 1990, gada, Tapat iegitie rezul -
tati tika izmantoti, lai izpilditu zinatnisko t&mu Nr,80,603,

un Nr ,90.,612, planus,

Par promoci jas darba tému ir publicéti 9 darbi, 5 zinat-

niskie raksti un 4 referatu téezes,
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2,M,Gulbe, N,Avdonins, Stabila un nestabila kristala augsanas
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Sakara ar LR Ministru Padomes Nolikumu par zinatnisko gradu pieSkirSanu
/1991.g. 4.oktobra lemums Nr. 262/ LU Promocijas padome matematika nosuta
Jums

1) Maras Gulbes promocijas darba kopsavilkumu latvieSu, krievu un angju
valoda (katra valoda 1 eks.).

Tema: "Stefana problémas skaitliska risina%ana klasiskaja un visparinataja
nostadne”.

_2) Zlatas RusakeviCas promocijas darba kopsavilkumu latvieSu, krievu un
anglu valoda (katra valoda 1 eks.).

Tema: "PiesarpojoSo Skidumu silluma un masas parneses matematiska
modeleSana apakszemes udepos”.

1994.g.8.decembri LU Promocijas padomes matematika
sekretare

/}. &
i‘; ZZ/ /M.Gulbe/




Pielikums
Maras Gulbes promoci jas darba zinatnisko rakstu kopuma

saraksts,

1.N,Avdonins, M,Gulbe, Monokristiliska sakauséjuma, kurz tiek
atdzesets no virsmas, kristalizaci jas skaitliska analize .-
Mat, fizikas pielietojamie uzdevumi-Riga:LVU-1987 ,-1pp.4,-13,
Ckr ,val 0

2.,M,Gulbe, Kristalizaci jas uzdevuma klasiskaja nostadne ri-
sinazana ar lokialas viduvésanas metodi ,-Mat, fizikas pielie-
tojamie uzdevumi-Riga:LVU-1988 -1pp.41.,-48,(kr. val >}
3,M,Gulbe, N,Avdonins, Stabila un nestabila kristila augsSanas
procesa petl jums siltuma parneses diviazu vide modelim,-Mins-—
kas Starptautiska foruma tezes-Minska-1988.,- lpp.25,.-27 . Ckr,
val ,D

4 M,Gulbe, N.,Avdonins, Kristalizaci jas frontes stabilitates
peti jums viduvétam siltuma parneses diviazu vidée modelim, -
Mat, fizikas pielietojamie uzdevimi-Riga:lLVU-18984 -1pp .87 .-
Q5 Ckr ,val .2

5.M,Gulbe, Kristala aug=anas procesa no pardzeseta sSkiduma
skaitliska modelé&Zana,-Republ ,konf ,"Tehnolodisko procesii mo-—
del&Zanas skaitliskas metodes" t&zes-Riga-1829,.-1pp,50.-51,
Ckr ,val >

6 ,M,Gulbe, Fazu parejas robeZas stabilitates pstl jums binarz
sakausé juma kristalizici jas uzdevuma piemera,—-Republ . konf ,
“Informatikas un skaitlosanas tehnikas pielietosana taui-
saimniecibas uzdevumos"'-Minska-1989,-1pp.38 ,{kr ,val 3

7 .N.Avdonins, M,Gulbe, Lok3las viduvSsSanas metode hinaria sa-
kausejuma kristalizaci jas uzdevuma skaitliskail risinasnai,-
Mat ,fizikas pielietojamie uzdevumi Matemitiska modelésana,-
554 ,s2j,.,-Riga: LU-1990 ,-1pp .18 ,-27 .Ckr .,val D

8,N,Avdonins, M,Gulbe, Metilu sakauséjumu kristalisko struk-—
tiaru un kimiskas neviendablbas prognozésanas programmi nodro-
£ina jums ,—X1 Vissavienlibas konf ,"Terauda un ti sakauss jumu
liefanas, kristalizici jas un modificésanas procesi''-Volgogra-
da-1990 ,-1pp.44,-45.Ckr ,val [

g ,N,Avdonins, M,Gulbe, V,Gotins, V.Misins, Divfazu zonas kause-
jum3 analize ESR procesi.-Matemitikas pielietojamie uzdevumi,
matematiska model&sana ,-564,s&j,-Rigat LU-1991 -1pp,.35,-44,
Ckr .val .>
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