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УДК 536.421
Н.А,Авдонин, Ы.Л.Гулбе I

ВЦ ЛГУ им.П.Стучки,Рига

. ЧJ!iСЛЕННь:й AНAJ1Y.З КРИСТАЛЛИ3АЦИИ маНОКРV;СТAJ.JтичEcкогО
СЛИТКА, ОXJiAJЩPlК',ЮГО С ПОВЕРХНОСТИ

Данная статья посвящена анализу случаев решения за-
дачи о фазовом переходе (задачи Стефана) как в класси -,.
ческой, так и в обобщенной постановке.

В работе /r/ сформулировано поло~ение: при кристал--
лизации чистого (oДHoKoмnoHeHT~oгo) расплава, o~~~~ae -
маго СПОЕерхности, дeHдp~TЫ растут лишь вдоль поверхно-
сти образца, не проникая вглубь расплава. Показать в
расчете, что вдоль поверхности образца растет 'дендрит
вытянутой форны, и что переохлаждение не проникае-г вглубь
расплава, BeCb~a ТРУДНО. АЛЯ npv.бт,v?енного построения
гpaн~~ ра~дела ~аз, Т.е. определения формы деНДРИ7а, в
111 использовано решение одномерной задачи. Таким же об-
разом задача решалась и в /г.э/, Температура в слитке
T(r,7.,t) ссрелнялась по радИУСУ: r:=;2JT(r,~,t)rdr,
и вводилась еще одна неизнестная функция 7 (;:. t) -доля
твердой фазы в сечении слитка. Форма фронта кристаллиза-
ции восстанавливалась по найден~ значенУ.ям ФУНКЦЮI

'7 (2) , которая выражается чеРЕ~3 координату jJ(~) гра-
ниць раздела фаз 7 (;!):=. 9fR~;:'(~) , . jJ(t):=RYI- '7(ё),
и тем самым восстанавливается конфигурация гранмцы разде-
ла фаз в двумерной задаче. Однако удовлетворвтельное оп-
ределение '!foрмы раздела фаз можно ожидать лишь при ымых
значениях радиуса слитка R • Следует отметить, что гра-
ница раздела фаз в рас сматриваеио м случае имеет сложную
фJрму. Проиэводная 'p'(~) меняется почти от нуля,вбли-
эи поверхности слитка, до бесконечности. Это обстоятель-
ство делает численный расчет особо трудным, как зто и .-
Отмечено в. /Т/ ,Для решения задачи в обобщенной постанов-
ке также ИСПОЛЬЗОБался.у~~од сглаживанИя /4,5~6/, "разма-
зывания" скрытойтеплоты по температурному интервалу. В
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/3/ проведено сравнение результатов полученных методом
сгла-wвэ.ния с аналитическим решением осредненней одномер-
ной задачи. Как отмечено в /3/. в целом форма фронта нри- "-
еталлизации согласуется с фоРмой во~становленной из одно-
мерноГО аналитичесКGГО решения, однако. у боковой поверх-
ности слит~а наблюдается,к~чественное отлиЧие или двух,-
фазная область. В /З/таRЖе отмечается особая трудность
расчетов методом сглаживания коэффициентов в интервале
тзмnератур, вознv.R~~щеЙ из-за наличия обширной области с
температурой, близкой к Тп •

Целью наСТОff~ей работы является разработка численно-
го алгоритма и расчет мсдельногс примера , показываощий в
двумерном случае рост дендрита вдоль поверхности образца.
В работе иcnользузтсл метод введения параметра jS • для.
двухфазной зоны определяющего скорость объемной кристал -
лиэации /1/. Таким образом рассматривается следуощая ыа -
тематическая ьедель двумерной аадачи о кристаллиэации
CJШтка.

Темпергтурно е поле в слитке Т (r , r. t) и граница
раздела фаз. ~ = 'fJ{r, t) описываются следующим уравнением
и уело виями :

. .' (ит оТ)
div-(lI (Т) Jrad Т)= с( т)р( т) CJt + V;; O~ (т)

с-о . o:s;.r~R, O~2~e

()т! =0 (2)
()r r=o'
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, '1 (Т) ~ Т I = Е. 6':0 (т 1{ - .: )
" и2 z,.o (4)

(5)

(6)

с)<р , г ()Т]
t.fat =LJt(rJun CP(r,tJ,

Т=Тп, 2=t.p(r,t),

где А (Т) - коаффипиент теплопроводности,

j\(Т)={Л1J Т< Тп
Л

2
J Т> г; (8)

(7)

Тп - текперагура плавления,
со» - уделъная теплоемкость.

С(Т) = {с, '. Т< г;
, CZ1, Т> Тп

jJ(T)- пяотность ,
, {О Т< Т,'(T):.)I, .п

Р .. .?2. J Т> Тп,
, /vo - стационарная скорость крвсевялиаацвм,

t - удельная скрытая теШО'1'а фазового перехода,
ТН - TtJъmepaтypa окрУ1ШJЩей среды. ., " {Т' "O~c~ 2, ,

Т",(2)= Tz,2,<2:s.22

T4,22<:C~! ,
(9)
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с - степень черноты,
6'0 - постоянная Стефана-Больцмана,

Далее осуществляется замена переменннх
т

urn = J A~:) ds . поэ
,О

Для учета условия Стефана С?)
- доля твердой фазы

{

1 ,
~(T,~,t)== ~(:,t),

, О,

вводится функция 7 (т,2,t)

Т< л;
TsTп
Т> г; (П)

Учитывая замгну переменных (0) и введенную функцию
"'l (П) уравнение О) в обобщенной записи /1/ принимает
вид

ер (ди CJu) (уц f г I CJU) ()7
Ми) ёJt +ц; ис = Dzz + r Dr {r Dr +tf иt . (2)

Если мы ищем классическое решение задачи (1) -(7) .то
~; -.i= О только на границе раздела фаз. Полагаем на

границе раздела фаз , что скорость объемной кристаллиаации

;; =j3'l::>t.f)(дu).f)(/~~)'8J?;1-1), (3)'

где ~ и = и; -'"U I

j3 - паракетр, определяющий эту скорость,

8(5}== .{О, 5.:.0 ел» = {O~5<0
1,5>0, 1" f~5~0,(14)

1+1 - значение функции "'l (г , '[) Б точке соседней с
рассматриваеьой в направлении, перпендикулярном направле-
нию скорости V; к поверхности образца. С учетом (13)
уравнение (12) переходит в ypaBHeH~e
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("CJu CJu) С)2u _,-_{ ~ (.r иu) +
I а/и) иt +lfa CJz. = ()z.Z'r ()r ur

+.J3' z;.,.г() (/:'и)·В(I- 1)' 8J?j ') , (5)

где
c(и)fl(и)

a(u)=-~-
л(и)

c(и.)==C(''Z+ Сг(l-7),
р(ц)== f('"7 +jJ2 (1-7),
}.,(u)=j'I·1+ Лг (1-7.).

в /1/ докаэага сходимость IIpиС.,:;;аенных РСшСНИ;:\ Ир за-
дачи (15), (2) -(6) к точному решению ИСХОДНОЙэадачи 0)-
(7) при )3-= . Задача (:::2), ОЗ), (2)-(6) расснатри-
ва.ется как в класс;~ескоП, так и обо6qе~ой г.OCT~'OBKe.

r~з.ссv.чСскаfl ПОСТill{овка задачи требует с~еСТЕОВ~~ИЯ
гладко:'. граЕ!1ЦЫразде ла фаз и выполнения усг.овия(7) таль-
1\0 на этой гладхо ': :-l.~С...'''!ИЦ? ~ = ср( r, t) . Е численном ал -
горитле это условие ре ализует ся через уравнение пзэ , При
этом Рdсс«~трива~тся два случая. Случай А: J~авнеiiие (1З)
берем 9 9J рме

;; ==...J3.дu.f:)(ДU)'(](I-?), (6)

Т.е. в пространстве ~~ допускаем двУ.жение границы раздела
фаз только в направлении скоро сти vo .

Случай В: уравнение ОЗ) используем Б несокрашенной
форме, т. е.' считаем границу раздела фаз движущейсн в
пространстве как в направлении скорости 7Fa ,так и в
направлении лерпендинулярному ей к поверхности образца.

Дar.ее рассмотрим алГОРИ7М реализации численного
расчета задачи в 0606~енной постановке. Условие Стефана
(7) в обобщенной постановке эадачи формулируется слещ-
ющим-образом /Т/: граница раздела фаз отыскивается как
множес~м точек, в.которьо; Т= Тп ,причем на ЭТОМ
множестве выполняется условие (7). Следуя этой форыули-
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ровне для учета условия Стефана, берем уравнение (13) в
виде

() .()J ==р, а и- 8(ди) .. ' (17)

Для решения задачи (2), (13), (2)-(6) осущеСТВJIяласъ' .
конечно-разностная аппроксимация. Для расчетов DpимеНJЩ-
ся полуявный метод аппроксимационной поправки Яненко .
/7/. Нелинейиве условия (3)-(5) линевриэсвывалисъ заме-
ной т" на' т3

. т , и на каждом временном шаге npo-
всдились итерации по нелинейности , причем Т3 счита-
лось известным с лредыдущеЙитерации. При первой итера-
цИИ Т3 орелось с предыдущего временного .сяоя. Итерации
продолкались до тех пор, пока получаемая при этом невяа-
ка не становилась меньше наперед заданного Ef.I •

ЧИСЛеннаяреализация обобщенной постановки соответ-
ствует случаю роста монокристалла в ампуле или контейне-

. , .

ре, охлаждаемого с noвегхности. ПРИDедемОСНОDкыерезу-
льтатн этого случая, На рис. 1 и 2 отобравены результаты
решения задачи (1)-(7) в 060бщР.ннойПОстановке, ~.e. ре-
~ания урав~ений (12), (17) с у~~овиями (2)-(6). Форма
границы раздела фаз (рис.1), полученная при разных эна -
чениях пасаметра j3 ,пока.зьmaeт, ЧТО вдоль поверхности
образца растет дендрит ВЪ!'1'ЯИУТОЙ формы, Из вида темпера-
турного поля, представленного на рис.2, слздует, .что пе-
реохлаждение вглубь расплава не проникает •

Реализвция нлассичесноге решения задачи Стефана со-
ответствует случаю нристаллиавции ззлитка со сво60Д1ЮЙ.
поверхностью, т ,е , случав отсутствия НЕ'. боковой поверх .,
НаСТИподложки или. аатравки, ЭТОТслучай вредставляет"'

особый 'Шiтерес, так как при интенсивном охлаждении с. бо-
ковой поверхности априори неизвеСТНО,6удет ли переохлаж-
дение проникать вглубь распкава ИЛИрост поверхностного
дендритабудt~ опережающими переохлаждение в объеме
расплева будет стеутствоввтььЗнвлиэ случая ревливвпив .
классич~ского решения поставленной задачи представлен на
I?и_с.З,4,5. Формыграньцы раздела фаз (рис.З), полученные
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Рис. 1. Граница раздела фаз. 1)3=0 ,5; 2 -.;з=2; 3 73=3.
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Риё.2.Осевое рас~еление температуры. 1 ~r=O,O;
2 ~..,О,б75; 3 -Г=R=0,75; j3 =0,5.
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Рис. 3. Граница раздела фаз. I - случай А. 2 - случай В;

j3 =0,5.
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Рис.4. Осевое распределение твмпервтуры.. случай А.

I-r=О,о; 2-r=О.б75; з-r~R:О.75;j3 =0.5.
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как при решении задачи в случае А, т. е. решения уравне-
ний (2), СТЫ с УСЛОВИЯМИ (2) ·(6), так И ПРИ решении
задачи в случае Б, т.е. решения уравнений (12), (ТЗ) с
условиями (2)-(6), отображают рост дендрита вытянутой
формы вдоль поверхности оореэце..и в этих случаях. Темпе-
ратурное поле в случае А (рис.а) показывает) что перед
границей раздела фаз существует глубокая зона переохлах-
денич ,' Однако в ПОЛНОй постановке нахождения классичес -
кого решения (случай В) переохлаждение равно нулю. Ma.1t -
симальное его значение составляет О,зО

, что совпадает с
погрешностью численного счета. Температурное поле, иллп-
стрирующев ЭТОТ случай, npиведено на, рис.Б, Отсюда можно
сделать вывод. что ДЛЯ получения классического решения в
обобщенной постановке необходимо формулировать задачу с
использованием уравнения (ТЗ) в полной его форме, Случай
А, по-видимому. не соответствует реальному npoцессу. Это
свидетельствует о неполноте формулировки Б случае А.

/210

4200

4180

'IПО

1460

2
I -
5 l.(CM)

Рис:5. Осевое распределение температуры, случай В.
1 -r=О.О;2.,.r=О.6; з-r=О,6?5; 4-r=R=О,?5; J3 =0,5.
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Таким образом, проведенные расчеты для случая крис-
таллизации в ампуле подтвердили положение /1/ о невозмж-
ности переохлаждения внутри объема расплава в случае обо-
бщенной постановки задачи. Для случая решения задачи в ..
классической постановке, покааано ,что. ВДОЛЬ боковой по-
верхности имеет место оперехающий рост дендрита и отсут-
ствие ререохлаждения в объеме расплава.

Задача численно решаяась при .следующих значениях
физических констант ДЛЯ германия: "

il! = 0,173 вт с/С г град) ;1\z =0,412 вт/' CN. град);
С! = Сz=О,З4 вт с/(г град); )1/ = Р2 ~5,б г/смЗ;
Тп= П100к; е.; =0~6; "t_. =0,18; .
60 =5,67· 10-12 ВТ/Ссв',,· град4) ; v;, =О,02сы/с;
е = 5 см; R =0,75 см; ~{=O,5 см; i!z =3,5 см;
~ =300°1\; Tz =6000к;· ~ -гзоо-к,
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РЕlliЕ1ШЕ 3AJJA чи КРИСТAЛJIЮАЦИИ в ЮТ.АCCИЧEGКOЙ
rnСТАНО3КЕ МE'IOД)M JЮКAЛl:НОГО осгвдпниа

в ра60Т>З /1/ разраёс тан метод решения задачи крис-
~изации 9 обобщенной постановке. Методом~окального
ссрвднения ПО JтJlЫN обьвмаы ,'; '~' БЬUlа введена фующии
1(~.)- доля твердой фазы в элементарном оеъеяе I\,~

причем фуР-КЦИЯ IL lц) в обобщенной поствновке задачи 01]-

редвдяаась CJI6д;ytXЦЮf образом:

• J о, и;- (:
~lu.) 'J t..t < С' ( 1)(, '

в ЭТО~ случае переохлахдение в жидкой зоне не допускается.
что видно из определения фующии rl', LL) • Однако, в вяае-
сической постановке З8,Ц8ЧИ, ~И доnycтиn сущес'!'ВС'!ание
гяадкого фронта криотвяянэации (поаерхности фе.зО80ГО П&-
рехолв) , переохяаядение 8 ЖНДRойфазе вовяояно , цMы)

настоящей работы яваяется постровике численного Jte'rOдa
решения задачи в квассической пссеановка, доnyo![~Я
переохлваденве 14 иссяёдсвваие УСТОЙ':r.t&ости двиzeНЮI ~
ницв разД6J!& фаз.

1. Постановка за,цачи

Рассяотриы зада~ о фазОВОМ переходе в CJf~Й

постановке. Цяаиндрнческий с.пи'!'Оtt движени. СО сяоросеье
~1a вдояь loIj'фелg печи с -rewnературой '(, (..? \ • Тогда ура.з-

неннв, опвсыввеяее 'l6WI1apaтypнoe пояе Т( ".':: ,1.) в :rидкО~



и твердой фазе в нenоДЕИЖНОЙ сиотеме координат~аписиваетс~
следуЮЩ~ образом: о

.i. ~(1.;, 0-2I) ~ ~(A L
1T)_d',(T_T)' с (с?Т ~ А JT) (~)

1. cL . ("7'1., 0.1 '); с " • Jt ""/1.1.

t ) О i ()..:;"t. ~ Q j И!':1"; е
( • 1 ОТНОСИТСЯ к твердой фазе, ,. 7. - к ЮfДXOЙ фазе.

На границе фазового перехода .;!. .' tf Iт , I) выпел-
плетел условие Стефана:

(З}

На боковой поверхности слитка эыпояняе~я усr.овие яэлуче-
ния по закону Стефанв-Вольцмвнвл

( 4)

Кроме того выпол~я условия:

= О, (5)

-::1- ( т - Т). ) . (6)

т (" I J. , О): тН ( т ,t) . (7)

'~I • AL - коеффициентн тепяопрэводности ЖИДКОЙ И твердой
фаз соответственно,

С; - объемная тепловмвость ,
.f - nЛОТНОС'I'Ь.

Т'" - температуре плаваения ,
'1 - YДeJIЬНВJI скрытая тепяотв фазового перехода,

т. ,'~>C,1,2 - температура окpyzaxxцей среды,
'1н - нвчвльная тewпe:pa тура •
f. _ степень черноты, 6.~__пос'l'ОIlliJiU СЩана-Бо;rы:~аИ4.
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АнмСГКtП!о /1/ вводив осредненнуо функцию,
J 'l" 1.' t J .

те' = 1- r (.~ T(~ i t )ГI, ,-j~(1~ J ) . -, ) , - '-- ~ .,

Т· ~(I 1.' LJ
г. '"

и получаем осредненное уравнение

(8)

_( .f)I'(~TC= L. п --t
1. • \ о: i (9)

Услов~ (4)-(7) остаются без изменений.
Здесь

\ (1) JI ,r l i 1. .г ). '1 ~,! ~ +.' .!. I -~,

с (~") ~ с н <; , С, (-!. п ,t) (10)
.~ j l . ~. - с· ,

tJ('i") , ~ /1" i- Р", (! - ~'~) .
••• ) J' ,_} t L " . "

Средние значения ко3фIJициенто! тепаопроводноств , o(fьewнo!
теплоемкости и шотности,

Функция '15 остается неопредьаенной, Ясно, что ,11,0.11"

твердой фазы 7 сУ ~ ~ - D твердой фазе, '{" • () - 8 JD!ДИоl
фазе, однако в с - окрестности границы раадеаа фаз она
кеняетея от О до 1. !JoJlагаеи, что в этой овресеносен 1J

wеняется по аахону

г-г- - '1' <5

'" (П)

Вие r - окрестности границв раздела фаз };f' е- С,
Можно покваать , что при a .....~) рlШI8Ние осредввнной за-
дачи (9)-(П) стремится lt решенив задачи (2)-(7) в вяас-
сяческой ьоствновке ,



"2. AJIгори'l'V чнсаенного ревения

Дтta задачи (9) ,(П) ,(4)-(7) осуществляем конечно-
реэностнув вппрокеимацию , Для удобства выкхвдов мы В даль-
нейшем В (9) и (П) индекс J опускаем. Вводим неравно-
мерную сетку в прсстранстве

!АУ", Н:1, , 'J ), 1 ~ ~ ~,.,;, i в- j ..,Н, .,;l", -~, г; 4.. э

1,fti -zi ~ ~d' , JJ 'tj: И, J.N " (."м ' J:г }

и дЩфереНЦИ9JIънъrе уравнения (9). (П) эввеняем раанссе-
ныии, В направлении -t .!Iыбираем равномернпй шаг т,
l о io 4 к,Т • Тогда разностное уразнеиие ввписыввется в виде

(,.•I ~~' А ~ I
l~ "'~~J. - z [1'1 ~ (~ +

1... ~,,(

,,/ /t,i
и ";1< - и,н _. (

~~' -1 ~ J' t

- Ci:" ,
\) ~ . ""J ( f<.1 . t \ () I е г )+ ё- ,Ра r? L:::.ll; . е ,1 И,' '8 н - Г7..1 ' (7, ( ,~ ~'!.,1' :! j - ,)\~' -г: d J ' t J . з,

ССс" cjГL\ -1 cJi-1~)"
)cd' • Л 'L.;~' + .)''t (1 - ~ 7i),
р, • о п ". + Р (1 - п "',) ,J va J 1 ~ 'd J 'J.. t 'd

КАI "1;d; Q'i ·,fiАu~:~8(tl/)~:~J8(1-7~)

1(11 .-. .• t

~-~
i,~• /,';'1

( 12)

(ТЗ)

)

О,
G(s) =

1 ,

,) ~ о
(I4)

j >0.
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~я расчетов npиыенялись итерационные методы. Использава-
вись подуявный метод вппроксивецаонноя поправки Яненко
/2/ и зфрективНblЙ метод неполного L и - разложения со-
пряженных градиентов /3.4/. Применевив ветода разложения
ПО функциям Халецкого ускоряет процесс счета квеэистацио-
ма.риоЙ эвдачи , так как дает ВОЗМОЖНОСТЬ увеличить шаг по
вреNени до 20 раз.-

3. Резулъта. ты расчетов

На рис .1.2 представлено решение задачи полуявным MS-

~OДOMfu~роке~dЦИОННОЙ поправки Яненко. B~. что пере-

охлакдение появляется во всвя объеме расплава, однако
рост прОИСХОДИТустойчиво несяотря на наличие бокового
дендрита. На рис. 3,4 представлены вналогичные реаультатв ,
полученные из расчетов по l.4eтoдy неполного L L1 -раадо-
Ж6ИИЯ. из лрецсгевленных реаульзатов видим, что проясходив
устойчивый рост крисеадла, несмотря на сложнуюфорыу гра-
ницв раздела фаз ,

r(си)

I ,_

о ~ 2 3 4 5 Z:(CM)

Рис.5. Граница раедеяа ФЩs. 1 -t.JJ, 2 -с-а,
э -t:оI.2



48

Сравниьая рисунки I,Z с рисунками З, 4 СИДИМ t что результа-
ты, полученные двуыя разными ме тодаьи , качественно не ОТ-

вичастся, а количесэвеннсе отличие не превыавет 1%. На
рис.5 представлены реаулътаты расчетов. когда на границе
раздела фаз в начальный ясмент заданы вовмущения фроита
крисгаллиэвцня , Как видим, И ь этом случае происходит
устойчивый рост крястаала t причем начальные возмущения
сохраняют свою фоpuy З процессэ роста.

Звдача численно решвлвсь при сяедуепих эначениях
физических ~OHCTaнT:
оёъемная топдоемкость С = с")· • где с " - удельная тьп-
яовыносгь ,

JJ -О,I7З вт/Ссм град), k, ~.4I2 ВТ/(СМ гр8Д),
C~ •• < аО,З4 вт с/(г град),;"), '"'j. ~5,6 г/с~З,
~ -1210%, ~,аО.б.) С. -о.га, "о "'()~?2 c'.J/c.
00 а5,б? IO-I~в'l'/Сс}(- град), (=5 СЫ, 1.:.' •• 1 ся,
,.f,. ,]l z{), ::, -1. 'Го •••поо?к.
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УДК5:;Q.42I.I+5З6.24

1,I.Л. Гул6е ,Н. A.Ah,;;.o!-шн
БL; при JJ'Y ИМ.П.С"У'н<и,
Pilra

ЖCJ:fДО3М"'}';Е УСТСiiЧИВGСТИ ~POHTA КРilСТI\]'J;И3АЦИИ
НА ОСРЕЩШU:Оi\ РI\СЧ~ТhОi\ ~ЮД9'J1 ТП!ЛСПЕРЕнеСА

[. ,J,Г=SХQлзно:i1CP~

s настоясей работе исследуется ус-гойчипос ть роста
кряс-галла на численной молели з адвчи о фазсвсм перехоле
(~~aaц~ CTe4aн1~. а ра60те /1/ разра6Gтан метод реаения
эадачи крис таллиэ ацяи в 0606r;:еН110Йпостеновне не допус-
кающей переохлаждения. Было J!.lХо.ззно сущеСТDование ус:той-
чивого решения эндачи ВО вс еы дивпаз сне параметров.
Рещение определяло дзухфазную зону в случае аозникновения
,:lс!-!дритного роста.

Однако, в классической пос тано вке аадачи , если дОПУС-

тить сушествовсние глвлксго фронта кристаллизации (поверх-
ности фаЗОВОГQ перэхода ) возможно эоаникновение переохлаж-
дения в жидкой ~азе v. как следствие - потеря устойчивости
плоского ~pOHTa ..

Т. Г/реЖ,D.ечем riерейти К построению числен.ного метода
проволен -гокальнсе осреднение уравненяй задачи крис.талли-
зации '8 классичвской постсновке.

Задачу крис твллиэвции описывает уравнение теплопера-
носа D ,Il.вух~азноЙ срвдо

. С -~~ = dt."y( ft Jrad и)+ f (1)

и условия нз границе раздела фаз

[;1gr"du]s,"п=;fl!"п(iJ; U(:;<;,CJ=Uп (2)



Здесь С - .упельная теплсемкос ть ; f - удельная скры-
тая теплота фазового пере.сода; иr. - температуре ЧсаЗ0ВОГО

перехопа ; ft - кс:эф:; ициент т~г..10ПFrJ&С;:НОСТiI,. терпящий
раз ргт при переходе ;13 'ГEe}:дo~ Б жилкую q-B3Y; ВВОД,ЯФУНК-
ЦИЮ 7 ' равную 1 в тверлсй фаз е и О в жипкоз: , ~I~жем З8Ш1-

сатъ л(1)=lt/}l .•..л2(1-7).[ф]:Jl- QБС3НCil;2.ет скачок величины
Ф при перехоле через Г'[::2.ЮЩУ St ; St - границе раздела

ij.зз; и; и) - скорость ДЕ:!L":\енnягранипы раэлела ~8З :10 Н8-
прв влени» нормали ;;::r ,напr:аЕленnо~\ в сторону жидкой
фази.

Для определения
кинетическое уС~СЕИG

РОС1'Е! /2/:
1F.(i)==x·6.Uп St

скорости lfn (1) э апишем из вестное..•
пля нсрмнлььогс З2КС •.d скорости

( 3)

так что при J( - 00 /: и5: - О
!:о. U = U п - U - f1с:реохл~~:деЮlе.
'~5eC~HO, что уР~Ененnя (1) и (2) ~СЖнО 3ЪПИСЗ7h Е 06с~щен-
НОМ З~~е 3 сыысле тсс~ии рвс~~~~е~ени~ /:/:

с ~~ =Й"v(}.grаdи)+/,vп(tJЬ(S-е)+j, (4)
V(..п

гпе С(5:) - соссшенная '1ункut1я д;':РВ!{3, сс:с;:.ед.отс,'jен:-;W{
на поверхности St . Численнея рен лз з атия у::ан,еГоу\!! (4)
вызывает БОЛЬШ;18 трулчос ти , Т. К. тресует вцаеления в я Е!-!ОЫ

ьиле неиз вестнси греницц разт ела 4ё.З S.;- i.i ;;е9.::I1З8ЦИН
п . -

1) -Ч-:;НКI~ии на ней. Евевеи ::~r.1iЛLное осреднение ~'}'!-ii<~Й

Е произ вс льнэй точке х пс лск альнсму сб'ъеlAУ V'p:

u=-!-Ju(s,t)dv (5)
Vp v .rp

~спи r:оэ1фlШlенты с ,.А я влястся 1"ладними ,и ~СПРЕ:РЫВНЫЫИ

q.уш:~илw.1! по прос транс Тьенньи переменньм , yj:8 внени е (·1j можно
v':;.: ::c!;ITb Н·~П'Jr.~еДСТL:t.:Н;Ю. ;iHTCrplllJyP (4) I!O ун аз аннэиу соъе-
~y Vp, noпy~aew;

~ CJiJ ...J' (~ d ._) ~ t { ('r( Jd j""с ёJt = ас и J1gra и +fv,,{ ) VD.J о 5с ~r-r" (О
J 'v',j
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По определеhИЮ поверхнос~ной 8 -функции

J 8 (5i) dv =.' mes S-f •.,Р (7)

1{
У;- (~\

.роме того, согласно ~J, полагаем:

iltJt) -;:::.Х· 6.;;. (8)

с учетсм (7), (8) уравнение (6) МОЖНОзаписать Е виде

,'V аJ ,....., I"'OJ • Jt. ,..,

С --.;. =: dш'( л grcrd и)+ f;З а и ·8,(р-/х-х /)+j. (9)а-
ГО I S < О n {О, .s:s О

Здесь 8JS)=~f О 11 0(5)= f S О
L , S? ' »

- еrтничнuе функции;
St ;

'"х .- точк~ на грз~v.~е раздела фаз

_ X·mes Sy
Р:" VjJ

( 10)

с другой стороны,
d~ .р-.:'f lfn(f) S(,sc)dv=-{;-Jifп(t)ds= д~ 1 СП)

'jJ Vy 'Р sy. ,
где :;Z.? - относительная доля твердой фазы в оёъеые V..P'
Тающ 06~8ЗОМ, осрелньнное уравнение (6) МОЖНО ааписать в
Dиде

Э~ aiP~ ~с и~ = d:..lf(Xgradil)+f ZJt -;..f J (I2)

(ТЗ)

Теперь к уравненио (12) МОЖНОприменять разнос тные ,меТО,IШ
со ск яозньм счетом ('jез выделения границы разпела фаз ,

nrJ~.l:~eM, что решение уравнения (12) (j jJ сходится К
рэшен..о исх с .. ::юi; э ал зчи ПР}! j3 -- 0-0 D норме пространс тва

\\/;'О(Ог). ;:"'Я :Н(;ГО пс лучим соотвеТСТЕУЮЩУЮ априорную
опенку. Yp"'f:ieiil~e (1;2) УМНОЖИМ на iJ.fJ 11проинтегрируем
пс исхспнэй :t;Лi1'':;ТИ ат ' приняв на границе области



-fJ3 J ([[P)2/J(i}J')3)f](t- ;;P·.J3)dvdt ..
Qr

Используя неравенства Коы•.: и Гронуола /4/ i получим
веНСТЕО:

нера-

(15)

Получаем оценку, равнсмернуо по j3 в пространстве
W~O(QT) Уквз еннвя оценка лоз воля е т перейти к прег елу
при, jЗ __ О-:=> В интегральном тсждес тве, соответствующем
уравнению (12):

J[ CJIjI ~ ()иР и'lI ..J J[J ~ о.в, N f':! ()У; ~1..1 /).-СиР- +.л-;:;-_. -+[,( (i:/)[J(1-7')~ -lfj.Juvо/-::=D.О6)
а Dt их. д», . и ...
r. аиjЗ"

Дейс т вительно , ф~к()ции их,- ~ схо~тся c!!n6~ а осреп-
ненные функции 1../,)3 И },,~i\(7.fjJ+'~2(1-7.lJ') - сильно
в классе L 2 (О т) при j3 - e>-Q • В пределе получаем ТОж-

,п.еСТ80, ссотввтст вуощее осрепненнону урв вненио (6).
Ниже, при построении разностной схемы будем исходить

из осрепненного уро внения (12).'и ~'СЛО8ИН (13).
2. Рассмотрим з~ачу с фаЗОЕЫМ переходом в следующей

пос тановке . Цилиндрический слиток радиуса R пвиже тся
со скоростью' Vo вдоль My~eг~ печи с :заданной температу-

. рой UJ. (х). Гогда осрепненное уравнение (12) в цилиндра-
ческой непопвихной системе координат (х • r' ) свпишется
в виде (знак осрепнения опускаем):

Эи I (J (t ии) э (ёJи) _ ()и -. . U'l.'C-=--r-- +- А-- « с» -:----0<.. (и-и J+v--;---.(I?)
()t r ()r ur дх их о их. о о О i:Jt
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На 60КОЕОЙ поверхности выполняется условие излучения по
закону Стефанв-Волъциана:

Л ~ИI =-ci.JСЬо(U"- и;(х)).
CJr r~R о-

(8)

На торцах слитка потребуем выполнения УСJlОВИЙ:ди! . аu/
их x=o==cf..,(и.-u,); ()x/x~! =-O:::z(u-u2);

u(x,r,D) = UJ./(x,r).

(I9)

(2.0 )

Вао)lИМ неразномгрную сетку в лространетsе
c.Jh:=:{(Xi,rJ):/~i~N,/~j~M, .xijf-x~==hi}

fj."+/-r=:Ji' xf==rf==O, ::c",==i, r,'>(==R}

и дифференциальное уравнение (Л) з аменяев разнсс тным .
В направлении t берем равномерный шаг 'Г .! == to.j- х1::

~jl 1< )(~/ 2 к е! J(.j( ;О( 1<'1 К+{
С ~L_ul·i _ UH,(j- U,j-l-Ui_Ij' + u,/,,-2U//+Ll'/_I-(-

Л l' - h ·h· а. '3.'.- '- ~ +.{ ,1 / J ,. {

(2I)

(22)

Так как мы рассиатри ввем аадачу Б клсссической постанов-
К8, то Сl<рclТШ1 теплота Е!Щеляетея TOJibKO на фронте КlJИС-
таллиз ации , точнее. в jJ -скрестнос ти ~pCHTa. Ссотввтст-
венно разностную вппроксииацию члена .J2!l Б уравнении (22)

Dt -
Э8ПИСЫВ~~М D &иде

. f

(()~),и7 J(~{~JI К) [)( К) е: 1< )-- =:jЗ,дИ .. Cf,UU· 1-7·" {\)']. . -1 -f
()i .. '] '] ') и;!{ J~I

') .

+f)(1:j),8(-i:>u,j)]
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где 'г:!: I - эначения r,.'УЮЩИlI '7 (:х , Г', f) IJ точках, СДВИ-

нутых на шаг алпрсксимеции ь л;сОом исправлении по прсс т-
ранст ау , Граничные УСЛОВИЯ (13)-(2.0) аппроксиммровались
ссычньм оёраэ ои. Для ре.СЧ,"ТС;; прииеня лся э1<;еКТИDНЫЙ ите-
рационный МЕ;ТОД неполногс L и -разлохения сспряжзнных гра-
диентов /5,6/.

3.г.роrщаем еще вспслнитеяьны; анализ ус тсйчиэссти
(;-:0 времени) в отдельной ячейке сетки. Д;.я изучения 1'011-

роса ос УСТОЙЧИВОСТИ границы разделе фзз "О времени рвссмот-
р,м з адачу крис твляиэвции отлельноя ячейки (.? - окрестности)
границы раадель фаз , выделенной нами методом локвдьног о
ССРСДНСНИЯ. Процесс крис таляиз ацаи ЭТСЙ .:'jЕ;ЙЮI начинается с
некоторого пересхяакдения д ио • Псяагвя do = О и npене-
брегья сумиврныи потоком на границе ячейки.процесс кристал-
JlИЗЗЦJ-iИ этой ячейки упрошенно 1~ОЖНО описать как

С ()и =f !~'I.. I и! = - д и
Dt Dt /'20 О ,

C}J't
-=jЗ'6Uэt .

(25)
I7; =0,
(;0

6и=-,u

Пряuuм интегрированием получаем решение З8118ЧИ (;::5) в виде

-jJЗt с -Г»!
и=-диое , rJ==-6Uо(I-f:. с J. (26)( f

из ан~литического Fир~ения (26) ви,nv.ы, что K~K темпераТJ'р8
[1(1) , так и доля твердой ~,азы 7(i) ВО времени &/дНR-

втся МОНО';'ОННО. Соотношение параметров f I С , j3 влияет
'fолЬкс Н& скорость у6Ыс8НI1Я температури и рос тэ функции ~ •
1-/0 нинек но влияет Н8 мснотсгный характер их иаменений , и
1'еы свь:ым на ус тойчивость пвивения ГРIlНИЦЫ рваделе фаз во
времени,

Доказанная тольк~ цто устойчирсст~ р~ения во врецени
приводит нас к ограниченияи при выборе численного метода. ,
Если испольаовать Я внуо итерагиснну» сх ему, то аавсдэмо при-f jЗТ > , получаем ,неуст()v,чИЕое rеu;еЮ1е. т..е . выбор
я внои схемы тресует ограничения шага 'L • В то же время
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при выооре нея внсй схемы
и"п_и~ f )("1 ;о,' _6.и.;

'7: =: - С;зи , и = (и l' ;;;1-) -;:;:,- (27)

видим, что решение устойчи 80 при любом 1:' .
4. В начале приведе~ резуль~аты решен~q з&даuи о

кри:::таЛЛИЗ81(ИИ слитка, охлаждаемого с поверхности м "~Ie'j)-

щего внутренние соъемные источники , т. е. осJ = I и do :/=0.
Также проводились расчеты и случая, когда на границе раз-
д~ла ~п~ задаются конечн~е нцчальныс возмущеНIЩ. На рис.!
прелстьвленэ форма границы раздела фаз. Видим, что началь-
HblG ВОЗМ)~tНИЯ СLхrаняют форму в процессе роста, но рост

ВО всех случаях происходят УСТОРЧИЕО даже при J3 - = .
Далее ~ассмотри1о1 реэультаты решения задачи с задс..нii~ НIl-
чальньм г.ереохяахдением , ~o == О ,и н = - iI ио ,И
э аданными начальным: конечными возмуаениями греницн раздела
фаз.

r(CM) а) r(CМ)f t5j

1

(р,

2 .3 О I
2

•.
х(ем)

Рис. 1. :раница ;·аздела <f:J3 решения задачи
ХРjjстаЛЛ;I~ "'!;ИII с 1·l!утреННИМ;j ис точникеми тепла
'1)l- J3~0.5, ? - jj:=.fQO, 3 - j3 ~ 1000.
r;) СIJУЧЫ1 с начальными воэмущенияии > j3 =IGOO,

I-t='J, 2- ~~I, ~- t=2.
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На рис. 2 ПРЕ:дстаБЛ~НО РСШЕ;НИ5 з ада-ги без охлакдения

боковой повврхности , d, ;0. а не. рис. 3 - с охлаждением.
~3 =1. УЬ преДСТ8в~еl~ЫХ р~эулътаТОЕ sиДИм, что Е этем
елуч~е начинается де~пrитнuй рост крv.сталле. 3 случае
без охлаждения с боковой г.оверхности сильно реьрас твется
внуТрЕ:ННИЙд.ен,nрит, аБРdЗ0ваl'iU~ЙСЯ от начального возмуще-
ния. ПР\1 охлахдении С}ШТН8 с боковой поверхности активнее
разрастается боковой дендрит. реет которого опережает и
тормозит рост гзутреннег о дендрита. Отиетим , ЧТО во всех
уквз аннцх случаях численное решение страхает процесс ус··
~ойчивого рОСТ8 дендритов. Следует еще отметить устойчи-
ВОСТЬ при любом ~J неявной итерационн~п cxevbl (22).
подтверждающей теоретичесхиЛ ВЫГОД (27).

38,Il8ча численно ре~?ЛfiСЬ при еледусщих значениях
темО<;изическнх КОНСТ6НТ:

Л, ~O,173 BT/(cM.r~aд), Аг ~0.412 вт/(см гpaд).~
С,; Сг",О,34 вт,с/(z.гра,п.) • .f{ ~,Л=о5,6 r/CM.j
6, =0.6. 62 =0218, v;; ••0,02 СМ/С, !::. =5 см, R =1 сы ,
6'0'" 5.67 10-1 пт/(ем2• град) I <. = t7C2 ;0, ио=-IIООК,

r(CM)

~

\.

о 2 .3 .4 5Х(сМ)

Рис.2 Граница р~дела iаз случ~ е начальным
переохлвклениьи без ·60КОВОГ(' сх лвклвния , .J> =1000,
Т- - t;o I 2- t ",0.05. :::.- t =,с. I~



r(CM)

I

-
<::.3

о
I

2 3
I

4
I ••

5 Х(СМ)

Рис с З, Граница развела фаз случая с начальным
переохлвхдениеп и с боковым охлажлением ,
j3 = 1000, 1- t:=.O, 2-t=--O,05, э.т-о.гь, 4-t::;О,25
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МАТЕ'1IЛ'Гич&ноЕ: МОД01ИРОВАnй~
ПРИЮlдllННЕ ЗАДАЧИ r.\АТt1.\А1'ИЧ0:ЖОЯ ФИЗ~1КИ вып Л

. Рига: Латвийский университет, 1990

У/щ. 536.421.1+536.74 Н.А.АВДОНИН, М.Л.ГУЛБЕ
ИМИЛУ, Рига

".~ МEfOД ЛОКАЛЫЮГО ОСРFДНElIИq flPИ ЧИCJlЕ11НОМ РЕШflOO1
-.,..,. " ЗАДАЧИ РОСТА КРИСТАЛЛА из БИНАРНОГО РАСПЛА13А

!.!':=:~.JI.r".( _ . .

2~~~::~Р~боте /1/ разра60танметод решения задачи крис-
"'J;8ЛЛИзiщии бинарного расплава в обоешеиной постановке, не
ДОпУс~8.Dдей пересхлакдения , Было донвэ ано существование!" . . .

~уст6Йчивого решения тсрмодифtyзнонноА задачи во всем диа-
:~п~онепарai.tетроВ. Это решение определяло двухфазную зо-
ну в случае возникновения дендритного роста. Однако в
kЛассическоR постановке з~ачи, если допустить существо-
вание. rл~ого фронта кристаллизации (поверхности фазо-
вого перехода),возможно возникновение переохлаждения в
жидкой фазе и подход, использованный в /1/, введения об-
общенного решения не пригоден.

Для численного решения задачи крис-гвлливвции в клас-
сической постановке применим метод локального сср~ения.

1. Задачу криствллиавции бинарного расплава описывают
уравнение теnлопереноса

1: ~~=d.w-(~ F~)+f ~

и УСЛОВИЯ на границе раздела фаз

[ ~ CjWdи-. ir)s = t 'Z!:.(t) [ yt) N J (3)

[ .8 c;-'UJ..dС ·;;}s ::{I-mJС 1{{t)[f)", , (4)
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/1и = и. - и. = -и -chС =0е (5i

Эдесь ~ - удельная теплоемкость. t' - удельная скрытая
теплота плавления. 1.. - коэффициент теплопроводности.

jJ - коэффициент дифруэии соответствупцей фааы; [ФJ.s -
скг.чок величины ер при переходе через поверхность з ;
it - вектор нормали. направленный в сторону ЖИД1(ОЙ фазы.
v;;:, - скорость движения границы раздела фаз в паправяении~

нормали f!., , .1и- переохлаждение , определяемое согласно
диаграмме фазОВОГО состояния бинарной системы.

Запишем уравнения (1),(2) и УСЛОВИЯ (3),(4) в 060б~
щенном виде В смысле теории распределений. /2/:

:t ~~ == dмt-( lL( 5) c;м.d .~ trzJ.Jt)~(s).i[)+f (6)

(f- (1-rrv)2(5)) ;сС :::.d.i/v--(J}(<;,) eyw.d С +

+-(f-тJ1J;,.(tJС 'Z(~)·it)~ (7)

здесь rz (ь) - единичная функция. имеющая скачок на линии
5.

Проведем осреднение основных соотношений (6). (7) по
ЛОКальным объемам V; . Применяя операцию осреднения к
уравнениям (6). (7) и учи тывая , ЧТО фующии и и С не-
прерывны на .5 , получим:

l ()i/~=~(Q{) 1-fP (8)

dt OJCf ~f)(1-(1-т)rt)~=cIмr(Q;j, . (9)

Здесь введены обозначения потоков тепла б1 и массы tJ::
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••Q.=JL(:!» ~ и. +t1J;..rt)Z(~)·;i (10)
-:)

Qз- =J)(s)~ С + (1-пv)1J'"Jt)С(!»'1/~)·it (П)

Индекс.f озна~от cpe~ величину по объему t; ."
Остается найти Q~ • Q!: . Прежде чем оорепнить урав-
нения (10). (П). перейдем к локальной системе координат
(""'. t:' ),' оси которой направлены по нормали И по касатель-
ной 1( гиперповерхнссти ..s. Записав соотношение (ТО). сп:
в этой системе координат. ~идим.' что компоненты Q4 tt- •

Qa.rv векторов ег-:, Q~ непрерывны согласно услови-
ЯJI (З), (4), а в направлении т;: непрерывны ~LL и
~7:C • так как на ЛИЮlи.s непрерывны сами фуннции
и: И С ~ Тогда авпнсвв соотношения (10), (П) по ком-

понентам в виде:

;(-.) Q"to.I =- ~ •..•lN + rv;,,(t)t(s.) 1(</0) (2)

;(5) Q~rv:: cyr.д-d •../:, +(1,rn,)f{(t)C(!»;z(s) ).(S) (13)

Q"r: :: ~(5) cyw..,el-e- UJ (14)

Q :::2"(50) ппп r/. С (15)
;l..t;' 1~1:)

можем непосредственно применнть операцию осреднения к
еостношенияы паэ-пы. УQИ'I'ЫВВЯ вырввения {7'))WI J..(!:»,
~'(~), получим:

(~"!et....~g;w.dv..,и! + (1t,(t) t (Iб)

(h-<l,РQf =г>~пA с'" + ({_J'"Yl,)CF1J:(t)~ \17)J ,..., 'f IЛA.VV 'v '" I!" "tJ

Q? := Jl.? n,..,/1 rI_ u! (16)
1~ ~~~,

аР =~r " ..,.,г/ с.? (19'
3. 1: 't' (.I.)-VV е
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причем f

(J..-")f =Х +- {-?! . (JJ-1jf =!t- t (- Qfr )..., ~~ / J .8"I'rIJ..э.t.. (20)

А = я., ~f +}..~и~2!f))' ,ЭР =- Jt1т?! + 2;; (/- zf)
ПОДСТfiВЛЯЯ в уравнения (8),(9) найденные ИЗ (16)-(19)
значения потоков и ВОЗЕ~ащаясь к исходной системе коор-
ди~ат, получим осредненные уравнения:

Х ~f=cI.iAr{i/re-a..d и!)t f-f+4'lt(t)6'f(5) (21)

(f-({-т)Zf) ~;f=r1iлt{.s-fcyw.dCf)t(4-т)(f~{t)dl(s)J (22)

А f' ,.
где Л. ,~f' - матрицы осредненных коэффициентов с
элементами, определяемыми по формулам преобрвэования
теНЗ0РОВ:
f _ '" (d.? _ "-'т -"'--/СА.,}... . -о .. -с{. Jv. G). (23)

)\.'i '" """ "-tvv I 'd .", J~ .v •.•...v
<,•..'" с.&-б (J..j, 1.~), 1.. - исходная система коорпинат ;
:x~- преооразсванная система координат ; i-", r>v , s.... t"YV

- коэорициенты теплопроводности и диффузии в преобразо-
вонной системе координат ;

Длл опрелеяения скорости vh, (t ) аапишем известное
l<ичстичеСRое условие для HOpMdJlbHOrO закона скорости
роста /3/:

t{ (t) = }{:.1иf (25)

П~ео6разуем ПОGЛ8дние слагаемые а правой части ураDН~НИЙ
(21) , (22) .

(26)
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rпe:J '30 - мера части поверхности S , содеряащейся в объе-

ме fJ;, • Учитывая выражение (25) для 'ZJ,;, (е), запишем

~(c) ffc$) == х т:t S# 6и! :=fЗМ)' В(у -/1 -XIl/J., (27)
'J'

е (~)- единичная функция t х" - точка на границе раз-
дела фаз.s •

с другой стороны

tt(t)J~5)=.~ J~(t)д(з)JV'= .:J~Mds;: ~Z.f (28)
~ tt 'If 5 Qtr 1"

Таким образом уравнения (21), (22) можем записать В виде :

~ dцJ"=cJiлJ.-(э...'р'-"fuн./u}")+ff't(U (29)g t 'f и.лJ.;'J Э t

({-и-т)у/) dCf=.dJAr(fiPmrп rI Cf)t (1- т)С! ~ сэо:
( эt '~ dt

причем

::\ 5~ f
~ =(3Аи; B{f-/x- .,!/)fY(I.u!J.

уравнения (29 )-(31) представляют собой замкнутую задачу,
удобную ДЛЯ численного решения. Можно применять разностные
~eToды со сквозным счетом без выделения гранииыразделе
фаз.

ПОК8Же~, ЧТО решение задачи (29)-(31) сходится к ре-
ооению исходной задачи (6) t (7) , (5) при (3 _...о ,.f ~ о
~~ этого получим соответствующие априорные оценки. Урав-
iIf'!!Мe (29), (30) умножим на и/", еР соответственно и
'lJ(JOt!Ятег.рирyetl .., жходной области Qт t приняв на грани-
це оёлести r однородные гренячные ~"11 первого рода.
Используя неравенства Коши и Гpoнyo~ 14V_ ~M неравен-
стао:

(31 )



Таким оБР~10м,F (32) получена оценка функциР'
и/, с р и ИХ проиэ ВОДНЫХ по J( i 8 норме
.t.JQт)равномерная по (з и..f • Указанная оценка. поз-

воляет перейти к пределу в интегральных тощдествах, соот-
вет ст вующих уравнениям (29). (ЗD) при (3 -'>00 , .f -->0

((_ \о f d'f- i' 'duP 9"1-
J I OIV сс d t + 7lij d}:. '" j(. г
~, ' СУ J

f-'JZff)(Zf)f)(6Uf):: - fff)d1idt =0

J( f) f 9f~f ~c? 9'f t
Q, -({-(1-т)~;C at + tj Эу:, Э"ti

+ (1- rп)Cf~f ?:)dr. dt х: о
э.г 9СР

Действительно. функции & ~ i .' д 1.. i f сходятся слабо
Е XJ.., • а осредненные функции r;! • Jt 'J ' C»;i СИЛЬ-
но. В пределе получаем тождества, соответствующие уравне-
ниям (б), ( 7), при этом :1и" -+ () на .s • Таким образом, полу-
'!ИЛИ решение исходной задачи (6), (7), (5).

(33)

(34)
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2. Приведем npимер численного решения поставленной
задачи на слвдуяшей модели, Рассмотрим модель процессв
кристаллизации бинарного сплава для цилиндрического 06-
раэцв прямоугольной формы. В зтом случае осредненнне
уравнения (29), (30) запишем в виде (индекс осреднени.lI.f
опускаем) :

I,p dl-L d /.- ~u..l f Э (,... d~)
dv dt = d~(Л44 Эr.!'" ~ rJrr.. ttJt,ц -Э>t-j-

. gп
-~.(и-(No) t r Эl'

(( ) dC 9 (.... dC) {Э ~ ~ ~)
1-I-т)Z gт=(jx -Э44 d1. + rzdl(,{~-<i""d'Z.7+

+(1-т)С ft

(35)

(36)

На терцах слитка и боковой ПОЕерхности потребуем BЫno~-
иенив условий:

УреВ:1енип (зtJ). (36) вппроксимировались 06ычмoi\ 1<~М-
тинной разностной схемой на неравномерной сетке , Так 118К

мы рассматриваем задачу в классической пост ановне , то
сгрнгая твплств выделяется только на границе раздела фаз,



"'~- &-u -

,':!'~~J .\\'-f .:«
Д(,{. .. -;::.![ -и:, -0([,:'

:".} "'" '~d ''J J

Са:.ш ф"jЕ!Н,'Щ ~.

В с~'!еД~.'Юi~91J~~J'OI\(;~,[Maw'[~I:

(42)

iI:tJи ::-;З:,:;:t:~\га.=< ·~Рi:fМ6,:fi·JТGЛ :з~.4:е!~'!'авныnИТ9Р:~1.ч.иО;-{j!::·n ..!C'~'O_:'

пепсзного :, U -ТJа;;ложен:~Я" сопряженннх грппиентов /'0/.

3. Ч;'СД~i!ИО рэшалаеъ З3,i::,l'.t:Ц. о криствллиаации слитна,
оклахлаемогс с поэерхности а .ыекщегс внутренние ооъьм-
ныв ;~,:TO'Н;I\;'::T". г ,а. tL]:a I и 01..,,'; О. Реэуяьтаты поквза-
ли , что в ;;'ГСМ случае происходят усто~иР,ыЯ рост крис-
твлла з глалиой границей раздела фаз. Такжа проволились
расчеты И случаев, когпв на границе раздела lfг;) ЮГАосъе-
мо распдаьв задаются конечные нвчальные возмущения. В
этих случаях пвелпоявгалось d...o •• ~з •• О. На риеЛ 00-

каэвна динемине РОСТ8 01' подложки. Т.е. случай, когда
начальные конечные возмущения аадвются на границе раз-
дела фаз. г\а рис. 2 отрвкеив динемикв роста кристалла от
затравки, Т.е. случwr. когда начвльноеконечное возыуще-
нив эелается в объеме расплева. Випяв , что БО всех случа-
ях происхопит УСТОЙЧИЕЫЙ реет нриствлла , Задача численно
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реmалась при следующих знацеmtях физических КОНСТант:

л•.. О,1?3 ВМ/(СМ град), A..z." 0,412 вт/(см грап) , х, ..
= 0,34 вт с/<см ГP8Д)~ U",.- 12100K, G.• = 0,6, cf•.•= 0t18,
G; = 5,Е? 1O-12вт/(с1Г I1IM), и; .• поо-н, $. = 2 10-1
см2/с, iJl, - IO-5cv?-/c, '6"' •• 430 дж/г. I! •• 2 см, R.. •• 1 см.

r(CM) r(CM)

1

о 1 Х (СМ) о Х (см)
Рис.l. ~H8МMKa роста ден- Рис.2. Динамика роста ирис-
притв от подлохки ; 1 -t ..о с; таллв от затравки; 1 - t ..
2 -t ..0,005 С; 3- t ••0,01 с О с; 2 - t с 0,005 с;

3 - t '"0,01 с.
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,.
YДJ.{536 .421 .1~З6 .74: н .Л .АЕДCJl-1.дН, !.f.л .fJbl:>E

И~.~:JГ:!, Рига
В •Н •roтин, В. Б .1iii!!IИ}j
нии ЧЕР!t.EI'. МОСКВlI

А!\AJJ,\З дв.'I'ЛФА3!ЮЙ!зснз в сяигкв В ПРСЦБХЕ
ЭШ:-{ТРО~'lA.1{ОВОГО ilEPЕI1ЛЛВА МЕl'АЛЛЛ

Пf'о~есс элеКТРОillJlаковоr'О переплс,ва метз.лла достаточно
сложен (см. рис , 1), и при ег-о ма тематическом молелирова-
НИИ ньсбходиыо учитывать многие ;;;зктсры- прохождение то-
У-О8 через шлаковую Bar.нy, оплавление эл~трода. пад~~ие
перегре тых капель в ванну металла, дендритную криствяяи-
авш:» ие талла с ооразованием двухфазной ЗОНЫ, гидролина-
МИКУ в слаковзй ванне н ЖИД/СОЙ зоне металла. МатемаТ::Ч8С'-
кс!.\у !i~;';':';;;1"v:;:iliИ!') электрсшлаксвого переплава посвящен ряц

р!]6:с,;" ::3 :··c,c:r:-, =.: отметим наиболее суцественные , см. /1/-
/3/. в p2~O~~ 1:/ ставится задача в поЛной неометрии, 0,11-

НЕ.НО Го" :"C::C-:i!ЗС."'СЯ гидрсдзнаиика D расплаве и шлаке ,н
д.ИНШ.!ИкВ 06разоъаН;IЯ двухфазной зоны. ~PCHT нриствллиае-
ЦИ\! В наплавляемом слитке находится квн изотерма ликвиду-
са при исходном содержании примеси в расплаве. В работе
/3/ задача репается с учетом гипродинзники В шлаке ,0)lНЗ-

НО двухфазная ЗЩ-Ш ?&ХО.Ш-~ТСЯ при весьма упрощенном пред-
ПО;;Qi:\еН,Н1,что доля твердой фазы ггрспсрциональна температу-
ре. Залача распределения Г!(J.-1меси при этом не решается. 0,11-

неко I известно , ЧТО лвухфвз ная зона фор.мируется \10,11 пейс-
ТЫ:'О!.I псреохлаждения , которое определяется характером CF-r-

peI'al..H::~ L:Т,;',:.;';Cil.

13 !!hr;то~:.цеЙ <,<~'50,:,e приводятся расчеты и анализ крис-
та.':.':I:З Рё..;;::1 ели Г:-:Сё; С:'Т; с учатом бсР.п~РЬвfuiНЯ двухфазной
:10;:'.1 С!.;I'ГЕ? нз cr,;c'C= осрепнечной мсдэли ;:шух'Га1НОЙ эсны ,
пр ~~~.""''-·:·~:1:.-;. ~ /.~/.
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Рассмотрим следующую схему элентрошлаRОВОГО переплава

металлов. В начальный момент времени в водоохлвхдаемом .
кристаллизаторе цилиндрической формы находятся начальный
слой' металла ~теппяеэ) высотой h и слой жидкого шлака !
ВЫСОТОЙJ..I. облвдвпаего электрическим сопротивление.я, В h
шлвновув 58.ННу на определенную глуб~ину опускается метал-
лический электрод цилиндрической формы и включается элек~
трическое питание. Ток. проходяший через шлаковую ванну,
разогревает ее, и электрод начинает М'8ВИТЬСЯ. Оплавляпций-
ся металл проходит через шлаковую ванну , очищается от при-
месей, поп~ает' на нач8ЛЬНЫЙ слоЛ металла и кристаллизует-
СЯ. Нрис таллиаувщийся слиток при движении вверх вытесняет
шлановуо ванну.

В настоящей работе рассмотрим эадачу ТСl1Ломассоперено-
са в области э анятсй кристллиэузщимся металлом 3 (см. рис л ).
Целью решения з~ачи я~яется определение температурных по-
лей металлического слитка, а такке положения и формы двух- '1
фазной зоны, расположенной M~ линиями ликвидус И соли- I
е-·ус криствллизукщегсся мсталла , Процесс описывает следую- • j

щие осредненные уравнения теплопереноса /4/: i

О) : I
'1
.\
:1

диф:рузии примеси

"t'

А

,;.
f·

(2)
j

Доля твердой фазы '? ( х • ". ,t )- определяется осредненным<I
кинетическим соотношением:

~i=j3. t:. Т(8(л Т). 8 ((-7) + 9(-д Т). B(~)), (3)
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где

На попдоне иБОКОЕ JЙ поверхности слитка ПCJтрс6уCl/ чыполне-
НИЯ УСЛОВИЙ:

гс ,
,Ji

СУТ I
'(),./ = о ;

r=rG

e-----~
f+h

х

--2

~J>~}-. трсал C:~:C:H:.;::

,:;::1?!'~ :
1 - О:'::[i,'ЛРjА";~:iс,::

::;.~(~ГТf--'-':l;
2 - ~-:?~:Cl Р;! :~г~НF.~

-sо
7~n ~nyx~~~!~~ 3~-
r:O~.
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~!
аХ l.х ",О

_ JC I -о
э« /x:t ...h-

ёJC/' эс/,
- =- =0- (7)dr ,.~O оУ' ,.",R I

т..
т ( Х , ('. а) = ТН (Х , r) ; c(x,r,O)=Cj./ (6)

Для определения грвничиого условия на границе эшьк-мствлл
(рис. - I) въедем 8 -слой , углубленный? шлаковую ваьиу и
будем считать , что температура т; ( с : при х = - s ЗВЛА-

е тся из энспериментв . Тогда середняя урэънение теплопроаэь-
ности :'10 этому СЛОЮ 8, получаем r;ЛСАyJC~СС гранилиое ус-
ЛОБие третьего ~oдa

л g~J = (:fva + 'Ад'Ш ) .ч.: - T,(rJ) (9)

Х"'О
'13дзсь ;;t - удельная т сплосмкос ть , t -уцелъная СI-:;;~I':'IJЯ те- I

плотв плавленип (храСТeJlr.и~еr:,1:1), it - ~·о:,,7'.;и[r"" __НГ тсплспро-
ЕСДНОС'Г;', f) - KO:)~_?~1!:~ICHTдиQ~У:J!I;..J. 7.z> - C:-:~~;';~)CT~ г..::JШi:::Р--'о

ления слитке , .6 Т - переохлнжпенис , С;:tkДГЛЯ"~~()С Се:г пасно I
дипгг ачме r,:аЗОI10"О состояния бине пной сис тсгы хе леэ о- Y:':J<:ronIJ
D т = ТГ1 - Т-оС. с , J3 - пврсметр , )(aprJ!{'I'cp\~~yu:;I1~i('к-:,':'

рсг гь объемной квистт-ллиз саии , Q l Х ) - э кспериэ-энт о.л-но эа-
псиный поток тепла не соковой поп 'pXHJC'Ta с.лгтк э , r(OT~Fliii. J

~спрсделяется ПО поквэ аниям термспср , ;:;ВС:IOЛС;:,(ОНН-О:-ла етен-1',
ке УоедУ.ОГО КР~СТ~'1лизеГСРQ. !

Уравнения (1), (2) эплрокоимировались 06нчнl'!' консчр-]'
;38ТИВНОЙ ')ElЗНОС'IЪС!l схемой !-:-3 неравномерной сэтхе , ':'11': KlIH~ J

Е1)У иепспьзоввими нсят-ной схемы Н/1 к + { С.".С(" г.се члт-ны В 11
ПрВВОЙ части урнгнения 6еrутся с J< + -( слся г л«. п,l\\ pe!i!c,·: f

x.,·/4i
НИИ уравнения теплопрсвсднсс ти неизвестно :J:·Н::"ЧС'Н:!'.' . С ,~!

CJ>z. \ .,
то члены, содсрквцие ёJ t" в урагненг ях \ I ;1 \;:), I:~;~~,·,,~'-t

симируютсл по-раэному . Е ура внении \ 1 ) '1
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в уравнении (2) твкке испо:зуется полунеявная схема при
алпрOl:симации соотвотствупцих членов:

Для сравнения и оценки результатов, полученных ""еIl'ОДОМ,
ИСПОЛЬЗGВЯ~Нl:!М в О), также решается задача в .кл.tЮСИl\iес-
КОЙ ПОС'!'!:: . вке , Классическая ПС-С'!'!\Н( вкв ЗВ,llачик·:\с~ал.ли-
зации не допускнет возникновения двухфазной зоныи скры-
тая теплота плавления t кристаллизации) выделяется ·ТОЛЬКО
на границе раздела ,хаз. I,:етодом локального оср-днения
(см. /5/) пслучаем следупцее углвнение для определения
Доли тв~~дсй фазы '1. (Х , r ,t ;

~;=p.ДT'B(дт).8(P-.x) 1 (14)

"де р - ргдиус лскально го 06Ъе1.Ш осрег.иения на границе
РВзде:lа фаз. S этом случае разностную ашгроксимацип членов ,



+-fЭ'-~~) 8(7 .». ""..1 '."
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в ЭТОМ случае р~~эется только запэча теплопровод~uсти.
При расчетах применяетг н Эф-рСК1'ИБНЫЙ итерац ..онный ~'t:-

ТОД НСПпЛН('ГО LU-разложени' сопряхенных гродиентов /6/.
Расчетн проподилис ь .га слодупзем варианте окспериментвл с,-

• НОЙ плевки уг r.еродистой стаги . Соцсрж алие уг лерода 0,5%.
( '" 24', д;~/г; lТa -з О ,02 см/сек; 11же = а, 155 3T/C~.! ОК;

). 8 о.зи bT/C~! ОХ; Jtш = 0,00::' ~"/C!,I 01{;
'" 10 (1 . О Т. rХ. = ~,,421"7'CM К; О '" O,le::I,;; Те= 1'125 C;S са Т:ТЬ'С;е = 20 см ; R'" 1:2,5 см; Тп == 15ОО"С

Значения ПОТС.КЬ Q \ 1. ) б рчлиг ь ;!З эхсги.рикент альных двннчх,
(jQлуч(;нtll,~"{ В r:;u'l ЧE.Ut,j[F, см , 7а~).1Щ.1У.

I ]. 2.4 I :;: . 3.0

~'O• са.

Для З:М1Чf,/oIИЙ Х от С. до 20. 3<'':::3Н пос тоянный г.ОТОК
Q ~ I'j8'f/c~!.Z.

Гривепсм ре зуль твты рпсчетсв ;Ю ,!'p~ Г{[I:;i"т".L~А r;bl(J';

метоппм и их срьвнв тевьнув спенку . На рис. 2 предстввлены
!JOлн изстг;;;:., IJ l:tJИ:':ТШ::.'\lЗJ'1О::1!;/'~СJ1 елг тке , на рис . 3 - изо-
Л:ЩИИ доли твердо" f"Е1ЗЫ ~, хврактеризукшие полохение И

форму Д[]УХI~I13НG~ э оны а слитхе .
Сравн-чин реэультотсв расчс тоь ПО указ аннык: трем метс-

ликам IИ1О[: .вае: ИХ суцес твенное РЭЗ •. ичие . Так. ра ~Р.''tl без
учетв дпухфаз!-!оя эонц , рис • .36 припопят к слишком глубокой
Уо;1ДУИ:) ванне мстплл 1) .J-i(; говоря о том , ЧТО не т ИН~ОР!"Щ!иИ
С рС:1:.:СfJЭХ ДВУХ~33НL'" З(;НЫ. Расчеты по методике работы /3/.
\р..с . ;)8) дают более Ш'I;:'ОКУЮ .nr:-::;:азнyIO ЗОНУ, расположен-
Н:'i!:' :i.1:т.'С. че/.! по рсаультз тпм расчетов г учt''ГО:.~ кинетики
с6ррзс,Гi:i Я д-ух~а3hОi: ЗОНе!, p:~e. За. \...ме тиг: еч;с , Ч':'О 130

всех сл~"!,,jiХ П:,:1 э апеннпх тепло внх условиях He6J1IJД8.eTCH вы-
xo~\ ~;:ДY':Г': ::0';';:'.1.1,' М." сскову» 110ВСРХНОСТЬ криствллиэ атора
Ч'"! ~:зг·r)~.· УЧс~(,Т~~ (1 .,;j-2 C~.1).



~I,~O .---/

{ч24 -
!lIG~

i)92.
076

1216

а

/295
= 12j5

.):~r.. ~. ;~r..тя ;1ЗUТ~:·~1l~.~(OC~ р ~:р~с·r·[l.'.I1~~Зj·::l.:~r.\~\'Я слитке . з ) с учстом кинетик« гtор~\~иро~sнип
,Пi'УХ~,<_ЭI!CJ'\ ~,CJj".:; ~) 6·':з Y'~"T"! )~:'y;t,~,1~H!O:\зонн : в) пеухфвэнвя зона ОПР~ДС,1яе'~сн
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е) С учетом 1\,!ile".'i;!.I~ ФО:J:':I:-'I)<:!ЗНI:Я друх,J,азНJt1 з оны ;

R)' Дi!УХ·~.(JЗII~IЛ -"OHIJ ег.р-шелястся гю ипт српвлу темш. {1&-
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М.Л.Гулбе

Вычислительный цeHT~ при ЛГУ (Рига)

ИССЛЕДQВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ ГРАНИЩl Р "
ФАЗ НА МОДЕЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ НРИСТAJlJIИ3АЦИИ ,

БИНАРНОГО СПЛАВА

_ ' -;"1'",, •
~., - _J'азра60'l'ана аппроксивеционная схема для задачи тепло-масс'о-::, ""'"
t~e~~Hoca~ двухфазной системе в классической постановке, т.е.,Б '-
", ~ '~'~&Рfда.~ебуется существование гладкого ~онта,кристалли- ,
а _, t(JIQ~~ОС'l'И фааового перехода) /1/. Процесс теплс-масеопв,
.. Ио~:..'1rОjоrо·перехода ДЛЯ цилиндрического образца описывает-

:, e~ уУавненшn.tи и УСЛОБИЮiИ: ./.:d~:}1!ftfo/дdlk) ~ Со( ff: r1f. g~)+ cl-Q (и - ~o) .(1)

!:"dl~(i(C)~Hп'/ с) =.-dС т' ~ f)e (2)
, - .' , .., '-'Ч.АЛ. СУ t о J !J:

[1.- ' 9JeД.CI ~] . r& =- о' ~.ft ) (3)
, 5t:

[д-cyиwс~ .~ =-(!-t~J(P:v(t) (4)
t;

ПОС,лелокального ссреднения уравнений (1). (2) и построения
разностной annpОКСИЫации задачи. зan.~еы скорость объемной крис-
твялиаации в виде:t ;(3' <1/А.;. ()(ALN):8( {- ~ )-'-&1 (7f1 -1)) (5)

[
О, s s. О [о. s < О~u;-:..и.,,,,-ц"'-d..( 8(5)= 1

J
s>O. В.($)=- 1, S~O J

где 7 ± ~ - значения фуНКЦИИrz (~, 'l" t) (доли твердой фазы в .
расплаве) в ючввз , сдвинутых на шаг аппроксиыации в любом напрев-
ленив по пвострансеву. Указанная аппроксимация уравнения с локаль-
ным выделениеw СК13ытойтеплоты фазового перехода позВоляет нахо-
дить решения как в случае устойчивого роста,криеталлов, так и в
случае неустойчивой дендритной К13исталлизации.

Литература
1. Авдонин Н. А. Математическое описание процессов к-ристаллиза-ции.

-Рига: Зинатне, 1980. - 175 с.
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~ 536.421.1

I м.л. Гулбе, Н.А. АвДОНИН

ИССЛFЛОВАНИЕуСТ('Йчивого и НЕУСТОЙЧИВОГО РОСТА
КРИСТAJШОВ НА РАСЧЕ!'Нat МОдFJlИ ТEIIJIОПЕРlliОСА

В ДВУХФАЗНой. СРFЛE

Разработана ~асчетная схема для задачи теплспе~еноса в .
t~ух~азной системе з кл~сичвской постановке. Прau8СС пв~ено-
'~ тепла и фазового перехода для цилиндрического образца,
~хлаждаемого с поверХНОСТК,описнваетсл следующим уравнениемr условиями:

~ aw. = С/и.- t- i ~(t eYuJ_ ~1J:: d~ -J., (и>а. ~,
11.1Щ d t cY;t'"" t d~ d'U/ A(U-) о эь Q )

tt>OJ O~'C~P) О$.1,!;е, u('(,,'/:;)O)=l.JJo(1;;),

I с!и I = gIL! ~ О. .
t ;:)1;//;:=0 ~'!;I'J-=t

I ~и! =0, d~/ =-E~ (~-и:),
d'U1.=o Э"i-/'l=fZ .

rи dtt==r ~wl ) и=и ....
I х., Jt L- o~J'f('tJ::.)
I(Эдесь B~eдeHa 3ВJ.1et;a неизвестной функции
!
I

I т, {А LA..-<U: и }Л('S) [с ') f,и),I= ,,) "',. ~ с ~ I где -o/'Lt'
i J_ l' л.о.., LЛ.,;> ц",. (6)

I Учет ;сло~ия Стефана (5), т.е., условия выделения Сi~ЫТОЙ теп-
, латы фазового вврехода , производится введением ФУН1ЩИИ

, ~ (и., 'V, 'f,) сл , опреледяплей Д о Jf Ю твердой фазы в кая-.
,дай Точке области. С введением tL (и, 'С' 1:-)t ) YiJaJ!!!i6-

ние (1) ~инимasт ви~

~~ ЭIL =ctи- 1- i d /'7 r;;~)_ ~tJ:: Э_~ -J: (и-и)'" p~97 _.(7)
А.(~ч dt ;; '1.'" . 7., &Ч (j d-'t.; А.Си)· /)'1. о. </. J JI:

(1)

(2)

(3)

(4)



таэа "твердые шары", при отовлесквлении в :юй величины tt 1J с!
дляной свооодаого просета L • При этом эilдJ€r:т;ншый ~оэifфициеН1

тэплопровопнссти в пот раничноы сдое {

.л * = hypCp l'
2V I

11 число Првнпт.яя Pr = 1.\
Для более точного описания вязкого Т рения И тепловых потокq

на граиаце газ - твердое тело :я /3/ п~сдложенн кинетически со!
гласованные схемы с коррекцией. Эти схемы отличаются от (I )-(4) l'
тем, что члены j

i
Гl11 1-L (ир)-.

2У 'у] у
~ ураЕнеrt~ЯХ (2), (3) ~ СООТБ8тствующие члены в уравнении энеРГi
(4) :l.OгyT ОН1'Ь умеНЬ\DЗНН "в CL раз или воссые отёрошеиы , В после ,
нем случае анализ к. с. р. с. в приолиаении погравичного слоя привс
ДИ~ 1': уrавненищл Прэндтля с мотииной вязкостью и теплопроводносз

i
I
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ЧУ.С;~;,<}П":С:-: I,к,ДХ.ГJiJ\, BAl-iJ~2 l\,CТA ;{?ИСТAJJJG:В
;~3 :Е?IУ..JIАХ~::J-::1СГС винцнсгс РАСПЛАВА

в настсяцей ~ato:,e исследуется УС7с.~ч~·.liОС'ГЬ роста
кр:~с,:,а.~ла на численное ~\oдeт.,: з адачи о фазовом переходе в
лрсцвсс е :{~~~ста...1.,:~:за~:~~1с.:Иri&.j;НЫХ сплавсв , Задача расемат-
;:',:<iae-';{ !:: клас сическсй лсс гансвке , т.е. предполагается
С:,'":iSС:'ЗСi3.а'1~~е l"'.::a':'::Gr'(" :;-~G:-~Ta ~~ИС'!'З ....::лиза~~'.и (поверхнос ти

~ззсз~r'с ~epexo~a) ~~~C~YCKae:c~ E03H~tKHCgeH~e пgреохла~-
;:'Сr!i~Яв ~f~~':.~:{C~саае . С;;ЦCiча нрис-таллиз ации 6~~HUPhb:Xсплаасв

(1)

iJC
и'!;

== а: 7J (.73qrad С)
(2)

С\ grad U]St· ii == r t.lп (i); и ( Х ,(). = и;

[;{)orodC]~ ·п== (1-,,-7) Се>' и; (t) .
../ OJt. '"'..

(3)

(4),.

/.[Е;ТОДСМ лскальнсгс осрепнения вводится фуннция 1(х ,С) ,
раi3г.~,я 1 LJ твердсй q;азе <1 С В ЖИД.'{JР. ~азе. и определяемая

на ~ргг.иuе ~аз~ала ~аз из J~а~ненУ.я

~~ х:jЗ. L и [о (!:> и ).fJ(I-1).[J,('1!{f)4}(-6. и), [}(rz)] , (5)

где t::. U == ип - u - cl.C. , 7:t. I - значения фУР.;{ЦИИ

"7 (~, {) на границе сблаз ти ссреднения , :rl...сле осрецне-
ния уравнений (I). (2) с условиями (3), (4) пьлучаен ураане-
НИЯ

С ди d.' !. d Э1.--:::;'-.' == L7.J"(ЛJrо U)-r1/ "0.-.. +;о : О с/: (6)



"т- Uj" -

(7)

Задача рemaлась консчно-разностныи MeTOДOM~ ~~ расчетов
применялея эффективный итерационный метод неполного LU-
раадсвения сопряженных. градиентов /I,2./.

Результаты расчета показали случаи устойчивого рсс-еа.
кристалха .с гладкой границей. раздела фаз, а такав устойчи-
вого дендритного рее та.

на рис.I покаавно развитие фсркы дендрита ВО временя
в случае роста ст подяожки; На рис.Z - 1>. случае точечной
затравки в центре области расплава.

о
, Рис. I. Динамика роста
дендрита от ПО)1Л(J]Q\И;

1 - t==O ; 1; - t ,,0.005,.,
з- t", 0,010

I

г х О
I ••-

е х
?;Yc.Z., ~наuик!i.· роста

кристалла 0'1', ЗБ-трНВНИ j

r - t = а ", 2., - t =0.005,
з-t=О:Dfс

1. DS'1id S. Kers&Y,. Тhe: iп~01!IpIвте ChoIещ - ~onjug8.te
gradient methad for tha i~ativv 801ution or SY8t~,
о! liпеar eqU6tione I/J.o1: С01ИpUt.Рhyа. - 1978. _

".26. 2.43-65.
2. Гончаров А.Л. Реализация IЮ'i'О,IШ' неполнсй LU - даКШUIa-;

виции сопряхенныт градиензов llГUl ревения сеточных
уравневий не рваяичных каёлснех / /Преприн'l" ипм ЮI.Ы;В.
кел,I!ы!ш1н СССР - М. - I984. - J. 17.r~
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от пер'lферии, достигая минимальных аначений, затем yI!еЛ:1ЧИЕаю~'"
и по мере приолизения 1\ центру слитка ПрОХОДЯТчерез м23.с:~.~а.ль~;
ныв значения. ?,~ехаill1Ческиесвойства литого металла убывают в '" .
правдении от поьерхноств к центру слитка. Средние значения пре~~:
ла ПРОЧhОСТИ,условного предела текучести и относительного ~

j,.

нения немонотонно зависят от параметров непрерывного литья и д',. '
тигают максимальных значений при скорости литья, соответствующi!i
миню~ному размеру зерна в литом металле. ,

Результаты расчетов паР~1€ТРОВкристаллической стру:<турыи,.
пористости удовлетворительно согласуются с полученными эксперв ,
ментальнныи д8.ЮШМЯ.Наиболее высокие механические свойства ли"t
тсй полосы наблюдаются при скорости непрерывного литья, по K~~

, Iрой расчеты дают минималыше значения средних размеров зе.,.,;з B11
металле. Предложеннуюметодику можно использовать для прсгзози ~!
рования структуры слитков при непрерывном литье. • ~II

Средний уровень механических свойств полученной ~ито2 пол~1
сн составляет 80-90% от среднего уровня механическах свойств де:-II
формированного металла. 1

f
>

Авдонвн Н.А., Гулсе }л.л. .t
i

ПРОГРАММНОЕ: ОБЕХ;ПЕЧЕНИЕ шя IIPОП:Ю3ИРОВАНИЯ КРVJCТAJIЛИЧEC~{ойi
СТРУЮУРЫ И ХИМИЧЕСКОй нюдююшсти !/.ЕТАЛЛИЧЕСКИХ СЛИТКОВ,

Разработано программное обеспечение для расчета температпJ\,
ного поля, распределения ковцентрациа химических компонентов ,фоPi
мы и размеров дву-.л~ЗЕОЙзоны в крис тадлизующихся меТaлJШЧеСКИХi\
слитках (отливках). Программное обеспечение основано на постано1'
ке задачи, предложенной ОДНИМиз авторов. Темпера~~ное поле ~
нахОДИТСЯиз локально осредненного уравнения тепдопэреноса: ,

. Cj(H +11g[) ~di17(AgradT) +~!Jr +lr~~) (1);\

концентрация примеси С из уравнения дифJJyзии

~} +1Т~ =diJr(Dgradc)+(l-т)с($l +11~) (2)"1

где f) - относительная доля твердой фазы в локальном объеме ~ V ; 1

.I '"J 1~ +.,{ '. (1 - 'L ); 15 = D1 . т 7 + П2. (1 -i ) - осре Д 1
'-:"ННЫЕ: :1:; ~':Щ"С)',: <! твердой ёtазClМкоэ'')f:щ::енты теплопроводности и'
,:ифtузI'lИ; 1т - скорость наплавления слитка; т - коэf\.~ж.::!е:!т рав-



сного ;::8.(щределения примесей ; r - удельная скрытая теплота
lIев'1lЯ.

. Величина ~ в случае квазиоавновесной двухфааной зоны оп-
Р!".ueJLЯетоя внраке ниеме

(3)

&Де ,j Т::; T(t - Т -ric - переохлавденве ,
:в' "mroae чаоавновесной двухфазной ЗОНЫ
_ ""'J' - t t

- 7 = Р1/ з (LJ т) J tJ Т (s ) ds dг
'г Nt'причем число дендритов определяется по формуле

_ (А 4 Т ) 0,5
i( - О,5Р1 .

на ()хлаждае:-10Й поверхности слитка можно ставить номоинврованнае
граничные УСЛОВИЯ излучевия и теплообмена: '

л :: = -Е, б (Т" - Ts4
) - 0(, (Т - Т&) 1- а .

Коэфtищ!ен'!: d.1 определяется из эксперимента или путем расчета
Telli10Boro :опуотивлеюlЯ стенок КРИ:СТ~~l~затора. Расчетннti WirO-

ритм для решения задачи (1) - (5) построен на основе консерьатив-
ной схемы с использованием эф:"t:eКТИВЕОГОитерацвовного метода не-
полного разложензя ХолеЦRОГО. Входными дандыми .qEЛЯЮТGя тепло~~-

'зические конс тантц , диаграмма фазового равновесия, начальное со-
держание химических элементов, перегрев видкого металла , xaUffi{-
терис тики оклажления кристаллизатора. Расчеты :югут проводиться
для проц~ссов непрерывной разливки MeTaLloB. ЭШП, ЕдЛ. затвер -
двванвя отливок в цилиндрической геометрии или в плосной двкар-
тозой систе~е координат.

(4 )

Дмитриев А.М.

crОР:.1ИРО:3АНИЕ СТРУКТУРНЫХ зон В НЕПРЕ?ЫВНOJШТОй ззготожв
Идентичнос тъ серных отпечатков, а также авторадиограмм. п?

JIY"!етшх с продольных темплетов заготовок МНJIЭи слипов сталей
с широким температурным интервалом затвердевания, позволяет сфор-
"~ЛИРОБатьмеханязм OOra30BaH,~ зоны paвHOOC~{ К'РИСТ~10Б В не-
С;~~I?Р!:iВНСЛИТI)~ эаготовке как результат осаждения и накопления в
-\;{;""ъ.3а час ти эаготоэки изслмтюваннзх крис таялов , всзникающих В

··.1 ,")




