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Pirmā nodaļa

Vispārīgas ziņas par diferenciālvienādojumiem
I. Diferenciālvienādojumu iedalījums. Diferenciālvienādo­

jumā kārta un pakāpe.
Vienādojumu, kurā atrodas nezināmas noteicamās funkcijas 

un to atvasinātās, sauc par diferenciālvienādojumu. Diferenciāl­
vienādojumus iedala divās saimes: parastos diferenciālvienādoju­
mos un parciālos diferenciālvienādojumos.

a) Parastie diferenciālvienādojumi. Tie ir tādi diferen­
ciālvienādojumi, kuros atrodas tikai viens neatkarīgais mainīgais 
atklātā vai neatklātā veidā un šī mainīgā funkcijas un to atvasinātās.

Ja vairāki mainīgie ir atkarīgi no viena neatkarīgā mainīgā, 
tad, lai tos varētu pilnīgi noteikt kā dotā neatkarīgā mainīgā 
funkcijas, vajadzīgs tik daudz diferenciālvienādojumu, cik vienā­
dojumā atrodas atkarīgo mainīgo. Šādu diferenciālvienādojumu 
kopību tad sauc par diferenciālvienādojumu sistēmu vai ari par 
simultaniem diferenciālvienādojumiem. Tā, piemēram,

⅛ + <" = 0 (')

ir parastais diferenciālvienādojums, kurā x ir no t atkarīga funkcija.
Vienādojumi

= λ + J +2*

* , • <2>
-=x + z+2y

veido parasto diferenciālvienādojumu sistēmu ar atkarīgiem mai­
nīgiem y un z un neatkarīgo mainīgo x.
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b) Parciālie diferenciālvienādojumi ir vienādo­
jumi, kuros atrodas vismaz divi neatkarīgie mainīgie un, attiecībā 
uz tiem veidotie, visu vai dažu atkarīgo mainīgo dažādu kārtu 
parciālie diferencialkvocienti.

Ja vairāki atkarīgie mainīgie atkarīgi vismaz no diviem neat­
karīgiem mainīgiem, tad, lai pilnīgi noteiktu šos atkarīgos mainī­
gos kā doto neatkarīgo mainīgo funkcijas, diferenciālvienādojumu 
skaitam jābūt vienādam ar atkarīgo mainīgo skaitu. Šādu dife­
renciālvienādojumu kopību sauc par parciālo diferenciāl­
vienādojumu sistēmu. Tā, piemēram, diferenciālvienādo­
jums ' •

d⅛ â — ļ_cPz \'2_ _
∂x2 ’ dy'i

ir parciālais diferenciālvienādojums; tas noteic z kā neatkarīgo 
mainīgo x un y funkciju.

Vienādojumi 
dz du __ ∩
∂x ∂y -

(4) 
àş o
∂y ∂x

veido parciālu diferenciālvienādojumu sistēmu, ar kuru z un u 
noteikti kā x un y funkcijas.

Diferenciālvienādojumā kārtu noteic vienādojumā esošā aug­
stākā diferencialkvocienta kārta.

Šeit pieņemsim, ka turpmāk apskatāmie diferenciālvienādojumi 
attiecībā uz tajos esošajiem diferencialkvocientiem veido algeb­
risku vienādojumu.

Par diferenciālvienādojumā pakāpi sauc augstākā diferencial­
kvocienta pakāpi, pēc tam kad diferenciālvienādojumi pārvei­
doti racionālā veidā un atsvabināti no daļām. Saskaņā ar teikto 
diferenciālvienādojums (1) ir parastais otras kārtas un pirmās 
pakāpes diferenciālvienādojums; vienādojumi (2) veido pirmās 
kārtas un pirmās pakāpes parasto diferenciālvienādojumu sistēmu;
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vienādojums (3) ir parciālais otras kārtas un otras pakāpes 
diferenciālvienādojums;

vienādojumi (4) veido pirmās kārtas un pirmās pakāpes par­
ciālo diferenciālvienādojumu sistēmu.

2. Diferenciālvienādojumā integrāls. Atrisināt vai integrēt 
doto diferenciālvienādojumu nozīmē dabūt visas doto neatkarīgo 
mainīgo funkcijas, kas ar saviem diferencialkvocientiem identiski 
apmierina doto vai dotos diferenciālvienādojumus.

Kad esam dabūjuši meklēto nezināmo funkciju, tad sakām, 
ka dabūts dotā diferenciālvienādojumā integrāls.

Teorijā diferenciālvienādojumu uzskata par atrisinātu, ja atka­
rīgais mainīgais izteikts kā neatkarīgā mainīgā funkcija. Šī funk­
cija var būt kāda no «pazīstamām* vai arī izteikta integrālā veidā, 
pie kam vienalga, vai integrācijā iespējama ar «pazīstamām* 
funkcijām, vai ne. Tā, piemēram, par diferenciālvienādojumā

dy , x ∙ , = ex
dx

integrālu uzskata izteiksmi

lai gan to nointegrēt slēgta veidā nevaram.

Diferenciālvienādojumu sauc par elementāri atrisināmu (integ­
rējamu), ja tā vispārīgais atrisinājums izteicams ar galīgu elemen­
tāru funkciju skaitu un parastās integrācijās (kvadratūrās).

Inženieru praksē vajadzīgi skaitliski rezultāti, tādē| nevar ap­
mierināties ar norādīto atrisinājuma veidu. Tālāk redzēsim paņē­
mienus, kā dabūt pielietošanai derīgus atrisinājumus tajos gadī­
jumos, kad teorētiskais atrisinājums elementārās funkcijās slēgtā 
veidā nav dabūjams. -

3. Diferenciālvienādojumā veidošana. Pēc augšējām defi- 
nicijām diferenciālvienādojumus var veidot teorētiski tīri analītiski. 
Pielietojumos diferenciālvienādojumus dabū, izteicot matemātikas
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valodā infinitesimalus sakarus, kā tas bieži vajadzīgs ģeometrijā, 
mechanikā un fizikā.

Bieži iespējams izteikt kāda ģeometriska veidojuma īpašības, ja to 
aplūkojam ļoti mazā iecirknī; kādas laikā noritošas parādības 
likumu iespējams noteikt, ja apskatām tās norisi bezgalīgi mazā 
laika sprīdī. Ja tas ir izdevies, tad apskatāmā problēma ir izteikta 
matemātikas valodā ar diferenciālvienādojumu. Atrisinot šo vie­
nādojumu, dabūjam attiecīgā galīgā ģeometriskā veidojuma īpa­
šības vai dotās parādības norises likumu galīgā laika sprīdī.

Otra nodaļa

Pirmās kārtas diferenciālvienādojumi
A. Vispārīgas ziņas par pirmās kārtas diferenciālvienādojumiem

4. Pirmās kārtas diferenciālvienādojumā forma un diferen­
ciālvienādojumā veidošana. Vienādība

ķ * ž)=0 <»
ir pirmās kārtas diferenciālvienādojums. Šajā vienādojumā atro­
das atkarīgā mainīgā y pirmais diferenciālkvocients. Pieņemsim, 

ka augšējā vienādojuma funkcija F attiecībā uz ir racionala.

Vienādojumu (1) varam dabūt analitiski šādā ceļā. Pieņemam, 
ka dotā vienādojumā

ψ(x,j,Q = 0 (2)

x un y izteic kāda punkta koordinātās plaknē. Tad vienādojuma (2) 
ģeometriskais attēls dod līkni plaknē. Ar mainīgu C šis vienā­
dojums dod līkņu saimi. Ja prasām, ka kādai šīs saimes līknei 
jāiet caur punktu Po (⅞>,yo)> tad, ievietojot x0 un y0 vienādo­
jumā (2), dabūjam vienādību, no kuras varam atrast C vērtību.
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Kādas šīs saimes līknes pieskares virziena koeficients ir no­
teikts ar

+ = 0. (3)
∂x dy dx

Izslēdzot C no vienādojumiem (2) un (3), dabūjam vienādojumu

∕‰⅛)=°, (4)

kas noteic kā funkciju no x un y. Vienādība (4) ir līkņu 
saimes X

Ψ (*,>, Q = 0 (2)
diferenciālvienādojums.

Diferenciālvienādojums (4) izteic kādu īpašību, kas pieder 
katrai saimes (2) līknei.

Piemērs. Dota līkņu saime ar vienādojumu

yi — 2 Cx = 0. (5)

Katra šīs saimes līkne ir parabola. Diferencējot (5), dabūjam 

j-∙g-c=α (β)

Izslēdzam C no vienādojumiem (5) un (6):

2x⅛-j = °, (7)

Rakstot vietā y, no vienādojuma (7) dabūjam

= 2*. (8)

Kā zināms, izteiksmes (8) kreisā puse dod līknes apakšpie- 
skari tātad _ 2x .

No augšējā redzams: diferenciālvienādojums (7) izteic visām 
līkņu saimes (5) līknēm (parabolām) piederošu īpašību, proti — 
to apakšpieskare ir 2x.
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Tātad ar doto vienādojumu

ψ (x,y C) = 0,

kas satur vienu patvaļīgu konstanti C, ir noteikts pirmās kārtas 
diferenciālvienādojums; pēdējais nav no C atkarīgs.

Diferenciālvienādojumu (7) še dabūjam tīri analītiskā ceļā. 
Šo pašu diferenciālvienādojumu dabūsim, atrisinot ģeometrisku 
problēmu: atrast līknes, kuru apakšpieskare ir 2x. Apzimējo 
apakšpieskari ar st, rakstām

st— 2x.

Diferencialģeometrija dod

Tātad
4 = 2x

jeb
2*y—. 0.

Izejot no šī diferenciālvienādojumā, dabūsim to līkņu saimi 
kuras īpašību šis diferenciālvienādojums izteic.

Rakstot vienādojumu šādi:

2x —y = 0 dx -,

un pārveidojot to, dabūjam

dy _ dx 
y x

Integrējot abas šī vienādojuma puses, dabūjam

2 lny = lnx -f- In 2C

jeb ln (y2) — ln (2Cx)
un, beidzot,

y2 = 2Cx.
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No tā redzams, ka pirmās kārtas diferenciālvienādojumam atbilst 
vienādojums, kurš dod sakaru starp x un j un kurā atrodas 
viena patva∣iga konstante. Šis vienādojums izteic Ilkņu saimi.

5. Pirmās kārtas diferenciālvienādojumā integrāls. Pat­
vaļīgā konstante. Sākuma noteikumi.

Kā redzējām, diferenciālvienādojuma

2xy'-y = G (1)

integrālvienādojums jeb vienkāršāk integrāls ir

— 2Cx — 0. (2)

Šinī vienādojumā atrodas patva∣lgs pastāvīgs lielums C. Šis dife­
renciālvienādojumā integrāls, ģeometriski apskatīts, izteic līkņu — 
parabolu — saimi, kurā katrai līknei atbilst sava C vērtība.

Dotā gadījumā īpašība, ka līknes apakšpieskare ir 2x, pieder 
ne tikai vienai saimes parabolai, bet it visām. Šis apstāklis iz­
paužas integrālā ar to, ka tajā atrodas patvaļīgs pastāvīgs lielums C, 
kuram dodot atsevišķas vērtības, varam dabūt katru šīs saimes 

līkni.
Diferenciālvienādojumā integrālu, kurā atrodas patvaļīga kon­

stante C, sauc par dotā diferenciālvienādojumā pilnīgo vai arī 
vispārīgo integrālu. Ievietojot vispārīgajā integrālā neno­
teiktā C vietā noteiktu vērtību, no visas līkņu saimes izņemam 
vienu vienīgu līkni; šādu vispārīgā integrālā atsevišķu vērtību 
vai atsevišķu līkni sauc par dotā diferenciālvienādojumā parti­
kula ro integrālu.

Kā vēlāk redzēsim, ir gadījumi, kad diferenciālvienādojumam 
ir integrāls, ko nevar dabūt, specializējot konstanti C; šādu integ­
rālu sauc par singularu integrālu.

Pirmās kārtas diferenciālvienādojumā integrālā esošo pat­
vaļīgo konstanti C sauc par integrēšanas konstanti. Šis 
konstantes nozīme augšā jau apskatīta.

Lai dabūtu integrēšanas konstantes vērtību, jādod tā saucamie 
sākuma noteikumi, kas pirmās kārtas diferenciālvienādojumā
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gadījuma izsaka, ka integrallīknei jaiet caur kādu doto punktu 
P0 (⅞,√o)∙

Tātad, ja diferenciālvienādojumā integrāls ir
⅛(x,y, Q = 0,

tad, ievietojot augšējā vienādojumā x un y vietā x0 un y0 un 
atrisinot vienādojumu attiecībā uz C, dabūjam

C = ∕(⅞.K>∙
Tā, ja dotajā piemērā sākuma noteikums ir, ka līknei jāiet caur 
punktu Po (3,5), tad, ievietojot šīs x un y vērtības integrālā (2), 
dabūjam s≈-2C∙5 = 0
vai

un dotajam diferenciālvienādojumā (1) sākuma noteikumam atbil­
stošais partikularais integrāls tad ir

v2 — 2 • 2,5x = 0 
jeb 

y2 — 5x = 0.

6. Pirmās kārtas diferenciālvienādojumā ģeometriskā no­
zīme. Pieņemsim, ka pirmās kārtas diferenciālvienādojumu

F(x,y, /) = 0 (1)

varam atrisināt attiecībā uz /, dabūjot 
y'=f(χ,y), (2)

un ka šī pēdējā x un y funkcija ir viennozīmīga. Ja y' ir vairāk- 
nozīmīga x un y funkcija, tad apskatām vienu no tās nozīmēm; 
vēlāk ar pārējām rīkojamies tāpat kā ar apskatīto.

Pieņemsim (1. zīm.) plaknē punktu ar koordinātām x un y\ 
šajā punktā pieņemsim līnijas elementu un šī līnijas elementa 
virzienu apzīmēsim ar y'.

Punktu P(x,y) saucam par līnijas elementa nesēju. No teiktā 
redzams, ka ar vienādojumu (2) katram punktam plaknē vai kādā
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plaknes iecirknī piekārtots līnijas elements ar virzienu y. To iz­
sakām ari šādi; vienādojums

y = ∕(x,j)

izteic virzienu lauku. Diferenciālvienādojumā (1) atrisināšana tad 
ir darbība, ar kuru plakne atrodošos līnijas elementus kārtojam 
visos iespējamos sakārtojumos tādejādi, lai līnijas elementus ne­
sošie punkti atrastos uz kādas līknes un līnijas elementi veidotu 
līknes pieskares minētos punktos.

Šāda līkne, kā redzams, tad ir viena no bezgala daudzām 
iespējamām un, tā kā šīs līknes punktiem piekārtotie x, y, / 
apmierina doto diferenciālvienādojumu, tā ir dotā diferenciālvie­
nādojumā viena partikulara integrallīkne — partikularais integ­
rāls.

Ja vienādojums (2) dod n dažādas y vērtības, tad caur katru 
plaknes (vai plaknes iecirkņa) punktu iet n integrallīknes.

7. Katram pirmās kārtas diferenciālvienādojumam ir 
integrāls. To pierādīsim grafiski šādā veidā. Plaknes iecirkni, 
kur izteiksme

y=∕(χ,jθ (i)

ir reala, izvēlēsimies punktu Po (x0 _y0).,

2 Parasto diferenciālvienādojumu integrēšana 17



Ievietojot punkta Po koordinātās (⅞,-y0) vienādojumā (1), da­
būjam j√, t. i., līnijas elementa virziena koeficientu punktā Po, un 
varam uzzīmēt šī līnijas elementa virzienu P0T0. Uz šīs taisnes 
tuvu punktam Po izvēlamies punktu P1, kura koordinātās (x1,j∕ι) 
dabūjam no zīmējuma. Ievietojot x1 un y1 vienādojumā (1), 
dabūjam punkta P1 līnijas elementa virziena koeficientu un tad 
arī virzienu P1T1. Uz šī virziena tuvu punktam P1 izvēlēsimies 
punktu P2 un norādītā kārtā dabūjam šī punkta līnijas elementa 
virziena koeficientu un virzienu P2 Ti. Turpinot norādīto 
konstrukciju, dabūjam poligonu P0PχP^P^Pi u. 1.1.

da augšējā poligona malas ir īsas, tad tas tuvīni rāda dife­
renciālvienādojumā (1) integrallīknes veidu. Ja poligona malas 
tiecas uz 0, tad punktu Po, P1, P2 ••• robežvietas veido dotā 
diferenciālvienādojumā integrallīkni.

Pierādīt analitiski, ka pirmās kārtas diferenciālvienādojumam 
ir integrāls, varam šādi. Pieņemsim, ka, atrisinot pirmās kārtas 
diferenciālvienādojumu attiecībā uz /, dabūjam

∕t=∕(M) 0)
un ka f(x,y) ir viennozīmīga funkcija. Gadījumā, ja dabū vai­
rākas vērtības, apskata katru no tām atsevišķi. Diferencējot 
augšējo vienādojumu, dabūjam
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∕' = ½ + ∣7∙.>''=Λ<x∙∙>')
(2)

Kā redzams, ja dots diferenciālvienādojums (1), tad pilnīgi no­
teiktas un zināmas ir visas funkcijas ∕1 (x, y)......... /«_ι (x, ^).

Nezināmo un meklēto diferenciālvienādojumā (1) integrālu ap­
zīmēsim ar

y = φ (•*)• (3)

Vienādojumu (3) pārrakstīsim šādi:

y = ψ(χ o + x — ⅞)∙ (4)

kur Xg ir kāda mainīgā x sākuma vērtība. Izvirzot labo pusi 
Teilora rindā, dabūjam

y = φ (⅜) + (* — ⅞) φ' (⅞) + φ" (χ0) + .. - +

+ + • • • (5)

Pieņemsim, ka x0 ir tāda vērtība, ka ar x = x0, funkcija φ (x) 
un arī visas tās atvasinātās pieņem galīgas vērtības. Ievērojot 
(3), izteiksmē (5) pirmo locekli rakstām šādi:

φ(⅞)=‰ (6)

pie kam yQ ir tā vērtība, kuru iegūst y, kad x pieņem vērtību x0. 
No (6) redzam, ka y0 ir pieņemams patvaļīgi, ja funkcijas φ vēr­
tība punktā x0 nav zināma. Ievērojot (3), (6) un (2), redzams, 
ka vienādībā (5)

(∙¾) = y* =f(χo,yo)∙
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Tāpat redzam, ka
φ" (χ0) ^o" = ∕ι (⅞>⅜).

φ'n* (⅞) — Jo,π, = A-i (*o, Jo)-

Ievietojot šīs vērtības vienādībā (5), dabūjam

y = jo + (*—⅞)∕ (⅞. jo) + /1 (⅞. jo) + ••• +

+   nj fn—1 (*0 > Jo) ÷ • • • (7)

Kā redzams, izvirzījumā (7) visi koeficienti, izņemot pirmo, ir 
noteikti un zināmi, bet pirmais loceklis y0 jāpieņem patvaļīgi.

Diferencējot (7) pēc x, dabūjam

j' = =∕(⅞∙ Jo) + (^ — ⅞) Λ (⅞. Jo) + • • • +

+ A - A" ^°>J°) + • • • (8)

Rinda (8), kā viegli saprast, ir diferenciālvienādojumā (1) 
labās puses izvirzījums Teilora rindā. Ja rindas (7) un (8) ir 
savirzāmas kādā zināmā intervālā, kurā atrodas x0, tad meklētais 
y ir izteikts ar (7) kā x funkcija. Tātad, ja izpildīti šie notei­
kumi, diferenciālvienādojumam (1) ir integrāls.

Rindā (7) atrodas visi parametri, kas atradās diferenciālvienā­
dojumā (1), bet, kā redzams, rindā atrodas arī vēl x0 un y0. 
Lielums x0 pieņemams kā kāds noteikts skaitlis, bet j0 paliek 
nenoteikts.

Rinda (7) noteic savā konverģences intervālā y kā x funkciju. 
Šajā funkcijā atrodas nenoteikts, patvaļīgi pieņemams lielums j0; 
to apzīmējot ar C, rakstām

y = tp(x, C).
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ŠI izteiksme ir dotā diferenciālvienādojumā integrāls. Liekot 
rindā (7) x0 — 0, dabūjam Maklorena rindu

V γ 2 y 3
N = No + ∏No' + 2√o"+ jjNo" + - (9)

Piemērs. Dots diferenciālvienādojums 

y'=y∙ («)
Dabūt šī vienādojuma integrālu. Tā kā

y'=y, 
tad y" = y = j

y'" =y, =y

y(”) — .

Ar x = 0 jāpieņem patvaļīgi bet tad, kā redzams,

No'=No" ...=Λw= Ne­

ievietojot šis vērtības rindā (9), dabūjam

N = No (1 + γγ + + • • •) = No ^x∙ (?)

Diferencējot augšējo vienādojumu, dabūjam

N' — No^;
tatad

N' — N! .

tas rāda, ka vienādojums M tiešām ir diferenciālvienādojumā (a) 
integrāls.

B. Pirmās kārtas un pirmās pakāpes diferenciālvienādojumu integrēšana 
ar kvadratūrām

8. Pirmās kārtas un pirmās pakāpes diferenciālvienādo­
jumā forma ir šāda:

^(*.N.N') = °. (I)
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kur y ir pirmajā pakāpe. Atrisinot šo diferenciālvienādojumu 
attiecībā uz y,, dabūjam

⅛ = - ^ (2)

Še Λl un 2V ir x un _y funkcijas.
Pārveidojot (2), dabūjam:

Mdx + Ndy — 0. (3)
Šinī veidā parasti apskata pirmās kārtas un pirmās pakāpes dife­
renciālvienādojumus.

Diferenciālvienādojumu sauc par elementāri atrisināmu (inte­
grējamu), ja tā vispārīgo integrālu var izteikt ar galīgu elementāru 
funkciju skaitu un parastām integrācijām (kvadratūrām). Vispār 
lielāko vairumu diferenciālvienādojumu nevar atrisināt elementāri; 
šāds atrisinājums iespējams tikai pie šādiem atsevišķiem veidiem:

a) diferenciālvienādojumi, kuros mainīgos var šķirt,
b) pilnīgs diferenciāls, 
c) vienādojumi, kas integrējami, apmainot atkarīgo un ne­

atkarīgo mainīgo,
d) vienādojumi, kas integrējami katrs ar tam īpatnēju sub- 

stituciju.
Še apskatīsim pirmās kārtas un pirmās pakāpes diferenciāl­

vienādojumu veidus un elementārus to integrēšanas paņēmienus.
Pirmās kārtas un pirmās pakāpes diferenciālvienādojumus var 

elementāri nointegrēt, ja iespējams mainīgos šķirt, jeb separēt, 
t.i., diferenciālvienādojumu var pārveidot šādā veidā:

φ (x) dx + ψ (y dy = 0. .
To panākam galvenā kārtā ar dažāda veida substitucijām. Minētā 
pārveidošana ir iespējama pie šādiem diferenciālvienādojumu 
tipiem:

1) ^(x) Y1 (y) dx + Λ2 (x) Y2(y) dy = 0,
2) lineārie diferenciālvienādojumi,
3) Bernulli diferenciālvienādojumi,
4) homogenie diferenciālvienādojumi.
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Šajos tipos var mainīgos separēt. Elementāri nointegrēt var ari 
diferenciālvienādojumu, ja tā viena puse ir pilnīgs diferenciāls.

a) Integrēšana ar mainīgo separēšanu.
9. Veids X1 F1 dx + K2 dy = 0.
Ja vienādojumam ir šāds veids:

Xdx + Ydy = 0, (1)

kur X ir tikai x funkcija un Y tikai y funkcija, tad saka, ka 
diferenciālvienādojumā mainīgie ir separāti. Pārrakstām vienādo­
jumu (1) šādi: χdx=γdy. (2)

Vienādojums (2) rāda, ka divu funkciju diferenciāli ir vienādi. 
Kā zināms, tādā gadījumā pašas funkcijas atšķiras ar patvaļīgu 
pastāvīgu lielumu C.
Tātad:

f X dx = f Ydy + C.

jeb .
fxdx—f Ydy — C. (3)

Šī sakarība dod y kā x funkciju; tātad tas ir diferenciālvienādo­
jumā (1) integrāls.

Piemērs. Diferenciālvienādojumā

— xidx + — 0 , (4)

kā redzams, mainīgie ir separāti. Integrējam: 

x8 l r -3 + "y=c- 

jeb

1 >V = C+ y 

un 
c , ** 

y = e 3 =C1e 3. (5)
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Ja dots sakuma noteikums, kā, piemēram, ar x = 0 jakut 
y = 3, tad izvietojot šīs vērtības integrālā (5), dabūjam

3 = C1 e° jeb C1 — 3.

Ievietojot C1 vērtību vienādojumā (5), dabūjam
X8 

y = 3eτ. (6)

Vienādojums (5) ir diferenciālvienādojumā (4) vispārīgais (pil­
nīgais) integrāls, un vienādojums (6) ir diferenciālvienādojumā 
(4) partikularais integrāls.

Apskatītais gadījums ir samērā rets. Biežāk sastopamais dife­
renciālvienādojumā veids, kurā mainīgo šķiršana izdarāma viegli, 
ir šāds*

X1 dx + X2 Y2 dy = 0.

Še X1 un X2 ir katrs tikai x funkcija, Y1 un Y2 katrs tikai y 
funkcija. Dalot vienādojumu ar Y1 X2, dabūjam

X1 , , Y2 , n. ^dx+-^dy = °.

Kā redzams, ar šādu pārveidojumu esam dabūjuši jau apskatītā 
diferenciālvienādojumā (1) veidu, kurā mainīgie separāti. Integrē­
jot dabūjam

∕ y dx + f⅛dy = C. 
√ ∕¼2 √ / ļ

Šī sakarība dod y kā x funkciju.

Piemērs. Diferenciālvienādojums

2x (1 -ļ- -y8) dx -j- 3 (xa— 1) y2 dy ≈ 0

atbilst aprakstītajam veidam; dalot vienādojamu ar

(1 (^-I)
dabūjam

2x dx 3y2 ⅛∕ _ _ '
+ Γ÷y≡ -
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Integrējam:
, 2x dx f 3^dy _ _ 

J x2— 1 ./ 1 +,y8 — '

ln (x2— 1) + ln (1 + ∕) = C = ln Cx.

Augšējā vienādojumā rakstām C vietā ln C1, kas arī ir patvaļīgs 
pastāvīgs lielums. Šāda aizstāšana, kā redzams, dod ērtības vie­
nādojuma pārveidošanā, un tāpēc tā ir lietderīga. No pēdējā 
vienādojuma dabūjam

(xa-l) o +∕)≡Q.

Šis vienādojums ir dotā diferenciālvienādojumā vispārīgais in­
tegrāls.

Piemērs. Dabūt līkni, kurai katra punkta apakšpieskare 
ir šī punkta trīskārtēja abscisa. Līknei jāiet caur punktu Po (3,2).

No diferencialgeometrijas zinām, ka līknes apakšpieskari s, 
izteic ar

Saskaņa ar uzdevuma noteikumu rakstam

4-à 
y .

Liekot / = un pārveidojot, dabūjam

y dx — 3xdy = 0.

Šis diferenciālvienādojums ir apskatītā tipa vienkāršs gadījums; 
dalot to ar xy, dabūjam

dx 3 dy _ q 
- y - ■

Integrējam:
j' dx_ J 3 dy _ c

jeb
ln x — 3 ln.y = ln C)
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un

Meklētas līknes vienādojums tatad ir

Tā ka šeit C1 patvaļīgs, tad redzam, ka uzdevuma atrisinājums 
dod līkņu saimi.

No sākuma noteikuma dabūjam

__  x__  3 _  3
- ∕ — 2® — 8 ’

Meklētās līknes vienādojums tātad ir

10. Lineārs diferenciālvienādojums. Diferenciālvienādojumu 
ar veidu ,ŪV

dx + py = Q (1)

sauc par lineāru; tajā kā meklētā funkcija y, tā arī tās atvasinātā 
/ ir pirmajā pakāpē, un tās nav savā starpā reizinātas.

P un Q katrs ir tikai x funkcija:
P = φ (λ) un Ģ = ψ (x).

Diferenciālvienādojumu (1) sauc par pilnu jeb arī par lineāru 
diferenciālvienādojumu ar otru locekli. Vienādojumu 

⅛ + p* =0 

sauc par nepilnu jeb arī par reducētu lineāru diferenciālvienādo­
jumu. Šajā vienādojumā, šķirot mainīgos, dabūjam
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Integrējam:

jeb
fy+fp^=bc

ln y — In C = — ( Pdx, 

ln c = -fpdx∙ 

y=Ce-fn,*

Izteiksme (3) ir nepilnā lineārā diferenciālvienādojumā vispā­
rīgais integrāls. Pilnu lineāru diferenciālvienādojumu

⅛ + py = Q <>>

atrisina šādi:
Dabū vispirms reducētā diferenciālvienādojumā

⅛+P^ = 0 (2)

integrālu
y = C e~fpdx. (3)

Apzīmējot e~fpdx=η, rakstām

y =Cη. (3a)
Izteiksme (3), kurā C ir patvaļīgs pastāvīgs lielums, gan apmierina 
reducēto vienādojumu (2), bet ar konstantu C tā nevar apmierināt 
pilno lineāro diferenciālvienādojumu (1). Pieņemsim, ka C nav 
konstants, bet ir kāda x funkcija un meklēsim, kādai jābot Šai 
funkcijai, lai izteiksme (3) resp. (3a) varētu apmierināt pilno 
lineāro diferenciālvienādojumu (1). Tam nolūkam ievietojam 
vienādojumā (1) y vērtību no (3a) un y' vērtību, ko dabūjam no 
(3a), uzskatot C par kādu x funkciju. Ievietojot vienādojumā (1)

y = C η un / — . η ,dx 1 ' dx
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dabūjam
dC . z, ∕dη n ∖ λ
■j— γi l τ ş P>I I — Ģ.dx ' \dx ' '/ x (3b)

No vienādojuma (3) redzams, ka η ir reducētā diferenciālvie­
nādojumā (2) partikularais integrāls, tāpēc iekavas pie faktora C 
vienādojumā (3b) ir nulle

$ + Pη = 0
ax ' 

un vienādojumā (3b) paliek

A - ņ(3c)

Šo pēdējo diferenciālvienādojumu pārrakstām tā:

∙S=ΦΓ¾ «
to integrējot, dabūjam

C = J Qη~1 • dx = 9 - e . à -j- Li. (5) 

Ši vērtība, kā redzams, ir x funkcija. Liekot to vienādībā 
y = Cη, dabūsim tādu y, kas apmierina pilno lineāro diferen­
ciālvienādojumu (1). Ievietojot šo C vērtību vienādojumā (3), 
dabūjam

∣Q ejpdx dx + C1 . (6)

(6 ) ir pilnā lineārā diferenciālvienādojumā vispārīgais integrāls.
Norādīto paņēmienu sauc par Lagranža konstantu variācijas 

paņēmienu.
Piemērs. Diferenciālvienādojumu 

dy x ÷l — v — x, dx 
dalot ar x, dabūjam
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Šis vienādojums, kā redzams, ir pilns lineārs diferenciāl­
vienādojums. Pielietojot norādīto paņēmienu, atrisinām reducēto
vienādojumu

dx x
Separējam mainīgos:

dy dx_ 0 
y x - '

Integrējam
Cdy _ Γdx _c

J y h “ 01

ln^ — In x = Co = In C,

In — = In C,X

*=C, 
X

y — Cx. (γ)

(γ) ir reducētā diferenciālvienādojumā (β) integrāls. No tās veido-
jam

dy_ dC , p ...
j = j- • * + C. (2).dx dx '

levietojot izteiksmes (7) un (8) vienādojumā (a), dabūjam

dC . „ Cx — x -4- c----------= x
jeb

dC_ 
dx

un
dC = dx,

C = x -j- C1. ' (ε)

Ievietojot C vērtību no (e) izteiksmē (γ), dabūjam dota dife­
renciālvienādojumā (a) integrālu

= (x C1) x = x2 -j- C1 x.
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Pilnu lineāru diferenciālvienādojumu atrisina ari ar šādu pa­
ņēmienu, sauktu par Bernulli paņēmienu. Diferenciālvienādojumā

y + Py = Q (1)
ievieto

y — u • v (m)
(u un vir.* funkcijas) un

y, = u √ -ļ- U⅛.
Tad ,

u v, u' v Puv — Q = 0.

Dalot ar u, dabūjam:

V+^+p∖v-q-=0. („)
Lai atrastu u un v, vajadzīgi divi noteikumi. Ar vienādojumu 
(m) ir dots tikai viens noteikums, tādēļ varam dot vēl otru no­
teikumu, un to izvēlamies tādu, lai vienkāršotu vienādojumu (n), 
liekot . ,

⅞ + p=0∙ (°)

Šis vienādojums dod iespēju noteikt m; ievedam u' — un 
separējot mainīgos:

à + Pdx — 0. 
u

Integrējam: Cdu
/ u

Pdx~ InC,

Tātad
(P)
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Ievērojot sakarību (o), redzam, ka vienādojumā (n) paliek 

v' — $= 0. 
u

Šinī vienādojumā ievietojam u vērtību no (p)

, 0 fPdx λD — eJ — 0.

liekam √ — :
⅛ _ Q _ ∩
à C1 -

Separējam mainīgos un integrējam:

[dv = ~ f Ģ Jpdx dx ψ C2
√ ^1 J

jeb
D = J,Q + Ca. (q)

Tā kā ar vienādojamu (m) ievedām 

y = u ∙ v, 
tad, ievietojot še « un v vērtības no (p) un (q), dabūjam

jeb
~fPdx∕ f fPdx , λ „ \ y = e l I Q eJ dx -ļ- C1 C2j.

Reizinājums C1 C2 ir jauns patvaļīgs pastāvīgs lielums, ko apzīmē­
jam ar C, un augšējo izteiksmi rakstām šādi:

— f Pdx ∕ f fPdx, \j = β7 / y 67 à-ş-c). .

Kā redzams, ar Bernulli paņēmienu dabūtais vispārīgais integ­
rāls ir tieši tas pats, ko dabūjam, atrisinot diferenciālvienādojumu 
ar konstantes variācijas paņēmienu.
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Piemērs. Atrisināsim ar Bernulli paņēmienu jau ar kon­
stantu variāciju atrisināto vienādojumu

Ievietojot
y — u v

un
y = u v' -j- u' v

dotajā diferenciālvienādojumā, dabūjam

uv' u' V X — x — 0

jeb
, . (u!

® +1 —\«
1 X— jv-X /

- x = 0. 
u

Liekam
u'
u -

1
X 0

jeb
à à _ 0.u X "

Integrējam:
Γ du /
/ w /

rdx _ 
x -: ln C1,

(n)

(o)

ln « — In x = ln C1, 

u = C1x.

Ievērojot (o), no vienādojuma (n) dabūjam 

, x√-------— 0.u
Še ievietojam a vērtību no vienādības (p): 

dv x _  o 
dx C1x *
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un
dv — dx 

61'

Tā ka

* = ⅞÷C2.

y = U - V,

tad, ievietojot šaja izteiksmē u un v vērtības, dabūjam

y = C1 x ļ + C2 ļ = xa + C1 C2 x = xa + Cx. 
∖ cι ^ /

11. Bernulli diferenciālvienādojums. Diferenciālvienādojumu

⅛ + Py = Qy (" ≠ 1) (I)

sauc par Bernulli vienādojumu. Tas atšķiras no lineārā diferen­
ciālvienādojumā ar faktoru yn vienādojuma labajā pusē. Dalot 
vienādojumu ar yn, dabūjam

. y~"dx+py1~n~Q∙ (?)

Ar substituciju
' - z (3)

Bernulli vienādojumu pārveidojam lineārā diferenciālvienādojumā, 
kā tas redzams no sekojošā. Diferencējot izteiksmi (3) pēc x, 
dabūjam 

un

dz 
dx

„ dy y—n - < 1 dz

Ievērojot (3) un (4), vienādojums (2) iegūst šādu veidu:

1 + Pz = Q
1—n dx
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vai
dz
j+H ⅛ = (i→)Q∙

Šis vienādojums ir lineārs diferenciālvienādojums.
Piemērs. ,

(5)

dy x 7

Še n = y. Ņemot vērā (5), dabūjam

dz x
---r 2----- ? z — x. dx xa — 1

Šo vienādojumu atrisinot ar paņēmieniem, kas parādīti [9], da­
būjam

Ievedot šo z izteiksmi vienādojumā (3), atrodam dotā diferenciāl­
vienādojumā (1) integrālu.

12. Homogens diferenciālvienādojums. Pieņemsim, ka di­
ferenciālvienādojumā .

Mdx + Ndy = 0 (1)

M un N ir homogenas vienādu dimensiju x un y funkcijas.
Dotais diferenciālvienādojums (1) šādā gadījumā pieņem veidu

φ xn 0.

Dalot šo vienādojumu ar xn, dabūjam

-y dy = 0.

(2)

(3)

Šo vienādojumu atrisinām, ievedot jaunu mainīgo
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jeb liekot 
y — tx. (4)

Diferencējot (4), dabūjam •

dy = tdx + x dt. (5)

Ievietojot y un dy vērtību no (4) un (5) vienādojumā (3), dabū­
jam 

φ(0 dx + ψ(0 (tdx + xdt) = 0. (6)

Sakārtojot vienādojumu (6) pēc dx un dt, dabūjam

[φ (0 + t ψ (0] dx + xψ (/) dt = 0. (7)

Ar substituciju_y = tx ir panākta diferenciālvienādojumā (3) pārvēr­
šana tādā veidā, kurā mainīgos var separēt. To izdarot, dabūjam 

à ψ (0 dt _ _
* + φ w + * Ψ W '

Šis vienādojums ir integrējams ar kvadratūrām.

Piemērs.

Atrast plaknē līknes, kuras krusto visus radiusus-vektorus 
ar vienu un to pašu leņķi σ. Ar 3. zīmējuma apzīmējumiem
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dabūjam

. ⅛φ=~! tgΘ = y' (1)

θ = φ + «. (2)
No (2) atrodam

g 1—tgφtgσ

Ievietojot šajā izteiksmē vērtības no (1) un liekot tgσ = m, kur 
m dots un pastāvīgs, dabūjam:

„ I y m H—

1—m- x
Šis vienādojums ir meklēto līkņu diferenciālvienādojums. Kā 
redzams, tas ir pirmās kārtas, pirmās pakāpes un homogens, jo 

tajā Af un N ir funkcijas. Šo vienādojumu atrisinām, liekot

t jeb y = xt. (4)

Diferencējot šo izteiksmi, dabūjam

y = xf -f- t. (5)

Ievietojot y un y' vērtības (4) un (5) vienādojumā (3), dabūjam 

xr + <=⅛j 
. 1—mt

vai
χ dt _ m-∖-t m t — / + ml? _ m (1 -j- ∕2)

dx 1 — mt — 1 — mt 1 — mt '

Pēc mainīgo separēšanas dabūjam vienādojumu

dx 1 — mt .,
— —----- ≡- uΛ 
x m(∖-∖-ti)
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ko integrējam: 
fdx _ f dt r tdt • 
J7~ ∕w(l + <a) ~.∕ Γ=H≡ ş L’

ln x = arc tg £ — ģ- In (1 + f2) + ln C1. (6)

Vienādojumā (6) ievietojam / — .

1 v 1 ∕ v2 \- In x — — arc tg ---- s- In ļ 1 -j-ļ 4- ln C1m b x 2 \ 1 x2 / 1 1
jeb

In ^x2H2 + In x = →rc tg + ln C1, 
Λ nt Λ

ln x2 + y2 = ln (C1 e" arc'κ * ).

Ievedot polarkoordinatas un ievērojot, ka

arc tg = φ, 

dabūjam

r = C1 č m.

Šis vienādojums dod logaritmiskās spirāles. Ja pieņemam, ka 

σ = ^, tad tg σ = m = ∞. Šādā gadījumā līkņu vienādo­

jums ir r = konst. un dod riņķu saimi.

13. Vispārīga piezīme. Kā agrāk jau norādīts, diferenciāl­
vienādojumu integrēšanas teorijā uzskata diferenciālvienādojumu 
par atrisinātu kvadratūrās, ja tā atrisinājumu varam izteikt šādā 
veidā: ,

y/(x) dx+ I g(y) dy — C. (1)

Prakses jautājumos šāds atrisinājuma veids nav pietiekams. Ir
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vajadzīgs atrisinājums, kas izteikts ar pazīstamām elementārām 
funkcijām. Šīs prasības izpildīšanā jāizšķir divi gadījumi:

1) Izteiksmes (1) integrālu varam dabūt ar pazīstamām ele­
mentārām funkcijām galīgā skaitā. Šādā gadījumā saka, ka in­
tegrāls dabūts slēgtā veidā.

2) Izteiksmes (1) integrāls dabūjams ar pazīstamām elemen­
tārām funkcijām, bet ar bezgalīgu locekļu skaitu. Šādā gadījumā 
saka, ka integrāls dabūts neslēgtā veidā.

Tādu gadījumu, kad diferenciālvienādojumā integrālu var da­
būt slēgtā veidā, samērā nav daudz, bet šiem gadījumiem praksē 
piekrīt svarīga loma.

Kā redzams no augšējā, dotā diferenciālvienādojumā integrālu 
var dabūt slēgtā veidā atsevišķos gadījumos, proti, kad diferen­
ciālvienādojumus var integrēt ar mainīgo separēšanas paņēmie­
niem un, kā vēlāk redzēsim, pilnīga diferenciālā gadījumos.

b) Pilnīgs diferenciāls.

14. Pilnīgs diferenciāls. Vienādojuma
M (x, y) dx + N(x, y) dy = 0

kreisā puse ir kādas funkcijas u(x,y) pilnīgs diferenciāls, ja

∂M_ ∂N
∂y - dx '

(1)

(2)

Se pieņemam, ka M un TV, kā ari un ^-> " nepārtrauk­

tas x un y funkcijas kādā iecirknī.
a) Augšējais noteikums ir vajadzīgs, kā redzams no sekojošā. 

Funkcijas u(x, j) pilnīgais diferenciāls ir
, du . . du . du = dx -+- av. 

dx ' dy J (3)

Ja vienādojuma (1) kreisā puse ir funkcijas u (x,y) pilnīgais 
diferenciāls, tad no (2) un (3) redzams, ka jābūt

à du
= M un -3- = TV. ■∂x dy

(4)
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Diferencējot pirmo izteiksmi pēc y un otru pēc x, dabūjam 

∂2u  ∂M ∂⅛  
∂x∂y dy Un ∂y∂x dx '

Tā kā saskaņā ar diferenciālrēķiniem jābūt 

∂⅛ _ â . .
∂x∂y~ ∂y∂x'

tad, ievērojot (5) un (6), redzam, ka pilnīga diferenciālā gadījumā 
jābūt •

⅜ - ,

Ar to noteikuma (2) vajadzība ir pierādīta.
b) Noteikums (2) ir pietiekams, lai izteiksme (1) būtu kādas 

funkcijas u(x,y) pilnīgs diferenciāls. Pieņemsim, ka dotā izteiksme

M(x,y) dx -j- N(x, y) dy (6)
atbilst noteikumam

∂M _ ∂N
∂y ~ ∂x' w

Šāda gadījumā pastāv tāda funkcija u(x,y), kuras pilnīgais dife­
renciāls ir (1). Šīs meklētās funkcijas u(x,y) parciāliem diferen- 
cialkvocientiem tad jābūt

du » du, = M un j- = N. (7)dx dy

Lai dabūtu šo funkciju m(x, j), meklējam vispirms tādu vispārī­
gāko funkciju u(x, y), kas izpilda noteikumu

du .. .
M.à ,

To dabūsim integrējot:
X

u =y Af (x, y) 4- y(_y); (8)
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tālāk, diferencējot pēcx, jādabu Λl,jo - — 0. Izteiksmē (8) in­

tegrēšanas konstante apzīmēta ar Y(y), kas ir kāda patvaļīga y 
funkcija, tādēļ ka, veidojot M un diferencējot u pēc x, y uzska­
tāms par konstantu. Integrālā apakšrobežu x0 varam izvēlēties 
katrā gadījumā tā, lai vienkāršotu rēķinus.

Funkcijas Y(y) atrašanai izlietosim noteikumu, ka jābūt

d̂  = N{x,y). (9)

Ja ievērojam, ka izteiksmē (8) zem integrālā y ir parametrs un inte­
grālā robežas nav atkarīgas no y, tad, diferencējot izteiksmi (8) 
pēc y un ņemot vērā (9), dabūjam

à- ( ∂M(x,y) dY(y)
. ∂y~J ∂y + dy

Saskaņā ar pieņēmumu, liekot zem integrālā

∂M _dN 
∂y dx ’ 

dabūjam x •
f ∂N(x,y) , dY(y) ■J V ,1'+ ⅛ 

*0
Integrējam:

L J^o uy

jeb N(x, y) — N(x0,y) + = N>)>

tātad ' d^ = N(xa,y)

un y .
Y(y) = f N(x0,y}dy + C. (10)

yo
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Ievietojot izteiksmē (8) Y(y) vērtību no (10), dabūjam 
r v

H = J, Λl(x, y) dx + N(x0, y) dyC. (11)

Λ⅛ Λ

Apakšrobežu y0 varam ņemt pēc patikas. Šeit C nav atkarīgs no 
x un y un ir patva∣lgs pastāvīgs lielums. Redzam, ka gadījumā, 
ja diferenciālvienādojumā (1) kreisā puse ir pilnīgs diferenciāls 
un izpildīts noteikums (2), diferenciālvienādojumā (1) integrāls ir 
ar izteiksmi (11) noteiktā funkcija

u (x,y) = C. (12)

Piemērs. Apskatot diferenciālvienādojumu

(2x2 + 2xy 4- y2) dx 4* (x2 + 2xy 4- 3,y2) dy — 0, 
redzam, ka .

-^=2x4-2y un -^ = 2x + 2y. (a)

Šīs izteiksmes rāda, ka dotā diferenciālvienādojumā kreisā puse ir 
kādas funkcijas u(x,y) pilnīgs diferenciāls. Saskaņā ar (11) un 
(12) šo funkciju dabūjam integrējot:

* y
J" (2x2 + 2xy + y-) dx 4- ∣' (x02 ş 2x0y 4- 3y2) dy = C,
J⅛ >0

Γ2xs 2x2j> 2lx । Γ 2 , 2xg^2I-3-+ -5'i+j≠ L+1 *λ + 2+ n.=c∙
Izvēloties, lai rēķinus vienkāršotu,

Xg — 0 un y0 = 0, 
dabūjam

2 • (p)

Šī izteiksme ir dotā diferenciālvienādojumā (a) pilnīgais integrāls. 
Izteiksmes M pilnīgais diferenciāls ir dotais diferenciālvienādojums.
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15. Integrējošais reizinātājs. Ja diferenciālvienādojums

M (x, y) à + N(x, y) dy = 0, (1)
ir tāds, ka

∂M ∂N
dy d-c '

tad meklējam tādu funkciju p(x,y) lai, ar to pareizināta, dife­
renciālvienādojumā (1) kreisā puse top par pilnīgu diferenciālu. 
Tātad funkcijai μ(x,,y) jābūt tādai, ka vienādojuma

μ (x, y) M(x, y) dx -f- μ(x, y) Λf(x,y) dy = 0 (2)
kreisā puse ir pilnīgs diferenciāls. Šādā gadījumā, kā redzējām, 
]ābQt ™

∂y ∂x ' ' '

Katru funkciju μ(x,y), kas izpilda šo noteikumu, sauc par dife­
renciālvienādojumā integrējošo reizinātāju.

Integrējošo reizinātāju ir daudz. Ja kāds no tiem atrasts, tad 
ar to reizinot diferenciālvienādojumu (1), dabūjam diferenciālvie­
nādojumu (2), kam tad kreisā puse ir pilnīgs diferenciāls. Dife­
renciālvienādojumu (2) tad atrisinām, kā norādīts augšā pilnīgā 
diferenciālvienādojumā gadījumā.

Lai dabūtu integrējošo reizinātāju μ(x,^), jāatrisina parciālais 
diferenciālvienādojums

, ∂(μΛl)-d(μ7V) ...
∂y “ dx ’

Izdarot diferencēšanu, dabūjam

⅜ .. , cW ∂μ .. , ∂N ,tn√- M + μ — = ΛZ 4- μ 3- (5)∂y 1 r ∂y dx 1 dx 
vai

⅜ » ⅜ ., ∣∂N ∂M∖√- M — ~N = μ -------- I. ∂y ∂x ∖ ∂x---- dy /

Dalot ar μ un ievērojot, ka
dμ   dlnμ ∂μ  dlnμ

μdμ ∂y μdχ à ’
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dabūjam
., ∂lnμ ,. dlnμ ∂M ∂N ...
NM , — -----5-. (6)∂x ∂y ∂y dx

Vispārīgā gadījumā parciālā diferenciālvienādojumā (6) integrēšana 
ir grūtāka nekā dotā diferenciālvienādojumā (1) integrēšana. Atse­
višķos vienkāršos gadījumos integrējošo reizinātāju tomēr viegli 
atrast.

Piemērs. Ja pieņemam, ka integrējošais reizinātājs ir atka­
rīgs tikai no x, tad iegūstam

⅛i-0 
dy -

Vienādojums (6) tad dabū šādu veidu:

∂ln μ_  1 ∕∂M ∂N∖ ...
∂x - N ∖ ∂y ∂xl'

Ja kādā dotā diferenciālvienādojumā atrodam, ka

L /â _ ât
N ∖ ∂y dx /

ir tikai x funkcija, tad integrējošo reizinātāju dabūjam no (7):

f (dM âX à 
μ — eJ à/ n '

Mēs šeit integrācijās konstanti nerakstām, tāpēc šī μ vērtība ir 
tikai viena no daudzām iespējamām.

Tā dotā diferenciālvienādojumā
ydx + (2x2y — x) dy = 0 

t redzam, ka
∂M 1 ∂N . , •-5— = 1 un -v-= 4 xy—1.∂y ∂x z

∂M ∂N 
∂y dx ’

Tātad
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tas ir, dota diferenciālvienādojumā kreisā puse nav pilnīgs dife­
renciāls. Šinī gadījumā

l∂M _dN\ 1 _ 1 — 4xy ⅛ 1 2(2xy — 1) _ _ 2
ì ∂χ] N 2x2y— x x(2xj∕— 1) x’

kas rāda, ka integrējošais reizinātājs ir tikai x funkcija. Tātad 
saskaņā ar augšējo ir

dlnμ _ 2
dx x ‘

No šī vienādojuma seko

l∏μ — — 21nx — — lnxa,

1
11 = X≡ • '

Reizinot doto diferenciālvienādojumu ar dabūjam diferenciāl­
vienādojumu

⅛ à + (2x2y — x) dy = 0,

1 , . _ . . . .. ... . , . „ ∂M 1kura kreisa puse tagad ir pilnīgs diferenciāls, jo se un
â 1

χ2∙ Diferenciālvienādojumā integrālu dabūjam ar (11) for­

mulu no [14]. Tatad 
x y

^dx÷ J (2j —

Tā kā _y0 varam pieņemt pēc patikas, tap integrējot un liekot 
y0 = 0, dabūjam

tātad

ir dotā diferenciālvienādojumā pilnīgais integrāls.

X
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Līdzīgi dabūjam

_ a) ja 
natājs ir

ķ 
dx

∂M∖ 1 
dy / M ir tikai y funkcija, tad integrējošais reizi-

∕∕⅜V ∂M∖dy 
ļl = eJ ∂y) Λf.

.. . l∂N ∂M∖ 1 . ... . , , .. , . . .b) ja -------- z— —n-------ri∙ ir tikai xy = z funkcija, tad inte-' j ∖∂x dy xM—yN j

grējošais reizinātājs ir
f (∂N ∂M∖ dz 

J V à S>∕x-U->1V.

. . ∂N ∂M∖ x2 . ... . y f . .. ....c) ja -s--------5-1 ,, ,—r-, ir tikai z = z- funkcija, tad inte- 
, j \ dx dy Ì xM +yN x j

grējošais reizinātājs ir

Λ∂N ∂Λ1X Jddz
1____ à S>

.. . /S1V āī I . ... . g . 9. . ..d ja L--------5— n7~-------77? ir tikai z = xa + y- funkcija,' j t à ∂y / 2 (j∕Λf — λ7V) ' j
tad

∕-∕^,V ∂Λf∖ dz
μ = √A⅛ ∂yhθ'Λ→Λl)

c) Integrēšana ar mainīgo pārmaiņas palīdzību.

16. Integrēšana ar mainīgo pārmaiņas palīdzību. Dažkārt 
dotais diferenciālvienādojums dabū veidu, kāds ir vienam no 
aprakstītajiem integrējamiem diferenciālvienādojumiem, ja uz­
skata y par neatkarīgo un x par atkarīgo mainīgo. Tā, piemēram, 
diferenciālvienādojums

<y+∙>=)⅛ + ι = °

nav atrodams to jau apskatīto diferenciālvienādojumu starpā, kurus 
var elementāri atrisināt.

Pārveidojam šo vienādojumu, rakstot

(y3 -j- x) dy + dx = 0.
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Tad dabūjam ,
~ + x = -y2.
dy 1

Šis vienādojums ir pirmās kārtas un lineārs, ja uzskatām x 
par atkarīgo un y par neatkarīgo mainīgo.

d) Vienādojumi, kas integrējami ar katram īpat­
nēju substituciju.

17. Integrēšana ar substitucijas palīdzību, ievedot jaunu 
mainīgo. Ar šo paņēmienu dažos gadījumos var doto diferenciāl­
vienādojumu vienkāršot un pārveidot vienā no agrāk apskatītiem 
tipiem, ko var elementāri atrisināt.

a) Diferenciālvienādojumu
(χ + yy^c = a2 (a)

vienkāršojām, liekot
χ + y = z. (β)

Tad
j dy _ dz 

' dx dx
un

dx dx

Ievedot vērtības no (β) un (γ) vienādojumā (a), dabūjam:

un

[dz \2» (=- — 1 = αa, 
\dx /

dzz^ = a2 + z2 
dx

z2 dz . „
2 ī---- 2 — dx = 0.a1 + z2

Šajā vienādojumā mainīgie tagad ir separēti.
b) Vienādojumu

(x — y2) dx -)- 2 xy dy = 0,
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liekot
z — y∖

pārveidojam vienādojumā

(x — z) dx + x dz = 0.
Šis vienādojums ir homogens attiecībā uz x un z.

c) Vienādojumu
x^~y + x / = 0. (a)

dalot ar x, pārveidojam vienādojumā

Liekot y = z, (γ)

dabūjam , ,
dy dz , ....y — zx un = x -j- -L z. (o)j dxdx

Ievietojot vērtības no (γ) un (8) vienādojumā (β), dabūjam 

dz _____
X .—|- z — z + x V1+ z2 = 0 dx ' I r I

jeb

Šajā vienādojumā tagad mainīgie ir separēti. Piemēros a, c 
parādītās substitucijas ir derīgas tikai dotajam gadījumam. Šīs 
substitucijas ir atkarīgas no vienādojuma veida un katrā atsevišķā 
gadījumā jāatrod mēģinājuma ce|ā.

d) Vienādojumā
/ = φ (ax ÷ by + c), ,

kur a, b (≠ 0) un c = konst, 
liekam

ax + by c = «, 
kur u ir jauna, nezināma x funkcija.
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Diferencējot dabūjam a _ u>

Ievietojot vienādojumā y' = φ (w), dabūjam 

α+ ⅜(m) = w'=^ 

jeb .. _ . _ n 
, a 4- b^(μ) X ‘

Te atkal mainīgie ir separēti.

e) Diferenciālvienādojumu

∕ ⅞x + M + gļ Ì 
à φ ∖ α2x + b2y + ¾ / 

pārveidojam homogenā vienādojumā, liekot 
= un jy=j0 + η.

Ievietojot šīs vērtības vienādojumā (1), dabūjam

⅛ _ _ ∕ q1ξ + M + Q1⅞ + ĀļJo ÷ c1 
à dη φ ∖ rz2ξ + ⅛2η + a2x0 + b2y0 + c2

Lielumus x0 un y0 atrodam, liekot

alx0 + b1y0 + fj = 0 } 
a2x0 + Z>2j0 + c2 = 0 j' 

Tad vienādojums (y)îpieņem šādu veidu: 

dξ _ ∕ αiξ+ ⅛1η \ 
tfη - φ ∖ α2ξ + ⅛2η /'

(a)

(β)

(T)

(≡)

ω
Šis vienādojums ir attiecībā uz ξ un η homogens, to atrisinām 
ar jau zināmo paņēmienu, liekot

. η = ξt ∙ (ζ)
Vienādojumu (e) atrisinot, dabūjam (pēc substitucijas (ζ))

Λ(δ,0 = 0.
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Šajā izteiksmē ievietojam t = η. 
ξ '

(*)

(0

(*)

F1(ξ1) = F(ξ,η) = 0. (η)

Vienādojumā (η) ievietojam
ξ = x — χ0 un y=y-y0

un dabūjam vienādojuma (a) integrālu

F(x — x0, y — y0) = 0.
Šajā izteiksmē esošās lielumu x0 un vērtības dabūjam no (8). 
Šo paņēmienu nevar lietot, ja

⅛ _ ⅛ 
α2 ⅛2

Šādā gadījumā diferenciālvienādojums dabū veidu

dy _ i a1x + b1y + c1 \
dx — ∖ λα1x + λ⅛κy + ca /' 

Še liekam
α1x + 6i j + c1 = «j, 

kur w ir x funkcija.
Diferencējot (t) dabūjam:

ūi ÷ = "'>

y = ⅛⅛ (⅛≠0)

Ar (:) un (x) vienādojumam (^) varam piedot šādu veidu:
u' — α1_ / m 1
-⅛Γ λ (w — c1) + c2 /'

Vienādojumā (λ) mainīgos nu var separēt.

18. Uzdevumi
Mainīgie tieši separējami:

= 0. Atb. arc sinx -j- arc sinay = C.
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2) x ∣A 1 + yi + y 1Λ1 + x2

Atb.

dy 
dx
(1 +χ2)⅛ + (l +j,9)⅛ = C.

3) (1 + x)ydx + (1 —y)xdy = 0. Atb. ln (xy) + x —y = C.

Lineārie diferenciālvienādojumi:

4) ⅛-√tΓ7 = e*<x+1 )π∙ Atb.y = (x+l)"(^-j-C). 
UΛ Λ I 1

5) x(l — x2)^ + (2xa — l)_y = αx8.

Atb. ,y = αx + Cx ∣Λ 1 — x2.

m ⅛y I y _ x + /1 — xa 
j dx ^t^ ∕-(l _ χ2)8 (1 — xa)2 '

—X

Atb. v = + - * - .
- 1 — xa

Bernulli vienādojumi:

dz 1
7) j---- k 2xz — 2αx3z8. Atb. L"2 — C⅛a*, + axa + ., dx 1 E > 2a

r⅛ 18) (1 — x2) — xz = axL2. Atb. z~1 = C(x2 — 1)2 — a.

9) U2/ + χy) = i. Atb. χ-1 = Ce 2 — j∕a + 2.

Homogenie vienādojumi:

>°)
X

Atb. (x — y) ex~y — C.

11) j2 + x2 ⅛ — xy Atb. j∕ = *.

12) (> + ∕H^2) dx _ χ dy _ o. Atb. 2Cj∕ = C2x2 - 1.
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Vienādojumi, kas pārveidojami homogenos:

13) (7x — 3j + 3) dx + (3x — 7y 4- 7) dy = 0. 
(1 —x — y + 1 j5 (x + y — 1) — C.

14) (x — + 9) dx — (3x — 6y 4- 19) dy = 0 (atsev. gad.).

Atb. x — 3y + 81n (x — 2y 4- 1) = C.
Pilnīgs diferenciāls:

15) , । 1, x ⅝⅜-n
ļ/ xa 4- y2 ∖ ρrx2 4- y2∕ V

Atb. y2 = Ca — 2Cx.

16) 2xy dx 4- — 3x2) dy = 0. Atb. x2 — j2 = Cy*.

C. Pirmās kārtas augstākas pakāpes diferenciālvienādojumi

19. Pirmās kārtas augstākas pakāpes diferenciālvienādo­
jumā forma. Līdz šim apskatījām diferenciālvienādojumus, kuros 
/ atradās pirmajā pakāpē. Še apskatīsim diferenciālvienādojumus, 
kas dod vairākas y vērtības. Šādu diferenciālvienādojumu, kas 
dod n dažādas y vērtības, forma ir

∕ ⅛V÷ A i 4- 4-4 4 - 0
\dx]^Al\dxl +∙ ∙ , +4-irfx + ^-υ∙

Šajā vienādojumā koeficienti 41, 42, . .., 4π vispārīgā gadījumā 
ir x un y funkcijas. Atsevišķā gadījumā šie koeficienti ir pastāvīgi 
lielumi.

20. Pirmās kārtas n pakāpes diferenciālvienādojumi ar 
konstantiem koeficientiem. Pieņemsim, ka vienādojuma

(⅛)"+41(⅛rι+Λi(⅛r\dxl 1 \dxl 2 \dxl

A A-i + A = 0- (1)
d y 

koeficienti 41, 42........  An ir konstanti lielumi; ja uzskatām —
par algebrisku nezināmo, tad vienādojums (1) arī ir algebrisks.
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Pieņemsim, ka algebriskā vienādojuma attiecībā uz dy\ 
dxl

saknes

ir α1, a2, a,, . . a„. Vienādojuma (1) polinomu sadalot sakņu
faktoros, dabūjam

dy 
dx α0 dy 

dx an = 0.

No (2) secinām:
dy 
dx — α1 = 0 dy 

dx — α2 = 0; dy 
dx — an — 0.

(2)

(3)

Šo diferenciālvienādojumu integrāli ir:

y^ — ûjX ş C1∙, y2 — o2x —H C2» • • • ; y — 0-nX 4~ • (4)
Šo integrālu kopība ir līdzvērtīga vienam šādam integrālām:

(y — a1x- C1) — a2x — C2) ... (y — anx — C„) = 0. (5)
Šī vienādojuma atsevišķos partikularos integrālos atrodošos 
C1, Ci,. . ., Cn varam aizstāt ar vienu C, jo, dodot šinr C visas 
iespējamās vērtības, dabūjam visus partikularos integrālus, ko 
katrs faktors var dot. Tātad, neierobežojot vienādojuma (5) vis- 
pārīgumu, varam diferenciālvienādojumā (1) integrālu rakstīt šādi: 

(y — alx — C) (y — a2x — C) ... (y — anx — C) = 0. (6)

So izteiksmi pārveidojam, dalot abas vienādojuma puses ar x”:

Salīdzinot vienādojumu (7) ar doto diferenciālvienādojumu, izteiktu 
veidā (2), redzam, ka no dotā diferenciālvienādojumā 
dabūjam tā integrālvienādojumu, liekot diferen­

ciālvienādojumā vai y' vietā ———; tātad diferen- 
‘dx x

cialvienādojuma (1) integrāls ir ’

4" ^*-ι ) 4 — 0.
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Piemērs. âs_â---o
∖dx∕ dx

Saskaņā ar augšā norādīto šī diferenciālvienādojumā integrāls ir:

5
∣y-cγ 7 ∕y-c∖ 
\ x I \ x ' 2 — 0.

21. Pirmās kārtas augstākas pakāpes diferenciālvienādo­
jumā vispārīgais gadījums. Pieņemsim, ka diferenciālvienādo­
jums

f(x,v, A = 0 (1)
. \ - dxl ' '

dod šādas n vērtības :dx
% = fA×,y)∖%=h (*•>); • = Λ(*-J)∙ (2)

Pieņemsim, ka šo pirmās kārtas un pirmās pakāpes « diferenciāl­
vienādojumu n dažādie integrāli ir:

φ1 (x,y,C1) = 0; φ2 (x,J,C2) = 0; . . .; φn (x,>ςCπ) = 0. (3)

Tad diferenciālvienādojumā (1) vispārīgā integrālā veids būs

φ1(x,y,C1) φ2(x,J∕,C2) . . . φn(x,y,Cn) — 0.

Kā norādīts, arī še varam C1, C2, . . ., G, vietā rakstīt 

φι(*.y.C) φ2 {χ,y,C) ... φn(χ,y,C) — o 
ir dotā diferenciālvienādojumā (1) vispārīgais integrāls.

Piemērs.
Diferenciālvienādojumā

(4) 
tad

(5)

,9
2

I — xa = 0
uzskatām ⅛ par algebrisku nezināmo. Atrisinot vienādojumu 

attiecībā uz šo nezināmo, dabūjam '
⅛ — +č
à — v '
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tātad divus pirmās kārtas un pirmās pakapes diferenciālvienādo­
jumus: , ,

dy । λ dy ∩v -f- -ļ- x = 0 un v √----- X — 0.

Šo diferenciālvienādojumu integrāli, ir

/ + x2 — C = 0 un / — xa — C = 0. (β)

Dotā diferenciālvienādojumā vispārīgais integrāls tad ir

(/ 4- x2 — C) (j/2 — x2 — C) = 0. M
Kā no (a) un (β) redzams, vispārīgais integrāls izteic divas līkņu 
saimes; pirmā saime ir riņķi, otra — hiperbolas. /

D. Atsevišķu pirmās kārtas augstākas pakāpes diferenciālvienādojumu 
veidu integrēšana ar Lagranža paņēmienu

22. Vienādojumu diferencēšanas paņēmiens pēc Lagranža. 
Kā redzējām [21], apskatītā pirmās kārtas augstākas pakāpes 
diferenciālvienādojumā atrisināšanas paņēmiens pamatojas uz

pieņēmumu, ka diferenciālvienādojumu, kura

augstaka pakāpē, iespējams atrisināt attiecībā 

nādojumi var būt attiecībā uz algebriski

atrodas kādā dx

uz Šādi vie- 
dx

vai transcendenti.

Lai novērstu grūtības, kas var gadīties minēto vienādojumu atri­
sināšanā, apskatīsim integrēšanas paņēmienu, kuru pielietojot nav 

vajadzīgs vienādojumu atrisināt attiecībā uz Šis Lagranža 

dotais paņēmiens pēc savas būtības pamatojas uz diferenciāl­
vienādojumā iepriekšējas diferencēšanas.

Apskatīsim Lagranža paņēmiena pielietošanu atsevišķos gadī­
jumos.

23. Diferenciālvienādojums, kurā neatrodas j. Pieņemsim, 
ka diferenciālvienādojumā

f(4)=c∙ <"
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kurā nav y, atvasinātā — ir kādā augstākā pakāpē un ka vie­

nādojums attiecībā uz nav atrisināms, vai atrisināšana savie­

nota ar grūtībām. Pieņemsim, ka vienādojumu var viegli atrisināt 
attiecībā uz x. Tad no (1) dabūjam

ņ Wâ (2)

apzīmējot
⅛=Λ (3)

vienādojumu (2) rakstām šādi:
x = φ (p). (4)

Vienādojums (4) izteic sakaru starp x un p, Lagranža diferencē­
šanas paņēmiens dod iespēju dabūt sakaru starp y un p. Ar šī 
sakara palīdzību dabūjam dotā diferenciālvienādojumā atrisinājumu. 
Diferencējot (4), dabūjam

à = φ' (p) dp. (5)
No (3) seko

dx = . (3a)

Ievietojot šo à vērtību vienādojumā (5), dabūjam

y = T,(P)⅛∙ (6)

Šajā diferenciālvienādojumā separējam mainīgos:

dy=p.ψ (p) dp. (7)

Vienādojumu (7) integrējam:

V ≈jp^{p)dp ÷ C. (8)

Vienādojums (8) dod sakaru starp y un p. Izslēdzot p no vienā­
dojumiem (4) un (8), dabūjam:

Φ(x,y,Q≈0
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dotā diferenciālvienādojumā (1) integrālu. Ja p izslēgt nav iespē­
jams, tad vienādojumus

x = φ(p)

y=fpψ' (P) dp + C 

uzskata par diferenciālvienādojumā (1) integrālu parametriskā 
veidā.

Piemērs. Diferenciālvienādojumu 

&)’+£+*—=* <->

dv 
liekot ~ = p un atrisinot attiecība uz x, rakstām šādi: 

dx
X = 1 + P + Ps∙

Diferencējot dabūjam:
dx — (1 4- 3 p2) dp.

Tā kā
à-L, 

P

tad augšējo vienādojumu rakstām šādi:

⅛ = (1 ÷3^)φ.

Separejam mainīgos: 
dy = (p + 3ps)φ.

Integrējam:

Vienādojuma atrisinājumu parametriskā veidā dod vienādojumi 

x = 1 ⅛ p + ps 
y = ζ + -4p^c.
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24. Diferenciālvienādojums, kura neatrodas Pieņemsim, 
ka diferenciālvienādojumu

f(j,⅛ = O, 
V dxl (1)

kurā nav x un kurā ir augstākā pakāpe, var viegli atrisināt

attiecībā uz y. Liekam
dy 
dxp'

Tad no (1) dabūjam

(2)

y≈y(p).
Diferencējam:

(3)

dy — φ'(p) dp.
No (2) seko

(4)

dy = pdx. (5)
Šo vērtību ievietojam vienādojumā (4), tad

pdx = / (p) dp.
Separējam mainīgos:

(6)

dx — —dp.
P 

Integrējam:

(?)

x= fiiPdp+C. 
JP

(8)

Šis vienādojums dod sakaru starp x un p. Izslēdzot p no vie­
nādojumiem (2) un (8), dabūjam

Φ(x,y, Q = 0

dotā diferenciālvienādojumā integrālu. Ja p no vienādojumiem 
(2) un (8) izslēgt nevar, tad uzskata vienādojumus

y = φ (?) *
x= fffi⅛+C '

Jp

par diferenciālvienādojumā (1) atrisinājumu parametriskā veidā.



P i e m e r s. Diferenciālvienādojumu

. r1 1 ∕⅛Λ21 ∕⅛Λ8v = In 1 + — 1^- ,1. \dxl J \dxl - (1)

liekot

(2)

rakstām šādi:
V = 1∏(1 ⅛p2)-∕.

Tad
(3)

= ¾~≡ “ 3p2⅛>. (4)

Atvietojot dy ar pdx, rakstām:

, Pdx =1+^2 3p2dp. (5)

Separējam mainīgos:
. 2⅛

(6)— ļ _ļ_ ^2 opup.

Šī diferenciālvienādojumā integrāls ir

Q
X = 2arc tgp -^p,i + C.

Diferenciālvienādojumā (1) galīgo atrisinājumu dod vienādojumi

y = In (1 + p2) — p3
Q .

* = 2arc tgp — ģP2 + 'C.

25. Diferenciālvienādojums, kura atrodas abi mainīgie x 
un un atvasinātā./, un kas viegli atrisināms attiecībā uz x.
Šada vienādojuma forma ir

dy\
' dx∕ (1)
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Liekot ,

2-*∙ w
vienādojumu (1) rakstām šādi:

_ ×=f(y,p)∙ (3)
Diferencējam:

(4)

Liekot 
. dy dx = —, 

P 
rakstām: .

dy I àf , ...∕ = ⅛dy + j-p ş <°>

Sakārtojot šo vienādojumu, rakstām:

⅛-τ)dy-⅛,ip=0∙

Vienādojums (6) ir pirmās kārtas un ari pirmās pakāpes attiecībā 
uz Ş. Šis vienādojums ir vienkāršāks par doto. Ja vienādo­

jumu (6) varam izintegrēt, tad dabūjam sakaru starp y un p

γ(y,p,Q = 0. (7)

Izslēdzot p no vienādojumiem (3) un (7), dabūjam diferenciāl­
vienādojumā (1) integrālu.

Piemērs.
dy 
dx

(a)

Liekam
à

(β)

un vienādojumu (a) rakstām šādi:
ypi — 2 px + y = 0. (y)
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Atrisinot vienādojumu (γ) attiecībā uz x, dabūjam 

(1 + pa) x = y^p •

Diferencējot un ņemot vērā (β), dabūjam

(8)

~ p - 2 p 2 pa dp.

Pec mainīgo separēšanas rakstām:

. I + p2 , , (2p2 - 1 — p2) .dy = -ş- ⅛∕ + y ——ģ------ dp. (0

No (ε) pēc sakārtošanas dabūjam:

(1 — p2) (pdy + j/dp) = 0.

No šī vienādojuma izriet
1 — p2 = o 

un arī
pa^ -j- y⅛, — 0-

Vienādojums
1 — p2 — 0 

dod
p = ±l.

Ievietojot šo p vērtību vienādojumā (γ), dabūjam diferenciāl­
vienādojumā (a) atrisinājumu:

y = + x, (A)

Kā redzams, šis atrisinājums nav diferenciālvienādojumā (1) vis­
pārīgais integrāls, jo šinī atrisinājumā nav patvaļīgās konstantes C 
Šādu diferenciālvienādojumā atrisinājuma veidu sauc par diferen­
ciālvienādojumā singularo integrālu.

No vienādojuma , , , _j pdy+ydp = 0,

separējot mainīgos, dabūjam

dy.dp = 0 
y p ‘
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Šī vienādojuma integrāls ir

ln-j- Inp = In C.
jeb

un
py = C

p = y

Ievietojot šo p vērtību vienādojumā (γ), dabūjam

^-2^ + j = 0 

jeb
y2-2Cx⅛ Ca = 0. (B)

Šis vienādojums ir diferenciālvienādojumā (a) pilnīgais integrāls. 
Kā, salīdzinot (/4) un (6), redzams, singularo integrālu y = ÷ x 
nevar dabūt no pilnīgā integrālā, specializējot konstanti C.

26. Diferenciālvienādojumā atrodas x, y' ar / augstā­
kā pakāpē. Vienādojums viegli atrisināms attiecībā uz y.

Šāda vienādojuma veids ir 

y=f(x,p). (A)

Diferencējot šo vienādojumu, dabūjam

. df . . df . dy = ~ dx + ~ dp.
∂x ∂p r

Liekam
dy = pdx,

tad *
. df . . df . pdx= √- dx ÷ √- ap. r dx ' dp r

Pārveidojot vienādojumu, rakstām:

# . ⅛ 4- _ n
dp dx -r ∖dx μ

) = 0. («)
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Šis vienādojums ir attiecībā uz pirmās kārtas un arī pirmās 

pakāpes, tātad vienkāršāks nekā dotais diferenciālvienādojums, 
kurā ™ atrodas augstākā pakāpē. Ja vienādojumu (a) izintegrē- 

jam, tad dabūjam vienādojumu:

φ (x, p, C) = 0. (B)

Izslēdzot p no vienādojumiem (A) un (L), dabūjam dotā diferen­
ciālvienādojumā pilnīgo integrālu. Ja nav iespējams izdarīt p 
izslēgšanu, tad vienādojumi (/4) un (5) dod dotā diferenciālvie­
nādojumā atrisinājumu parametriskā veidā.

27. Lagranža vienādojums. Vienādojumā atrodas x,y,y' ar 
y augstākā pakāpē, pie kam x un y pirmajā pakāpē un x ar y 
nav reizināti. Šāda vienādojuma forma ir

y = *∕(p) + φ (P) (1)
Diferencējam vienādojumu (1):

dy = p dx = / (p) à ş x ∕' (p) dp + φ' (p) dp. (2) 

Šo vienādojumu pārveidojam:

dx
*7(p) = φ'(p)∙ • (3)

Dabūtais vienādojums ir pirmās kārtas lineārs diferenciālvienādo­
jums ar atkarīgo mainīgo x un neatkarīgo mainīgo p. Atrisinot 
šo vienādojumu, dabūjam

φ (x, P, Q = 0. * (4)
Izslēdzot p no vienādojumiem (1) un (4), dabūjam diferenciāl­
vienādojumā (1) vispārīgo integrālu.

Piemērs. Vienādojumā

y = 2x∕ + (/)• 
liekot

/ = *
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dabūjam _ , „j y = 2xp ψ pπ

un dy = pdx = 2pdx + 2xdp + npn~l dp.

Šo vienādojumu pārveidojot, dabūjam diferenciālvienādojumu

dx . 2 „— + -x = — npni, 
dp'p

kurā x ir atkarīgais un p — neatkarīgais mainīgais.
Šī lineārā diferenciālvienādojumā integrāls ir

x = -¾ - -4-i Pn^ 0» + 1 ≠ 0).
p2 n + 1 '

Pēdējais vienādojums kopā ar
y = 2px + p"

ir dotā diferenciālvienādojumā atrisinājums parametriskā veidā.

28. Klero vienādojums. Lagranža vienādojuma atsevišķu 
veidu, kad / (p) — p sauc par Klero vienādojumu; tātad Klero 
vienādojums ir

y = pχ + V (P)∙ (1)

To diferencējot, dabūjam

dy = pdx = pdx -∣- xdp + φ' (p) dp. (2)
No (2) izriet

[x + Ï (P)\ dp = 0 (3)
un tālāk

dp = 0, (4)

vai x -f- φ'(p) — 0. (5)
No (4) dabūjam

p = C. (6)
Ievietojot p vērtību no (6) vienādojuma (1), dabūjam diferenciāl­
vienādojumā (1) integrālu.

y = Cx -ļ- φ (C).
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No (5) izriet , .p = ω (x).

Ievietojot šo p vērtību vienādojumā (1), dabūjam dotā diferen­
ciālvienādojumā atrisinājumu, ko sauc par singularo integrālu

y = χ ω (x) -f- φ [ω (x)].
Piemērs.

f I Û /.V
y = ×y+y (i)

Liekam
y' = P, 

tad

y= xp + • (2)

Diferencējot dabūjam 
, , , , . adpdy = p dx — pdx + x ap------ ş

jeb
dp [ x---- — 0.V Pi )

No dp = 0 seko p = C, ko ievietojot diferenciālvienādojumā da­
būjam vispārīgo integrālu.

P I Û
y = Cx + g.

Ievietojot šīs vērtības vienādojumā (2), dabūjam 
j∕2 = 4ax, 

dotā diferenciālvienādojumā singularo integrālu.

29. Singularais integrāls. Klero diferenciālvienādojumā ga­
dījumā redzējām, ka pirmās "kārtas diferenciālvienādojumam bez 
vispārīgā integrālā, kurā atrodas patvaļīgā konstante C, ir arī vēl
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integrāls, ko nevar dabūt specializējot vispārīgā integrālā kon­
stanti C. Šis integrāls tātad nav dotā diferenciālvienādojumā 
partikulars integrāls. Šādu integrālu sauc par diferenciālvienādo­
jumā singularo integrālu.

Pieņemsim, ka diferenciālvienādojumā

∕⅛¾y) = o (i)
vispārīgais integrāls ir

F(x,y,C) = 0. (2)

Dodot konstantei C vērtības C1, C2, C3, ... dabūjam partiku- 
laros integrālus

F (x, y, C1) = 0; F (x,y, C2) = 0; F (x, y, C3) = 0,...

Ģeometriski apskatīts katra partikulara integrālā attēls ir līkne — 
integrallīkne. Šo integrallīkņu kopība veido partikularo integral- 
līkņu saimi. Kādas šīs saimes līknes punkta P koordinātās x, y 
un pieskares virziena koeficients / līknes punktā P apmierina 
diferenciālvienādojumu (1), un otrādi, ja kāda punkta P koordi­
nātās x, y un punktam P piekārtota līnijas elementa virziena 
koeficients / apmierina diferenciālvienādojumu (1), tad šāds punkts 
atrodas uz kādas partikularo integrālu saimes līknes. Pieņemsim, 
ka diferenciālvienādojumam (1) ir singulars integrāls, t.i., integrāls, 
ko nevaram dabūt, specializējot vispārīgā integrālā atrodošos C. 
Singularā integrālā attēls, kāda līkne, tad ir viena vienīga līkne, 
un tā nepieder partikularo integrallīkņu saimei, bet tomēr tā ir 
integrallīkne. Kāda šīs līknes punkta Po koordinātās x0, y0 un 
pieskares punktā Po virziena koeficients y0' apmierina diferenciāl­
vienādojumu (1). Kā augšā redzējām, šādā gadījumā punkts 
Po (x0, y0) un līnijas elements ar virziena koeficientu y0' atrodas 
arī uz kādas partikularo integrālu līkņu saimei piederošas līknes. 
No augšējā secinām, ka singularā integrālā līkne katrā savā punktā 
pieskaras kādai partikularo integrālu līkņu saimes līknei, un tādēļ 
singularā integrālā līkne ir partikularo integrālu līkņu saimes 
aptvērēja līkne. Tātad, ja dotam diferenciālvienādojumam (1) ir
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singulars integrāls, tad singulara integrālā līkne ir vispārīgā integ­
rālā (2) līkņu saimes aptvērēja līkne

No augšējā redzams, ka, ja zināms diferenciālvienādojumā (1) 
pilnīgais integrāls F {x,y, C) — 0, tad singularo integrālu dabū­
jam, izslēdzot C no vienādojumiem

F (x, y, C) = 0
∂F(x,y, 6) _

∂C ~t
(3)

Šāda karta dabūtais vienādojums

φ (■*, y) = 0 (4)
ir diferenciālvienādojumā (1) singularais integrāls, ja pārbaudot 
atrodam, ka tas apmierina šo diferenciālvienādojumu. Pretējā 
gadījumā vienādojums (4) izteic integrallīkņu singularo punktu ģeo­
metrisko vietu. Ja funkcija φ (x, y) sadalās faktoros ψ (x, y) un 
ω (*, y), tad jāpārbauda sakarības ψ (x, y} — 0 un ω (x, y) = 0. 
Tā no šīm sakarībām, kas apmierina diferenciālvienādojumu (1), 
tad ir singularais integrāls.

Piemērs. Diferenciālvienādojumā
*P2 — 2yp + ax = 0 (P = ⅛ )

integrāls ir ∖ ax i

2 y = ^ + aC

vai 2 yC — xi — αCa = 0. (a)

Diferencējam pēc C:
∂F̂ = 2y-2aC = Q. (β)

Izslēdzot C no vienādojumiem (a) un (β), dabūjam
j9 = ax9. (r)

Šis vienādojums ir dotā diferenciālvienādojumā singularais integ­
rāls; tanī nav konstantes C, un vienādojums, kā varam pārlieci­
nāties, apmierina doto diferenciālvienādojumu.
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Dotā diferenciālvienādojumā singularo integrālu var ari dabūtai 
paņēmienu, kas neprasa diferenciālvienādojumā integrēšanu, izejot 
tieši no diferenciālvienādojumā.

Pieņemsim, ka līknes I un II ir divu diferenciālvienādojumā 
(1) partikularo integrālu attēli ar vienādojumiem

F (x, y, C) = 0 (I)

F(x,y, C+ ΔC) =0. (II)

Pieņemsim arī, ka līkne A ir diferenciālvienādojumā singularā 
integrālā attēls. Tā kā līkne A ir partikularo integrālu līkņu ap- 
tvērēja, tā pieskaras līknēm I un II attiecīgos punktos M1 un Λfa. 
Līkņu I un II krustpunktā P pievilkto pieskaru virziena koeficien­
tus apzīmēsim ar y1' un y^. Šos virziena koeficientus dabūjam 
no vienādojumiem

∂F(x,y,C) , ∂F(x,y, C) 
à + ⅜~~ 'λ

un
∂F(x,y, C÷ΔC) ∂F(x,y, C ÷ ΔC) θ 

∂x ∣^ dy • Ja ,

kuros x un y ir līkņu I un 11 krustpunkta P koordinātās. Ja 
ΔC — 0, tad, kā redzams no augšējiem vienādojumiem,

lim j√ = yx' 
∆C→o.
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Kā no aptvērējas līknes teorijas zināms, ja ΔC → 0, tad līkņu 
I un II krustpunkts P tiecas uz punktu Λf1, kurā tad ir

K = Λ'∙
Ja diferenciālvienādojumā ievietojam punkta P koordinātās, tad, 
vienādojumu atrisinot attiecībā uz y, dabūjam ka j√≠j√.

Bet, ja dotajā diferenciālvienādojumā ievietojam aptvērējas 
līknes punkta M1 koordinātās, tad diferenciālvienādojums saskaņā 
ar teikto dod y^ = yl'. No teiktā redzams, ka dotajam diferen­
ciālvienādojumam f(x,y,p) = 0 visos aptvērejas līknes punktos 
ir attiecībā uz p divas vienādas saknes. Ja vienādojumam attie­
cībā uz p ir divas vienādas saknes, tad p ir ari vienādojuma

∂f(x,y,p) _ n 
dp

sakne. Izslēdzot p no vienādojumiem

f(×>y,p) = 0 
un

∂f(x,y,p) _ 
dp

dabūjam
ψ (x,y) = 0,

kas dod to punktu ģeometrisko vietu, kuros diferenciālvienādo­
jumam f(x,y,p) = 0 ir attiecībā uz p divas vienādas saknes. 
Saskaņā ar teikto, sakarība .

ψ (x, y) = 0, 
ja tā apmierina doto diferenciālvienādojumu, dod diferenciālvienā­
dojumā integrallīkņu saimes aptvērēju un tātad ir diferenciālvie­
nādojumā singularais integrāls.

Piemērs. Diferenciālvienādojumu

xp2 — 2 vp + ax = 0 (a)

diferencējot pēc p, dabūjam

xp — y = 0. (β)
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Izslēdzot p no vienādojumiem (a) un (β), dabūjam 
y2 — axa.

Te jāpārbauda, vai šādi dabūtais vienādojums apmierina diferen­
ciālvienādojumu; dotajā gadījumā tas notiek. Vienādojums^2 = ax2 
tad ir diferenciālvienādojumā singularais integrāls, kas saskan 
arī ar iepriekšējo.

Ja vienādojums , . . _ψ(Λ,^) = 0

neapmierina doto diferenciālvienādojumu, tad tas izteic integral- 
līkņu smai∣u ģeometrisko vietu:

30. Uzdevumi.

Atb.

/ \
Atb. \y — 2-----cj(y + X — 1

dy . dy3) x = — sin şz ax ax

4- Ce→) — 0.

Izslēgt p no vienādojumiem
n2 . .

y — p sinp — cos p -ļ- C un x = p — sin p.

4) y — 2a. Atb. Izslēgt p no vienādojumiem

x — C — — 2a I * Ì 2a+ arc tg/r un>—n
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5) (^Γ~2λ' ^+2^ = 0. Atb.y=Cx~. 
\dx/ dx ' J -z 2

Singularais integrāls ir x2 = 2y.

6) y {~∖ — 2x^-]-y = 0. Atb. y2 = 2 Cx — Ca. 
∙, \dxl dx s

Singularais integrāls ir y — ş x.

7) x = — + lnp—Iny. Atb. Izslēgt p no vienādojumiem 
p

p — Cej, un x = — -(- ln —
P 3' -

8) Dabūt līkni, kuras normāles nogriežņa garums no līknes 
punkta līdz krustpunktam ar x asi ir’ pastāvīgs lielums a.

Atb. Diferenciālvienādojums ir y p^ — a.
Vispārīgais integrāls ir ya + (x — C)2 = a2.

. Singularais integrāls y = +a.

9) Dabūt tādu līkni, kuras pieskares attālums no koordinātu 
sākuma ir proporcionāls pieskaršanās punkta abscisai.

Atb. Diferenciālvienādojums ir: -^=^==ax,
I, ' +∕,a

un integrāls parametriska veida ir:

x /■ 1 + P* P + ∕ Tψp = C,

V f 1 + Λ2 pΛP H- 1/ 1 -ļ- x?2 c (p -j-« i λ i + p*)∙

E. Diferenciālvienādojumu tuvīni integrēšanas paņēmieni

Ja dotais pirmās kārtas diferenciālvienādojums neatrodas starp 
tiem veidiem, kurus var izintegrēt ar norādītajiem elementārajiem 
paņēmieniem, tad jāpielieto tuvīni diferenciālvienādojumu integ­
rēšanas paņēmieni. Dažus no tiem še apskatīsim.
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31. Eilera-Košī integrēšanas paņēmiens. Doto diferenciāl­
vienādojumu . „ ...F(x,y,y') = 0 (1)

atrisinot attiecībā uz y', dabūjam

v'=f(x,y). (2)
Pieņemsim, ka f (x, y) ir vienvērtīga; ja tā būtu vairākvērtīga, 
tad mēs apskatītu vienu no vērtībām. Tātad uzskatīsim funkciju 
f(x,y) Par vienvērtīgu. Pieņemsim sākuma noteikumu, ka inte- 
grallīknei jāiet caur punktu

Po (-^o>^o)- (3)
Ievietojot x0 un y0 vienādojumā (2), dabūjam 

yo =∕(⅞∙Λ)∙
Še y0' izteic līnijas elementa virziena koeficientu punktā Po. Koor­
dinātu sistēmā (O, x,y) iedalām x asi vienādās daļās.

Caur dalījuma punktiem velkam taisnes || y asij. Šajā koordinātu 
sistēmā iezīmējam punktu Po. Uz y ass atliekam OA0 = y0'. 
Atliekam uz x ass pa kreisi no O garumu 1, tad RO = 1 ir
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zīmējuma mēroga vienība. Staram RA0 tad ir punkta Po līnijas 
elementa virziens. Velkot taisni caur Po ∣∣ RA0, dabūjam punktu 
P1. Ievietojot vienādojumā (2) punkta P1 koordinātu x1 un y1 vēr­
tības, ko ņemam no zīmējuma, dabūjam caur punktu P1 ejošā 
līnijas elementa virziena koeficientu y0'. Šo y vērtību atliekot 
uz y ass, dabūjam punktu A1. Stars RA1 dod minētā līnijas 
elementa virzienu. Velkam caur P1 taisni |ļ RA1 un dabūjam 
punktu P2. Punkta P^ koordinātu x2 un ^2 vērtības ieliekot vie­
nādojumā (2), dabūjam caur punktu P2 ejošā līnijas elementa 
virziena koeficientu y2. Šo y2 vērtību uz y ass atliekot, dabū­
jam punktu A2. Stars RA2 tad dod caur P2 ejošā līnijas elementa 
virzienu. Velkot caur P2 taisni ∣∣ RA2, dabūjam punktu Pa. Norā­
dītā kārtā konstrukciju turpinot, dabūjam poligonu Po P1 P2 Ps 
Pi P& . . ., kas, ja nogriežņi x1— x0, x2 — x1 utt. ir mazi, tuvīni 
attēlo ar sākuma noteikumu izvēlēto dotā diferenciālvienādojumā 
partikularā integrālā līkni. Līdzīgā kārtā šo konstrukciju varam 
izdarīt arī x ass negativajā virzienā. Vienības garumu OR var 
ņemt lielāku par zīmējuma vienību uz x un y asīm. Šādā gadī­
jumā arī garumi OAo, OA1 utt. atliekami mērogā, kura vienība 
r OR.

32. Grafiska integrēšana ar izoklinu pielietošanu. Doto 
diferenciālvienādojumu atrisinām attiecībā uz y, un pieņemam, 
ka izteiksmē

y'=f(χ,y) (1)

funkcija / (x, y) ir viennozīmīga.

Dodam atvasinātai / noteiktu vērtību C1.

Tad vienādojums 
cl=f(χ,y), (2)

grafiski attēlots, dod līkni (C1). Ar vienādojumu (2) katram šīs 
līknes punktam ir piekārtots viens un tas pats līnijas elementa 
virziena koeficients C1. Šādu līkni sauc par izoklinu. Saskaņā 
ar teikto 7. zīmējumā ar C1 apzīmētā līkne ir izoklina, kas dota 
ar vienādojumu (2).
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Izoklinas punktos P1, P2, ⅛ • • • iezīmetie līnijas elementi ir 
paralēli; to virziena koeficienti ir C1.

Liekot vienādojumā (1) y = C2, zīmējam līkni (C2):
C2=∕(^,j).

Tādā kārtā zīmējam līknes (C3), (C4) utt.

Katru līkni apzīmējam ar tai piekārtotā līnijas elementa vir­
ziena koeficienta vērtību (C1), (C2), (C3) utt.

Šiem virziena koeficientiem atbilstošos virzienus dabūjam šādi: 
No punkta 0 atliekam kādā pieņemtā mērogā vienības garu-
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mu OP. Tai paša mērogā atliekam y ass virzienā garumus 
OA1 = C1, OA3 = C2, OA3 = C3 utt.

Tad taisnes, piemēram, S1, virziena koeficienti ir

tg4OPC1 = ⅛ = C1.

Pieņemsim šādu sākuma noteikumu: meklētā integrallīkne iet 
caur punktu P1 (xi,yι). .

Tad tās pieskares virziens ir dots ar ∕1, kas paralēls S1. Integral- 
līknei jānonāk vēl nenoteiktā punktā P2 ar virzienu ^2, kas para­
lēls S2. Šis noteikums nav pietiekams, lai dabūtu punkta P2 vietu 
uz izoklinas (C2). Tā kā integralliknes elements P1 P2 ir mazs, 
tad pieņemsim, ka to varam tuvīni uzskatīt par riņķa loka ele­
mentu.

Šādā gadījumā QP2 — QP1. No teiktā redzams, ka punkts Q 
uz ∕1 mēģinājumu ceļā tā noteicams, lai QP2 — QP1. Šādā kārtā 
noteiktais punkts P2 ir integralliknes nākošā elementa sākuma 
punkts, kurā atkārtojam norādīto konstrukciju. Tādā kārtā turpinot 
konstrukciju, dabūjam punktus P3, P4 utt.
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Ja integrallīknes sākuma punkts, ko apzīmēsim ar Po, neatrodas 
uz izoklinas, tad rīkojamies šādi. Ieliekam punkta Po koordinātās 
x0 un y0 diferenciālvienādojumā, dabūjam virziena koeficientu 
y0'= f (x0, y0) — Co, kam atbilst pieskares virziens So. Caur 
punktu Po velkam taisni, paralēlu staram 50 un tālāko konstruk­
ciju izdarām kā iepriekšējā gadījumā norādīts.

Ieskatu par pielietojamo mērogu, par izoklinu savstarpīgo attālu­
mu iespaidu uz rezultātā precizitāti, kā arī par grafiskās integrē­
šanas precizitāti vispār, var dabūt vienīgi, izdarot grafisku integ­
rēšanu, mainot minētos apstākļus un rezultātus savstarpēji salī­
dzinot, kā arī salīdzinot grafiski dabūtos rezultātus ar analītiskā 
ceļā dabūtiem.

Nepieciešams tādēļ atrisināt šādus uzdevumus:
1) Atrisināt analītiski un grafiski diferenciālvienādojumu 

'4-

Sākuma noteikums: jax = 0, j — 0. Salīdzināt rezultātus punktā 
x — 4.

2) Atrisināt grafiski diferenciālvienādojumu 
y' = x2 -ļ- yi.

Sākuma noteikums: ar x = 0 arī y = 0.
Izoklinu paņēmiens dod pietiekami labus rezultātus; tas ir pa­

rocīgs pielietošanā, ja izoklinas viegli konstruējamas.

Pretejā gadījumā pielieto šādu grafiskās integrēšanas paņēmienu.
Pieņemam, ka punkts Po >r dots ar sākuma noteikumu.
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No diferenciālvienādojumā
/ =f(χ,y), 

ievietojot tajā x0 un y0, dabūjam

J√ = f(χo>yo)∙
Ar šo virziena koeficientu y0, zīmējam taisni P0S. Punkta 5 koor­
dinātās ir xl = x0 A un η = y0 + Aj∕0'. Še A ir mazs.

Punktā 5 līnijas elementa virziena koeficients ir 
√ =∕(*ι> η)∙

Ar šo virziena koeficientu velkam taisni caur P0S viduspunktu Λf11 
tā krusto abscisai λ⅛ piekārtoto ordinatu punktā P1. Var pierādīt, 
ka punkts P1 tuvīni ir integrallīknes punkts un Af1 Pl šī punkta 
pieskare. Atkārtojot konstrukciju, dabūjam integrallīknes punktu 
P2 un M2 P2 — šī punkta pieskari utt.

Šis paņēmiens ir vienkāršāks par izoklinu paņēmienu.
Poligona Po Q1Q2 Qt • • • malas ir integrallīknes pieskares, un 

punkti Po, P1, P2, P3, Pi ... ir integrallīkņu un poligona malu 
pieskaršanās punkti, jo, piemēram, punkta P1 koordinātās un poli­
gona malas Q1 Q2 virziena koeficients C1 apmierina doto diferen­
ciālvienādojumu. Staru So, 51, . . . konstrukcijai ieteicams ņemt 
vienību OP pietiekami lielu, lai zīmējot virzienus paralēli stariem 
50, Su ... tos varētu precizi novilkt. Ja virzienu poligona divu 
vienas otrai sekojošu malu virzieni maz atšķiras viens no otra, 
piem., So un S1, tad punktu Q1 var dabūt vienkārši tā, ka pieskari 
to turpinām līdz izoklinai (C1) un ņemam tās nogriežņa Po P1 
viduspunktu (sk. 9. zīm. apakšā).

33. Integrēšana ar pakāpju rindām. Ja pieņemam, ka dife­
renciālvienādojumu

y = ⅛=∕(*σ) (1)

var integrēt ar rindu, kuras argumenti ir {x — x0) vai vienkārši 
x un kas ar ∣ x ∣ < γ ir konverģenta, tad rakstām, ka

y = ⅜ + a1x + a2x2 + . . . = Σ aλx∖ (2) -
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Augšējās rindas koeficientu αλ atrodam ar šādu paņēmienu. Liekot 
y vērtību diferenciālvienādojumā, dabūjam

y=∑λαλ√^1 = ∕(x, ∑aλxλ)=f(x,y). (3) 

Pielietojot nenoteikto koeficientu paņēmienu, salīdzinot koeficien­
tus pie vienādām x pakāpēm, dabūjam vienādojumus koeficientu 
noteikšanai.

Piemērs. Dabūt diferenciālvienādojumā 
y' = χ2 4- j/2 

integrālu pie sākuma noteikuma: ja x = 0, ja y = 0.
Šis diferenciālvienādojums irtā sauktā Rikati vienādojuma atse­

višķs gadījums un nepieder pie elementāri integrējamiem dife­
renciālvienādojumiem.

Liekam
y = β0 + α1 x 4- α2 x2 + α8 x3 + . . . (1)

tad
y = α1 4- 2 α2 * + $ a3 *2 + 4 ai*8 + • • • (2)

Ievietojot vērtības (1) un (2) dotajā diferenciālvienādojumā, da­
būjam:
α1 4~ 2 α2 x -4 3 a8 x2 4- 4 a4 x3 -ļ- 5 α6 x4 4- 6 o6x5 4~ 7 α7 xβ 4­

+ . .. = xi + (α0 4- fl1x + a2x2 ÷ a,xs + ■ ∙ ∙ )2∙
Salīdzinot koeficientus pie vienādām x pakāpēm, dabūjam vienā­
dības: „

Û1 — ū0 ,

2 α2 = 2 α0 α1,
3 α3 = α12 4- 2 α0 α2 4~ 1 > .
4 ω∣ — 2 Og 4” 2 ûļ ū2,
5 α6 = 2 α0 α4 4- 2 o1 α3 4- a/,
6 Āģ — 2 0θ ūg 4- 2 ūļ tz4 4~ 2 ūļ ū3,
7 α7 = 2 α0 αβ 4- 2 c1 α5 4- 2 α2 α4 4- α32,

Tā kā saskaņā ar sākuma noteikumu jābūt α0 = 0, tad no augšējā
dabūjam:

= 0; a2 —0;a, = α4 = 0; α6 = 0; α6 — 0; α7 = 1 _ j_
7.9 63
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Ievietojot šos koeficientus vienādojumā (1), dabūjam:

* = V" + ⅛χ, + ∙∙'
Šajā gadījumā, pielietojot Maklorena rindu, kā parādīts [27], arī 
dabūtu šo atrisinājumu.

34. Integrēšana ar atkārtotām kvadratūrām. Diferenciāl­
vienādojumam y,=f(x,y), (1)

kam sākuma noteikums ir, ka pie x = x0, y-yo> rakstām integ­
rālu šādā veidā: x

y-y0 + ff(×,y)dx. (2)

Xo

Ja diferencēsim vienādojumu (2) pēc x, tad acīm redzot dabūsim 
vienādojumu (1).

Uzskatām y0 par y tuvīnu vērtību. Ieliekot yQ zem integrālā, 
dabūjam y uzlabotu tuvīnu vērtību :

’ X
Ji = Jo + / / (*- Jo) à. (3)

*«

Ievietojot y 1 vērtību zem integrālā, dabūjam atkal uzlabotu y tu­
vinu vērtību yï. x

yz=y0+f f(χ.yι) dx. (4)

Xo

Šādā kārtā turpinot, dabūjam tuvīnu vērtību
X

yn=y0 + ff(χ, j«—0 dx. (5)

xa

Piemērs. Atrisināt diferenciālvienādojumu 
y = χi -∖- y1

ar sākuma noteikumu: ja x — 0, y = 0. Šajā gadījumā dife­
renciālvienādojumam rakstām šādu integrālu

X
yn=f (χ2 ÷ [yn-1 (x)]2) dx.

0
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Tad ,r
Λ = / + 0) = y ,

0

f [ 2 I ∕-^bM . _ x3 , x7 _ X3 , X7J [X + ^3∣J^X- 3 + 7.9 - 3 ÷ θ3 , 
0

f Γ χΛ* 1 1*√κ+(⅜+⅛) à-z^à-'ş 

-0

2 11 _______ y∙ll 1 ______ψ 2079 ψ 59535 '

F. Pielietojumi ģeometrijā

35. Trajektorijas vienādojumam
F(x,y,C) = 0 (1)

koordinātu sistēmā 0XY atbilst līkņu kopa, ko sauksim par līkņu 
saimi. Katrai C vērtībai atbilst viena noteikta līkne no šīs saimes.
11. zīmējumā parādītas dažas 
ar vienādojumu (1) dotās sai­
mes C1, C2, C8 līknes. Likni, 
kas krusto šīs saimes līknes no­
teiktā leņķī, sauc par i z o g o n a­
lu trajektoriju. 11. zīmē­
jumā līkne A ir dotās līkņu 
saimes izogonalā trajektorija; 
krustošanās leņķis še pieņemts 
45°. Dotās līkņu saimes izogo- 
nalo trajektoriju kopība arī 
veido līkņu saimi, kas atkarīga 
no dotās līkņu saimes (1). Da­
būsim līkņu saimei (1) piekār- 11. zīm.

toto izogonalo trajektoriju saimes vienādojumu. 12. zīmējumā 
pieņemam, ka līkne I ir viena no tām, kas dotas ar vienādojumu

F(x,y,Q = 0 (1)
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un ka līkne II ir viena no izogonalo trajektoriju saimes līknēm. 
No 12. zīmējuma dabūjam:

⅞ = τi + Θ 
un

u. _ ⅛τl + ⅛θ f9x

Liekam tgτa = yļ, tgθ = m; tad
,,, _ K + m .

1 — ■

No vienādojuma (1) dabūjam:
+ W ⅛ _ o.

Apzīmējot ~ ==j∕, un — />, dabūjam
" * n'-√

Ievietojot šo ,y√ vērtību vienādojumā (3), dabūjam

, ∕> τ m Fy-Fi
1 , +
1 + m -p-

(4)
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jeb (atmetot indeku 2)
dy _ m Fy — Fx 
dx Fy 4- m Fx' (5)

Izslēdzot konstanti C no vienādojumiem (1) un (5), dabūjam dife­
renciālvienādojumu, ko integrējot dabūjam līkņu saimes (1) izogo- 
nalo trajektoriju saimes integrālvienādojumu. Ja pieņemam 
6 — 90°, tad m = oo. Šādā gadījumā trajektorijas sauc par 
ortogonālām.

Dalot vienādojuma (5) labajā pusē skaitītāju un saucēju ar m 
un liekot m → oo, dabūjam

dy _ Fy 
dx~ Fx' (6)

Izslēdzot no vienādojumiem (6) un (1) konstanti C, kas vispārīgā 
gadījumā vienādojumā (6) atrodas, dabūjam līkņu saimes (1) 
ortogonālo trajektoriju diferenciālvienādojumu.

Piemērs. Dabūt līkņu saimes .
xn+yn-C = 0 (a)

ortogonālo trajektoriju vienādojumu.
No (a) dabūjam

Fx = nxn~Fy = nyn~\ (β)

Ievietojot Fx un Fy vērtības no (β) vienādojumā (5), dabūjam
dy   n ∙ yn~1   yn~1 
dx - λ ∙ xn~' - x*~''

Kā redzams, šinī gadījumā augšējā vienādojumā neatrodas C; 
tātad C izslēgšana še atkrīt. Separējam mainīgos:

dy _ dx 
yrt-i χn-1 •

Integrējam: 
y~n+2 x~n+2   >

— n 4-2 - — n 4-2 “
jeb

χ2→ — = Ca.

6 Parasto diferenciālvienādojumu integrēšana 81



(a)
Piemērs. Dabūt līkņu saimes 

y2 — Cx = 0. 
ortogonālo trajektoriju saimes vienādojumu.

Šajā gadījumā = _C; =

Ievietojot šīs Fx un Fy vērtības vienādojumā (5), dabūjam 

dy  2j/ 
dx — C ‘

(β>

(ī)

No vienādojumiem (a) un (γ) izslēdzam C un tad integrējam: 

y dy + 2xdx = 0,

^+χ2=C12. (B)

Vienādojums (8) ir ar vienādojumu (a) dotās parabolu saimes 
ortogonālo trajektoriju saimes vienādojums. Kā redzams, šīs 
trajektorijas ir elipses.

36. Evolventas. Ar vienādojumu
y=f(x) (1)

dotās līknes pieskaru kopība veido taišņu sistēmu. Šīs sistēmas 
ortogonālās trajektorijas ir dotās līknes evolventas.

13. zīmējumā viena no ∞ daudzām līknes £ evolventām ir 
līkne E. Līknes £ evolventu vienādojumu dabūsim, kā norā­
dīts [35], izejot no līknes £ pieskaru kopības vienādojuma. 
Apzīmējot kāda līknes £ pieskares pieskaršanās punkta koordi­
nātās ar x, y un pieskares tekošās koordinātās ar ξ, η, pieskares 
vienādojumu rakstām:

η — y = y' (ξ — x). (2)

Ņemot vērā līknes £ vienādojumu, rakstām (9) šādi:

η-∕W-∕'(χ)(ξ-χ) = o. (3)
Vienādojums (3) izteic līknes (I) pieskaru kopību; katrai x vēr­
tībai atbilst ar vienādojumu (3) noteikta pieskare; tātad x ir 
līknes (1) pieskaru kopības izteicēja vienādojuma (3) parametrs.
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ko apzīmējam ar C. Liekot x vietā C, vienādojumu (3) rakstām 
šādi:

η-f(C)-f(C)(ξ-C) = O. (4)

Vienādojums (4) izteic dotā gadījumā taišņu saimi, kurai meklējam 
ortogonālo trajektoriju saimes vienādojumu. Saskaņā ar [35] no 
vienādojuma (4) izriet

∕⅞ = -f(Q un Fη = l. (5)

Šīs vērtības ievietojot vienādojumā

dabūjam •

Izslēdzot (t?) no vienādojumiem (4) un (7), dabājam meklēto 
trajektoriju, — dotā gadījumā — līknes (1) ,evolventu vienādo­
jumu.

Piemērs. Dabūt ar vienādojumu
yi — 4 ax (a)

dotās līknes evolventu vienādojumu.
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^y = 2]∕aχ-, tātad ∕(C) = 2jAzCj

y = 1⅛ tātad f(C) = ^. 
y x ļ/ C

Ievietojam /(C) un /'(C) izteiksmes vienādojumā (4):

F(ξ,η,C) = η-2∕'^-^J(ξ-O = 0. (β)

Šis vienādojums izteic to līkņu saimi, kurai meklējam ortogonālās 
trajektorijas. No (β) seko

⅞ = = 1.ζ / C

Ar šīm vērtībām dabūjam

Izslēdzot C no vienādojumiem (β) un (γ), dabūjam

αp2 ÷ ηp + € = 0. (8)
Vienādojums (5) ir meklēto līkņu saimes (a) evolventu diferenciāl­
vienādojums.

G. Dažas techniskas problēmas

37. Vispārīga piezīme. Kā jau norādījām [3], daudzās fizi­
kas, mechanikas un technikas problēmās sakarība starp neatkarīgo 
un atkarīgo mainīgo pieņem diferenciālvienādojumā veidu. Še ap­
skatīsim problēmas, kuru diferenciālvienādojumi ir pirmās kārtas.

Sekojošo problēmu atrisināšanā izšķiram divus posmus:
1) Diferenciālvienādojumā veidošana, pamatojoties uz dotās 

problēmas datiem; vispār šo darbību māca atsevišķas zinātnes, 
kā mecbanika, stiprības mācība, hidraulika utt.

2) Diferenciālvienādojumā integrēšana, ar ko tad dabūjam 
problēmas atrisinājumu.
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38. ūdens iztecēšana no trauka. Še apskatīsim divus gadī­
jumus.

1. piemērs. 14. zīmējumā parādītā trauka pamata laukums
ir apzīmēts ar F cm2. Trauka sānos ierīkotā cauruma laukums 
ir / cm2.

Laika momentā — 0 sākas ūdens iztecēšana no trauka 
pa caurumu /, ko pieņemam kā mazu, salīdzinot ar F. Šajā 
momentā ūdens līmenis virs cau­
ruma ir H cm*. Pieņemsim, ka kādā 
laika momentā t ūdens līmenis virs 
cauruma / ir A. Pamatojoties uz 
augšējiem datiem, dabūt sakaru starp 
iztecēšanas laiku t un līmeņa aug­
stumu A, ņemot vērā, ka traukā 
ūdens papildināts netiek. Meklēto 
sakaru dabūsim, salīdzinot ūdens til­
puma zudumu —FΔA laikā Δ∕ ar 
ūdens tilpumu Q∆t, kurš iztecējis

14. zīm.

(»)
pa /. Tātad

— FΔΛ = QΔΛ

Laikā ∆t ūdens līmenis traukā izmainās par —ΔA. Ūdens šajā 
laikā iztek zem kāda vidēja spiediena augstuma A1 ar kādu vidēju 
ātrumu v1, tā ka, ja Δ∕ → 0, tad A, → A un v1 → v, kur v ir 
augstumam A atbilstošais iztecēšanas ātrums. Saskaņā ar Toričelli 
formulu rakstām: ______

= A 1/ 2ghl. 0)
Šajā formulā atrodas koeficients A, tā sauktais iztecēšanas koefi­
cients, ko dod hidraulika. Laikā ∆t iztecējušā ūdens tilpums ir

Q∆t=f∙ky 2ghl∆t. (γ)
Saskaņā ar (a) rakstām:

— FΔA = / > Aj/ 2gh} -Δ,∕.
Dalot vienādojuma abas puses ar ∆t, dabūjam 

-F^/.AAĀ (8)
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un tā kā, ja ΔZ → 0, arī A1 → A, tad
lim (— F = 1im (/ • A 1/ 2gh)

M→0 \ ΛZ→0

vai ievērojot, ka, ja Δ^ — 0, arī A1 → A,

Separējam mainīgos:

dt = — F

Integrējam:
f∙k^2g

A 2 dh.

pie mērs 15. zīmējuma plāna un pretskatā paradītajā 
sienā atrodas caurums, kura laukums F samērā ar trauka

pamata laukumu ir liels. Pa šo caurumu no trauka iztek ūdens, 
pie kam, ūdeni pievadot, līmenis traukā tiek uzturēts pastāvīgā 
augstumā H. Atrast vienā sekundē no trauka iztekošā ūdens til­
pumu Q.

t = — 2 F
f-k^īg (0

Ar sākuma noteikumu, ka laikā t0 = 0 ir A = H, nosakām kon­
stanti C. Liekot augšējā vienādojumā ī=0 un A = ∕∕, dabūjam

un

0 = — 2F
f- k]∕r2g

H2 + C

2 F - C = —^—7/2. 
f >k∖r2g

Ievietojam C vērtību vienādojumā (e):

. 2F / 1/ — -- -- ;=- ∕√ 2 _ (ζ)

Šis vienādojums ir dotās problēmas atrisinājums. Laiku F, kurā
trauks

2. 
trauka

iztukšojas, dabūjam no izteiksmes (ζ), liekot tajā A — 0:
2 F 1

7 —
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Tā kā še cauruma augstums, salīdzinot ar ūdens spiediena aug­
stumu H, samērā liels, tad še nevar pieņemt, ka cauruma vertikālos
punktos iztecēšanas ātrums ir 
konstants. Svītrotā elementārā 
laukumā dF ūdens iztecēšanas 
ātrums ir

v = 2 gx.

Sekundē iztekošā ūdens tilpums 
Q tad dabūjams, ievērojot, ka 
dF = bdχ∙.

Q — JvdF =

Λ1

15. zhn.

Integrējot un- ievedot iztecēšanas koeficientu k, dabūjam:

Q = | bk (hj - h^Y

39. Gruntsūdens akas aprēķināšana. 16. zīmējumā ar līniju 
CD apzīmēts ūdens necaurlaidīgais slānis, ar AB gruntsūdens 
līmenis. Līnija IK apzīmē cilindriskas akas asi. Cilindra rādiuss 
ir r. Ja katrā sekundē no akas ņemam ūdens tilpumu Q, tad 
ūdens līmenis akā pazeminās. Pieņemsim, ka, turpinot ūdens smel­
šanu, pēc kāda laika iestājas stacionārs stāvoklis, t. i., ūdens akā 
nostājas nemainīgā līmenī EF. Šādā gadījumā sekundē akā ieplūs­
tošā ūdens tilpums līdzinās no akas ņemtajam ūdens tilpumam Q. 
No pētījumiem zināms, ka šādā gadījumā gruntsūdens līmenis 
veido kādu līniju GEFH un ka gruntsūdens pieteces ātrums n 
attālumā x no akas ass ir proporcionāls līknes pieskares virziena 
koeficientam šajā vietā. Tātad '

dy 
dx'v = k • (1)
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Iedomāsimies ap aku cilindru ar rādiusu x, tad caur šī cilindra 
saslapināto virsmu

2 π xy

no ārienes uz akas pusi sekundē caurtekošā ūdens tilpums ir

2 πxykddyχ. (2)

Stacionārā stāvoklī no akas ņemtais ūdens tilpums līdzinās pie­
plūstošam ūdens tilpumam; tātad

Q = 2πxykd^. (3)

Diferenciālvienādojumā separējam mainīgos:

dx 2 π⅛ , ...x =-q y⅛- w
Integrējam:

1∏ x≈^y* + C. (5)

Sākuma noteikums, ka pie x = r, y = h, dod
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un
. C=lnr-π^h∖ (6)

V
C vērtību no (6) ievietojam vienādojumā (5):

V2 — Ä2 '
Q = πAj (7)

ln- r

Pieņemsim, ka attālumā R no akas ass stacionārā stāvoklī novē­
rots gruntsūdeņa līmenis H; tad, liekot izteiksmē (7)

y = H, x = /? un H — A = s, 
dabūjam

™ (2H-s)s. (8)
ln ln .r r

Šis vienādojums dod sakaru starp s un Q. Ja ūdens necaurlai­
dīgais slānis atrodas dziļi un H ļoti liels, salīdzinot ar s, tad 
augšējo formulu varam rakstīt šādi:

Šādā gadījumā Q tieši proporcionāls līmeņa pazeminājumam s.

40. Slodzēts stabs ar pastāvīgu šķēluma spriegumu. 
Pieņemsim, ka jāveido smags balsts ar horizontālu riņķa šķēlumu 
tā, lai no slodzes P un staba pašsvara cēlušies spriegumi visos 
staba horizontālos šķēlumos būtu vienādi.

Apzīmēsim spriegumu ar σ un materiala īpatnējo svaru ar γ. 
Saskaņā ar 17. zīmējumu staba šķēlums I ar laukumu F (x) ir 
padots slodzei P un staba daļas ABCD pašsvaram Ģ. Staba šķē­
lumā I tad ir ,

cF(x) = P+Q (!)
un staba šķēlumā II

σ [F(x) + dF(x)] = P+Q + dQ.. (2)
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Atņemot (1) no (2), dabūjam 

σ ∙ dF(x) = dQ.

No zīmējuma redzam, ka

F(x) + [F(x) + dF(x)∖ . _ ’ ,
dĢ — —-----^^ 2"------- - à — 7^(-c)à -j-

(3)

+ τ^∙

<∕F(x)dx ir otrās kārtās bezgalīgi mazs lielums, salīdzinot ar 
F(x)dx, augšējā sumā tāpēc to varam atmest; tad

Tx

17. zini.

dQ = ^{F(x)dx. (4)

Šo dQ vērtību ievietojam vienādo­
jumā (3):

adF(x) = γF(x)dx.

Separējam mainīgos:

dF (x) _ γ , 
F(x) - σ '

Integrējam:
ln∕7(x) = J x + C

un
- X

F(x) = C1e° . (5)

Sakuma noteikums še ir 
(5) dabūjam

p
pie x = 0, F(0) — —; to ievērojot, no

Tad vienādojums (5) dod

F(x) =
p L
σ

(6)
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Apzīmējot staba šķēluma riņķa rādiusu ar y, rakstām:

p ? X
F(χ)=y'iπ= e ° 

un

Tā esam dabūjuši līknes ABEG vienādojumu šķēlumā caur 
staba asi.

41. Ķermeņa temperatūras sakars ar laiku atdzišanas 
procesā. Ja kāda ķermeņa temperatūra ir T un apkārtnes gaisa 
temperatūra To, tad saskaņā ar Ņūtona likumu temperatūras T 
krišanas ātrums ir proporcionāls starpībai T — To∙ Apzīmējot 
laiku ar t, saskaņā ar teikto rakstām:

- £ = *O,-n)∙ (i)

Še £ ir proporcionalitātes faktors, kas jādabū no temperatūras 
krišanas procesa apstākļiem.

Vienādojumā (1) šķiram mainīgos:

∕ ∕0
Integrējam:

In (T — To) = — kt C. (3)

Šis vienādojums dod sakaru starp ķermeņa temperatūru T un 
atdzišanas laiku t.

Piemērs. Pieņemsim, ka gaisa temperatūra To = 20° un 
ka apskatāmā ķermeņa temperatūra 20 minūtēs krīt no T1 = 100° 
uz 60°.

Kad ķermeņa temperatūra būs 30°?
Vienādojumā

ln (T —To) = — Ai ÷ C (a)
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aprēķināsim C no sākuma noteikuma, ka laikā t = 0 T — 100°.
Šīs vērtības ievietojam augšējā vienādojumā:

ln(100- 20)= —⅛∙O + Cj 
tātad

C— In (100 — 20) = In 80.

Ievietojam C vērtību vienādojuma (a):
ln(Γ- T^ — — ^ + ln80. (β)

Šajā vienādojumā nezināms vēl A; to dabūjam no noteikuma:
T = 60°, kad t — 20 min. Ievietojam šīs vērtības vienādojumā M:

In (60 — 20) = — k • 20 + In 80.
Tad

Ievietojot šo £ vērtību vienādojumā (β), dabūjam:

(1 ∖ 2∩9∩1∏ 2 ( + ln80= In ş
' 220

/ i \ — t '
jeb 7'-7o = 8θ(^2θ. (γ)

Vienādojums (γ) dod apskatāmaja problēma sakaru starp ķermeņa 
temperatūru un atdzišanas laiku t.

Ar T = 30 dabūjam

jeb

Tā kā 8 = 28, tad

Tā dabūjam

t. i., ķermeņa temperatūra krīt no 100° uz 30° 60 minūtes.
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TreSa nodaļa

Augstākas kārtas diferenciālvienādojumi
A. Vispārīgas ziņas

42. Augstākas kārtas diferenciālvienādojumā forma. Integ­
rālā eksistence. Sākuma noteikums. Augstākas n-tās kārtas 
diferenciālvienādojumā veids ir

λ ∕ dy d2y
X dx ' d^

..^)=0 
dxn / (1)

vai ar atvasināto simboliem

, y(n>) = 0. (la)

Še zīme Λ( ) apzīmē kaut kādu sakaru starp neatkarīgo mainīgo x, 
atkarīgo mainīgo y un atkarīgā mainīgā atvasinātām, līdz n-tai at­
vasinātai ieskaitot Daži no mainīgiem, piemēram, x vai-y, vai,y' utt. 
var arī vienādojumā nebūt; pat gadījumā, ja vienādojumā atrodas 
tikāi y<n>i šāds vienādojums tomēr ir n kārtas diferenciālvienādo­
jums. Atrisinot diferenciālvienādojumu attiecībā uz dabūjam

y(n) _ f(x,y,y',y", . . . , y»-») — 0. (2)

Redzam, ka vienādojumā esošo augstāko atvasināto varam 
izteikt pilnīgi noteiktā kārtā ar vienādojumā esošiem pārējiem 
mainīgiem. Ja norādītais atrisinājums dod vairākas yfn> vērtības, 
tad apskatām vienu no tām. Tālāk pieņemsim funkciju / par 
noteiktu un viennozīmīgu.

Diferencējot vienādojumu (2), dabūjam

y ∂x^ ∂yy ∂y,y " ∂y<n~l>y

Ievietojot augšējā vienādojumā^ — f(x,y,y', .. ∙,yfn~lj) redzam, 
ka vienādojumā (3) labajā pusē atrodas noteikta izteiksme, kurā 
kā mainīgie atrodas x,y,y'., . . ., y'n υ, un tāpēc varam rakstīt:

= /i (x, y,y', ,yθ-υ). (3a)
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Šajā vienādojumā ∕1 ir pilnīgi noteikta zināma funkcija ar parā­
dītiem argumentiem. Diferencējot vienādojumu (3a) augšā no­
rādītā kārtā, dabūjam

yn÷2> _ χ2 (χ1 j,yj . . ., yn- V).

Turpinot diferencēšanu, dabūjam:
yn+8> — y3 (χ,y,y, . . . , y ^), 

— fi(χ,y,y',υ),

Visas funkcijas /1, /2. /3, /4> ... ir pilnīgi noteiktas un zināmas; 
tās dabūtas augšā norādītā diferencēšanas ceļā, izejot no dotās 
funkcijas ∕ (x,y,y', . . . , yfn~li). No augšējā redzam sekojošo. 
Ja pieņemam x sākuma vērtību x0 un apzīmējam šai sākuma 
vērtībai piekārtotās funkcijas y un tās atvasināto vērtības ar 
y0,y0', ∙ ∙ '>y^n~x∖ tad no diferenciālvienādojumā nevaram atrast 
šīs n vērtības. Tās atbilst vienai vienīgai noteiktai x = x0 vēr­
tībai; tām jābūt pastāvīgām, bet patvaļīgi pieņemamām. Tur- 
pret'm y^,y^n+x∖y^,...

ir pilnīgi noteiktas ar vērtībām x0,y0,y0,, .... j√π~υ un dotas 
ar vienādojumu (3) un tā diferencēšanas rezultātiem.
Pieņemsim, ka

y = φ(x),

kur φ (x) ir meklētā funkcija. Šo izteiksmi rakstām šādā veidā: 

y = φ (⅞ + x — *0)
un, izvirzot to Teilora rindā, dabūjam

... x — Xg , . . . (x — x0)2 „ , . . ,y = φ (⅞) H—∩~q φ (⅞) H--------21 y (χo) + ∙ ∙ ∙ ÷

, (x — x0)"-1 „ , . . (x —x0)π ... .
+ 1)T ? + nT φ ^o) ÷

+ ⅛+⅛ ^+υ^+∙∙∙
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Kā redzams, še
φ (x0) =y0;

φ'(*o)=Jo.......φw(⅞) =y<^ = f(×o,yo,yo, • • • ,J</"-");

φ<"+1>(x0) = /1 (∙*o.Jo∙Jo'. - - - , Jo<π^υ)l

(*o) = /2 (*0.J0. Jo'..........Jo'""")-
Ievērojot šīs izteiksmes, augšējo rindu rakstām tā:

. x — ⅞ , I , J — Jo H-------∩—Jo + ■ ∙ ∙ ÷

, (x — Xo)"~1 n , (x —Xg)" , , , ... ,
ş (ņ—l)! y° ÷ »ļ ∕ ^o> J0>J0...........Jο^"") +

I f (χ V V ' V (n—1)\T /i t∙*o>Jo. Jo......... Jo 7 +

+ ........Jtf->>+- w

Pieņemsim, ka funkcijas ∕,∕1,∕2>∕3. pie argumentu vērtībām 
X — Xg> J — Jo, j' — Jo', - -, J(n~1) — j0,n^^1* ir tādas, ka augšējā 
rinda ir savirzāma visām x vērtībām kādā intervālā, kas satur x0. 
Tā kā savirzāmā rinda (4) izteic meklēto y kā x funkciju, tad 
tas pierāda, ka diferenciālvienādojumam (2) ir integrāls. Viegli 
redzams, ka diferencējot n reizes rindu (4), dabūjam funkcijas 
∕(χ.J∙ J'»y". • ■ • , J(n~υ) izvirzījumu rindā. Šis pierādījums nav 
pilnīgi precizs, ja še pieņemam, ka x atrodas tuvu x0, ka rinda 
diferencējama, un vispārīgi neielaižamies tās atsevišķu īpašību 
apskatā.

Kā noskaidrojām, lielumi j0, j0',j0",. . ., y^n~^^ visi ir pastāvīgi 
un patva∣igi. Šīs savirzāmās rindas (4) suma ir kāda x funkcija; 
šajā funkcijā saskaņā ar augšējo jāatrodas minētiem n patvaļī­
giem lielumiem , „ .

Jo. Jo. Jo..........

Apzīmējot šos lielumus ar C1, C2, C8.........C⅛, varam rakstīt, ka 
«tās kārtas diferenciālvienādojumā (1) integrāls ir

j = φ (x, , C3, C8,.. ., C„).
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Tātad n-tās kārtas diferenciālvienādojumā integrālā atrodas n 
patvaļīgi pastāvīgi lielumi. Šādu diferenciālvienādojumā integrālu 
sauc par pilnīgo vai arī vispārīgo integrālu. Specializējot vispā­
rīgā integrālā konstantes, dabūjam partikularus integrālus.

Piemērs. Diferenciālvienādojumu

j = — j
saskaņā ar augšā norādīto atrisinām šādi. 

Diferencējot dabūjam:

j"' — — 
yv = -y' = -(-y)=y, 
J^.. = j'. .. ..

y" = —y utt.

Kā redzam, ja pieņemam y0 un ^'> tad no augšēja seko:

jo" = — y0 
Jo'" =— Jo' 
Joiv = Jo 
Jov — Jo'
JoVI = — Jo utt. 1

Izvirzām izteiksmi y = /(x) Maklorena rindā:

Yov x6 । Jovl*6 ,

Ievietojam šajā rinda yj, Jo"' utt. vērtības no (a):

J = Jo ÷ Jo' X + (—Jo) 2T ÷ (—^o') 3T + Jo 4-s ÷
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Sakārtojam šīs savirzāmās rindas locek|us:

(y2 y4 v∙β \1-2l + 4!-6-!÷∙∙∙) +

+y°(χ-⅛-l + ‰-∙∙∙)∙

Kā redzams, pirmajās iekavās rinda izteic cos x un rinda otrās 
iekavās izteic sin x. Apzīmējot vel y0 ar C1 un y0, ar C2, aug­
šējo sakarību rakstām šādi:

y = C1 cos x 4* C2 siti x. ∙ (β)
Šis vienādojums ir dotā diferenciālvienādojumā y" = — y in­
tegrāls. Diferencējot vienādojumu (β), dabūjam:

√- = — Ci sin x + C2 cos x, dx 1 12»
d? y

= — C1 cos x — C2 sin X — — (C1 cos x + C2 sin x). (γ)

No (β) un (γ) redzams, ka še 
y" = —y.

43. Diferenciālvienādojumā veidošana no attiecīgā integ­
rālā. Pieņemsim, ka diferenciālvienādojumā

F(χ.y,y,,y".........>)) = o (i)
integrāls ir

φ (x,y, C1, C2 ,.. ., Cπ) = 0. (2)
Vienādojumu (2) diferencējot vienu reizi, dabūjam

?i (χ,y.y', c2,.,., Q = o.
Otru reizi diferencējot, dabūjam

φ2 (χ,y,y,,y", c1, c2,..., c„) = 0;
un pēc diferencēšanas n reizes —

Ψ*(*.JS/».?'». . . , yn), G» e2, : . ., Q = 0.

Tātad ar diferencēšanu dabūjam « vienādojumus, kuriem pievie­
nojot arī integrālu (2), dabūjam n -ş- 1 vienādojumus. Izslēdzot
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no šiem n -ļ- 1 vienādojumiem n konstantes C1, C2,..., G», 
dabūjam vienu vienādojumu, kurā atrodas x, y, y, y",... , yn>; 
Šim vienādojumam jābūt identiskam ar doto diferenciālvienādo­
jumu (1); ja izslēgšanas rezultāts būtu sakarība

ω (χ,y,y',y'",..., yn)) = 0 (3)
un tā nebūtu identiska ar diferenciālvienādojumu (1), tad ar (3) 
palīdzību varētu izslēgt y^ no dotā diferenciālvienādojumā, la 
kā tādā gadījumā nebūtu iespējas pie dotā x = x0 izvēlēties 
patvaļīgas vērtības « funkcijām y,y,,y", . . . ,yπ~,), tad redzams, 
ka pieņēmums .par funkciju ω nav pareizs, tātad izslēgšanas rezul­
tātam ir jābūt identiskam ar doto diferenciālvienādojumu (1).

44. Diferenciālvienādojumā pirmie integrāli. Par diferen­
ciālvienādojumā

F(x,y,y∖y",. .. , y^)= 0 (I)
pirmo integrālu sauc vienādojumu

Ψ (*. y. V > y‘"......... y{n^> G) = 0. (2)
Pirmā integrālā tātad atrodas par vienu kārtu zemāka y atvasinātā, 
nekā dotajā diferenciālvienādojumā (1), un viena patvaļīga kon­
stante. Ja vienādojumu (2) atslēdzam attiecībā uzC1, un rezultātu 

f(χ,y,y,,y",..., y(n~") = c1
diferencējam pēc x un dabūjam vienādojumu (1), tad tas ir pie­
rādījums tam, ka vienādojums (2) ir diferenciālvienādojumā (1) 
pirmais integrāls. Divi pirmie integrāli ir neatkarīgi viens no otra, 
ja to konstantes ir neatkarīgas. Ja dotam diferenciālvienādojumam 
(1) zināmi n neatkarīgi pirmie integrāli:

Ψι (*-yy>. ∙ ∙ = 0, ψ2 {χ,y,y,,.... y-".G) = 6,

¾(χ∙y,y,> ∙..,y"~1>,c3)=o,...ψn (χ,y,y,... ,yπ-ι,cn)=o, 
tad, izslēdzot no šiem n vienādojumiem (n — 1) lielumus 
y',y", . . . , yπ-b, dabūjam vienādojumu

φ(x,y, C1,C2 , . . . , Cn) —0,
kas ir dotā diferenciālvienādojumā (1) pilnīgais integrāls.
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B. Otras kārtas diferenciālvienādojumu veidi, kuri elementāri integrējami

45. Veids y" — A, kur A pastāvīgs dotais lielums. Otras 
kārtas diferenciālvienādojumus integrē, pielietojot vispārīgu paņē­
mienu: ar substitucijas palīdzību pārveido otras kārtas diferen­
ciālvienādojumu pirmās kārtas vienādojumā. Šo vienādojumu 
integrē, kā parādīts pirmās kārtas diferenciālvienādojumu integrē­
šanā. Pec tam integrē substitucijas vienādojumu, kas arī ir pir­
mās kārtas, ar to tad dabūjot dotā diferenciālvienādojumā integ­
rālu. Tā kā to dabū, izdarot divas integrēšanas, tad integrālā, 
kā redzams, un no agrākā arī zināms, jāatrodas divām patva­
ļīgām konstantēm. Šo konstantu aprēķināšanai vajadzīgi divi 
sākuma noteikumi. Pielietojot minēto paņēmienu diferenciāl­
vienādojumā

/ = A (1)
integrēšanā, liekam

X = p. (2)
Tad

şş <°'

Ievietojam šo y vērtību diferenciālvienādojumā (1):

Ka redzams, diferenciālvienādojumā (1) integrēšana ir reducē­
jama uz diferenciālvienādojumu (4) un (2) integrēšanu. Integrējam 
vienādojumu (4): _ ...

Ievietojam šo p vērtību vienādojumā (2):

= C1.dx

Šo vienādojumu integrējam:

y=^+Cιx^C2, (6)

Vienādojums (6) ir dotā diferenciālvienādojumā (1) vispārīgais 
integrāls.
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46. Veids y" =∕(x). Šo diferenciālvienādojumu integrējam 
līdzīgi iepriekšējam. Liekam

un dotais diferenciālvienādojums dabu šādu veidu:

• Z-Ş (3)

Integrējam vienādojumu (3):

p=ff(x)dx + C1. (4)

Ievietojam šo p vērtību vienādojumā (1):
⅛ =∕∕(x) à + c,.

Separējam mainīgos:

dy — dx y/ (x) à + G dx.

Integrējot dabūjam
ff (x) dx -ļ- Cl x + C8, 

kas ir dotā diferenciālvienādojumā vispārīgais integrāls.

47. Veids F(y',y") = 0. Liekam

y = p, tad y" dp 
dx ‘

Ievietojot / un y" vērtības diferenciālvienādojumā, dabūjam pir­
mās kārtas diferenciālvienādojumu

Šo vienādojumu atrisina ar agrāk iztirzātiem paņēmieniem.
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Piemērs. Atrisināt diferenciālvienādojumu 
Z =/+ 1.

Liekot 
y=pu∏χ= ⅛, 

dabūjam

= pa + 1.ax 1
Separējam mainīgos:

1⅛ =

Šī vienādojuma integrāls ir

arc tg p = x ⅛ C1 
jeb

tg(x+C1)=p.
.... dyIevietojam p —

⅛(χ + c,)= J

Mainīgo separēšana dod '

dy = tg (x + C1) à.
Integrējot dabūjam

y + ca = Γtg (x+c1) à = f⅛±⅛> ⅛ (x + c,) 
J √ <-OS -Γ C1J

jeb
j -f- Ca = ln cos (x -f C1).

Šis vienādojums ir dotā diferenciālvienādojumā integrāls.

48. Veids F(y,y") = 0. Liekam

, . . „ dp dp dy dp
∙z r à dy dx dy

Ievietojot dotajā diferenciālvienādojumā y* ^=p^, dabūjam

0. (1)
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Šis vienādojums ir pirmās kārtas attiecībā uz y un p. Vienādo­
jumu atrisinām, kā norādīts pirmās kārtas diferenciālvienādojumā 
integrēšanā. Vienādojumu (1) atrisinām attiecībā uz y":

Separējam mainīgos; , 
pdp = f (y) dy.

Šī vienādojuma integrāls ir:

⅞ = Jf(y)dy + C.

No augšējā vienādojuma seko:

p = Vr2∏Wdy^^ (šeit C1 = 2Q 
jeb

⅛ = ≠2ff(x)dy+ci 

un

* = 7 ' 
r2∕∕⅛)<⅛ + cl. .

Integrējot dabūjam
<" +c,.

I/ 2∕∕(,y) dy + C1

Šis vienādojums ir dotā diferenciālvienādojumā integrāls.

Piemērs. Atrisināt diferenciālvienādojumu

y"=-ky.
Ar substitucijām

y' — P
UM 

„ dp 
y = p 77-
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dotais vienādojums iegūst šādu veidu:

> 0).

8epar6jam mainīgos un integrējam:

pdp = — ky dy,

p2 — i c
2 - 2 ş '

p = V c1 — ä/.
dvLiekam p = separejam mainīgos un integrējam:

dx — —=====
∕ C1-ky"

Pārveidojot dabūjam:

ļAĀ(x + Ca) = arc sin J,

< ļ/A y = sin ļ/"Ā (-< + Ca) =sin (∕aλ4-C8),

■ ļ ∕ ζr / __
— I/ = ( sin ∕ kx cos C8 + cos'ļ/ kx sinCs)

•jeb
y — A cos γ kx + B sin jΛ⅛x.
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49. Veids. F (x, y', y") = 0. Liekot, kā agrāk, 

, „ dpy' = p u1>∕=^,

dabūjam diferenciālvienādojumu

kas ir pirmās kārtas attiecībā uz x un p. Ja šo vienādojumu 
varam ar agrāk parādītiem paņēmieniem izintegrēt, tad dabūjam 
φ(x,p,C1) = 0. Šo vienādojumu atrisinām attiecībā uz p:

P= 2χ 
tad

y — ļf(x, CJ à + C2.

Ja vienādojumu φ (x, p, C1) — 0 nevar atrisināt attiecībā uz p, 
bet atrisināšana iespējama attiecībā uz x, tad dabūjam:

x = φ(p, CJ (a)
un dx = ψ' (p, C1) dp.

No p = dabūjam dx =

Šo à vērtību ievietojam augšējā vienādojumā:

⅛ = 'V(p,CJdp.

Separējam mainīgos un integrējam:

dy = pφ'(p, C1) dp,

J = fpφ,(p,C1)dp + C2. (?)

Dotā diferenciālvienādojumā integrālu šādā gadījumā dabūjam, 
izslēdzot p no vienādojumiem («) un (β), bet, ja tas nav iespē­
jams, tad šie vienādojumi dod diferenciālvienādojumā atrisinājumu 
parametriskā veidā ar parametru p.
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Piemērs.

Liekam:

Atrisināt diferenciālvienādojumu 

xy" -f-y = 0.

y = ?un y = g:

x + p = 0.à 1 r

Separējam mainīgos un integrējam: 
dP <dx_Q 
p ' x '

lnp ⅛ lnx — ln C1, 
px — C1, 

dy = c^ 
r dx x

Atkal separējam mainīgos un integrējam:

, _  λ dx 
⅛ = c'x

un j/ = Cj In x -f- C2.
Šis vienādojums ir dotā diferenciālvienādojumā vispārīgais inte­
grāls.

50. Veids F (y, y, y") — 0. Liekam y = p, tad
= dP=dp dy dp

dx dy dx p dy’ '

Dotais diferenciālvienādojums ar šīm vērtībām pieņem šādu veidu:

f(λλp⅛)=0. (2)

Šis vienādojums ir pirmās kārtas attiecībā uz mainīgajiem y un 
p. Ja šo diferenciālvienādojumu varam atrisināt ar agrāk norā­
dītiem paņēmieniem, tad dabūjam vienādojumu

/ (j, Pt G) = 0. (3)
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Ja šo vienādojumu var atrisināt attiecībā uz p, tad 

o = φ(y, Cj), 

^ = τθ,∙¾

à — —■ ■< 
ψ (.V» cι)

un
* = f + 0, (4)

J P (J> cι)

Šis vienādojums ir dotā diferenciālvienādojumā integrāls. Ja 
vienādojumu (3) nevar atrisināt attiecībā uz o, bet var atrisināt 
attiecībā uz y, tad

y = Ψ (p. Q). (5)

dy = ψ'(^, C1) dp,

dy = pdx = <1>' (p, C1) dp.

Separējam mainīgos:
. ψ'(A C1) . dx — ———- dp.

P
Integrējam:

* = J dp ÷ Ca. (6)

Dotā diferenciālvienādojumā integrālu dabūjam, izslēdzot p no 
vienādojumiem (5) un (6); bet, ja tas nav iespējams, tad vienā­
dojumus (5) un (6) uzskata par dotā diferenciālvienādojumā 
atrisinājumu parametriskā veidā ar p kā parametru.

Piemērs.

Atrisināt diferenciālvienādojumu:

yy" 4-/■ = 1.
Ar substitucijām

. ,, dp .y = p un y" = p
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augšējais vienādojums pieņem šādu veidu:

Šo vienādojumu pārveidojam un sēparējam mainīgos: 

yp dp + — 1) dy = 0,

I >
Integrējam:

1 ln(pa- l)÷hv = lnC1

un
v-^-λy=C^

Šo vienādojumu pārveidojam:

•" P = ⅛ = - ∕<a + A
r dx ' y * 1 , x

Sēparējam mainīgos:

Šī diferenciālvienādojumā integrāls ir

J2 = x2 + 2C2x + Cg.

51. Veids F (x,j,y,y,) = 0. Pieņemsim, ka šis diferenciāl­
vienādojums ir homogens attiecībā uz y, y un y. Šādā gadīju­
mā jabat: ,

F (x, λy, λy, λy") — X» F (x. _y, y, y).
Še liekam .

y = efldx∙
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Tad
fzdx 

y = zej
un

y" = z'e^ + = (z' + z2) ejzdx

Augšējās izteiksmēs z ir kāda nezināma x funkcija. Ievietojot 
y' un y" izteiksmes dotajā diferenciālvienādojumā un dalot to ar 
, ∣2dx . . 1-, ... . , .
kopējo reizinātāju , dabūjam pirmās kārtās diierencialvienā- 
d°i"mu FH√ + fl = 0.

No šī vienādojuma dabūjam z kā x funkciju. Dabūto z vērtību 
ievietojam substitucijas vienādojumā 

fzdx 
y — e , 

kas tad dod y kā x funkciju.

Piemērs. Atrisināt diferenciālvienādojumu 

yy" —ya — 6xy2 — 0.

Tas ir homogens attiecībā uz y, y' un y" ar dimensijas rādītāju 2. 
Liekam ‘

fzdx fzdx /à
y — e ,y = z e ; _y" = (z' + z2) e 7 .

Ievietojam šīs izteiksmes dotajā diferenciālvienādojumā:

/à + V- = 0.

, 2 fzdx ∖
So vienādojumu dalām ar e 7 :

z' + z2 — z2 — 6x = 0

jeb z' — 6x — 0.
Šajā vienādojumā separējam mainīgos un integrējam: 

dz — 6 xdx = 0, 

z = 3x2 + C.

Šo z vērtību ievietojam substitucijas vienādojumā y = ;
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tad
f(Sx'+C) dx x∙+Cx + C, 

V — e — e
jeb

4- Cx 
y = C2e

52. Uzdevumi.
1) y <v->- = Λ Atb. x + C, = L ∕4a + c

(2α 1∕^ j —Q.

2) _y j" — y2 = 0. Atb. -y = C1 eCx.

3) yy” + y2 = 1. Atb. / — (χ + C1)2 = 6.
jts

4) y" — 2xj' 4- x2y = 0. Atb. y = C1e2 cos (x + C).

Piezīme. Pirmās kārtas diferenciālvienādojumā atrisināšanā 
jālieto substitucija z — x — «.

5) x2y, + xy' — y = 0. Atb. y = Cx + .

Piezīme. Pirmās kārtas diferenciālvienādojumā atrisināšanā 
jālieto substitucija zx = \

6) y' — k2y = 0. Atb. _y = -j- C2e~kx.

7) xy" + y = 1. Atb. _y = x -∣- C1 ⅛ C2 In x.

C. n-tās kārtas diferenciālvienādojumu veidi, kurus var elementāri izintegrēt

53. Vispārīgas ziņas, «-tās kārtas diferenciālvienādojumu vis­
pārīgais veids ir

F (χ,y,y',y".........y ,n~υ = 0.

Nav tādu paņēmienu, ar kuriem šādu vienādojumu varētu 
katrā gadījumā slēgtā veidā izintegrēt. Integrēšanu var izdarīt 
tikai atsevišķos gadījumos, kad diferenciālvienādojums dots 
atsevišķos noteiktos veidos. Integrēšanas paņēmiens ari še gal­
venā kārtā pastāv substitucijas pielietošanā.
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54. Veids yπ> = k ir visvienkāršākais. Ievērojot, ka

= ş"
dx

diferenciālvienādojumu rakstām šādi:

ş-" = k 
dx '

Separējam mainīgos un vienādojumu integrējam:
jf<—i) = à ⅛ C1.

Šo vienādojumu rakstām tā:

, - = Ax + C1.

Atkal separējam mainīgos un integrējam:

y- 2>= £ +c1χ÷ca.

Tādā kārtā turpinot, pēc «-kārtīgas integrēšanas dabūjam

y = ~ + + C2x"~2 + ... + X + C„.

55. Veids — f(x). Šo diferenciālvienādojumu integrējam 
līdzīgi kā iepriekšējā gadījumā.

Piemērs. Atrisināt diferenciālvienādojumu

∕" = xa + sin x
Integrēšanu izdarām šādi:

ym — = x2 -f- sin x,

dy" = (x2 -f- sin x) dx,

x9
— 3 — cos x 4- C1,
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_ dy' _ x8
dx 3 cos λ ⅛ C1,

dy' — — co&x -|- CJ dx,

y = — — sin x + C1 x ÷ Ca,

>. dy x4 . ,
y = dx~\2 ~sιπx+ C1x÷C2,

/ \
rfy = I — sin x + C1 x + Caj ckx,

y6
= θθ ÷ cos x ⅛ C1 -ģ + Ca x + Cs.

56. Veids F (y^ 1 ∖yπ9 = 0. Šo vienādojumu integrējam ar
substituciju

yn-l) _ îgd y^ — .

Ievietojot šīs izteiksmes diferenciālvienādojumā, dabūjam pirmās 
kārtās vienādojumu

f(p⅛} = o. (1)
¾ ∖ ,

Ja šo vienādojumu var atrisināt attiecībā uz tad
ζ≡^)∙ "

Separejam mainīgos un integrējam:

• dx =7A, 
/(p) (2)

Še dabūjam

(3)

x = φ (p, C1). (4)
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Atrisinām šo vienādojumu attiecībā uz p:

p =y-υ = ψ (x, C1).

Pēdējo vienādojumu integrējam, kā norādīts [55]. Ja vienādo­
jumu (4) nevar atrisināt attiecībā uz p, tad pielieto šādu paņē­
mienu.

Tā kā
, „ dv<a~V p — vļ"—l) — ------

dx

dy'n~^ — pdx.
tad

Šajā vienādojumā ievietojam dx vērtību no (2):

Šo vienādojumu integrējam:

2) — f j- A

Pārveidojot augšējā vienādojuma kreiso pusi, rakstām:

dy^_ s pdp ,

un
dy<^ = dx J* 4- G à,

+c.-+⅛=/âM + c**+⅛∙

Turpinām diferenciālvienādojumā integrēšanu ar norādīto paņē­
mienu; rezultātā dabūjam šādu izteiksmi:

y = φ (p) 4- β X"-2 4- C Xn~3 4- • • ■ + N. (5)

Dotā diferenciālvienādojumā integrālu dabūjam, izslēdzot o no 
vienādojumiem (3) un (5).

⅛
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Piemērs. Atrisināt diferenciālvienādojumu 
y"' — y" = 0.

Liekam y" = p un y"' — ; tad dotais diferenciālvienādojums

pieyem šādu veidu:
⅛-P = 0.
dx

Šķiram mainīgos un integrējam:

P

, lπp ÷ In C = x,

P = ^ex= Cle*, 

P=y" =āx = C1^’ 

dy' = Cl ex áx, 

y = ⅛ = c1^ + c2, 

dy = C1 ex dx -∖- C2 dx, 

y = C1 e* + C2 X -∣- Cs.

57. Veids F O>"-r>, >">) =0. 
Šo liekam 

dn~2y . . dny d1p 
tad dxn~dx*'

Ar augšējiem apzīmējumiem diferenciālvienādojums

(1)

dabū šādu

(2)
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Ja iespējams šo vienādojumu atrisināt attiecībā uz , tad

dip 
dxi (3)

jeb
P"≈f(pK

„ dp' dp' dp p'dp' . _. .
Ta ka p" — tad augšējo vienādojumu va­

ram rakstīt šādi:

Separējam mainīgos un integrējam:

p' dp' = /(p) dp un ζ = /7 (p) dp + C;

^∕∕l?)dp + C15 (5)

______ dp_______ ,
= ^ζ77(rt⅛ + q' <6)

x = f ViffWp + Q + c’= φ te c" ς,λ σ,
Ja augšējo vienādojumu var atrisināt attiecībā uz p, tad

p = ψ (x, C1, Ca), 
un varam rakstīt

yπ-2) = ψ (x> qi C2).

Šo diferenciālvienādojumu atrisinām ar paņēmienu, kas parādīts [55]. 
Ja vienādojumu (7) nevar atrisināt attiecībā uz p, tad lietojam 
šādu paņēmienu.

Tā kā

tad

dv^n~3>

dy(∏S) _ p dx.
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Šajā vienādojumā ievietojam dx vērtību no (6):

dP do
dx = τ==== — ; (8)

V2 ff (ι>) dp + Cl Ψ (P) 
dabūjam

dy<"~ 8) = .
Ψ(P)

Šo vienādojumu integrējam:

y J Ψ (P)+ dx

Separējam mainīgos:
dy<n~^ = dx f + C8dx.

J ψ⅛) 8

Šinī vienādojumā ievietojam dx vērtību no (8); tad

ΨW J Ψ w 
un

∕→ = f⅛ + q,x + c. = ^. (9)
J ψ(p) J Ψ (?) à

Turpinot integrēšanu pēc šī parauga, dabūjam

j = φ (p) + -f- Eχ^-* + N.. . (10)

Izslēdzot p no vienādojumiem (7) un (10), kā rezultātu dabūjam 
dotā diferenciālvienādojumā integrālu.

58. Veids F{x,y <n-1ζjW)= 0. Liekam 

y^)=p u∏y(") = ⅛.

Ar šīm izteiksmēm diferenciālvienādojums dabū šādu veidu:

F (x, p, = 0.
\ à/
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Šo pirmās kārtas diferenciālvienādojumu starp x un p atrisinot, 
dabūjam

p=f(x.C) 
un

Z" » =f(x, C).

Šo vienādojumu integrējam, kā parādīts [55ļ.

Piemērs. Diferenciālvienādojumu

χyW _ 3/" _ χ4 — o 
integrējam, liekot

V" = P-

Tad dotais diferenciālvienādojums dabū šādu veidu:

χ ~ —3p — xi = 0 dx λ
jeb

dp 3 „
------p = xá.dx x

Šo pirmās kārtas lineāro diferenciālvienādojumu integrējam ar 
Bernulli vai ar konstantu variācijas paņēmienu:

p = χ4 + C1 x3.

Ar šo p nozīmi rakstām
∕" = x4 + C1 x3.

Šo vienādojumu integrējot, kā parādīts [55|, dabūjam

y = ^ + ^ + C22^+c^ + c‘ 

jeb
> = ⅛÷ ^x« + Bxi + Cx + D.

59. Viendimensionali diferenciālvienādojumi. Ja uzskatām 
diferenciālvienādojumā atrodošos y par m-tās un x par pirmās 

dimensijas lielumiem, tad ~ = lim ir (m — 1) dimensijas
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dPy _
d^c2 —
d3y

lielums. Še m uzskatām par veselu skaitli, izteiksme 
d^

— ~ , kā redzams, ir (m — 2) dimensijas lielums,

dx— ir (m — 3) dimensijas ult.

Ja visiem diferenciālvienādojumā locek∣iem ir augšā minētā no­
zīmē viena un tā pati dimensija, tad tādu diferenciālvienādoju­
mu sauc par v ie n d i m e nsi on a lu. Apskatīsim viendimensionala 
diferenciālvienādojumā gadījumu, kad m = 1; tad x unj ir abi 
pirmās dimensijas lielumi. Šādā gadījumā liekam

y = xz un x = e* (1)

Šīs izteiksmes diferencējot, dabūjam

dy , dz ⅛ dz dz/ = 2 + x ,- = z + r —- — z ş (2)à dx ' e⅛ Ķ 1 d⅛
un

dya∙ _ dz d-z d⅛ _ dz d2z d⅛ _
dxi dx d⅛2 dx g⅛ d⅛a t∕⅛

- (d⅛ ÷ d⅛a∕ , ,

dv d^vIevietojot augšējās un vērtības dotajā diferenciālvienādo­

jumā, dabūjam diferenciālvienādojumu starp zun⅛. Še jāpiezīmē, 
, ka izteiksmes (3) labajā pusē faktora e^pakāpes rādītājam var būt 

kāds koeficients, kas, ja diferenciālvienādojums ir viendimen- 
sionals, noteic pa kreisi stāvošā diferencialkvocienta dimensiju. 
Dotajā gadījumā ar pieņēmumu m = 1 koeficients (— 1) fak­

torā rāda, ka ir (— 1) dimensija. -

Ievērojot teikto, ja izdaram parādīto substituciju viendimensio- 
nalā diferenciālvienādojumā, reizinātāja pakāpes koeficients (šinī
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gadījumā (— 1) katra diferenciālvienādojumā loceklī būs tas pats; 
vienādojumu tāpēc var dalīt ar šo reizinātāju e~^.

Piemērs. Atrisināt diferenciālvienādojumu
i

Kā redzams, šis diferenciālvienādojums ir viendimensionals, ja x 
un y abus pieņemam par pirmās dimensijas lielumiem. Pielie­
tojot norādīto substituciju, dabūjam

Vienādojumu varam dalīt ar tad

Šis diferenciālvienādojums starp ⅛ un z ir formā

F (z,', z', z) = 0.

Tā integrēšana ar substituciju z' = p parādīta [50], Ar šo sub­
stituciju augšējais diferenciālvienādojums dabū pirmās kārtas 
diferenciālvienādojumā veidu. Vispārīgā gadījumā pieņemam, ka 
y ir m-tās dimensijas. Tad liekam

x — un y = xm z = zem∖
Dabūjam

dy /dz . \ , ..._ _ — I — • 
dx \dx /

A = $ + <2w - 9 A -j- M (M - l) utt.

Piemērs. Diferenciālvienādojums

λ4 ⅛E — /^3 ş. 2χv — 4v2 
dx2~Γ ^lxy)dx y
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ir viendimensionals, ja 
dimensijas lielumiem, 
diferenciālvienādojumu

à 
Ķa

uzskatām x par pirmās un y par otrās 
Izdarot norādīto substituciju, dabūjam

dz

kura veids ir
F(z", z', z) = 0.

60. Mainīgo maiņa. Ar šo paņēmienu var daudzreiz vien­
kāršot dotā diferenciālvienādojumā veidu. Apskatīsim dažus ga­
dījumus.

a) Atkarīgā mainīgā maiņa.
Diferenciālvienādojumā

diy 2 dy ..
-÷⅛ + - ∙ ≠ — niy = 0dxi x dx ■

liekam 2 — xy.

Tad diferenciālvienādojums dabū ļoti vienkāršu veidu 

⅛±-∏2 2 = 0.

b) Neatkarīgā mainīgā maiņa.
Diferenciālvienādojumā

2 + tg x Žc + y C0S = 0

liekam

un arī dabūjam ļoti

2 — sin x 

vienkāršu veidu 
d?y , ~⅞ + ∫ = dz2

61. Uzdevumi.

1) aym =y*.

2) dyv = y".

Atb. y — Aea + Bx + C.
X _ X

Atb. y = Aea + Be a-[-Cx-∖-D.
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3) yv — x sin x. Atb. j∕ = x siπ x + 4 cos x + 
"∣~ Cx3 -f- C1X2 —|— C*2X Cg»

4) (/")« - 3 j" + 2 = 0. Atb. y = 1 (x + Q* + ’ x« + 

+ C1 X + C2∙ 
⅜∙3 I β y2

5) x/" +>" = x + 1. Atb. y = 1∏x +

+ C1x + C2.

D. Augstākas kārtas diferenciālvienādojumā tuvīnas integrēšanas 
paņēmieni

*62. Otras kārtas diferenciālvienādojumā grafiska integrē­
šana. Diferenciālvienādojumu

¾ ∕, y,) = o (i)

atrisinām attiecībā uz y", pie kam sakarībā

• y"=f(χ,y,y') (2)

funkciju / pieņemam kā viennozīmīgu. Ja atrisinājums dod vai­
rākas y" vērtības, tad apskatām vienu no tām. Kā redzams 
no (2), y” ir noteikts lielums, ja doti lielumi x,y,y'. No ģeo­
metriskā viedokļa raugoties, tas nozīmē, ka y" ir noteikts, ja 
pieņem plaknē kādu punktu P ar koordinātām x,y un šajā punktā 
virzienu ar virziena koeficientu y'. Ievērojot teikto, pieņemam 
ka punktā P(x,y) zināmi y' un y". Šādā gadījumā diferencial- 
geometrija dod

t. i., integrallīknes liekuma rādiusu punktā P; ar tā palīdzību 
varam zīmēt integrallīknes turpinājumu, lietojot šādu paņēmienu.

Ar sākuma noteikumiem dots integrallīknes punkts Po (x0,y0) 
ar virziena koeficientu tg τ0 = y0'. Ievietojot šos dotos lielumus 
vienādojumā (2), dabūjam integrallīknes punktam Po piekārtoto
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j∕0". Ievietojot y0' un y0" vērtības formulā (3), dabūjam integral- 
liknes punktam Po piekārtoto liekuma rādiusu p0:

3

?° - yQ" •

Ar dotiem lielumiem x0, y0,y0' un aprēķināto liekuma rādiusu p0 
sākam integrallīknes zīmēšanu šādā kārtā: 18. zīmējumā atliekam 
uz x ass OP = 1, šajā mērogā atliekam uz y ass pieņemto 
lielumu j√ = OA0. Taisnes 7'0 virziena koeficients tad ir y0,. 
Zīmējam plaknē doto punktu Po un zīmējam šajā punktā

18. zim.

taisni ∕0 ar doto virziena koeficientu y0'. To izdarām, zīmē­
jumā velkot ⅛ll⅞∙ Punktā Po velkam stateni pret ∕0. Uz 
šī stateņa atliekam aprēķināto p0 un dabūjam liekuma centru Co. 

, Ap Co velkam riņķi ar rādiusu p0. Uz šī riņķa, kas ir punkta Po 
liekuma riņķis, pieņemam punktu Pl. Ja loks PaPλ ir mazs, tad 
punkts Px tuvīni atrodas uz integrallīknes. Punktā P1 velkam 
stateni t1 pret C0P1. Taisne r1 tad dod integrallīknes pieskari 
punktā P1. Caur P velkam taisni 711| taisne Γ1 nogriež arī 
uz y ass OA 1, ko izmērījot staru diagramas' mērogā dabūjam 
taisnes ∕1 virziena koeficientu y1'. y1" dabūjam, ievietojot for­
mulā (2) punkta P1 koordinātu x1 un ¾ vērtības, mērītas zīmē-
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juma mērogā, un j√ vērtību, mērītu staru mērogā. Šo y1" un ylf 
vērtību ievietojot formulā (3), dabūjam p1. Atliekot uz taisnes 
PχC0 garumu p1, dabūjam liekuma centru C1. Ap liekuma centru C1 
velkam riņķi ar rādiusu p1 un uz šī riņķa pieņemam punktu Pa 
tuvu punktam P1. Ar šādu pieņēmumu konstruētais punkts P2 
atradīsies tuvīni uz integrallīknes. Punktā Pa velkam stateni Z2 
pret taisni P2C1. Tad taisne ⅞ ir integrallīknes pieskare punktā P2. 
Caur punktu P velkam Ta1∣ ⅛. Stars Ta nogriež uz ass 
OA2, kas, mērīts staru mērogā, dod punktam P2 piekārtoto ya. 
Šādā kārtā, konstrukciju turpinot, dabūjam integrallīknes tuvīnu 
attēlu P0P1PaPs utt.

Kā redzams, šī Integra llīkne ir sastādīta no īsiem riņķa loka 
nogriežņiem. Ar augšējo konstrukciju zīmētā līkne ir jo labāks 
īstās integrallīknes tuvinājums, jo īsāki loku nogriežņi P0P1, 
PiP2 utt.

63. Otras kārtas diferenciālvienādojumā integrēšana ar 
rindu. Šo paņēmienu jau apskatījām pirmās kārtas diferenciāl­
vienādojumu integrēšanā. Tāpat kā agrāk pieņemam, ka ar pa­
kāpju rindu izteiktā funkcija

v = a0 + a1x -j- α2xa ş α3xs 4- ...
ir dotā diferenciālvienādojumā integrāls. Šīs rindas koeficientus 
aprēķinām, ņemot vērā doto diferenciālvienādojumu. Rindas kon­
verģence jāpārbauda, ņemot vērā aprēķinātos koeficientus.

Piemērs. Nointegrēt diferenciālvienādojumu
y" — xy, — y = 0.

Ievietojot šajā diferenciālvienādojumā 
v = ∑aλxλ

un, savelkot kopā koeficientus pie xλ, dabūjam:
f(λ + 2) (λ 4* 1) ¾+2 — λαχ — ¾] xA = 0

(λ = 0, 1, 2, ...).
Tā kā augšējai sakarībai jāpastāv pie katras x vērtības, tad 
koeficientiem pie katras x pakāpes jābūt 0; tātad:

(λ -j- 2) (λ 4- 1) ş 2 — (λ 4- 1) ¾ = 0
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jeb
flλ + 2 = λ⅛2 l^0, I,2,...

No augšējās izteiksmes dabūjam:
ja λ = 0, α8 = ∣,

, λ = 1, a8 = ^,

Λ _  β ÛO 1” λ — 2, α4 _ - _ — ¾,

' «6-5 - 3T5αi∙

α4 1
" λ — 4> αθ — 6 — 2 • 4 • 6 α°

utt.

Ievietojot šīs koeficientu vērtības augšējā pakāpju rindā, dabūjam 
y = a, + alx+ ī aax, + * a,x, + ştş ¾√ +

Sakārtojot locekļus ar reizinātāju a„ uņ α1, dabūjam:

> = ⅜ (1 + ⅞ + 2 /4 + 2 7776 λ° + •■■) +

1 + — • — -4- -- i—I -ļ- — —I -k — -2 ψ 1 1 2 '2!∖2∕'3!∖2∕ ' ‘.

("+3 +3τV6 + 3.5√ζ*7 + ∙÷

Iekavās esošās rindas ir arvien savirzāmas, un tā kā integrālā 
izteiksmē atrodas divas patvaļīgas konstantes α0 un α1, tad, ievē­
rojot teikto, redzams, ka dabūtā rinda ir dotā diferenciālvienādo­
jumā pilnīgs integrāls. Iekavās atrodošās rindas ir dotā diferen­
ciālvienādojumā neatkarīgie partikularie integrāli. Pirmās rindas 
suma, kā redzams, ir: '
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Paņēmienu var pielietot arī augstākas kārtas diferenciālvienādo­
jumu integrēšanai. To var arī izdarīt ar Teilora vai Maklorena 
rindu, kā tas parādīts [42]. Integrēšana ar minētām rindām pa­
rocīga tikai vienkāršos gadījumos.

64. Otras kārtas diferenciālvienādojumā integrēšana ar 
atkārtotām kvadratūrām. Šo paņēmienu jau pielietojām pirmās 
kārtas diferenciālvienādojumā integrēšanai [34|.

Doto diferenciālvienādojumu
y+∕,wy + ^wj' = o to

rakstām ar integrālā palīdzību šādā veidā
X X

y = y0 + yoχ — fdχ f [p (χ)y' + - (χ)y] d×- (2)

Sākuma noteikumi te pieņemti šādi:
ja * = ⅞> y =y0 un ∕ = y0'.

Kā redzams, diferencējot izteiksmi (2) divas reizes attiecībā uz x, 
dabūjam doto vienādojumu (1).

Piemērs. Pielietosim atkārtoto kvadratūru paņēmienu dife­
renciālvienādojumā „_  _ o

integrēšanā. Pieņemam šādus sākuma noteikumus:
ja x = 0, y = 1 un y' = 0

Šādā gadījumā integrālvienādojums (2) dabū veidu

Ievietojam augšējā izteiksme (3) y = 1 ka y pirmo tuvīno vēr­
tību; tad integrējot, dabūjam

Ievietojot vienādojuma (3) tuvīno vērtību y — 1 + 3 ’ dabūjam
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+

jeb arī

Turpinot paņēmiena pielietošanu, dabūjam

» 1 1 x3, 1 - 4x6 , 1 • 4 • 7x«
* = 1 + 3Ī + TT~ + -9T”

Atmetot rindā pirmo locekli, dabūjam

«n =

«n+l —

1 . 4 - 7 ... (3« — 2) 3, 
(3 n)! A’ '

l∙⅜∙7,..(3*+n 3π+3
(3« + 3)! '

lim ‰+ι _ h :_____
Un n→∞ (3λ -t- 1) (3n + 2) (3n + 3)

= 0.

Augšējā rinda tātad ir savirzāma ar katru galīgu x. Parādīto 
integrēšanas paņēmienu var pielietot arī augstākas kārtas diferen­
ciālvienādojumu integrēšanā.

E. Problēmu atrisināšana
65. Smaga ķermeņa krišana, ievērojot gaisa pretestību. Izpētīt 

ķermeņa kustību, pieņemot, ka: 1) ķermeņa masa ir m, 2) ķer­
menis krīt brīvi no augstuma A virs zemes ar sākuma ātrumu 
Vg — 0 un 3) gaisa pretestība W — k2υi. Še v ir ķermeņa kri­
šanas ātrums un k2 koeficients, kas atkarīgs no ķermeņa veida, 
izmēriem, gaisa īpatnēja svara.

Pieņemsim x ass pozitivo virzienu krišanas virzienā. Saskaņā 
ar Ņūtona likumu rakstām kustības vienādojumu:

d2X L- /1X

m = (l)
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F še ir uz ķermeni darbojošos spēku rezultante. Šie spēki ir 
ķermeņa svars G = mg pozitivā virzienā un gaisa pretestība 
W — negatīvā virzienā. Tātad F — mg — ⅛⅛2, un ķermeņa
kustības vienādojumu tad rakstām:

X 
19. zlm.

m = mg — A⅛2.

Dalot vienādojumu (2) ar m, dabūjam

d 2x 
dt2

L2 9
= g------- v2 m

(2)

(3)

Ievērojot, ka = v, vienādojumu (3) rak­

stām šādi:

dv 
di — L------ v2; m (4)

ta otras kārtas diferenciālvienādojums pārveidots pirmās kārtas 
vienādojumā.

Vienādojums (3) rāda, ka, ja
⅛2

F — v2 — 0, (5)

Xtad paātrinājums = 0 un ķermenis krīt ar pastāvīgu ātrumu.

No vienādojuma (5) dabūjam, ka šādā gadījumā:

v = —— const. (6)

Tas nozīmē, ka maksimālais ātrums, ko ķermenis krītot var sa­
sniegt, ir tas, ko dod formula (6). No vienādojuma (4), separējot 
mainīgos, dabūjam
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Integrējam:

Tā kā ar t = 0 pieņemts ari v = 0, tad, ievietojot šis vērtības 
vienādojumā, dabūjam C = 0.

Tātad

ž — arc tgA -z= v — ■ - ln j5≈≡j----- . (9)
ky g y mg 2ky g y mg—kv

Šī formula dod t kā v funkciju.
No (9) seko

arc tgA -7^= v = (10)
/ mg y m

Apgriežot izteiksmi (10), dabūjam:

Ä . , k ιΛ g , ,—■_ v = ⅛A —t 
ļ/ MF / M

un

vai ari

Šī formula dod v kā t funkciju.
Liekot formulā (12) t = 00, dabūjam
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Salīdzinot ar (6), redzam, ka dabūts agrākais rezultāts: v dabū 
pastāvīgu vērtību, kas izteikta ar formulu (6), tikai ja Z = ∞, 
bet, ievērojot formulu (11) un tgh funkcijas grafiku, redzam, ka 
v sasniedz jau galīgā laikā tādu vērtību, kas maz atšķiras no 
vērtības, ko dod formula (6).

Liekot formulā (11) v — dabūjam

^ = E⅛tgA
dt A \y m J

Separējam mainīgos:

dx = ^ tg*⅛□‰. 
A \ ļAm /

Integrējam

x = L⅛∕‰⅛2A.λ + c = .
k J \ V m /

m , ∣k↑∕ g A . √
= ln cosA I L - q + C.

A‘2 \y m ļ

Ar / = 0 arī x = 0 un tāpēc C = 0. Tātad

žf . -nVg t

χ≈ — ln cosA — — ln-------------------------. (13)
A2 ∣Λn A2 2

No (13) dabūjam

ln cosA (14)
/ m m

cosA —τ=÷ t — em . 
/ m

No (14) seko

/ — arc cos A βm
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un

t = arc cosh In ļ em' + F č mJ — 1/. (15)

Formula (13) dod x kā i funkciju, un formula (15) dod / kā x 
funkciju. Sakaru starp x un v dabūjam šādi. Vienādojumā

liekam

dv 
dt -

Ä2 

m v-

dv _ 
Ä dx

dx 
dt

dv≈ j-à
Tad

dvv — g — dx
2 

m
Separējam mainīgos: 

, vdv
dx~ -⅛a '

un /
x- ;

J g~ mV

Aam . ,
-o-τ5 In k------- v 2Ä2 ) mm

Ar x = 0 ari v — 0. Ievietojam šis vērtības augšējā izteiksmē

Ar

c —C - 2

šo vērtību dabūjam

x - 2A≡ n F 2 
/7!

(16)

Šī formula dod x kā v funkciju. No formulas (16) dabūjam v kā
x funkciju:

2»»
v = k — s m (17)
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66. Balistikas problēma. Pieņemsim, ka ķermenis kusta⅛ 
gaisā un ka uz ķermeni iedarbojas smaguma spēks un gaisa pre­
testība W (v), kas pastāvīgi pretēja ātrumam v.

Pieņemam x asi 1 mģ un tās pozitivo virzienu kustī­
bas virzienā. / asi pieņemam pretēji mg virzienam. Apzīmē­
jam ar $ leņķi, Ao v veido ar horizontāli.

Ceļa līknes dabīgā koordinātu sistēmā (pieskare, normāle) 
kustības vienādojumus rakstām šādi:

m d~i = = — mg sin & — W (v), (1)

m • — = mg cos ⅛. (2)
P

Vienādojums (2) rāda, ka cos ⅛ arvien ir pozitīvs un tāpēc

π α π

Tā ka mg virziens ir uz leju, tad līkne ir konkava uz leju; tāpēc 
leņķis d- pastāvīgi dilst un

⅞<α
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Tā kā līkņu liekums še arvien ir pozitivs, tadar-> 0 un 0 ... .. p dt
lādat — Ķ — — £

ρ ds — dt v '

Ar to vienādojums (2) pieņem šādu veidu: 
— vdb „ ....-δ-=β COS». M

Ņemam ⅛ kā neatkarīgo mainīgo. Dalot (l) ar (2'), dabūjam

(3)
V mg cos o» ' '

Šis vienādojums ir pirmās kārtas un, ja pieņemam, ka W = kv 
vai W = k2vi, tad vienādojums ir Bernulli tipa. Integrējot vie­
nādojumu (3), dabūjam

«=/(*). (4)
No (2') seko

dt= - (5)£ cos ⅛ 7
un

t=-f-*‘=J«. (6)
J F COS » g J COS H

No 
à = ds cos θ = v cos dt, dabūjam

x = J,/(») cos * dt = — 1J* l/l»)? dθ (7) 

un no i
dy = ds sin $ = v sin frdr seko

j = -∣∫[∕ωp⅛θdθ. (8)

Vienādojumi (6), (7), (8) dod problēmas atrisinājumu.

67. Dzelzceļa pārejas līkne. Dzelzceļa līknēs paceļ 
sliedi augstāk pret iekšējo par

. s • vaÄ = ----

ārējo

(1)
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A'B'D' ceļš bez pārejas līknes

A"B"D" „ ar „ līkni,

kur s — ceļa platums, v — vilciena kustības ātrums, R — ce|a 
līknes riņķa rādiuss un g — gravitācijas paātrinājums.

Ar minēto pacēlumu panāk to, ka vagona svara un vagona 
masas centrifugalā spēka rezultante ir 1 pret plakni, ko īsā ceļa 
gabalā varam likt caur sliežu virsām. Ar šādu konstrukciju no­
vēršam centrifugalā spēka iedarbību, kas izpaustos kā vagona 
spiediens uz ārējo sliedi. Pacēlumu ⅛ ieved taisnē uz garuma / 
proporcionāli attālumam no /4 21. zīm. Ja ceļš izveidots tā, ka

taisne pieskaras līknei, tad pieskaršanās punktā B' vilcienam ejot 
A' — B' virzienā pēkšņi parādās vai pretējā virzienā pēkšņi pazūd 
centrifugalais spēks, kas izpaužas triecienā starp ceļu un ripojošo 
materiālu. Pie lieliem ātrumiem šis trieciens ir jāņem vērā un 
jānovērš. To izdara, būvējot starp taisni un riņķi „pārejas līkni" 
A'B", kurai ir šādas īpašības: 1) Pārejas līkne pieskaras taisnei 
punktā A'. Pārejas līknes rādiuss šajā punktā ir R = oo. 
2) Pārejas līkne pieskaras līknei — riņķim — punktā B" ar rā­
diusu p0 — R. 3) Starppunktā C pārejas līknes rādiuss ir tāds, 
kāds seko no formulas (1).
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No 21. zīmējuma dabūjam

hx=~×∙ (2)
No (1) seko

Ax = (p — pārejās līknes mainīgais rādiuss). (3)
Tad

A 502
■7 • x = —. (4)

No (3) un (4) dabūjam
5O2/ 

P ~ gh • x ’ (5)

Lielumi 5, o, /, g, A ir doti; apzīmējam

P- Ll⅛

tad formula (5) dod p
P = —. (6)X

3
(1 v'2) 2

Ievietojot vienādojuma (6) p — -— ş-- , dabūjam

3

(i + yψ _ P
(7)X

Tā kā y2 ir ļoti mazs, salīdzinot ar 1, tad y2 varam atmest;
no (7) tad dabūjam ■ X

à2 “ p •

Tas ir meklētās pārejās līknes diferenciālvienādojums.
Integrējot (8), dabūjam

⅛ = ⅛ + C1. (9)

Še sākuma noteikumi ir: 1) ja x = 0, ari / = 0 un 2) ja x = 0, 
arī y = 0. Ievērojot pirmo sākuma noteikumu, no (9) dabūjam 

C1 = 0.
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Tad
dy _ x2 
dx ~ 2P '

Šo vienādojumu integrējot, dabūjam

J = eΓp + Q,

Ievērojot sākuma noteikumu, ka pie x — 0, y — 0, dabūjam 
C9 — 0. Tātad pārejas līknes vienādojums ir 

xs
y — 6p∙

Tas dod kubisko parabolu.

68. Ķēdes līnija ir homogenas neizstiepjamas tievas ķēdes 
līdzsvara līkne. Ķēdes elementa PP1 galos iedarbojošos spēkus S 
un S' dalām komponentēs X, Y un X1, Y1 koordinātu asu virzie­
nos. Ja apzīmējam ar σ ķēdes garuma vienības masu, ķēdes 
elementa .svars ir σ∆sg.

Pielietojot elementam PP1 līdzsvara noteikumus, dabūjam:
X1 — X = 0,

Y1 — Y — σ∆5 g = 0,
Λ(yι — y) — K(x1 — x) — (ξ1, η punkta Λl koordinātās).

— σ∆sg(x1 — ξ1) = 0 Momentu punkts: P1.
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Palot vienādojumus ar ∆x = xj — x un liekot ∆x → 0, dabūjam

lim 
à*-»o

,. δk 
l'm ∆i ~ 

∣j→o “X

ΔX 
∆x

lim

= ‰ 0, 
ax

∆s dF ds
∆x dx σ^dx '

(a)

0)

∆X→O
— r — lim lim (x1 — ξι) =X - K = 0 (c)

(ja ∆x → 0, tad ξι — x1).
No (a) redzams, ka s horizontālā komponente ir pastāvīgs lielums. 
Vienādojums (-) rāda, ka Y mainās proporcionāli loka garumam s. 
Vienādojums (c) rāda, ka spēks S darbojas līknes pieskares vir­
zienā. Ievērojot, ka A" — const. un d ļerencējot (c), dabūjam

ydfy_dY 
dxi dx'

L = I

Šajā vienādojumā ievietojam vērtību no (-), tad

„ d2y dsx d⅛=°edx

un
cPy _<3g 
dxa -'

Tā kā X = konst. un konstanti ir ari lielumi σ un g, tad 

saknes priekšā ir pastāvīgs. Apzīmējam to ar rakstām

(1)

faktors

(la)

Šis vienādojums ir meklētās līdzsvara līknes diferencialvienādo-
. ,. , . dv ,»ums. Liekot ≠ = p, rakstām dx
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Separējam mainīgos un integrējam:

un

dp _ dx
∕Γψp ~ Ā

vai

arc sinh n = —x—- r A
un

— sinh x — xn
A

Ievietojot dabūjam

dy 
dx

.. , x — x0= sinh e—5A
un

y — yn = d cosh , 0
n (2)

Šis vienādojums izteic ķēdes līniju ar vertikālu asi. Lielumi xσ 
uny0 ir integrēšanas konstantes. Lielums Air noteikts ar σ, g un X. 
Integrēšanas konstantes x0 un y0 noteicamas ar ķēdes uzkares 
punktu ∕3ι(Xj,¾) un P2(x2,,y2) koordinātām un ar ķēdes garumu 
starp šiem punktiem.

Vienādojumu (2) divas reizes diferencējot, dabūjam

= lcosh⅛≡⅛. (3)d1y 
dxi

Formulu (1) varam rakstīt šādi:
d?y   1 ds
dx2 h dx'

Salīdzinot (3) un (4), redzams, ka

ds — cosh —r—- dx A

(4)
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un *
*1
f , X — Xo J l / ■ u X2 — ⅞ • I *1 — ⅞i /cī

s — / cosh —rr—^√x = A sinh * . ■ ” — sιnh -j→—-I. (5)J A v A A / ' 7x1
Šīs formulas labo pusi pārveidojam tā:

„, . , X2 — Xi , x. + x2 — 2x0L — 2A sinh 2 , 1 • cosh ——1(6)2 A 2 A ' '
No (2) seko: •

yι~yo = h cosh —; >2 — ⅜ = A cosh ~ . (7)

No (7) dabūjam

“ Ji = A(cosh — cosh a 'v°)∙ (8)

Pārveidojot (8), rakstām:

π. . , X, -k X2 “ 2 x0 , , x2 — X, λ..v<> — y1 = 2A sinh —-----— 0 sinh ,,. . (9)-y- 2A 2A v 7
Liekam

⅛r⅛- = g; tātad 2A = ~ ;
2A ' ξ

tad no (6) un (9) seko:

, . sinh ξ , x, + xa — x0 _s = (x2 - x1) -⅛x cosh —-ļ—a--ξ, (10) 

un
, . sinh ξ . , x1 ⅛ x2 — 2x0 _ ....^2— Λ = (-«2 — *1) —=— sinh ■ 0 ξ. (11)

⅛ ∙*a ∙*ι

Ievērojot, ka cosh2n — sinh2π= 1, no (10) un (11) dabūjam

sinhξ _ — ji)2. 02)
ξ x2 — x1 1 '

No (12) dabūjam ξ. Ievietojot ξ vērtību vienādojumā (11), dabū­
jam x0. No (7) atrodam y0, ievietojot vienā no formulām x„.
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69. Virves līnija. Tā ir virves līdzsvara līnija, ja virves slodze 
ir q uz virves projekcijas tekošā metra. Sastādot līdzsvara notei­
kumus, dabūjam:

— 0 līdzīgi agrākam, tātad X ir konstants = H\ (1)

ΔΓ = un = q (2)

Beidzamā formula rāda, ka speķi s un s1 iedarbojas attiecīgo 
punktu P un P1 pieskaru virzienos. Diferencējot (3) un ievēro­
jot, ka x ir const., dabūjam

à _ dY
dx2 dx'

Tā kā tad no (4) seko:

d2y 
dx 2

(4)

(b)

Vienādojums (5) ir virves līnijas diferenciālvienādojums. Integrē­
jot (5) un ievērojot, ka X = H, dabūjam virves līnijas vienādojumu 

Hy' = qx + Ci, (6)

Hy = q ļ + C1x ÷ C2. (7)

Šis vienādojums rāda, ka līkne ir parabola.
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Pieņemam

uzkares punktus Al un A2 vienādā augstumā un x asi kā pie­
skari līknes vidus punktā 0. Līknes zemākā punkta 0 attālumu no 
horizontālās uzkaru punktu līnijas apzīmējam ar /. Ordinatu asi 
liekam caur punktu 0. Ievērojot dotos noteikumus, še dabūjam

ja x = 0 arī y = 0; ar x = 0, y' = 0 tin ar x = , y — f-

No (6) ar x = 0 un y = 0 dabūjam C1 = 0. No (7) ar C1 — 0, 
x = 0 un y = 0 dabūjam C2 — 0. Līknes vienādojums dotajā 
koordinātu sistēmā tad ir

Hy=^. (8)

H dabūjam, vienādojumā (8) ievietojot x = ~ un ~ /; tad

"ş- <s>
Ar šo // vērtību no (9) dabūjam šādu virves līnijas vienādojumu:

y=^ (10)
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Ceturtā nodaļa

Lineārie diferenciālvienādojumi

70. Definīcija. Iedalījums. Par lineāru sauc diferenciāl­
vienādojumu, ja tas attiecībā uz y un visām y atvasinātām ir pir­
mās pakāpes un nesatur y reizinājuma ar atvasinātām un atvasi­
nāto savstarpēja reizinājuma. Ja vienādojumā augstākā atvasinātā 
ir «-tās kārtas, tad šādu vienādojumu sauc par «-tās kārtas lineāru 
diferenciālvienādojumu. Šāda vienādojuma vispārīgais veids ir:

p0yw ÷ Pιyπ^υ÷p^n~^ + ... ÷Pn-ιy, ÷pny =p. (!)

Koeficientus p0, p1, ...,pn,p pieņemam par x funkcijām vai par 
konstantēm. Pielietojumos šīs x funkcijas pa lielākai daļai ir 
veselas funkcijas, kas kādā galīgā iecirknī ir viennozīmīgas, galī­
gas un nepārtrauktas. Bieži vienādojumu dala ar p0, tad koefi­
cients pie augstākās atvasinātās ir 1. Funkcijas p0 nullvietas tad 
no apskates jāizslēdz, jo tajās vienādojuma koeficienti top bez­
galīgi.

Vienādojumu (1) sauc par pilnīgu, nehomogēnu jeb 
arī par vienādojumu ar otru pusi. Bieži funkciju p, 
vienādojuma (1) labo pusi, sauc par «traucējošo funkciju".

Gadījumā, kad p = 0, vienādojums (1) dabū šādu veidu:

p0yw + Pi^ ş P2y^ + ∙ ∙∙ + Pn-ιy' + pny — 0. (2)

Šo diferenciālvienādojumu sauc par reducētu vai homogenu 
vienādojumu, vai par vienādojumu bez otras puses. Vienā­
dojumu (2) sauc arī par vienādojumam (1) piekārtoto homo­
geno vienādojumu. Saīsinātā rakstā vienādojumu (1) apzīmējam ar

psy(n~s} = p (la)
un vienādojumu (2) ar

Σ Ps y<∙n~^ — 0; (2 a)

še § — 0, 1, 2,...,« un y^ = y.
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71. Teorēmas.
Teorem a 1.

∑ps (Cy) <"-<» = C∑ps∕n~^.

Se y ir kāda x funkcija un C pastāvīgs lielums. 
Pierādījums.

∑ps (Cy)^ = po Cy^ ÷ pl C∕'-> + ... ş ^n-1 C∕ ÷ pnCy = 

= 6 (poy(n) + A>*~υ+ ■ ∙ ∙ ÷ ^-ι∕ + P∏y)∙
Ievērojot, ka iekavas augšējās sakarības labajā pusē varam rak­
stīt kā ∑ ps(yVn~s∖ dabūjam

∑ ps {CyYn~^ — C ∑ ps y<-n~s>, 

ar ko tad teorēma ir pierādīta.

Teorema 2. Gadījumā, ja u un v ir x funkcijas, pastāv 
sakarība

∑ps (u -f- — ∑ ps -ļ- ∑ psv^n~^.

Pierādījums.
∑ ps(u + v)<π = ∑ pιPn~^ + psv<n~P =

= ∑ ps i‘{" " 4- p.s .

Pēdējā sakarība teoremu pierada. Vispārīgi, ja Mn z⅛, , ...,
ir x funkcijas, tad

∑ ps(u1 4- l⅛ + . . . 4- uπ)<n~s>=∑ ps m1<"→*4-

4- ρs^n-^+ ∑psiin^-P.

Teorema 3. Ja yu y2, y3, ..., ¾∙ ir x funkcijas un C1, C2, 
Cs, ..., C, patvaļīgi pastāvīgi lielumi, tad

∑ps (C1y1 4- f2y2 4- ... + Ciy∣∕n —

= ...4- Ci∑pty^.

Šī teorema ir secinājums no teorēmām 1 un 2.
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A. Lineāri homogeni diferenciālvienādojumi

72. Lineārā vienādojuma vispārīgā integrālā veids. Pie­
ņemsim, ka y1, y2, ya, ...,yi apmierina diferenciālvienādojumu

∑Psyin~si = O, (1)
t. i.,

∑Psy^n~s) — 0; ∑psy^n~s^ = 0, ...,∑ psytn-^ — 0; (2)

tad izteiksme
C1yi + C2y2 + ... + C,yi

arī apmierina diferenciālvienādojumu (1).

Pierādījums. Saskaņā ar [71] teoremu 3. rakstām:

Σ ps (C1yκ 4- C2y2 -j- ... + Ciy^n~^ —

= Cv∑ psy^+ C2 ∑ psy2<',-s> + ... + Ci∑ psyi^. (3)

Saskaņā ar pieņēmumu katra suma šīs vienādības labajā pusē ir 0; 
tātad arī vienādības kreisā pusē ir 0; tas teoremu pierāda. Atse­
višķus yl, y2, ..., yi, kas katrs ir x funkcija un apmierina vie­
nādojumu (1), sauc par diferenciālvienādojumā (I) partikulariem 
integrāliem. Ja zināmi tik daudzi partikularie integrāli kā vienā­
dojumam kārtas rādītājs, t. i., ja «-tās kārtas diferenciālvienādo­
jumā gadījumā doti n partikularie integrāli yx, y2, y9i ..., y∏ 
tad diferenciālvienādojumā (1) vispārīgais integrāls ir:

y = C1y1 + C2y2 + Csya —f- ... -f- Cnyn.

Se jāievēro, ka partikulariem integrāliem y1, y2, ..., yπ jābūt 
lineāri neatkarīgiem; jo, ja, piemēram, y2 lineāri atkarīgs no ^1, 
t. i., ja y2 = ky, tad izteiksme pārvēršas šādā:

y — (C1 + kC2)y1 -j- C9y2 4- ... 4- Cnyn∙
Tā kā

c 14~ k C2 — c, 
tad

y = Cy14- C3ys 4- • ■ • 4- Cnyn. (4)
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Izteiksme (4) nav diferenciālvienādojumā (1) vispārīgais integrāls, 
jo šajā izteiksmē nav n, bet tikai (w— 1) patvarīgas konstantes.

Diferencējot (n — 1) reizes diferenciālvienādojumā pilnīgo 
integrālu, dabūjam: .

y = C1y1 + C2y2 + Gja ş ... ş C∏y∏,

y' — C1y1, + + Cayal + ... + Cnyn',

y"= Gj√+ GV+ Caya"+ ...-l- Cnyπ∖

y<"-» =Cly^ + C2y^ + Cay9^ + ... + Cnyn^.

Šis vienādojumu sistēmas kreisajā pusē ievietojam vērtībai xft 
atbilstošās pēc patikas pieņemamās y0, y0', y0", ..., j0<"^,> vēr­
tības, sistēmas labajā pusē visās x funkcijās vērtību x0. Tad 
dabūjam:

y0 — G (y1)0 + G (j,a)o + G (^3)0 + • • • + G (y«)0,

yd — G (j/)0 + G (^s')oş G (λ% ş - -. ş G (y∏')o, 

y0"= G (λ')o+ GO√)o+ G(λ")o+ • • • + G«)o,

= G(^<"-")° + G(^"-")° + G(y8>^")° + 
+ ... + G(j√-υ)0.

No šiem n vienādojumiem jānoteic n vērtības G. G> -- , G 
Lai šīs vērtības būtu galīgas un noteiktas, kā zināms, augšējās 
vienādojumu sistēmas koeficientu determinante nedrīkst būt 0; 
tātad jabūt;

(jι<^l,)o (y°<""")° - - - (^<-")°

(^l)o (y2)0 (js)o ∙ ∙ ∙ (yn)θ
(yι% (y2*)o (y»')o ∙ ∙ ∙ (yn)0
(Λ*)0 G√) (y8")o -. -

D = 0.

143



Bet, ta ka x0 vērtību varam izvēlēties pec patikas, tad redzam,
ka jābūt:

D =

yi

K

>1"

^2

3's"

>3 •
Λ' •
Ja" •

• . jrβ 
.. yn

. - ≠ 0 (5)

λ<-1) - - - yn^

ar visām x vērtībām, izņemot tās x vērtības, ar kurām kādi dife­
renciālvienādojumā koeficienti top ∞ vai iegūst nenoteiktu vēr­
tību.

Determinanti D sauc par Vronska determinanti. No aug­
šējās determinantes arī redzams, ka partikulariem integrāliem jā- 
būt lineāri neatkarīgiem; pretējā gadījumā, piemēram, jaj∕2 = ky2, 
augšējā determinantē pirmais un otrs stabiņš ir vienlīdzīgi un 
determinante dabū vērtību 0. Ievērojot teikto, redzam, ka iz­
teiksme

y = G _Vi + G Vi + C3 y3 + . . . + C,ι yn

tikai tad ir dotā diferenciālvienādojumā vispārīgais integrāls, ja 
partikularo integrālu y1, j2 , . . . , yn determinantes D neanulējas 
identiski. Partikularo integrālu sistēmu, kas atbilst 5. noteiku­
mam sauc par pamatsistēmu un y1, y2,. . . , yπ par pamatsistē­
mas elementiem.

73. Homogena diferenciālvienādojumā kārtas pazeminā­
šana ar partikulara integrālā palīdzību. Pārskatāmības dēļ 
pieņemsim noteiktu trešās kārtas diferenciālvienādojumu

⅜ r + y" + ⅝ y + <⅛ y = θ (I) 

un par šī vienādojuma partikularo integrālu kādu x funkciju u. 
Tā kā u ir (1) partikulars integrāls, tad jābūt

α0 + «i m" -ļ- ⅝ «' + ū3 u = 0. (2)
Liekam ,oλy = uY. (3)
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Še X ir nezināma x funkcija. Diferencējot (3), dabūjam

y' = u Y' 4- X,
y" = u Y" Jr 2u' V' + u" Y,
∕" = u Y", + 3u' Y" + 3u" Y' + e* X

(4)

Ievietojot vērtības no (3) un (4) diferenciālvienādojumā (1), da­
būjam
a0 u Y" 4 (α0 3u' 4∙ ") X"4- (⅜ 3u" 4~ α1 2u' 4- «2 u) X' 4­

4 (Sg u'" 4^ «i u" 4 «2 u' 4 α8 u) X— 0. (5)

Apzīmējot koeficientus pie X" un X' ar 41 un 42 un ievērojot, 
ka vienādojuma koeficients pie X saskaņā ar (2) ir 0, vienādo­
jumu (5) rakstām šādi:

4 u X'" 4 A1 X" 4- 4 Y' = 0. (6)
Liekam

X' = Z (7)
un vienādojumu (6) rakstām tā:

4 u Z" -ş- Z' 4- 4 Z = 0. (8)

Vienādojums (8) ir attiecībā uz Z otras kārtas; tātad ar ievieto- 
jumu (3) vienādojumu kārta ir pazemināta.

No (7) dabūjam
X —ļzdx '

un
- * y=uY = ιtJzdx.

a) Vienādojumi ar konstantiem koeficientiem
74. Vienādojuma forma. Raksturīgais vienādojums. Homo­

gens lineārs diferenciālvienādojums ar konstantiem koeficientiem 
ir šāds:

asy = a0y^ 4- 4 1> 4- α.2 4. ... 4. βn-1 4

4- 4,4 = 0. (1)
Koeficientus a0, a1, a2, . ■ 4 pieņemam kā reālus un pastāvīgus.
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Liekam y — erx. (2)

r še ir pastāvīgs, bet vel nezināms lielums. Diferencējot (2) n 
reizes, dabūjam:

y = rerx∖ y" — rierx, . . ., yn> — rnerx. (3) 

Ievietojam vērtības no (2) un (3) diferenciālvienādojumā (1): 

^as(erxyn~^ = (β0 rπ ş α1 ∕-"-- + o9 r"-2 + . . . + an-l r +

ş a») — 0. (4)
Apzīmējot ar

φ (r) = ⅞'' + <≈ ''n~1- + «2 ÷ . . . ÷ a,,-ι r ÷ αn , (5>

vienādojumu (4) rakstām šādi:

«5 (e")<n→> = e" φ (r) = 0. (6}

Kā redzams, vienādojums (4), tātad ari vienādojums (1) ir izpil­
dīts, ja r ir vienādojuma
φ (r) = a0rn + α1 r"~1 + α2 rπ 2 + . . . + a„-l r + a„ = 0 (7} 
sakne.

Vienādojumu (7) sauc par diferenciālvienādojumā (1) rak­
sturīgo vienādojumu. Funkcija φ (r) ir raksturīgā vienādojuma 
polinoms.

75. Raksturīgā vienādojuma saknes Ir reālās un vien 
kāršas. Pieņemsim, ka diferenciālvienādojumā raksturīgā vienā­
dojuma . • -

γ (r) = a0 rn -ļ- a1 r” ' + ...+ i r + a„ = 0 (1)

saknes r1, r2, . . . , rn visas ir reālās un vienkāršās.
Sakne, piemēram, r„ apmierina vienādojumu (1), bet tad, kā 

redzams, jābūt
y as (er<xyn~s) — er‘x . φ (r1) — 0. (2)

Vienādojums (2) izteic, kay1 = er'x ir dotā diferenciālvienādojumā. 

∑asy^ = 0
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partikulars integrāls. Līdzīgi redzams, ka arī
y2 = ev, y$ — e r*x.........yn = e r∏ 'x

ir dotā diferenciālvienādojumā partikularie integrāli; un tā kā šie 
partikularie integrāli ir lineāri neatkarīgi, tie veido pamatsistēmu 
Diferenciālvienādojumā (1) vispārīgais integrāls saskaņā ar augšā 
norādīto ir

y — C1 yl -ļ- C2 y2 ~F Cn yn — C1 er'x -ļ- C2 er,x -|- 

+ C√v + . . . + Cπ ∕π∖

Piemērs. y" — 4^ — 0.

5e liekot^/ — erx, dabūjam raksturīgo vienādojumu un tā saknes .

r2 — 4 = 0, 

r1 = 2 un r2 = — 2.

Dota diferenciālvienādojumā partikularie integrāli tad ir

y 1 = e2x un y2 = e~2x .

Diferenciālvienādojumā vispārīgais integrāls ir 

y = G e2x + Ca e~2x.

76. Raksturīga vienādojuma saknes ir kompleksas. Ja 
raksturīgam vienādojumam

φ (r) = 0
ir kompleksas saknes, tad tās paradās saistītos pāros. Tā, pie­
mēram, ja raksturīgā vienādojuma saknes ir

r1=α -∣- βz un r2 = a — β∕,

tad saskaņā ar norādīto

j1 = er'x — e'~'x+Wx , y2 = ev = etβ-βθ*

j∕ = C1 j∕1 + C2 j∕2 = C1 + C2 ev = C1 + Ca Wx = 

= C,1 ∙ efilx 4- C2 . e~yix =
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= eax [C1 (cos βx ş- t sin βx) 4- C2 (cos βx — / siπ βx)∣ =
= e “* [(C1 4^ C2) cos βx 4- (C1 — C2) ∕ sin βx]. (1) 

Šinī izteiksmē C1 un C2 ir patvaļīgi pastāvīgi lielumi; tos varam 
pieņemt arī kā saistītus kompleksus lielumus, liekot

Cļ — α 4~ ,

C2 = a — bi.
Tad

C1 4-C2 = 2α,
C1 — C2 — 2-ļ.

Ievietojot šīs vērtības vienādojumā (1), dabūjam

y = C1-y1 4- C2j∕2 = (2a cos βx 2- sin βx). (2)

Liekot 2α = A un — 2b — B, vienādojumu (2) rakstām tā:

y = C1 y1 4^ C2 j∕2 = eα* (/4 cos βx 4~ B sin βx). (3)

Gadījumā, ja saknes ir tīri imaginaras, α = 0, tad

y = Cly1 4-, C2 )'2 = A cos βx ÷ Ä sin βx. (4) 
Piemērs.

/" — 8^ — 0.

Še r1 = 2; r2 — — 1 4- i 1Λ3; r8= — 1 — / 1Ä3 un

« — — 1; β —
Tad

Ci y1 — C1 = C1 elx; C2 y2 + C3 v3 =

= e~x (A cos 1/ 3x 4- sin j∕ 3x).

Ar to diferenciālvienādojumā vispārīgais integrāls ir

= Ci JT 4- C,2 _y2 4~ _Vs — G 4-

4~ 6-^ (A cos ļ/^3 X 4- B sin 1/3 x).
Piemērs.

y" 4- 4y — 0.
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Šeit r1 = 2/ un r2 — — 2z; « — 0; β = 2.

Vienādojuma vispārīgais integrāls ir
y = A cos 2x + β sin 2x.

77. Raksturīgā vienādojuma saknes ir vairākkārtējas. Ja 
raksturīgā vienādojuma φ (r) — 0 saknes ir r1 = ra, tad vispārīgā 
integrālā

y = C1 ev + C3 ev + q 1 «v + . . . + C„ -v, (1)

ievērojot, ka — ev, dabūjam

y = (C1 Ca ) er∣* + C<1+ . . . + Cn ev. (2)

Tā kā (C1 -4- Ca) ir tikai viens patvajīgs lielums, tad (2) nav di­
ferenciālvienādojumā vispārīgais integrāls, jo izteiksmē (2) nav 
pietiekams konstantu skaits.

Kā zināms, ja r, ir vienādojuma φ (z) = 0 divkārtēja sakne, tad 
jābūt arī φ' (r1) = 0. Vispārīgi, ja vienādojumam φ (r) = 0 ir 
m-kārtējā sakne, tad jābūt:

φ ¼) = φ' ta) = ■ ∙ ∙ = φ (rι)<"-,> = o.
Kā redzējām [74] (6),

∑ α, (ew)'∕>→) — erχ φ (z∙).

Diferencējot augšējo sakarību pēc r, dabūjam

∑ as (xe")<«—«) = χe" φ (r) 4- e" φ' (r). (3)

Ja r1 ir φ (r) = 0 divkārtēja sakne, tad ievietojot r1 vienādojumā 
(3) r vietā, vienādojuma labajā pusē dabūjam 0, jo φ (r1) = 0 
un arī φ' (r1) = 0.

No teiktā secinām, ka
∑ as (xer^π~s> = 0.

Šī sakarība rāda, ka gadījumā, ja r1 — r2 ir raksturīgā vienā­
dojuma saknes, tad ',j ⅜ = x er'x
arī ir diferenciālvienādojumā partikulars integrāls.
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Kaj1 = er'x ir partikulars integrāls, zināms no agrakā. Dotajā 
gadījumā diferenciālvienādojumā vispārīgais integrāls ir

y = C1 er>x+ C2xer>x + Cβer>x + ... + Cner"x. (4)

Līdzīgi dabūjam, ka, ja raksturīgam vienādojumam φ (r) = 0 
r1 ir m- kārtēja sakne, tad, šai m - kārtējai saknei atbilstošie par- 
tikularie integrāli ir

yl — er'x, y2 — x y& = x1 er'x, . . . ,ym = xm~1 er'x

un diferenciālvienādojumā vispārīgais integrāls ir

y = C1 -)- C2 x + C8 xa + . . . + Cm xm 1 +

+ Cm+1 /-+1 + . . . ÷ C„ (5)

Ja raksturīgam vienādojumam φ (r) — 0 ir kompleksas vairāk­
kārtējas saknes, piemēram,

r1 = α + β∕, r2 = a — β∕, r2 z= a + βz un r4 = a — βz, 
tad

= C1 e^+Wx + C2 e<a ⅛ C8 x e<a+30Λ∙ + cixe^ Wx

vai
y = e≈* I c1 + C2 e + C8 x ş c4 x 6"β^j,

vai
j — 6«^ μ1 cos βx + 51 sin βx + x (∕12 cos βx -∣- B2 sin βx)], 

vai .
y = eax ∣(41 + x A2) cos β x -∣- (B1 + x S2) sin βxj.

Piemērs.
_ 4y" + Z^" + 4/ - 4j = 0.

Šī diferenciālvienādojumā raksturīgam vienādojumam

r4 — 4r3 + 3r2 ψ 4r — 4 = 0
saknes ir

η = 1, r2 = — 1, r8 = 2 un r4 = 2.

Še z8 = r4. Ar šīm saknēm diferenciālvienādojumā vispārīgais 
integrāls ir

yl = C1 + C2 e~x + C8 eix + C4 x eix.
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Piemērs, y,v + 2y" + y = 0.
Raksturīgā vienādojuma ∕4 4- 2r2 4- I — 0 saknes ir:

r1 = /, r2 — — i, r3 = / un r4 = — /.
Tātad r1 — r3 un r2 = r4. Ar šīm saknēm dabūjam vispārīgo in­
tegrālu, kā augšā norādīts:

y — (A1-∖- x 42) cos x + (B1 -|- x β2) sin x.

b) Lineāri homogeni vienādojumi ar mainī­
giem koeficientiem.

78. Integrēšana ar rindas palīdzību. Lineārā homogena 
augstākas kārtas diferenciālvienādojumā integrēšanu, ja koeficienti 
ir mainīgi, nevar izdarīt ar kvadratūrām. Tādu vienādojumu 
atrisinājumus vispārīgi nevar izteikt ar elementārām funkcijām 
(izņemot gadījumu, ko vēlāk apskatīsim). Vispārējā gadījumā šie 
atrisinājumi veido jaunas transcendentas funkcijas. Visbiežāk 
meklē atrisinājumu pakāpju rindas veidā, kā norādīts [63]. Šis 
paņēmiens sevišķi ērti lietojams lineāru diferenciālvienādojumu 
gadījumā. Integrēšanas piemērs parādīts [63].

79. Eilera diferenciālvienādojums ir lineārs diferenciāl­
vienādojums ar šādu formu:

⅜ xny<n' 4- α1 χ,,-ty(π-^ 4- . . . + a„_ 1 χy' + a„y = X. (1) 
Koeficienti α0, α1, αa,. . . ,a„ ir pastāvīgi. Katrā loceklī atrodas x 
tādā pakāpē, kādā kārtā ir atvasinātā šinī loceklī. Vienādojuma 
(1) piekārtotais reducētais vienādojums ir

a0xnyW ÷ α1 xπ~l + . . . + xy, 4- an y = 0. (2) 
Šo vienādojumu atrisinām, liekot

y — xr;

∕ = rxr~1; y" =r(r—1) x'~2 utt.

Ievietojot šīs vērtības vienādojumā (2) un dalot ar xr, dabūjam 
φ (r) = απ + r 4- r (r— 1) + ...

4- a0 r (r— 1). . . (r— rr ÷ 1) = 0. (3)
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Apzīmēsim šī n-tās pakāpes vienādojuma « saknes (pieņemot tas 
kā vienkāršas un reālās) ar

rλ, ⅛, . . ., rn.

Tad vienādojuma (2) vispārīgais integrāls ir

y = C1 xr' + C2 xr≡ + • ■ • + C" χr". (4)

Vienādojumu (3) sauc par reducētā diferenciālvienādojumā 
raksturīgo vienādojumu.

Ja saknes ir kompleksas, piemēram,
r1 = α -)- βZ un r2 = a — βz, 

tad divu partikularu integrālu suma pieņem šādu veidu: 
C1 xα+^z + C2 x"-^z = xα ⅛i x + Č?2 x^z). 

Tā kā
x^ — e"'à — cos (βZnx) + r sin (βZwx),

x~^z = — cos ([3Zλx) —■ Z sin (βZnx),
tad

C1 xr' + C2 x^- — xα [A cos (βZwx) + sin (β x)'].

Ja vienādojumam φ (r) = 0 ir vairākkārtējas saknes, piemēram, 
r1 = r2 = r3 = r, 

tad, kā zināms, no [77],

ln x erlnx = xNnx; (lnx)2 erz"x = xr (lnx)2; (lnx)3 er,nx=xr (lnx)3

ir partikularie integrāli. Vienādojuma (2) vispārīgais integrāls tad ir 

y = Cl xr + C2 xr In x + Cs xr (lnx)2 ÷C4 xr^ + ∙ ∙ ∙ + Cn xrn.

Ja vienādojuma veids ir

⅜y>+⅛ j*m,+• • ■+M / şA > - o.

tad, reizinot šo vienādojumu ar x", dabūjam veidu (2). 
Nehomogēno vienādojumu (1) apskatīsim tālāk.
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Piemērs. Atrisināt diferenciālvienādojumu
x2j" + xy' — y = 0’ •

Še liekam y = x“.

Diferencējot, dabūjam

/ = y" = α (α-1) x“~\

Ievietojot šīs vērtības difeiencialvienādojumā, dabūjam

x2 α (a—l)x'∙<-2 + xax,^1-x1 = 0. 
vai

a (a—1) + a — 1=0,

a2 — 1 = 0.
Šī vienādojuma saknes ir r1 = 1 un r2 = — 1.

Dotā diferenciālvienādojumā vispārīgais integrāls tātad ir 
y = C1 x + Ş.

B. Lineāri nehomogēni vienādojumi

80. Nehomogēna vienādojuma forma. Integrēšanas pa­
ņēmieni. Nehomogēna vai pilnīga diferenciālvienādojumā forma 
ir šāda:

∑asy^=X. (1)

Še koeficienti αf (s = 0, 1, 2, . . ., n) var būt no x atkarīgi vai 
arī visi pastāvīgi lielumi. X ir funkcija, kas atkarīga tikai no x. 
Pieņemsim, ka diferenciālvienādojumam (1) piekārtotā reducētā 
vienādojuma

2⅛^=,0 (2)
vispārīgais integrāls

V = Cj j/j C2 _y2 -j- . . . 4^ Cπ _yn (3)

ar augšā aprakstītiem paņēmieniem jau dabūts. Šādā gadījumā 
pilnīgā diferenciālvienādojumā (1) vispārīgo integrālu dabū ar 
vienu no diviem sekojošiem paņēmieniem:
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1) atrodot pilnīgā diferenciālvienādojumā partikularo integrālu,
2) .pielietojot Lagranža konstantu variācijas paņēmienu.
Kā vēlāk redzēsim, Lagranža konstantu variācijas paņēmiens 

ir vispārīgs. Partikulara integrālā paņēmiens nav vispārīgs; tas 
ērti pielietojams funkcijas X dažu atsevišķu veidu gadījumos.

a) Nehomogēnā vienādojuma integrēšana ar 
partikulara integrālā palīdzību.

81. Teorēmas par nehomogēna vienādojuma vispārīgā 
integrālā veidu.

Teorema 1. Pieņemsim, ka w, kāda x funkcija, ir neho­
mogēnā diferenciālvienādojumā

∑asy^ = X (1)

partikulars integrāls; tad
∑as u<n~s> =X. (2)

Ja Y ir vienādojumam (1) piekārtotā reducētā diferenciālvienādo­
jumā vispārīgais integrāls, tad

K = C1 y1 ÷ C2 y2 + . . . +Cn yn 
un

^asY^ = 0. (3)

Šādā gadījumā nehomogēnā diferenciālvienādojumā vispārīgais 
integrāls y ir y = Y+u. (4)

Pierādījums. Ja Y-Y u ir diferenciālvienādojumā (1) in­
tegrāls, tad jābūt

∑as(Y + u) ^ = X. (5)

Šī vienādojuma kreiso pusi pārveidojot, varam rakstīt:

∑ ūs y(-→> + a, ∣∣M = X. (6)

Ievērojot sakarības (2) un (3), redzam, ka vienādojums (6) ir 
izpildīts; y = γ+u (7)
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tātad apmierina diferenciālvienādojumu (1), un, tā kā /izteiksmē 
atrodas ari n patvaļīgas konstantes, izteiksme (7) ir diferenciālvienā­
dojumā (1) vispārīgais integrāls.

Tātad 
nehomogēna lineārā diferenciālvienādojumā 

vispārīgo integrālu dabūjam, pieskaitot tā p a r- 
tikularajam integrālām piekārtotā reducētā di­
ferenciālvienādojumā vispārīgo integrālu.

Nehomogēna lineārā diferenciālvienādojumā partikularu integ­
rālu var dažos gadījumos viegli atrast. Šos gadījumus Še zemāk 
apskatīsim.

Teorema2. Ja nehomogēna lineārā diferenciālvienādojumā

V asy^ = X∙ (1)

labā puse ir vairāku x funkciju suma, t. i., ja

X = x1 + x2 + . . . 4- xn . (2)
un ja u1 u2........ ιιn ir attiecīgo diferenciālvienādojumu 

V⅛yM = x11 ^asy<n~s> = x2; . . . ; Vasy^π^-χn (3) 

partikularie integrāli, tad 

u = M1 + Uļ . . . + un ir vienādojuma (1) partikulars integrāls. 

Pierādījums. Saskaņā ar pieņēmumu pastāv sakarības

as u1<wi = x1,

as u2'n~3) = x2,
(4)

Us Un1" J = Xn -

Tās saskaitot dabūjam:

V as u^n-s) + ∑a, u^n~sj ÷ ∙ ∙ ∙ ÷ = *ι ÷

+ X2 + . . . + Xn (5)
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va ∙
∑ as (ul + z⅛ + . . . + — X. (6)

Vienādība (6) rāda, ka

W = U1 + U2 + . . . +

ir diferenciālvienādojumā (1) partikulars integrāls.

82. Funkcija X ir vesels algebrisks polinoms. Ievedot ap­
zīmējumu

«o x" + α1 xn~1 + .. . + i x a„ = P (x), (1)

diferenciālvienādojumu rakstām šādi:

∑asy<n→-P(x). (2}

Še P(x) ir algebrisks «-tās pakāpes polinoms. Pieņemsim šajā 
gadījumā

u = λ0 xn -(- λ1 xn~1 Xn_] x -ļ- λn, (3)

arī « - tās pakāpes polinomu, par vienādojuma (2) partikularo 
integrālu un meklēsim tā koeficientus

‰, λι , ... , λn.
Tāda gadījumā jābūt

∑ as ιP,~s'> = P(λ). (4)

Vienādojuma (4) kreisajā pusē pēc attiecīgo darbību izpildīšanas 
izrādīsies algebrisks «-tās pakāpes polinoms. Salīdzinot koefici­
entus vienādojuma abās pusēs pie vienādām x pakāpēm, dabū­
jam tieši tādu vienādojumu skaitu, lai noteiktu meklētos koefi­
cientus λ0, λ1, . . . , λn .

Lai dabūtu šī vienādojuma partikularu integrālu, ņemsim vērā, 
ka še X ir otras pakāpes algebrisks polinoms un pieņemsim, ka 
meklētais partikularais integrāls ir pilnīgs otras pakāpes polinoms; 
tatad . ,, I . । . . .M■= λ0 xi + λ1 x + λ2. (a)
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Šo izteiksmi diferencējot, dabūjam 
u' n 2 λ2 x -ļ- λι, 

u" = 2λ0.
Šīs u' un u" vērtības ievietojam dotajā diferenciālvienādojumā:

2λ0 — λ0 x2 — λ1 x — λ2 = x2 + 1,

Salīdzinām, koeficientus pie vienādām x pakāpēm:

— λ0 = 1; λ1 = 0 un 2 λ0 — λ2 = 1, 
tātad

Aq — — 1 un λ2 — 2 λ2 — 1 — — 2 1 3.

Ar šīm koeficientu vērtībām no (a) dabūjam dotā vienādojuma 
partikulām integrālu » — — x2 — 3.

Dotajam vienādojumam piekārtotā reducētā vienādojuma
y" —y — 0 

raksturīgā vienādojuma 
ra — 1 = 0

saknes ir r1 — 1 un r2 = — 1.

Reducētā vienādojuma vispārīgais integrāls tad ir
Y = Ci ex + C2 e~x

un dotā nehomogēnā diferenciālvienādojumā vispārīgais integrāls ir 

y = Y+ u = C-iex + C2e~x — x2 — 3.
Viegli redzēt, ka, ja diferenciālvienādojumā trūkst _y, partikularā 
integrālā polinoms jāņem par vienu pakāpi augstāks nekā poli­
noms P(x). Ja diferenciālvienādojumā nav locek∣u ar y un 
tad polinoms jāņem par divām pakāpēm augstāks par polinomu 
P(x) utt. Tā, piemēram, diferenciālvienādojumā

/" Yy, = xi

nav locekļa ar ; še partikularā integrālā polinoms jāpieņem

u = λ0 χδ + λ1 χ4 + λ2 x3 -ļ- λ3 x2 λ4 x ⅛ λ5.

Tāpat arī jāievēro, ka visos gadījumos partikularā integrālā poli­
noms jāpieņem pilnīgs neatkarīgi no tā, vai tāds ir polinoms P(x).
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Ar noradīto paņēmienu dabūjam vienādojumā partikularo integrālu

« = ~ x& — 4 x3.5
Augšējā diferenciālvienādojumā raksturīgā vienādojuma saknes ir

r1 = 0; r2 = z; r8 = — z, 
tātad

y= C1 + Λcosx 4- Bsin x, 
un

j/ = K 4- zz = C1 /1 cos x 4~ £ sin * + ļ xδ — 4 X3

ir dotā diferenciālvienādojumā vispārīgais integrāls.

83. X = A Diferenciālvienādojumā veids ar šādu otru 
daļu ir

∑astfn-* = Ae*x. (1)

Še A un α ir pastāvīgi lielumi. Pieņemam diferenciālvienādojumā 
partikularo integrālu šādā veidā:

zz = λ β≈jf. (2)

Še λ ir pastāvīgs un nezināms noteicams lielums. Ja (2) ir parti 
kulars integrāls, tad jābūt izpildītam vienādojumam

∑ as (λ el*xyn~^ — A eax. (3)

Izņemot reizinātāju λ ārpus sumas un ievērojot, ka

∑ as (e*xyn~ s> = eax ∙ φ (a),

vienādojumu (3) rakstām tā':

λ . eax ∙ φ (α) = A - ea-x. (4)
No (4) dabūjam

Tātad
u = λ = -v-v eax. (6)φ(α)
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Piemērs.
y" — 3 y + 2j = &x.

Še A = 1; α = 3; φ (r) = ra — 3 r + 2;

φ (a) = φ (3) = 32 — 3 • 3 + 2 = 2;

λ- I
- φ (a) 2 '

IU = y β3∙l .

Raksturīgā vienādojuma
ra — 3 r + 2 = 0

saknes ir r1 — 1, ra = 2. Ar šīm saknēm dabūjam

γ=Cie*+ C2 e2',
Tātad

y = y 4- « = C1 e* + Ca + ļe3*

ir dotā diferenciālvienādojumā vispārīgais integrāls. Ja α ir rakstu­
rīgā vienādojuma sakne, tad φ(α) = O un, kā redzams no (5), 
λ = ∞ . Šādā gadījumā λ dabūjam tā: kā zināms,

∑ as (erxYn-s> = erx φ (r).

Diferencējot pēc r, dabūjam

(xerxyπ~si = xerx φ (x) + e" φ' (r) — erx ∖x φ (r) ÷ φ' (r)|. (7)

Pieņemsim, ka partikularais integrāls šādā gadījumā ir

u = λx
Tad jābūt

as = 4

Izņemot faktoru λ ārpus sumas, dabūjam

λ ∑as(x e")<"-'> = A e*x. (8)
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Ievērojot (7), vienādojuma kreiso pusi rakstām šādi:

λ eax [(x φ (α) + φ' (α)] = A eax. (9)

Tā kā α pieņemts par raksturīgā vienādojuma sakni, tad aug­
šējā izteiksmē φ (a) = 0 un (9) dabū šādu .veidu:

X eax - φ, (α) — A e*x 
un

, A
X = n P («)

Ar šo X vērtību dabūjam 
■ Λ

u — λ x eax = . x eα*,
? (a)

diferenciālvienādojumā partikularo integrālu.
Ja α ir raksturīgā vienādojuma divkārtēja sakne, tad

?’(«)
un

Piemērs. .
— 3/ -j- 2χ∕ —

Le φ(r) = r2 — 3r ÷ 2 = 0; φ, (r) = 2r — 3;

r1 = 1 un r.2 = 2;

A = 1; α = 1;

y = c1 + Ca e2*.

Tā kā še α = 1 ir raksturīgā vienādojuma sakne, tad

χ — „ —__ 1___  — __ 1___—__  i
φ'(α) 2a — 3 2 • 1 — 3

un
m = — 1 • x ex.

Tātad y = Y A- u — C1ex + C^e2x — xex

ir dotā vienādojuma vispārīgais integrāls.
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84. Piemēri. Tā kā funkcijas siπ x, cos x, sin A x, cos A x 
varam izteikt ar eksponentfunkcijām, tad, ievērojot [82] un [83] 
norādītos paņēmienus, kā arī [81] teoremu 2, varam dabūt neho­
mogēna lineārā diferenciālvienādojumā partikularu integrālu, ja 
vienādojuma labajā pusē esošā funkcija ir:

algebriska vesela funkcija P(x), eksponentfunkcija ex, sin x, 
cos x, sinAx, cos hx vai arī kāda šo funkciju suma.

Piemērs. y" +j = 2x ÷ cos x. (a)

Izteicot cos x ar eksponentfunkcijām, vienādojumu rakstām tā:

y" + y = 2x + eix + e ix∙
Raksturīgā vienādojuma

φ (r) = r* + 1 = 0 (?)
saknes ir r1 = i un r2 = — Z.

Ar šīm saknēm dabūjam reducētā vienādojuma vispārīgo 
integrālu γ = a cos a: + B sin x. (γ)

Saskaņā ar [82] veidojam diferenciālvienādojumus:
1) u1" + u1 = 2x,

2) + »2 = 2

3) as" + u8 = e-'».

Dabūsim šo vienādojumu partikularos integrālus.
Vienādojumu atrisināšana:

1) w1" + — 2x,
u1 = λ0 x -f- λ1, 

= \)>
¾* = 0.

Ievietojot w1,m1" vērtības vienādojumā (1), dabūjam
0 + λ0 x -∣- λ1 = 2x;
λ1 = 0; X» — 2;

— 2x.
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2) ⅝" + ⅞ — 2

Še A = $ . α = i ir raksturīgā vienādojuma sakne; tādēļ liekam 

u2 = λ x 

λ = 
' φz(M'

Tā kā saskaņā ar (β) φ' (r) — 2r, tad φ' (a) = 2/ un
λ = 1 2 Z = 1

2 4/
Ievērojot šo λ vērtību, dabūjam

Trešā vienādojuma partikularo integrālu us dabūjam līdzīgā kārtā: 
⅝=-⅛"^∙

Dotā diferenciālvienādojumā (a) vispārīgais integrāls ir 
y = X + a1 + «2 + “s = Λ cos x + β sin x -ļ- 2x + |x sin x. 

Še ņemts vērā, ka
1 .

⅜ ÷ «3 = 2 x sm x.

Ģadījumā, ja A = (α0 x" + a1xn~i + . . . + λb),

liekam u = (Xg X" + λ1 xπ~1 + .. . + M- 

Ievietojam « un tā atvasinātās diferenciālvienādojumā; dabūtajā 
sakarībā abas puses dalām ar tad dabūsim vienādojuma 
abās pusēs x polinomus. Salīdzinot koeficientus pie vienādām 
x pakāpēm, dabūjam vienādojumus koeficientu λ0, λ1,. . ., λn 
aprēķināšanai.

Piemērs.
y" — 7y' + 12y — exx.

Liekam
m = ex (λ0 x + λ1).
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Diferencējot dabūjam

«' — ex (λ0x + λ1) + λ0 ex = ex [λ0x + λ0 + λ1], 

u" = ex (λ0x + λ1) 4^ + — ex [λ0x + λ1 4- 2λ0].

Ievietojam šīs vērtības diferenciālvienādojumā un dalām to ar ex∖ 
tad

6λ0 x 6λ1 — 5λ0 = x, 

6λ0= 1,
χ -1λ°~ 6’
λ _ A
λl 36 ‘

Ar šīm vērtībām dabūjam 

. /1u — ex .6*
6x + 5

36
Raksturīgā vienādojuma

- ra — 7r + 12 = 0
saknes ir r1 = 3; r2 = 4.

Reducētā vienādojuma vispārīgais integrāls tad ir 

Y = Clesx + C2<4∖

Dotā diferenciālvienādojumā vispārīgais integrāls ir

y = Y + u = C1e*x 6x + 5
36

b) Nehomogēna lineārā diferenciālvienādo­
jumā integrēšana ar Lagranža 'konstantu variā­
ciju paņēmienu.

85. Lagranža konstantu varlacijas paņēmiens. Ja zināms 
homogenā diferenciālvienādojumā

∑ asyfns> = 0 (1)
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vispārīgais integrāls

y = Q yi + ^2 y^ ÷ ∙ ∙ ∙ ÷ yn, 
tad nehomogēnā diferenciālvienādojumā

∑asy(n→> = X,

(2)

(3)

vispārīgo integrālu varam dabūt ar kvadratūrām. To panāk, pie­
lietojot Lagranža konstantu variāciju, ko izdara šādā 
kārtā.

Reducētā vienādojuma vispārīgā integrālā (2) konstantes 
C1, Ca, C3, .... Cn aizstāj ar nezināmām x funkcijām 
C1(x), C2(x).........Cn(x) un atrod šīs nezināmās funkcijas tā, 
lai izteiksme

y = C1 (x)y1 + C2 (x)y2 + . . . + Cn (x) yn (4) 

apmierinātu nehomogēno diferenciālvienādojumu (3). Tas ir 
iespējams, ja liekam:

Cļ yi 4- C2 y2 -1^ ∙ ∙ ∙ Cn yn — 0, 

⅛yi' + ⅛yH-... + Cn'y,! = Q,

(5)
C1'y1(^ + C^y^ + . . . + Cn'y^→ =0, 
C1'y1(n-1) + c^y^ + . . . + Cn' yn^ = X.

Še ar C√, C√, . . Cn apzīmētas atvasinātās pēc x.

Diferencējam (4) un ievērojam (5):

y' — C1y1' -ļ- C^y^ -∣- . . . + Cny∏ ,
y" = ⅛" + ⅛" + ... + ⅛", 

............................................. ....... ' (6)
>"-'> = C1j1<"-,> + C1 + • • ■ + cnyn^∖ V 

= ciλw + Caj2(") + . . . + Cnj√") . Uq
Ievietojam j/ vērtību no (4) un y, y, . . ., yπ) vērtības no (6) iz­
teiksmē ∑as y(n~s>
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un ņemam vēra, ka sakarībās (6) C1, C2, . . C„ uzskatīti kā 
konstanti; tad

∑at^ = c1 2⅛π" + + • • • +

+ Cn∑asyn^+ X. (7)

Tā kā j1, y2> • • ■> yn >r reducētā diferenciālvienādojumā partiku- 
larie integrāli, tad

∑asyl<π~^ = 0; ∑asy^n~s^ — 0; . .∑as j√π — 0.

Ar šīm izteiksmēm no (7) dabūjam 

∖⅛ = X,

kas rāda, ka izteiksme (4) tiešām ir nehomogēnā diferenciālvie­
nādojumā integrāls.

Lai dabūtu C1(x), Ca (x), . . C„ (x), atrisinām vienādojumu 
sistēmu (5) attiecībā uz C1'(x), Ca'(x),.. ., Cπ,(x). Šis sistē­
mas vienādojumi ir lineāri attiecībā uz nezināmiem C1'(x), 
c-'N......... C√(x). Pieņemsim, ka dabūjam

Λ , Z \ Λ , ∕ . Ca (X) , ,
6/ (x) = C2' (x) =....7 — z2 utt.,

kur z1, z2 utt. ir x funkcijas; tad

C1 (x) = z1 dx + C1; C2 (x) = ļ z2 à + Ca utt.

Še C1, Ca,. . ., Cn ir patvaļīgi pastāvīgi lielumi.
Ievietojot C1 (x), Ca (x) utt. vērtības vienādojumā (4), dabūjam 

nehomogēnā vienādojuma vispārīgo integrālu.
Piemērs. Atrisināt nehomogēnu lineāru diferenciālvienādo­

jumu
y" + y = Ctg X. ' (a)

Reducēta vienādojuma
y"+y≈Q (b)

raksturīgā vienādojuma 
r° + 1=0

saknes ir = ∕, r2 = — i.
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Reducētā vienādojuma (2) vispārīgais integrāls tad ir 

K≡= C1 cos x + C2 sin x.

Še vienādojumu grupa [85, 5] ir:

dC1 . . dC^ cos x + sin x —r- — 0, dx dx
. α!C1 , dC2— sin x —+ cos x — ctg x. à à "

(c)

(ch

Atrisinot šos vienādojumus, dabūjam

dCi = — cos X, dx

dC2 cosax 1 .- - = —----- — -- -------- sin x.dx sin x sm x
Integrējam:

C1 = — sin x + C1>

C2 = ln tg ⅛ + cos x + C2.

Ievietojot C1 un C2 vērtības vienādojumā (3), dabūjam diferen­
ciālvienādojumā (1) vispārīgo integrālu

y = C1 cos x -j- Ca sin x -ļ- sin x lntg ~ .

86. Uzdevumi.

1) >* — 5y + 6^ = 0. Atb. y = C1e2* ÷ C2 e8*.
2) y" — 4/ + 13y = 0. Atb. -y =e2x(√lcos3x+βsin3x).

3) /" —/' —y+j∕ = 0. Atb. j = (A -|- βχ) -f- Ce~x.
4) yv ş 2nay' -ş- = 0.
Atb. y = (A + BxJ cos wx 4- (C + Ox) sin nx.
5) y" — 7y 4- 12^, = 0. Atb. y = C1e*x + (72^.
6) y" — 6/4- 13y = 0. Atb. y = e^(^cos2x + βsin2x).
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7) yu - 12y + 36)/ = 0.
8) )/" — )/ — 0.

9) /' — 7/ + 12)/ — 2x.

Atb. _y = (4 + 42x) eβx.

Atb. y — Cl ekx + C2 e kx. 
... 12x + 7 _ . .
Atb. )/ = —≈ + C1 +

+ C2
10) y" — 2y' + y = ax3.

Atb. y = a (x3 + 6x2 -f- I8x + 24) + (C1 4- C2x) ex.

11) y" — 2 ay' + cty —

12) y" + λ2)∕ = cos ax.

13) )/" — y = cos x.

14) y/ +j _ X2

15) )∕" -2y, -3y = e3x. . _ , .
+ ļ x

4
16) y"-5y, + 6y = e2x(l-x). Atb. )∕ = C1 ψ C2 e8x + 

y∙2

Atb. )/ = ^a„i)2 ■

+(G + Cβx)β".
... cos ax l z, , Atb. v = -s----- „ 4- C1 cos nx +-, λ2-α2 1 1

+ C2 sin n x.
Atb. )∕ = C1 e* + C2 e-x — 

1 — 2 cos x.

Atb. )∕ = C1 sin x + C2 cos x + 
+ x2 — 2.

Atb. v — Ci e8x 4- C□ +

17) )∕" +)∣ = 5÷ cos x. Atb. y = C1 cos x +

+ C2 sin x + x sin x + 5.

18) /" — y = + 2.
Atb. )∕ = C1 ejc + e- 2 (c9 cos^^x + C2sin^şxì + ⅛xex — 2.

19) y'" — 2y' + 4y = ex cos x.
Atb. y = C1 e^^2jf + (C2 cos x + C3 sin x) —

— 20 x (cos x — 3 sin x).
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20) x3 y" + xy' 4- y = ln x. Atb. y = C1 cos (In x) +
4- C2 sin(ln x) + In x.

21) y" = aA Atb. y = C1 + C2 x + .

Uzdevumu (21) atrisināt kā lineāru diferenciālvienādojumu, lieto­
jot / un m.

22) x4 ∕v + 3xa y" _ 7x∕ + 8y = 0.

Atb. y = C1x2 + C2xa 1∏ x + C3 x cos ln x + C4 x sin In x.
23) x4 ∕' + 6x3∕' + 9xa /' + 3x∕ + y = 0.

Atb. — /4 cos 1∏ x 4* B sin ln x 4- C ln x cos ln x ÷
4- D In x sin In x.

C. Dažas techniskas problēmas

87. Sija uz elastīga pamata. Pieņemsim, ka prizmatiska sija 
AB (25. zim.) balstās visā garumā uz nepārtraukta elastīga pa­
mata.

Slodze - uz tekoša metra rada elastīgā pamata reakciju, bet, tā 
kā sija slodzes un reakcijas iedarbe izliecas, tad reakcijas intensitāte 
nav vienāda visos sijas punktos. Pieņemsim, ka reakcijas inten­
sitāte ir proporcionālā y — sijas elementa iespiedumam pamatā.

Šādā gadījumā reakciju kādā 
punktā varam izteikt ar ky.

Λ

26. zīm.25. zim.

Sijas izlieces līkni dabūjam šādi. Stiprības mācība dod formulas:

= un ^=Q. (2)

Še M ir lieces moments un Q šķērsspeks.
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(3)

Diferencējot (1) divas reizes un ievērojot (2), dabūjam
pi diy _ _ cPM _ dQ 

dxi dxa dx ‘
Ievērojot uz sijas elementa dx iedarbojošos speķus, dabūjam līdz­
svara izteiksmi, (pieņemot y ass pozitivo virzienu uz apakšu):

qdx + dx ) — Q — ky dx = 0 (4)

vai rin
g=ky-q. (5)

Šo izteiksmi ievietojam vienādojumā (3):

EJ dxi = 4— kY∙ (6)

Izteiksme (6) ir uz elastīga pamata balstītās slogotās sijas izlie­
ces līnijas diferenciālvienādojums. To rakstām šādā veidā:

⅛y + * υ _ JL 
dxi EJy ~ EJ'

Reducētais vienādojums ir
diy , k _
½ + p ,y - o.
dx4 EJ

Raksturīga vienādojuma

r1 + -p .= 0; ļ / = 0
EJ V EJ r

saknes ir:
0l<2 0^2 _ β∕2 0/2.

rι 2 ' 1 ~2 ’ ş '

_ 0/2 0 /2. 0 /2 0 ∕^
fa 2 ~l~2~' r*-~2 ' "ş

Reducēta vienādojuma vispārīgais integrāls ir:

7 = (a cos x + B sin x ) + 

+ 2 * (c cos x + Z) sin 2 x) •

(7)

(8)

(9)
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(10)

Vienādojumā (7) partikularu integrālu dabūjam, liekot

u λ EJ'

Ievietojot šo vērtību diferenciālvienādojumā, dabūjam

EJ ' £7 “ £J

vai 

un

. _£7
Ä

n — — JL — ?
EJ ~ k ' EJ ~ k' (11)

Diferenciālvienādojumā (7) vispārīgais integrāls tātad ir:

∕ g 1Λ^9 β 1Λ 2 )ş — e 2 cos — x + B sin — x ļ +

+ g (r cos β I n β V 21
1 c COS —2 I ∆√ Sln ------ 2 H

Konstantes 4 L, C, O katrā atsevišķā gadījumā aprēķina no sā­
kuma un robežu noteikumiem.

88. Brīva neslāpēta elastīga svārstība. 27. zīmējumā ar a ap­
zīmēta spirālveida atspere. Pieņemsim, ka atsperi pakāpeniski slo­
gojam, kamēr slodze sasniedz svaru W. Slodze rada atsperes 
pagarinājumu; pieņemsim, ka svaram W atbilst atsperes pagarinā­

jums un ka pagarinājums ir propor­
cionāls slodzes lielumam.

Tad
8f, = e.W

jeb S-t = W.

liekam k,

tad k⅛t = W. (1)
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Kā redzams no (1), k ir tas svars, kas pagarina atsperi par ga­
ruma vienību. Koeficientu k sauc par atsperes konstanti. Lie­
lumu sauc par atsperes statisko pagarinājumu, ko rada 
slodze W.

No (1) dabūjam u7
≡* = y∙ (2)

28. zīmējumā ar a apzīmēta atspere ar piekārtu svaru UZ līdz­
svara stāvoklī. Ar b apzīmēta tā pati atspere, bet pastiepta līdz 
attālumam h no līdzsvara stāvokļa. Ja pastiepto atsperi palaidī­
sim vaļā, tad sāksies svārstības.

Apzīmējam svārstības kustībā svara UZ attālumu no līdzsvara 
stāvokļa ar x, skaitot x pozitīvu uz leju (29. zīm.). Kustības dife­
renciālvienādojumu dabūsim no dinamikas pamatlikuma:

UZ~ . x" = — kx, (g — gravitac. paātrinājums)

vai arī
X" + ^χ = 0.

Ja apzīmēsim
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(4)
tad kustības diferenciālvienādojums būs

x" + p2 x = 0.
Kā zināms, diferenciālvienādojumā (4) atrisinājums ir: 

x — A cos pt B sin pt.
Šis vienādojums rāda, ka svara W kustība ir svārstība.

Šīs svārstības periods ir:
2π τ = —.
P

Svārstības frekvence ir:

(5)

(6)

(7)

Ievērojot (3), perioda un frekvences izteiksmes rakstām šādi:

τ=2π1∕T⅛', (8)
' g

Pieņemsim šādus sākuma noteikumus:
dx 

pie t — 0, x = Ä un pie t = 0, v — — 0.

Ievietojot vienādojumā (5) t = 0 un x = h, dabūjam
A — h.

Diferencējam vienādojumu (5):

dxî — — Ap sin pt + Bp cos pt.

dx
Ievietojam šaja vienādojumā t = 0 un — = 0, tad seko:

B = 0.

Ar dotiem sākuma noteikumiem apskatāmās svārstības vienādo­
jums ir x = Ä cos pt.

Kā redzams, h te ir svara lielākais attālums no līdzsvara stāvokļa; 
A sauc par svārstības kustības amplitūdu.
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Ar vienādojumu (5) noteikto svārstību, kas atkarīga tikai no at­
speres elastības, sauc par brīvu svārstību vai arī par sistēmas, 
sastāvošas no atsperes un svara W, pašsvārstību.

89. Uzspiestas svārstības. Pieņemsim, ka uz svaru UZ, kas 
piekārts atsperei, iedarbojas periodisks mainīgs ierosinātājs spēks Q. 
Šādā gadījumā iestājas sistēmas uzspiestās svārstības. 
Šīs kustības diferenciālvienādojums ir:

UZ
x" + kx = Q

F
jeb

+ ⅛ jr _
UZ uz '

Še apzīmēsim

p2 = un pieņemsim, ka ķ — - cos mt. (1)

Kustības diferenciālvienādojums tad būs

x" + pax = q cos mt. (2)

Mainīgā spēka Ģ periods še pieņemts.

2π 
^=^m (3)

un ši spēka frekvence
f _ « 71 ~ 2π' (4)

Ja spēka Q maiņas ir Joti lēnas, t. i., ja m samērā ar p ļoti mazs 
(τ1 ļoti liels samērā ar τ), tad vienādojumā (2) varam atmest 
locekli ar x" un rakstīt:

o cos mt 
‰ = — • (5)

Tā kā slogošanas paātrinājums ir ļoti mazs, tad izteiksme (5) dod 
xst, ko dabū, slogojot sistēmu ar mainīgo spēku Q.
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Kā redzams, xst max ir:
<⅛

xst max — ş — .
P1 kj

UZ
Diferenciālvienādojumā (2) reducētā vienādojuma

x" —ļ— pix = 0 
vispārīgais integrāls ir

X = A cos pt + β sin pt.

Apzīmējot vienādojuma (2) partikularo integrālu ar « un ievedot 
cos vietā eksponentfunkcijas, vienādojumu (2) rakstām tā:

pimt _ļ_ p—imt
u" + p2 u = q cos mt = q.------ 2------ -

Še dabūjam divus diferenciālvienādojumus:

m1" + p2 eimt un u2" + p2α2 —

Raksturīgais vienādojums šinī gadījumā ir: 
φ (r) — r2 + p2 = 0.

Šī vienādojuma saknes ir:
r1 = pi un — — pi.

Tā kā še
pi ≠ mZ, 

tad augšējo diferenciālvienādojumu partikularie integrāli ir: 

α1 = λ1 eimt un «2 = λ2 
kur

À — -A_ — ?
φ(α1) 2 (p2 — ∕n2)'

un
1 — -

2 P («g) 2 (p2 — m2)'
Tad

¾ = -----ā? un ‰ —2r e*"n<1 2(pa — m2) 2 2(p2-m2)
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Tā ka

tad
ş «a,

Diferenciālvienādojumā (2) vispārīgais integrāls ir:

x = X + u = A cos pt + B sin pt + cos mt. (5)

Vienādojumā (5) izteiksme
x = /4 cos pt + B sin 

dod sistēmas pašsvārstības un izteiksme

u = —āp3 — cos mt

izsaka sistēmas uzspiestās svārstības. Šo svārstību amplitūda, ko 
apzīmējam ar C, ir

C —___?__
p2-m2'

Ja p = m, t. i., gadījumā, kad pašsvārstlbu un uzspiestās svār­
stības periodi ir vienādi, tad augšēiā izteiksme rāda, ka uzspiesto 
svārstību amplitūda C = ∞. Šādā gadījumā saka, ka svārstībās 
iestājas rezonance.

Attiecīgo ierosinātāja spēka Q frekvenci tad sauc par kritisko 
frekvenci. r

- = β xf<max r

sauc par amplitūdas pavairošanas faktoru. Ievietojot aug­
šējā formulā attiecīgas xst un C vērtības, dabūjam

β — .fa=___L_ 
p2 — m2 q _  M"

Ievietojot šinī izteiksmē periodus
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dabūjam
β ----- —n.

I_ — 
τι2

Šī izteiksme rāda, ka gadījumā, ja pašsvārstību periods, salīdzinot 
ar uzspiesto svārstību periodu, ir mazs, β ir tuvīni 1, un uzspies­
to svārstību amplitūda maz atšķiras no x^ max. Koeficients β 
aug, augot attiecībai τ , un gadījumā, kad šī attiecība ir 1, tad 
β ir ∞.

Pieņemam šādus sākuma noteikumus:

un
ja t = 0. 
ja / — 0,

Liekot vienādojumā (5) t — 0 un 
dabūjam

x = 0 
x' = 0. 

x — 0,

A — — . 
P

-
'2 — m

Diferencējot vienādojumu (5) pec t un liekot t = 0 un x' = 0, 
dabūjam

B = 0.
Ievietojam koeficientu A un B vērtības vienādojumā (5):

x — — p2^ rr^ (cos Pt — cosmt).

Rezonances gadījumā, kad m = p, šī izteiksme dod 

cos pt — cos mt 0 
χ--q p2 _ — <7 • q •

Pielietojot Lopitala paņēmienu un diferencējot šīs izteiksmes skai­
tītāju un saucēju pēc m, dabūjam

t sin mt q t sin mt 
x — 2 m______ 2 m '

Pēdējā izteiksme rāda, ka x aug ar laiku t neaprobežoti. Uz­
spiestās svārstības amplitūdas C izteiksmi varam pārveidot šādi:
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c _ ___ 5 . _ - . > 4 - 1 t
p2 — m2 p- m2 p2 τ2

1 β√2 2p2 τ12
Ta ka

s <7 xst ιnax = δi∕ —
?

tad

ĪZ Ş 1^T2 p'
pa τ1a

Svārstība notiek tā, kā tikko apskatīts, tikai tāda gadījumā, ja nav 
berzes vai citas pretestības kustībai.

90. Pašsvārstības ar pretestību. Pieņemsim, ka kustība sa­
stop pretestību un ka pretestība ir proporcionālā • kustības ātru­
mam. Šādā gadījumā kustības diferenciālvienādojums ir:

W— x" = — ax' — kx 
F

jeb
χ"+^χ'^^χ = 0(a — proporc. faktors).

Liekam .

2n=ψmPi=ψ' (I)

tad kustības diferenciālvienādojums būs
x" + 2nχ' ÷ p2 χ = 0. (2)

Šī diferenciālvienādojumā raksturīgā vienādojuma

r2 + 2nr + p2 = 0 
saknes ir

r1 = — n + ψr n2 — p2 un r2 = — n — j n2 — p2.

Še izšķiram trīs gadījumus:

1) Ja n2 — p2 > 0, tad liekot ni — p2 = β, rakstām
r1 = — λ ÷ β un r2 = — n — β.

12 Parasto diferenciālvienādojumu integrēšana 177



Diferenciālvienādojumā (2) integrāls tad ir:
x = e-nt Be~V)' (3)

Šī vienādojuma attēls parādīts 30. zīmējumā.

2) Ja n2 — p2 = 0, tad r1 = ra un diferenciālvienādojumā (2) 
integrāls ir: χ _ + (4)

Šī vienādojuma attēls ir 31. zīmējumā parādītā līkne.

3) Ja n2 — p2 < 0, tad apzīmējam p2 — n2 = p/;
raksturīga vienādojuma saknes tad ir:

r1 = — n -∣- p1 / un ra = — n ~ Pι
un diferenciālvienādojumā (2) integrāls tad ir:

x — e-∏t cos pι^jrβ sjn pι ^5)
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Ka redzams,
Pι<P, 

tādēļ ari
2π 2π 

Xļ = > — .
Pi P

Ja n samērā ar p ir mazs lielums, tad p — pi ir otras kārtas 
mazs lielums. Šādā gadījumā var teikt, ka mazs pretestības spēks, 
kas proporcionāls ātrumam, svārstības periodu maz iespaido.

Še apskatītajā trešajā gadījumā kustībai ir svārstības raksturs, bet 
kustības amplitūda ar augošu t samazinās, un ar pietiekoši lielu 
galīgu t ir praktiski uzskatāma par 0. Pirmajā un otrā gadīju­
mā kustībai nav svārstības rakstura. Atkarībā no sākuma notei­
kumiem vienādojums (5) var dabūt dažādus veidus; kādā atseviš­
ķā gadījumā vienādojums (5) ir:

x = x0 e~nl cos p11.

ŠI vienādojuma attēls parādīts 32. zīmējumā.
Pārtraukto līkņu vienādojumi ir:

x = ± x0 e-π'.
Apzīmējot amplitūdu laika momentā t0 ar x0, rakstām: 

x0 = e~nt" (A cos p1 ∕0 -f- B sin p1 ⅛).
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Par vienu periodu lielāks laiks tad ir = ∕0 + —. Apzīmējot 
šim laikam atbilstošo amplitūdu ar x1, rakstām: P1

-n(⅛+1^)r . /, . 2π∖ . _ . ∕ 2π∖1
x1 =e ' λ/ 4 cos (∕0 H------ )H- sm ∕>1 po + — i IL \ Pil ∖ Pi / J

No augšējiem vienādojumiem dabūjam:

x _-1 λ •
x0

jeb

1∏ x0 — ln x1 = . (6)'

Lielumu sauc par logaritmisko dekrementu. Ar 

izteiksmes (6) palīdzību var, novērojot x0 un x, dabūt slāpēšanas 
skaitli n.

91. Uzspiestas svārstībās ar pretestību. Šadas svārstības 
diferenciālvienādojums saskaņā ar agrāko ir:

x" -j- 2nx' + pax = q cos mt. (1)

Raksturīgā vienādojuma

φ (r) = ra 4- 2n r + p- — 0 
saknes ir ______

r — — w÷1Λ — (p2 — n2).

Liekot p1a — pž — w2, (2)
reducētā vienādojuma vispārīgo integrālu rakstām šādi:

A' = s-"/ (4 cos p1 t + B si∏ p1 t). (3)

Lai dabūtu vienādojuma (1) partikularo integrālu «, vienādojumu 
(1) rakstām šādi:

x" + 2λx' + ρ2x =÷ | eimi + ∣ e~im,. (4)

Kā redzams, šajā gadījumā

∣1 = ¾ + «2.
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kur α1 un ¾ atrodami, atrisinot diferenciālvienādojumus:

«i" + 2« √ + p2 «i=| e""z.

αa" + 2∕ιa√ + p2 «2 = |

Še 41 = j, α1 = ∕m, ∕t2 = ~ un a2 = — im∖ φ (r) = r3 +

+ 2«r+p2;
1 /41 . √4a
λ — . ∖ un ⅛ = —7½jφ (a1) φ (β⅛)

χ _ -______. , ____________________ .
1 ~ 2 (p2 — m2-)- 2 mni)' ~ 2(p2- m3 — 2 mm)'

Ui — λι e'mt — ^7 2-------/ï -----u2 = λ2 =1 2(p2— mi + 2mnι) 3 3

— ________ ?________ g—imt.
2 (p3 — ∕n3 — 2 mm) '

zz — ∕z1 H ⅝ — 2 I pī — ∕n2 + 2 mm ş p2 — «2 — 2 mni j

_  <7 P(p2 — m3 — 2 mm) e'"z + (p2 — m2 + 2 mni) e~imt ∖_
2 I (p2 — m2)3 + 4 m3 «2 ] —

_ (p2 — m2) (⅛""z -j- e-"π') — 2 mni (eimt — e-àt) ļ _
— 2 ’ (p3 — m2)3 + 4m3 n2 J -

I p2 — m3 
— 7 7-5------- a,a »—īf-5 cos mt —I (P — m ) +4 mi ni

2 mni i______ ∕ eimt — e~'m' \ ļ 
z[(ρ2 — m2)^ + 4 mini] * 2 / I ’

I p2 — m2 
u = p 7-2— —5—5 cos mt -4-L (p — m2)2 + 4zn2 n2 1

, 2 mn . 1
-Γ 7—2--------- 2X V^ ------5—ā s,n mt∖'1 (p2 — m2) + 4 m2 n2
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Liekam
<7 2mn ņ 02 — m2)

(p- — + 4 m- ni siπ ' uπ (^a — ∕n3)a + 4 m* n*

— C cos E, (a)
tad

« — C (cos mt cos E + sin mt sin E) = C cos (mt — E). (β) 
No augšējiem vienādojumiem (a) dabūjam:

C = q .. ------- . (γ)
■ 1/ (p* — m9)9 + 4 m3 λ2

Diferenciālvienādojumā (1) vispārīgais integrāls ir:

x — X + u.
Ievietojot še dabūtās x un u vērtības, rakstām

x = g-nZ 0 cos p1 t + B sin px /) +

Vienādojumā (5) pirmais loceklis ar augošu t tiecas uz 0. Šī 
vienādojuma o^s loceklis izteic uzspiestās svārstības. Leņķi E 
vienādojumā (5) sauc par f a z u nobīdnes leņķi starp uzspiestām 
svārstībām un ierosinātāju spēku. No vienādojumiem («) dabūjam

. 2 mn ...
⅛f=v-m*∙ («)

Ja p > m, kas ir gadījumā, ja pašsvārstlbu periods ir mazāks 
par ierosinātāja spēka periodu, tad leņķis E ir pozitīvs un mazāks 
par . No vienādojuma (β) redzams, k⅛ uzspiestās svārstības 

novēlojas pret ierosinātāju spēku ņ cos mt.

Ja p < m, tad _
E < π.

Kad p = m, t. i. rezonances ga- 
π

dījumā, no (X) dabūjam tg E — ∞j tad fāzu nobīdne ir 2 •
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Uzspiestās svārstības amplitūdas C izteiksmi pārveidojam šādi. 
Tā kā

tad

Izteiksmi (7) rakstām šādi:

δ,⅛ C izteiksmes rakstām tā:Ievērojot, ka =

sauc par uzspiesto svārstību amplitūdas palielināšanās fak­
toru. 33. zīmējums dod ļoti pārskatāmu attēlu, kā mainās amplitūda

C ar attiecības — un faktora 7 maiņu.
τι τ

Šī zīmējuma līknes rāda koeficienta β maiņu atkarībā no _ un 7 
maiņas.

Tas rāda arī, ka maksimālās amplitūdas punkti nav piekārtoti

— = 1 vērtībai. Minētais maksims atbilst — vērtībai,kas nedaudz 
τ1 tχ
mazāka par 1. No 33. zīmējuma redzam, ka slāpēšanai (pretes­
tībai) ir ļoti liels iespaids uz uzspiestām svārstībām rezonances
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tuvuma no = 0,75 līdz — — 1,25. Šinīs robežās pretestība ievē­

rojami samazina uzspiesto svārstību amplitūdu un uzspiež tai 
galīgu vērtību rezonances gadījumā. Tālāk redzams arī, ka jo 
lielāka pretestība, jo mazāka ir rezonances ietekme.

33. zini.

Šo laiku technikā svārstību parādībām ir visai liela nozīme, kā­
dēļ inženierim nepieciešama pamatīga iepazīšanās ar svārstību 
teoriju.
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Piektā nodaļa

. Diferenciālvienādojumu sistēma
92. Definīcija. Piemērs. Mechanikā un mechanikas pielieto­

jumos bieži gadās, ka jāintegrē vienādojumu kopība, sastāvoša 
no λ dažādu kārtu diferenciālvienādojumiem ar n no viena argu­
menta atkarīgiem mainīgiem.

Tā, piemēram, vienādojumu kopība

— = F (x, y, z)
dz 0)
~ = Fl(x,y, z)

noteic y un z kā x funkcijas. Lai dabūtu y kā x funkciju, tad 
ar sistēmas vienādojumiem jāveido diferenciālvienādojums, kas

* — dzsatur vienīgi mainīgos y un x, tātad jāizsledz z un No si­

stēmas diviem vienādojumiem nav iespējams izslēgt divus lielu­
mus, bet šādam nolūkam vajadzīgi trīs vienādojumi. Trešo vie­
nādojumu, kas ar sistēmu nav tieši dots, dabūjam, diferencējot 
vienu no sistēmas vienādojumiem; ja aprēķinām y, tad diferen­

cējam vienādojumu, kurā atrodas . Tā tad dotajā gadījumā 

diferencējam sistēmas pirmo vienādojumu:

d2y   ∂F ∂F dz 
dx2 dx ' dz dx' (2)

No vienādojumiem (1)un (2)izsledzam z un —un dabūjam otras 
kārtas diferenciālvienādojumu

'⅛ ⅛ v
dx1' dx ’ , (3)

no kura dabūjam y kā x funkciju:
y = ^1(x,CvC2). (4)

Ja y kā x funkcija dabūts, tad, lai dabūtu z kā x funkciju, inte­
grēšana nav vajadzīga. Dotajā gadījumā, ievietojot y vērtību no
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(4) sistēmas pirmajā vienādojumā, dabūjam vienādojumu, no kura 
bez integrēšanas atrodam z kâ x funkciju.

Piemērs. Integrēt diferenciālvienādojumu sistēmu:

dx 
dz 
dx

(1)
(α)

= x+z + 2y (2)

Ja vēlamies dabūt y ka x funkciju,' tad diferencējam 
nādojumu:

pirmo vie-

diy 
dx-

dy 
dx

rfz
(3)

dz
Vienādojumā (3) ievietojam vērtību no (2):

d?y 
dx- + 2 (χ + 2 

+ 40 2z.

dy 
dx

(4)

Vienādojumā (4) ievietojam no (1) 2z vērtību

2 z = √ — x — v; dx
dabūjam:

¾ = 1 ÷ ÷ 2x ÷ 4j + — x — j
dx à ∙,

vai
⅛-2⅛-3^=1÷x.

dx

Šo diferenciālvienādojumu atrisinot, dabūjam

Y=C1 e→ + C2e8* 

x 1 
un « = - 3—ģ.

Tad
_y = / + g = C1 e + 3 — 9 ∙ (β)
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No sistēmas pirmā vienādojuma dabūjam:
l dy 1 1

z=^dx~2χ-2y∙

Šaja vienādojumā ievietojot y vērtību, dabūjam: 

x 1 
z =-C1e-χ + C2e9x — ∙ (γ)

Vienādojumi (β) un (γ) dod diferenciālvienādojumu sistēmas (a) 
atrisinājumu.

93. Diferenciālvienādojumu sistēmas ģeometriskā nozīme. 
Ja uzskatām x, y, z par punkta M koordinātām telpā, tad punkti, 
kuriem y un z ir noteiktas x funkcijas, veido līkni telpā. Kā zi­
nāms, telpas līknes pieskares koeficienti ir proporcionāli dx, dy, 
dz, t. i.,

cos α : cos β : cos γ = dx : dy : dz.

Šo sakarību varam rakstīt arī tā:
o . dy dzcos α : cos β : cos 7 — I: , : -r-.
r ' dx dx

Ievērojot diferenciālvienādojumu sistēmu [92,1], rakstām:

cos α : cos β : cos γ = 1: F (x, y, z): F1 (x, y, z).

Redzam, ka atrisināt diferenciālvienādojumu sistēmu [92, 1] ģeo­
metriski nozīmē uzmeklēt tādas līknes telpā, kuru pieskares vir­
ziena koeficienti punktā (x, y, z) ir proporcionāli:

1: F (x, y, z): F1 (x, y, z).

Sistēmas [92,1] integrēšana dod meklēto līkņu vienādojumus:

y = ^{x, Cl, C8) ļ
z — P2 (x, C1, |

Caur punktu Po (x0, y0, ⅞) telpā iet viena no līknēm, kas dotas 
ar vienādojumiem (1). Ievietojot vienādojumos (1) x,y, z vietā 
x0, y0, Zo, dabūjam no (I) šis līknes parametru C1 un C2 vērtības.
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94. Speķa līnijas. Pieņemsim, ka kādā telpas iecirknī kat­
ram punktam ar kādu likumu piekārtots spēks F un ka

F = f(x,y,z). (1)

Apzīmēsim F projekcijas uz koordinātu asīm ar
X = φ (χ, y, z), Y = ψ (x, y, z), Z — ω (x, j, z). (2)

Telpas iecirkni ar šādu īpašību sauc par spēka lauku, 
vektoru F par šīlaukaspēku.

Līkni ar īpašību, ka katrā līknes punktā punkta pieskare sa­
krīt ar šim punktam piekārtota spēka vektoru F, sauc par spēka 
līniju.

Spēka līnijas elements ds ir paralēls spēkam F; tāpēc starp 
ds un F projekcijām pastāv sakarība:

dx _dy _ dz
— — -— (oīx y z ' '

vai 
dx dy dz ...

φ (x, y, z) ψ (x, y, 2) ω (x, y, z) ’

ko pārveidojot rakstām:
dy_  ψ (x, y, z)
dχ φ (χ, y> z) .
dz_ ω (x, y, z)

. dx φ (x, J', 2)
Vienādojumi (5) ir spēka līniju diferenciālvienādojumi. In­

tegrējot šos vienādojumus, dabūjam spēka līniju vienādojumus.

95. Virsmu saimes ortogonālo trajektoriju vienādojums.
Vienādojums f(x,y,zy) = λ (1)

ar mainīgu parametru λ izteic virsmu saimi.
Ar mainīgu λ virsma maina veidu un vietu telpā tādā kārtā, 

ka telpas iecirknī, kurā pastāv vienādojums (1), viena no saimes 
virsmām iet caur šajā telpas iecirknī atrodošos punktu

Po (⅞Jo< ⅞)∙
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Līknes, kas krusto stateniski dotās virsmu saimes (1) virsmas, 
sauc par virsmu saimes (1) ortogonālām trajektorijām.

Virsmu saimes (1) ortogonālo trajektoriju vienādojumus dabū­
jam, ievērojot trajektoriju īpašību, ka trajektorijas pieskare tajā 
punktā, kur trajektorija krusto kādu saimes (1) virsmu, sakrīt ar 
virsmas normāli šajā punktā. Pieskares vienādojums ortogonālai 
trajektorijai caur krustpunktu (x, j’, z) ar virsmu ir:

S - * _ y1ξξ> _ r—- (?)
dx dy dz ' ' '

Virsmas normāles vienādojums šajā pašā punktā ir:
ξ—x_ η —y__ ξ —Z (3)
# ~ ~ ’ 
σx dy dz

Tā kā taisnes (2) un (3) ir paralēlas, tad jābūt:
dx dy dz ...
g=⅛=r
dx dy dz

Vienādojumi (4) ir virsmu saimes (1) ortogonālo trajektoriju 
vienādojumi. No augšējā un |94ļ redzams, ka, ja kāda spēka ? 
projekcijas ir: df df df

∂x, dy, dz’

tad vienādojums (4) rāda, ka virsmu saimes (1) ortogonālās 
trajektorijas ir spēka līnijas. Šādā gadījumā saka, ka spēkam F 
ir spēka funkcija f(x,y,z) un ar vienādojumu

f(x, y, z) = λ 

doto līkņu saimi sauc par līmeņa virsmām.
Piemērs. Dabūt paraboloidu saimes

— — λ = 0 
z

ortogonālās trajektorijas. Še ir:
df _ y df _ x d f_ _ xy 
dx z ’ dy^~ z ’ dz - z2 '
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Ievietojam šīs vērtības vienādojumos (4): 

dx_  dy _ dz— — . (ory x xy
z z z2

Salīdzinot pirmo un otru locekli ar pēdējo, no (5) dabūjam:

xdx + zdz = 0, ydv + zdz = 0. (6)
Integrējam:

Λβ + ^ = C1J ş --- (7)

Šie vienādojumi ir meklēto trajektoriju vienādojumi.
Vienādojumi (7) rāda, ka trajektoriju varam uzskatīt kā divu 

cilindru krustošanās līkni. Pirmais cilindrs ir statenisks pret xz 
plakni; tā ass ir v ass. Otrs cilindrs ir statenisks pret yz plakni; 
tā ass ir x ass.

A. Pirmās kārtas diferenciālvienādojumu sistēma

96. Sistēmas integrēšanas paņēmiens. Pieņemsim, ka dota 
pirmās kārtas diferenciālvienādojumu sistēma (simultani vienādo­
jumi) ar n vienādojumiem un n nezināmām funkcijām y1,y2,.. .,y∏t

⅛ = Fι(x,yι, • • - ,

dy2 c∙ /
-dx = FΛ×>yi» 4^2. - ■>yn) (1)

⅛ = '7"⅛λ>λ,∙ • .,yn)∙

Šī vienādojumu sistēma noteic nezināmos y1,y2, . . .,yπ kā x 
funkcijas.

Lai atrisinātu šo sistēmu, pielietosim šādu paņēmienu. Dife­
rencējam sistēmas (1) pirmo vienādojumu:

d2y1 _ ∂F1 + ⅛F1 ⅛ ∂F1 dy2 
dx2 ∂x ' ∂yl dx ' ∂y2 dx

∂Fγ dyn 
∂yn dx '
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Šinī izteiksme ievietojam vērtības no (1); tad. , . .. . j à à dx < vdabūjam vienādojumu

⅛ = Os (*, Λ. Λ»■ • J")- (2)

Diferencējot (2) un norādītā kārtā atvietojot atvasinātās, dabūjam

⅛ = °8 (*, Ji > J2 , • • M (3)

Diferencējot pirmo vienādojumu (n— 1) reizes, beidzot dabūjam

⅛ = Gn (x, y1, ja, . . . , yn). (4)

Ar diferencēšanu iegūtiem vienādojumiem 0.2, G8, G4......... G,, 
pievienojot sistēmas (1) pirmo vienādojumu, dabūjam diferenciāl­
vienādojumu sistēmu: ■

dy1 
dx '= Λ Ja, • • • .JM

dx
⅛ι

= Ga(x,j1,y>,∙∙∙,K)

= 03 (x,jnj ■ - ,J«)
(5)

........Jn)

Šajā sistēmā atrodas n vienādojumi; izslēdzot no tiem (n— 1) 
lielumus y2, ys,.. .,yn, dabūjam n-tās kārtas diferenciālvienādo­
jumu starp yl un x:

ldny1 d"~ly1 dyi 
? ∖dxn ' dx^-^∙∙" dx'y"x

Šo vienādojumu atrisinot, dabūjam

yl — ∕(x, C1, C,, . . ., Cn

(6)

(7)
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Lai dabūtu («—1) nezināmos ya, ya.........yn κa x funkcijas, 
ievietojam y1 vērtību no (7) vienādojumu sistēmas (5) (w—1) 
pirmajos vienādojumos, tad dabūjam vienādojumu sistēmu ar 
(n—1) vienādojumiem un (n—1) nezināmiem y^, . . . , yn, kurus 
tad no šīs vienādojumu sistēmas varam dabūt. Šīs vienādojumu 
sistēmas atrisināšana neprasa integrēšanu, bet gan tikai diferen­
cēšanu un algebriskas darbības. Atrisinājums dod ya, y3, . . . , yn 
katru kā x un konstantu C1, C9,. . . , Cn funkciju.

97. Sistēmas integrēšana ar rindu palīdzību. Dota sistēma:

á
~ Fū (x, yi,y2..........jn)

— F∏{χ, y↑,, y∙i, ∙ ∙ ∙ ,y∏)

Integrējam to ar Maklorena rindu. Rakstām:

),ι — (jι)o + (y∕)o x + (jι'')θ21 + Oι'")o ģļ + • • •

y2 *∙3

Λ = (Λ)o + (y^0 * + O⅛'λ> + ^2'")o 3ļ + • • •

γ∙2 v3

yn — (y∏)0 + (y∏)0 -v + 2ļ ÷j'√")o ģļ + • • •

Še (j1)0, (y1')0 O2)0, (j2')0 utt. ir tās vērtības, ko pieņem y1, 
Λ∖ ■ ■ ∙,yz> y<ι', - - . kad x = 0.

Apskatīsim rindu ar Šajā rindā atrodošās -y1 atvasinātās 
visas dabūjam no sistēmas [96,5], ievietojot atvasināto izteik­
smēs x = 0 un yl, y2, ⅜, • ■ .. y∏ vietā šo lielumu vērtības pie 

— 0. Redzams, ka visi pirmās rindas koeficienti tad ir no­
teikti lielumi. Tie ir funkcijas no n patvaļīgām konstantēm
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(y2)0. (⅜)o utt. Tādā pašā kārtā kā ar yx rindu rīkojamies 
art ar rindām, kas izteic y2, y3, . . .,yπ.

Arī šo rindu koeficienti ir funkcijas no tiem pašiem pafva- 
l⅛em lielumiem (j∕1)0, (⅜)0, . . . , (⅜)0.

Kā redzams, funkcijas yl, y2, y3, . . ., yn, kas apmierina sis­
tēmu (1), ir noteiktas, ja dodam šo funkciju vērtības, ko tās 
pieņem pie x = 0.

98. Pirmie integrāli. Par diferenciālvienādojumu sistēmas 
dyi „ . .
à =λi ∙ ∙ ∙ ,y*)

dyn ,, , ,= Fπ(x,yχiyi..........yn)

(1)

pirmo integrālu sauc vienādojumu starp neatkarīgo mai­
nīgo x, nezināmām funkcijām^, y2, . . . , yn un vienu patvaļīgo 
konstanti C1. Saskaņā ar sistēmu (1) šim vienādojumam jābūt 
apmierinātam ar patvaļīgo lielumu yl, ja, . . ., y„ sākuma vērtī­
bām (j>1)0, (>2)0, . . ., (yn)0 pie x = ⅞.

Pirmā integrālā veids ir:
f(x,y1,y2......... yn,Cl) = 0. (2)

Pieņemsim šo vienādojumu atrisinātu attiecībā uz C1, tad sistēmās 
(1) pirmā integrālā veids ir:

/1 (*,Jι. J⅛> ■ ∙ ∙>‰) = G- (3)
Ka vienādojums (3) ir pirmais integrāls, par to pārliecināmies 
šādi. Diferencējam vienādojumu (3):

dL 4. 4. d∕ ⅛ _l 4- ⅛1 = 0 Ml
∂x ' ∂y1 dx ∂y2 dx ' ' ' ∂yn dx '

Šajā vienādojumā ievietojam atvasināto utt. vērtības
no sistēmas (1):

â/ । df „ , df p . . df p — 0
a + ⅜ f'+⅛⅛ " + " + ⅛k--°∙ <5)

Vienādojumā (5) atrodas tikai lielumi x, yl, y<i......... yn-
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Vienādojumam (3) jādāt apmierinātam ar šām funkcijām, kas 
apmierina sistēmu (1), bet, tā kā, integrējot sistēmu (1), varam 
pie pieņemtā x = x0 dot patvaļīgas vērtības (y1)0, (y2)0, . . . , 
(yπ)o, tad redzams, ka vienādojumam (5) jābūt izpildītam ar 
visām vērtībām, ko dodam lielumiem x, y1, j2, .. ., y∏∙ Tas 
nozīmē, ka vienādojumam (5) jābūt izpildītam identiski.

Piemērs: Diferenciālvienādojumu sistēmas 
dyl

' j = Ja — Ja > , dx

^ = J8-Ji»

dx 8

pirmais integrāls ir , , „
ji + j2 + j8 = e

Diferencējot šo izteiksmi; dabūjam

" dx ' dx '~ dx ’

(1)

(2)

Ievietojot atvasināto vērtības no diferenciālvienādojumu sistēmas 
Šinī vienādojumā, dabūjam

J2 — Js + Js — Jι +Λ — Ja = 0.
Šī sakarība ir identiski izpildīta, tātad vienādojums (2) ir dife­
renciālvienādojumu sistēmas (1) pirmais integrāls.

99. Pirmo integrālu neatkarība. Pirmo integrālu pie­
lietošana. Divi pirmie integrāli

∕ι(*>Jι>J2............y∏) = cl ļ o)
∕2(*.Jι ,J2. • - ∙ ,y∏) = C2 /

ir patstāvīgi, neatkarīgi viens no otra, ja ∕3 nav ∕1 funkcija. Pre­
tējā gadījumā, kā redzams, augšējie divi vienādojumi pārvēršas- 
vienā vienādojumā. Redzams, ka, rakstot

Λ = c1
un ∕12 = C2
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vai rakstot sin ∕1 = C3,

izteicam tikai to vienu faktu, ka ∕1 ir konstants. Ja pirmie integ­
rāli (1) ir patstāvīgi, tad trešais pirmais integrāls ∕8 (x, y1, y2, 
■ ∙ ∙ > y∏) = C8 ir patstāvīgs un neatkarīgs no /1 un /2, ja /z nav 
∕1 un /2. funkcija. Tā piemēram, [98] apskatītās sistēmas divi 
neatkarīgi pirmie integrāli ir:

Vi + J2 + J,8 = G, ļ

Λ2 + ^a + Λa = Ca. i 1 '
Vienādojums

ΛΛ + VāJs +Λ>ι = C8 (3)

arī ir diferenciālvienādojumu sistēmas [98,1J pirmais integrāls, 
bet šis integrāls nav neatkarīgs no pirmajiem diviem, jo, kā 
redzams,

>1 J2 + y2yi + J8 Λ = 2 [(Ji + >2 +j'8)2 — (>? + J2a + J82)] •

Šī sakarība rāda, ka trešais pirmais integrāls (3) ir atkarīgs no 
pirmajiem integrāliem ∕1 un ∕a.

Ja zināms diferenciālvienādojumu sistēmas

⅛ = ^(x,y1,y2, . . . , y„),
^4)

Fn(x,y1,y2......... yn)

viens pirmais integrāls
∕ι(*.Λ∙Ja∙ • • • > yà = Ci» (5)

tad varam sistēmas (4) integrēšanu vienkāršot, dabūjot no vienā­
dojuma (5) yn kā funkciju no x, y1, y2 ,. .., _yn-i un C1. Šo 
y1 vērtību ievietojot (n— 1) pirmajos vienādojumos, dabūjam sis­
tēmu ar (/z—1) vienādojumiem un (n— 1) nezināmām funkdijām 
Jι> Λ..........yn-1.
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Ja zināmi sistēmas (4) divi neatkarīgi pirmie integrāli

A (χ > > y%» ∙ ∙ ∙ > y∏) — G,
(6)

tad no šiem vienādojumiem dabūjam yn un , ka funkcijas no 
XJ1 J2,..., yn-2 un C1 un C2. Šīs yn un yn_ i vērtības 
ievietojam sistēmas (4) pirmajos (n—2) vienādojumos. Tad da­
būjam (n—2) diferenciālvienādojumu sistēmu ar (n—2) nezinā­
mām funkcijām. Kā redzams, katrs neatkarīgs pirmais integrāls
dod iespēju samazināt sistēmas vienādojumu skaitu par 

Ja zināmi sistēmas (4) n neatkarīgi pirmie integrāli.

/1 (*. yι. Λ........ J'») = G, 
∕∣(⅜Λ> Ja» • • • > X) = G,

fn(x,yι, j8, ... , J») = G,

tad sistēma (4) ir izintegrēta, jo no šiem n vienādojumiem 
dabūt ar algebras darbībām nezināmās funkcijas y1, y2,. 
kā x un pastāvīgo lielumu C1, C3..........Cn funkcijas.

Piemērs. Doti diferenciālvienādojumu sistēmas

dyx
à ≡Λ-Λ>

⅛ =Λ-Λ,

F =Λ∙-Λ∣
divi neatkarīgi pirmie integrāli:

y 1 4- J2 + Ja — G > ļ
Jιa + J2a÷ G I

vienu.

(7)

varam 
- - ş

(?)

Sistēmas vienādojumu skaitu varam samazinat par diviem, izlie­
tojot šos divus pirmos integrālus.
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Atrisinot vienādojumus M attiecībā uz y2 un ya, dabūjam 
Ja + ^3 =C1-yl,

Λa = ca — ¾a∙
No šiem vienādojumiem seko:

(j⅛ - J'3)a = 2(Ca- j>12) - (C1 -y^,

^2 Js — 1^2 C2 — C12 4- 2 C1 j1 — 3j12.

Šo izteiksmi ievietojam sistēmas (a) pirmajā vienādojumā: 

—__ :_____________________⅛= J/ 2 Cs - C? ≠ 2 C1 λ - 3)/?. (7)

No vienādojuma (7) dabūjam-y1 kā funkciju no x, C1,C9, Cs. 
Ievietojot dabūto j∕1 vērtību vienādojumos (β), no tiem atrodam 
Λ un jr3.

B. Augstākas kārtās diferenciālvienādojumu sistēma

/(*. y,y',. .., y™, z, z', z",. . . , z^) = 0,

100. Sistēmas integrēšana ar mainīgo izslēgšanu. Ja dota 
diferenciālvienādojumu sistēma:

<x(x, y,y', ,y"ζ 2, z', z", ... , z^) = 0, ļ

tad, lai dabūtu diferenciālvienādojumu starp x un y, jāizslēdz z 
un visas z atvasinātās. Mainīgā z un tā atvasināto izslēgšanu 
izdarām no sistēmas (1) vienādojumiem un vienādojumiem, ko 
dabūjam, diferencējot q reizes sistēmas pirmo un p reizes sistē­
mas otru vienādojumu. Ar diferencēšanu dabūjam p + q vienādo­
jumus, tiem pievienojam divus sistēmas vienādojumus un dabūjam 

p + q + 2
vienādojumus. Jāizslēdz ir z un visas z atvasinātās līdz p + q 
kārtai ieskaitot; tātad pavisam jāizslēdz p ÷ + 1 lielumi, ko 
var izdarīt ar p + q + 2 iegūtiem vienādojumiem. Kā izslēgša­
nas rezūltatu dabūjam diferenciālvienādojumu starp x un y, kura 
kārtu noteic lielākais no skaitļiem

• m + q vai n + p.
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Otru nezināmo funkciju z dabūjam no diferenciālvienādojumā, 
ko iegūstam, ievietojot y,y',y",.. . vērtības vienā no sistēmas (1) 
diferenciālvienādojumiem.

Piemērs. Atrisināt diferenciālvienādojumu sistēmu:

⅛-2∑ = o, 
dx*
d?z π
à2

(1)

Izslēdzam no sistēmas mainīgo z. Tad še p = 0 un q = 2. 
redzams, pirmais vienādojums jādiferencē q = 2 reizes. Otrs

Kā 
vie-

nadojums 
dojumu 2

nav jadiference, jo /7—0. Diferencējam pirmo viena- 
reizes:

d3y _ 2dz
dx8 dx = 0, (2)

diy 2 à _ „
dxi dx2 ’ (3)

Ievietojam 
dojuma:

d^zvienādojumā (3) vērtību no sistēmas otrā vienā-

⅛ + V = o, (4)

Atrisinot šo ceturtās kārtās lineāro diferenciālvienādojumu (4),
dabūjam y — ∕ (x, C1, C2, C3, C4). (5)

No sistēmas pirmā vienādojumā seko:

I ¾
2 dx2 ’ (6)

Diferencējot (5) un ievietojot vērtību vienādojumā (6), dabū­

jam z vērtību bez integrēšanas.
Ja dota diferenciālvienādojumu sistēma, sastāvoša no trijiem vie­

nādojumiem F1 — 0, ∕7a = 0, F3 = 0 ar neatkarīgo mainīgo x 
un atkarīgiem mainīgiem y, z, u, tad ar norādīto paņēmienu iz-
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slēdzam zz un α atvasinātās no vienādojumiem, piemēram, F1 =0 
un F2 = 0; kā rezultātu dabūjam vienādojumu ψl = 0. Tāpat 
izslēdzam u un a atvasinātās no vienādojumiem ⅞ = 0 un —0; 
kā rezultātu dabūjam vienādojumu ψ2 = 0. No vienādojumiem 
ψ1 = 0 un ψa = 0 izslēdzam z un z atvasinātās. Kā rezultātu 
dabūjam vienu diferenciālvienādojumu starp x un y.

Apskatītais diferenciālvienādojumu sistēmas atrisināšanas pa­
ņēmiens samērā ērti pielietojams, ja sistēmas diferenciālvienādo­
jumi ir lineāri. Nelineāru diferenciālvienādojumu gadījumā vis­
pārīgā paņēmiena pielietošana sarežģīto izteiksmju dēj savienota 
ar grūtībām.

101. Augstākas kārtas vienādojumu sistēmas integrēšana, 
reducējot sistēmu uz pirmās kārtas vienādojumu sistēmu. 
Ja jāintegrē diferenciālvienādojumu sistēma ar n dažādas kārtas vie­
nādojumiem un n nezināmām funkcijām, tad šo sistēmu pārveido 
pirmās kārtas diferenciālvienādojumu sistēmā, pieņemot par nezi­
nāmiem palīga mainīgiem ievesto nezināmo funkciju atvasinātās.

Apskatīsim piemēru no mechanikas. Iedomāsimies materiālu 
punktu ar masu m un koordinātām x,y,z. Uz šo punktu iedarbo­
jas spēks F, kas atkarīgs no laika /, no punkta koordinātām un 
punkta ātruma.

Dinamikas pamatlikums dod vienādojumus: 
d?x „ d?y ' diz _ 
dti dti dl*

Šinīs izteiksmēs X, K, Z apzīmē spēka F projekcijas. Tās ir dotas
, x dx dy dz ( ..kā argumentu t, x,y,z, funkcijas.

U6 644 u i

Kustības vienādojumus tadē| varam rakstīt tā:
d?x ,/ .sr=∕(tx,,,⅛
â / .^=v[t,x,y,z,

d?z /

dx dy dz \ 
dt ’ dt ’ dt /'
dx dy dz \ 
dt ’ dt ' d∕ / ’
dx dy dz \ 
dt ’ dt ’ dt /'

(1)
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Šie vienādojumi veido otras kārtas diferenciālvienādojumu sistēmu 
ar trijiem vienādojumiem un trijām nezināmām funkcijām x,y,z, 
un ar neatkarīgo mainīgo L

Lai šo sistēmu pārveidotu pirmās kārtas sistēmā, pieņemsim 
par nezināmām palīga funkcijām atvasinātās

dx , dy , dz , 
dt dt dt

Tad sistēma dabu šādu veidu:

dx ,
-- = x', dt
dv ,
dt=^

dz ,
dt 2 ’
∕7v∕

—/(A y, z, x’, /, 2'),

dy, . ,
(A 2, /,y, 2'),

(2)

~ — ψ (/, X, y, z, χ', y, z').

Šī sistēma sastāv no sešiem pirmās kārtas diferenciālvienādoju­
miem un sešām nezināmām funkcijām x, y, z, x',yl,zl.

Šīs sistēmas vispārīgie integrāli ir noteikti, ja zinām šo sešu 
nezināmo funkciju sākuma vērtības x0, y0, z0> xtΛ jV un z0' 
momentā t=t0. No mechanikas viedokļa tas nozīme, ka materiālā 
punktā kustība ir noteikta, ja momentā t = Zo zinām materiālā 
punkta koordinātās x0, yo, Zg un punkta ātruma projekcijas 
*0', yo un z0,.

Dotajā gadījumā pirmā integrālā veids ir:
ω (t, x, y, z, x', y', z') = C. (3}

No sakarības (3) dabūjam z' kā funkciju no t,x,y,z, x',y,. 
Šo z vērtību ievietojot pirmajos piecos sistēmas (2) vienādojumos,
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dabūjam sistēmu ar pieciem vienādojumiem un piecām nezināmām 
funkcijām x, j, z, x', /.

Katrs pirmais integrāls dod iespēju samazināt par vienību kā 
vienādojumu kārtu, tā ari nezināmo skaitu.

Pirmos integrālus dažos gadījumos var dabūt ar mechanikas 
teorēmām: 1) dzīvā spēka teoremu, 2) inerces centra kustības 
teoremu, 3) impulsa momenta teoremu.

Piemērs. Plaknē esošu materiālu punktu ar masu m, no 
centra O pievelk spēks, kas proporcionāls punkta masai un pretēji 
proporcionāls punkta attālumam no centra kvadrātā.

Dabūt punkta kustības ce|a vienādojumu.
Saskaņā ar uzdevumu dots:

Se r0 ir vienības vektors, vektora r virzienā. Spēka F pro­
jekcijas X un K uz koordinātu asīm ir:

„ mk mk x mkx kxm
^=-τrcos ? = — ----------r3 = — >

(χ3+y2)2

„ mk mk v mky kym
Y = ~ sm φ=- ' r~~ 7" =------ - ------- 3 •

(χi+y'iY
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Saskaņā ar dinamikas pamatlikumu dabūjam:

md?x _ kxm md2y kym
dt2 3 

(x2+∕)2
uπ dt3 2

(x2+ja)2

jeb
d?x _ kx . y _ ky

(2)dt- 3 ’ d2x — 3 •
(*a+yτ (⅛2 + ∕)2

Šo nelineāro otras kārtas diferenciālvienādojumu sistēmu varētu 
integrēt, izslēdzot no sistēmas y un y atvasinātās. Pirmais vie­
nādojums tad jādiferencē divas reizes, kas, tā kā izteiksme nav 
lineārā, dod sarežģītu rezultātu, kura dē| izslēgšana būtu ļoti ap­
grūtināta. Mēģinām tāpēc integrēt doto sistēmu ar pirmo inte­
grālu palīdzību. Ievedam jaunas nezināmas funkcijas

vienādojumu sistēma tad iegūst šādu veidu:

Šo četru pirmās kārtas diferenciālvienādojumu sistēmu integrējam 
ar pirmo integrālu palīdzību. Dotajā gadījumā varam dabūt divus 
pirmos integrālus, pielietojot impulsa momenta un enerģijas prin­
cipus. Kustības daudzuma momenta princips šajā gadījumā dod 
šādu izteiksmi:

⅛ =y, 
dt ∙ j ’

dx' _ kx (3)
_ 3'

(χ2+y2)2
dy' _ ky ,
dt A

(x2 + j'2)2

d
dt

(mx'y — my'x) = M (Af — ārējo spēku moments). (4)
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Šaja gadījumā ievērojot, ka spēks Farvien iet caur punktu O, 
spēka F moments ap punktu 0 ir 0. Izteiksme (4) tāpēc dod 
pirmo integrālu _ , _ c

χy y ^ — ^ι∙ (oj

Enerģijas princips še dod šādu izteiksmi:

2 — <n--------2 ~=J + /ch/);

dotajā gadījumā dabūjam:
x'2+ya_ r k

2 j * • - ā - W
(x2 + j2)2 f + j,

Tātad sistēmas (3) pirmie integrāli ir:

x!y — y'x — C1 (5)
un

2⅛ x'H∕≡=-f⅛= + C, (6)
V x + J

No sistēmas (3) pirmajiem diviem vienādojumiem, ievietojot x' 
un y vērtības vienādojumos (5) un (6), dabūjam

dx dy „
>dt-'ii=c'

dχ j2 / dy \2_ 2k 
dt / \ dt / l

(7)

Redzams, ka ar pirmo integrālu palīdzību panākts, ka sistēmas (2) 
vietā jāintegrē vienkāršāka sistēma (7). Tā kā sistēma (7) nav 
lineārā, tad arī še rodas grūtības integrēšanā, kuras var novērst, 
pārejot uz polarkoordinatu sistēmu.

102. Uzdevumi.

+ y~ z = °

dz
3----- 2 y 4- z = idx 1

Atb. z=ClF'+vi)*+c,'-<>+'ri*

y =
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~-t = 0dx
dt -∩

⅛÷5x+>

A + 3y — x=eit

dx 
di

⅛-* + βy = A

y un / dabūjami algebriski.

Atb. x = (C2 — C√) r

+ — ___ _  e"^ 25 36

1 , , 7
25* + 36

4,
40

1
~ 2

40

ì p2 Z

27 '

7
54

e. dx _  dy _  | Atb. x = (Q ÷ C2 0 6^;
3x—x÷j 'I = (C] — ¾-h⅛)ei,.

∕fz px
6) Atb. _y = C1 e"" + C2 r« + .

g+z = o.

7) ⅛+⅛÷2x+j∕ = 0 Atb. y = Cj cos ∕ + C2 sin Λ 

⅛' I c i o n 3 Cļ -ļ- C2 . .j; + 5x + 3v = 0. • x ----- - cos t +
dt b
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⅛ + ⅛+^=θ∙

Atb. Apzīmējot raksturīgā vienā­
dojuma saknes 
+ j1i' un + α2 Λ

dabūjam:

x —A cos a1 + B sin a1 t -f- C cos 42 ∕ -∣- D sin aa
= — B COS a1 £ + A sin a1 t — D cos a2 / + C sin a2 t.

9>⅛-3jt~4∙>,=0 Atb. x=(A1 + B√)e'+(A2+B√)e-ς 
y=l-(B1-A1-Blt)e<-

⅛+x+v = 0,
- 2(A2+B2 + B√)e-'.

'°∙^-S-sλ = 8' Atb. x = (A-|-B0^ + Ce~8/— t 
y = (3B — 2A — 2B/) «“ — 
__ L r - 3'  1 

3 3 •

1⅛ + m∙y≈0un = °;

Atb.
r∏* / . mt , . . mt1 ,

x = «r 2 A cos -f= + A2 sm ~τ= +
\ 14 2 ∣Λ 2/

. mt ... mt
A□cos -5= + 4 sin —=3 /2 ,4 2

⅛ ļ mt . mt \
v — e ^2 | A, sin —7= — A2cos -7= 1 + \ j? 2 ' 142/

— mt 
. mt . mt \

4- e A4 cos -y= — A, sin .
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103. Dažas problēmas, kas atrisināmas ar diferenciālvienā­
dojumu sistēmas palīdzību.

1) E1 e ktri s k a s saistītas sv ā rs tī b a s (35. zīm.) st rā­
vas kontūrās.

Strāvas kontūras I kondensatora spriegums ir Vo voltu. Šis 
spriegums tiek lādēts caur dzirkstēju starpu F. Ar to izceļas 
kontūrā I elektriskas svārstības, kas ar spoli Λ1 kontūras II spolē 
Li inducē elektriskās svārstības. Kā mainās ar laiku t kontūrās

35. zīm.

I un II strāvas stiprumi ∕1 un 
√2 un kondensatoros spriegumi 
¼ un V2?

Kondensatoru kapacitātes C1, 
C2, spoļu pašindukcijas Z1, Ā2 
un spoļu savstarpējā indukcija Λf 
ir doti lielumi. Elektrotechnika 
še dod vienādojumus, kas integrē­
jami pie sākuma noteikumiem: 
ar t = 0 jābūt: V1 = V0j 
Vr2 = 0; — 0; ∕2 = 0. Sakaru
vienādojumi ir šādi:

∣)C1⅛+4 = 0i 2) L1 ⅛+M⅛-V1 = 0i

3)C,⅛-⅞ = 0i 4)⅛,⅛+-M¾+¼=0.

Šo pirmās kārtas lineāro vienādojumu sistēmu atrisinām, izslēdzot 
vispirms mainīgos ./1 un V2; tad dabūjam:

rf2V1 , r d2V2~ ,c-xķ V2—0, ()

d2V2 , „ d2¼ ,z ∩^2ķ (6)

No vienādojumiem (5) un (6) V2 izslēdzam šādi: reizinām vie­
nādojumu (5) ar∕WC2 un pēc divreizējas diferencēšanas attiecībā 

d?Vuz t, tajā ievietojam vērtību no (6), tad dabūjam:
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C1C9(i1Z2-∕Ma) ÷ (C1Δ1 ÷ + ¼ = 0. (7)

Šis diferenciālvienādojums ir ceturtās kārtas lineārs un homogens; 
to atrisinām, kā norādīts lineāru diferenciālvienādojumu teorijā.

2) Dabūt elastīgas sijas svārstības vienādo­
jumus. Sija balstīta abos galos un slogota ar svariem Q1 un Q2 
(36. zīm.).

*— X—*
” *2 *

36. zim.

Sijas pašsvaru neievērojam. Ja siju izvirzām no līdzsvara 
stāvokļa un tad palaižam, sija un svari Q1 un Q2 izdara svārstī­
bas. Apzīmējam ar un ^2 svaru Q1 un Q2 svārstības ceļus; 
stiprības mācība šajā gadījumā dod šādus diferenciālvienādojumus t

Q2 ā2 ... ,
F ⅛ = -(β2y2-γj1)∙

Še koeficienti β1, β2, T >r atkarīgi un noteikti ar sijas elastīgām 
īpašībām un svaru novietošanas abscisām x1 un x2.

Šie otras kārtas diferenciālvienādojumi ir lineāri un homogeni.
Diferencējot sistēmas pirmo vienādojumu divas reizes un iz­

slēdzot yi un ^2 atvasinātās no sistēmas vienādojumiem un ar 
diferencēšanu iegūtiem vienādojumiem, dabūjam

m2 ⅛ + (Ml β2 + m2 βl) ⅛ ÷ (βι β2 — γa) J1 = 0,

Oi 02kur m, — — un m2 — - .
§ F

Šo ceturtās kārtas lineāro homogeno vienādojumu ar konstantiem 
koeficientiem atrisinām ar lineāru diferenciālvienādojumu teorijā 
norādītiem paņēmieniem.

207



3) Divkāršs svārsts.
Šāda svārsta (37. zītn.) mazām svārstībām mechanika dod 

kustības diferenciālvienādojumu sistēmu:

d2 ψ d≈aφ
c s +* ⅛+oψ = 0

d2φ d2ψ

Koeficienti a, b, c, d, e ir zināmā 
veidā atkarīgi no svārsta sastāvdaļu 

un 5 izmēriem, masām un iner­
ces momentiem. Augšējās sistēmas 
diferenciālvienādojumi ir otras kārtas,

lineāri un homogeni. Lieluma ψ izslēgšanu še izdara ar diferen­
cēšanas palīdzību un dabū

„ c2) + (ae + bd) ⅛4- da φ =0.

Šo ceturtās kārtas lineāro homogeno diferenciālvienādojumu
integrē ar norādītiem paņēmieniem.

4) Ekipāžās svārstības. Še apskatītas tikai vertikālās
svārstības, kas noteiktas ar smaguma centra C ce|u z, un gare­
niskās svārstībās, kas noteiktas ar leņķi 8 kā norādīts 38. zīmējuma.

d? + 7a ÷ f θ

Koeficienti a, b, 
mā kārtā atkarīgi

Mechanika še dod šādus 
kustības diferenciālvienādoju­
mus: 
d^z

+ az -ļ- b 8 = 0dιi 1

= 0

c še zinā- 
no ekipa- 38. zīm.

žas izmēriem, svara un atsperu koeficientiem; r — ekipāžās virs­
būves inerces rādiuss.
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Kustības diferenciālvienādojumu sistēmu še veido divi otras 
kārtas lineāri homogeni vienādojumi. Tā kā šie vienādojumi ir 
lineāri, tad atrisināšana izdarāma ar diferencēšanas paņēmienu.

Sestā nodaļa

Lineāru diferenciālvienādojumu simboliskā integrēšana
A. Lineāri diferenciālvienādojumi ar konstantiem koeficientiem 

d d?104. Darbības simbols D. Ja rakstam 3- vietā D un-r7 vietā dx dxi

t. i., ja vietā rakstām Dy un ŗ vietā D‘*y, tad izrādās, ’ j dx dix ∙z
ka simbols D ir padots aritmētikas pamata likumiem, jo redzams, 
ļzo

(Z> 4- D") β = (O" + O') «, 
Dr-Dn u-Dn ∙ Dru = Dn+r u, 
D (u v) = Du -ļ- Dv.

Še « un w ir x funkcijas. Ievērojot augšējo, k|ūst skaidra seko­
jošo simbolu nozīme:

(D + a) y — Dy + ay = + ay, (1)

(D÷i) (D + a) y = (D 4- S) (Dy + ay) = Oay + aDy 4­

4- bDy 4^ aby = 4~ (α 4^ ⅛) Dy ⅛ aby =
= [∆>a4-(α + z») r> + «*] (2)

Deax —

Dn eaχ = nn eax∙, (4)
O Λ) — (D e"") Λ, + e" Z)Λ=αg"Λ'4- =

= eax (O + a) X; (5)
O" X) — (O ş «)"X. (6)

Augšējās sakarībās ir funkcija.
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Pierādījums.
Tā kā O A,) = e-- (D + a) X,
tad D2 Aļ = D (O + α) ^j.
Liekam:

(D + α) Af = A\, 
tad

D2 (e" X) — D [e« ^ļ = (D + α) X1 = (D + a)2

Turpinot operāciju, dabūjam: .

O" (6-^ X) = e°" (D + «)" X

105. Darbības simbols D~1. Šo simbolu ievedam šādā no­
zīmē. Ja

Du — v, (I)

tad u = ^v = D~1v. (2}

Vienādībā (1)
v = Du

ievietojot u vērtību no (2), dabūjam:

v = DD~λ v. (3}

No (3) redzam, ka darbībai D~1 ir šāda nozīme: ja lielumu 
v pakļaujam darbībai D-1 un pēc tam darbībai D, tad šī pē­
dējā darbība atceļ D~1 darbību un lielums v paliek nemainīts. 
No augšējā secinām arī, ka simboli ar negatīviem rādītājiem pa­
doti aritmētikas likumiem un ka darbības simbols ar negativu 
rādītāju izteic integrēšanu.

Tātad D~1 u = judx.

Še jāpiezīmē, ka īpašie mērķi, kuru dēļ pielietosim inverso ope­
rāciju D^lt neprasa pilnīgo integrālu dabūšanu, bet tikai kādu 
atsevišķu integrālu; tāpēc še varam integrēšanas konstanti atmest.

106. Darbības simbols ψ (D). Sekojošās izteiksmēs ar ψ ap­
zīmēta vesela racionala algebriska funkcija.
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Še apskatīsim darbības simbolu ψ (D) dažos pielietošanas 
gadījumos.

I ψ (D) eαx = ψ (α) eax.

Pierādījums. Tā kā

Dn eax= αn eax, (1)

tad, ievērojot, ka ψ (O) ir vesela algebriska funkcija, varam 
rakstīt, ka

ψ (Z)) eax = [A0 + Λ1 D + A2 Di + . . . + An D"]e^x, 

vai arī, ievērojot (1), ka

ψ (O) = + A α + A χ2 A ∙ ∙ ∙ + A anJ eax.
Tātad

ψ (D) eax — ψ (α) eaX.

Gadījumā, ja darbības simbols ir negativā pakāpē, pastāv sakarība:

ψ (D)-1 e-" = . = * e“*.
ψ v 7 Ψ(D) Ψ («)

Pierādījums.
ψ (O) = ψ (α) e*x,

ψ (D)-1 ψ (O) e" = ψ (a) ψ (D)-16^,

ķ" = 

un .
e^χ _ e^,∙* 

ψ(D) - ψ (a) ’

Gadījumā, ja ψ (a) =0, liekam ψ (O) = (D—α) ψ1 (D), tad

«ax — _ !_______ . _1--------------------s"
ψ(-D) -(D-α)ψι(D) ⅛(α) O- « '
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II ψ(D){e^} = e"ψ(Z) + α)λ.
Tā kā

D" (e«* A) = (O + «)» A, (1)
tad, pieņemot

(D + α)" A = Ai, 
atrod

A = (D + α)-π A1.

Ievietojot šo A vērtību formulā (1), dabūjam:
D" j (O 4- α)-" A1] = eα* A1.

Izdarot augšējā vienādojuma abās pusēs operāciju D~", secinām:

(D + α)→ Ai = O-" (eα* A1).

Attiecībā uz A veidu nav nekādu noteikumu, tāpēc nav arī no­
teikumu attiecībā uz A1, kas var būt patvaļīga x funkcija. Ievē­
rojot teikto, A1 varam aizstāt ar A, tad

D-n X) — + α)-» A. (2)

Salīdzinot (1) un (2), redzam, ka formula (1) derīga arī arnega- 
tivu rādītāju.

Ievērojot, ka ψ (D) pieņemta kā vesela racionala algebriska 
funkcija, varam rakstīt: .

ψ(D) = Ao ÷ A D+ A2D'i + . .. + AnDn. (3)

No (1) un (3) redzams, ka

ψ (O) A)=eα* ψ (D + a) A, (4)

ar ko teorēma II ir pierādīta.
Arī gadījumā, kad darbības simbola pakāpes rādītājs ir nega- 

tivs, pastāv sakarība:

ψ (D)-1 A} = ψ (D + α)-1 A.

Pierādījums. Tā kā

ψ (D) i-°" A} = ψ (D + a) A, (5)

tad, pieņemot
ψ(D⅛ x) A = A1,
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dabūjam:
„ Xx
X — TVn ' s • (6)ψ (^+β) V 7

Ievietojot šo izteiksmi vienādojumā (5), atrodam:

Pielietojot augšējā vienādojuma abās pusēs simbolu ψ (D)~\ 
secinām:

_ L_ ş p«* v 1 — pa*
Ψ(D)Γ Mş-)'

Augšējā formulā funkcija X1 ir kaut kāda x funkcija, jo funkci­
ja X nebija ierobežota. Ievērojot teikto, X1 vietā varam rakstīt X, 
tad , ,

φ (D)-1 X} = e-" ψ (D + α)-%

kas teoremu pierāda.
Sakarību (4) pārveidojam, liekot

X — y,

tad A' = X. ,

Ievietojot šo X vērtību formulā (4), dabūjam:

ψ (Z)) ∕ = <*x ψ (Z) + a) (K e-""). (7)

Šīs formulas pielietošanu rāda šāds piemērs.
Jādabū partikulars integrāls, kas apmierina vienādojumu 

⅛ + ⅛ = v. M

Še V ir kāda x funkcija. Vienādojumu rakstām, pielietojot dar­
bības simbolu D, šādi:

(D + k)y≈V,
tad y=Dχiv-

Šī vienādojuma labā puse ir:
Ψ (O) V.
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Ievērojot formulu (7), dabūjam, ka

v = β¼17 = Ş +-i w

Izvēlamies α tādu, ka ⅛ -j- α = 0, tad α = — Ar šo a vērtību 
formula (/z) dabū šādu veidu:

y — s-à ļ ļ/ à.

Šī izteiksme ir diferenciālvienādojumā (m) partikulars integrāls.

III Ja ψ (x2) ir x pāra funkcija, tad

ψ (D2) sin (ûx + α) = ψ (•—aa) sin (ax ş a), (1)
jo

O sin (ax -ļ- α) = α cos (⅛x 4" a),

O' sin (ax ⅛ a) = D [a cos f⅛x -ļ- a) ] = — aa sin (ax 4- a)∙ (2) 

Ievērojot beidzamo sakarību un pieņēmumu par funkcijas ψ veidu, 
formulas (1) pastāvēšana viegli secināma. .

Viegli redzams, ka pastāv arī formula

ψ (D2) cos (ax -f- α) = ψ f — a2) cos (ar 4- “)•

Reizinot formulas (1) abas puses ar ψ (D2)~1, dabūjam:

ψ (Z)a)-1 ψ (D-) sin (ax 4- α) = ψ ( — αa) ψ (Da)~1 sin (ox + «) 

vai sin (αx 4- a) = ψ (— o2) ψ (O2)-* sin (ox 4- «) 
un

sin (ax + a) _ sin (ax 4- a) 
ψ (D2) - ψ ( — a2) '

No (3) redzam, ka formula (1) pastāv arī ar ψ (D2)-1.

107. Darbības simbols (D — α)-1. Kā redzējām, simbols 
D~1 nozīmē integrēšanas darbību. Tā, piemēram,

D~1 f — J" / (x) à.
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Kā to augšā norādījām, integrēšanas konstanti še varam atmest. 
Apskatīsim simbola (D — a)-1 darbības nozīmi, t i., ko nozīmē 
darbība, kas simboliski izteikta ar

(D — α)-1 / (x).
Diferenciālvienādojumu

^-v=∕ω (i)

rakstām simboliskā veidā šādi:

(D — a)y = / (x). (2)
No augšējās sakarības dabūjam:

α)-1∕(χ). (3)

Redzam, ka darbībai (D— α)~1 /(x) atbilst diferenciālvienādojumā 
(1) atrisināšana.

Kā zināms no [106, II]

D (e-αx y) = e~ax (D — a) y.

Šis formulas labajā pusē, ievērojot (2), varam rakstīt:

D (2~α* y') = e~ttx / (x).

Pielietojot vienādojuma abās pusēs operāciju D-1, dabūjam:

e~9∙x y = D~1 e~αx f 
un

y = eax D-1 e~ax / (x) — eax J* e-"^∕(x) dx. (4)

Salīdzinot formulas (3) un (4), redzam, ka

(O — α)~1∕(x) — e" e~ax f(x) dx. (5) .

Secinājumi. Apskatīsim sakarības
v = (D-α)-1 (D-β)-V(x) 

nozīmi.
Pieņemsim, ka jāatrisina diferenciālvienādojums

(D_e) (D-β)jr=∕(x),
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t. i..
>O- - (« + P)D + αβ]j∕=∕(x) 

jeb y" — (α + fty + aβ=∕(x).

Tā kā saskaņā ar (5)
(D — β)~1∕(*) = /* (x) à — P (x),

tad

(D - α)~1 (D -β)-l∕(x) = (D - a)~1 7 (x) =

— e®* e^ aχ φ (x) dx = e®x ∣ e-ax^x dχ Je~^xf(x) dx. 

Tātad -
(O — (D — β)^1 / (x) = eαx e(-a+⅛x à y e~^x∕(χ) à. fa) 

Kā agrāk norādīts, še atmesti integrēšanas pastāvīgie lielumi.
Simbola (O — α)~a nozīmi dabūjam no augšējās izteiksmes 

(a), tajā liekot β — tad

(O — α) -2∕ (x) — eax J dx f e~aχf(x) dx.

108. Darbības simbols ∕ (D)r1. Ar šo simbolu noteikto iedar­
bību uz kādu funkciju φ (x) dabūjam šādi:

f^-' = ⅛
Kā zinām, funkcija / (O) ir attiecībā uz D vesela racionala alge­
briska funkcija; to rakstām tā:
∕(D) = Dn + α1 Dn~1 + a<iDn^ + .. . + D -∖^ an.

Šo polinomu sadalām sakņu faktoros. Pieņemot, ka polinoma
/ (O) — 0 saknes ir au α2, . .. ,an, rakstām:

∕(D) = (D —α1) (D —aa) . .. (O - a„).
Tātad

216



Šo da∣u saliekot parcialdaļas, dabūjam:

I _  I । i _ __
f(D)~ D-*1 ' ∕J-α2 ∙∙∙ D-α√

No augšējā redzams, ka simbola

- M)
nozīme ir šāda:

*τw=^+⅛aa+...+⅛za
/ (O) D—«i O — «2 O—«„

jeb arī

A P - α1)-1 / (X) (O-α2)-ι / (x) + . . . +

+ A, (D — *nγ-'f (x).

Ievērojot simbolu (/) — (O— α2)~1, . . ., (D — αn)~1 nozīmi^ 
augšējo sakarību rakstām tā:

φ (x) — Λ1 ea∙<x ∕ er^x φ (x) dx 4- A2e^x f e~,x^^ (x)dx +

+ ■ •. + Anea∏x J 6"V φ(x) à.

Ja kāda sakne, piemēram, α1, atkārtojas, α1 — α3, tad šāda sakne, 
kā zināms, dod parcialdaļas

D — α1 (D-a1)2'

Šo simbolu nozīme ir zināma. Ja vienādojumam / (O) — 0 ir 
pāris saistītu kompleksu sakņu, tad šāds sakņu pāris, kā zināms 
dod parcialdaļu

M1 D + ∕W3
(D— α)2.+ β*∙

Šādā gadījumā vispirms izdarām darbību

. 7n-----^X=φ(x)),
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un tad norādītās darbības rezultātam pielietojam darbību 
Mγ D + Mj. Da|u

M - ş -fş
saliekam parcialdaļās:

2i ^∖D α-∕β D — α + fβPv-

= Λ fe→+i⅛xXdx —-Lβ<∙-rfμr f
2 zβ J 2 ∕β J

Augšējās izteiksmes locek∣i atšķiras viens no otra ar to, ka otrā 
loceklī / zīme ir mainīta. Pirmais loceklis ir komplekss skaitlis, 
ko rakstām P ÷ iQ. Ar augšējo norādījumu otra locekļa veids 
tad ir P — IQ. P un Ģ ir reāli. Augšējā izteiksme tad ir (P÷Qz) + 
+ (P— Qi) — 2P. Šo lielumu 2P, kā redzams, dabūjam, ņemot 
pirmā locekļa divkāršo reālo daļu. Tātad

ož — izteiksmes ^¼(α+^>jc ∕ g-(≈+i^xXdx 1 
(O — ş β^ L 2/ β ./ J

reālā daļa. Augšējās izteiksmes labo pusi pārveidojam, ievedot 
trigonometriskas funkcijas; tad dabūjam:

(Z)_şş^ λ =s realai dalai no 

eaχ 
Zβ (cos β x + i sin β jc) e~ α∙v (cos β x + i sin β x) X dx

eα*sinβ-rf tz eaxcosβxf . „ .= / 6 COS fx / à — ∕ sιn β x √V à.β J β
109. Vispārīgas ziņas par lineāriem diferenciālvienādoju­

miem ar konstantiem koeficientiem. Kā zināms no agrākā, 
lineārā diferenciālvienādojumā veids ar konstantiem koeficientiem 
ir šāds:

dπy . dn~1 . , dy „α° Λ⅞ + à"-' + ∙,' ÷ a"~1 + X ( }
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Šim nehomogēnam vienādojumam ir piekārtots homogens vie­
nādojums

dny dyn~1 , dυ . „ ,a°d/+a‘^+---+a-^ + a’y=0- M 

Nehomogēno vienādojumu (1), ievērojot simbola D nozīmi, va­
ram rakstīt tā:

(⅜ O" -j- al D"-1 + α2 -[-...+ απ-1 O 4- αn)y = A,. (la) 

Un šim vienādojumam piekārtotais homogenais vai reducētais 
vienādojums tad būs:

(α0Dn + + «zO" + ∙..÷ aπ-1 D + aπ)y = 0. (2a)
Vienādojumus (la) un (2a) savukārt varam rakstīt tā:

f(D)y=X (1b)
un .

f(D)y = 0. (2b)
Reducēto vienādojumu (2b) atrisinām, kā zināms, liekot 

y = e".
Tad, kā zināms no [74], dabūjam:

f(r}erx = 0. (3)
No šīs formulas secinām, ka y — erx ir diferenciālvienādojumā 
(2) integrāls ja, piemēram, r, ir vienādojuma

/(') = 0 (4)
sakne. Apzīmējot šī algebriskā racionālā vienādojuma saknes ar 
rl, r2, r3....... r„, vienādojuma (4) polinomu varam sadalīt sakņu 
faktoros un rakstīt (2-) veidā:

(D-r1)(D-r2)(D-⅛...(D-rn)y = Q. (5) 
No vienādojuma (5) secinām:

(O — rx)y = 0; (D — y = 0; . . . (D — r„)y = 0. (6) 
Katrs no šiem vienādojumiem dod diferenciālvienādojumā (2b) 
partikularu integrālu; tātad

yx = er~x, yi = er∙x, . . ., yn = ernx
ir vienādojuma (2b) partikulari integrāli.
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Vienādojumu (4) sauc, kā agrāk norādīts, par reducētā diferen­
ciālvienādojumā (2b) raksturīgo vienādojumu. Re­
ducētā vienādojuma vispārīgais integrāls, kā jau agrāk norādīts, ir

Y=C1 ev + C2 «v + . . . 4- cn ernx (7)

un nehomogēnā diferenciālvienādojumā (1b) vispārīgais integrāls 

y = Y+u, (8)

ja u ir kāds nehomogēnā diferenciālvienādojumā partikulars in­
tegrāls.

Attiecībā uz Y dabūšanu še nekas jauns nav sakāms. Tālāk ap­
skatīsim simboliskas integrēšanas pielietošanu nehomogēnā vie­
nādojuma partikulara integrālā atrašanā.

110. Nehomogēnā diferenciālvienādojumā partikulara integ­
rālā atrašana. No nehomogēnā diferenciālvienādojumā sim­
boliskā veida

f<Piy≈x (0
dabūjam

y=7⅛x (2)

Šis vienādojums dod lineārā nehomogēnā ar konstantiem koefi­
cientiem diferenciālvienādojumā (1) atrisinājumu. Kā redzējām 

izteiksmi izvirzot parcialdajās, dabūjam:

^ = [z⅛ + D⅛ + ∙∙ + e⅛d∙v∙ <3) 
1 LJ / 2 ' λ J

Kā izdarāmas izteiksmes (3) operācijās, jau norādīts [108], Tāpat 
jau norādīti parcialdaļu veidi, ja raksturīgam vienādojumam kāda 
sakne r atkārtojas, vai ja vienādojumam ir kompleksas saknes.

Kā redzam no augšējā, vienādojuma
/ (O) y = a0 yw + α1 y^n-l> + ... -[- aπ y — X 

atrisināšana pastāv galvenā kārtā raksturīgā vienādojuma 

∕ (r) = a0 rn + α1 r"~1 + . . . + a„ = 0

220



sakņu atrašanā un da∣as
1 

/(O) 
izvirzīšana parcialdaļas.

Kad minētās darbības ir izpildītas, tad reducētā vienādojuma 
vispārīgo integrālu varam tūlīt rakstīt; pilnīgā vienādojuma parti- 
kularo integrālu dabūjam ar kvadratūrām. Kā redzams, še nav 
vajadzīgs pielietot konstantu variācijas paņēmienu.

Piemērs. Atrisināt diferenciālvienādojumu
y" — 2/ + y = x

Se raksturīgā vienādojuma

r2— 2λ +1=0 
saknes

r1 = 1 un -2 = 1, 

tātad reducētā vienādojuma vispārīgais integrāls ir

K = C1 er∕ + C2 x βv = C1 £* + C2 x ev.

Se / (D) = Z)2 — 2D + 1

un 1 _ ' 1 _ 1

f (D) - O2-2O +1 " (D— l)2'

" "∕(O)(D^xex'
Saskaņā ar [1081 dabūjam:

j/= r + u,

_y = Cj 4^ Ca x e* + θ = ş Ci + Ca x + θ- ļ.

Apskatītais lineāru nehomogēnu diferenciālvienādojumu atrisinā­
šanas paņēmiens no teorētiska viedok∣a ir uzskatāms par pilnīgu, 
bet daudzkārt apskatītā vispārīgā paņēmiena pielietošana partiku-
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lara integrālā u atrašanai savienota ar sarežģītiem rēķiniem. Funk­
cijas X atsevišķu veidu gadījumos atrisinājums viegli atrodams 
ar speciāliem paņēmieniem, kurus še tālāk apskatīsim.

111. X— a xm + α 1 xm~1 -F ... -F am. Šādā gadījumā da­
būjam:

f(D)y = «o xm-∖- α1 xm~1 + . .. -F am,

y = + «i *m~1 ÷ • • • + M-

Še izvirzām pec augošām D pakapēm. Šajā izvirzījumā

augstāka D pakāpe japatur Dm, ja dotā x polinomā xm ir aug­
stākā pakāpe.

Piemērs. Dabūt diferenciālvienādojumā
y" — 4y∙ -F 4y = x2, 

partikularo integrālu. Šo vienādojumu rakstām simboliski:
(O2 — 40 + 4) j — x2.

Tad partikularais integrāls ir:
1 /11 Q \y = u= 4 — 40 ⅛~O2 = (4 ÷ 4° + 16

Pi em ē rs.
yιv ş ş ş v» — X» -F 3x2.

Šo vienādojumu rakstām simboliski:
(Z> -F O3 -F O2)y = x3 + 3x2.

No augšējā vienādojuma dabūjam partikularu integrālu:

y = u = θ2^s^^F O2) ş

Šajā vienādojumā izvirzām daju

_ ___ Ì_____= 1 _ n _i_ ns i
1 -F O -F O2
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Tā kā loceklī — χ^ 4- 3^2 augstaka pakāpe ir trešā, tad izvir­
zījumā kā augstāko pakāpi paturam ari trešo, jo Dix šinī gadī­
jumā dotu 0. Tātad

b = ~ (1 - D + O») (x8 + 3xa) = A. (λ3 _ 6χ 6) =

Reducētā vienādojuma raksturīgais vienādojums ir

ra (ra + r+ 1) = 0.
Šī vienādojuma saknes ir

r1 = 0, r2 = 0, r,M = — J ± I 3 i. 
z

Reducētā vienādojuma vispārīgais integrāls ir

—— / i/-3K = C1 + C2x + e 21.4 cos 1 2 x + B sin

Nehomogēnā vienādojuma vispārīgais integrāls ir 

— ∕ ι∕^ 3 j
j∕ = }z-∣-∕z = Cι+ C2 x⅛e 2^cosr9 x 4- 5 sin 9 x] 4'

+ 20 ~ χ3 + 3χ2,

112. X — e"* - V. Še V ir kāda x funkcija. Diferenciālvienā­
dojumā veids tad ir

/ (D) j I/,

pαx Ī/ IZ

Ģ 
piemērs. Dabūt diferenciālvienādojumā

/' + y + y =
partikularo integrālu u. Šo vienādojumu rakstām tā:

∕ (D)γ = (O2 + D⅛ 1) « = eax.
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Tā kā še ∕(r) ≠ 0, tad saskaņā ar 1106] še 

_ elx _ _ 6^
u -fΓD)- 7(2) - f÷2+ i - ~r • 

Piemērs. Dabūt diferenciālvienādojumā 
y" — 4y 4- 3)8 — — 2)

partikulām integrālu ll. Rakstām vienādojumu: 

(D2 — 4D + 3) u = 2e»".
Še / (3) = 32 — 4 • 3 + 3 = 0. Tādēļ saskaņā ar’ 1106] še da­
būjam:

2 „ 2e^ 2 e*x
D2 — 4D + 3 (D—1)(D—3) D — 1 D —3’

w — 2-----j • o 3= । -eSx ļ e~3x e3x à = x e3x.

Piemērs. Dabūt vienādojuma 
y" — 2y 4- ,y = x2 

partikularo integrālu «. Rakstām vienādojumu 
(Da — 2 D + 1)« ='x2e3* 

_ e3x 2 _  e8xx2 
M D2 — 2D + 1 x “ (D— l)2'

Saskaņā ar [106], dabūjam:
,, - λBjγ î______ ⅜*2 ■ λ8x _ ________ ⅛∙2 —

(0 + 3 — l)a ~ ,(O + 2)2 '

113. X = cos («x 4- m)V, kur I/ ir kāda x funkcija. Še iz­
šķirsim gadījumus: V ir konst. un V ir x funkcija.

I. X — cos (ax -[- zn) vai arī sin (αx 4^ /n),

224



tad jaaprēķina izteiksme
_ cos (ax -ļ~ 

/M '

Še pieņemam, ka funkcija / ir atkarīga no Di∙, tad

„ _ cos («x ÷ m)
y ~ f(D2) ' ω

un saskaņā ar [106] rakstām:
_ cos («X + m) _  cos (ax -ş- m)

-y ~ /(D») - ∕(- α3) ∙

Piemērs, v" — J — cos (ax m),

(Z)2 — 1))- — cos («x m),

cos («x m) cos («x m) cos («x m)
O2 — I - — αa — 1 * - ^≡^+T '

Ja funkcija / nav atkarīga no Oa, tad to pārveidojam šādi:

'm = ∕1 (O2) • (3)

Šo izteiksmi reizinot ar /> (O2) — D∙fi(D2), dabūjam saucējā 
funkciju no D2, tātad

1 _ ∕1(Da)-r>√a(D2) 
∕(D)- [∕1(D2)Γ2-P∕2(W

Piemērs.
y, + y — 2_y = sin 2x.

Lietojot simbolu D, šo vienādojumu rakstām tā:
(O2 + Z) — 2) j/ = sin 2x,

y — ş O — 2 sιπ 2x =

(D3 — 2) — D . o
“ W2 — 2) ⅛ D] [(Da — 2) — D] Sin r -

D2 — D — 2 . _
— _ 2^2 _ sιn 2x∙
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Augšējā izteiksmē saskaņā ar [106] liekam D- = — α2 — — 22; 
tad dabūjam:

— 4 — D — 2 . _ Z) + 6 . n 
y =---------4Q-------- 8m 2x =---------ş sin 2x =

Jcos 2x 4- 3 sin 2x
20 *

Gadījumā, ja vienādojumā (2) / (—«2) — 0, tad cos («x 4- 
vai sin (ax 4- m) vietā jālieto eksponentfunkcijas.

II. X — cos (αx 4^ «) Vr> kur V ir x funkcija.
Še cos vietā var būt sin funkcija. Abos gadījumos cos vai sin 
funkcijas vietā jālieto eksponentfunkcijas un tālāk jārīkojas, kā 
norādīts [112].

B. Lineāri diferenciālvienādojumi ar mainīgiem koeficientiem 

d a114. Darbības simbols x — = ⅛ Sī simbola iedarbību 
dx

uz kādu x funkciju, piemēram, sin x, rakstām šādi: 

xr≤(sinx)j (1>

un to izdarām tā: veidojam sin x = cos x un šīs darbības 

rezultātu cos x reizinām ar x, tātad

* d .x • sin x = x cos x. 
dx

Līdzīgi dabūjam, ka 
d r dex jc x — ex — x , — xex.

dx dx

Še jāievēro, ka simbola x faktori x un - nav komutativi, 
j dx dx

bet x r -a cos x = α x ~ cos x — — ax sin x, kas rāda, ka ax dx
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pats simbols x ir komutativs ar konstantu faktoru. Attiecībā uz r dx

simbolu x ~ pastāv šādas sakarības:

, r dr d / d AI d n\ / d , A ...I. xr-r- = x-T- x 3------ 1 Xj-------- 21... x j-------r÷l (1)
dxr dx\ dx I ∖ dx ∕ ∖ dx ∕ v

Pierādījums. Saskaņā ar norādīto simbola x iedarbī­
bas veidu dabūjam:

∕ d ∖ Γ d / rf \ļ fdx á da ļ
dx \ dxl Ldx ∖ dx'J Ldx dx dx2J

à'2 ^Äx i Äx ∕

d d \ d . „ dix -r x j- — x .—H x2 n. dx ∖ αx∕ dx dxi
Seko:

x2

Vispārīgi dabūjam:

_ dr d I d Aid l d , A
à7 dx \ dx / \ </x / \ dx /

biekot x vietā Ä-, dabūjam, ņemot vērā (α), 

d á2x A =»; χ2 ® = {>(⅛- 1)

un vispārīgi 
∕√rxr⅛ = θ^- 1)^-2)∙∙∙(*-'∙÷ 1)∙ (la)

II. f (&) xm = f(m) xm.
Pierādījums. Še ar / apzīmēta vesela racionala algeb­

riska funkcija. Tā kā
⅛xm = x ~ xm — xm xm-, =mxm, 

dx

⅛2xm = χ ~ mxm = mx ~ xm = mx mxm~1 = ∕naxm, rfx ax
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tad
^rχm = mrx"'.

Ievērojot augšējo un funkcijas / veidu, redzams, ka
∕(K) xm — / (m) xm.

115. Viendimensiona1i lineāri diferenciālvienādojumi ar 
mainīgiem koeficientiem. Diferenciālvienādojumu

χn I χn-1 J- _ļ_ 4 4-/4 V — V ĪDX dx"^^X ⅛-ι + '"+'⅛-1rfx + M-iz (1) 

sauc par viendimensionalu. Šajā vienādojumā koeficienti Au 
Aa, ..., An ir pastāvīgi lielumi, labās puses loceklis V ir tikai x 
funkcija vai konstants lielums. Ja pieņemam, ka x un y katrs 
ir pirmās dimensijas, tad, kā redzams, vienādojuma (1) katrs 
loceklis ir pirmās dimensijas.

Šis vienādojums jau apskatīts [85] kā Eilera vienādojums.

Ievērojot [114] ievesto simbolu a: ~ = ⅛, 

šo diferenciālvienādojumu rakstām tā:

fWy = I/ (2)

un saucam par pilnīgo diferenciālvienādojumu, bet

fWy = 0 (3)

par pilnīgam vienādojumam (1) piekārtoto reducēto vienādojumu. 
Ja ar Y apzīmējam vienādojuma (3) vispārīgo integrālu, un ar « 
vienādojuma (1) partikularu integrālu, tad, kā [81 ļ pierādīts, vie­
nādojuma (1) vispārīgais integrāls ir:

y=Y+u. (4)

116. Reducētā vienādojuma vispārīgais integrāls. Ja redu­
cētā diferenciālvienādojumā

= o (1)
liekam y — xm, tad saskaņā ar 1114, II] dabūjam:

∕(⅛) χ"∙ = ∕(w) xm = 0. (2)
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ŠI prasība ir izpildīta, ja 
/W = 0. (3)

Ja vienādojuma (3) saknes ir r1, r2, .... rπ, tad
j2 ≈ xλs ...; y„ = x'n

ir vienādojuma (1) partikularie integrāli un

y = Cļ ¾ + C2j∕2 + • ■ ■ + Cny∏ = C1 xλ' + C2 xr∙ + ... -j-
+ Cnxrn . (4)

ir reducēta vienādojuma vispārīgais integrāls. Gadījumi, kad 
raksturīgam vienādojumam (1) ir vairākkārtējas vai kompleksas 
saknes, apskatīti [76, 77ļ. .

117. Pilnīgā Eiiera vienādojuma partikularais integrāls. 
Pilnīgu Eiiera vienādojumu, ievedot simbolu ⅛, rakstām šādi:

jW = *. (1)
No (1) dabūjam

Šī simboliska izteiksme dod vienādojumā (1) partikularo integrālu.

Izteiksmi (2) aprēķinām, izvirzot parcialdaļās, kuru veidi ir: 
/ (*)

⅛ — α (⅛ _ şş utt.

Pirmo no augšējām parciaļdajam dabūjam, atrisinot dikerencial- 
vienādojumu

(3)
jeb ,

x £ -*y = λ∙ (3a)

Vienādojums (3 a) ir lineārs un pirmās kārtas; tā partikulars 
integrāls ir:

>=à -v' <4>
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Atrisinot vienādojumu (3a), dabūjam:

y = χ*l χ-α~, Xdx. (4a)

Salīdzinot (4) un (4a), redzam, ka

≈-1— x = xa i χ-≈~ι Xdx. (5)

pielietojot darbību vienādojuma (5) abas pusS8, dabūjam:

1 γ _. 1 v_
(⅛ — «)(»— a) (Ä- — α)2 ~

= (6)

(T∑⅛ X=x*fχ-a~1∙ xadxfx~*-ιχdx. (6a)

Tātad
(⅝ J_ 2^2 X = xa J x~l dx J x^a~1 Xdx. (6b)

Vispārīgi varam rakstīt:

—— —- X — χa I χ~' dx fdx ∕*x~, dx ,.. ∕ x~a-χXdx.(⅛c) 
(θ∙ — α)r √ √ √ √

Šinī izteiksmē integrālu skaits ir r.

118. Simbola pielietošana gadījuma, kad X — xa. 
/(*)

Saskaņā ar [114, II]

Šī sakarība ir spēkā, ja ∕(α) ≠ 0. Gadījumā, ja ∕(α) = 0, tad 
/(K) varam rakstīt kā (⅛ — α)rΦ(ι⅜), kur Φ(α) ≠ 0. Šādā ga­
dījumā

____ L 1≈ —__ 1_____ 1___x≈ (21 
(H — α)r Φ (⅛) - Φ(a) («- — «)'
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Ievērojot [117,6c], ar A' — x" dabūjam:

0)

Tātad 
1 1 x“

(F— şĢ(ş) ** = Φ(α)' ?! 0"

piemērs. Atrisināt diferenciālvienādojumu

x2 ¾ + 2x — 2> = x3 + x. (a)
dx2 dx '

Reducētais vienādojums ir

x2 ÷ 2x dy — 2v = 0, (β)
à2 dx - r

ko atrisinām, ievietojot 
y = xm∖ 

tad
y' — mxm~1 un _y" = m (m — l)xm-¾

Ar šim vērtībām un dalot ar xm, no (2) dabūjam:

m- ⅛ m — 2 — 0 
un

m1 = 1; m2 — — 2.

Reducētā vienādojuma (2) vispārīgais integrāls tātad ir: 

∕ = C1 x -ļ- C2x-2.
Pilnīgā diferenciālvienādojumā (1) partikularo integrālu « dabū­
jam, ievedot simbolu A un rakstot vienādojumu (1) šādi:

[*(» — 1) + 2» — 2] u = xs + x
jeb 

(⅛a + ⅛ _ 2) w = χ3 ψ χ
un

w ~ ⅛2 4- ⅛ — 2
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Sadalot izteiksmi (θ∙a + $ — 2) reizinātājos, rakstām:

" = ’ ⅛ψ2 +

No šis izteiksmes seko

1 1’1 1
" “ ⅛- 1 ' θ∙÷2 x÷⅛-1'H2jc'

Integrēšanu izdarām katrā loceklī šādi:

⅛~ 1 ∙ F⅛2 à ş' à =

= x X-4
x5 , X»
5 à- ιo'

Tālāk rakstām:

1 1 1 1 _ 1 1
⅛- 1 ’ θ∙ -f- 2 x — &—1 ' l-j-2x θ∙ — 13

1
— 3 ‘

1
⅛- 1

1
X — 3 X x~1~1 x dx = 1 f dx 1 .3 ’ J T = 3

Tātad
1

»2 + ⅛

x8 1
2 (x8 + x) = jθ + 3 x∣∏x.

Dotā diferenciālvienādojumā vispārīgais integrāls tatad ir:
1 

j∕=Jz+u = C1x + C2x~2 ÷ ∣θ ÷ ģ x lnx.

119. Simboliski atrisinājumi. Lineāru diferenciālvienādo­
jumu ar pastāvīgiem koeficientiem rakstām šādi:

f(D)y =
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Lineāru diferenciālvienādojumu ar mainīgiem koeficientiem varam 
rakstīt tā:

/(D, x)y = X

Šādā gadījumā darbības simbolu izteicam ar xD, ko apzīmējām 
ar simbolu Ir gadījumi, kad simbolu f(D, x) var izteikt kā 
kāda viena simbola funkciju, kas tāpat kā & satur D tikai pir­
majā pakāpē. Šādā gadījumā vienādojumu var viegli atrisināt, 
kā to rāda sekojošais piemērs. Atrisināt diferenciālvienādojumu 

d⅛-2bx⅛' + bWy = 0. (1)
dx2 dx 1 ∙, v '

Ievedam simbolu ~ = D. 
dx

Tad
(D — bx) (D — bx}y — (O — bx) (Dy — bxy) —

= D2y — bx Dy — D (bxy) + U2xly —

■ — Diy — bxDy — by — bx Dy 4- b'ixiy =

— D2y — 2 bx Dy -ļ- b^x2y — by.

Ievērojot augšējo, diferenciālvienādojumu (1) varam rakstīt tā:

(D — bx?y — by = 0. (2)
Liekot

D — bx — ;, 

vienādojums (2) dabū izskatu:

(? - b)y = 0. (3)
Izteiksmi iekavās sadalām faktoros un vienādojumu (3) rakstām tā:

(«- ^⅛)(ς+ ∕¾= 0. (4)
No (4) dabūjam :

(6 — /~b)y = 0 un (ξ 4- y~b)y = 0. (5)

Pirmais vienādojums no (5) ar ievesto ξ nozīmi dod:

(D — bx — yrb)y = 0
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vai arī

(bx+fbìy = Q.

Separējot mainīgos, dabājam:

y — (à + ↑∕~H) dx.

Šo vienādojumu integrējam:

' ∖n y =2 bx'i + ∖r bx + C1. (6)

Tāpat integrējam arī otru vienādojumu (5). Ar to tad ir dabūti 
vienādojuma (1) partikularie integrāli; tos saskaitot, dabūjam 

1) vispārīgo integrālu.

120. Uzdevumi.
1) x3y"' + 4x2y" — 2y = 0; Atb. y = Cix~' 4- C2x^2 +

4- Cbx-^2.

2) xay" 4- xy" — 4y — 0; Atb. y = C1x9 + + C3.

3) x8y" — 2y = 0; Atb. y = C1x9 4^ C2 + C8 ln x.

4) x2y" + 3xy" + 2y — x; Atb. y = zlcoslnx÷5sinlnx÷

+ c + ⅛a
5) y" 4- 4xy4~ 4x2y — 0; Atb. y =∖Cle~ χ, ~

+ C2^+^/2.

121. Lineāru diferenciālvienādojumu sistēma ar konstan­
tiem koeficientiem. Arī sistēmas atrisināšanā ar labām sekmēm 
pielietojama simboliskā metode.

Pieņemam, ka dota diferenciālvienādojumā sistēma, ar diviem 
vienādojumiem, diviem atkarīgiem un vienu neatkarīgo mainīgo. 
Pielietojot simbolu D, šos vienādojumus rakstām tā:
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(⅜ O" + a1Dπ~' ⅛ ... + an)x + 
ψ(0oD-+*1D*-> + ∕.. + Mj' = fl(O m

(⅞ Δ)P ÷ Cj O^-! -f- . . . ⅛ ⅛) x +
+ (d0Dr + < ÷ ... + dr)y = 5(0

Ar x un apzīmēti atkarīgie mainīgie, ar t neatkarīgais mainīgais. 
P(t) un 5(Z) ir / funkcijas. Saīsināti augšējos vienādojumus 
rakstām šādi:

Pl{D)x+ QΛD)y = # ļ
P2(D)x + Q,>(O)y = 5 1' ( }

Tā kā simboli Pi(D), Q1 (O) utt. padoti algebras likumiem, tad 
še varam šos likumus pielietot nezināmo x un y aprēķināšanai. 
Lai dabūtu x, reizinām pirmo vienādojumu ar Q2(O) un otru 
ar Q1(D). Atņemot otru izteiksmi no pirmās, dabūjam:

IA (D) Q, (O) - A (O) Q1 (O)] x = Q2 (O) /? - Q1 (O) 5. (2)

Tādā pašā kārtā dabūjam:

[A (O) Q2(O) - A(O) Q1 (O)]y = Pl(D)S~ A(O) A (2a)

Vienādojumi (2) un (2a) ir lineāri; katrā atrodas tikai viena mek­
lētā funkcija. Vienādojumi jāatrisina ar augšā norādītiem paņē­
mieniem .

Piemērs. Atrisināt vienādojumu sistēmu:

2x" — v' — 4x = 2/ |
2x' + 4y — — 0 J∙ w

Rakstām dotos vienādojumus simbolos:

(2D2- 4)x- Dy = 2t ļ
2Dx∙ +(4D — 3)j = 0 J' ^b)

Reizinot pirmo vienādojumu ar (4O — 3) un otru ar O, dabūjam: 
(2O2 _ 4) _ 3)x — O(4O — 3)y = (40 — 3)2/,

2O2x ⅛ (40 — 3) Dy = 0.
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Saskaitot augšējos vienādojumus dabūjam:
[(2Z)a — 4) (4Z? — 3) -ļ- 2D2]x = (4 D — 3) 2t. (c)

Līdzīgi dabūjam:
[2D* + (2D2 — 4) (4D — 3)]y= — 2D2t. (d)

No (c) un (d) dabūjam:
4 (2D3 — D2 — 4D -ļ- 3)x = 8 — 6/, (e)

4 (2D3 — D2 — 4D 3)y = — 4. (f)

Vienādojumam (e) raksturīgais vienādojums ir:

2r3 — r2 — 4r -j- 3 = 0;
r1 = 1; r2 = 1; r3 = — 1,5;

-Ar
* = (cl + C√)^ + c3e 2 .

Vienādojuma (e) partikularais integrāls u ir:

" = 4 (2D3 — Da — 4D + 3) (8 ~ 

vai
1/1 4 \ /w ~ 4 (3 + 9 D ∕ 6 = ‘

Tātad diferenciālvienādojumā (e) vispārīgais integrāls ir:
-Ar 1. , .

χ=X + u = (Ci+ C2t)e' + C3e 2 — ģ t (g) 

Līdzīgi dabūjam:
-Ar 1 ,y = (A1-ļ-A2 ∕)g'+ ⅛3 £ 2 —-. (h)

Patvaļīgās integrēšanas konstantes, kas atrodas atrisinājumos, nav 
neatkarīgas, bet nav arī identiskas.

Lai dabūtu nepieciešamo sakaru starp konstantēm, atrisinājums 
jāievieto vienā no vienādojumiem.

Ievietojot izteiksmes ⅛), (A) otrā diferenciālvienādojumā, dabūjam

2 ⅛ C2e'+C2te'- ∣ +
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∕ 3 -1A4- î ş A2 ⅛2 / —

/ — —« 1 \
— 3∣⅛1 ? + k.itet + kze 2 — 3∕=0 

vai
? (2C1 ⅛ 2Ca + ⅛1 ⅛ ⅛) + /? (2C2 ⅛ ⅛) -

-1/
3s 2 (C3 + 3A8)=0.

Tā kā?, ⅛' un « 2 ir neatkarīgi, tad augšējais vienādojums var 
pastāvēt, ja koeficienti pie šiem lielumiem ir 0; tātad jābūt:

C3 4- 3⅞ — 0; 2C2 4~ ⅛2 — 0; 2 C1 4- 2 C2 4- ⅛1 4^ — 0 
un

C3 = — 3ās; 2C2 = — &2; 2C1 = — ⅛1.

Ievietojot šīs izteiksmes, dabūjam:
-L, 1

X = (C1 + C2 0 ? — 3⅛s e 2 — ģ t,

_»/ 1 ■ 
j∕ = -2(C1 ÷ C20?4-^8^ 2 —

Šīs izteiksmes ir dotās diferenciālvienādojumu sistēmas atrisinā­
jums. Kā redzam, attiecībā uz x un Z, tāpat uz j un Z, diferenciāl­
vienādojumi ir trešās kārtas; tāpēc atrisinājumos jābūt trim pat­
vaļīgām neatkarīgām konstantēm, kas augšējos atrisinājumos arī 
ir izpildīts.

Septītā nodaļa

Furjē rindas
122. Furjē (Fourier) rindas definīcija. Uzspiestās svārstības 

kustības apskatā redzējām, ka tās cēlonis ir periodisks spēks, ko 
analītiski izteicām kā periodisku, no laika atkarīgu funkciju un 
nosaucām to par ierosinātāju funkciju.

Minētajā apskatā pieņēmām šo funkciju vienkāršā veidā, kā sin 
vai cos funkciju; šī funkcija var arī būt sarežģītāka.
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Šī funkcija var periodā vietām būt pārtraukta; tā var būt dota 
tikai grafiskā attēlā. Šādos gadījumos funkciju izteicam ar tri­
gonometrisku rindu.

Sakarībā
y = A sin («x + a) (n vesels skaitlis) (1) 

2π
apzīmē: ar A kustības amplitūdu,— periodu un A sin «funkcijas 

sākuma vērtību. Šie lielumi dod iespēju veidot funkcijas ar pat­
vaļīgi lielu vai mazu amplitūdu, periodu un sākuma vērtību. To 
panākam ar A, n un α izvēli.

Tā kā A sin (nx + a) = A sin nx cos a 4- A cos nx sin «, 
tad, liekot B = A cos «un C = A sin «, sakarību (1) rakstām tā:

y = B sin «jc + C cos nx. (2)

Kā redzams, funkciju (1) varam arī dabūt, saskaitot funkcijas

y1 = B sin nx un j2 = C cos nx. (3)

Ievērojot to apstākli, ka ar n izvēli varam panākt abām funkci­
jām pēc patikas ātru zīmju maiņu, ar B un C izvēli pēc patikas 
lielu vai mazu amplitūdu, secinām, ka, saskaitot vairākas (3) vei­
da izteiksmes, varam veidot visdažādākās funkcijas. Ģeometriski 
tas nozīmē, ka, saskaitot ar dažādiem B, C un n veidotās līkņu 
(3) ordinatas, var izveidot visdažādākās līknes.

Sakarā ar teikto rodas jautājums, vai ir iespējams izteikt doto 
funkciju / (x) ar (3) veida izteiksmju sumu, t. i., vai var izvirzīt 
doto x funkciju šādā trigonometriskā bezgalīgā rindā:

/ (x) — l⅛-(- -i cos x -f- ⅞ cos 2x + Sg cos 3x -|- . . . +

-ļ- ūj sin x 4- ⅜ sin 2x 4- ⅜ sin 3x4-... (4)

Uz augšējo jautājumu matemātika dod ar zināmiem noteikumiem 
apstiprinošu atbildi, un, tā kā pirmais, kas plaši pielietoja iespēju 
izvirzīt doto x funkciju trigonometriskā rindā (4), bija Furjē 
(Fourier), tad augšējo rindu sauc par Furjē rindu.
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123. Furjē rindas koeficienti. Vispārīgi var teikt, ka nav 
iespējams precizi izteikt kādu periodisku funkciju / (x) ar galīgu 
trigonometrisku funkciju sumu. Apzīmējam šo sumu ar fn (x), 
tad

∕∣W=2⅛÷ ^(Z>λcos λ x + αλ sin λ x). (1)
1

(λ = 0, 1, 2, . . , n).
Liekam

£ (X) = / (*) - fn (*) = / (X) - 1 ⅛ -

— (-X cos λx+ αλ sin λ x). (2)

Kā redzams, f(x) izteic to kļūdu, ko izdarām, atvietojot/(x) ar 
funkcijas tuvinājumu, t. i., ar trigonometrisko funkciju sumu, sa­
stāvošu no n locekļiem. Kļūdu izlīdzināšanas teorija rāda, ka 
tas tuvinājums ir visizdevīgākais, kura viena perioda kļūdas kvad­
rātiskā vidējā vērtība top par minimu.

Tas nozīmē, ka (2n -ļ- 1) koeficienti

ş> ^2> - - -»bn UΠ Oļ} #2» ^31 « ķ (3)

ir jānoteic ta, lai
2π

2^/

ir minims.
Tā kā izteiksmes E(x) vērtība ir augšējo koeficientu funkcija,

tad jābut:
2π 2π

∕ s[E{xW dx= f 2E(x)d^dx = 0, 
0 J J u u-.λ 0 0 A

un arī 2π 2^

/ f ļ^(x)ļ'à = f 2f(x) dx = 0.
(4)
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Ievietojot E (x) izteiksmi no (2) integrālos (4), dabūjam:
2π

[/(x) — b0 — cos λx f 8in λx)] cos λx dx = 0
0 1

un

∕ (/(x)— 2 ⅛—cos λx + αλsin λx)∣ sin XX à = 0. 
0

(5)

Aprēķinot augšējas izteiksmes, dabūjam šādus integrālu veidus: 
2π 2 π

1) I cosλ x cos μ x à, 2) şsin λ X sin μ X à, 

0 0
2« 2π 2π

3) ^cos X x sin λ x à, 4) cos'2 λ x à, 5) sin2 X x dx. 

0 0 0

Augšējās izteiksmēs λ un μ dabū vērtības: 0, 1, 2, . . ., n.
No integrālrēķiniem zināms, ka ar 1), 2), 3) apzīmēto noteikto 

integrālu vērtības ir 0 un ar 4), 5) apzīmēto noteikto integrālu 
vērtības ir π.

Ievērojot teikto, no (5) dabūjam koeficientu bo, ..., bn un ko-
eficientu a,, α2,. . . , an vērtības:

2« ■
bλ = 2 y/(x) cosX xdx 

o .
2*

a, — π J/ (x) sin λ x dx. 
o

cos rindas pirmais loceklis apzīmēts

X = 0, 1, 2, . . . , n. (6)

ar Tam ir sekojošs pa­
mats.

Ja apzīmētu šīs rindas pirmo locekli ar Z⅛, tad no (5) dabūtu, 
liekot x — 0: 2π 2*

J'⅛o dx =J / (x) dx 
0

240



2∏

vai 2π b0 =Jf(χ) dx

o
2π

⅞ = ⅛ [f(x)dx. 
zπ jo

2π
Specializējot izteiksmē (6) ⅛λ = ^∕(x) cos λxdxf dabūjam:

o 
2π 

⅞ = ~ [f(x)dx, 
d

t. i. dabūjam divi reizes lielāku vērtību par īsto. Lai cos rindas 
pirmo locekli varētu dabūt no vispārīgās ⅛λ formulas, tad ieved 
kā pirmo locekli^".

Šādā gadījumā specializējot bλ formulu, dabūjam pirmo locekli 
pareizu.

Augšējās formulās / (x) pieņemta kā integrējama funkcija 
izteiksmēs (6) dotās b0, bn, a„ vērtības sauc par Furjē koeficien­
tiem. Šos koeficientus pirmie devuši Eilers un Furjē.

124. Dirichlē (Dirichlet) noteikumi. Par Furjē rindas sa- 
virzāmību dod noteikumus sekojošā Dirichlē teorema: Ja funk­
cija / (x) ar periodu 2π slēgtā intervālā (0, 2π) ir viennozīmīga 
un galīga un tai šajā .intervālā ir galīgs skaits pārtraukuma vietu, 
kā arī galīgs skaits maksima un minima vietu, tad bezgalīgā 
rinda

+ -i cos x + b2 cos 2x -ļ- . . . + α1 sin x + n2 sin 2x + ...

ar 1123 (6)] dabūtiem Furjē koeficientiem pie katra galīga x ir 
savirzāma. Šī Furjē rinda izteic / (x) visām x vērtībām intervālā 
(0, 2π), izņemot / (x) pārtrauktības vietas. Ja funkcija ∕ {x) 
vietā x = c ir pārtraukta, tad Furjē rindas vērtība šajā vietā ir

lim [/(c — ε) + ∕(c + ε)].
S→0 z
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Ja intervālā galos, pie x = 0 un x = 2π, funkcijas vērtības nav 
vienādas, tad Furjē rindas vērtība pie x = 0 vai x — 2π ir 

^[∕(0)+∕(2π)].

Dirichlē teorēmas pierādījums atrodams: ∏poφ. B. H. Cmhphob 
„Kypc Bbicrueft MaτeMaτnκH,1 un Dr. R. Fricke wLehrbuch der 
Differential — und Integralrechnung und ihrer Anwendungα. Dirichlē 
noteikumam atbilst visas līdz šim dabas zinātnēs un technikā 
lietotās funkcijas.

125. Koeficienti harmoniskā analizē. Funkcijas / (x) vēr­
tības tuvīnu izteikšanu ar trigonometrisku rindu un Furjē koefi­
cientiem sauc par funkcijas / (x) harmonisko analizi, vai arī par 
funkcijas / (x) salikšanu pamata un virssvārstībās.

Funkciju harmoniskā analizē var būt divi gadījumi: funkcija do­
ta analitiski un funkcija dota ar grafisku attēlu. Abos gadījumos 
jānoteic Furjē rindas koeficienti. Apskatīsim Furjē koeficientu 
un Furjē rindas izteiksmes, atkarībā no intervālā, kādā funkcija 
dota.

1. Funkcija /(x) dota analitiski intervālā (0, 2π). Šajā ga­
dījumā, kā to redzējām koeficienti būs:

αλ = / / (4) sm x ζd ς
0 .

Furjē rindas koeficienti un aλ ir izteikti ar noteiktiem inte­
grāliem. Šādā gadījumā, kā zināms, integrālā vērtība nav atka­
rīga no integrēšanas mainīgā apzīmējuma. Ievērojot teikto, for­
mulās (1) x vietā rakstīts ξ. Iemesls, kamdēļ izdarīta šāda maiņa, 
būs vēlāk redzams. Ar šiem koeficientiem Furjē rinda pieņem 
šādu veidu:
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1 fπ 1 ∞ f

fW = πJ / ® d ξ + ⅛ ∑∞s λ* J ≠ © cos λ ’ d ξ + 

0 1 u

+ ~^ ∑ sin λ x ∕ ∕(ξ) si∏λξdξ. (2)
1 u

Ja funkcija / (x) dota intervālā (0, r), tad x vietā liekam kā ar- 
2 tc x 2k x

gumentu ——, punkts ar abscisu —— notek intervālu (0, 2π), kad 

x mainās no 0 līdz c.
Šādā gadījumā koeficientus rakstām tā: 

c 
b∖-~ y ∕(ξ) cos λ ξ d ς 

0
- (3)

¾ = f (Č) si∏ ^ ς d ξ
0

un Furjē rinda dabū šādu veidu: 
c c

. 1 frzcx ,c 1 2 ∞ 2λπx f/(*) = J/© <*ξ + cos —J∕(ξ) cos λς dξ +
0 1 0

c
2 ∞ . 2λπx f .... . . , ,, ...- f- sin —— J 7 (ξ) sin λξ dξ. (4)

i 0

Lai atšķirtu koeficientos (1) un (3) integrēšanas mainīgo no 
funkcijas / (x) argumenta x, koeficientu integrēšanas mainīgais 
apzīmēts ar ξ.

2. Ja funkcija /(x) dota intervālā (—π, π), tad koeficienti 
un rinda dabū šādu veidu:

π
Sχ //M cos λξ dξ

'I (5)
αλ =1 J∕(ξ) sin λξ dξi

— Ŗ
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π π .
f(χ) = 2^ ∕∕(5) cos f /(?) cos λξ dξ ⅛

—π ι —π
π 

1 ∞ ∕∙
+ — ^,sinλx J ∕(ξ)sinλξdξ. (6)

1 —π

Ja funkcija∕(x) dotā intervālā (— c,c), tad koeficienti un rinda būs: 
c 

, 1 ∕' ,λπξ
¼, —∣f(ζ)cos -^dς

■ (7)
<≡lj⅛ sinλ⅛rfξ.

∕<^) ş F cos //M cos ⅛ +

-c I -f

. c
. 1 . λπx . λπc ...

+ s'n 7~ J sin (8)
i →

Kā redzam, salīdzinot izteiksmes (5), (6) un (7), (8), pēdējās 

dabūtas no pirmajām, liekot x vietā , jo, ja x noiet intervālu 

no — c līdz c, tad πx noiet intervālu (— π, π).
Ja funkcija /(x) ir pāra funkcija, tad rindā nevar atrasties 

locekļi ar sin, jo sin funkcija ir nepāra funkcija.
Formulās (5), (6), (7), (8) tādēļ atkrīt locekļi ar sin funkciju 

un paliekošos integrālos no pāra funkcijām integrēšanas intervālu 
var reducēt uz pusi. Šādā gadījumā dabūjam formulas:

*λ =~f ∕(ξ)∞s ^dξ. . (9)

/ 0
π π

∕(x)= 1 ff(ξ)dξ+ cos λX J'f(ξ) cos λξ rfξ. (10)
l- o "i 0
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6χ ∕ ∕(ξ)COS~ςrfξ, (11)
0∙ ■

c _ 5

-, x 1 Γ ^∕r∖ »r i 2 ∞ λπξ f .... λπξ .. z,λx/U) — V / — V cos -— / /(;) cos —Î dς. (12)
0 ļ 0

Ja funkcija ∕(x) ir nepāra funkcija, tad rindās (5), (6), (7), 
(8) atkrīt labajā pusē pirmais loceklis un loceklis ar cos funkciju, 
kas ir pāru funkcija. Tā kā nepāra funkcijas /(x) reizinājumi ar 
nepāra sin funkcijām dod pāra funkcijas, tad ari paliekošos in­
tegrālos varam reducēt integrēšanas intervālu uz pusi. To ievēro­
jot, dabūjam nepāra funkcijas gadījumā:

π

¾ =4j7(ξ)sinλξ dς. (13)
0 

π
2 ∞ /’

/(*) = —^, sin λ x j ∕(ς) sin λξ dς (14)
. 1 i 0

un c

«X -ş//(?) Sin (15)
0

z/Ci 2 ∞ . f .... . λπξs,n c J^^ιnτrfξ' (16) 
1 0

Ārpus intervālā 2π rindas atkārto periodiski to, ko tās dod 
intervālā 2π.

Formulas (10) un (14), (12) un (16) varam lietot, lai kaut 
kādā intervālā (0,π) vai (0, c) dotu funkciju/(x) izvirzītu šajā in­
tervālā Furjē rindā. Šim nolūkam var lietot tikpat cos rindas (10), 
(12), kā arī sin rindas (14), (16). Še jāievēro, ka intervālā 
galos trigonometriskās rindas suma var nesaskanēt ar funkcijas 
vērtību šajās vietās. Tā, piemēram, pie x = 0 un x = π rindas 
(14), (16) dod vērtību 0, kamēr vispārīgā gadījumā izvirzāmās 
funkcijas / (x) vērtība var nebūt nulle. Tālāk jāievēro, ka funk­
cija / (x) ir dota intervālā (0, π) vai (0, c) un izvirzītās rindas
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(10), (12), (14), (16) dod funkcijas ∕(x) vērtības šajā intervālā 
Ārpus intervālā (0, π) vai (0, c) cos rinda attēlo doto funkciju kā 
pāra funkciju, un sin rinda to attēlo kā nepāra funkciju.

39. rim.
126. Piemēri.
1) Izvirzīt Furjē rindā funkciju intervālā (0, c), ja funkcijai in­

tervālā |o, ir pastāvīga vērtība A un intervālā ļ-|-, funk­

cijas vērtība ir 0. Šis funkcijas attēlu rāda 39. zīmējums-
Šajā gadījumā pielietosim formulu (4).
Še, kā redzam, «

c 2 .
ff® dξ= fkdξ = ^.

0 0

/Sin

c
2

2λπξ , _ f , . 2λπζ
-------  d ξ = ∕ & sin ------⅛ =

0

kc Γ
2 λπ ļ COS kc . _ , ....ar λ nepāru skaitli.

0 ar λ pāru skaitli.
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Ievietojot augšējas vērtības rinda (4), dabūjam 39. zīmējumā 
parādītās funkcijas Furjē rindu:

,, . k । 2AΓ . 2πx . 1 . 2 ∙ 3πx , 1 , 2∙5πx 
/ x) = — + — sin — + sm  .......... 4- sin--------' ' 2 π ļ c 3 c 5 c

Ar x = y augšējā rinda dod:

Kā zināms, iekavas atrodošās rindas suma ir-ş, ko ievērojot, 
dabūjam:

, I c∖ ⅛,2⅛ π , z(τ)=∙τ = i∙

Tāpat dabūjam, ka /I y H ir 0.

Šīs / (x) vērtības saskan ar dotās funkcijas definīciju.
Ar x — 0 un x =y dabūjam /(0) —/ — ş, kas neat­

bilst dotās funkcijas definīcijai.
£

Vietās x = 0 un x = — dotā funkcija ir pārtraukta ar galīgu 

lēcienu, un, kā augšā norādīts, šādās vietās rinda dabū vērtību

Šinī gadījumā /ļ-|----- ≡ j — un / şş 4- c — 0,koievē-

-
rojot, dabūjam rindas vērtību γ. Ārpus intervālā (0,c) rinda 

attēlo funkciju, kā rādīts 40. zīmējumā.
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2) Intervālā (0, c) pieņemam f(x) = x.
Šo funkciju varam izvirzīt rindā, lietojot formulu (12), vai ari 

formulu (16). Izvirzot pēc formulas (12), dabūjam:

40. zim.

0 ar λ pāru skaitli.λπξ _ 
cos----- dς =

c

. λπς ca 
sin ----- ş ><> oc λ2 π2

λπξV 
COS —-c Jo

Ievietojam šis vērtības rindā (12):

c 4c | πx , * = 2— īd“s v +

1 5πx cos

2 c»
— ^2- 2arλ nepāru skaitli.

1 3πx
3» COS

Pielietojot izvirzīšanai sin rindu (16), dabūjam:

ξ sin—-dξ c
0

i cξ λπξJ COS---------- f­
L λπ c

c2 . λπςlc + ws"'-rj1>=

c2 ar > nepāru skaitli.

— λπ ar Pθru ^^itii-
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Ievietojam šīs vērtības rindā (16):

2c Γ . πx 1 . 2πx . 1 . 3πx— sin---------- ^sin ——F -g-sιn ----- - — ... (0)π L c 2 c 3 c J

Formulas (β) grafisku attēlojumu dod 42. zīmējums. Formula (a) 
dod intervālā (— c, c) pāru funkciju un ārpus šī intervālā perio­
disku pāra funkciju. Formula (0) dod intervālā (— c, c) nepāra

funkciju un ārpus šī intervālā periodisku nepāra funkciju, bet 
intervālā (0,c) abas formulas dod to pašu funkciju /(x) — x.

3) Funkcijas /(x) — ş izvirzījums ir intervālā (0,π), 

π /sin x . sin 3x si∏5x \ 
τ= (~r+^~3~ + ^5~ + • • J-
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4) Funkcijas f(χ) = χ izvirzījums intervālā (0,π) ir:

_ ∕sinx sin 2x sin 3x sin 4x \
1 Σ 3 J*

5) Funkcijas ∕ (x) = x intervālā no x = 0 līdz x — ş un 

∕ (x) = π — x intervālā no x —līdz x = π izvirzījums ir:

. 4 /sin x sin 3x , sin 5x sin 7x , \≠ w = τ tş------y + - 5--------?- + •••)•
6) Ja ∕(x) =γ no x = 0 līdz x =y> un f(x) = 0 no x = ļ 

līdz x — π, tad izvirzījums ir:
, , . /sin x , sin 2x , sin 3x . sin 5x , \∕W = (-r + — + -z + —5-+ • • J.

Pārbaudīt izvirzījumus (3), (4), (5), (6).
Zīmējumos (43 a, b, c, d), (44 a, b, c, d), (45 a, b, c, d), 

(46 a, b, c, d) parādītas rindu 3, 4,5, 6 pirmās četras tuvīnās līknes.
Katrā zīmējumā dotā funkcijas līkne un attiecīgā tuvīnā līkne 

parādīta ar pilnu līniju; iepriekšējā tuvīnā līkne un līkne, kas 
atbilst pieskaitāmam loceklim, parādītas ar svītrotu līniju.

No zīmējumiem redzam sekojošo:
a) Katra tuvīnā līkne ir nepārtraukta, pat tad, ja dotā funk­

cijas līkne ir pārtraukta.
b) Ja dotā līkne ir pārtraukta un pārtrauktības vietās abscisa 

ir x = a, tad tuvīnās līknes tuvojas arvien vairāk statenim pret 
x asi punktā x = a.

c) Vispārīgā gadījumā tuvīnās līknes nezaudē viļņa raksturu, 
ko redzam 41., 42., 44. zīmējumā kuros dotā līkne ir pārtraukta, 
kamēr 43. zīmējumā, kur dotā līkne ir nepārtraukta, rezultējošā 
līkne ātri zaudē viļņa raksturu. Tāpat no 43., 44., 45. zīmējuma 
redzams, ka vispārīgi pie dotas abscisas x1 tuvīnās līknes pie­
skares virziens nesakrīt ar dotās līknes pieskares virzienu; tas no-
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zīmē, ka funkcijas /(x) atvasināto vispārīgā gadījumā nevar da­
būt, diferencējot locekli pa loceklim, funkcijas /(x) Furjē rindu.

d) Ja dotā līkne ir nepārtraukta, tad laukums starp tuvīno 
līkni, x asi un divām ordinatām tuvojas kā robežai attiecīgam 
dotās līknes laukumam. Ja dotai līknei ir lēciens pie x = b, tad 
laukums starp tuvīno līkni, x asi, ordinatu ar x—a un ordinatu 
ar x — b tuvojas ka robežai laukumam starp doto līkni, x asi, 
ordinatu ar x — a un ordinatu ar x = b, kur pēdējā ordinata 
savieno dotās līknes atsevišķus gabalus. Analītiski tas nozīmē, 
ka, integrējot Furjē rindu locekli pa loceklim, dabūjam rindu, 
kas dod dotās ar rindu izteiktās funkcijas integrālu pat tad, ja 
šī funkcija ir pārtraukta.

127. Furjē rindu integrēšana un diferencēšana. Par Furjē 
rindu integrēšanu un diferencēšanu ir pierādītas šādas teorēmas:

I. Ja funkcija / (x) atbilst Dirichlē noteikumiem, tad šādas 
funkcijas Furjē rindu var integrēt locekli pa loceklim, un kā 
rezultātu dabū rindu, kas izteic J / (x) dx. Integrēšana pielai­

žama ne tikvien intervālā (— π, π), bet arī jebkurā intervālā, 
ja funkcija periodiski turpināta ārpus intervālā (— π, π).

II. 1) Ja funkcija / (x) slēgtā intervālā (— π, π), vienno­
zīmīga, galīga un nepārtraukta, ja šai funkcijai ir tikai galīgs 
skaits maksimu un minimu šajā intervālā un ja ∕(π) = /(—tc); 
vai 2) ja funkcija f (x) ir galīga, ja tai ir tikai galīgs pārtraukumu 
skaits slēgtā intervālā (—π, π),— tad funkcijas /(x) Furjē rindu 
var diferencēt locekli pa loceklim. Diferencēšanas rezultāti dod 
rindu, kas izteic f (x).

No formulām

∕ (x) = y + ∑ cos λ x + αλ sin λx),
1∞

∕ (x) = ∑ (aλ cos Xx — bλ sin λ x) λ,
i
∞

f" (χ) =∑ (— bλ cos λx — αλ sin λx) λ2
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redzams, ka katru reizi, kad diferencējam Furjē rindu, reizinām 
ar λ rindas koeficientu. Tā kā Furjē rinda ir savirzāma vienīgi 
tad, ja koeficientu (b„) un (a„) rindas ir savirzāmas, tad redzams, 
ka Furjē rindas diferencēšana padara rindas savirzāmību mažāk 
ātru un dažos gadījumos pat iznīcina to.

Turpretim sakarība
Λ ∞

. ∕ (⅛λ cos λχ + αλ sin λx) dx =
j 1

= C + V (— αλ cos λx + -X sin λ x)
I λ '

rāda, ka, integrējot Furjē rindu, dabūjam rindu, kas ātrāk savir­
zāma nekā dotā rinda.

128. Harmoniskā analizē. Par dotās funkcijas f(x) harmo­
nisko analizi sauc šīs funkcijas izvirzīšanu Furjē rindā, noteicot 
šīs rindas koeficientus ⅛λ un aλ. Atkarībā no tā veida, kādā dota 
funkcija / (x), atrodas arī koeficientu ⅛λ un aλ noteikšanas pa­
ņēmieni. Ja funkcija /(x) dota analitiski, tad formulas [123, 125] 
dod problēmas atrisinājumu. Ja funkcija /(x) dota empīriski, kā 
tas daudzkārt mēdz būt praksē, tad koeficientu bλ un αλ noteik­
šanai lieto divus sekojošus paņēmienus:

1) Furjē rindas koeficientus noteic skaitliska aprēķina ceļā, 
pielietojot empiriski dotās funkcijas datus;

2) Furjē rindas koeficientus, vai arī atsevišķās harmoniskās 
funkcijas noteic ar speciāliem aparatiem. Šādiem aparatiem ir 
komplicēta uzbūve; to lietošana nav visai vienkārša, un tie nav 
ari vispārīgi pieejami. Prakses gadījumos parasti lieto minēto ap­
rēķina metodi, kas pamatota uz formulās

2π 2π
bλ =~ J,f(x) cos λx dx un αλ —/(x) sin λx dx 

o o

esošo integrālu tuvīnu vērtību aprēķinu. Atkarībā no tā, kādu no
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integrālrēķinu tuvīnām formulām lieto augšējo integrālu aprēķi­
nam, mainās arī koeficientu αλ un bλ noteikšanas precizitāte. Lai 
dabūtu jēdzienu par koeficientu bλ un αλ noteikšanu, apskatīsim 
augšējo integrālu aprēķinu, pielietojot paralelograma formulu.

Intervālu (0,2π) iedalām n vienlīdzīgās daļās:

x0 — 0, xυ ...........λ⅛~..  yn = 2π.

Attiecīgās funkcijas /(x) vērtības šajos punktos apzīmējam ar

Pielietojot šo integrālu aprēķinam visvienkāršāko (paralelo­
grama) formulu, dabūjam:

*λ =⅜Ζ cos 

o
9 n—1 

αλ = ’ V P, sin λx,∙.
" »

Šajā vietā varam sniegt tikai šos īsos norādījumus par har­
monisko analizi; plašākus norādījumus varam iegūt speciālā lite­
ratūrā, kas šajā priekšmetā ir pietiekami plaša.



K∣udu izlabojums

Prof. J. CizareviCi — Paristo diferenciālvienādojumu integrēšana.

Lpp. Rinda Iespiests Jābūt

48 formulās dζ dη
(γ) u∏ (e) dη ⅛

49 4. r. no augšas y=y —>o η=j,-Λ

99 formula (1) y = ⅛ y" = k

109 uzd. (1) Atb. x -j” Cj ≡
1 ..... . .............

Atb. x = x + C1 ∑=

= 6a2 j∕ 4a + c
— 6a’ F 4a y y^-c

(2a /7- C). • (2α / j-C).

131 formula (8) y=-ļ y=-ļf l/(»)j-tg»Ķ.

135 11. r. no augšas ievietojam 
dx

ievietojam —

164 formula (5) . . . — X
pēdēja Izteiksmē "o

188 formula (3) dx _ dy _ dz dx _ ⅛μ _
x ~~ y z

202 formula (3) 
pēdējā izteiksmē

dy' ky _ ⅛y
dt — 5

(xa+,V*) 2 (xa⅛jra)⅛

212 1. r. no augšas Ψ (D) x*} = Ψ

214 formula (3) _ sin («x ⅛ a) 
- ψ (— αa)

sin (αx + <x) 
“ Ψ (-α2)

216 2. r. no augšas y"-(*+V)y+*9=f(χ)∙ y'-(α + β)y⅛αg^=Λx).

217 1. r. no apakšas 1 Z fšeX—»fxl)
(D→)a+βa l φl υ
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