
2turm’a metodes parasto.otras kārtās diferenciāl­

vienādojumu robežproblemus.

Maģistra darbs 1942.g.

Irīna Auziņa. 
matr.20580.



- 1 -

T.

II.

Robežproblēmas definīcija. 2.1.p.

Robežproblēmu sakars ar dažām

matemātiskās fizikas problēmām. 11.1.p.

III. Robežproblēmu un lineāru algebrisku 

vienādojumu sistēmu analoģija. 17.1.p.

IV. Ar sevi saistītais diferenciāl­

vienādojums un robežnoteikumi. 28.1.p.

V. Diferenciālvienādojuma atrisinājumu 

sakņu vispārīgās īpašības.

Sturm Fa salīdzināšanas teorēmas. 35.1.p.

VI. Sturm’a oscillāciju -teorēmas. 48.1.p.

VII. Robežproblēmu sakars ar integrāl- 

vienādo jumiem. 93.1.p.

VIII. Kopsavilkums. 102.l.p.



-  2

I. ROBEŽPROBLĒMAS DEFINĪCIJA.

Atrisinot parasto otrās kārtās lineāro diferencialvienā- 

dojumu

kupa koeficienti'^,/’/. k? un 1 ir reālas,vienvērtīgas, un nepār­

trauktas funkcijas intervallā vai arī reālas,vien­

vērtīgas un nepārtrauktas / un А funkcijas intervallā A^*i= 
un AA ^ ^ u n  visos minēto interval lu punktos, atrod am

tā vispārīgo atrisinājumu kas atkarīgs no divām integrāci­

jas konstantēm.Šo integrācijas konstanšu noteikšanai vajadzī­

gi divi noteikumi.

1/.Integrācijas konstantes var noteikt ar atrisinājuma 

un tā pirmā atvasinājuma pēc Л t.i. ^vērtībām kādā inter­

valla A±*±-ß punktā cv.
Tā kā šo problēmu pirmais atrisinājis Cauchy,tad to sauc par 

Cauchy problēmu jeb sākuma vērtību problēmu.Noteikumus,kas 

dod un 'vērtības punktā par Cauchy noteikumiem jeb sā­

kuma noteikumiem.

Ģeometriskā interpretācijā Cauchy problēma prasa pēc tās in- 

tegrāllīnijas,kas iet caur dotu punktu ar noteiktu tangentes 

virzienu šajā punktā./ Skat.l.zīm. /

No parasto diferenciālvienādojumu eksistences teorēmas ir zi­

nāms,ka Cauchy problēmai ir tikai viens vienīgs atrisinājums.
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2/.Integrācijas konstantes var noteikt ar kaut kādiem 

divi noteikumiem,kas saista diferenciālvienādojuma atrisinā­

juma un tā pirmā atvasinājuma pēc л , t.i.^ vērtības divos 

kaut kādos diferenciālvienādojuma definīcijas intervalla punk­

tos un

Šo problēmu sauc par robežproblēmu un abus noteikumus par ro­

bežnot eikumiem.

ģeometriskā interpretācijā robežproblēma prasa pēc tām inte-

grāllīnijām,kas iet caur divi dotiem punktiem./2.zīm./
Robežnoteikumi parasti ir lineāras ^ ^ ^ А / ^ А З и п  4J 

funkcijas un tos raksta veidā .

( of, u/ctj-f b'jfj * cJfaJ * °<4 = 4

kur л 3' y un un/3 ir kaut kādas konstantes, vai arī

kaut kādas reālas,vienvērtīgas un nepārtrauktas 3 funkcijas 
intervalla Л, Ju

Ja dotais diferenciālvienādojums A  un robežnoteikumi A 

ir homogēni,t.i. = x = ?= o, tad robežproblēmu sauc par homogē­

nu,bet ja kāds no minētiem koeficientiem nav nulle,tad robež­

problēmu sauc par nehomogēnu.

Šturma homogēno robežnoteikumu veidi ir šādi:
[ Zc /л  -  о . u  О ' X ̂ cCôJ - x et-; aj - O

- О / - О p' a,JģJ - O-

Bez tam pastāv vēl ceturtā veida homogēni robežnoteikumi,kas 

rakstās veidā
C - о •

iL'JaJ -

Runājot par Cauchy problēmu,mēs redzējām,ka tā vienmēr 

diferenciālvienādojuma definīcijas intervallā ir viennozīmī­

gi atrisināma.Par robežproblēmām to turpretim.nevar teikt, 

mēs redzēsim,ka robežproblēmas vienmēr nav viennozīmīgi at­

risināmas .

Apskatīsim dažus robežproblēmu piemērus.

Atrast diferenciālvienādojuma
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a t r i s i n ā j u m u ,k a s  a p m ie r in a  ro b e ž n o te ik u m u s

D i f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m ā  (3) v i s p ā r ī g a i s  a t r i s i n ā j u m i  i.r .

LC - X MJ X .

I n t e g r ā c i j a s  k o n s t a n te s  un  n o te ik s im  a r  r o t ē j o t  sakumu 
p a l īd z īb u .D a b ū ja m  s i s tē m u  '

( u Л = о .
; • , / 7 4 .  ,/ ūļ é ■/• Д  CM ê ~ О ! .

k a s . a t t i e c ī b ā  p r e t  n ez in ām iem  C u n  i r  hom ogēn i a l g e b r i s k a  
v ie n ā d o ju m u  s is tē m a .N o  a lg e b r a s  mēs z i n ā m ,k a , l a i  s i s t ē ­
ma b ū tu  a t r i s i n ā m a , t a d  t ā s  s i s t ē m a s  d e t e r m in a n te i  j ob^-t n u l l e i .  
S is tē m a s  s i s t ē m a s  d é te r m in a n te  i r

I КІи X  !
Д = = Ē )

I K w  é С Л  О / *

u n  i r  n u l l e  v i e n ī g i  t a d ,  j a  a -
P ie ņ e m o t ,k a  U= un  г  v , n o ^sistēm as / ç  a t r o d a m , ^  c аб'ип 
ro b e z p ro b lē m a s  a t r i s i n ā j u m s  t ā  t a d  i r

M a in o t C1: dabū jam  b e z g a la  daudz ro b e ž p ro b lē m a s  a t ^ ^ i t i ā j u m u ,  
b e t  v i s i  š i e  a t r i s i n ā j u m i  i r  l i n e ā r i  a t k a r ī g i , j o  tu e  V ie n s  
no o t r a  a t š ķ ī r ā s  t i k a i  a r  k o n s t a n tu  f a k t o r u .
2 _ .

A t r a s t  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m ā

/ X/ Cc - tc. - о

a t r i s i n ā j u m u ,k a s  a p m ie r in a  ro b e ž n o te ik u m u s  .
D i f e r e n c iā lv ie n ā d o ju m a  v i s p ā r ī g a i s  ā t r i  š i n ā  juöifp i r

L ai š i s  a t r i s i n ā j u m s  a p m ie r in ā tu  r o b e ž n o te ik u m u s ' 'r t a d  
u n  j ā b ū t  s i s t ē m a s

ê 
e

e O
-£ г = û
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atrisinājumiem.Šis homogenas algebriskās vienādojumu sistē­

mas sistēmas déterminante ir

I !C £ 
г  "  c /О  а

Tā tad un diferenciālvienādojuma (b j ar robežnoteiku-

miem vienīgais atrisinājums ir u ^O . Bet ja robežproblē- 

mas vienīgais atrisinājums ir a = tad saka,ka tā nemaz nav 

ātri sināma.

Atrast diferenciālvienādojuma 

f i ]  to ' -  - 0

ātri šinājumu,kas apmierina robežnoteikumus

■ [ ÿ \ u V = p ,

kur un d ir konstantes,kas abas reize nav.nulles,t.i.
> /  •/ p / 7 0.

Diferenciālvienādojuma,b j . vispārīgais atrisinājums ir

— А

Konstanšu C, un noteikšanai no robežnoteikumiem , dabū­

jam vienādojumu sistēmu

c ļ  = ч
& „  - ie У c,. г -73

kūjas sistēmas déterminante 4 = r ' - Sistēmai tā

tad ir tikai viens vienīgs noteikts atrisinājums

/ / c"4 / £ -fie
;

* ii P I
~ A " 4 7

un tādēļ ari robežproblēmai ir pilnīgi noteikts atrisinājums
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A p s k a t ī to s  p ie m ē ro s  mēs r e d z ē jā m ,k a  ro b e ž p ro b lē m a i v a r  
b ū t  v i e n s  p i l n ī g i  n o t e i k t s  ā t r i  š i n ā j u m s , t ā  v a r  b ū t  n e a t r i s i ­
nāma un  t a i  v a r  b ū t  b e z g a la  daudz  a t r i s i n ā j u m u .

J a  ro b e ž p ro b lē m a s  k o e f i c i e n t i  n av  k o n s t a n t e s , b e t  i r  p a­
r a m e tr a  Л f u n k c i j a s , t a d  m eklē  t ā s  Л v ē r t īb a s ,k u ņ ā m  r o b e ž -  
p ro b lēm a  ā t r i s in ā m a .P ie m ē r a m :

A t r i s i n ā t  ro b e ž p ro b lē m u  •

. ( 1°}/и-' + Л

’ /  f  °
‘ /6 / /7/ - 0

A tk a r īb a  no t a u v a i  h = 0 1 j ā a p s k a t a  t r ī s  g a d ī ju m i .
а / . А < 0
Tad d i f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m a  to} v i s p ā r ī g a i s  a t r i s i n ā j u m s  i r

■ '

un t ā  a tv a s in ā ju m s  pēc  <

No ro b e ž n o te ik u m ie m  L k o n s ta n š u  ", un  n o t e i k š a n a i  d abū ­
jam  v ie n ā d o ju m u  s i s tē m u

/ C, ГХ -  -.о ■ ‘
^ 0 . . . ’

Š ī s  s i s tē m a s  -si^±eiaa&- d é te r m in a n te  i r

I «  n r  „  - ,

u n ^ la i  s i s t ē m a  b ū tu  a t r i s i n ā m a , t a d  t a i  j ā b ū t  n u l l e i , b e t  o,
jo  A<£ u n  c r  6 . / j a  p ieņ em , k a  г ' -  = t a d

г = / un lo g a r i tm ā  j o t , m es d a b ū ja m ,ka ^f-X b e t  t a s  nav  
i e s p ē j a m s , j o  n e v ie n s  no r e i z i n ā t ā j i e m  nav  n u l l e . /
Tā t a d  hom ogēnās a l g e b r i s k ā s  v ie n ā d o ju m u  s i s t ē m a s  v i e n ī ­
g a i s  a t r i s i n ā j u m s  i r  J, = ^  = i ,u n  ro b e ž p ro b lē m a s  a t r i s i n ā j u m s  i r

= о .
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b / .  Л -о .
Š a jā  g a d īju m ā  d i f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m a  '1o] v i s p ā r ī g a i s  a t r i ­
s in ā ju m s  i r  

/ 4/ ■

un  t ā  p i r m a is  a tv a s in ā ju m s  p ē c  л

•• - ■ •

I e v ē r o j o t  ro b e ž n o te ik u m u s  , a t r o d a m ,k a  t a d  r o b e ž -
p ro b lē m a s  a t r i s i n ā j u m s  i r  k u r  £ i r  b r ī v i  i z v ē l ē t a  ko n ­
s t a n t e .  •
c / .  \? 0 .  
D i f e r e n c iā lv ie n ā d o ju m a  /4  v i s p ā r ī g a i s  a t r i s i n ā j u m s  i r

ZZ = (z7,  Г А 4А V Z бл/ /А А 

u n  t ā  p i r m a is  a tv a s in ā ju m s  p ē c  A 

^  =■ C. fX C-cM \ -  č, 9 ^  /Ā À.

No ro b e ž n o te ik u m ie m  ( ^ 7  i n t e g r ā c i j a s  k o n s ta n š u  un  
n o t e i k š a n a i , dabū jam  v ie n ā d o ju m u  s i s tē m u  .

I c, /Л = о .
/Г ZT /Z- ZT Æ Zi .

k u p a s  s i s t ē m a s  d é te r m in a n te  i r

i KĀ 0 _ ’
” _ _  — _  — k / I  // .

I (\ г <м > А - /  J  / I  H I

L a i v ie n ā d o ju m u  s i s t ē m a i  b ū tu  n e t r i v i ā l i  a t r i s i n ā j u m i ,  
ta d  s i s t ē m a s  d e te r m in a n te i  j ā b ū t  v i e n l ī d z ī g a i  a r  n u l l i , t . i .

— X fi ~ о .

Tā k ā  Н о  ,ta d  ZĀ ĪT= 0, k a s  dod W z W ± \ ± l  .'t- x un

V  /, Л 3 • • • ’7

t a s  i r  / : 3h!  • - - • •

R edzam ,ka  ro b e ž p ro b le m a i  i r  ā t r i s i n ā j u m s , j a  p a r  k i z v ē la m ie s  
n u p a t  a t r a s t ā s  n o z īm e s .Robež p ro b lē m a s  a t r i s i n ā j u m s  i r



/z  = C 'zH / J  X ,

kur C kaut käda konstante un X = ... .

Katrai X vērtībai atbilst viens vienīgs lineāri neatkarīgs 

robežproblēmas atrisinājums.

5* Atrisināt robežproblēmu

■ !fo/  \  - о • - '

. / - Zc / т' - 0
( n '] \  и  =

Šeit tapat' ka iepriekšēja piemērā jāapskata trīs gadījumi, 
а/. X 4 0. - .

Diferenciālvienādojuma /0 vispārīgais atrisinājums ir

r~ Ģ  e„  У  л t

un tā pirmais atvasinājums pēc д

■ / Л * л <іЛ  c - лЛ г .

Robežnoteikumi f  dod vienādojumu sistēmu

kupas sistēmas déterminante ir

■ . ? -ЛГ - - - i

jo neviens no reizinātājiem bs.v nulle.

Tādēļ sistēma nav atrisināma, un arī robežproblēmai šajā 

gadījumā nav atrisinājuma.

. b/. X= 0.

Diferenciālvienādojuma vispārīgais atrisinājums ir

6! ■
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un tā pirmais atvasinājums pec л

- C, .

Robežnoteikumi dod ^^0, tā tad robežproblēmas vienīgais 

atrisinājums ir ^=<^,kur C kaut kāda konstante,kas nav 

nulle.

c/. \ 7  0.

diferenciālvienādojuma vispārīgais atrisinājums ir

•. А - = ч ZĀ Л

un ta pirmais atvasinājums pec \

ZZ x - c?ГХ л, 

Konstanšu C1 un noteksanai no robeznoteikumiem foy da­

būjam vienādojumu sistēmu

j Ct fļ И -t /J / - = О

• ( Û  " C ZZ ~~ 0

kuņas sistēmas déterminante ir

, Д  пн fp

C<H  fš ī  - 7 I
_ _ — z / I  f ī  ī~ <.- f } I p

Lai apskatāmai robežproblēmai būtu netriviāli atrisinājumi, 

tad kas dod = vai

\ / > . z,
Л = ; , b , ■■■

Tā tad visus robežproblēmas atrisinājumus dabūjam,ja ņemam 

/4=6' /J z M  / J Л/

kur Č un patvaļīgi izvēlētas konstantes un A var pie­' »V
ņemt iepriekš atrastās nozīmes.

Tās parametra Д nozīmes,kuņām atbilst robežproblēmas 

netriviālie atrisinājumi,sauc par īpatnējām vērtībām.Vie­

nādojumu, kuņa saknes ir īpatnējās vērtības,sauc par īpat­

nējo vērtību vienādo jumu. īpatnē jām vērtībām atbilstošos ro- 

bržproblēmas lineāri neatkarīgos atrisinājumus sauc par ro- 

bežprobl'ēmas īpatnējām funkcijām.Tā 4.piemērā, ja )\7čīpat-
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nējās vērtības ir • > īpatnējo vērtīgu vienādojums

U n īpatnējās funkcijas _

Ja katrai īpatnējai vērtībai atbilst tikai viens lineāri ne­

atkarīgs robežproblēmas atrisinājums,tad īpatnējo vērtību 

sauc par vienkāršu,ja divi lineāri neatkarīgi atrisinājumi, 

tad par divkāršu u.t.t.Tā 4.uzdevuma īpatnējās vērtības ir 

vienkāršas,bet 5.uzdevuma īpatnējās vērtības divkāršas.
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II. ROBEŽPROBLĒMU SAKARS AR DAŽĀM MATEMĀTISKĀS 

FIZIKAS'PROBLĒMĀM.

Jau pirms robežproblēmu pastāvīgas pētīšanas matemāti­

ķiem Euler' am, D' AIembert' am, Fourier un citiem, nodarbojoties 

ar fi.ziku,nācās sastapties ar robežproblēmām.Piemēram:

1  .Atrast homogēna ar viscaur vienādu šķērsgriezumu stie­

ņa,kas piestiprināts punktos Ap, o) un

--------------------------------О  — —  , ■ ■ . . .О ---------------------

5.ZFm.

и ’

ikviena punkta attālumu līdz А asij,ja uz stieni 

darbojas kaut kāds ārējs spēks,kas nav atkarīgs no 

attāluma no A ass,t.i.no Æ -

Mechanikas likumu dēļ ikvienā punktā stieņa liece ir propor­

cionāla ārējo spēku vertikālai komponentei.Ja šo vertikālo 

komponenti apzīmē ar tad dabū diferenciālvienādojumu

Tā’kā stienis ir piestiprināts punktos Я un Д  tad 

attālumam no A ass jāapmierina robežnoteikumi

un z/ kopā dod atrisināmo robežproblēmu.

Diferenciālvienādojumu A divreiz integrē j ot., dabūjam tā 

vispārīgo integrālu
f  * f ļ  ' Л *

-a ‘ <

kur J, un \ ir integrācijās konstantes,'čupas nosakāmas ar 

robežnoteikumiem '
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Tā tad _ *
7 /

■ . л . /кг
С '~  a - é  ‘ . -

Robežproblēmas atrisinājums ir

■ .V  ’ '
Ja. Ja.

Redzam,ka šī robežproblēma vienmēr ir atrisināma.

2. Apskatīsim homogēnas stīgas brīvas svārstības.Iedo­

māsimies,ka stīgas gali piestiprināti А asij,pie 
kam tās viens gaïs atrodas koordinātu sākuma punktā

un,ka līdzsvara stāvoklī stīga sakrīt ar л asi.Iz­

virzīsim stīgu no līdzsvara stāvokļa un tad palaidīsim 

atkal vaļā,ja vienīgais spēks,kas pēc nostiepšanas dar­

bojas uz stīgu, ir inerces spēks,tad stīgas svārstības 

sauc par brīvām svārstībām un vienādojums,kas dod 

stīgas kustību, ir

kur ir stīgas elongacija,ko iegūst punkts У ar abscisu 

л laika momentā ir dotai stīgai raksturīgs lielums un

tā kā mēs stīgu uzskatām par homogēnu,tad konstants lielums. 

Ja stīgas- gapumu apzīmējam ar C, tad7 tā kā stīga ir piestip­

rināta,tās gali vienmēr ir miera stāvoklī un mēs dabūjam ro­

be žnoteikumus ■ *

< ЩО, -  0

Lai atrisinātu parciālo diferenciālvienādojumu . tad lie­

tosim Bernoulli partikulāro atrisinājumu metodi.Meklēsim di-
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ferencialvienadojuma 7̂ atrisinājumu forma

■ . C J  y-, x t r  t  .

ja /£/ ir diferenciālvienādojuma А/ atrisina jums., tad, ie­

vietojot to diferenciālvienādojumā,dabūjam

> V- / - X ./ C <ZA -ar А 1Г аСХ*1

ч  kreisā puse ir vienīgi < funkcija,bet labā puse vienī­

gi * funkcija,tādēļ identitāte /̂ 7 var pastāvēt tikai tad, 

ja tās abas puses vienlīdzīgas vienai un tai pašai konstantei, 

teiksim -X. Citiem vārdiem

a l  ■

&  + 7 *= 0 •

Robežnoteikumi у/ dod

• Ç

/ jaV - t /  = о

kas pareizi katrai nozīmei.Tā kā ^"7 jo citādi vien­

mēr būtu nulle,tad noteikšanai pastāv robežnoteikumi

(  u W  = о

Robežproblemu 7^ atrisinot,jaapskata 3 gadījumi: 

а/. V  0 -

Diferenciālvienādojuma Л' vispārīgais integrāls tad ir

Robežnoteikumi dod '<

tas ir,robežproblēmas vienīgais atrisinājums ir triviālais 

atrisinājums < * £ о Stīgas problēmai tas dod atrisinājumu 

kas izsaka,ka stīga ir miera stāvoklī.7o gadījumu tādēļ ne­

apskatīsim.
Ъ/. Л < о -

Diferenciālvienādojuma . vispārīgais integrāls tad ir
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Integrācijās konstanšu noteikšanai no robežnot eikumiem 

dabūjam vienādojumu sistēmu '

= 0  . ■
=.o t ,

kuņas sistēmas déterminante ir " г / kas nav .nulle,

jo сфо. Tādēļ vienādojumu sistēmas vienīgais atrisinājums ir 

u= 0 un robešproblēmai atkal vienīgais atrisinājums ir 

triviālais , un arī stīgas problēmas vienīgais atrisinā­

jums ir triviālais u -zo . 
c/. 0. .

Diferenciālvienādojuma v vispārīgais integrāls tad ir

Mn X У /4 I .
b ,

Integrācijas konstanšu noteikšanai no robeznoteikumiem 

dabūjam vienādojumu sistēmu .

. ’Г 4 о /7 * = 0

kuņu pārveidojot atrodam,ka о C ,o ^ r ^ ^ -O ^

Ja b - 0, tad robežproblēmai un arī stīgas problēmai vienīgais 

atrisinājums ir nulle.Tādēļ pieņemsim,ka bet

Pēdējais ir robežproblēmas ’ īpatnējo vērtību vienā­

do jums, no kuņa atrodam robežproblēmas īpatnējās vērtības

•

"īm īpatnējām vērtībām atbilstošās īpatnējās funkcijas ir

<CCn = Z .

k r  robežproblēmas 5 īpatnējām vērtībām diferenciālvie­

nādojums top par diferenciālvienādojumu

un tā vispārīgais integrāls ir forma
1 * ' n ’ , л 2. * s -,
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kur ^ n un ir integrācijas konstantes.

Diferenciālvienādojuma /* partikulāros atrisinājumus dabū­

jam, sareizinot za un 
• _ .z » . a i v f t  _ fŪrv M  /

т̂У/ e  —  - •* 3̂ /— - • у- -

Tā kā diferenciālvienādojums < ir lineārs,tad ta vispārī­

gais atrisinājums ir partikulāro atrisinājumu summa

I , x> n~X Л „ a n " ?  , a a n  !
L C  я-™ —  * .«Z 6 ^  —g— /, •

ja vien rinda konvergē vienmērīgi.

Diferenciālvienādojumam * pastāv arī sākuma noteikumi,ci­

tiem vârdièm,katrā laika momentā katram stīgas punktam ir sava 

noteikta elongacija un noteikts ātrums.Tā laika momentam 

pastāv sākuma noteikumi

Sākuma noteikumus izlietosim,lai noteiktu integrāla

integrācijas konstantes un z un tad dabūjam

’ УД/ = C  £  •

Л ) r- x> /1 ■ . •
/  / /  г  -г / = C Л- у , n  ж ъ  c

Pēdējās vienlīdzības rāda,ka dotās funkcijas un

ir izvirzītas rindā pēc robežproblēmas īpatnējām

funkcijām.

Pieņemsim,ka funkcijas /// un А apmierina robežnoteiku- 

mus tās ar savu pirmo atvasinājumu pēc л ir nepārtrauk­

tas л funkcijas intervalla o ^ x  z un otrie atvasinājumi in- 

tervallā pārtraukti galīga skaita reizes,tad ar to pie­

tiek,lai funkcijas /̂1 un А /’ varētu izvirzīt vienmērīgi 

konvergējošā Fourier rindā pēc robežproblēmas īpat­

nējām funkcijām.Lai pierādītu,ka funkcijas var izvirzīt 

Fourier rindā,jāpierāda,ka koeficientus var noteikt ar Fourier 

paņēmienu. 

Pierād īsim,ka



f f  ļ
Redzam,ka integrāls * ? z - ■ ja IT ■

Uz priekšu ar sapratīsim to nozīmi,kur tas ir,

- /~ē c '

Me s at rad ām, ka

/7 г 3 ^ ^  у  ’V/
. А г /  c

Lai noteiktu koeficientus , reizināsim rindu * ar 4 

un reizinājumu integrēsim no 0 līdz f , mainot summēšanas un 

integrēšanas kārtību,ko drīkstam,jp rinda konvergē vienmērī­

gi ,dabūjam

. /7 -y- Zz - ~  -
' a A -r и

f  Č
= ~  "Z  n  J, „ -

Ievērojot un y atrodam,ka
f r  -

3̂  = // ■' T T .

Tādā pašā veidā atrodam,ka 
r -  r e  

f î t  Г г  I • ,

Diferenciālvienādojuma / vispārīgais atrisinājums,kas ap­

mierina robežnoteikumus un sākuma noteikumus / tad
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III. ROBEŽPROBLEMŪ UN LINEĀRU ALGEBRISKU VIENĀDOJUMU 

SISTĒMU ANALOĢIJA.

Apskatīsim robežproblēmu sakarību ar algebru.Salīdzinā­

sim lineāru parasto otrās kārtas diferenciālvienādojumu ar 

lineāru galīgu diferenču vienādojumu sistēmu.

Ņemsim diferenciālvienādojumu

kupa koeficienti rO? '3o un - ir reālas,vienvērtīgas un ne­

pārtrauktas А funkcijas intervallā V un Q minētajā 

intervalle.Sadalīsim intervallu vienlīdzīgās daļās un ap-

—I----- 1-------1---------------------- 1----- 1—
Л=Х, B=

zīmēsim dalījuma punktus ar л?, /intervalle gala

punktus d un ar •’o un -i, / attālumu starp diviem dalījuma 

punktiem ar t.i. дл = ̂ --4-_/ ,

nezināmās funkcijas vērtību intervalla punktā zp

ar .

Ja -te pieaug par , tad funkcijas и vērtība ^ ^ 7 pieaug 

par . ’

Л д / -  уcj.

Funkcijas un tās argumenta pieaugumu attiecība jeb funk­

cijas pirmās kārtas diference ir

/. ■ & - u  fл " 4  ̂ -74 7 ' 4 4

un otrās kārtas diference

Ja diferenciālvienādojumā
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vietās attiecīgi liekam

4  4  i  . 1 A  Z  1 7 ! /-77Г > ^ J t
tad dabūjam

/UKj f i.  - - t j ,

kas ir *'/ lineāru galīgu diferenču vienādojumu sistēma.
Liekot --77^ un --77̂  vietās to nozīmes no formulām /?У un 

dabūjam

/ / > A y  & £ ļķ ī^

un pārveidojot

Ja ievedam apzīmējumus

/ / V  = ^ ey

f o  4 z A ~/7 Д/1 - Ö ДА/
* Д 'Л ІЖ Ъ

tad lineāru galīgu diferenču vienādojumu sistēma rakstā­

ma veidā •

Sakarība nav nekas cits kā Л-/ lineāru algebrisku vienā­

dojumu sistēma ar -̂>'/ nezināmiem

Vienādojumu sistēmas sistēmas matricas

0 0 . 0 0 • • • • .... .... )

0 0 0 0 • • • • ...... w  UA) 0

0 0 0 e ...... w w w 0 о

0 c 0 0 0 Ö

/ г - i  ; 0 . . . . 0 0 0 О G
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un  p a p l a š i n ā t a s  m a t r i c a s

J 0 0

0 0 0

0 0 0 ■

. . . . '...... лд; w.)
W  °

• ■ Ш 0 0

Я

r a n g i

0
'

i r  oc- o ,' jo  abu  m a tr ic u

. . . 0 0 0 Ö 0

. . d - . 0 c 0 Ö

* r i n d ī g ā  d é te r m in a n te

1

i)

0 0 0 ■ • ■

0 0 0 ■

0 0 d . . .

0 • -

/  .

• ■ • - , ...........

- ^ ļ  № 7

. О О О

. о 0 0

6 Д. à ) y  oy

jo  о n e v i en a  i n t e r v a l l e  л  >5 p u n k tā .
No l i n e ā r u  a lg e b r i s k u  v ie n ā d o ju m u  t e o r i j a s  z in ā m s , k a  l a i  a t ­
r i s i n ā t u  v ie n ā d o ju m u  s is tē m u  » ; t a d  d iv u  nezinām o n o z īm es 
v a r  i z v ē l ē t i e s  p a t v a ļ ī g i , b e t  p ā r ē jo  * - / nezinām o n o z īm es 
t a d  i r  a p rē ķ in ā m a s  a t k a r ī b ā  no i z v ē l ē t a j ā m . J a  i z v ē la m ie s  ялъ 
un  n o z īm e s , ta d  a t l i k u š o s  n ez in ām o s varam  a t r a s t  no
n o t e i k t a s  u n  s a d e r ī g a s  l i n e ā r u  nehom ogēnu a l g e b r i s k u  v i e ­
nādo jum u  s i s t ē m a s  a r  /  n e z in a m ie m ,jo  mēs a t r a d ā m ,k a  d e t e r -



m in a n te  , k a s  i r  s is tē m a %  s i s t ē m a s  d é te r m in a n te , nav  n u l l e .  
R edzam ,ka  s i s t ē m a s  v i s p ā r ī g a i s  a t r i s i n ā j u m s  i r  l i n e ā r i  
a t k a r ī g s  no divām  k o n s ta n tē m .A r ī  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  
v i s p ā r ī g a i s  a t r i s i n ā j u m s  i r  l i n e ā r i  a t k a r ī g s  no d ivām  k o n s ta n ­
tē m . J a  i n t e r v a l l a  Z3 d a l ī ju m u  s k a i t s  * t a d  d i f e r e n ­
č u  v ie n ā d o ju m u  s i s t ē m a s  M  ro b e ž a  i r  l i n e ā r a i s  d i f e r e n c i ā l ­
v ie n ā d o ju m s  /7 .

T ā p a t k ā  l in e ā r a m  o t r ā s  k ā r t a s  d i f e r e n c iā lv ie n ā d o ju m a m  
s a s t ā d ī j ā m  a t b i l s t o š o  g a l ī g u  d i f e r e n č u  v ie n ā d o ju m u  s i s ­

tēm u  A i v a r a m  l in e ā r a m  k ā r t a s  d i f e r e n c iā lv ie n ā d o ju m a m

s a s t ā d ī t  a t b i l s t o š o  g a l īg o  d i f e r e n č u  v ie n ā d o ju m u  s i s t ē m u ,k u -  
y a s  v i s p ā r ī g a i s  .a t r i s in ā ju m s  i r  l i n e ā r i  a t k a r ī g s  no zr k a u t  
kādām  k o n s ta n tē m .A r ī  k ā r t a s  l i n e ā r a  d i f e r e n c i ā l v i e n ā ­
do jum a v i s p ā r ī g a i s  a t r i s i n ā j u m s  i r  l i n e ā r i  a t k a r ī g s  no 
p a tv a ļ īg ā m  k o n s t a n t ē m .Ja  i n t e r v a l l a  d a ļu  s k a i t s  t a d

k ā r t a s  l i n e ā r u  g a l ī g u  d i f e r e n č u  v ie n ā d o ju m u  s i s t ē m a s ,  
k a s ’s a t u r  f u n k c i j a s  p irm ā s  d i f e r e n c e s  7 7 ^ '4 1 ^ ’ ' ' /
r o b e ž a  i r  k ā r t a s  l i n e ā r a i s  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m s

l a i  v a r ē t u  s a l ī d z i n ā t  ro b e ž p ro b lē m a s  a r  l in e ā r a m  a lg e b ­
r is k ā m  v ie n ā d o ju m u  s i s tē m ā m ,ta d  a t c e r ē s i m i e s  d a ž a s  a lg e b r a s  
t e o r ē m a s .

A p s k a t īs im  hom ogēnu l in e ā r u ,  a l g e b r i s k u  v ie n ā d o ju m u  
s i s t ē m u  a r  n ez in ām iem

u n  nehom ogēnu l i n e ā r u  a l g e b r i s k u  v ie n ā d o ju m u  s i s tē m u  a r
n e z in ām iem
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Homogēnu a l g e b r i s k u  v ie n ā d o ju m u  s i s t ē m u / ^  sa u c  p a r  s a d e r ī ­
gu , j a  t a i  i r  a t r i s i n ā j u m i , k a s  n av  i d e n t i s k i  n u l l e . J a  šā d u  
a t r i s i n ā j u m u  i r  * un  t i e  i r  l i n e ā r i  n e a t k a r ī g i , t a s  i r , n a v  
ie s p ē ja m s  a t r a s t  t ā d a s  k o n st a n t e s ,k a s  r e i z ē  n e b ū tu  n u l l e s ,  
a r  kū jām  r e i z i n o t  a t r i s i n ā j u m u s  un  s a s k a i t o t , d a b ū tu  n u l l i ,  
t a d  s a k a ,k a  s i s t ē m a s  s a d e r ī b a s  in d e k s  i r  ь , v a i  v i e n k ā r š i  
s i s t ē m a s  in d e k s  i r  J a  hom ogēnas s i s t ē m a s  v i e n ī g a i s  a t r i ­
s in ā ju m s  i r  °' oj) t a d  s a k a ,k a  t a i  n a v  a t r i s i n ā j u m a ,u n  h o ­
m ogēnu s i s t ē m u  sa u c  p a r  n e s a d e r ī g u ,v a i  a r ī  s a k a ,k a  t ā s  s a d e ­
r ī b a s  in d e k s  i r  n u l l e .

1 . T e. о r  ē m a .
N e p ie c ie š a m a is  un  p i e t i e k o š a i s  n o t e i k u m s , l a i ’ l i n e ā r a i  
hom ogēnai a lg e b r i s k u  v ie n ā d o ju m u  s i s t ē m a i  b ū tu  
l i n e ā r i  n e a t k a r ī g i  a t r i s i n ā j u m i  i r , k a  t ā s  s i s t ē m a s  m at­
r i c a s

r a n g s  i r  iru- я,.

S is tē m a s  ’ ’ v i s p ā r ī g a i s  a t r i s i n ā j u m s  i r  l i n e ā r i  n e a tk a ­
r ī g o  a t r i s i n ā j u m u  l i n e ā r ā  k o m b in ā c i j a ,c i t i e m  v ā r d i e m , s i s t ē ­
mas v i s p ā r ī g a i s  a t r i s i n ā j u m s  i r  l i n e ā r i  a t k a r ī g s  no p a t ­
v a ļ ī g i  i z v ē lē t ā m  k o n s ta n tē m . ’

S e  c i n ā j u m s .
J a  m a t r i c a s  r a n g s  i r  t a d  v ie n ā d o ju m u  s i s t ē m a s  
(9) v i e n ī g a i s  a t r i s i n ā j u m s  i r  t r i v i ā l a i s ,  c i t i e m  v ā rd ie m , 
s i s t ē m a i  nav  a t r i s i n ā j u m a .

2. T e о r  ē m a .  ■ •
J a  hom ogēnai l i n e ā r a i  a l g e b r i s k o  v ie n ā d o ju m u  s i s t ē m a i  
i r  l i n e ā r i  n e a t k a r ī g i  a t r i s i n ā j u m i , t a d  n e p i e c i e š a ­
m ais  un  p i e t i e k o š a i s  n o t e ik u m s , l a i  nehom ogēnai l i n e ā r a i  
a l g e b r i s k o  v ie n ā d o ju m u  s i s t ē m a i  b ū tu  a t r i s i n ā j u m s ,
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ir, lai matricas

(n) .

rangs būtu . .

Nehomogēnās sistēmas /^7 vispārīgais atrisinājums tad. line­

āri atkarīgs no K patvaļīgi Izvēlētām konstantēm.

3. T e о r ē m a.

Ja homogēnai lineārai algebrisko vienādojumu sistēmai 

nav atrisinājuma,tad nehomogēnai lineārai algebris­

ko vienādojumu sistēmai (/ej tikai viens noteikts atri­

sinājums.

Apskatot lineāru diferenciālvienādojumu un tam atbilsto­

šo galīgu diferenču vienādojumu sistēmu^redzējām,ka homogē­

nu lineāru algebrisku vienādojumu sistēmas,resp.nehomogēnu 

lineāru algebrisku vienādojumu sistēmas,kupu vispārīgie at­

risinājumi satur konstant es,atbist homogēnam lineāram 

kārtas diferenciālvienādojumam, resp.nehomogēnam kārtas 

diferenciālvienādojumam.

Pieņemsim,ka sistēmu un z /̂ 7 atrisinājumi satur 

mazāk konstanšu kā attiecīgo diferenciālvienādojumu atrisi- 

‘ nājumi.Šo lieko konstanšu noteikšanai diferenciālvienādojuma 

atrisinājumā varam pievienot dažus noteikumus.Ja par šiem 

noteikumiem izvēlamies robežnoteikumus,tad dabūjam robežprob- 

lēmas.

Apskatīsim homogēnu robežproblēmu

un nehomogēnu robežproblemu



k u r  p i  ( г = о. гл, ■ 'ry) i r  r e ā l a s ,  v i e n v ē r t ī g a s  u n  n e p ā r t r a u k ­
t a s  Л f u n k c i j a s  i n t e r v a l l ā  ß  un  о m in ē t a j ā  i n t e r -  
v a l l ā .  . ' ■

Z ^ / ~ ^Z^/ te

+p yz$ 4 ^ \ t

k u r  *, •• • * ' /Р ' ( K  ■ • ■- Z^^ 1 k o n s t a n t e s ,  (a j,. . . и
. . .  */*■ 7 * /  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  a t r i s i n ā j u m a  

ла u n  t ā  p irm o  гг-^  a tv a s in ā ju m u  v ē r t ī b a s  i n t e r v a l l a  A ^ ^ ^  Я 
p u n k to s  u  u n  ’ .
R obežp ro b lēm u c ^ )  , t ā p a t  k ā  hom ogēnu l i n e ā r u  a l g e b r i s k u  v i e  
nādo jum u s i s tē m u  (9J sa u c  p a r  s a d e r īg u ,  j a  t a i  i r  a t r i s i n ā ­
ju m i, k a s  nav  i d e n t i s k i  n u l l e 5p a r  n e s a d e r ī g u , j a  t a i  i r  t i k a i  
t r i v i ā l a i s  a t r i s i n ā j u m s .S a k a ,k a  ro b e ž p ro b lē m a s  Z ^ /  s a d e r ī ­
b a s  in d e k s  i r  j a  t a i  i r  l i n e ā r i  n e a t k a r ī g i  a t r i s i n ā j u m i  
T eorēm as p a r  ro b e ž p ro b lē m u  un  a t r i s i n ā j u m u  e k s i s ­
t e n c i  a t g ā d in a  ja u  m in ē tā s  l i n e ā r u  a l g e b r i s k u  v ie n ā d o ju m u  
s i s tē m u  a t r i s i n ā j u m u  e k s i s t e n c e s  te o r ē m a s .

1\ T e o r ē m a .  •

N e p ie c ie š a m a is  un  p i e t i e k o š a i s  n o t e i k u m s , l a i  hom ogēnās 
ro b e ž p ro b lē m a s  s a d e r ī b a s  in d e k s  b ū tu  ; i r , k a - m a t  
r i c a s

ra n g s  i r
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Šeit apzīmē robežproblēmas diferenciālvienādojuma

fundamentālo atrisinājumu sistēmu.Vispirms pierādīsim,ka teo­

rēmā minētais noteikums pietiekošs,t.i.ja matricas //<7 rangs 

ir tad homogēnai robežproblēmai ir lineāri ne­

atkarīgi atrisinājumi. •

Diferenciālvienādojuma vispārīgais atrisinājums ir

kur patvaļīgas konstantes.To noteikšanai robež-

problēmas robeznoteikumi dod homogēnu lineāru algebrisku vie­

nādojumu sistēmu

w  = °

Šīs sistēmas matricas/^ rangs ir /г-х un tāpēc tai ir A - 

lineāri neatkarīgi atrisinājumi .

X  •
1 /  z f  ‘ •

>  ' e n  C M  .

Robežproblemas atrisinājumi tad ir

C, +  Cn  t  .t,,3 ■..

Sakarība uzrakstītie atrisinājumi ir lineāri neatka­

rīgi, jo tie ir lielumu cc^ homogēni polinomi,kupu

koeficientu sistēmas , <7 z ... Ç  . . .  a , J

ir lineāri neatkarīgas. -

Tā kā homogēnai lineārai algebrisko vienādojumu sistēmai 

ir lineāri neatkarīgi atrisinājumi,tad robežproblēmai 

nevar būt mazāk par lineāri neatkarīgiem atrisinājumiem.



P i e r ā d ī s i m ,k a  t a i  nav  a r ī  v a i r ā k  p a r  A l i n e ā r i  n e a tk a r īg ie m  
a t r i s i n ā j u m ie m .
P ie ņ e m s im ,k a  ro b e ž p ro b lē m a i /ХУ i r  А У /  l i n e ā r i  n e a t k a r ī g i  
a t r i s i n ā j u m i , p i e  kam a t r i s i n ā j u m s  u z ra k s tā m s  v e id ā

K o n s ta n te s  t a d  i r  a l g e b r i s k ā s  v ie n ā d o ju m u  s i s t ē ­
mas' ā t r i š i n ā j u m s ,u n  p ie  tam  l i n e ā r i  a t k a r ī g s  no a t r i s i ­
nā jum iem  ,  jo  i r  d o t s ,  k a
s i s t ē m a i  i r  t i k a i  l i n e ā r i  n e a t k a r ī g i  a t r i s i n ā j u m i .

A lg e b rā  i r  te o rē m a : j a  hom ogēnu p o lin o m u  k o e f i c i e n t u  
s i s t ē m a s  i r  l i n e ā r i  a t k a r ī g a s , ta d  a r ī  p a ^ i  p o lin o m i i r  l i ­
n e ā r i  a t k a r ī g i  . / P i e r ā d ī j u m s  2 .^ .  U t a ^ c ^ t r .

T ā d ē ļ  ro b e ž p ro b lē m a s  / / ^  a t r i s i n ā j u m s  ^ 7  i r  l i n e ā r i  a t k a ­
r ī g s  no t ā s  a t r i s in ā ju m ie m  t t ā  t a d  ro b e ž p ro b lē m a i  
i r  t i k a i  'A l i n e ā r i  n e a t k a r ī g u  a t r i s i n ā j u m u . .
P i e r ā d ī s i m ,k a  te o rē m ā  m in ē t a i s  n o te ik u m s  i r  a r ī  n e p ie c ie š a m s  
t a s  i r , j a  ro b e ž p ro b lē m a i  i r ’ l i n e ā r i  n e a t k a r ī g i  a t ­
r i s i n ā j u m i  , t a d  m a t r i c a s  r a n g s  i r
P ie ņ e m o t ,k a  m a t r i c a s  / ^ 7  r a n g s  nav  b e t  t e i k s i m  ^ . - ^ У/, 
v a i  a r ī ' ^ - » - ^  te o rē m a s  p i e t i e k o š ā  n o s a c ī ju m a  d ē ļ  d ab ū jam , 
k a  t a d  ro b e ž p ro b lē m a i  / / V  i r  v a i  nu  у і - ^ у / . ѵ а і  a r ī ^ - « - /  
l i n e ā r i  n e a t k a r ī g i  a t r i s i n ā j u m i .K a s  i r  p r e t r u n ā  a r  d o to .T ā  
t a d  m a t r i c a s  . r a n g s  i r

S e c i n ā j u m s .  .
J a  m a t r i c a s  //<7 ra n g s  i r  t a d  ro b ež -p ro b lē m a i 
nav  a t r i s i n ā j u m a .  ’ .

2?. T e о r  ē m a .  .

J a  hom ogēnās ro b e ž p ro b lē m a s  //■?/ s a d e r ī b a s  in d e k s  i r  
t a d  n e p ie c ie š a m a is  u n  p i e t i e k o š a i s  n o te ik u m s , l a i  n e ­

hom ogēnai ro b e ž p ro b lē m a i  b ū tu  a t r i s i n ā j u m s  i r  t a s
l a i  m a t r i c a s
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r a n g s  b u tu  ' n , - л ■

и,, ... с о ^  i r  ro b e ž p ro b lē m a s  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m ā
fu n d a m e n tā lā  a t r i s i n ā j u m u  s i s t ē m a  un  oo0 ro b e ž p ro b lē m a s  
d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  s p e c i ā l a i s  a t r i s i n ā j u m s .
V is p irm s  p i e r ā d ī s i m ,k a  m in ē t a i s  te o rē m a s  n o te ik u m s  i r  p i e ­
t i e k o š s , t a s  i r ,  j a  m a t r ic u  u n  (Z 0 J  r a n g i  i r  v i e n l ī d z ī ­
g i ,  t a d  ro b e ž p ro b lē m a i  i r  a t r i s i n ā j u m s .
R o b e žp ro b lēm as  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  v i s p ā r ī g a i s  a t ­
r i s i n ā j u m s  i r

"* / ^6  ̂ '• y .

K o n s ta n tu  n o t e i k š a n a i  no ro b e ž p ro b lē m a s  r o b e ž n o te ik u -
m iem ,dabū jam  l i n e ā r u  a lg e b r i s k o  v ie n ā d o ju m u  s is tē m u

j Cj tarifi<Ofj

[ 4  4 ЛгѵУУ ^ 1 / 4 / z

k a s  v ie n m ē r  i r  a t r i s i n ā j a m a , j o  d o t s ,k a  t ā s  s i s t ē m a s  m a t r i c a s  
un  p a p l a š i n ā t ā s  m a t r i c a s  .{ Z °J r a n g i  i r  v i e n l ī d z ī g i .

N o te ik u m s i r  a r ī  n e p ie c i e š a m s , t a s  i r , j a  r o b e ž p r o b l ē m a i / ^  
i r  a t r i s i n a  ju m s , ta d  m a t r ic u  u n  ( z o  r a n g i  i r  v i e n l ī d z ī ­
g i .  J a  p ieņ em am ,k a  m a t r ic u  u n  ^ c ’ r a n g i  n av  v i e n l ī d z ī ­
g i ,  t a d  a lg e b r i s k o  v ie n ā d o ju m u  s i s t ē m a  nav  a t r i s i n ā m a ,  
u n  t ā d ē ļ  a r ī  ro b e ž p ro b lē m a i  nav  a t r i s i n ā j u m a . P ē d ē j a i s
i r  p r e t r u n ā  a r  d o t o , t ā  t a d  m a t r i c u  un Æ v  r a n g i  i r
v i e n l ī d z ī g i .

У. T e o r ē m a .

J a  hom ogēnas ro b e ž p ro b lē m a s  s a d e r īb a s  in d e k s  i r
n u l l e , t a d  nehom ogēnai ro b e ž p ro b lē m a i  v ie n m ē r  i r
a t r i s i n ā j u m s .



- 27 -

Ja robežproblēmas saderības indeks ir nulle,tad no 1'.

teorēmas dabūjam,ka matricas rangs ir Arī matricas
rangs ir un 2?. teorēma saka,ka nehomogēnai robež- 

problēmai vienmēr ir atrisinājums, ja matricu un

(^) rangi ir vienlīdzīgi.

Mēs redzam,ka robežproblēmai un lineārai algebrisku vie­

nādojumu sistēmai ir liela analoģija.
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IV . AR SEVI SAISTĪTAIS DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMS 
UN ROBEŽNOTEimīl.

• P a r  hom ogēna l i n e ā r a  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a

I 1 г „/У L 7

s a i s t ī t o  d i f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m u  sau c  t ā s  p a š a s  k ā r t a s  l i n e ­
ā r u  homogēnu d i f e r e n c iā lv ie n ā d o ju m u

, v ^ ' ^ g - ------- ( ' - , ^ ^ 1  оl /  <4* 1 7  Лх. 1 '  / в •

O tr ā s  k ā r t a s  d i f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m a  •

; 'j h- Ü

s a i s t ī t a i s  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m s  i r  •

JT v  .

L a i d i f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m s  ( 3J b ū tu  a r  s e v i  s a i s t ī t s , t a s  
i r , l a i  t a s  s a k r i s t u  a r  sa v u  s a i s t ī t o  d i f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m u ,  
ta d  j ā p a s t ā v  v ie n l īd z īg ā m

J a  u n  v i e t ā  r a k s tā m  f  un  , t a d  o t r ā s  k ā r t a s  a r  s e ­
v i  s a i s t ī t a i s  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m s  i r  a r  fo rm u

v a i  a r ī

J a  v ie n ā d o ju m a  k r e i s o  p u s i  ap z īm ē jam  a r  un  a r
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tad pastāv identitāte

(rļ Z/Uj- * >y//■ ' i -

Identitāti /</ sauc par Lagrange identitāti.To integrējot 

robežās no a līdz £ , kur л un £ ir intervallā / І Л І  /3' 

divi punkti,dabūjam Green’a formulu

и, £ ' i j J al X- -  va  . ,

Pārveidosim diferenciālvienādojumu ar sevi saistītā vei­

dā.Tam nolūkam reizināsim diferenciālvienādojupiu /j/ ar tā- 

• du Л funkciju of, lai pastāvētu vienlīdzība

. . Z A  ’ P A / .  . ' ;  ■

Uzskatot Z kā nezināmoz varam to atrast no lineārā homogēnā 

diferenciālvienādojuma

У  о

C г

C ir integrācijas-konstante un tā var pieņemt bezgala daudz 

nozīmes,bet visas tās dos tādas Z nozīmes,ka vienmēr pa­

stāvēs vienlīdzība ^ 4  Tādēļ varam pieņemt,ka Z-dz

un tad funkcija ь.х kuņu reizinot diferenciālvienadcjumu 

(1), tas pāriet ar sevi saistītā veidāzir .

Tā mēs redz'am,ka katru homogēnu lineāru otrās kārtas diferen­

ciālvienādojumu А  var pārveidot ar sevi saistītā veidā un 

tādēļ uz priekšu katru šādu diferenciālvienādojumu pēc 
Sturm’a parauga rakstīsim veidā ’

kur A  un ir nepārtrauktas funkcijas intervallā 
un <^<2 minētajā intervallā. •

Ja diferenciālvienādo-jumu rakstam formā , tad tā ir vis-
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p ā r īg ā k a  k ā  fo rm a  / з /  jo  f u n k c i j a  Л  v a r  b ū t  b e z  a t v a s i n ā ­
jum a. L a i  p a r a s t ā  v e id a  i 3J  d i f e r e n c iā lv ie n ā d o ju m a m  a t r i s i n ā ­
jum s b ū tu  n e p ā r t r a u k t a  А f u n k c i j a  i n t e r v a l l ā /U - г А  ta d  t ā  
k o e f i c i e n t i e m  i r  j a b ū t  n e p ā r t r a u k tā m  x fu n k c i jā m  i n t e r v a l l ā  

T u r p r e t i m , l a i  a r ls e v i s a i s t ī t a j a m  d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o ­
jumam a t r i s i n ā j u m s  b ū tu  n e p ā r t r a u k t a  x f u n k c i j a , p i e t i e k  a r  
k o e f i c i e n t u  u n  £  n e p ā r t r a u k t ī b u ,b e t  k o e f i c i e n t a  Л  a t v a ­
s in ā ju m s  Л '  v a r  n e e k s i s t ē t . J a  k o e f i c i e n t a  Л  a tv a s in ā ju m s
Л  n e e k s i s t ē  u n  g r i b a m , l a i  v a r ē t u  p ā r i e t  no a r  s e v i  s a i s t ī ­

t ā  v e id a  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  (fJ uz  p a r a s t ā  v e id a  d i f e r e n ­
c iā lv ie n ā d o ju m u  А / ta d  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m ā  /< / iev ed am  
ja u n u  n e a tk a r īg o  m a in īg o

< 3  c Z /

u n  dabū jam

Ж х) Л  о* -  0

D if e r e n c iā lv ie n ā d o ju m ā  /^7 i r  n e p ā r t r a u k t a  fu n k ­
c i j a , u n  t ā d ē ļ  a r ī  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  /9/ a t r i s i n ā j u m s  

i r  n e p ā r t r a u k t a  J • f u n k c i j a  t ā  m a iņ as  i n t e r v a l l ā . B e t  у 
i r  n e p ā r t r a u k t a  Л f u n k c i j a  i n t e r v a l l ā  А ± ±  ß  u n  t ā d ē ļ  a r ī  

i r  n e p ā r t r a u k t a  \  f u n k c i j a  m in ē t a j ā  i n t e r v a l l ā .
J a  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  k r e i s o  p u s i  ap z īm ē jam  a r -< 47  
u n  a r

t a d  L a g ra n g e  i d e n t i t ā t e  p ā r r a k s t ā s  v e id a

ļ /о  / Tf -  (c Ä  /

u n  G reen ' a  fo rm u la

~ U -v-'/

Tā kā  S tu r m 's sa v o s  p ē t ī ju m o s  p a r  homogēno l i n e ā r o  p a r a s t o  
o t r ā s  k ā r t a s  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m u  r o b e z p r oblēmām a p s k a t a  
g a lv en am  k ā r tā m  t ā s  - ro b e ž p ro b lē m a s , kūpam d i f e r e n c i ā l v i e n ā -
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dojums un robežnoteikumi ar sevi saistīti,tad atradīsim ho­

mogēnu robežproblēmu,kupas diferenciālvienādojums un robež- 

noteikumi saistīti ar robežproblēmas

■ p  <4//+ *5 А  ь yÿ- о

V  = Д  А  А  * Ч/ * А  л 0

diferenciālvienādojumu un robežnoteikumiem.

Rotrežnoteikumus sauc par saistītiem robežnoteikumiem,ja to 

kreisās puses saistītas savā starpā ar Green7а formulu un 

labās puses vienlīdzīgas nullei. •

Ja pieņe’mam,ka meklējamās robežproblēmas diferenciālvienādo­

jums ar sevi saistīts, tad robežnoteikumu atrašanai varam iz­

lietot Green7а formulu
Tā kā K P 4  un М'іЛр ir lielumu cc(ap ' aj, J 

lineāri neatkarīgas formas,tad matricas

A  %  •

P’ P* Рз p̂  .

rangs ir 2 , t . i.visma-z viena tās divrindīgā déterminante nav 

nulle.Apzīmēsim šo no nulles atšķirīgo determi/ianti ar Лу, 

tad .

А /  = - ' у /

Pieņemsim,ka mums ir vēl divas lineāras formas

PP&P - ic'P̂ P ,

t -

kas kopā ar un ir lineāri neatkarīgas.Tad mēs

varam sastādīt vienādojumu sistēmu
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no k u p a s  v a r  a t r a s t  1̂,

. A - ■
. . s  4y

M  - -X- A
• ■ . О /  о

О 0 1

a t k a r ī b a  no

о 1 0

о 0 1

% °<y
<3y

о О 1

%  ° 4

0 1 0

О О 1

G re en ’ а fo rm u lu  i e l i e k o t  r o b e ž a s , v a ra m 1 r a k s t ī t  v e id a

Jo +Л( ^ & / U. ''» t .

u n / j a  a  -z1, 60 x z> '■ ■ v i e t ā s  i e l i e k a m ,  n u p a t  a t r a s t ā s  n o ­

z īm e s , t a d  dabūjam  .
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J  [ т ^ ) : - я < э Äy /-

* -<^-ž/'^ * -А</'
- ЛЯ/ * л я^Я/Яу =

* _ '^0./ > ~ /* ^’J  *

. 4 ! ЛЛ/Л/\Я,з ~Л/л/

^ W <  4M-

Apzīmējot koeficientus pie ,̂, ^Ъ/ U y attiecīgi ar ^ z

t tad

°̂zy Я i £/tf-' Яу ¥ ' "̂ '̂ r̂», ‘J

- ZļT [Л^) 'D-'a-J oĈ ļ 'If'̂Ĵ 3 " Лі:и̂

un rotezproblēmajkupas diferenciālvienādojums ar sevi sais­

tīts un robežnoteikumi saistīti ar robežproblēmas ^ z) robe?- 

noteikumiem^ ir

Lai robezproblēmas //V robežnoteikumi un robežproblēmas

ЯУ/ robežnoteikumi būtu arī ar sevi saistīti,tad ir nepie­

ciešami un pietiekoši,ka formas un ir formu Щ  un 

lineāras kombinācijas.Meklēsim tādas konstantes un 

ar kūjām reizinot formu Я  un koeficientus un tos 

attiecīgi saskaitot,dabūjam formas koeficientus.Tad da­

būjam vienādojumu sistēmu
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Tā k ā  ta d  no s i s t ē m a s  , p irm iem  d iv ie m  v ie n ā d o ju ­
miem varam  a t r a s t , k a

I e l i e k o t  š ī s  u n  n o z īm es s i s t ē m a s  t r e š a j ā  v i e -
n ād o ju m ā / d a b ū ja m ,k a

-A  W  /з , Л Ч А  у

J a  ņem tu  fo rm u  k ā  form u A  u n  l i n e ā r u  k o m b in ā c i ju ,  
t a d  a r ī  d a b ū tu ,k a  j ā b ū t  i z p i l d ī t a m  note ikum am  A é /. Tā t a d ,  
l a i  ro b e ž p ro b lē m a s  ro b e ž n o te ik u m i un  ro b e ž p ro b lē m a s

ro b ifž n o te ik u m i b ū tu  a r  s e v i  s a i s t ī t i , i r  n e p ie c ie š a m i  

u n  p i e t i e k o š i , l a i  p a - s t ā v ē t u  s a k a r s  /A 4  j a  Az, /  Ä

P i  e z ī  m e .
V is s  š i n ī  un i e p r i e k š ē j a  n o d a ļā  a p s k a t ī t a i s  d e r  a r ī  tam  

ro b ežp ro b lēm ām ,k u ņ ām  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  un  r o b e ž n o te ik u -  
mu k o e f i c i e n t i  i r  n e t i k a i  r e ā l a s , v i e n v ē r t ī g a s  u n  n e p ā r t r a u k ­
t a s  x, b e t  a r ī  A f u n k c i j a s  i n t e r v a l l ā  V 4 A 4/jo  ņem ot Л 
k ā d u  n o t e i k t u  v ē r t ī b u  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m ā  k o e f i c i e n t i  k ļ ū s t  
p a r  Л f u n k c i j ā m ,b e t  ro b e ž n o te ik u m u  k o e f i c i e n t i  p a r  k o n s ta n ­
tē m .
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V. DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMA ATRISINĀJUMU SAKŅU 

VISPĀRĪGĀS ĪPAŠĪBĀS.STURM'A SALĪDZINĀŠANAS 

TEORĒMAS.

Lai varētu pierādīt nākama nodaļā apskatītās oscillāci- 

ju teorēmas»pierādīsim dažas teorēmas,kas dod diferenciālvie­

nādojuma atrisinājumu sakņu vispārīgās īpašības.

Apskatīsim ar sevi saistīto diferenciālvienādojumu

kur un <2 ir reālas,vienvērtīgas un nepārtrauktas k funk­

cijas int ervallā -5 un Я

1. T e о r ē m a.

Ikvienam diferenciālvienādojuma /// atrisinājumam in- 

tervallā ir galīgs sakņu skaits,izņemot to atri­

sinājumu, kas šai intervallā identiski nulle.

Pieņemsim,ka kādam diferenciālvienādojumā atrisinājumam 

ir bezgala daudz sakņu intervallā šis bezgala dau­

dzās saknes izveido ierobežotu skaitļu virkni ar noteiktu 

robežpunktu.Ja diferenciālvienādojuma atrisinājuma sak­

nes apzīmējam ar A, • ■ • ... , bet to robežpunktu ar c ,  .

tad tā kā ■

un atrisinājums ir nepārtraukta k funkcija,tad un

А, - о ’

Ja tad z ļ  un tāpēc c / _ o.

Bet diferenciālvienādojumā // vienīgais atrisinajums,kas 

apmierina noteikumus о un ' '«-А ir = <?. •

Ar to tad arī teorēma pierādīta. •
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2. Т е о r ē m a.

Ja un ir diferenciālvienādojuma divi line­

āri neatkarīgi atrisinājumi un x, un 4  divas viena ot­

rai sekojošas atrisinājuma ā/ saknes,tad starp л un x̂  

ir taisni viena atrisinājuma sakne.

Lai teorēmu pierādītu pieņemsim,ka starp atrisinājuma sak­

nēm un x̂  nav nevienas atrisinājuma saknes.Tad funkcija 
Y(X)  - ir intervallā nepārtraukta x funkcija un

vienlīdzīga ar nulli tikai minētā intervalla gala punktos. 

Rolla teorēmas dēļ tādā gadījumā starp punktiem z7 un x^ . 

var atrast vismaz vienu punktu j tādu,ka Bet

- '

kas nav nulle nevienā minētā intervalla punktā,jo daļas skai­

tītājs о, kā diferenciālvienādojuma divu li­

neāri neatkarīgu atrisinājumu Vronska déterminants.Tas no­

rāda, ka starp atrisinājuma saknēm L un x̂  ir vismaz 

viena sakne.Atrisinājumam starp atrisinājuma sak­

nēm un vairāk par vienu sakni nevar Būt, jo, kā tikko 

redzējām,tad starp katru sakni jābūt vismaz vienai 

saknei,bet tas tad ir pretrunā ar teorēmas noteikumu,ka 

un x̂  ir divas sekojošas saknes.

3. T e o r ē m a .
Ja uz, un ir diferenciālvienādojumā divi lineāri 

neatkarīgi atrisinājumi,pie kam ■ ’

о А/

un atrisinājumam 

4,^, ... xK tādas,ka 

mam ir saknes

intervallā А^хьЯ ir saknes

••• tad atrisināju-

intervallā А'-х^х^,

2.teorēmas dēļ starp katru sakni x^ un

ir tikai viena sakne,tā-tad lai teorēmu pierādītu,tad 

jāpierāda,ka starp intervalla gala punktu 4 un 44 ? pirmo 

sakni atrisinājumam arī ir tikai viena sakne.
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J a  ta d  /} un  Л  i r  a t r i s i n ā j u m a  d iv a s  s e k o jo š a s
sa k n e s , un ta d  mēs z in ā m ,k a  s t a r p  tam  i r  t i k a i  v i e n a  a t r i s i ­
n ā ju m a  sa k n e .
J a  , ta d  a t r i s in ā ju m a m  s t a r p  A u n  <  -v a r  t u t  .
t i k a i  v i e n a  s a k n e , j o  te o rē m ā , d o t s , k a  i r  a t r i s i n ā j u m a ^ ,  
p irm ā  sa k n e  i n t e r v a l l ā '  А^хь ß .
P ieņ em sim , k a  a t r i s in ā ju m a m  s t a r p  A u n  nav  n e v ie n a s  
s a k n e s ,  t a d  ^ (A J  un /  i r  a r  v ie n ā d ā m -z ^ m ē m .S a s tā d īs im  
d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  /V  a t r i s i n ā j u m u

^A) '

k a s  l i n e ā r i  a t k a r ī g s  no u 
S a s t ā d ī t ā  a t r i s i n ā j u m a  v ē r t ī b a  p u n k tā  А i r  b e t
jo  te o rē m ā  b i j a  d o t s ,k a у . j a  i z v ē la m ie s  k ādu
p i e t i e k o š i  mazu k o n s t a n t i  6 j4 a d  a t r i s i n ā j u m a  n e p ā r t r a u k t ī b a s
d ē ļ
S a s t ā d ī t ā  a t r i s i n ā j u m a  v ē r t īb a ,  p u n k tā  x7 i r  ° ; ’
jo  u n  ^ ( A )  z īm es v i e n ā d a s .T ā  k ā  й ^ А -^ У о  un  ē L о ,
t a d  s t a r p  A un / z i r  v ism az  v i e n a  a t r i s i n ā j u m a  sa k n e
J . 2 . te o rē m a s  d ē ļ  ta g a d  s t a r p  A  un  j  i r  v ism az  v i e n a  a t r i ­

s i n ā j u m a s a k n e , b e t  t a s  i r  p r e t r u n ā  a r  te o rē m a s  n o te ik u m u ,, 
k a  zzz p irm ā  sak n e  i r  x , . Ar t o  ta d  a r ī  te o rē m a  p i e r ā d ī t a .

4» T e o r ē m a .
J a  i n t e r v a l l ā  d i f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m u

G7 cc 0

k o e f i c i e n t i  u n  i r  r e ā l ā s  » v i e n v ē r t ī g a s
un  n e p ā r t r a u k t a s  л f u n k c i j a s , u n

u n  A  = A  u n  G, - r e i z ē  n e p a s tā v  i n t e r v a l l ā
k ā d a s  d a ļa s  v i s o s  p u n k to s , t a d  m in ē t a j ā  i n t e r v a l l ā  s t a r p  
d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  z )  k ā d a  a t r i s i n ā j u m a  d i v i
se k o jo ša m  saknēm  i r  v ism az  v i e n a  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a
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/з/atrisinājuma sakne.

Teorēmas pierādīšanai sastādīsim M.Picone identitāti.

Diferencējot izteksmes А  un z dabūjam

Ta ka ir diferenciālvienādojumā atrisinājums,tad 

pastāv identitāte .

• G. = O.

Reizinot pēdējo identitāti ar dabūjam 

7 = : «

Tādā pat veidā atrodam,ka

( V[ M  'Я <5 .

Liekot izteiksmē Я/ vietā tās vērtību no Д/,
un izt^ksmē /-7 /Я  у vietā tās nozīmi no /64 dabūjam

/ оСх / &-r f ,

No zZ atskaitot dabūjam identitāti

<iô! £  / \  ' л  ^ 7  = д %  д  - \  '. 

Diferencējot izteiksmi

‘ ļ̂j ~

dabūjam

7л L ' Я* / Ку -f-

Я  <fcA  z  ' .

Ievērojot (Я ! pēdējo izteiksmi varam pārveidot •
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J a  p ē d ē jā s  i d e n t i t ā t e s  l a b a i  p u s e i  p i e s k a i t a  .un a tņ em  i z ­
t e ik s m i  t a c  d a tu  M .P ico n e  i d e n t i t ā t i  .■

f  /  — 4 — 7 ,

k a s  d e r ī g a  v isā m  л nozīm ēm ,kuņām  M  O.
L a i  te o rē m u  p i e r ā d ī t u ,p i e ņ e m s im ,k a  s t a r p  a t r i s i n ā j u m a  
d i v i  seko jošām - k, un  saknēm  nav n e v ie n a s  a t r i s i n ā j u m a M  • 
s a k n e s , a r ī  k, un  k^ n av  a t r i s i n ā j u m a  s a k n e s , t a d  M .P i­
cone i d e n t i t ā t e  i r  d e r ī g a  v isā m  i n t e r v a l l a  k  < ± 4  k 
v ē r t īb ā m .  I n t  e g r ē j o t  šo i d e n t i t ā t i  r o b e ž ā s  no k, l ī d z  d a ­
b ū jam  • • •

z , ,7 ^  ‘ / k
A v  ’ ' ' * ('G  ~ G  j

■ 4  \  \

I d e n t i t ā t e s  k r e i s ā  p u se  i r  n u l l e , b e t  l a b ā  p u se  te o rē m a s  
n o te ik u m u  d ē ļ  p o z i t ī v a , t <  ta d  esam  d a b ū ju š i  p r e t r u n u ,k a s  r ā ­
d a m a  s t a r p  k, un  i r  v ism a z  v i e n a  s a k n e .
J a  p ieņ em am ,k a  u n i r  a t r i s i n ā j u m a  s a k n e s , t a d  i d e n ­
t i t ā t e s  . V k r e i s ā  pu se  dod n e n o t e i k t ī b u  / /  t o  n o v ē r š o t  a r  
L 'H o s p i t a l 'а  l ik u m a  p a l īd z īb u ^  a tro d a m ,k a .

A tk a l  i d e n t i t ā t e s  Z-1' 1 k r e i s ā s  p u sē s  r o b e ž a  i r  n u l l e , b e t  l a ­
b ā s  p u se s  k ā d s  p o z i t ī v s  l i e l u m s ,k a s  n o r ā d a ,k a  a t r i s in ā ju m a m  

s t a r p  j ,  un i r  v ism az  M e n a  s a k n e .
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Pieņemot,ka intervalla /UГ І kādas daļas punktos reizē 

A = u n  <Я - tad diferenciālvienādojumi un (з) šai 

daļā ir identiski,un л, un -% ir divi diferenciālvienādo­

juma lineāri atkarīgi vai arī lineāri neatkarīgi ātrišināiumi. 

Ja atrisinājumi un ir lineāri atkarīgi,tad ikviena 

atrisinājuma sakne ir arī atrisinājuma sakne un ot­

rādi. Ja intervalla daļa,kuņā -S = un <Я= ir

tad atrisinājumam vienīgās saknes šajā inter- 

vallā ir л, un A, , bet starp *■, un nevienas saknes 

vairāk nav. 

Jā un ir lineāri neatkarīgi,tad mums ir 2.teorēma. 

Ja diferenciālvienādojuma atrisinājumam ir augošas saknes, 

tad saka,ka atrisinājums oscille.Atkarībā no tāy kā sakņu 

skaits pieaug,atrisinājums oscillē lēnāk vai ātrāk.Vienā­

dojumu,kuņa atrisinājums oscillē,sauc par ascillējošu. 

Nupat apskatītā 4.teorēma mums rāda,ka intervalla 

ikviens diferencalvienādojuma Л? atrisinājums ātrāk oscillē, 

ja vienu vai abus diferencālvienādojuma /V koeficientus 

un <5 samazina'.

Ar 4.teorēmas palīdzību mēs varam noskaidrot,kad diferencal- 

vienādojuma 7̂ kaut kuņām atrisinājumam

1° augstākais viena sakne intervalla At* ± ß daļā^-T*^ 

2°vismaz viena sakne intervalla 

5°vismaz X/ saknes intervalla

1° Ja diferenciālvienādojuma /V koeficientu un & minimus 

apzīmējam ar un tad varam sastādīt diferencālvie-

nādojumu -
Z o  -7 ^  :  / .■ /fnin G J-te Оl сСЛ L1 ' J 1- '

Apskatīsim kopā diferencalvienādojumu /У un 

а/. Ja tad diferenciālvienādojumam ir atrisinā­

jums 6 . Pieņemsim,ka diferencalvienādojuma zJ atrisinā­

jumam intervalla л£ é ir vismaz divas saknes,tad pēc 4.teo­
rēmas starp šīm divām diferenciālvienādojuma (>) saknēm ir 

vismaz viena diferenciālvienādojuma Z 2) sakne.Bet diferencāl- 

vienādojuma atrisinājumam c nav sakņu intervallā

ja un galīgi skaitļi.Tā tad diferencālvienādojuma
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(1) a t r i s in ā ju m a m  i n t e r v a l l ā  a - i J ī t t  i r  a u g s t ā k a i s  v ie n a  s a k n e . 
b / . J a  3-- o, ta d  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m s  (?3J  p ā r i e t  p a r  d i ­
f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m u

k u ņ a  v i s p ā r ī g a i s  a t r i s i n ā j u m s  i r  cc- 
K o n s ta n te s  £  un  v a r  a t r a s t  t ā d a s ,k a  a t r i s in ā ju m a m  i n t e r ­
v a l l ā  £ n a v  sak ņ u  u n  t ā p ē c  t ā p a t  k ā  i e p r i e k š ē j ā  g a d ī j u ­
mā va ram  t e i k t , k a  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  /7/ k a u t  kuņām a t ­
r is in ā ju m a m  i n t e r v a l l ā  £ i r  a u g s t ā k a i s  v i e n a  s a k n e . 
c / . J a  < oz t  ad d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  M3)  v i s p ā r ī g a i s
a t r i s i n ā j u m s  i r  ' ■ .

A p z īm ē jo t dabūjam

V el a p z īm ē jo t d a b ū ja m ,k a

£im a t r i s in ā ju m a m  v i s p a r ī g i ' i r  s a k n e s  i n t e r v a l l ā  b e t z ■ 2 -z
j a  i z v ē la m ie ?  i n t e r v a l l u  £ m azaku p a r  /  / t a d  a t ­
r i s in ā ju m a m  s a k n e s  š a j ā  i n t e r v a l l ā  nav .N o  i n t e r v a l l ā  i z v ē l e s  
d a b ū ja m  n o te ik u m u  , '

/ / 1

2 * J a  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  k o e f i c i e n t u  л  u n  & m a k s i-  
mus ap z īm ē jam  a r  л  u n  ta d  varam  s a s t ā d ī t  d i f e r e n c i ā l
v ie n ā d o ju m u  •

^7_

o, ta d  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m ā  z ^  a t r i s i n ā j u m u
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v a r  u z r a k s t ī t  t ā p a t  k a  i e p r i e k š ē j o  r e i z i  v e id a  .

Sim a t r i s in ā ju m a m  i r  v i s m a z .d iv a s  s a k n e s  i n t e r v a l l ā  j a
—’Z

u n  t ā d ē ļ  4 . te o rē m a s  d ē ļ  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  ( f j  a t r i s i n ā ­
jumam i r  v ism az  v i e n a  sak n e  i n t e r v a l l ā  g.
3 ° I e p r i e k š ē j o  n o te ik u m u  p a p l a š i n o t , t a s  i r , ņemot

d a b ū ja m ,k a  d i f e r e n c iā lv i e n a d o ju m a ^  ( i j  i r - v i s m a z  s a k n e s  
i n t e r v a l l ā  é .

5 .  T e о r  ē m a . 
J a  d i f e r e n c i ā l ā s  s i s t ē m a s

[K] /  i
1 ^ л / = ^ '  ( Л а )  =

i z p i l d a  n o te ik u m u s  '
I е ab u  s i s tē m u  d i f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m u  k o e f i c i e n t i  ap m ie ­
r i n a  4 . te o rē m ā  m in ē to s  n o te ik u m u s ,-
2° vv i r  i n t e r v a l l ā  3  p u n k t s un  v i s i i r  k o n s t a n t e s ,  
p ie  kam А / /  > 0 , А*У * /4 / / ^
3 ---- ?/ u n  У о , /О .
J a  ^ , - 0 ,  t a d  š i s  n o te ik u m s  a t k r ī t .
4 ° d i f e r e n c i ā l ā s  s i s t ē m a s  a t r i s in ā ju m a m  i n t e r -

• v a l l ā  i r  rv s a k n e s  t ā d a s , ka
■ 4 ç ê r t a d  d i f e r e n c i ā l ā s  s i s t ē m a s  a t r i ­

sinā jum am  %  i r  t i k i p a t  d a u d z ’ sa k ņ u  s t a r p  u n  .

J a  a t r i s i n ā j u m a  s a k n i  ap z īm ē jam  a r  : ta d  .
4 . te o rē m a s  d ē ļ  s t a r p  a t r i s i n ā j u m a  44, k a trā m  d iv ā m . se k o jo šā m  
saknēm  a j  u n  «= / л  3t . i r  v ism az  v i e n a  44^ s a k n e .  
J a  p i e r ā d ī s i m ,k a  s t a r p  u n  i r  a t r i s i n ā j u m a  v ie n a  
s a k n e , t a d  te o rē m a  b ū s  p i e r ā d ī t a .
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а/.Pieņemsim,ka starp л un nav neviena atrisinājuma 
sakne,bet arī nav sakne,tad M. Picone identitāti/^ 

varam integrēt robežās no & līdz Л/ un dabūjam

'  ; [ G, -  Ĝ  J ■+ / / ^  " *

’ . - /^
. *  ; '

Sīs identitātes kreisā puse teorēmas noteikumu dēļ ir nega­

tīva vai nulle,bet' labā puse vienmēr pozitīva,tā tad starp 

un л, ir vismaz viena atrisinājuma sakne.

b/.Pieņemsim,ka starp un x1 nav neviena atrisinājuma 

sakne,bet ir sakne.Integrējot M.Picone identitāti

robežās no līdz X, , dabūjam tādu pašu izteiksmi kā ie­

priekšējā gadījumā,tikai tagad, pārejot uz robežām/kreisā pu­

sē dabūjam nenoteiktību //kuņu novēršot ar L'Hospitņl'a li­

kumu, atrodam identitāti . ’

kuņas kreisā puse teorēmas noteikumu deļ ir negatīva vai

nulle,bet labā puse vienmer pozitīva.Atkal esam nonākuši

pie pretrunas,kas rāda,ka starp a, un xz ir vismaz viena 

sakne.

4.teorēmā mums bija gadījums,ka pastāvēja vienlīdzības

Л  = А  un G,- intervalla daļā x7 . Ja to apska­

tām arī šajā teorēmā,tad abu sistēmu diferenciālvienādojumi 

^ajā intervallā sakrīt un noteikums

kļūst par noteikumu

Ja , tad un apskatītā'intervallā ir lineāri

atkarīgi un abu atrisinājumu saknes sakrīt.Sajā gadījumā at­

risinājumam nevar būt sakņu starp л- un -Г/.

Ja 7 tad un ir diferenciālvienādojuma divi
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l i n e ā r i  n e a t k a r ī g i  a t r i s i n ā j u m i  un  3 . te o rē m a s  d ē ļ |s t a r p  
u n  ж, . a t r i s in ā ju m a m  i r  t a i s n i  v i e n a  s a k n e .
J-a л  i r  s a k n e , t . i .  ^ ( л /= - о , b e t  t a d  i n t e r -
v a l l ā  a t r i s i n ā j u m i  un i r  l i n e ā r i  n e a t k a r ī g i .
u n  2 . te o rē m a s  d ē ļ  s t a r p  u n  А  i r  t i k a i  v i e n a  s a k n e .
J a  ta d  и ,  un  . i r  l i n e ā r i  a t k a r ī g i  a t r i s i ­
n ā ju m i un  t ie m  i r  v ié n a s  un  t ā s  p a š a s  s a k n e s  un  t ā d ē ļ  s t a r p  
u  un  a t r i s in ā ju m a m  sak ņ u  n a v .

6 . T e o r ē m a .  .
J  a

1" d i f e r e n c i ā l o  s i s t ē m u  AA un k o e f i c i e n t i  i z ­
p i l d a  5 . te o rē m a s  l ‘’ , 2 e u n  3 J n o te ik u m u z 
2 ° d i f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m u  a t r i s i n ā ju m ie m  un
i r  v ie n ā d s  sa k ņ u  s k a i t s  i n t e r v a l l ā  .

. 3 ° / V /  о u n  /  о ,  , .
ta d  p a s t ā v  s a k a r īb a  •* 

. . r  А  А / .

а / . P ie ņ e m sim ,k a  a t r i s i n ā ju m ie m  un  n av  sa k ņ u  i n t e r v a l ­
l ā  u n  a r ī  сь nav  a t r i s i n ā j u m a  s a k n e . I n t e g r ē j o t
M .P ico n e  i d e n t i t ā t i  А  У ro b e ž ā s  no l ī d z  4 , dabū jam

L aba pu se  5 . te o rē m a s  l" n o te ik u m a  d e ļ  p o z i t i v a j l a i  a r ī  k r e i s ā ,  
p u se

b ū tu  p o z i t ī v a , t a d  j ā p a s t ā v  s a k a r ī b a i

k a s  a r ī  b i j a  j ā p i e r ā d a .  •
b / .P ie ņ e m s im ,k a  a t r i s i n ā j u m ie m  un  i r  i n t e r v a l l ā  é
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н saknes,pie kam pēdējo sakni apzīmējam ar 5.teorēma 

tad dod,ka šī sakne ir sakne.
Integrējot M.Picone identitāti robežās no līdz G, da­

bū j am

/ ,6
Z ~ 4? ” A  А

un pēc robežu ielikšanas kreisā pusē dabūjam izteiksmi 

f 7
- z L «■,/*/ «ЛѴ J  '

Tā kā pēdējās izteiksmes labā puse ir pozitīva,tad arī tās 

kreisai puse jābūt pozitīvai,tas ir, jāpastāv noteikumam

Az/AfīA- > 4

kas arī bija jāpierāda.

Pēdējās divas teorēmas sauc arī par Sturm7а pirmo un otro 

salīdzināšanas teorēmu. ,

7. T e о r e m a. 

J а

la diferenciālvienādojuma ('j koeficienti ir neļtikai 

A ;bet arī А reālas,vienvērtīgas un nepārtrauktas 

funkcijas intervallā

2° Ъ , kad

pie kam vienlīdzības Л' un b-

reizē nepastāv intervalla 6 kādas daļas visos 

punktos, 
^diferenciālvienādojuma (f) atrisinājumam 1/ ir 

intervallā saknes лА/ ... , pie kam
/, 4 ■■■ 5 é’. .

tad tās ir viennozīmīgas un nepārtrauktas A funkcijas 

intervallā 1 .

Izvēlēsimies diferenciālvienādo juma atrisinājuma vien­

kāršu sakni tad ; lai šī sakne būtu nepārtraukta Л funk- 

cija,jāpastāv sakarībām
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. -кс/Д/ - ЛЖ1 6, j a  /

k u r  £ un  1 p ē c  p a t i k a s  m azi p o z i t ī v i  s k a i t ļ i  u n  Ao k ā o a  
A v ē r t ī b a  i n t e r v a l l ā  Л ^ А 4 л̂л-

J a  xb  i r  a t r i s i n ā j u m a  v i e n k ā r š a  s a k n e , t a d

А, ■ - Ö /̂ *<4k  J, Xoj  0. •

P ie ņ e m sim ,k a  > 0  • A t r i s in ā ju m a  n e p ā r t r a u k t ī b a s
d ē ļ  p i e t i e k o š i  mazā p u n k ta  Ae -w X , a p k ā r tn ē  ^ ' ^ ^ ,7 '0 .  
kp  p u n k tu  u z z īm ē s im  t a i s n s t ū r i , k u ņ ā  u n

i r  n e p ā r t r a u k t a s  'u n  А f u n k c i j a s  un

C aur p u n k tu  ļ AO /_\X(>OJ v i l k s i m  p a r a l l ē l i  > a s i  j  .Uz š ī s  p a ­
r a l l e l e s  v i r s  p u n k ta  / J , , Aop  v a r  a t r a s t  t ā d u  p u n k tu  4, z

kuņā  M( X, AO 7 0, b e t  zem š ī  p u n k ta  tā d u  p u n k tu  dAz/ kuņā  Ao <_ 0. 
Tā k ā  i r  n e p ā r t r a u k t a  * u n  А f u n k c i j a ,  t a d  W -h A A c
p i e t i e k o š i  mazā t a i s n s t ū r ī  a p  , b e t  щ х Д ^ х о  p i e t i e k o š i  
mazā t a i s n s t ū r ī  ap 4^ . P ie ņ e m s im ,k a  a b i  t a i s n s t ū r i  k o n g ru e n ­
t i , u n  ka ab u  t a i s n s t ū r u ’ v i s u  fiu n k tu  a b s c i s a s  .guļ s t a r p  \ 0 - 
u n  f  ! b e t  o r d i n ā t a s  s t a r p  x ^ ( \ 0 ] - i  un xx  ( \ 0 j - r  e t a s  i r ,  
j a  A- t a d  /  xx - x;< e.
K a t r a i  i n t e r v a l l a  / A- Ao u J  Л v ē r t īb a i  v ie n m ē r v a r  a t r a s t  
v ism a z  v ie n u  t ā d u  x v ē r t ī b u  xx ( k ^  k a  ^ Д х bbÿ =
T ā lā k  p i e r ā d ī s i m ,k a  k a t r a i  4  v ē r t ī b a i  a t b i l s t  t i k a i  v i e n a  
v i e n ī g a  X v ē r t ī b a .  .
V is ā  t a i s n s t ū r ī  '/ X, ' 7 ot t ā d ē ļ  a r ī  a p g a b a lā  .
/ x - ^ x / < f z k a s  i r  m in ē tā  t a i s n s t ū r a ,  d a ļ a ,  Д; 7^. P ē d ē j a i s

n o r ā d a ,k a  f u n k c i j a  m in ē tā  a p g a b a lā  i r  m o n o to n i a u g o ­
š a  x  f u n k c i j a .T ā d ē ļ  ik v ie n a m  4  š a i  a p g a b a la  a t b i l s t  t i k a i
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v ie n s  v i e n ī g s  kam -a f Z u / ,  Л/ = о. P ē d ē ja is ,  r ā d a ,k a
лх  i r  v ie n n o z īm īg a  S f u n k c i j a .B e z  tam  e,

j a  /Д- n o rā d a  u z  f u n k c i j a s  x „ ( jJ  n e p ā r t r a u k t ī b u .  Tā
t a d  te o rē m a  p i e r ā d ī t a .
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V I. STŪRI? A OSCTILACIJU TEORĒMAS.

P a r o s c i l l ā c i j u  teo rēm ām  sa u c  te o r ē m a s ,k a s  a p g a lv o ,k a  
r o t e ? p r o b lē m ā m ,ja  i r  i z p i l d ī t i  z in ā m i n o t e i k u m i , i r  b e z g a la  
dau d z  ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u ,u n  k a  k a t r a i  ī p a t n ē j a i  v ē r t ī b a i  a t ­
b i l s t  v i e n a  v a i  v a i r ā k a s  ī p a t n ē j ā s  f u n k c i j a s , kupām n o t e i k t s  
s a k ņ u  s k a i t s  i n t e r v a l l ā , k u p ā  ro b e ž p ro b lē m a  d e f i n ē t a .

A p s k a t īs im  o s c i l l ā c i j u  te o rē m a s  dažām  ro b ežp ro b lēm ām .

1. O s c i l l ā c i j u  t e o r ē m a .  
J a

1 ' ro b e ž p ro b lē m a s  .

I '  о  •

4' ' о /  u / л /  -  С с / л /  =  0

■ C p ' t c . f i /  / 3  6 с / І / =  О

k o e f i c i e n t i  un G  a p m ie r in a  i e p r i e k š ē j ā  n o d a ļā
m in ē ta s  7 . te o rē m a s  n o te ik u m u s ,

2° ß  p '  i r  r e ā l a s . , v i e n v ē r t ī g a s  u ņ  n e p ā r t r a u k t a s
A f u n k c i j a s  i n t e r v a l l ā  Д  < 4

■ 5° 
о 

4

5°

tad

/* /  * / «  7  O un  / э / ^  /  3 /  7 0, 
JC' i J f l '  '

'  u n  • ~ / з  d i l s t  A a u g o t , v a i  n e m a in a s ,
-  7̂ x 7  = - ~ y

ro b e ž p ro b lē m a i  J )  i n t e r v a l l ā  4 ,  a A< 4 . i r  b e z g a la
daudz  ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u  A„z A„ . . .  A^ ... , kas s a k ā r t o t a s  
a u g o šā  k ā r t ī b ā . K a t r a i  ī p a t n ē j a i  v ē r t ī b a i  Ax  a t b i l s t  
v i e n a  v i e n īg a  l i n e ā r i  n e a t k a r ī g a  ī p a t n ē j ā  f u n k c i j a « « ^ / ,  
k u p a i  i r  t a i s n i  *> s a k n e s  i n t e r v a l l ā  a ^ / ^ / ? t a s  i r , t i k  
daudz s a k ņ u ,k ā d s  i r  p a š a s  f u n k c i j a s  u n  a t t i e c ī g ā s  ī p a t ­
n ē jā s  v ē r t ī b a s  in d e k s .

P i e r ā d ī s i m ,k a  k a t r a i  ro b e ž p ro b lē m a s  ī p a t n ē j a i  v ē r t ī b a i  a t b i l s t  
t i k a i  v i e n s  l i n e ā r i  n e a t k a r ī g s  ro b e ž p ro b lē m a s  a t r i s i n ā j u m s .  
P ie ņ e m s im ,k a  k ā d a i ī p a t n ē j a i  v ē r t ī b a i  a t b i l s t  d i v i  l i n e ­
ā r i  n e a t k a r ī g i  ro b e ž p ro b lē m a s  a t r i s i n ā j u m i  u n  Tad t ie m
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abiem jāapmierina robežnoteikumi

-■ Г [ а ]  -  °< о

[  ° *  '  ~  -  0

Lai atrisinātu šo sistēmu pret * un tad sastādām.sistē- 

mas determinantu •

Л ^ і

Pēdējais ir abu atrisinājumu Vronska déterminants un tā kā - 

tas ir nulle,tad atrisinājumi lineāri atkarīgi,citiem vār­

diem, īpatnējai vērtībai atbilst tikai viens lineāri ne­

atkarīgs robežproblēmas atrisinājums.

Lai pierādītu bezgala daudz īpatnējo vērtību eksistenci robež- 

problēmai z vispirms pierādīsim bezgala daudz īpatnējo vēr­

tību eksistenci robežproblēmas vienkāršākam veidam

. Г 5x CL j  — G  LC ~  0

. 1̂/ J a .  ' -  O  . .

. /  C L ^  0 -  •

So veidu dabūjam no ( , 1 i  i ja о .

Apskatīsim robežproblēmas- diferenciālvienādojuma atrisi- 

nājumuļkas apmierina pirmo robežnoteikumu.Tādu atrisinājumu 

ir bezgala daudz.Tie visi lineāri atkarīgi,citiem vārdiem, 

atšķiras no ar konstantu faktoru,un tādēļ to sak­

nes sakrīt.Sakņu pētīšanai no šiem bezgala daudzajiem atrisi­

nājumiem vienkāršības dēļ izvēlēsimies atrisinājumu,kas noder 

arī diferenciālai sistēmai

Skaidrs,ka -tāds atrisinājuma ir viens vienīgs. Salīdzināsim
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to ar diferenciālvienādojumā

W 2 <' 4У У “ ' О

atrisinājumu 7 kas punkta o- apmierina robežnoteikumus

т с ъ  &
Apzīmēsim ar 4. Izvelēsimies kādu А vērtību 4, tuvu­

mā. Tad J7Ö/ jo &7 о un no . .

dabūjam,ka ari Q 7 о À vērtībām 4; tuvumā.Diferenciālvie­

nādojums /V/ tad ir

ДУ o .

Meklēsim diferenciālās sistēmas 4 // О  atrisinājumu.Difēr­

ci ālvienādоjuma /^У fundamentālā atrisinājumu sistēma ir

c ) c .

un vispārīgais atrisinājums

Ил -/ī* 
• C./  t + Cв,О  t л

Noteiksim ar palīdzību 4 un

r fī
J\  7 

e / Cъ t =
*. /О /e - Ô, IÖ e »

Sīs lineāro algebrisko vienādojumu sistēmas ar nezināmiem

C, un <5̂ sistēmas déterminante ir

(V 
e

_ A /M ,

un atrisinājums

У ~ ê c •

Diferenciālās sistēmas atrisinājums tad ir
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ъ/0

.un р е с  p ā rv e id o ju m ie m

J a  i r  ļ o t i  l i e l s , t a d  
/  1

e у e
ļ o t i  mazs un š ī  i e m e s la  d ē ļ

Гйх-а-) m a z  a t s ķ i p a s  no 

ļ o t i  l i e l a m  h  a r i  e 
-K C ^ )  

i r  ļ o t i  l i e l s , b e t
Æ t a d maz  a t š ķ i r a s  no 4 /

u n .k v a d r ā t i e k a v u  o t r s  s a s k a i t ā m a i s  t ā p ē c  i r  ļ o t i  m a z s ^ s a l ī d z i ­
n o t a r  p irm o  s a s k a i tā m o  o<. Tā kā  v ie n m ē r p o z i t ī v s ,
ta d  z īm i n o sa k a  t i k a i  J a  °< = 0, t a d  z īm i n o sa k a  ч'.
Ja  t a d  i n t e r v a l l ā  v i s u  l a i k u  i r  a r  z īm i ,b e t
j a  t a d  a r  z īm i, c i t i e m  v ā r d i e m ,d i f e r e n c i ā l ā s  s i s tē m a s  

a t r i s in ā ju m a m , j a  А paņ em ts 4 ,  tu v u m ā ,n a v  sa k ņ u  
i n t e r v a l l ā  а слк  / .B e t  j a  a t r i s in ā ju m a m  n av  sa k ņ u
i n t e r v a l l ā  t a d  t o  nav  a r ī  t 4' a t r i s in ā ju m a m  C i t ā ­
d i i e p r i e k š ē j ā  n o d a ļā  a p s k a t ī t ā s  5 . te o rē m a s  d ē ļ  a t r i s i n ā j u ­
mam s t a r p  öu un  šo a t r i s i n ā j u m a  s a k n i  a r ī  b ū tu  v ism az  
v i e n a  sa k n e .
J a  p a ra m e tr a  Л v ē r t ī b a s  esam  i z v ē l ē j u š i e s  Д ^  tu v u m ā ,ta d  
s a l ī d z in ā s i m  a r  d i f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m a

a t r i s i n ā j u m u  4  k a s  p u n k tā  o- a p m ie r in a  n o te ik u m u s  /4 - Ņemot 
X c i k  p a t ī k  tu v u  ' Д  m ēs - p a ta is ā m  c ik  p a t ī k  l i e l u  un 

p o z i t ī v u ,  j a  p ieņ em am ,k a  ^ 7  - '
B i f e r e n c i ā l ā s  s is tē m a s  d ), (  г )  a t r i s in ā ju m a m  m in ē tā  s l ē d z i e ­
na  d ē ļ  t a d  i r  c ik  p a t ī k  daudz  sa k ņ u  s t a r p  u n  u n  i e p r i e k ­
š ē j ā  n o d a ļā  a p s k a t ī t ā s  5 . te o rē m a s  d ē ļ  Д/ a t r i s in ā ju m a m
v ism az  t i k p a t  daudz sa k ņ u  s t a r p  л  u n  p ē d ē jo  s a k n i .
L ik s im  s i s t ē m ā  p a ra m e tram  А a u g t  no k ā d a s  v ē r t ī b a s  4 7 
tuvum ā.T ad  , k ā  to  . r e d z ē  jām , j a  А i r  tu v u  4 ,  š ī s  s i s t ē m a s  a t ­
r is in ā ju m a m  u. nav sa k ņ u  s t a r p  un , b e t  t ā s  i e r o d a s  А 
a u g o t . J a  A u n  Ar  i r  d iv a s  t ā d a s  i n t e r v a l l ā  ^ v ē r t ī b a s ,
ka Л’< У un u n  i r  tām  a t b i l s t o š i e  3 1 a t -
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r i s i n ā j u m i , ta d  i e p r i e k š ē j ā  n o d a ļā  a p s k a t ī t ā s  5 . te o rē m a s  d ē ļ  
p irm ā  s a k n e , s k a i t o t  no a. a t r o d a s  p irm s

p irm ā s  s a k n e s  u n  s t a r p  k a trā m  d i v i  A7/ saknēm  a t r o d a s  v i s ­
m az v i e n a  Л s a k n e .T ā d ē ļ  a t r i s in ā ju m a m  U.(K, i r  v i s ­
m az t i k p a t  daudz sa k ņ u  s t a r p  oz un a t r i s i n ā j u m a  . p ē ­
d ē jo  s a k n i ,  c ik  t o  a t r i s in ā ju m a m  i r  i n t e r v a l l a  u - i p  А
T a s  l i e c i n a , k a  a u g o t n e v ie n a  a t r i s i n ā j u m a  «  sak n e  
n e i z i e t  no i n t e r v a l l a  o-L ii: &■ '

f ’b) a t r i s i n ā j u m a • ta  s a k n e s  i e p r i e k š ē j ā  n o d a ļā  a p s k a t ī t ā s
7 . te o rē m a s  d ē ļ  i r  v ie n n o z īm īg a s  un n e p ā r t r a u k t a s , b e t  5 . t e o ­
rēm as d ē ļ  a r ī  d i l s t o š a s  f u n k c i j a s . T ā d ē ļ t ā s  i n t e r v a l l a  

i e n ā k  v i e n ī g i  pa  <3. P i e r ā d ī s i m ,k a  t ā s  i n t e r v a l l a  ne­
v a r  i e n ā k t  pa  ’ •
J a  t a d  s k a i d r s , k a  n e p ā r t r a u k t ī b a s  d ē ļ  sa k n e s  m in ē ta ­
j ā  i n t e r v a l l a  n e v a r  i e n ā k t . P ieņem sim  p r e t ē j o , k a  p i e  У J\' s a k ­
n e  i r  i e n ā k u s i  p ā  ou. Tad u/o,, = о un -о /л , âf j a  a r  y,
a p z īm ē jam  s a k n i . R o l la  te o rē m a s  d ē ļ k ā d ā  p u n k tā  C s t a r p  ou 
u n  A, u ' (c t Л 
J a  I t a d  t -тл , jo  -> л. T ā d ē ļ

Č Js. 0.

B e t  d o t s  i r ,  ka А/ '= d c ,  kad  * -  O-
P ie ņ e m s im ,k a  Лэ i r  p irm ā  А v ē r t ī b a , k u ņ a i  s i s t ē m a s  sj ā t ­
r i  š in ā  jumam i r  sa k n e  p u n k tā  £/ 
A pzīm ēsim  š o  / з )  a t r i s i n ā j u m u  
n e  ie n ā k  s t a r p  Oz un &. N ākošo

b e t  s t a r p  CL u n  £ sa k ņ u  n a v . 
a r  . А a u g o t ( m in ē tā  sak — 
А v ē r t ī b u ,k u ņ a i  a t b i l s t o š a i s

/ j j  a t r i s i n ā j u m s  p u n k tā  a t k a l  i r  n u l le ,a p z īm ē s im  a r  >4 
u n  a t t i e c ī g o  a t r i s i n ā j u m u  a r  . p i e  kam a tr i s in ā ju m a m
s t a r p  <x u n  ž i r  t a i s n i  v i e n a  s a k n e , u . t . t .
B e t  j a  k ā d a i  À v ē r t ī b a i  a t b i l s t o š a i s  d i f e r e n c i ā l ā s  s i s t ē m a s  

a t r i s i n ā j u m s  i r  n u l l e  p u n k tā  6 ,  t a d  š i s  a t r i s i n ā j u m s  
n o d e r  a r ī  ro b e ž p ro b lē m a i  u n  m in ē tā  A v ē r t ī b a  nav  n e k a s  
c i t s  k ā  ro b e ž p ro b lē m a s  ī p a t n ē j ā  v ē r t ī b a .T ā d ē ļ  ļ 0 i r  r o -  
b e ž p ro b lē m a s  [V  ī p a t n ē j ā  v ē r t ī b a ,  a t t i e c ī g ā  ī p a t n ē j ā  
f u n k c i  j a , u .  t  . t .
Ņemot ī p a t n ē j ā s  v ē r t ī b a s  c ik  p a t ī k  tu v u  p a n ā k a m ,k a
t a  a t r i s in ā ju m a m  c ik  p a t ī k  daudz  sak ņ u  i n t e r v a l l a  4,
b e t / t a  kā A a u g o t / a r  k a t r u  ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u  dabūjam  a t r i s i -
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nājum u ,kam  v ie n a  sak n e  v a i r ā k  k ā  i e p r i e k š ē j a m , t a d  t a s  l i e c i ­
n a ,  k a  p irm s  š ī s  ī p a t n ē j ā s  v ē r t ī b a s , k a s  tuvum ā i r  c ik  pa­
t ī k  daudz c i t u  ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u ,  t . i . i n t e r v a l l ā
i r  b e z g a la  daudz ro b e ž p ro b lē m a s  ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u .
Tagad p i e r ā d ī s im  o s c i l l ā c i j u  te o rē m u  ro b e ž p ro b lē m a i
Ne /3; n e  ^ '4  0 v a i  a r ī  un N o s k a id ro s im , k a  s t a r p

u n  a t r o d a s  t a i s n i  v i e n a  ro b e ž p ro b lē m a s  1) ī p a t ­
n ē j a  v ē r t ī b a  X*. ■

i e p r i e k š ē j a  n o d a ļā  a p s k a t ī t ā s  6 . te o rē m a s  d ē ļ ,  
■ j a '  X m a in ās  no J x _, l ī d z  Xt  d i l s t  n e p ā r ­

t r a u k t i  no' + ж  l ī d z  -  «’/ j o  « Л Ѵ ,  /  u n  Āt / = o. 
pieņēm um a d ē ļ  d i l s t  m o n o to n i v a i  n e m a in ā s  
a u g o t ,  b e t  

-  t a d  au g  v a i  n e m a in ā s .

S ta r p  \ nL, 1 u n  t ā d ē ļ  i r  t i k a i  v ie n a  v i e n ī g a  t ā d a  Л v ē r ­
t ī b a  Д t , ka ■ • '

Ar to  ro b e ž p ro b lē m a s  /ч ' ī p a t n ē j ā s  v ē r t ī b a s  Хг  e k s i s t e n c e  
p ie r ā d ī t a .A p z īm ē s im  t a i  a t b i l s t o š o  ī p a t n ē j o  f u n k c i j u  a r  . 
No t ā , k a  a t r i s in ā ju m a m  i r  0^-4 sa k n e s  s t a r p  и  u n
u n  ( l j -  o f a t r i s in ā ju m a m  s a k n e s  s t a r p  л  u n  ģ un

d a b ū ja m ,k a  a t r i s in ā ju m a m  Ии  ̂ i r  x  s a k n e s  s t a r p  и 
u n  .
P i e r ā d ī s i m ,k a  i n t e r v a l l ā  X i r  t a i s n i  v ie n a  ro b e ž p ro b ­
lēm as  f i j  ī p a t n ē j ā  v ē r t ī b a  Ao . 
I z v ē l ē s i m i e s  1 v ē r t ī b u  tu v u m ā .T ad  6 . te o rē m a s  d ē ļ

В Д )  ' / J /  '
j a  и  i r  s i s t ē m a s  3J un s i s t ē m a s  a t r i s i n ā j u m s .

I e v i e t o j o t  iz te ik s m ē

un v i e t ā s  to  no z īm e s , d a b ū ja m , ka
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z , ,, , ,
/а] Л /Ѵ  / T  - ---------- ---------------

C " /  /  y ^ 6-^

Tā kā  T' maz a t š ķ i r a s  по A ,  t a d  /з i r  ļ o t i  l i e l s  un p o z i ­
t ī v s  un  c ^ Z /F / /- a 7  un  maz a t š ķ i r a s  no /- J a
А -» Д ^  t a d  un -7 j  un

Л/Л/ХЧЛ/ • 
'

k ā  t a s  red zam s no fo rm u la s  ■ S k a i d r s ,k a  a r ī

. -Л^АА^
_ . . ■
A X  u n  6 . te o rē m a s  d ē ļ  d i l s t z Л a u g o t .

T ā d ē ļ Л m a in o t ie s  no A , l ī d z  Xo t a d  i r  t ā d a  v ē r t ī b a  ^ , k a ,

. • v ’ Алу ' •
t a s  dod

^'1/ «A ).+ r>(h j  ^ ' f ē ^ l  = 0. •

A r to  А  ī p a t n ē j ā s  v ē r t ī b a s  Xo e k s i s t e n c e  i r  p i e r ā d ī t a .  
A t b i l s t o š a i  ī p a t n ē j a i  f u n k c i j a i  nav  sak ņ u  i n t e r v a l l ā  
<U X U  ! jo  c i t ā d i  s t a r p  a  u n  šo  s a k n i  5 . te o rē m a s  d ē ļ  
b ū t u  v ism az  v ie n a  Л, s a k n e ,b e t  ‘/^0 nav  sak ņ u  s t a r p  a, un  
R o b e ž p ro b lē m a i i r  b e z g a la  daudz ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u  i n t e r ­
v a l l ā  A ,4 > < A Ļ un s t a r p  k a trā m  d i v i  īp a tn ē jā m  v ē r t īb ā m , 
k ā  to  p i e r ā d i j ā m , i r  t a i s n i  v i e n ā  p /  ī p a t n ē j ā  v ē r t ī b a .T ā ­
d ē ļ  a r ī  ro b e ž p ro b lē m a i  b e z g a la  daudz  ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u  
š a i  i n t e r v a l l ā .  .
/ д г  u n  r e s p .  Ä u n  ā  a p z īm ē t i  f u n k c i j u

un m in im i, r e s p . m aksim i i n t e r v a l l ā  v i e f t a i  un
t a i  p a š a i  Л v ē r t ī b a i . /

2 . O s c i l l ā c i j u  t e o r e m a .
J a  ro b e ž p ro b lē m a s  / /  k o e f i c i e n t i  i z p i l d a  n o te ik u m u s

5 А (4̂  7/ 0/ p 1 7 /c

u n  v i s u s  1 . o s c i l l ā c i j u  te o re m a  m in ē to s  n o te ik u m u s , i z ­
ņem ot
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■ л ' G
А г " / .А-»4, . ■■

• un  1 m a in ās  i n t e r v a l l ā  Л,< Х <Л„, 
tad - ro b e ž p ro b lē m a i  (1) i r  t ā d a  p a t i  o s c i l l ā c i j u  t e o ­
rēm a k ā  p i r m ā . '

N o te ikum s b i j a  v a j a d z ī g s , l a i  p i e r ā d ī t u , k a
ro b e ž p ro b lē m a i  (1) i n t e r v a l l ā  4 ^  i r  t ā d a  ī p a t n ē j ā  
v ē r t ī b a  Xo k ā  a t b i l s t o š a i  ī p a t n ē j a i  f u n k c i j a i  nav  sa k ­
ņu  i n t e r v a l l ā  Л І Л І І . I n t e r v a l l ā  Д ^  ī p a t n ē j ā s  v ē r t ī b a s  

A. e k s i s t e n c i  ro b e ž p ro b lē m a i  ( i )  p i e r ā d ī s im ,  i z l i e t o  j o t  
n o te ik u m u  , /о]. 
S a l īd z in ā s► im  d i f e r e n c i ā l a s  s i•s tē m a s  

&(а,, A j  ~ Д Д )

о

un

■ ^ д ^ ^ д д д
[ я- a , 4 /  = c< ' ( Ā j

a t r i s i n ā j u m u s  Л  u n  л ,  A pzīm ēsim  
u n  яДЛ,у pieņēm um a 

t ā d ē ļ  d i f e r e n c i ā l ā s  s i s t ē m a s

a r  а , о 7 о ; jo
d e ļ  l i e l ā k i  p a r  n u l l i  un  

a t r i s i n ā j u m s  i r

V ienm ēr ё/Д -Л / 7 0.
Ж f4(x-^) 7 of ja- л ? 
^ k fQ j-a )-  j  j a .  / r  u 

ak ул, /  i  Л'
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S k a i d r s ,k a  i n t e r v a l l a  ь, No ta d  dabū jam :
1 . j a 7  0 un о, t  ad 70 i n t e r v a l l ā

' 2 . j a О un ^ W A  0 r t a d ^tX! 4,)^ о i n t e r v a l l ā  (,
3 . j a 4 j  - 0 un o, t  ad 4 ,7 1 о i n t e r v a l l ā  осень g,
4 . j a ^(AJ 7̂ 0 un ■X 7л,)- 0, tad. A ) о i n t e r v a l l ā  .
A p v ie n o jo t  v i s u s  č e t r u s  g a d īju m u s  v a ram  t e i k t , k a  nav
sa k ņ u  i n t e r v a l l a  Be -t j a  Л,) nav  sa k ņ u  i n t e r v a l l a

g, t a d  n a v  sa k ņ u  š a i  i n t e r v a l l a  a r ī  s i s t ē m a s  a t r i ­
s inā jum am  ^ < 4 , , / .  P ie ņ e m o t,k a  ^ 4 ) 4 ,7  v ism az  v ie n a  sak n e  
i n t e r v a l l a  5 . te o rē m a s  d ē ļ  d a b ū ja m ,k a  s t a r p  г  un  šo

^ /4 ,4 4  s a k n i  v ism az  v ie n a  s a k n e .
J a  A = 4 ,, d i f e r e n c i ā l ā  s i s t ē m a  4) p ā r i e t  p a r  , ^ 7  un A ) . 
a t r i s i n ā j u m s  ^AA) p a r  A4  a t r i s i n ā j u m u  u.(n,4 )̂. T ā d ē ļ 
varam  t e i k t , k a  A) a t r i s i n a j u m a m , j a  А-4 ,  nav sak ņ u  i n t e r —
v a l l ā  a u x *  A
Ar n o te ik u m a  ~ = y  p a l īd z īb u -  ja u  1 . o s c i l l ā c i j u  t e o ­
rēm ā a t r a d ā m ,k a  d i f e r e n c i ā l ā s  s i s t ē m a s  /V  a t r i s in ā ju m a m  

c ik  p a t ī k  daudz  sak ņ u  i n t e r v a l l ā  j a  A c ik  pa­
t ī k  tu v u  4 ^ . • 
T āp a t k ā  1 . o s c i l l ā c i j u  t e o r ē m ā ,a r ī  ta g a d  varam  p i e r ā d ī t , k a  
ro b e ž p ro b lē m a i  A) i n t e r v a l l ā  4 , і Ѵ Л Л г  b e z g a la  daudz 
ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u  AOļ Ï , , .. ; k a  k a t r a i  ī p a t n ē j a i  v ē r t ī b a i

a t b i l s t  t i k a i  v i e n a  ī p a t n ē j ā  f u n k c i j a  k u p a i t i k  daudz 
sa k ņ u  i n t e r v a l l ā  O /iA t^ ^ k ā d s  a t t i e c ī g ā s  ī p a t n ē j ā s  v ē r t ī b a s  
in d e k s  u n  ka, s t a r p  k a trā m  d i v i  se k o jo šā m  A) īp a tn ē jā m  v ē r ­
t īb ā m  K -1  u n  Д  Л -  1AAr -.j a t r o d a s  t a i s n i  v i e n a  А 
ī p a t n ē j ā  v ē r t ī b a  AX | k u y a i  a t b i l s t  ī p a t n ē j ā  f u n k c i j a . ^  a r  
ъ saknēm  i n t e r v a l l ā  д -

Vēl j ā n o s k a i d r o , k a  s t a r p  Д , un ļ o a r ī  ro b e ž p ro b lē m a s  i] 
ī p a t n ē j ā  v ē r t ī b a  i r  t i k a i  v i e n a , t a d  2 . o s c i l l ā c i j u  te o rē m u  
b ū sim  p i e r ā d ī j u š i ,  
m Л 4 , V; M ,Tam nolūkam  n o te ik s im  — :—-——r—— z īm i.

Ok 6  1, /

AA/ & £ 4 ,  . , / o c / 4 А i-a. - A o<'AAА (-oA
■ Л { 4 j  4 A )ААЦ -Л)  + t-A

I z t e ik s m e i  l a b a j ā  pusē  o t r s  r e i z i n ā t ā j s  i r  d a ļa ,k u p a s  s k a i ­
t ī t ā j s  u n  s a u c ē j s  a b i  p o z i t ī v i ,  j a  u n  i r  p o -
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z i t i v i , u n  a b i  n e g a t ī v i ,  j a  un * i r  n e g a t ī v i  . P a t i
d a ļ a  t ā  t a d  v ien m ēr p o z i t ī v a , u n  t ā d ē ļ

A tr i s in ā ju m ie m  u n  nav  sak ņ u  i n t e r v a l l ā
u n  p u n k tā  a  v a i  nu = v a i  a r ī  p a s t ā v  s a k a r ī b a

7  ^ A ī ) ........ 7  Л - л л и^ ;-
Kā v ie n ā  , t ā  o t r ā  g a d īju m ā  6 . te o rē m a s  d ē ļ .

7  . * A A „ ) 7

L ik s im  А. a u g t  по l ī d z  X,.
ли J  = о '  un a tr i s in ā ju m a m  K ! n a v  sa k ņ u  i n t e r v a l l ā  

Teorēm as n o te ik u m ā  d o t s ,k a  . s a m a z in ā jā s
А a u g o t v a i  n e m a in ā s . T ād ē ļ 6 . te o rē m a s  d ē ļ  AAJLA  

d i l s t  no p o z i t ī v a s  v ē r t ī b a s  . — — ^  / ^ 4 .  l ī d z  - , i a
m a in ā s  no Л , l ī d z  As. Л a u g o t no Л g aug no k ā d a s  

n e g a t ī v a s  v ē r t ī b a s  v a i  n e m a in ā s , jo  J A t A h o  un v  o.
T ād ē ļ s t a r p  Л, un  i r  t i k a i  v i e n a  v i e n ī g a  t ā d a  \ v ē r t ī b a
X ,k a  •

. *74 L; ” W A )

v a i  a r ī  .

A - U  •

Š ī  s a k a r ī b a  r ā d a ,k a  \ o i r  ro b e ž p ro b lē m a s  7 ī p a t n ē j ā  v ē r t ī ­
b a .  A t t ie c īg a ja m  a t r i s in ā ju m a m  ЛД,/ nav  sa k ņ u  i n t e r v a l l ā
a ,u £  jo  c i t ā d i  5 . te o rē m a s  d ē ļ  s t a r p  un šo  л  s a k ­

n i  v a j a d z ē t u  b ū t  v ism az  v i e n a i  Al J, 1 s a k n e i .
N o s k a id ro s im ,k a d  ro b e ž p ro b lē m a s  /•' ī p a t n ē j ā  v ē r t ī b a  . s a ­
k r ī t  a r  Д п .
J a  Àp= A  j j t  ad .

. ; / V  f 3^ . )  .
A  (Ai),

Š ī s  fo r m u la s  k r e i s ā  puse.^kā t o  p i e r ā d i j ā m - i r  p o z i t ī v a , b e t  
l a b ā  p u se  te o rē m a s  n o te ik u m u  3̂' ' ļ ,) ( 4J  7/ÿ u n  ^ Г ; лЛ о d ē ļ
n e g a t ī v a .L a i  v i e n l ī d z ī b a  v a r ē t u  p a s t ā v ē t , t ā s  abām pusēm  j ā -
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b ū t  n u l l e i , k a s  dod

А S, 4«/ =

O t r a i s  g a d īju m s  a t k r ī t ,  jo  А  f , p '  i r  d o t a j ā  i n t e r v a l l ā
g a l ī g a s  Л f u n k c i j a s .  .
Mēs a tr a d ā m  n e v i e n l ī d z īb u

7> T 4O -V  

7 / * A 4 .J  7 0  •

No š ī s  n e v i e n l ī d z ī b a s , t ā p ē c  k a  .

M A , )  .
■ ^36, 4 J  ~ °'

d a b ū ja m , k a  
ТУ-и̂-т, & 4 À (  4 J  . .

4 ,)

u n  no p ē d ē jā s  ■ ^  ‘ (, - 0 •
I e v ie to s im ' f u n k c i j a s  л  u n  M .P icone  i d e n t i t ā t ē  un  
v i e t ā . Š ī  p ā r v e i d o tā  M .P icone  i d e n t i t ā t e  p a r e i z a  i n t e r v a l l ā  
a ^ b ^ j o  1 / .  4^) о i n t e r v a l l ā  a à  4 u n  2 / .  j a  ^ , 4 , ^ 0
t a d  a r ī  ^ A ,4 ^ 1 - o .  , .
I n t e g r ē s im  to  no u l ī d z  .

'  (  *

1 /  • . ЪУ = A J  = А Д 0, 
P ā r v e i d o j o t  i d e n t i t ā t e s  k r e i s o  p u s i ,d a b ū ja m

^ 4  . ’ . ( A l l  _
4ч)  4, j

. z  / г  /1 ) ЛА-, A A , л ,)

u n  a p m a in o t icA, A  A  u n

mēm u n  ^ 7( 4 ^  u n  l i e k o t  4 ,)  
n u l l i  , dabūjam

/ѵ ' ._ А / A 1 '
. -  W

гл л7 X a r  t o  n o z i -
un  г̂- 3 Л, v i e t ā

frwn, 01 4,/ r
■ -  '

P ē d ē ja  i z t e ik s m e  4 0 , t a p e c  k a
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w r \  o( /У  о .

2 / . ^ И , / =  ^ /4  4 J =  Ѵ 'І Л  O.
A r L' H o s p i t a l '  a  l ik u m a  .p a lî* d z îb u  d a b ū ja m ,k a  ta g a d  k r e i ­
s ā  p u se  i r  n u l l e .
Kā p i r m a j ā , t ā  o t r a j ā  g a d īju m ā  l a b ā  pu se  7 0 . L a i v i e n l ī ­
d z īb a  i v a r ē t u  p a s t ā v ē t ,  t ā s  abām pusēm  jā b ū t  n u l l e i .N o  

d a b ū ja m ,k a  k r e i s ā  p u se  ‘i r  n u l l e ,  j a  °< v a i  a r ī
^ 7 ZV =  v a i  a r ī

No - о n e p ā r t r a u k t ī b a s ,  d a b ū ja m ,k a  a r ī  zz/aAJ~<=< /4 , 4  о
L ai. d i f e r e n c i ā l ā s  s i s t ā m a s  a t r i s i n ā j u m s  n e b ū tu  а = о, t a d
jā p ie ņ e m ,k a  ^ ( 4 ^ )  zf 0, t . i . p i r m a i s  g a d ī ju m s ,kad ^ ^ 7  k r e i s ā  

pUse v a r ē t u  b u t  n u l l e  a t k r ī t .
A p s k a t īs im  d i f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m u

' 4 .)  * ' ] '  4 J “  = 0  .

Sim d i f e r e n c iā lv ie n ā d o ju m a m  i r  a t r i s i n ā j u m s  k u ņ a  a t ­
v a s in ā ju m s  zz7л 4 4  i k ā  t o  n o s k a id r o jā m , i r  i d ē n t i s k i  n u l l e ,  
b e t  p a t s  Л* ) n av  i d e n t i s k i  n u l l e , t ā d ē ļ  G C f,4 4 -0 .
N e p ie c ie š a m a is  n o te ik u m s , l a i  t a d  nu i r

■ G A A j - o ,  AA„)= o/ ^ '4 4 4 =  °- .

P i e r ā d ī s i m ,k a  t a s  i r  a r ī  p i e t i e k o š a i s  n o te ik u m s , c i t i e m  v ā r ­
d iem , p i e r ā d ī s i m ,k a  ro b e ž p ro b lē m a i

/’r 1 А, 4 ^ - 0

i r  a r i  ā t r i  š i n ā  ju m i, k a s  n av  i d e n t i s k i  n u l l e . P tobešp rob lem as 
i 'A ' d i f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m a  v i s p ā r ī g a i s  a t r i s i n ā j u m s  i r

N o te ik s im  Č, u n  t ā , l a i  d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o ju m a  a t r i s i n ā j u m s
/oc a p m ie r in ā tu  n o te ik u m u s
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ZA 4. ! '  °, AJ- о

! d a b û ja m ,k a

_ Â _ .  0  ‘
M,A) ' u  . •
nav c» un  t ā d ē ļ  no ab iem  v ie n ā d o jū -

Tad no

Ne , ne 4, /
miem a tro d a m ,k a  4 = o.
R o b ežp ro b lēm as  (If-) a t r i s i n ā j u m s  ta d  i r  «.-C, j a  v i e t ā  
r a k s t a  C.
T a s ,k a  ro b e ž p ro b lē m a i  i r  a r ī  a t r i s i n ā j u m s ,k a s  nav id e n ­
t i s k i  n u l l e , r ā d a ,k a  n o te ik u m s

4 ./=  0 * 4 , / = o, 0  •

i r  p i e t i e k o š s , l a i  4 , b ū tu  ro b e ž p ro b lē m a s  ī p a t n ē j ā  v ē r ­
t ī b a  Ào- *

3 . O s c i l l a c i j u  t e o r ē m a .
A p s k a t īs im  S tu rm ’ а  -  L i o u v i l l e  ro b e ž p ro b lē m u

k u p a s  k o e f i c i e n t i  6 i r  r e ā l a s , v ie n n o z īm īg a s  u n  n e ­
p ā r t r a u k t a s  л f u n k c i j a s  i n t e r v a l l a  / l ^ ' O e t  
r e ā l a s ,v i e n n o z ī m īg a s  u n  n e p ā r t r a u k t a s  А f u n k c i j a s  i n -  
t e r v a l l ā  - c« < u n  ou u n  ê i r  i n t e r v a l l a  k±x± ß
d i v i  t ā d i  p u n k t i ,k a s  a p m ie r in a  n o te ik u m u s  / л / ^ / ч ' / у .о  
un  /  +/ f 3' / > °-

O s c i l l a c i j u  te o rē m u  p i e r ā d ī s im  š ī s  ro b e ž p ro b lē m a s  dažād iem  
v e id ie m  a t s e v i š ķ i .A p s k a t ī s i m  3 g a d īju m u s .
1 . У о un J у о i n t e r v a l l ā  a  ë .

— u n - —  č i i l s t  n e p ā r t r a u k t i  v a i  n e m a in ā s  A 
a u g o t  no - 0 0  l ī d z
S p e c i ā l a j ā  g a d īju m ā  p a s t ā v  v ē l  n o te ik u m i:
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С?/ О i n t e r v a l l ā  un 'і0^  °, 3 °- ° ’
L a i p i e r ā d ī t u  b e z g a la  daudz ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u  e k s i s t e n c i  r o -  
b e ž p ro b lē m a i  /V  , p ieņēm ām ,ka  t ā s  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  
k o e f i c i e n t i  i z p i l d a  n o te ik u m u s

/  ô  . _____ Z 'Тггс^гу, &
* U / m  —  ---------- Г̂Г — ~ — -  — Oo. * Ш И Х  '  \  Л  *

J  Л - * 4 ,

P ā r r a k s t ī s i m  ro b e ž p ro b lē m a s  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m u  a r
■

s a i s t ī t a  v e id a  .

u n  p i e r ā d ī s im ,k a  šim v ienādo jum am  b e z  k ā d a  pieņēm um a p a s t ā v  
i e p r i e k š ē j i e  n o te ik u m i •

у  -
U ' ™ .  ~  P ĪS  4  -Т’-х г/Z '

1 -»л.
Ģ- = -

Д  _ }  _  О о
/ г и ^

T ie šā m , j a  А i r  p i e t i e k o š i  l i e l s  ± c, jo  ' - ) ■ ta d
m azāks p a r  n u l l i  i n t e r v a l l ā  л £ л < . ?^,jo z  > о i n t e r v a l -
l ā  л - £ л ± б  t ā d ē ļ

■ ' ^ ■ l  . -< W ___ •
<  ' M  -  — ------  r  ■/ TC .
. _ . r f  . <4 г

^ v n ,  ’

T ā p a t va ram  n o s k a i d r o t , ka '  c •
. Д-+-о°

B ez k ā d a  pieņēm um a p a s t ā v  a r ī  c i t i  o s c i l l ā c i j u  te o rē m a s  p i e ­
r ā d ī š a n a i  v a j a d z ī g i e  n o te ik u m i.T ā  v i e n a i  un t a i  p a š a i  л 
v ē r t ī b a i  (- 1 3 s a m a z in ā j ā s , b e t  n e m a in ā s , Л a u g o t . 1 . o s c i l ­
l ā c i j u  te o rē m a s  d ē ļ  t a d  varam  t e i k t , k a  ro b e ž p ro b lē m a i
i n t e r v a l l ā  i r  b e z g a l a  daudz  ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u

4  ^ ,K .. •• u n  k a  k a t r a i  ī p a t n ē j a i  v ē r t ī b a i  a t b i l s t  t i k a i  v i e  
n a  l i n e ā r i  n e a tk a r īg a .  ī p a t n ē j ā  f u n k c i j a ,k u ņ a i  t i k  daudz  s a k ­
ņ u  i n t e r v a l l ā  Ü U  Й ; k ā d s ’ a t t i e c ī g a s  ī p a t n ē j ā s  v ē r t ī b a s  i n -  
d e k s .  ī p a t n ē  j ā s  v ē r t ī b a s  Xo \ k .... i r  s a k ā r t o t a s  a u g o š ā  k ā r ­
t ī b ā .  .
P i e r ā d ī s i m ,k a  s p e c i ā l a j ā  g a d īju m ā  v i s a s  b e z g a la  d a u d z ā s  ī p a t  
n ē j ā s  v ē r t ī b a s  p o z i t ī v a s .

f >/ о d o d ,k a  ' z n P n - u n  t a d  mums i r  2 . o s c i l l ā c i j u  te o rē m ā  
a p s k a t ī t a i s  g a d īju m s: . •
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Š o r e i  z , ļ  = û.
R o b e žp ro b lēm a i 7/ ' 2 . o s c i l l ā c i  j u  t e o r ē m a s 'd ē ļ  i n t e r v a l l ā

i r  b e z g a la  daudz ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u .T a s  a r ī  i r  v i s a s  
ī p a t n ē j ā s  v ē r t ī b a s .
S ta r p  - 0 0  un о n ek ād u  (Mļ ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u  n a v , j о /
А m a in o t ie s  no l ī d z  0 ,  v i s u  l a i k u  > о / p i e r ā d ī j u m u  s k a t .

l . u n  2 . o s c i l l a c i  ju  t e o r ē m ā / ,b e t  -  ^~0 > j °  ^ a s  a u g n e ­
p ā r t r a u k t i  v a i  n e m a in ā s ^  z a u g o t  u n  - i r  n e g a t ī v s .
2 .  oc У о ѵ л  о i n t e r v a l l ā

un aug  n e p ā r t r a u k t i  v a i  n e m a in ā s z Д
n o - ° °  l ī d z  -у ©o , 
S p e c i ā l a j ā  g a d īju m ā  p a s t ā v  a r ī  n o te ik u m i:
b / o  i n t e r v a l l ā  r u j U  u n  c o/ o.

Šo g a d īju m u  v a r  n o v e s t  uz  i e p r i e k š  a p s a l t o ,  j a  -X  apzīm ē 
a r  V- Tad un V t ā p a t  m a in ās  i n t e r v a l l ā -<?<> c у<*>
I k v i e n a i  x v ē r t ī b a i  d i l s t  9 a u g o t ,b e t  a u g z P d i l s t o t .
T ā d ē ļ

p_,y₽o /  p -,

I z t e ik s m e s  ~^77T  un — / / l i e k o t  А v i e t a  - p z k ļ ū s t  
p a r  iz te ik sm ē m  — p- un  — / ^ a s  a u S n e p ā r t r a u k ­
t i  v a i  n e m a in ā s , p a u g o t .
1  . g a d īju m a  d ē ļ  ro b e ž p ro b lē m a i

s t a r p  u n  /  <7° i r  b e z g a la  daudz  ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u  -■•
K a t r a i  ī p a t n ē j a i  v ē r t ī b a i  a t b i l s t  t i k a i  v ie n a  l i n e ā r i  n e a tk a ­
r ī g a  ī p a t n ē j ā  f u n k c i j a ,u n  ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u  in d e k s  a t k a l  n o r ā ­
d a  a t b i l s t o š ā s  ī p a t n ē j ā s  f u n k c i j a s  sa k ņ u  s k a i t u  i n t e r v a l l ā

а і Х  4

R o b ežp ro b lēm u  dabūjam  no ro b e ž p ro b lē m a s  //A a p m a in o t
-A a r  -  1? , t ā d ē ļ  v i s s  t i k k o  t e i k t a i s  n o d e r  a r ī  ro b e ž p ro b lē m a i

• R o b ežp ro b lēm as ī p a t n ē j ā s  v ē c t ī b a s  a t š ķ i p a s  no
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īp a tn ē jā m  v ē r t īb ā m  v i e n ī g i  a r  z īm i .
S p e c i ā l a j ā  g a d i ju m ā , t ā p a t  kā  p irm ā  g a d īju m ā ,v a ra m  p i e r ā d ī t ,  
k a  v i s a s  b e z g a la  d a u d zā s  ro b e ž p ro b lē m a s  'V  ī p a t n ē j ā s  v ē r ­
t ī b a s  i r  p o z i t ī v a s .  S k a i d r s ,k a  ro b e ž p ro b lē m a s
ī p a t n ē j a s  v ē r t ī b a s  t a d  i r  n e g a t ī v a s .
3 .  ^ 7 0 m ain a  z irn i un  ^7/о i n t e r v a l l a  л £ &  un

Л  un  d i l s t  n e p ā r t r a u k t i  v a i  n em ainās, Л
a u g o t  no о l ī d z  у <T O  un  A d i l s t o t  no о l ī d z  - ■
а / . P ie ņ e m sim ,k a  Л m a in ās  i n t e r v a l l ā
D a l īs im  v i s u s  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  " lo c e k ­
ļ u s  a r  А Tad dabū jam  d i f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m u

-X a u g o t v ienam  un tam  pašam  л , f u n k c i j a s  u n  b = -
n e p ā r t r a u k t i  d i l s t .
O s c i l l ā c i j u  te o rē m a s  p ie rā d īju m a m  v ē l  n e p ie c ie š a ,m s , l a i

d i l t u  v a i  v ism a z  n e m a in īto s ,} *  a u g o t .
No t ā ,  k a  —*u  ~  u n  ’ d i l s t  n e p ā r t r a u k t i  v a i  n e ­
m a in ā s  , Л a u g o t no о l ī d z  , d a b ū ja m ,k a  a r i  •

. t А Л-67/ З А ■

d i l s t  n e p ā r t r a u k t i  v a i  n e m a in ā s ,А a u g o t no о l ī d z  /  c«. 
N o s k a id ro s im

G '■ ^ -/7  •
■ »  = ~ f

v ē r t ī b u  i n t e r v a l l ā
ļ o t i  l i e l a i  Л v ē r t ī b a i  G z īm i n o sa k a  - m ain a  z īm i 
i n t e r v a l l ā  u n  t ā d ē ļ - a r ī  S  , kad X p i e t i e k o š i  l i e l s ,
m a in a  z īm i š a i  i n t e r v a l l ā ,k a m  seko  w £ 7 o  u n  pēdējam

j o  ' l"TA>^un t a s  t i e c a s  u z . n u l l i ,  j a  А t i e c a s  uz^< ^
A t r a s t ā  s a k a r ī b a  n e d e r  b e z g a l a  daudz  ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u  e k s i s ­
t e n c e s  p i e r ā d ī š a n a i . T ā d ē ļ r ī k o s i m i e s  t ā : i r  d o t s , k a  ? m aina
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zīmi intervalle < 6. Sameklēsim tādu minētā intervalle da­

ļu аіцсі kuņā - visu laiku negatīvs.Tad intervallā а /' 

ļoti lielai А vērtībai т>мхх£ < bet - & ? о u n  tādēļ

Pēdējās sakarības dēļ diferenciālvienādojuma ikvienam 

atrisinājumam,ja А cik patīk liels,ir cik patīk daudz sak­
ņu intervalle л< un tā kāa^.U' i r ū ^ < /  daļa, tad arī 

intervalle

Robežproblēma , kā to redzējām,apmierina visus 2.oscil- 

lāciju teorēmas noteikumus,tādēļ tai intervallā bez­

gala daudz īpatnējo vērtību A», Â , Ax,-- , kas sakārtotas

augošā kārtībā,un katrai īpatnējai vērtībai atbilst viena 

vienīga lineāri neatkarīga īpatnējā funkcija,kuņai tik daudz 

sakņu intervallā kāds attiecīgās īpatnējās vērtības

indeks. .

b/. А mainās intervallā - t А 0.

Šo gadījumu var novest uz а/.gadijumu,apzīmējot А ar-P. 

Robežproblēma tad pāriet par W  / un P1 mainās inter­

vallā O Ļ 4 Robežproblēmai intervallā рду”  ir

bezgala daudz īpatnējo vērtību P«, kas sakārtotas au­

gošā kārtībā un katrai īpatnējai vērtībai atbilst tikai vie­

na lineāri neatkarīga īpatnējā funkcija,kuņai tik daudz sak­

ņu intervallā л4 kāds attiecīgās īpatnējās vērtības indeks. 

Robežproblēmai , tā kā A=-P ir savukārt starp о un-” 

bezgala daudz īpatnējo vērtību Х.Д,,... , kas sakārtotas dils­

tošā kārtībā,un arī tām atbilst katrai tikai viena lineāri 

neatkarīga īpatnējā funkcija ar tik daudz saknēm intervallā 

kāds attiecīgās īpatnējās vērtības indeks.

с/. А mainās intervallā - 4 А 4 4

Sadalam šo intervallu divi intervalles

Ö i  A 4 ■+ со  0  \  )  .

а/.gadījuma dēļ intervallā 0^X4 + ir bezgala daudz robež- 

problēmas /7/2 īpatnējo vērtību.Minētās īpatnējās vērtības 

visas ir pozitīvas un tādēļ apzīmēsim tās ar .

■ к,--



Š is  ī p a t n ē j ā s  v ē r t ī b a s  s a k ā r t o t a s  a u g o šā  k ā r t  ī b ā .  K a t r a i  ī p a t ­
n ē j a i  v ē r t ī b a i  a t b i l s t  v i e n a  l i n e ā r i  n e a t k a r ī g a  ī p a t n ē j ā  fu n k ­
c i j a  a r  t i k  daudz saknēm  i n t e r v a l l ā  а л * 1- k ād a  ī p a t n ē j ā s  
v ē r t ī b a s  i n d e k s .  .
b / .g a d ī j u m a  d ē ļ  a r ī  i n t e r v a l l ā  ОУ/ Ь У - 0 0  • i r f c e z g a la  daudz 
ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u ,k u p a s  ap z īm ēsim  a r

jo  t ā s  v i s a s  n e g a t ī v a s .Š ī s  ī p a t n ē j ā s  v ē r t ī b a s  a t k a l  s a k ā r t o ­
t a s  d i l s t o š ā  k ā r t ī b ā . I k v i e n a i  ī p a t n ē j a i  v ē r t ī b a i  a t b i l s t o š ā s  
ī p a t n ē j ā s  f u n k c i j a s  sa k ņ u  s k a i t s  i n t e r v a l l ā  L a t k a l  i r  
v i e n l ī d z ī g s  a r  ī p a t n ē j ā s  v ē r t ī b a s  in d e k u . ■ •
Tā t a d , j a  i n t e r v a l l ā  f .  m aina  z īm i u n  X m a in ās  i n t e r ­
v a l l ā  - о® < U ^ . t a d  ro b e ž j jro b lē m a i  i r  i n t e r v a l l ā

b e z g a la  daudz  pa d i v i  * tādu ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u
C  L  %■ ikurām a t b i l s t  ī p a t n ē j ā s  f u n k c i j a s  a r  v ie n ā d u  

sa k ņ u  s k a i t u  i n t e r v a l l ā  . Ar to  s i s  gadijum sY 'no g a d īju m a ,
kad i n t e r v a l l ā  g z īm i n e m a in a .
J a  о u n  0, t a d  ro b e ž p ro b lē m a s  ,7/ ī p a t n ē j ā s
v ē r t ī b a s  А о X» - °  To dabū jam  a r  2 . o s c i l l a c i j u  te o rē ta a s  u n
a / . u n  b / .g a d ī ju m a  p a l ī d z ī b u .
P i e r ā d ī s i m ,k a  ro b e ž p ro b lē m a i  n av  kom pleksu  ī p a t n ē j o
v ē r t ī b u ,  j a  i r  r e ā l a s ,  v ie n n o z īm īg a s  un  n e p ā r t r a u k t a s

x f u n k c i j a s  i n t e r v a l l ā  fi , л  ? о u n  3 n em a in a  z īm i i n ­
t e r v a l l ā  & /  л  un i r  d i v i  k a u t  k ā d i  i n t e r v a l l ā
A±* à ß  p u n k t i /  un i r  r e ā l ā s  k o n s t a n t e s .  •

1 . p i e r ā d i  ju m s. P ieņem sim  p r e t ē j o , k a  ro b e ž .p ro b lē m a i /
k o m p le k sa  ī p a t n ē j a  v ē r t ī b a  • R o b ežp ro b lem as V/
f e r e n c ia lv i e n a d o ju m a  k o e f i c i e n t s  X i r  a n a l ī t i s k a  1
c i j a , u n  t a d e ļ  k ā d a s  d i f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m u  a t r i s i n ā j u m u

i r
d i ­

fu n k -  
e k -

s i s t e n c e s  te o rē m a s  d e ļ  t ā  a t r i s i n ā j u m i  a r i  i r  a n a l ī t i s k a s  
А f u n k c i j a s , t . i .

у u n  z  i r  r e ā l a s  f u n k c i j a s  u n  t ā p a t  k ā  a p m ie r in a
a b u s  ro b e ž n o te ik u m u s , jo  i e l i e k o t  ro b e z n o te ik u m o s  un  
v i e t ā  ^ г г  un u n  a t d a l o t  r e ā l ā s  d a ļa s  no im a g in a r a -
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jam,dabūjam no pirmā robežnoteikuma

un no ot rā

а '2(aJ '- -  0

Ievietosim robežproblēmas diferenciālvienādojumā Ä un

и  vieta to nozīmes,tad

un,atdalot šai identitātei reālo daļu no imaginarās

Reizinot pirmo ar £ un otro ar y un atņemot no pirmā otro, 

dabūjam * ,

é  / r У  - « - А  " °

£  /  V

un, integrējot no u- līdz /

Šīs identitātes kreisā puse ir nulle,jo un 

un apmierina robežnoteikumus.

/No pirmā robežnoteikuma dabūjam,ka

punktos cv

= c> < /

Tādēļ г/ = o.

Tāpat varam pierādīt,ka ~ °J
Identitātes labā puse turpretim,tāpēc ka □ intervallā 0
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z īm i n e m a in a  un  mav i d e n t i s k i  n u l l e  u n  7 °/ i r  n u ^ ^ e  v i e ­
n īg i .  t a d ,  j a  P-o. B e t А  о d o d ,k a  ro b e ž p ro b lē m a i  (M j n av  kom­
p le k s u  ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u .  .
P ie r ā d ī ju m a  g a i t a  r ā d a ,k a  i r  r e ā l a s  k o n s t a n te s  i r
n e p ie c i e š a m s , l a i  n o s k a i d r o tu ,k a  /  u n  z  a p m ie r in a  ab u s  r o b e ž -  
n o te ik u m ū s . J a  b ū tu  k o m p le k sā  m a in īg ā  À f u n k c i j a s ,
t a d  ro b e ž n o te ik u m o s  t ā d s  r e ā l ā s  d a ļa s  a td a l ī j u m s  no im a g in ā -  
r ā s  k ā  i e p r i e k š ē j a i s  n e b ū tu  i e s p ē ja m s ,u n  t ā d ē ļ  l un  Z n e ­
a p m ie r in ā tu  ab u s  r o b e z n o te ik u m u s .
,2 .p i e r ā d i j u m s . /  P o i s s o n 'a  p i e r ā d ī ju m s  / .
A pzīm ēsim  a r  /  un  /  ro b è z p ro b lê m a s  d iv a s  ī p a t n ē j ā s
v ē r t ī b a s  un  a r  un  tām  a t b i l s t o š ā s  ī p a t n ē j ā s  f u n k c i j a s .  
I e v i e t o j o t  p ēc  k ā r t a s  u n  / , ro b e ž p ro b lē m a s  d i ­
f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m ā ,  dabūjam  i d e n t i t ā t e s

r e i z i n o t  t ā s  a t t i e c ī g i "  a r  u n  , a tņ e n o t  no p irm ā s  o t r o
u n  s t a r p ī b u  i n t e g r ē j o t  no ъ  l ī d z  dabū jam  S tu rm 'a  fo rm u -

u n  i r  ro b e ž p ro b lē m a s  a t r i s i n ā j u m i , t . i . t i e  punk­
t o s  z  u n  £ a p m ie r in a  d o to s  r o b e ž n o te ik u m u s , t ā d ē ļ

S tu r m 'а  fo rm u la  ta d  d o d ,k a

X у / у  9 а, <4̂  А А .

Ar л p a l ī d z ī b u  p i e r ā d ī s i m ,k a ,  p ie ņ e m o t, ka  /  u n  /  i r  
k o m p le k sa s  ī p a t n ē j ā s  v ē r t īb a s ,n o n ā k a m  p ie  p r e t r u n a s .
P ie ņ e m sim ,k a  ro b e ž p ro b lē m a i  . //, i r  k o m p lek sa  ī p a t n ē j ā  v ē r ­
t ī b a  P irm a jā  p i e r ā d ī j u m ā  j a u  n o s k a id r o jā m ,k a  r o b e ž ­
p ro b lē m a s  a t r i s i n ā j u m s  , ta d  i r  a n a l i t i s k a  А fu n k ­
c i j a , t . i .  .



-6 8  -

p ie  kam y u n  < i r  r e ā l a s  л, А , f u n k c i ja s .R e d z ē jā m  a r ī , k a  
y u n  ž ' , t ā p a t  kā  a p m ie r in a  ab u s  ro b e ž n o te ik u m u s . P i e r ā ­

d ī s im ,k a  a r ī  i r  ro b e ž p ro b lē m a s  ( i f )  ī p a t n ē j a  v ē r ­
t ī b a  un  t a i  a t b i l s t o š ā  ī p a t n ē j a  f u n k c i j a .R e i z i n o t '

t
31 o t r o  i d e n t i t ā t i  a r  u n  s a s k a i t o t  a r  p irm o , dabūjam  

i d e n t i t ā t i

k a s  r ā d a ,k a  i r  ro b e ž p ro b lē m a s  7/ d i f e r e n c i ā l v i e n ā d o ­
jum a a t r i s i n ā j u m s ,  j a  Д i r  T ādā p a t  c e ļ ā  a r  А ' 1 un
p a l ī d z ī b u  a tro d a m ,k a  a r ī  a p m ie r in a  ab u s  ro b e ž n o te ik u m u s ,
c i t i e m  v ā r d i e m , i r  ro b e ž p ro b lē m a s  a t r i s i n ā j u m s . I e l i k s i m
fo rm u lā  T-У/ u n  v i e t ā  u n  Tad dabūjam

^ r ~  0. 
' Ja, & J  .

S ī v i e n l ī d z ī b a  i r  n e ie s p ē ja m a , j о J i n t e r v a l l ā  /  z īm i 
nem a in a  un  t ā d ē ļ  k a  V u n  J  i r  r e ā la -s  X f u n k c i j a s .
Tas r ā d a ,k a  ro b e ž p ro b lē m a i  nav  ko m p lek su  ī p a t n ē j o  v ē r ­
t ī b u .  .
P i e r ā d ī s i m ,k a  a r ī  t a i  g a d īju m ā ,k a d  m ain a  z īm i jU ^ ^  А  о i n ­
t e  r v a l l ā  u n  y, 0 u n  p i e  kam / з / З ’ a t k a l
i r  r e ā l a s  k o n s t a n t e s , ro b e ž p ro b lē m a i  / 7 //  nav  k o m pleksu  ī p a t ­
n ē jo  v ē r t ī b u .  
P ieņem sim  p r e t ē j o , k a  ro b e ž p ro b lē m a s  / /  ī p a t n ē j ā  v ē r t ī b a

Л' i r  k o m p le k s a , ! . i .  A t b i l s t o š ā  ī p a t n ē j ā  f u n k c i j a
A i r  a n a l ī t i s k a  Л f u n k c i j a  un  t ā d ē ļ

R e iz in ā s im  p irm o i d e n t i t ā t i  a r  у , o t r o  a r  ļ  p ēc  tam
s a s k a i t ī s ’im t ā s  u n  iznākum u i n t e g r ē s im  r o b e ž ā s  no l ī d z
Tad dabūjam

I d e n t i t ā t e s  t r e š a i s  s a s k a i t ā m a i s  А d ē ļ  i r  n u l l e  un
c e t u r t a i s  s a s k a i t ā m a i s  n e g a t ī v s  v a i  n u l l e , jo  A<?. N o s k a id ro s im  
p irm ā  s a s k a i tā m ā  z īm i.

• u n  i  p u n k to s  a. un  6 a p m ie r in a  a b u s  ro b e ž n o te ik u m u s , t ā d ē ļ  

у  - CfX\ <x '



-  69 -

/  4/ еЪ/ čv  i r  k a u t  kārta s k o n s t a n t e s / .
I e v i e t o j o t  š ī s  У > ’ ? г ' - -3 '  n o z īm es
.izteiksm ē / dabūjam

- â :■ i  у 1 У­
/  4 у

- _ <*4

, X у. t  % ' У *

i /e ļ  л  i '  -  < О r

jo  u°< of p ie  kam n u l l e  i r  v i e n ī g i  t a d ,  j a  - о, 0

ьб) o t r a i s  s a s k a i t ā m a i s  -  а о z  j °  x ?o  u n  y ļ  о
un 2 4 о P ie ņ e m o t,k a  , y'= о u n  2-L o , d a b ū ja m ,k a  a r ī  u l ö  
L ie k o t  ro b e z p ro b lē m a s  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m ā  Л v i e t ā
дс+ti? un u.1 v i e t a  n u l l i , dabūjam  

! f  K -t,' 17 ) °! - C  = 0.

i r  f u n k c i j a ,k a s  nav  i d e n t i s k i  n u l l e , j o  a t r i s i n ā j u m u  о 
n e a p s k a tā m .T ā d ē ļ  p ē d ē ja  v i e n l ī d z ī b a  dod s a k a r īb u

u n ( ja -  a td a la m  r e ā lo  d a ļu  no im a g i n a r ā s , ta d  dabūjam

Ta k ā  pieņēm um a d ē ļ ,k a  ro b e ž p ro b lē m a i  / /  i r  k o m p lek sa  ī p a t ­
n ē j ā  v ē r t ī b a  
лд* £ m aina  
n e g a t ī v s , kam 
se t u r p r e t i m

ta d  ^ = Ö. B e t t a s  n e v a r  b u t ,  jo  /  i n t e r v a l l a  
z irn i . T ā d ē ļ_  s a s k a i_t a m a i s  г V'k K t ievs ā m
se k o , k a  <<ь k r e i s ā  p u se  v ien m ēr 4 c. Labā- p u -  
i r  n u l l e . ? ī  p r e t r u n a  r ā d a ,k a  ro b e ž p ro b lē m a i

j a  t a s  k o e f i c i e n t i  i z p i l d a  i e p r i e k š  m in ē to s  n o t e ikum us, n av
k o m p lek su  ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u .
A p sk a to t 3 . o s c i l l ā c i j u  te o rē m u  r e d z ē jā m ,k a  ro b e z p ro b lē m a s

k f  k a t r a i  ī p a t n ē j a i  v ē r t ī b a i  a t b i l s t  t i k a i  v i e n a  l i n e ā r i  
n e a t k a r ī g a  ī p a t n ē j ā  f u n k c i j a , c i t i e m  v ā r d i e m ,v i s a s  ro b e ž p r o b -  
lē m a s  ī p a t n ē j ā s  v ē r t ī b a s  i r  v i e n k ā r š a s .N o s k a id r o s im ,v a i  š ī s  
ī p a t n ē j ā s  v ē r t ī b a s  i r  ro b e z p ro b lē m a s  ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u
v ie n ā d o ju m u  v i e n k ā r š a s , v a i  v a i r ā k k ā r t ī g a s  s a k n e s .
A pzīm ēsim  a r  u n  ro b e z p ro b lē m a s  /- d i f e r e n c i ā l v i e -
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nadojuma lineāri neatkarīgos atrisinājumus,tad īpatnējo vēr­

tību vienādojums minētai robežproblēmai ir

оЗ Ал  / л /  -  <Ÿ Л_/

/Э 7 ^  / / 7  •* V ' о.

J ä. . • •

, j Ѵ= ч д, - ,
[іи у , 7

( Х)у'

un -

tad īpatnējo vērtību vienādojums pāriet vienkāršākā veidā

/ Xj у < Л = о.

Apskatīsim vispirms gadījumu,kad у intervallāл £ ïéо zīmi 

nemaina, z у 0 šai intervallā un Л 3 ļr konstant es. Apzīmē­

sim *9) kreiso pusi ar t.i.

/7 Ду = p  Ду P

Ja Л ir /7Ду divkārša vai vairākkārtīga sakne,tad arī ()- 

Aprēķināsim vērtību, ja k ir -Xj = 0 sakne.

г/ ÆA- Эи, с,Х)
=. J “Tī + i3 ЭХ

un <Zi tādēļ

■ P Zĉ ļ 1 d 'iZļ ' л,
dl " ° ' П  = °' •

Biferencēsim pēc X identitāti

ģ i ^ ' l  + ! ^ - г1 °,

tad dabūjam .

Šī vienlīdzība ir lineārs nehomogēns diferenciālvienādojums, 

ja pieņemam,ka ir nezināmā funkcija.Attiecīgā homogēnā 

diferenciālvienādojuma atrisinājumi un ir doti,un tā-
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dēļ JT varam atrast ar Lagrange integrācijas konstantu va­

riācijas metodi.

Pieņemsim, ka , • . '

• ■ /

£ un ir pagaidam nezināmās x un Л funkcijas. 

Diferencējam šo vienlīdzību pēc \ , tad

/3/ - c ' .

Pieņemam, ka , un sastādām ■

p j c  - t 4

Reizinot <7̂ / 3’ un pēc. kārtas ar un *-

saskaitot un ievērojot,ka o, un ir attiecīgā homogēnā 

vienādojuma atrisinājumi,dabūjam,ka

Nezināmās funkcijas / un T atradīsim no algebrisko vie­

nādojumu sistēmas . .

( С / T4  d  1C =  О  '
• ļ л  А

/ >  z  c  '  /  q i y
(  x  '

Šīs vienādojumu sistēmas sistēmas déterminante ir 

г ‘

jeb 1 ’ .

/ -

C ir kaut kada konstante,kuņu noteiksim izlietojot noteiku­

mus un ’-it . Tad no dabūjam,ka

kas dod

Formula <33J, liekot C vieta - z z pariet par
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B e id z o t

I n t e g r ē j o t  a tro d a m ,k a

/  u n  i r  k a u t  k a d a s  k o n s t a n t e s / .
L ie k o t  fo rm u lā  ( J c j  C, un  v i e t ā s  t o  n o z īm e s , dabūjam

u n  pec  p ā rv e id o ju m ie m  -

. + £ , и ,  У, л ' 4  -% ,ч Л • .

S astād ām

- J  i<aj ■ ̂ ,1 '7 "V t  Л/ *

; i Л. 1 -Л 1 /

/  / , . T . . T . , . , , . 1 3< ļ̂±a,un n o te ik s im  i z l i e t o j o t  n o te ik u m u s  ~°,— эл -°
No un  ' dabū jam  u n  Zv  a t r a š a n a i  v ie n ā d o ju m u
s is tē m u

. ļ 4  'л, i  i л 1/ = ° .
( Z7 J/у  ^ 0 1

k u p a s  s i s t ē m a s  d é te r m in a n te  i r
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Tādēļ

Izteiksmē ievietojot- ~ vietā to no­

zīmes, dabūjam

ЖРШ. a' [  e±L Ѣ t, a. (6, Xj~ А f
ot \ 'Ja tfa-J -

y-/3 -J . 1 —' / л/ 47̂ *( )J^

un pēc pārveidojumiem «

Zemintegrāla izteiksmes otrs reizinātājs ir kvadrātiska for­
ma /kvadrātiska forma а^х-> л £ - a.c 1 у j pr

visu laiku ar vienu un to pašu zīmi,t.i.ar a, zīmi,ja tās 

diskriminante Д = А о /,kuņas dikrīminante

1 X/Ĵ

ir nulle, ja Л ir //17 y 7̂ f 7 = ° .sakne.Tādēļ pie 

šīs Л vērtības minētā forma intervallāco±*£ 6 zīmi nemaina, 
un to nosaka z37^Д  1 7 3 X] , kas nav nulle, jo citādi

un būtu lineāri atkarīgi.Arī pirmais zemintegrāla izteiks­

mes reizinātājs intervallā a.i^é zīmi nemaina un о

jo dots,ka y un intervallā 6 zīmi nemaina.Tādēļ zem­

integrāla izteiksme visu laiku ar vienu zīmi un 07 kam se­
koja -^/A/^/^ja А ir sakne.

Tā tad . robežproblēmas //// īpatnējo vērtību vienādojumam 

o, ja о un 9 nemaina zīmi intervallā £ un 4 Z 

konstantes,ir tikai vienkāršas saknes.

Tagad apskatīsim gadījumu,kad maina zīmi,^7/ c о inter­

vallā ■х-х 7/ о, о un Д  ' ir konstantes.

Pieņemsim,ka а ir robežproblēmas atrisinājums.Reizināsim 

identitāti ’ . •

au'J-cjitc о

ar un integrēsim pec tam robežās no a. līdz tad dabūjam
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No ro b e ž n o te ik u m ie m  
z Л,} = 0

. <3'a ļ£ļ  t 3 a,' 6 j - о

D ab ū jam ,k a  
£c(&Y = (j 4 <z/ /3 ■
.̂Y^Y =■ ; <u ' Y = - <̂ /3 '

/  c i un  i r  k a u t  k ā d a s  k o n s t a n t e s / .  .
T ā d ē ļ . . .

’ — - ^ ^ Y Y <*-ŶJ e Y ^ Y /  c .

p i e  kam n u l l i  dabū jam  v i e n ī g i  t a d ,  j a  r u n  /3^'= 0. 
A r ī

/  YuY ai 4 ?/ 0, .

j o  un a S ö ,  . •
O t r a i s  l o c e k l i s  

re
Ja,

j o  un pagaidām  g ad īju m u  <^-o i z s lē d z a m . 
I d e n t i t ā t e s  / 3 / /  l a b ā  p u se  t ā d ē ļ  v ie n m ē r  p o z i t ī v a ,k a s  dod, 
k a  a r ī  k r e i s a j a i  p u s e i  j ā b ū t  p o z i t ī v a i , t . i .

(39j > ° • •

A p s k a t īs im  ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u  v ie n ā d o ju m u

. F Y x Y - . p ' i c ^ Y ^ ■

P ie ņ e m s im ,k a  Л, i r  š ī  v ie n ā d o ju m a  s a k n e .T a i  a t b i l s t o š ā  ī p a t ­
n ē j ā  f u n k c i j a  t a d  i r  A,/ '
D i f e r e n c iā lv ie n ā d o ju m a  .

a t r i s i n ā j u m u ,k a s  a p m ie r in a  p irm o  ro b e ž n o te ik u m u  a p z īm ēsim  a r  
No i d e n t i t ā t ē m  .

/ z ^Ŷ . XJ J Y IŸ - о
\ ) j  ^ ^ - CŶ Y ,̂ о
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r e i z i n o t  t a s  a t t i e c ī g i  a r  А/ • u n  a tņ em o t no p i r ­
mās o t r o  un  pec  tam  i n t e g r ē j o t , dabū jam

/л Л/^^у, А7 - kJJ у = ■

= - /  А,- А

k J  un  a p m ie r in a  p u n k tā  о - ' ro b e ž n o te ik u m u , и,,(лk J
p u n k tā  6 r o b e ž n o te ik u m u ,tā d ē ļ  p ē d ē jo  i d e n t i t ā t i  varam  p ā r ­
v e id o t  v i e n k ā r š ā k ā  v e i d ā , t . i .  •

-i , А - Л > 2 ' 6 k
No -уЗ « , / ^ , 2  = 0 i  d ab ū jam , j a  о /  k a  ’ ’

/  J a  j ' -  c , t a d  varam  i z r ē ķ i n ā t  a/fc , k J  z jo  t a d  t ā p ē c ,  
ka  / J J  + J A ' / I C . T ā lā k ā  p ie r ā d ī ju m a  g a i t a  š a i  g a d īju m ā  t ā d i  p a t i  
k ā  t a d ,k a d  ji-£O  / .
L ie k o t  šo  a.t J ( ,k J '  n o z īm i i d e n t i t ā t ē  , a tro d a m

k J  и. ̂ л , kJoLt^
■ Ь P' 1 А -A, '

I d e n t i t ā t e s  (ч о )  l a b ā s  p u s e s  o t r ā  r e i z i n ā t ā j a  s k a i t ī t ā j s  i r  

y S 'V O / ’y î ^ ^ W ^ / ' W  j o  o.

J a  A-’ Ac  t a d  /ѴЛ- ---- ? u n  i d e n t i t ā t e  (Уо) p ā r i e t
•А А

i d e n t i t ā t ē
Г 6 -------—----k--j-  .

k u ņ a s  k r e i s ā  puse  d ē ļ  nekad  n a v  n u l l e .T ā d ē ļ  a r ī  t ā s  l a ­
b ā  pu se  я, kam seko  ^ J k , J i  o. .
No š e j i e n e s  s l ē d z i e n s ,k a  a r ī  t a i  g a d īju m ā ,k a d  m ain a  z īm i -
i n t e r v a l l ā  G, ^ > O, O /O m in ē t a j ā  i n t e r v a l l ā  un

i r  k o n s t a n te s ,  ro b e ž p ro b lē m a s  ’ p s }  ī p a t n ē j o  v ē r t ī ­
bu  v ienādo jum am  n av  v a i r ā k k ā r t ī g u  s a .k ņ u ,ja  v i e n  p ieņem am ,ka  
š a i  ro b e ž p ro b lē m a i  nav  a t r i s i n ā j u m a  kam a tv a s in ā ju m s  
v i s ā  i n t e r v a l l ā  ^ ■ 
Tagad a p s k a t ī s im  izņēmuma g a d ī ju m u ,kad c -
P ie ņ e m o t ,k a  o, d abū jam āka  ^ = 0  v a i  d /  c i r  k o n s t a n te ,
k a s  nav  n u l l e / .

^  = č d o d ,k a  C~ o v a i = C i n t e r v a l l ā  j a  un
0 š ī  v i e n l ī d z ī b a  n av  i e s p ē j a m a , jo  d o t s ,k a  m aina  z īm i ,
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b e t  C i n t e r v a l l ā  « u z .U  l i e l ā k s  p a r  n u l l i . L a i  m in ē tā  v i e n l ī ­
d z īb a  v a r ē t u  p a s t ā v ē t , jā p ie ņ e m ,k a  Л= о un  о i n t e r v a l l ā

J a  А - о i d e n t i t ā t e s  (з?} k r e i s ā  p u se  i r  n u l l e , t ā  t a d  
a r ī  l a b a j a i  p u s e i  j ā b ū t  n u l l e i , c i t i e m  v ā r d i e m , t ā s  p irm a jam  
sa sk a itā m a m  ; jo  un  j a u  i r  n u l l e ,
t ā d ē ļ  k a  = 0  un  o. Ko 

a t r o d a m ,k a  ° u n ^ ^ i ^  kam seko  jo  °( un  n av
n u l l e ,  j a  u=<? un
Tā t a d  а - о un  а - e dod = o, /3 -  о, C- 4 u n  1= о
Д = о i r  r o b e ž p r o b lē m a s / / J /  ī p a t n ē j ā  v ē r t ī b a , j o  t a i  a t b i l s t  

a t r i s i n ā j u m s  k a s  n av  i d e n t i s k i  n u l l e .
P ie  tam  J\ - i r  ( i f )  ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u  v ie n ā d o ju m a  d iv k ā r š a  
s a k n e , jo  5 . o s c i l l ā c i  ju  te o rē m ā  r e d z ē jā m ,k a  >o

y u n  l 0 a b a s  
s a k r ī t  a r  n u l l i ,  j a  8= о »< 4 o, n '= o.

4 . 0 s c i l l ā c i j u  t e o r ē m a * .  .
M ason '.s ,  Во c h e r  ' s  i r  p i e r ā d ī j u š i  o s c i l l ā c i j u  te o rē m u  r o -  

, b e ž p ro b lē m a i

p ie  k u ņ a s  n o n ā c a  j a u  F o u r i e r  ' s-, p ē t o t  s i l tu m a  v a d īš a n u  t i e v ā  
d r ā t s  r i ņ ķ ī . M ason 7 s s a v ā  p ie r ā d ī ju m ā  l i e t o  i n t e g r ā l v i e n ā d o ­
ju m u ,b e t  B o ch e r ' s  S tu rm 7 а  m e to d e s .P ie r ā d ī s im  šo te o rē m u  pēc  
B o c h e r 'a  p a ra u g a .

T e o r ē m a .
R o b ežp ro b lēm as (4?) k o e f i c i e n t s  Л  i r  t ā d a  л un G t ā ­
da  А u n  Л f u n k c i j a  i n t e r v a l l ā  ß  un  /1,< 1 < 4 ^  k a  pa­
s t ā v  o s c i l l ā c i j u  te o rē m a  ro b e ž p ro b lē m a i  un  t ā  ta d  
a r ī  t ā s  s p e c iā l i e m  v e id ie m
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/ a un ir divi kaut kādi intervallā punkti/,

ir reāla,viennozīmīga un nepārtraukta д un Л funk­
cija intervallā ß un/,- ^ 4 \.Bez tam robežproblēmas 

robežnoteikumi ir ar sevi saistīti, t. i . Л̂ і/=

• - / Šo noteikumu dabūjam no vispārīgāka noteikuma

kupā &  ir diferenciālvienādojuma 
/л/* 4̂4? - = ̂ koeficients,

/ °(3 ļ /  I °G
. /э / '

pie kam Л'= ir lineāri neatkarīgu robež-

noteikumu

u / f a j + ° ( v  -  &

koeficienti./

Pastāvot šiem noteikumiem .robežproblēmai /^/ intervallā 

ir bezgala daudz īpatnējo vērtību \ Ol X „ ,  .■

kas sakārtotas augošā kārtībā.

Izvēlēsimies divus lineāri neatkarīgus robežproblēmas /̂ <7 

diferenciālvienādojuma ātri šinājumus,kas apmierina noteikumus

( À /  -  /  t c r  о

( \  1 ^ 1  ° !  Л '  '  r  Z  '  ■

Apzīmēsim ar . robežproblēmas īpatnējās vēr­

tības un ar О, robežproblēmas īpatnējās vēr­

tības. .
J a v a i  a r I  y bet 7 un

/, tad intervallā А
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bez A* citu īpatnējo vērtību, nav.

Ja tad katrai ^'7 īpatnējai vērtībai atbilst ti­

kai viena lineāri neatkarīga īpatnējā funkci ja,bet, ja ,

tad katrai (но) īpatnējai vērtībai atbilst divas lineāri ne­

atkarīgas īpatnējās funkcijas. (ч/) īpatnējai vērtībai,kas 

atrodas intervallā 0. c А< ^,) vai sakrīt ar ^atbilst

tikai viena lineāri neatkarīga īpatnējā funkcija.

Robežproblēmas (ч/} • diferenciālvienādojuma atrisinājumu 

un -% Vronska déterminante ir * .

a ,77 X ) X ) - , iļ J/ = ̂ <7 ' .

un punktā £ tās nozīme

(Hs-J z

Sastādīsim robežproblēmas z чо) īpatnējo vērtību vienādojumu. 

Robežproblēmas (4f) diferenciālvienādojuma vispārīgais atri­

sinājums ir

Noteiksim Č, un tā, lai <4 apmierinātu abus robežnotei- 

kumus,t.i.lai pastāvētu vienlīdzības • .

, C, af(a, X ) чі(а) A = X)

? б* (Л/ X/ 4 £ X(- / ё’Х/ + .

Šīs vienlīdzības varam uzskatīt par divu lineāru algebrisko 

vienādojumu sistēmu ar nezināmiem un . Lai minētajai al­

gebrisko vienādojumu sistēmai nebūtu viensgi ātri šinājums,4 

bet arī citi,tad tās sistēmas deteiminantei jābūt nullei

' [чЫ \-, o. •

To pārveidojot, atrodam,ka

/- ̂ 7 / G, A J— ё, Ху / ; і/ X j z І ё, X ) /  £. XJ - о

un, izlieto jot formulu /

X(-^ O
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Robežproblēmas (‘n) indeks var būt 2, jо, pieņemot,ka matricas

■ чг) ■

rangs ir nulle,t.i.ikviens tās loceklis ir nulle,pretrunu ne­

dabūjam. Robežproblēmai . tādēļ var būt kā vienkāršas,tā 

divkāršas īpatnējās vērtības.

■Pirms oscillāciju teorēmas pierādīšanas noskaidrosim,ka robež- 

problēmas Л%/ vienkāršās īpatnējās vērtības ir tās īpatnē­

jo.vērtību vienādojuma vienkāršas saknes,bet divkāršās īpat­

nējās vērtības - divkāršas saknes,t.i.ka pie vienkār­

šām īpatnējām vērtībām zīmi maina,bet pie divkāršām nemaina. 

Tam nolūkam sastādīsim

Izteiksim — ■ . .

atkarībā no un «Ū  tāpat kā pierādijumā,ka robežproblē- 

mas īpatnējo vērtību vienādojumam nav divkāršu sakņu,

ja- y intervâlla / zirni nemaina.Tad .

/ічі J

У!-
un

/>Л Y J лу + [ <  g ^ 1 -^ '(6 ,

Integranda reizinātājs figūriekavas ir lielumu un

kvadrātiska forma,kuņas diskriminante ir
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Л =

Pārveidojot to ar formulas А ̂ 7 palīdzību,dabūjam

_ / у Д  J y ал (C. J/

un beidzot
û i, У«* /

Ja. A ir sakne, tad X + x un kvadrātiskās

formas diskriminante ir nulle,kas rada,ka pie AtA/ saknēm 

minēta forma, j mainoties,zīmi nemaina.Ja izslēdzam divkāršās 

īpatnējās vērtības,tad forma nekad nav nulle un tās zīmi no­

saka vai nu vai kas’ robežproblēmas /V/

vienkāršām īpatnējām vērtībām abi reizē nav nulle.

Pieņemot,ka У* о kādai (41) vienkāršai īpatnē­

jai vērtībai А, no чь) dabūjam,ka (1-^ 6 /- ' d x)j = o,

kas dod,ka vai arī «,((6, V  = f. ■

Ja tad no (4>) atrodam,ka arī

Ja ïXj- і, tad atkal no (vt) atrodam,ka

Bet ja kādai А vērtībai A-А - c un (̂)̂ X)= ( 

tad tā ir robežproblēmas 14i) divkārša īpatnējā vērtība.Teo­
rēmas noteikumu dēļ arī pārējie integranda reizinātāji ^ 7  

un intervalla « zirni nemaina,un > o, 1O J 4̂ )7 D
intervallā л r ê un jo dilst A augot.

Tam seko,ka A vērtībām,kas ir (vi) vienkāršas īpatnējās vēr­

tības 0 u n  іг аз?-pretēju zīmi kvadrātiskās formas zī­

mei, citiem vārdiem,ar C А ' vai -^(FX) zīmi.

Tādēļ ka pie robežproblēmas (4i) vienkāršām īpatnējām vērti­
— V ff X) —bām — / 01 vienkāršās īpatnējās vērtības ir īpatnējo vēr­

tību vienādojuma F^X^=o vienkāršas saknes,un funkcija /ѵАЛ 

nemaina zīmi pie šīm vērtībām.
Ja А ir robežproblēmas ^ J) divkārša īpatnējā vērtība,tad 

no 'Fo) redzam, ka - 0.

Sastādām

F n F  " i  «X j Г

■ -  À



- 81 -

~ р < W M / А/

* ■ Л  <7 Д  ' ■

-  . *

P ā rv e id o s im  š i s  v i e n l ī d z ī b a s  la b o  p u s i  a r  fo rm u lu  / V?/ p a l ī ­
d z īb u ,  i e v ē r o j o t , ka  Л i r  ro b e ž p ro b lē m a i  ( У ? ) d i v k ā r š a  ī p a t ­
n ē j ā  v ē r t ī b a .T a d

> * ļ a ' < ^ 4 ļ - « — в ?  +

i  [ ‘Ц ^ 1  ■

-  ^ , ^ t ‘- < ’} 6  ■

I z te ik s m e  f i g ū r i e k a v ā s  i r  l i e lu m u  un  k v ad ­
r ā t i s k a  fo rm a  a r  d i s k r i m i n a n t i  .

j= ^ ^ / - ~ “i Ķ  k --. •

' /  "  ~ T ^  ' ^ i

D is k r im in a n te s  z īm i n o t e i k s i m , i z l i e t o j o t  S ch w arz 7 a  n e v ie n ­
l ī d z ī b u

/  u n i r  l i n e ā r i  n e a t k a r ī g a s , r e ā l a s  un  n e p ā r t r a u k t a s  ■ 
f u n k c i j a s  i n t e r v a l l ā  л 6 /  D is k r im in a n tē  f u n k c i j a i  Y  a t ­
b i l s t  f u n k c i j a  . ’

V zD  / ' - ^ - 4 ?  ■

u n  f u n k c i j a i  ? a t b i l s t  f u n k c i j a
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kas abas ir nepārtrauktas,lineāri neatkarīgas un reālas^ 

funkcijas intervallā ai y $ļ, jo u n  ■
ir nepārtrauktas funkcijas, u n  lineāri

neatkarīgas 7 funkcijas uņ zemsaknes funkcija - 

minētajā intervallā.

Schwarz'а nevienlīdzība rāda,ka л - 0 , kam seko,ka kvadrātiskā 

forma figūriekavās zīmi nemaina.Šī forma nevienai AM/ sak­

nei nav nulle, jo «4^,^ un koeficienti

L' *

nav nulles,bet gan lielāki par nulli.Formas zīme ir vienlī­

dzīga ar šo lielumu zīmi ùn tādēļ forma >0.

° , z

Tas,ka °, bet ja ir 61/ = 0 sakne, rāda,ka

_A ir divkārša 61'= sakne.

Visām divkāršām īpatnējām vērtībām 6 Ъеѣ Z А • Tā­

dēļ visas divkāršās īpatnējās vērtības ir īpatnējo vērtību 

vienādojuma 6Z/= о divkāršas saknes,un AI., pie divkāršām 

īpatnējām vērtībām zīmi nemaina.

No л Ze— ° divkāršām īpatnējām vērtībām,dabūjam,ka funk­

cijai ir maksims,ja / ir divkārša īpatnējā vērtība.

Tagad, noteiksim robežproblēmas /// īpatnējo vērtību vietu 

un pierādīsim,ka robežproblēmai ■/6 intervallā /1̂

bezgala daudz īpatnējo vērtību.

Ņemsim Sturm 'а robežproblēmu No 1. oscillāci ju teorēmas
zināms,ka tai intervallā 4,4 Л z bezgala daudz īpatnējo vēr­

tību и,,, ... un ka katrai ī^tnējai vērtībai atbilst vie­

na lineāri neatkarīga īpatnēja funkcija, kuņai tik daudz sak­

ņu intervallā a 4 ^ 4 kāds attiecīgās īpatnējas vērtības in- 

deks. '

Ja A = ̂ -,tad ikviens diferenciālvienādojuma 

X<z — <S =.

atrisinājums,kasVnulle punktā a ir nulle arī punktā ē - 

л-, A'6 У un tādēļ arī = 0 No formulas far) tad da­

būjam, ka
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Ar palīdzību pārveidojot,dabūjam

■ ' . - • '

* ' L ^ 1'6' ~ У

Pēdēja vienlīdzība rāda,ka: .
1. F 7̂ ) ^  c t ja pie kam tikai tad, ja

2. . ja -^/4 °-
un tādēļ ẑ y <11)70 vienīgi tad', ja кг ) •

sakņu skaits intervallā a < ^ 4 ir nepāru skaitlis.Bet robež- 

problēmas /7-7 atrisinājumu sakņu skaits int ervallā л д z д -6 

ir vienlīdzīgs ar attiecīgās īpatnējās vērtības indeku.Tas • 

dod,ka " / c’ /А7 ) о, ja īpatnējās vērtības indeks ir nepāru - , 

skaitlis, citiem vārdiem, У īpatnējām vērtībām

Arī šīm īpatnējām vērtībām.

patnējām. vērtībām ar pāru skaitļu indeku,t.i.
... -, jo гдАу 7 о vienīgi tad, ja «̂ /z,/<■,' sakņu 

skaits- intervallā ir pāru skaitlis.Ari īpatnē­

jām, vērtībām •

--- a---- -i-- .— <—;---- 1--------- - S. ŝ tm. 
"°------<0 >o

- »

1 .oscillāciju teorēmas dēļ Sturm7а robežproblēmai tāpat

ir bezgala daudz īpatnējo vērtību 4, intervallā

. Katrai īpatnējai vērtībai atbilst tikai viena line­

āri neatkarīga īpatnējā funkci ja,kuņas sakņu skaits intervallā 

a.44^ ir vienlīdzīgs ar īpatnējās vērtības indeku.

Spriežot tāpat kā robežproblēmas /7л? gadījumā atrodam,ka
1. PJ  У о īpatnējām vērtībām,kam pāru skaitļu indeks,t.i.

■ ■ Tādēļ " ^7-^ ° minētajam vērtībām,pip kam 

tikai tad, ja u, / r /.

2. Īpatnējām vērtībām ar nepāru skaitļa indeku,t.i.
0 u n  a r I Л Т ’г/’г о.
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?• K 
1 i 1 1

-^1 ■ 7 / 0  4 0  7 / 0  4 О

6 -  Z _ ī r n .

Salīdzināsim robežproblēmu У  У  un i^3) īpatnējas vērtības.
~ ■ • )/ jo pieņemot,ka «G , un ir viena

un tā paša diferenciālvienādojuma lineāri neatkarīgi atrisinā­

jumi .Atrisinājumam tad ir sakne intervallā 

jo atrisinājumam ieskaitot intervallā galus а un ir 

pavisam ^>1 sāknes šai intervallā,bet dots,ka ir

intervallā a ^ U  tikai г saknes. Pieņemot, ka > у  arī da­

būjam pretrunu.Tādēļ % p.; un 7 у:

Apvienosim 5.un 6, zīmē jumuz, pieņemot, ka

А ■ JŪ --- * * I-----  , ' I___  
r/A) ъ 0--------° 7/0--------- c о

7

7. zīmējums rāda,ka У^У/ о, ja Л= ,Л = 4  un / х=

bet./^A^^ ja un /, І , з, - • ļ

Nosakot robežproblēmas (m) īpatnējo vērtību vietas, jāapska­

ta divi gadījumi.
1. 4. / , ja 4  - , tad Z Да, ? un *, < 7

2. 4  = / un

1 .gadījumu vēl var sadalīt vairāk speciālgadījumos.
4-, un kā l.tā 2.gadījumā var būt vai nu dažādi,vai

vienlīdzīgi .Bet gadījums 4-, =/ neatšķiras no gadījuma 

4-? - , j° minētajām vērtībām vienalga vai tās da­

žādas vai vienlīdzības < о un tādēļ gadījumi i un

nav atsevišķi jāapskata. Teorēmu pierādot pieņem­

sim,’  kaūx -n £ U /£- 

1. P.obežproblēmai šai gadījumā nav divkāršu īpatnējo

vērtību.Lai robežproblēmas īpatnējās vērtības būtu div­

kāršas,tad matricas ļ 4f/ visiem elementiem jābūt nullēm šīm 

īpatnējām vērtībām. tikai īpatnējām vērtībām
un 1 tikai , īpatnējām* vērtībām 4  •••

Tādēļ divkāršās īpatnējās vērtības var būt vienīgi starp

un īpatnējām vērtībām, izņemot un '



- 85 -

jo tām F(\)+c Bet ja tad a, un

t.i.šīm vārtītām visi matricas î fļ elementi nav nulle,kam 

seko,ka robe.žproblēmai nav divkāršu īpatnējo vērtību.

Tāpat varam noskaidrot,ka arī tad,kad & = , bet f

un u, / 6, f 7, robežproblēmai v )  na-v divkāršu īpatnējo

vērtību.

Apskatīsim speciālgadijumus.

а/. 2-- /АГ-/

F(X) divām sekojošām / vērtībām un tāpat arī divām sekojo- 

sām А vērtībām ir ar pretējām zīmēm.Tādēļ intervallā •

F z А 4 /= «пДг -vismaz viena F F ) sakne’.Lai pierādītu,ka

minētajos intervalles tikai viena sakne,apskatām

zīmi, ja A ir F(̂ ) vienkārša sakne,kā to redzējām, 

nosaka vai - A  A  Intervallā Л /Д ̂ 7

zīmi nemaina, jo un ir divas sekojošas и/fé, sak­

nes un tāda paša iemesla dēļ ^(6,^) intervallā 

zīmi nemaina.Bet divi sekojošām АМ/ vienkāršām saknēm 

ir ar pretējām zīmēm,tādēļ nevienā no minētajiem intervalliem 

nav vairāk par vienu FĈ ) sakni. 

Noskaidrosim,ka starp Ft, un nav nevienas FlX) saknes. 

Punktos un funkcija ir ar vienu un to pašu

zīmi,un tādēļ starp 7̂ , un A? nav nevienas ^ 7  saknes, 

vai arī FLFF sakņu skaits starp minētajiem punktiem ir pāru

skaitlis.Pēdējais gadījums neiespējams,jo Intervalls starp 

A, un sakarību F F^F un F+z ? FF dēļ ir vai

nu intervallā F < Л z vai arī intervallā J da­

ļa,bet šais intervalles,kā to redzējām,ir katrā tikai viena 

F(ļ) sakne.Intervalli z 7 + un pa daļai

sedz viens otru, jo . un

/ Vienlīdzība 7г „ = /mF'=o,f, — ) šajā speciālgadī jumā nepastāv/. 

Mēs redzējām,ka starp un nav AJ? sakņu,tādēļ F(A)

sakne intervallā sakrīt ar F(\ sakni interval-

lā -4 un atrodas starp FF.,,, un 

Piešķirot < vērtības .mēs dabūjam intervallu z

Tāpat kā par citiem intervalliem,tā arī par šp,varam pierādīt, 

ka tanī tikai viena ^^7 sakne.

īpatnējām vērtībām,kā jau redzejam,atbilst katrai tikai
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v i e n a  l i n e e r i  n e a t k a r ī g a  ī p a t n ē j ā  fu n k c i ja .A p z īm ē s im  / 4  
ī p a t n ē j o  v ē .r t īb u  i n t e r v a l l ā  p  Z /Тпс-хѵ (P,, f t )  a r  un t a i  a t ­
b i l s t o š o  ī p a t n ē j o  f u n k c i j u  a r  *0 . R o bežno te ikum u  d ē ļ  .
s a k ņ u . s k a i t s  i n t e r v a l l ā  а <л < 6 v a r  b ū t  t i k a i  p ā ru  s k a i t l i s  
v a i  n u l l e . P i e r ā d ī s i m , k a  t a s  i r  n u l le .P ie ņ e m s im ,k a  i r  d i ­
v a s  s a k n e s  i n t e r v a l l ā  « Tad p i e v ē r t ī b ā m , k a s  l i e l ā k a s  
p a r  ik v ie n a m  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  ģ  (Х а .'/ -& и. = о a t r i s i ­
nā jum am ,un  t ā  t a d  a r ī  i r  v ism az  v i e n a  sak n e  s t a r p
abām  / /  s a k n ē m ,b e t ^ 4 ^ # /  nav  sa k ņ u  i n t e r v a l l ā  агги 6 Š ī  
p r e t r u n a  r ā d a ,k a  nav  sa k ņ u  i n t e r v a l l ā  <  A rī i n t e r v a l ­
l a  g a lo s  ou un  f u n k c i j a i  4  sa k ņ u  n a v , jo  c i t ā d i  Л  b ū tu  
ro b e ž p ro b lē m a s  /4 t)  ī p a t n ē j ā  f u n k c i j a  u n  Xo s a k r i s t u  a r  t ā s
ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u  ( b e t  mēs p i e r ā d ī j ā m ,k a  i r  s t a r p  Po 
u n  (9,, f^o) ■ ' ■ '
ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u  i n t e r v a l l ā  P ^ ^ ļ ^ k  д 7 4 , 4 '  /  a p z īm ē ­
s im  a r .  4 ’ un t a i  a t b i l s t o š o  ī p a t n ē j o  f u n k c i j u  a r  • R obež- 
n o te ik u m u  d ē ļ  t a i  sa k ņ u  s k a i t s  i n t e r v a l l ā  6 i r  p ā ru
s k a i t l i s  u n  i e p r i e k š ē j ā  n o d a ļā  a p s k a t ī t a s ^ t e o r ē m a s  d ē ļ  t a s  

n a v  l i e l ā k s  p a r  d i v i ,  jo  f u n k c i j a i  i r  t i k a i  v i e n a
sa k n e  i n t e r v a l l ā  A < T āp a t va ram  n o s k a i d r o t , k a  ī p a t n ē j a i  
f u n k c i j a i  ^ , z k a s  a t b i l s t  ī p a t n ē j a i  v ē r t ī b a i  a r ī  i r  d iv a s
s a k n e s ,u n  v i s p ā r ī g i , ī p a t n ē j a i  f u n k c i j a i  ^ y z  ; k a s  a t b i l s t  
ī p a t n ē j a i  v ē r t ī b a i  no i n t e r v a l l ā  (УІ -Н,

г * '  sa k n e  i n t e r v a l l ā  6, j a  ^ 7  i r  p a ru  s k a i t l i s , u n  
s a k n e s ,  j a  «'-^7 i r  n e p ā ru  s k a i t l i s . I n t e r v a l l a  g a lo s  a  u n  £ 
f u n k c i j a i  s a k ņ u  n a v , jo  t a d  b ū tu  a r ī  ro b e ž p ro b -
lēm as  4 ^ )  ī p a t n ē j ā  v ē r t ī b a , b e t  mēs p i e r ā d i j ā m ,k a  Al> 7  a t ­
r o d a s  s t a r p  PPi-n , /zj /  u n  f P ^ ^ )
L ai š i s  s p e c iā lg a d ī ju m s  a t g ā d i n ā t u  n ā k o š o s , t a d  t e i k s i m ,k a  
ro b e ž p ro b lē m a i  4 4  i n t e r v a l l ā  k У Р . г й

i r  t a i s n i  d iv a s  ī p a t n ē j ā s  v ē r t ī b a s . T a s  v ie n m ē r  ie s p ē ja m s ,  jo  
I n t e r v a l l s  p n У 4 k  д  ’ s a t u r  i n t e r v a l l u  

u n  i n t e r v a l l u
'7^ ' t 4г z P^^^ ) b e t  k a t r ā  no šiem  i n t e r v a l ­

l ie m  i r  t a i s n i  v i e n a  ro b e ž p ro b lē m a s  / ^ 4  ī p a t n ē j ā  v ē r t ī b a ,  
ī p a t n ē j a i  v ē r t ī b a i  no i n t e r v a l l ā
a t b i l s t  ī p a t n ē j ā  f u n k c i j a  '^ - 1  a r  saknēm  i n t e r v a l l ā
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un īpatnējai vērtībai 

І Л  saknēm intervallā a m  4 

šī gadījuma īpatnējo vērtību

A^ īpatnējā funkcija ar

stāvokli varam attēlot zīmējumā

dabūjam,ka t.i.,ka ir īpatnēja vērtī­

ba un no

• 6"I  ЛЩ-1 // = /4Z / ' : 4, Ш.-1 / + І■ ,

ka А»-?/ JO, jo tad ^ 1 , =  , bet šo ga­

dījumu pagaidām neapskatām. • . -

Noskaidrosim,ka intervallā /z /

ir tikai divas saknes.. Ja • „.7 ir . F. À ' sakne,kas at­

rodas intervallā < Az . tad citu Л.А sakņu šai inter­

vallā nav,ko var pierādīt kā iepriekšējā speciālgadījumā.Tas 

pats jāsaka par ; ja tas atrodas intervallā 

Šeit iepriekšēja speciālgadījumā minēto iemeslu dēļ funkcijai 

F(ļ) vēl ir sakne intervallā »k < А < , bet ja at­

rodas intervallā rL 4 А < . tad FtA) ir vēl sakne interval-

lā <-X< Starp un , starp un

un starp un kā to pierādījām iepriekšējā speciāl­

gadī jumā, funkcijai sakņu-nav.Tādēļ -varam teikt,ka in­

tervallā (Ъ., jc А 4 ir taisni divas

saknes un viena, no tām ir Intervallā

ir tikai viena Fi.X- sakne.

i4F īpatnējām -vērtībām,kas nesakrīt ar ^ _ r 

atbilst īpatnējās funkcijas,kūpam sakņu skaits interval­

lā vienlīdzīgs ar attiecīgās īpatnējās vērtības indeku,

ja tas ir pāru skaitlis,bet par vienu lielāks,ja nepāru skaitlis.



- 88 -

īpatnējām funkcijām,kas atbilst īpatnējām vērtībām,kas sakrīt 

ar ir / saknes int ervallā л un šīs īpatnējās

funkcijas nav nekas cits kā robežproblēmas īpatnējās

ir divas īpatnējās vērtības un viena no tām ir 4  . Ari Po 

var būt v/' īpatnējā vērtība. īpatnējām funkcijām,kas •

atbilst īpatnējai vērtībai rļ vai īpatnējai vērtībai,kas at­

rodas intervallā < Л z 1 nav sakņu intervallā / 

Robežproblēmas īpatnējās funkcijas,kas atbilst /ѴѴ

īpatnējām vērtībām,kas sakrīt ar 4  nav nekas cits kā 

īpatnējās funkcijas ■ Tāpat arī 7^/ īpatnēja

funkcija,kas atbilst īpatnējai vērtībai nav nekas cits 

kā īpatnējā funkcija P, j.

Intervallā robežproblēmai

(ml atkal ir divas īpatnējās vērtības un tās sakrīt ar Ру*. 

un īpatnējai vērtībai,kas sakrīt ar atbilst īpat­

nējā funkci ja,kas sakrīt ar 4  7/ bet īpatnējai vērtībai, 

kas sakrīt ar atbilst īpatnējā funkcija,kas sakrīt ar

. Pirmajai,kā zināms, saknes,bet otrajai 

saknes intervallā <£.
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R o b ežp r'o b lēm a i i n t e r v a l l ā  ^л.л. Д < (

i r  t a i s n i  d iv a s  ī p a t n ē j a s  v ē r t ī b a s , u n  t ā s  s a k r ī t  a r  = ^ - 1  
P a r  īp a tn ē jā m  f u n k c i j ā m ,k a s  a t b i l s t  šīm  īp a tn ē jā m  v ē r t īb ā m , 
j ā s a k a  v i s s  t a s ,  p a t s , k a s  p a r  а / . s p e c iā lg a d ī ju m a  īp a tn ē jā m  
f u n k c i jā m .

2 . 7 Д  = 7 /
No = A = И ,  dab ū jam , k a  O *  = о un  .«л Л K  )=o. P a s t ā - *
v o t  v i s ie m  šiem  n o te ik u m ie m  i r  ro b e ž p ro b lē m a s  Д л ' ī p a t ­
n ē j ā  v ē r t ī b a  un  p ie  tam  d i v k ā r š a . š ī s  d iv k ā r š ā s  ī p a t n ē j ā s  v ē r ­
t ī b a s , k ā  t o  r e d z e ja m ^ i r  d u b u l t s a k n e s , j о t a d
b e t  •
S k a i d r s ,k a  c i t u  ÆU/ d u b u l ts a k ņ u  b e z  l x  i n t e r v a l l ā  

n a v , j o  d u b u ltsa k n ē m  v i s i
m a t r i c a s  У/? e le m e n t i  i r  n u l l e s , b e t  i r  n u l l e  t i ­

k a i  / ^ 7  ī p a t n e j am v ē r t īb ā m  u n  1 t i k a i  ī p a t n ē ­
jām  v ē r t īb ā m .
P i e r ā d ī s i m ,k a  š a i  i n t e r v a l l ā  nav  a r ī  v i e n k ā r š u  A, sa k ņ u . 
J a  m in ē t a j ā  i n t e r v a l l ā  b ū tu  v i e n k ā r š a s  АД/ s a k n e s , t a d  to  
s k a i t s  b ū tu  p ā ru  s k a i t l i s , j o  i n t e r v a l l ā  g a lo s  Л a r  v ie n u  
u n  to  p a š u  z īm i .P ie ņ e m s im ,k a  i n t e r v a l l ā  А
d iv a s  Л À - sa k n es .T ā m  abām j ā a t r o d a s  v a i  nu  pa  l a b i , v a i  pa 
k r e i s i  no , t ā d ē ļ  k a  . j a  À i r  d u b u l t  sak n e
u n  i n t e r v a l l ā  g a lo s  o. B e t ne  i n t e r v a l l ā  
ne  a r ī  i n t e r v a l l ā  znA, fļx7 7 , / t ^  n a v  d i v i  v i e n k ā r š u

^ 1 /  s a k ņ u ,k o  v ā r  n o s k a id r o t  t ā p a t  k ā  1 . g a d īju m ā .
I n t e r v a l l ā  < д 4 A ^ ro b e ž p ro b lē m a i  ī p a t n ē j ā  v ē r ­
t ī b a  Av v a r  s a k r i s t  a r ī  a r  i n t e r v a l l ā  g a lu  . B et Л, ' l a i  
a r ī  Ao = i r  t i k a i  (Чп ! v i e n k ā r š a  ī p a t n ē j ā  v ē r t ī b a ,  jo  p i r ­
mā _X v ē r t ī b a , k u ņ a i  m a t r i c a s  e le m e n ts  %' i r  n u l ­
l e ,  i r  ic0 .
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Atas lineāri neatkarīgās īpatnējās funkcijas,kas atbilst īpat­

nējai vērtībai A  = ir-tas pašas robežproblēmu

VJ) īpatnējās funkcijas ) un , pie kam

pirmajai ir ^-4 sakne,bet otrajai м  saknes intervallā 
az д  4,

Ja Ao = f0 ir И 1 ! īpatnējā vērtība,.tad tai atbilst 

īpatnējā funkcija,kas sakrīt ar .

1. А -d. Tāpat kā pirmās nodaļas 5. pi-cktā- piemērā varam noskaid­

rot, ka nevienai no pētāmām robežproblēmām nav atrisinājuma.

2. А-о . Robežproblēmām I un III tad ir atrisinājums f

/ L konstante/ un tādēļ nulle ir robežproblēmas I īpatnējā 

vērtība Aj un robežproblēmas III īpatnējā vērtība А  Robež­

problēmai II nav atrisinājuma.
3. А У °. Diferenciālvienādojuma А  + А i-0 divi lineāri neatkarī-

Robežproblēmai Ai/ kā l.tā 2.gadījumā ir intervallā 

bezgala daudz īpatnējo vērtību,jo tādu inte^vallu

^ax / a r  divi vienkāršām vai vienu

divkāršu / W  īpatnējo vērtību intervallā 4^ ir bezga­

la daudz, tāpēc ka robežproblēmām un Аз ir minētajā

intervallā bezgala dau,dz īpatnējo vērtību.

Piemers.

Atrisināt robežproblēmu

un noteikt tas īpatnējo vērtību vietu starp robežprob­

lēmu

īpatnējam vērtībām’.
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gi atrisinājumi A, un A*, kas punktā nulle, apmierina noteiku­

mus •

' Л/= / р / Д  Л/ = о
( л = о { / A -

ir = Xj - -r,

un vispārīgais atrisinājums

zt = £ /X/ £ 7̂  Jz. .

Meklēsim robežproblēmas II īpatnējās vērtības.Izlietojot ro- 

bežnoteikumus,dabūjam vienādojumu sistēmu

• о •
St Ht ~

un no šīs vienādojumu sistēmas robežproblēmas II īpatnējo vēr­

tību vienādojumu

Aj/J =

kas dod īpatnējās vērtības A, A , A , ... , f, ■
Robežproblēmas II īpatnējās funkcijas ir ja А vie­

tā liekam nupat atrastās vērtības. 

Robežproblēmas III īpatnējo vērtību vienādojums ir =

un īpatnējās vērtības Ц, ■

īpatnējās funkcijas dod ja Д vietā liek atrastās

nozīmes. . 

Robežproblēmas I īpatnējo vērtību vienādojums ir

( 1 - wo ß
I . _ = J
I - /Ā /

vai pēc pārveidošanas 6Г - =

Sī vienādojuma saknes ī 1", ir robežproblēmas I div­

kāršas īpatnējās vērtības.Arī ir vienādojuma 

sakne,bēt to neņemam,jo vienādojumu sastādījām,pieņemot,ka А 

Robežproblēmas I īpatnējās funkcijas atrodam no \ un

L* /у ZT -V . '
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' • /
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Č tc^ iiA

?
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JL
J
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f J  
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V I I .  ROBEŽPROBLĒMU SAKARS AR INTEGRĀLVIENĀDOJUMIEM.

1 . I V .n o d a ļā  a t r a d ā m ,k a  a r  s e v i  s a i s t ī t o  o t r a s  k ā r t a s  
d i f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m u  v a r  r a k s t ī t  v e id ā

un  G re e n ' a fo rm u lu  ■
“ ( 1 y f  -  a ,  -  r^ l  f a -  v - ' J ,

J a  f u n k c i j a s  u n  &' i n t e r v a l l a  6  p u n k to s  - un  f  

i r  p ā r t r a u k t a s , t a d  i n t e g r ē j o t  I n t e r v a l l s  j ā s a d a l a  t r ī s  da­
ļ ā s .P ie ņ e m s im ,k a  ta d  i n t e r v a l l u  varam  s a d a l ī t
i n t e r v a l l o s  p  ^ u n  G r e e n 'a  fo rm u lu  p ā r ­
r a k s t ī t  v e id ā

f  У  2 ^ ^ ' ^ pixit - &a. -  Č L  h  t ^ y  ' у ?

‘^ o

/  /о ,

I z d a r o t  r o b e ž p ā r e ju ,d a b ū ja m

2 . J a  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  d i v i  l i n e ā r i  n e a tk a ­
r ī g i  a t r i s i n ā j u m i  i r  u n  t a d  t ā  v i s p ā r īg o  a t r i ­
s in ā ju m u  v a r  r a k s t ī t  v e id ā  -

J a  a t r i s i n ā j u m s  ^<>7 i n t e r v a l l a  i r  n e p ā r t r a u k t s , b e t
t ā  p i r m a is  a tv a s in ā ju m s  p ē c  л ,  t . i .  i n t e r v a l l a  k ā d ā  
p u n k tā  i r  p ā r t r a u k t s  /  p ā r tra u k u m a  p u n k tā  )  i r  a r  
l ē c i e n u  c  / , t a d  v i s p ā r ī g ā  a t r i s i n ā j u m a  p a tv a ļ īg ā m  k o n s ta n ­
tēm  c, un i n t e r v a l l o s  u n  /  j ā b ū t  a r  dažādām
v ē r t īb ā m .
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J  El

+( Л  - J Л

A У ; = /i - ^  a./i()-i.l  'J3 ^ ^ J ^ ^ )

j ± t

4 4

tad konstantem 4 4 *> 3 jāizpilda sekosi noteikumi

ļ 4 +  З-ß П П  43<3 Ÿ

4-^ ь, t 3 * =, 4 /3-̂,3 J xc_ i e

vai

- çc{ L̂ ) ■+ /3 Lt/ = O

ļ î •

Tā kā ^ 4  ̂ 4 -  %t 4'^ /4 ir diferenciālvienādojuma

VronSka déterminante,kas lineāri neatkarīgiem atrisinājumiem 

nav nulle,tad atrodam,ka

• <x = _ e

л[ t̂}aļ(tj]

ß -,____ c -------
/ (tļ (L̂t) -

un diferenciālvienādojuma vispārīgo atrisinājumu varam 

rakstīt veidā

■ • -̂ 33<С4^ІЛ) R

kur <4- un 33 ir patvaļīgas konstantes un

• C' . ,f _ _c 4̂,(4 a.t Ĵa,â j £
‘3/ / —  f / x ù ’

pie kam pēc iepriekšējiém noteikumiem par гг(> nepārtrauktī­

bu un pārtrauktību punktā redzam,ka

C' ■ у _ č x=-f - оd ^ l
£/=0, --, л K = ̂ e

c c

5. Atrasto diferenciālvienādojuma z atrisinājumu 

sauc par diferenciālvienādojuma / attiecīgo Green'a funk­

ciju č}! • ja tas apmierina sekošus nosacījumus:

а/ • - -fa

b/. ja liek kur un - ir apskatītā in-

ter.valla divi ’ punkti , tad jāpastāv
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, Г/ - Се é “■(f / ^ / J

Liekot identitātē {' nupat definētās funkcijas un 

un ievērojot,ka = о un

dabūjam G ^ j / x

Pēdējā vienlīdzī/a rāda,ka diferenciālvienādojuma f 7 ' Gree/a 

funkcija ir simmetriska funkcija, jo punkti л un

bija divi patvaļīgi intervalla punkti.

4. Ap.skatīsim diferenciālvienādojumu •

’ ( £ /  ^ ū , : /  \  A  s  О ,

Kad _Лх c ( dabūjam diferenciālvienādo jumu ij, kupa Green’a funk­

cija . Ja diferenciālvienādojuma / Greena funkciju 

apzīmējam ar tad no Green' а formulas i'i , liekot

^ '^ ļ ' dabūjam 
ri * '

. . ? Л/ < 3 7 /74 j// f * J J  ■

Ja no otras puses Green'а formula ■ 5 л  vietā liek diferenciāl­
vienādojuma 1 atrisinājumu Ž7V , kupa atvasinājums ir 

nepārtraukts mākas kopā ar ö  apmierina noteikumu / /̂z tad 

dabūjam . r .

. J  ■

Ja vienādojumā * Л J vietās attiecīgi rakstām < c 

un ievērojam,ka ir simmetriska funkcija,tad dabūjam

G' G / 2 oG. .

Pēdējais vienādojums saka,ka ja ^/4 ir diferenciālvienā­

dojuma / ' Green a funkcija,tad diferenciālvienādojuma 

Green'a funkcija >/</=/74 ir atrisinājums otrā veida Fred- 

holm'a vienādojumam.

Ja otrā veida Fredholm'a vienādojumu rakstām veidā
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t a d f s a l ī d z i n o t  a r  i e p r i^ c š ē jo ; * 

, p x )  * ^ r j s  *},

k u r  p a t v a ļ ī g s  l i e l u m s .
J a .  v ie n ā d o ju m ā  < J  v i e t ā s  l ie k a m  ta d  dabūjam

' G ^ c ^ ļ  -  -r, G ^ r , ^

P ē d ē j a i s  v ie n ā d o ju m s  r ā d a ,k a  j a  u z s k a t a  p a r  i n t e g r ā l ­
v ie n ā d o ju m a  k o d o lu , t a d  /77, i r  a t t i e c ī g a i s  a t r i s i n ā t ā j s  
k o d o ls .
J a  v ie n ā d o ju m ā  un  v i e t ā s  l i e k  u n  л , ta d  dabū

у /

P ē d ē j a i s  v ie n ā d o ju m s  r ā d a ,k a  d i f e r e n c i ā lv i e n ā d o ju m a  * a t ­
r i s i n ā j u m i  , k ū p i  em i r  n e p ā r t r a u k t i  a tv a s in ā ju m i  un k ū p i a p -  . 
m ie r in a  n o te ik u m u s  / i r  īp a tn ē jā m  v ē r t īb ā m  1 a t b i l s t o š ā s  
k o d o la  G ^ u i  ī p a t n ē j ā s  f u n k c i j a s  .A r i  o t r ā d i :  k a t r s  i n t e g r ā l ­
v ie n ā d o ju m a  Л / a t r i s i n ā j u m s  i r  a r ī  d i f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m a

* ; ^7 a t r i s i n ā j u m s .T ā  re d z a m ,k a  o t r ā s  k ā r t a s  d i f e r e n c i ā l v i e n ā ­
dojum u v a r  a i z v i e t o t  a r  e k v iv a l e n t u  in te g r ā lv ie n ā d o ju m u .

5 . A p s k a t īs im ,k ā d u  i n te g r ā lv i e n ā d o ju m u  dod S tu r m 'a  -  
L i o u v i l l e  a  ro b e ž p ro b lē m a

I e p r i e k š ē j ā  n o d a ļā  mēs r e d z ē jā m ,k a  š a i  ro b e ž p ro b lē m a i  i n t e r -  
v a l l ā  - о -< A < p r  b e z g a la  daudz  ī p a t n ē j o  v ē r t ī b u  u n  k a t r a i  
ī p a t n ē j a i  v ē r t ī b a i  a t b i l s t  t i k a i  v i e n a  l i n e ā r i  n e a t k a r ī g a  
ī p a t n ē j ā  f u n k c i j a .
P ie ņ e m s im ,k a  X= о n av  ro b e ž p ro b lē m a s  <7^ ī p a t n ē j ā  v ē r t ī b a ,  
c i t i e m  v ā rd ie m  ro b e ž p ro b lē m a s
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v i e n ī g a i s  a t r i s i n ā j u m s  i r  a . .
Ņemsim ro b e ž p ro b lē m a s  d i f e r e n c iā lv i e n ā d o ju m a  d iv u s  l i ­
n e ā r i  n e a t k a r ī g u s  a t r i s i n ā j u m u s  -un u n  s a s t ā d ī s im  La­
g ra n g e  I d e n t i t ä t i . Tad d ab ū sim  ' •

i /л) и  а /  - - а &/J, _
* 5

k u r
■

K o n s tr u ē s im *ro b e ž p ro b lē m a s  ЛѴ G r e e n a  f u n k c i j u  *7 
Tad š a i  f u n k c i j a i  G fa tJ , k u r  i r  r o b e ž ā s  i r  š ā d a s
ī p a š ī b a s :  •

а / .  ^7 i r  n e p ā r t r a u k t a  \ f u n k c i j a  i n t e r v a l l ā

b / . p i r m a is  a tv a s in ā ju m s  pēc  А  i r  n e p ā r t r a u k t a
. * f u n k c i j a  i n t e r v a l l o s  «-4 č  un  .

c / . ' a p m i e r i n a  ro b e ž n o te ik u m u s  ^ ,( '^ = 0  un  
а / .  : ^ 7 '

R o b ežp ro b lēm as  ( 7// d i f e r e n c iā lv ie n ā d o ju m a m  mēs ņēmām d iv u s  
l i n e ā r i  n e a t k a r ī g u s  a t r i s i n ā j u m u s  un  a r  t ie m  mēs varam  
a t r a s t , k a  . ■

- , ļ i ’ ■+ v л < k
■ ' ' / /7 Zt '  *  t  i  é -

* 
r  i r  n e p ā r t r a u k t a  x  f u n k c i j a  i n t e r v a l l ā  jo  a t ­

r i s i n ā j u m i  /4 u n  i r  n e p ā r t r a u k t a s  f u n k c i j a s  m in ē ta jā  
i n t  e r v a l l ā . K o n s ta n t  e s  a t r a d ī s i m  no t ā , k a
pēc  t ā  t r e š ā s  ī p a š ī b a s  a p m ie r in a  ro b e ž n o te ik u m u s  ^ / ^ 7 - u n  

0- S ie  ro b e ž n o te ik u m i mums dod, ka  .

J3, K

/ Ъі , 7r  А г 4  27 A. \  ' 4

Ta k ā  a t r i s i n ā j u m i  u n  i r  l i n e ā r i  n e a t k a r ī g i , t a d  •
u n  = 4  u n  G r e e n 'а  f u n k c i j u  v a ram  p ā r r a k s t ī t

C / Д č  - . •
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Ta k a  č ) i r  n e p ā r t r a u k t a  f u n k c i j a , t a d

4 M  - A

k a s  dod

u n  G r e e n 'a  f u n k c i j a 'd a b u  v e id u  .

. У Ç С 'Г & ІЛ * )  л і х і і
1 r  ~ / £ ± * 4 4 .

K o n s ta n t i  C n o te ik s im  a r  G r e e n 'a  f u n k c i j a s  d / . ī p a š ī b u . No 
t u r i e n e s  d a b ū ja m ,k a

C  = __________C _____ ■ _ ■

j a  a - v '  i z v ē la m ie s  v i e n l ī d z ī g u  a r  / ta d  C= /  un 
G r e e n 'a  f u n k c i j a  t a d  i r

/J,/ G ( ~
-  S t ^ J  Г і /

U tV  * )  = g .

G r e e n 'а  f û n k c i j a  i r  s im m e tr is k a  f u n k c i j a . I z v e ļ a m i e s  i n t e r -
v a l l a  d iv a s  v ē r t ī b a s  J , un  , t a  k ā  5 j ,  <
Ņemot č )  i n t e r v a l l a  p irm ā  d a ļa ,  j ,  a t b i l s t  un
a t b i l s t  č ,  t ā d ē ļ  j A  . Ņemot i n t e r v a l l a
o t r ā  d a ļ ā ,  j <7 a t b i l s t  un  a t b i l s t  л  , jo  ta g a d
t ā d ē ļ  G  /L S a l ī d z i n o t  a b a s  p ē d ē jā s  v i e n l ī d z ī b a s
re d z a m ,k a  k ā  un j ^ b i j a  b r ī v i  i z v ē l ē ­
t a s  v ē r t ī b a s , t a d  a r i

G ^ ,

L a i v a r ē t u  a t r a s t  s a k a r u  s t a r p  ro b e ž p ro b lē m u  ; un  i n t e ­
g rā lv ie n ā d o ju m ie m  a p s k a t ī s im  d iv a s  te o r ē m a s .

T e o r e m a .
J a  i r  ro b e ž p ro b lē m a s

( ^ - - 0
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atrisinājums,pie kam funkcija / ir reāla,vienvērtīga 

.un nepārtraukta A funkcija intervallā C tad

un ir nepārtrauktas л funkcijas intervallā a ^ / u n

G fatJf & F t  ■

kur G^F, ir robežproblēmas F 0' Green'а funkcija.

Tā kā ir robežproblēmas diferenciālvienādojuma at­

risinājums , tad F un ^'ir nepārtrauktas funkcijas inter­

vallā F-*- 6 un

У 

intervallā Л bet 

■ •

katra no intervalliem un atsevišķi.
Reizinām F F  ar - G un /X? ar X un saskaitām,tad dabūjam

iF F G /̂Fj= G У. ■
J

Pēdējā vienlīdzība pareiza intervalliem t un «Ž^^e/at- 

sevišķi.Ievērojot Lagrange identitāti , dabūjam

Integrējot F V  robežās no o? līdz un sadalot integrāci­

jas intervallu divos intervàllos ^dabūjam

(zo! fFG GF^/J - G f  jļ

[oc (fiG1- GF'/]̂ 0 = '

/  O- ^ J G ^O. 1 F /A /  F^/ G ^ J F F Č) G ^ ^  ̂ /GF^F7<';

Tāpat atrodam,ka •

(LJ ê G ’’!• F l ' F  = Ô
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u n  i d e n t i t ā t e  p ā r r a k s t ā s
/ /  

G ^ t V

■ f 6 ~
W  = G ^  . -

•

Tā k ā  G (r ,t)  i r  s im m e tr is k a  f u n k c i j a , t a d  un  /  
d abū jam  • .

' Ге  '

a p m a in o t ,

A p g r i e z t ā  - t e o r e m a .

t a d  6 ^  u n  F  i r  n e p ā r t r a u k t a s  Y f u n k c i j a s  i n t e r v a l l ā  
ь ш і  un  F i r  ro b e ž p ro b lē m a s  ( fv 7 a t r i s i n ā j u m s .

F u n k c i j a  i r  n e p ā r t r a u k t a  i n t e r v a l l a i r e  f u n k c i j u
un  / ^ 7  n e p ā r t r a u k t ī b a s  d ē ļ  š a i  i n t e r v a l l ā .

v a ram  u z r a k s t ī t  v e id ā  •

S a s tā d ām  F '^ !  ' un

Ka F
■

.n i r  n e p ā r t r a u k t a s ,  t p  v i e g l i  r e d z ē t ,  j a  ^ * 7
v i e t ā  i e l i e k  t o  n o z īm es  no ■ Ka i r  ro b e ž p r o b -

le m a s  a t r i s i n ā j u m s ,  a t r o d  , r e i z i n o t  ^^7 
u n  ^7^7 un  s a s k a i t o t , t a d

F  /
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tā kā ‘ °,

- - f^) ■
Ka apmierina robežnoteikumus, dabūjam, sastādot un

ar *̂7 ' un palīdzību.

Ja vienādojumā- vietā liekam un

vietā Ĉx), tad dabūjam integrālvienādojumu

i ч )  u . ^ )  = д / t ļ a t ' t / M /

kur ~ 9^) z ko sauc par integrālvienādojumā kodolu.

Redzam,ka robežproblēma //^ ir līdzvērtīga integrālvienā­
dojumam (̂ ч). Robežproblēmai У«) intervallā - ir

bezgala daudz īpatnējo vērtību un katrai īpatnējai vērtībai 

atbilst tikai viens lineāri neatkarīgs robežproblēmas /'°J 

atrisinajums.No iepriekšējā seko,ka arī integrālvienādojums 

būs atrisināms tām pašām А vērtībām,kupas šeit sauc par ko­

dola īpatnējām vērtībām,bet atbilstošos integrālvienādojuma ■ 

atrisinājumus par kodola īpatnējām funkcijām.
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VIII. KOPSAVILKUMS.

Iepriekšēja darbā apskatītas robežproblēmas,kuņu di- 

derenciālvienādojumi ir lineāri otrās kārtas vienādojumi 

un robežnoteikumi arī ir lineāri.Par šādām robežproblēmām 

mēs atradām,ka tās var uzskatīt kā lineāru algebrisko vienā­

dojumu sistēmu robežgadījumu.Tālāk darbā apskatīts robežprob- 

lēmas atris.inājuma raksturs un tā maiņas,ko izsauc maiņas 

diferenciālvienādojuma koeficientos un robežnoteikumos.Tas 

ietverts Sturm’a salīdzināšanas teorēmās.

Tad apskatīta speciāla robežproblēmu šķira,kur robežnoteiku­

mi ir tā sauktie Sturm 'a robežnoteikumi,kas raksturoti ar 

to,ka tie katrs ietver sevī tikai vienu intervalla gala punk­

tu. Par šīm robežproblēmaām apskatīta to īpatnējo vērtību eksis­

tence, īpatnē j о funkciju daba un īpatnējo vērtību un īpatnē­

jo funkciju maiņas,ko rada maiņas diferenciālvienādojuma koe­

ficientos un robežnoteikumos.Šīs lietas apskatītas oscillā- 

ci ju teorēmās.

Bez Sturm'а metodēm robežproblēmas var pētīt vēl ar ci­

tām metodēm.Pazīstamākās no tām ir:
1. Liouville’a asi^totisko izteiksmju metode.

2. Pakāpeniskā tuvinājumu metode.

3. Variāciju rēķinu metode.

4. Integrālvienādojumu teorijas metode.

1. Liouville’ s apskata jau iepriekšējās nodaļās apskatīto 

Sturm’а - Liouville’a robežproblēmu un parāda,ka tās atrisi­

nājumu var uzrakstīt veidā

. /4 = -- 7— /

kur А ir īpatnējā vērtība un nepārtraukta * un А

funkcija.Ja Л ir liels,tad maz atšķiras no ы-з Ar. Tā tad 

lielām īpatnējām vērtībām atrisinājuma u, vietā var ņemt <̂ Ar. 

2. Pakāpeniskā tuvinājumu metodē sastāda tuvinājumu rindu

■ /^pierāda,ka šī rinda konvergē un gadījumā,
i
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kad сю и. sz А->
3 . V a r i ā c i j u  r ē ķ in u  m etode  i z l i e t o , k a  ro b e ž p ro b lē m u  v a r  v e s t  
t u v ā  s a k a r ā  a r  v a r i ā c i j u  rēķ in iem ^  un  a t r o d , k a  i n t e g r ā ļ i e m ,  
k a s  s a s t ā d ī t i  no ro b e ž p ro b lē m a s  īp a tn ē jā m  fu n k c ijā m ,m in im ā ­
l ā s  v ē r t ī b a s  i r  ro b e ž p ro b lē m a s  ī p a t n ē j ā s  v ē r t ī b a s .
4 .  Kā j a u  re d z ē jā m  i e p r i e k š ē j ā  n o d a ļ ā ,k a t r u  ro b e ž p ro b lē m u  
v a r  r e d u c ē t  uz in te g r ā lv ie n ā d o ju m u  un, a t r i s i n o t  i n t e g r ā l v i e ­
nādojum u^ i r  a t r i s i n ā t a  a r ī  ro b e ž p ro b lē m a .
No v isā m  m etodēm  v i s p l a š ā k ā  i r  in te g r ā lv ie n ā d o ju m u  m e to d e . 
To v a r  l i e t o t  a r ī  g a d iju m o s ,k a d  ro b e ž p ro b lē m u  a p s k a t a / t i k a i  
v i e n ā  d i m e n s i j ā ,b e t  d iv ā s  un  v a i r ā k ā s .
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