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1.§. Noteikto integrslu galvends Ipa3ibas un aprdkina3ana.

Noteiktd integrila jddziens saist@is ar fighras laukuma
apradkinasanu. iy | e -

Nemsim nepartrauktu funkeiju = f(x) , definétu inter-
vali d £ XL Z (1.2im.). Apré&kindasim laukurmu, ko ieslé&dz lini-
ja AB) X-ass gabals ab un ordinatas a# un 66 .

l.2im.

Sadalisim A dalas intervaiu-‘(aa,é ) ar dalijuma punktiem

R Xo, Xgy Xy vy Xgo g, Xy, ...,,)(,,_,,@’xmun caur dalijuma punktiem
vilksim taisnes paraleli -asij. Sis taisncs sadala figiru

a 46 ) "trapeziis®, kam aug3&jds malas ir 1likas 1inijas

gabali. So trapezu laukumu novértdS$anai konstrud taisnstiiyus,
kam pamats ir parcidlie intervali 4.X; =X;~Xg, 4%, il Picol MO S g

= Xy -X,!,, Yy 4 Xp = Xy~ £n-4 un augstumi - funkcijas f(ag) mi-
nimdlds vertibas Mg, My, 0 Mg o, My, , resp.maksimilas vertis
bas JKJ, Jl:,, LA «u&, ,«U.,v 8ajos intervalos.

Apskatisim intervalu 4 X4 'r)(& ~A k.4 un taisnstiuyus, kuru
pamatne ir AX,; « Kad 4 X, pietickami mazs, trapezas laukuru
var8sim alzstdt ar teisnstiiyu laukumu, kura pamatne ir 4 X <
 un augstums f(éx) , kur £, ir kaut kade argumenta nozime inter-
vald (Xxg_4, X,( ¥ .Ap-ékatama taisnstiiya laukums ir f(g,()(x',‘.-x(")z
=’((§x)“4 X . Figiyas aABL lowkum S ver aizstat ar atsevisko

talsnstiyu laukumu surmmu: &

f(g,)Ax,f-f(g&).Ax,h.. +3((§Kl].4x,(+--- r$(§,) ax,, -E {(gk).ax‘,

ko -sauksim par funkeijas )[(\x) integradlsunmu, sqstaditu
parcialiem intervaliem g ‘

Picradisim, ka Sai intcgralsummai ir robeZza, kad dalijumu
skaits A —> Co un katrs parcislais intcrvals 4 Xg 7>0. So
robeZu sauc par funkcijas f(..x} noteikto integrilu J}(_J)g(,x,
kas izteic ari figoras aAB b laukumu o

Jo apliukojamd intervala 4 Xi minimAla 1linijas ordindtas
vértiba ir hq,( un maksimﬁlé' ~f(/(,< , tad S (

e S £(5,)S k. _
Reizindisin 30 nevienlidzibu ar AX >0 (jo X > )¢
M ax ., < {(gk)..c\x,(s . ax,
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un sumneé-=in péc K

hn it H
/ i
< £ :
2 e aXe S 2 fE axes 2 Mo 8%
S < s =
Mininald summa 4, = 4.’,‘ meg & X&.’ izsaka mazdko taisnstiiyu laukumu
KR :

summu un maksinild sumna an =2 JU&‘Axfk - lielako taisnstigu
laukurm surmu. it :

‘ Savukirt $Is summas ir ierobe¥otas. Tiedam, ja ar mv ,
resp. Al apzine nepartrauktas funkeijas f(o() minimaloyresp.maksi-
mdlo vértibu visi intervala (a)fp ), tad no nevienlidzibim '

Py . &KX v, A X , Tesp. JJK axg X Al 4 Xy ar summsdanu

dabt : G
W ' S 2 (»6:~0«}) "L!A,f: énvﬁ A (L‘a).
Jo é' AX, s ,(f, -Q. . Todel pastadv nevienlidzibas

e
(%) | b-a)< 4, SK% f(%,,(} ax, S5, s M (‘6‘0‘)

Ja dalijumu skaits A —>o®un intervals 4.x, —> O ,tad 44 > S
un 5,1*} S -~ Bet, ja‘divi lielumi tiecas uz kop&ju robezu, tad
ari ikviens lielums, kas atrodas starp $iem liclumiem, tiecas uz

to pasu robeZu. Ta tad
) n.

h ,

¥ { L f//(": A X, } /( .

‘:}5 ,;‘b_;yzo e t.:)k}' X'( f‘- /GLX
BX, ~»0 a ;

Var konstat&t, ka reizé ar /v augSanu minim3l3 summa s
monotoni gug un naksimfla sumna ';\.(j,u nonotoni dilst, diference
é.\“’sh :m(jjx e I e e 0 , kad h -200 un AXe 20,

Starpibu stoxp funkcijas maksimdlo un minimflo vertibu kada
intervala .,U& -, =Wy, sauc par funkcijas oscilaciju Saja

intervald. Ja dalijumu skaitu ». pastivigi palielina un inter-
valu 4 X, samazina, funkcijas osciliicija samazinas. Vor atrast
pietiékami mazus A X x ,ka ar pozitivu skaitli f novérte’; W< E.

Tad S, 4. s S [Mx<hix)aX, <& (8-a) anasl Sy e S
K4

n >0 L S |
l.piemérs: Aprékinit laukumu, ko iesleédz taisne y =X,

X -ass gabals ( O,...(é Youn ordinatac X =£ €24 zime)
2azame.

Sadalisim intervglu ( O, b ) N vienlidzigas dalds un pemsim
un

¥, (47

b ¢ n Y » Uy
i 7 gL Y ‘;’;‘ : ' e S L{
Qj = bx?’\j\, 2_{ j( '/ ‘_%K}A\X& = L(/-’l\; Z XK ey :);é:/;\:; 5 Z _,(K.

AL Su 8 / i Mk ell = Kad
T3 k3 o Stk b :
{ 97 ) 7
£ T s, SR
Koy ey ”(1.”23;".- Aa* ...j.‘\.(.,._;(h__._):_.(’,J
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coAn) s fonladd  Ginyy

K:L o
un , . g 1
; __;_6__ 4 .—i—. " n—)c:‘—- ({+ ) L

So pasu rezulta;u var dabut@ ar ,mtegrésanu-
_fxch _]

2 piemérs. Aprel;inﬁt laukumu,

X -ass un ordinata X <& (3.zim.)
Sadalan intervalu ( 0, % ) h vienlidzigds dalis un
& J(o( . Tad

konstruéjam kdppu veida figlru, Qemot

e S 6 X
v 3o b bl 43

/s =
= _‘t/h\, B30 4
% \‘(K'j 'A'XK R0 key

Ay
ko ieslédz parabola g-x‘a;

'(k

AP K T4
A X>0
5+23Im.,
TA 'k
: R K.—é
K n )
tad | 5% &
.-5 L? /(U'w (17w 2t +3%4 f"’}
; h.»w. el 4
Aprekindsim rindas 1 427+ 37 +...+ A” summu, lietojot
formulas

Cew - ——

niz (n 13+ g(w) +3(n~{j+1,
(n+0%wx+1“”+ ho+A

Péc saskaitiSanas un vienkdrSoSanas dabi
(*\,-H)3= 5(“"'*2}'"" nd G0 -H\;b)-&- 2 {+243+4 -~--+h/"fh,4»()

Jed :
fh’/-# 3 Arz 4 ~“H»)+n4l)-

R4 3 Y+ d e 32t

3(’2'+ z!"f..\ "i’p\") :,nf-_‘_a’f;_‘z’v"3{‘j+z+. \-}h,)’
2, A L REL RSO R 8
: L e G

-
l-
-+p,.2'=-"‘$—‘ + o + - B -

gy
T3 tad j
S :63'@% { I'\-t-(rfv +l]u+;‘)‘ % %(Z+v."!7}((+{.)=
Jeb & @3
0 et VZ - 100
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o 4 &
Ar integraciju rodas- s
(6 J <‘b"d( [___._ ! - L
>
Piezime. Ja figura ‘atrodas zem _(-ass, tads laukums ir nega-
tivs (4.2im.), ,]o 3((? <O un ta tad ari

J } (J(" J,;;{-( 0.
a 4.2Iim,
Jag figliras dala atrodas zem X -ass, dala virs X =-ags,
tad {-f/u( JdX  attélo laukumu algebrisko summu.

’Var gadities, ka 07 @ Ta plemeram ir 5.zim. gadijuma.
Te j Lax un intervald Los Qe
a9

jﬁlf‘hx d,.x M-X‘]L = “’ {4‘ fiis 0
" 5. zim.

2.§. Noteikta integrila pamatipadibas.
Iléltegrﬁla definicijas formulu

“) ,!(‘7[(‘/{")( fomy }- f Sn} a.x, (ja“’(ﬂ:’(h"xﬂd 1 Mxia S-*’;:AS*(K};

- <~ \t

(u( :o "
kas sustadlta gad13umam, kad {1 < )@ ,plegemsun par pareizu ari
tad; e @ e Biltad AXL €0 iua e § G e ). Ar 3o

o

piep&mumu no (l) secina, ka

(2.) 2!/«/~- g“x}’ux

]
t.i. ja apmaina savid starpa integridcijas robeZas, tad integrils

maina zimi uz pretéjo (l.ipadiba). :
Spec%?lé gadijumé, kad a-=x@ 210 (2%) dabua
it !
J k- - ff(x)dw z ff/d«x- 0, i’“‘* =9,
s i BN 1ntegravs ar v1en11d21gam robezam ir nulle (2.Iipa8iba),
Lietojot (1.) un (2.), konstaté integrala 3.IipaSibu: ja

(. oy kaut kadi 1nterva1a punkti, tad
g e Y 4 ¢

(3.9 j fx) et + 1;( f)d,&- ,!{kx/ LX ug j ;u;,u., (41 Flajtor + f {{f/d,x-

G % g

Gadijumd, kad punkts € atrodas &rpus intervala (a,é ), So
ipasibu pieradda tiesSi ar definicijas formulu (1l.). Pretéja gadi-

juma, kad C; ir 1ntbr¥ala ( @, fo ) iek8éjs punkts, no sakara

) :,C(d(,'o..)( * j j;{,«wx , f x'/dcx
a r :
secma ' i ? "ej

&

e / ! 2
Mol fladdi s | ol | ATl

i ek i Hujdd = | HXIBL+ | L
xf{)f}r()(‘;f(‘(d( LJUJ)( {,';0» ‘g,\/ A /{ / ,l/g “ 2
Z ¢ |
VZ - 100



B

{

Ja lieto 1l.ipa3ibu ‘

f,r(x)u- - f}(x)ocx

‘3.ipaSibu var visparinat gadi;]umam, kad ir vairak neks
tris intervala punkti. T& ir analoga Sala (Chasles) sakaram
orient2tu taisnes gabalu starpa.

4 .Ipas8iba. Konstantu faktoru var izcelt no integrdla zimes.
Tie3gm, péc definicijas formulas

fA Hefd = i S 4. f(jk)u Bl 2, H16,)ax,

¢
A ‘-’(_ . éx 90

J Af g -A J {(dax

Jeb

In Ae i ,tatd
| f hx}m . j}fx}mréﬁx/o&x

B Ipaé:tba Summas integradls vienlidzigs ar saskaitamo
integrdlu summu:

JOgafass L. 2, B4l Jone Lo, 26, axc +

@ ¢
+m@-/;ci %eq ¢ q(c’)d X © ﬂ"‘)_”‘“jﬁt"‘}”""
84Xy >0
6.Ipadiba. Ja f'(u‘)?rb un @ < b tadjf(u!/d«x l’m < /&)ﬂ 20,

AX,: +o

Turpretim, Jaf(v‘(}<0 un a<hb tadjw”dyfid e gif(g)d)(
8X>

7.1pa$iba. Ja (x)\?lx un a</@ tad fj(ayc{.x g(d)o(ﬂ‘

TieSam

) )((J‘ "f(’() ham ifveroaot sesto :Lpaéibu, varam

teikt, kaJ‘ﬂ/x)(»{U( >0 ; vai gJ X/’J(JX Jf/x/d;x )O
f,((x)abx -~ {j (x/ob

Speciala gad‘i,)uma, xad g(vx) +[$x)]  ,aaba

/Jf{ldu(/4 f [#(x)[dex.
3.8, Teorema__gar v1dejo vértibu. ;
Teorema. Ja F{X) ir nepartraukta funkeija, Zefingta
intervala G £ X X & ,tad tas integrals

zf- H’v‘) duX = f(c) (%-a), A VZ - 100
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B
kur € ir viens intcrvala ( &, % ) punkts, t.i. c:a+06(46 ‘61/,
Jja 05621
Geometriska uztveré teoréma apgalvo, ka figihra 4 A B e
(6,2im.) vienliela ar taisnstir: aCp ,kam pamats ir inter-

gar
val \%SZ -4 ) un augstums ir t.s. funkc1;|as vidéja vértiba inter-

18 (a, » £ -
valR (4,8 ) A= :{(e}_,! = a—a, f{(x}a(u(.
: a

Analitiskais pieradijums.
No integralsummsas Nnovérté‘éanas formulas (sk.l.§.)

: L A & ~ j ]
m (6-2)< 2 F(E)axy < M (L)

kur m ,resp. Al ir funkecijas miniméla, resp.maksimdla vértiba
intervala ( CL@ ), secina, ka arl robezgadlaumé

m,/t,—a/ H(x)o{u( < A (éq—«)

A ,
j;,[{u(}‘,w( = i (@-0))
[3 (J # b
ja m ¢ /i« <. A . 73 k& #(X] ir slsgta intervals (a,% ) de-
finséta nepartraukta funkcija, tad ta piepem Saja intervald visas
ctarpvértibas, kas az@kas par maksimdlo un lielakas par minimalo

veértibu, resp.bﬁs vismaz viens §1 intervala punkts ¢ , kur

Tadel

krfle) . (ascgl,ceat(fa) 6 6<1)
Teoréma pastav arl tad ja <G . Tiesam, no

}(x)u - He(a-6)
secina g
‘!«X}M ONEE

Teorémas Vi sparlnawumsu Ja dotas intervala ( & b )defin&tas
divas nepartrauktas funkcijas -Hx) un ¥ un ja ¥(x) 8aja inter-
vald nemalna 21m1L tad

J‘(*‘)“M’J»’ = Hd)- fﬂ)(/dx e a +6(k-2) 050 < )

Pierad:LJums Plenemsnn, ka G <.b un Y{X)>c visos inter-
vala punktos. Tad pastav nevienlidziba
) S fla) ()€ dif4)
kur M , resp. A ir iunkcuas f-{J(, minimgala, resp.maksimala

vertiba intervala (d, ¢ ). Péc 1nuegresana2 rodas
»’ 4

/.5 HL)ci € & ;J//{x) xlda & AL [r.;}dg . I

4 a vZ - 100

AN



‘ o
Intervala (Q, 4 ) ir xads punkts € , kuyd funkcija f(uq
piegem starpvér‘tibu /4 : f(c) (m < </¢ Solt) un ‘

f Hx) ik = L [ () olux |
GadIJuma, kad V(L) &0 étad ~ Y(xX) > 0 un
TESC | i & iy 394 S
2 PR | L
' "(.x/lf(xla ,a ‘f/x/du(

~ a
T51ak pieradisim, ka funkcljas vidéja vértiba

Jo ey ‘fﬂf)dd
a
ir vienlidziga ar v1déjo aritmetisko robeZvértibu.

Sadalisim mtervalu (a, ﬁ ) h vienlidzigas dalas
Tad 4-)(

ff‘(w ;m Z f(g,)Ax S &2 Ef(g J ea/a 53

_ Aprél;inasim vide;)o vértibu /4 1iekot /l izteiksm& nupat dabuito
integréla izteikszxi Tad

M= Z"&J«‘(x}du( fw_%_fﬁ,

N3

Te var x,\emt

KXol + Xy 4—f"(&.~4) X:(J)
3 4s.)- {f(} CHARREE R

Tads] tiesam (J(' e ) i «(,,/ 410" éK X
: &/»w -;(Xo)+f[x)+ +f(XJ ,&,waé’c‘Nf/“‘Q)* ‘*7‘(«3&_
"gww i(‘(")*}(‘ +f(x L

n =0 A *"

4.§. Sakars noteiktd un nenoteiktd integrdla starpa.

Noteiktais integrals 2{ f(x) dax péc definicijas ir no-

teikts skaitlis, kas atkaradjas no pemtds funkcijas J((u\;} un no
intervala ( A, é ) gala punktiem, bet nav atkarigs no integra-
cijas mainiga X . Tade]l var lietot kadu citu 31 mainigd apzimé-
juma, piem. A £ '

SHodx = | £,

7

w
ja tikai G £ 7( <6
- . Kad pemsim noteiktu apak$&jo robeZu « ,bet augséjo robezZu

VvZ - 100
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X mainigu, tad ar integralu f J( l’/ ir definsta inter-
vala a4 X £ < X 2L funk013a :

(*) m) f F 4] AL,
kur vertiva F () =0 3
Pieradisim panatteor&mu: Funkcija (1.) ir nepartraukta un
diferencédjama funkcija intervala (& 6.); tas atvasinajums F"(.;{)
ir dota funkcija. f(x} ,t.i. funkeija (1.) ir dot3s funkcijas -
f{x) primitiva funkc1_1al kam punktd X=@ ir vértiba nulle.
No pamatteorémas secinams, ka katrai nepadrtrauktai funkci-
jai eksisté. primitiva funkcl,]a, resp. nenotelktals integréls.
Pieradijums. Ir Jéplerada, ka eks:Lste robeﬁa, ar kuxu

de'finé atvasina jumu [v) F (X l
: ﬂ)() X‘*
F(‘X) %' Ax—>o0 AAX glﬂ‘{) B
s F()H‘l} 7{(4//(,{ Urv f’(x) f (’j 0& izteic funkeijas

pieaugumu Xk a ‘
AF = !’(xw f'u)'/,lﬁdj ,g,(wﬂu.
Taka el ?& :
JHuat - [ Hodt = [F (0L,
tad : ¢ X1h

PéCteorez)I’)aE, par vidéjo Vertlbu izteic ¢ '
aF = :f Rt = 1 (t) (x4 - £ =h. f/?! (€-x+6h ;0 85//

Bezgala mazam argumenta pieaugumam A atbilst bezgala mazs funkcl-
-jas pieaugums a-F5 0 f(gj ir gallgs lielums. Tadel F{vg
nepartraukta funkcija.
Sastadam diferendéu kvocientu
S R

a8 78 :

Ja /~ >0, tad ¢ f »xX un f/ }—.-..3 j—( ) ,Vienalga vai lv-—) 4—0
J

vai A = -0. Secinam, ka F{ ,L) ir dlference;]ama funkciga un tés
atvasinajums tiesam ir ['(y}= H A}

Nemsim nenoteiktu integrdlu ["( /da)( = ¢\J<} yYSSP.

kaut kuxu primitivu funk013u Cf()(} ykuyai ’f«‘ (J() f(-X} .Ta ka
/_Jf/x; -ﬂ } =0
tad
/ 5 = C
$ly ~Flx) = C
kur ¢ ir patvaligs integracijas konstante. Aprékindsim /& ,zinot,
VZ - 100
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f,{’(a) - Fla)-e

xa Fa)-0 .raa

dod A 4) i )
Tadel

é Gid - Fig = )
Jeb

FL4) ~ 3] o) - f fgdt.

Ir atrasts pamatsakars noteikta un nenoteikté integrala starpa
(Leibniz - Newton’a formula).
Gadijuma, kad X: b ,dabn

f}(ljcu bit]-bla),
Jjeb
‘ _J‘fu)w»[w*“l

5.§. Mainigo substituicijas metode.
Nenotelkta integrala f f(v(}du( aprékindSanai pdc substi-
ticijas metodes X vietd liek diferenc&jamu funkeiju :{’(ﬂ

Tad {(x) f[ﬂf}_], dt ~ Y(Hdt
ﬂ@auﬁ%wqw#%%ﬂ
Ja te izteic inverso funkciju t =¥/x) ,tad

J#Adx ~Glws)] - Hey-

Apskatisim, k& majl,nisies integrala robeZas, ja japarveido
noteiktais integrals j’ 4(,() X  ar substitdeiju X= Y( 4,
kur ?(4’] ir vienvér: lga un diferencéjama funkecija intervala
< € A5 B,

Ir japrasa, lai 1) A= ‘F(%) un é Lf’( @) un 2) katrai X
vértibai intervala ( &, ¢ ) atbilstu viena = =Y(x} vertiva
intervala (dﬂ ) un otrédi, pie kam o = W(a,) -Z,Q’L)

Konstat@&sim, ka tad

fogd = [$15¢4)] g dt.
Sastédisim divas funkc:Ljas

(1.) Fl«) = f/(J/M |
(2.)€(4 ff[ﬂf} ¢ (4t

un ar X= )"(H funkc:LJu

F (4] - i-;{lr_}.

VZ - 100
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Pieradisim, ka [/f) C/{’) ,konstatéjot, ka 3o funkeciju

atvasindjumi ir vienadi un k&da punktd So funkciju vértibas sa-
krit. TieSam, no formulam

d A -{dF x| fadl . e - [%07',((4
F lCi ‘( :%ﬂy [éi% a}.&ﬁy l[%{1=ﬂd ) }“‘ & A )

ar

a4 Jﬁm jwfw f[W/] Y'Y

secina atva81na3umu identitati

Apskatot integralu (1.), konstate,]am, ka 4 ir 1zve1éts ta,
lai F(CL} = (0. Integrals (2.) izveleéts ta, lai O(oc) .0

Ta ka

Flo) = F[s] -Fxl -0 ww € (40,

/'f'i,"f,(} = 6’{0(} =0

A s
dF_ dd
‘ i & kg ‘%,%) i
tad tl(-i’éém ijf f?({') fZ
Ja X vieta integrala (1.) liek b ,tad{(‘ [}75] F()g) Hor o
Ja £ vieta integrala (2.) liek ﬁ ,tad @'{,g/" YW #4olt ”

resp.

Ta tad /A 5 (} } & ?(ﬂ
flaes { { G X = fl x[‘ {4 J_/]
(3.) JFebc= f[f"”i gyt Lfos- o0,
¢
Piezime.].Ja funkcija j(ﬁ nav vienvértiga, tad $1I sub-
stitiicijas formula var dot nepareizu rezultatu. To rada Sads

piemérs: raﬁx il

“4
Nemsim A4 = .)(2' srad A
(K ==1 Lo
‘7/\: e +{ 1,':'4"{

1

v*Jé dt = 0.

Te radusies pretruna Pretruna izskaidrojama ar to apstakli,
xa x= *V& ir divvertiga funkeija. 3

Lai pareizi lietotu substitiicijas formulu, sadala 1nterva1u
(-1, +1) divos atsevidkos intervalos ( -1,0) un (0,+l) un’'te lieto
X= - \r:’ resp. X=+ VL

VZ - 100
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2. Paru un nepdru funkciju integrali.

Ja funkcija f(¢) ir paru funkeije, tad {4 =f(-x], resp.
funkcijas grafika ir simmetriska pret y-asi (7.zIm.).
Pleradisim, ka éada gadljuma ,

f f)dx = 2 f Flx)dx.

Turpretim, ja funkcija f(\x] ir nepaxu funkcija, tad f{.x --f(a()

"resp mnkci;jas grafika ir simmetriska pret sakuma punktu (8.zim.).

Tad .
R e jf(x)otx g
TieSam sadalot .

f{(x)du( fj(x)a(x+f}(.x)d4x

un izteicot ar substltuci;lu =-1 integralu ff(x} ol ,dabd
formulu

!(MU( f;{,f) ,{{f) f(;/du( J}(é ctlffﬂx at.x.ﬁj(zjﬁf(x)]d.x
jeb |
+Q j /’ L
(x) dux 4 f[ . Ja f(\x) paru funkci ja,
j;fl ) z c;f;;a ,((J() neparu funkeija.
~ Piemérs: Co»s(fx mq

. X
f CotrolaX = Zj Cosx = 4 [‘%ﬂo =2
..% ' | > . :

s (~2) = =B X

6.5. Parczialas integréSanas metode.

No atvasindjuma formulas
. 4 -
(wr)' = pur'+ 0l
ar integré&Sanu sasta k
g p sas dea sa arua

f(uujd.x : (wya(d +J & o

0’*] f,wb ’du(+ u'e i

jed

VZ - 100
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R b )

Tadel ir éada arc1a1§s 1ntegre§anas formula
{MM [“"’] J“‘fd"()
ko raksta arl,slmbzllskl :
fmw Ew‘l fb

Ar parcialas 1ntegrac13as metodi var pieradit Taylor’a
formulu ar atllkumu R [)() integrala forma. ; s

: Plegemsim, ka .f(a/ x % o nepartraukta un&u reiz diferencs-
jama gunkci ja, t i. ka ek31ste,ffk f"ﬁd A[Jd

No ¢
Q[!'(Ud/f =.}(d} - fla)
l'JYJ }ﬁd j f'LHC{t

Zinot, ka ek51ste & iy (@() parveido ar parc1alo integrésanu

JJ(W : um) d(-«)~[ 4041k f)] —j(m.; (4t

izteic

jebd

fm;au (x-2) f{a) H (4]-{x~Alt
Samlkart} i 'w 44 (_,g_g_/’ frw) ety
jeb

JJL(H.& /d,é j—"(Mi;E’.L.§A;“’((/ L__l..o[f e Act_
Vlsparlgl ir pareiza Taylor’a formula

) =4 5 1) 458 s + 52 £ ) 4R, ),
B gy i {x,{’n) (J(_.f '-ldf
4 7 AT o

Pec Zeoremas par v1dﬁgo vértibu

fFN) 7l '(’d‘x }/C)fﬁ.x X, (f(xpo C= a+9ﬁ 0% 6‘4/
ar funkci} am 4
J r(’( ][ /} M‘ﬂé) Q(_J a\,él.)( 70(’6)0)

izteic atlikumu Lagrange a forma

R, (x) < f’*g f’r’x g_au P*//g)]_,(’_l__

h }

-~

kur .* /
§ A e O“(’é s VZ - 100
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7.§. Integrélu atvasin&fana p&c parametra.

DaZos gadijumos integrdlu var apré&kindt, lietojot likumu
par integrdla atvasindSanu péc parametra.

Var gadities, ka zemintegrala funkcija f(x < atkariga
netikvien no- argumenta X ,bet ari no kada parametra « . Jaiz-
" Bkir divi gadIijumi: 1) Inf.egrfcijas robeZas ir konstantas;

tad (,°‘) f;(,v" D(jd;x

2) Robezas mainés atkaribd no parametra; tad
i F) ~ f.('{d"ot)d«ll(
Yur il =u{4) un P = I(-(} ir ocfunkcijas.

Atvasindsim doto integralu péc parametra « . Apskatisim
pirmo gadi jumu. Zemintegrala funkci ja £( ) eé) ir divu mainigo
funkcija, defindta (9.zim.) taisnstiuri (A#), kurasxs@ oS Lty

Lai varétu integrdlu atvasinat pé&ceo{ , plepemsim, ka
1) funkeija f(x o«} apgabala (A ) ir nepartraukta un 2) funk-
i cija f(x ,(} ¥ divreiz parciali diferencéjama péc £ .

Pieradisim, ka
F d%f}(d'.c)d.‘x f} (X: ) ok

Japierada, ka eksisté robeia

%_f_,&/w F(x TA) - F=)
X" h>o by

Ta ka

| ; |
Flx+h)~ f’ FILG R+ dux,
/-'w;v/ Fle)= ff(x < th)-Hx )] dx

Parveidosim zemmtegrﬁla funkciju, izlietojot Lagrange a formulu
(diferencialrél;inu teordmu par vidéjo vértibdbu)

flx, xh)- }(xo\) b 4 (£, %+ 8K); (028<y
Tad rodas

Fltoh) = Fln) <h J{'(x,_( ) dux (« et 94)
Sastadita funkci;;a rn ‘partraukta, Jjo F(o( +1v} F(et}—>o
ja 1\,-—\-0 Tie$&m integrals Jt(x * ') ol ir ierobeZots,

jo
/Jf’(x )M/<ffo<(xoc)’g(,(< (k). (1 $</4n')
No diferenéu kvocienta jzteiksmes

Ejjfv) F<) i . */dﬂ’(.

vZ - 100



g

atrastu atv381nd32mu ' o £ PBL S
e by [t [ fngunic [ g

ja blitu atiauta robezas parejas un 1ntegré§apas darbibu savsfér-,

pP&ja apmaina.
Jakonstate, Jea

[f( +/ ”") f)f,(' ('x;x)ix7= 0.

Lai to konstatétu, piepemsim, ka ek51ste otrais atvasinajums
péc & dotai funkeijai f;x x) :
g Pec Lagranza fbrmulas var iztelkt 1ntegr§lu

[//xoz” J.;Mw U’J’“‘ )4, xx)do( (oc e 0k, o49<4/

Tédél var noveéertéet

/f(auwl F("d f;‘” ,oqold/ /[’d -o</f x«/@/(
J/,( ) £ (& .w/rwm/ f/f (o, ") lot

£~>o

Savukart var Eovértét

Ta tad 4

//: suf}~/(a¢} 2"“(} <f ot | 4/,/\/ ol /—é-a/

B

kas norada, ka tlesam

d F- % fgif”&;:&Lny
v Aok ,j ,‘5_;‘ |

'IT gadijums: F/;)-JAJL('} ‘ol) i SN E{ ._.A’jx(ﬁ.d} i = ‘?‘rl’o’\/‘].'
Te F(u) = ¢ (<, u% i) wuzskata k& saliktu funkeiju, kurai

atva51na3ums ir ;éf- qs i
\f‘l‘J »°"\ gb

Sastadisim funk013as
4)[\-’( A{’Vl }}/x )\../

par01alos atva31na3umus.

Y :
l)Cﬁm 3& ]Hx, /0(&)(‘ f (X »é’/u (péc I gadijuma),

£ Gk
2) P, ":,‘;JJr()’;-(,,cv(.«)( f'v i

3)(1: .._"'_"-- }f,(,()/‘,x)“)(/{l c.-{.}

Ta tad pastav visparigd formula par integréla atvasiné-
Sanu péc parametra

0 = (4030l + 4] 5 d ) G

i
i

VZ - 100
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: A e -l
Piemérs: Fix| = fﬂ(} 1:.- wéjm‘

P&c tonnulas (w). dabu LR ‘ % ;,'Zx Hn-’i
f -y s Kiy : ;4o -' j 3

Iy R e L
un tamlid.z:.ga kgrta ; X 2 .

14 1_}7;}“),_ gridt L F™g s jetkdt  FY4 =95

7]
iezime. Analoga funkcijas izteiksme ir Taylor’a formulas
atlikumam integrala forma (sk.6.§.)

8.8. Skaitliskas kvadratiiras.
Ne vienmér integrali ir atrisinami, atrodot primitivo
 funkeiju. Sa@dus integrdlus var aprékinat aptuveni ar t.s.

- skaitlisko kvadratfiru metodem.
Noteikt2 integralu

i—-: & 4 !
ﬂ(x)acx b 2, F(5.) 6
A A—>0O

var izteikt (IO zim,) k& laukumu O yko ieslddz linijas loks,
X -ass un ordindtas X=@ un -4 . Ir vairBkas skaitlisko
kvadratiru metodfs, ar kuryam izteic tuvinagti

J#gs e 3 H5 ) ot

I Taisnstﬁra metode. Sadalam intervalu ( d, b ) kR vien-
1idzigas dalas dx‘ m ~ v , caur dalijuma punktiem velkam
ordindtas (I0.zim.) un zunejumcx r8dita veida konsturéjam divas
taisnstiiyu sistémas: vienu zem linijas, otru virs ta@s. Iek3&jo
taisnstliru laukumu summa _ iz '

(‘F)‘, < y
&réjo taisnstiru laukumu summa
,)l 39
Summa s 57 un J& var viegli aprékinat. ‘

Apzimgsim X vertibam X sX,~ @ X =X, . Xx-(atbilstodas
7 vErtibas ar go, 44,) ',f/'» .. T4 k& katra taisnstira laukums

ax, ?/K A L « v tad

. ; i A i }
1 """,.jc f‘l'/i EA ,‘,’»~1. 2/\"\,—79*.-?1* ';.’n-f/

oc. shﬂ *“"jz. -+ i an /\( ,.i, ‘H/& : '+y'-./j S

Var piegemt, ka )% N : é) Lval ari @ o1t Oy
Starpibu éz, Sx it ‘“ (, - 7,,} v {{ 70 y Ja funk01ja ir
monotoni augosa, attelo é.r talsnsturl, kam pamats ir A un
augstums 3{ - Yo

VZ - 100
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Klﬁdas novértéjumu gadijums, kad %Lﬁ’ ir vienreiz dife-

rencéeé jama funkcija, var atrast, sadalot doto integr3alu atsevisko
integrél 4

J{(x}do{ ﬁ/v\’]dx)( F J’/l//l(‘l‘.\ ; +J‘ f(‘,(}M

>~ 4
un lietojot katré parclalé intervalad diferenciadlr&kinu teor&mu
par vidéjo veértibu, piem.

fﬂx} f(a}+(ﬁ a)f( '/ "éiza‘} 61 (4-a) o<£~3 e 9
ff(‘z/cu - f{}/a/'f(x ”('5‘,_}_]M=i"-ﬁ° feze o :(x-a}j (g /AX

Tad

jeb Xy Xy S
J K Aedx =y, b fr-aj (5] dx
Wi 7 7 :

Var novértét sastadito diferenc1

[ s - go ke foaor = A Sapl o Lo (1311,
o a . .
analoga kar ta daby <
i i f. jz( /v
/ ‘ }((’ 1)( g ";; A | o {1—-"2""

—— g

A ,-E".' @ /7 ) £ o4
| 44 = Y., ki< .._-—.-.1’

b o #

Tadel A i | F gt '
/K, /‘}f'/}(!’ }v!#o"”{z f 4)/ {h OL:’z;\/u%ﬁ"lé-a)/%

Iztelcot Fﬁ

’:J(“X)b\.lx 1/\//(10 +l,_t4— {/n _.!/‘f“Rni

dabi atlikumg R novertesanal sadu formulu

b4,
//'\g . (L /1 )
jeb ( i’
Q- 1 & {oralt At
M e

No formulas secinams, ka A, —>0, kad h —> 62

LTk Trapezﬁ‘metode. Citu tuvindjumu dod trapezu metode.
Te aizstdaj fighru, ko ierobe%o 1likne, X -ass un ordinatas X Ny s

un /< X, ar trapezu. Ta ki trapezas laukums ir JKL%—AN A Xy =
- 5._.:‘:3‘ ;V tad
il d, //
Sio Sy (daldn L G dis ok Jopda Rl Y
jeb 4 g :

- J 1/_ o
D & A %‘ rHLF A g M Sy - 160
“ : /- TIORTN



o T
i fffxw Le (25 4 a2 Yut ot Yusy)

III Tangentu metode (11. zim. ! g

Sadala ‘intervalu (2,6 ) paru skaita A =2m vienlidzigas
dalas: 4x =h = 5’,,% Velk caur *neparu” ordindtu 54, 53" -)Jzn,-‘_
.gala punktiem tangentes un pagarina "paru" ordinatas 3.,3,_, ) juv
13dz krustpunktiem ar 3im tangentém. Rodas trapezas, kuru |
augstumi ir 24 un viduslinijas Y145 éf’“\'\‘l . Katras |
atseviskas trapezas laukums ir LA Yo+ (x=0,4, 2+ , M*{} |
un visu trapezu laukumu summa

—1/\/(41" A ,yzunu,- '

Tadel

f;rx},u" et (;w R

Piemérs. j = zsumx

!

'rw(dv( LKJ(J’ =2

O h=f
G j&{ (12.2im.)

%
Ar trapqe_.zu formulu dabu tuving jumu
fw-mobx ~ %U,w{ | »luﬁ q»!,é{),

kas mazaks par isto vértibu. 2
Bet tangentu metode dod tuvindjumu

dge :’[.m PN S I AP kas lielaks par Isto
j Sumtlux D(’--, - "/ 3 3 40, . Nertibu.
4

IV Simsona (Simpson) metode. Simpson’a metode dod visla-
ba&ko tuvinadjumu salidzin& jumd ar iepriek$éjam metodé&m, Péc
Simpson’a metodes apmaina 1likas 1linijas loku, ko ierobeZo divas
"paru" ordinatas ar parabolas loku (13.zim. ), kas iet caur
3 punktiem.

Visu intervalu (&, 6 ) sadala paru skaita N2 m vienli-
dzig%s dal&s un 1zteic

ff(.xjd,x jﬂx’M*JjJic‘K* S f(J}otax /a x b= x,,)

Xopn. -2,
Katra parcidla intervala funkcijas  j(«) vieta liek gij= Ly +3x+r

kas attélo parabolu, piem..

o,
v_’

Ta ka "o ; b Lo
c / 5 pr t

= XZ“-XO 2,;{(\;{, ,J(Ox .e BM 4x‘7?-16"‘7

T2 i I
[L(“(c*{-‘x 4 2 )+ J' (2 ,_)) }‘/* ‘X“?XG/ -"ZB( 'Y'.Xojl4 ‘/ 6‘] VZ 3 100
4‘;‘ ' \Y)



i
)(,t’i&i_;:(.‘.’.

tad galigi var izteikt X

J it ZezZe fpixge) gl

Ar ordinatu vértibam (xg i 6&1 = RERL T Y
izteic X3 ‘(’ 7 g ; }4) ‘3( ’“"J }"""
) S 7 } i
,fj(‘f - A2 (4ot 42 Yy),
.Kbx
~y ? RS
Jglaid =T (gavyy #¥ys)
X2 ‘ LR
e J&w ~Xzem-2 { +4
fg(.)(:‘.'d‘x: "«-—»6 : (_72»;.«;, Jam ‘fvg-.u».-«}
Aam-g
TH k& Xy Ky = X=Xy ¥ iver TXy = Hama Yy tad

W b o 4 1
JHaj A =5 1ot 2 +¥h *%/‘9 ' g *\/‘{3/" "'k'bu'?hﬁ‘fﬁ» /
jeb &

¢ [ gl s Yl L Y,
'/rﬂf'}ul.’( = %f 1_17" '_f: i +2’(_l‘f/)..f,71+ vl T{y-ilh- 27"' 7’/{?1 +{73+;... -r{y)h_{y
A

So formulu sauc par Simpson’a formulu.

Simpson’a formulu pieradijam, lietojot Sadu parabolas ipa-
§ibu: tris punkti viennozimigi nosaka parabolu, kam ass ir para-
lela ordindtu asij. _

Analitiski So Ipasibu konstaté, aprékinot =, ﬂ,ET' no vie-
nado jumu sistémas :

/ o<x *Sx +

ST TR

7171 uxx;.f;hg + 7
Ja lined@ras sistémas determinants nav nulle, tad sistéma ir
atrisin@ma péc Cramer’a formulam. Te

L i
,'J(q & ity !
-X_:" ]ifl /_)(, /o}/x ‘L“Jl -,—11:;' (K)
2 :
X, X1

tieSam nav nulle, jo x +x; %X
Piezime. Slmpson a formulu var parveidot ari sadi:

R T IR g
J«)’(ﬂaw = "“2 3”"" Hatyut o4 fan, TR VM')]

ose ‘: fc"‘{»,, M 3/
s LRl iy, .;,iﬁ_,/wﬁé/;+.,,1{7%,4)]

(%) Uzrakstitais trisrindu determinants ir Vandermonda deter-

minants (sk.piem.,prof. Lejnieka Augstako algebru 1T:1p.)
VZ - 100
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- 18 e

g

jed ¢ ;
[Haas = Gt vpp g ey
G

—

Secinam, ka Simpson’a formulas struktiira ir taisnstiru
un trapezu formulu sastdvdalas. :

II NOTEIKTO INTEGRALU LIETOSANA GEOMETRIJA UN MECHANIKA.

9.§. ZLaukumu noteikSana. .

Pirmajé nodala konstaté&ts, ka laukums (14.2im.), ko ieslé&dz
liknes loks, X -ass un odrinatas =a un X+b ir apr&kinams ar

integralu

,\‘)=}'7f‘-~*’= ff/«w

Tagad apskatisim gadijumu (15 zim.), kady ir divvertiga

funkeci ja
114- }u/ 4y G’x' q(. & HAJ.

Apziméjot ar “>1 un 32, attlecigo figiru aBE un «ACKb lauku-
mus, izteic Qb'“ ¢ c

_ v:, s |
un t

(5 :/ad.u(- Sf:LX J/"‘ ,)abx
\ ES ”/i j(‘x)idx
i

jeb
o/

Noteiksim sektora laukumu polirds koordinat8s. Ir dota
1ikne 'lf"’('f/ un jaaprékina laukums, ko iesladz liknes loks ADB
un radijvektori 04 un OB (16.zim.)

Sektora OC® laukumu 4 S var novértat ar divu rlx;ka sek-
toru OI un O 1aukumiem

7"’(:“ dps aSc AR, Ay
0 G- v Ol =0

Dalot $is nevienlidzibas abas puses ar 4y , rodas

2 4-) 4 2
’;!7: ‘ihﬂv‘l\ ‘{’ WS 7 X e X

T& k& X=x{Y ir nepartraukta funkei ja, tad var atrast tadu A

nozimi *-¢ -, lai 22 -4 f°. Jau nu 2f o ,tad 1, -1,
Ymas> un ) - % , Tadel
/{u‘, ,a._.“::- = —'; ).( 2‘
aY 3y 4
Jjebd Lijes
A5 e
2 3 sribpR S

VZ - 100
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Laukuma diferenciZla izteiksme ir
s v ! 2‘ ,;
P oS 7 Ay ;
sektoraOvﬂt L laukums ¥ ,
i s T
Se7 Jutdy
un sektora 45 1aukums o ¥

~--SMB VR

Tamlidzigi k& Dekaria koordindtas atrod slégtas figiras laukumu
(17.2im.). $ini gadijuma katrai ¥ vértibai atbilst divas X vérti-
bas: ;3 ag (¥ un ta=4,(¥)  Gkur Xy ly 2 k(Y

Ar. Oy nqa,“_.@ un 2, S,Mpa izteic figaras 4C3 D laukumu

£ ::
o R I yi
Jjeb g &
! Y; ; 0
Ja pols atrodas slegtas figuras iek3ien&, tad jaintegrd
starp robezam U un 2% un = % G

Piemérs: Laukums, ko 1esledz rinka linija ar radiju 4

ir ;5: N ey .
(7
10.§. Loka garums .

Par 1linijas loka_garumu sauc robezu, uz kuru tiecas
ievilktas lauztas 11n11_§4per1metrs, ja malu skalts tlecas uz
bezgalibu un katras malas garums tuvo jas nullei. .

Linijas loka garuma aprékindSanu sauc ari par loka
rektifikasciju.

Uzskatisim 11n13as 1loka 5 (18 zim.) punkta koordinatas

X ung par parametra { funkcn.,]ém. %)
x= Y , 4 =94, :

Piegemsim, ka funkcijas /"H un j(é} ir nepartrauktas un tam
eksiste pirmés kartas atvasingjumi.

Linijas loka AB jeb M, U, garumu 4 deflne,]am ka ievilk-
tAs lauztds 1inijas malu summas (perimetra)/ol, ot g5 ol il Al

robeZu. Perimetra izteiksmé
. i &
ohgeelt, =S M,y ‘{-‘ VX &~ X 1) *‘% ix- l/

f ”
arX(’fif’r y Xg-z ‘.f{{f L ofe= j(fl‘" U 4" 9({1( i/ ifo“bf. ,.,‘/6)

< P L

V2 - 100
71



A

diferences X, - X, _ 4, un Y.-4 . _ 4 nosaka péc Lagrange’a
galigo pieaugumu formulas :

Koty ] Ak ) {4 1T [Tt g+ 8t Ay} 0<6<]
un
Jx gt gt ] y{f,\_,, e ey () [ e St ) 0< <t 0
Tads}l e e 7 et L

7 kﬁw ‘{E‘ ((. +L7 {’M) fx | (“t‘ '{‘fr -{Kq)
Pierdadisim, ka; loka garums

s Mg
Sim noltkam mums bius vajadziga kada algebras paligformula,kuyu
geometriski pierada $8di: Apskatisim trisstirus CCD un COE

(lQO!Zim‘-), kur ! | -
OA‘.g ) 03 ,g ¥ AC =BE il ¢ BD *le

4

Ta ka

[ 0C ~;.?D‘;'s COSCE +£D,

g
; 7 - : Bl bl 5'12“_ :
//;uf B oo [<{TE ST bl -(8)
Salidzinasim iztelksmes L o '
A1) g ). w TR hz“”“/
Paligformula (A ) rada, ka

WF )< ) - /f"“ﬁw (%)[< g )5

jebd

tad

i e

/7~"/’\~ 19 -9 @)

Ja 4’;( o o0 {4 ir pietiekami tuvu un funkecija ?(f/ nepar-
traukta, atvasingjumu diferenci/ ’ (T )- 4 e )/ var padarit-
mazdku par jebkuxu iepriek$ dotu pozitivu Skaltll {, No

1@ -9'G)l < e

un diferences /I ~ II/ novértéjuma secina,ka

AR/ C el By ST & e [ <,

Tads]
: {5 o o 7S 7% e )
= /(J(/?W I | :'/ ™ 155N P7
4 h3ea ’}2 Q{K.Liuf (k’“[-&-’? ‘f/’_v‘k/
Q’t’K'w}o \k‘i ELSAL
jed
4] ks 6 e i Jugag ey s
’ o A v LR Thke &
A v ktavge e Lt B ey Lk i St



Ta ka /On,'<é,.\<5 /3”)'&;1;3 i
tad “ sy .
Tade]l . %

:‘:;’:0 /}. "’: 4 ‘éi( = (};
un tie$am 8%, " ?,.. o

- Ji# et

Linijas tekoSo punktu A (20.2Iim.) var noteikt ar orien-
tdto lokxu A/ ,kura garumu 5- ¢ sauc par 1linijas teko3a
punkta {{ 1Iklinijas koordinatu. Ar sastédito formulu var ap-
rékinat jebkﬁ.raé 1inijas punkta 11k11ni jas koo;dir;atu

yoid PR ol o
4./*/- (44 4 Yt - J Fx¥ it d,
ja apzimé ; , :
;eilix. = X J d’» .: g-
Tadel ’. “‘-l""','f
il S

Ja 7ﬁ > O tad augoSam { vértibam atbilst gugoSas lokg

. vértibas. Ja 3} <. 0, tad augoSam f vartibam atbilst dilsto-
Sas loka 4 vértibas. No loka atvasindjuma izteiksmes dabll loka

diferencidla izteiksmi

ds = Vid*r g
jo dux = xd,t cly 3({6 , ko var rakst:.t ari veida
¢ J’. = ol 23 oy ®
Specialé gadijuma, kad par parametru uzskatg ¥Yun 1iniju
nosaka ar diferencéjamu funkciju l( .‘4{({,. S L S i}.tadf' J ,y gf\,

—————— e ———

TR s \ I+.f"' , resp. ¢ _
' 48 f? /+y'.“ dx

Lai aprékinstu loka garumu polaras koordxnﬁtas, izsaka X
ung ki X un ¥ ﬁmk013as'

= 'LC&’?
frie
Ta k& 1inijas punktos XA = ?.' ;/ ,tad - e IV G ’(('f/ un /j ?'(‘f”:
t.i. varam gemt ‘¥ par parametru. Diferencédjot pde ¥ ,dabid

'(%- é_i-:ﬁ., o ~.$(;'~q-‘
iy )i #L $v~¢+ yCes ¥

Ievérojot sastadito loka garuma formulu Dekarta koordinadtas,
VZ - 100



S A

fag - \(( (3445

Ievieto;jot 8aja formula izteiksmes (%), péc viegliem parveidoju—
miem dabd 3

BT 4
'jéat J;b(;;\’/’ + X (1}'
oL £arl

Piemdri: 1) Aprakinat ripka 1Inijasy ja radijs ir & .
Ta X A =4 = Const ,taq %» ¢ un
C= ) avlf 294 ‘
2) Ja ellpsi ar pusasim Q4 un (é«( nosaka para-

varam rakstit

metriski
_X b Sk = (}‘/t
? ‘j é” jlh
S ‘%{—’(—-—;-—:LS&»\. ; ,zf=d‘!“ff
un loka garums 7
S TR e AR 2

c.: I!\/. thz.z(frv t #g ‘C(’ Lé d’t
v
Var’ konstatét ka %is integrals ir eliptiskais mtegréls, ko' ne—

var izteikt ar elementarém funkc 1jam.

21.§. Tilpuma apréjlg.naéana.; Kaval jeri (Cavalieri) princips.
Kermepna tilpuma noteikSana jeb kubatiira visparigd gadijumh
saistds ar vairakkirtigu integrésSanu. Bet gadijumos, kad ir zi-
nams likums par kermena paralelo Sk&lumu laukuma mainu, pietiek
ar vienkarso mtegréclju..
Iedomﬁs:.mles, ka kermenls Skelts ar paralelam plaksném, .
kas perpendikuléras noteiktam virzienam, piem. X -asl,) (21, z:.m.),
un ka Sk#luma laukums 5 Ssx) ir dota nepartrauvkta funkcija, kas
gefingta intervala as X Jo .gleradlsim, ka tad kermepa tilpums
\/ f Slddx
Pietiek konstatdt, ka funkcijas ¢(x! ,kas izteic mainiga
lieluma tilpumy kermenim, ierobe¥otam ar pamatu X =0_. un kaut
kuru paralelo Sk&lumu X , ir atvasinajums - ~(“() St

/

Konstruésim Skglumu attdlumd X+ AX {4X >0} un novdrté- |
sim tilpumu 4 7 ,kas ieslégts Skélumu X un x-+4X starpa.

Ja intervald (X, x+4X ) Skeluma funk013aib(x) ir maksi-
méla nozimeo un minimdla nozime ‘),,\w_ ytad tilpuma 4 ¥ salidzi-
. najumé ar dlvu c111ndru tllpumlem dabi

4\5 ('\ Sr A8 4 X ,
; ot VZ - 100
1941/V
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AP Ax < ’bmax
T3 k& m()(e() ir nepartraukta funkcija slégtad intervala, tad
AY - S,d QS(.’ }-%-J-o-box u<6<ﬂ

4a X
un
4 /
AX '“')bu
kad 4 x>0 . Ta tad tieSam pastav sakars

g4 - S

No t& secinam '4
& (x} i I (X dx
un o) : ﬁa i
Vo= ) Sl dx

No 8is formulas %ecinams Kavaljeri (Cavalieri) princips:
divi kermeni ir vienlieli, ja to augstumi ir vienlidzigi un 8ké-
lumos,kas nemti vien&dos attalumos no pamatiem,rodas vienlielas
figiras. g, ;

Tie$am, ja kermegu augstumi ir vienlidzigi,vienadi ir in-
tegracijas intervali, ja Skélumos, kas Qemti vienados attalumos
no pamatiem, rodas vienlielas figiras, funkcija3<5%19 ir vien-
11d21gas. t 2

Pieméri: 1. Aprékinat e11p301da al *‘4“*7;~* i
tilpumu Skeluma flguru nosaka ar vienado jumu -

#:-f g "i—z—-

jeb .Z .
""'7-""""‘". 8
Ja. ellpses ppsas;g ira, A ,tad tas laukums ir 5:;)3
Misu gadijumd < = @-{uiﬁi; & 1'5 = G B, L,; un tadel
J
o S(x) =Fte( - %

N Jt&oj’i“w-”u g wake
2: Ja "aﬁ( }:m_,(" 5 X -l—?” ,tad tllpumu var
aprékinat péc Keplera formulas:

3. €52 Tes)+ Crel /’9_~L£)7 w;x.f'r.';.,a o b
V‘ L [[)1&-/ J(é’/‘rl/ ;( /ff F 6(‘)1*'31 +‘f§o :

TieSam

V- r'("U(L B+ ) - [5“’* 8{ *JXY ‘l/ ’y/c‘ /-r?: Wﬂ'atféf(l j

4—‘—“— [M{ @’“whcﬁmyfj 5(¢,.+a} + )] }(Jaz‘{;‘%a: FY)Her 59'735 tr+
: *BL“«‘JM’&/@H& -u,% +é),, ;:L_z'_; / S 7 +l/[ a_tﬁ\ A 0_51-3‘]}

2 vz 2100
i 1IN



g

o \ '97“ a)ﬂ;g}wyé‘*'ﬁ/ _‘% (§+) r‘lso)

L
Gadijumd, kad dots elipsoids éa, or 1,

A s ,fo-’, e %
ir Oy = 20, 52 Tée  un h:2a . 7ads] ari pse Keplers
formulas

;1’

R ZQ A Vj’“"C‘C
-\- - -..g.. » H~,' (‘\- - —"‘—Sﬁ-—

3. Ja dots rotdcijas kermenis, kam X -ass ir rotacljas
ass, tad S8k&lumi, kas perpendikulari- X -asij, ir ripki ar
radiju ¥ (22.zim.). Tadel '

9 : QS(‘)(J‘J:? "‘.'JIL}/"/,Y
un rotadcijas kermepa tilpums L

e vc-’f) gt < T (5] dx,
ja veidotadjas figuras 11n13as vienado;ums ir ? :(’[J‘}

12.8. Rotacijas virsas laukums.

Rotacijas 1ikas virsas laukums ir robe’a rotdcijas virsas
laukumam, kas rodas ievilktai lauztai 1inijai rotéjot ap rota-
cijas asi, ja malu skaits neierobeZoti pieaug un katras malas
garums tiecas uz nulli. :

Piegemsim, ka ievilkta lauzta 1inija At P ()
~ Yoté ap X-asi (23.2zim.). Caur punktiemA Alig ol g0t ,J(“ g i =8

vilksim plaksnes, perpendlkularas J(-asi,). Tas Skel x-asi
punktos

wh e .,)(,", snap KoKyl K LK @, X a .{’,}
Likaés linijas teko3a punkta koordindtas X un 'g, iz~
teiksim k& viena p:rametra v nepartrauktas un diferencé jamas
funkcijas: i -:/{_,- '

?J ?( [a(S'f’.S“@;..i?l?}:(ij C*f(/?/_]
Pieradlsim, ka ‘1oka AR veidotds virsas laukumu, resp.

rotacijas kermega sinu virsas laukumu izteic ar
l"‘

Qs:d‘.uw,’ = 47 ) 24 s 229 fi Vx f/{---f’(f

Katra iev11ktas lauztéas 1in13as mala Jf i Jlx veido
rotéacijas kona sanu virsu, kuyxas laukums ;
~r3w‘tﬁmm C}“/y‘.r ;, If‘,‘
izteicams pdc visparigas formulas Q,u;mm,m
ja R un 4 ir pamatu radiji un -veidotija.

- F(R+4).¢

Rotacijas kermepga virsas laukums ir So rotécijas konu

sénu vi 1 Zas
virsu aukurm; summas robeZa VZ - 100
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S D o4 a t
(buf 14 LaG4 ,L'_J_;“/,; ??? L y-: i :'] x 4f el g Al
,;,j."{ ,_101}’_ -4

Chordu ./ P AL« var aprékinat ka attalumu starp diviem
punktiem pé&c formulas : R

‘ 7 ¥ VR > S :

; b - -\,1.1,‘-‘“»'1,;_ ‘y((ﬁ —‘A"‘l) +!(K.-}A-!]L
jeb : R Sl SO pa i e SN S

My MY [k HEc o + [HEel - 9 4 -:}J
Péc LagranZa teorsmas par vidéjo vértibu izteiec .,
Flho) - eyt = (ke - Aoy $(T) (6 G4 &)
i o4
s o+ B AV 5y ¢ (Wi f o
g( fﬁ;—?.(,(,‘.,j (b -Hiy) g1 %, (ék-l<3‘x <t,)
Tage] : R : ...,‘_.‘_«_M.__._._'.,..q-..;*;z S
; ERY | e § N 0 (0 e o I B T o L B
: M _goliy = (Ax - Ey i ¥ /J(&KU *[_If ‘(CU?; L
| Lidzigi tam, k& aprékina loka garumu (I0.§.), novdrté dife-
renci ' : Tk

Ta k& _
470 S8 1 s { ('_- e il 7 i E
. [F(T)-116)] <& o [T -9l [<%,
a ‘ : AR A e S R :
Sty it s TNTN D s
WEFag =G -Gt e,

ja diferences ‘{.K % '('Kﬁi pietiekami mazas. | .

Ievérojot ari, ka Yot Yooy 2#4 G S A U (S O)Ja{‘~tx,‘~)0)
dabl robezgadljumé {ieSam rotacijas v:‘}grsas laukuma formulu

J - B R s G e :;,-'Tﬂmﬁz
ssjmm.:m,- # ‘a""'id ?xz#f dt 2% | g f/:('&f/ *fz%} at
Speciala gadijuma, kad par parametru £ piegem X ,tad

X"J-)?t}" % | un‘é oW ..
Vet '-é’ff,:,- i+ (g8 dx,

\ dwtf
; a

13.§. Masu centru noteikSana. Guldin un Pappus
e il teorgmas.
Ja materidlas sistdmas punktos B : L,y B, iedomasi-
mies pieliktus spékus, kas proporcionali punktu masdm Mg, My, ..., M,
un paraleli, tad $o spéku centrs ir sistémas masu centrs.
Divu materidlu punktu /»; un M; masu centra Ef-" attadlumi

13dz attiecigiem materidliem punktiem (24.zim.) ir apgriezti
proporcionili masam. Tadé] sadalijuma attieciba

/j% ‘ = “pj"::“" = _fﬂ: A
: . .\ & !/1 ;');i }h”?“ i—; 3 )\' D
un péc analitiskas geometrijas formulas 1« f,»‘ B o ap-
VZ - 100
1941/V



- 27 -

; .'rbkina masu centra vietas vektoru éadi__&

4 R SR 2 A g
b ‘[(-:-> = e .&h@- e e mim" 4“‘:’.‘.}-3:
:; (> : e , - Pyz 3 h]’i.'* "VL ¥

¢y ‘lai atrastu meeu centru tris materiiliem punkt iem R B
un P ,mek18sim masu centru punktu F un £} masu centram &'

unpnnktam .% . Tad P il

i v b 3 h\-‘_"‘hvw 3

un in - W, - Sk '-} X
he! 4,.\ s ':”1‘ a4 A T, 13 N R U

> S 7 2 1

(T T+ Mg+ By = Py
s { +m Lo b 3 3
Visparigi masu centru punktiem nosaka ar vietas vek-
toxv -3 S.' ~>
" m’u . .
| 3 ek 3
th
Jedb simboliski ix n;
i =§.ma_. '

&5 hv Jd
Te wa&-d,( jebd Z’m ~ ir visas sistémas masa., Projecéjot
)c‘;' ug koordinatu asim. rodas masu centra koordinatas

<

‘)E:T' o z }3;;'“{'5“ i G L.:,-le..

Jeb :
3 T B R G
: - }_mo:, b jg g

Ar masu centra definicijas formulam viegli plerada éadu
masu centra dlstrlbutivo 1pa§ibu-
i Ja iedomajas doto materidlo sistému sadalitu divas
.'2_,015153 sistémds un éo;parcialo sistému masas koncentrétas-
.to masu centros, tad tadu dlvu materidlo punktu masu centrs
AT dotﬁs sista@mas masu centrs. ; ‘

Ja materidlo punktu ir bezgala dauvdz, tad var izveido~-
ties sistdma ar nepartrauktu masas sadalijumu. 58das sistémas
masu centra koordinétas defing ar j ;

/X E(/rrv Z ,)( Aﬂ’n/
fﬂ‘ MZ A/h-v
Y fbmé_,
2 2 *”W
Apzimé jot ar fum,Zmn-JJ/m st At sistémas masu, izteic
l’nﬁr)‘)
Xg = f._.__._._
96 = Lt
& =, ] ydm
jed Liiind & X },;,N

X = {164 '. - 100



R, b
- Apskatisim divus materiilds sistémas veidus: 1) materidlu
inu, un 2) materlalu plakanu figiru. e

1. Materialas 1inijas gadIJuma mazu cadalijuma
raksturojumam ieveeisim jédzienu par linedro blivumu.. Ja linija
ir homogena, tad linearo blivumu A definé k3 masas attiecibu
,\ = %g~ . pret. loka garumu L= Si o (25.2im,) Ja 1linija nav
homogena, runad par v1de,]o blivumu A _—-’zu loka elementa AS
kur atrodas masa 4 m .Robezgad13uma ,kad 44—>0 dabu bllvumu
dotaja punkta A = %f? ;\(S} ' ; :

Integréjot dabijam masu. o

A = f,\A/s JAWA»X

Masu centra koordlnatas ir %e !
‘ . f\J(OL'S ) f...\fo-f "% du
i G -~ —0( .-——-—— - s et
j /{/( _a{;:/\v"i- ?ub O(&X
fﬁg&r JA?Q&'?EL
9 . " T e i
A NT=+y :
Ja 1inija ir®homogena, tad A = Vvar iznest pirms inte-

gradla zimes un saisinat: 4 F4

s o m‘zﬁ
A ; e :
Zlnot 11n13as masu centru, var - ;trast no' 1inijas veidotas
rota013as virsas Iaukumu.; i A 2 :

" Pirmd Guldin un’ Pappus teoréma. Ja linija rote ap«asi, kas
to nekrusto, tad linijas veidot&s rotdcijas virsas laukumu dabd
reizinot 1linijas garumu ar tﬁdas rigka 1inijas garumu, kuras ra-
dijs ir vienads ar 1in13as masu céntra attalumu 1idz rotacijas

asij (1iniju uzskata par homogenu).
Pieradijums. Rotdcijas virsas laukums

{if%@uuz ==,3qrj'yd4

Ja piepemam, ka liInija rot& ap .X'-a51. Masu centra attalums 13dz
rota013as asij [ “ ;

«\;_s

Tadel S

un tiesam

gy T o e
1541/V




-GN K

Ja zinams rotacijas virsas laukums, var aprékinadt masu

centra 7 koordinatu QD,M b Vol

't 2T L
©= vt pilemBrs: Tora virsas laukums (26. z:un.) Tors rodas rigkim
rotéjot ap kadu asi, kas ripki nekrusto. Ja ripgka radijs ir X,
centra attdlums 1idz rotdcijas asij 4 24 ,tad g( =, L=
un péc¢ pirmids Guldin un Pappus teorémas izteic
5(:“‘» c 1An Ta = YFen
2. Materislds plakanas figiras jeb diska masu centrs.

it Aprékinasim diska masu centra l?!oordlnatas, ja-disks ir

- homogens, t.i. laukuma blivums 4 = —S' = &nsk (A{-diska masa,

S - diska lauk.)
Vilksim ordinitas caur punktiem X un X +AX .Abscisai X

atbilstoSo ordindtu garumi it f]', un 4, (27.2zim.), Noteiksim
masu centru diska dalai, ko iesl&dz diska kontiira un ordinatas

caur-X un x+a.x. Péc tam atradisim masu centra koordinatas

3 ~"-i:vvisam_ diskam k& tadas materidlas linijas AB masu centru ykuxas

'1..pun‘kt'os koneentréetas diska atsevisko dalu masas (masu centra
. I’dlstributi\ra ipa$iba). -
e Figuras CDEF masu centra koordinatas ir Az X+E,
-5-‘*3._ f-e kur ¢ un E, ir mazi, ja 4X pietiekami mazs.
Robeﬁgadi,]uma. kad A x> ,rodas masu centri o
56 AL i
| (7~ s
e J 1 veidos liniju A¢ "I3 .Ir janoteic 3Is linijas linearais
blivums . : _ :
Ja uz laukuma CPEF ir masa ¢4 un laukuma blivums
/4 = const., tad : g ‘
Ll s ie s (g g pen
Padeé jo nevienlidzibu sast&da, salidzinot ar tadu divu taisnstiru
masém, kuyiem pamats ir 4<X>¢ un augstumi ir funkci jas {fi'#fj,
miniméla, resp.maksimsla nozime intervala (X, x +4.X ),

Tédél /‘ . 3
: L SRR e ll ¢
A X" 4#* d fuad 4
un robeZgadi juma
dm»." !
v'\ A g (3’2..‘ 22/ ;;u '

Ta k& materidlas 1inijas .»?(7 =4 )) masu centru noteic ar
< g
x ; j s}(lﬂ’tg (. ;{ 7 ;o 'hv
o e G

VZ - 100
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B (L
kur U [ Am f‘\d“ p ”J""”/ dx ir 1iniuas'masa,tad

péc € _x 7 j@+14 substiticijas un saisina3anas ar konstantu
faktoru‘/ﬂ dabli homogena diska magu centra koordinatas

6 €
«“‘Hj!“j },,l,.x g . 5{7 T ¥ }ddf
e : .6'
J{?J' yljrlx : -' _)(’j,’_ y;}dAX
Speciala gadijumd, kad diskam ir 1iklinijas "trapezas®™:

forma (28.zIm.), masu centra koordindtu izteiksmes kliist viene
karsSakas: ﬁ- ‘ £

F L e g

¢ (.h&

6 %;f' e 1’“%UZ”T”")
/‘1 : ; % ydt

10 te 4,-0, yasylu) ; i

0trd Guldin un Pappus teoréma. Ja plakana figgga grieZas
ap asi, kas figuru nekrusto tad veidotaé rotacijas kermqga til-
pums dabuJams, reizinot f;guras laukumu ar tada ripka garumu,
kam radiijs ir flguras masu centra attdlums no rotacinas ass.

Ka mnams, no "trapezas" uAB b veidota rotacl;)as kerme!}a

tilpums (28.zIm.) : 4
VLJKEUN i j1? oux

Vlspariga galeuma, kad plakana figltra nekrusto J(-asi
(29.2im.), rotac13as kermega tilpums ir divu tadu "trapezu" vei-
dotu kermenpu tllpumu starplba' : ;

\fM&”M =«/§ ol At ? ﬁA=J ; #fjﬁx[

Ta ka flguraselaukums}gg ((93 ygkbx un t8s masu centra ordi-
nata Y » T+ ‘3:~:%Lci"i-, , tad (g (y, Jex = 38 4

7ad8] tieZam :
Nk wims ATy ST

Pieméri: 1. Tora (26.21m.) tilpums f‘Qﬁunfﬁk%153= 59 an*

2. Noteikt homogenas ﬁusripaé un'ﬁusrigka 1linijas masu_centrus.

No. otr&s Guldln un Pappus teorémas izteic qh %S
Pusripai rotéjot rodas lode, kuxas tilpums: /= jfT S ; pus-
A
ripas laukums ir 3 X N un tadel

{I("' 23_1* T T W . 4T
Pusrigka linija ar garumu 9% veido lodes virsu ar lau-
kumu YFe*, Tadsl tas masu centra ordlnatg
¥ S M VZ -,100
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Secinam, ka '1_(
R ﬁf"-

III INTEGRALA JEDZIENA PAPLASINAJUMI.

EE T B e e B
.;4.§. Integralu konvergence gadijumd,kad zeminte-
e - grala funkecija ir partraukta.

Funkcijas partraukumu veidi ir 3adi.

1. Ja funkcija 4(X Xada intervalu ( @,£ ) punkta C
nav definet‘a, tad apskata funkciju intervalos (Q G 6") un
(C+é A ),(Fu_r E'>0 un £ " >0 .Figiras aAC ¢’ (30.zim.)
laukums S f A un ﬁguras c 04 laukumsff(’}d'x j
Apskatisim,kas notiek,ja € o un €' - O .Ja {cfeo ytadc-& ‘s¢
no kriesas puses; piegemsim, ka eksistd F(C-0) » Linu F(C- 6/
Ja €"-> ¢ ,tad C+&° > C no labas puses un ari i%c*oj fw\—f("*i)
Ja funkeija punktd ¢ nav defindta, bet eksisté J/(C ~o/

un f{(‘ *u} ~ylaukums, ko nosgka

S = [ flog ol
ir galigs lielums. Te definé ¢
QS), tim S +ﬁ/low§ &m\. ) ;[J}d,ﬂ tin, f Hojdt j f(xjoau ﬁ/x}d,)/-. J Hxjdux
‘ £=o0 %26 £ 0 cigr %0

2% Fun.kci,]a kadd intervala (0, 6 )punk6a c piex;em bez-
: gala lielu nozimi (31l.zim.).
| Sfi.n:Lé gadiguma deflne mtegralu ¢
f;(x}cw wm f,tﬂx)q',)w Eww fj(a(/atx,
0 "t Ed T TN
Ja abas noraditas robezés eksisté;neatkarigi no ta veida,ka’
£'—> o0 un £ —~> 0. /
Piemdrs: f 2’.4,;)(_ j Funkcija f/d() it % T s
3
kad Jk - 0. Be%' J-’o e
) E
] é&::f«% "o f"'?’ ﬁﬁ:[ﬂ]ff@:’ J
it 3., Funkcija intervala (K, A ) gala punkta Z piepem bezga-
la lielu nozimi (32,2zim.), resp. }(a(l -5 ,kad X -6 .Te
zemlntegrala {funkcija ir nepartraukta intervalad G X x < £

Integrals ,/(u(j dix konverge, Ja var atrast robeZu
qi‘f é-¢
e b (x) dX . Tad ja/x/rb(- gns )(‘ "/“u
A R ORI gt
' Piemsri f/ f "‘iix"'*"‘ . Te ﬁ)’} o - D,
Raompat. ot (e
ja X =>4 ,rcsp.funkeija Nu() punkti +1 nav definata.
VZ - 100
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LRE

Ja2mekl& robeZa 1§ t-f

b/.)\\r —--——&».... 8 t}{/hv {—0/'. LAm X '/ = 527, :
655 it Epae e
Tads] o ok
. '. 5 b P SRR Vo PR
2) j M X ©  Zemintegrala funkcija _‘f;f""_}:'? ngv definéta
punkta xzo_"‘un ey SN ot
\. " i &4 2%V / "\‘x e D
5 o S e -

. , P
Tadel f M : nekonfergé. S
Gadlguma, kad dotai funkc:L,)al f(o() var atrast primit.'ivu
funkci;u Flxj « e - o tad g
' l,/x)dq* - /b £) F(a)

Ja F(J‘) ir nepértraukfw‘funkcua, tad
Lo [F(l-€) = F8)

un pastav Leibniz’a un Newton a pamatsakarlbas formala

&E—>0

H(x“x Flé) ~Fla)
ari pap1a51nata veida notelktagam integralam.

Tagad meklésim konvergences paz1m1 1ntegralam, neatrodot
primitivo funkeci ju. -

Piepemsim, ka ’(‘d) >0 ifisos intervala ( ¢,&6 ) punktas un
ka var atrast tadu 01tu funkei ju - Wo&l, kugai integrﬁla )?{d}d{»«’(
konvergence ir zinama. : .

Ja sakot. no kadas"'ihtérirala vietas, piem. a' (33,z1im.)
pastav nevienlidziba

_ j % / <qu/
tad "i ¢
g flx) dux < fg[x, do

IeVéroaot ari to, ka integralu vertlbas :
; 4

ff(uf dix resgp. ,g(x Jdx

ir fallgas, sec:Lna, ka 1ntegrals -/(v'/ AX konvergé, Jja
a :

J({( <)X xonverge.
Turpretlm, ja : i 2
5 Fd > 9! A/ {a s.«-zéj

un ja }('? (.,x X = o s RE D ,q(d) JX diverge, tad ari



¢ - 33 -
/( 7‘(1} AX  noteikti divergs.
a

3 Par u/x} parasti izvélas Sadu funkci,]u J{.f(} ) /J/'Crwa!)
l
Tas inte réla /
g o ' ..UIIL(,A A "Jf)} {ﬁ. W =4
{E'{ ~’._~‘_ d'/)f ,’ ();_ ;
’ d b iy e 0 1) {b-.‘,,i;u
g = @IS T ) iy
2 G ‘\ UL ./ r #
vErtibas ir éadas.:,
lo Ja = 1 ,tad S : 2 : "‘, A
f Ud’J g 7 0 T S ] o { % 'a/ T
X~ T roAda
73 ¥ héESs oo, ja €= 0 ,tad | TR divergs.
/4
2. ja >4 ,tad Y
foalide oM e Mmoo
BTy Tl f*h =y didic.
Téka{ 'fr‘l.~ - &> l ) Ja{.*o)tad} lt“!"\’
divergé.
3Jam<_{tad€” -~ 0 ,kad £ -0, wn
;f ¥ ap u{l;’ ‘;,QL‘*‘J '{
J ::;M,*r e S < ( /{ -galigs skaitlis)

Ta tad pastav integrdla konvergences, resp.divergences
pazime: ja sakot no kadas intervala ( @, 4 ) vietas, pastavigi
!(»_}x}< 7 A e ;e} {?o-,x.)“‘ }(,x}.{. it (MU >0, m < l)}

tad integrals :/ ) I konvergé, turpretim, ja
jlx) & ,Id H (b - > M {- A >0,Mm 21

3 Hn
tad minétais integrais noteikti divergé.
Praktikas daudzos gadijumos pietiek atrast

iw,; (- xI™ X - 4

Ja 3ada robea A eksisté un A- F U ,tad vienmér var uzradit
tadu A s1lai mineétais nosacijums par integrdla konvergenci,
resp.diverggnci botu izpildits.

Piem8rs: Legendw’a eliptiskais integrals
.4'f / g
| oz (04 k<
{" Vii x9(1- c*x*/ ! / |
Te f(X) 4. ... ir partraukta punktd X= /4 , jo f{«/=es,
V\"'l/("~z’)¢2)
kad,z'\-éi Ta ka ( ‘

[_f A}bf{/J Sk {f“;"}:‘; PEEY Wy (3"7'.':;{)

.X*-)-J

tad I = ’_—z(:lun 4‘7—*(). Tadeé]l dotais integrals konverge.
; VZ - 100
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Piezime. Ja funkcija f{a() ir nepértrau.kta}intervalﬁ AL A& L
un ja Fx) —> &>  ,kad X -q ,tad defpiné integradla konvergenci

¥ c >
sadi : . ;o - ;
s "x‘ Jdot = ,me f (0(} AJ( ;
:} ’/ 6‘5
O a+¢ 7
Integréla konvergences, resp.divergences pazimei lieto

funkci ju I ) : A%
4 Goarem dn R S

15.§. Integradlu konvergence gadijumi,kad integra-
~cijas intervals bezgala liels. ':
Tagad apskatisim, k& paplaéﬂina integrala jeédzienu, ja in-
tegracijas intervals .ir bezgala liels. Piegemsim, ka }(x)
ir nepartraukta funkcija katrd intervala (a‘,,)@ ) punktd, kur @
ir noteikfs skaitlis un % »qg - brivi izvélsts skaitlis. Inte-
gralam f F(x) A  ir noteikta vértiba, lai cik liels ari é
batu. Ja° §is integrals ar neierobeZoti augo3u & tiecas uz no-
teiktu robeu, tad saka, ka integrals konvergé. Var gadities, ka
integrals kliist bezggla liels, vai robe%a neeksist&, Jja % -’r:f'
. Piemeri: 1. 2-7-_%@ = c‘@,'(.(;,f.,?_ b . Ta ki gL’;’,:a"’“ r‘{}b%ﬂ,

tad integrals

o R e
YA S "
Gl o TR 8 ~ konvergs.

3
L2 AOA'%..-@,&; 75 ¥ liom 6 - 25 tag &£ ea
un dotais integralsnoteikti diverge. ~ : ! ;
nav noteikta, tgé :{ih%)(g%""ﬂ's: ”M ilueﬁfﬁk Egtggo jfﬁ“;(e{c%ﬂi‘)no-
teiktai robe¥ai /nenoteikti éiw}erg:é/e :
. Ja [Hydx= Hx)  un ja Ax) 28 =f(ce) ,kad K —>=3
tad | fjdx= Fles) —F(a). e
Kad primitivo funkeciju nevar konstmuét, tad salidzina';
zemintegrala funkciju ffx) ar c1tu funkei ju 3[%} . Ja sakot
no kadas intervala vietas pastavigi }fd/&;f (x] un j '3-(0()5{-)‘
konvergé, tad ari- ;'j(-’() ' konverge. Ja turpretim f(-X) >~?{«J$)
un ]g(d)oh)( divergé, tad ari S f(d(/ AuX diverge. |
2 Par funkei ju gl(*)(} .pal‘astia pem y(u(/' - %& , kur A >o
ir konstants skaijglis un M, >0 . Te integrala '

% A gtk €
ik i {7 2AX { olf [An] PR i
[6{/@&1}0{ - g_,-l‘(- ; R = .5 G - A! A : /
44 ook s gl s € G s :
G a { £ fad f 12 P j /
Piisonan Y i :

vértibas ir Sadas: : { ; B ‘
SR ] VZ - 100
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1. Ja M =1 ,tad fq(XIff«x = Ink ~ e > 00,
kad b ~—>cn » JO (1-» & —> 0'3 . Ta tad integrals divergs.

!-h\, /4\\;

2. Ja m <4 ,tad Q(JMX -/U/ s m\/é
Ja c -S>, ta tad 1ntegrals diverge.

3. Ja in > i ,tad 6 g, C ,Ja (‘:—"uaunf,ﬂd.u(«bdl
t.1. integrals konvergeé.

Ta tad U %

1. ja }(x)(i?- un m >4 ,tad [ flddu
konvergé. ‘e

2. ja Hx) > un hog 4 tad [l ax
diverge. ‘ A

Vienado jums - f‘% attélo hiperbolai 1idzigu liniju

(34.2Im.). Ja ™ <4,tad nav galiga laukuma starp lIkni un
X -asi. Tapat nav galiga laukuma ari gadijumd,kad mv <{
piem. m =%, jz : +Turpretim, ja M >4 ,piem. = ’v,{/ !

VX
laukums starp 1ikni un X-asi ir galigs.

e

Piezime. Praktika integrala konvergenci,resp. divergenci

var izskirt, mek1&jot
X7
Ja :4#”0 'un 'h'\>. ytad - J;u} A konvergé, bet ja 44"0
un /n < 1,tad Sis integrals divergse.
Piemé@rs. Eulera gamma funkei ja.
AY integralu ' - A
M) = [ e ol
definé Bulera gamma funkuciju," gadijuma, ja %X > @ .Viegli
konstaté, ka tad integra.ls konvergé. Integrésim parciali

[Tl [ 65 wea) [ 200l

&

( X-4 =X g, o =0 -
Ja X—crun « § £ ,tad i 5 SRR iy T S g

Jacxri ,tad uwx"‘ et A *’i"‘ =0.
X =20 X Doy
Tédél : FEb
[} e ~d (-1
Tapat turpinot, dabna
[ (-1 '(* -3} B
Ja «A =/, ir vesels pozitivs skaitlis, tad

[(rnd=fn-0r-2). . 3 2.4, VZ - 100
. 19



T

Ta ka e S e
[~ ) e’ =[-c"] <4,
3 o
tad ]—zr./j—,("‘-{’){

Piezime. Integrala konvergences kriterijs nedod atbildi
gadi;)q_mé,‘ kad f(’JJ maina bezgala daudz reiz zimi. Te j&lieto
citas pazimes, piem.rindu konvergence.

e e T e e ot e T T T T e e T e e T e e g, T e T T S e e o e e e 2
R T e s N S s s e e e s T T T R

16.§. Plaknes linijas integrals.

Integrala jédzienu var paplasinat veél $ada veida.

Nemsim nepartrauktu un rektificajamu 1liniju AB (35.zim.),
noteiktu ar vienadojum ¢ = JH{x ,un divu argumentu nepartrauktu
funkei ju P (x,g/ ,kas definsdta plaksnes figlras apgabalid. 81
apgabala punktam A ﬂx;-,} atbilst noteikta funkecijas veértiba
p(f‘/aj * !D‘f_“xl (f} y

Iedomasimies 1iniju AB sadalitu w dalas ar dalij_uma
punktiem A, =4 WAL G Ay 7y AMp =B un uz linijas ga-
baliem pemtus punktus -'{1.- Jbl e ) j[};) e N N ar koordi-
nia!n;éupa(é_1 f(.)) ('gz, ;(“.,j, HE (,é)-h; "f»)‘ N . Sastédisim summu
wn B0 s = Xoa) =S o) 4 A

A 2 PUH) o x.
Ja 31 robeZa eksiste,

DS, T

tad to sauc par 1liklinijas integrdlu
L D,{"x‘g) (»Lx) un lasa: funkeljas. P(\)(, g} integrals pa linijuAB.

fa’ ka 1inijas_punktos z{j: #H(x) ,tad ari 7« ~ #{ Ev) un
P(’.U ‘7«) “P(E,J RobeZgadl jums ¢ '
Ling i B = f (A} diX
Ly 2 D(&) a5~ JPY
un 4 : o :
‘I IO( ’(-' ?r‘i {:{""‘X o) ;’f f:)"' /'/ '{x
N B N 0 a oA
Vispariga gadijumi, ja dotda linija A® ir noteikta ar
vienado jumiem ; s g
) Tk S .
l e W4} (X L4 4 g/:

un ‘f’(f’) ir diferencéjama 'funkcija,tad

L ) iy fis g ey f e .
J(K—.X&_i—”. T":T‘i_-‘l’*""y:(f’,e’, J/f‘:f.‘?i\‘ t!._‘-f" \f : {\K/ $ 'f é & é. “‘C)

\ rw-d K

Integralsumma ,
¥

Nt .-)’/ s f‘,’ / A 79[ AR o :i’ : ;

; 19 TR § N ; $ P iy (A N ]

.:41; ! S« (&;,v &/. % &-l';' ¥ 4_2 H _n{"/’; 7}_‘ {A’J ‘.Lk },A "t’(

- A.

: vVZ - 100
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robeigadijuma dod

A B
Plégdik> | p(‘ft} W)yt = J Pt pr4dt.
'AB L3dziga Karta dabd é@( %, 3’”’? . Te uzskata linijas
punktos X- (4} un defind

/e;"'r;,, g G M) 84y~ Q«M 9/ u(?/d?
%r.;;r;mietrisko attelojumu
fx=p(Y
s ; Y
kur Q”f/ ir diferenc jama funkei ja, izteic
_éd(a!,y}aly j (,Ltfy’ «Mf/dt LQN) &(y{é/v(@

Saskaitot abus 1ntegralus, dabujam

[,D(x,g).,ix +fa(x g)aly JPU/'V" féf,?/‘?

val
) (P46 (,,} f[ﬁdy’ &l""b'*@ t/v""*/]fli

: Parasti te iekavas neliek, un raksta [ P+ fo

Linijas integrals ,gpﬂ*’( "‘«f{y mechaniska interpretacija
izteic pa 11n13u48 padarito darbu vektoru 1auka, ko nosaka '
vektors V ar komponent&m V= P un V Q.

Tiesam, elementﬁrals darbs pa cela eélementu r/ £ ar
- skalarais produkts 2
O{W" ' ,‘nv&ﬂ{v’ ri/Sj’(/ .)(7'\ @P!ﬁ@dy

un totélais darbs pa loku
%B {\r o+ /,df/ ’b-"(v( Gt*y

Iinijas integrélam ir sédas visparigas IpaSibas.
l. Ja linija - integracijas cel3 - sastadv no atseviskiem
rektificejamiem lokiem, piem., AC’unCB (36 zim.), tad '

gpmuéu : :M uféwfw {p. umdg

2. Ja maina integracijas virzienu uz pretéao, tad arl
"linijas integrala vértibai zime mainas uz pretego

i }--1;;4(),:{7 jb?x*’)/“f
: Tieéam ’z : |
| )Vnd'(frw ,f fj{ff“’ / f/df / *(M#,

'ja apz:uné f < Pi yw { :4, i
I F" 7 74 i VZ - 100
S 19417V



M < i

3. Ja integré pa slégtu liniju L stad jauzrada ari iﬁté-
gracijas virziens. Virzienu pret pulktepa raditaja kustibu pie-
pem par pozitivu, pa pulkstepa raditaja kustibu - par negatIvu.
Attiecigi integrdlu pa slégtu kontiru apzimé ar polu + Qdyj
resp. Pd.x +G-(L?- .Pastav vispariga ipasSiba 3 ‘

) Do + Ry == 8 Petx+ Qely.
P e

Plaknes figiras laukumu .  var aprékinit ari lietojot
linijas integrdlu. Nemsim fi"uru 4/Vl B’JIZ, (374 zIm.) §Is fi-
giras laukums .

f (4a.~ Y1) £1K)
kur g g (X’ , resp. ;/_-;_ = (7)‘/;) nosaka llnijas dalas Alt, ’3
resp. A &&, . Ppc parveidogumiem :
5 J?l({.x ngatx {;’4 W ){du( o )Z«i«(‘ éf‘h(
5%, 4,

laukumu~5 tieSam izsaka ar llnigas integralu.

‘ Was @ydx P

Lidzigi uzskatot X = J.ﬁ)zfzteic
S g Ky Jl K

un péc’ parveido jumiem dabu ¢

S 9 xdy .. ()
No formulam (I) un (II) var ari izteikt

5 o k} )([5{ % "/ ‘IJ( |
Piemérs: Aprekinat elipses ﬁaukumu ar 1iklinljas integralu.

No elipses parametriskiem vienadojumigm .
fxeq cost [ 0L 4 35/
{,{ PRE

dabt
' "L& = «Jw«l‘csu'
e 7/*‘,? ~' lbfmf A4
Tﬁdél J\jl

“‘i‘@,xdy'ic/»( | Ll et g s de Tk
o
17.§. Izteiksmes Pel.x +6&‘~‘~/ analize.
DaZreiz svarigl zinat, kad ‘i} PA. ~_+(;l/iq = 0 .Sis integrals
ir nulle tad un tikai tad, ja zemintegrala 1zte1ksme ir totals

diferencials, t.i.

Pd x + Gid 7 = Fl 2, 4 - Ji"—iff': ' yﬂdy

Ja ar nepartrauktu deformidciju apgabala katru slegtu }i-
niju var savilkt viena punkta, tad Sadu apgabalu sauc paxr v,ien-—
karSi sakarigu apgabalu; pretéja gadijuméd ir vairakkart SAkarigs

VZ - 100
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apgabals. Turpmék piepemsim, ka funkciju p(.x wun (Q,(x,y}
definicijas apgabals ir vienkarSi sakarigs.
Dota slégta linija ACB D A (38.zim.). Ja

j p,{)( + bu('[.y O
A

J[;,,,H,(Q 4}' -rj Pe*X#-Cw{? Q

84

‘tad

jeb
| )p,j_,ﬁ{_:;ﬁ-,(y - [ Pl + G ly P(uxwlr/ :
. ACR - ; 81 ,

Integrals ir neatkarigs no integracijas cela, bet at-
karigs vienigi no ga.la punkty . A un B stavokla,

Ari otradi, ja integrals aprél;inﬁts pa liniju starp
diviem punktiem ir neatkarigs no cela formas,tad slégtas
kontiiras integrals ir nulle. j

TieSam, ja

Deive +Cudy - | DA +Gld
gr,/;.; (AT W ,cj ,?;

A3
tgd :

gj Pwu( f(_uL? - ; gt Gﬂ[#-*} DX f-f,wf'y IDf{,xJY'ff -~} l%x‘azfy

ACB
i Ja ir zinémg;é ka integréla vertiba ir neatkariga no

_mtegrécijas cela, atkardjas vienigi no gala punktlemA(do yb)}
un BLJ( 5} ,tad raksta 5). : w{' v

jp'l“** 3,{4 ’) b,;\+('~d?, 8 ,OJ (4.6,»{,! J(J(,W

Jakgienu gala punktu, ple(n‘;’.!{n/ A lx"’,,/ o) uzskata par nemainie
gu, bet otru - 2 ©.9) par mainigu, tad ar integralu ir defi-
néta divu argumentu funkeci ja ,(( ol ?

. Pieyadisim, ka konstruetai funkci;ai :Lr 1pasibas:

f-f =PlXY) -y;- CLix, )

Jakonstaté, ka eksn.ste,pieméram, robeia
v Flax+ 24X, y)- AL, y)
: : A0 &K
Sastédam funkcijas 1zteiksmi punkta 5_«.{4-,'- c.u<, 1//
flx+ax,4) - '_ F X +B h,

apré];inot integralu pa kautkuxu ce}u AC Bi (39.2im.).

Ta k& integrala veértiba no cela formas ir neatkariga,
: 'ta& nemsim cela }'3 f% vieté celu 4'/ P)l ,un ‘sadalisim inte-
VZ - 100
1941V
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(;en‘ ¥ S el

{ D4 e
e U PACGGE Oy 8t
divua inte- fﬁ'.} b g g’”pé(‘,( +@d;,+ r);y/):i.x fu.-:(#.

gralu summa | Pd +(;~,¢7 b _
. 921 :
Te {3 ( ) "5‘/ : .’I,'i_‘b.x.
: ) {7 EE A5 - - ¥
[ P+ G‘/({y = Hx,4) wn Ak + udé, . { A,
IZ) ¥ ; &/ . :

jo 4 cela no B uz B.L ypaliek konstants, t.i. d} =0
Péc teoreémas par vidéjo vértibu

¥
J,(};)Dxdd( :‘D{g#} 4aX [§:4+é,a‘x,' 0<6<1).
A '

T8 tad ci | ; '
7((.)(+A.x, ?} > f(x,:ﬁ + D(é'g) a4X
‘bh‘ s 3 '3 !
4 {fo+ 4K, 4) = HX, . _

b/m‘ e ;3/)( :{) ;%—%;P(X,#} -

LA30 < : i
Tamlidzigl var ﬁiérédit, ka ‘3‘5 =Q’(J;?). Sakari P=A%-3-)

ik fga ‘

IR @‘7 rada, ka diferer__iciélé izteiksme
Pl + By %,{M% dy = df(xy)
ir funkeijas f{’a(,y} totals diferencials, un linijas integrala
vértibu {(5) ' (8w ;
| P facf.y:fdf(x, y) = £(8) - #4)

4 (4 {4}
var izteikt ar 5is funkcijas nozimju diferenci, aprékindtu cela

gala punktos. Vienkar$i sakarigd apgabala funkcija -[(1;7/ ir
vienvértiga. Tadel, ja A un /3 sakrit, resp.ir slégta linija L,'

tad g &8 - ; :
§5 Dl /%4,7 & §>o/ f('x,?,f-;.c}.
A f 4
Ir sastadita viena funkcija f\/.x‘,ag) ykuras totalais dife-

rencidls ir dotd diferencidla izteiksme P+ Qr(.y .Kaut kugu
citu funkeiju F(x, } skuyai ari S 3
20 (A,g)~ PdsH Gldy
& /L ny)
var izteikt forma . {
l:(v{l#‘) "JL(A' y"} 4(:‘ (c - konstante).
Tie3am, péc izteiksmju salidzinaSanas secina

AF-4f i d (F-§ =0,
un ta tad 3 ’ ) | 5 .
Flxg) ~fixqj<C b Flxg)=5x4)+C

Teoréma. NepiecieSamais un pietiekamais nosacijums,lai
diferencialsd izteiksme pd,".f&o_(ﬁ ar diferencdjamam funkcijam
4o 'VZ - 100
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P x, 4] un & (x,4) butu totals difermncidls, ir t.s.intesrag;
iit8tes nocacijums: 3Hp ;)Q

s b
vy VX
Nosacijums ir nepiecf2Sams, jo no

A Haxh) - %O»(-#?—a] PaLx+G-0%/
e ?rfa

dX
03232 %? '%?%_% .

Lietojot funkeijas #{ .a(,g) ipadibu

33 2
i - vy it -’)v-‘g" )
tieSam daba i o
2P 7
5? e 7

, Nosacijums ir ari vietiekams, t.i. ja pastév 3ads nosa-
eijums,tad var sastadit funkcigu f Xy 3/ ykas apmierina saka-

g __J{~D Qf—

1{ ’(."0

. Funkei ju }(a( y! sastada. péc Sadas Ko31 (Cauchy) metodes.
Integre;jot pirmo. sakaru, dabdbld

;(x 4= px.)( y) dix = @/ ‘!" | (‘f(gj] - patvaliga funkcija)
Dii’erencésfm 50 funkciju péc 4'

A X ;,\ Y Bf oy vy /
% % JPitg)dx *’:{é‘d" 3 A el
: *o / '

Ievéro jot doto nosacijumu ?

i : / ;:) ) J G,
dabd ) o

4 7~ «

Ty RG]

7 /g

- Y 6
dy G i ) £ Py

Ta ka : 3 H

tad pastav sakars _ PR
(i (Lyl= & by -G (X, 4) + Yly),
no kuya var izteikt : )
f'{t 4' % ()‘ (t/ "/
So izteiksml 1ntegre30t dabugam
A

_ ' - patvaliga konstante
‘;‘(q, } (X, 44; r{fl +C (C-» 3 \g/z - 100 )
h'



g s

¥ J (‘f,- oy f#

}\)( ([I = ‘(! P\J -’-/u.«.'..{ * '," A )( !‘/ ‘JI tC

0

Praksé parasti atkarto aug gjo domu gaitu katrd atseviska

gady juma.

Sastadito funlciju }!x,?j: fl(x;g I+ var izteikt ar
kontiiras integraliem (40.2zim.) éadi- £

)L1 (J( lfz' = JJ)( 4G/H{ = ,"L Lo+ \&’xj 5 "Cﬁjg

i 4
b A’CB AL e
TieSam, integréjot pa 4f w AX = Q} integreJot pa Clg,lndg c
un tadel g ,7 :
= ‘/ 5- - ,.”')f.ov\ % l}‘,\u ;‘ o [)(,{_, { 'dJX»
j}(x 9} "’ ' & 0,4l 7 / ,) ?/ _

! I* /o
Ja 1ntegre3am pa kontiru A 5 ,tad, integréjot pa
AC U*d‘j -,) integréjot pa '8, xdx=0. Var sastadit citu .
funkciju

j,(.,( ) Pm,(hx (Pf’»(%r’y Pix+ [ G pu o+ Gaf

4 e - SRder [aey s b gy f am

kas atsklras no f {x u} vienigi ar konstantl Lo
Piezime. Ja diferencidlo izteiksmi Q{J“f Li(ﬂ? pielidzi-

na nullei, tad sastdda pirmés ?ﬁrtas diferencidlvienado jumu.
; Galeuma, kad }O(I&x B o Ql’(.{ IL 7 8 totals diferencials s

oy \.-.—\

rodas t.s. eksaktais dlferenc1alv1enad03ums, kam visparigais
integraéls ir }-’rc; o

Piemérs: Atrisinat dlferenc1alv1enadoJumufax*“Z}QK “;*Uﬂd? *0,
Te GuX -+ ulj s P uX *Cgf =00

Ta ka UD % uCL
dy T DX
 tad ir 1zp11d1ts 1ntegrabllitates nosac13ums.
Mekles1m, f ) skuyai ﬁ‘“ F s o

e

b " P 5 W A / ot & (>
H’t St GBI Ll L %‘ g

S5 4
A:! 2 £ 2 f
/

-ai (X + rAf _}f),gj = gﬁ§7 szr+.y ?/

un s :
WA R T NG A D PR R e
fﬁJJ?)‘ - +’°'j i%f . & € Cqym konstantes)
jebdb
il abd g o . (- ¢ - konstante)
A iy o o gk (C5Cf'l ’
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18.§. Telpas linijas integréls.
Piegemsim, ka rektificdjame 1inija AD telps (41.zim,)

notelkta ar parametriskiem vienado jumiem

X=x(t), 4= 4ltr, Z=24 (%< t p
kur el atbilst punktan Aun £+ - punktem § . Linijas
AB punktos A 4% i definstas tris funkeljas Pix,y.2),
QA (x, Y, %] R(,z Y, G o Telpas linijas AP integrélu (deﬁnicija
ir analoga plaknes 1inijas integrala definicijai)

{-/Li(f- {y,e.z,

reducé par vienk&rgo integralu péc formulas ;B
Y o
de.x sy 4R L )ul o (ac€1?+£‘(h~. JFod,
kur

F(f} D{tfa: +(~., ﬁj +‘\"*f.‘. (2= ?JZ j 7‘& 4 "t/
un funkcijas S | i :
Piy-Piy,y ¥, 14, Ciiti=Qidl yt) 49), Ki9=Rid, 4, )

ir sastaditas dotds 1Inijas punktiem.

Ja integracijas cels ACP (42.2im.) sastdv no diviem
gabaliem, kur katra no tiem tangentes virziens mainas nep&rtraukti,
tad péc definicijas

A= I o
AP AC -, 88
Kad maina integricijas cela virzienu uz pretéjo, tad arl 1Ini.]as
integréls maina zimi uz prete.]o

I ¢ -
) -

? 18
E SR 42 ? : :
Slégtas kontiras ot rgadijumd gala punkti A un B sakrit,

£
- |

T Al =X gl Y Al LX)
4 Konturas integrall
| 9‘) /.2 Jr’f/{u = [,
sastaditi pa intepracijas celie pretfias wirsience, Ir viens
etram pretéji lielumi = . 5

31.-, /= —lf'

1

A
Konstatésim, ka- intggréls pa slégtu konturu ir nulle
~3ad un tikail tad, ja zemintegrala izteiksme ir totdls diferencidls:

k\‘c

pdd-yudy +R’f/,, - (/j(;)( fx J“/
NosacIjumu, ka sl&gtds kontilras integréls ir nulle, var 1idz-
vértigi aizstat ar to, ka 1linijas AB integrals (43.:ziIm.) nav

atkarigs no integracijas -cela formas, bet gan tikai no gala
vz - 100



S8 B

punktu stavokllem. TieS8m, ja dots ;
u o = 'E'. ' -+ _,;-/ e ‘{ B — j / > 0/ ;
o el ACE RoA . ACB o :
, , i }' i ’ ) i gfrédi :- kad ,':" = A 'B ’t d [!' R A :0.
AT AB Acr  Ang A0k a{
T T atkari‘gs vienigi mo gala punktu Aix, o, 40/-un

3 (j?f?})..} koordinatam, tad raksta

tad

’P) % - P - =
A\'" : 44!
resp ar integralu define Eunkc:.,]u SRR
! ‘{L‘ < V s
Hotopt) = ] Pt - Gletg + 2ela, :

{"I‘.,

kad A stavoklis fikséts, bet '5 -mainigs (kada apgabala)
Pieradisim, ka sastaditds funkecijas f(f; ¥, %) totalais
diferencidls ir zemintegrdla izteiksme

df<Pix+Gdy v Rea
¢ \ ,’ -ttt 2

jeb 2 N 3.
i & 3 75 ) GJ 2
gt ~ —— (y' —— 7 \

9 .X Cl IR

Péc parcidla atvasingjuma definicijas var iztelkt, piem.,
3 s FeCkax, g al e f R L,,W 3(3,)= f’S/

L = pyve T il Sy o
kur punkts ’f‘ { X =+ »3x 4/ 4/ pemts uz taisnes, vilktas caur punktu
[5 ('\)(A y ‘b) parallell X —a31,] (44. z1m ). Ta ka
lld (G ; xb ,‘ L f ‘]
gy R -'4 [ i
Ti60e) = b Ji] ..-",# sl {/
p 0

un uz nogriezga ."J{,’ 15) ir au =dm =0 t§

FR) ~F{R = j'- A - w’h' - Kz, = ,.'"’ £4 /;,)A/

Y /l‘,/ ]

Lietojot pédéjam integrdlam teorému par videéjo vertibu,dabid
§(8) -5 ~ 0% Pl ys)  (Gesvox 0¢G 1)

T5d8] 4({,,, je = P08 9]

un robezgadlguma, kad L\ e ,tie$am rpdas sakars

f}"- ‘J ".{7-’/'

g
Analoga kart plerada citas sak:arlbas
R | ‘
Teoréma. Neplecieéamie un pietiekamie nosacijumi, kad diferencial-
izteiksme Pl + (ﬁd/;f + Adia,  ir xadas funkcijas F (£, 4, Z;
totals diferenciélsz ir 3%adi t.s. integrabilitates nosacijumi

U QAR I )Y& .
(*) 9£ Vo T L TRy
TiesSam, nosa01;)um1 (;4.‘) ir nepiecieSami, jo no dotd sakara
2 L - d} A ) : ; ;
C\X'* ()‘ /‘f Rd) i :_l‘_f}elc : éF VE S100

) Py F 0 2 2 :
g cH W 1941/V

E;u
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un ar atvasinaSanu péc noraditiem mainigiem un salidzinaSanu sa-
stada sakarus (x), piegemot, ka F (4. 4,%) ir divreiz diference-
jama funkcija.

Pieradisim, ka nosacijumi ir ari pietiekami, t.i. ka
ar dotiem nosacijumiem (¥X) var konstru&t funkciju F (.x,7 .‘L}
Péc Cauchy metodes var noteikt F(J(.g,iJ integrgéjot,plem. sakaru

= TE un ievérojot citus sakarus un integrabilitates nosaciju-

mus (x). Var izteikt funkciju
F/ac,: Z)= / P(.xyz}dy( -+ ‘f/g kz/
‘ar nezinamo funkeiju ¥ (°4.2) . Iai atrastu Ply,z) izteic sakars

J =Gix, atvas 1n§jumu
57 < G,

un pﬁrveido J ,,/ d»‘(*'rf*
%ﬁ } ax ~;—;7~ = (X ,.,.,z;)-(x‘..(-fci,y.z)"’a
1ev§rojot integrabllitute')s“mis’aaﬁigumu
o P

Péc salidzin&dSanas dabi

un analogd kirta . atrod

Sl

= > R{;-(o/ I{,Z'j'
Ta ka )&,uo,# ) :

JUV

-

tad péc Cauchy formulas ar ﬁl\rl meinigiem (17.§.) var noteikt
nezinamo funk01ju
/
?(,2} -_é;.((u(o“}'b}dy =+ it \\'x, ‘f& "" ;:‘:u"" "’\$£ :
Ta tad gallgi rodas séda funkcijas {. x, b2 2.:} izteiksme
F{.«,g«J j/*(a’ “}dx4¥ (i, 24y + ’R('o, 7.»2)6& L
ko var attélot ari axr linijas integra%u pa kontdru ACDE’

(45.2zim.) ar virsotném A(auqo %), C{.x,? 2), €| 0,70 :c) Qa»o.

fﬂt.xmdp‘zdu {Ql.x'*wj f&&wu{dy«&a W»ﬁ{’dj*@%
MOB- R(Ko Yo, 74}4/‘1 3 q(\v‘, 2 0{7 t p"’

jo pa*taisni A(C ir d‘»fr 5 pa taisni f‘b ircﬂ(-)(f[&, =0
un pa taisni DA ir Az, “,2',-;(
Ja sastada funkCIju 1".»( lf-‘c} ,integréjot pa citu

celu, kas savieno punktus/? unP ,tad dabtitad funkcija atSkiras
no konstruétas vienigi ar konstanti.

VZ ~ 100
1941/V



S 46

PiezIme. Diferencidlvienddo jumu
Pdut + Oy + Rl ~ 0
sauc par eksaktu tad, ja diferencidla izteiksme ir totdls diferen-.
cials

Pdr+ Gy + Rila < d (4, 4,%)

v

S8da vienadojuma risparigais integrals
Fie 4.2} = eenad
attélo viena parametra virsu saimi telpa.
Piem8rs: Integret vienido jumu
gﬂax+-xd?-+dg,=0
Te P= g z,'ﬁ~:i un integrabilitates nosacijumi (%) ir izpildlti.

’

Vlegll atrod no //{'7 +2 /= ¢ visparigo integralu

)u; £2. = Eonat:

V  DIVKARSIE INTEGRALI.

—Er e e e e T T T e T e e T e e e T e

19-§. Divu mainigo nepartrauktds funkcijas vispari-

gas ipaSibas.

Divu mainigo funkcija %= I, 9) nosaka pret Y42%- koordi-
natu sistému (46.zIm.) virsu. Funkcijas definicijas apgabala (A )
punktam P top piesaistits viens virsas punkts & ,ja funkeija

fpx ?} ir vienveértiga. Ta ka punktu P nosaka ar ta koordinatam
(ny ), tad funkeiju 4 = fx; q! sauc par punkta P funkei ju,

- un raksta: |
2= :'*!PJ-

Nepartraukta funkcija attélo nepdrtrauktu virsu. Funkcijas
nepartrauktibas nosacijumu punkta 7 izsaka ar nevienlidzibu

(x) [FIP) -#(PI] < (€ >0l
ja P’ ir vits apagabala ( A ) punkts, kuyxa attalums no P ir pie-
tiekami mazs: 2i'< v (#>6 ). Ja nepartrauktibas nosacljums ir
izpildits katrad apgabala (A) punktd, tad funkciju sauc par nepar-
trauktu Saja aj gabal; Kad definicijas apgabala ieskaita ari ap-
gabala kon tras L punktus, rodas t.s. slégts apgabals. Ir piera-
damas $adas visparigds mepartraukto funkciju IpaSibas.

I Ja f(f%’ ir nepartraukta funkcija, defingta slegta ap-

gabala (A ),tad t3 ir arI vienmérigi nepdrtraukta, t.i. nepar-

trauktibas nosacijums (%) pasté@v neatkarigi no punktu stavokla
apgabalé ( 4 ): kuram katram citam apgabala ( ﬁ ) punktu parim

R un f ir

[FRI-4(R)} <& , yo RR'< 7. . VZ_-.100



i R
I1 Sl8gtd apgabals ( A )defindtai nepartrauktai funkecijal
_f( %4 ir vismaz viens punkts maksimsla vertiba M2 £ (4 ¥
X5 ari minimd1ls vertiba m <f(%4); ta piegem apgabala punktos
arl visas starpvértibas m < A £ M |

7

20.§. Nepartrauktds funkcijas divkarSais integrals.
; -P&c analogijas ar vienkarsa 1ntegra1a ‘definiciju
' 'funkcijas f(xy) aivkarSo integralu [ f (x, ydw detins saai.
Funkci,)as definicijas (integrééanééls apgabalu ( A ) sadala
‘-parcidlos apgabalos ( '4.L )k Az, Jiiod TR Yo uanat A, ), kugu
laukumi ir attiecigi
by, 6Dz .0y AWy ;- 4 U .
" Nem katra parcisla apgabald punktus P { E,, Y, ( §1.’ 71,}
pn(Su'/"-/' 2 P’5’\ "7.) un ar funkeijas 2= fd,?) vértibém §ajos
punktos :

f/)é‘"'{y:ﬂ%/f@z,?kf‘}(z/ i/§'? f(fm/t) }[p)
sastada integrélsummu
(1.) Zf‘“ ) 4% Z (5 ja s

n=

Ieéomasmies, ka dalijumu skaits n ~>%> un katra parci8la apga-
bala diametrs (apgabala kontiiras punktu maksimélais att@alums)
dl{“>‘0- resp.katrs apgabals ( 14.( ) visos virzienos neierobeZoti
samazinas (&4, > ¢ ). Ja ar $adiem robeZparejas nosaciljumiem
pastav sastadités integralsummas robeZa, neatkariga no punktu
P (é,, y‘ stavokla izvéles parcidla apgabala ( AK ), tad 81
robeia defing divkérso integralu

Y 7 {3 ol
(2.) f;f(f o - ,’..,4 2 e ) sy
W o et R
e o T
o i [t il £y §
(2) [[ (P = s 2 S (P ] 4y
j ; £y y
A) 2 )..)')
Gcadljuma, kad Z = f/x 7/ >0 katrs integralsummas saskaitd-
mais

f(rb!‘(/da] 7{ /Au)ri(du),‘:}k
geometrlski izteic tilpumu ¥, cilindrim, kuya augstums ir

1 f ,0, 'pamata lavkums 4, un veldota,]as parallelas Z-asi]
(47.zim Y. Tadal ar divkarso mtegralu

-

}( 7((“ «!u‘(w = j/j:‘;d'{u) =V

&

A { g
aprékina tilpumu v kerxﬁéhim, ko norobeZo 1lik3a virsa g\S ,cilin-
¢ VZ - 100
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S U G e e
: driska virsa ar veidotajam, parallelam Z,—asij un. plakana fign-
ra (A ). Gy
¥ Vlspanga gadlauma, kad funkciga L 7{/)’.}! maina zImi. div-
kérsals mtegrals izteic tadu tllpumu algebrlsko summu-. &

: Nepartrauktal funkcigai f(x 7} :Lntegralsummas robeias.resp.
divkarsa 1ntegra1s eksistence ir konstatéjama $adi.
e Ja ar’ m,\ resp. /“‘K apzZmé funkcijas minimdlo,resp. mksi-
mélo vértibu parcislé@ apgabald (Ax ) un ar m, resp.M‘ - tadas
vértibas vis@ apgabda ( A ), tad no nevien11d21bam

; h'\, ,ryy& & f{ ) ‘n

péc reizindSanas ar 4 . > ¢ un summéSanas dabii integralsummas
novértésanas formulu

(%53 A & 4, &

.'

A M:

f/,)‘}l\’& /1(1/"

EJ'\

e
i By =Z P By L RS 5 2- “ dw

Ksq
ir t.s. "minimala" summa, resp."maksimala" summa un ._‘4- ,r,i: “‘)‘
apz:Lme apgabala- ( f\ ) 1aukumu. Formula (3.) rada, ‘ka integral-
summa un summas 4, Uno, ir ierobeZotas ‘divu pastav:l.gu skaitlu

A un /4h starpa.- leerences izteiksmé

Qs../j -24 (M = tve) 6% ,
funkc:L;jas oscn.llacuu Mr - Mg apgabala ( /4,( ) var izteikt
ar funkcijas vértibu diferenci. Kad katra apgabala ( A,( ) dia-
metrs C‘(& pietiekami mazs, var dabit péc nepartrauktas funkecijas

>
A

ipa$ibam novértéjumu oscilldcijai

/V\K*;""vx.iél

un tadel o
By 4
"/, gl < ,4
Ta tad, kad ~>o vai 4 Wy >0 ,pastav

ngfw,fy? g e

resp. . g 4 iy T
AR s - RS o'y ¥
b S o b i 3 H(pjaac [P,
(e =0 ] o { slar TS
3 E > » A G ‘ v (AI
ja ievéro (3.).
No novértéSanas formulas
gt A /]
Y }, ;(;5:4 w < M A
secina, ka e ;
.‘/- 2 ? / 7
(4.) }i} j.‘[}j}(iu)x-. ur"’ t £)y & (:égi‘l) VZ - 100
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Ta ka ;(\x,ﬂ ir nepartraukta funkcija un apgabals (A’ )
ir slagts, tad starpvértiba # ir funkci;al kada apgabala
punkta (5 7 ). So starpvértibu

(5.) M =4{§7)- ) () ) deo
sauc par funkei jas - J(d,?} vid&jo vértibu apgabalé (;4 ¥o
-Sakars (4.) jedb

gy (‘f },x?/ cUU '4{ ?)

izteic teorému par vidéjo veértibu divkarSam integrdlam: nep :
 traukta1 funkciaai divkarsais integréls ir vienlldzigs integ;aci-
jas gpgabala laukumam reizindtam ar funkcijas vidéjo vértibu

Saja apgabala.
No definicijas formulas (2. ) secinimas citas divkarsa inte-

grala vispérigés Iipadibas:
‘1. Summas integrdls vienlidzigs integralu summai;

Dlatagrdg]ta = fitngdo + [ tag) do.

23 Konstantu faktoru var pyemt arpué integrala zimes:
it i/C‘f(-x/{f/{u) ) THay da (€ -corat)
il f(x,;,«ﬁj [4,;7 ,tad j[{/‘x,/,},iws;},(,(,”w,

Speciala gad1juma ‘ Y
/ '[IH g:m)/ i ,yfx,w/ Al
4. Pasta{r sakars
[ #x,y) dao -@Hm 7iw+ i ;u;)aw,

' (&)
kad apgabals ( A ) sastav no divam dalém ( 4 ) un ( 4 ) kas.
viena otru neparkladj.

21.§. Divkarsa integrila aprékinzSana Dekarta koordindtés.
i Atéklr51m divus gadijumus,kad integracijas apgabals (A- )

ir taisnstiris vai plakana figira, ierobeZota ar liku linigu.

l.gadljums: 1ntegrac13a:é£gabals ir taisnstiiris

)((
A s ] cicd

ar malam, parallelam koordinatu asim (48.zim.). Divkar3o inte-
gralu ,“ F{x, )Jﬂd aprékina, sadalot taisnsturi ( A ) parcislos
apgabélos ( AK ) - mazos taisnstiros ar taisném, parallelam

koordindtu asim. Var sadalit, piem., intervallu »(Q;ﬁ,) ar
dalijuma punktiem :

U e SRR e TR VR -100
' 1941/V



parcidlos intervallos ;
A)(iilt-.x,-i J (‘ 3I’Z’i~"w)’

resp.intervallu ( ¢ d) ar punktiem

' 1 . g < 31 Jz' .'.’5’ " 3},0;\ g,o-i ! & '_.'.
papqialos intervallos e

afpe gpngib g A |
Ja caur $iem dalijuma punktiem velk taisnes, parallelas koordiné-
tu asim, tad rodas h= 'nfptaisnsturi kuru laukuma vispﬁriga izteiksme
o aw, = DWy =AY, Az/ ’
Divkarsa integrala definicijas formula 1r jalieto divkarsas
summas yobegag: - ..ot

e j}(\x;j)dw fw""‘""i Pejaudy” fm}-if‘(ﬁz ??)” ‘4

h =200 K "\-)oc‘/_t,x,-

1

_..‘L

: 4”—»0 L8
ja parciﬁlé apgabala (A,( ) nemtam punktam P,< ir koordinatas
( é? Yy ). T8 Xa dlvkéréa integrala vértiba nav atkariga no

punktu P stavokla izvéles katrd apgabald ( A, ),tad pemsim

piem.,. 79 (/ “t.1. punktus P ar vienu un to pasu erdinatu

visos taisnstliyos, kas ieslegtl starp taisnem; le } Jf“'
- Tad dubultsummai -

'.*(\ {"t {34 ¢ ; frar by --\‘:‘.
ok Jax Al Sl gD s X
(2.) 2, g*“;w“* TR AR RSO
s é
robezu Qar atrast,summé jot v:Lspirms péc pirma mdeka l un péc tam

péc otra indeka* .Pirmas summas robeZa

.

M o (5 fy)asi - [Hagpae FlG)
>0 /-
ir nepartraukta ftinkclja F { g , ,jo ar vienkarso integralu nosaka

psrametra ? J nepartrauktu funkcl;\u. Savukart péc vienkaréa inte-

. grala definicigas - b b iy e (4’

o) H(, ‘*f, HW;
f'y ~—\o }'4. 1 _
Ta tad R
‘f. ',,( ’dq} > "‘ '-p(;[ l"’f i 'f('\xi ‘-'/J.:)(.
(543 ) dsie | ’“‘f Ay 7
(A) ¢ g e
'Kad maina summésan?s kértlb%, taq;_ d.abﬁ
BB i r ,j"'"!,, ' .
(4.)  JHgidos [Eide - [dt | Fiag)dy,

) el Dot v el ahe
194



w51 -
ja parametriski definé funkei

€ = [Hx 4 dy.

Rezultatu salidzina:jumé rodas integrééanas kartibas maigas

... formula ﬁ < 8

i

(5.) [,LLX f{l?}d# /d:? ’f/ul )C{AX

Geometriski (49 2im. ) divkarsais integrals 1zteic t1lpumu V :
prizmas formas kermenim, ko ierobeZo virsa Z = f‘(u(, ?}

- Pirma apré];inaéa.nas formula (3.) rada, ka tilpumu V var apré=-

kinat, Skelot kermeni ar plakné&m ‘Cmt. .Tad katra Skluma
laukums ir F{ } un divu Sk&lumu ?un lytdﬂ leslsgtais tilpums
ir F( 9/5’ .Turpretim péc formulas (4.) to pasSu tilpumu dabd,
Skelot kermeni ar plaksném X s epnat, un summ& jot elementdros
tilpumus '(J/d.of

Piezime. Péc apgabala sadaliSanas veida secinam,ka
laukuma elementu dao Dekarta koordinatds var 1zte:l.kt ar

4 q,i * .':‘:'x e : -

2.gadljums: integracijas apgabals ( A ) ir plakana
__;gg_ggl kas ar taisnem,parallelam Koordingtu asim, ske;aa divos
. punktos. - L
: Lietojot divk réa integrala geometrisko interpretaciju
- var §ini gadijuma kermena tilpumu\l resp. divkdréo integralu

V- f}""”“ w = fi f.;)(w‘y ' i
/fu ‘ ;
aprékinat él;elot kermenl ar pldksném ,:/ = &mri vai X ’M
(50.2im.). Parallelo Sk&lumu 4 = Ct *ws{ laukumu nesaka ar vien-
k&rSo integrialu “wy) f i :
{ ${ 2, gpex = H
- s mg: | Gt |

Ja x4~ xi(?/", Kox Aot ,f) ir apgabala ( A ) konturas Z..; krusto-
Sapas punkti ar taisni Y =zs+xt. sresp.31s konturas dalu viena-

-dojumi.- Ar sastaditv ékeluma fu.n]§ci;u ‘*/4;,/ galigi izteic
“'/

(G)V .th y)docly - j/‘fg/rf : d} (;)4*’(
-:/ o ,,z.i (Sl.zim.) tad

1
,!

Ja ékel ];ermeni ar plalcnem

ékiluma laukums ir .{t""’ﬁ"

j 1{X, fl/du -(-r',(
e

un ];ermega tilpu.ms £ ¢ yfx)

# % y
_, ) \/ ‘{ f ‘( ?/,i {4] i ;' v~ A: »}" Xz }' l[rx’ " " f)' ‘j/ L*L?
A / v

Te funkcijas (?J : ‘1.1 x“ e l{ (,{ nosaka,‘ sameklgjot kontﬁrasx

L4 VZ - 100
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krustoSanos punktus ar taisném X = Cé"rvii.
Salidzinot formulas (6.) un (7.), secina integr&Sanas .
kartibas maigas formulu v1sparlga gadijuma

(8) u""}f‘*?/"“f f"zf £l y) dos

Kyt
Plemers D1r1ch1et forélu a.
'/ . .. Kad integracijas apgabais ( /f} ) ir vienadsa&nu taisnlegka

trl,)sturis (52.2zim.) P
A 4y £ X £ 5,

’

ko ierobeZo koordinatu lepka bisektrisa 4:X un taisnes 7‘4,, .X*@,
tad formula (8.) jalieto 3adas izteiksmes. ;

Yi:2, iy X i ff s c=a. A=k,
Dabi D:Lrichlet formulu ¢

(4) fd«jmg}ow Jel fwivb(

22 §. Divkarsa mtegrala aprékinaSana poldras
koordindtas.

Integracijas apgallu ( 4 ) ir izdevigi sadalit ar keordi-
natu linijam A = Consd, v = connt,. parcialos apgabalos. Ta ka W stonal.
attdlo koncentriskas ripku linijas un 4 :=twf. starus no nullpunkta,
tad parcidlais apgabals, ko ierobeZo koordindtu linijas ar X, 1*4x,
#+a¥ (53.2Iim.) ir divu rigku sektoru diference. Ta laukumu
aprékina sadi: A0 I g

ARG IS S e i e T

4 Lo

i ity "(' 'y
jeb 8 ‘L'r ¢ ".'1" 4 ‘{ /“ ‘\f' -+ ’1 { &4 l‘j ’." ),(\

Ja A% un 6°F ir bezgala mazi lielumi,tad saskaitamais
ifa -‘t)’" iy of ir augstdkés kartas lielums, salidzinadjuma ae 44, 4Y,
Tadsl 4w 4 % AN un laukuma elementu 4« polaras koordinatas
izteic ar |

A~ 1dy d,

Ar koordinatu transformiciju X - 1g1f, 7 T xsueg  div-
karsSais integréls i) top par

1 = i il )4 Jdw = b fag) adn dy

F',' A' "AQ}
ur F (4, ¥ feicety asony).

Gadijuma, kad pols neatrodas integrécijas apgabald,var
aprékinat J' ar divam sekojoS$am vienka&rsSam integracijam:

B ta(y &, K
0 VG G ORI T R s o
v TR Bt gnar - Koo LR D el
4 riy g e - VZ - 100
3t o _7_"}1’; i TWI



- 53 - ,
kur integrécijas robeZas ir nosakamas péc 53.zim.
Pretéja gadijumd, kad pols atrodas mtegrlcijaa apgabald, |
mtegralu var apréxina? péc formulas ; { ~. |

(2.3 0w d»‘jﬁ(«c“’/u(ﬁ,

ja x=4(Y 1r apgabala kontidras vienadojums polaras koordi-
natas.

Piem&ri. 1: Plaknes figiras laukums A go;&rﬁs koordi-

~::‘mt‘§é.‘ Ja formula (1. ),resp £23) pieqem F A,¥) 2 i ytad

A= [d‘f(vib‘if(k,n/df
resp. ‘la A o

] A - tdy !mf‘g } x*dy
; Spooiala gadijuma kad “11- O un h: ¥ {4 no pirmés dormulas
dabi zinamo sektora (BC laukuma (54.2Im.) 1zteiksmi polaras
toordinﬁtés.

2. Viviani problama; lodes 1ielaja rinL
konstruéti divi rmlL,kas pleskaxas sava starp8,kd arl ar lédes
lielo rinki; noteikt tilpumu kermenim,kas rodas no lodes iz¥kelot

ivug xgignug cilindrus ar vaditdjam - konstrudtiem diviem ripkiem.
: . Aprékinisim tilpumu V eilindriem, ko ierobeZo lodes
virsa (55.zim.) ; .
; £ 7“*2.1 e (G - lodes radijs)
Ievérojat simmetriju, var izteikt

: V = f Jzdxdy
Ar polﬁram koordin&tam 4 y izteic
ket Va‘ﬂ';("#?‘)“ Va2 -x

Vo « {W P hiw

No integracijas apgabala ( A~ pusripka x:; - plakné (56.2zim.)
atrod; ka ar )‘*=wm‘ ir jamaina X no () 1l@dz O CoSY. .Tada] var
izteikt Go6Le ' :
V g U(‘-f q &'d‘ ~;"L" u{t« :
0

Apré,kinot dabl j Ga
i G s CCERR RN B Z/zm i

<oy
o

e SR ks VZ - 100



L e

jeb sugRg ke 4
\/ = 3 3 @&
-— } ,' A
LiaZ . 4adq Viviani problema

Ta k& lodes tilpumsfva“ “

prasitam ke;menim ir tilpums

Vi -V < o

Ja ap lodi apvilktu kubu, tad ta tilpums B St
; 3
: Vapoiuti . = Ba7)
Tadel salldzinéjuma var konstatét ka Viviani problémd kermenim
tllpums s :
: » ; \{lf)ﬁ K(li"-,
resp.att,i,eeiba :

FoaN

2
e
k. 58
3"’"';

ir i'_acionéls ‘skaitlis. ...

23.8. ILikasvirsas laukuma izteiksme Dekartaﬁlggor‘di.-.
- : nétés.
Piegems1m, Xa funkc13&1 o J’/X,?; eksisté pirmas kartas
parcigalie atvasinadjumi b e
/g-n Qi Cf b

Tad ar funkeiju A ¢ A<, c,{ ‘attélotai virsai katrad virsas punkta '
(Jiy,,d var vilkt tangentplaknl :

(} -« ’”‘l" : “" 4 Lot /;79 - tekosas kobrdinatas),
resp.virsas normall ¢ it Lok :

€0 Qeg o anie ek caenig g
PO IER L TR N TR

Orientssim virsas normali  ta, lai td ar Z-asi veido Sauru
lepgki; tad no normales vienado jumiem var izteikt visz'iena_ kosinu

PN ' L ’ , s 5 it et

(2w}t CES10/ N = Ticee g S fi ey e ,L‘.)
' 2 5 g ’.;‘- 2 "
Likas virsas 1aukumu o definsé Sadi (57 zim.). Iedomajas

sadalitu virsas gabalu ar kaut kddam virsas liniaém W dalis
ANT AV G LS IrR

-Nem uz- katra elementa A*’?"A br1v1 izveéletu punktu Q ua .
konstrué $aja punktd tangentplakni '['"; . Ar projekciju uz (}f—-plak-
ni rodas no virsas apgabals ( A ), no virsas elementa 45‘/; - lau-
kuma elements A (U ; :

Ja ledomdjas projecé&joSos starus turpindtus 1lidz krusto-
Sanai ar tangent;iaknl.*f,; ,tad uz tangentplaknes rodas laukuma /.
elements d(}_’ ,ar kuyxu tad atvieto virsas iIsto laukuma elementu

VZ - 100
“1941)V



o RE

o ’

Defindjam virsas laukumu «) k3 robeZu laukuma elementu 4 9%
Ay

summai A

(2.) 5-=§g€fc§j’§4 .
Ta k& AW’ ’--. ptcg_q &t b - un )Lg~p1akne ar tangentplaknirr,(
veldo tadu pat 1eg];i ka 30 plakpu normales ( :(,-assun v:i.rsas
normale Y, ), tad pée .prOJekciju :formulas d&bn
o e, BT e Y 2 -
‘Ja ar’ ﬁ,( % F( E } 5}, 7(4:}} apzime parcidlo atvasina-
Jjum f:{ XK, 4) ?(J&jl vertlbas v:lrsas punkta GLK ,tad no formulas (1.)

var izteikt - Ve oo

un tadél’- '

A ey e umE e
ij Cesiy 4] \"b’(r(;x*i By,

'Péc virsas laukuma un divkaréa integ;rala definicijas

atrod izteiksm :
O e A
9 S A

Piemérs. Aprékinét Viviani "logu virsas laukumu U (sk.
lepriekSeja §-fa Viviani problému un 55.ziIm.). Ievéroaot snnmet-
riju,var izteikt X

r PSS

,6 l’ﬁ‘” +~/(4u?

Parcialos atvasmagumus 5 un 4 atrod no lodes virsas
vienddo juma X “4 f"-*.l, n ¥ Y parclélo atvasina§anu-

Jr¥lzp= 0,  resp. .471*«.17, <0
Ar izteiksmju

i = -"; } I‘ i i ﬁ’-

substitiiciju un parveldogumiem dabt

\» 14 e = "*"’gx«,rz < %

Ir 1zdevigl lietot divkar3a integradla aprékin&éSanai

polaras koordinatas ( %. ¥ ), ar kuyam izteic L= g -vf‘
un 7 i - J_{ /,’z';.,‘-f 3

(A 4 <
Aprékinot péde,)os Jéltegralus dabu galigi izteiksm1

D= Ymais Ya

Salidzindjumd ar lodes virsas .laukumu r)w’ Yaa® 7
konstaté, ka atlikusSai 1odes v1rsas dalal ir laukums

( e AT e o
o 11 s {-,4/"‘_"— - ax_) s ',’ & % VZ - 100
1
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Ta kxa ap lodes lielo rigki apvilkta kvadrata laukums ir Vd tad
laukums Q/i.lr divas reizes lieldks par 51 kvadrata laukumu.

24~+§. Divkar3a integrdla transformdcija kontiras
’ integrala (Riemann — Green’a formuls).

Apgabalu (A) sauc par vienkar$i sakarigu, ja $aja apgabala

vilktu slégtu 1liniju ar nepartrauktu deformaciju var reducét par
punktu. Pretéja gadijumd ir vairakkartigi sakasrigs gpgabals.
A Piegemsim, ka vieéenkar$i sakariga apgabalé (A) ir definétas
' divas nepartrauktas un parcidli diferencéjamas funkcijas J?(JQ?V
un (SL(Q(, g} un ka apgabalu noslédz rektificéjama 1linija aé .Pie-
radisim RiImana un Grina (Riemann, Green) formulu

£2:) :i(v—i "f)“d/(alg OPJu(+(>Id?

ar kuxu notelkta velda divkarsSo 1ntegralu transformé kontﬁras
(1inijas) integrala.
PleradiJumam konstate, ka pastav sakari

(2 ) ] = h —T—-' d*)(( y = ‘7;' (J\,L)( j»{;} uui‘m? ?W

! Plegem31m, ka kontura¢fi ar taisném, parallelam koordinatu
asim, krustojas divos punktos (58.zim.). Tad var izteikt, piem.,
integralu d X.dyl ,{Hm‘ el e -

Totde idie .fgi.xix){fj/’,gj*(;i(.-‘i(:i“)jdj
4 ¢ 07 x.a‘f’?] < :
ar linijas integraliem ﬂ

Ju(f ide = U byl y) o

A

f A R e i
[t r/;f-'-<; = G lulyhy) 4y

CAD
Mainot integréSamnas virzienu pa 1iniju CAD ,dabu

7,(0' g Lj 5 - '()fx u;}}/ 4,

7.

OVC
un ta tad tieSam ;
~F
J J(}p!xf;‘\_i‘f' (/‘X"'{l = ().{Y//L({ jﬁad .
CUD /-r,)
Tamlidzigd karta parveldo otro 1ntegra1u
£ u;/‘d : '
Sk !#w- = 7y 5 g [ A
L+ febe (3 ay = | Py~ | Pla guesfis
7 i, (x} a



R
levedot 1inijas in&fgralus | ( v
,&P(x.gam (Ploogasids, |Puog)ds: JPex e
B < i

Dabi galigo izteiksmi .

;g-..jpf ,)cuk]pu; =-jl%u=-ﬂpm
graacp ;,e
Sastadot diferenci Jy - J&, rodas tieSam Riemann - Green’s formula

(1.)

Piezime. 1. Riemann - Green’a formula ir pareiza ari vien-
karsi sakarigiem apgabaliem,kuru kontiira krustojas ar taisn&m,
parallelam koordindtu asim, vairak (paru skaitd) neka 2 punktos.
Pieradijumam pietiek sadalit doto apgabalu atseviskos apgabalos,
kuriem $I formula pier&dita. Linijas integrili pa atseviSko apaga
balu kopigdm robezam top aprékindti preté&jos virzienos, tadel
te summa ir nulle.

2. Riemann - Green’a formula vairakkartsakarigam,
piem. divkarsi sakarigam apagabalam (59,2zim.) paplasina 8adi.
Apgabalu ( A ) ierobeZo divas slégtas 1linijas oelun eB,, . Ja
kontiras oc 4 un °€ 2 kautkm;us divus punktus 64111’1 62 savieno
ar kadu liniju (kas atrodas apgabald), tad redas vienkar3$i saka-
rigs apagabals ar kontura B,C.d, By B, Co K8, By,
kam var lietot Riemann - Green’a formulu

. ; i i

5 e . ' i & s iopis

% d:{ M AT S N o
{ or:) o L ] 7 “ )

Ta ka
2 ; / - f T O (* tad dabt galigi
' .Q '3 -
A5 )”%% *é}my m wC“-v }p,;..,ug u-gzz

Riemann - Green a formulas(l ) dazi lietojumi.
1. NepiecieSamais un pietiekamais nosacijums, lai slégtas

kontiras integrals G !
% (!

ir zinamais integrabilitates nosacijums

g ¥ iy N B
e A QP
(4.) v i i ; U Jjeb ‘*?‘* oy .
Ka nosacijums (4.) ir nepiecieSams, piéréda Sadi. Piegemsim
pretéje, ka N g D~
ﬁd& 9N i
X - / {'

pieméram, ka viend punkta (.X”,J) ir F {x, gu}.> ¢ .Ta kE“HQ.i)
ir nepartraukta funkeija, tad fozg)..c visos punktos_&%et%ﬁﬁ?mi



- 88 L
~tuva apkartné, resp. rigki K ar pietiekami mazu radiju X un
centru (A g, g,)

Integralu ]r(_x‘ /,(J(q!?- s F( ()

péc teorémas par v1dejo vértibu var izteikt ar zemintegrala
funkcijas veértibu kada rigka punkta ( § 7 ) Ta kaF( ?))_O,

tad ari j[[(,(,y/d,xd# >0,

kas rund preti dotajam nosacijumam, ka katram apgabalam ;

i] Fix, ?'}Md?
2. Ja sastada divas funkcijas D’x,?} un &(x,y} ta, lai
, . 2&2..='9 4 :
tad integréls Tg

H05 - 4 jddy - A

izteic apgabala laukumu A Riemann - Green’a forxmula rada, ka ar
tadam funkeijam P un QL var figaras laukumu izteikt ar kon’turas

integralu : ,
A et P_.r,‘ X . M

Pieniéra;n, var gemt 1) G = x, 0 =0, vai 23A =0 un P
vai 3) & = é un P-& Tad rodas zinamas laukums izteiksmes:

1) A < 8§ <dy, A ~Pidn, 3) A ~{Pudygis
- ! d : i

25.5. DivkarSo integralu da?i lietojumi mechaniks.

"1. Diska masu centra noteikSana.

Par disku saprot kermeni, kam viena dimensija ir ignoréjama i
resp.materidlu plakanu figiru (A). Diska masas sadalijumu rakstu-
ro ar td& blivumu. Ja laukumd A« ir masa & m ,tad vidajais

blivums ir ; am :
Af v & 1“ 1

un blivums dotaja punkta P {'!I ir

o= el/hn -A-‘-!:2 v
, rIPo AW A
Visparigd gadijumd + = oo AP = Sl 'f) un diska totalo
masu A = |dm.  var izteikt ar divkdrSo integralu

( i -
'Pm) M - ffﬂ(@du) J v(X j:.l»(d?r
Homogenam dis(i?éim G un M A »ja A apzimé diska
lauvkumu. i
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Materialas sistémas masu centru & (60.zim.) nosaksa ar
vietas vektoru > jf > e
: q€_ = “4\/\;\ 3
oor .93 Sistémas masas elementa dn, vietas vektors ir 7(5 un sistémas
VL Hopala masa M | piska gadijuma, -sastadot projekcijas uz koordi-
natu asim, dabl masu centra koordinitas

L A u A d_“ i r{ "{.ﬂ, Aot _
(I)JQ?A"%‘&"_, gg"x.ﬂg. ,\: “L

Ja disks ir homogens,‘_ tad Sis formulas vienkarSojas

= - .{f Ak
!f. : S 4,
(2) 4 !";,{if?l*, Yo MT"L
Seit var izteikt ¢ ,f:fx} _";;
e e R R i
un f ‘{“I J(,

Sy :

ﬁqdm} fotx ,,,;M £ iy ity Jox
1# a

Arl laukumu var aprékinat ar vienkarSo integralu

~ A [l - et Jik

Dabli zinamas iztelksmes masu centra koordinétam, lieto-
jot vienkarSos integralus.

GOL = », ~2.-Diska inerces moments.

“VATIEL  Iz8kir akeislo inerces momentu un polaro inerces momentu.
Par mfeflélas s:Lsi:emas inerces momentu attieciba pret kadu asi[
Jeb aksiﬁlo inercbs momentu sauc lielumu (61.2iIm.)

Sy Y j i-.Z. h\ )(' ;
kur 1 ir sistémas materlala punkta P isakais attalums lidz
asij £ .sistemai ar nepartrauktu masas sadallaumu (dlskaxn)

der iztciksme f lb’* Jm

Attieciba pl.et koordlnatu as:m dlska plakne (62. .) aksialie
inerces momentl ir

Z
L Soimy Ty S
o (m; (
Polaro inerces momentu attleclbd pret kooxrdindtu sistémas
sakumu O defing ar |,

1= Jf A,
° (b
ur f ir sist@mas masac ~lementa ’1/"1 attdlums no punkta O

VZ - 100



Mg Sl

=60 <

Ir 58ds sakars polara un akeidlo inerces momentu starpa:

jo:.j""j‘l‘

Diska gadljuma izteic £

I+ frpda, Ty- inXda,

Z -
resp. ' j S
= ' /1 l-xk+ l/ u).
. M! f
Ja disks ir homogens, tad i - csm.f un
LR ¢ §
L Sl H jzc‘.-if{.:l. = M ;.Ju( 5’7 o / 3/ ,jli.{Lx
tﬂ, a 3 J“J}
j SR ,; /""’%u”(; 3 ','jﬂé'? j ;71},,( = f /m,___;_ m_J#.
3 (4) / ¢ P, ',y} J s T

Ar polarkoordindatim var iztelkti f:‘:d$
. - '~
dw:sdgdy un . 7t

1 on f5 et sdgdy oK ~~f AY [ildn

AT %

a4
l\J/
jeb el L e
T A P28 sia S A
X AR 5
Tamlidziga kartd daba j ’ 52 (?;
ki M ST entydody = | s idy ! ¢ Ae
4 (A} & 5,69
Jeb i 4 7
i ’f')f‘ 1 - \' =
/j - M 2 \;}4 )J_ (“"Vs“pdif
o e
e :)/(5 N N )
] z b '51_ ‘.SL‘. ./'
& =
; =

26.§. Triskarsa integrala definicija un pgnatigai!bas.

Ja jaintegré tris mainigo funkcijas, nondkam pie triskirSiem
integraliem. Funkecija fl i 7./ nosaka (63.zim.) punkta P./X,g,:(}
stavokli telpas apgabala (V ‘{, tade1 raksta:

P~ flxyi2)
Funkcija ir nepértraukta, ja ‘diferencei
11P)- $ (Ph< ¢,

kad‘attélums starp,Pun P ir pietiekami mazs: PP < 7. Ja apga-
bals (V} ir slégts, funkcija defin&ta ari punktos, kas atrodas
ue virsas, kas ierobeZo So apgabalu.

Atzimésim nepiartrauktids funkcijas Sadas ipasSibas.
e VvZ - 100
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l. Slégta apgabalad definéta funkeija ir vienmérlgi ne-
partraukta. Vienmérigo nepartrauktibu izteic ar nosacijumu,ka
ikvienam citam punktu parim Ghun & pastav nevienlIdziba
5 J5(6) - § Q)] <&,
ja art attalums (9 Ql<n. S

2. Funkcija slégtd apgabald piepem maksimalo vértlbu M
resp. m:mimalo vértibu M.

o T m < e M , funkcija slagts apgabald 3o starp-
Vérthu {- _pienem vismaz vienad punkta.

.Par telpas apgabala diametru sauc attalumu starp diviem
apgabala virsas vistalakiem punktiem. Telpas apgabals neaprobe~-
Zoti samazinds, ja ta diametrs tuvojas nullei.

Tamlidzigi, k& diska masu izteic ar divkarSo integradlu,
kermena masu M nosaka ar triskarZo integrilu. Iedomdsimies
kermeni sadalitu ar tris virsu sistemam tilpuma elementos
kuyu masa ir 4 v .Vidéjo blivumu tllpumé AW defind ar

g Gt i d"
Ja AT —> ¢ ,tad )’ --->) = W}, blivumam );ermex;a punkté («’,? v )
Tade&] kermena totala masa

.M-. &/"NZ Jdm"} y
M - Lan, f-"”-‘jf}fév‘

Pl f’)u AN
s xa J = 59,2 taa
M - [ff Hy, Y de
Triskarso integ(;alu, neatkarigi no méchaniskads interpre-
tacijas, definé S5adi. Sadala apgabalu (T/) parci3los apgabalos
(tilpuma elementos)

AJ ¥ ‘7)-‘,\.")4&’."\ /\’2}‘,")

5

jeb

un gem katra parci&ls apgabala kautkur punktus P , Kam koordinétas

ir i :
(gx,.r (&) ;,) LK-_{,J,:), _,,.V)
Triskaréo integralu deflne ar integralsummas robeZu

n~>o: f(D ‘——*s}-’—Tft Z-f(sr),?")Rr)A"":t‘j{’( 2:)4(7""

Te 4 U —¢ nozimé, ka katra tilpuma elementa 4 ¥, diametrs
dy = o : : '

Ja funkcija ir nepa@rtraukta, tas trlskarsais integrils
eksista. ‘Integracijas apgabala (\4) parcmla dala 4 7, funkcijas

VZ - 100
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minim&élo, resp.maksimilo nozimi apzimésim ar h“& , Xresp. ﬁﬂK ¢
bet $is nozimes visa apgabald (‘) ar ™ ,resp /V\.Tad no ne-

vienlidzibam : gk
e SN "h\(mx"f(gc,)‘mk‘m

ar reizinaSanu sastada
' AT, & g &Y, -sf(P)zM' < Mea £ My, .

Izdarot: summésanu, dabi

Em Al Ef(/? Ia®, < é..MKﬂTKéMV’

jo visa apgabala tilpums

Salidzindsim summas

£,
& Ml 24, <

: .,
\f T'Z A'ﬁK :
& 4 ;
(:'1 ¢ r

/"""‘\ i e 2 5&4
sastddot diferenci o

5‘_"4'.‘ (/\/\, ""“,(‘/'

Ta xn M dG) n«:~ HQ,) ,tad
|t < 140G 2G5 < €. oG8y <

L\”;,s

’
e

¥

Tadel , 1% ;

}é,\,‘fi.,h&ééo;. REN
vai :

<Sn'“&\"%0)j@ M -3 Gty LT =20,
Integrala iR P

T 150w - il b 2} dv
('V/l ':v:i g 5

eksistence konstateéta gadijumé,kad :f(xu ¥,2/ ir nepar-

traukta funkcija. No nevienlidzibém
A 3/ 4 < Q‘)ﬁ /\A V
robezgadijumd dabi o MV
raasy JruV ikor s g M evEeaibt ponked 1os [ﬂa{.g,z) _
nepartrauktIbu, var izteikt M= (£, 7, %) i
No otras puses

K J 4 ..\7 ’”j(x y, u)du()

V' sauc par funkcigas f(d,y‘ ) vidéjo vértibu attieciba
pret funkcijas definicijas apgabalu (v

VZ - 100
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. TriskarSam integradlam citas pamatipaSibas ir Sadas:
1. Konstantu faktoru var izcelt pirms integrdla zimes:

J,.rfdfr = f’fT

v (
2. Summaé }:Lntegrﬁls vie{:xlidzigs saskaitamo mtegrélu
summai:

3’!! f/ Ap = j'(;‘ﬁ’r # 3&0’.
(Vj . (v}
3. Ja funkcija f{ X, y L} ?(13 Z)vi_sos apgabala (\l}
punktos;, tad . i :
j;:j((t' < f P
) b %

4. Ja épgabalu ( V} var sadalit divos atseviskos apgabalos
(V,) un(V,.) bez kopéjas dalas,resp. (V (Vj) (ll

tad ;
ffsde = fjode + Jf o
{v) V) V)
27.5. Triskar3d integrala aprékinadana Dekarta
koordinatas.

o '.'

_ Triskarsa integrala- aprel;masanu reduce uz trls vienkaréu
mtegralu aprekmasanu. - \
Seit izS8kir divus gadijumus:
1. Integracijas apgabals (lauks) ir taisnstixa paralel-
: '2 is (64.2zim.), ko nosaka ar nev1en11d21b§m

(asx<£
e A
cctcl

Integracijas apgabalu (V j ‘sadala ar plakném, kas para-
lelas koordinatu plakmém tilpuma elementos. Dabuaam eiementarus
taisnstu;'a paralelplakpus ar malam &4x y , A% 4. Nemam punktu
(g g 4{ kada 3i,kermenifa iekSiené. Izdaram triskartigu
summééanu un paregam uz robeiu, defingjot triskirSo integralu % |

..f'::.‘uésf{@ 7 )“43;““ "}f‘ J’}"“ﬂ” ff“‘ ke = ]

>co i
S ;2D Vf

4 --)o
e

Lai noteiktu integr@lsummas robeiu, pemsim visos elementéros

paralelplakpos, kas veido taisnu prizmu ar pamatu 4X; 4 yl

un sanu Skautném paralelam A -asij, punktus ar kopigam
VZ - 100
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koordinatam &, 7 .Tad var izteikt
. w A

J: é(/.h-. ZZ /’X"‘ Ayl &/fn) };91)’?;./);5)a‘z41

Moy (4 44 e 'S4
. :-‘:::;‘0 % ﬁldé 5]
Ay =0
jedb Ziw et e '
1= 4% 2 2§l atinyic )l gyl
e G
A'j; :O f{. )
ar funkciju , i f "
5“““?,/‘ };’l‘}("/“‘/ 4(‘““‘

Tad trisk8rSais integrils ir reducéts par funkeijas
dubultintegralu, kuyxu viegli: apré%}nat'

j /)' Q(\x ./(wrzy 7} 9[,:9@(7

j- jf‘ff{“’(’,?")}'j"}(‘l?d& = ‘,(;!,,( 17 {){/‘,? 1}0{2
(vJ
Var ari malnit 1ntegr?sanas kartibu, piem,:
J’ } d‘(.}"lz / f"“ff"/('(y
2 Integra013as lauks ierobeZots ar slegtu 1iku virsu,
kas ar taisném, paralelam koordinatu asim, krustojas divos
punktos. Tad sadala integracijas apgabalu(ﬂf] ar plaknem, kas
paralelas koordindtu plakném, taisnstiiya paralelplakpes. Péc

Ta tad

tam izdara summéSanu un pariet uz robeZu. Lik3s virsas ierobeZotas
dalas, parejot uz summas robeZu, rezultaiid dod nulli. Ja
taisne, (65.zIm.) vilkta paraleli Z-asij caur punktu ({L.QJL
krusto virsu divos punktos e ' :
ZJ(§!171) o R kS0 gy
tad ar iepriekééjé gadijumd lietotiem apziméjumiem jzteic funkciju
f'?{ - 1.4 \;,L "8 A G 2 i
{,: ‘(;f ,- r{& ;*{'J.-,_J;;cuz..: ‘,3.’5‘:3 4:{ T & s, .;,,} 62
S L dae T
un triskarsSo integralu J - ar sastaditas funkcijas divkarso

= " ([ { 7 4 ’ .-'; £l ,:}‘
'j )} .”v “ s gl’ : i #

Ta ka ‘.. /1 4§

o Kglenidxd ( |
A8 e e

l -
it Sy e 300
1941V

<
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tad galigi &£ J"‘ 4 Al 4}
Jsjdo(j d;j j \‘ (o, 1 A;ﬂ‘«?.r
31.' 4 2‘9(0‘ 4/

t.i. triska3rsSa integrdla aprékinaSana reducé&jas uz trim viena
otram sekojoSu vienkar3o integralu aprékinasSanu.
: Apskatisim, k3 mainit integracijas kartibu triskar3a
integrala. Skelsim integracijas apgabalu \V} ar plakni,paralelu

%z '-plaknel. Sai plaknei X -ceungl. Varam izteikt triskarso

integralu A’F (xjes ar funkeciju
F(.K j (a‘u fdob = ;:‘f!"j«;ufj’{ﬂa
LSk 1;“ 3/ . (A¢

ja ar (A ) apzimé mainigo apgabala V) skelumu £ :cfmﬁé.
(66.2z1im.). : ,
Ja Skelam apgabalu (V/ ar plakni paralelu X 4 ~-plaknei

(67.2im.) dabujam apgabalu (/4,?) Tad ar funkeiju
.ﬂﬂ‘i

d
Sty -4 . m»f&"’,w,»wla,u
)] Y F(ny) & e

B w0 by

j‘ _}3 "‘{j’.er
Ja Skelam apgabalu (\e / ar plakni paralelu )(? -plaknei
(68.z1im.),dabijam apgabalu f/‘ 1 uz $is plaknes. Ar funkciju

ALY,
H(zj fd I Z{/ 74/14*‘/; }(J,g,z}d.,,c'ux

Sutaiy 400 ’{f,"'/ (A

j H:zﬂz

Sis formulas rada, k3 var malnlt integracijas kdrtibu
triskarsa integrala.
Piemérs. Noteikt homogenas lodes Newton’a potenciilu,
Ja potencéjamais punkts atrodas arpus lodes. Newton’a poten-
‘ M=2 )=
& (r-.am}
ar a0 iy gravnat:lgas konstante. R - potencéjama punkta

attilums 1idz masas elementam </

d Ay

izteic

Ja S) ir kermena bllvums, tad. dny - f’{"' un
: a 7( "'fi’.‘:._
.v Q
Homogenai lodei ,; A n
{ ’f‘}' ¥ !-l" 3 47 7 i
e -rf~ { K =¥

(ul (vj VZ - 100
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Ja lodes radijs ir & un tas centrs pemts koordindtu sd-
kuma punkta, tad lodes vienadojums ir (69.zim.)
X 4yt 4+ =at
Skelsim lodi pa mazo rigki ( Zz) ar plakni,paralelu XY ~plaknei.
Lodes maza rigka (»41) radijs ir Yai-2*.

Ja potencéjamais punkts pemts uz 2,-ass attdluma X, >%

no centra, tad ; AR
R ~ ¥ 17“\*(2: 2"

fo [ %

Divkarso intevrdlu var apreklnét lietojot punkta (J( ?}
polards koordinatas { #, ¥/ ar kuyam izteic

R < V75 55

un

Atklata veida dabua 25 Vit -2
. (, :"(y_‘[)‘ .‘r R H S
-'--‘-ﬁg“,t d;{' ¢ “:__Q__, it E T
(i Tt gbe SRR

bl R :Ei'.‘ii‘ &
ETW——L -Zu,-m,,jl = 4% / [ 223,122 {2, ~2.}] (24 >Z)

Tads]l lodei poten01alu var izteikt ar

’Z,{ = }T" }\ \‘al...zj‘{‘,ﬂ:" 8 “.).:.J ’I(ﬁ‘)&

jeb ; i /3_ Y st
(4 QJ,KL———-((:I 22»2,1— *T‘A‘J.;_L-

Ievérojot to, ka Z, > a. ,dabu

W ,{,{ - ¥ x LEL (24~ }S?éizomp-zaig
e
' U - viTka’
A
Ta ka K = J’j’ un lodes tilpums V "\é '/Ta3 s tad
var izteikt
1 e
A Zo

Atrasta potencidla izteiksme rada, ka homogends lodes Newton a
potencidls ir tads pat k@ vienam gravitéjoSam centram,kag__it ka
atrastos lodes centrd un kam masa ir vienlidziga ar lodes totalo
masu. :

VZ - 100



- 57 N
T2 ka atrakclaa I- ?‘o“d a ,tad
F oo 401: = ! :
t.i. homogenas gravitéjoSas lodes atrakcije punkta Zrpus lodes

ir tada pati, kada rastos no lodes centra, ja tur ledomdtos kon-
centrétu lodes masu. :

28.5. TriskarSais integrals cilindxiskés un sféxiskas
. koordinatas.

Cilindriskds koordinatas (’(, ‘f L} punktu nosaka ar
tris koordinatu virsu krustoSanos; te 2@l . ix rotacijas ci
lindru virsas, kam rotacijas ass ir Z-ass. f:M —
pusplaknes, kas iet caur XL -asi uni-= va.plaknes, para-
lelas X y-plaknei (70.zim.). Sis koordindtu virsas ir savstar-
peii ortogonﬁlas. Ja konstrué ari kordinatu wvirsas ar

htan, J+4a9¥, z+42., :

tad ar iepriek3&jam virsam ieslddz kermeni, ku;'a tilpums
(71.2im.)

A ={(r.a8fan)ad.
Tadel ir saprotams, ka tilpuma. eleméntu cilindriskds koordi-

natas izteic ar
= ndx, al%la,

Ar transformacijas formulam
X 2 i CEAP, /{ = Aoy, ZV o &
sastada funkciju :
Flr,g2)=f{ncess nsing 2]+ f(gpy)

Triskarso integralu : _
j . j_{f_i{x,g,w} aﬂv - jff Fix, f zjd,d/dffa&b

var aprekinat daéédos veidos, piem.ta:

j- fciz JF g2 dndy,

kur (Az) ir® mtegf’éxcljas apgabala (V/ s};elums (72.2im,)

'arplaknl Z*W. .Te ; (Ys

ﬁ’: (x, ‘fZ» ,U{V},f {' ﬂ(f I F( ,.'L;’_'fj‘. .Z;}-’ts"ib/

{y.2)
,“n atad, g ‘I::YM hgi¥.2} |
]e. )J,zj &H’ ; }- ‘L W,zi»“[(x‘b_
& 33 Wey

Sfériskas koordindtas [ ¥ 6 saista ar Dekarta koordina-
tam péc formulam
cary :l'nﬂ) ? = 5’ 4{’)\,-(!" Al 6} i P f.,x“g 8.

¥~

VZ - 100
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Ja j’* CtVW&'t ,dabu sféru;, ja ¥ xthvd,‘ ydabi pusplakni,
kas iet caur 2 -asi; ja G'=Coéth. ,dabi jam konisku virsu
i3 g zim,,) -Punktu nosaka ar $o tris o.rtogonalo virsu krusto-
Sanos. A f-r a9, P ¥, © +4 9 konstrudjam koordinatu virsas,
Tad dabijam kermeni (74 2zim.), kuya tilpums 47" ir
e avg(fae);(f:‘w.eay’}nf,
Ja uzskata to tuvin&ti par taisnstiya paralelplakni ar Skautném .
fas, Piub AY, L1

Tilpuma elementu sfériskas koordlnatas izteic ar

R T f‘éw 6de dfdﬁ
un tads}l 8 Sy
. j‘*’/]]}-(%?,h) due :lTF (f, G 6 )7t K 6 d‘ﬁfp 9,
S v) (v

Fs.0.6)= #{fcosfsen0, § tim? 48, fCr16).

Lai noteiktu mtegrdlu robeZas, konstrué (75.zIm.) lodi
ar radiju 1 un centru 0, un integracijas apgabala (V) virsu §
centrali projecé uz lodes virsu. Piegemot, ka stars no punkta 0
krusto virsu S divos punktos, kuyxos f“ £ un f= _f,, svar ar
funkeci ju £{6.9)

' Ble)- | Flgpe) f*"al
. L6y
reducét triskarsSo integralu 1 uz divkarso iritegrélu

J= fjé(o ¥) 4n 6 dGdy,

Ja (67 ir virsas :) projekcija uz lodes virsu. Savukért pédéao
integralu izteic ar diviem v1enka:r51em integrallem- Saktr

[j((eﬁw.ed&{y ]d‘j L(@f)yﬂ\,QJG’

ja integracuas robeZas nosaka péc T6. zme;juma

Ta tad 8 2‘“’) ; ,iz((?‘f)
J- Jd'fj,/;m.@o‘(;jl-—(ffe)?’rif
8 (%) (Gi’

Piezime. Var ari citada kartibé izpildit integréSanu.
Piemérs. Aprékinat Newton’a potenc1alu homogenam kermenim,
ko ierobeZo divas koncentriskas lodes, ja potence,]amais punkts A A
ir mazdkads lodes iekSien& (];ermeqa dobuma). Potencizala
’[J(' x. ]n A . v At
V) 7 R vz - 100
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izteiksmé k apzime attalumu
R =y§212; -—-ZS’Z,,(:MG
ko aprdkina no trijstiya 804 ,kur ‘oA “2,;08=§ unAB=R
(77.2im.). Ja loZu radiji ir 4 un & ,tad ar lietotsm izteiksmém
dabu ,' : € :5,‘-' da

: ‘degfz‘”j‘“‘ VR, e

ja ievéro, ka Seit projekcija (G) ir visa paliga sféras virsa.
Pec integré.lu aprékinasanas dabi

-
u N"f(’zdﬂ[vsb*‘m -2}46‘1"39]6

o ®:0

jed
u.‘ﬁ‘.{ g__i[(rz} ({’ Zoﬂ ‘/"r}jdf - 95« (5% a,)

Kop.statéjam, ka potenciials (4 M visos dobuma
punktos. T3 ka atrakclja

Fagud e, o E -0,

t.i. nav nekada atrakcijas kopspéka 30 loZu ieslé&gta dobuma
katrad punkta. :

Piezime. Ar atrastam potencidla izteiksmém var izteikt
homogenas lodes potencidlu, ja pote?céjamais punkts atrodas
lode. Ta k3 integreéjama funkeija 7R~  potencéjamd punkta
iy partraukta (R=0 atbilst ¢© ),tad potencialu &«
lodes iekS8&ja punkta definé kid robeZu divu kermepu potenciilu

summai L( M&*[‘Mu

e ' ap
Te U ir potencidls koncentriskai lodei (78.zim.),
xuyai radijs ir A —&(£'>0) un A" - potencials kermenim,
ko ierobeZo dota Zodes virsa un koncentriska lode ar radiju
H+&" (EB)O) . Var izteikt
U= 29r e -(n1E /_]
un atrast robeZgadi juma

bome U =27k (a2 -1Y).
&'~ ;
lietojot potencidla izteiksmi (skat.iepriekS&jo §~fu) gadi-

jumam, kad punkts ir érpus lodes, dabi

- e (9 - gravitacijas konstante,
e M'! - lodes masa)
VZ - 100
4
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un robeZgadi jumu E &: 2 M
> .5’-7\0 TRt

Ar lodes masas izteiksmi ! :

M’f(‘isy'-") ( { - lodes blivums)

un konstanti K = € § var parveidot galigi

ARy R :
“’,-o :é

é'-
Ta tad

U =35x GraTkfa®- x 2 T) (3,_@1_ u’}.

Piepgemot, ka ari lodes iek3&ja punktd atrakcija ‘

F=qnaa’?’1, resp. E,,:aj;,)
b :
dabi . B

]-'; < BLIR

t.i. lodes iekSiené atrakcija ir tieSi proporcionzla attalumam 4 .
Salidgzinot ar atrakciju lodes aréja punktza, kur ;

F= #lr39z® _ x 35¢3
g Do e o

konstaté, ka atrakcija ir attaluma nepartraukta funkcija. Rezul-
tatu attélo atrakcijas grafika (79.zim.), kur

VII = VEKTORU ANALIZES ELEMENTI.

—— T T e s e s e e . . s e T —

===

29.§. Divergences teoréma.

Ar trim nepartrauktam un diference jamam funkcijam P(‘x‘g,z)’
Q(J: 7.2,)) R (o(,ﬂ‘ 2/, . definstam telpas apgabala (V ), ir
noteikts vektoru lauks F (2, @ , R} .re vektora 3¢ kompo-
nentes ir E "-{>{:‘:;')(;*7j;’; 'E‘; =(_‘114_’o(,'3,z/:}) & - R(X)g,h),
Vektoru lauka divergenci éefiné 5adi: :

a
3 R A L, - 2P Q R
Mf-vf"*g—’*’-v%:%+%~ +%—;

d‘? }
51 izteiksme ir diferencialinvariants, kas nemainds no koordindtu
transformécijas. Ja ar jaunadm koordinatam **‘, 3’, 2 izteic wvek-
- ]
tora komponentes _P’, Q,; R ,tad viegli parbauda, ka
90, 20" R L 97,28 IR

R ol o TR e ol i s vz - 100
ey 19N
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Vektora divergence ir skalars lielums,atkarigs viemgi no
punkta stavokla vektoru dauk3.

Lai izteiktu. divergences teorgmu, lieto ari vektoru
plismas jadzienu. Vektoru lauka gemtai virsai S xatra punkta
. om@simies (80.7iIm.) konstrudtu wektoru l'é un virsas
normali Y. Ar vektora projekeiju F uz vireas normsli un ar
virsas laukuma elementu 40 defind vektora elementdro pliis
F. 4 40~ bet pilno vektora plismu caur virsu 5 ar virsas
integralu Jf F, 40=

Ta ka ‘3t normales Y virziena legkiem o¢= £fV.X) - K(V y} y- }'-(IZ/
pret koordinadtu asim izteic projekciju

F F&»g(?x}*F eos(?) yl‘ff'&xi(y'z;} PCt)ja([.a(‘ﬂﬁ Raf’,

tad pilna ‘vektoru plusma ir izsakama ar dubultintegralu

[/(PG)S«“PQCH/HRCMJJJG“ JF - ]/Fmada'
) r 0 apzims legl;i starp normali ¥ un vektoru £ ,

Divergences teoréma. Vektoru laukd divergences integrals
ir vienlidzigs ar vektoru plismu, noteiktu apgabala noslégtas
' virg as &réjés normales virziena: '

Vbrﬁh«ﬁfﬁ”

Atklaté veidé 3o teorému izteic Gauss'’ 'a un Ostrogradsk’a

ar {,(.QL) f";,'il T-g——/d i “#(pa\fo( "‘(;(:C"”Ij eo“gajdﬁ

(v/ W
Pieradisim, ka : v
/_:.’.Ddxr JI)P 4,50(:}’/\ ’:{}f‘g_é‘. (11- :#Q o.*S{f)d{t‘;'
A B {- d
(vl : 3‘») s {4} ()
: ’, _Q__{ i za? ‘Q‘ Cigy A6
' W7 <) ,
Pienemsim, ka apgabalu (V) nosléedz virsa S kas krustojas
divos punktos ar taisn®m, paralelam koordindtu asim (8l.zim.).
Pileradisim,piem.,p8d&jo sakaribas formulu (citu formulu piera-
41 jumi analogi) i s ‘
' ) j M "“’ = Q Cdyd G
e &
(v s | .
Ta k& virsas laukuma elementiem J} un %, ~1ir kopiga projekcija
d) uz d«; plakni, t.i.

3w= A = by, Ao

-

VZ - 100
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tad p&c projekciju formulas
da) = da*,c,ul‘l = C(G}JIM‘SX ‘

Virsas argja normidle »& laukuma dﬁ; punktos veido ar pozitivo
2 -asi platu lepki, bet normale ¥ - Sauru lepgki; t2d&]

o= - sy, A% = 0oy 4
% (x ,)
jZ%FLObk ‘ﬁktxd? J !

(4) 2 (%, j}
var reducét par divkidrSo integralu:

J %%eu =Jil’[R o)~ R x4, duo -
M}

kam integracijas lauks (A) ur v1rsas's pro jekei ja uz .?7 -plakni,
Ievérojot sakaribas laukumu elementu starpid, dabi :

?..Jx J]R{ogyzajcos,,‘dtr + f R/&} %) O, JG‘
(w ‘

TriskarSo integralu

jeb
S e < JIR (x5, 5jdov
)
Piezimes. 1. Vektora projekeciju F} var izteikt ar
skaldro produktu e
F-F3,

Ja V apzimé norméles vienibas vektoru. Tadéel divergences teorému
var ugrakstit Sadi:
deurFJAf = /(F V) dos

(W
2. Ja apgabala (V) virsu 5 taisnes, para-

lelas koordindtu asim, krusto vaira@k k& divos punktos,.to var
sadalit vair@kos apgabalos, kuyus Sadas taisnes Skel tikai ‘divos
punktos. Pieméram, apgabalu (V) (82.zIm.) ar plakni é; var sada-
1it tris apgabalos (V s (VQ), (V ), kuriem pastav divergences
teoréma i :

]/ ..1{/ + (i / -*j";*jj /f-r /-{-11: '/[/ f/}/ &

W) (VJ : (V,’ (v,) 6] 3 ﬁil Sf' &) ()

I’-i-",' +4 ']/ ’—“(,t;‘/
// I i ¥

(S)sc w6y i VZ_- 100
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// + ‘/ =0 » jo integréjot pa (S, ) iet viena
ts) (5‘7
virz 3{\5 bet pa (S ) un ( S" ) pretsja.

30.8§. Gradienta teoréma.

‘Gradienta (Green’ a) teordma ir divergences teorémas
j;lrdwrfu ?‘br,do‘

speciils gadi-jums, kad _,

Pa8d&jais vektorslais sakars nozimé to, ka vektora F projekeija
F; uz kadu virzienu 4 ir vienlidziga ar punkta funkcijasa(((%’*)
atvasindjumu éaaa virziena

R %l%{! P%_%‘L

U s xM" s (54 /+_¢1 a«(m)

Atseviska gadijuma kad par virzienu 4 npem koordinatu
asis, pastav sakari ' ‘ 30
E-Pea o
Piex;emot ka (/ (v( i, 2/ ir divreiz diferencéjama funkcija
un F ~gxad /Z( ,Var izteikt

~

erF .g;-r-m/-r R

2; LT
dic F - dui(qrsc ff/’ e ’ tEh st

Otro atvasindjumu summu

P e
3;%#‘%'? —-o-%—;-z "'.’/Zl

sauc par Laplace’a diferen 015_.llztelksml, bet operatoru

2 {a-*az‘-a
'réy"”;g‘ e
par Laplace’a operatoru. " 
Izsakot ari vektora prbjékciju
~ ‘)
ar funkclaasjp atva51naJumu %*- virsas aré jas normales virziena,
dablt Green’a gradienta teoreému:

If (bt«-(?‘ma( bjde < (g U), dr

(v} 9

i £, : 74 :, [:{ iy,
} {a f 4 =P }{“‘ AT :
/ f/.' P VZ b loo

v/ {5 ~ 1941/V

Jjed
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S Punkoidas, Buphm | .y BZ"H 1y
TR e

sauc par harmoniské&m funkcijam. No gradienta teoramas aecinms,
ka harmoniskam funkcijam Z( pastav IpaZiba: oo

ﬁﬁ/ ,.{ @( c.sso(+§—a-s/g+“ama,)40' =0.

Pieméi’am, kerme;\a Newton’a potencidls -

d-x[)_id“ . L

ir. harmoniska ﬂmkcija, Ja potencgjamais punkts (x,’,x/ ) ir By~
- pus masam.- Tie3am, no’ Laplace a diferencialoperatora definici jas

secinams ka
' a "...Kcéj; i) e =0,

jo 4 (#)=0.

Pédéjo vienlidzibu secina no attaluma R formula.s
- Réa (x—f)%(g 7) (2 - g)"

( g‘) ?_, % ) - punkts masé), sastddot atvasinajgmus p!c J( y 2;,

Pieﬂti':';i R % ;' J( é P § ~¥ 2

un izsakot il ;"; ' ‘ *3
a a7 2 5. >, -~ e
b'I(?U: '%7”3 i 8GR

; e A 3x=$F .
) - b it

Piezime. Dlvergences un gradienta teorémas divam dimensi jam
secinamas no hiemann’a un Green’a formulas i :

g 3-'3-1 Cf> Pilar@dy.
Nemot a Ji (-X ff) un P~- fz (x,-,?), dabu sakaribas formulas

/ -3
Ja divas dimensijads ( -plakné) nosaka vektoru A ar komponen-
tem &, =44 un @y < L ‘tad D[ ‘
dum - 2- Zf

Konstat@sim, i | ?l 47 7‘ d e

izteic vektora pliasmu 2G d’i caux apgabala (4} konturuoc ;
VZ - 100
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(83.2zim.). Ja «{ un ;"3 ir 1linijas arejas normales /- lepki ar
koordinﬁtu asim, tad

JJ. O 7] udx
un péc 83.ziméauma i_r konstaté jams, ka ar tangentes '6 slipuma

legki & (¢, :4) v;r(;iz:}eik}i_:_ , ./3 LT - .f.(t,u()

,r‘fl;ad el - ou-, d
mi:/(/b\,‘} A} %(m‘a.\.*x) %

N @,/47 ;z,w j, ,Cgf J’é"’/d«

P (Fo0e< + w‘j‘%}(‘a \’J)a.,t(’:
B at.
Ta tad tieSam Riemann-Green’a formula ar @ ‘i(_z un P. "iz,
izteic divergences teorému divam 'dimensijém

;, Adie @ ’(v(ij:t, O"/( 1
(Aj -
Specidla gadi;uma, kad ZL ?ﬂ&df ((, t.i. kad ¥

2l e
a s Sl ¢ i J‘(‘{; i v, .
dabi gradienta teorému divam dimensl,)dm

9}!1 ;{ »‘,(({ ‘QD Ag,

(A
kur 4 é( %{J{ Q—& ir Laplace a dlferencializteiksme un
g l.gﬁmx)w‘i oS n, y) - (g7@d ¥ ),

Oih
ir gradienta vektora normalkomponente.

- Divu argumentu harmoniskam funkcijam 4 !1 = 0, pastav
ipas8iba: g reNa
r\}"; %ﬁ“ !’" ". o OI

>

31y§. Stoksa un Ampera (Stokes, Ampire) teorema.

Ir dota telpa slégta linijao(/./, un virsa 5 ykas iet caur
$0 liniju (84.zim.)./APr0jecé'sim g0 1liniju uz ‘Xg -plakni. Daba-
' , sim slégtu kontiru 041 .Piegemsim, ka punkta cirkulédcijas virziens
padk saskan ar projekcijas pozitivo cirkulaciju pao[/_‘, A
p(x,g,:b_‘), a.(y,,,;;; R{x’,glz) ir tris diferencdjamas funkeijas, defingtas
virsas un 1linijascof punktos, tad péc Stokes’a un Ampire’a
teorémas linijas integrilu

5«#‘ ot ‘“"37 + R,

transformé vienid virsas ~'3 integrala.

) Piegemsim, ka divreiz dlference,]ama vienveértiga funkcija
? VZ - 100
E 1941/V
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i ;‘("(}y attélo doto virsu 5 .Tad ar parcidliem atvasinijumiem

Folls g G

izteic

=) :
dlll CLJ( f'ﬁ?‘"d? = ‘MX-FQ‘%I
un tadel
}P ’.x?}d,v( * @;’“y/ d’j
ja apzimé-

/ /D+ . @ +R
p ‘x’?/‘ /’) ‘ﬁ“"// Q‘(?‘/ “V} ;{ ,}
_ Tagad var lietot Riemann a un Green Green’a formulu-

26
‘Bﬁpm +Q, a? j[f_,.L _&L)m
apgabalam (A), ko noslédz lmijaae . Transformé&sim sastadito
divkardo integralu par virsas (S) integralu, ievedot vi ‘spirms
laukuma elementa. 4«) vietd virsas laukuma elementuc[é" -Ja virsas
normali ) orient& ta@, ka td veido Sauru ler}ki ¥ <Z 'S, &Y 2, -asi,
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II dala. NOTEIKTIE INTEGRALI,
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I Noteikto (vienkarSo) integralu aprdkinidSanas 1
§§ metodes. 1pp.

1. Noteikto integradlu galveniis ipaSibas un aprékiniSana..
2. Noteiktd integrila pamatipaSibasS...cccsececssssessrons
B U0 rINE Uy 10830 VBLEIDY . i iiidis i vednndshanvsnie
4. Sakars noteiktd un nenoteiktd integrdla sta8rPd ..ecees
5. Mainigo substiticijas metode .....ccovvecevevsosscasrsce
O, Parcinlhn IntegrsSanan MELOA8 u.iisvissssossesinnsscanes
‘ 7. Integrdlu atvasinaana pPEC DPAYametra ,ee.eeeesevancess
U BREEITLIBKEE BVAATratlran i . vivasesonassasosospnosssens

II DNoteikto integrdlu lietoZana geometrija un
mechanika.
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e 11. Tilpuma aprékiniSana. Kavaljeri (Cavalieri) princips..
Sr: NOERDT IS VA EAE TRNKUIE. ol cisncvissins aniecsasyss
13. Masu centra noteikSana. Guldin un Pappus teorémas.....

III Integrala jédziena paplaSinajumi.

14. Integradla konvergence gadijumd,kad zemintegrala funkeci-
388 Ir DAYXrtYBUKLAS «.cccctecnpsonsscssrccsssessssnss

15. Integri@la konvergence gadijumd,kad integriecijas inter-
valls bezgala liels ..... R SR R RS G

IV Liniju (konttru) integrali.
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28 Telpas LInIAaE INTEETOLE v s svenssdnasuansesossnnes

V DivkarSie integrali. ;
19, Divu mainigo nepartrauktas funkcijas visparigas ipa-
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20. Nepartrauktas funkcijas divkarSais integridls .........
21. DivkarSa integrala aprékinaSana Dekarta koordinatés...
22. Divkarsa integra@la aprékinidSana polaras koordinatés...
23%. Likas virsas laukuma izteiksme Dekarta koordinatas ...
24. Divkarsa integradla transformécija kontiras integrala

(Riemann’a un Green’a formulag e R A I G AR
-25. DivkarSo integrdlu dazi lietojumi mechanikd .......es.

VI TriskarSie integrali.

26. Triskars$a integrala definicija un pamatipaéibas..,....
27. TriskarS$a integrila aprékinasSana Dekarta koordinatas..
28. Triskar3ais integrils cilindriskas un sfériskas koor-
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VII Vektoru anallzes elementi.

290 Divergences teoréma ® ® 9 » 0 0 0 00 4 5 @ 9.0 0T 90 PSPPSR
300 G’Iadienta teoré@a 9 9 © 0 0 9 9 09 P PSS TP L PP PINESSCOIVPELESOE VYN
Sl HvokEs’a un Ampore’a LeOrBmA ...l i ssns bt osees



A

RSITATES BIBLIOTEKA | |

0512054647

i

;v.




