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Nenoteiktie ~integrali.
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I VISPARIGAS INTEGRESANAS METODES.

1.5, Jédziens par primitivo funkciju un nenoteikto inte-
gralu. :

Integralrékinu pamatuzdevums ir: atrast t3du funkei ju,
lai tas atvasinajums bitu dota funkeija. ;

Funkei ja g= g(x) ykuras atvasinajums 7 = % ir dota
funkei ja ‘f(a() ,sauc par dotds funkeijas primitivo jeb pirmatngjo
funkei ju. ‘ _

Piem8rss atrast funkeiju -—F(x) ta, lai 4,/ '= X,

No diferenclalrekiniem zinam, ka ) s LK 45 ted
F(x) g ; patielam ’ (—-—} =X

Bet ta nav viena vieniga primitiva funkeija, jo tai
varam pieskaitlt kaut kuyu patvaligu konstanti C un konstatéet,

ke
y (X 4C) x.
Vispar dota:l. funkci jai var atrast bezgala daudz pr1m1t1vo
funkclqu. Ja dots F(J‘) f()‘) ,tad pemot F(’(/ C bis
' ‘= Frx)+ 0= f(x),

Pieradls:un, ka ta var izteikt ka.tru primtlvo funkcl ju.
Piel;emsim, ka. # =‘f (x) un - Fld r—f(&) Pad
2 i ~FiA)= =0,

: T '(‘K) ‘0, :

: ku.r ? *F(-K) “{’(\t) Bet ja funkeijas atvas:ma;ums definicijas
intervalla visos" pu.nktos ir nulle, tad 51 funkeija ir konstanta.
Tiedam, ;)a Y nebutu konstanta, tad <f(x o) F S, )

Bet pec Lagranza teoremas

Pt ) 2 K, X, ) b”’(§) kur' X, < §<x
= T3 k3 ftmkclaas ¥ (X) atvasinajums visos intervalla punktos ir
‘nulle, . tad ari ¥ (g)-o un :

(J(,) \f(x,,) =0,
no lm;'ienes seko, ka .
$Ix,) = YIX,),

tas nozims, ka funkeija ¥ ir konstenta. .
Apzime jot So konstanti ar C varam rakstlt

g Fix)=C,
y ’F(’q +c)

vai

1;5 tad
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secinam, ka katru primitivo funkciju var izteikt 53da forma.

Grafiski visas primitivas funkeijas attélojas ki kon-
gruentu 1liniju saime. Piemeéram, llnlju saime

4% 1C

sastav no kongruentam parabolam. (1l.zim.).

Primitivo funkeciju visparigo izteiksmi sauc ari par
nenoteikto integralu. Ja dxla‘f(ul}do( tad

¢ | 4L Fla) +C = [#40) dx

Te J ir nenoteikta integrala zime. 1731 sauc par zemintegrala
funkeiju, Fx}dX - par zemintegrala izteiksmi.

Integrét doto funkeiju nozims: sastddit tai visas
primitivas funkei jas, resp. nenoteikto integralu. Ja

[fegdx FxrC,
g8 [ffeqdu] = F)= 165,
jeb a(ff(")d‘x = fdx ... (4)
73 k& Jld = F{ddo = dF(S,
tad ' de(x} Fd+C ... (2

Yo (1. ) un (2.) secinam, ka funkei jas integreﬁana un
diferencédana ir savstarpe31 apgrzeztas darblbas :

2295 ‘Integrala daﬁas pamatlpaélbas.
I. Konstantu faktoru var 1zcelt prleké 1ntegrala

imes:
oAy fA () clx =,4ff(.x- (A u-w&wﬁ)
Pieradi jumam diferen0381m abas puses:

U Afo)du] = Af ey [A [fddx )dx] = A[[#nda]’ = - Af)

II, Summas 1ntegrals vien11d21gs integralu summai

fg u)r{(x)]d.x ff () dk + ,f,,(x)ab(

Pieradi jumam konsta,q,

ka
{J‘[f ) “‘)]MJ = f,x) +4,(x)
R L s ot

S0 Ipa¥ibu var visparinat galiga skaita funkcijam, ar =

matematiskds indukcijas slédzienu pieradot, ka

I o & e ot

k=1 :
vz = 100
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3.8. IntegréSanas pamatformulas.
Katrai funkcijas atvasinZ8Sanas formulai atbilst sava

integr&sanas formula. Piem., no pakipes funk‘ci;]as atvasini juma
™) -4 Ny P
izteiksmes (X ) =X jeb (“‘,,;;} > X (M*OJ)

secina fX“aLx .{_'\'*cl

Ja m ~4 vietd liek & resp. m vietd A+4 ,tad dabl pakipes
funkeijas integré3anas pamatformulu:
f Xdx = 5.:; i S (l}
Iznemma gadl umd, kad A = =4 ,dabid

fx d.x‘ £+C.. (.x)o)fo(&»x) -5

Ja A=-4un .x<o tad-.x>o un

[Bn ()]~ (- 1)+
f..rzb.,(—xpc i ~.(x< 0)

Apvienojot abus gadijumus, dabi
X P &le, *c S oS (‘J
Sastadisim no atvasind8anas formulam citas integréSanas
panatformulas:

(922 fe"oLx e (}

(' :a" em fa"al.l 'ﬁ;,‘; *C (v)
orx)s-gimx; . [Smtdes - Ces X*c (%)
(mx)'zw' fcﬁxd.(z 4mx +C ({,}

o R

(d’ 5......._._~ ; J‘fu.‘ = ¢ -—o(?_x.g-f (9)
)“A’ | jALxch AA1C....(9)
(SL-K) 'Cjw(" (OLJ((LJ sl x +C (lo)

Ta tad

-p™X. z
dhie- €05 e L2270
g 4
(W‘WX) :+V"°'"5. b (=X
tad
e f%.wccgmg46=-awa$x+c (M)

i i (natgo =T s
J,zwcotj.x+C=~wwlfpr #Ch 0 (a), o
~1941/V
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Ar diferencéSanu parbauda 3adas formulas pareizibu:

[ <l L (TN 4C - la-omont- (13)

4.8. Integréfanas metodes.
a) Zemintegrala funkcijas sadaliSana summ3 .
Pec 81is metodes mégina integre jamo funkeiju f{d) sadalit
citu funkeiju F4(xj, £ () <o -- , #n (X)  summa:
Fu) =Fi0+ 0+ 0.+ Aig),
lai tad katru saskaita@mo integreiu atseviski:

[fsldx « [0 + [ o9 dits... + Jh ta)dx
Piemérss f X
{=x*
Sadalisim _j-ﬁtegr‘éja}no funkc;gu s as -

“xx T w9 = rex T

xur A un B ir nezinamas xonstantes. Atbrivojoties no saucéjiem,

dabn id itati
abi identitat 4:,"A (l—x)+B (4+X)

@ 12(A+8)~(A-BK
Ta tad
A-Bs0

no kurienes A S e B

ta _ - gl -4

J R o L b s
ai g - e
¥ ff‘f;w i Mv/%/fc

b) Substitiicijas metode. , e
Ja funkei ja J((J(} ir nepdrtraukta un ja t@s viena primitiva
funkeija ir F(X) , t.1. F{x)= f(x) ,ted jf(;x)d.xv F)rC. -
Tevedisim X vietd jaunu argumentu % ta, lai” X = 9&) , kur
funkei jai f(’q eksist@ atvasinijums -%{o = '-f’{‘l) un Y'{tjaﬁo,
Tad dabijam kidu jaunu funkei ju ' ‘

R (&) = F (4]
i %:%.%:F'{x)g{;
G G it & = 9
?a tad fﬂ#‘& - G(4) +C,
| Jfindy 4t =GU+C

jeb

.Vz . 100
1941/V
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Bet ja X=Y(4 un ¥'(#/ + O ,tad cksistd inversd funkeija
t \P(x) Ta k2 ; ;
6’(‘1 a7 G'Er" (-’(}./ =F (¥,

/’ : v, f'
A S Gt | = Fuee < JRads
Jte¥x)

J#edde = { fsL08)] Pt b i
Peds ja formula izteic mainigd transformacijas likumu:
lai nenoteikta integrala ievestu jaunu mainigo, pietiek ievietot
izteiksmi ar jauno mainigo zemintegrala izteiksm&, t.i. ﬂ'/)ddf
Piemeri:

1. [lax +£)dx

Lietojam substiticiju i G,.)H-fo tad ddl-

[t b = fE54E - t£57 7C- (‘%*C:/M%—{
é—i- bt +C - J‘lg‘%‘!‘fctfi il

2-f.tyxobf Jr.éf;c; Aok < -Ljr ,-fm/{//,c..,z,‘,mﬂfe’,

\L,- eosx ; d;t = -fsﬁf,vxdx

-W‘“f 55@?5}@ ./-u%""@ fT [nitf+C = [;./17 1+C;
f?é t, z-—r = ot

t

T faastdt - S < e

3 ag(fﬁ;ﬁ.zghc if(%+ St ‘(uxt/»tc 2! am..,x+x 1-X C’}
X = sk : A = - ol X

¢) Parcidlds integrafanas metode (integréSana pa dalam).
Sis metodes pamatd ir divu funkeciju reizinajuma atvasi-

nasanss likums.

Ja dotas dlfel*enceamﬂs fum:c:.;;as u(.(} un 'P(x) ,tad
(her) =2'% +ur,

tad

jeb

No Sejienes , :
Wy :i\,tl'i!.," we B

Ta tad o )
}a 1—'({,,,( N T80 —‘; It ’Pdd(,

vai citadi rakétot
J [ hioar = Lur—j ada
S$1 parcialis integréianas formula reducé integrala J.ad,r

aprekinaSanu uz cita veida integrala f #du noteikSanu.
Piemeri

1. [x €%z Jx de¥ -xe—fﬂxv(e 40 bes; treet e
1941V
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: {J( Sonxdix - fx d{-coetx =-Xco1x+fa—fxu. Aersx 8k +C
0z X, = - cosX.

5. [ st =kt =[x e s =5 +C o (£ 5)
U :ﬂ'w(} i e JX

Piezime. Ar ieprieksejam metodém reduceé dotas funkeci-
Jas nenoteikto integralu uz zinamu integralu tipu pamatformulu
tabulad. Bet 8ada redukci;ja nav iespéjama visos gadljumos,piem.,

r integraliem son L
ar integralie f%_ f .

Tomér pastdv pamatteordma jeb eksistences teordma (ko .
pierddisim turpmaki kursi):

Ja_dota kads nepdrtraukts funkeija f(x) ,tad tai ek-
sist® vismez viena primitiva funkeija F («) 5T F‘(Jﬂ $15) .
vai ekeist® nenoteiktais integrale [flxds = F.{"d"' £

. Teoréma nordda, ka ir divas funkeijas F(X) un G s T

Mugu atvasinajumi ir F (X) = m un G(x) = X .Bet 51
*inkcijas atklatd veidd nav izsakimas ar mums pazistamam funk-
cijam. I® JAseved auuaa tunkcijas, piem, t& sauktais integrale
logaritmss F{J() L g >O)

5.§.ﬂ Nenoteiktd integrale geometriskds inter-
pretdcijas. Noteiktais integrdls.
Nepartrauktu funkei ju #,= f(J(} ,defingtu intervalla
4.0k 5 ,attelo -koordindtu sistémd nepartraukta 1li-
nija, kas atrodas virs X -ass, ja FHX)>0.

(2.2im.)

-
Piegemsim, ka ar 1Iniju 4 =f{X) ,ordinatam gala punk-
tos( un X un X -asi ierobeZotais laukums (2.zim.) ir

- S

L3 . §1) -4,

I’leradlslm, ka

Pec atvamna;;uma deflnlcljas
dS) _ g, S50 limy (X Mx) St

T ax e X T ax-»o
Te AS attélo 2.z2imé jumd slipi nosvitroto 1aukumu.
Ja pv ir funkcijas £(x) minims un A 5Is funkeijas
maksims intervalld ( X, x+ AX ), tad no figiru laukumu salidzi-
ni8anas secina:

m.axeASallax
YZ - 100
1941
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jeb S o
m s 4% S . (ax>0)
- 73 k& f(x) ir nepartraukta funkcija, tad biis viena
vertiba ? o : :
XE58 X+ 48X
tada, ka
: f(%;”-é—'-S%: .{{.
DR A
kur i < 3 : -
» 49 dﬁ
Tads] tiedam e
“a:\ kz--— = f()()’
jeb

;f(X){u( St +C.

Laukuma funkei ja .)(;} ir funkcijas f'/X) viena primiti;:a
funkei ja, kas ir nulle,ja v Ep P I 2 .)(Xo/ =0 L.Ar %o paplldu |
nosacijumu var noteikt 1ntegre§anas konstanti C éada veida. 2

Ap21me;;ot ar ' p

F - f#tagdx - St #C
un gemot X =X, ,atrod
Fix)=C
Ta tad

Stx)s Flo) = Fla) =(F (»\f)] *1. f (xldt 7

sastédito izteiksmi sauc ari par notelkto 1ntegralu ar robe-
am X un X un raksta: iy
}(x) F&X F(x) _& (d’r(d(
Noteiktais integrals ir v1en11d21gs kautkuras prlmtlvas
funkcl;]as vertlbu dlferencel, aprelglnatal ar 1ntegra1a robeéa.m.
Ja par robezam pem ’( 2 a gun X= 1 ,tad
S /."(L)-/“(a - »f(x.h{x ‘
attélo noteikto laukumu, ko 1erobezo 1inija ? f(x) X -ass un
ordinatas punktos X=4 uwn X-= .

Pede jo formulu sauc par lyutona-Lelbnica (Newton—I.eibmz )
pamatformulus ta izteic pamatsakaru noteikta un nenoteikta :Lnte-
grala starpa. : il T

Pieméris - 2

b £ Pleradlt, ka parabolas segmenta laukwnsc - & "‘é
ja 4 ir segmenta augstums un /@ - pama ta chorda (3.zim. )

Ja laukume izteiksmé 5 2 ) ? X ievieto 7»-&2{,1

vZ - 100
1941V
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( P - parabolas parametrs), tad

§ ot (T,
Ta ka
J e S (ieniZp - £ & e St
5 =2 fu,;xdxﬂ.zfi‘ 2p X ] 'V\a%’-—o -%a J'Z_Fa,.

T3 k& no parabolas v1enadoguma, kad Xz j 9, svar izteikt

L, e L30T,

S =.‘% a,& (Archimeda rezultits).

tad

tad tiesam

2. Elipses ierobezotais laukums (4.zIm.)
Ja elipses pusasis ir @ un & , tad no kanoniskd viena-
¢ X% 2 i
do juma ot + -%: = var izteikt

? wa-:

:.
J = UW %J”'f % dut
Nenoteikto 1ntegralu aprékina ar substltucmu X= Q/Slﬂvt

(I da [Tt acstdt=a fos tdt =4 fitreosat)dt= it e &5.9@

78481

vai - f R pm s |
f?d‘x;-yé-(a!ccs«m’é ""‘E\,’/‘w‘ ‘35;} +C.
Tadel G S ]
4 G kg A)|=Fah.
St cint + AT | = ablorson (- anaddal
Ta tad elipses 1erobezotals lavkums ir
‘”_‘fl"ué

TN e N o,

CS v & a

3. Vienadsanu hlperbolas segmenta un sektora laukums
(5.2Im.). Hiperbolas parametriskie vienadojumi.
Piepemsim, ka vienddsa@nu hiperbolai & =4/ ; tad tas vienado jums

Rigka gadijuma &zé un

: & o J( 2 ;(f.z‘ o< -i‘,
no kurienes hiperbolas dalai virs ,X -ass
‘J‘-—' -rVJ(‘L 4
Segmenta laukums QS, #ch*Z H/x* STy X
Nenoteikto integralu Wil

J = [V dox x5 = [ 4d Vx~° <X X227 - ,rv"-z:"‘ .

:' - 4
"XV 1-'f 4+((LX = X N4 4*;'&240Lx fm)
VZ - 100

1941/V
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saista ar sakaribas formulg :
T=xVxZd - J-Anix=\x%1)*C,
no kuras izteic

7= '[x\i S B £V (J\fo 4)' r-(,
Tadel : i :
S =23 [xG -bs.{x*eya«]-x(xi“-z-.&(m}").g -0-fnd.
T2 tad hiperbolas segmenta laukums
5 (X} = xVZT<1 = (£ "‘VJ‘_J.): _
Sektora lauk"\ti'ﬁ‘s"/“w i S i

@ = Sé—Sxx,g g xv—_—.—-XVxl-; +&(X+

jeb
() = In fx +VXE i)
TP N PN e e or ™
- Sastadot inverso unkcl;]u, dabu jam
AT AT oY
Ta ka

X AT 4’”‘.....(-?'9

4
(VT :
saa (1) 4(2) dod svvv i X = L Cfl\/o,

3 : » G'

on: (8 =t aod =58, e
() - (2) y e
Tie ir vienadsanu hiperbolas parametriskie viena-

dojumi. Te parametrs 6 Ry sektora laukums.
Hiperbolai i-zf -%"-.: ;{ parametriskle vienadojuni

(X - Qe
1‘4-1?’»9/»6’

Otra geometriska interpretacija ir attélot grafiski

&r‘; I-{‘,() :JI{L)’ = ff(\/)(lu(

Grafikas sauc par integrallinijam un t3s veido savd starpa

ir

nenoteikto integralu

kongruentu 1lini ju saimi
; y(x) - \ (.X}-J

kur 37 (J() F(u() ir viena notelkta integrallinija, resp. F(a()
ir notelkta prlmtlva funkecija. Integrdlliniju tangentem visos
krustpunktos ar taisni, parallelu ordinatu asij, ir vienads
virziens, jo y’z.y:i f(;()

Integrédanas kznstantl C var noteikt, zinot U nozimi
‘}]; k3da punkta X - X, sresp.var atrast noteiktu 1ntegral—
1iniju, kas iet caur doto punktu {X, V)

TieS8m, ja KX= X, un Y ST ,tad

ok x) +C VZ - 100
T1941/V
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> C‘S’ro ‘-I::(xo)
1545) :
Y= [F tx) -F, (x,) 7+'\/

OJJ
vat ar noteikto integréglu 1zteicot
Soa \l + (x}dd
f’
II Racionalo funkci ju integrésana.

=== ==== == Pt 3]

6.8. Polinomu daliSana.

Dots #,..paka3pes polinoms
fra=a, x>+, x" Fa, X’

Apskatisim ta daliSanu ar binomu X -

Vispariga gadi juma

Flx] = (A -~=<).Ci,('xj + 2.

8ads sakars pastdv visim X nozimém; tas nozimé, ka A= f{.t}l
jo tad (X -« G (X) =0

Ievedisim apzimé jumu

GR) « box” " 4, 4" 4 ol X y b,y
Tagd
QK™ 4, " 0 K¥, = (X)X x"“‘-h..*ﬁ-‘}wa
I o~ ‘ i 7 ~d 1
4" +{ Loy~ @O}Jc +..,+(_/£,H é,n h).X'f'-] ou,

L ra, X6,

Pec koeficientu salidzinasanas dabii:

b=,

6 .a;+<b,
by~ @y t< &,

._..—h....._._.._...—

7 i /i
éh: ﬂ?un +X (Ph 3

Anglu matematikis Horners (Horner) ir devis koeficientu
atraSanai praktisku papémienu, kas saskatams no schémast

i Go a4 CL:' 547X a'n- 4 Qo

e i

« !zﬂ'tan; 'é b, *ay s é’l‘(g.t*'az. "'o I; -dé <y llad"il-t ta,,

S0 schému sauc par Hornera schémuj te katru locekli
apaks8 ja rindd dabl, pareizinot iepriekS&jo ar A un pieskaitot
augse jas rindas locekli. :

VZ - 100

T1941/V
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Piemers: f(x}:x3-3(+3) A = -14)' X=A = Xt

: & 0 -1 3
2 1 2p 3 <3
S TR SR
IR

X Xx43 (ch.)(x Y2 x+3)-d
DaliSanu turpinot, dabu:

o2k + 3= (X2 (X -N]+ 1
X =M a{X+2), 1~
Ta;i{;ir:i(zij‘:::_‘u +3)=3 _.-(xuz)”(x—v} +ll(«X+Z} -3=
=(x 12> = (x+2)* + 11{x+2)~3.
Atradisim ta;gad sakaribu starp Siem koeficientiem un
Teilora (Taylor) formulas koeflclen‘tiem:

f14) = 3- 545 = F(-2)+ L2 x22) + LY (roaf £ -(-'—‘!‘1-(%112:?1)3
flmale-y fla)s I IR -m f“‘(-z) =6,

Vispariga veida koeficienti ir izteikti ar funkcl jas
atvasinajuma vertibam, jo

ﬂ“i = f@‘ +Hx v(ﬂ A +A (X~;(}+Az (v(‘o( _; "+. A (.X ,o()”
AL AL . Pt
A d, 4, AL, AT

2 8. Algebriska vienado juma - salmes un to
i sakars ar: koef1c1ent1em.

un

un

Ja X=o( parvérs polinomu f(.x} par 0 ,tad f(x) bez at-
likuma dalds ar J(-c( Tas nozimé, ka o ir vienddojuma f(x)-o
sakne, vai 01t1em vardlem, of ir polinoma -f(a(/ nulle. Sada

gadi juma : | = f/‘x) (_3(/ 3/{()(/
Eksistences teoréma x) apgalvo, ka katram algebriskam
vienddojumam ir vismez viena sakne. ‘
Konstatesim, ka A -tas pakapes vienado jumam
f(x}zag_.x"-f-a, e L +A, Xta, =0
ir N saknes. = : |
Ja X<X; un f(a(,; 0 ‘tad
) = (A= Xy) Fi(x),

x) Pieradi jumu skat.,plem ; prof.E.Lejnieka darbad "Augstaka
algebra", Riga,19%6.g.

Y% - 100
T1941/V



S DR
kur f, (4() ir (h-4 ) pakd@pes polinoms. Talak gemot X‘-‘XL tadu,
lai f{ (K&)-'-O ydabujam f,(.x) '-’(J(‘J(;,)- *z,("‘_'}

T3 turpinot dabijem X =Xy, £_,(X)=0 wm £ _(f=(z~A). fs,
xur f

4

2 Q, . Galigi izteic
FxX) 2 Qo (K (X =X Jos (X =Kn)

Ta tad N -tas pakapes polinomu var sadalit v linedros
faktoros. Bet .XI b Kz, oo X, ir ari dota vienado juma saknes,

[+] A
Laji pieraditu, ka nav vairdk ka3 h saknes, piepemsim
pret8jo, ka ir vél viena cita sakne XaxX_ ,t.i. $(Xo)=0

No otras puses J((“(-oj =0°(~Xa -J&)é"o ‘J(*;,,,(J(o -—u(,\,)
Neviena no iekavam nav nulle, t3 tad Q=0 ; 1idzigd karta
konstaté, ka ari visi nakamie koeficienti ir nulles. Ta tad
vienado jumam, kuya visi koeficienti nav nulles, nevar blit vairak
kd n sakpu.

Ja polinoma sadalijuma formula

Flx) = @ o~ X JL = %y) s (X =Kn)

sareizina binomus labaja puse, tad dabil
s B et Q -l ‘ ‘5
f{“} =a° LX "'."-’..x + _:_"x . 'f(-'() “n 4
un péc salidzindSanas ar polinoma izteiksmi
\ -1
_ flxj=a, X™+a,x""y . +an
rodas sakpu un koeficientu sakaribas Zirara-Vjeta (Girard-Viéte)
formulas: s Lt

3 ; % < = a
Aéﬁj‘:*fz."”""xm=2xz‘ = .
SL 2 Mg Xy H X Kb F XX, + Xght o X, K ‘ﬁxx-xb‘ f'

©
; i Q
55 -;inx&(; +X1 sz\,'f.,. +X3\X3X.’ -Q...41»ng,.le521,'\(¢1‘-’63.

. S e e S
éw =J1x2’£3.~-3(%:(-4)"a-“:

v ¢ o % ) .
Funkei jas Qg“ 52_) Dy, ,’Sm sauc par sakpu elementa-
~ ram simmetriskam funkeci jam. .

8.8. Vienddojuma vairakkartéjds sakmes.

Ja sadalijuma formula :
$03) = @ (KK YK~ Kg)e o (XK Wk =L ya) s 5 =Xos)
Ay = Ky=ooo A~ Ky s ool Ky F S e ad
F(x) =(x-)* P(x),

ir
tad

VZ - 100
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kur ¥ {X ) ir polinoms ar pakipi A -< un Yt Lo . §aja gadi-
jumd saka, kaox ir polinoma flx} nulle ar kdrtu K ,resp.viena-
dojuma )‘(Jq O sakne ar kartu K .
Sastadot atvasinato polinomu 7(’;(3() konstatésim, ka
tamA ir nulle ar kartu K- 4 . Tie8am,
() =k (2k)* () +(X=%) 5‘"(*)

£(x) = (x=t )5 [xv('x)qul}.‘r'(x/]'-'(xv(/ "vi¥
Tey W=kithjr(-s). ¥ (<) £ 0,  Jo4(=#0.
Ta tad tieSa3m o{ ir atvasunata polinoma /’(x} nulle ar kartu

K~ 4. ramlidzigi konstats, ka
F7ex) =(x-L)E @A) [ (4 # o],

#k)= (-4 F(X) [reg 4],
£ 40

Otradi, ja pastav nosac1jum1 x
. flo =0, #4420, . . S =0 f ) #0,
tad oL ir polinoma AH«) nulle ar kartu K .
; Tie8am, no Teilora formulas

F ~F+ L7512 Aty 1lll g4

K4)

il +ﬁ<—,€?#’*-f""’<i}

ar minétiem nosacijumiem secina
H =) = (X-L)" (),
kur

\f(-’d ?‘3*[ )(9‘.,4‘“(*' 4{' “)() ; ’"L&"”i!:* fmga()
Fe) = Er £} 40

Vispariga gedIjumd, kad¥;sKp=. =X X K 8 =X p2 B
dablU polinoma f(d‘f) sadall;]uma izteiksmi .
Fah g ot RS- DOR
kur «, /3 A ir sava starpa daZadas polinoma nulles
un to kartu summa Kk +4{ + . + = h
K3 atrast vairakkarte jas saknes?
Dots polinoms f(a( Sastadam atvasinato polinomu
FU = (e = prE - NP ),
kur ‘igb():,&o ?{/5):,&0 SMA A0 - Ja nu dotam un atvasinétam
polinomam meklé augstako kOplﬁO dalitadju D(X} tad
D{ «) =(X-¢) (x.ﬂ (S

Dalil jumam

%ﬁl: a’o(x "”(}(J("ﬁ)~ A X= r\)z@,(x)

Jjeb

un

VZ - 100
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X ; ﬂ, .. A ir vienkar#as nulles. Ta tad vienddojuma (Q(X'*O
atrisindSana dod dota vienddojuma daZddas saknes &, ﬁ, L f\.
Augstako kopigo dalitiju D(«) var atrast ar Buklida algoritma
pagémienu.

Piemdrs., f(fjrxg'kl- xl’-w(,' .7['-“)‘ 3+ X4
32l ik 320t d | g
Aalat o TR

B

A g + XA
3xX*+3x 3x+
Srortsroaa T |

X+

+0

Augstakais kopigais dalitajs D{..x‘} =X+ 1
un g £ y
&) = %%"T.-. X2+ x

No vienadojuma . :

A+ X=0
atrod ) ;

‘XJ w‘,‘ . _X 2 - - (

13 ki f(o) =40, f't-1) =g £ (=1le~2A Mo
tad X3 20 ir vienkarSa, bet Xy= — 4 divkarZa polinoma nulle.
Viegli parbauda, ka F{x] =X(xX+{

Teorema: Ja vienadojuma koeficienti ir redli skaitli,
tad vienadojuma katrai kompleksai saknei atbilst saistita
kompleksa sakne ar to paSu kartu. :

Piepemsim, ka polinoma }/xi-=aox“'+aix"“+... Ll B
koeficienti Q,,l,, - -, @a ir redli skaitli un ka Xel-Q+§i
ir polinoma nulle ({ = V'j:wi’) .Tad 3

Flas ki) = (a+E) o (ar ki)' ™G va, - A+Br -0
73 tad A=0 un B=0
avukart i g

k)G ke v AT ea, SA-B;,

jo polinoma koeficienti ir reaii. T3 ka A =B=( ,tad ari
{'(Q— L’):O y t.i. ir ari sakme ;”;za - A

Ja =K 1ir K-ta8s kartas sakne, tad
fa) =flule = {0000 0, %) F 0.

FiB)= £hie.. < £ -0, £ Boto
T8 tad ari & ir k-tas kirtas sakne.

Polinoma sadalijuma formuld j?{}.ﬁo(x»(j"{.x?/s)l;, (J.A)ﬁ
gadijuma, kad koeficienti ir redli, o un i/é ir saistiti kom-

VZ - 100
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pleksi skaitii; K= /un

(.x-oL) (x- 3)( =[X- (G'HIH)J = [14- a} 5"]
Tas nozimé, ka katru polinomu ar realiem koeficientiem var
sadalit redlos faktoros - linedaros vai kvadratiskos.

’

9.8. Raciondlo funkeiju integréSana gadijuma,
kad poli redli. .
Reciondlo fur el ju R (x) var izteikt ar divu polinomu

,[(x}= BX 08 ,....+CL,,, ‘ung(x)-ﬁ,x'ﬁz,x + .k,

81 : {x)
dalijum Kix) - %“5 -
Gadijums, kad /s > - ,skaititaja polinombvar iz-
dalit ar f(«) .Rodas cslijuma kids polinoms @y un atlikuma
polinoms g_& (#} ar pakipi My < hs .Tad integrald

14(;;‘ ax = { Q.64 "f - Ax

pirma sast'sivda;a @V/x] X ir v1eg11 at;cisinﬁma}
Diskusija ir vajadziga vienigi tadam gadijumam,kad

m <»n,t.i. kad %) J.r(;sj:a dala.

Raciondlds funkeijes R(X) = %’f%  integréfani ir
Jaatrod vispircme €8s poli, ©.i. sauceja pollnoma nulles«,fy -
(kad ?(x) un 7((;!, nav kopigu dalltawu, tad ;@)4‘0,9{/6#0'
un l{{x)s\p/o ja X, X >{5 . AtSkirsim gadijumus, kad
poli reali vai kompleksi. ,

Redlia poia X =o{ gadijumi, ja pola karta ir K ,var

F by, ko]

Pieradisim, ks var atrast t3du konstanti 41 , lai pastavatu

identitate
6‘( % '...- iy —f.
(.,d! e . (A,()“ \fu) (1 )

Sastadisim srarnlbu
$eL A #x) - A~ ‘."’"1
I e gL
Lai dabitu sakanl (l ), jiprasa, lai l'(v‘) ?(1)-1417”(«) dalas

bez atlikuma ar (X~ 3 1tad1 =~ 1af k(,{} . Tas nozims,

. A -4
_ ¥l A
— -— - = e + t s - <
8848 veidd var atrast pirmo parcialo dalu -[;-:L—,z:'

So sadalifanu var turpindt un atrast racionalds funkeijas
sadali jumu parciidlas dalas:

(x} 4 AT e Baw
?!Ti{‘ (’f—”ai}?"'&“;zo?“*" o " s B

izteikt

VZ—
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7 : ﬂ.g_f_ﬁ ok
+m{;+§7&{—}’p-'+ 5= +2£J_(-€—;\'
ja funkeijas da%adie poli ir o(, Pi oo %
K, ﬂ, -++.p ,resp. Flx} =0 (X ~>(j“(x'-‘:’5} (x-)‘)
Raciondlas funkcijas integrals’ (j)
integralu pamattipiem: :

VK . {
Seiseds = Ay [t iy gy (0 H)
e Bx dr Al

7 X

+ B,

s et S s
(X-ﬁ»,-‘r (X~ )‘1—1

ar attieclgam k&rtam

sastdv no diwvu

Tada] ‘
f/'? (x)dX =5 &f‘:)-z':r + 2, A b jx-ed +C, |

kur pirma summa attélo raciondlo sastavdalu, otra - transcendento
sastavdalu ar logaritmiskam funkci jam.

I0.§. Raciondlo funkeiju integréSana gadljumd,kad
pcli kompleksi.

T8 k& polinoma f{x) koeficienti ir redli, tad poli &
un {5 ir sava starpd saistiti kompleksi skaitli: X '=Q*L')

=Q-L' , un to kartaes ir vienadas: K =A.

Tads1

fx) =[(x-af%+ £ : Fix), kur Y)+ 0 r(B] 40
Izteicam (X -G‘.)z'-r A =.x”+/>,< % 5 (1, ar /a:w?/a, un?, ’a}*‘t-
T3 ka ‘é; ~4 = a-a*-b*=-bt*<o , tad 31 kvadratiska trinoma
nulles ir komplaksas. T8 ki Y] #¢ P/A) £ 0 ,tad ¥(¥
" nedalds ar X‘-F?bx-f@}. s
5 !

K& nu sadalit funkeiju R(«) = %{% parcizldalas?
Pieradisim, ka var atrast divas redlas konstantesAun B ,ar
kuram pastav identitate

gt AKX LB oL G B g )
) CHp ARG (e pX g PR |

Sastadam starpibu

&) Ax +B Gl —(Ax +B).yid _ FIx)
&) (XEAPLCHGS T (kg h +4)° . ¥x) T 4(x)
Pietiek pierddit, ka f(xj= (x*+pXtG)G (x),1ai bitu
~ pieradita identitate (1.).
Dalam ¢ (x) ar X¥+pX + 4 .Atlikund dablsin pirmas
pakdpes polinomu @.X +4 ,or q un £ nav reizs nuiles.

T3 ted Gla) = (e tg)  GalK)+0X +b.

VZ - 100
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Lidzigi ari
‘fl.() a(XL‘f/).‘ 4‘9,). a;(ﬂ) + CX fi’
xur € un d nav reizs nulles.
.~ No Bejienes
Flx) =+ pxeg )[B () (Ax+ B)Q, (] ot +£-(Ag+Bax+d )
Apzimgjot (B(x) = Qy(x) ~(Ax+B)@(4) un atverot psasjas

iekavas, dabil

F ) (L +px+4) (31‘(.3() Aex*+2{a-Ad-Be)+b-Bd.

Balem 2 : ’ 3
“Aex+xlu-Ad-B)+E-Ld] X +%J_Hg¢
fcﬁ'ﬂfc(Aeb B)+A ' —Ac
x(a-Ad-Be+Aep)r -BJ+4cc],
un parveidojam
Fx)=(*+pt4g JOU9-Ac]sx [+ 4(@}5 d)-Be]+Ac + b-3d
81 funkcija dalds ar X+ f‘x #) tikei tad, ja lins-
a8rais locekla koeficients un brivais loceklis ir nulle. Tas dod
Q} ; {a-fA('f‘{)-d}-Bc <0
o @+4c¢ -B4 =0
Vienigi tad F(v\’) "(X&"’fl/( '*‘}-)'?1 (v'() y ja noteikumi (2.) iz~
pilditi. »

Tagad meklésim A un B nozimes no linearas algebriskas

iste 4
sistémas (2‘))( Ald -(/,) +‘B¢ =@
- Ao 84 -k
Sistémas determinants ; ,
i $oip in Il C P e )
“ =‘¢f;‘§p & e dtqdscy - L fre'le- £7).
i 2
Ta ka Cund nav reizé nulles un a,- "Q‘T > 0 ,tad Aéa
Tade]l nezinamos koeficientus A un B var aprékinat pec
Kramera (Cramer) formulam:

a g : ;d-if; 4
A’L_K.” g‘} 8:‘__:%.‘;

Pakapeniski lietojot pierdadito identitai (1.), dabdbd
sadi;SJu?? 5
L) _ Ay x4+ Ay x+ ,

o T e = SR A
kur péde jai dalai £ un 50 vairs nav poli. Dablitai da;ai{%ﬁ%—
atkal varam piemérot sadaliSanu parcidlas dalas, ja ir zinami
tas poli.

Praktika var lietot nenoteikto koeficientu metodi.

VZ - 100



file:////JIJI

--18 ~ .
= AxX
Piemers: ot
Te ir viens reals pols X= O un divi komplekei divkﬁrlie
poli X= "‘t . _
% Bx+C R : :
-=§\- x7C | DaiE (A, B,C,0 E - xonstantes)
(£
O (4

X "’"’)‘ /x"-r‘}" X+ 1

H}“HL‘:X*CW:—\J-(-J-E} xE* L) X
-rD]-‘-.x i +xk ZA-‘-B-rD)*X(C'PE)*A

,_/ ’4 -.l-.grx\ A:{

)‘ E =0 C=E =0

2A+5 <0 =0 D=~

L CH =0 B =
Aonid

A X D T R
et Wy {_ ottt ond,
5 5 a1} s +
-f.x’?""xb-u)h 2()@4:.”’ o 5 Ol 1frcmml e u(,”
Vlspe.rlga gadl“ama, kad p011 ir kompleksi, ir jaatrod
‘integrals

-f.. {/A X+ B! i ..__;L"g*b‘
f(,(*‘o’nu-(! o _,’!-ﬁ P‘-rﬂ -ég
Ar apzime jumiem .£ =K o @ ~.l>._ é iztezc
j s { /!')( = !2'_
| S A,

Pec subst1tuc13as- ,‘( s @ b&‘ ; -——g‘ af;( c/u},f (L *0)
rOdaS T ; : J: i"lﬂi(ﬁ'-"{tlr_{’lu g fAi .I,B

| . : ‘{@2{:’."4( Jaw —71'37)"

/ I‘ L
summa R84 (A s ﬁ'}t

secinam, ka integracija ir reducti=z =z %adiem diviem pamat-

tipiem. SRR
P i f-f‘{;

1) I b5 e

Ar _substltum J_u f:*’ +4= 4 sizteic

;
Tiekot atpakal 4 = 4% +4 ,cabijam:

‘\

j::t.‘ﬁ {)JH'( u)"”f‘e ja K = 4

o~

L””’ (.i— b"f(’ti"f'l)*{ j“ ka4

Liekot f = J--ﬂ'-‘,p-‘ debtiiam intezr3In atkaribd no X .
VZ - 100
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2) j = J tl-f-:)
Ja K= 1 , tad ji )?ig—? fL"’?Yt +C.

Sastadisim pdc Z3diem parveidojumiem redukcijas {(rekurences)
formulu gadlgumam, kad kK >{,

Jo- S f-%—yr Jio S

3 f
j- s “"' /~-~ ‘J.‘J, / J:‘ l+2?E‘ ‘,/.@,*,}“7 Z(K"‘} j&-

Mekle jama redukcl;jas formula ir

t 2
jl( 2{K~ i)(i*-rl}’h' %‘f% jr(-(
Zinot J4 un yemot pec kartas K= 3,Y, -.+yvaram atrast
ol T
Sledziens: Ja racion@las funkecijas poli ir kompleksi
A =@ +L 6=a L , tad t3s integrala sastavdala ir ‘racionalas
’unkclgas un transcendentas funkei jas: &\«[(J( av g”']un

tzmcfy

11.§. Ermita (Hermite) metode.

Frandu matemitikis Ermits®) ir devis metodi, péc kugas
racionalas funkcijas integrala var noteikt raciondlo sastavdalu,
nesadalot doto funkei ju parcidlas dalas.

Ja poli X {/3 i .’\ daZadi un reall, tad
}({Hﬂ% i" ‘\\ ‘x>9pun (sk 9. nodallgumu)
(« . A A, o u A
72 Rl v L =) Lo e

B : \

-3 3 '1 2 i -

ot B T_B_T'@ B
el 74 Pl X -

{x- AJE {:(- g7t S
Ta kéf, % :
A, ix g
j Z\{-—Z’ (4-—&’(‘;"“’-‘ +(IM\J J jak+f)

.tad integrala

gl s Hix) ok Pix)
%7:2}101 (Ko Hx fs)" ik - A1 : 'M-,()/x LR (xj)"{‘x
struktiru var izteikt ar d1v1em pollnomiem /'/(.x) .un P(x), Te

$l-
()c-cx)’” (%~ : —n) = {D¢(x)
1r/t(X_/ un 1 X) augs?aka:;g x:opj;gals dalitgjs unQ(_ )
¥ X =/ /] X
x) Ari krievu matematikis (Ostrogradsiu), eaﬁkarlgl no Ermita,
ir lietojis 8o metodi. vZ - 100
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Ta tad pastav Ermta'struktﬁrformula
2 ofx . ’/i"'/ + Lt A

/x) £2#) Qx)
Ka atrastﬁ/v un ,W,()koeflmentus‘? Atvasinot pec X ’
dablijam _( < ¥ Llue Mife //D’ P ;
vai Db s ek a
4 = .'_..,___ /'/‘f X5 ~ 1
4275 & e
13 ka f=/[> G ,tad 5-:/:3 un -L.:L=Q ir polinomi. Ari

"[g{ !_icé:{,;: ”’ZQ ir polinoms. Tiedam, atvasinot f= [O@,
dabl f= D'Q+ O, Vel 5'Q =/ -oQ

Bet /D irf un ;" augstakais kopigais dalitdjs, ta tad ‘2{)‘

’

ir polinoms un ,:._ :s.é (:() ari polinoms. Ta tad
2()‘/'//(*‘/ e ). Syx) + RPitx) O )
Ja daZadi poliy, /5(/ : ’/’:{/ ‘5/} ir skaita »z un dota

pollnomaf/_j pakape ir A ;tad /‘/xj pakdpe ir augstakais x-1

un #x) pakdpe - augstikais »-%-7/ . Pedéjie divi polinomi

satur attiecigi sugstakais £ un #-? koeficientus. Sast@ditas

identitates labaja pusé péc loceklu parkartofanas rodas poli-

noms, kura koeficienti izteikti ar # nezinamiem A¢x) un Prk)

koeficientiem. Kreisajd pusd ir polinoms Z/%) , kugya pakape

ir augstdkais -/ ,resp. kurd ir augstdkais 7?2 koeficienti.
Salidzinot koeficientus varam noteikt #/x/ un P(x)

: r/x

xf-u**x

Te ffx)= X= 2X3 + X, [1e) = 5x¥p 6x* 44, [3(x) = x¥ 31

Piemers: /

(ar Buklida algortlmu) Q,{Xj x? 4 x

.._.....__.__.,_._, < _/if fe' éK"*DA’ fE

Atvasinot dabl - g
d o AC1)-204r+B)x | Cxy Dx+£

x - e, B

e (%*+1)% X3+ x

/=x’(‘ +XP(A-24+D ) +x3¥- 3R+ *E/*-XM*D)*E

/ C=0 A =
! D‘ﬁ’O 5:9 9
CrE-28R- R =Z
"Z"ZD= 7) C =3
B W R
T2 tad o 3 _,/m__ ;e
X 2 wdun 4/X 1) TXZEX

VZ - 1941
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Sadala parcidlas dalas

... . +Mx+/1/’- 45)(1[L,_”/*M*L

X3 + X X X*+4

L+rM=0 L=1
=0 M=-4
L =4 wv= 0

xf/:x s /’i" /-—*Sd’% /ﬂ/X/~-/n/X+f/+com't.

i

Galigi: 3
)?gr;qg(m W%*%&’j%ffﬂﬂff
Piezime: Ermita metodi raciondlas sastavdalas atdali-
$anai var lietot ari gadijuma, kad poli ir kompleksi (illustréts
ar iepriekséjo pieméru).
Péc Ermita metodes racionadlai funkcijai ar vairdkkd@rte-

jiem poliem integralu reducé uz integralu racionalai funkei jai
ar vienkarSiem poliem. '

Apskatlslm/ﬂ——(:/o\’ » jJa funkei jas % poli
vienkarsi, t.i. a,(x) (x-ab)(x A) /x7L) Sadalam §_§§

cialdalas D (x A i
Q ();) % T X- ;Z iy x-

K& noteikt koeficientus A, 85, .. ? Lai apr‘e’kinit\l)
piem. /4 ,reizinam abas puses ar ;(... .c

P(x ks ot x =) Llx-u

‘*{;7‘71' = ﬁL}T“ —I'Z'X,Z

ja nu X=e ,tad labad pusé paliek tikai Iq ,bet kreisaja

dabfijam nenoteiktu izteiksmi, T3 tad &= /i {x-z}(ﬁ(‘l
P(x P x) “"’* x

=l AT ) B 57 h) = ey

Ari péc Lopitdla (L‘*Hospital) llkuma°

it Ux—w PO’ lim PoIrx=%). P(x) _ P(oc)
H a{@u& (XJ x[-',”,z * G.(xj J

Lidzigi var atrast ari citus koeficientus un sastadlt sadali-
jumu formulu

Lidies BOALN . 0F, B(B) ... Pal
Q] ~ Trix—=] * CR-AT "0
x) 5is formulas sekas ir algebrd lietojamd LagranZa (Lagrange)

vz - 100
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Az p XZ__,»'/ P{df} p/ﬂ/ r‘)
m5dsl ‘_.La /)(/ CIX = Q 7 j//? /X ’vé/f a,//y /’”/x ﬁ/‘l" /’JK )/}

IIT Algebriski irraciondlu funkciju integreSana.

——— e —— e e e e e
bt — == S T I I T L L L L I I T L L I T I I EE T I T TR =

12595 FunkcijuRA,)(iT; )(’ﬁ, .- /‘(%/:’; integréana.

Te integréjama funkeci "a ir algebriskl 1rraciona1a
attieciba pret X  ,bet wntegrala aprelglnaéanu var reducet uz
racionalas funkei jas 1ntegre§anu, lietojot piem@rotu substltuciju.
i Piepnemsim, ka 2‘ ir nesaisinamas dalas.
/ b
Atrodam g,) 931 S A mazako koplgo daiamo 7 un apzmejam vese-
los skaitlus 7,2 £%, ;= v Tn Lrng
: o P '
| Ar substd biel i X iztelc ii 27;1»(: t“’u w,
y _)R{x;x%fx?’“ ,J(,., ) dx = jR(t 76 % ;;t'*.?.t dt =
| = [R,()dt '

Integre ot sastadlto rac:Lonalo funkc:. ju R,U} un ievietojot

LT B g R 4t - F)rcomst < Flx¥] #oomal.

Ar analogu métodi racionalizd visparigas formas integra-

i R [, ax+£% /M”éﬁ‘ aouﬁ t}‘]a(u(
) REX s d (Cx + 4 )
Te +£ i’? ;
jalieto substituc13a e & (}11‘%,?;, 9,,
mazakais koplgais dalamais‘ un 1*1ver='a funkciaa X= R-q;'"
Apskatls,.m integ“alu f R (JC Va.x +z}f(4)( kas ietilpst
iepriek&eja forma. »
Ar substl”mcuu % = QX1 b izteic. 04)(+é“ %,)

X = —;‘1’-@# U/ ‘
jR(fcbvr“w,,x JR‘.'Q‘ %9)2"%‘ f’ﬁ ?/d#‘
, »F({}}*w{ = F(mn&)-fc.,w :

interpola01 jas formula:

p(A) (G
= pe() xfﬁ P% x-:% A XA

vai -A) :
(x=UK=3) .. g A (k=) (A2 T, (X i
P(x) P{ ) d)lg'f“‘ﬂ (ot )ﬂ)(‘f p(ﬁ){ —d)(ﬁ 7) (5 A)
5 Ll x=p) (AR
P()Q(_) o AB) - (A-K)
$1 formuls dod iespéju noteikt (h-4).pakipes
nolinomu, 2zinot polinoma vértibas h, dotos punktos.
V7 100
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Te 'j =VT)::<”~}_—€ ir X -sa funkeija, kuras grafiskais
attéls ir parabola (6.zIm.). :

Dotaja integrald R (x, ‘[) dut funkei ja R (J(, 7) ir
sastadita ar parabolas loka A‘B punkta koordindtam. Apskatimais
integrals ir t.s. Abela integrala atseviBks veids.

13.8. Abela integrals. Fulera substitiicijas
funkeiju R{xVax®yfx +¢ integrédana.

Abela integrals ir fR (\x,?}d.x , kur R (X, ) ir racio-
nala funkeija un)(.j ir kddas algebriskas 1inijas F(¥X, y) =0
punkta koordinatas. Saka, ka Abela integra@ls ir piekartots Sai
1Inijai.

1 g
SvarigékaisvgadIjums, kad dotd linija ir raciondla jeb
unikursdla, t.i. kad X ,\f(t)l

?.w(ﬁ

ir viena parametra L racionalas funkeijas. Sajad gadijuma
Abela integralu var reducét uz racionalas funkeci jas integralu.
TieSam

SR(%, e = [R[AY) (2] £ (Galk - R (8dt = F, (#) ot

Ja te ievieto X= ‘f/'t) inverso funkeci ju i*i“’da

[RGxy dx < F [a(x)Feonadt. = Flx)+ comat.
T3 ka konikas ir raciondlas liknes, tad sastddot Abela
integralu, piekartotu konikam,; to var izteikt ar racionalas
funkecijas integrilu.

Lai konikas 7((4, ?} = Q0 punkta koordingdtas izteiktu racio-
nali ar vienu parametru 7 y,lieto 8adu visparigu metodi. Velk
kaut kuru taisni lj = 3" ve (J<~)<,) caur konikas punktu (X.,y.)
un meklé t2s otru krustojuma punktu ar koniku. Pedéjo nosaka
analitiski,atrisinot vienadojumu sistemu

3._. ?" 3 i(.)(*.)(o)
{f(x

: ?} :a,ix’“da%ac? -Mu’yz-flalsx +2a%# +84,=0

tad dabu

Apskatisim atsevisku veidu integrdlam IR(X),W)OLX)
ja Q #:0 un gL” Yoct o, raa =VoxEThstC vai #‘2‘0&&2""@){“@
attélo ellipsi, jaa<% 0 b2t hiperbolu, ja a4 > 0.

Lai noteiktu kanoniskos vienadojumus, parveido konikas

ienddoj g8d1 s ; %
VlenadOJ;IgZ (l&ds_,_{ 'C%x L %‘)::O_zi(’,( 4.2443)&‘?%2 - %J
VZ - 100
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jeb

N
?, -a (X +za) "a‘%‘a, |
Ja nu par s a punktu jaunam koord natu a.sm_s d
pemam punktu (()( gf“'m ,tad g Iz X= % 'Jé,unf( -a.%&:A

Ijadljlums. ‘A >0

Konlka ir hiperbola, kuyas asimptotas ir taisneeq “ag =0
jeb 'Z-— V_a_' . Ja A >0 hlpev"riola krustojas redlos punk-
tos ar V(-as:., ja A £0,tad - ar 5-asi (7.2Im.).

Lai hiperbolas punkta koordinatas izteiktu raciond@li,pie-
tiek yemt taisni, parallelu asimptotai, un atrast tds krustoXanos

ar koniku. $8da taisne ir y = L XVZ +u . Ievietojot konikas
vienado juma = VAX*+ X+ , atrod krustpunkta koordingtas:
OX*+ bx+C~ ax*t2u XVA +4*
g o4 ©  No Bejienes (viena

sakne = co)

~C
W -*{’(u) 7 .—-W + W = LV(“))

xur ¥ un Y ir parametra M4 raciondlas funkci jas.

% (R, BBt + R ol = Flo) teanct.

Ievedot U = XVG =“a;.x"+,€¥+c#ﬂ' dablijam vajadzigo izteiksmi.
Integxala rac1onallzeéanai ir lietota pirmd Eulera substi-

tuclga? Ixva + 1.

1T gadIjums: G < Q.

Konika ir ellipse # “aé A ,te ari A >0 ,jo citadi
ellipse butu 1mag1nara., fp"’

Ta k& A = -1{*-%)0 un & £ 0 ,tad Aae J@ <0 vai

féz Yae >0 ras nozimé, ka vienddojumam GX *1hx+¢ =0 ir redlas

un da?8das saknes o« un j% , vai Gx?+ kx+C (X )X - ﬁ)--a(x«)(_ﬂ-x),
ja X mainds intervalld (L ,ﬁ ), tad 81 izteiksme ir pozitiva.

Tegad velkom kadu taisni caur « vai }3 (8.2Im.). Tas
vienado jums 11-# R'I(:"o(/ vai g- 1;(;(~ [5) , un krustpunktus ar
konlku ? V@ Tﬂ,x-e-e atrod, atrisinot koplgl vienadojumus,

PLendIen, T = Ak, xS
G b x- p) < 1 (x )

Otram krustpunktam X == of ,tade},
a(x-f) - £ (x =4,

VZ - 100
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_25..

coabonl gy ? e <) = (4

Integralu var racionalizet un izteikt

SR, y)du = Ry (Hdt = F{4)+ Comat
ievietojot ¢ = ,ﬂ'x‘—x;?

Lietoto substiticiju 7'-11"‘"() vai 3- ;(-{x-}) sauc par
otro Eulera substiticiju.

III gadijums: ¢ > 0.
Sini gadijumad konika (ellipse vai hlperbola) krusto jas

ar 7 -asi realos punktos. Tiedam, ja X =g ,tadll *?6 lf Ve .

+ 2ve + A% ir noteikta taisne, kas iet caur
vienu no -ass un konikas krustpunktiem. Tas otru krustpunktu
(X%0) ar koniku atrod ¥&di:

ax*thx s c.at atsim+i st

no kurienes : :
, 1tte -f2
j“liffr‘.z’uf(é} :/,tv’é' L e )
Integralu }R(x j)ziu(‘ f;{iaf)c‘f F(H'* CMu'.»t
izteic galigi, ievietojot L OxTIRIIC -

Te integré@ls racionalizéts, lletogot treSo Bulera substi-
Hoijut 4<IxIve

Uzrakstlslm kopa visas tris Eulera substltucijas'

% iV, o w20 (;}

) r“ml( e by <o T

+‘c‘, : ] aiela A
Pieméra:j d

%+,
Lietojam plrmo Eulera substitliciju, Joa {>0:

XTHE L x, Palva ip b N R

s LJ?Q % )%;' “L"‘ [:1» ?,{]M
\{TT: i .2. +§

f w"u {‘U l;./t}mut [ x4V [+ coant .

VxJ- +C.

14.8. Abela 1ntegralu fR(:(, Vauthx +c Yxredukei ja.

—— o ———

Sadus integralus var ari reducét uz pamattipiem un
tad tos tieSi apreékinat.
VZ - 100
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Ja P TD W et s
xj"z VaX* +kx €,
tad 4o '
{ " ‘.u‘ *)"X ’C'
!3 « {oxt f_@x *L) ?__
"»-("‘} s(aut+hx +cl ™
SO VY .
Integrdjamo funfoiju R+, Va2 -ﬁc) Rix,y) var izteikt
k3 divu polinomu ?(.&. ).H un 3(x, ’} dalijumu (“- y kKo var
galigi parveidot &adi: . A Egse “iSerty ¢
R (x. Mﬁiﬁ_ﬁ; ( t+ i,;[
J} f,’x)i'i(or}? ,”,,f«'-
#131 jﬁ 2 0‘.‘ L~ 47 €& B0
S 3 P ,j J},,___,z, = R (x)+ & 3
13dE]

5R'(~A’ y OC;( -J&R\J(IMU( + IM(

Pirmais integrals ir racionalas funkei jas K, [.‘) integrals. Ja
otra integrala rac1onalo funkci;}u R (J) izteic forma

Kz,(-’q' [) ' 5 ;{3‘;(:! . NG S ey

ar polinomiem P< x}, ()((.)() un F(x} tad pedeaais integrals redu-
ceéjas uz divu 1ntegra1u summu:l :
’!J()g‘ -}-’-"- + (Y ds

Ja te raciondlo funkciju 4 ‘.; sadala parcialas dalae, tad

redla pola X+t gadljuma dabi sadali juma sastavdalu

Ao i WA o e e S

(x -} It -t XX (X el)™
kur polinoma (& «{~) pakdpe £ k-1 ,bet kompleksa pola gadz&uma -
A.tHB; & A, ¥ +8, a0 *A X8 {x]
{1 Hh -HN u“-&pxu;? ' +/JJH<§ (Ju/),{f?)

kur polinoma G, ;¢ pakape < L=~
Esam dabiijusi tr1s integralu pa.mattlpusz

l)J p u A ) u,.Ll} ég_’_ ) &;() 4.1’
S 4 (X“ff’d 1}
Velak konstatdsim, ka otro un treso pamattipu var redu-
cét uz pirmo. ez
Tagad aprékindsim pirmo integrala pamattipu.

X0,

Ar polinoma izteiksmi PMUI:QOX'QG‘J"' T S
g /P d"‘ Q0% R el L R
“} o | == 1Ay . .o AR, [t
' ; N ] # ¥ ‘j 7 / ,
1941/v
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fpu)_.-,a 1. tG,h, e, Jm'f

Visus 1ntegralus labaja puseé var reducet uz j‘_ un ]
un J, - savukart uz J, . T2 tad dota integrala aprékinasana redu-
¢sjas uz J = apre]pnaéanu.
Ievérojot Sadas sakaribas:
W SR R
2‘}% 2da i+ L

dagtb,

ar izteikt A
- !”dx-;x*‘«zx fxtaaxsll

A, j } a_J?
3 [l o [l [y~ D

Lietojot parci'élo integr‘ééanu, dabu

: n~ £
j&“é"a 2 s - }x dx - 3a jn"
6p iy 2
J;.. ‘X‘—““{-U{ "—J 1119')( vx )Lo.""
Péc substitiicijas "'Xb*ﬁ’( . 5 92 un parveldogumiem rodas
n-f o £
o N g {X...a.-.f“ﬁ_;_{éfx g X . 4“{

s A s o BB
J’ w1 # ; & i )

Jn" 4"&"’% "(5’{51;‘-%111: - £ '\ ‘]u,z -& j""f'
No Sejienes izteic

; s-f 6l +f :
g ; iﬁéfq_'_’l_ : - gm;) 3y
P Liim.t] h {}
1oL -, -l g

Pieméram, kad n=2 ,dabd

T-f4 -6 1, ’Cio,

2
kad h=3} ,izteic jj ar j un j_.i. vai galigi ar fj_ unj. yletot,
Ta tad visus 1ntegra1us J, var izteikt arJ, un J,

Bet savukart, j F24 Hb ko4 T AaX & ,%-
(xdX ..X > d ; A
L e J

ji .-,%J?‘d*’( “:’d% jc ‘;"z "Za jo.

Tadel ir S$ada integrala struktirformula:

() f/?(ﬁ)é%é =’?-4 (A7 ‘f 2 BJ{‘%:

vai

VZ - 100
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kur e-q (J() ir ( h-41 ). pakipes polinoms un B konstante.
Praktikd lieto nenoteikto koeficientu metodi,izteicot

o -3
Eoi"’()"‘Ao"'h +A,X * "‘Ah-!
Atvasinot strukturformulas (#—) abas puses, dabi

P
vai _AT p (x]# * - y %
P )~ Py ’e—« §y 10
Pec substlmlJimM 4,&1( 4_( %t 2,0»(4@

rodas identitate
PM} < (ax™+ b x +c}P (x)-f-&-&{r——P (.x)+[3

No Bejienes, salidzinot koeficientus, atrod polinomap ‘(J)
koeficientus un B (nezinamo konstantu skaits ir n+{ ).

Piemers: f}'.x"i»loLx X *’d\x (Aa‘(*ﬁ’}m—‘ *-B)Wz 1
}"’Xi*’) le‘f! .X

A, X+ A
e oy am% ok

X+ J,Ao)("vAix f(A +8B)
Ao°ia A"U; B :’ﬁ

2, o —me ; 7 ‘L I
| I L P e

Strukturformula (—#—) rada, ka pirma integrala pauattipa.‘
f P {J( aprékina¥anai pietiek aprékinat jo = f f

e s
jo m.x*-}&u-t f«lx *ax)"‘f- f"(x*%‘lb"% +C
AtSkirsim divus gadijumus: 4 >0 vai A <O-
3y 0 >0,
Integralu yo
¥ e o B ek var aprékindt
o YA NGEPIEEZEE A ar substitdciju:
> ’ a,-—-/'v‘:-
.X'tlé: , ar kuru izteic
KT oms e
1, v [ =g bt rE A T

VZ - 100
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Tevietojot e unz A Y.:E_e}a to nozimi, dabll
j -'f-?m/x-r- (J+5}’«+‘m,c. f;b/,f,c'

2) 4 <0 vai =& >p

Integrala 1zte1ksme _ Ax

;ﬁ 2 Vr‘ ’Vét;fggz «Lx+££

rada, ka kvadratsaknei zemintegrala 1zteiksmes& saucé ja ir
re8@la nozime tikai tad, ja diskrimi'hants D:=6"-Yee »0
Ar substiticiju

X+ =t (Bt - LILETEe 2‘% (a <)

Ya*-

izteic ﬁ Tt e .
t = -2’.0:_’_(_:"___, 3 |’,’L)C .‘ _/,{L‘ \'}"T‘ .
j dt. V*—u'n' ; .

EB \"fa" varf* \f'a Jw::r y:awrow« +c

jeb galigi

s Z(;w(-ré
j. r&wccm e +C.

Otrais integrila pamattips { ’W(){' L{.«)(
(X%

Ar substiticiju ./(‘0( = ,to reduce uz pirme pamat-
tipu. Var izteikt .l( a(J—TE clx-v-ﬁéé: fﬁ(_v(un

y Ve Tl )1 € - VEETR AT

ur @ zast+ b v e, k=20 4, €, ‘a wné =24 baiEt>o
Vispariga gadijumd, kad of nav trinoma e 4€X+C nulle,
tad ai =[: 0 un zem saknes dabu otras pakapes polinomu:

@y £ *&;é'ﬁc, Integrals
j (‘ (x, (=X +}'/ ,
I & m;rn—w, £ (- H)k -

ef" ’u,...f;"“fz‘j){; : P (At
Rt J TR (e -etQ )

reduce jas ur pirmo integrala tlpu. Te

ir polinoms ar pakdpi h - 1. »Jo Gof(xj ir polinoms ar pakapi
S h-{,

-~

Izyémuma gadl juma, kad Qt O ,resp. 4x +$°(+C-O inte-
‘grélu racionalizs ar substitfciju &4t +Cy = L
Piezimes: 1. Ar piemérotam substitiicijam ari tredo
integrala pamatipu f e w(x) dX__ var reducst usz pirma tipa
integralu. (a(“ﬁxf-*? ? '
2. Ari integralu j— ;R(v"..fuﬁ(’, Vt——',“)(var reducdt
uz iepriek3 apskatito ar substiticiju LA+ ﬁ 1,
vZ - 100
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TieSam, arx . "-ﬁ : b __l;; E

izteic

1. [R{EE z@lif“f/?'-—*& (R 2, Va7, ) das.

3. Abela integralus | r& (X, 4) AX, 3342 = VP, () NE)
izteikts ar 3.va1 4 .pakapes pohnomu P(x) a,,( LJ("”r 40,.\n=’~m.‘4)
sauc par eliptlsklem integraliem. Savu nosaukumu tie ieguvusi
no ta@; ka tos dabu aprékinot elipses loka gayumu. Redukcija te
analoga gadijumam, kad A =4 :

Ja N 24 ,tad rodas hipereliptiskie integrali.

15.§. Binomald diferencidla integréSana. .
Izteikemi (0.X™+ fix 2)7 dix  ,kur «. 3 un f racio-
nali skaitll, sauc par binomalo dlfe}'encialu.
- 80 izteiksmi var parveidot, yemot X’ &rpus iekavam:
X PRio™ +£}Potx
Ievedot jaunus racionalus skaitlus Jo nv, XK - /6-3 = h, dabu
.&“‘(a‘x’w!{ ;
Ta ir binomala diferenciala kanoniska dorma.
Apskatisim 1ntegra1u
(11 Jc e -tfo)Pa(»( _ :
Tas ir Abela integrdla veids, jo sakars = ¥ (ax -%)P dod

algebrlskas 1ini jas v1enad03umu f(x yh }‘V it &
Ar jauno meinigo A = X" izteic X=74' du-n 1t o{,t(h -‘f—O)

= T hacaleert T A(uteh)Pat
Ir janoteic integrals \
(2.) j £ ,ft‘l'('d.;,(;}{’

m‘}’ rn.-H__,(

AtSkirsim Sadus tris gadijumus.

1. })-vesels skaitlis vai nulle.
Ta ka q, racionadls, tad ? -% Jour 12 O 4 >» 0 ir veseli
skaitli. Ar substitieciju

ey 2o : .
izteic (,Lf =73 11404014,52‘9%! un]s-f*,{*u"((wj'f&/ﬁ/s 1.15 fd,u ’fR{“/"l“

Te R(a)ir raciondla funkcija pret.& , jo 73,/‘( un /8§ ir veseli

skait]li. Tadsl | ;
7= [Rlw)iu ~Flu)rC - F<*] +C.
VZ - 100
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2. @-veeels skaitlis vai nulle.
Izteicam raciondlo skaitli P—_% kd divu veselu skaitlu’t
un 4 >0 dalijumu un lietojam substitﬁciju
akt b <?

(at +4)P = 14)“
{:Q_ﬂ:é_) Ma..-’_ﬁ:__..._d_“'

j fi (fL..’._)‘}' (afcla = F(a)+€

Ja ievieto (‘u‘: 4';&) (M hﬂ)
tad rodas q ‘F[(U( 4,6} ] tC..

‘3. | P+ - vesels skaitlis vai nulle.
Parveidojot integralu (2.), dabu am

Tt [etftavae ot [t Harbt™T

Ja izteic /7 -% k3 veselu skaitlu dal:.jumu un lieto substiti-
ciju S A ~
- a+ AL =
tad of e, = |
grhdpd, A

Tad dabid

o'

dt - il da, (rwu‘ gy
i £ b+ 4
j_ ’.’{-(h -a, q-(“ béi'—;a"'rdu Jf{la)duaf(bj.;.c

{ ¢
Péc izteiksmes ot t
X1 %
s (A5 - (aaE)
ievietoSanas primitiva funkeija F (&} dabill

j*[i[‘“"”ﬁ"’]+¢

Piezime. Krievu matemdtikis JebiSevs ie pieradijis, ka Sie
gadijumi ir vienigie, kad binomala diferencidla integralu var
izteikt ar algebriskam un elementrém transcendentsm funkeijam.

Speciala gadljuma, kad M= ~ { . integridls

[x*{ax"+ €)Pox .
vienmsr ir izsakams ar element&ram funkci;}é:m (e (}= -1)
Piemers.p-‘t"b 1, uté i L Rt g
jxfx {xu) d,xg (75
X+1= 6t x= 0t aLX adi

T« flu4f fdtiides zf 3 "a L i

VZ - 100
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j:buj'&‘-‘-;f;:‘ g;.‘_ -zwwwpc

IV Transcendento funkciju integréSana.

B e e A

16.8. Integrals fR(a%.J(,aux.)daX.

Visparigi 3o integralu var racionalizét ar substitieiju

U= ,(-? 5. Tie?n var izteikt

| . S e o U 1=t
st > e B Taut
X = ZW(‘.‘%« o = ré%*x,

Tad dotais integrals parveidojas par
JR(an,mx S = jRI'IZ*"' 75“{,‘2)'72—54"“1‘; R de)du - fl(a/«‘(’,
péc substitlicijas & = X;. dabli

JR (senx, cosxldx = o (g +/#C.
Da%o0s gadijumos 1zdev1gak lietot citas substitﬁci;)as
1.gad31jums. F{x)—K(Jmi,cwx) ir periodiska funkeije ar
periodu I ,t i. F(o+x) :F(xj Ir zinams, ka ari - funkei jai
ir periods X ,jo ig (T4 1) = ;tg,x . Pieradisim, ka tad h’-&) /:(q Jf)-
Ievérojot sakaribas
’j»U\, N amJ( fﬁ,)(
e S ‘“;g)?r;@
var izteikt funkeiju

. /:(J() xf((&',,w(‘@g,,()' 3(’("’“{1_9’1_-1— &‘ ;f - polinomij

F{8m Xy 04 K)

forma
4 )‘) Crd X
}'(’( ‘{“& +f1 ,q cus !
kur )‘1, {z b ? .L 2. apmme polinomus.

Sastadam noz:.ml

_&(xﬁ)]ﬁ,{ggmgcn(awr -gi{tyx) ngt}x)m.&
/’(Jﬁ"f) 1.1[(7(,(4’}:)‘&{1[?{10100}1(\1( 457} ;I-i(ff;] —fs 1 (/.()Cd'ix
758 k& funkeija F(x) ir periodiska ar periodu X ,tad no sakera

F{x 497 ) =f(x} secina

(Agx)+§a (£g X)X | g4 &J}*j;(ﬁgk}cﬂx
éﬂi($ (%x}cwx %1 (5400 aru:?x}w«x
- g__.(f?*’d* g;("}«}

(4G = ¥4 (6}2) Ri”? )

%) Ir lietota proporcijas ipadiba
g"— = g; - a—‘.g.
b d ¢ +c VZ - 100
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: : - S TE e e
Dabiijam tie¥am Hx} =K, ({yx) . Integralu

j "j Ri(t}«l’dw‘(

aprékina ar substitieciju
1‘?,..;( = U,
Tad

= a,wtjq dux --,d—-"-i- "
f R oty - Ryt) g [R (o) = F) #¢-F (G 9 1C

2.gadijums: zemintegrdla funkci;;a F{.»() -Riarn x, Cosx)
ir neparu funkecija, t.i. F{"J(/a 7 x)9 .Tad var pieradit 1idzigi
iepriekSe jam, ka funkn;ar*/:(_;(} jabut ar veidu
[~ (%)= R, (ewsx)- snX
Lai apreklnatu in’cegralu
{Fx)dux = ,Rz(ww Son L dX
lietojam substltucl;ju :
X =4,
e e -/S.do»\xda,x-«o&

ng(wx}m.,xLx R tufda ~Ffu] € ~ F; fomsajsC.

3.gadljuma, kad F(ﬂ' *«()*'F(X} . Var pieradit, ka
$ini gadijumd funkeijai F (X} ir veids :

F{x)= Ry (sinx).cosx
J R, (snx)eosxdlx

aprék.ina ar substiticiju
A SLh x =

Integralu

kuyu izteic ‘
/f/x/dx = [Rullin)cosxdl = R, (u)cliu= flufrCof fumsse €

Integrala R(siwx, cosx)alx  atsevisko veidu
Jm,xy = sm”x - C‘OS"XO’X,
kar 7 un # veseli skaitli* x) var reducét uz vienkarsSdkiem inte-
graliem, 11eto;ot Sadas rekurences formulas.
ggdl_lums‘, kad >0 ., A

~7m»=/co=f sn™ x Cosxclx = Jcos*" d—f—“;’;-”-;;’!:.

smm* C“'}'x =0 o?t= i
s s (i N daki e

: el
Y7 niad + D=L [ iy, Py Cos - iy

A
™me+y m+4s

x) Vispariga gadijuma,kad ?” un# ir racionali skaitli,mingto
integralu ar substiticiju s#¥¥ =4  reducé uz binomala
diferencidla integralu. VZ - 100



e, T e

Ta ka : ¢
SEm™ iy asen™x. 3m X = sem™ X (1-Co3 x),
tad
En™" x Co3” 7 -1

Jom,n = =X "‘fmr/ Imn -3 mn ey Jmn

Ja mep o tad
2™+ x cos” x -
Jm*- a7 AP "'mrﬂ]»’"’ﬁ-z.,._,__({)
2. gadliums, kad . mM>0
Trm,m /W" . Cos"X. som Xc/x SRR Oy

2 \.._‘37.\‘,"_1____/

u
anxd)( B = ,4 P :
/7*@ v /M""x Sip™ ;xo/"

n#
4-/“ x/"” fjm""'x
Avrd

7axa CHP*iX=0X Cstx = Cot” X (4—:«2»4,\9’

m=—g
tad \77)7,?) 3_/7 mf4 J/’)’-z, P — %:—% ¢7rh,’ﬁ

No Sejienes, kad m#ns ¢ ,secina,

7 -
TImn = — mmmfff?m’x r gm@f;; Im-8,7 . ... (z/

Negativu k3pinatiju gadijumiem no sastaditam divam tnrqu.—-
lam var atvasinat divas citas.

3.gadIjums, kad 77 £ .
No formulas (1.) izteic

M Cos?7IX L e -
70»,4»-z=~- = ; - er,w

Liekot 7?2 vieta 7+ 2 ,dabil

LG Ot aps iy AMen g g
Imm == B R i ]’m,'haaz,....(}j

4.gadijums, kad 7 £ O 2
No formulas (2.) dabu;]am

. ST x 0us "X s
jm-zl’h-‘ 97 A + =g fmm
Ja gemMm-2 vieta 77 ,tad rodas
s Ix e Pt mem 2 2 . (
Tom,m = XL » BERLL . Jes, - (4)/

Ar 8Im rekurences formulam visus integralus Jm» varam
reducét uz Sadiem pamatintegréliems

1. =h=0

/o -/0/X=X7"C

25 m=0, M3'-4

To,4 =/:2»<r‘x0[x = Senx+C

VZ - 100
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Al
3. M=, n=0

T =/an/x=-co»$x+€

4. omm=m=1

Y i -/mx@:xdx G 2. 46’:-%—- C"

O¢ M ==4, N=0
J,o/ = /G %/+C
6. m=0,m= g
(rx ”/tf/“*r//c

o<t =
b AFp g mwﬂx /ﬁi/-i: 4:/£}X/ﬁe

740 ’)’7=-/,47=.-/
8. M=+4, m=-1

9. 4?7:-—% fn / : a/
Cug XX X
Las =) o= /"/”"X/"e :
Rekurences forzulas (1.) un (2.) pastav, ;a 0”4-‘71#0
Imenmma gadijumd, kad /}7,_@ ,integrals
L M Vg
T, m ‘-/7’077”7 o ==/47 xdx
Meklésim rekurences formulas integralam

\7('”’ =/Z} X(/X ,‘?.‘- i
parve:.dojot to Sadi:
/:‘7 X:/;( /0» x C’05 XMXdXv-_.:..t
7
g_:?_‘._:.:’y‘?‘f‘ f\.c - w1
e v =P [ Gl WA /mﬂ-zxama’x-

" Jm s 5 R -2
%4 Cot 75~ ”x 077 4 Cm"’-& o/x = *tz——-“/' ﬁ xo/x
vai ar ievesta31e$ ”pzmuagwmem.

o o g A A
Ja # negativs, tad no iepriekSejas formulas atvasina
citu formulu: :
7 A

\':;(’sw' il "y/m;;i“ i ’]{'m.

PR 6 0 R pb

vZ - 100
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Ja liekam M- 2 vietd M ,tad rodas
mrl
Ry s K oo
Ar formulam (5.) un (6. )X’,,, galigi reducs jas uz Sa-
diem integraliem:

1. n =4

j{ ft?xaux- - Infeosx) +C
- 5 mv-‘

% j{ﬁ% N W YL
3. M= o

s« e
17 §. Integrals ff(a.}( 9(0(

Aprékindsim integralu

JAA

xur & YO un f(’g{} ir - pakapes polinoms

F{4) = o 3 A, X digb G
Ar parcialo 1ntegre§anu dabu sakaribas formulu

[HR)E* - 7 [0« 4 49 & [ #14) *dx

un analogé karta citas formulas

[figede -t 5006 4 freaed,

f/" Lo £ Lt g

T3 k& te (} =wmf ,tad

“\Xflafw f’fmx 6.x+c

Pakapeniski ievi etojot dabl jam

s - 2 [ 4 410 1 . + e "
+—-§lf("/1]+f=—-—- f e

Speciala gadljuma, kad U = -l ypol 0
’Ji (x)

Fof fCe] A5+ 4 F4x) 1
ff(x)(“‘xob}( -Q"xf(ﬁ o g

Tadsl notelktais integrals

j{(x} ¢dx [ F(J]c~£ Hx +f(s),

un

VZ - 100
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L
Fix)= 2 F () ’ﬂng{“;eV(a(x
18.§. Integralsf ’E{x)ﬁuﬁ.(*?@dé\ﬁﬂdd(-

Lai S0 integralu freducetu uz apskatito integralu

resp.

F(¥e¢ dx,

izteic no Bulera sakariem
e“" - Cp2 X+ 4 Sun X

Yo Gk - AdmX

ar eksponent ‘)mk 4“ trlgonometrlskasufunkc as

4 s
mxu ~-..--—~ 0d~x et A
z L

Pieradisim, ka i« ax
(z“‘x Bl s
ja @ ir komplekss skaitlis <« +/’;,.' '
Tie&am no, 1zte1ksmes
pregn e”“_‘ff“*ﬂ e -e""?@oﬁ/}.!'*lson/&u()
ar diferencéSanu sastada :
(eu) =0l . C (C«-"(PX-FI-\V" /f,_xj-’» éi‘x{ 3;{0\ &[*lM/e.‘)
& "G‘E)(((,()'! Bx+1£¢m/.’>x}+: {0x Ax-u Sm.fix;_] -
‘4x 5
kB8 o 4 s ,B J)= g e)‘

3 s CGX

Jeb (ew) = a;x 4.;"3.3( = 0.¢

" Tas nozimé, ka eksponentfunkcijas atvasinajuma formula
deriga ari tad, ja @ ir komplekss skaitlis. Tade] deriga ari
integrésanas ,,formula‘ ; ‘

[e¥du =7 e (a#9)
Doto integralu
7- f’“‘ [Fix) o5 A +4(x) am, pst] AX

var sadalit dlvu 1ntegra1u

5 je f(af}ws ixdx 7 j ¢ g/x} /m X

Pt

—)() So formulu lieto pieradi jumam par ¢ +transcendenci. Pie-
rada, ka nevar bit C,¢€ K+C,€ +.. #0020 ,3aCy(f=01,2, .. K)
veseli skaitli. Pirmais to pieradijis Ermits (Hermite).
Lidzigi pierada ari I transcendenci (Lindemann).

VZ - 100
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Péc trigonometrisko funkeciju izteiksmju

e‘zx-ré’ e

e(ﬁﬁd( = 7 ) y
ievietoSanas zemintegrala funkc} Jas,a.xdabu
Ji sz(xl(?‘ te

=5 f ff{"‘}( €= ‘?M) A,

kur @=X +/8 un & =X-1f ir saistiti kompleksi skaitli.
Konstatesim, ka pastav struktirformula integrﬁlam

@ [e gl = 14 4C (acots i)

kur ;f/‘x un F(u(} ir h -pakapes polinomi : 2

Bx-ifa

un

f(x)*'ao\x "Q4.X -’+ +a"u_ oy (Qo)ai,-..) Q"U- reﬁli)
un
F(,xl A, XX ‘*A = ""4Ar.‘ - S E s
( O‘A" "M pleksi)
TieSam, atvasinot (%) pec X ,dabd
f(f)lax’/:'(d}'ea‘xﬂ-(x—).a.e“"‘ |
jeb

a Fx) +F ') = F 5}
Ja te ievieto polinomu izteiksmes un salidzina koeficientus, tad
rodas formulas: '

ah, =

ah; +nfly= Qg
aA -f(r- f}A - Q,,

— "= amae

QAK “*("w‘i*‘)Ak -7,

— —

aA' +4 Ah { = 'V'

ne kuram pakapeniski var aprel;inat polinoma F{x) koeficientus:

v A rdizafle

Ieprlekéeaas formulas rada, ka ar kompleksi saistito
skaitli a =X = ﬁn arl rodas kompleksi saistiti koeficienti
Ao’ A, o )A,\’, je dotd polinoma 7‘(9(} koeficientia,, 4., @,

ir reall. Tadel
R dix - F(x}e“" g
F(x Ax +A Ay

Abu apskatito 1ntegralu pussuma ir integrals

T, - L [F9é  +Fege [+ const

kur

VZ - 100
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Ievietojot izteiksmes J
eu‘e(‘*&l \ (en/u+‘w"g)

£ P 6"“ (crs fit + rsim B4

un parveidojot, dabu
J WE“(J"‘E"!‘LCWSQX*‘ Fu‘} (X) . ‘]

eb
! j e Pu()(_g‘; %x+&(x} &mﬂg e
kur n-pakapes polinomi _

P(J() E_(...A. H’\) (X (\.’(}‘Jﬁ({‘
ir ar redliem koeﬁcientiem, jo divu saistitu kompleksu
skaitlu summa ir reals skaitlis, bet to diference - tiri imagi~
nars skaitlis.

Tamlldz:.ga karta konstaté, ka integrals

B (x)ces B + G fox] Aim 4] + conal.

kur BLX) un & (5} ir divi polinomi ar redliem koeficientiem un
pakdpi Mm , vienlidzigu dotd polinoma 3[49 pakapei .

Tadel pastav visparlga integrala strukturformula
fe M Hx s fis +4(] m/u]fu TR ers 5(+(i(ﬂmﬁ.{]*¢M
kur P(ud unbjj ir divi polinomi, kuru pakidpes ir vienlidzigas
ar doto polinomu I(X) ?‘(‘X) augstiko pakapi.

: Praktika RK} ) ’t(# noteik¥anai var lietot nenoteikto
koeficientu metodi.

Piemérs: fe%éﬁ;z l.;Lx £ 0“(/4@1/;_,(4 B»Su& /“J )4‘ w'm}a

Peéc atvasinasanas rodas

%/M xe“‘"( A Css) A 4-56«,«/31 ¢ /4 1930"»/?)’-3 ﬂﬁoﬂ = )

w,"g'(o(./q' i._. L'_Sﬂx*/,(/_)° 2/1),;0,6.)(
Ta tad Q(A,,ZB o
l'&B -AH =0

no kurienes

vkz-rhz
5-

Piezimes: 1. Uz apskatamo 1ntegra1a tipu reduceé jas ari
88da veida integrali

JQ 7‘(\1}6&‘!,3,’(*1‘}(4'4/1.14’(*3:_} Sin(d, K+E ) Sn[ S AHE ) O

. Arl daZu citu transcendento funkeiju, piem.
@M(integrali reducé jas uz ieprieksSeéjiem integrala tipiem.
Piemerm, integralu
kgt }ff((;ux) AaX
ar substitucuub,’bx:i_‘ o =€t1 e ztou
: VZ - 100
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-0 =
var izteikt ka /}[’W}@h ff(t)e% % Hﬁ&t 1 88

Jeb J#(tn L)t x F{lus}+¢,

ja (%) un F”} apzImé polinomus.
Turpretim, kaut kddas raciondlds funkeijes R(W)

RS [R(fon) dx ~ [R (YA

visparigi nev izsakams ar elementédrém funkcijam.
Piemérem, integrédls

[ - fordt

defing jaunu transcendentu funkeciju -~ integrdllogaritmu.

- V2 - 100
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S8t urne

I Visparigas integréSanas metodes.
§§ 1p.p.

1. Jedziens par primitivo funkeiju un nenoteikto
integralu - - . - - L - . . > - . . . L . - . - s

2. Integrala daZas pamatipaSibas . . . « « « « + o« &
3. IntegréSanas pamatformulas . . . . . . « « « . &
4. IntegreSanas metodes. . « « « « ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ & o o o

5. Nenoteiktad integrala geometriskas interpretaci jas.
Noteiktais integrals - - - - - - - - - K3 . . . - -

&~ Wy -

II Racionalo funkciju integrésana.

B POV BTN L L e s e e e e 10

7. Algebriskd vienadojuma saknes un to sakars ar
L TR TR T B R i MG i e e e R e R S

8. Vienddojuma vairakkartéjas sakmes . . . « . + » . 12

9. Racionalo funkeiju 1ntegreéa.na gadl;]uma.,kad poli
reall » . K . - . L - - L - - . - . . 15

I0. Racionalo funkciju integreésana gadljuma kad poli
komplekSI . . - - . . L - - . - - . . L L L - . 16

21 Bt (HeRtee) motodn « . v s v e i e e o 2D
III Algebriski irraciondlu funkciju integréSana.

12. Funkciju R (x, x % ) Xt%‘ X#) integreéSana . 22

13. Abela %ntegrall Eulera substitucijas funkcl;ju
Rix, VaX* +8X F¢) mtegreéana e L ed

14. Abela integralu ]R(x, Vax™+#x+CHX redukcija . . 25
15. Binomala diferencidla integréSana . . . . . . . . 20

IV Transcendento funkciju integréSana.
16. Integrals | R“‘NX L ld A el R S e
17. Integrals f-‘f G dx R R
18. Integrals J 2 [ﬂ’dcﬁ Ax +}(\X)&m &]d‘x. At Ve Ce A ) 4

VZ = 100
v /1941.






ok

A b - :




B

b i




SO




e o IR ol LT

44/6765 l

LATVIJAS UNIVERSITATES BIBLIO

0512054542




