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N e n o t e i k t i e ' ' - - i n t e g r ā l i . 

I VISPĀRĪGĀS INTEGRĒŠANAS METODES. 

l.§. Jēdziens par primitīvo funkciju un nenoteikto inte 
grālu. 

Integrālrēķinu pamatuzdevums ir: atrast tādu funkciju, 
lai tās atvasinājums būtu dotā funkcija. . 

Funkcija ^ = ^U) , kuras atvasinājums M •= ir dota 
funkcija iļ(<*} ,sauc par dotās funkcijas primitīvo jeb pirmatnējo 
f unkci ju. 

Piemērs t atrast funkciju ^ ^F(J<) tā, lai ^ * У. 
No diferenciālrēķiniem zinām, ka (XZ)'~ZtX ,tā tad 

Bet tā nav viena vienīga primitīva funkcija, jo tai 
varam pieskaitīt kaut kuru patvaļīgu konstanti С un konstatēt, 

Vispār dotai funkcijai var atrast bezgala daudz primitīvo 
funkciju. Ja dots F'(f) * / fx/ ,tad ņemot 4 - F(*ļ + C būs 

Pierādīsim, ka tā var izteikt katru* primitīvo funkciju. 
Pieņemsim, ka U' »-J U) un PM *"<#cj. Tad 

vai •'•' . *H 

kur M "-FM *4>U). Bet ja funkcijas atvasinājums definīcijas 
intervalla visos punktos ir nulle, tad šī funkcija ir konstanta. 

Tiesām, ja nebūtu konstanta, tad*<?(4,)ф <1(ХХ) . 
Bet pēc Lagranža teorēmas 4 , 

Tā kā funkcijas i(JC) atvasinājums visos intervalla punktos ir 
nuile, : tad arī f ' (£j = 6 un 

no kurienes seko, ka 

tas nozīmē, ka funkcija jjf ir konstanta. 
Apzīmējot šo konstanti ar £ varam rakstīt 

tā tad # 1 ' ' 



secinām, ka katru primitīvo funkciju var izteikt šādā formā. 
Grafiski visas primitīvās funkcijas attēlojas kā kon-

gruentu līniju saime. Piemēram, līniju saime 

sastāv no kongruentām parabolam. (l.zim.). ... 
Primitīvo funkciju vispārīgo izteiksmi sauc arī par 

nenoteikto integrālu. Ja du * -f(j)du( ,tad 

Te j ir nenoteiktā integrāla zīme. sauc par zemintegrāl 
funkciju, - par zemintegrāla izteiksmi. 

Integrēt doto funkciju nozīmē: sastādīt tai visas 
primitīvās funkcijas, resp. nenoteikto integrālu. Ja 

den 4ff(jlAx~ fMA* .^0) 

Tā kā ļ ^ 5 рЩ&*»(к F(j)t 

*ad fd.Rx)*FU\-r£ „ . (JL) 
No (1.) un (2.) secinām, ka funkcijas integrēšana un 

diferencēšana ir savstarpēji apgrieztas darbības.. 

~ : 2 A. '• Integrāla dažas pamatīpašības. 
I. Konstantu faktoru var izcelt priekš integrāla 

zīmes: 

Pierādījumam diferencēsim abas puses: 

II, Summas integrals vienlīdzīgs integrālu summai. 

Pierādījumam konsta*ī> ka 

Šo īpašību var vispārināt galīga skaita funkcijām, ar 
matemātiskās indukcijas slēdzienu pierādot, ka 

VZ - 100 
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Tā tad 
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3.§. Integrēžanas pamatformulas. 

Katrai funkcijas atvasināšanas formulai atbilst sava 
integrēšanas formula. Piem., no pakāpes funkcijas atvasinājuma 

веста / ¾ * ' ¾ « - £+C 

Ja *H - i vietā liek resp. <к vietā Л-*^ ,tad dabū pakāpes 
funkcijas integrēšanas pamatformulu: 

fx*ctx*g£ļ+C (*) 

Izņēmuma gadījumā, kad К < ,dabū 

Ja ^ * - l u n J C < 0 ,tad -JČ > о un 

Apvienojot abus gadījumus, dabū 
fJ£-*ŪM+t (4/ 

Sastādīsim no atvasināšanas formulām citas integrēšanas 
pamatformulast 

ЬЦ'-cLx; jcU^-*d** + С.. -fл; 

L<v^*y~ī+jz w ' (ŪJU^hlTP* secina 

Vi$4i/v° 
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Ar diferencēšanu pārbauda šādas formulas pareizību: 

4.§. Integrēšanas metodes. 
a) Zemintegrāla funkcijas sadalīšana summā. 
Pēc šīs metodes mēģina integrējamo funkciju -ftu) sadalīt 

citu funkciju -fi(X}, ft(-X}, i /*t. summā: 

lai tad katru saskaitāmo integrēju atsevišķi: 

Piemērs? 
Sadalīsim integrējamo funkciju summā: 

kur A un О ir nezināmas konstantes. Atbrīvojoties no saucējiem, 
dabū identitāti , , \ 

4s A (i-xj+BO+Jl 
3 E B • /=(4 + 3 / - ( 4 - B R 
Та tad 

no kurienes Л ± Q - Л , 
Я г л > о - г 

Tā ka л _ J. + 4 -AT . 

b) Substituci j as met ode. 
Ja funkcija f/jc/ ir nepārtraukta un ja tās viena primitīva 

funkcija ir F(j) , t.i. FU) * /te) ,tad J4(jt)(L( * Fi*)rZ,< 
Ievedīsim X vietā jaunu argumentu "t tā, lai' X * .kur 
funkcijai eksistē atvasinājums -J^ * У (i) un J 
Tad dabūjam kādu jaunu funkciju 

1941/V 
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Bet ja X~i'(4ļ un О ,tad eksistē inversā funkcija 
i -t(^.Tā kā 

V | * di ļ - F w + c ? [MM 

Pedeja formula izteic mainīgā transformācijas likumu: 
lai nenoteiktā integrālā ievestu jaunu mainīgo, pietiek ievietot 
izteiksmi ar jauno mainīgo zemintegrāla izteiksmē, t.i. 

Piemēri: 

i. f u +lf)U 
Lietojam substitūciju ^ "&J(+&j 4a4 un 

c ) Parciālās integrēšanas metode (integrēšana pa daļām). 
Šīs metodes pamatā ir divu funkciju reizinājuma atvasi

nāšanas likums. 
Ja dotas diferencējamas funkcijas u{xj un ¥ (У) ,tad 

No šejienes 

T ā "tad Г i , С • j ̂  

vai citādi rakstot 

Šī parciālās integrēšanas formula reducē integrālajjucitr 
aprēķināšanu uz cita veida integrāla ffccO* noteikšanu. 

Piemēri; 

vz - īoo 
194l/V 



Да -кл] ir = j e 

Piezīme. Ar iepriekšējām metodēm reducē dotās funkci
jas nenoteikto integrālu uz zināmu integrālu tipu pamatformulu 
tabulā. Bet šāda redukcija nav iespējama visos gadījumos,piem., 
ar integrāliem ГJ&üL С ļtb-A. Jу 

Tomēr pastāv pamatteorēma jeb eksistences teorēma (ko . 
pierādīsim turpmākā kursā): 

Ja dota kāda nepārtraukta funkcija f(X) ,tad tai ek 
sistē vismaz viena primitīva funkcija 
vai eksistē nenoteiktais integrāls 

Teorēma norāda, ka ir divas funkcijas 
kuru atraeinājumi ir ГЩ s ļ££ un Gr'M - - ¾ * .Bet šīs 
*nnkcijaa atklātā veidā nav izsakāmas ar mums pazīstamām funk
cijām. 19 jāieved iaunao funkcijas, piem. tā sauktais integral-
logaritms* RX) > \* * * (X >O)-

5.§. Nenoteiktā integrāla ģeometriskās inter 
pretācijas. Noteiktais integrāls. 

Nepārtrauktu funkciju * / " M ,definētu intervalla 
<A £ X ^ , attēlo X^. -koordinātu sistēmā nepārtraukta lī

nija, kas atrodas virs X -ass, ja H.^)^-0> 

> (2.zīm.) 
Pieņemsim, ka ar līniju fy^fyjC) ,or61nātām gala punk

tos jC un У un X -asi ierobežotais laukums (2.zīm.) ir 
S * Л 4 

Pierādīsim, ka f /•/ \ 

Pēc atvasinājuma definīcijas 

Te A b attēlo 2. zīmē jumā slīpi nosvītroto laukumu. 
Ja Av ir funkcijas fC*) minims un M šīs funkcijas 

maksims intervalla ( Л,л^АХ ), tad no figūru laukumu salīdzi
nāšanas secina: . 

VZ - 100 
1941/V 
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Tā kā ir nepārtraukta funkcija, tad būs viena • 
vērtība -

X A J ^ X -f л j< 
tāda, ka ., с 

kur h% < < ^ 

Ja Ä X ^ > t a d ļ ^ * , * f | E?=$fa #§H? #^; -
Tādēļ tiešām , л, 1 

3 е Ъ : finds = S(4<. 
Laukuma funkcija v> (s) ir funkcijas ŗ(x) viena primitīva 

funkcija, kas ir nulle, ja XZX0 , t.i.ö(*a/ ~® .Ar šo papildu 
nosacījumu var noteikt integrēšanas konstanti О šādā veidā. 

Apzīmējot ar f 

un ņemot Л ~ X0 , atrod 
Г Uc} - С 

Tā tad • X 

sastādīto izteiksmi sauc arī par noteikto integrālu ar robe
žām _X un JC un raksta: 

Noteiktais integrāls ir vienlīdzīgs kautkuŗas primitīvas 
funkcijas vērtību diferencei, aprēķinātai ar integrāla robežām. 

Ja par robežām ņem K9 s. Q. gun X~h ,tad 

attēlo noteikto laukumu, ko ierobežo līnija ^ - , У-ass un 
ordinātas punktos X - <u un X -• 

Pēdējo formulu sauc par Ņutona-leibnica (Newton-Leibniz ) 
pamatformuluj tā izteic pamatsakaru noteiktā un nenoteiktā inte
grāla starpā. • . • 4 . -

Piemēri: * 
Г _ <\ 2>Л 

1. Pieradīt, ka parabolas segmenta laukums c } - уv*>} 
л 

ja G ir segmenta augstums un Xc - pamata chorda (3«zīm.). 
Ja laukuma izteiksmē c5 = Z J 4, OLk ievieto у+Щ>х 

vz - 100 



( P - parabolas parametrs), tad 
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Tā kā л y° 

tad 

ä 1 ž 

Та ka no parabolas vienādo juma, kad .X = & j 4 z~% ,var izteikt 

tad tiešām 
"X'^fJf^, resp. &-Z4£ļ>(bf 

= -~ (Archimeda rezultāts). 

2. Elipses ierobežotais laukums (4•zīm.) 
Ja elipses pusasis ir (X un & , tad no kanoniskā vienā

dojuma -f -¾¾ - ;£ var izteikt 

Tādēļ « i* 

Nenoteikto integrālu aprēķina ar substitūciju jC= ЯЛб-ъХ : • 

Та tad elipses ierobežotais laukums ir 

Riņķa gadījumā (л-iĻ un 

3. Vienādsānu hiper bolas_segmenta un sektora laukums 
(5•zīm.). Hiperbolas parametriskie vienādojumi. 
Pieņemsim, ka vienādsānu hiperbolai ā •= У ? tad tās vienādojums 

no kurienes hiperbolas daļai virs -X -ass 

Segmenta laukums g ' ^ r* ^ „ £ [ yO^öUx 

Nenoteikto integrālu l . 

VZ - 100  
1941/V 



saista ar sakarības formulu 

no kuras izteic _ 

Tā tad hiperbolas segmenta laukums ^ 

Sektora laukums 

jeb 

Sastādot inverso funkciju, dabūjam 

Та kā 

tad 0')~*(t) dod X - JL-£iL *<>A/ tf, 

un dod 6 -ČLzJi- *4*W 
Tie ir vienādsānu hiperbolas parametriskie vienā

dojumi. Te parametrs is' ir sektora laukums. 
Hiperbolai -^jŗ i, parametriskie vienādojumi 

^ 3 
Otrā ģeometriskā interpretācija ir attēlot grafiski 

nenoteikto integrālu \ r v , ^„ 
Щ ' fodx « J juux 

Grafikas sauc par integrāļlīniДат un tās veido savā starpā 
kongruentu līniju saimi 

kur ^flx) ~f(Xj ir viena noteikta integrāllīnija, resp./}£x) 
ir noteikta primitīvā funkcija. Integrāllīniju tangentēm visos 
krustpunktos ar taisni, parallelu ordinātu asij, ir vienāds 
virziens, jo ~^f>3rj ' * *f -

Integrēšanas konstanti С var noteikt, zinot "4ļF nozīmi 
"̂ Ĵ  kādā punktā X —X c ,resp.var atrast noteiktu integrāl
līni ju, kas iet caur doto punktu (jC 0 > W f i j 

Tiešām, ja -X. = ~XÖ un **̂ T »tad 
Ът

0 * г, Ыл) + С VZ - 100 
1941/V 
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Šo schēmu sauc par Hornera schēmu; te katru locekli 
apakšējā rindā dabū, pareizinot iepriekšējo ar oĻ un pieskaitot 
augšējās rindas locekli. 

VZ - 100 
1941/V 

un ^ — 

Tādēļ 

vai ar noteikto integrālu izteicot, 

у - y e ШшШ 
II Racionālo funkciju integrēšana. 

6.§. Polinomu dalīšana. 
Dots h,. pakāpes polinoms 

fix) * ol0 л
 к +й ,x *' Va.A jf' ^•* .. • a, * t 

Apskatīsim tā dalīšanu ar binomu -X - 4 
Vispārīgā gadījumā 

šāds sakars pastāv visām X nozīmēm; tas nozīmē, ka H * {(^)t 

jo tad *fy(X) »ö 
Ievedīsim apzīmējumu 

Pēc koeficientu salīdzināšanas dabūt 

Ļ-Щ c 

Angļu matemātiķis Horners (Horner) ir devis koeficientu 
atrašanai praktisku paņēmienu, kas saskatāms no schēmasr 
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Piemērs i $(jŗ) = ̂ ^-X^.V oL. » - Xj X-<X «-X t4 

-2 
-2 

Dalīšanu turpinot, dabū: 

Tādēļ varam rakstīt: .. , , . j , 

Atradīsim tagad sakarību starp šiem koeficientiem un 
Teilora (Taylor) formulas koeficientiem: 

Vispārīgā veidā koeficienti ir izteikti ar funkcijas 
atvasinājumu vērtībām, jo - / i v 

7.§. Algebriskā vienādojuma saknes un to  
sakars ar koeficientiem. 

Ja X-=oC pārvērš polinomu /£xj par 0 ,tad bez at
likuma dalās ar *Х.~чХ . Tas nozīmē, ka oL ir vienādo juma fļjfaO 
sakne, vai citiem vārdiem, Ы. ir polinoma 4iXJ nulle. Šādā 
gadījumā fijcj.i,^) f(\X). 

• - _ X 1 ) 

Eksistences teorēma * apgalvo, ka katram algebriskam 
vienādojumam ir vismaz viena sakne. 

Konstatēsim, ka fu-tās pakāpes vienādojumam 
ir ft saknes. 

Ja Jf-sjCj un ,tad 

x) Pierādījumu skat.,piem., prof.S.Lejnieka darbā "Augstākā 
algebra", Rīgā,1936.g. 

VZ - 100 
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i4inkcijas 5 ^ , ^ ¾ ^ , ' * 1 ) ^ sauc par sakņu elementā
rām simmetriskām funkcijām. 

— и 
8.§. Vienādojuma vairākkārtējās закпез. 

Ja sadalījuma formulā 
ļU) я* (X0(x -jC - jcJ. (X-jC )(x -j^J. ы fx -Л./ 

ir 

t a d Ш f M , 
VZ - 100 
1941A 

kur ir (Л-i ) pakāpee polinoms. Tālāk ņemot jC~j(^ tādu, 
lai ft (^ļļ-O .dabūjam Щ ^ Щ . ^ 

Tā turpinot dabūjam X ~ X^ t£_f(j(j*.0 un £ . , W 4 X ~ A / ^ \ 

kur ^ * d.6 . Galīgi izteic 

Та tad К -tas pakāpes polinomu var sadalīt *v lineāros 
faktoros. Bet «Xj , X Ä ) • •. • > ***** ir a rī dotā vienādojuma saknes, 
3 0 ļļx<) -fUx)-*iUn) »<J. 

Lai pierādītu, ka nav vairāk kā tv saknes, pieņemsim 
pretējo, ka ir vēl viena cita sakne ,t.i. 
No otras puses Л, . . ,. ,/. _ , , . , \ 

ГШ *o *(Яо - х<)\х* -xj. • (x„ - о д 
Neviena no iekavām nav nulle, tā tad # л * 0 ; līdzīgā kārtā 
konstatē, ka arī visi nākamie koeficienti ir nulles. Tā tad 
vienādojumam, kura visi koeficienti nav nulles, nevar būt vairāk 
kā tv sakņu. 

Ja polinoma sadalījuma formulā 

sareizina binomus_labaja puse, tad dabū 

un pēc salīdzināšanas ar polinoma izteiksmi 
fUj^aex^otxh'^ • +<Хы 

rodas sakņu un koeficientu sakarības Žirāra-Vjeta (Girard-Viēte) 
formulas» 
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kur ir polinoms ar pakāpi h~K un *f("(-ļ^Ļo . Šajā gadī
jumā saka, kaoC ir polinoma nulle ar kārtu к ,resp.vienā
do juma J~(j(J"0 sakne ar kārtu К . 

Sastādot atvasināto polinomu i'tx) ,konstatēsim, ka 
tamoC ir nulle ar kārtu K - 4. . Tiešām, 

Tā tad tiešām oC ir atvasinātā polinoma nulle ar kārtu 
• Tamlīdzīgi konstatē, ka 

Otrādi, ja pastāv nosacījumi . 

tad <зС ir polinoma nulle ar kārtu К • 
Tiešām, no Teilora formulas 

а Щ ШШШЩ^ ' I B B ' 
ar minētiem nosacījumiem secina 

kur 

un /" '/fej 

Vi sparīgā gad ī jumā, kad ̂  * . .. - X K =¾* ̂  • - jĻjŗ *fit - > 
dabū polinoma ^<X) sadalījuma izteiksmi 

•fU]^aQU-^fU-(bf.. ( x - A ) p 

kuroC;^ • « , A ir savā starpā dažādas polinoma nulles 
un to kārtu summa + ^>=>v\ 

Kā atrast vairākkārtējās saknes? 
Dots polinoms -fbx) . ,.Sastādam atvasināto polinomu 

kur f^i)iļiOJ f{ 1^)4-0, ..,VfA) .Ja nu dotam un atvasinātam 
polinomam meklē augstāko kopīgo dalītāju D(*} ,tad 

Dalī jumam 
Jļi * a 0 (X -<х/̂ -Д>... i х- л) 

VZ - 100 
i94i7v~ 
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3X*t$x. , 
x -t 1 

Augstākais kopīgais dalītājs £чх) s х ч-i 
un 
No vienādojuma 

atrod , . 

Takā f(o) * £фо> J'(-<)*o/ tk(-0* -1ФоА 

tad JTa - О ir vienkārša, bet X^* — f. divkārša polinoma nulle» 
Viegli pārbauda, ka /(X) -XiX-tl}%, 

Teorēma. Ja vienādo juma koeficienti ir reāli skaitļi,  
tad vienādojuma katrai kompIekšai saknei atbilst saistīta  
kompleksa sakne ar to pašu kārtu., 

Pieņemsim, ka polinoma f{x)^09X «fQjjjC** *Cl v 

koeficienti ^ 0 l Ö j , ••• > ir reāli skaitļi un каХ*«£«Л+& 
ir polinoma nulle ( i * V - f j .Tad 

Tā tad A ~ 0 un ß ~ 0 
Savukārt , , JA:V л ö 

jo polinoma koeficienti ir reāli. Tā kā Д - &- Q .tad arī 
f({(-TI)Z.Q, t.i. ir arī sakne р*&~Я*г 

Ja oC ir К-tās kārtas sakne> tad 

i s p a t a r i iw* щ * .:.ф*Ф) щ t о 
Tā tad arī 4 ir к-tās kārtas sakn.e. 

Polinoma sadalījuma f ormulā j^yi.-ObU-^f(x-ДК. (J~A 
gadījumā, kad koeficienti ir reāli, o< un p ir saistīti kom-

VZ - 100 
1941/V 

ir vienkāršas nulles. Tā tad vienādojuma 
atrisināšana dod dotā vienādojuma dažādās saknes • Д, < > • r\. 
Augstāko kopīgo dalītāju D{x) var atrast ar Euklida algoritma 
paņēmienu. 

Piemērs, ^ / ¾ ¾ 1Ц*1*ь+ЧХ-*4 
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plekai skaitļi.". .<= /un 

Tas nozīmē, ka katru polinomu ar reāliem koeficientiem var 
sadalīt reālos faktoros - lineāros vai kvadrātiskos. 

9. §. Нас i cnāl о jfunkci ju_ integrēšana gadījumā, 
kad poļi reāli. 

Racionālo funkciju Я (•*) var izteikt ar divu polinomu 

dalījumu (Ы^- ' ^ 

Gadījuma, kad /К- к- , skaitītāja polinomuVvar iz
dalīt ar ^.х) «Rcuas dalījumā kāds polinoms (0£*ļ un atlikumā 
polinoms Q, [y.) ar pakāpi < Л/ .Tad integrālā 

pirmā sastāvdaļa j 6t/X/ tfkX ir viegli atrisināma. 
Diskusija ir vajadzīga vienīgi tādam gadījumam,kad 

to- < >v ,t.i. kad -Ĵ~|- ir īstā daļa. 
Racionālās funkcijas ~ ~̂/̂ļ" integrēšanā ir 

jāatrod vispirms tās pj?JLi, t.i. saucēja polinoma nullese*^-• • 
(kad ņU) un f(x) nav kopīgu dalītāju, tad f/16)̂ 0,... 
un fx) —^cojja х — X ~-> f>. . ). Atšķirsim gadījumus, kad 
poli reāli vai kompleksi. 

Reāla pola -X =-ĉ  gadījumā, ja pola kārta ir К ,var 

Pierādīsim, ka var atrast tādu konstanti f lai pastāvētu 
identitāte ( A ( , 

tut< f* " - i F P c J F ' Y W " ' ( 4 

Sastādīsim starpību. д . . , 

bai dabūtu sakaru (1.), jāprasa, lai r(Xj j fty dalās 
bez atlikuma ar (X — vLj j citādi - lai f-(^ » Ö . Tas nozīmē 

* ^ Ai 
Šada veida var atrast pirmo parciālo daļu felfffi? • 

Šo sadalīšanu var turpināt un atrast racionālās funkcijas 
sadalījumu parciālās daļāss 
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1941/Y 

+ rühm+ - x • + ' • ! * * * •.. f 

ja funkcijas dažādie poli ir .4, • . A ar attiecīgām kārtam 
К , Ci ļ> ,resp. / ^ j = 0 ^ - ^ ( * - ^ , . fc-A)^ 

Racionālās funkcijas integrāls' sastāv no divu 
integrālu pamattipiems 

Tādēļ 

kur pirmā summa attēlo racionālo sastāvdaļu, otrā - transcendentu 
sastāvdaļu ar logaritmiskām funkcijām. 

I0.§. Racicnālo funkciju integrēšana gadījumā,kad 
poli kompleksi. 

Tā kā polinoma koeficienti ir reāli, tad poli o£ 
un fi> ir savā starpā saistīti kompleksi skaitļi: -Q+4м^ 

ß * (\-£>j , un to kārtas ir vienādas: К -
Tādēļ 

, /?x -af* Sfļ K fiA tor fU) * ö, * * 

Izteicam (Л -lljS I 4 ~JLX + bA + fy ar = u n 4 «^rf* 
Та kā -у - а а *• о < о ? tad ši kvadrātiska trinoma 
nulles ir kompleksas. Tā kā -=£c ffe 0 ,tad ļf(j$ 
nedalās ar -X * ^ * Ä, 

Kā nu sadalīt funkciju R(šXJ m '^jj* parciāldaļās? 
Pierādīsim, ka var atrast divas reālas konstantesД un 0 ,ar 
kurām pastāv identitāte 

qUl Ax ±3l f $*И / / л 

Sastādām starpību 
Ш Ах >8__ _ <*(/ī-С4у +8J.№) - f u ) 

Pietiek pierādīt, ka f(x)* (jT1 4 £ x ^ H / ^ . l a i būtu 
pierādīta identitāte (1.). 

Dalām £ļ (jcj ar ^ .Atlikumā dabūsim pirmās 
pakāpes polinomu # X + & ,kur ō[ un nav reizē nulles. 
Tā tad f£xj = (^Л>|кх f &F + CU< + i- v z _ 1 0 0 
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-B4 *o 
Vienīgi tad ffc/ » ( -*4^X 6*) , ja noteikumi (2.) iz
pildīti . 

Tagad meklēsim Л un ß nozīmes no lineārās algebriskās 

Sistēmas determinants 4, . ,» 
Л • H 5 / - ̂ CļJ^ г (d - # H # f - К ) -

Tā kā С un « nav reizē nulles un cy - > ö ,tad йфО 
Tādēļ nezināmos koeficientus A un ß var aprēķināt pec 
Kramera (Cramer) formulām: . 

/\JIJI Smilti! 
Pakāpeniski lietojot pierādīto identitāi (1.)» dabū 

sadalījumu 

kur pēdējai daļai .4 un f6 vairs nav poli. Dabūtai daļai -X)J 
i _ * l*) 

atkal varam piemērot sadalīšanu parciālās daļās, ja ir zināmi 
tās poli. 

Praktika var lietot nenoteikto koeficientu metodi. 
VZ - 100 

Ш l/V 

Līdzīgi arī 

kur С un d nav reizē nulles. 
No šejienes 

F(x) bfäitöiJ+at+i-IAx+BXcxiJ) 
Apzīmējot -<Q,f(x) — (Д* f &),U(A) un atverot pēdējās 

un pārveidojam 

Šī funkcija dalās ar JC^+ tikai tad, ja line
ārais locekļa koeficients un brīvais loceklis ir nulle. Tas dod 

file:////JIJI


Те ir viens reāls pols X~0 un divi kompleksi divkār81e 
poli X - -zl. 

Tā tad 4 i_ X — Л 

un 

Vispārīgā gadījumā, kad poli ir kompleksi, ir jāatrod 
integrāls ' - rt 

Ar apzīmējumiem -V ^ U un $ - - Jfc izteic 

Pēc subs ti tue i j ass X~Cl -- Й , i J ^HtS ^ * ^ v 
rodas. , | U fAt&*№*6* . O l l l i : > " 

kur A un B ir jaunas konstantes. Sadalot divu integrālu 
summā л {' Ш fi £ 

secinām, ka integrācija ir ŗsdueSts тай Šādiem diviem pamat -
tipiem. 

Ar sub sti tūci ju £ ̂  t / - Ol .izteic 

Liekot atpakaļ // 5 4* - -jr ļ ,čabujam: . 

Liekot X ~ ~£ dabūja^ integrālu -atkaribā no X . 
VZ - 100 1941/V -
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•f (Jit • 

Ja i , tad ļ * /^3¾!' = ^ * * ^ 
Sastādīsim pēc sadism pārveidojumiem redukcijas (rekurences) 
formulu gadī jumam, kad ^ > /, 

Meklējamā redukcijas formula ir 

. Л - xt*.«**»*^- U T I 
Zinot «/4 un ņemot pec kārtas i.V, varam atrast 

Slēdziens; Ja racionālas funkcijas poli ir kompleksi 
, tad tas integrāla sastāvdaļā ir racionālas 

funkcijas un transcendentas funkcijas: un 

11»§. Ermita (Hermite) metode. 
x) 

Franču matemātiķis Ermits ' ir devis metodi, pec kuras 
racionālās funkcijas integrālā var noteikt racionālo sastāvdaļu, 
nesadalot doto funkciju parciālās daļās. 

Ja poli &C} Ā»*"- v- * > dažādi un reāli, tad 
Л r\f . M p . .. -ļ(šļ~ķ^ļ 1*|Ь|Ц*->у un (sk,9 onodalx jumu) 

fl. 1 J~4 д j. fcļfa 

Tā kā 
/ Ду iī<x Л i i . 

tad integrāla 

struktūru var izteikt ar diviem polinomiem И(xj .un . Te 

ir p(XJ un P ( v augstākais kopīgais dalītājs un_ 
x) Ari krievu matemātiķis Ostrogradski, neatkarīgi no Ermita, 

ir lietojis šo metodi. У2 -jqq 
1941/V 
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Tā tad pastāv Ermita strukturformula 

Ka atrast un /^^koeficientus? Atvasinot pēc X 
dabūjam JJĻ ̂  fJL \'+£. H'O- HQ!^ JE 

vai f ļ ) ° s а ' £ ) * а ' 

Tā kā f-lg) <5 ,tad —--/Dun •= {Q. ir polinomi. Ari 
>-* *—• 

¢0.-0+3.^ aOLŪ ir polinoms. Tiešām, atvasinot Öd 

d a b u A D ' Q - q ' o , v a i # ' ® * / - ü € £ 
Bet О ir / un augstākais kopīgais dalītājs, ta tad 
ir polinoms un \[ (*ļ arī polinoms. Tā tad 

Ja dažādi poli-v, л > i r skaita un dota 
polinoma f(xj pakāpe ir >tad Pfaj pakāpe ir augstākais х-* 
un Ш*) pakāpe - augstākais . Pēdējie divi polinomi 
satur attiecīgi augstākais 1 voci^-t koeficientus. Sastādītās 
identitātes labajā pusē pēc locekļu pārkārtošanas rodas poli
noms, kura koeficienti izteikti ar nezināmiem ff(*J unP/SfJ 
koeficientiem. Kreisajā pusē ir polinoms Ģ/*J , kura pakāpe 
ir augstākais'??-/ ,resp. kurā ir augstākais^ koeficienti. 

Salīdzinot koeficientus varam noteikt H(t) un р(к) 
т,- - I ČM Piemērs £ / — v ~ -

(ar Euklida algortimu) GbM = X J f X 
/ fife - > s A l » g . f ČK^+O* *E i 

Atvasinot dabū ,, •>, Л * 

( rfz° A=D=o 
0+E-Z8=o в * 4 

$ - у • 

Tā tad / c/* £ f гЫх 
VZ - 1941 
100 - V 
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Sadala parciālas daļās 

un 

L t M -0 L~4 
/1/= 0 

e X У * * Const 

Galīgi: / - 4. л.* tn - JL * canst 
Piezīmes, Ermita metodi racionālās sastāvdaļas atdalī

šanai var lietot arī gadījumā, kad poli ir kompleksi (illuetrēts 
ar iepriekšējo piemēru). 

Pēc Ermita metodes racionālai funkcijai ar vairākkārtē
jiem poliem integrālu reducē uz integrālu racionālai funkcijai 
ar vienkāršiem poliem. 

Apskatīsim ļJELļL,cix , ja funkcijas ^yjj poli 
vienkārši, t.i. Q,(x) * (x-<*,)(x-ß) /х-Л)' Sadalām pfxi_ par-
ciāldaļās pŗx) _ _B - L ^7*) 

(X tij " * X -X 
Kā noteikt koeficientus Rtß,Ļ. ? Lai aprēķinātu^ 

piem. fif ,reizinām abas puses ar X - «̂ : 

ja nu X»<*C ,tad labā puse paliek tikai Я ,bet kreisajā 
dabūjam nenoteiktu izteiksmi, Tā tad ff - /tMf (*'*")'^*} л  

j. p(x) p(x) p$/*J 

Arī pēc Lopitāla (L'Hospital) likuma: 

" &(*) ōToo - ^ ā ~ W 
Līdzīgi var atrast ari citus koeficientus un sastādīt sadalī
jumu formulu 

p a ; pu) p(A) .. ., рл) . 

x) eīs formulas sekas ir algebrā lietojamā Lagranža (Lagrange) 
VZ - 100 
1941/V 
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III Algebriski irracionālu funkciju integrēšana. 

12.§. Funkciju /\>Д/Х''~> X^V '_ J integrēšana. 

Te integrējama funkcija ir algebriski irracionāla 
attiecībā pret X ,bet integrāla aprēķināšanu var reducēt uz 
racionālas funkcijas integrēšanu, lietojot piemērotu 3ubstitūciju. 

Pieņemsim, ka $TiŖh'<- ~n~ * r nesaīsināmas daļas. 
Atrodam L£tf yj, • . ,'¾̂ ,' mazāko kopīgo dalāmo ^ un apzīmējam vese
los skaitļus ŗf'~ S.^ f tļzHž.^tn* -&2Jk 

Ar substitūciju У \ t izteic X - i}f %< - b^* j± un 

Integrējot sastādīto racionālo funkciju Rft*} un ievietojot 

Ar analogu metodi racionalizē vispārīgās formas integrā-

Te jālieto substitūci ja: flj^* ^ * ( <ļ ir^,^ 4 ) l. 

mazākais kopīgais dalāmais) un inversā funkcija X ~- ^ fy^a 

Apskatīsim integrālu ,kas ietilpst 
iepriekšējā formā. 

Ar substitūciju U *^S£i1l ieteic\i№'+'9*'k ļ %Г~Ъ) 

interpolācijas formulas . i 

ŠĪ formula dod iespēju noteikt (h-4-) .pakāpes 
polinomu, zinot polinoma vērtības fv dotos punktos. 

VZ - 100 
1941/V 
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Te tģ - VО.Л~Пэ ir jC-эа funkcija, kuras grafiskais 

attēls ir parabola (6.3īm.). 
Dotajā integrālā J R (x> 1f) cL( funkcija ({ (Xt ļ) ir 

sastādīta ar parabolas loka Aß punkta koordinātām. Apskatāmais 
integrāls ir t.s. Ābela integrāla atsevišķs veids. 

13. § •> Ābela integrāls. Eulera substitūcijas 
funkciju ЯtXiVauc*+&jt i-C integrēšana. 

Ābela integrāls ir ir racio
nāla funkcija un-У,»^ ir kādas algebriskās līnijas f(Xf^) 8 Ü 
punkta koordinātas. Saka, ka Ābela integrāls ir piekārtots šai 
līnijai. i r 

Svarīgākais^vgadījums, kad dotā līnija ir racionāla jeb 
unikursāla, i.i. kad 

ir viena parametra ^ racionālas funkcijas. Šajā gadījumā 
Ābela integrālu var reducēt uz racionālas funkcijas integrālu. 
Tiešām 

Ja te ievieto X * inverso funkciju i 

tad dabu JĶ^)^ . Ķļa(x)ļc*wd *FU) + COb>L 

Tā kā konikas ir racionālas līknes, tad sastādot Ābela 
integrālu, piekārtotu konikām, to var izteikt ar racionālas 
funkcijas integrālu. 

lai konikas "f (x^j-0 punkta koordinātas izteiktu racio
nāli ar vienu parametru Ä, ,lieto šādu vispārīgu metodi. Velk 
kaut kuru taisni U ж jjQ +~t £x~XuJ caur konikas punktu ) 
un meklē tās otru krustojuma punktu ar koniku. Pēdējo nosaka 
analītiski,atrisinot vienādojumu sistēmu 

Apskatīsim at atsevišķu veidu integrālamJR(^}^~%y^^^^(LXj 
ja й фо un Y&cf 0. Tad H^^Oj^TUit vai ty2*&x4&*<, 
attēlo ellipsi, ja#.<*o ,bet hiperbolu, ja <X >0. 

Lai noteiktu kanoniskos vienādojumus, pārveido konikas 
vienād< lo jumu š ā d i 4 - ŗ . j a J* с 7 

VZ - 100 
1941/V 
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Ja nu par sākuma punktu -jaunām koordinātu asīm 
ņemam punktu Q'( - ¾ у o) ,tad J * > X - j ~ ^ u n ^ - 0 ^ * г Д . 

I gadījums; •¢1 > Q 
Konika ir hiperbola, kuras asimptotas ir t a i s n e s e 0 

jeb § VlT . Ja A > 0 ,hiperbola krustojas reālos punk
tos ar ^ -asi, ja A < 0 , tad - ar jj-asi (7.zīm.). 

Lai hiperbolas punkta koordinātas izteiktu racionāli,pie
tiek ņemt taisni, parallelu asimptotai, un atrast tās krustošanos 
ar koniku. Šāda taisne ir ^ ~ ~ №С+и . Ievietojot konikas 
vienādojumā lj щ FÄJC^ + sx-T-C > atrod krustpunkta koordinātas: 

<XJCZ + U+C* 0*ХЪ±Ъ* XFÄ+K*'. N o gejienes (viena 
sakne = C o ) 

kur un ir parametra M racionālas funkcijas. 

Ievedot U * ̂  ^XVlf »No^x^t^y+CItxVo, dabū jam vajadzīgo izteiksmi 
Integrāla racionālizēšanai ir lietota pirmā Eulera substi 

tūci ja ц = ̂ -X 4- A . 

II gadījums: Ū < О ^ 
Konika ir ellipse ^*-*¾^* /4 ,te arī Л >0 , jo citādi 

ellipse būtu imagināra. * 
Tā kā /1 * 4 ^ 1 S - > o un 4 < ö ,tad 4ae ' А * < 0 vai 

ģ - V a O O ras nozīmē, ka vienādojumam &X + | b C * < ? ir reālas 
un dažādas saimes ы. un , vai Č u ^ i z + C -*t)Ļt-fi)* 
ja X mainās intervallā (,:fC , )> tad šī izteiksme ir pozitīva. 

Tagad velkam kādu taisni caur X vai ß (8.zīm.). Tās 
vienādojums ir U • t(x*VX) vai £(X~J>) , un krustpunktus ar 
koniku U* V^jČ^t^ + Č atrod, atrisinot kopīgi vienādojumus, 
piemēram, j . г л 

Otram krustpunktam X + °C 5tādēļ 

VZ - 100 
1941/V 



Integrālu var racionalizēt un izteikt 
/ Л ik, ŗ)jU*pii(*)dJt * + o W ; 

ievietojot 4 * JkxMik^k-v X -<*. 
Lietoto substitūciju ^ "= Цvai 4* tf*~fi) sauc par 

otro Eulera substitūciju. 0 

III gadījums: О 0 
Šinī gadījumā konika (ellipse vai hiperbola) krustojas 

ar Iji -asi reālos punktos. Tiešām, jay «о , tad ^=-6, V7£. 
Ar ir noteikta taisne, kas iet caur 

vienu no ^ -ass un konikas krustpunktiem. Tās otru krustpunktu 
( X ^ 0 ) ar koniku atrod šādi? 

no kurienes „ . .¾ _ tf.* . 

Integrālu J К U, J/£i.<. j #д{ЩМ *F(ļ\+ ew>t t  

izteic galīgi, ievietojot Л s t^-i±C^±JS^ 

Te integrāls racionalizēts, lietojot trešo Eulera substi 
tūciju: tļ - 1 / £ Y*£ 

uzrakstīsim kopā visas trīs Eulera substitūcijas: 

i U*t*£/ , Lь с а ) 
Piemērs: f~fV_̂  
Lietojam pirmo Eulera substitūciju, j o ö - / > ö : 

14«§. Ābela integrālu (Ж*, V^y^^x+TjbUr e duke i j a. 
Šādus integrālus var arī reducēt uz pamattipiem un 

tad tos tieši aprēķināt. 
VZ - 100 
1941/V 
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tad 
h * Си* *Č 
Г 

Integrējamo funkci ju KU, ^oJČ4hXx<, )*^(j(>ifj 
kā divu polinomu ņ(<x.,tf} un dalījumu ( x» V̂J ,lco var 
galīgi pārveidot eādi: j ' x j f ) 

var izteikt 
^(jc, у} un i(x, dalījumu Vе» VJ 

galīgi pārveidot 

Tādēļ r " i о , \ 

Pirmais integrāls ir racionālas funkcijas R,iJ) integrāls. Ja 
otrā integrālā racionālo funkciju R&{x) izteic formā 

ar polinomiem P{*ļ (St̂ <j un F~(uj ,tad pēdējais integrāls redu
cējas uz divu integrālu summu: 

Ja- te racionālo funkciju jr^f sadala parciālās daļās, tad 
reāla pola .X *o< gadījumā dabū sadalījuma sastāvdaļu 

kur polinoma iQ. i(s) pakāpe 4 - i ,bet kompleksa pola gadījumā -

kur polinoma &;_(x) pakāpe ^ 
Esam dabūjuši trīs integrālu pamattipusž 

Vēlāk konstatēsim, ka otro un trešo pamattipu var redu
cēt uz pirmo. 

Tagad aprēķināsim pirmo integrāla pamattipu. 
Ar polinoma izteiksmi Pjj)=Ü0X*+ßXJ"• . t

X t a ^ 

1941/v 
VZ - 100 

atrod 

Ja 
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Л Л, w"7 л А - * ~ / Г ~ 
vai 

No šejienes izteic 
Л 

Piemēram, kad ,dabū 

kad ,izteic ^ ar ^ un vai galīgi ar m i ( ,u.t,t. 
Tā tad visus integrālus ^ var izteikt ar Ji un J 0 

Bet savukārt u U ßaJuJUkjji U f4&*jA<U 

Tādēļ ir šada integrāla 3trukturformulaž 

VZ - 100 
1941/V 

Visus integrālus labajā pusē var reducēt uz ^ un X, 
unJ^- savukārt uz ~J0 . Tā tad dotā integrāla aprēķināšana redu
cējas uz J 0 aprēķināšanu. 

Ievērojot šādas sakarības: 

Lietojot parciālo integrēšanu, dabū 

Pēc substitūcijas ^ -'ах+ЬК -iС un pārveidojumiem rodas 
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fear /^.4(-*) ir ( A-£ ) pakāpes polinoms un 8 konstante. 
Praktika lieto nenoteikto koeficientu metodi,izteicot 

Atvasinot struktūrformulas (ķ) abas puses, dabū 

Pec substitūcijam « 

rodas identitāte * 

No šejienes, salīdzinot koeficientus, atrod polinoma^¢(**} 
koeficientus un ß (nezināmo konstantu skaits ir «4/ ). 

Piemērs; ffj(*7ī<ļx * '(V*A')***7' 

Struktūrformula (ф) rāda, ka pirmā integrāla pamattipa 
f R.Ul^jp aprēķināšanai pietiek aprēķināt 10 " J^r 

jeb ' * ö 
i f M - f^g f „̂ 5 

. Л а * Ш Щ Jv^v^l^Tc ^«T/^-sän/^ 4 с 
Atšķirsim divus gadījumus: > О vai CK < О • 
1) £ > о . 

Integrālu ^ . 
f - 4z. I — var aprēķināt 

0 ^ JVfc+Jj*'+ ^ p < r ^ Д BT substitūciju: 
J( t i c r̂ ", ar kuru izteic 

vz - 100 
1941/V 
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Ievietojot ^ un A vietā to nozīmi, dabu 

2) Ск_ 0 vai - <Я > 0 
Integrāla izteiksme ^ 

rāda, ka kvadrātsaknei zemintegrāla izteiksmes saucējā ir 
reāla nozīme tikai tad, ja diskriminants 
Ar substitūci ju • 

izteic 

t * y=^=~ , * / X*- V ̂ T-JX 

4P 
jeb galīgi /f 

Otrais integrāla pamat tips f ̂ ffef* Ajl м- j u щ, - cwv 
Ar substitūciju ,Л-о<. * -4 , to reducē uz pirmo pamat-

tipu. Var izteikt J< . d-X- ~"^£r/txn£1111 

kur ÖAsö<x.*+iot-f С., &ļ *1Ы * ф , С,' a unt в iA, Ш 
Vispārīgā gadījumā, kad oL nav trinoma (juX -f nulle, 
tad Ci £ ф 0 un zem saknes dabū otrās pakāpes polinomu: 

'*JĻ(ķ'i'Cf Integrāls • . 

reducējas ur pirmo integrāla tipu. Te v^l^/'T^t bi-ii^aj 
ir polinoms ar .pakāpi H, - i ,jo СоДх/ ir polinoms ar pakāpi 

Izņēmuma gadījumā, kad U.i - О ,resp. 4*X.*4&»W£=;Ö fiat 
grālu racionalizē ar substitūci ju &±к+С± » X«A 

Piezīmes: 1. Ar piemērotām substitūcijām arī trešo 
integrāla pamatipu f ̂ ¾.!¾ ^S"" v a r reducēt uz pirmā tipa 
integrālu. ^ ̂ r^^Wpf 

2. Arī integrālus !XfX'.^X+"& , V&Xtd )dx var reducēt 
uz iepriekš apskatīto ar substitūciju £ - Ž> . 

VZ - 100 
1941/V 
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izteic . t j < t 

3. Ābela integrālus J Я d.K, ja = ̂ Ph(X) 
izteikts ar 3.vai 4-. pakāpes polinomu Р>{л) = 0в4ь^^хл'^^...4^.^\К ̂ biA^ 
sauc par eliptiskiem integrāliem. Savu nosaukumu tie ieguvuši 
no tā, ka tos dabū aprēķinot elipses loka garumu. Redukcija te 
analoga gadījumam, kad b~% 

Ja /I ̂ .<f,tad rodas hipereliptiskie integrāli. 

15.§• Binomālā diferenciāla integrēšana. 
Izteiksmi (o^Cu.4 &x r") ōLx >kur <*., Ш un jo racio

nāli skaitļi, sauc par binomālo difejrenciālu. 
Šo izteiksmimr pārveidot, ņemot X ; > ārpus iekavām: 

Ievedot jaunus racionālus skaitļus ßj>-flv> «С *•/> -/v^ dabū 

Tā ir binomālā diferenciāla kanoniskā dorma. 
Apskatīsim integrālu 

ii) jjc^^ifoU 
Tas ir Ābela integrāla veids, jo sakars U *• -X dod 
algebriskas līnijas vienādojumu j(x,lfJ~C ^ 

Ar jauno mainīgo Л -. X izteic X~"L ,ōLx * t% "i, С*А,(ъФ~о1 

Ir jānoteic integrāls 

Atšķirsim šādus trī3 gadījumus. 
1. ļb -vesels skaitlis vai nulle . 
Tā kā racionāls, tad ^ --^ ,kur K^O^ ^ О ir veseli 

skaitļi. Ar substitūciju 

Te ^(itjir racionāla funkcija pret-^ , jo ķ}K un /5 ir veseli 
skaitļi. Tādēļ p * 

VZ - 100 
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Tiešam, ar 



2. ^ -vesels akaitlia vai nulle. 
Izteicam racionālo akaitli 1э=-^" kā divu veselu skaitļu^ 

un ^ > 0 dalījumu un lietojam substitūciju 
cd* Ļ 

Tad dabū _ L 

IK, « 
un 

un 

Ja ievieto . ^ 5 

tad rodas J --FfctX^&fJ + С 

3. - vesels skaitlis vai nulle. 
Pārveidojot integrālu (2.), dabūjam 

Ja izteic Ь - -ļļ kā veselu skaitļu dalījumu un lieto substitū
ciju r J 4 

tad t ' . 4 i ^ ( , i - 1 ^ . ",' ••• 

Pec izteiksmes j ./• \£ / л t / 

ievietošanas primitīvā funkcijā (bj dabū 

Piezīme. Krievu matemātiķis Čebieevs ie pierādījis, ka eie 
gadījumi ir vienīgie, kad binomālā diferenciāla integrālu var 
izteikt ar algebriskām un elementārām transcendentam funkcijām. 

Speciālā gadījumā, kad *и * - £ .integrāls 

vienmēr ir izsakāms ar elementārām funkcijām <ļ * 
Piemērs; jo-i SK a* £>*4 -ri -t к 

JC + / г, uL, Л * Lx-4> dx 'Zudu..: 

VZ - 100 
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un 

IV Transcendento funkciju integrēšana. 

16.§. Integrāls ff{{frr,X,TC#iXJ<bJ 

Vispārīgi šo integrālu var racionalizēt ar substitūciju 
U a jļa 4, • Tiešām, var izteikt 

Tad dotais integrāls pārveidojas par 

pēc substitūci jas Ь *. fc 4, dabū 

Dažos gadījumos izdevīgāk lietot citas substitūcijas. 
1.gadijums. ir periodiska funkcija ar 

periodu ST ,t.i. F($ + *}"fXx) . Ir zināms, ka arī Л^ч/ funkcijai 
ir p e r i o d a ; , j o 15Г+ JL) TJMJC . Pierādīsim, ka tad Jā

ievēro jot sakarības 
X = ОКХ. kļ* 

• z j i '-• 

var izteikt funkciju 

f ' ^ ^ M ) . fertig (j, f - - X i n c J 
formā i . , » „ 

kur 7| j *x i L т* ^ ̂  a P z i m e polinomus . 
Sastādām nozīmi 

Tā kā funkcija /-£x) ir periodiska ar periodu 5Г,tad no sakara 
F (X 45T)-ffxj secina 

Ir lietota proporcijas īpašība 

5, -л T+tf vz - 1Q0 
1941/V 
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Dabūjam tiešām A /-<./ f /\д ('^-xj • Integrālu 

aprēķina ar substitūciju 

Tad * i 

2. gadījums % zemintegrāla funkcija 
ir nepāru funkcija, t. .Tad var pierādīt līdzīgi 
iepriekšējam, ka funkcijaiū/-(j<^ jābūt ar veidu 

Lai aprēķinātu integrālu 

lietojam substitūciju 

ar kuru , . / 

un 

3.gadījumā, kad . Var pieradīt, ka 
šinī gadījumā funkcijai p(x) ir veids 

F'(*)-R* (stnxj.coyx 
Integrālu 

J Ri (Stnxjcösxctx 
aprēķina ar substitūciju 

Sit) X — ^y 

ar kuru izteic 
fffrjcfxmfftfsmxjcosxdx -/ft/ujdu* £faxj+ С 

IntQgra.l.a.ftif&'vX.eofxJafx atsevišķo veidu 
Jm,r, *J$m^*CQS*xdKt 

kur'Я* un-*» veseli skaitļi*' var reducēt uz vienkāršākiem inte
grāliem, lietojot šādas rekurences formulas. 

1. gadījums, k a d ^ > Q . 
4̂wļ *yowr*1c '.ÄI?»xCMXd*-/cw*- fxcf-

•<*п"к ̂ /&L!l>L.{n-ijeos»-*xt-#mxjJx 
.n-i 

x) Vispārīgā gadījumā,kad791 u n ^ ir racionāli skaitļi,minēto 
integrālu ar substitūciju S4tt*x = lt reducē uz binomālā 
diferenciāla integrālu. У2 - Ю 0 

1941/V 
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3o,* = fcsrtxdx = - й ^ х +С 
VZ - 100 
1941/V 

Tā kā 

Ja tvt+fl О »tad 

' ^ 7 7 5 — I T ^ M v 
2. gadījums, kad. W >Q 

Та kā C « т**Х - OHMX. e»4 4x = OfmX (M-SmKXjt 

tad i - , f * %ff А » - * , * - Sfe,,« 

No šejienes, kad fro-ft ф О , secina, 
"JU*. - — ЯЯт-1Х Ort"** Л - пт-4 -j / 9 ) 
j*** Jm-i,y - f ч у 

Negatīvu kāpinātāju gadījumiem no sastādītam divām formu
lām var atvasināt divas citas. 

3. gadījums, kad' 41 X. Q . 
No formulās (1.) izteic 
jvn^-z =• ^ ^ f ?j~S 

Liekot f7 vietā 4} t Ь ,dabū 
7 &и*"*Х Cos""x . + -f » Хт.ъ -$ŗŗļ •r r4f + -ķr. Х1>»,ъ + ъ . . . . ( j y 
4. gadījums, kad x?77 <£• <P . 
No formulas (2.) dabūjam 

Jn-i,*- $ffļ * -фГ^Г J r n ' * 
Ja ņem m-2 v i e t a , tad rodas 

ZL^-L ^"*'x&>±S!*X_ * 3»*-.'» +z о A. (Jx) 
<x<ņt<r> - ?ъ77— * м+Ь.ъ (¾/ 

Ar šim rekurences formulām visus integrālus Jtr*,^ varam 
reducēt uz šādiem pamatintegrāliem; 

1. 4У> = 41~0 

2. < ^ - О, к ̂  4 
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1-1,0 "/j+V * cIk = -

Ъ, i* j/ķ xo*<d*=- £ 2 £ c * el - Цр* с; 

7. 4п x-j^^-j 

/ č*?x / Л*,£х /У ' 

9. /TXi^-i, ъ = <( 

J-1.4 - / - ^ # - - ^ ^ / ^ .. : : . . : . 
Rekurences•formulas (1.) un (2.) pastāv, ja ОП+Ъ^О 

Izņēmuma gadījumā, kad _ _^?¾? ,integrāls 

Meklēsim гекигепсез formulas integrālajā . , 

pārveidojot to šadi: 

7У Cel 

- /fest - i - _ Л* б?*'* fw-* л 
cot*-** ^r7j ^ s " ^ r f " -J? *Ж, 

vai ar ievestajiem, apz^īmējumiem. 

Ja negatīvs, tad no iepriekšējās formulas atvasina 
citu formulu: 

VZ - 100 
1941/v 
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un 

Tādēļ noteiktais integrāls 

j { (4 .<-**>*-1-е*. F b ļ . - £'/¾ 

vz - 100 
1941/v 

Ja liekam tn~ JL vietā ГК ,tad rodas 

Ar formulām (5.) un (б.)-Л^ galīgi reducējas uz šā
diem integrāliem: 

1. Ih * 4 

17.§. Integrāls J tfta<. 
Aprēķināsim integrālu 

lcur 4 ^»0 un TYvXj ir *1 - pakāpes polinoms 

Ar parciālo integrēšanu dabū sakarības formulu 

un analogā kārta citas formulas 

Tā kā te / =6V^ö/ ,tad 

Pakāpeniski ievietojot, dabūjam , 

Speciālā gadījumā, kad (A - - { ,polinoms 
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izteic no Eulera sakariem 

-6X 

ar eksponentfunkci;ju, trigonometriskās^funkci^as 

Pierādīsim, ka ^ 

ja (k ir komplekss skaitlis <д. -f Д# 
Tiešām no, izteiksmes „ ^ л . . л л 

ar diferencēšanu sastāda • ft л /? -i 

Tas nozīmē, ka eksponentfunkcijas atvasinājuma formula 
derīga arī tad, ja (L ir komplekss skaitlis. Tādēļ derīga arī 
integrēšanas formula: . * 

Doto integrālu 

var sadalīt divu integrālu ,* ^ 

summā 
1 5 £ 

Šo formulu lieto pieradi jumam par в t ransc end enci. Pie
rāda, ka nevar būt C0€ "f.. *tK-0 ,jati{<*ojf2t 

veseli skaitļi. Pirmais to pierādījis Ermits (Hermite). 
Līdzīgi pierāda arī transcendenci (Lindemann). 

VZ - 100 
1941/V 

resp._ jf _ . , " г* ,-v< 
Flx\*JLF(o)-£ļtMl fa, 

18.§. Intea&a£*№fafc49H«bM<bt-
Lai šo integrālu.reducētu uz apskatīto integrālu 
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Pec trigonometrisko funkciju izteiksmju ,ō i 

ievietošanas zemintegrāla funkci jās,_ dabū 

kur 6t»e< un š -<->ß ir saistīti kompleksi skaitļi. 
Konstatēsim, ka pastāv struktūrformula integrālam 

kur /^xj un /-*fxj ir fv-pakāpes polinomi 

# $ ^ r * * 4 * f * ^ 4 \ - - . , 0 . ^ - reāli) 
un 

' pleksi) 
Tiešām, atvasinot (½) pēc X ,dabū 

Ja te ievieto polinomu izteiksmes un salīdzina koeficientus,tad 
rodas formulas: 

^¾¾¾^;¾^ 
no kurām pakāpeniski var aprēķināt polinoma PV«x/ koeficientus: 

Л 0 - #я * nt - 3 --
Iepriekšējās formulas rāda, ka ar kompleksi saistīto 

skaitli di arī rodas kompleksi saistīti koeficienti 
Aō i |̂...--,̂ Jt» J a d o t ā P ° l i n o m a koeficientia^ a ļ , . . ^ ^ 

ir reāli. Tādēļ r _ — 

Abu apskatīto integrālu pussuma ir integrāls 

VZ - 100 
1941/V 
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Piemērs: ! (f*6*S /d* c<?*(Ac* ßi<AļU)4 щ<*Л> . 
Pēc atvasināšanas rodas 

b 7 f 1 . , 

Та tad , л ,, Q . 

no kurienes л <*. 
А - ̂ i y p 

Piezīmes: 1. Uz apskatāmo integrāla tipu reducējas arī 
šāda veida integrāli 

J 2. Arī dažu citu transcendent0 funkciju, piem. 
integrāli reducējas uz iepriekšējiem integrāla tipiem. 

Piemēra, integrālu 

ar substitūci j u ^ ^ ^^tjU 

VZ - 100 
1941/V 

Ievietojot izteiksmes 

un pārveidojot, dabū 

1eb i 

kur^-pakāpes polinomi -

ir ar reāliem koeficientiem, jo divu saistītu kompleksu 
skaitļu summa ir reāls skaitlis, bet to diference - tīri imagi-r 
nārs skaitlis. 

Tamlīdzīgā kārtā konstatē, ka integrāls 
\ " * * Щ-ß*] + сФьбк 

kur P2(j) un ir divi polinomi ar reāliem koeficientiem un 
pakāpi /к , vienlīdzīgu dotā polinoma pakāpei. 

Tādēļ pastāv vispārīgā integrāla strukturformula 

kur Pix] un (л̂ jCJ ir divi polinomi, kuru pakāpes ir vienlīdzīgas 
ar doto polinomu ļU) un ļt*l augstāko pakāpi. 

Praktika /?..х) un (^fxj noteikšanai var lietot nenoteikto 
koeficientu metodi. 
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VZ - 100 
1941/V 

ja Jitj \xn F(l) apzīmē polinomus. 
Turpretim, kaut kādas racionālās funkcijas 

integrals 0^ф1чУкЦЩ 
vispārīgi nav izsakāms ar elementārām funkcijām. 

Piemēram, integrāls i 

definē jaunu transcendentu funkciju - integrāllogaritmu. 

var izteikt kā 

jeb 



- 41 -

S a t u r s . 
I Vispārīgās integrēšanas metodes. 

§§ lp.p. 
1. Jēdziens par primitīvo funkciju un nenoteikto 

integrālu 1 
2. Integrāla dažas pamatīpašības 2 
3. Integrēšanas pamatformulas 3 
4. Integrēšanas metodes. 4 
5. Nenoteiktā integrāla ģeometriskās interpretācijas. 

Noteiktais integrāls 6 
II Racionālo funkciju integrēšana. 

6. Polinomu dalīšana , 3C0 
7. Algebriskā vienādojuma saknes un to sakars ar 

koeficientiem 11 
8. Vienādojuma vairākkārtējās saknes 12 
9. Racionālo funkciju integrēšana gadījumā,kad poli 

reāli 15 
10. Racionālo funkciju integrēšana gadījumā,kad poli 

kompleksi 1° 
11. Ermita (Hermite) metode . 19 

III Algebriski irracionalu funkciju integrēšana. 
12. Funkciju RU, > лЩ^»* ') integrēšana . 22 
13- Ābela integrāli. Eulera substitūcijas funkciju 

R{J(, ̂ СЬА^УЫ fč) integrēšanā. 23 
14« Ābela integrālu j Я 6*4 Va^LH^č)cU redukcija . . 25 
15. Binomālā diferenciāla integrēšana 50 

IV Transcendento funkciju integrēšana. 
16. Integrāls j Ķ (W,C**M* 32 
17. Integrāls (*) t 36 
18. Integrāls J£*Jft4&*b* +j txfaßxjdJC • 3 7 

VZ = 100 
V /1941. 












