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1. Ievads

Diferencialvienadojumu kvalitativas teorijas pamatproblema ir pec dazam rak-
sturigam atrisinajumu 1pasibam klasificet diferencialvienadojumu sistemas. Ta-
da klasifikacija atlauj sarezgitas diferencialvienadojumu sistemas izpeti aizvi-
etot ar vienkarsakas tas pasSas klases diferencialvienadojumu sistemas izpeti.
Pietiekosi maza invariantas kopas apkartne apmierinosu klasifikaciju dod topolo-
giskas (dinamiskas) ekvivalences jédziens.

Divas autonomu diferencialvienadojumu sistémas ir topologiski ekviva-
lentas, ja eksiste to fazu telpu homeomorfisms, kur§ jebkuru pirmas difer-
encialvienadojumu sistemas trajektoriju attelo par otras diferencialvienadojumu
sistemas trajektoriju saglabajot orientaciju.

Ja, bez tam, atbilstosais homeomorfisms transforme jebkuru pirmas difer-
encialvienadojumu sistemas atrisinajumu par otras diferencialvienadojumu sis-
temas atrisinajumu, tad apskatamas diferencialvienadojumu sistemas ir di-
namiski ekvivalentas. Ja apskata tikai diferencialvienadojumu sistemu sasaurina-
jumus maza invariantas kopas apkartne, tad runa par lokalo topologisko (di-
namisko) ekvivalenci.

Diferencialvienadojumu sistemu topologiskas ekvivalences jedziena pamat-
ideju var atrast A. Puankare [104] darbos. Vips apskatija jautajumu par
tadas fazu telpas analitiskas transformacijas eksistenci, kura autonomu ne-
linearu diferencialvienadojumu sistemu parviedo lineara, vai moderna inter-
pretacija mekleja analitisku difeomorfismu, kurs realize nelinearas un linearas
diferencialvienadojumu sistemas dinamisko ekvivalenci. 50-0s gados S. Stern-
ar pietiekama gluda difeomorfisma eksistenci. Stingru diferencialvienadojumu
topologiskas ekvivalences jedzienu ieveda A. A. Andronovs un L. S. Pontrja-
gins [2] darba par strukturali stabilam diferencialvienadojumu sistémam plakne
1937. gada.

Problemu par diferencialvienadojumu sistemu topologiskas ekvivalences
pazimju atrasanu nekustiga punkta apkartné formuléja V. V. Nemickis [73].
Problemas atrisinajumu linearo autonomo diferencialvienadojumu sistemam,
kuram ir tikai elementari nekustigie punkti, deva E. M. Vaisbords [163],
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A. Reizina un L. Reizins [149] un V. I. Arnolds [5]. Vispariga gadijuma linearas
autonomas diferencialvienadojumu sistemas topologiski klasificeja N. N. Ladis
[59].

D. M. Grobmanis [24, 35, 36, 37, 38, 39] un F. Hartmanis [43, 44, 45, 46|
pieradija, ka autonoma diferencialvienadojumu sistema

de/dt = Ax + f(z,y), =€ R"
ir dinamiski ekvivalenta linearai diferencialvienadojumu sistemai
dx/dt = Az, z € IR",

ja matricai A nav tadu 1pasvertibu, kuru reala dala vienada ar nulli, f ir
Lipsica attelojums ar pietiekosi mazu LipSica konstanti un tads, kas anulejas
koordinatu sakumu punkta. Lai pieraditu So teoremu, D. M. Grobmanis ar kon-
stantu variacijas formulas palidzibu konstrueja attelojumu un talak paradija,
ka sadi konstruetais attelojums ir homeomorfisms, kurs realize nelinearas un
linearas diferencialvienadojumu sistemas dinamisko ekvivalenci. Saskana ar F.
Hartmana metodi dota diferencialvienadojumu sistema tiek reduceta uz difeo-
morfismu un tiek atrasts atbilstoso difeomorfismu topologiskas ekvivalences
nosactjums. Atzimesim vel, ka ekvivalences pieradijuma butisks ir apstaklis,
ka IR" ir lokali kompakta telpa.

1962. gada L. Reizins [150, 151, 153] visparinaja Grobmana—Hartmana
teoremu elementaro slegto trajektoriju apkartnes. Lai to realizetu vins slegtas
trajektorijas apkartne ieved pseidolokalas koordinates un dinamiskas sistémas
topologiskas strukturas izpeti slegtas trajektorijas apkartne reduce uz pus-
periodiskas diferencialvienadojuma sistemas izpeti koordinatu sakuma punkta
apkartne. Analogisku rezultatu velak ieguva art M. Irvins [50], kurs pieradijuma
izlietoja Hartmana metodi atbilstoSam Puankare attelojumam. Talak K. Pal-
mers [85, 90| visparinaja Vaisborda un Grobmana—Hartmana teoremu tadam
neautonomam diferencialvienadojumu sistemam, kuru lineara dala apmierina
eksponencialas dihotomijas nosacijumus.

Banaha telpa Vaisborda teoremas analogu pieradija A. Reinfelds [108]. Lai
pieraditu Grobmana—Hartmana teoremu Banaha telpa bija nepieciesams prin-
cipiali jauns pieradijums. Izmantojot J. Mosera [70] idejas to veica C. Pja
[102] un J. Palis [83]. Isu Gromana—Hartmana teorémas pieradijumu dinamisko
sistemu paplasinajumiem Banaha telpa, izlietojot Grina tipa attelojumu, deva
A. Reinfelds [117]. Atbilstosais homeomorfisms, kur§ realize dinamisko ekvi-
valenci tiek meklets ka speciala funkcional-integralvienadojuma atrisinajums.
Jaatzime, ka Sada pieeja izradijas loti veiksmiga, un to A. Reinfelds talak
attistija un lietoja, lai pieraditu redukcijas teoremas impulsivo diferencialviena-
dojumu sistemam Banaha telpa. Grobmana-Hartmana teoremu un tas modi-
fikacijas, lietojot dazadas metodes ir pieradijusi art M. A. Boudourides [20, 21],
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I. U. Bronsteins un V. A. Glavans [23], Nguyen Van Minhs [65], A. Reinfelds
[105, 110, 139].

L. Reizins [153, 154, 155], R. M. Minca [68], N. N. Ladis [56, 57, 58], K. Kol-
mens [31, 32] un A. Reinfelds [106, 111] veica peétijumus par sadaloSos difer-
encialvienadojumu sistemu dinamisko ekvivalenci saliktu nekustigo punktu un
saliktu slegtu trajektoriju apkartnes.

Diferencialvienadojumu sistemu topologiskas ekvivalences péetijumos svariga
loma ir redukcijas teoremai. Saskana ar redukcijas teoremu eksisté tads LipSica
attelojums v, ka nelineara diferencialvienadojumu sistema

{ dx/dt Az + f(z,vy),
dy/dt = By+g(z,y)

dinamiski ekvivalenta dalgji linearizetai diferencialvienadojumu sistemai

{dz/dt = Ax
dy/dt = By+g(v(y),y),

ja matricai A nav 1pasvertibu ar nulles realo dalu, visu matricas B Tpasvertibu
realas dalas vienadas ar nulli, f un g ir LipSica attelojumi ar pietiekosi mazu
Lipsica konstanti un tadi kuri anuléjas koordinatu sakuma punkta. Teoremas
pieradijumu speciala gadijuma, kad y ir viendimensionals un vel pie papildus
nosacijumiem deva L. Reizins [152]. Vispariga gadijjuma teoréemu anonsgja A.
N. Sositaisvili [6, 159] diferencialvienadojumu sistemam, kuru laba puse ir C?
gluda (pieradijums tika publicets tikai 1975. gada [160]). A. Reinfelds [107, 109]
izlietojot citu metodi pieradija redukcijas teoremu, pie kam no attelojumiem f
un g tika prasita tikai Lipsica nosacijumu izpilde ar pietiekosi mazu Lipsica kon-
stanti. K. Palmers [55, 86, 87, 88, 89, 91] ar nedaudz atskirigu metodi pieradija
redukcijas teoremu un dazadas tas modifikacijas telpa IR". Neautonomam difer-
encialvienadojumu sistemam redukcijas teoremu ar1 pieradija Nguen Van Minhs
[66].

Dazadas topologiskas ekvivalences pazimes normali hiperboliskas invari-
antas kopas, tai skaita invarianta tora apkartne ir atradusi G. S. Osipenko
[76, 77,78, 79, 80, 81, 82], J. Palis un F. Takens [84], M. Hirss, C. Pjii un M. Subs
[49], C. Pja un M. Subs [103] un A. Reinfelds, ka IR™ [112, 113, 114, 115, 116],
ta Banaha telpa [118, 119].

Banaha telpa tadu diferencialvienadojumu sistéemu dinamisko ekvivalenci,
kuru lineara dala ir neierobezots slégts operators, ir pétijusi K. Lu [63] un P.
W. Bates un K. Lu [16].

Topologiskas ekvivalences pétijjumi diskretam dinamiskam sistemam R"
sakas ar F. Hartmana [43, 44, 45, 46] un M. Irvina [50] darbiem. U. Kirchgrabers
[53, 54, 55| pieradija redukcijas teoremu diskretam dinamiskam sistemam



14 1. Ievads

IR". Savukart G. Papaschinopoulos [95] pieradija redukcijas teoremu diferencu
vienadojumiem.

1991.-1993. g. B. Aulbahs un B. M. Garai [9, 10, 11] publicéja pirmos
darbus par neapgriezamu attelojumu ekvivalenci Banaha telpa. Pie sadiem
attelojumiem noved ari petijumi par viena virziena turpinamu evolicijas tipa
parcialdiferencialvienadojumu atrisinajumiem. B. Aulbahs un B. M. Garai
izvirzija hipotezi par neapgriezamu attelojumu redukciju un pieradija to special-
gadijuma. A. Reinfelds [129, 132, 137] pieradija izvirzito hipotézi vispariga
gadijuma.

Habilitacijas darba kopsavilkuma otraja nodala tiek defineti pamatjedzieni,
tai skaita dinamisko (semidinamisko) sistemu topologiska ekvivalence. Ap-
skata diskretu dinamisku sistéemu, kuru induce homeomorfisms divu pilnu
metrisku telpu Dekarta reizinajuma. Atbilstosais homeomorfisms apmierina
fiksetas metriskas nevienadibas. Sada tipa nevienadibas ir raksturigas atteloju-
miem, kuriem ir speka Grobmana-Hartmana teorema vai redukcijas teorema
telpa IR". Lidzigas nevienadibas ir izmantojosi J. I. Neimarks [71, 72] un V.
A. Pliss [100, 101], lai pieraditu invariantas varietates eksistenci. Redukcijas
tipa teoremas svarigu lomu spele globalie LipSica attelojumi, kuru grafiki ir
invariantas kopas. Sada tipa Lipsica attelojumiem izpildas unitates Ipasibas.
Invarianto kopu eksistencei attelojumiem un diferencialvienadojumu sistemam,
ka IR", ta Banaha telpa matematiskaja literatura veltitas daudz publikaciju.
Darba dotie nepieciesamie un pietiekamie nosacijumi visparina un konkretize
J. Adamara [40] un citu matematiku iegutos rezultatus [3, 17, 18, 19, 25,
28, 30, 34, 41, 42, 47, 48, 49, 51, 52, 61, 62, 69, 92, 94, 97, 164, 165].
legiitie rezultati dod iespeju konkretizet redukcijas teoremu formuléjumus.
Jauna originala pieradijuma metode lauj pieradit redukcijas teoremu un dazadas
Sis teoremas modifikacijas atkariba no dotajiem nosacijumiem pilna metriska
telpa, tai skaita arm1 Banaha telpa. Jaatzime, ka biezi teoremas nosacijumus
nav iespejams uzlabot. Bez tam tiek pieraditas redukcijas tipa teoremas neap-
griezamu attélojumu inducetam semidinamiskam sistemam. Reize ar to ir
pieradita B. Aulbaha un B. M. Garai hipoteze.

Tresaja nodala tiek visparinati ieprieksejas nodalas rezultati dinamiskajiem
paplasinajumiem. Tie ir neautonomu sistemu dabiskie visparinajumi.

Ceturtaja nodala tiek petita impulsivo diferencialvienadojumu sistemu di-
namiska ekvivalence Banaha telpa. No vienas puses tie aptver neautonomu
diferencialvienadojumu sistémas, no otras puses tadas diferencialvienadojumu
sistémas, kuru atrisinajumi ir turpinami tikai viena virziena. Impulsivo difer-
encialvienadojumu sistemas ir adekvats matematiskais modelis evoliicijas proce-
siem, kuri peksni maina savu stavokli fiksetos laika momentos. Pirmie impulsivos
diferencialvienadojumus saka petit A. D. Migkis un V. D. Milmanis [67]. V. Lak-
shmikanthama, D. D. Bainova un P. S. Simeonova [60], ka arT A. M. Samoilenko
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un N. A. Perestjuka [156] monografijas dots impulsivo diferencialvienadojumu
sistemu teorijas sistematisks izklasts.

Impulsivo diferencialvienadojumu sistemu dinamisko ekvivalenci pirmie saka
apskatit autors [124, 125, 135, 141, 142, 143, 146, 148] un L. Sermone [124, 125,
157, 158] un mazliet velak art D. D. Bainovs, S. I. Kostadinovs un Nguyen Van
Minhs [14, 15]. Dotaja nodala pieraditas redukcijas teoremas dazadas modi-
fikacijas impulsivo diferencialvienadojumu sistemam Banaha telpa (tai skaita
arl neapgriezamam sistemam), ja sistéma sadalas divas dalas. Ar1 pieradot re-
dukcijas teoremas impulsivo diferencialvienadojumu sistemam svariga loma ir
globaliem Lipsica attelojumiem, kuru grafiki ir invariantas kopas [12, 13, 126,
135, 143]. Biezi redukcijas tipa teorémas ir atkartoti lietojamas jau reizi re-
ducetai sistemai, kas atlauj talak vienkarsot doto sistemu. Izmantojot standarta
panemienus var iegiit arl redukciju teoremu lokalos variantus.

Dinamiskas ekvivalences pietiekamie nosacijumi ir uzdoti ar nevienadibam,
kuras satur integralus no atbilstoSiem evoliicijas operatoriem. legiitie rezultati
no vienas puses precizé jau zinamos rezultatus parasto diferencialvienadojumu
sistemam IR", no otras puses tie dod metodi ka risinat analogiskas problemas
funkcionalas telpas.

Pedeja piektaja nodala aplukoti ieprieksejas nodalas attistito metozu pieli-
etojumi. Redukcijas principu stabilitates teorija autonomam diferencialvienado-
jumu sistemam pieradija V. A. Pliss [98, 99, 101]. Neautonomam diferencialvie-
nadojumu sistémam to visparinaja B. Aulbahs [7, 8]. Redukcijas principa
dazadiem aspektiem stabilitates teorija ir veltiti darbi [14, 15, 26, 64, 69,
96, 156]. Dotaja darba dots 1ss redukcijas principa pieradijums stabilitates
teorija semidinamiskam sistemam pilna metriska telpa, izlietojot attelojumu
topologisko ekvivalenci.

Aizklata veida enas lemma paradas saistiba ar D. V. Anosova difeomorfis-
miem [4]. Ir diezgan plasa matematiska literatiira, kura veltita eénas lemmas
dazadu modifikaciju pieradijumiem lokali kompaktas telpas [22, 29, 74, 75, 93],
gan Banaha telpa [1, 27]. Dots iss énas lemmas pieradijums metriska telpa,
izlietojot funkcionalvienadojumus, kuri zinama mera Iidzigi tiem, kurus izlieto
dinamiskas ekvivalences pieradijuma.

Nodalas beigas pieradita divu nelinearu vienadojumu, kuri sastopami aprak-
stot elektronu kustibu girotrona rezonatora, asimptotiska ekvivalence [33].
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2. Diskreto dinamisko un semidinamisko
sistemu topologiska ekvivalence

2.1 Ievads

Patvaliga pilna metriska telpa aplukojam homeomorfisma (nepartraukta attelo-
juma) T
T(z,y) = (f(z,9),9(z,y))

induceto diskreto dinamisko (semidinamisko) sistemu. Ieglistam nepieciesamos
un pietieckamos nosacijumus, lai eksistetu globals Lipsica attelojums, kura
grafiks ir dinamiskas (semidinamiskas) sistémas invarianta kopa. legutie starpre-
zultati atlauj atrast pietiekamos nosacijumus dinamiskas (semidinamiskas) siste-
mas sadaliSanai un vienkarsosanai un tatad dod iespéju dotas sistemas petisanu
reducet uz daudz vienkarSakas sistemas izpeti. legiitas teoremas ir klasiskas
Grobmana-Hartmana teoremas un redukcijas principa visparinajums pilna
metriska telpa.

2.2 Pamatjedzieni

Saja paragrafa defineésim dazus pamatjédzienus, kuri ir nepieciesami talakas
nodalas, ka ar1 precizesim attelojuma 7' formu.

Pienemsim, ka X; un X, ir pilnas metriskas telpas ar atbilstoSiem attalu-
miem p; un ps.

Definicija 2.1 Attelojumu 7:X; — X, sauc par LipSica (ar konstanti k), ja
visiem x, 2’ € X izpildas nevienadiba

p2(T'(2),T(2)) < kpr(z, 7).

Definicija 2.2 Puntu x € X sauc par attelojuma 1" nekustigo punktu, ja izpildas
vienadiba T'(x) = x.
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Teorema 2.3 Saspiesanas attelojuma teorema. Ja T:M — X ir Lipsica
attelojums ar konstanti k < 1, M ir pilnas metriskas telpas X sléegta apakskopa,
kur T(M) C M, tad attelojumam T ir viens un tikai viens nekustigais punkts
kopa M.

Definicija 2.4 Nepartrauktu attelojumu H: X — X sauc par homeomorfismu,
ja tas ir bijektivs un ta inversais attelojums ar1 ir nepartraukts.

Definicija 2.5 Nepartrauktu vienparametra attélojumu saimi {7}, n € Z,
kur 7! = T: X — X, sauc par diskretu dinamisko sistemu ja:

(i) T° = id, kur id ir identiskais attelojums;
(i) T" o T = T,

Diskreta semidinamiska sistéma ir vienparametra attelojumu saime, kura define-
ta tikai nenegativiem veseliem skaitliem.

[everojam, ka diskretas dinamiskas sistémas gadijuma attelojums 7" ir home-
omorfisms.

Definicija 2.6 Divas diskrétas dinamiskas (semidinamiskas) sistemas 77,
T7:X — X ir topologiski ekvivalentas, ja eksiste tads homeomorfisms H: X —
X, ka diagramma "

Ty

X

komute.

Definicija 2.7 Divi attelojumi 77,7T5: X — X ir topologiski ekvivalenti, ja ek-
siste tads homeomorfisms H: X — X, ka diagramma
T
X
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komute.

Viegli parliecinaties, ka divas diskrétas dinamiskas (semidinamiskas) siste-
mas 77" un 73, kuras induce attelojumi 7} un 75, ir topologiski ekvivalentas tad
un tikai tad, ja attelojumi 7T} un 75 ir topologiski ekvivalenti.

Pienemsim, ka X un Y ir pilnas metriskas telpas ar atbilstoSiem attalumiem
p1 un py. Aplukosim nepartrauktu attelojumu 7: X x Y — X x Y forma

T(x,y) = (f(z,y),9(x,y)),
kurs apmierina sekojosus nosactjumus:
(H1) pi(2,2") < api(f(x,y), [, y)), a > 0;
(H2) p1(f(@,9), f(z,¥)) < Bp2(y,y);
(H3) pa(9(z, ). 9(z", ) < vpr(z,2') + 0p2(y. ), kur a(d +2v/3y) < 1
(H4) attelojums f(-,y): X — X ir surjektivs.

Miisu merkis ir atrast nosacijumus pie kuriem dotais attelojums 7" ar topologis-
kas transformacijas palidzibu sadalas un vienkarsojas.

Piemers 2.8 Apskatisim sekojosu attelojumu Banaha telpa

zt = Az + F(z,y),
y' = By + G(z,y), (2.1)
kur z € X, y € Y, A un B ir ierobezoti lineari attelojumi, attelojumam A

eksiste inversais, || B|| < ||A7'||7!, attelojumi F: X xY - X, G:X XY =Y
apmierina LipSica nosacijjumus

|F(z,y) — F(2', )| < e(la — 2| + |y — o)),

Gz, y) — G y)| < ez — 2|+ [y — ¥']).

Var viegli parliecinaties, ka attelojums 7" apmierina nosactjumus (H1)-(H4),
kur a = (|JA7Y|"t =)™, B =v=¢,0 = ||B| +¢e. Nosacijums a(d+2+/37) < 1
reducejas uz nevienadibu

JA-- = |B]
—

Ar vienadibu 2! = Ax + F(z,y) definctais attelojums fiksetam y ir surjektivs,
jae||A7Y| < 1. Atzimgjam, ka g||A7|| < 1/4.
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Piezime. Apskatam attelojumu, kurs parada, ka vispariga gadijuma nevienadibu
a(d+24/07) < 1 nevar aizvietot ar vienadibu. Viegli parliecinaties, ka linearais
attelojums

' =a'w — By,
y' =z + oy,

kur z € RY, y € R' un «, 3,7,6 > 0, apmierina nosacijumus (H1)-(H4).

Ja a(d + 2v/B7) < 1, tad dotajam attelojumam ir nekustigais punkts ko-
ordinatu sakumpunkta un divas invariantas taisnes — LipSica attelojumu grafiki.
Ja turprettm a(d + 2v/37) = 1, tad dotajam attelojumam caur koordinatu
sakumpunktu iet tikai viena invarianta taisne. Atbilstosa lineara attelojuma
raksturigajam vienadojumam ir divkarsa sakne, pie kam elementara dalitaja
pakape ir 2. Teorema 2.22 nav speka.

2.3 Paliglemmas

Pamata rezultatu pieradijuma izlietosim sekojosas tris lemmas. Apskatam atte-
lojumu kopu

Lip(k) = {u | w: X = Y un po(u(z),u(z")) < kpy(z,2")}.

Lemma 2.9 Ja afk < 1 un u € Lip(k), tad ar vienadibu p(z) = f(x,u(z))
definetais attelojums p: X — X ir homeomorfisms.

Talak ar vienadibu
(Lu)(f(z,u(z))) = g(z, u(z))
definéjam operatoru £ kopa Lip(k).

Lemma 2.10 Eksiste tads k > 0, ka L(Lip(k)) C Lip(k).

Talak apskatam attelojumu kopu
Lip(l) = {v [ v:Y — X un pi(v(y), v(y)) < lp2(y,9)}
un definejam operatoru K kopa Lip(l) ar vienadibu

f(Kv(y),y) =v(g(v(y),y))

Operators K ir korekti definéts, jo attelojums f(-,y): X — X is surjektivs un
izpildas nosactjums (H1).
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Lemma 2.11 Eksiste tads [ > 0, ka KC(Lip(l)) C Lip({).

Talak nodalas 1 un 2 pienemsim, ka

2ary
k; p—
1—ad+ \/(1 — ad)? — 4a?fy
un
; 200

C1-ad+ \/(1 —ad)? — 4028y

Jaatzime, ka Sk = I, a(y + 0k)(1 —aBk) ™t =k, al(yl +6) + af = 1. afk =
ayl <1/2un ki < 1.

Piemers 2.12 Apskatam attelojumu (2.1). Aprekinam

2e
JA= = = || Bl — 22 + /(IA |- = [ BID(JA=H] = | B — 4e)

A7 181 - 2 = I - [BNATT BT - &)
o 2e

< 1.

2.4 Nekustigais punkts

Dosim pietiekamos nosacijumus nekustiga punkta eksistencei.

Teorema 2.13 Ja (1 — a)(1 —60) — afy > 0, tad attelojumam T ir viens un
tikai viens nekustigais punkts T'(xo,yo) = (Zo, Yo)-

Piemers 2.14 Pienemsim, ka attelojums ir forma (2.1). Nosacijums (1 —a)(1—
d) > a7y reducejas uz nevienadibu

(A~ = DA —[IBI)
A==t =Bl

e<

Izlietojot sakaru starp geometrisko un aritmetisko videjo iegistam

AT = DA = BI) AT~ 1B
A==t =Bl 4
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2.5 Invariantas kopas

Dosim nepiecieSsamos un pietiekamos nosacijumus, lai eksistetu tadi globali
Lipsica attelojumi u: X — Y un v: Y — X, kuru grafiki ir invariantas kopas.

Teorema 2.15 Pienemsim, ka nepartrauktais attelojums T apmierina nosaciju-
mus (H1)—(H4). Lai eksistetu attelojumi u: X — Y un v:Y — X, kuri apmie-
rina funkcionalvienadojumus

u(f(z,u(z))) = g(z, u(z)), (2.2)
fw(y),y) = v(g(v(y),y)) (2.3)
un LipSica nosactjumus
p2(u(z), u(a)) < kpi(z,2’), (2.4)
pi1(v(y),v(¥) < lpa2(y,y), (2.5)

i nepieciesami un pietiekama, lai attelojumam T butu nekustigais punkts.

Atzimejam, ka ja ad + 1 < 2q, tad

1—ad— /(1 —ad)?—4a? 1 —
/(1 —ad) By, 5 l=ad

20 e

B+ 6 = +o<1.

Gadijuma, kad ad + 1 > 2a, iegustam

1—ad— /(1 —ad)?—4a2 _
\/( ) 67<oz—|—1 ad

a(l+vl)=a+ 5

<1
Lemma 2.16 Ja fk+0 <1 un a(l ++1) <1, tad (1 — a)(1 —0) > afy, un
apgriezti, ja (1 —a)(1 —0) > afy, tad Bk+6 <1 un a(l +71) < 1.

Teorema 2.17 Pienemsim, ka nepartrauktais attelojums T apmierina nosaciju-
mus (H1)—(H4), un piepemsim, ka Bk+9 < 1. Lai eksistetu attélojums u: X —
Y, kurs apmierina funkcionalvienadojumu (2.2) un Lipsica nosacijumus (2.4)
nepiecieSami un pietiekami, lai eksistétu tads attélojums uy € Lip(k), ka izpildas
nevienadiba

sup pz(uo(f (2, uo(2))), 9(x, uo(2))) < +oo. (2.6)

Teorema 2.18 Pienemsim, ka nepartrauktais attelojums T apmierina nosaciju-
mus (H1)-(H4), un pienemsim, ka a(l + 1) < 1. Lai eksistetu attélojums
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v:Y — X, kurs apmierina funkcionalvienadojumu (2.3) un LipSica nosacijumus
(2.5) nepieciesami un pietiekami, lai eksistetu tads attelojums vy € Lip(l), ka
izpildas nevienadiba

sup p1(vo(g(vo(y), ), f(vo(y),y)) < +oo. (2.7)

Piezime. Viegli var parliecinaties, ka izpildas sekojosas nevienadibas
p2(u(f(z,9)), 9(x,y)) < pa(u(f(z,y)), ulf(z,u(z))))

+p2(g(w,u(z)), 9(x,y)) < (Bk + 6)p2(u(z),y)

umn

p1(v(y), =) < api(f(v(y),y), f(z,y))

=ap(v(g(v(y),y)), f(x,y) < api(f(z,y),v(9(x,y))) + avlpi(v(y), T).

Seko
p1(v(y), =) < a(l —ayl)  pi(v(g(a,y)), f(z,y)).

Piemers 2.19 Aplukojam attelojumu (2.1). Nosacijums (2.6) izpildas, ja
sup |G(z,0)| < 400,
un nosactjums (2.7) izpildas, ja

sup [F(0, )] < +oo.
Yy

Lemma 2.20 Ja T ir homeomorfisms un ja attelojums v: Y — X apmierina
(2.3) un (2.5), tad ar vienadibu ¥ (y) = g(v(y),y) definetais attelojums :Y —
Y ir homeomorfisms.

Sekas 2.21 Ja T ir homeomorfisms un ja attelojumi u: X — Y un v: Y —
X apmierina (2.2)-(2.5), tad ar vienadibu S(z,y) = (f(xz,u(z)),g(v(y),v))
definetais attélojums S: X x Y — X x Y ir homeomorfisms.

2.6 Homeomorfismu ekvivalence. 1

Apskatam gadijumu, kad homeomorfismam 7" ir nekustigais punkts.
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Teorema 2.22 Ja homeomorfisms T apmierina nosacijumus (H1)—(H4) un ja
tam ir nekustigais punkts, tad eksiste tads homeomorfisms H: X XY — X XY,
ka diagramma

T
XxY XxY
H H
S
XxY XxY

komute, kur S(x,y) = (f(x,u(x)),g(v(y),y))-

Pieradijums. Pieradijums sastav no vairakiem soliem.
Solis 1. Attélojums p. Funkcionalvienadojumam

fp(z,y),ulp(z,y))) = p(T(x,y))

ir viens vienigs atrisinajums p € My, kur

M, = {p ‘p: X x'Y — X is nepartraukts un sup M - —i—oo}
zy pa(u(z),y)

ir pilna metriska telpa.
Solis 2. Attélojums 7. Funkcionalvienadojumam

g(n(z,y)),n(x,y)) = (T (x,y))

ir viens vienigs atrisinajums m € Mj, kur

el

ir pilna metriska telpa.
Solis 3. Attélojums ¢. Funkcionalvienadojumam

flale, 2), 2) = q(f (x, u(x)), 9(q(z, 2), 2))

ir viens vienigs atrisinajums ¢ € M;((), kur

m: X xY — Y is nepartraukts un sup L,y),)y)

) *OO}

M, (1) = {q \q e ML, sup % <l un pr(gle,2), gl ) < Ipa z’>}

ir pilna metriska telpa.
Solis 4. Attélojums 6. Funkcionalvienadojumam
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0(S(x,y)) = g(q(x,0(x,y)),0(x,y))

ir viens vienigs atrisinajums ¢ € Mj, kur

M; = {6 ‘9: X XY — Y is nepartraukts unsup
zy p1(g(z,y),v(y))

ir pilna metriska telpa.
Solis 5. Attélojums P. Funkcionalvienadojumam

P(S(z,y)) = [(P(z,y), u(P(z,y)))

ir viens vienigs atrisinajums P € My, kur

P
M, = {P |P: X x'Y — X is nepartraukts unsup p1(P(z,y), x)
vy p2(0(x,y),u(z))

ir pilna metriska telpa un

P(x,y) = p(q(z,0(z,y)),0(x,y)) =

Solis 6. Attélojums I1. Funkcionalvienadojumam

(S(x,y)) = g(v( (x,y)), (2, y))

ir viens vienigs atrisinajums I/ € Mj, kur

H(z,y) =m(q(z,0(zx,y)),0(x,y)) = y.

Solis 7. Attélojums (). Funkcionalvienadojumam

Q(T(x,y),9(Q(x,y, 2),2)) = f(Qz,y, 2), 2)

ir viens vienigs atrisinajums ) € M3, kur

M; = {Q ‘Q: X XY xY — X is nepartraukts,

, Pl(@(l’ Y,z )7:C>
p1(Q(z,y,2),Q(z,y,2")) < lpa(z,2") un i‘ﬁ max (p2(u(z),y), p2(2,y)) = OO}

(
ir pilna metriska telpa. Seko Q(x, vy, 2) = q(p(z,y), z). Viegli parliecinaties, ka

Q(z,y,y) = = Tadel q(p(z,y),y) = =.
Solis 8. Attélojums ©. Funkcionalvienadojumam

O(T(z,y)) = 9(Q(z,y,O(x,y)),O(x,y))
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ir viens vienigs atrisinajums © € Mj, kur

O(x,y) = 0(p(z,y),7(z,y)) = y.

legtistam, ka ar vienadibam

H(z,y) = (p(z,y),7(2,y))

un
I'(z,y) = (q(z,0(z,y)),0(z,y))
definetie attelojumi H, I X xY — X x Y ir savstarpeji inversi un H ir home-

omorfisms, kurs nodrosina attelojumu 7" un S topologisko ekvivalenci. Teorema
ir pieradita.

Piemers 2.23 Pienemam papildus, ka attelojums (2.1) ir homeomorfisms ar
nekustigo punktu. Izmantojot Teoremu 2.22 iegustam ka homeomorfisms (2.1)
is topologiski ekvivalents homeomorfismam

vt = Az + F(z,u(z)),
y' = By +G(v(y),y).

2.7 Neapgriezamu attelojumu ekvivalence

Apskatisim nepartraukta attelojuma T gadijumu.

Teoréma 2.24 Ja nepartrauktais attelojums T apmierina nosacijumus (H1)—
(H4) un ja attelojums u: X — Y apmierina nosacijumus (2.2) un (2.4), tad
eksiste tads nepartraukts attelojums q: X x Y — X, kurs ir Lipsica attelojums
attieciba pret otro mainigo, un homeomorfisms H: X x Y — X XY, ka dia-
gramma

T
XxY XxY
H H
R
XxY XxY

komute, kur R(x,y) = (f(x,u(x)), g(q(x,y),v)).

Teorema 2.25 Ja nepartrauktais attelojums T apmierina nosacijumus (H1)—
(H4), eksiste tads homeomorfisms fy: X — X, ka fo* ir Lipsica attélojums ar
konstanti mazaku par 1, a(1 +~l) < 1 un
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sgfm(f(w,y),fo(x)) < +00,

tad eksisté nepartraukts attelojums q: X x Y — X, kurs ir LipSica attelojums
attieciba pret otro mainigo, un homeomorfisms H: X xY — X XY, ka dia-
gramma

T
XxY XxY
H H
N,
XxY XxY

komute, kur Ni(z,y) = (fo(z), 9(q(z,v),y)).

Piemers 2.26 Vispariga gadijuma neapgriezamiem attelojumiem izlietojot
Teoremu 2.24 iegustam ka (2.1) ir topologiski ekvivalents attelojumam

' = Az + F(z,u(z)),
y' = By + G(q(z.9),y)-

2.8 Homeomorfismu ekvivalence. 2

Apskatam gadijumu, kad 7 ir homeomorfisms, un nav zinams vai eksiste
nekustigais punkts.

Teoréma 2.27 Ja homeomorfisms T apmierina nosacyjumus (H1)—(H4) un
ja attelojums v:Y — X apmierina nosacijumus (2.3) un (2.5), tad eksiste
nepartraukts attelojums 0: X XY — Y, kurs ir LipSica attelojums attieciba
pret pirmo mainigo, un homeomorfisms H: X xY — X x Y, ka diagramma

T
XxY XxY
H H
N
XxY XxY

komute, kur N(z,y) = (f(z,0(z,v)), 9(v(y),y)).

Teorema 2.28 Ja homeomorfisms T apmierina nosacyjumus (H1)—(H4), ek-
siste tads homeomorfisms go: Y — Y, kurs ir LipsSica attelojums ar konstanti
mazaku par 1, Bk 4+ 0 <1 un
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ﬁgg)pz(g(x,y),go(y))*< +00, (2.8)

tad eksiste homeomorfisms H: X x Y — X x Y tads, ka diagramma

T
XxY XxY
H H
Ry
XxY XxY

komute, kur Ro(x,y) = (f(x,u(z)), go(y)).
Teorema 2.29 Ja homeomorfisms T apmierina nosacijumus (H1)—(H4), ek-
sisté tads homeomorfisms fo: X — X, ka fy ' ir Lipgica attélojums ar konstanti
mazaku par 1, a(l +~1) < 1 un

sﬁmﬁwwﬁwﬁ<ﬂm (2.9)

tad eksiste homeomorfisms H: X x Y — X x Y tads, ka diagramma

T
XxY XxY
H H
No
XxY XxY

komUté; kur NO(x7 y) = (f0(33>, g(U(y), y))

Piemers 2.30 Apskatam attelojumu (2.1). Nosacijums (2.8) izpildas, ja
sup |G(z,y) — G(0,y)| < +oo
z,y

un nosactjums (2.9) izpildas, ja

Sup|F(x,y) - F(JZ,O)| < +oo.
z,y

Pienemsim, ka attelojums (2.1) ir homeomorfisms, un piepemsim, ka B ek-
sisté inversais attelojums, ||B|| < 1, sup,, |G(z,y)| < +oo un
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1 e 21
4 )

(AT~ =D — [IB]D
A== =Bl

ja [ATHIT Bl < 2

e<
ja lATHIT B > 2.

Izlietojot Teoremu 2.28 iegtisim, ka homeomorfisms (2.1) ir topologiski ekviva-

lents
! = Az + F(z,u(x)),
y' = By.

Ja [|A7H| < 1, sup,, [F(z,y)| < 400 un

(A =D —11BID

ja A7+ |B| < 2

€<
AT — 1Bl

1 : ja ATHIT Bl > 2,

tad no Teoremas 2.29 izriet ka homeomorfisms (2.1) ir topologiski ekvivalents

2!t = Ax,
y' = By + G(v(y),y).

2.9 Piezimes

Otra nodala uzrakstita pec darbu [105, 120, 121, 128, 129, 137] materialiem.



30 2. Diskreto dinamisko un semidinamisko sistemu topologiska ekvivalence



3. Diskreto dinamisko paplasinajumu
ekvivalence

3.1 Pamatjedzieni

Saja nodala definesim dazus pamatjédzienus, kuri ir nepieciesami talakas noda-
las un precizesim attelojuma 7" formu.

Pienemsim, ka X un Y ir pilnas metriskas telpas ar atbilstoSiem attalumiem
p1 un pg, un A ir topologiska telpa. Sis nodalas meérkis ir visparinat redukci-
jas teoremu uz homeomorfismu (nepartrauktu attelojumu) inducetu diskretu
dinamisko (semidinamisko) sistemu paplasinajumiem pilna metriska telpa.

Aplukosim nepartrauktu attelojumu 7' forma

(@, 4, A) = (f(@, 9, A), 9(z, ¥, M), 0 (),
kurs apmierina sekojosus nosacijumus:
(H1) pi(z,2) < api(f(z,y,N), [(@',y,A), o > 0;
(H2) pi(f(z,y,A), [(z,9',A) < Bpa(y, y);
(H3) p2(g(z,y,A), (2", 9", A)) < pa(,2") + dpa(y, y'), kur a(d +2V/B7) < 1
(H4) attelojums f(-,y,\): X — X ir surjektivs;
(H5)

attelojums o: A — A ir homeomorfisms.

Misu merkis ir atrast nosacijumus pie kuriem dotais attelojums 7" ar topologis-
kas transformacijas palidzibu sadalas un vienkarsojas.

Piemers 3.1 Apskatisim sekojosu neautonomu diferenc¢u vienadojumu sistemu
forma

z(n+1) = An)z(n)+ F(z(n),y(n),n),
y(n+1) = B(n)y(n) + G(z(n),y(n),n),
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karn € Z,z € X,y € Y, X un Y ir Banaha telpas, A(n) un B(n) ir ierobezoti
lineari attelojumi, A(n) eksisté inversais, ||B(n)|| < [|[A™!(n)||~" un attelojumi
F:XXxY XxZ—X,G:XxY xZ — Y apmierina LipsSica nosacijumus

|F(z,y,n) = F(',y',n)| <elle — 2| + [y = y')),
G(z,y,n) = G, ¢, n)| < elle — 2] + |y —y/]).
Var viegli parliecinaties, ka attelojums 7' apmierina nosacijumus (H1)-

(H5), kur o = ((sup,, |[A7 (n)[)™" —¢)~", B = =, § = sup, [ B(n)|| + ¢
un o(n) =n+ 1. Nosacijums a(0 + 2y/37) < 1 reducgjas uz nevienadibu

_ (sup, HA‘l(n)H):l1 —sup, [|B(n)||

Ar vienadibu z; = A(n)x + F(z,y,n) definétais attelojums fiksetam n un y ir
surjektivs, ja esup, [|[A7!(n)|| < 1. Atzimesim, ka esup,, [|[A~!(n)| < 1/4.

3.2 Paliglemmas

Pamata rezultata pieradijuma izlietosim sekojosas tris lemmas. Apskatam atte-
lojumu kopu

Lip(k) = {u | u:X x A =Y un pa(u(z,\),u(z’,\) < kpi(z,2')}.
Lemma 3.2 Jo afk < 1 un u € Lip(k), tad ar vienadibu p(x,\) =

(f(x,u(xz,N),N),0(N)) definetais attelojums ¢: X x A — X x A ir homeomor-
fisms.

Talak ar vienadibu
(Lu) (f(, uler, N, N), (V) = g, ul, \), )
definejam operatoru £ kopa Lip(k).
Lemma 3.3 FEksiste tads k > 0, ka L(Lip(k)) C Lip(k).
Talak apskatam attelojumu kopu
Lip(l) = {v | v:Y x A = X un pi(v(y, A), vy, A) < lpa2(y, ')}

un definejam operatoru K kopa Lip(l) ar vienadibu

F(Ko(y, A),y, ) = v(g(v(y, A),y,A), a(N)).
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Operators K ir korekti definets, jo attelojums f(-,y,\): X — X ir surjektivs un
izpildas nosacijums (H1).

Lemma 3.4 Fksiste tads | > 0, ka K(Lip()) C Lip(l).

3.3 Invariantas kopas

Dosim nepieciesamos un pietiekamos nosacijumus, lai eksistetu tadi attelojumi
XX A—=Y unv:Y x A — X, kuru grafiki ir invariantas kopas.

Teorema 3.5 Piepemsim, ka nepartrauktais attelojums T apmierina nosaciju-
mus (H1)—(HS5). Lai eksistetu attélojumi u:X x A — Y un v:Y x A — X,
kuri apmierina funkcionalvienadojumus

u(f(z,u(z, N),A),0(N)) = gz, u(z, A), N, (3.1)
[y, A),y, ) = v(g(v(y,A),y,A),0(N)) (3.2)

un LipSica nosacijumus
pQ(U(xv)‘)’u(xlvA)) < kpl(xvx/)7 (33)

pr(v(y, A), vy, N) < lp2(y,y') (3.4)

ir nepiecieSami un pietiekami, lai eksistetu nepartraukti attelojumi xo: A — X
un yo: A — Y tadi, ka

F(@o(A), 4o(A), A) = zo(a(A)) un g(xo(A), yo(A), A) = yo(o(X)).

Teorema 3.6 Pienemsim, ka nepartrauktais attelojums T apmierina nosaciju-
mus (H1)-(H5), un pienpemsim, ka Bk + 3§ < 1. Lai eksistetu attelojums u: X X
A — Y, kurs apmierina funkcionalvienadojumu (3.1) un LipSica nosacijumu
(3.3) nepiecieSami un pietiekami, lai eksistetu tads attélojums uy € Lip(k), ka
1zpildas nevienadiba

sup po(uo(f (z, ug(x, A), N), (X)), g(x, ug(x, A),\)) < 400. (3.5)

T\

Teorema 3.7 Piepemsim, ka nepartrauktais attelojums T apmierina nosaciju-
mus (H1)-(H5), un pienemsim, ka a(1++1) < 1. Lai eksistetu attelojums v:'Y X
A — X, kurs apmierina funkcionalvienadojumu (3.2) un LipSica nosacijumu
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(3.4) nepieciesami un pietickami, lai eksistetu tads attelojums vy € Lip(l), ka
1zpildas nevienadiba

sSup p1 (UO(g<UO(y7 /\)7 Y, )‘>7 U<)‘))7 f(Uo(y, )‘>7 Y, )‘)) < +00. (36>

YA

Lemma 3.8 Ja T ir homeomorfisms un ja nepartrauktais attelojums v: Y x A —
X apmierina (3.2) and (3.4), tad ar vienadibu ¥(y, ) = (g(v(y, A),y, A),c(N))
definetais attélojums 1: Y X A —Y X A, ir homeomorfisms.

Sekas 3.9 Ja T ir homeomorfisms un ja nepartrauktie attelojumiu: X x A — Y
un v:Y x A — X apmierina (3.1)-(3.4), tad ar vienadibu S(x,y,\) =

(f(x,u(xz,N),N),g(v(y, A),y,A),c(N)) definétais attelojums S:X XY x A —
X xY x A ir homeomorfisms.

3.4 Homeomorfismu ekvivalence. 1

Apskatam gadijumu, kad attelojums 7" ir homeomorfisms.

Teorema 3.10 Ja homeomorfisms T apmierina nosacijumus (H1)—(H5) un ja
nepartrauktie attélojumi xo: A — X un yo: A — Y ir tadi, ka

F(@o(A),50(A), A) = zo(a(A)) un g(zo(A), 50(A), A) = wo(o(X)),

tad eksiste tads homeomorfisms H: X XY x A — X XY x A, ka diagramma

T
XxYx A XxYxA
H H
S
XXxYxA XxYxA

komute, kur S(x,y,\) = (f(z,u(z,A),A), g(v(y, A),y, A),a(N)).

3.5 Neapgriezamu attelojumu ekvivalence

Teorema 3.11 Ja nepartrauktais attelojums T apmierina nosacijumus (H1)—
(H4) un ja nepartraukts attelojums u: X x A — Y apmierina nosacijumus (3.1)
un (3.3), tad eksiste nepartraukts attelojums ¢: X XY x A — X, kurs ir LipSica
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attélojums attieciba pret otro mainigo, un homeomorfisms H: X xY — X XY,
ka diagramma

T
XxYxA XxYxA
H H
R
XxXxYxA XxYxA

komute, kur R(x,y,\) = (f(z,u(z,\), A), g(q(x,y, ), y, \),0(N)).

Pienemsim, ka eksiste nepartraukts attelojums fy: X x A — X, kurs apmie-
rina nosacijumus:

(1) pl(l'7317/) < clpl(fO(xa A)?fO(x,7 /\)) un ¢ < 1a
(i) attelojums fo(-,\): X — X ir surjektivs.

Teorema 3.12 Ja nepartrauktais attelojums T apmierina nosacijumus (H1)—
(H4), a(1+~1) <1 un

sup p1(f(7,y,A), fo(x, A)) < +o0, (3.7)

T,Y,A

tad eksiste nepartraukts attelojums qg: X XY x A — X, kurs ir LipsSica attelojums
attieciba pret otro mainigo, un homeomorfisms H: X x Y x A - X xY x A,
ka diagramma

T
XXxYxA XxYxA
H H
Ny
XxYxA XxYxA

komute, kur Ny(x,y, \) = (fo(z, ), g(q(z,y, A),y, \),a(N)).

3.6 Homeomorfismu ekvivalence. 2

Teorema 3.13 Ja homeomorfisms T apmierina nosacijumus (H1)—(H5) un
ja nepartrauktais attelojums v:Y X A — X apmierina nosacijumus (3.2) un
(3.4), tad eksiste nepartraukts attelojums 0: X x Y x A — Y, kurs ir Lipsica



36 3. Diskreto dinamisko paplasinajumu ekvivalence

attélojums attieciba pret pirmo mainigo, un homeomorfisms H: XxXY — XxY,
ka diagramma

T
XxYxA XxYxA
H H
N
XxYxA XxYxA

komute, kur N(z,y,\) = (f(x,0(x,y, ), g(v(y, A),y, A),a(N)).

Pienemsim, ka nepartraukts attelojums ¢go: Y x A — Y apmierina nosaciju-
mus:

(1) p2(g0(y, N, go(y/, N)) < capaly, ') un cp < 1;

(ii) attelojums (y, A) — (go(y, A),o(N)) ir homeomorfisms.

Teorema 3.14 Ja homeomorfisms T apmierina nosacijumus (H1)—-(H5),
nepartrauktais attelojums u: X x A — Y apmierina nosacijumus (3.1) un (3.3),
Bk+6<1un

sup p2(g(x,y,\), go(y, \)) < +o0, (3.8)
x7y7

tad eksiste homeomorfisms H: X X Y x A — X xY x A tads, ka diagramma

T
XxYxA XxYxA
H H
Ry
XxYxA XxYxA

komute, kur Ro(z,y, ) = (f(x,u(z, X),\), go(y, A),c(N)).

Pienemsim, ka nepartraukts attelojums fy: X x A — X apmierina nosaciju-
mus:

(1) pr(e,2’) < cipy(fola, V), fola!, \) un er < 1

(i) attelojums (z,A) — (fo(x, A),o(N)) ir homeomorfisms.
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Teorema 3.15 Ja homeomorfisms T apmierina nosacijumus (H1)-(HS5),
nepartrauktais attelojums v:'Y x A — X apmierina nosacgjumus (3.2) un (3.4),
al(l+~0) <1 un

sup p1(f (2,9, A), fo(w, A)) < +00, (3.9)

T,Y,A
tad eksiste homeomorfisms H: X X Y x A — X xY x A tads, ka diagramma

T
XxYxA XxYxA
H H
Ny
XxYxA XxYxA

komute, kur No(z,y,X) = (fo(x, ), g(v(y, A),y, A),a(N)).

3.7 Piezimes

Tresa nodala uzrakstita pec darbu [127, 130, 131, 132, 133, 136, 139, 140, 144,
145, 147] materialiem.
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4. Impulsivo diferencialvienadojumu sistemu
ekvivalence

4.1 Tevads

Impulsivo diferencialvienadojumu sistemu dinamisko ekvivalenci pirmie saka
apskatit autors un L. Sermone un mazliet velak art D. D. Bainovs, S. 1. Kostadi-
novs un Nguyen Van Minhs. Dotaja nodala pieraditas redukcijas teoremas
dazadas modifikacijas impulsivo diferencialvienadojumu sistemam Banaha telpa
(tai skaita arl neapgriezamam sistemam), ja sistema sadalas divas dalas. Biezi
redukcijas tipa teoremas ir lietojamas jau reizi reducetai sistémai, kas atlauj
talak vienkarsot doto sistemu. Izmantojot standarta panémienus var iegiit art
redukciju teoremu lokalos variantus.

4.2 Pamatjedzieni

Piepemam, ka X un Y ir Banaha telpas. Ar £(X) un £(Y) apzimejam
linearu ierobezotu operatoru Banaha telpas. Aplukojam sekojosu impulsivo
diferencialvienadojumu sistemu

de/dt = A(t)x + f(t,z,y),

dy/dt = B(t)y+g(t,z,y),

Azx|,_. = z(ri+0)—2(r = 0)

Ciz(r; — 0) + pi(z(r: — 0),y(: — 0)),
y(7i +0) —y(r; = 0)

= Diy(ri = 0) + qi(z(m — 0),y(r: — 0)),

(4.1)

Ay|t:ﬁ-

kur:

(i) attelojumi A:R — £(X) un B:IR — L(Y) ir lokali integréjami Bohnera
nozime;
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(i) attelojumi f: RxX XY — X un ¢:Rx X xY — Y ir lokali integréjami
Bohnera nozime attieciba pret ¢ fiksetiem z un y, un apmierina LipSica
nosacijumus

‘f(t,l',y) - f(t> xlay/)‘ S 6(‘1’ - ml‘ + |y - y/|)7

lg(t,z,y) — g(t, 2", y)| < el — 2| + |y —¥']);

(iii) visiem i € Z, C; € L(X), D; € L(Y), attelojumi p;: X XY — X, ¢;: X X
Y — Y apmierina LipsSica nosacijumus

pi(z,y) — pi(2',y)| < e(lz —2'[ + |y — o)),
lai(z,y) — (2", y)| < e(jle —2'| + |y = ¥/]):

(iv) attelojumi (z,y) — (z + Ciz + pi(z,y),y + Diy + ¢i(2,y)), v — . + Cix
ir homeomorfismi;

(v) impulsu momenti 7; veido monotoni augosu virkni
< Tao< T < T <1< <...,

kuras robezpunkti var biit vienigi Foo.

Dosim impulsivas diferencialvienadojumu sistemas atrisinajuma un globalas
dinamiskas ekvivalences jedziena definicijas.

Definicija 4.1 Impulsivas diferencialvienadojumu sistemas atrisinajums ir ga-
baliem absoliiti nepartraukts attelojums ar pirma veida partraukumiem punk-
tos t = 7;, kur§ gandriz visiem ¢ apmierina impulsivo diferencialvienadojumu
sistemu (4.1) un punktos ¢t = 7; apmierina ”léciena” nosactjumus.

Atzimejam, ka nosactjums (iv) garante (4.1) atrisinajuma turpinamibu
negativa virziena. Nosacijums (v) kopa ar labas puses LipSica nosacijumiem
attieciba pret x un y nodroSina atrisinajuma unitati uz R.

Apzimejam ar @(-, s, z,y) = (z(-,s,2,9),y(+, s, z,y)): R — X x Y sistemas
(4.1) atrisinajumu, kur @(s 4+ 0,s,z,y) = (z(s + 0,8, 2,9),y(s + 0,s,2,y)) =
(x,y). Partraukuma punktos 7; visu atrisinajumu vertibas aprekinatas punktos
7; + 0, ja nav speciali noradits. Talak lietosim salsinato apziméjumu @(t) =
(z(t), y(t))-

Pienemsim, ka U ir Banaha telpa. Apskatam divas impulsivo diferencialvie-
nadojumu sistemas

du/dt = P(t,u), Aul,_, = Si(u(r; = 0)) (4.2)
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un

dufdt = Q(t,u), Aul,_, = Ti(u(r; — 0)), (4.3)

kuras apmierina atrisinajuma eksistences un unitates teoreémas nosacijumus.
Pienemsim, ka maksimalais atrisinajuma eksistences intervals ir R. Apzimesim
ar ¢(-, s,u): IR — Uun ¢(+, s,u): IR — U augstak minéto sistemu atrisinajumus
attiecigi. Pienemsim, ka eksisté tada funkcija e: U — IR, ka

max {|P(t,u) — Q(t, u)l, sup [ Si(u) — Ti(u)[} < e(u).

Definicija 4.2 Divas impulsivo diferencialvienadojumu sistemas (4.2) un (4.3)
ir globali dinamiski ekvivalentas, ja eksiste tads attelojums H:IR x U — U un
pozitiva konstante ¢ ka:

(i

(ii

) H(t,+): U — U ir homeomorfisms;
)

(i) e {H (6 0) — al, |36 0) — ]} < el
)

H(t,o(t,s,u)) =1(t,s, H(s,u)) visiem t € IR;

(iv) ja diferencialvienadojumu sistéma ir autonoma un ta ir bez impulsa
iedarbibas, tad attelojums H nav atkarigs no t.

Atzimesim, ka bez nosacijumiem (iii) un (iv) dinamiskas ekvivalences je-
dziens klust trivials, jo 8aja gadijuma ar vienadibu H (s, u) = ¥(s,0, ¢(0, s, u))
definétais attelojums H apmierina nosacijumus (i) un (ii). Ir svarigi atzimet,
ka klasiskaja globalaja Grobmana-Hartmana teorema autonomu diferencial-
vienadojumu sistemam atbilstosa funkcija ir e(z) = a > 0 un atbilstosa kon-
stante c ir atkariga tikai no lineara tuvinajuma.

4.3 Paliglemmas
Apzimejam ar X(¢,7) un Y (¢,7) linearo impulsivo diferencialvienadojumu
sistemu

{ de/dt = A(t)x,
Az|,_. = 2(ri+0)—z(r —0) = Ciz(r; — 0)

un attiecigi

{ dy/dt = B(t)y,
Ayl = y(r+0) —y(r —0) = Diy(r; — 0)
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evolucijas operatorus. Apzimejam ar

Vl—sup/ Y (s, 0)|| X (¢, s)]dt +sup > |V (s,7)|| X (1 = 0,5)],

s
T, <58

Vs —Sup/ (s,O)[|Y (t,s)|dt +sup > |X(s,7)||]Y (1 — 0, )]

S s<T;
un
v =max{vy, a}.

Pienemam, ka PC(IR x X,Y) ir to attelojumu u:IR x X — Y kopa, kuri
ir nepartraukti ja (¢,z) € [r;, 7i+1) X X un kuriem ir pirma veida partraukumi,
ja t = 7;. Attelojumu kopa

B, = {u e PC(IR x X,Y) |sup |u(s, z)| < —1—00}

ir Banaha telpa, ja lietojam normu

[ul| = sup [u(s, z)|.
S,x

Ja k > 0, tad kopa
Bi(k) = {u € By | |u(s,z) — u(s,2)| < klz — 2/}

ir Banaha telpas B; slégta apakskopa. Apziméjam ar

pu = sup (/_Soo Y (s,0)|dt + > |Y(s,7‘l-)|) < +00.

T <8

Lemma 4.3 Ja u,u’ € By(k) un (1 + k)vy < 1, tad pastav novertejums

[ W, 0ll) - 20 de+ X ¥ (s,7) |27 — 0) = /(7 — 0)]

e Ti<s

< (L—en(L+ k)" (o — /| +eflu — o))

kur z: (—o0, s] — X ir impulsivas diferencialvienadojuma sistémas

{ dz/dt = A(t)z+ f(t,z,u(t, 2)), 2(s) ==z,
= CZ(TZ—O)+ i(2(1i = 0),u(r; — 0, 2(1; — 0)))

atrisinajums.

Attelojumu kopa
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N, = {u € PC(R x X,Y) | sup us, )l +oo}

saz0 |7
ir Banaha telpa, ja lietojam normu

u(s, )|

Jul| = sup
sa0 |7

Ja k > 0, tad kopa
Ni(k) ={u e Ny | |Ju(s,z) —u(s,2')| < klx — 2|}
ir Banaha telpas Ny slegta apakskopa.

Lemma 4.4 Ja u,u’ € Ny(k), f(¢,0,0) =0, p;(0,0) =0 un e(1+ k), <1, tad

pastav novertejums

[ Y0l = 2@ dt+ XY (s, 127 — 0) = /(7 0)

—o0 <8

<v(1—en(1+k) " (Jo— o' + el — e (1 + k) Halllu— ),

kur z: (—oo, s] — X ir impulsivas diferencialvienadojumu sistemas

{ dz/dt = A(t)z+ f(t,z,u(t,2)), 2(s) =z,
Az|t:n = Ciz(ti —0) + pi(z(m — 0),u(r; — 0, 2(1; — 0)))
atrisinajums.

Piezime. Lemmas 4.3 un 4.4 paliek speka arT neapgriezamam impulsivo difer-
encialvienadojumu sistemam, ja nosacijums (1 + k)v; < 1 ir aizvietots ar
stingraku nosactjumu

e(1 + k) max{wy,sup |(id, + C;)'|} < 1.

Attelojumu kopa
B, = {v € PC(IR x Y, X) |sup |v(s,y)| < +oo}
s,y

ir Banaha telpa, ja lieto normu

[o]] = sup [v(s, y)-
5,
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Ja [ > 0, tad kopa

By(l) ={ve By | |v(s,y) —v(s,y)| <y — o[}

ir Banaha telpas By slégta apakskopa. Apziméjam ar

400
2 = Sup </ | X (s,t)|dt + > |X(s,7’i)|> < +o00.

s<T;

Lemma 4.5 Ja v,v" € Bo(l) un (1 + ) < 1, tad pastav novertejums

[T X 0llw() - w @)+ 3 X, m) el — 0) = (5~ 0)

s<T;

<vp(L—en(+0)" (ly —y'| +epnzllo —'|l),

kur w: [s,+00) — Y ir impulsivas diferencialvienadojuma sistemas

dw/dt = Bt)w+ g(t,v(t, w), w), w(s) =y,
Awl,_. = Djw(r; —0)+ g (v(r — 0,w(r; — 0)),w(r; — 0))
atrisinajums.

Analogiski, attelojumu kopa

N, = {v € PC(R x Y,X) |sup [v(s. )l < +oo}
sy#0 |yl

ir Banaha telpa, ja ieved normu

5,970 \y!

Ja [ > 0, tad kopa
No(l) = {v € Na | [v(s,y) —v(s,y)| < lly — ¥}
ir Banaha telpas Ny slegta apakskopa.

Lemma 4.6 Ja v,v" € Ny(l), g(£,0,0) =0, ¢;(0,0) =0 un e(1 + ), < 1, tad
pastav novertejums

[ XG0l — O] de+ 3 X (s, (i — 0) = w7~ O)

s<T;
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< v (1= ema(1+ 1) (ly — v/l +eva(l = eva(1+ 1)yl o — o]}
kur w: [s,+00) — Y impulsivas diferencialvienadojumu sistemas

{ dw/dt = B(t)w+ g(t,v(t,w),w), w(s) =y,
Aw\t:n = Dyw(r; —0) + gi(v(r — 0,w(r; — 0)),w(r; —0))

atrisinajums.

Talak pienemsim, ka
k= <2€V1)71<1 — 2€V1 —V 1-— 4€V1)
un

[ = (2e12) M1 — 2evy — V1 — deuy).

4.4 Invariantas kopas

Invariantam kopam ir liela nozime ekvivalences teorija.

Teoréma 4.7 Ja 4ev < 1, f(¢,0,0) =0, ¢g(¢,0,0) = 0,
0, tad eksiste viens un tikai viens attelojums u € Ny (k
attelojums v € No(l), kuriem ir sekojosas ipasibas:

§7z‘(0,0) =0 un ¢;(0,0) =

un viens un tikai viens
(i) u(t,z(t,s, x,u(s,z))) =y(t,s,z,u(s, x)) visiem t € R;
(i) Ju(s,2) — u(s, )| < klz — 2]

+oo
(i) [ 1X (s 0)lly(t. .2 9) — ult, 2(t, s, 0,9) | de
+ Z ’X<S7T1)Hy<7—l - O,S,SL’,y) - u<7—i - O,ZL’(Ti - 0737:1;73/))'

s<T;

< (1 —e(1+E)w) Hy — ul(s, z)l;
(iv) v(t,y(t,s,v(s,9),y)) = x(t, s,v(s,y),y) visiem t € RR;
(v) |v(s,y) —v(s, ¥ <ty = y/'l;

(1) [0l s, ,) = vit, it s, o) de
+ Z ’Y(S7Ti>“x<7—i - O, S,LE,y) - U(T’i - 07y(T’i - 0,5,$,y>>|

T <s

<u(l—e(l+Dwn) e —vis,y).
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Pieradijums. Fukcionalvienadojumiem

u(s,2) = [ ¥(s,7)g(r, 2(7), u(r, 2(7)) dr

— 00

+ Z Y (s,7)qi(2(; — 0),u(r; — 0, z(1; — 0)))

T <58

un

o(s,y) = /:OOX(S,T)f(T,U(T,w(T)),w(T))dT

+ Z X(s,1)pi(v(r; — 0,w(r; — 0)),w(r; —0))

s<T;

Banaha telpa N (k) (attiecigi No(1)) eksisté viens un tikai viens atrisinajums,
kur z: (—o0, s] — X ir impulsivas diferencialvienadojumu sistemas

{ dz/dt = A(t)z+ f(t,z,u(t,2)), z(s)
Az|,_ = Ciz(ri —0) +pi(z(r; — 0), u(

un w: [s,+00) — Y ir impulsivas diferencialvienadojumu sistemas

::L"
T —

0,z(m; —0)))

{ dw/dt = B(t)w+ g(t,v(t,w),w), w(s) =y,
Az\t:n = DﬂU(Tz — O) + qi(v(n — 0, w(TZ‘ — O)),U)(TZ))

atrisinajumi.

Piezime. Teoremas 4.7 nosacijumi (i)—(v) paliek speka arT neapgriezamam im-
pulsivo diferencialvienadojumu sistéemam, ja pievienojam papildus nosacijumu

2e sup |(idy + Cy) 7' < 14+ 1 —4euy.

Teoréma 4.8 Ja 4ev < 1, sup,, |g(t,7,0)| < +oo, sup,, |¢:(z,0)| < +oo un
2epy < 14 /1 —4euvy, tad eksiste viens un tikai viens attélojums u € By(k),
kuram ir sekojosas ipasibas:

(i) u(t,z(t,s,x,u(s,z))) =y(t,s,z,u(s, x)) visiem t € R;

(i) |u(s,z) —u(s,2")| < k|lz —2'|;

+oo
(i) [ 1X (s 0)lly(t. .2 9) — ult, 2(t, 5,0, 9) | de
+ Z ’X(S7Tl)||y<7—l - O? S, xv@/) - u<7—i - O, J:(Ti - 07 S, xv@/))l

s<T;

< (1 —e(1+E)w) Hy — ul(s, z)].
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Piezime. Teorema 4.8 paliek speka arl neapgriezamam impulsivo diferencialvie-
nadojumu sistemam, ja pievienojam papildus nosacijumu

2e sup |(idy + C;) 7' < 14+ V1 —4euy.

Teorema 4.9 Ja 4ev < 1, sup,, |f(t,0,y)| < +oo, sup,, [pi(0,y)] < +oo un
2eps < 1+ /1 —4devy, tad eksiste viens un tikai viens attelojums v € Ba(l),
kuram ir sekojosas ipasibas:

(iv) v(t,y(t,s,v(s,y),y)) = x(t,s,v(s,y),y) visiem t € R;
V) [v(s,y) —v(s,y)| <y —y'l;

(i) [ 0lle(t s, ,) = vlt, it s, o) de
+ Z ’Y(S7 TZ)H:E(Tl - 07 S, ilf,y) - U(Ti - an(Ti - 07 S, T, y))’

TiSS

<uvi(l—e(l+ D) Mo —v(s,y)l.

4.5 Apgriezamu sistemu dinamiska ekvivalence. 1

Talak apskatam reducetu impulsivo diferencialvienadojumu sistemu

de/dt = A(t)x + f(t,z,u(t,z)),
dy/dt = B(t)y+g(t.v(t,y).v),
Az|,_ = Cix(r, —0)+ pi(x(r; —0),u(r; — 0, z(r; — 0))),
Ayl = Diy(ri —0) + qgi(v(ri — 0,y(ri — 0)),y(ri — 0)).

Pedeja sistema sadalas divas dalas. Pirma no tam nesatur mainigo y, kamer
otra ir neatkariga no x. Pienemsim, ka ¥ (-, s, z,y) = (zo(-, s, ), yo(+, $,9)): R —
X x Y ir sistemas (4.4) atrisinajums, kur ¥(s + 0, s, x,y) = (z,y). levedisim
saisinato apziméjumu ¥ (t) = (zo(t), yo(t)).

(4.4)

Teorema 4.10 Ja 4ev < 1 un attelojumi w:R X X —- Y un v: R xY — X
apmierina nosacgjumus (1) — (vi), tad impulsivo diferencialvienadojumu sistemas
(4.1) un (4.4) ir globali dinamiski ekvivalentas.

Pieradijums. Teoremas pieradijums sastav no vairakiem soliem.
Solis 1. Attelojumu kopa

Ny = 45 € PO(R x X x Y, X) | sup L& 00L
s:c,y‘y (S,Qf)|
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ar normu
say |y — u(s, o)

ir Banaha telpa. Eksiste viens un tikai viens funkcionalvienadojuma

ﬁ1(87 x, y)

— /:OO X(s,7)(f(7,@(7)) — f(T,2(7) + k1 (7, D(7)), u(T, 2(T) + K1 (7, D(7))))) dT

+ > X(s,7)(pi(D(r; — 0))

—pi(x(1; = 0) + K1 (13 — 0,P(1; — 0)),u(r; — 0, 2(7; — 0) + k1 (13 — 0, P(1; — 0)))))

atrisinajums telpa N3.
Solis 2. Attelojumu kopa

N, — {/\ € PC(R x X x Y,Y) | sup M, 7, 9)l

—_— <+
v T — o5, ) }

ar normu A |
S7I7y

IAl = sup ———==

sy [T —v(s,y)]

ir Banaha telpa. Eksiste viens un tikai viens funkcionalvienadojuma

(s, z,y)
= [ Y5 D)o y(n) + M 8(0),y(7) + M7, 8(7) — gl7, @(7)) dr
+ ; Y (s, 73)(qi(v(m — 0,y(1; — 0) + Ay (7 — 0,D(1; — 0))),y(1; — 0)

+A1(7 = 0,2(1: — 0))) — ¢:((7: — 0)))

atrisinajums telpa Ny.
Apzimesim ar Hy(s,z,y) = (z+k1(s,2,9), y + A1 (s, 2, y)). No atrisinajuma
unitates visiem ¢ € IR ieglistam

H(t,?(t,s,x,y)) =¥(t, s, Hi(s,x,y)).
Solis 3. Attelojumu kopa
Ns(l) = {r € N3 | [s(s,z,9) — K(s,2,9)| < lly —¢/|}

ir Banaha telpas Nj slegta apakskopa. Eksiste viens un tikai viens funkcionalvie-
nadojuma
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Ko(S, x,w)
— /:OO X (s,7)(f (1, 20(7), u(T, 20(7))) — f (T, 20(7) + K2 (7, 20(7), n(7T)), (7)) dT

+ Z X(s,7:)(pi(zo(7i — 0), u(r; — 0,20(7; — 0)))

s<T;

—pi(xo(i = 0) + k2(7i — 0, 20(73 — 0),1(73 = 0)),n(7i = 0))),
W0 =Yt sho+ [ V(6 7)g(r,20(r) + malr,aolr). (). () dr

+ > Y(t,7)gi(zo(r; — 0) + Ko7 — 0,20(7; — 0), n(7; — 0)),n(7; — 0))

s<T; <t
atrisinajums telpa N3({).
Solis 4. Attelojumu kopa

sup [A(s:7,9)]
5,2,y ’.Z' + 52(&*1'7 y) - U(S,y)|

N5:{)\€PC(IR><X><Y,Y)

<+

ar normu

A S, T, Y
Il = sup —— T
sy |7+ Ka(s,2,y) — v(s,y)]
ir Banaha telpa. Eksiste viens un tikai viens funkcionalvienadojuma

s

Xo(s,x,y) = / Y (s,7)(g(7, xo(T) + K27, 20(7), yo(T)

—0o0

27, (7)))s yo(7) + Ao, W (7)) — g(7,0(T,90(T)), Yo (7)) dT
+ Z Y (s,7)(qi(xo(mi — 0) + ko(7 — 0, 20(7: — 0), yo(73 — 0)

T, <S

+A2(7i = 0,¥(7; — 0))),y0(7i — 0) + Aa(7i = 0,¥(7; — 0)))
—qi(v(7i = 0,90(7i = 0)), yo(7i — 0)))

atrisinajums telpa Nj.
Defingjam attelojumu Hs ar vienadibu

H2<87x7y) = (iﬁ + "12(57377y + )\2<87 xvy))7 Y + >\2<S75E7 y))
Tad attelojums Hy visiem ¢ € IR apmierina funkcionalvienadojumu
Hy(t, (L, s, x,y)) = P(t, s, Ha(s, z,y)).

Solis 5. Attelojumu kopa

Ng = {KGPC(IRXXXY’X) sup |K(s, 2, y)|

< 400
say |y + Aa(s, 2, y) — u(s, z)] }
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ar normu

5,T,Y |y + )\2('9’ T, y) - U(S,ZL‘)|

ir Banaha telpa. Trivialais atrisinajums ir vienigais funkcionalvienadojuma

ia(sg) = [ X5, 7)ol ulr 0(r)

—f(7,20(7) + K3(7, U(7)), u(T, wo () + K3(7,¥(7))))) dT
+ Z X (s, 7:)(pi(xo(i — 0),u(r; — 0,20(7; — 0))) — pi(zo(7; — 0)

+r3(mi — 0,%(1; — 0)),u(r; — 0, z0(7; — 0) + k3(7; — 0,¥(1; — 0)))))

atrisinajums telpa Ng.
Solis 6. Trivialais atrisinajums ir vienigais funkcionalvienadojuma
S

Nals,.y) = = [ ¥ (.7 (grv(r00(7)). 30(7))

—g(7,0(7,yo(7) + A3(7,¥(7))), yo(T) + As(7, ¥(7)))) dT
+ Z Y (s, 7:)(qi(v(r — 0,y0(1: — 0) + A3(7; — 0,%(7; — 0))), yo(1; — 0))

+A3(7 — 0,¥(1; — 0))) — q;(v(7; — 0,90(75 — 0)),%0(75 — 0)))

atrisinajums telpa Nj.
Solis 7. Atzimejam, ka attelojumi a: IRXx X XY — X un f1: RxXxY — Y,
kuri defineti ar vienadibam
a1 (Sa Z, y)

- R2<S7x7y + /\2<S7~T’y)) + Iil(S,Z)S + HZ(Sax’y + )\2(8,137y)),y + /\2<S7$,y))
un

61(87x7y> = )‘2(87I7y) + )‘1(87‘%‘ + ’i2<87x7y + >\2(87$)y))7y + /\2(S’xay>)

ar1 attiecigi apmierina solu 5 un 6 funkcionalvienadojumus. Bez tam «a; € Ng
un 3; € Ns. No Sejienes (s, x,y) = 0 un (s, x,y) = 0. Seko, speka identitate

Hi (s, Hy(s,2,y)) = (x,y).

Solis 8. Attelojumu kopa

N; = {KJEPC(RXXXYXY,X)
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k(s z,y,w)|
sayw max {|y — u(s, z)], |y — wl}

< oo}

ar normu
= sup By 0)
$,T,Y,w max{|y - U(S’ :L‘)|, |y - w|}

ir Banaha telpa. Kopa
N-(l) ={rk € N7 | |k(s,z,y,w) — k(s,z,y,w')| < l|w—w'|}
ir N7 slegta apakskopa. Eksiste viens un tikai viens funkcionalvienadojuma

Ka(s,x,y, w)

= /:OOX(& ) (f(r,0(7)) = f(7,2(7) + ka7, (1), 9(7)), (7)) d7

+ 2 X(s,7)(pi(P(7i = 0)) — pil(r = 0)

+k4(1i — 0,®(7; — 0),n(7; — 0)),n(7: — 0))),
n(t) =Yt s)w+ /:Y(t, 7)9(7,2(7) + ka(T, P(7),m(7)), (7)) dT
+ Z Y (t,7i)qi(z(1i — 0) + k(i — 0,2(7; — 0), (s — 0)), (7 — 0))

atrisinajums telpa N7(1).
Solis 9. Eksiste viens un tikai viens funkcionalvienadojuma

s

(s, x,y) = —/ Y (s, 7)(g(r,®(7))

—9(7,2(7) + Ka(7, D(7), y(7) + Aa(7,2(7))), y(7) + Aa(7, D(7)))) dT
+ Y Y (s, 7)(qi(z(r — 0) + k(s — 0,P(1; — 0), y(7; — 0)

+A4(1 = 0,8(7; = 0))), y(7i = 0) + Ma(7 = 0,2(7; = 0))) — q:(P(7: — 0)))

atrisinajums telpa Ny.
Solis 10. Attelojumi ap: IR X X XY XY — X un fo: Rx X xY — Y, kuri
defineti ar vienadibam

a2(s)xuy’w> = I£1<S,.T,y) + KJQ(S?{”E + :‘il(S,l’,y),UJ)

un
62(87$7y) = )\1(S,l’,y) + )\2(S7$ + ml(s,x,y),y + Al(svl'ay))
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arT attiecigi apmierina solu 8 un 9 funkcionalvienadojumus. Bez tam ay € N7(1)
un s € Ny. No Sejienes as(s, x,y,y) = 0 un [y(s, x,y) = 0. legustam sekojosu
identitati

H2(57 Hl(S, xz, y)) - (.Z', y)

leverojot solus 1, 2, 7 un 10, iegustam, ka Hi(s,-) ir homeomorfisms, kurs
realize (4.1) un (4.4) globalo dinamisko ekvivalenci. Viegli parliecinaties, ka ja
diferencialvienadojumu sistema (4.1) ir autonoma un nav impulsu iedarbibas,
tad attelojumi u, v, H; un H, ir neatkarigi no s € IR. Atzimesim, ka musu
gadijuma e(z,y) = e(|z| + |y|). Teorema ir pieradita.

4.6 Neapgriezamu sistemu dinamiska ekvivalence

Neapgriezamam impulsivo diferencialvienadojumu sistéemam nosacijumu (iv)
ailzvietojam ar nosacijumu:

(iv’) attelojums z — z + C;x ir homeomorfisms.

Teorema 4.11 Ja 4ev < 1 un attelojums u:IR x X — Y apmierina (i)—(iii),
tad eksiste attelojums ¢:IR x X x Y — X, kurs ir Lipsica attelojums attieciba
pret treSo mainigo, tads ka impulsiwo diferencialvienadojumu sistemas (4.1) un

do/dt = Alt)x + f(t, z,u(t,z)),

dy/dt = B(t)y+g(t,q(t,z,y),y), (4.5)
Aﬂt:n - sz(Ti - 0) —I—pl(l‘(ﬁ - O),U(TZ 07:13(7_% - O)))? .
Ayley, = Diy(ri = 0) + qi(q(ri — 0,2(7; — 0), y(7: — 0)),y(; — 0))

i dinamiski ekvivalentas, ja t > s.

Dosim citu pietieckamo nosacijumu divu impulsivo diferencialvienadojumu
sistemu dinamiskai ekvivalencei. Pienemsim, ka eksiste attelojumi fo: IR x X —
X un p;p: X — X lokali integrejami Bohnera nozime attieciba pret t fiksetam z
un tadi ka

sup [ f (¢, x,y) — fo(t, z)| < +o0;

t,x,y

sup [pi(x,y) — pio(x)| < +o0;

1,2,y
|folt, @) — folt, 2')| < elw —a;

Ipio(x) — pio(2")] < elz — 2|
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Teorema 4.12 Ja 4ev < 1 un 2eps < 14 /1 —4evy, tad eksiste attelojums
¢ IRxX XY — X, kurs ir Lipsica attelojums attieciba pret treso mainigo, tads,
ka impulsivo diferencialvienadojumu sistemas (4.1) un

de/dt = A@pr+h@ﬂm

dy/dt B(t)y +g(t, q(t,z,y),y), (4.6)
A:v|t:ﬂ. Ciz(mi — 0) + pio(z(7; — 0)), ‘
Ay|t:7—i = ly(Tl ) + %( ( T 07x(7i - 0)7y(7—i - 0))7y(7_z - O))

ir dinamaski ekvivalentas, jat > s.

4.7 Apgriezamu sistéemu dinamiska ekvivalence. 2

Teorema 4.13 Ja 4ev < 1 un attelojums v:IR x Y — X apmierina (iv)—(vi),
tad eksiste attelojums 0: IR x X x Y — Y, kurs ir LipSica attelojums attieciba
pret otro mainigo, tads ka impulsivo diferencialvienadojumu sistemas (4.1) un

de/dt = (t):v—i—f(t x,0(t,z,y)),

dy/dt = B(t)y+g(t.v(t.y),y).

Azl = Cix(ri = 0) + pi(x(r; = 0),0(x(7 — 0),y(7: — 0))),
AYly—r, = Diy(mi = 0) + qi(v(7 = 0,y(7: = 0)), y(7 — 0))

i globali dinamiski ekvivalentas.

(4.7)

Pienemsim, ka eksisté attelojumi gp:IR XY — Y un ¢o:Y — Y lokali
integrejami Bohnera nozime attieciba pret ¢ fiksetam y un, bez tam tie apmierina
novertejumus:

f,lll‘g |g(t7 T, y) - gO(ta y)| < +00;

sup |g; (%, y) — qio(y)| < +o0;
1,2,y

190(t,y) — go(t,y)] < ely —y'f;
Gio(y) — qio(y')| < ely —y'|.

Teorema 4.14 Ja 4ev < 1, 2epy < 1+ /1 — 4evy, attélojums v IR x X —Y
apmierina (1)—(iii) un attelojumi y — y + Dy + qio(y) ir homeomorfismi, tad
impulsivo diferencialvienadojumu sistemas (4.1) un

de/dt = A(t)z+ f(t,z,u(t, x)),

dy/dt = B(t)y+ go(t,y), (4.8)
Azr|,_ = Cla:(n —0) + pi(x(r; — 0),u(r; — 0, 2(r; — 0))), :
Ay’tzn = Dyy(r; = 0) + qio(y(7: — 0))
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i globali dinamiski ekvivalentas.

Teorema 4.15 Ja 4ev < 1, 2euy < 1 4 /1 — 4evy, attelojums v:IR XY — X
apmierina (iv)—(vi) un attelojumi x +— x + Cyx + pio(y) ir homeomorfismi, tad
impulsiwo diferencialvienadojumu sistemas (4.1) un

de/dt = A(t)x + folt,z),

dy/dt = B(t)y+g(t,v(t,y),y), (4.9)
Ax|t:n = Oll'(TZ — 0) + pio(ﬂf(ﬂ' - O))a '
Ay’t:n = Dly(’fl — O) + ql'<v(7—i =0, y(Tl - 0))7 y(Tl o O))

wr globali dinamiskr ekvivalentas.

4.8 Piezimes

Ceturtaja nodala uzrakstita pec darbu [107, 109, 117, 122, 123, 124, 125, 126,
135, 141, 142, 143, 146, 148] materialiem.



5. Lietojumi

5.1 Lietojumi stabilitates teorija

Pieradisim, ka nepartraukta attelojuma T: X x Y — X x Y, kur

T(z,y) = (f(z,y),9(x,y))

inducetas semidinamiskas sistemas asimptotisko izturesanos nosaka reduceta
nepartraukta attelojuma ¢: X — X, kur

p(x) = f(z,u(x)),

induceta semidinamiska sistema.

Teoréma 5.1 Ja attelojumam T izpildas nosacijumi (H1)—(H4) un ir nekusti-
gais punkts T (xq, yo) = (%o, Yo), tad jebkuram (z,y) € X XY eksisté tads £ € X,
ka

pr(z",20) < L (kB+6)"(p2(y, vo) + kpi(x, 20)) + p1(£", o),
p2(yn, yO) S (1 + kll)(kﬁ + 5)n(p2(y7 yO) + kﬂl(% *7:0)) + kpl(fna :UO)

un

p1(&,20) < lipa(y, yo) + (1 + ki) pr (7, 20),
kur

Tz, y) = (f"(z,y), 9" (z,y)) = (", y")
T n—ta iteracija un

af

\/(1 —ad)? — 4028y

llz

Sekas 5.2 Ja Bk + 6 < 1 un z¢ ir stabils attelojuma ¢ nekustigais punkts,
tad (xo,yo) ir stabils attélojuma T nekustigais punkts. Ja Bk + 3§ < 1 un xy ir
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asimptotiski stabils attélojuma ¢ nekustigais punkts, tad (xq,yo) ir asimptotiski
stabils attelojuma T nekustigais punkts.

Piemers 5.3 Apskatam attelojumu (2.1) un pienemsim, ka F'(0,0) = 0 un
G(0,0) = 0. Saskana ar teoremu 5.1 iegustam novertejumus

|27 < L(kB 4 0)"(Jyl + Klz]) + €7,

ly"| < (L+ kL) (KB +0)"(lyl + kl=]) + kI€"],

kur
M = A"+ F(€", u(€"))

un
€| < Lily| + (1 + Kkly)|z].

5.2 Enas lemma
Pieradisim, ka attelojumam 7T ir énas 1pasiba.

Definicija 5.4 Virkne {z", y"},cz ir attelojuma T orbita, ja visiem n € Z

(:L,n—&—l7 yn—‘rl) — 7‘:(:1/,77,7 yn)

Definicija 5.5 Virkne {(", 7" }.cz ir attelojuma T" A-pseidoorbita, ja visiem
ne4z

max{p1 (f(¢", "), "), p2(g(C™, ™), ")} < A

Definicija 5.6 Attelojumam T ir enas Ipasiba, ja katram e > 0 eksiste tads
A > 0, ka jebkura A-pseidoorbita {(™, 7" },ez ir e attaluma no istas orbitas
{2",y"}nez, t.1. visiem n € Z

max{p1(z",¢"), p2(y",n")} < e.

Teorema 5.7 Ja izpildas nosacgjumi (H1)—(H4) un (1 — a)(1 —9) > afy, tad
attélojumam T ir enas ipasiba.

Piezime. Teorema 5.7 paliek speka pozitivas orbitas un pozitivas A—pseidoorbitas
gadijuma.
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Piemers 5.8 Apskatisim attélojumu (2.1). Izlietojot teoremu 5.7 iegustam, ka
attelojumam (2.1) ir énas 1pasiba, ja

(AT~ =D — (1B

€<
A== = [1B]

. _mex{(ATP DO B
(AT = 1)( = BT — (A~ = B~

5.3 Girotrona rezonatora vienadojums

Elektrona kustibas girotrona rezonatora vienadojuma standarta forma ir
P4 i(A+|p|* — Dp=iFf(1). (5.1)
Apskatam neperturbéto vienadojumu (f(t) = 0)

¢ +i(A4+]q)* —1)g=0. (5.2)

Definicija 5.9 Divi diferencialvienadojumi (5.1) un (5.2) ir asimptotiski ekvi-
valenti, ja eksiste tads attelojums H: [ty, +00) x € — C ka:

(i) H(t,): C — C ir homeomorfisms;
(i) H(t,p(t, to,po)) = q(t,to, H(to, po)) visiem t € [ty, +00);
(i) limy— oo [p(¢, to, po) — 4(t, to, H(to,po))| = 0.

Teorema 5.10 Ja integrali [;;*° f(s) ds un [;7*°(s—to) f(s) ds konverge absoluti,
tad diferencialvienadojumi (5.1) and (5.2) ir asimptotiski ekvivalenti.

Sekas 5.11 Speka asimptotiska izteiksme

p(t,to, po) = H(to, po) exp (2(1 — A — [H(to, po)|*)(t — to)) +4(t, to, po),

kur
tlg—noo (S(t, to, po) =0.

5.4 Piezimes

Piekta nodala uzrakstita pec darbu [134, 137, 138, 33] materialiem.
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