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1. TrTs etides

Pirma. X nokéra diki 32 zivis, iezim&ja tas un palaida atpakal diki. Péc dazam
dienam X nokera diki 28 zivis, 10 no tam izradijas iezimé&tas. Cik pavisam
zivju dzivo dik1? Nelasiet talak, neatbild€jusi pasi sev uz So jautajumu.

Y nokera sava dik1 2 zivis, iezim&ja tas un palaida atpakal. Pec dazam dienam
Y nokeéra 3 zivis, viena izradijas ieziméta. Cik zivju dzivo Y diki?

Viena gadijuma iznaca dalskaitlis, vai ne? Par to nav jabrinas, jo apskatitaja
veida precizi noteikt zivju skaitu diki nav iesp&jams. Nelasiet talak,
neatbild€jusi pasi sev uz jautdjumu: cik drosi var tic€t katram no abiem
iegiitajiem rezultatiem?

Uzdevumu risinajuma gaitai vajadz€ja biit $adai. P&c iezZim&to zivju ielaiSanas
X dik1 ir 32 iezimétas zivis. Nokerot 28 zivis, 10 no tam izradijas iezimétas,
t.i. iezim&tas bija 10/28 dalas nokerto zivju. Var domat, ka, ja p&c ieziméto 32
zivju ielaiSanas dika zivis bija labi sajaukusas, tad aptuveni 10/28 dalas
iezimétu zivju ir ar1 diki kopuma. Tapéc, ja x ir zivju kopskaits diki, tad
10x/28~=32 un x =~90.

Noteikums "zivis labi sajaukusas" ir bitisks. Ja sakuma nokertas 32 zivis ir no
1pasas sugas, kura dzivo tikai noteikta dika stiirT (taja, kur X tas nokera), un
diki apdzivo vél citas sugas, tad iegitais rezultats 90 ne tuvu neizsaka zivju
kopskaitu. Labi apdomajiet So momentu.

Otro uzdevumu var risinat analogiski pirmajam: x/3=2, tatad x~6. Diemz&l §im
rezultatam absoliiti nevar ticét. legiitie dati nelauj apgalvot, ka diki dzivo
"aptuveni" 6 zivis. Ar1 tad, ja dik1 biitu 20 zivis un Y iezim&tu 2 no tam, nav
neticami, ka p&c tam nokerot 3 zivis, no tam tikai viena biis iezZiméta.

Pirma uzdevuma rezultatam var ticét daudz drosak. (Cik drosi — to var pateikt
tikai péc diezgan sarezgitiem aprékiniem.) V&l drosak var€tu ticét rezultatam
894, ja uzdevuma dotie skaitli biitu 321, 284, 102.

Secinajums. Ja "eksperimenta" datos figur&josie skaitli ir nelieli, tad nevar
pielietot principu: iezim€to zivju procents nozveja ir aptuveni tads pats ka
zivju kopskaita. So principu var lietot tikai masveida "eksperimentos", kad ir
pietiekami daudz iezim&to un nozvejoto zivju.

Uz [idzigam idejam balstas t.s. kvalitates statistiska kontrole. Lielas
izstradajumu partijas gruti izsekot katra atseviSka izstradajuma kvalitatei.
Pilnas parbaudes vieta var parbaudit mazaku skaitu izstradajumu, kuri "uz labu
laimi" izv€leti no dotas lielas partijas. Pieméram, ja s€rija ir pavisam 5000
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detalu, var izv€leties parbaudei tikai 100. Ja no §Tm 100 derigas izradijas 95
detalas, var diezgan dros$i apgalvot, ka ar1 5000 detalu sérija braka procents
neparsniedz 5-7%. Izvéle "uz labu laimi" Seit ir loti svariga, jo parbaudot,
pieméram, tikai peéd€jas 100 detalas (vai tikai katru 50. detalu), nevar iegit
pietiekamu priekSstatu par visu sériju.

Otra etide. Jau XIY gadsimta tika izgudrota ipaSuma apdroSinasana. Ideja
sada: katrs, kas v€las apdrosinat savu Tpasumu (piemeram, pret ugunsgréku),
iemaksa apdroSinasanas firmai noteiktu (nelielu) naudas summu. Ja
apdroS$inatais ipaSums nodeg, Ipasnieks sanem no firmas pilnu Tpasuma veértibu
nauda (ta ir summa, kas daudz lielaka par iemaksu). Varétu likties, ka Seit
parkapts "naudas neztidamibas likums" — iemaksa maz, bet sanem daudz.
Gluzi ta nav. Nodeg tacu tikai neliela dala no visiem apdroSinatajiem
IpaSumiem. Tatad, tikai nedaudzi no Tpasniekiem sanem lielas summas, toties
visi iemaksa apdroSinasanas firmai katrs savu nelielo summu. Genials
izgudrojums!

Jaatzimé tomer, ka ar véleésanos "palidzet cilvécei" vien ir par maz, lai dibinatu
apdro$inasanas firmu. Cik lielam jabut Ipasnieku iemaksam? Ja tas biis
noteiktas par mazam, nauda atri izsiks un firma bankrot€s. Ja iemaksas bis
noteiktas parak lielas, reti kads gribes Skirties no tadas summas: tad jau labak
riskét pazaud@ét visu (Sis risks parasti nav seviski liels).

Aplikosim $adu (vienkarSotu) situaciju. Kada pilséta ir 10000 maju, katra
1000 dinaru veértiba. 1k gadu nodeg vid€ji 80 majas. Misu uzdevums ir
organizét S$aja pilsétd apdroSinaSanas firmu. Kadu iemaksas lielumu
apdroSinasanas fonda noteikt? Pienemsim, ka visi 10000 maju ipasnieki katru
gadu iemaksa x dinaru katrs, tad firmas ienakumi biis 10000x dinaru gada. 1k
gadu naksies izmaksat kompensacijas vidéji 80-1000=80000 dinaru. Tadi ir
ikgad@jie firmas izdevumi. Ienakumi nedrikst biit mazaki, tatad 10000x>80000
un x>8 dinariem.

Ja iemaksu noteiksim zemaku par 8 dinariem, firma atri vien bankrotgs.
Faktiski pat 8 dinari biitu par maz, jo janem véra ari ugunsgréku skaita
svarstibas pa gadiem (vienu gadu — 70, citu — 100), izdevumi firmas
uzturéSanai (personala algas, telpu 1re, maksa par komunalajiem
pakalpojumiem u.c.), valsts un vietgjie nodokli, ka ari firmas Tpasnieka (t.i.
misu) vélésanas, lai pasakums nestu pelpu. Tatad pie 80000 dinaru
izdevumiem japieskaita: rezerves fonds (pienemsim, 30000), ekspluatacijas
fonds (pienemsim, 10000), nodokli (pienemsim, 5% no firmas ienakumiem)
un firmas 1pasnieka pelna (pienemsim, 5000). Ja tagad iemaksa tiks noteikta x
dinaru (gada), tad kopg€jais ienakums biis 10000x gada, bet izdevumi bis
125000+500x. Lai nedraud&tu bankrots, vajag, lai pastavetu nevienadiba:

10000x>125000+500x,
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tatad 9,5x>125 un x>13,2 dinariem. Tapeéc 13,2 dinari gada ir ta minimala
iemaksa, kas japrasa no katra klienta, lai firma varétu sekmigi darboties. Vai
maju Tpasnieki vares to atlauties? Sl,(iet, vares, jo 13,2 dinari ir tikai 1,3% no
majas vertibas (un tatad apméram 76 gados iznak iemaksat pilnu majas
vértibu).

Sai vienkarSotaja pieméra més redzam, ka sekmigai apdro§inasanas firmas
darbibai nepiecieSams visu laiku vakt ugunsgréku skaita statistiku. Citadi var
nonakt krapnieka loma. Svarigi, lai ugunsgréku procents biitu zinama mera
ierobezots, tikai tad misu izdaritajiem aprékiniem ir ta jéga, ko mes tiem
gribétu pieskirt. Ja, piem€ram, apbiives blivumam pieaugot, ugunsgréku
biezums klust lielaks, iemaksu apméri japalielina vai arT jadiferenc€ atkariba
no katras majas ugunsdrosibas pakapes (pieméram, no koka majas ipasnieka
var prasit lielaku iemaksu neka no miira majas Ipasnieka). Lai S$is ieceres
varétu 1stenot konkrétos skaitlos, vajadziga vél sikaka un pamatigaka
ugunsgréku statistika.

Tresa etide. Metot divus (kubiskus) spelu kaulinus reize, var izkrist punktu
summa 2, 3,4, 5,6,7,8,9, 10, 11 vai 12. Vai visas summas krit vienadi biezi?
Nelasiet talak, nepaméginajusi patstavigi atrast atbildi.

Metot vienu kaulinu, ja tas ir pilnigi simetrisks, visi cipari (1, 2, 3, 4, 5, 6) krit
apméram vienadi biezi. Tas ir svarigs dabas likums. Ja kads cipars krit daudz
biezak neka citi, més tulit domajam, ka kaulinam ir kads defekts (nobidits
smaguma centrs). Metot divus kaulinus A un B, vienadi biezi kritls pari
(A1,B1), (A1,B2), (A2,B1), ..., (A6,B6). Pavisam te ir 36 iesp€jas (katra no
kaulina A sesam iesp&jam brivi kombing&jas ar kaulina B seSam iesp€jam, tatad
kopa iznak 6-6=36 varianti).

Visas §1s iesp€jas var att€lot tabula:

B\A 1 2 3 4 5 6

1 I 12 13 14 15 16

2 21 22 23 24 25 26

3 31 132 33 34 35 36

4 41 42 43 44 45 46

5 51 52 53 54 55 56

6 61 62 63 64 56 66

Katrai no iesp&jam atbilst noteikta ciparu summa:



B\A 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 |11
6 7 8 9 10 11 12

Katra no 36 kombinacijam krit apméram vienadi biezi, tapéc, acimredzot,
visbiezak jakrit summai 7: seSos gadijumos no 36. Aiz 7 nak 6 un 8: piecos
gadijumos no 36. Visretak, ka to azarta sp€lu cienitaji jau bis ieverojusi, krit
summas 2 un 12 — tikai viena gadijuma no 36.

1. uzdevums. Noskaidrojiet, kada summa visbiezak sastopama, metot tris
kaulinus reize.

2. Varbitibas jedziens

Prakse nereti jasastopas ar noris€m, kuras dod dazadus rezultatus atkariba no
apstakliem, kurus més nezinam vai ar1 nesp&jam nemt véra. Piem&ram, metot
spelu kaulinu, més nevaram iepriekS paredzet, kads cipars uzkritis, jo tas
atkarigs no loti daudziem apstakliem, kurus mes nesp&jam nemt véra: rokas
kustibas detalas, tas virsmas ipatnibas, uz kuru kaulin$ krit utml. Tapat nevar
iepriek§ precizi paredzet, cik lietainu dienu buis nakamgad, nevar drosi zinat,
cik kliidu bis skolniekam nakosaja kontroldarba...

Nevajag tomér domat, ka Sajas noris€s nav nekadu likumsakaribu. Tiesa,
atseviS$ka "méginajuma" (kaulipa metiena, kontroldarba utt.) rezultatu ieprieks
paredzét més nesp&jam. Bet ja "méginajumus" daudzreiz atkarto? Daudzreiz
metot kaulinu, var ieverot, ka visi cipari krit apmeéram vienadi biezi. Ta tacu ir
likumsakariba! Tatad, lai art atsevisks kaulina metiens dod nejausu, ieprieks
neparedzamu rezultatu, gara metienu sérija nejausiba dal&ji ziid — paradas
likumsakariba: dazadu ciparu kriSanas biezums ir aptuveni viens un tas pats.

Precizi runajot, biezums ir to "méginajumu" skaita, kuros mus interesgjosais
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rezultats paradijas, attieciba pret visu "méginajumu" kopskaitu. Piemé&ram,
spelu kaulinu met 6000 reizes, seSinieks uzkrit 980 gadijumos. SeSinieka
biezums S$aja s€rija tatad ir 980/6000. Tas ir diezgan tuvu skaitlim 1/6. Cita
6000 metienu serija var izradities, ka seSinieks uzkrit 1025 reizes. Tomér ari
Seit biezums 1025/6000 1ir tuvu 1/6. Garas metienu serijas visi sesi cipari krit
apmeéram vienadi biezi — tap&c ari katra cipara biezums dazadas s€rijas
svarstas tuvu 1/6.

Lidzigu gadijumu ir saméra daudz: katra atsevis$ka "méginajuma" rezultatu
paredz&t més nespEjam, toties gara "meginajumu" serija mis interesgjosa
rezultata paradiSanas biezums svarstas tuvu kadam nemainigam skaitlim.
Piem&ram, ir novérots, ka katram konkrEtam $av€am trapijumu bieZums
mérki (dotajos Sausanas apstaklos) gandriz vienmer ir aptuveni viens un tas
pats (pieméram, 87 no 100), tikai loti nedaudz novirzoties no vidgjas vertibas.
(Ar laiku §1 vidgja vertiba, protams, var izmainities, tad médz teikt, ka $avejs
pilnveido savu maku — vai ar1 otradi — "zaudé formu".)

Katra no sadiem gadijumiem tatad eksist€ kads noteikts skaitlis, kas objektivi
raksturo spé€lu kaulinu, $av&ju utt. un kuram apkart visu laiku svarstas
attieciga rezultata (seSiniecka uzkriSana, trapijums meérki utt.) paradiSanas
biezums gards "mégindjumu” sérijas. So skaitli, kura tuvuma svarstas rezultata
(vai "notikuma") paradiSanas biezums, pienemts saukt par varbiuitibu. Ja més
sakam, ka seSinieka uzkriSanas varbiitiba ir 1/6, tas nozimé, ka pietickami gara
sp€lu kaulina metienu sérija aptuveni viena sesta dala metienu dos sesSnieku.
(Serijai obligati jabiit garai, lai varbiitiba sp&tu "sevi paradit" — ja metienu
skaits bis tikai dazi desmiti, biezuma novirzes no varbiitibas var biit loti lielas,
piem&ram, 18 metienu s€rija var uzkrist 5 seSinieki un nevis 3).

Ta vai cita notikuma varbiitibu var tuvinati novertét, apkopojot statistiku:
garas méginajumu s€rijas jasaskaita, cik gadijumos notikums paradijies un
jaizdala Sis skaitlis ar visu méginajumu kopskaitu sérija. Tomér paSas
varbiitibas pastavé$ana, protams, nav atkariga no ta, vai méginajumus izdara
vai n€. Tapéc rodas dabisks jautajums: vai nevarétu izgudrot kadas metodes,
kas lautu noteikt dazadu notikumu varbiitibas bez iepriek$gjiem
méginajumiem? Zinot tadas metodes, mé&s varétu méginajumu rezultatus
paredzét uz prieksu (protams, ne jau atseviska meginajuma rezultatu, bet gan
garu sériju rezultatus!). Prakse tas var€tu but Joti noderigi.

Aplikosim $adu pieméru. Nemsim slégtu kasti, kuras vaka ir caurums.
Ievietosim Sai kasté 10 nelielas lodites (5 baltas, 3 melnas, 2 sarkanas). Kastes
saturu pamatigi samaisisim. (Jaatzimg, ka literatiira So slaveno kasti visbiezak
sauc par urnu.) Izvilksim no urnas (neieskatoties taja, t.i., "uz labu laimi")
vienu loditi. Jajauta: kada varbiitiba, ka izvilkta lodite bis ieprieks izveleta
krasa, pieméram, balta? Pilnigi skaidrs, ka mums ir 5 iesp€jas no 10 izvilkt
baltu loditi, 3 no 10 — izvilkt melnu un 2 no 10 — sarkanu loditi. Citiem



vardiem sakot, varbutiba izvilkt baltu, melnu vai sarkanu loditi ir attiecigi:
5/10, 3/10, 2/10.

Un tie$am, ja m&s $adus méginajumus ar lodites vilkSanu daudzreiz atkartotu
(katru reizi atliekot izvilkto loditi atpakal urna un urnas saturu pamatigi
samaisot), m&s varétu parliecinaties, ka apméram 50% visu gadijumu tiek
izvilkta balta lodite, 30% — melna un 20% — sarkana.

Lidziga veida biitu risinami uzdevumi par varbiitibu noteikSanu, ja urna ir ari
jebkurs cits skaits lodiSu jebkura skaita krasu.

Daudzi uzdevumi varbiitibu noteikSanai viegli reducgjami uz urnu ar loditeém.
Pieméram, moné&tas mesana. Monéta griezdamas un virpulodama uzlido augstu
gaisa: nokritot zemé¢, tai virspusé ir vai nu "cipars", vai "gerbonis". Liekas
skaidrs, ka tos paSus rezultatus var iegiit, nemot urnu ar 2 vienadam loditém —
uz vienas uzrakstits "cipars", uz otras — "g€rbonis". Mongtas meSana ir
lidzvertiga lodites vilkSanai no urnas. Abu lodiSu izvilkSana ir vienadi
iesp&jama, tatad gan ciparam, gan g€rbonim japieraksta viena un ta pati
varbiitiba 1/2. Un tieSam, ja ilgi met mong&tu, var ieverot, ka cipars un gérbonis
krit aptuveni vienadi biezi — uz katru iznak vidgji 50% metienu.

Vel viens piemérs. Kada varbiitiba, ka, metot sp€lu kaulinu, uzkritis cipars,
kur$ dalas ar 3? Kaulina meSanai var biit sesi iznakumi — 1, 2, 3, 4, 5, 6. Ta
vieta varam iedomaties urnu ar 6 loditem, uz kuram uzrakstits katrai savs
cipars. Ar 3 dalas tikai 3 un 6; nokrasosim §ts lodites melnas, pargjas atstajot
baltas. Urna tatad ir 6 lodites, no tam 2 melnas. Varbutiba izvilkt melnu loditi
tapec ir 2/6 = 1/3. Tada pati ir varbutiba pie kaulina meSanas uzkrist skaitlim,
kurs dalas ar 3.

Un beidzot, atgriezisimies pie uzdevuma, ko apliikojam 1.sadalas tresaja etidé
par kaulinu para meSanu. Kada varbiitiba, ka uzkritis summa 7? Kaulinu para
vieta var iedomaties urnu ar 36 loditeém, uz katras uzrakstits savs ciparu paris:
11, 12, 21,...,66. Nodz&sisim Sos ciparus, vieta uzrakstot to summas. Tad uz
katras lodites atradisies kads skaitlis no 2 lidz 12. Skaitlis 7 bis uz 6 loditém
(uz tam, uz kuram sakuma bija 16, 25, 34, 43, 52, 61). Tatad varbiitiba izvilkt
summu 7 iznak 6/36 = 1/6. Varbiitiba izvilkt summu 8§ ir tikai 5/36, jo skaitlis 8
ir uz 5 loditém no 36 36(26, 35, 44, 53, 62). Un tiesam, ja ilgi met kaulinus,
var ieverot, ka summa 7 krit biezak neka summa 8 un citas summas.

Tagad nebiis griiti formulét visparigo principu $adu uzdevumu risinasanai.
Noteikums, ka lodites urna ir pamatigi sajaukusas un ka lodite javelk,
neskatoties urna, garante, ka mums ir pilnigi vienads pamats sagaidit, ka tiks
izvilkta jebkura no loditém, kas atrodas urna. Visu lodisu izvilkSana ir vienadi
iesp&jama. Ja lodiSu urna ir pavisam 10, dabiski uzskatit, ka katra no tam var
tikt izvilkta ar varbiitibu 1/10 (summa iznak 1). Ja baltu lodiSu urna ir 5 (no
10), tad varbutibai izvilkt baltu jabut 5/10 = 1/2. Lidzigi jaspriez ar1 par€jos
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pieméros. Pieredze rada, ka apskatitaja veida izrékinatas varbiitibas arT ir tie
pastavigie skaitli, ap kuriem svarstas notikumu (baltas lodites izvilkSana,
summas 7 uzkri$ana un tml.) paradiSanas biezums garas "méginajumu" sérijas.
Tas ir svarigs dabas likums, bez kura varbiutibu teorijai nebuitu nekadas
praktiskas nozimes.

Tomér ne mazak skaidri jaapzinas, ka §is apgalvojums nav matematiski
pieradits fakts, bet cilvéces simtiem gadu pieredz€ no noverojumiem
izkristaliz€jusies parlieciba. No matematikas viedokla ta pareiziba nav
pieradita ne par vienu procentu vairak ka, pieméram, Nitona likums:
kermenis, uz kuru neiedarbojas ar€ji speki, kustas taisna virziena ar nemainigu
atrumu.

Visparinot apliikotos piemérus, nonakam pie $ada principa. Ja kadam
procesam, to atkartojot vienados apstaklos, var biit n vienadi iesp&jami

o : . . _ _ 1 -
iznakumi, tad katram no tiem pierakstama varbiitiba — . Ja m iznakumus (no
n

kopskaita n) pavada notikums A (pieméram, A = "uzkrit summa 7"). tad
notikumam A japieraksta varbiitiba m/n. Simboliski:

ko lasa "A varbiitiba" vai "varbiitiba priek§ A". Vardiem to médz formulét ar1
ta: notikuma varbiitiba vienada "labveéligo" iznakumu skaita attiecibai pret visu
(vienadi iespg€jamo) iznakumu skaitu. Nedomajiet, ka ta ir varbutibas jédziena
definicija. Seit aprakstita tikai varbiitibu aprékinasanas metode plasai
uzdevumu klasei — kad izdodas izdalit vienadi iesp&amu "pamatnotikumu"
sisteému.

3. Varbiitibu 1pasSibas

Jebkura notikuma varbiitiba ir reals skaitlis, kas atrodas starp 0 un 1:
0<P(4)<1

Tajos gadijumos, kad lietojama iepriek$€ja paragrafa aprakstita varbiitibu
aprékinasanas metode, P(A) izndk racionals skaitlis. Sajos gadijumos viegli
raksturot notikumus, kam P(A)=1 vai P(A)=0. Varbutibu 1 var pierakstit tikai
"obligatam" notikumam, piemé&ram, kaulina meSanas gadijuma: "uzkritis
cipars, kas mneparsniedz 6". Varbiitiba 0 pierakstama neiespéjamiem
notikumiem, piemé&ram, "uzkritis cipars 9".
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Aplikosim procesu, kas var dot n vienadi iespgjamus iznakumus; pienemsim,
ka m iznakumos paradas notikums A. Tad P(A)zﬂ . Bet lidzas A varam
n
aplikot notikumu "ne A" vai "nav A". Sis notikums (péc definicijas) paradas
tieSi tad, kad A neparadas, tatad n—m iznakumos no kopskaita n. Simboliski
"ne A" pienemts apziméet ar —A, tapec:
n—m

P(—A)= - =1—%=1—P(A)

DaZkart —A sauc arT par A pret€jo notikumu, tapéc var teikt, ka A pretgja
notikuma varbiitiba vienada A varbitibas papildinajumam lidz skaitlim 1.

Aplikosim tagad divus notikumus A un B, kuri var paradities viena un taja
pasa procesa. No A, B var izveidot divus saliktus notikumus "A vai B", "A un
B". Notikums "A vai B" (simboliski pienemts rakstit A+B) paradas, ja paradas
vismaz viens no abiem notikumiem (vai abi kopa). "A un B" (simboliski A‘B
vai vienkarSi AB) paradas, ja A un B paradas vienlaicigi. Ko var teikt par
varbiitibam P(A+B), P(AB), zinot P(A) un P(B)?
Izradas, ka

P(A+B) =P(A) + P(B) — P(AB).
Pieradijums. Pienemsim, ka procesam, kura var paradities notikumi A, B, ir
vienadi n iesp€ami iznakumi. Piepemsim ari, ka no Siem iznakumiem
notikums A paradas k gadijumos, bet notikums B paradas t gadijumos, bez
tam, A un B paradas vienlaicigi m gadijumos (dabiski, m<k un m=<t ).
Tas nozimé¢, ka

P(4)=5 p(B)=L P(4B)=2

n n n

Cik gadijumos paradisies A+B (t.1., A vai B)? Varbiit k+t gadijumos? DiemZgl,
summa k+t tie iznakumi, kuros A un B paradas kopa, ieiet divreiz (vienreiz pie
k, otrreiz pie t). So iznakumu skaits ir m, resp., summa k+t satur m "liekas"
vienibas. Tatad A+B paradas k+t—m iznakumos un

ko ar1 vajadzgja pieradit.

Sis pieradijums kliist uzskatamaks, ja situaciju attélo zZimgjuma:
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| A+B |

Notikumus A, B sauc par nesavienojamiem, ja tic nekad neparadas kopa.
Piemé&ram, metot moné&tu, cipars un gérbonis nevar uzkrist reize. Ja A, B ir
nesavienojami, tad, protams, P(AB)=0 un tatad

P(A+B) = P(A) + P(B).

So pédéjo vienadibu sauc par varbitibu saskaitiSanas likumu:
nesavienojamu notikumu summas varbiitiba vienada atsevisko notikumu
varbiitibu summai.

Ieprieksgja sadala mes aplikojam lodiSu vilkSanu no urnas, kura bija 10 lodites
(5 baltas, 3 melnas un 2 sarkanas). Zinot, ka notikumam A "tiks izvilkta balta
lodite" un notikumam B "tiks izvilkta melna lodite", varbutibas ir attiecigi
P(A)=5/10 un P(B)=3/10, un, ievérojot, ka A un B ir nesavienojami, m&s
uzreiz varam rakstit:

P(A+B)=i+i=ﬁ

10 10 10
Notikums A+B Seit nozimé "tiks izvilkta balta vai melna lodite". Pret€jais
notikums —(A+B) Sai gadijjuma nozimé "tiks izvilkta sarkana lodite". Ta

varbutiba

P(=(4+B))=1-P(4+B)=1->=2
10 10
Saja vienkar$aja uzdevuma, protams, nebija vajadzibas lietot rékinasana
varbiitibu saskaitiSanas likumu u.c. kartulas. Visas varbiitibas var&ja aprékinat
tiesi. Toties sarezgitakos uzdevumos tada tieSa rékinaSana ne vienmér bis
iesp&jama.
Piezime. SaskaitiSanas likumu viegli pieradit ne tikai diviem, bet arT jebkuram
citam skaitam notikumu Al, A2, v Ak' NepiecieSams tikai, lai Sie notikumi

piedalitos viena procesa un lai nevieni divi no tiem nebiitu savienojami. Tad:
P(AtA,H.+A) =P(A)) + P(A)) + ... T P(A)).
2.uzdevums. Pienemsim, ka tris notikumi A, B, C piedalas viena procesa un

ka mums zinamas varbitibas P(A), P(B), P(C), P(AB), P(AC), P(BC),
P(ABC). Ka aprekinat varbiitibu P(A+B+C)?
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Nelasiet talak, neatrisinajusi So uzdevumu.

Tagad jis redzat, ka notikumu summam varbiitibas varétu aprekinat itin viegli,
ja més prastu rekinat varbiitibas notikumu reizinajumiem. Diemzel vispariga
gadijuma rékinat varbiitibas reizinadjumiem nebiit nav vieglak ka summam.

Ir zinams tikai viens specials gadijums, kad notikuma AB varbiitibu var viegli
izrékinat, zinot varbiitibas P(A), P(B). Tas ir gadijums, kad A un B ir
neatkarigi notikumi, t.i., kad A paradiSanas vai neparadiSanas nekadi
neietekmé B paradiSanas apstaklus, un otradi, B nekadi neietekmé A.

Piemérs. Dotas divas urnas, no kuram vienlaicigi velk pa vienai loditei, A =
"no pirmas urnas izvilks melnu loditi", B = "no otras urnas izvilks melnu
loditi". Skaidrs, ka — notiks A vai nenotiks — tas nekadi neizmaina B iesp&jas
notikt vai nenotikt. Un otradi, B neietekmé A iespgjas notikt. Seit notikumi A,
B ir neatkarigi.

Piemérs. No vienas un tas pasas urnas izvelk vispirms vienu un p&c tam
(neatliekot pirmo atpakal) — otru loditi. A = "pirma izvilkta lodite biis
melna", B = "otra izvilkta lodite biis melna". Sie notikumi jau vairs nav
neatkarigi, jo, pieméram, A paradiSanas samazina B izredzes (melno lodisu
urna kluvis par vienu mazak!). Toties, ja pirmo izvilkto loditi atliktu atpakal un
urnas ripigi samaisitu, tad tie pasi notikumi A un B biitu jau neatkarigi, jo A
vairs neietekmétu B (un B neietekmé A, jo pats notiek vélak par A!).

Paradisim tagad, ka rekinat P(AB), ja A, B — neatkarigi notikumi un varbiitibas
P(A), P(B) ir zinamas. Pienemsim, ka notikums A piedalas procesa, kam ir n,
vienadi iespjami iznakumi, no tiem m, iznakumi dod notikumu A. Notikums
B piedalas cita, neatkariga procesa, kuram ir n, vienadi iesp&jami iznakumi,
no tiem m, dod notikumu B. Aplikosim tagad saliktu procesu, kur§ sastav no
abiem iepriek§ minétajiem. Acimredzot §im saliktajam procesam ir n;n, dazadi
(vienadi iespgjami) iznakumi, jo katrs no n, pirma procesa iznakumiem var
kombingties ar jebkuru no n, otrda procesa izndkumiem. Cik no Siem

saliktajiem n n, iznakumiem dos notikumu AB, t.i., A un B vienlaicigi? Ta ka

n
172
abi procesi ir neatkarigi, tad tie m, pirma procesa iznakumi, kas dod A, pilnigi
brivi kombingjas ar tiem m, otra procesa iznakumiem, kas dod B. Kopa sanak

m m, kombinacijas. Tatad no n;n, salikta procesa iznakumiem m;m, dod

iznakumu AB. Simboliski:
mym, _m; m, _

P(AB)=—
nn, ngn,

P(A)P(B)

Esam ieguvusi t.s. varbiitibu reizinaSanas likumu: neatkarigu notikumu
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reizinajuma varbiitiba vienada atsevisSko notikumu varbiitibu reizinajumam. So
likumu més te izvedam divu notikumu gadijumam. Jums nebiis gruti
parliecinaties, ka likums

P(AA,..A) =P(A) P(A,) ... P(A))

derigs jebkuram skaitam k, ja vien notikumi AL A, o AL ir neatkarigi, t.i., ja
neviena notikuma paradiSanas vai neparadiSanas neietekmé citu notikumu
paradiSanas apstak]us.

—_n

Piemers. Met divus sp€lu kaulinus reizé. A = "uz pirma kaulina uzkritis cipars
1", B = "uz otra kaulipa uzkritis cipars 6". A+B nozimé "uz pirma 1 vai uz otra
6". Mg@s jau zinam, ka

P(A+B) =P(A) + P(B) — P(AB).
Zinam ari, ka P(A)=P(B)= 1/6. Atliek atrast P(AB). Notikumi A, B ir
neatkarigi (pardomajiet to!), tatad:

11_1
P(AB)=P(A)P(B)=——==—
(4B)=P(4)P(B)= ==
Rezultata:
P(A+B)=l+l—i=£ :
6 6 36 36

So varbiitibu vargja aprekinat ari tie§i: no 36 vienadi iesp&jamiem ciparu
pariem notikumu A+B dod 11 pari:

11,12, 13, 14, 15, 16, 26, 36, 46, 56, 66,
tatad P(A+B) = 11/36, kas sakrit ar "teorgtisko" iznakumu.

3.uzdevums. Tris reizes péc kartas tiek mesta monéta. Kada varbiitiba, ka
vismaz vienu reizi uzkritts cipars? Tiek mesti tr1s sp&lu kaulini reizé. Kada
varbiitiba, ka uzkritis vismaz viens skaitlis, kas lielaks par 2?

4.uzdevums. Jefreitors X trapa mérki vidgji 67 gadijumos no 100. Cik reizes
vinam jaizSauj, lai varbiitiba "trapit meérki vismaz vienreiz" biitu ne mazaka
par 0,992 So uzdevumu var reducét uz urnu ar loditém: jefreitors X velk
lodites no urnas, kura ir 100 lodites (67 sarkanas un 33 baltas). P&c katras
vilkSanas loditi ieliek atpakal urna un urnas saturs tiek samaisits.

5.uzdevums. Urna ir 1000 lodites, sanumurétas ar skaitliem 1, 2, 3, ..., 1000.
Kada varbiitiba, ka, velkot vienu loditi, uz tas bus pilna pakape (t.i., vesela
skaitla kvadrats, kubs, ceturta pakape utt.)?
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4. Kombinatorikas lietoSana varbitibu teorija

Monétu met 10 reizes péc kartas. Kada varbiitiba, ka cipars uzkritis tiesi 4
reizes? So uzdevumu griiti atrisindt ar tieu skaitianu, jo te ir 210 =1024
vienadi iesp&jami iznakumi (tiesi tik ir ciparu un gérbonu virkniSu garuma 10).
Izradas, ka no Siem 1024 iznakumiem tieSi
10-9-8-7
4-3-2-1

dod Cetrus ciparus (un seSus gérbonus). Tatad mekléta varbitiba ir aptuveni
0,205.

Sastadit sarakstu no visiem 210 gadijumiem, kad uzkrit 4 cipari, biitu parak
apgriitinosi. Bet, ja 10 metienu vieta nemtu 20, tad sarakstu sastadit vispar
nebutu fiziski iespgjams. Tomer, ka redzat, skaitli 210 varga ieglt arl
vienkarsaka cela — ka izteiksmes

210

10-9-8-7

4-3-2-1
vertibu. Izstradat metodes, kuras lauj visu gadijumu uzskaitiSanu aizstat ar
vienkarSakiem aprékiniem — tas ir 1IpaSas matematikas nozares —

kombinatorikas uzdevums. Atcerésimies galvenos kombinatorikas rezultatus.
1. Ja doti n dazadi priekSmeti, tos var izvietot viena rinda n!=n(n—1)(n-2)...2-1
veidos (n! lasa "en faktorials"). Pieméram, 4!=4-3-2-1=24.
2. Ja alfabéta ir k burtu, tad no tiem var izveidot pavisam k™ dazadu vardu
garuma m. Pieméram, ja alfabéts sastav no 0 un 1, tad iesp&ami 23 =8 dazadi
vardi garuma 3:

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111.
3. No kopas, kas sastav no n dazadiem priekSmetiem, jaizvélas m priekSmeti
( 0<m=n ). Cik veidos to var izdarit? Teorija atbild:
(n=1)...(n—m+1)

m n
C =y
! m(m—1)...1

veidos. (Simbolu Cnm lasa "kombinacijas no n pa m.) Pieméram:
4 _10-9-8-7
Y 4-3-241
Seit gan saucgja, gan skaititaja ir 4 (t.i. m) reizinataji, skaititaja reizinajums
sakas ar 10 (t.i. ar n).

C 210 .

4. Kombinaciju 1pasibas:
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Cnm — Cnn—m
(Seit der art m=0, jo Cn0 =1 péc definicijas),
0 1 _
C, +C +..+C"=2"

Pirma 1pasiba dazreiz lauj vienkarSot aprékinus: piemeram, tiesa veida rékinot:
7 _10:9-8-7-6-5-4 _

C,= =120
v 7-6-5-4-3-2-1 ’
bet, izmantojot pirmo Tpasibu:
10-9-8
Cu=Cu=351 1%

Atgriezisimies tagad pie uzdevuma, ar kuru sakas $1 sadala. Desmit reizes péc
kartas met monétu. Kada varbiitiba, ka uzkritis tieSi Cetri cipari (un sesi
geérboni)? Apzimésim ciparu ar 1 un gérboni ar 0. Desmit metienu rezultatu tad
var pierakstit ka nullu un vieninieku virkniti (t.i., ka vardu alfabéta, kurs sastav
no diviem burtiem: 0 un 1), piem&ram: 0010111010. Visas sadas virknites ir
vienadi iesp&jamas. To kopskaits ir 210 =1024 (sk. pieminéto otro
kombinatorikas rezultatu). Lai aprékinatu prasito varbiitibu ("bis 4 cipari"),
atliek saskaitit, cik virknites no visam 1024-am satur tie$i 4 vieniniekus. Sadu
virkniSu bus tik, cik veidos no skaitliem 1, 2, ...,10 var izv€l&ties Cetrus
skaitlus (to vietu numurus virknit€, kuras jabiit vieniniekiem), t.i.,

. 10-9-8-7

Ci=27°2"'_
v 4.3.2-1

210
Meklgjama varbiitiba tapec ir
210 0,205
1024
(Varbutibu parasti ieteicams izteikt tuvinata decimaldala, ta var labak novertet
tas lieclumu, salidzinot ar citam varbiititbam.)

Nedaudz griitak ir risinat Iidzigu uzdevumu spélu kaulina meSanai: kada
varbiitiba, ka 10 kaulina metienu rezultata uzkritis tieSi 4 seSinieki (un 6
"neseSinieki")? Art Seit meés katra metiena rezultatu varam atzimét ar ciparu 1
(uzkritis seSinieks) vai O (uzkritis "neseSinieks"). Desmit metienu serijas
rezultatu ari var pierakstit ka ciparu virkniti X, X, ... X, (Seit katrs x, ir 0 vai

1). Notikums B = "10 metienos uzkritis tiesi X X, ... X;," ir reizinajums no 10

notikumiem Al’ Az, Ay b A kur

10°

A, = "i-taja metiena uzkritis x;".
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Skaidrs, ka P(A;)=1/6, ja x=1 un P(A,)=5/6, ja x,;=0. Bez tam notikumi A, ir
sava starpa neatkarigi (tie paradas dazados metienos!). Tatad:

1,5
P(B)=P(AA,..A ;) =P(A) P(A) .. P(A,) = <g) '<g) ,
kur k — vieninieku skaits virknité, t — nullu skaits taja. Notikums C = "10

metienos uzkritis 4 vieninieki un 6 nulles" ir summa no 210 nesavienojamiem
notikumiem B, kur a ir jebkura virknite, kas satur tie$i 4 vieniniekus un 6

nulles (8adu virkniSu ir pavisam 210). Visiem a:

tapec, pielietojot varbiitibu saskaitiSanas likumu (3.sadala), iegtistam:

1,5

P(C)=210-(=) (=) ~0,054

6" 6
6. uzdevums. Vispariniet So spriedumu, apliikojot procesu, kura notikums A
paradas ar varbitibu p ( 0<p<1 ). Pieradiet, ka atkartojot So procesu n
reizes (n>1), notikums A paradisies tieSi m reizes ( 0<m<n ) ar varbiitibu
C,p"(1-p)™ ™

7. uzdevums. Monétu met 10 reizes. Kada varbitiba, ka uzkritis vismaz 3
gerboni? Spélu kaulipu met 5 reizes. Kada varbiitiba, ka uzkritis tieSi 2
seSinieki? Vienlaicigi met tris moné&tas un tris sp€lu kaulinus. Kada varbiitiba,
ka uzkrituso gerbonu skaits sakritis ar uzkrituso sesinieku skaitu?

8. uzdevums. Septini grenadieri izklaidgjas, Saujot mérki. Pavisam doti 3
meérki. Uz katru mérki grenadieri Sauj visi reizé (vienu $avienu katrs). Tr1s no
viniem médz trapit vidéji 70 gadijumos no 100, pargjie Cetri — 60 gadijumos
no 100. Kada varbiitiba, ka vismaz viens no mérkiem paliks nesaSauts?

5. Nosacitas varbiitibas

Divus notikumus A, B m@s nosaucam par neatkarigiem, ja process, kura
paradas A, neietekmé ta procesa apstaklus, kura var paradities B, un otradi. Sis
noteikums ne vienmer izpildas.

Piemeérs. Urna ir 10 lodites: 3 baltas un 7 melnas. Izvilksim no urnas vispirms
vienu loditi un péc tam (neatlickot pirmo atpakal) — otru. Aplukosim divus
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notikumus:
A ="pirma izvilkta lodite ir balta",
B = "otra izvilkta lodite ir balta".

Ja notikums A ir iestdjies, tad urna palikusas 2 baltas un 7 melnas lodites, un
varbiitiba p&c tam izvilkt baltu loditi (t.i., notikuma B varbutiba) ir 2/9. Toties,
ja iestajies notikums "ne A" (t.i., pirma izvilkta lodite bija melna), tad urna
palikusas 3 baltas un 6 melnas lodites, tatad Sai gadijuma B paradas ar
varbiitibu 3/9. Ka redzat, notikuma B paradiSanas apstakli ir atkarigi no ta, vai
notikums A iestajies vai né.

Varbiitibu, ka notikums B paradisies pie nosacijuma, ka paradijies notikums
A, apzim@sim ar P(B|A) (lasa "B varbiitiba, ja A"). Miisu pieméra P(B|A)=2/9.
Analogiski, P(B|—A)=3/9 (atcerésimies, ka —A apzimé notikumu "ne A"). Abas
S§1s nosacitas varbiitibas atSkiras no notikuma B pilnas varbiitibas P(B)
(ieprieks€jos paragrafos més aplukojam tikai pilnas varbiitibas).
Varbiitibu P(B) miisu pieméra var aprékinat $adi. Sanumur&sim visas 10
lodites ar skaitliem 1, 2, ...,10, numuri 1, 2, 3 lai tiek baltajam lodit€ém. Divam
secigam lodiSu vilk§anam no urnas (pirma izvilkta lodite netiek likta atpakal)
ir §adi vienadi iesp&jami iznakumi:

(1,2) (1,3) (1,4)... (1,10)

(2,1)(2,3) (2,4)... (2,10)

(3,1)(3,2) 3,4)... (3,10)

(10,1) (10,2) (10,3)... (10,9).

Kopa tatad ir 10-9=90 iznakumu. Cik no tiem dod notikumu B ("otra lodite
balta")? Jasaskaita, cik pariem tabula otrais skaitlis ir 1, 2 vai 3. Pirmaja rinda
tadu paru ir divi, otraja un treSaja rinda — ar1 pa divi, pargjas septinas — pa tris.
Tatad kopa 3-2+7-3=27, un més iegiistam
_27_3

90 10 °
Salidzinasim P(B) ar P(B|A) un P(BJ|A). Vispirms

P(B)

P(B|A)=§<%:P(B)

Tatad notikuma A paradiSanas samazina B izredzes notikt. Ta arT vajadzgja
iznakt — A tacu "iznem no apgrozibas" vienu baltu loditi. Talak,

P(Bl-4)=3>=>=P(B)
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Notikuma —A paradiSanas (t.i., A neparadiSanas) palielina B izredzes notikt. Te
ar1 izpauzas notikumu A, B atkariba. Ja Sie notikumi bitu neatkarigi, tad tacu
butu jaiznak

P(B|A) = P(B[-A) = P(B),
jo A vai —A paradiSanas te nedrikst ietekmet B izredzes paradities.

Zinot varbiitibas P(A) un P(B|A), viegli aprékinat varbiitibu P(AB), t.i.
varbitibu, ka A un B paradisies kopa. Tas ir dabiski, jo AB paradas, ja paradas
A, un tad — pie nosacijuma, ka A jau ir paradijies — paradas B. Pieradisim, ka

P(AB)=P(A)P(B|A).

Pienemsim, ka notikums A paradas m iznakumos procesa, kam pavisam ir n
vienadi iesp&jami iznakumi. Tatad P(A)=m/n. Pienemsim, ka katram $§1
procesa iznakumam seko otrs process, kam ir t vienadi iesp&jami iznakumi, pie
tam tajos gadijumos, kad pirma procesa iznakums dod notikumu A, no Siem
iznakumiem k iznakumi dod notikumu B. Tatad P(B|A)=k/t.

Aplikosim tagad saliktu procesu, kura darbojas abi tikko minétie procesi kopa.
Sim "lielajam" procesam ir pavisam nt vienadi iesp&jami iznakumi (katrs
pirma procesa iznakums kombingjas ar t otra procesa iznakumiem). No Siem nt
iznakumiem notikums AB (t.i., "A kopa ar B") paradas mk iznakumos (m
pirma procesa iznakumi, kuri dod A, kombingjas katrs ar tiem k otra procesa
iznakumiem, kuri dod B pie nosacijuma, ka A jau bija). Tatad:
P(4B)="K_" K _ p(4)pP(B|4)
nt n t

v

So formulu arT sauc par varbitibu reizinaSanas likumu. TreSaja sadala més
par varbiitibu reizinaSanas likumu nosaucam formulu

P(AB)=P(A)P(B),

kur notikumiem A, B bija jabiit neatkarigiem. Te nav nekadas pretrunas, jo
gadijuma, kad A un B ir neatkarigi, pirmaja formula biis P(B|A)=P(B), un tas ir
nupat iegitas formulas specialgadijums.

9. uzdevums. Pieradit t.s. pilnas varbitibas formulu:
P(B) =P(A)P(B|A) + P(—A)P(B|-A).

Zinot So formulu, atgriezisimies pie §is sadalas sakuma minéta uzdevuma:
urna ir 3 baltas un 7 melnas lodites, vispirms no urnas izvelk vienu loditi, péc
tam (neatliekot pirmo atpakal) — otru. Apliikosim notikumus:

A = "pirma izvilkta lodite bis balta",
B = "otra izvilkta lodite biis balta".

Misu uzdevums — aprékinat P(B) (notikuma B pilno varbitibu), izmantojot



19

nosacitas varbiitibas P(B|A), P(B|—A), ko var viegli aprékinat:
=g P~ A)=15 P(Bl4)=5 P(Bl-4)=

P4
(4) 10 9
P&c pilnas varbiitibas formulas:

O | W

32+7327 3
10 9 10 9 90 10

Sadalas sakuma mes to pasu varbiitibu ieguvam, tiesi saskaitot gadijumus, kad
B var paradities.

P(B)=

Analogiski var pieradit arf visparigaku formulu: ja A, A,, A5, ..., A ir

nesavienojami notikumi, kuru summas varbiittba ir 1, tad jebkuram
notikumam B:

P(B)=P(A)P(B|A)) + P(A,)P(B|A,) + ... + P(A)P(BIA).
(Sal. ar 9. uzdevumu, kur s=2, A=ALA, =—A.)

No varbiitibu reizinaSanas likuma izriet arT $ada metode varbiitibas P(ABC)
aprékinasanai:
P(ABC)=P(AB)P(C|AB)=P(A)P(B|A)P(C|AB).

Jums nebis griiti iegtit [idzigu formulu priek§ P(ABCD) utt. Visas §is formulas
nepiecieSamas sekojos$o uzdevumu risinasanai.

10. uzdevums. Urna ir 20 lodites (12 baltas, 8 melnas). Jis izvelkat no urnas
vispirms vienu loditi, p&c tam (neatliekot pirmo atpakal) — otru, p&c tam (neko
neliekot atpakal) — vél vienu. Kada varbiitiba, ka visas tris lodites biis baltas?
Kada varbutiba, ka baltas bus vismaz divas lodites?

11. uzdevums. Papira sloksniti, uz kuras rakstits ABRAKADABRA, sagriez
atsevisSkos burtos. Iegtitos kvadratinus saber kaudzg, labi samaisa un tad izvelk
no tiem 4 péc kartas (neatliekot nevienu atpakal). Kada varbiitiba, ka tiks
ieglits vards DABA? Kada varbitiba, ka no izvilktajiem kvadratiniem vares
sastadrt vardu DABA?

6. Beijesa formula

Pavadot svétdienas atvalindjumu pilséta, jefreitors Jozefs Sveiks vidgji viena
gadijuma no diviem atgriezas iedzéris. Skaidra prata Sveiks médz trapit merki
vidgji 60 gadijumos no 100, bet iedzeris — tikai 20 gadfjumos no 100. Kartgjo
reizi Sveikam atgriezoties no pilsétas, virsleitnants Luka$s liek Sveikam
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divreiz izSaut mérki, jo vinam ir radusas aizdomas, ka Sveiks dzgris. Sveiks
abas reizes aizSauj garam. Kada varbutiba, ka Soreiz Sveiks tieSam ir
piedzeries?

Pirmaja bridt Skiet, ka varbiitiba vienada ar 1. Bet ta tas, protams, nav. Mums
te ir dariSana ar diviem notikumiem:

A —"Sveiks divas reizes aizSauj garam",
B — "Sveiks ir piedzgries".

Uzdevums ir aprékinat B varbitibu pie nosacijuma, ka iestajies notikums A,
t.i., jaaprékina varbiitiba P(B|A). Ka to izdarit? No kadas formulas? Varbitiba
P(BJA) ieiet formula

P(AB)=P(A)P(BJ|A).
No §is formulas to varétu aprékinat, ja butu zinamas varbitibas P(AB) un
P(A).
P(AB) rékinasana prasa zinamu viltibu: vajag ieverot, ka ne tikai
P(AB)=P(A)P(BJA), bet ari
P(AB)=P(B)P(A|B).
Ta ka Sveiks atnak no atvalinajuma piedzéries vidgji pusé gadijumu, tad
P(B)=1/2. Ari varbutibu P(A|B) aprékinat nav griiti. Varbiitiba, ka Sveiks,
budams iedz&ris, netrapis, Saujot vienreiz, ir 4/5 (sk. uzdevuma formul&jumu).
Tapéc varbiitiba, Saujot divreiz, netrapit nevienu reizi, ir (4/5)* (atcerieties
varbiitibu reizinaSanas likumu, $avieni tacu ir neatkarigi!). Savelkot kopa:
1,47 8
P(AB)=P(B)P(A|B)==-(=) =—
(48)=P(8) Pl4lB)=1-(3) =2
Tagad, lai no formulas P(AB)=P(A)P(B|A) aprekinatu P(B|A), atliek atrast
P(A). St varbiitiba jarékina p&c pilnas varbiitibas formulas:
P(A)=P(B)P(AB)+P(—B)P(A|-B).

Pirma saskaitama verttba mums jau zinama: 8/25. Parliecinieties pa$i, ka
P(—B) =1/2 un P(A|-B)= (2/5)2. Tatad otra saskaitama vertiba ir 2/25 un tapec
P(A)=10/25. Rezultata

P(4B)_8 10
P(4) 25 25

Tas nozime, ka SauSanas rezultata iegiita informacija stipri palielina
virsleitnanta LukaSa aizdomas: vidgji Sveiks piedzeras pusé gadijumu, bet
varbiitiba, ka vin$ piedzeries tieSi Soreiz, ir jau 0,800. Tom&r neveiksmiga
SauSana (divas reizes garam!) pilnigi neizslédz iesp&ju, ka Sveiks Soreiz ir
atgriezies skaidra — varbitiba, ka ta ari ir, vienada 0,200 (lielaka neka

P(B|4)= =0,800 .
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varbitiba uzkrist seSiniekam, metot sp&lu kaulinu!).

Seit aprakstito varbatibas P(B|A) aprékinasanas metodi var uzrakstit ar vienu
formulu:

P(B)P(A|B)
P(B)P(A|B)+P(-B)P(4-B) °
Par godu anglu garidznickam Tomasam Beijesam (Thomas Bayes,
~1701-1761), kura pétijumi veicinaja varbiitibas jeédziena precizéSanu, $o
formulu tagad pienemts saukt par Beijesa formulu.

P(BVA)=

Beijesa formulu lieto $ados gadijumos. Pienemsim, ka mums zinams, cik biezi
dotaja eksperimentd paradas notikums B, t.i., zinama varbiitiba P(B).
Pienemsim ari, ka més zinam, ka notikuma B paradiSanas vai neparadiSanas
ietekm@ notikuma A izredzes paradities, t.i., uzskatisim, ka zinamas varbutibas
P(AB) un P(A|-B). Ja tagad péc kart€ja eksperimenta mums pazino, ka
paradijies notikums A (bet nesaka neko par B paradisanos), tad Beijesa
formula lauj aprékinat varbiitibu P(B|A), t.i., varbiitibu, ka tieSi Soreiz B ir
paradijies.

Varbutiba P(B) atspogulo vidéjos datus par B iestasanas biezumu
eksperimentos. Neko nezinot par kartéja eksperimenta rezultatiem, més esam
spiesti uzskatit, ka Soreiz B var bt paradijies ar varbutibu P(B). Toties zinot,
ka Soreiz paradijies notikums A, t.i., sanemot papildu informaciju par kartgja
eksperimenta rezultatiem, Sai gadijuma mes varam precizet varbiitibu, ka B var
biit paradijies tiesi Soreiz. So varbiitibas precize$anu ar veic Beijesa formula.

12. uzdevums. Kada procesa var paradities notikums A un notikumi H,, H,,
H,, pie tam pe&dgjie tris notikumi ir nesavienojami (t.i., divi no tiem nekad
neparadas kopa) wun to varbiittbu summa vienada ar 1, ti.,
P(H))+P(H,)+P(H,)=1. Pieradit, ka tad jebkuram i=1, 2, 3 der formula:
P(H,)P(A|H,)
P(H,)P(A|H,)+P(H,)P(4|H,)+P(H,)P(4H;)

P(H|A)=

Ar1 So formulu sauc par Beijesa formulu. (Ieprieks tika aplukots gadijums, kad
ir tikai A, H, un H,, kur H,=B un H2=—B.)

13. uzdevums. Urna ir 2 baltas, 3 melnas un 5 sarkanas lodites. Jums
neredzot, es izvelku no urnas vienu loditi. P&c tam Jus izvelkat no urnas otru
loditi (pirma netiek likta atpakal), ta izradas melna. Kada varbiitiba, ka pirma
izvilkta lodite bija: 1) balta, 2)melna, 3) sarkana?
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7. Gadijuma lielumi

Dazadu procesu rezultati parasti satur ari skaitlisku informaciju. Pieméram,
spelu kaulina meSanas rezultats ir viens no skaitliem 1, 2, 3, 4, 5, 6. Metot
divus kaulinus reizé, iegiita summa ir skaitlis no 2 lidz 12. Saujot mérki,
rezultats ir skaitlis no 0 1idz 10, utt.

Sadas situacijas pienemts runat par gadijuma lielumiem, un apzimét tos ar
burtiem, tapat ka mainigos. Ta, metot sp€lu kaulinu, uzmestais punktu skaits ir
gadijuma lielums K, kas pienem vertibas no 1 [idz 6 ar vienadam varbutibam:

m_ 1 2)3]4]s s

1/6

P(K,=m)

1/6

1/6

1/6  1/6

1/6

So tabulu piepemts saukt par gadijuma lieluma K, varbutibu sadalfjumu.
Pieraksts P(K; = m) nozime "varbutiba, ka K, vienads ar m". Pieméram: P(K,
=6)=1/6.

Sada pieraksta nav neka neparasta: vienadiba K, = 6 ir notikums, kas kaulina
mesSanas procesa var notikt vai nenotikt. Tikpat dabiski biitu rakstit arT ta:

4 2

P(K,<4)=1—-P(K, =5)—P(K, = 6) =

6 3
P(K, dalas ar 3) = P(K, = 3) + P(K, =6)= 2=+
1 1 1 6 3
l.sadala (tresa etide) més aplukojam gadijjuma lielumu K, — punktu summu,

kas rodas, metot divus sp€lu kaulinus reiz€. Pie tam mes konstatgjam, ka
lieluma K, varbitibu sadaltjums ir $ads:

m 2 3 4.5 6 7 8 9 100 12
P(K,=m) 1/36 1/18 1/12 1/9 5/36 1/6 5/36 1/9 1/12 1/18 1/36

Tap€c mes varam rakstit ar1, piem&ram, ka:

5
P(K27£7): ~
6
1 5§ 5_5
P(K,~7|>1)= 1———=- =2
(Ky=71> 1) 6 36 36 9

Misu treSajam gadijuma lielumam
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S A = "trapito punktu skaits, $ave€jam A vienreiz Saujot merk1"
varbiitibu sadalfjums ir atkarigs no A meistaribas. So sadalfjumu var novertst
tikai tuvinati, apkopojot Sausanas rezultatu statistiku.

Pienemsim, ka m&s esam $o statistiku apkopojusi diviem $av&jiem — A un B,
pie tam rezultati ir $adi:

om0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
‘P(SA= m)‘0,0Z‘ o,osHo,os‘ 0,10H 0,15‘ 0,20‘ 0,20‘ 0,10‘ 0,07‘ 0,05‘ 0,03‘

‘ P($,=m) ‘

0,01‘

0,01H 0,04 ‘

0,10H 0,25 ‘

0,30 ‘

0,18‘

0,05 ‘

0,03 ‘

0,02‘

0,01‘

(Sis piemérs aizgtts no A. un I. Jaglomu gramatas [1973]). Kur$ no abiem — A
vai B jauzskata par labaku sav&ju? KurS sacensibas iegiis augstaku vietu?
Nelasiet talak, nepaméginajusi patstavigi atbildét uz $o jautajumu.

Manuprat, varétu spriest ta. Savéjs A no katriem 100 §avieniem vidgji 2 reizes
trapa "plava", vidgji 3 reizes — vieninieka, 5 reizes — divnieka, utt,. 3 reizes —
desmitnieka. Kopa sanak vidgji

2:0+3-1+5-2+10-3+15-4+20-5+20-6+10-7+7-8+5-9+3-10=524.

Tatad, Saujot 100 reizes, A iegls videji 524 punktus. Tagad vidgjais B
rezultats:

1-0+1-1+4-2+10-3+25-4+30-5+18-6+5-7+3-8+2-9+1-10=484.
Actmredzot, B ir sliktaks $avejs: sacensibas A ieglst videji 524 punktus, bet B
— tikai vid&ji 484.
So aprékinu metodi var padarit neatkarigu no kopgja $avienu skaita (ja 100

Savienu vieta més gribétu aplikot 50 vai 200 Savienus, spriedumi tacu biitu
lidzigi). Ideja: aprékinat viena $aviena vid€jo rezultatu:

E(gA)ZO,OZ-O+O,O3- 1+...+0,03-10=5,24;
E(S5)=0,01-0+0,01-1+..+0,01-10=4,84.
Tatad $ave€js A ar katru Savienu iegiist "vid&ji" 5,24 punktus, bet B — 4,84
punktus. Tatad 50, 100 un 200 Savienu vidgjie rezultati butu attiecigi:
50-5,24=262; 50-4,84=242;
100-5,24=524; 100-4,84=484;
200-5,24=1048; 200-4,84=968.
Skaitlus E(S A E(SB) pienemts saukt par gadijuma lielumu S A SB vidéjam

vertibam. Tas, ka vidgjas vertibas iznak dalskait]i (kaut gan lielumi S A SB
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pienem tikai veselas vértibas), laikam miis nemulsina: ta tas me&dz but ar
visiem "vid€jiem" liclumiem (ja mans kaimin$ ir apédis vistu, tad "vid&ji"
katram no mums iznak pa pusvistai).
Vispariga gadijuma, ja gadijuma lielums X piepem vertibas a, a,, ..., a
attiecigi ar varbutibam p,, p,, ..., p,, (t.i., P(X = a,) = p, un, protams, p, +p, +...
+p, = 1), tad X videjo vertibu define sadi:
E(X)=p,a, tp,a, *..+p.a.

Ieverosim, ka vértibas a|, a,, ..., a_ varetu but arT vienadas (dazas vai pat
visas).
14.uzdevums. Gadijuma lielumam

K, = "punktu skaits, kas uzkrit, metot vienu spelu kaulipu"
vidgja vertiba iznak
E(K,)=1/6-1+1/6:2+1/6:3 + 1/6:4 + 1/6°5 + 1/6:6 = 1/6-(1+2+3+4+5+6) =
=1/6:(6:7)/2 =3,5.
Apréekiniet videjo vertibu lielumam

K, = "punktu summa, kas uzkrit, metot divus spelu kaulipus".
Pamgeginiet izdarit to pasu arf lielumiem K, K, utt.

St uzdevuma risinajums stipri vienkarsojas, ja taja izmanto gadijuma lielumu
summas jeédzienu. Ja kada procesa rezultata paradas divi gadijuma lielumi X,
Y, tad X+Y arT ir gadijuma lielums, kas paradas taja pasa procesa. Piemeram,
metot divus sp&lu kaulinus reizg, paradas divi gadijuma lielumi:

K' = "uzkritusais pirma kaulina punktu skaits",
K" = "uzkritusais otra kaulina punktu skaits".

Skaidrs, ka katra no sesam K' vértitbam "krit" ar varbiitibu 1/6, tapéc
E(K")=E(K,)=3,5. Analogiski ari E(K")=3,5. Ta ka K, =K'+K", tad ka bis ar

E(K,)? Vai tieSam
E(K,) = E(K') + E(K") = 3,5+3,5=7?
Teoréma. Ja divi gadijuma lielumi X, Y paradas viena procesa, tad
E(X+Y) = E(X)+E(Y).
Bez tam, ja a, b — jebkuri reali skaitli, tad E(aX+b) = aE(X)+b.
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Pieradijums. Piepemsim, ka min€tajam procesam ir pavisam n iznakumi i,,

i2= e in, kas paradas attiecigi ar varbutibam Py» Pys s Py UN ka pie iznakuma

1, (1=k<n) lielums X piepem vertibu x,, bet lielums Y — vertibu y, . Tad:
E(X)=p;x; tpyX, ... +p X,

E(Y)=p,y; T Py¥, T - T P,Yp

Lielums X+Y pie iznakuma i, pienem vertibu x, +y,, tapec

E(X+Y) = pl(xl—i-yl) + pz(xz—i-yz) + ..+ pn(xn—i-yn) = E(X)+E(Y),
ko arT vajadz€ja pieradit.
Teorémas otro dalu paméginiet pieradit patstavigi.

Secinajums. Ja gadijuma lielumi X, X, ..., X paradas viena procesa, tad
E(X +X,+.+X ) = B(X)) + E(X,) + ... + B(X ).
Atgriezisimies tagad pie uzdevuma aprékinat vid&o vertibu gadijuma

lielumam

K, = "punktu summa, kas uzkrTt, metot divus spelu kaulipus reize".
Ta ka K,=K'+K", kur E(K')=E(K")=3,5, tad saskapa ar tikko pieradito
teoremu: E(K,)=7. SprieZot lidzigi, iznak, ka jebkuram n:

E(K,) = 3,5n.

Tada veida, darbojoties ar vidgjam vértibam, daudzus uzdevumus var atrisinat
(vai vismaz — uzmin@t atrisinagjumu) vieglak neka tieSu aprékinu cela. Tas
nozimé, ka biis arT uzdevumi, kurus tiesa cela vispar nebis fiziski iesp&jams
atrisinat, bet vid&jo veértibu izmantoSana laus to izdartt.

Lidzigi summam, var méginat izmantot arT gadijuma lielumu reizinajumu: ja
X,Y ir gadijuma lielumi, kas paradas viena procesa, tad ari reizinajums XY
paradas taja pasa procesa. Izradas, ka vispar nemot, E(XY) nav vienads ar
E(X)E(Y). Tiesam, ja aplukojam viena sp€lu kaulina meSanu, un ievedam
lielumus X=K,unY=2K,, tad, no vienas puses:

E(X)E(Y) = 3,5:2:3,5 =24,5;
bet, no otras puses:

E(XY) =E(2K 2) = % -2 (1422432442452 +62) = 93—1:30,3

15.uzdevums. Aplikosim divu kaulinu meSanu un divus gadijuma lielumus
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K', K" (skat. ieprieks). Parliecinieties, ka E(K’K")ZE(K‘)E(K")ZG,5)2.

Kapeéc Soreiz reizinajuma vidgja vertiba iznaca vienada vidg&jo veértibu
reizinajumam? Izradas, ka visam pamata ir lielumu K', K" neatkariba (K'
atkarigs tikai no pirma kaulina, K" — tikai no otrd). Divus gadijuma lielumus,
kas paradas viena procesa, sauc par neatkarigiem gadijuma lielumiem, ja
viena lieluma pienemta vertiba nekadi neietekmé otra lieluma vertibas, un
otradi.

Ja X, Y — neatkarigi gadijjuma lielumi, tad jebkuriem skaitliem a, b notikumi
X=a, Y=Db ar1 bis neatkarigi, tapec

P(X=a un Y=b) = P(X=a)P(X=b).
[zmantojot So Ipasibu, varam pieradit mis interes€joso teorému.
Teoréma. Ja gadijuma lielumi X,Y paradas viena procesa un ir neatkarigi, tad
E(XY)=E(X)E(Y).
Pieradijums. Ieprieksgja pieradijuma apzZim&jumos:
E(X)=a,P(X=a,) + a,P(X=a,) +... + a P(X=a ),
E(Y)=b,P(Y=b, )+ b,P(Y=b,)+ ... + b P(Y=D ).
Sareizinot abas $§1s summas, no vienas puses, iegiisim E(X)E(Y), bet no otras
puses — summu no visiem iesp&jamiem reizinajumiem
a, P(X=a, )b P(Y=b,). (*)
Seit skaitli k, t neatkarigi viens no otra pienem vértibas no 1 lidz n. Saskana ar
minéto Tpasibu (jo lielumi X, Y ir neatkarigi), saskaitamais (*) biis vienads ar
a, b P(X=a, un Y=b, ).
Summgjot visus iesp&jamos $adus saskaitamos, mes ieglistam (p&c definicijas)
vidgjo vertibu E(XY). Tatad E(X)E(Y)=E(XY), ko ar1 vajadzgja pieradit.
Zinot $o teorému, ieprieks€ja uzdevuma risinajums kliist trivials.
16.uzdevums. Aplikosim monetas meSanu un gadijuma lielumu C = "n

metienos uzkrituso ciparu skaits". Parliecinieties, ka E(C,) :g

8. Dispersija. CebiSeva nevienadiba

Aplikosim divus gadijjuma lielumus X,Y, kuriem abiem ir vienada vidg€ja
vertiba: E(X)=E(Y)=a. Ja Sie lielumi nav pilnigi vienadi, ar ko tie var sava
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starpa atSkirties? Ka tulit redz&sim, loti butiska atsSkiriba var bit: cik biezi un
cik talu lielumi X,Y novirzas no savas vid€jas vertibas. Ja liecluma X veértibas
parasti atrodas tuvu vidgjai vertibai E(X), tad $1 vidgja vértiba ir labs lieluma X
raksturojums. Toties otrajam lielumam Y, ja tas biezi novirzas talu no savas
vidgjas vertibas E(Y), §1 vidgja vertiba ir vairs tikai loti tuvinats raksturojums.
Pieméram apliikosim divus $adus gadijuma lielumus:

m 1 2 3 4 5 6

PX=m) 1/12 1/12 1/3 1/3 1/12 1/12

P(Y=m) 1/6 @ 1/6 1/6 1/6 1/6 @ 1/6
Viegli parliecinaties, ka E(X)=E(Y)=3,5. Toties:

P(X-3,5|> 1) = % bet P(Y-3,5]> 1) = % .

Redzam, ka X (salidzinot ar Y) "cieSak turas" pie savas vid€jas vertibas 3,5.

Ka precizak izmérit gadijuma lieluma "izkliedes pakapi"? Pirma ideja, kas nak
prata: par gadijuma lieluma "izkliedes meéru" nemsim vidéjo X vertibas
attalumu no "centralas" vertibas E(X), ti.,, E(X—E(X)|). Jo mazaka ir

izteiksmes E(|X—E(X)|) veértiba, jo mazak lielums X "tiecas" novirzities no
E(X).

17.uzdevums. Apliikosim neatkarigus gadijuma lielumus G, Gy s Gy ey
katrs no tiem pienem vértibu 1 ar varbutibu p (0<p<1), un veértibu 0 — ar
varbitibu 1-p. Summu G,+G,+..+G  apzimesim ar S _. Zinot, ka E(S_)=np,

parliecinieties, ka:
E(|S; = pl) = 2p(1-p),
E([S, — 2p|) = 4p(1-p)max(p,1—p).
Vai Jums izdosies aprekinat ar1 E(|S; — 3p[)?

Ka redzat, "izkliedes mérs" E(|X—E(X)|) pat loti vienkarsas situacijas noved
pie parak sarezgitam formulam. ST neveiksme piespiedusi matematikus
izm&ginat citu "izkliedes méru":

DX)=E((X ~ E(X))"),
nosaucot to par gadijuma lieluma X dispersiju. Seit attaluma [X — E(X)| vieta

tiek nemts $1 attaluma kvadrats. ArT te var teikt: jo dispersija D(X) ir mazaka,
jo mazak X "tiecas" novirzities no savas vidgjas vertibas.

Izversot dispersijas definiciju, iznak, ka ja gadijuma lielums X pienem vértibas
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a;, 8y, ..., 4y A varbiitibam Py Doy -s Py (visu p; summa ir 1) tad

D(X)=p,(a, — E(X))? + py(a, — E(X))* + ... + p (a, —EX)%. (¥

Piezime. Tagad — datoru laikmeta "izkliedes méra" E(|X — E(X)|) "sliktas"
matematiskas IpaSibas vairs neliekas tik nopietns Skeérslis. Dators viegli
aprekinas ka D(X), ta E(|X — E(X)|). Varbiit, matematiku pienemtais lémums
tagad butu japarskata?

Izradas, ka D(X) aprekini gadijuma lielumiem S_ iznak stipri vienkarSaki.
Piemeram, aprékinasim D(S,). M@s jau zinam, ka E(S,)=p. Lielums (Sl—p)2
pienem divas vertibas:

(1-p)? — ar varbitibu p,

(0—p)? — ar varbatibu 1-p.

Tatad, pec definicijas:
D(S))=p(1=p)* + (1-p)p* = p(1=p)(1=p+p)=p(1-p).
Lidzigi spriezot: E(S,)=2p, bet lielums (Sz—2p)2 pienem 3 vertibas:

(2—2p)2 — ar varbtibu p2,
(1—2p)2 — ar varbiitibu 2p(1-p),
(0—2p)2 — ar varbiitibu (l—p)z.
Tatad:
D(S,) = p*(2-2p)* + 2p(1-p)(1-2p)* + (1-p)*(2p)* =

= 2p(1-p)(p-2(1-p) + (1-2p)* + 2p(1-p)) = 2p(1-p).
Ja velaties, varat parliecinieties, ka art D(S;)=3p(1—p) un vispar, visiem n>1:
D(S,) =np(1-p).

So formulu var iegiit daudz vieglak, ja ievéro, ka neatkarigu gadijuma
lielumu summas dispersija ir So lielumu dispersiju summa.

Teoréma. Ja XY ir neatkarigi gadijuma lielumi, kas paradas viena procesa,
tad

D(X+Y)=D(X)+D(Y).
Bez tam, jebkuriem redliem skaitliem a, b: D(aX+b)=a?D(X).

Teorémas pirmas dalas pieradijums balstas uz vienkarSu, bet svarigu lemmu.
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Lemma. Jebkuram gadijuma lielumam X:
D(X) = E(X?) — (EX))%,
t.i., lieluma dispersiju var iegiit, atnemot lieluma vidgjas vértibas kvadratu no
licluma X2 vidgjas vertibas.
Lemmas pieradijums.
D(X)=E((X-E(X))*) = E(X* - 2XE(X) + (E(X)) *) =
= E(X?) — 2E(OE(X) + (E(X))” = EX?) — (B(X))’,
ko arT vajadzgja pieradit.

Piezime. Starp citu, risinot praktiskus uzdevumus, lemmas dota formula
parasti ir labakais dispersijas aprékina panémiens. TieSam, ja X pienem
vertibas ay, Qy, «p @y Ar varbiitibam Py» Pys oo Py tad E(X) un D(X) var rékinat

paralgli, pieméram, programméjot valoda Pascal:
E:=0; D:=0;

for i:=1 to k do begin

S:=a*p,; E:=E+S; S:=S*a.; D=D+S;

end;

D:=D-E*E;

Turpretim, ja mes gribétu sekot tiesi D(X) definicijai (sk. formulu (*)), tad
vispirms vajadz€tu aprékinat E(X) un tikai p&c tam var&tu rékinat un summét
izteiksmes pi(ai—E(X))z. Tas biitu daudz garaks cels.

18.uzdevums. Aprékiniet dispersiju gadijuma lielumiem S A0 SB (sk. 7.sadalas

sakumu).

Teorémas pieradijums. Saskana ar lemmu:
DX)=E(X?) = (E(X)Y’,
D(Y)=E(Y?) = (E(Y))*

D(X+Y) = E(X+Y)?) — (E(X+Y))? = (E(X+Y)?) — (E(X)+E(Y))? =
= E(X22XY+Y?) — (E(X))? — 2E(X)E(Y) — (E(Y))* =
= E(X?) + 2E(XY) + B(Y?) — (E(X))? - 2E(X)E(Y) — (E(Y))*.

Ta ka lielumi X, Y ir neatkarigi, tad E(XY)=E(X)E(Y), tapeéc reizinajumi
saisinas un:



30

D(X+Y) = E(X?) + E(Y?) — (E(X))? — (E(Y))? = DX)+D(Y).
Teor@mas otro dalu pieradiet patstavigi.
Tagad, izmantojot So teorému, varam viegli pieradit, ka D(S ) = np(1-p).
TieSsam, S = X +X,+.+X_, kur visi X, ir neatkarigi gadijuma lielumi, kas
ekvivalenti S,. Ta ka D(S,) = p(1-p) mes jau pieradijam, tad D(X;) = p(1-p)
visiem i un saskana ar teorému: D(S,) = np(1—p).
19.uzdevums. Parliecinieties, ka gadijuma lielumam X dispersija vienada ar

nulli tad un tikai tad, ja X ar varbiitibu 1 pienem vienu un to pasu veértibu (t.i.,
ja X "nemaz nav" gadijuma lielums).

Janem vera (seviski praktiskos aprékinos), ka dispersija nebut nav universali
piemérojams "izkliedes mérs". Apliikosim, pieméram, divus $adus gadijuma
lielumus X, Y:

m | s o] =

P(X=m) 1/75 73/75 1/75
E(X) =0,
1 2,73 1 2

D(X)=—z-5"+—2-0"+—=-5'== ;
75 7 75 75 7 3

m oo |+

P 13 1 1

E(Y) =0,

D(Y):%-l2+% 0%+1/3-12=2/3

Ka redzat, abiem lielumiem ir vienadas dispersijas. Vai tapec tie ir "vienadi
izliedeti"? Lielums X novirzas no vid€jas vértibas "talu" — par +—5, tacu tas
notiek ar saméra nelielu varbutibu. Lielums Y novirzas no 0 daudz mazak —
tikai par +—1, tacu tas notiek ar diezgan lielu varbiitibu. "Talumam" un
biezumam savstarp&ji kompensgjoties, iznak vienadas dispersijas!

Dispersijas jédzienam ir svariga teorétiska nozime. Ar ta palidzibu var pieradit
t.s. lielo skaitlu likumu (sk. nakoSo sadalu), kas teorétiski pamato varbutibas
jédziena lietojamibu prakse.

Vispirms pieradisim t.s. CebiSeva nevienadibu (Pafnutijs Cebisevs,
[MapuyTrit YeObimés, 1821—-1894, krievu matematikis).
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Teoréma. Jebkuram gadijuma lielumam X un jebkuram pozitivam realam
skaitlim a:
D(X)

2
a

P(|X-E(X)za)<

Izsakot to vardiem, $1 nevienadiba it ka neko citu neapgalvo ka jau labi
zinamo: jo mazaka dispersija, jo mazaka varbiitiba, ka lielums X talu
novirzisies no savas vidgjas vertibas. Tacu jaievero, ka Seit tomér ir ar1 kaut
kas jauns: katram novirzes lielumam a CebiSeva nevienadiba lauj aptuveni
novertet tik lielas novirzes varbiitibu.

Teorémas pieradijums. Ja lielums X piepem vertibas a, a,, .., a, ar

27
varbutibam p,, p,, ..., p, (visu p, summa vienada ar 1), tad P(IX-E(X)| za) ir
visu to p; summa, kam izpildas nosacijums [a,~E(X)[>a. Citadi sakot (un ta ir
galvena idejal):

(a; = E(X)) (@, = (X))

>1 ,jeb p,<p, >
a a

Tagad kreisaja pus€ summgjam visus tos p;, kam izpildas nosacijums

a—-E(X )‘Za , bet labaja pusé summe&jam pa visiem i no 1 lidz k. Tad
nevienadiba saglabajas, bet kreisaja pusé iznak P(|X—E(X)|>a), un labaja iznak
D(X)

2
a

, ko arT vajadzgja pieradit.

Paméginasim tagad ar CebiSeva nevienadibas palidzibu novértét varbiitibu, ka
1000 monétas metienos uzkrituSo ciparu skaits stipri atSkirsies no savas
teoretiskas vidgjas vertibas 500. Nemsim tapec X vieta gadijuma lielumu S_,

tad saskana ar Cebiseva nevienadibu:
1 —
P(|S,—np|=a) < M

2
a

Ta ka mongétai p=1/2 un mis interesé n=1000, tad:

250
P(IS ;900 — 500 = a) < pEa
Ja tagad izvelesimies a=50, tad
250 1
P(IS —5001>250)< ——=—
(S 1000 |250)= 2500 10 °

bet, ja a=100, tad
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250
10000

Ja lielums X biitu garums, izteikts metros, tad arT vidgja veértiba E(X) biitu
garums metros. Toties dispersijas D(X) mérvieniba biitu jau... kvadratmetri!
Vai tas ir normali: garuma novirzi no "videja garuma" mérit kvadratmetros?
Tapéc dazkart dispersijas vieta lieto tas kvadratsakni N D(X) , un %o
lielumu piepemts saukt par standartnovirzi. Gadfjuma lieluma
standartnovirzei ir ta pati mervieniba, kas paSam lielumam.

P(IS, 0 — 500] > 100) < =0,025.

1000

Izmantojot standartnovirzi, CebiSeva nevienadibu var parrakstit daZiem
uzdevumiem &rtaka forma: ja pemsim a=bhVD(X) ,tad

P(|X—E(X)|2b\/D(X))S# .

ST nevienadiba apgalvo, ka gadijuma licluma X novirze no vidgjas vértibas
E(X) var parsniegt standartnovirzi b reizes tikai ar varbitibu, kas nav lielaka

1
par?.



33

9. Lielo skaitlu likums

Kapéc pie monétas meSanas més gerbona uzkriSanas iesp&jai pierakstam
varbiitibu 0,5? Kapéc spelu kaulina katrai skaldnei més pierakstam varbiitibu
1/6? Kada tam jega?

No vienas puses, mums likas, ka monétas abas puses ir lidzvertigas, tapéc, ja
jau tam ir japieraksta skait]i, kas summa dod 1, tad nekas cits neatliek ka
pierakstit katrai pusei varbutibu 0,5. Tapat mums likas, ka (simetriska) sp€lu
kaulina visas seSas skaldnes ir Iidzveértigas, tapéc katrai no tam mes
pierakstijam varbiitibu 1/6. Vai Sie skaitli izsaka tikai misu subjektivo
parliecibu, ka mon&tas puses vai kaulipa skaldnes ir [idzvertigas?

Kadu taustamu labumu var dot notikuma varbiitibas zinasana? Jau 1.sadala
tika min€ts viens no fundamentaliem dabas likumiem: ja kada procesa visi
iesp&jamie iznakumi ir Iidzvertigi, tad, So procesu daudzreiz atkartojot, visi
iznakumi paradas aptuveni vienadi biezi. Tas nozimé, ka, ja notikuma A
varbiitiba ir P(A), tad, procesu atkartojot N reizes (N — liels skaitlis), notikums
A paradisies aptuveni N-P(A) gadijumos. Piem&ram, monétai g€rbonis krit
aptuveni pus€ gadijumu, bet spélu kaulinam seSinieks — aptuveni 1/6
gadijumu. Sada informacija jau ir kaut kas "taustams": ta lauj paredzét
notikumus uz priekSu. Ja esam nolémusi 1000 reizes mest monétu, tad jau
iepriek§ varam rékinaties ar to, ka uzkrituso gérbonu skaits daudz neatskirsies
no 500. Monétas meSana, protams, ir niekoSanas, toties tajos gadijumos, kad
mums izdodas iepriek§ noteikt kada praktiski nozimiga notikuma paradiSanas
biezumu, varbitibu teorija dazkart dod pat nauda izsakamu efektu (sk.,
pieméram, otro etidi 1.sadala ). "Efekta" mehanisms vienmér paliek viens un
tas pats — ka pie mon€tas mesanas: ir iesp&jams uz priekSu paredz€t notikumu
paradiSanas biezumu (lai arT ne notikuma paradiSanos vai neparadiSanos katra
atseviska gadijuma).

Jis drosi vien ieveérojat, ka, runajot par notikuma varbiitibas un notikuma
paradiSanas biezuma attiecibam, més pastavigi lietojam izteicienus "aptuveni
sakrit", "daudz neatSkiras". Ta nav nejauSiba. Nevar prasit, lai paradiSanas
biezums (t.i., notikuma paradiSanas skaita attieciba pret visu méginajumu
kopskaitu) precizi sakristu ar varbiitibu. Tiesam, ja mon&tu met 1000 reizes,
tad varbutiba, ka uzkritts tikai cipari (un nevis 500 cipari un 500 ge€rboni) ir

S (parliecinieties pasi). Tas ir loti niecigs skaitlis, tomér pozitivs skaitlis

un nevis nulle! Tatad teorétiski pastav iesp&ja, ka 1000 moné&tas metienu dos
1000 ciparu un neviena gerbona. Misu parlieciba, ka §1 teorctiska iespgja
nekad nerealiz€sies prakse, balstas uz attieciga notikuma varbitibas nieciguma
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apzigu:
1 1

21000 < 10300

t.i., vairak neka 300 pirmie cipari aiz komata ir nulles!

3

20.uzdevums. Ja n mongtas metienos uzkrituso ciparu skaitu apzimesim ar S_,
tad viegli parliecinaties, ka:
P(S,=1)= 0,5, P(S,=2)=0,375, P(S,=3) = 0,31, P(Sg=4)= 0,27,

ti. varbiitiba, ka n metienos uzkritis tieS§i puse ciparu, n pieaugot, arvien
samazinas. Paméginiet pieradit, ka P(S, =n) tiecas uz 0, ja n tiecas uz

bezgalibu.

Sie pieméri rada, ka ir vérts paméginat precizét misu apgalvojumu, ka
biezums "daudz neatskiras" no varbiitibas. Jo ar nelielu varbutibu biezums, ka
redzgjam, var talu novirzities no varbitibas. Grib&tos, lai mums biitu metode,
kas lautu aprékinat, pieméram, ar kadu varbiitibu 1000 mon€tas metienos
uzkrituSo ciparu skaits var novirzities no 500, teiksim, vairak par 50. Ja §is
novirzes varbiitiba izraditos nieciga, piem&ram, 0,001, m&s vartu drosi cerét,
ka praktiski vienmér uzkrituSo ciparu skaits biis starp 450 un 550.

Pirmaja bridi, péc visu iepriek§ doto uzdevumu atrisinasanas, var likties, ka
neka sarezgita te nav. Tiesam, ka redz&jam 4.sadala, varbiitiba, ka ciparu skaits
biis mazaks par 450, ir

0 1 449
C1000+ C1000+"' +C1000

1000 ’
2

bet varbitiba, ka ciparu skaits biis lielaks par 550, ir

551 552 1000
C1000+ C1000+"' +C1000
1000
2

Paméginiet iesakt So varbiitibu aprékinasanu. Jau pirmas miniites laika Jas
parliecinasieties, ka uzdevums nav reali paveicams. Nepalidz€s ari tas, ja Jis
pamanisiet, ka abas varbiitibas ir vienadas un ka to summa faktiski ir vienada
ar

450 451 550
C 1000 Crooot -+ Clooo
1- 1000
2

Seit ir tikai 101 saskaitamais (abas pirmajas izteiksmés bija pa 450
saskaitamo). Bet ar to nekas nav lidz&ts! M&s tapat nesp&jam ne vien aprékinat
S1s izteiksmes tuvinatu vertibu, mes nespg&jam pat izteikt kaut cik sapratigus
spriedumus par tas lielumu: ta ir lielaka par 1/10 vai mazaka? Lielaka par
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1/100 vai mazaka?
Radusas tehniskas griitibas izdodas apiet tikai ar nopietnas teorijas palidzibu.

Aplukosim procesu, kura notikums A var paradities ar varbiitibu p (0<p<l).
Atkartosim So procesu n reizes, skaitot, cik reizu paradisies notikums A. So
reizu skaitu apzimesim ar S . No 4.sadalas més jau zinam, ka visiem

m, n (0<m<n):
P(S,=m) = C™, p"(1-p)" ™.

Tacu, ka tikko konstat€jam, §1 formula nepalidz atrisinat mis interes€joSo
uzdevumu lidz galam.

Tapec, sekojot vesturiskai tradicijai, vispirms pieradisim t.s. lielo skaitlu
likumu: jo vairak reizu atkarto procesu, kura ar varbitibu p paradas notikums
A, jo mazaka varbiitiba, ka A paradiSanas biezums stipri novirzisies no p.
Precizak, ja process atkartots ("izmé&ginats") n reizu, tad apzimesim ar S_ to

meginajumu skaitu, kuros paradijies notikums A. Tad A paradiSanas biezums
bus S /n. Ja mis interes€ novirzes par 1%, tad mums grib&tos zinat, ar kadu

varbutibu biezums S /n novirzisies no p ne vairak ka par 0,01, ti. mums

gribétos novertét varbiitibu

S,
P(—=-p
n

<0,01)

Katram n $1 varbiitiba ir noteikts skaitlis. Lielo skaitlu likums apgalvo, ka n
augot, $is skaitlis tiecas uz 1. T.i., jo lielaks n, jo mazaka varbitiba, ka
notikuma A paradiSanas bieZzums S /n atSkirsies no varbutibas p vairak par

0,01. Gluzi to pasu lielo skaitlu likums apgalvo par vél mazako novirzi 0,001
utt.

Teoréma. Jebkuram (ar1 loti mazam) pozitivam skaitlim ¢ varbitiba, ka
notikuma A paradiSanas biezums n me&ginajumos novirzisies no notikuma
varbiitibas p ne vairak par c, tiecas uz 1, ja n tiecas uz bezgalibu:

Pieradijums. Saksim ar CebiSeva nevienadibu gadijuma lielumam S

P(

Sn—np‘Za)S%

Dalisim pirmas nevienadibas abas puses ar n:



36

S _
P(—”— 22)_”]7(12 P)
n n a
Ievietosim a vieta cn:
S _
P32 pze)< 212P) (*)
n nc

Ja n tiecas uz bezgalibu, tad labas puses izteiksme tiecas uz 0. Teor€ma
pieradita.

Lielo skaitlu likumu $ada formul&juma jau 17.gadsimta beigas zinaja Sveices
matematikis Jakobs Bernulli (Jacob Bernoulli, 1654—1705). Cebiseva
nevienadiba ir pusotru gadsimtu "jaunaka", tacu ta dod lielo skaitlu likuma
viselegantako pieradijumu, vienlaikus padarot to "praktiskaku". Tiesam, S$is

S
likums apgalvo tikai, ka varbiitiba P(‘—"— p|<c) tiecas uz 1, neko nesakot
n

par to, cik atri tas notiek (piem&ram, nenosakot, cik lielam jabiit n, lai
varbiitiba parsniegtu 0,999). Nevienadiba (*) Sai zina dod vairak informacijas
(stikak par to sk. ieprieks$€jas sadalas beigas).

Tadu izradas, ka eleganta un Joti universala Cebideva nevienadiba (ta lietojama
Jjebkuriem gadijuma lielumiem!), ja to lieto gadfjuma lielumam S _, dod
novirzu varbiittbam ne gluzi precizu novért€§jumu. Precizaku, bet stipri
sarezgitaku metodi 18.gadsimta izstradaja franCu matematiki Abrahams de
Muavrs (Abraham de Moivre, 1667—1754) un Pjérs Simons Laplass (Pierre-
Simon Laplace, 1749—1827).

Ja procesu atkartojam n reizes, tad notikumam A biitu japaradas "vidgji" np
reizes. Tas nozime, ka izteiksmes S —np vertibai ar lielu varbitibu vajadzetu
bit "mazai". Muavrs pirmais pamanija, ka ja S—np izdalam ar standartnovirzi
v np(1—p) , tad iegitais gadijuma lielums
S, np
" Anp(1-p)
"uzvedas loti regulari": ja n ir loti liels skaitlis, tad §1 lieluma varbiitibu
sadalfjums vairs tikpat ka nav atkarigs ne no p, ne no n. Simboliski to var
pierakstit ta: ja n tiecas uz bezgalibu, tad jebkuram realam skaitlim x:
S,—np
Vap(1-p)
Ta ka N(x) ir viena konkréta funkcija, tad matematikiem ir izdevies tas

vertibas aprékinat loti precizi, sastadot t.s. varbiitibu integrala tabulu. Luk,
neliels §1s tabulas fragments:

P( <x)->N(x)
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X N(x) x Nx) x Nx) x N(x)

0,0 05 1,0 0,84 2,0 0,977 3,00 0,9986

0,2 058 1,2 0,89 22 0,986 3,10 0,9990

0,4 066 14 092 24 0992 3,20 0,9993

0,6 0,73 1,6 095 2,6 0995 3.23 0,9994

0,8 0,79 1,8 096 2,8 0997 3,28 0,9995

Var pieradit, ka N(—x)=1-N(x). ST sakariba Jauj, izmantojot miisu tabulu, atrast
N(x) ar1 negativam x vertibam.

21.uzdevums. Parliecinieties, ka jebkuriem diviem realiem skaitliem a,b
(a<b): ja n tiecas uz bezgalibu, tad

———=<b)>N(b)-N(a) ,

ka arf, ka jebkuram pozitivam x:

p S,—np|
Vip(1-p)

Izradas, ka pedeja sakariba lauj ievérojami precizak (salidzinot ar Cebiseva

nevienadibu) aprékinat varbitibu, ka 1000 monétas metienos uzkrituSo ciparu

skaits novirzisies no 500 vairak par doto lielumu. Ta ka Sai gadijuma p=0,5 un
n=1000, tad Vnp(1—p)=15,81 un

P(S,, — 500>15,81x)= 2(1-N(x)).

>x)—>2(1-N(x))

Ja pemsim x=2, tad (saskapa ar tabulu) N(x) = 0,977, tatad P(|S, — 500]

>31,62) = 0,046 = 1/20. Tatad nebiis nekads brinums, ja péc 1000 metieniem
Jus konstatgsiet, ka uzkrituSo ciparu skaits ir nevis 500, bet 468 vai 532 (kaut
arT tik lielas novirzes negadisies biezi).
Ja nemsim x=3, tad N(x) = 0,9986, un

1 1 1

P(S, = 500p4743)= 00028 = sor<oe=— .

Tatad varbiitiba, ka ciparu skaits atSkirsies no 500 vairak par 47, ir jau mazaka
neka varbiitiba, ka uzkritis 8 cipari péc kartas.

Un beidzot, ja nemsim x=3,28, tad N(x) = 0,9995, un
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P(|S, — 500[>51,86)= 0,001.

Tatad varbutiba, ka ciparu skaits atskirsies no 500 vairak par 51, ir jau mazaka
par 1/1000. Ar So varbiitibu var nerékinaties: tatad praktiski dro$i, ka 1000
metienos uzkrituSo ciparu skaits bis starp 449 un 551. (Salidziniet Sos
rezultatus ar tiem, ko iepriek$€jas sadalas beigas mums izdevas iegit,
izmantojot CebiSeva nevienadibu).

22.uzdevums. Spéelu kaulinu met 6000 reizes. Izpétiet, cik talu no vidg€ja skaita
1000 var novirzities uzkrituso seSinieku skaits.

10. Korelacija

Gadijuma lielumi, kas paradas viena procesa, var bt neatkarigi, bet var biit ar1
atkarigi. Ja process ir divu kaulinu mesana, tad katra kaulina uzkrituSo punktu
skaits ir divi neatkarigi lielumi. Toties, ja aplikojam viena kaulina meSanu un
ar K, apzimgjam gadijuma lielumu "uzkritu$o punktu skaits", bet ar L, —

lielumu "uzkrituSo punktu skaita kvadrats", tad Sie divi lielumi, protams, ir
atkarigi. So atkaribu izsaka vienadiba L1=(K1)2.

Tas ir t.s. funkcionalas atkaribas piemérs: viens no lielumiem ir otra lieluma
funkcija (L, vertibu var aprekinat, zinot K, vertibu). Funkcionalas atkaribas
specialgadijums ir lineara atkariba: gadijuma lielumus X, Y, kas paradas
viena procesa, sauc par lineari atkarigiem, ja eksiste divi reali skaitli a, b (a#0)
tadi, ka vienmér Y = aX+b. (Ta ka vienlaicigi ar1 X = Y/a — b/a, tad lineara
atkariba ir simetriska TpaSiba). Lielumi K, L, ir atkarigi, bet, protams, nav
lineari atkarigi.

Dazkart gadijjuma lielumi nav gan "precizi" funkcionali atkarigi, tomér to
starpa "kaut kada sakariba ir". Piemé&ram, apliikojot divu sp€lu kaulinu
mesSanu:

K = "punktu skaits, kas uzkrit pirmajam kaulinpam",
K' = "punktu skaits, kas uzkrit otrajam kaulinam".

Ievedisim vél vienu gadijuma lielumu: L=K+0,01K". Ko var teikt par liclumu
K un L savstarpgjo atkaribu? Protams, L nav vienkarSa K funkcija: pieméram,
ja més esam uzzinajusi, ka K=1, tad L ar vienadam varbiitibam var pienemt
jebkuru no sesam vertibam:

1,01; 1,02; 1,03; 1,04; 1,05; 1,06.
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Tomér "pavisam neatkarigi" lielumi K, L, protams, ar1 nav: uzzinot K veértibu,
més ari L vértibu uzzinam jau diezgan precizi. Sada situacija, kad divi
gadijuma lielumi, nebiidami funkcionali atkarigi, "zinama méra" atkarigi
tomér ir, pienemts runat par Kkorelaciju So lielumu starpa. Sarezgitakos
procesos, kuru mehanisms nav pilnigi izpétits, gadijjuma lielumu korelacija
dazkart janoskaidro eksperimentali — balstoties uz $o lielumu pienemto veértibu
statistiku.

Ja kada procesa paradas divi gadifjuma lielumi X, Y, tad ka praktiski
parliecinaties, ir to starpa kaut kas Iidzigs linearai korelacijai vai nav?
Protams, javac statistika, daudzkart noverojot procesa atkartojumus. P&c n
noveérojumiem tad miisu riciba bus n skaitlu pari:

(Xl, yl)a (Xza Y2)5 s (Xn, yn)'

Ja So skaitlu parus attelosim ka plaknes punktus, tad varétu iznakt, pieméram,
Sada aina:

Sai gadijuma ir gribot negribot jasecina, ka punkti "pulcgjas" ap kadu taisni. Ja
taisnes vienadojums ir y=ax+b, tad ka atrast koeficientus a, b? Laikam tacu tie
jasamekl€ tadi, lai atzim&tie punkti biitu $ai taisnei "péc iesp€jas tuvak".

Sakuma uzdevums liekas vienkarss. Aprekinasim punkta (x;, y,) attalumu lidz

taisnei y=ax+b. Ta bis kada funkcija f(a,b,x,,y,) . Misu uzdevums ir
izveleties skaitlus a,b ta, lai attalumu summa

;f(a,b,x,-,y,-) (*)

butu vismazaka. Paméginasim atrast funkcijas f izteiksmi. Attaluma kvadrats
no punkta (x, y ) Iidz punktam (Xi’ yi) ir (x—xi)2+(y—yi)2. Lausim punktam
(x,y) "slidet" pa taisni y=ax+b un apliikosim attaluma kvadratu ka funkciju no
X:
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g(x) = (x—x,)*Hax+b-y,)? = (I+a?)x? —2(x+a(y;b)x+(x,H(y,~b)?).
Ta ka koeficients pie x>
vertiba bils pie

ir pozitivs, tad Sim kvadrat-trinomam vismazaka

xi+a(yi_b)
X=——7F—
1 +a
Ievietojot So x un y=ax+b funkcijas g(x) izteiksmé¢, iznak, ka:
(( 1+az)(y1‘_ axi)z_ 2b(1 +a)()’i ~ ax,-)+ab2)
(1+az)2

ming(x)=f>(a,b,x,,y,)=

Ja summeésim kvadratsaknes no $adam izteiksmém, vai mums izdosies atrast
tas a un b vertibas, kuram summas v&rtiba ir vismazaka? Skaidrs, ka
izteiksmes "briesmigas" sarezgitibas dél mums tas nevar izdoties. Neglabs ari
matematiku parasta metode — attdluma summas vieta ievest attalumu
kvadratu summu — arT bez kvadratsakném izteiksme jau ir pietiekami
"briesmiga".

Izeju no §is situacijas atrada vacu matematikis Karlis Fridrihs Gauss (Car!
Friedrich Gauss, 1777—1855). VinS iedomajas minimizé€t nevis punktu
attalumus lidz taisnei vai So attalumu kvadratus, bet attalumu kvadratus pa
vertikali! Patiesi, tad izteiksme (*) iznak daudz vienkarSaka. Punktam (x, y)
pa vertikali atbilst taisnes y=ax+b punkts (x, ax+b), attaluma kvadrats tapec

bus (ax+b—y)2, un izteiksme (*) tad bus Sada:

n

Z (axi+bi_yi)2

i=1
Stingri nemot, ta ir haltira, "vieglakais cels", tacu kadi lieliski rezultati talit
sekos!

Pirms aiziet "pa vieglako celu", pariesim tomér uzreiz no eksperimenta datu
analizes pie divu gadijuma lielumu X, Y iesp&amas atkaribas teor&tiskas
analizes. Tad mums ir jaieved nedaudz citadi pamatjédzieni. Procesam, kura

abi lielumi paradas, ir n iznakumi il, iz,... 1, pie tam iznakums i, paradas ar
n k

varbutibu p, (visi p, ir pozitivi un to summa ir vienada ar 1), un to pavada X

vertiba x, un'Y vertiba y, .

Katram procesa iznakumam i, atbilst plaknes punkts (x,, y,). Varbitibu p, tad

var uzskatit par punkta "svaru" (jo lielaka varbiitiba, jo "smagaks" punkts).
Plakné novilksim taisni y=ax+b. Atkartojot miisu procesu, més ieglstam
plaknes "gadijuma" punktu (X, Y) (katru reizi tas sakrit ar kadu no punktiem
(Xs Y1) ST punkta attaluma kvadrats pa vertikali no taisnes y=ax+b ir
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gadijuma lielums (aX+b—Y)?. §i licluma vidgja vertiba ir
S(a, b) = E(aX+b-Y)? = E(a?X2+b2+Y2+2abX—2aXY—-2bY) =
= a’E(X?)+b?+E(Y?)+2abE(X)—2aE(XY)—2bE(Y).

Miisu uzdevums ir atrast tadus a, b, kuri dotu vismazako iesp&jamo izteiksmes
S(a, b) vertibu (t.1., "vistuvako" taisni punktu (X,Y) "makonim").

Ja a vertiba butu fikseta, tad S(a, b) ka funkcija no b biitu kvadrat-trinoms:
S(a,b) = b>-2b(E(Y)—aE(X))*+...,
kur§ savu vismazako veértibu pienem pie b=E(Y)—aE(X), jeb:
E(Y) = aE(X) + b.
Tas nozimg, ka "vistuvaka" taisne iet caur punktu "makona" smaguma centru —
punktu (E(X), E(Y)).
Tagad izteiksim b ar a: b=E(Y)—aE(X), un ievietosim S(a, b) izteiksme:

S(a, b) = E(aX+b—Y)? = E(aX+E(Y)—-aE(X)-Y)? =
= E(a(X~E(X))~(Y-E(Y)))* =
= E(a*(X-E(X))? - 2a(X-E(X))(Y-E(Y)) + (Y-E(Y))?) =
= a?E(X—E(X))? — 2aE((X-E(X))(Y-E(Y))) + E(Y-E(Y))? =
= a’D(X) — 2aB((X—E(X))(Y-E(Y))) + D(Y).

Sis kvadrat-trinoms pienem vismazako vértibu pie
L E(X—E(X))[Y-E(Y)))

D(X)

Skaititaja izteiksmi parveidosim aprékiniem €rtaka forma:
E(X—EX))(Y-E(Y))) = E(XY—XE(Y)-YE(X) + E(X)E(Y)) =
=E(XY) - EX)E(Y) - E(Y)E(X) + E(X)E(Y) =
= E(XY) — E(X)E(Y);

_E(XY)-E(X)E(Y)
a D(X)

Atrastajam a, b veértibam atbilst vismazaka S(a, b) vértiba. Tatad "vistuvakas"
taisnes vienadojums ir

y = ax+b = ax+(E(Y)—aE(X)) ;
y—E(Y) = a(x—E(X)) .

Koeficients a nav simetrisks pret X un Y. To var "izlabot" sada veida:
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Y-E(Y)_ X-E(X)_E(XY)-E(X)E(Y) X-E(X)

DY) ¢ VDY) _ JD(X)D(Y) JD(X)

Izteiksmi
E(XY)-E(X)E(Y)
VD(X)D(Y)

piepemts saukt par gadijuma lielumu X un Y korelacijas koeficientu. Kapéc
ta?

K(X,Y)=

Atcerésimies miisu sakotn&jo izteiksmi E(aX+b—Y)2. Koeficientus a, b més
tagad protam izvéleties ta, lai E(aXer—Y)2 (punkta (X, Y) un taisnes y=ax+b
attaluma kvadrata) videja vertiba butu vismazaka. Kada tad ir §1 vismazaka
vertiba?

min E(aX+b-Y)? = a?D(X) — 2a(E(XY)-E(X)E(Y)) + D(Y).
"Garais" reizinatajs otraja saskaitamaja ir vienads ar aD(X), tap€c:
min E(aX+b—Y)? =D(Y) — a’D(X) = D(Y) — k2D(Y) = (1-k?)D(Y),  (**)
kur k=K(X, Y) ir lielumu X un Y korelacijas koeficients.
No §1s sakaribas var iegiit vairakus svarigus secinajumus:
1. Ta ka E(aX+b—Y)*>0 un D(Y)>0, tad 1-k*>0 un tatad —1 <K(X, Y) < 1.

T.i., divu gadijumu lielumu korelacijas koeficients vienmer ir robezas no —1
lidz +1.

2. JaK(X, Y)=+1 vai —1, tad E(aX+b—Y)2=O (musu atrastajam a, b vertibam).
Tas nozime, ka

c 2
> pilax,+b=y,)=0 |
k=1
tatad axk+b—yk=0 visiem k, t.i., lielumi X, Y ir lineari atkarigi: Y=aX+b.
Pie tam a un b vertibas tad ir aprékinamas $adi:

a=K(X,Y) %; (k%)

b=aE(X)-E(Y)
23.uzdevums. Parliecinieties, ka arT otradi: ja X un Y ir lineari atkarigi, tad
KX, Y)=+1 vai —1.
3. Nemainoties D(Y), jo tuvak K(X, Y) ir +1 vai —1, jo mazaka ir vidgja
vertiba min E(aX+b—Y)2, t.i., jo mazaka ir "makona" (X, Y) punktu vidgja
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novirze no taisnes Y=aX+b (kur a, b iegiiti ar formulam (***)). Tatad, ja divu
lielumu korelacijas koeficients ir tuvs +1 vai —1, tas nozimé¢, ka Sie lielumi ir

"tuvu linearai atkaribai', "gandriz lineari atkarigi" vai tml.

Pie tam, ja K(X, Y) ir tuvu +1, tad ir pienemts runat par pozitivu korelaciju
(augot X veértibai, gandriz vienmer pieaug ar1 Y). Ja K(X, Y) tuvu —1, tad runa
par negativu korelaciju (augot X veértibai, Y vértiba gandriz vienmer
samazinas). Sis pratojums nav seviSki korekts: konkréta situacija vislabak
visus secinajumus izdarit no sakaribas (**): ja min E(aX+b—Y)? vértiba ir
maza, tad korelacija ir liela (un otradi).

4. Ja gadijuma lielumi X, Y ir neatkarigi, tad E(XY)=E(X)E(Y) un tapec K(X,
Y)=0. Butu ideali, ja arT no K(X, Y)=0 sekotu, ka lieclumi X un Y ir neatkarigi.
Diemzel, tas ta nav (un nevar biit).

Aplikosim spélu kaulipa meSanu un divus gadijuma lielumus, kuri paradas
Saja procesa:

K = "uzkritu$o punktu skaits",

M = min(K,7-K).

Skaidrs, ka lielums M ir funkcionali atkarigs no K. Abu lielumu varbiitibu
sadaltjums:

K 1 2 3 4 5 6

M 1 2 3 3 2 1

P 16  1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Tatad E(K) = 3,5, E(M) = 2, E(KM) = 1/6-(1+4+9+12+10+6) = 7. Tas nozimg,
ka E(KM) — E(K)E(M)=0 un K(K, M)=0. Tatad lielumu K un M korelacijas
koeficients ir 0, kaut ar1 lielums M ir funkcionali atkarigs no K.

No K(X, Y)=0 gadijuma lielumu X un Y neatkariba tatad neseko.

24. uzdevums. a) Aprekiniet §1s sadalas sakuma minéto lielumu K, L
korelacijas koeficientu. Vai korelacija starp K un L ir "izteikti liela"?

b) Aprékiniet 7.sadalas sakuma mingto gadijuma lielumu S A un gB korelacijas
koeficientu. Ko nozimé Jusu iegiitais rezultats?

Piezime. Korelacijas koeficienta K(X, Y) aprékina process ir diezgan
darbietilpigs. Vislabak ir paraléli rekinat E(X), E(Y), E(X?), E(Y?) un E(XY),
un tikai beigas aprekinat D(X) = E(X?) — (E(X))%, D(Y) — analogiski, un
beidzot — K(X,Y).
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Uzdevumu atrisinajumi

1. uzdevums.

Visieteicamakais (bet ne visisakais) risinagjuma cel§ ir tieSa visu variantu
parlukosana. Katrs kaulin§ krit seSos vienadi iesp&amos variantos, tapeéc
kaulinu trijnieks krit 6x6x6=216 vienadi iesp&jamos variantos, sakot ar (1 1 1)
un beidzot ar (6 6 6). Parlikojot visus 216 variantus, atrodot katram atbilstoSo
summu, nebiis vairs griti saskaitit, ka summa 10 un 11 krit katra 27 variantos
no 216, bet pargjas summas — retak. Kopgja tabula izskatas sadi:

Summa 314151671819 |10(1112{13|14|15(16/17|18

Variantu skaits: | 1 | 3|6 |10|15|21125(27|27|125]|21(15/10|/ 6|3 | 1

So pa$u tabulu var iegat arf saka cela, izmantojot jau izpétita divu kaulinu
gadijuma tabulu:

2 (3145|6789 [10]11]12

1213145165143 )|2]|1

Triju kaulinu summa sastav no divam dalam:
a) pirma kaulina cipars,

b) otra un tre$a kaulipa ciparu summa.Ta, pieméram, summa 10 var rasties
Sados veidos:

10 = 149 = 248 = 3+7 = 4+6 = 5+5 = 6:+4.

Otra un tresa kaulina summas 9, 8, 7, 6, 5, 4 krit attiecigi 4, 5, 6, 5, 4, 3 veidos,
tatad summa 10 krit pavisam
44+5+6+5+4+3=27

veidos. Gluzi tapat jarikojas visos pargjos gadijumos.

2. uzdevums.

Ja mes gribetu, lai P(A+B+C) biitu P(A)+P(B)+P(C), tad biitu tilit japamana,
ka tie procesa iznakumi, kuros paradas divi no notikumiem A, B, C, tiek
ieskaititi divreiz, bet tie iznakumi, kuros A, B, C paradas visi kopa — pat
trisreiz. Paméginasim kaut ko atskaitit nost:

P(A) + P(B) + P(C) - P(AB) — P(AC) — P(BC).
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Katrs iznakums, kura paradas divi notikumi reizé (pieméram, AB) tagad ieiet
izteiksme tieSi vienreiz (AB gadijuma tas ieiet P(A), P(B) un —P(AB)).
Diemz¢gl, tie iznakumi, kuros ABC paradas visi kopa, tagad izteiksmé vispar
neieiet. Lai stavokli izlabotu, japieskaita izteiksmei P(ABC). Galarezultats:

P(A+B+C) = P(A) + P(B) + P(C) — P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC).

3. uzdevums.

1. Metot monétu 3 reizes, jebkura virknite no cipariem un gérboniem ir vienadi
iespgjama. Sadu virkniSu ir pavisam astonas:

CCC CCG CGC CGG GCC GCG GGC GGG
No tam septinas dod vismaz vienu ciparu, tatad prasita varbiitiba vienada 7 / 8
= 0,875. Vargja risinat ari citadi. Notikumam A = "uzkritls vismaz viens
cipars" pret&jais notikums ir A = "uzkritis tris gérboni". Sis A savukart ir tris
neatkarigu notikumu G, G,, G, reizinajums, kur G; = "i-taja metiena uzkritis

geérbonis". Talakais ir skaidrs:
P(A=1-PA)=1— P(G))P(G)P(Gy) =1 (1/2)(1/2)(1/2) = T/8.
2. Ari 80 uzdevumu vargja risinat divos veidos. Soreiz gan tie$a visu gadijumu
parliikosana ir apgritinosa. Toties otrais celS ir pavisam viegls.
A = "uzkritls vismaz viens cipars, lielaks par 2",
A = "visi uzkritugie cipari neparsniedz 2".

A= G,G,G;, kur G, = "i-tajam kaulipam uzkrit cipars, kas neparsniedz 2".

Taka P(G,) = 1/3 visiem i, tad
P(A)=1-(1/3)(1/3)-(1/3) =26/27 = 0,961.

4. uzdevums.

Katrs atsevisks jefreitora X Saviens trapa meérki ar varbitibu 0,67. Kada
varbitiba, ka no k $avieniem vismaz viens trapa? Rikojamies ka ieprieksgjos
uzdevumos.

A ="no k §avieniem vismaz viens trapa".

A ="no k $avieniem netrapa neviens".

— n:

A =G,G,...G,, kur G, = "i-tais §aviens netrapa".
1

Notikumi G; ir neatkarigi, bez tam P(G;) = 1 — 0,67 = 0,33. Tatad P(A) =1 —



(0,33)*. Kadam jabit k, lai P(A)>0,99? Izmé&ginam k=1,2,3,4,5:
k 1 2 3 4 5

P(A)| 0,67 |0,89110,96406|0,98814| >0,99

Tatad, ja X Sauj 5 reizes, tad varbitiba trapit vismaz vienreiz ir >0,99.

5. uzdevums.
Jasaskaita, cik pilnu pakapju ir starp skaitliem 1, 2, 3, ..., 999, 1000:

— Kvadrati: 31% < 1000 < 322

1,4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, 256, 289, 324,
361, 400, 441, 484, 529, 576, 625, 676, 729, 784, 841, 900, 961 (kopa 31
gab.).

— Kubi: 10 = 1000 < 113
1,8,27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000 (kopa 10 — 3 = 7 kubi, kas nav
kvadrati) .

— Ceturtas pakapes nav jaskaita (tas visas ir arT kvadrati).

— Piektas pakapes: 3° < 1000 < 4°
1, 32, 243 (kopa 3 — 1 = 2 piektas pakapes, kas nav zemakas pakapes).

— Sestas pakapes nav jaskaita (tas ir vienlaikus kvadrati un kubi).
— Septitas pakapes: 1, 128 (kopa 2—1=1).

— Astotas pakapes nav jaskaita.

— Devitas pakapes ir kubi.

— Desmitas pakapes: tikai 1, jo 1000 < 210,
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Tatad pavisam Iidz 1000 ir 41 pilna pakape, un prasita varbitiba ir 41 / 1000 =

0,041.

7T.uzdevums.

Mis interes§joSais notikums A = "uzkritis vienads skaits gérbonu un
seSinieku" ir summa Cetriem nesavienojamiem notikumiem B, = "uzkritls i

gerboni un i seSinieki", Seit i = 0, 1, 2, 3. Talak, B, ir reizinajums diviem

neatkarigiem notikumiem C, un D, kur C; = "uzkritis i g&rboni", D, = "uzkritis

i

1 sesSinieki". Tatad, pielietojot saskaitiSanas un reizinasanas likumus, iegiistam:

P(A) = P(C,)P(D,) + P(C,)P(D,) + P(C,)P(D,) + P(C;)P(D;).
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Aprekinat varbutibas P(C.) un P(D,) vairs nav griti:

P(Cy) =C,(1/2> = 1/8 P(D,) = C;°(1/6)°(5/6)° = 125/6°.

P(C,) =C,'(1/2)° =3/8 P(D,) = C,'(1/6)!(5/6)* = 75/6°.

P(C,) =C,%(1/2)° =3/8 P(D,) = C,%(1/6)%(5/6)" = 15/6°.

P(C;) =C,*(1/2)° = 1/8 P(D,) = C3(1/6)*(5/6)° = 1/6°.
Tatad kopa:

P(A)=(125+3-75+3-15+1)/(86%)=396/(86%) =66/ (86 =11/48
~(,229.

8. uzdevums.

Pirmais mérkis var palikt vesels tikai taja gadijuma, ja visi 5 grenadieri aizSauj
garam. Notikums A = "visi pieci garam" ir reizindjums pieciem neatkarigiem
notikumiem B, ="i-tais grenadieris aizSauj garam", Seiti=1, 2, 3, 4, 5. Ta ka

pec dota P(B,) =P(B,) = 0,4; P(B;) = P(B,) = P(B5) = 0,3; tad

P(A) = (0,4)* - (0,3)° = 0,00432.

otikums C = "visi tris meérki bus saSauti" ir reizinajums trim neatkarigiem
Notikums C = "visi t ki b " t tk
notikumiem D, = "i-tais mérkis bus saSauts", Seit1=1, 2, 3 un

P(D;) =1-10,00432 = 0,99568.

Tatad P(C) = (0,99568)° ~ 0,987.

Tatad varbiitiba, ka vismaz viens meérkis paliks nesaSauts, ir aptuveni tikai
0,013. Un tas viss — neskatoties uz to, ka visi pieci grenadieri ir tikai viduveji

_____

Seit m&s sastopamies ar interesantu un praksé loti noderigu efektu: ja
atseviskie "elementi" strada "nedros$i", tad, pemot pietickami daudz tadu
"elementu" un liekot tiem stradat vienlaicigi (paraleli), iegtita sistema bis
praktiski "droSa".

Piemers. No punkta A uz punktu B iet sakaru Iinija.Varbiitiba, ka §1 linija izies
no ierindas, ir 1/100. Tas nav slikti, ja So Iiniju lietojat jus pats, bet ir pavisam
slikti, ja Iiniju lieto generalis un jiis esat tikai jefreitors. Saja gadfjuma, lai
neizaicinatu likteni, jis no A uz B iekartosiet vél otru tadu pasu sakaru Iiniju.
Varbiitiba, ka vismaz viena no linijam darbosies ir 1 — (1/100)* = 0,9999.
Tatad varbitiba, ka generalis jas nodos tribunalam, ir vairs tikai 1/10000. Ja
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jums ar1 tas liekas parak daudz, iekartojiet vél treSo tadu pasu liniju. Tad
varbiitiba nonakt tribunala biis jau vairs tikai (1/100)> = 1/1000000.

9. uzdevums.
Pienemsim, ka notikums A paradas procesa, kam ir n vienadi iesp&jami
iznakumi, pie tam A paradas m iznakumos. Tatad

P(A)=m/n, P(—A) =(n—m) /n.
Pienemsim ar1, ka notikums B paradas otra procesa, kur§ atkarigs no pirma
procesa iznakuma, tomér jebkura gadijuma Sim procesam vienadi iesp€jamo
iznakumu skaits ir 1. Ja pirmaja procesa iznakuma paradijas A, tad no Siem |
iznakumiem k iznakumi dod notikumu B. Tatad

P(BJA) =k /L

Ja pirma procesa iznakuma paradijas A, tad no 1 otra procesa iznakumiem k,
iznakumi dod B. Tatad

P(BI-A) =k, /1.

Aprekinasim tagad varbiitibu P(B). Notikums B paradas salikta procesa, kur§
sastav no abiem piemin€tajiem procesiem. Katram no n pirma procesa
iznakumiem atbilst 1 otra procesa dazadi iznakumi. Tatad kopa: saliktajam
procesam ir nl vienadi iesp&jami iznakumi. Cik no Siem iznakumiem dod
notikumu B? Acimredzot, $adu iznakumu skaits ir mk+(n—m)k, . Tatad:

b

nl n I n 7
P(B)=P(A)P(B|A)+P(—A)P(B|-4) .

10. uzdevums.

Notikums A="visas tris izvilktas lodes bus baltas" ir reizinajums no trim
notikumiem B,, B,, B;, kur B, = "i-ta izvilkta lode ir balta". Soreiz notikumi

vairs nav neatkarigi, tapéc naksies lietot formulu

P(A) = P(B,B,B;) = P(B))P(B, | B)P(B, | B,B,).

Umna ir 12 baltas un 8 melnas lodes, tapec P(B,) = 12/20. Ja notikums B,

iestajies, urna ir 11 baltas un 8 melnas lodes, varbiutiba tad izvilkt baltu ir
P(B,[B,) = 11/19. Ja iestajusies jau abi notikumi B B,, tad urna ir 10 baltas un

8 melnas lodes, tatad P(B, | B,B,) = 10/18. Savelkot visu kopa:
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P(A) = (12/20)-(11/19)-(10/18) = 0,193.

Notikums C = "izvilktas vismaz divas baltas lodes" ir summa diviem
nesavienojamiem notikumiem: A = "visas tris izvilktas lodes ir baltas", B =
"no izvilktajam lodém divas ir baltas". P(A) mes jau zinam. R€kinasim P(B).

Notikums B ir summa no trim nesavienojamiem notikumiem C, = "i-ta izvilkta
lode ir melna, pargjas — baltas" (i = 1, 2, 3). So C, varbutibas rékina tapat ka
tikko rékinajam P(A):

P(C,) =(9/20)-(12/19)-(11/18) = 0,154;

P(C,) =(12/20):(8/19)-(11/18) = 0,154;

P(C,) = (12/20)-(11/19)-(8/18) = 0,154.

Tatad P(C) = P(A) + P(C,) + P(C,) + P(C;) = 0,656.

11. uzdevums.

Pec varda ABRAKADABRA sagrieSanas atseviskos burtos tiek iegiiti: burti A
— 5 gab.,, B—2 gab.,, D — 1 gab.,, K — 1 gab., R — 2 gab.. Lai no $adas burtu
kaudzes "izvilktu" vardu DABA,vispirms jaizvelk burts D (varbiitiba 1/11),
pec tam — burts A (varbiitiba 5/10), burts B (varbutiba 2/9) un atkal burts A
(varbiitiba 4/8). Kopgja varbiitiba tatad ir:

(1/11)-(5/10)-(2/9)-(4/8) = 1/198.
Lai no izvilktajiem Cetriem burtiem varétu sastadit vardu DABA, vajag izvilkt

divus A, vienu B un vienu D (jebkura seciba). VilkSanas secibai var bt
pavisam 12 varianti:

AABD ABAD ADAB BAAD BDAA DAAB
DBAA AADB ABDA ADBA BADA DABA

Katra varianta varbutibu var aprékinat tapat ka tikko aprekinajam varbutibu
variantam DABA. Sis varbiitibas biis dalskaitli ar saucgu 11-10-9-8. Bet
skaititaji bus sadi:

5:4-2-1 5241 5:4-1-2

Ka redzams, skaititaji visi iznak vienadi, tapec varbiitiba, ka no izvilktajiem 4
burtiem varés sastadit vardu DABA, ir 12/198 = 2/33.

13. uzdevums.

Izmantosim 12. uzdevuma formulu (Beijesa formulu trim notikumiem):
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A ="otra izvilkta lodite ir melna",
H,, H,, H; = "pirma izvilkta lodite ir balta (melna, sarkana)".

P(H,) = 2/10, P(H,) = 3/10, P(H,) = 5/10,
P(A|H,)=3/9,P(A|H,) =2/9, P(A| H;) = 3/9.
Reizinajumi: 6/90, 6/90, 15/90.

P&c Beijesa formulas:

P(H, | A) = 6/(6+6+15) = 6/27 =2/9.

P(H, [A) = 6/27=2/9. P(H; | A) = 15/27 = 5/9.

14. uzdevums.
[zmantojot tabulu no 1.sadalas tresas etides:

E(K,) = (1/36)(1-2+2:3+3-4+4-5+5:6+6-7+5-8+4-9+3-10+2-11+1:12) = 7.

[zmantojot 1.uzdevuma tabulu: E(K,) = 10,5.

15. uzdevums.
Lai aprekinatu E(K,“K,"), vispirms sastadisim visu iesp&amo iznakumu

tabulu:

3 3 6 9 12 15 |18

4 4 8 12 16 20 24

5 5 10 15 20 25 30

6 6 1218 24 30 36

E(K,"“K,") ieglisim, dalot katru tabulas skaitli ar 36, un daljjumus summgjot.
Tapec (Seit S = 1+2+3+4+5+6):
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E(K,"K,") = (1/36)(1-S+2-S+3-S+4-S+5:S+6-8) = (1/36)-S% = (21/6)* = (3,5)%.

16. uzdevums.
Uzskatisim g€rboni par 0, bet ciparu — par 1. levedisim gadijuma lielumus X,

="i-ja metiena uzkrit cipars". Tad C = X +X,+..+X . Ta ka

1, 1.1
E(X)=0~+1~=—
(x.) O3tl3=7

tad E(C,)=

N3

17. uzdevums.
Lielums [S,—p| piepem: ar varbutibu p — vertibu 1-p, ar varbutibu 1-p —
vertibu |0—p|=p. Tatad
E(|S,—p) = p(1-p) + (1-p)p = 2p(1-p).
Lielums [S, — 2p| pienem Sadas vertibas:
|2—2p| — ar varbutibu p2,
|1-2p| — ar varbiitibu 2p(1—p),
10—2p| = 2p — ar varbitibu (1—p)?.
Tatad
E(|S,~pl) = 2p*(1-p)+2p(1-p)(1-2p)+2p(1-p)* = 2p(1-p)(|1-2p|+1).

So izteiksmi var vienkarsot, $kirojot divus gadijumus:
a) p<1/2. Tad 1-2p>0 un

E(S,~pD = 4p(1-p)* = 4p(1-p)max(p, 1-p).
b) p>1/2. Tad |1-2p| =2p—1 un

E(S,~p]) = 4p°(1-p) = 4p(1-p)max(p, 1-p).
Mazliet pacietibas, un var paradit ar1, ka

E(1S;~3p|) = 6p(1-p) max(p, 2p(1-p), (1-p)?),

E(|S,~4p|) = 8p(1-p) max(p*, 3p*(1-p), 3p(1-p)%, (1-p)*).

Uz So pieméru pamata es iedrosSinos izteikt hipotézi, ka visiem n:
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E(

Sn_np|)=2np(1 —p) maxle1_1pf<1 _p)nflfi '

i=l.n—
Vai jis spésiet So hipotezi pieradit? V.Fellera gramatas [1984] 1.s€juma
168.1pp. var izlasit, ka (pie dotajiem n, p) izteiksme C' p'(1—p)™* " vislielaka ir
1

pie i = np, pie tam $§1 vislielaka vertiba ir aptuveni . Tatad:
V(2m-np(1-p))

E(W—Mh%: 2,(1-p)

Ja atceramies, ka D(S, ) = np(1-p), tad iznak, ka

E(|Sn— np|)~@ /D(S,)~0,798y/D(S,) .

Tatad vismaz gadijuma liclumiem S_ standartnovirze vD(S,) iznak

proporcionala "dabiskajam" izkliedes meéram E(|S_—np[). Tas nozime, ka
matematiku izmisigais meginajums aizstat '"dabisko" izkliedes méru
E(X-E(X)|) ar dispersiju D(X) = E((X—E(X))z) parak talu no "patiesibas"
tomer neaizved.

19. uzdevums.
Ja D(X)=0, tad
p, (X, — EX))* + ... +p (X, — E(X))* = 0.
Ta ka visas varbutibas p, > 0, tad X, = E(X,) visiem i, t.i, X = E(X) ar
varbiitibu 1. Tatad X vienmer pienem vienu un to pasu vertibu.

Ar1 otradi, ja X vienmér pienem vienu un to pasu vértibu a, tad E(X) = a, un
D(X) =0.

20. uzdevums.

Mgs jau zinam, ka

Apzimésim P(S,=n) ar d , tad mums bus japierada, ka d_ tiecas uz

bezgalibu. Ta ka d; =1 un
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d,., 4(n+1)2 _n+l
d ()l 1
n I’l+5

tad skaitli d_ veido augoSu virkni. Talak:

+1 d 1
d —d=d (1L _=—"r_>
i~ d,=d, 1 ) 2n+1" 2n+1
n+—
2
Tatad:
1 1 1
d > + +..+=+1
"“2n—1 2n-3 3

Paradiet, ka labas puses summa tiecas uz bezgalibu.

Piezime. Izmantojot nopietnaku matematiku — t.s. Stirlinga formulu (James

Stirling, 1692—1770, skotu matematikis), var pieradit, ka P(S,,=n)~ \/1_
nn

(sk. arT V. Fellera gramatu [1984]).

21. uzdevums.
Saskana ar varbiitibu saskaitiSanas likumu:
P(T <a) + P(a<T <b) = P(T <b).
Ja n—oo, tad P(T <b)—N(b). Mes zinam ar1, ka P(T <a)—N(a), tacu kreisas

puses pirmais saskaitamais nedaudz citads — P(T _<a). Ko darit? levérosim, ka
P(T <a)— P(T <a)=P(T =a).

Si varbiitiba ir vai nu vienada ar 0, vai arf ta ir izteiksme Cin pi(l—p)“_i (kadai 1

vertibai no 0 11dz n). Visparinot 20.uzdevuma risinajumu, pieradiet, ka ar1

max C'_ p'(1-p)~'"'=0 .
1

i=1l.n—

Tatad P(T <a)—N(a) un P(a<T _<b)—N(b) — N(a), ko arT vajadzgja pieradit.

Uzdevuma otra dala ir triviala:

P(T_[>x) = P(T <—x) + P(T,>x)>N(-x) + 1 = N(x) = 2(1-N(x)).
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22. uzdevums.
Sai gadijuma p = 1/6 un n = 6000, tatad \/np(l —p)~28,87 un
P(|S,, —1000] > 28,87x) = 2(1-N(x)).

Ja pemsim x=2, tad (saskana ar tabulu) N(x) = 0,977, tatad
P(|S, —1000[>57,73) = 0,046 ~ 1/20.
Tatad nebts nekads brinums, ja p&c 6000 metieniem Jus konstatSsiet, ka

uzkrituso seSinieku skaits ir nevis 1000, bet 942 vai 1058 (kaut ar1 tik lielas
novirzes negadisies biezi).

Ja pemsim x=3, tad N(x) = 0,9986, un
P(|S,, —1000| > 86,60) = 0,0028 = 1/350 < 1/256.
Tatad varbiitiba, ka seSinieku skaits atSkirsies no 1000 vairak par 86, ir jau
mazaka neka varbiitiba, ka, metot moné&tu, uzkritis 8 cipari péc kartas.
Un beidzot, ja nemsim x=3,28, tad N(x) =0,9995, un
P(|S, —1000[ > 94,69) =~ 0,001.
Tatad varbiitiba, ka seSinieku skaits atSkirsies no 1000 vairak par 94, ir jau

mazaka par 1/1000. Ar So varbiitibu var nerékinaties: tatad praktiski drosi, ka
6000 metienos uzkrituso ciparu skaits bus starp 906 un 1094.

23.uzdevums.
JaY = aX+b, tad E(Y) = aE(X)+b, D(Y)=a2D(X), bet
E(XY) = E(aX? +bX) = aE(X?)+bE(X).
Talak:
E(XY) - E(X)E(Y) =
aB(X?) + bE(X) — a(E(X))* — bE(X) = a(E(X?) — (E(X))*) = aD(X);
E(XY)-E(X)E(Y)_ . (X) _a
VD(X)VD(Y) Ja* D(XV Va

K(X,Y)= =+1 vai —1.

24. uzdevums.

Tiek mesti divi sp€lu kaulini. Pirmajam kaulinam uzkrituSo punktu skaitu
apzimé ar K, otrajam — ar K'. Ieved vél vienu gadijuma lielumu: L =
K+0,01K". Jaaprekina korelacijas koeficients K(K, L).
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Mgs jau zinam, ka E(K)=E(K')=3,5. Tatad:

E(L) = E(K)+0,01E(K") = 3,535.

P&c tam rékinam dispersijas:

E(K?) = (1/6)(12+22+3%+4%+521+6%) = 91/6,

D(K) = E(K?) — (E(K))> = 91/6 — (3,5)* = 2,9166...,

D(L) =D(K) + (0,01)2D(K') (lielumi K, K' ir neatkarigi),

D(L) ~2,9169582.

Atliek aprekinat E(KL):

E(KL) = E(K? + 0,01KK") = E(K?) + 0,01 E(K)E(K') =

(jo lielumi K, K' ir neatkarigi)

=91/6 +0,01-(3,5)* = 15,289166...

Un beidzot:

E(KL)-E(K)E(L) _ 2.9166...
VD(K)-+/D(L)  2,9168123

Ta ka lielumu K, L korelacijas koeficients ir loti tuvu 1, tad Sos lielumus
jauzskata par lineari ciesi saistitiem. Ta tas patie$am arT ir: K<L (jo starpiba
|[K—L| nevar biit lielaka par 0,06).

K(K,L)= ~0,99995

25.(atvadu) uzdevums.

Urna ir 3 baltas, 5 melnas un 7 sarkanas lodites. No urnas izvelk vienu loditi
un pazino Jums, ka ta nav balta. Kada varbiitiba, ka §1 lodite ir sarkana?

Uz jautajumu, kur§ iesakas "Vai jums patik...?", ne katrs biis gatavs uzreiz
atklati atbildét. Pienemsim, ka nepiecieSams noskaidrot, cik lielai iedzivotaju
dalai "patik A". Ja jautajums ir delikats, tad aptauju varétu méginat izdarit
sadi. Intervetajs uzdod jautajumu, péc tam aptaujajamais cilveks ieiet blakus
istaba un vienu reizi met sp&lu kaulinu. Ja uzkrit 1 vai 2 — tad vinam ir jasaka
patiesiba, ja kas cits — jamelo. (Intervétajs nezina, kas uzkritis). P&c tam
aptaujajamais ienak atpakal pie intervétaja un pasaka "ja" vai "n&".
Piepemsim, ka tadas aptaujas rezultata 60% cilveku atbildgja "ja". Ko var teikt
par to cilvéku procentu, kuriem patieSam "patik A"? Ja persona X ir atbild€jusi

"ja", kada varbutiba, ka vinai tieSam "patik A"?
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