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ОТ РЕДАКЦИОННОЙ КОЛЛЕГИИ 

Настоящч м выпуском Физико-математический факультет Латвий­
ского государственного университета начинает публикацию научных 
работ, выполненных на факультете. 

Наибольшее количество работ (Щ относится прямо или косвенно к 
теории обобщенных'систем телеграфных уравнений, описывсющах элек-
тромагниптые процессы, протекающие в электрических проводах. Ис­
следования в этой области математической физики были начаты 
Н. А. Бразма еще в 1948 году и в настоящем сборнике представлены 
статьями Н. А.Бразма, Э. Я. Раекстынсша, А. Д. Мышкиса и. Б. Э.Або-
лини. Эти. статьи посвящены частично вопросам общей теории, теле­
графных уравнсгшй, частично—решению конкретных математических 
задач, частично же — смежным темам (операционное исчисление, специ­
альные функции). Изучение эти.с вопросов проводится при поддержке 
лаборатории по разработай научные проблем проводной связи АН СССР. 
Мы полагаем, что методы, развитые во всех этих статьях, найдут 
свое применение и при рассмотрении конкретных практически важных 
электромагнитных процессов. Работы Э. Я. Риекстынъша предста­
вляют собой часть его кандидатской диссертации. 

Две совместные статьи А. Д.Мышкиса и А. Я. Ленина посвящены изу­
чению различных неравенств, связанных с работами А. Д. Мышкиса по 
теории диференциалъных уравнений с запаздывающем аргументом. 
В работе Э. К. Фогелей изучается один из вопросов, связанных с распреде­
лением простых чисел; при этом автор пользуется методом, созданным 
академиком И. М. Виноградовым. Статья А. Я. Лусиса посвящена пере­
несению метода С. А. Чаттыгипа-Д. Ю. Панова на приближенное ре­
шение интегральных уравнений типа Болътерра. 

В работе К. А. Штейне/, являющейся главой его кандидатской диссер­
тации, освещаются некоторые вопросы, связанные с проблемой трех 
тел — одной из основных задач небесной механики. При. выполнении этой 
работы автор был связан с кафедрой небесной механики Московского 
•'о<ударе».венного университета. Наконец, статья П. Е. Кунина дает 
важное уточнение формул для ионизационных потерь энергии быстрых 
частиц, существенное для расчетов процессов, происходягцих в косми­
ческих лучах. 





ПРИМЕР НЕЛИНЕЙНОЙ ПРОГРЕССИИ, 
СОДЕРЖАЩЕЙ БЕСКОНЕЧНОЕ МНОЖЕСТВО ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ 

Э. К. Фогеле 

Цель этой статьи дать пример нелинейной прогрессии, содержащей 
бесконечное множество простых чисел. Хотя здесь построенная прогрессия 
довольно искусственна и является кусочно-квазилинейной, однако результат 
заслуживает внимания тем, что до сих пор не было примера последователь­
ности натуральных чисел, возрастающей быстрее арифметической про­
грессии и содержащей бесконечное множество простых чисел (за исключе­
нием тривиального примера последовательности, образующей любую 
часть множества всех простых чисел*). Возможность построить такой 
пример существенно зависит от результата Виноградова о распределении 
дробных частей { &р } при /<, пробегающем простые числа (см. лемму 3). 

Для построения упомянутого примера воспользуемся рядом Фибо­
наччи 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . , (1) 

общий член которого дается рекуррентным соотношением 

о~п = '/71—1 г г'п—$ (и > 2) 

или же формулой 

* , ^ ' а = ~ 1 — ( 2 ) 

Это — простейший из всех рекуррентных рядов, употребляя которые, 
можно получить и другие примеры, имеющие интересующее мае свойство. 
Оно доказывается при помощи следующих четырех лемм. 

Л е м м а 1. Пусть а , и, М — три члени ряда Фибоначчи, следующие 
в возрастающем порядке, из которых а является п-ым (п > 2). Тогда 

й ( 1 ' = = ( — 1 ) " (тоа М), (3) 

*) Интересная георсма Миллса [•'•] утмрж.'^И'т, что сущ.стоуст константа А, дли 
которой чес числа [ ! , г ] (х = . .) и юте я п р о ч и м и , по не ласт способа эф­
фективного нычисленин гак( го д . 



первое неполное частное числа —гт двойка, а остальные единицы; все 
ш 

неполные частные числа —^- единицы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Формула (3) является следствием более точ­
ного результата 

ап—1 (>п = а«—: ап + 1 + ( — П п , 

доказуемого при помощи (2). Вследствие формул 

Я п + 1 = ап ~- оп—1, оп = ап л + ап-2, . .. 
имеем соотношения 

М = 2а' + 
а' = ап—2 + О п - з 
сп—а = Сп—з +- с>\-* 

дающие представление числа непрерывной дробью 

1 1 а' 1 1 
* 1 1 + 1 + • • " 0 Т К У Д З М ~ 2 + 1 + 1 + 

Л е м м а 2. Пусть а и М имеют значение леммы 1, а А и N любые 
целые числа, причем N < .1/ и (г,, л>, . . •, гл-) обозначает систему наи­
меньших неотрицательных остатков чисел а1 (I = А 4- 1, . . . , . 4 4 - ] ^ 
яо модулю М- Тогда количество чисел г, не превосходящих х, для всех 
х < М дается формулой 

? ( -О * -тдН1 • О {Щ .V). (4) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предполагая Л" < М (при N = М лемма 
очевидна), можно указать такие члены ст, ст + 1 ряда (1), чтобы 

От -:' -V < р , „ Т 1 , т < п, 
или же 

Л' = 0 т + Л т1, 0 ё Л/\ < а , „ _ 1 . 
Имеем 

" ^ _ _ < ^ „ и 0 < 1. 
да (и ат с т и 

Пусть г сначала пробегает ряд чисел А 4- 1, Л + 2, . . ., Л + ст. 

Тогда 
я? /' , (-)( 



где I' пробегает полную систему вычетов по модулю М и 0< изменяется 
монотонно не более чем на единицу. Вследствие этого дробные части 

| ~ 1 г ] ^ = А • • •> А + **5 распределяются равномерно по интервалу 

(0,1) и для 

значений I эти дробные части < -г- , т. е. существует столько же членов 
Л1 

множества (ги ..., г,1т), не превосходящих х. Верно и обратное утвер­
ждение. 

Если Л', > 0, то положим 

-V, = с,,!-*- :- Щ, 0 ^ Л ' 2 < а т л - 1 
И получим подобные оценки. Из всех предыдущих результатов следует 
формула (4) с остаточным членом О (т), который ввиду (2) не превосходит 
о № Щ-

Л е м м а 3. Пусть М > 2, 0 < о < 1, 

I =- у -!- -^г, % ч) -= 1, 0 < ч < М, — I « 0 < I. (5) 

р пробегает простые числа, не превосходящие М. Тогда для числа Т дробей 
при условии 

О < { ? / ' } < 0 

имеем 

Г-«*№ ' 0 ~ 2 г + м-0'*) (б) 

Буквой г обозначается сколь угодно малое положительное постоянное, 
И л . Н обозначает Л = О(В). 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Виноградов [1], Теорема 3. 
Л е м м а 4. Пусть а, М и. (г,, . . ., суть числа леммы 1 и 2, 

1 з 1/3" 
V = 1 ~ = § , 8 = 0,8 -т- г и N - [3/8], где [х] обозначает 

наибольшее целое число < х. Тогда интервал (а, М) содержит 

у № + О Щ М) (7) 
чисел г, из которых 

г г ^ ^ ( М * ) (8) 

являются простыми числами. 



Д о к а з а т е л ь с т в о : Согласно (4) для количества чисел г интервала 
(а, М) имеем оценку 

.1/5 

+ О [Щ М) = у Л/а + о (1оё М), 

которая и доказывает (6). 
Через г* обозначаем любое из рассматриваемых чисел интервала (а, М), 

являющееся одновременно простым числом. Тогда, пользуясь формулой 

р •. п = са (той М) 

и леммой 1, получаем сравнение 

а'р иг (—1)»/ (той И), 

эквивалентное равенству 

' Щ ! - ' г | - • т 
и а < р < М. Употребляя (5) для числа решений уравнения (9). 

согласно которому дробная часть |—— р\ включается в интервал длины 

1 -1/5 
.1/ 

получаем оценку 

Ш (10) 

где д определяется формулами (5) при | = -—• 

Ввиду того что все неполные частные (кроме первого) ч и с л а - ~ суть 

единицы, в качестве д можно взять любое число < Л/ ряда 2, 3, 5, 8, . . . , 
подчиняющегося условию д я + - 1 — Цп + ?и—1-

Вследствие этого условия для всех и имеем дп+1< 2 (?„, ввиду 
чего для каждого М > 4 существует д, удовлетворяющее неравенству 

~ У~1 < о < 1 ~Т/. Для такого а имеем — + -3? <С Л / - 0 - 5 

2 д М 
член выражения (10) сводится к 0( 1/°'ч~е), которое ввиду пронзволь-

Л/5 ности е принимаем < , "., „ . Тогда вместо (10) получаем !оц- Л/ 

и остаточный 

Р + 0 0 ) / & " + 0 

Л/ \1о<т .1/ 1ок« ( 108* М )) + ° ( 1о82 М ) ' 



Подставляя а = — И -\—% , 
а М 

М а у Л/ / .1/ \ 
имеем ; ; = -=—- + О -—— 

!од М Щ а Щ М \ Гоё* Ш ! 
и окончательно получаем выражение (8). 

Т е о р е м а . Пусть Л/ любой член ряда Фибоначчи, а — ему предшест­
вующий член того же РЯДА, г сколь угодно м и ос положительное посто­
янное, 8 = 0,8 + г и (г)у обозначает мнолсество тех чисел интервала 
(а, М), которые ясляются наименьшими положительными остатками 
при делении на М числа а1, 1 ^ Л/ 8 . 

Тогда сумма множеств 2 (г)и, где суммирование распространено на 

все члены М > 1 ряда Фибоначчи, образует прогрессию (г), которая при 
х-> оо содержит 

/>'(/) Ш (11) 
чисел г ^х, из которых 

И ( ' ) < ' ^ - — (12) 
8 1од х 

являются простыми числами- Буквой С обозначается величина 

Г /1 +]/Т, \ в ? з - 1 ' Т . 1 +]/Т , г л , 
с = \ 2 * е) 2 — : 1 0 8 2 ' _ ' 

имеющая 5,1 и 12.2 своими экстремальными значениями (при §=--0,9). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сначала с совпадает с членом М ряда 

Фибоначчи. Обозначая через »Щ число членов щ ряда Фибоначчи, не 
превосходящих /, при 1->оо согласно (2) имеем 

1 л - У~5~ 
V (/.) - с • |о§ !, с = 1 : 1о« — 

Далее пользуемся формулой [2] 
м 

У ф (щ) - V (Л/) Ф (Л/) — { V (/) • Ф' (0 

где Ф(?) любая функция, имеющая непрерывную производную для рас­
сматриваемых значений аргумента. Подставляя сначала Ф (/) = у ^ 
и интегрируя по частям, получаем 

м 
V у < * ~ с у № Щ Ш — с у 0 ^ 8 - 1 [о§ \с// = 

М 

- су Л/6 | о 8 М—су | \0%1\? + е Т 8 >П ~ Щ$& • (13) 



Затем, подставляя Ф (/) = 
1ое I 

•, получаем 

2 
ОИ 

ак а м 
1оц О к 

= с8 

•V Л/« - с у 8 й; + с у Л 8 ^ ~ с у Г М „ 
И 1ой I 3 108« 

8 \щ I I | № « • 8 1оеЛ/' (14) 

Этим теорема доказана для всех .<-, являющихся членами ряда Фибоначчи. 
Каждое другое х содержится между двумя соседними членами М, М' = 

= « / ) / + - ~ - ряда Фибоначчи, ввиду чего имеем неравенства 

Ш > * (а + с ) - 1 , 37' < * (а + е), (1 5) 
Л {Щ%П (.г) =?Й (.1Г), 

из которых последнее вместе с (13), (15) доказывает (11): 
су (а - г г )~5 .5 < й (а) < щ (х + Е ;5 , 8 , 

Подобным образом с помощью (14), (15) и неравенства П(Л/)^П(.г)<П(Л/ ') 
доказываеся и (12). 

Более подробными рассуждениями получаются и точные оценки чисел 
II (х) и П (х), но для нашей цели они не нужны. 

Кафедра общей математики 
Март 1947 г. 
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ОБ ОДН031 ФУНКЦИОНАЛЬНОЕ НЕРАВЕНСТВЕ 

Л. Д. Мишкис и Л. Я. Лепин 

Приводимая ниже теорема была доказана в 1949 г. Она играет основ­
ную роль в изучении вопроса о единственности решения начальной задачи 
для диференциальных уравнений с запаздывающим аргументом. 

Т е о р е м а (см. [1], стр. 116). Пусть на интервале 0<х<а (где 
а> 0) задана неубывающая неотрицательная функция 9 (с), удовлетворяю-
гцая для всех достаточно малых значений аргумента х неравенству 

Тут г > I, все Ач, Ь( п оц — некоторые положительные числа, причем 
все сц^ 1; при этом, если какие-нибудь из щ — I, то соответствующие 
Ь{ должны быть ^ 1. Тогда в достаточной близости от значения х = 0 
будет 9 (х) = 0. 

Эта теорема имеет и самостоятельный интерес; в связи с этим возник 
вопрос о ее уточнении. В этой работе будет дано другое доказательство 
приведенной теоремы, из которого, в частности, следует, что требование 
неубывания функции 9 (.?•) может быть заменено на более слабое требование 
ограниченности этой функции. Кроме того, будет дана явная оценка 
длины интервала, на котором гарантируется равенство 9 ( . г ) = 0 . 

Мы выделим в правой части неравенства (1) те слагаемые, для которых 
Ж = 1, т. е. перепишем это неравенство так: 

1 
Г 

(1) 

9 Щ $ х"% и ? (а г) + х± Щ [ 9 ( 4 а * ) ] » р а (2) 



Т е о р е м а . Пусть на интервале 0 <х < а (где 0 < а < с о ) задана 
ограниченная неотркцишслъ. ня функция 9 (.г), удовлетворяющая нера­
венству (2) для всех тех значений х ^ ( 0 , а), для которых все < я 
( / '= 1, • • • , ?)« 2Ш>«: 

а) есда 9 = 0, то 9 (.г) = 0 при 0 < I < т1п {я, ( к г) ~1}, 

П) если д> 0, ЙЙ> 9 (.»•) — 0 при ( ) < ; • < < / - - т т {г. ( /с г а 3 - 1 ) } , 
где обозначено 

(I = т а х 1 4 , 1 | (1 ^ 4 < оо), 0 = т т | |3,- } (1 < [3 < оо). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим 

Ф(х) = вир 9 ( 0 (0<ж<о). 
0<(<Х 

Тогда функция ф (.<) не убывает. Из неравенства (2), если подставить I 
вместо .г и взять после ЭТОГО в е р х н и е грани левой и п р а в е й части на интер­
вале 0 ,* • С, получим при О .< г 

ф ( о < * ъцф<-.'•) : 1-1А [Ф("',- щт< (рфт + 

если только все д, А> <а. 
В случае а) это неравенство ласт 

ф (аг) < кх Р ф (>). 

Но ф(<)> 0. Поэтому, если < 1, то у ( * ) — 0, Отсюда и следует 
утверждение теоремы в рассматриваемом случае (отметим, что в этом 
случае г = /<). 

В случае б) отметим прежде всего, что при 0 < х < / для всех 
/ = 1, • • • , ( / будет 

1 - в * - » 
(5) 

т. е. для всех таких х неравенство ( 4 ) имеет место. Докажем далее, что 

ф (•) . 1 ( 0 < х < 1 ) . № 

Действительно, из неравенств ( 4 ) и (5 ) и неубывания функции ф (х) 
следует, что если бы :»то было не так при некотором х^(0, I), то 



^ ) < Ц ? т И -к 4 [ф ( Ч| ^ Й ) ) ' ) ' кх [Р ф I » + 

•г I ( Ф (-'О | - ) • к х (;, у С*') + . X у (/)) - кгх<\> (х), 

причем 
1 

кгх<кг1 ^ (I 1 . 

Значит, неравенство (6) доказано. 
Из неравенств (6) и (4) следует, что 

$(;<:)< кгх (0<х<1). (7) 

Докажем теперь, что для любого натурального п при 0 <х<1 

ф ( . г ) < ( А ' , - ^ е х р { [ ^ - т - р ^ ^ ] | „ < * } . (8) 

Действительно, при » : 1 эта оценка совпадает с оценкой (7). Пусть 
далее неравенство (8) доказано для некоторого натурального п. Тогда 
для любого / = 1, . . . , ([ 

последний переход сделан на основании того, что кг ^ ], 1 и 

п _ 1 — рИ _ п З" 4 - ' — 4 - Х ) в" + 1 . п — (п + \) + \ _ 
р —1 (3 — I) 2 ~~ ^ " ( ^ — 1)- ^ ^ " ( Р — О 2 ~~ ' 

поскольку выражение п$п+1—(л А- 1).; п является, как легко проверить, 
возрастающей функцией В при 1 3 < с о . 

С другой стороны, из неравенства (8) следует, что 

Подставляя оценки (9) и (10) в неравенство (4), получим при 0 <х <1 

Ф ( ' ) < кх (р + 0 {кгху ехр ( [ _ Ы «I) 



таким образом, согласно методу полной индукции, неравенство (8) дока­
зано для всех натуральных п. 

Из неравенства (8) следует, что при 0 <х <1 

Ъ№<(к*хУ* ехр ( ^ и Ы ^ ^ (кгЫ^)\ ( у ) " - ^ 0 -

Значит, первый член этой цепи соотношений, неотрицательный и независя­
щий от п, тождественно равен нулю при 0 < ж Отсюда, согласно 
определению ф (х), следует, что и 

9 ( .г) = 0 (0 <х </). 

Таким образом, теорема полностью доказана. 

З а м е ч а н и е . Обозначим Ы ла1 = /* (.г), /г; I*1 = 1.ч. Тогда неравен­
ство (1) можно переписать так: 

<?(х) « л <?ЗД ( " ) 

где под г , - 1 понимается функция, обратная к Д. Таким образом, доказанная 
теорема говорит о тождественном равенстве нулю неотрицательной функ­
ции, удовлетворяющей неравенству (11), при специальном виде функций Д. 
Естественно, возникают вопросы: а) будет ли аналогичное утверждение 
верным для более общего вида функций Д, б) на каком именно интервале 
гарантируется равенство о (:,;) = 0 в более общем случае, в) какова роль 
сомножителя х , стоящего в неравенстве (11) перед знаком суммы. 

Кафедра Общей математики 
Январь 1951 г. 
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ОБ ОДНОМ НЕРАВЕНСТВЕ В ТЕОРИИ ИНТЕГРАЛА 
СТНЛЬТЬЕСА 

А. Д. Мышкис и А. Я. Ленин 

Приводимая ниже теорема 1 была доказана в 1950 г. Она применяется 
при изучении некоторых типов диференциальных уравнений с запазды­
вающим аргументом. 

Т е о р е м а 1 (см. [1], стр. 236). Пусть на отрезке а ^ х < Ъ заданы 
неубывающие функции §\ (х) и §•> (х) и непрерывные срункции Д (х ) и / 2 ( х ) , 
причем 

1\ (х) > всегда при а^х < х ^Ь, 
А (г) > $2 (х) (а < х< Ь), 
§1 (я) = Е2 (я), 

в каждой точке роста (функции й (х) будет Д (х)> 0. 
Тогда 

(1) 

Было доказано также несколько достаточных условий для того, чтобы 
неравенство (1) в предположениях теоремы I было бы строгим. В связи 
с этим возник вопрос об отыскании необходимых и достаточных условий 
этого. В данной работе и будут указаны эти условия. 

Впредь буквами / (х ) с индексами или без них мы будем обозначать 
непрерывные функции, заданные на отрезке [а, Ь] (а < Ь), а буквами § (х) 
с индексами или без них—функции, имеющие конечное изменение на 
том же отрезке. Все величины будут считаться вещественными и 
конечными. 

Предварительно МЫ докажем несколько теорем, которые будут при­
менены при выводе основной теоремы. При этом будут использованы 
следующие общеизвестные свойства интеграла Стильтьеса: 

1. Если $ (х) не убывает, то 
ь 

нп / (х) • [ё (А) - § (а)} < [ г (х) & (х) С шах / (х) - [ё (Ь) - % (а)] . 
ы [и, Ь] 

1111 
[а, Ы 

2 — Учение записки. Том VI 
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2. Если § (х) не убывает и /, (ж) > / 2 (.г) ( а ^ . г ^ А ) , то 

ъ ь 

/ /, И ^ (*) > / / 2 (г) С*). 
а а 

3. Если обозначить / (х) » (а;) | * = / 0 ) § (/') — / (я) | (я), то 

ь ь 
/ / (х) Ц (х) - / (х) 8 (х) \ ь _ [ ё (.,) Щ {Х) 
А а 

4. Если / (.г) не возрастает и % (х) > 0, то 

ь 
/ / ( ж ) а!ё(х)>Пх)ё(х)\ъ. 
а 

Действительно, это следует из предыдущего свойства и определения 
ь 

I К ф / / ( т ) . 
а 

5. Если § (;>•) не убывает и /, (х) = / 2 (х) во всех точках роста функции 
§(х), то 

ь ь 
/ / . ( ') % Й) / Г, (:г) с1ё (х) 

Приведем далее лемму, доказательство которой аналогично доказа­
тельству подобн ого факта в теории интеграла Римана (см., например, 
[2], стр. 128—129). 

Л е м м а. Пусть функция / (х) не убывает и непостояшса, а % (х)> 0. 
Тогда 

ь 
/ ' А Ф ) « У ( л ; ) > о . 

а 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное, что 
ь 

[о (С) ' / / ( X ) О. 

а 

Тогда, поскольку при бесконечном измельчении отрезка [я, />] 
п Ь 

X 51ф 8 (г) [ / (х,-) - /(.,* _4) ] /' | (х) г// (х) - 0, 



найдется такое разбиение этого отрезка, для которого 
п 
I зир вМУЫ—1 &6^)]<ь11 № ) — / ( « ) ] . (2) 

где г!—произвольное наперед заданное положительное число. Из нера­
венства (2) следует, что найдется один из частичных отрезков данного 
разбиения, который мы обозначим через [аи 6,], такой, что 

[я„ б,] сг [а> Ь], / (а,) < / (&, ) , зир §Щ< «, . 

Применяя такое же рассуждение к отрезку [я,, о , ] , мы получим отрезок 
\а2, Ь2], для которого 

[я 2, й2] с [аи 6,1, / (а2) < / ОД, кир ? (.г) < е 2 , 

где Е 2 — произвольное положительное число, поскольку и 
Ь[ . Ь а, Ь I 

/ е й ) $ й ) -= [ / - / - / ) * Ф * ( ' ) = 0 • 

Продолжая этот процесс и принимая, что с*—»• О при /с—»-оо, по­
лучил!, что в точке х = с, общей всем отрезкам рд., Ьъ\, 

чему противоречит условие. Итак, лемма доказана. 
Переходил! к доказательству вспомогательных теорем. 
Т е о р е м а 2. Пусть даны неубывающая (функция (х) и функции 

/, («) и / 2 (.т), причем 
ш > ш ь) (з) 

а /1 ( . г )>/ 2 (х) хотя бы в одной точке роста функции $ (х). Тогда 
ь ь 

[ и с*-) к ы > / и С') <** и 
« а 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ж = у — точка роста функции § (х), 
в которой /, ( у ) > / 2 (у). Тогда, в силу непрерывности /, (х) и / 2 (х), найдется 
отрезок [а, 8] с [в , Ь], такой, что 

и ('•) > и и («• ю . * (?) > § («) (4) 

(точку у можно взять в качестве одного из концов этого отрезка). Тогда 
на основании свойства 1 интеграла Стильтьеса и неравенств (3) и (4), 
получим: 



Ъ Ь , а $ Ь . 

/ / , ( 1 ) (1ё (х) ~I и ('•) ц (') = /' + / + / \и и - л к щ > 
а а 'о а (3 

3, 
^ НШ-/2 (•')] & СО > '"''и Г/. (•') - /2 (г)] [§ (3) - й (а)] > 0 , 

что и требовалось доказать. 

Т е о р е м а 3. Пусть даны невозрастающая неотрицательная функ­
ция / (х) и }1еотрицателышя функция § (х), причем § (а) = 0 и —/ (х) 
имеет по крайней мере одну точку роста, в некоторой окрестности 
которой § (.г) > 0. Тогда 

а 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х = у — точка роста функции —/ ( х ) , в 
некоторой окрестности которой %(х)>0. Тогда найдется отрезок 
[а, Р] с [а, Ь], такой, что 

в(х)>0(* « 3), / ( « ) > / ( 3 ) . 

Поэтому, в силу леммы, приведенной выше, 
Ь Ь I 

/ / 1» ) 4г С') = / (г) § М I * — / е <*) * Ф > / 1 СИ <Ч - /(-0 ] ^ 
о а а 

| 
> / [ - / ( • ' • ) ] > о . 

а 

Теорема 3 доказана. 
Т е о р е м а 4. Пусть даны функция / (х) и неотрицательная функция 

% (х). Обозн/Л'ш через А множество всех корней функции § (х), через Л — 
замыкание этого множества и через В — совокупность всех точек изме-
нения функции / (х) (т. е. точек, в любой окрестности каждой из которых 
функция / (х) не остается постоянной). Пусть дано, что В а А. Тогда 

ъ 

/ / ( ' ) 4в СО / СО % СО \ • 
А 

(здесь ограничения, наложенные ранее на функции / (г) и »(х), излишни, 
если только дано, что изучаемый интеграл существует). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проверим сначала, что если разбиение 
а = хо<$1< .. . <хп = Ь отрезка [а, Ь\ удовлетворяет условию 

/ ( х Л _ 1 ) = / [хк) для любого такого & = 1, . . . , п, \ 
для которого $(х1с-1)>0, ^ ( а - ) > 0 , ) ^ > 



то можно составить интегральную сумму для этого разбиения, равную 
!(х)§(х)\ь

а. Д л я этого достаточно положить 

> П Р И (А" ] , . . . , » ) } • (б) 
и- = Щ при ( ( г * ) > 0 , 3 

В справедливости этого утверждения мы убедимся индукцией по 
числу п слагаемых интегральной суммы. Действительно, пусть п = 1, 
т. е.. х0 = а, к\ = Ь. Тогда, при %Щ О, 

/ \% - ч Ш = / ('0 к (6) - * («)] - - / («) I 00 = / (*) е (*) I а • 

Если ^ ( 6 ) > 0 и »(а) = 0, то рассуждение проходит аналогично. Если 
же, наконец, %{Ъ)>() и » ( я ) > 0 , то, по условию (5), / (а) = /(/;), откуда 

/ (10 [ % Щ - % &)] = / V) [ё (Ь) - в («)] = / (1>) | (*} - / (а) ( (я), 
что и доказывает наше утверждение для п — 1. 

Пусть теперь это утверждение верно при п — 1 (п > 2) слагаемых в 
интегральной сумме и дана интегральная сумма с п слагаемыми, удовле­
творяющая условиям (5) и (6). Тогда, применяя утверждение к отрезку 
[а, хп—!], получаем, что 

У / (;*) к N - $ (**-01 - / (•') § (-О * а

п~ 1 ]-
к=1 

Тогда, при й (Ь) = О, 

2 / (г*> Е$ (<>) - в ( ^ )] / (•') в (•') ' • / (' '»-!) ($ $ - 8 = 

Если % (!>)> О и р (.('л—О = 0, то рассуждение проходит аналогично. 
Если же, наконец, §(!>)> О и ^ ( с п . _ 1 ) > 0 , то, согласно условию (5), 
/ (хп—1) ~ / (Ь); учитывая это, выкладки проводятся аналогично. 

Итак, утверждение о возможности составления интегральной суммы, 
равной / (х) а (.г) ' ь

а , при выполнении условия (5), доказано. Значит, 
осталось проверить, что в условиях теоремы 4 можно составить как угодно 
мелкое разбиение отрезка [а, 1>], удовлетворяющее условию (5). 

Прежде всего, нетрудно убедиться в том, что если условия теоремы 4 
удовлетворяются на отрезке [а, Ь], то они удовлетворяются и в том 
случае, если заданные функции рассматривать только на каком-либо 
отрезке [а, 3] с [а, Ь). Поэтому достаточно проверить, что имеется раз­
биение отрезка [а, Ь], удовлетворяющее условию (5), для которого все 

9 

а\4 — хь—1 € -у (& — а) (к = 1, . . . , п). Действительно, повторяя этот процесс 



разбиения для каждого из частичных отрезков любое число раз, мы получим 
как угодно мелкое разбиение отрезка [а, Ь], удовлетворяющее условию (5). 

Для построения искомого разбиения обметим сначала, что если неко­
торый отрезок [а, (Э) с [а, Ъ] не содержит точек множества А, то, по усло­
вию, внутри этого отрезка нет точек множества В и потому ^ ( а ) > О, 
§ ( Р ) > 0 и / (х) постоянна на [а, (3]. 

Разобьем отрезок [а, Ь] на три равные части точками с, й (с<(1) и 
обозначим [а, с] п А = С, [с, с1] п А — С^ [с?, Ь] П А = С3. Тогда, если 
множество С2 не пусто, то легко проверить, что разбиение 
о = Г и < Ж ] <х2 = Ь, где Ж] —какая-нибудь точка С2, будет удовлетворять 

2 
свойству (5), причем шах (а*.— $ь—• }5 — (4 — а); значит, это разбиение 

О 

будет искомым. Поэтому впредь мы будем считать, что множество С2 

пусто, т. е. С2 = Л . 
Если С, = С\ = Л , то искомым разбиением является, например, 

а<с<Ь . Если С, = Л , но Г 3 ф Л , например, С 3 3^2 , то искомым раз­
биением будет а< с< г 2 < & при &а <Г 1 и а<с<Ь при а;2 = 6. Случай 
С 3 = Л рассматривается аналогично. 

Осталось рассмотреть случай, когда С 2 = Л , С, ф А , Сзф А . Но 
пусть тогда е^С 1!, й ^ С з . Искомым разбиением является 

а<е<с<к<Ь , если а < с , к <с Ь ; 
а< с<к<Ь , если о = в, к < Ь; 
а<е<с<Ь, если а < е, к = Ь; 
а< с<Ь , если а = е, к ~ Ь. 

Итак, все случаи разобраны. Теорема 4 доказана. 

Переходя к основной теореме 5, обозначим в условиях теоремы 1 

/ + (х) = шах { и (•'), 0 } (а ж < Ь), 

Л ( ж ) = ОВД / + ( / ) ( д < / ; ) , 

А — множество точек роста функции ^ ( х ) (< 1,2), 
Л — множество корней функции [ л (.г) — °2 {х)\, 
В — множество точек роста (очевидно, неубывающей и непрерывной) 

функции — д (х). 

Т е о р е м а 5 (основная). Для того чтобы в условиях теоремы I 
неравенство (1) было строгим, необходимо и достаточно, чтобы вы­
полнялось по крайней мере одно из следующих условий: 

1. /1 (х)< I* (х) хотя бы для одного Д ' ^ А , 



2. /, (х)>/2 (х) хотя бы для одного х^02, 
3. В не является подмножеством замыкания множества А. 
* и (ь) к\ (ь) - & (ь)] > о. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Убедимся сначала в необходимости приве­

денных условий. Для этого предположим, что ни одно из них не 
выполняется. Тогда, в силу свойства 5 интеграла Стильтьеса, 

ъ ь ъ I /, (х) (х) = / / + (х) (ж) = / /" (х) (х) (7) 
а а а 

(первое из этих равенств написано на основании условия теоремы 1 о 
знаке функции /, (х), а второе следует из невыполнения условия 1). Из 
условий теоремы 1 следует, что во всяком случае 

Ъ СО > / Д 0 Ь). 
Поэтому из невыполнения условия 2 следует, что 

ь ь 

I и с о % 1 с о = / 7. (г) од • 
А А 

Отсюда и из равенств (7) получается: 
ь ь ь 

СО <кг СО - / к ( 0 & Ь) = / /1 ( 0 <1 [§. ( О - ? 2 (1)1 • (») 
а а а 

Однако из невыполнения условия 3 и теоремы 4 вытекает: 
ь 

I /" (х) л Ьс-1 И - & СО] = (7. СО Ь СО - & С')]) |* = А (*} Гг. ( О - п < * ) ! • 
а 
Отсюда, из равенств (8) и невыполнения условия 4 следует, что / = О, 
что и требовалось доказать. 

Убедимся теперь в достаточности каждого из приведенных четырех 
условий для того, чтобы неравенство (1) было строгим. Из условий теоремы 
1 следует во всяком случае, что 

ь ь ь ь I /, (с) Щ > 17, (г;) Л*х (.г), I / 2 (,:) ( / , 2 (да) ^ ( и СО Чг <А , (9) 
а а я о 

Ь 

/ 7. СО 'I № СО - & СО] * (/. СО [,?. И - ,"2 СО]) I* = 
а 

= 7, СО [|| [Ь) — & (Ь)] > о. (10) 
(неравенство (10) получено при помощи свойства 4 интеграла Стильтьеса). 



Если выполнено условие I, то теорема 2 показывает, что первое 
из неравенств (9) является строгим. Если выполнено условие 2, то второе 
из неравенств (9) является строгим. Если выполнено условие 3, то из 
теоремы 3 следует, что 

ь 

[ёг(х)-е2(х)]>0. 
а 

Если же выполнено условие 4, то это же следует из соотношений (10). 
Итак, во всех этих случаях мы получаем, что неравенство (1) является 
строгим. Теорема 5 доказана. 
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ОБЩИЙ СЛУЧАЙ ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ ДЛЯ ФУНКЦИЙ, 
ЗАВИСЯЩИХ ОТ .МАТРИЧНОГО ПАРАМЕТРА 

Н. Л. Призма 

1. В работе автора [1] рассмотрено операционное исчисление для 
функций, которые являются аналитическими функциями одного матрич­
ного параметра, и притом для случая его приводимости к диагональному 
виду. Общий случай произвольного матричного параметра остался не­
рассмотренным. 

Настоящая работа посвящена этому общему случаю. Оказывается, 
что в основном операционные соотношения, помещенные в работе | 11( 

остаются справедливыми также в указанном общем случае, если удов­
летворены некоторые дополнительные условия. 

В частности, указаны условия существования операционного равенства 
для функции, аналитически зависящей от матричного параметра в случае 
его приводимости к диагональному виду. 

Затем в качестве примера рассмотрена матрица с трехкратным элемен­
тарным делителем и некоторый частный случай обобщенной системы теле­
графных уравнений с рассмотренной матрицей в виде параметра. 

2. Рассмотрим некоторую матрицу А порядка п, входящую в виде 
параметра в исследуемое операционное равенство. Пусть характери­
стические числа и элементарные делители этой матрицы А суть 

так что р, + рг -г • • • + р 8

 := п. Тогда матрицу А можно привести к 
следующему каноническому виду, содержащему квази-диагональную 
матрицу: 

Х„ X . . . , Х.УХ ( Х - Х 2 у « , . . . , ( 1 - Х , ) р. / 8 I 

А « . 8 Мр, (Х:) 4 ( и • • л 8 а * ) ] 8 - л (1) 

где X о о 
1 X О 
О 1 X 

О 
О 
О 

О 
О 
О (матрица по­

рядка р, (2) 
Р - 2 ,3 , . . . ) , 

О О О 
О О О 

X о 
1 X 



Затем рассмотрим некоторую функцию / ( I , А), кусочно непрерывную 
от I (0 $ Коо) при постоянном А*) и аналитически зависящую от мат­
рицы А как параметра при постоянном I. Эту функцию можно привести к 
следующему виду, содержащему квази-диагональную матрицу [2]: 

(3) 

дХ, 

где обозначено 
0 — 1 

о р ( / 0 Д ) , ^ / ( / , х ) , . . . , ! _ _ / ( « , х ) ) = 

/ М ) , о, о . . . о 

Т 1 з 1 / 0 Д ) . /ОД) , о . . . о 

(4) 

Как известно, функция / ((, X) является аналитической функцией от 
X при постоянном I в соответствующей области изменения X. 

3. Применим преобразование Лапласа к равенству (4 ) . Это преобразо­
вание существует, если значение X находится внутри области сходимости 
преобразования Лапласа функции / ( / , Х)и ее производных по X порядков 
до р — 1 включительно, т. е. если сходятся следующие интегралы: 

со 

1~ с-р< I (1,\)<11 (5) 

/ь-р* ^ / ( / , х ) < и , I , - > - ' / ( / , х ) к . (б) 

*) Характер этой кусо'пгон непрерывности впоследствии будет уточнен. 



(Сходимость этих интегралов окажется следствием дальнейших пред­
положений.) 

Предположим следующее: 
зц) Точки разрыва функции / (/, X) и производных 

А- / (* ,Х) <*= I. . . . . Р - 1 ) , (7) 
дХ 

рассматриваемых как функции от I (О < Коо) при постоянном X, явля­
ются точками разрыва первого рода, число которых либо конечно 
((<1 < а2< . .. < ак), либо бесконечно (а, < а2< .. . -» оо), и эти точки 
разрыва не зависят от X в некоторой окрестности а Х-плоскости. В даль­
нейшем мы будем для единообразия считать, что «1 = 0 и число точек оч бес­
конечно, так как этого всегда можно достичь при помощи добавления 
новых точек. 

61) В окрестности а функция / ([, X) аналитически зависит от X при 
любом постоянном г ( 0 < / < о о ) , кроме ее точек разрыва, указанных в а,). 

в,) Производные (7) являются непрерывными функциями по сово­
купности переменных г и X в каждой области ах ^ (г = 1 , 2 , . . . ) , 
Х ^ а . 

п ) В окрестности а интеграл (5) сходится равномерно относительно 
X при каждом фиксированном р, если вещественная часть этого р превос­
ходит некоторую положительную константу. 

Докажем, что в интегралах (6) диференцирование по X можно вынести 
перед знаком интеграла. Для доказательства этого разобьем интеграл (5) 
на бесконечную сумму интегралов, взятых между последующими точками 
произвольной бесконечной последовательности точек о* (к = 1, 2, . . . ) , 
уходящих в бесконечность, причем среди этих точек возьмем также все 
точки разрыва данной функции / (/, X ) и ее производных (7). 

Тогда интеграл (5) преобразуется в равномерно сходящийся ряд инте­
гралов вида 

I с-»Ч{1,\)а1{, (8) 

причем каждый такой интеграл в окрестности а параметра X выражает 
аналитическую функцию от X, а производные по X порядков до р — 1 вклю­
чительно от каждого интеграла получаются дпференцированием по X под 
знаком интеграла. 

На основании теоремы Вейерштрасса о суммировании рядов анали­
тических функций, бесконечная сумма интегралов (8), которая равна 
интегралу (5), выражает аналитическую функцию от X, а производные 



этой функции по X любого порядка получаются почленным диференци-
рованием по X бесконечной суммы интегралов (8), причем среди них про­
изводные порядков до р — 1 включительно получаются диференциро-
ванием под знаком интеграла. 

Суммы производных по X от интегралов (8) равны соответствующим 
интегралам (6). Из предыдущего следует, что производные интеграла (5) 
по X, порядков до р — 1 включительно, равны соответствующим интегра­
лам (6), т. е. в интегралах (6) диференцирование по X можно вынести 
перед знаками интегралов. 

При произвольной бесконечной последовательности точек ак , уходящих 
в бесконечность, сумма интегралов (8) равна интегралу (5), а суммы произ­
водных по X от интегралов (8) равны соответствующим интегралам (6). 
Из произвольности последовательности точек ак следует сходимость инте­
гралов (6). 

Таким образом, сходимость интегралов (6) и возможность диферен-
цировать интеграл (5) под знаком интеграла являются следствием пред­
положений аО — п ) . 

4. Далее допустим, что функция / X ) и ее производные по X порядков 
до р — 1 включительно, кроме рассмотренных точек разрыва первого 
рода, обладают еще конечным .множеством точек разрыва второго рода, 
причем последние удовлетворяют некоторым условиям, указанным далее. 
Под точкой разрыва второго рода мы подразумеваем точку, при стрем­
лении к которой функция стремится к бесконечности. 

Пусть Ъ — одна из упомянутых точек разрыва второго рода (0 < 1><оо). 
С той стороны этой точки, с которой интеграл существует как несобст­
венный, приложим к этой точке некоторый интервал Ь\<кЪ или 
Ъ <{<[>,. не содержащий больше точек разрыва. Для определенности 
будем считать, что Ъ^<Л>. 

Предположим следующее: 

а 2 ) Любая точка Ь разрыва второго рода функции 1(1, X), рассматри­
ваемой как функции от ( ( 0 ^ (<оо) при постоянном X, не зависит от X 
в некоторой окрестности а X - плоскости. 

б 2) В окрестности а функция / ( / , X) аналитически зависит от X при 
любом постоянном / в интервале Ь,<кЬ и при вышеуказанном Ь1. 

в 2) Производные (7) являются непрерывными функциями по совокуп­
ности переменных I и X в области Ьх<кЬ, Х ^ а . 

г 2) В окрестности а интеграл (5) сходится равномерно относительно 
X при каждом фиксированном р, если вещественная часть этого р пре­
восходит некоторую положительную константу. 

В указанном интервале 1>1<1<Ь возьмем произвольную последо-



вательность точек Ьк(к = 1, 2, . . . ) , сходящуюся к 6. Часть интеграла (5), 
взятую по интервалу (Ьи Ъ), т. е. соответствующий интеграл 

ь 
| е - р ' / ( ^ Х ) ^ , (9) 
Ь1 

разобьем на бесконечную сумму интегралов, взятых между соседними 
точками последовательности Ък (к = 1, 2, . . . ) . 

Тогда на основании теоремы Вейерштрасса о суммировании рядов 
аналитических функций оказывается, что производные по X порядков до 
р — 1 включительно от несобственного интеграла (9) можно получить 
диференцированием этого интеграла под знаком интеграла по параметру X. 

Вернемся к интегралам (5) и (6). К точкам разрыва второго рода 
подинтегральных выражений этих интегралов приложим некоторые интер­
валы рассмотренного вида, которые исключим из интервала интегриро­
вания интегралов (5) и (6). Тогда на основании предыдущего, для остав­
шегося интеграла вида (5) производные по X порядков до р — 1 включи­
тельно можно получить диференцированием под знаком интеграла по 
параметру X. Также и от несобственных интегралов вида (9), взятых 
по указанным интервалам, производные по X тех же порядков получаются 
дифференцированием под знаком интеграла по параметру X. 

Объединив оба результата, получаем, что и в случае наличия конечного 
числа точек разрыва второго рода, производные от интеграла (5) по X 
порядков до р — 1 включительно можно получить диференцированием 
под знаком интеграла по параметру X, если удовлетворены вышеуказанные 
предположения. 

5. Обозначим изображение функции 1(1, X) через Р(/>, X). Тогда 
на основании предыдущего из равенства 

оо 

Р [ е~р1 / & X) & - Р (р, X) или / (/, X) ^ (р, X) 
о 

следует: 

р [ * * * А г / 0. Ч * - - ^ г ? 0>. *) "-™ Л - / С*. = ^-тР (Р, X) 
о' дХ 9Х д\ д\ 

(г = 1,2, . - Р — 1). 

Отсюда преобразование Лапласа равенства (4) приобретает такой вид: 

р ] е - Р ' О р (/ (I, X), п / ((, X), . . . , — ^ / О, X)) к -
о д X 



Й ^ ' Х ) ' 

о , 

р (Р, Ц , 

1 д 
1! дХ Р(р,Х) 

О 

О 

Р(РЛ) 

. о 

. о 

. о 

1 о „ , „ 1 о 

= О р | Р (Р, X), ~ Р (р, X) Г (Р, X) 

(10) 

6. Рассмотрим преобразование Лапласа равенства (3). Предполагая 
удовлетворенными соответствующие условия относительно функции / ({, X) 
и ввиду независимости от I матрицы 5, па основании формулы (10) получаем: 

со гр — 1 

/ / О. А) Л - 8 [ 0 Р 1 (Г (/>, X,), ^ / ' ( ^ А,) ^ - ^ ^ ( Р , М) , . . . 

-1 

>>\ (/•• (р. К), ^ Г Ь & . . . . ^ ~ * (Р, Щ 5 - 1 

= Г(Р, А) 
или: 

/(I, А)^1'(р, А). (11) 

Основываясь на условиях существования формулы (10), сформулируем 
условия существования операционного равенства (11). 

Т е о р е м а . Пусть дана матрица А, характеристические числа и 
элементарные делатели которой суть 



Пусть, кроме того, дана функция 1(1, X), кусочно непрерывная от I 
(0< 2<оо) при постоянном А и аналитически зависящая от матрицы А 
как параметра при постоянном I, причем удовлетворены следующие 
условия: 

а) Точки разрыва функций / (/, Х/с) (к = 1, . . .,,?) гг производных 

— ( А - = 1 , . . . , * ; г = 1, р * - 1 ) , (12) 

рассматриваемых как функции от I ( 0 < 2 < оо) врц постоянном Хд, 
являются точками разрыва первого или второго рода, причем эти точки 
разрыва удовлетворяют условиям а^ гг а 2) в некоторой окрестности 
о/с ч - плоскости. 

б) и в) Для тех к, которым соответствуют кратные элементарные 
делители, выполняются условия 61), бя), В1) и В*), в которых вместо а 
надо поставить аЛ. 

г) Интегралы Лапласа 
оо 

I 6 - р « / ( / , Х,)Л ( А = 1 6 ) (13) 
о 

сходятся для всех значений к. Для тех к, которые соответствуют 
кратным элементарным делителям, интегралы (13) сходятся в окрест­
ности а/: Х;с - плоскости равномерно относительно X при каждом фик­
сированном р, если вещественная часть этого р превосходит некоторую 
положительную константу. 

Если, кроме того, Р(р.Х) обозначает изображение функции / (I, X), 
то Р (р, А) является изображением данной функции / (I, А). 

З а м е ч а н и е 1. Рассмотренную теорему можно доказать и при 
других условиях, опираясь не на теорему Вейерштрасса о равномерно 
сходящихся рядах аналитических функций, а на правило диференцирова-
ния несобственных интегралов от непрерывных функций по параметру 
под знаком интеграла. В таком случае приходится делать следующие 
изменения в формулировке теоремы: 

1) В пункте а) надо ограничиться допущением конечного числа точек 
разрыва функций / ( / , Х-.) и их производных (12), 

2) Пункт б), т. е. условия 61) и б2), оказывается излишним, 
3) В пункте г), вместо равномерной сходимости интегралов Лапласа 

(13) от функций / (/, Яд-), надо требовать равномерную сходимость отно­
сительно Хд. интегралов Лапласа от производных (12). 

З а м е ч а н и е 2. Как частный случай доказанной теоремы можно 
рассматривать случай приводимости данной .матрицы А к диагональному 
виду, т. е. случай, когда все элементарные делители матрицы А простые. 



В этом случае оказывается излишним следующее: рассмотрение произ­
водных от функций ((I, /.д.) в пункте а), весь пункт б) и пункт в) и, кроме 
того, равномерность сходимости интегралов Лапласа в пункте г). 

7. П р и м е р 1. Рассмотрим матрицу А, обладающую единственным 
элементарным делителем ( X — Х 0 ) 3 кратности 3, причем 9 г ( Х 0 ) > 0 . Эту 
матрицу можно привести к такому виду: 

А 
х 0 О О 
1 Х0 О 
О 1 Х0 

Кроме того, рассмотрим функцию 

1 
х- А 

1 I 

зависящую от указанной матрицы А. .Можно убедиться в том, что эта 
функция при Д { ! А а ) > 0 и ЭЙ (р) > О удовлетворяет условиям рассмот­
ренной теоремы. Используем известное операционное равенство для 
соответствующей численной функции [1]: 

1 е 4 1 

1/тс* 
\ р е * ° г г 

справедливое при 31 (Х 0 )> 0, причем возьмем такие значения квадрат­

ных корней: | а г § у х 0 | < - ^ и | а т | 1 Г р | < - — . Таким образом получаем 

операционное равенство для данной функции: 

г 2 А 

(14) 1 •л . - * У а У Р 
Ф V ре 

справедливое для рассматриваемой матрицы А при тех же значениях 
квадратных корней. 

Впрочем, данная матричная функция после приведения к каноническому 
в т у получает выражение: 

1 О . О 



Подобным образом получается также следующее операционное равен­
ство: 

, х]!Т -хТГТТ* 
егтс = е 

2 |/ I * 

справедливое для рассмотренной матрицы А и вышеуказанных значений 
квадратных корней. Заметим, что в этом случае для обоснования опера­
ционного равенства удобнее воспользоваться доказанной теоремой в 
измененном виде, согласно замечанию 1 к теореме. 

8. П р и м е р 2. Рассмотрим обобщенную систему телеграфных урав­
нений для трех проводов, соответствующую частному случаю Ь = О, 
0 = 0 [1, 3]: 

ди _. д\ ди .... 
— д - = К 1 , — -— = С — , (16) 

ох дх 01 

причем предположим, что матрица КС имеет единственный элементарный 
делитель (X—Х 0) 3, удовлетворяющий условию »}(Х 0 )>0. Будем решать 
эту систему (16) для значений аргументов 0 < а ; < о о , 0 ^ < < о о при 
условиях: 

и\х=о = "о =соп§1 , и\х = оа ограничено и и | | = 0 = 0 . 

После перехода к изображениям решение системы (16) получается 
такое: 

- X 

и = с ^ ] 1 р и 0 , . ^ К - ^ К С ^ е ' ^ ^ и о , (17) 

причем значение корня У КС берем то, у которого характеристическое 

число удовлетворяет условию | ап? У Х э| < - у , а значение ^ р берем с 

условием | аг§ ур\ < - у - . 

3 а м е ч а н и е. Ввиду условия Ж (Х 0)> 0 матрица КС неособая. 
Следовательно, К также неособая матрица, и поэтому К - 1 во второй 
формуле (17) существует. 

Воспользуясь операционными равенствами пункта 7, мы получаем 
искомое решение системы (16): 

и •'( ^Я". ' -К-'У?К^ <18> 
справедливое при том же значении корня У К С. 



После приведения полученного выражения матрицы ] к каноническому 
виду при помощи формулы (15) прямой подсчет показывает, что силы 

токов в проводах линейно зависят от 1 , — - т — и ^т-^ , умноженных на 
выражение 

е 
Г2 х 0 

4 ! 
Уте* 

Кафедра общей математики 
Июнь 1949 г. 
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ИЗУЧЕНИЕ НЕКОТОРЫХ СПЕЦИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ, 
ПРИМЕНИМЫХ К РЕШЕНИЮ ТЕЛЕГРАФНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 

Э. Я. Риекстыныи 

Классическое решение основной задачи телеграфных уравнений, 
описывающих электромагнитные явления в отдельных линиях электросвязи, 
имеет вид весьма сложных интегралов, содержащих бесселевы функции. 
Это затрудняет использование решения на практике. 

Советским ученым П. И. Кузнецовым [1, 2, 3] найдено решение той 
же задачи, не содержащее интегралов, выраженное через некоторые спе­
циальные функции от двух аргументов, именно функции Ломмеля от 
двух мнимых аргументов. 

В настоящей работе исследуются специальные функции от двух аргу­
ментов, которые получаются из функций, рассмотренных Кузнецовым, 
заменой независимых переменных двумя новыми аргументами. Такая 
замена упрощает теорию этих функций. 

В § 1 получены некоторые общие свойства исследуемых специальных 
функций. Среди этих свойств имеются также существенно новые. При 
этом особое значение для решения телеграфных уравнений имеет дифе-
ренциальное уравнение (15) со смешанной частной производной второго 
порядка, которому удовлетворяют функции, рассмотренные в этой работе. 

Затем в § 2 при помощи рассмотренных специальных функций получено 
решение основной задачи телеграфных уравнений посредством преобра­
зования Лапласа. Это решение получено более простым путем, чем ана­
логичное решение П. И. Кузнецова для той же задачи [1]. 

Наконец, в § 3 получены асимптотические представления рассматри­
ваемых функций. 

§ 1. ОБЩИЕ СВОЙСТВА РАССМАТРИВАЕМЫХ СПЕЦИАЛЬНЫХ 
Ф У Н К Ц И Й . 

I. В своих исследованиях явлений дифракции Ломмель пользовался 
функциями 

{ и « ' , : ) ^ ( - 1 ) Ч ^ Г П . ^ 2 и ( 4 (1) 
т = О I I I 



со 

которые впоследствии названы функциялш Ломмеля от двух аргументов 
и встречаются в некоторых задачах физики [4]. 

П. И. Кузнецов [2] рассмотрел функции, выражаемые через функции 
Ломмеля от двух мнимых аргументов: 

' ^ ' (а — целое число) (2) 
< : ; „ ( « ' , 2 ) = Г " " Т п ( / ( С , 4 2 ) , 

при помощи которых он получил решения телеграфных уравнений [1, 2, 3]. 
По определению функций 1/п (ее, г) и У п (да, 2) имеем: 

1 п ('V, г) = 2; (—I 1п *т (г), 

<М«' , 2) = Е (— / п + , т (2). 

(3) 

В настоящей работе исследуются специальные функции от двух аргу­
ментов, которые получаются из функций, рассмотренных Кузнецовым, 
введением новых независимых переменных: 

оо I ,~— , п + 2 т 

г* (х, у) = Га (2 х, 2)Г^) = 1 [у-] 1п+*т (4) 
т =01 

, п+ 2т со . . \п+-1т 

« (X, ?/) - В* (2.г, 2У^?) = ^ (| / -^ ) / п + 2 т ( 2 ( 5 ) 

Очевидно: 
('п ( в , г/) -= ип (у, х), (б) 

и поэтому можем довольствоваться рассмотрением одной из этих функций. 
Впоследствии, будем исследовать функцию 11^ (х, у) при любом веществен­
ном значке V, которую определим рядом (4) с заменой 44 на V. Значения 
х и у, при которых этот ряд сходится, выяснятся впоследствии. 

Заметим, что соотношение (6) равносильно известной формуле [2] 

2. Разложим каждый член ряда (4) после замены п. на V в степенной 
ряд: 



Перегруппировав затем члены полученного повторного ряда (законность 
чего будет доказана впоследствии), мы получаем при чф—п (п — целое 
положительное) разложение по степеням у. 

«У У) = Е ~кТ''к+'' С*)* (8) 

где ооозначено: 
V +к + 21 

1) 

Если же V * * — п , то после перегруппировки членов и некоторых пре 
образований мы имеем 

г) при нечетном п 
в) при четном п. 

а п(х, ,) Г** А '' (''' Г) 

I ( г - г У/) — « « + 2 (У, 3=) 
(9) 

Формулы (9) уже известны в другом виде [2]. Они оказываются пра­
вильными при любом целом п. 

Перегруппировав другим образом члены того же повторного ряда, 
мы получаем при V Ф — п разложение по степеням х: 

ч № у) = I г ... , - *>Ъ (У), (10) 

где обозначено 

*• (?/) = 
1 : 7 Г • • + ~ - при четном к, 

гС I 

4 т при нечетном А А"! 

Если же у л, то мы имеем 

V • 
( П ) 

Ввиду неравенства пк(//) ^ г1"1 р я д ы (10) и (11) абсолютно сходятся 
при всех комплексных % и /у, кроме .г — 0 при у < 0 (у ф — п ) , чем оправ­
дывается перегруппировка членов в ряде (4) [5]. Отсюда следует также 
сходимость рядов (4) и (8) при тех же значениях аргументов. 

Согласно свойствам степенных рядов, не только функции (.г, //), 
но также и все производные любых порядков по х и :/ от этих функ­
ций непрерывны. 

При комплексных аргументах значения многозначных множителей 



отдельных членов ряда (4) надо брать так, чтобы получился ряд (7). Фор­
мула (7) показывает также, что у = 0 является устранимой особенностью 
ряда (4). 

Впредь будем рассматривать функции щ только при вещественных 
неотрицательных значениях аргументов. Однако многие дальнейшие 
формулы оказываются справедливыми также при любых комплексных 
значениях аргументов. 

Пользуясь формулами (4), (8), (10) и (11), можно получить все те свойства 
функций и,, (х, у), которые соответствуют известным свойствам функций 
© „ ( с у , г) и Г„ (<у, г) [2], например: 

« у + Л-г-, у) = " V У) 

1 

:У), 

Л—I 

и°.п (х, х) = — [10 (2.г) + с\х2х]-1 РЛ (2х), 
Л к = 0 

1 ^ 
и-гп+1 (х, х) = — 511 2 х — 2. Ш+1 (2х) , 

А & . 0 

Шп (х, 0) = с И х— ^ 
, 2к 

К — 1 

+ 1 С*| 0) = 5П Ж — ^ 
гк + 1 

И при V = О, 
I 0 при V > О, 

1нп ич (х, у) = 0 при фиксированных х, у. 
V —>оо 

3. Из разложений (7) следует: 

~дх 

(12) 

V + 2 т 

Г, + 2т(2Уху) 



откуда затем получаем: 

"V У) = г \ — 1 (х, у), В, (х, у) = I*, + 1 (х, у). (13) 

Из формул (13) и определения функций ;\ (х, у) следуют диферен-
циальные уравнения с частными производными, которым удовлетворяют 
эти функции: 

о 2 и,, I ~ ^ 

дх2 

<*ТГ 

дх ду 

д2 и, /-, / — V п / — 

(| --) 
— 1 ' „ = 0. (15) 

При помощи формул (13) мы получаем следующее разложение в ряд 
Тейлора: 

вч (х, у + а) X - т г «V +* Сг', У)- (16) 

После перегруппировки членов последнего ряда имеем: 

Щ (<•, // + 4 = | ( 2 У 1 7 / ) ^ (*)• (16') 

Подобным образом можно получить: 

(17) н„ (.г + а, /у) = : | ~ ич-к С'', /7) = I (V~) 'ч-к (2 }' ху) гк (а). 

4. Дальнейшие свойства функций >\ (./, у), а также И соотношения 
между функциями (;>;, ?/) и другими специальными функциями можно 
получить при помощи преобразования Лапласа. 

Пользуясь рядами (4), (8), (10) или (11), мы получаем следующие пре­
образования Лапласа функций ич (х, у) (при V > — 1) по переменной х: 

Я. {и, (х, »)) ( 1 8 ) 

У п— 1 

( (х, ?/)} = .Г'1, - I РП-К~1 Ь9 (у), (19) 
/ ' " — 1 * = о 



2 . \ 2(Ь / 1У^2 —4а|3 р" — + 

а 2 — В 2 

У — 4ай[р 2 — (а + р) 2 

где Л ( * - т > - И П Р " Х < * ' М Л * , Ч Й « ? е - * т Й I 1 при я > т, ./ 
о 

Из формулы (20) при т = 0 получаем: 

(20) 

Ах. 

2 \ 2? / 1Ур2 — 4сф ; ) 2 _ ( а + р ) 2 

+ ^ 2 - 4 а Й [р2-(*+ й)2]_ 

и, кроме того, при а = {3 = 1 получаем: 

(21) 

« к Ь * = А № Г . (22) 

1—1 

Гв | Щ (х - т, * + Я (Я - т) | = / ; 2 _ 4 ^ ^ - / . (23) 

Преобразование Лапласа по у при целом V можно получить, пользуясь 
формулой (9). 

По известным формулам и правилам преобразования Лапласа [б, 7] 
можно найти многие соотношения между функциями н у и другими 
специальными функциями, среди которых отметим только некоторые: 

(«. У) / ( ] Д ) ' 8 / , - * (2 Г ^ ) ^ 1 (.с - О <П (V > 1) 
(24) 

(2 с1т (г — 0 г/̂  СоО), I • /(I 



"V ( * , У) = I Е«*-ч (I, У) г "V 2/) ] ( ± - / ) <Й (V > 1) 

I.4: ""т& ^ , р 4 щ т т ) ^ Н'"^-
причем 

' * « - 2 ( * ± ; ) 
к V \ < •<>' 

Д и- — т-1 т ! 

обозначает обобщенный полином Лягерра, 
Ввиду неравенства 

• ' • ' / 1 - ( ' ) - ' ) - - ( 1 ; • > ) к ' . 

существующего при ;/• > 0, мы получаем мажорантный ряд 

(1 - м т - 1 ! - „ С- • 1) ('• • ' ; ! ) 

= У {(, у) + у)) С 0 8 (ж — I) Л (V > 0), 
о 

.с 

.г, ( «^ , до = « / с 1 1 [ ( а Й & - л " 

- 9 (]/у)' / /ч (2/ зп [ (« + р) (* - ,)] <к (V > 0). (27) 



для рядов, содержащих обобщенные полиномы Лягерра в формулах (28), 
причем этот мажорантный ряд сходится при всех конечных значениях 
х > 0 и у. Поэтому ряды в формулах (28) сходятся. 

Если, в частности, V целое, первые ряды в квадратных скобках формул 
(28) можно выразить через элементарные функции, после чего эти формулы 
можно использовать для нахождения численных значений функций ип-

§ 2. РЕШЕНИЕ Т Е Л Е Г Р А Ф Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й ПРИ ПОМОЩИ 
Ф У Н К Ц И Й к О, у). 

I. Уравнение (15) дает некоторые указания на связь функций в, с 
телеграфными уравнениями, ибо это уравнение является преобразованным 
телеграфным уравнением. Более общее формальное решение уравнения 

- & = • - . т 

г) х О у ' 
получается в виде 

со / } 1 И - » со / I \ & + у 

" = I '"41/- й * , $Ш Н 1Ц1/ т 'Ьь, (2 1/ -Ч), (29) 
ибо на основании вышеуказанного отдельные члены рядов (29) удовлетво­
ряют уравнению (15'). При этом V остается произвольным. Еще более 
общее решение уравнения (15') можно п о л у ч и т ь суммированием выражения 
(29) по V. 

После известного преобразования независимых переменных оказывается, 
что обычное телеграфное уравнение 

- т о г -
 Ь С

 4 г Г + №0 + йС) 4 г + ш ' < СК? ф 0) (30) 

в котором V (х, /) означает напряжение ц (х, I) или силу тока I (х, !), обладает 
формальным решением следующего вида: 

/.—01 СО I . \ Л + 7 кг х'1) + 

(31) 

где ооозначено 
н е ю н е — и ; л 1 - — 

и еще может быть выполнено суммирование по V. 



Коэфициенты и и значки V можно найти из начальных 
и граничных условий. Однако мы выберем для определения этих величин 
другой путь — именно воспользуемся опять преобразованием Лапласа. 

2. Известное решение телеграфных уравнений для линии полубес-
коиечной длины при начальных условиях а (.г, 0) = I (х, 0) = 0 и граничном 
условии и (0, /) — 1 можно представить в виде [8] 

а(х, О 

,-(*, Р = « Г ' { Г ' + ' ' > (32) I *Р ]1(р + р) а — а 2 | 

причем Ц| обозначает обращение преобразования Лапласа по I. 
Для осуществления обращения преобразования Лапласа восполь­

зуемся подстановкой 

Р + Р = Ч-

Затем, согласно известным правилам, совершим обратное преобразование 
относительно д и, наконец, умножим результат на е~Р1 . 

После этого воспользуемся формулой (20), которая после замены р 
на д, х на / и - на со р, при V = 0 и V = 1, дает: 

& | Г Т 1 «е [Л (! ~ш% 5 (I + сое )] Ь(1 — и г ) } = 

(33), 

] ГЧР 1 :,, [у. (I — ш ./•), а / ; — ы л ' )} = 

( а - В) д 
_ф _ ( а + В) 3 ' V г - 4 аВ [ ? 2 - ( а + В)-] 

(34) 

Введем здесь обозначения 
I — ю х - - -, I •! о> х — У), 
« 4 - 5 я р, 4 а З а'2, 

причем предполагаем а > В. Тогда мы получаем 

?/|«-?( \Щ ( « т , Вт;) + О о ф т , аг() + к , ( « т . ВУ)̂  -! к , ( В - , *эй] Л (т)} г= 

- е 
I I <1*-°> 



Ввиду соотношения [б] 

{ е - м * У « 2 - 3 2 у а ^ _ о 2 ] = ь - р ' / 0 ( а У&—тЩ Ь (I - » х), 

получаем, наконец, 

в (х, I) = е-р1[— / 0 (2} /*Зтг , ) + и0 (*т, 3?;) + «о (Зт, аУ)) + и, (ат, Зу,) 4-

+ к, (Зт, аг,)] А (т). (35) 

Подобным же образом получаем 

' (*. 0 = { | / т 7 7о (2 У^ГаТ) + ] / ^ - е - Р ( [но («ЕТ, Зт]) — в , (Зт, а1)) + 

+ И, (ат, |Ь|) — Я, (Зт, а г , ) ] | Л (т). (36) 

Ввиду формул (9) при П - - 0 и п~—I мы можем представить формулы 
(36) и (35) еще в следующем виде: 

и (х, I) = | Г ^ Р * - г е-Р 1 [«о (Зт, ат,) — и.0 (Зт ь ост) + м, (Зт, — 

- н, (Зт], ат)]} Л (т), (35') 

• * • - (У? «-*" •= (V?+У?)* <2 гаи -

где 

Формулы (35) и (36) совпадают с решением П. И. Кузнецова для той 
же задачи, найденным другим путем [1, 2]. 

Подобным образом можно получить решения той же задачи для линии 
конечной длины и для некоторых других граничных условий, пользуясь 
функциями ич . 



§ 3. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Я Ф У Н К Ц И Й 
"о Ьк у) и "1 Ы, у)-

1. Будем искать асимптотические представления функций ц 0 (х, у) и 
ц, (х, у), использованных в предыдущем параграфе для решения теле­
графных уравнений, причем и здесь будем пользоваться преобразованием 
Лапласа. 

Воспользуемся следующей известной теоремой [7]. 
Т е о р е м а . Если положим 5?х {Р (х)} = / (р) и 
1) / (р) не имеет других особенностей, кроме точек разветвления и 

полюсов первого порядка; 
2) при к« р < 0 / (р) равномерно относительно аргумента 9 стремится 

к нулю, когда \р\ ->оо; 
3) в окрестности точки разветвления р0 с наибольшей вещественной 

частью /(р) представляется рядом вида 

I»г* (Р — я > Г ~ т ; 
п = 0 

4) в полюсах ри р2, • • • рк функция / (/>) имеет вычеты 
ги г2, ... гк, 

то функция Р (х) имеет такое асимптотическое представление: 

* оо ( _ пт.г („ + - Ц 
Р(х)~ 2 | ^ — Ь гп 1 V) 

П = 1 7 1 11 - О п + 

2. Подставим в формулу (21) V — 0 и V = 1. Получаем 

(«•, щ\ = /о(/О - -УГ-,-, 1 г + — г ;Л-
4 |_]/ / / _ 4 а З /Я — (* + 3)-

а 3 — З 2 "I 
Р # » - 4 а З ~ [ / , 2 - ( а ^ 3 ) 2 ] ] ' 

(38) 

2 К ( „ , з о ! = ./, (/О - 1 + , -

(39) 
Впредь будем считать, что у. ф % ибо если а = 3, то н„ (ах, их) выражается 
через известные функции. 

Можно убедиться, что функции /,, (/<) и /, (/,•) удовлетворяют условиям 
1) и 2) теоремы. Мы имеем полюсы рх = а + 3, /ь = — ( а + 3) и точку 
разветвления с наибольшей вещественной частью р0^-.2\а\Ъ. Поэтому 
нам следует найти вычеты в точках р1 и р2 и разложение в окрестности 
Р = рц-



Ввиду формул [6, 7] 

в— 
I. [/ р 2 — 4 аЗ ) 

(-4) 
п 

1 \ Г 

(4:с|/ с/.3)п 

2 * У а з У х п = = 0 

-1 С « + [ 
\ р 2 - ( а Р)2| 

1 1 I 
= 5П (а + Р) 

1 

(40) 

(41) 

(42) 

р * _ ( а + Р ) 2 ' 2 ( а + р ) [ р — ( а + В) р (а : р) 

I = _ 1 Г ! + ! 1 
Р*— (ос + р) 2 2 [ р — (а + 3) ^ Р + Ш+Щ \ 

остается только найти вычеты функций 
1 

Ф1 (Р) и 9а (р) 
1 

I V - 4 аВ [/> + ( * + В)] У р 2 — 4 а р [р— (а -|- 3)] 

и разложить эти функции по степеням 

р - 2 У ^ р = з, 

после чего окажутся удовлетворенными условия 3) и 4) теоремы. 

3. Мы найдем вычеты в точках (а + В) и — (а + 3): 

/•, ш. \\п\ —т= 
Р->а+Э У р 2 — 4 а р У(а —Р) 2 

1 
а— р 
— 1 

- , если а > В, 

а - р - , если а < Р; 
(43) 

—, если а > р, 
г 2 = Шп 

Р->—(а *(5 У р 2 — 4 ар У(х — р) 2 

- если а < р . 



Затем разложим функции с?, (р) и =р, (р) по степеням ±. 

. . 1 1 1 
Ф1 (Р) = Т7= У г ( П Г М р Г 2 + 2 У а З — ( а + 6 ) 

1 1 1 
4 _ _ 1/Т 

2 У а З ( У а — } / р ) 2 ' А 1 
( У ^ - У в ) 

Потом мы воспользуемся формулой 
оо со с , 

—1 2 > » 2 " = ^ ( я 0 ^ + а, с " - 1 + . . . + « „ ) г" - ^ у п : п , 
' С 2 п = 0 п = 0 п - 0 

которая справедлива в окрестности ж •= 0. 
В данном случае имеем 

с = \Г*-ПУап = 

и поэтому 

У п ( Г - У г . У ' 1 ^ 4у^Ф ] 

Последняя сумма является суммой первых п членов формального разло­
жения бинома 

п Д 4 У ар) ' 

[ 1 + т - ш 
41/ ар 

поэтому введем следующее обозначение: 

1 Г, , ( У ^ - У з > 
- У ^ р [ 1 + * 4 У ^ 

(44) 

Таким образом, получаем 

?.00 = ~ т - - - Т 1 — 1 > : " ( 4 5 ) 

2 У ар (У а — У р) 2 " " ° 

Подобным же путем находим разложение функции <р2 (/>): 

92 (р) - - т — 4 : — 1 (-1)«8„ Г " * , (46) 
2 У ар (У а + У р) 2 »=° 



где 

' п " (У « + I 4 у «в \ п 

(47) 

4. Согласно формулам (37) — (46), можем, наконец, представить функ­
ции н0(хх, З.г) и &] (у.х, $х) в виде асимптотических рядов (при а > 3 ) : 

Во (у./ З.г) 
- - 1 Л \ я / (4.,- [/ о-.^г 

У а + \1 3 

2 ( У ^ - У ^ ) п е 0 
2 ( У а + У з ) Л ' П ' 

(48) 

ц, (ал-, З.г) - -—б<» 

е2хУ а? Г 

У а —VI п ~ о 

У . - У з 
1 У * + Уз п1т0 

(49) 

Если же а < 3, то в формулах (48) и (49) первый член будет соответственно 

д. - 1 - 6 — и У с - ' а +3^ , а остальные члены остаются прежними, 

После подстановки ах = /, Зх = /у получаем при / > / / : 

Г 
и0{1,У) ^ ~ е'+У 4 1 Х ( о » Н ) , ( " ^ 

1 У ~ - У > / 

4т7 ] / «// 

Г 



1 у т - ь 
2 + Уу) 

1 

(У * + Ь ) 2 

ту? 1 1 (48') 

Н! г/) -̂ + 
г + ~ + Г (У7-УТ)Ч~ 4 

+ 

(•+4-1 Я Г (У< + Ь ) 0 - т \ , 

у)' 2 п I 4 У 1у \п \ 

(49') 

При < <у первый член здесь будет соответственно — е—и+м и — - е—и+уК 

Очевидно, что полученные асимптотические формулы применимы к 
вычислению значений функций ип (/, у) и щ (/, ?/) при достаточно больших 
значениях У г — } / у. 

5. Из формул ( 12 ) , (48) и (49) следует 

если к > Р, 

Нт е -(«+3 > а :/? 7 (х.г, Вг) = 

а из формул (48') и (49') получаем 

—- если а -=- 3, 
4 
0, если х < 3, 

(V — 0,1) (50) 

Нт г/, (/, у) е~1 ^ — е«, 
I ->оа ^ 

Нт н у (/, у) Ь~у = 0. (V - 0 ,1) (51) 

Легко распространить эти свойства на другие целые значения V. 
Возвращаясь затем к формулам (36') и (35'), ввиду неравенств щ > Вт, 

ат > Вт) (среди которых второе имеет место, начиная с достаточно 
большого I) имеем 

Нт е-р« и., (Зт, ат)) О, 
'~">0° (с = 0 ,1) (52) 
Нт е—Р1 ич (Вг,, ат) = 0. 

4 — Умение записки. Том V] 



Отсюда новым путем получаем известные следствия [8]: 

Нш и (х, I) = е-^х , 

лГс ( 5 3 ) 

I—>со 

Кафедра общей математики 
Апрель 1950 г. 
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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРА МЕТОД031 ВЕРХНИХ II НИЖНИХ 

ФУНКЦИЙ 

А. Я. Л у си с 

1. Д. Ю. Панов [1] распространил известный метод верхних и нижних 
функций на линейные интегральные уравнения Фредгольма 

1 

<р(.г) = Х I К(х, *) 9 ( * ) * + /( *) (1) 
о 

с непрерывным и знакопостоянным ядром, а также и на нелинейные инте­
гральные уравнения типа Гаммерштейна. При этом верхние и нижние 
функции строятся при помощи использования теорем об интегральных 
неравенствах, аналогичных теоремам С. А. Чаплыгина ([2], стр. 349) о 
диференциальиых неравенствах. Это исследование уравнения (1) про­
водится в предположении достаточной малости значений параметра X ^ О, 
именно, при 

где .1/ — максимум значений ядра А" (х, к) при 0 «г гс, * < 1. 
Цель данной статьи — дать применение метода Чаплыгина —Панова к 

приближенному решению линейного интегрального уравнения Вольтерра 
X 

9 (х) = I' К (.г, Щ 9 (.V) (& - г / (,) (О <: х ^ 1) (3) 

или уравнения с параметром 
X 

9 (х) = а I К (х,.«) 9 (.у) Л- + / (х) (О < х ^ 1) (3') 
о 

и показать, что этот метод применим при любых значениях параметра 
л ^ 0, если ядро А" (.г, ,<;) непрерывно по совокупности переменных и 



неотрицательно в замкнутой области 0 < I < х ^ 1, а заданная функция 
/ (х) непрерывна и неотрицательна на отрезке 0 ^ х ^ 1. Мы будем 
все время предполагать, что К (х,.«) и / (х) удовлетворяют этим требо­
ваниям. 

2. Докажем о с н о в н у ю т е о р е м у об интегральных неравенствах: 
пусть функция 9 (.г) непрерывна на отрезке 0 ^ х ^ 1 и имеет место 
неравенство 

X 

9 (х) — [К (х,*) 9 («) & > 0 (0 < х < 1) ; (4) 
о 

тогда <?(х) > 0 при О < х ^ 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если учесть, что 

о 
то из неравенства (4) мы получим 

X ш 

Ф ( . т ) > / [ / К (а, 0 9 ( 0 ^ ] * 
6 о 

и после перестановки порядка интегрирования — 
* X X 

9 Ю > / 9 (0 [ / К (х, »} Я (*, 0 Л ) & = / А'2 (г, /) 9 (0 с/?, 
О I О 

где, как обычно, под К& (хг 1} понимается первая итерация ядра А' (х, х). 
Продолжая этот процесс, получим общую оценку 

Х 

9 Ы > [ Кп {х, I) 9 (0 сЬ (О < х < 1; п = 2, 3, . . .), (5) 
о 

где под А'„ понимается п — 1-я итерация ядра К. Однако итерированные 
ядра, как известно, имеют оценку 

О $ А'„ (г, 1) ^ ЛУ" 7̂ у~̂ ~ууТ ^ ( 7 = 7 1 ) ! -

где 
М = шах • А' Ь, ш). /вч 

О « : * ^ г < 1 у и > 

Поэтому, переходя к пределу при п оо в неравенстве (5), получаем, 
что при 0 ^ 3 - ^ 1 будет 9 (.г) р 0. Отсюда неравенство (4) дает, что 
9 (х) > 0 (0 < ./• < 1), что и требовалось доказать. 



З а м е ч а н и е I. А. Д. Мышкис указал на более простое доказатель­
ство основной теоремы. Из неравенства (4) следует, что 9 (0) > 0. Пусть 
утверждение теоремы неверно и х = а — первый нуль функции 9 (х) на 
отрезке [0, 1]. Тогда 

9 (а) = 0, 9 (х) > 0 (0 < х < а). 

Подставляя в обе части неравенства (4) значение х = о, немедленно при­
ходим к противоречию. 

З а м е ч а н и е 2. Доказательство показывает, что утверждение 
теоремы справедливо и в том случае, если от 9 (.с) требовать только ку­
сочную непрерывность (или даже только суммируемость по Лебегу). Далее, 
из того же доказательства следует, что если при этом предположении о 
9 (х) неравенство (4) заменить на 

X 

9 (х) — / К (х, ,9) 9 (5) а$ 3* 0 (0 « х < I), 
то о 

9 (*) > О (О Ц х < 1). 

С л е д с т в и е . Если 9 (х) является непрерывным решением уравнения 
X 

М 9 ) ^ 9 ( * ) - / я ( х , 5 ) 9 ( * И 5 - / ( х ) = 0 ( 0 < * < 1 ) , (7) 
о 

а две другие (кусочно непрерывные) функции ц{ (х) и Ф; (.г) удовлетворяют 
неравенствам А (91) ^ О, Л(Ф,) > 0 (0 < х < 1), то Ф, (х) представляет 
собой верхнюю, а 91 (х)— нижнюю функцию решения 9 (х); более точно — 

9 ! (х) ^ 9 (.г) * Фх (х) (0 « х ^ 1). 

Действительно, это получается при помощи применения замечания 2 
к функциям 

V ( , ) = ф , ( . , ) - 9 ( , ) . ф (х) - 9 (.г) - 9 . ( ' ) • 

3. Мы применим основную теорему для построения верхних и 
нижних функций по методу Д. Ю. Панова [1], беря их кусочно 
постоянными. Для этого разделим основной отрезок [0. I] н а п равных 
частей и обозначим через <?̂ п) отрезки 

й Ч ^ - ; I ( * - ' ' 2 

Введем далее обозначения при к — 1,2, . . . , и; I = 1, 2, . . . , /с 

^ п ) = т ,п / ( . г ) (хЬ&), /"<">= т а х / ( х ) ( ,^ 

* 



А « ? - т т А < п ) ( * ) ( . г е ^ ) , А ^ т а х А ^ г ) <̂ <РЬ 
где 

*1 

Л <л) (а) = ^ К (х, а) & ( — < * * 1 ) 
1—1 

Ясно, что имеют место следующие соотношения 

0</Р«7Р'. 0 а ! : Ч 1 ; г Ч 1 ( Ы , 2 , . . , й ; ( = 1,2 (8) 

где постоянная М определена по (6). 
Для построения верхних и нижних функций в случае интегрального 

уравнения Вольтерра (3) рассмотрим системы уравнений 

• Р - Х Р + Ег» « Г < А = 1 , 2 , . . . , п ) , (9) 
> = 1 

С = /"Г + Х >Г (*== 1-2, . . . , „ ) (10) 
I - 1 

(с неизвестными а[п), и™, ^ ' и , Ь™, • О- Эти системы 
имеют более простой вид, чем в случае интегрального уравнения Фред-
гольма (1), так как для уравнения Вольтерра ядро К (х, з) тождественно 
равно нулю п р и 5 > х . Для изучения систем (9) и (10) нам понадобится 
следующая простая алгебраическая лемма. 

Л е м м а . Пусть дана система линейных уравнений 
к 

хк >>к • I т** (А = 1,2 ?г), (11) 
1 = 1 

причем 

4 > 0 , 0 С с,к С с< 1 (/ = 1, 2, . . ., к; к = 1, 2, . . . п). 

Тогда решение этой системы, существует и единственно, причем 
т а х (</,, с12, ..., Ак) 

0 4 хк < ( Ь 1 7 ^ ) * (А- = 1, 2, . . . л). (12) 



1 1 (1 — # 

хх < тах (Лъ <12, .. .,в1)- 1 — см 
и далее — 

т а х (Л,,Л2, ...,</,) р ' у 1 ] т а х {йи Л2, </,) 

п = ^ ~ 1 , + * А с 1 - « ) ' 1 " ( 1 - е ) 1 

Итак, неравенство (12) верно и для к = I. Лемма доказана. 
Возвращаясь к системам (9) и (10), положим, что во всяком случае 

п>М. 

Тогда из доказанной леммы следует, прежде всего (см. оценки (8)), что 
решение каждой из этих систем существует, единственно и неотрицательно. 
Построим далее функции Ф п (х) и с„ (./•) (О < х % 1), положив 

Ф п ( * ) = ^ > (,'6 Г ) -7п(< ' ) «? И ) й ( А - 1,2, . . . , « ) 

(в общем конце отрезков «^"' и ^ г ( к = 1, п — 1) значение Фп(•»-') • 
ф п (.*) мы примем для определенности равным , соответственно < ^ п ) ) . 

Докажем, что функция Ф п (.т) является верхней, а <?„ (х) — нижней 
функцией для решения уравнения (3) или (7). Действительно, согласно 
следствию из основной теоремы, для проверки того, что функция Ф п (х) 
является верхней для щ ( г ) , достаточно убедиться в справедливости 
неравенства 

X 

Ь ( ф п , -= фп (Х) ~1 К ( г . $) Ф„ (.V) & - / (х) ^ О (0 * х < 1). (14) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существование и единственность решения 
системы (11) следует из возможности последовательного определения 
хи х2, .--УОП из 1-го, 2-го, л-го уравнения этой системы по формуле 

хк= (к = 1,2, . . . , * ) . (13) 

Из этой формулы, далее, сразу следует справедливость неравенства (12) 
при к = 1. Предположим, согласно методу полной индукции, что для 
некоторого 1 = 2, . . . , п неравенство (12) доказано для к = 1,... ., I — 1. 
Тогда, поскольку 

О < шах ((/,, а\2, . .., (1Л < шах (с/,, с12, . . ., ^ ) (/ = 1,2, . . . , / — 1), 
формула (13) даст 

(—1 

1 + I 



Однако пусть х ^ $к

п) для некоторого к = 1, 2, . . . , п. Тогда это неравенство 
можно переписать так: 

С > I Ф * ! * » + С (.г) + / (х) ( , € ?<">) 
г = 1 

и справедливость его сразу следует из равенств (10) и определения чисел 
/^ п ) и ~К{^\ Аналогично можно проверить, что функция <рп (х) является 
нижней для решения 9 (я). 

4. Докажем далее, что функции Ф„ (х) гг (ж) на отрезке [0, 1] 
равномерно стремятся к решению уравнения (3) /г/лг /г -> оо. 

Для доказательства оценим разность Ф„ (х) — <г„ (х), рассматривая, 
подобно Д. Ю. Панову [1], вспомогательные системы алгебраических 
уравнений 

+ ^ М " ' (А = 1 , 2 , . . . , » ) , (15) 
« = 1 

В Г = 5 < П ) + X А2»р{-> (А = 1 , 2 , . . . , „ ) , (16) 
1=1 

где обозначено при 
к = 1,2, / — 1, 2, . . . , к 

ь 1 п ) — I 1 Т'"> I с 1 ' 0 III1 V 4 .*<п> 
Л * а - ~ -2\Ьк + * « ,1 > 2» = 1* 2~ Л а * -

1 = 1 

7Я") 7(п) , "к ^ (п) 

1 = 1 

4 " = гпах (,™, . . . , О . = тах ^ * О . 

• С - -

Так как все ЛГ|П) ^ —;:<^:1 н неотрицательны (см. оценки (8)), то, в силу 
леммы, каждая из систем (15) и (16) имеет решение и притом единственное. 

Докажем, что 

РЕ"**? ( А - 1 , 2 , . . . , и ) (17) 

Действительно, согласно формулам (13), имеем (для упрощения выкладок 
в ходе доказательства опускаем верхние значки): 



а ' = Г=7АТ1 = 1 —Ки ' 
или 

_ Л (1 — у ,̂р 
а ' ~ " 1 — ЛГн ~ = (1 — Л'п) (1 — К п ) ** Э' ' 

Предположим, согласно методу полной индукции, что для некоторого 
/ = 2, и первое из неравенств (17) доказано для /г I. . . . / — 1. 
Тогда для 

получаем оценку 

1 / 1 ' \ 
Х « = 1 1=1 ' 

Правую часть полученного неравенства можно представить в виде 

* < = 1 ' 

или 

Таким образом, справедливость первого из неравенств (17) доказана для 
всех А = 1,2, ...,п. Аналогично доказывается и верность второго из 
этих неравенств. 

Обозначим далее 8^п) — й "̂' — а^п) . Тогда, в силу (15) и (16), эти 
Величины удовлетворяют системе уравнений 

л-
8<п) = ^(п, _ ^ п ) + ^ А , п ) 8 ( „ , ( А ; = 1,2 / I ) . 

Применяя лемму, получим (поскольку обязательно 5 д — Й * ' > 0): 

( 1 _ | р й т а х ( Л ; п , - 5 ; п ) ) 1,2, Ы 1,2, . . . . / , ) . 



Отсюда, принимая во внимание неравенства (17) и определение величин 

^ ( Л п а х ^ - л Г ) 

8К
П\ и Ь к

п ) , получим: 

•,(»•) АП) «ДО [ , 
"к к ч "* 

или (к = \, 2, . . ., п; I =з 1, 2, . . ., к): 

!<"> „ *Д"' Но величины Л: и В{ с ростом * не убывают. Поэтому имеем 

°к ''к * ( 1 - | ) к

1 п а х ( 7 Г - _ / Г > ) + 

л 
2 \ " / « • 

(18) 

(для тех же к и I). 
Обозначим через ш ( п ) наибольшее из колебаний функции ](х) на отрез­

ках ^'1

П), ••• .# (

п " > , а через — наибольшее из колебаний ядра Л (х, з) 
на фигурах (квадратах и треугольниках), на которые разбивается область 
О с » < х * 1 прямыми 

1 2 " — ! _1_ _2_ п — \ 
Х /г ' « ' V ' ' п ' ' п ' п ' ' ' '' п 

Тогда легко видеть, что 

10№ < 7" (- 2 'П ) : *Ч = 1, • - - ' = 1, • • - , А- — 1). 

С другой стороны, величины ик

п) и можно оценить, согласно лемме, 
неравенством (12). Поскольку правая часть этого неравенства с ростом 
А- не убывает, то так же можно оценить и величины А1

к

п) и В(

к

К. 

где буквой Лг обозначен максимум функции / (.г) на отрезке [0, 1]. 



Подставляя все эти оценки в неравенство (18), получим: 

; ( п ) ("1 ^ ,Лп) (•-*Г+*('ЧгГ(4"'м--Н 
(А = 1,2, . . . , « ) 

Однако, учитывая непрерывность функций / (х) и К (х. .•>) и соотношение 
/с 

— < 1, имеем при п -~ о о : 

V - - * 1 г * . 
я 

Поэтому неравенство (19) показывает, что при п о о 

т а х (Ф п (.г) - Ф в ( # ) = 1 1 1 а х ( / Г , - - ' ' Г ) 
0 ^ с ( ' ^ 1 к=1,2,...,п 

стремится к нулю. Следовательно, доказано, что верхние функции Ф„ (.)) 
и нижние функции ':п (х) имеют при н - с о в качестве общего предела 

щ Щ = Нт Ф п (г) = Нт щ (.<) 
П —> сю п - > оо 

решение ф ( х ) интегрального уравнения (3). Скорость этого стремления 
к пределу оценивает неравенство (19). 

З а м е ч а н и е . Для решения интегрального уравнения Вольтерра 
(3') с параметром 1 >. О верхние функции Ф п (х ) и ниЖнпе функции 
можно построить, решая соответствующие системы линейных алгебраи­
ческих уравнений 

(ч) /("> / Г г ^ 1 л ! Г " Г ) (А = 1 , 2 , . . . , , О (9') 
I - 1 

к 

Ь? /Г ; >- I «У С (*- 1,2, . . . , » ) • (Ю') 

Если п а .1/, то эти системы имеют неотрицательные решения ^ 0 
и Ь'к

п) ^ 0 и их разность можно оценить по формуле (при / - 1. . . . ,А; 
к = 1, . . . , , , ) : 

; ! » ) (»: 

—"к 

, 1 " ) , ,1.П) • 

л ' * т а х У а ) Г ] . (18') 
' , - 1 1 



Сравнивая полученную оценку (18') с оценкой 

+ ?/п I п т а х I »М, (20) 

данной Д. Ю. Пановым ([]], стр. 873) для случая интегрального уравнения 
Фредгольма (1), следует отметить существ?нную разницу в том, что для 
уравнения Вольтерра формула оценки (18') пригодна для любых неот­
рицательных значений параметра, а для уравнения Фредгольма — только 
для достаточно малых значений (2) параметра. 

Кафедра математического анализа 
Январь 1951 г. 
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ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ В ТЕОРИИ ОБОБЩЕННЫХ 
СИСТЕМ ТЕЛЕГРАФНЫХ УРАВНЕНИЙ 

П. А. Бразма и А. Д. Мышкис 

В нашей стране уделяют много внимания исследованию электромагнит­
ных явлений в линиях электросвязи. Изучение этих явлений имеет как 
теоретический интерес, так и большое значение для народного хозяйства. 
Большая заслуга советских ученых, работающих в этом направлении во 
главе с членом-корреспондентом АН СССР В. И. К о в а л е н к о в ы м, 
заключается в тесном сближении теории передачи по линиям электросвязи 
с практикой. В. И. КоваЛенков также является автором обобщенной 
системы телеграфных уравнений, описывающих электромагнитные явления 
в пучке проводов. 

Целью этой работы является выяснение некоторых общих свойств 
указанных уравнений. В центре работы лежит тождество (3), которое с 
физической точки зрения означает запись закона сохранения энергии в 
пучке проводов. Из этого тождества вытекает единственность решения 
смешанной задачи и затухание решений, полученных методом разделе­
ния переменных. Математический вывод этих утверждений, сделанный 
А. Д. Мышкисом, составляет содержание § 1. Физическое истолкование 
полученных результатов и проверка выполнения условий теорем для 
электромагнитных процессов в пучках проводов даны в § 2, написанном 
Н. А. Бразма. 

§ I-
Рассмотрим обобщенную систему телеграфных уравнений, записанную 

в матричном виде 

-— - - К | - г Ь — , : — Си - С — ( 1 ) 
Ох 01 Ох. 01 1 ' 

Мы будем предполагать, что матрицы К, Ь, О и С являются постоян­
ными и симметричными *). От всех функции, составляющих решение, 

Щ (х, 0, • • •. "« (•', 0. '1 О-, 0 •••>'*« Сг> ') (" $ ') 

*) Все участвуют» • величины считаются конечными и вещ ств иными, если не 
оговорено противное. 



мы будем требовать существование и непрерывную диференцируемость 
в частично замкнутой области Р: 

В < 2 < /, 0 ^ «Т ( 0 < 2 < о о , 0 < 7 ' < о о ) . 

Граничные условия поставим такие: 
и|*=о = н|а,=) = 0. (2) 

Т е о р е м а 1. Для любого решения системы (1), удовлетворяющего 
граничным условиям (2), выполняется соотношение 

•щ Т I [(Си, и) + (1л, Г)] их = - [ {(Си, и) 4- (К1,1)] Лх (0 < I < Т). (3) 
о о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вспомнив, что для симметричной матрицы 
А всегда (Аа, Ь) = (а, АЬ), получим: 

О II 

ГШ \ 1 * " ' ' 
= ~/[\тЬ и) 4 <6"' и) + Ш- V +

 (К! !)I =* ~(|' и)I "/[(0и'и)+ 

о х - о о 
I 

+ (Ц1, = — [ [(Си, и) + (К« 1)] Аг. 
о 

Теорема 1 доказана. 
З а м е ч а н и е . Теорема 1, очевидно, верна и при следующих, более 

общих, граничных у с л о в и я х : при любом г == 1, п для х = 0 и для 
х = / приравнено нулю ит или /г-

Впредь мы будем считать все ма?прицы С, Ь, С « К неотрицательно 
определенными. 

Т е о р е м а 2 (Единственность решения смешанной задачи). Пусть 
из матриц С к С хотя бы одна, является положительно определенной; 
пусть матрицы Ь и К обладают тем о/се свойством. Пусть далее даны 
два решения ии 1, к и 2, ь системы (1). причем 

и,| = и 2 | 1,1 -=Е ' , и,| = и 2 | , и, | = и 2 | . 
1 = 0 1=0 1 = 0 1=0 х = 0 х = 0 ас =1 аг = 1 

Тогда щ == и 2 О П = 1а в Р. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим « 1 — и 2 = и, «1 — »2 = Тогда, в 

силу неотрицательной определенности матриц С и К, правая часть тож­
дества (3) неположительна, а потому выражение 

1 

/ [(Си, и) -| (Ы, Щ <1х 



с ростом I не возрастает. Значит, равное нулю при I = 0 и неотрицательное, 
оно обязано тождественно равняться нулю. Поэтому тождество (3) дает 

[[(Си, и) + (Ш, Щ Щ ш 0. 
п 

Из неотрицательной определенности всех матриц С , Ь, О и К мы получаем: 

(Си, и) == 0, (1л, \) == 0, (Ои, и) = О, (И, \) ш 0 (в Р). (4) 

Утверждение теоремы 2 следует теперь из упомянутой в формулировке 
положительной определенности матриц. 

З а м е ч а н и е 1. Теорема 2, очевидно, верна для граничных условий, 
описанных в замечании к теореме 1, и соответствующих неоднородных 
граничных условий, а также для соответствующих неоднородных систем 
диференциальных уравнений. 

З а м е ч а н и е 2. Пусть 1 = 0. Тогда из системы (1) мы получим, что 
и зависит только от /. Значит, при краевых условиях (2) будет и и = 0. 
Поэтому при таких краевых условиях для единственности решения сме­
шанной задачи достаточна (см. (4)) положительная определенность только 
одной из двух матриц Ь и К. То же получится и при краевых условиях, 
описанных в замечании к теореме 1, ее ш только для каждого г- я 
либо иг\ , либо иг

1 приравнено нулю. Нетрудно рассмотреть анало-

х = 0 Х = 1 
гичным образом и случай и ~ 0. 

Отметим тот частный случай, когда решение и, 1 имеет вид 

и (:Г, / ) = V (!) ВЩ —у—, 1 (.»', О - .1 (О ВДЧ р (в / '), 
где А- — натуральное число. Тогда 

I (Си, и) <Аг = [ ( С У З Ш - ^ - . У * Ш <(х - [ ( С У , У ) 8 Ш * ~ <1Х -

0 0 о 

аналогично выражаются прочие интегралы в тождестве (3), и потому 
это тождество принимает вид 

~У [(СУ, V ) - (Ц, ] ) ] « - [(СУ, У ) - ( Р ] , ] ) ] . (5) 

Система (1) преобразуется следующим образом: 



краевые условия (2) удовлетворяются автоматически, и поэтому тож­
дество (5) справедливо для всех (непрерывно диференцируемых на участке 
[О, 7')) решений системы (6). 

Вспомнив о неотрицательной определенности матриц С, Ь, О и К, в 
результате интегрирования тождества (5) мы получим 

Т 1 
/ [(СУ (О, V (0) + (I), 1(1))} * Ч у [(СУ (0), у(0)) + (Ц(0) , 1(0))]. (7) 

Будем теперь искать решение системы (6) в виде 

V = а е Ч \ = Ъс^ (0 ^ I < » ) (8) 

(а и Ь—постоянные колонные матрицы, быть может, комплексные; 1 — 
комплексное постоянное). Тогда эта система перейдет в такую (алгебраи­
ческую): 

— а = кЬ + лЬЬ, — Ь = Оа -(- ХСа. (9) 

Чтобы полученная система 2п уравнений с 2п неизвестными аи 

сп, Ъ\, Ьп И Л 1 Е Л А ненулевое решение, необходимо и достаточно обра­
щение в нуль определителя этой системы: 

6 + >Х, • 
- О, (10) 

где Еп — единичная матрица порядка п. 
Т е о р е м а 3 (Затухапиэ решении, полученчых методом разделения 

переменных). Все корна уравнения (10) имеют неположительную веще­
ственную чгсть. Если же по крайней мере одна из матриц О и К является 
положительно определенной, то все корни этого уравнения имеют отри­
цательную вещественную часть. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение следует из второго, 
так как неотрицательно определенную матрицу при помощи произвольно 
малого изменения элементов можно сделать положительно определенной, 
а корни уравнения (10), как и всякого алгебраического уравнения не 
яш яощегося тождеством*), непрерывно зависят от его коэфициентов. 

Пусть теперь матрица О или К является положительно определенной, 
а уравнение (10) имеет решение л, — а „ г [ %, где я п > 0. Тогда подста­
вил! \ = Х0 в (9) и найдем соответствующее нетривиальное решение а 0, Ь 0 

этой системы. Если после этого отделить в (8) вещественную часть от 

*) Уравнении (10) 
что истекает котя Бы из 

тождество, так как свободный член отличен от нуля, 
ммы I п замечания 1 работы [1]. 



мнимой, то мы получим непулевое решение системы (6), причем каждая 
из функций 1>т (I) и /г(/) ('• = I, . . . , п) представляет собой линейную ком­
бинацию функций 

с ал' соз 3 0 ( и е ао ( зш %1. 

Из системы (6) получаем, что для нетривиального ее решения будет 
\ ф О и V ф 0. Поэтому в силу предположения о матрицах О и К построен­
ное нами решение обращает в бесконечность левую часть неравенства (7), 
если положить Т = оо. Полученное противоречие доказывает теорему 3. 

Эта теорема да_т ответ на вопрос, неявно поставленный в п. 3 статьи [21. 
З а м е ч а н и е . Если даны какие-нибудь симметричные неотрицательно 

определенные матрицы А ь А 2 , Аз и А 4 , то всегда можно построить обоб­
щенную систему телеграфных уравнений (1), положив в ней К = А,, Ь = А 2 

0 = Аз и С = А*. Затем, применяя к полученной системе теорему 3 при 
1 — г. и к = 1, мы получим следующее чисто алгебраическое утверждение: 

при наших предположениях о матрицах А,, А 2, А 3 и Ал все корни урав­
нения 

Е„ О (11) 

имеют неположительную вещественную часть; если же, кроме этого, по 
крайней мере одна из матриц А] и А 3 является положительно определен­
ной, то все корни урагнзния'(11) имеют отрицательную вещественную 
часть. 

Впредь мы будем рассматривать матрицы Ь, С, О и К, имеющие такие 
выражения: 

Ь\ Л/12 • • • М\п 
Л/21 ^ 2 • • • Л/271 

1п 

С 
е 2 , о2 

С = 

С-1п 

— С-2п 

с, — с12 
-Си 

— . . с 
0 . . 0 

0 п2 . . 0 

0 0 . . . Яп 

Эти матрицы имеют следующий физический смысл [3]. 
Именно, обозначает самоиндукцию I -го провода пучка, а — 

взаимную индукцию между проводами к и г, рассчитанные на единицу 



длины пучка. По физическим соображениям мы имеем Мк1< = т. е. 
Ь — симметричная матрица (матрац-/ индуктивности). 

Ск же имеет выражение: 

О. ('/.- | | г О * , (А = 1, . . ., п), (12) 
$ и 1 

причем штрих у суммы здесь и впоследствии означает, что слагаемое 
с равными значками не берется. При этом Ск обозначает емкость между 
/,-ым проводом и землей, а 6 \ 5 — емкость между проводами /,- и я, 
рассчитанными на единицу длины пучка. По физическим соображениям 
мы имеем Скз = С\к [4], т. е. С — тоже симметричная матрица (матриц/ 
емкости). 

Подобным образом Ок имеет выражение: 
п 

Г,к • Ск+ У_ ' & (А = 1, *>, (13) 
8 -Л 

причем Ск обозначает проводимость изоляции между А-ым проводом и 
землей, а Скв — проводимость изоляции между проводами А" и .у, рассчи­
танными на единицу длины п у ч к а . Очевидно, мы имеем Ск$ = С8к, и по­
этому О—также симметричная матрица (матрица проводимости изоля­
ции). 

Наконец, Пк обозначает омическое сопротивление А-го провода пучка, 
рассчитанное па единицу тлины пучка (К—матрица сопротивления). 

Убедимся в том, что предположение относительно неотрицательной 
определенности матриц § 1 действительно удовлетворено. Кроме того, 
получим некоторые условия, при которых эти матрицы положительно 
определенны. 

Впредь мы будем записывать положительную (неотрицательную) опре­
деленность м а т р и ц ы А так: А > 0 (> 0). 

Мы имеем С % 0 и 0, ибо квадратичные формы (Си, и) и (1л, 1) выра­
жают удвоенные энергии соответственно электрического и магнитного 
полей пучка проводов [4, 5], рассчитанные па единицу длины пучка, и 
поэтому эти квадратичные формы должны быть неотрицательно опреде­
ленными. 

Свойство С > 0 выясняется также другим способом. В силу формулы 
(12) квадратичная форма (Си, и) приводится после перегруппировки чле­
нов к следующей сумме неотрицательных членов; 

п 

(Си, « ) * | (.'Г и; + У Си ('•> — м.;)2, (14) 
Т - 1 I < 3 



причем член С'т щ интерпретируется как удвоенная энергия электри­
ческого поля между проводом /• и землей, рассчитанная на единицу длины 
пучка, а член СГз (иг — и 5 ) 2 выражает удвоенную энергию поля между 
проводами г и также рассчитанную на единицу длины. 

Из разложения (14) следует С > 0 , кроме следующих предельных слу­
чаев, в которых 0: 

а) часть пучка проводов не имеет емкости по отношению к земле и 
остальным проводам пучка, или 

б) весь пучок проводов не имеет емкости по отношению к земле. 
Оба этих случая объединяются таким условием: 

Сге = Сг г = О (1 < гр < п, р ^ 1, . . ., гп; а ф ги . . ., /•-„,). 

Подобным образом получается О > 0 (> 0). Именно, ввиду формулы 
(13) мы имеем приведение квадратичной формы (Си, и) к сумме неотри­
цательных членов: 

(Си, и) = у (:'т «; У * V, (г,- - «,)*, (15) 

причем член 0'т и'т интерпретируется как мощность тепловой энергии, 
выделяемой ввиду проводимости изоляции между проводом г и землей, 
а член СГз (иг— и.,)2 выражает мощность теплотой энергии, выделяемой 
между проводами г и (Все это рассчитывается на единицу длины пучка 
проводов.) 

Из разложения (15) следует, что О > 0 , кроме следующих предельных 
случаев, в которых 0 ^ 0 : 

а) часть пучка проводов идеально изолирована от земли и остальных 
проводов пучка, или 

б) весь пучок проводов идеально изолирован от земли. 
Оба этих случая объединяются таким условием: 

С'Т' = С/г = 0 (1 < /',-, 5С », р ~- 1, / / / ' ; « ф / ' 1 , • • . , / • , « ' ) • 

Р V 

Наконец, свойство К > О (> 0) очевидно. В выражении 

(Кг I) = V Я/1 
я •- а 1 

член Вл'з означает мощность тепловой энергии, выделяемой в проводе .у 
и рассчитанной на единицу длины пучка. Г.слп хотя бы один провод 5 
пучка является идеальным проводником (т. е. й 4 — 0), то К ^ 0. При 
отсутствии же идеальных проводников в гтучке мы имеем й > 0 . 

Формула (3) утверждает, что уменьшение в единицу времени суммы 
энергий электрического и магнитного полей всего пучка проводов равно 

о-



сумме мощностей тепловых энергий, выделяемых в изоляции и проводах 
пучка. 

Еще удобнее получается это физическое истолкование после умножения 
вышеуказанной формулы на Ш'. 

( 1{т / [ ( С и'  и )  +  ( и ! ) ]  т\ = ~{/ [ ( 0и'и)  +  ( к 5 , 1 ) 1 **\ й 1-  ( 3' }  

Именно, уменьшение в промежуток времени с!{ сумм.ы энергий электри­
ческого и. магнитного полей пучка проводов равно сумме тепловых энергий, 
выделяемых в тот же промежуток времени в изоляции и проводах пучка. 
Это выражает закон сохранения энергии пучка проводов при отсутствии 
перетока энергии через концы пучка. Последнее же будет, если на концах 
пучка иг или / г равно нулю при любом г = 1, . . . , п для х = 0 и для х — /, 
что совпадает с требованием, поставленным в замечании к теореме 1. • 

В заключение отметим ешд следующее. Затухание решений в тео­
реме 3, при положительной определенности матриц О или К, является 
следствием выделения тепловой энергии соответственно в изоляции или 
проводах пучка, и, таким образом, это затухание вполне естественно. 
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ПОЛНАЯ ГИПЕРБОЛИЧНОСТЬ ОБОБЩЕННОЙ СИСТЕМЫ 
ТЕ Л ЕГРАФН Ы X УРА ВНЕШШ 

//. Л. Бразма 

Настоящая работа представляет исследование одного из общих свойств 
обобщенной системы телеграфных уравнений, автором которой является 
член-корреспондент АН СССР В. И. К о в а л е н к о в. 

Опираясь на общую теорию систем дифференциальных уравнений в 
частных производных, при разработке которой исключительные заслуги 
принадлежат академику И. Г. П е т р о в с к о м у, выяснение свойства, 
рассмотренного в настоящей работе, даст некоторые указания на общий 
характер электромагнитных явлений в пучке проводов. . 

1. Рассмотрим обобщенную систему телеграфных уравнений 

он 
Ох 

= К! 
( 1 

~1и 
(А 
га- Си < и 

дг ' 
(О 

где квадратные матрицы К, Ь, О и С порядка н (п > 1) являются постоян­
ными, симметричными и неотрицательно определенными [1]. 

Будем исследовать условия, при которых система (1) является вполне 
гиперболической. П. И. Кузнецов [2], рассматривая случай п — 2, неявно 
предполагал полную гиперболичность системы (1). Однако из настоящей 
работы будет следовать, что это предположение является излишним, ибо 
система (I) даже при произвольном п оказывается вполне гиперболической 
при незначительном условии положительной определенности матриц Ъ и 
С, которое практически всегда удовлетворено, если не рассматривать 
особые предельные случаи [1]. 

2. Будем предполагать матрицы I. и С положительно определенными. 
Для выяснения типа системы (1), как известно [3], надо составить (.пера-
торную матрицу этой системы 

(П 
Е„ Е„ 

дх 

О 
С 01 



где Р п — единичная матрица порядка п, и затем получить характе­
ристическую форму в переменных у и б: 

С (у, 0 = Ы Е,гу ,щ2а 1 Г„У\ 

?пУ с 1 
У 

Согласно известной терминологии, система (1) является вполне гипербо 
лической, если все корни уравнения 

С ЕпУ 
ЕпУ С 

О (2) 

вещественны. 
3. Воспользуемся следующей, невидимому, известной леммой, про­

стейшее доказательство которой указал автору Э. Я. Риекстыныи. 
Л е м м а I. Для произвольные симметричных матриц А и В сущест­

вует равенство 

* =\АВ-?пЩ. (3) 
г „л а 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как известно, характеристические числа квад­
рата матрицы равны квадратам характеристических чисел исходной 
матрицы. Поэтому, если А ь Х2, • • •, &а> суть корни уравнения 

то из равенства 

- ЕД, -— А 
- = о, 

- ЕД, -
- = о, 

- в , - Е„л 
- = о, 

о — Л| В АВ 0 
-В 0 0 ВА 

следует, что уравнение 

АВ — Еп> О 

имеет корни )4, X2, 

О В Л — Е„Х 

. . . , '/'[,.. Уравнение же 

(А В — ЕпЩ = О 

[АВ— Е„Х|2 = О 

имеет корни X,, Х2, . . . . л „, откуда с л е д у е т равенство (3) после сравнения 
коэфициептов у высших степеней X в обеих сторонах этого равенства. 

4. На основании леммы 1 система (I) является вполне гиперболической, 
если все корни уравнения 

ЬС — Е„У-'| о (4) 



вещественны или же если все корни уравнения 

| ьс + Е п г 2 | = о 

чисто мнимы. 
Затем на основании той же леммы 1 имеем: 

(5) 

1 4 — с ) — Е „ г * | Ь Е „ 2 
Е „ 2 — С 

после чего переменил! знаки на ооратные у последних п строк детерми­
нанта правой части равенства и, наконец, поменяем месталш первый 
столбец этого детерминанта с п + 1-м столбцом, второй стол­
бец — с п + 2-Л1, и т. д. Таким образом, имеем: 

ЬС — Е„.г 21 
с — вд 

Следовательно, система (1) является вполне гиперболической, если все 
корни уравнения 

С 
ь О 

или уравнения 
Е п 

л С 
ЛЬ 

— Е„ 
О Ы ) (6) 

с неизвестным ).—чисто шин ми. 
Мнимость корней уравнения (6) докажем следующим образом. На 

основании замечания к теореме 3 предыдущей работы [1] корни уравнения 
(6) имеют неотрицательную вещественную часть. После подстановки 
X = — а в то же уравнение и П е р е м е н ы знаков на обратные у последних 
п столбцов И последних п строк детерлшнанта получаем уравнение 

|Е„ ГЛЬ I 
- Е „ 

==0, 

корни которого также имеют неотрицательную вещественную часть. Таким 
образом, корни исходного уравнения (6) имеют о д н о в р е л 1 е н н о неотрица­
тельную и неположительную вещественную часть, и, следовательно, эти 
корни чисто мнимы. 

Из предыдущего следует 

Т е о р е м а . При положительно определенных матрицах Ь и С 
обобщенная система телеграфных уравнений является вполне гипер­
болической. 

5. Вещественность всех корней уравнения (4) докажем ещё другим 
путем. Эта вещественность означает, что все характеристические числа 



матрицы IX положительны, для подтверждения чего рассмотрим следую­
щую лемму, доказательство которой сообщил автору М. А. Наймарк. 

Л е м м а 2. Ехли А в В симметричные положительно определенные 
матрицы, то все зшрак/перистичгские числа матрицы АВ положительны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Матрицу А приведем ортогональным преобра­
зованием к каноническому виду 

А = 8 [А,, Х2, . . . , Х„] 8 - 1 , ?,.,> О (к = 1, п). 

Отсюда имеем 

0 = А* = 8[У>ч, Щ . . . , У\п] 8 - 1 , 
причем условимся брать, например, ^5* > О (А- = 1, п). Матрица О 
тоже является симметричной, ибо она оказывается равной своей транспо­
нированной матрице. 

Произведение АВ преобразуем так: 
АВ = (ЭО) В (ВО*) = о о - 1 . 

Тогда матрица ОВО тоже оказывается симметричной, и мы можем при­
вести ее ортогональным преобразованием к каноническому виду 

ОВЭ = Т [ ^ , |'п] Т 4. 

С другой стороны, из положительной определенности матрицы В, т. е. 
положительной определенности квадратичной формы (Ви, и), следует 
после линейного преобразования и = Оч положительная определенность 
преобразованной квадратичной формы: 

(Ви, и) = ([ОВО] V , У ) > 0 . 

Таким образом, матрица ОВО тоже является положительно определенной, 
и поэтому у.к>0 (к = 1, . . . , п). 

Наконец, произведение АВ преобразуем к виду 
АВ = (ОТ) [ М , ,М, ОП](ОТг\ (7) 

и, следовательно, положительные числа [о,,-(А = 1, . . . , п) оказываются 
характеристическими числами матрицы АВ, чем доказана лемма. 

3 а м е ч а н и е 1. Если А и В симметричные неотрицательно опреде­
ленные матрицы, то все характеристические числа матрицы АВ веще­
ственны и неотрицательны. Это утверждение вытекает из леммы 2 при 
помощи предельного перехода, причем приходится воспользоваться тем 
свойством, что корни характеристического уравнения матрицы АВ, как 
и всякого алгебраического уравнения с постоянным коэфициентом у 
старшей степени неизвестной, непрерывно зависят от коэфициентов 
уравнения. 

З а м е ч а н и е 2. Если среди матриц А и В одна является неотри­
цательно определенной, а вторая положительно определенна, то матрицу 



АВ можно привести к диагональному виду. Доказательство этого утверж­
дения в случае предположения положительной определенности матрицы А 
следует непосредственно из формулы (7). Аналогичным способом до­
казывается это утверждение также в случае предположения положитель­
ной определенности матрицы В. 

З а м е ч а н и е 3. Можно доказать еще такое свойство: если А и 
В неотрицательно определенные матрицы, то все характеристические 
числа матрицы АВ заключены между произведением наименьших харак­
теристических чисел матриц А и В и произведением наибольших харак­
теристических чисел тех же матриц. 
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ТЕОРЕМА О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ СМЕШАННОЙ 
ЗАДАЧИ ДЛЯ ОБОБЩЕННОЙ СИСТЕМЫ ТЕЛЕГРАФНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 

А. Д. Мышкис и В. Э. Аболиня 

В работе [1] доказана единственность решения смешанной задачи 
для обобщенной системы телеграфных уравнений при простейших гра­
ничных условиях. Здесь будет показано, что эта теорема легко переносится 
и на случай более общих граничных условий. 

Рассмотрим обобщенную систему телеграфных уравнений 
ди Г>1 I Т ^1 0 1

 Г 

К1 + Ь - - - , — = 6 и 
ах 61' с)х 

о'и 
д1' 

(1) 

где К, Ь, С и С —квадратные постоянные симметричные матрицы порядка п. 
От искомых колонных матриц и (х, I) и 1 (х, I) высоты п (матриц напряжения 
и силы тока) мы будем требовать существование и непрерывную дифе-
ренцируемость в частично замкнутой области Р 

8 * К ? ( 0 < / < о о , ( Х У ^ о о ) . 

Граничные условия поставил! такие: 

А 0и 
0 д( 

I 6 1 

х=1 

(Е„ — А о ) ' о = О, (Е„ — Лг) 1 

4ь 
о. 

(2) 

Здесь А 0 , Аг, К 0 , Кг, Ь 0 , Ьг, Ои и Эг — квадратные постоянные симметрич­
ные матрицы порядка п, причем А 0 и Аг — диагональные .матрицы с эле­
ментами по диагонали, равными 0 или 1, а Е„ — единичная матрица 
порядка п. Такие граничные условия появляются, когда к левому концу 
(х = 0) пучка проводов подключено устройство передачи, а к правому 
(х = I) приемник; при этом матрицы К 0 и Кг, Ь ( | и 1_г, 00 и Эг являются 
соответственно матрицами сопротивления, индуктивности и потенциаль­
ных коэфициентов устройства передачи и приемника. Матрицы А 0 и 



Аг появляются в связи с тем, что часть проводов пучка может иметь 
один или оба конца свободными; на этих концах сила тока равна нулю, 
в связи с чем и возникают последние из граничных условий (2). 

Т е о р е м а 1. При 0^1<Т имеет место соотношение 

^ г | [ / [(Си, и) + (1Л, Щ (1х-\- (Ь„1, I) !

х = 0 + {Ы, + 
о 

+ Щ1 Щ \ «' Щ , о + (О, I \(Ц, I *<11УХ=Л = 
0 0 О I 1 

I 

- - / [(Ои, и) 4- (К1, Щ Йг —(ВД, 1)[х=о-(Р*, 1 ) ^ (3) 
• 

З.г я любого решения и, I системы (I), удовлетворяющего граничным усло­
виям (2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из непрерывной диференцируемости решения 
следует, что производная, стоящая в левой части равенства (3), существует 
и может быть вычислена при помощи формального диференцирования. 
Поэтому 

4 

| г - 1 

ж = 0 

1 1 / [ ( С . в ) + М Ш * = / | ( с | Н , . ) + ( , . « , ,)] 
о е 

— У [(Ои, и) -; ( И , I)] ф = — (I, Л«и) — (1, (Е„ — Л|) и ) + 

I 

+ (1, А 0 и) ' г . о +- (1, (Е„ — А„) и) , „ / [ ( С и . и) + 1)] <1х щ 
О 

о 

о 

- / [ ( С и , и) ( « I . ! ) ] < / , - . ,-±1[(и1 1 / / н и ] 

г - 0 



I I (ы 1)и^(*/|й''/!'/4и1-(к'и)и«-(ад о 
О II 

] ' [(6и, и) + (Ш, \)\<1х. 

Отсюда сразу следует справедливость соотношения (3). Теорема 1 
доказана. 

Соотношение (3), умноженное на с1(, физически истолковывается так: 
уменьшение суммы энергий электрического и магнитного поля пучка 
проводов, устройства передачи и приемника за промежуток времени (к 
равно сумме тепловых энергий, выделяемых за тот же промежуток времени 
в изоляции, проводах пучка, устройстве передачи и приемнике (см. [1], 
стр. 6 8 и [2], стр. 313). 

Переходя к теореме о единственности решения смешанной задачи, мы 
будем считать все матрицы К, Ь, О, С, К 0, Р?г, Ь 0 , 1.1, О и н О; неотрица­
тельно определенными. 

Т е о р е м а 2. Пусть по крайней мере одна из матриц С и О является 
положительно определенной, а пара матриц К к I* обладает тем лее свой­
ством. Тогда решение смешанной задачи (при I = 0 задается и и 1) для 
обобщенной системы телеграфных уравнений (1) при граничных условиях 
(2) единственно, если суа/ествиет. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть даны два решения и ь 1, ии. , I, системы (1), 
удовлетворяющие граничным условиям (2), совпадающие при I = О, 
т. е. для которых 

и 1 I, 

Обозначим тогда и , — и , и, 1*,—ь 1 и покажем, что и т \ т 0 в Р. 
Воспользуемся для этой пели соотношением (3). В силу неотрица­

тельной определенности матриц О, К, К,, и К; правая часть этого соот­
ношения не положительна, а потому выражение, стоящее в фигурных 
скобках в левой части равенства (3), с ростом г (0=5 г < Г) не возрастает. 
Но это выражение равно нулю при ( — 0 и неотрицательно в силу неот­
рицательной определенности матриц С, Ь, 1 0 , 1{, О0 И Р;; значит, оно равно 
нулю тождественно. Поэтому тождественно равна нулю и правая часть 
тождества (3). 

Но все скалярные произведения (круглые скобки), стоящие в равенстве(3), 
неотрицательны в силу неотрицательной определенности всех участ­
вующих квадратных матриц. Поэтому из доказанного в предыдущем 
абзаце следует, что эти скалярные произведения тождественно равны 
нулю. В частности, 

(Си, и) = 0, (1л, I) == '), (Ои, и) = О, (Ш, 1) = 0 (в 1>). 



Отсюда, в силу положительной определенности по крайней мере одной 
матрицы из пары С, О и из пары Ь, К, следует, что и = 1 == О И Л И 

и, = и 2, ![ = и (в Р). 

Теорема 2 доказана. 
З а м е ч а н и е . Теорема о единственности решения, очевидно, авто­

матически переносится и на случай соответствующей неоднородной 
системы уравнений и неоднородных граничных условий. 

Кафедра общей математики 
Декабрь 1950 г. 
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РЕШЕНИЕ ОСНОВНЫХ ЗАДАЧ ОБОБЩЕННОЙ СИСТЕМЫ 
ТЕЛЕГРАФНЫХ УРАВНЕНИЙ 

МАТРИЧНЫМ МЕТОДОМ РАЗДЕЛЕНИИ ПЕРЕМЕННЫХ 
П. А. Бразма 

В В Е Д Е Н И Е 

В двух предыдущих статьях автора [1, 2] вкратце рассмотрены две 
основные задачи обобщенной системы телеграфных уравнений В. И. К о -
в а л е н к о в а, описывающей электромагнитные явления в пучке про­
водов. Решения этих задач получены там /матричным методом разделения 
переменных в виде матричных рядов, отдельные члены которых содержат 
время I в показателях степеней ч и с л е н н ы х показательных функций. 
Однако определение матричных коэфициептов этих рядов громоздко, 
что затрудняет использование полученных решений. 

В настоящей работе мы будем рассматривать, кроме двух предыдущих 
основных задач, еще третью задачу, выражающую распространение электро­
магнитного процесса в пучке проводов под влиянием непосредственно 
включенных в одном конце пучка синусоидальных электродвижущих сил. 
При этом будет применен в н о в о м виде матричный метод разделения 
переменных, значительно проще приводящий к цели. Решения задач и 
здесь мы получим в виде матричных рядов, однако время / будет входить 
в показатели степеней . м а т р и ч н ы х показательных функции. Опреде­
ление матричных коэфициептов этих новых рядов значительно проще, 
чем в ранее полученных решениях тех же задач. 

Мы будем рассматривать обобщенную систему телеграфных уравнений 
в матричном виде 

_ | Н = к , + ь4» _ * ов+сй. (Т) 
О .г 61 6.с 61 ' 

Число проводов п мы будем считать произвольным. Таким образом, 
К, Ь, О и С — квадратные матрицы порядка ;?, которые мы будем пред­
полагать постоянными и симметричными. Кроме того, мы- предположим, 
что Ь и С — положите. гьно определенные, а К и О — неотрицательно 
определенные матрицы [3]. Неизвестными в системе (7') являются пере­
менные колонные м а т р и ц ы и — и (.<•, /) и ( = 1 (.г, /), которые выражают 
напряжения и силы токов в соответствующих проводах пучка, описыва­
емого системой (7). 



Решения задач мы будем искать в такой частично замкнутой области 
из м ен ен ия а р гу м ен то в: 

0 ^ x 4 1 , ( К / < о о ( 0 < / < о о ) . (Р) 

При этом / обозначает длину рассматриваемого пучка проводов. 

§ 1. ПЕРВАЯ З А Д А Ч А : Н У Л Е В Ы Е Г Р А Н И Ч Н Ы Е УСЛОВИЯ, 
Н Е О Д Н О Р О Д Н Ы Е Н А Ч А Л Ь Н Ы Е УСЛОВИЯ 

Найти решение системы (Т) в области (Р) при нулевых граничных 
условиях 

и (0, 0 0, и (/, I) = О (1.1) 

и НАЧАЛЬНЫХ условиях 
и(х, О) Г (.,). ,-(,-, 0) ».,(,). (1.2) 

1. Вначале мы будем искать ч а с т н ы е р е ш е н и я системы (Т), 
удовлетворяющие граничным условиям (1.1), в виде 

11А-
, ч . к ~ X . . А" ТТ X 

V/, ( ( ) 5 1 П — у — , 1/.- - 1,: ( ? ) СОЗ — т — (1.3) 

где V/ , (!) и % (!) — колонные матрицы, состоящие каждая из п элементов, 
а к — натуральное. Эти решения выражают с т о я ч и е в о л н ы с пере­
менными амплитудами \!;(>) и \ к (!) в пучке проводов. 

После подстановки выражений (1.3) в систему ('Г) мы получаем 
новую систему: 

к - п . . , (Р\с к - . ~ , „А V/ , (1.4) 

Первое и второе уравнения (1.4) умножим с левой стороны на I,—1 и С " 1 

соответственно*) и объединим эти уравнения в одно матричное дифе-
репциалыюе уравнение 

! 
м . 

Г! 

1-Ц 

и 
V/ , 

о. (1.5) 

содержащее постоянную квадратную матрицу не рядка 2п: 
к - , 

(1.6) 

*) Матрицы I / 1 и С 1 существуют нг.иду положительной определенности 
матриц Ь и С. 



Общее решение уравнения (1.5) имеет вид [4]: 

V/, 

Ьл 
ал (1.7) 

причем Ь/с и Щи — произвольные постоянные колонные матрицы, состоящие 
каждая из п элементов. Заметим, что решение (1.7) справедливо как 
при простых, так и при кратных элементарных делителях матрицы М*. 

Отсюда получается: 

II О, Е„ I! е 
Мк1 Ь*| 

I 
а* 

. к-х . 
31П — — , 1/, Ет. О II С 

— Мк I Ък къх 
соз—— , 

а*. I 
(1.8) 

где в выражении прямоугольной матрицы Е„ обозначает единичную 
матрицу порядка п, а 0 — квадратную матрицу порядка п, состоящую 
из одних нулей. 

Случай к = 0 приходится рассматривать отдельно. Здесь мы имеем 
11о = 0, а 1 0 удовлетворяет уравнению 

о (1.9) 

с квадратной матрицей I / - 1 К порядка п, общее решение которого мы 
запишем так: 

1 — Ь 1 К I 
Ьп (1.10) 

Непосредственной проверкой, т. е. подстановкой выражений (1.8) и 
(1.10) в уравнение (71), убеждаемся в правильности полученных частных 
решений системы (Г). 

2. Характеристические числа матрицы М/, отличаются лишь обратным 
знаком от корней уравнения относительно 1 

Ь - 1 К 4- ХЕ, А'77, 

С - 1 6 - 1 ХЕ„ 
= О, (1.11) 

которое после преобразования 



переходит в уравнение: 

к + хь 
Атг 

к л Е„ 

I 
Е„ , О + X С 

0. (1-12) 

Уравнение (1.11), а также и (1.12) мы будем называть характеристи­
ческим уравнением- системы (Т). Для этого уравнения известно такое 
свойство [3]: 

Все корни уравнения (1.12) при натуральном А: имеют неположительную 
вещественную часть; если же по крайней мере одна из матриц О или К 
является положительно определенной, то все корни этого уравнения имеют 
отрицательную вещественную часть. 

Отсюда следует, что все характеристические числа матрицы имеют 
неотрицательную вещественную часть: если же О или К является поло­
жительно определенной матрицей, то все характеристические числа мат­
рицы М/„- имеют положительную вещественную часть. 

Впоследствии мы воспользуемся следующими основными формулами 
теории функций от матрицы [5]. 

Если матрица X обладает простыми элементарными делителями, то 
ее можно привести к каноническому виду с диагональной матрицей 
в виде 

Х = 8 [5,, Е». . . . , У 8 - 1 , 
где с 2, %п—характеристические числа матрицы X. В этом случае 
любая аналитическая функция / (X) от этой матрицы во всей своей области 
существования имеет каноническое представление, тоже содержащее 
диагональную матрицу: 

/ (Х) = 8 [/($,), } Щ Г Щ 8 - 1 . (1.13) 
Если же матрица X обладает кратными элементарными делителями, 

то ее можно привести к каноническому виду с квазидиагональной матрицей 
в виде 

X = 8 [ Е (?,), Ь , Ы , 
где Сь \г, • ••! ? р — характеристические числа матрицы X, р 1 ( р->, . . . , р р — 
соответствующие показатели элементарных делителей, а / р (С) означает 
каноническую матрицу порядка р: 

0 0 . . . 0 
о 

1 

О О I) 

{9-2, 3, . . . ) , (1.14) 



В этом случае любая аналитическая функция / (X) от этой матрицы X 
во всей своей области существования имеет каноническое представление, 
тоже содержащее квазидиагональную матрицу: 

/ ( х ) = 8 [ с Р 1 ( м о , / ' (?,) , . . . . / ( р ' - ] ) с т . . . . 
Орр (/ ( У - ГИР), • • •, # > - 1 } ( У ) ] 8 - 1 , (1.15) 

где О р означает следующую .матрицу порядка р: 

О о ( / ( § ) , . . . . . / ( р - 1 > ( § ) ) = 

/ ( ? ) о О 

I ~ Г /' (?) / ( ? ) о 

-^г/"(;) тл-П?) /(?) 

( р - 1 ) ! У ^ ' (о-2)\> Ы ' • ' Г™ 
Таким образом, если при некотором к матрица М/, обладает лишь 

п р о с т ы м и э л е м е н т а р н ы м и д е л и т е л я м и, то показательную 
матрицу в формулах (1.8) при том же к можно привести по формуле 
(1.13) к каноническому виду с диагональной матрицей, содержащей соот­
ветствующие численные показательные функции. Из предыдущего следует 
н е в о з р а с т а н и е р е ш е н и я (1.8). Если же по крайней мере одна 
из матриц К или О является положительно определенной, то решение 
(1.8) оказывается м о н о т о н н о з а т у х а ю щ и м. 

Если же при некотором /. матрица МЛ. обладает к р а тн ы м и э л е ­
м е н т а р н ы м и д е л и т е л я м и, то показательную матрицу в фор­
мулах (1.8) при том же /. МОЖНО привести по формуле (1.15) к канони­
ческому виду с квазпдиагоналыюй матрицей, содержащей, кроме числен­
ных показательных функций, также эти функции, умноженные на поло­
жительные степени /. При дополнительном предположении, что по крайней 
мере одна из матриц О или К является положительно определенной, мы 
получаем решение, представленное формулами (1.8), амплитуды которого 
могут вначале возрастать, но начиная с некоторого I все они затухают. 
Это — к в а з и - р е з о н а н с п ы е я в л е н и я , о которых упоминалось 
уже раньше [2]. 

Аналогично рассмотрим характеристические числа матрицы Ь ^ 1 К, 
которая встречается в формуле (1.10). Она является произведением 
положительно определенной матрицы Ь—1 на неотрицательно опреде­
ленную К. Поэтому все характеристические числа матрицы Ь ~ Х К вещест­
венны и неотрицательны. Матрицу I . - * К можно привести к диагональному 
виду ([6], замечания 1 и 2 к лемме 2). 

О 

О 

О 

б* 



Следовательно, показательную матрицу в формуле (1.10) можно при­
вести к диагональному виду, содержащему соответствующие численные 
показательные функции. Из предыдущего следует, что решение, пред­
ставленное формулой (1.10), является а п е р и о д и ч е с к и м и н е ­
в о з р а с т а ю щ и м. При дополнительном же предположении положи­
тельной определенности матрицы К мы имеем а п е р и о д и ч е с к о е 
м о н о т о н н о з а т у х а ю щ ее решение. 

3. Наконец приступил! к р е ш е н и ю з а д а ч и 1. Решение этой 
задачи мы ищем в виде суммы ряда частных решений видов (1.8)и(1.10), 
удовлетворяющих нулевым граничным условиям (1.1): 

и (?, 0 = 2 и* 

I (х, /) = X Ь 

= О, Е„ 
ь,. 

Як 
5 1 П 

к 71 X 

— М-7 

А-"О 
соя-

к-х 

I 

(1.17) 

Затем мы требуем удовлетворения начальным условиям (1.2): 

к - х 
(х) = ^ а / , - 5 1 П -

• / Ч 1 «. \^« . „ къх 
1 2(.Г) Ь + ^ Ь А С 0 8 

(1.18) 

В предположении достаточно гладких матричных функций I, (х) и ?2 (х), 
для которых условия рассматриваются в обычной теории рядов Фурье, 
ряды Фурье (1.18) с матричными коэфициента.ми ак и Ьк сходятся, и 
Л1Ы имеем: 

1 | 

г * = 7 [^Щ^Щ^М Ьк - у {12(.г) со5 Их (А--0,1, . . . ) . (1.19) 

Подстановка найденных д к и Ьк в формулы (1.17) дает решение задачи. 
Ввиду затухания или по крайней Л!ере невозрастания отдельных членов 
рядов (1-17) при возрастающе.м / приходится ожидать сходилюсть этих 
рядов также при / > 0. 

§ 2. ВТОРАЯ З А Д А Ч А : К Л Е В О М У К О Н Ц У П У Ч К А В К Л Ю Ч Е Н Ы 
ПОСТОЯННЫЕ Н А П Р Я Ж Е Н И Я 

Найти решение системы (Т) с области (Р) при граничных условиях 
и (О, I) = и 0 = сонет, и (!, 0 = 0 (2.1) 

и нулевых, начальных условиях 
и (х, 0) - 0, 1 (х, 0) = 0. (2.2) 

З а м е ч а н и е . Решение задачи лш получил! при дополнительном 
предположении, что К и 6 положительно определенные матрицы. 



1. Согласно обычному приему решение задачи мы ищем в виде сумм 
и (х, /) = Н 1 (х, () + I ( г ) , 1 (х, I) = и &, I) 4- 8 ( ' ) • (2.3) 

причем матричные функции ! (.<) и § (х) определяем так, чтобы они удовле­
творяли системе (Г) и граничным условиям 

1(0) = и 0 , ?(/)-=() . (2.4) 

Тогда получаем для I (х) и § (х) систему уравнений 
—*№ - Ш&% В ' ( ' ) О! ( г ) , (2.5) 

откуда следует уравнение 
Г ( г ) — К О ! ( г ) - 0. (2.6) 

Матрицу КО как произведение двух положительно определенных матриц 
можно привести к диагональному виду [5] 

К О - 8 К 1 1 2 , ; 1 П ] 8 - \ (2.7) 

причем !А;„->0 (к = 1, п). Отсюда следует решение уравнения (2.6), 
удовлетворяющее условиям (2.4): 

&Ь У КО/ 

Решение (2.8) получается следующим образом. Подставил! в уравнение 
(2.6) выражение (2.7), после чего умножил! полученное уравнение с левой 
стороны на 8 - 1 : 

8 ~ Ч " (•<•)- [|хь ,>.,, , 1 „ ] 8 4 (г) -=0. 

Зател! введем новую иерел!енную колонную матрицу I* (.г) == 8 ~ л 1 ( х ) , 
при ПОМОЩИ которой уравнение переписывается: 

« * " < * > - К т - Г . ] 1 * ( 0 0: (2.9) 
граничные условия (2.4) переходят в такие: 

!*(") & и.. ** (0 = О- (2.Ю) 
Уравнение (2.9) равносильно следующей системе численных диферен-
циальных уравнений: 

'Г'(') !Ч/•?(') О ( V I , . . . , „ ) . (2 .П) 

причем /* (х) является элементом строки V .матрицы /* (х). Введем такое 
обозначение: ? 1 , \/~п — г) 

ЗЛ ]/[>.„ I 

причем зн: чение функции о (<\ ц,,) не зависит от выбора знака квадратного 
корня. 



Тогда решение системы (2.11) при условиях (2.10) будет: 

/* (ж) = ф (х, щ , ) [ В - ^ о ] , (V = 1, . . . , п), 

где [ 5 _ 1 и 0 ] у означает элемент строки V матрицы 8 С — 1 

(2.13) 

Отсюда мы 
имеем 

и 
I* (х) = [о (.г, н), ? (х, \1П)] 8 - 1 «о 

! (*) = 8 [ ? ( г , ц.,), • • •, 9 (•'•, Ы ] 8 - 1 и 0 . (2.14) 

Наконец, ввиду формулы (1.12), из (2.14) и следует формула (2.8). 
Затем из первого уравнения (2.5) получаем: 

2 
= У Кб сп у Кб (/ - , - ) = сьУнб ( Г - Д Ц п 

51) у ко г у ки 511 у ко г 
Здесь для диференцирования матричного выражения (2.8), а также 
для преобразования одного матричного выражения (2.15) в другое мы 
пользуемся приведением этих выражений к диагональному виду по фор­
муле (1.13). 

2. Перейдем к отысканию матричных функций и, (х, I) и 1, (х, I ) . 
Последние должны быть решением задачи 1 при таком частном виде матрич­
ных функций начальных условий (1.2): 

! , ( , . ) „ _ _ { ( , ) , ! , ( , ) 8 ( , ) . 

Подстановкой выражений (2.8) й (2.15) в формулы (1.19) и интегри­
рованием полученных матричных выражений посредством приведения их 
к диагональному виду мы получаем следующие выражения для матрич­
ных коэфициептов Фурье: 

а* = - 7 т ( К 0
 + — Е " ) * * * * " 7 

(/• О. 1, . . . ) 

1а (КО -ьЩ^Шп I 

(ка | ̂ ГВ*}" ' " с (2.16) 

При этом матрица I КО 
существует, иоо ее можно привести 

к диагональному виду, пользуясь представлением (2.7) и формулой (1.13). 
Таким образом, мы имеем: 

Ьл 1 
9 1 

о КО 
&к Ч КО 

I-

Е„ (2.17) 



^ Е 
КО А:2 

Е п 

Наконец, подставив выражения (2.17) в формулы (1.17) и приняв во 
внимание (2.3), (2.8) и (2.15), мы получаем р е ш е н и е з а д а ч и 2: 

, , зп V к о (/ — х) 
и (X, 0 = г т = ^ = 11 

о, К» 
V . А'ТТ.?' _ м . ( 
I , 5Ш — С 

511 У КО / 
о 

I 
Ьт 

I Ь " 
(КО + ^ Е ) 1 ) " 1 и 0 , 

с ъ у т и - ^ 1 - , - н , к _ 1 и о 

V к о & п ] / к и I \ 

Е п , О I - СОЗ — : 

А: - 1 1 

А-тех —м/Л 
О 
Атт 

/ 
Е п 

1.2 _ 2 \ — 1 

К О + ^ Е „ ) и» 

(2.18) 

3. Частично рассмотрим вопрос с х о д и м о с т и р я д о в (2.18). 
При I = 0 ряды (2.18) являются рядами Фурье матричных функций 

— 1 ( х ) и — § (х). Отсюда следует сходимость этих рядов ввиду непрерыв­
ности ? (х), § (х) и существования V (х), § (х) [7]. 

Если рассматривать !(.••) на отрезке [—/, /] как нечетную функцию, 
разложенную в ряд Фурье по синусам, то на этом отрезке т (х) непрерывна, 
кроме точки х 0 в тех строках колонной матрицы Т (х), в которых эле­
мент матрицы ?(0) ^ и 0 не равен нулю. Следовательно, элементы общего 
коэфициента Фурье матричной функции ! (х) являются величинами 
выше первого порядка относительно 1/А при А->оо, кроме тех строк, 
в которых элементы матрицы ! (0) = и 0 не равны нулю и в которых эле­
менты общего коэфициента Фурье матричной функции I (х) являются 
величинами первого порядка относительно 1/А при к -> оо [7]. 

Если же рассматривать § (х) на отрезке [ — /, /] как четную функцию, 
разложенную в ряд Фурье по косинусам, то на этом отрезке § (х) непре­
рывна без исключений. Следовательно, элементы общего матричного коэ­
фициента Фурье матричной функции § (х) являются величинами не ниже 
второго порядка относительно 1/А при к -> оо. 

Как первый, так и второй ряд (2.18) содержат коэфициенты Фурье 
обеих матричных функций ! (х) и § (х). Поэтому коэфициенты рядов 
(2.18) являются величинами не ниже первого порядка относительно 1/А-
при А оо. 

Кроме того, ввиду затухания отдельных членов рядов (2.18) при воз-



растающем % и сходимости этих рядов при I = 0 приходится ожидать 
сходимость рядов (2.18) также при 1>0. 

4. Н а п р а к т и к е можно пользоваться формулами (2.18) следую­
щим образом. Матрицы Мл, КО и Ь,~1К надо привести к каноническому виду, 
после чего надо представить в каноническом виде также все встречаемые 
функции от этих матриц, пользуясь формулами (Г. 13) и (1.15). Затем 
следует выписать из формул (2.18) численные равенства, соответствующие 
отдельным элементам матриц и (х, I) и 1* (х, I). 

§3. ТРЕТЬЯ З А Д А Ч А : К Л Е В О М У К О Н Ц У П У Ч К А В К Л Ю Ч Е Н Ы 
СИНУСОИДАЛЬНЫЕ Н А П Р Я Ж Е Н И Я 

Найти решение системы (Т) в области (Р) при граничных условиях 

и (0, 1) = и0е^1, и (/, /) = 0 (3.1) 

и нулевых начальных условиях 
и (х, 0) = О, I (х, 0) = 0. (3.2) 

(При этом мы предполагаем, что и 0 — постоянная комплексная колонная 
матрица, а ш—постоянное вещественное или комплексное число.) 

1. Решение задачи мы ищем в таком виде: 

и(х, 1) = щ {х, I) + ? (а) е^ , \ (х, 0 = 1, (х, I) + 8 &) ^ - (3-3) 

причем ? (х) и % (х) определяем так, чтобы они удовлетворяли граничным 
условиям (2.4) и после умножения на еип1 также системе (Т). 

Тогда мы получаем для I (я) и § (х) систему уравнений 
— ?' (х) = (К + ш Ь ) ё {х), — 8' (:г) = (6 - И " «о С) I (х), (3.4) 

откуда следует уравнение 
Г (х) — (К - г ; со Ь) (О + I ш С) I Щ = 0. (3.5) 

Решение этого уравнения (3.5) при граничных условиях (2.4) получается 
такое: 

I (х) = ^ ( Н + ^ Ь Н О + Т ^ Е - г ) „ о . ( 3 . 6 ) 

ЫгУ (К + шЦ (О л . 1ШС) ( 

З а м е ч а н и е . Обозначим характеристические числа матрицы 
(К + гшЬ) (О + 1 ( 0 С) (3.7) 

через р. у (со) (V = 1, п). Для возможности получения формулы (3.6) 
дополнительно предположим, что удовлетворено у с л о в и е р а з р е ­
ш и м о с т и 

М < 0 ) ^ - ^ Г - (V = 1, А- 0 , 1 , 2 , . . . ) . (3.8) 



Для тех значений со, при которых матрицу (3.7) можно привести к 
диагональному виду, мы получаем подобно предыдущему параграфу 
формулу (3.6). 

Для значений же ш, при которых матрицу (3.7) нельзя привести к 
диагональному виду, т. е. при которых эта матрица обладает кратными 
элементарными делителями, выражение (3.6) все же остается решением 
уравнения (3.5) при тех же граничных условиях (2.4). В правильности 
этого утверждения убеждаемся следующим путем. 

Как известно, матрицу (3.7) в данном случае можно привести к кано­
ническому виду 

ЕН + » Ц Ц ( 0 + 1 * О - Я (со) Ц 0 _ [ и , ( « О » , . . . , ]р1> {Ъ ( о ) ) ] §-1 («о), (3.9) 
где [м(<«), | 1 р («>) — характеристические числа матрицы (3.7), 
Рь р р — соответствующие показатели элементарных делителей, а 

1 р определено формулой (1.14). 
Подставим в уравнение (3.5) выражение (3.9), после чего умножим 

полученное уравнение с левой стороны на 8 ~ 1 (со) и введем новую пере­
менную колонную .матрицу I* (.г) = 8—^ю)? (х). Тогда уравнение (3.5) 
переходит в такое: 

ОД - Ц, р С*. (*). • • •, ^ О, И И ** М = о, (з. 1 о) 
а граничные условия переходят в (2.10). 

Выписав систему численных диференциальных уравнений, равно­
сильную матричному уравнению (3.10), и затем решив ее при граничных 
условиях (2.10), оказывается возможным представить решение в таком 
матричном виде: 

до(х, и,) с ? ' - 1 о(:г,,чУ 
Т* (.г) = Ор, 9 ( г ; I1!). 

• 1 (, (>)%, (3.11) 

где о (х, и.) означает выражение (2.12), а О р определено формулой (1.16). 
Отсюда мы имеем ? (х) = 8 (ю)!* (х) и, наконец, согласно формуле 

(1.15), получаем (3.6). 
Затем из первого уравнения (3.4) имеем 

, л / о , • , ч , [(К • тЦЩ 1м1) ей У ( К ч - К О Ь ) (О - /мС) (/ — х) 
е(х) •--(К-7-ть)~1 =-5 ' 4 — — — ц„ = 

зп | / (К + ТЩ (О I 

= (О + Ы С) с 1 ^ ( К - а - / М Ц ( 6 + - 7 ^ ) ( / - . г ) 
У (К + Е Щ (и + /шС) 36 У (К + Ж) (О + ноС) I 

причем формула (3.12) справедлива как при простых, так и при кратных 
элементарных делителях матрицы (3.7), в чем легко убедиться при по-



мощи приведения этой матрицы к каноническому виду и использования 
формул (1.13) и (1.15). (По вопросу существования матрицы (К + тЬ)—1, 
т. е. неравенства нулю детерминанта | К + иЛ[ , имеется положи­
тельный ответ далее в п. 4.) 

3. Перейдем к отысканию матричных функций и! (х, г) и I, (х, ^\. Послед­
ние должны быть решением задачи 1 при таком частном виде матричных 
фушший начальных условий (1.2): ?, (х) = —! (х), 1 2 (х) = —§ (х). 

Подстановкой выражений (3.6) и (3.12) в формулы (1.19) и интегри­
рованием полученных матричных выражений посредством приведения их 
к каноническому виду мы получаем следующие выражения для матричных 
коэфициентов Фурье: 

Ьл 

а* 

9 
(6 

2 к-Г 

< с о ( ) [ ( К , ] «о • I (1) Ь) (С + ( (I) С) + 

(к^О, 1, . . . ) 

А2тг (3.13) 

При этом матрица квадратных скобок в степени — 1 существует ввиду 
условия (3.8). 

Затем, подставив выражения (3.13) в формулы (1.17) и приняв во 
внимание (3.3), (3.6) и (3.12), после некоторых преобразований получаем 
р е ш е н и е з а д а ч и 3: 

, . 51т У (К Т т\Л ((1 + /о»С) (I — х) ш 

зп У(К 4- "»Ц (« + ШЩ I 

0. Е , 
*; - 1 

0 -
к -

/ 

(3 . 140 

- т - Е „ | щ, 

1(х, г )= (С Ь'«С) :Н У (К + /юЬ) ( и + ноС) (1-х) 

I Е „ , 0 

У (К + йЩ (О + м»С) ЯЙ У (К + /соЬ) (О + коС) / 

(К + ыА.у-* и 0 — 
1 - ь - х ш 

"7 е 

^ к-х _Ма. | 
2 соз / е 

А: = 1 I 
(К + /соЬ) ( 0 + /соС) 

А 2 - 2 

(3.14,) 

Вопрос С Х О Д И М О С Т И рядов (3.14), а также н способ употребления формул 
(3.14) на практике можно рассмотреть подобно § 2 п. 4. Впрочем, при 
граничном условии и (0, /) = и 0 с о з м / надо взять вещественные части 
выражений (3.14). 



4. Рассмотрим подробнее у с л о в и е р а з р е ш и м о с т и (3.8). Это 
условие означает, что характеристические числа матрицы (3.7), т. е. корни 
уравнения 

I (К + тЦ (О + /<оС) — Е„ [1 | = О, 

не равны числам —("~7") (/»' = 0, 1, 2, . . .) или же детерминант 

| (К | (О -•• /т С) -;- (^)Ч,. | (3.15) 

не равен нулю при А: = 0, 1 , 2 , . . . 
Убедимся в том, что детерминант (3.15) не равен нулю для к «= О, 

т. е. условие (3. 8) при к = 0 удовлетворено, при дополнительном пред­
положении неравенства нулю вещественной ч юти со. Именно, матрицы 
Ь - 1 К и С - 1 6 приводимы к диагональному виду и все их характеристи­
ческие числа вещественны и неотрицательны (§ 1, п. 2). Тогда матрицы 
Е - 1 К + / соЕ я и С - 1 О -г г'соЕ,, тоже приводимы к диагональному виду, 
причём мни.мая часть у всех характеристических чисел этих матриц не 
равна нулю. Поэтому детерминанты |Ь— 1 К - /со Е№1 и | С — 1 О + /со Е,,' 
не равны нулю. Ввиду равенств между детерминантами 

| Ь| IЬ— 1 К -Ь- 1ыЕп\ = |К + /со Ь|, | С; ( С - 1 О + / со Е н | О /о) с 

и неравенства нулю детерминантов |Ь! и |С| следует неравенство нулю 
детерминантов !К- | / ш Ь | и |0 - | - (соС и, наконец, также детерми­
нанта (3.15) при к - - 0. 

Для остальных же значений А (А — 1,2, . . . ) рассмотрим характеристи­
ческое уравнение (1.12) системы (У), которое преобразуем. Именно, пере­
меним знаки на обратные у последних п строк детерминанта (1.12) и 
затем применим известную лемму [6], преобразующую детерминант 
порядка 2п в детерминант порядка и. Таким образом, мы получаем: 

( к + хю<е ; л с ) - ( ^ ) 2 ! о, 

или, наконец, 

(К + ХЬ) (С - А С ) ; (~)Ч О (А 1, 2, . . . ) . (3.16) 

Тогда условие (3.8) при к 1, 2, . . . озшлиет, что /со не дол.ясно 
быть корнем характеристического уравнения системы (Т)при А: = 1,2, . . ., 
имеющего вид (1.11), пли (1.12), или (3.16). 

Назовем корни характеристического уравнения системы (7) при А 1, 2, 
. . . собственными комплексными частотами рассматриваемого пучка 
проводов при этих А. Тогда сравнивание формул (3.15) с (3.16) приводит 
нас к выводу, что вышеуказанное у е л о в не (3.8) при А -- 1, 2, . . . 
равносильно следующему: 



Частота внешней электродвижущей силы, умноженная на мнимую 
единицу I, не должна быть равна ни одной из собственных комплексных 
чшпот рассматриваемого пучка проводов при А = 1,2, . . . 

Впрочем, это условие всегда удовлетворено при вещественной частоте 
со внешней электродвижущей силы, если по крайней мере одна из матриц 
К или О является положительно определенной матрицей. Именно, в таком 
случае т чисто мнимо, зато все корни характеристического уравнения 
системы (7') обладают отрицательной вещественной частью. 

З А К Л Ю Ч Е Н И Е 

Сравним решения задач 1 и 2, рассмотренные в настоящей работе, 
с решениями тех же задач, полученными раньше [1,2]. Из теоремы един­
ственности решения смешанной задачи обобщенной системы телеграфных 
уравнений [3], примененной к А-ым членам рядов (1.16) и (2.18), следует, 
что эти члены тождественно равны суммам соответствующих 2п членов 
при том же А в рядах ранее полученных решений тех же задач. 

После приведения показательных матриц в членах рядов (1.16) и 
(2.18) к каноническому виду мы убеждаемся, что как выражения новых 
решений задач, рассмотренные в настоящей работе, так и выражения 
раньше полученных решений при одинаковом к содержат те же самые 
численные показательные функции. 

Уточняя полученные раньше результаты, отметим ещё, что квази­
резонансные явления § 1 п. 2 невозможны при таких кратных характеристи­
ческих числах матрицы Л//., т. е. при таких кратных корнях характеристи­
ческого уравнения системы (7'), которым соответствуют простые элемен­
тарные делители матрицы Л1к. Такое следствие не удавалось получить 
из известных ранее решений рассмотренных задач. 

Каф.дра общей математики 
Август 1950 г. 
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О РЕЗОНАНСНЫХ ЯВЛЕНИЯХ В ПУЧКЕ ПРОВОДОВ 

//. А. Бразма и В. О. Аболиня 

В работе [1] рассмотрено решение обобщенной системы телеграфных 
уравнений при граничном условии, которое соответствует распространению 
электромагнитного процесса в пучке проводов под влиянием непо­
средственно включенных в одном конце пучка синусоидальных электро­
движущих сил. Это решение справедливо при некотором ограничении, 
требующем несовпадения частоты внешней электродвижущей силы с 
собственными частотами рассматриваемого пучка проводов. 

Цель настоящей работы — получить решение той же задачи для исклю­
чительного случая совпадения частоты внешней электродвижущей силы 
с некоторой собственной частотой пучка проводов. В этом случае решение 
задачи интерпретируется в виде резонансного явления в пучке проводов. 
При этом применяется видоизмененный прием решения обобщенной 
системы телеграфных уравнений, который заключается в отщеплении 
линейного процесса напряжений в пучке проводов, вместо отщепления 
установившегося процесса в работе [1]. 

Мы будем рассматривать обобщенную систему телеграфных уравнений 

— -— = К1 + Ь — - , — — = Си + С ^ - (1.1) 
Ох д1 дх 01 4 " 

в предположениях, указанных в введении к работе [1]. 
Будем искать решение и = и (х, I), \ = 1 (х, I) системы (1.1) для значе­

ний аргументов 
& < Ж < { 4 0 < г < о о ( 0 < / < о о ) 

при граничных условиях 

§ 1 

и (О, I) = и 0 е Г ю I и (/, I) = О (1.2) 

и нулевых начальных условиях 
и(.г,0) = 0, 1(х, 0 ) - 0 . (1.3) 



При этом и 0 — постоянная комплексная колонная матрица, а ы — постоян­
ное вещественное или комплексное число. 

Матричную функцию и (х, I) мы будем искать в виде суммы 

и(х, *) = у ( . г > 0 + ( 1 - у ) е 1 ' ш ( „о, (1.4) 

выражающей отщепление линейного процесса напряжений в пучке прово­
дов. После этого искомые матричные функции х (х, / ) и \{х, г) должны 
быть решением неоднородной системы обобщенных телеграфных уравнений 

— = К1 + Ь — г I Щ, 
ОХ 01 

01 „ 
дх 

+ с к + \ Т)с (° + ,0)С)^ 

(1.5) 

при нулевых граничных условиях 
V (О, I) =- О, У ( / , / ) - 0 (1.6) 

и начальных условиях 

V (х, 0) - - ( 1 - у ) 1<о, 1 (х, 0) = 0. (1.7) 

Следуя обычному приему, решение системы (1.5) мы будем искать, 
в свою очередь, в виде сумм 

V в= V ! Л - V , , 1 = I , + I, , (1.8) 

причем от V , , м мы будем требовать удовлетворения однородной системе 
уравнений (1.1) при нулевых граничных условиях (1.6) и начальных усло­
виях (1.7). Тогда \2, 1'я должно быть решением неоднородной системы 
уравнений (1.5) при нулевых граничных условиях (1.6) и нулевых началь­
ных условиях (1.3). 

Для матричных функций у,, и мы получаем выражения [1]: 

3 о - Ш 

к-1 к : 

\ 0 |! . к-х 

(1.9) 
О к-х 

и„ соз 
г; 9 мй( 

Н (х, I) = — | | Е „ ( ) | | ^ -~ е 
к -1 к 8 

где в выражении прямоугольной матрицы Е п обозначает единичную мат­
рицу порядка п, а 0 — квадратную матрицу порядка я, состоящую из 
одних нулей. Матрица Ма же имеет выражение: 



Матричные функции \ 2 , и мы будем искать в виде рядов 

КТХХ 

А- = 1 
и (X, $ - Ъ «А (О С 0 5 

* А;=0 1 

(1.10) 

Формально продифференцируем ряды (110) почленно по х и I и под­
ставил! их в систему (1-5). Крол1е того, прил!ем во внимание разложение 

ос 
х V 2 кпх ,к _ 

1 г = ) , , - 5ш —— ( 0 < х < I) . 

Тогда оказывается, что матричные коэфициенты г̂ - (г) и 8/„. (I) рядов 
(1.10) удовлетворяют следующему матричному диференциальнолгу 
уравнению (при А> 1): 

3| II Тк КЪ 
О 

а 8 0 (г) удовлетворяет уравнению 

(1.11) 

(1.12) 

% \ 
— • ( 

Н ! 

Из нулевых начальных условии для матричных функций \ 2 и \ 2 следует 

Гй(0) = 0, з*(0) = 0. (1.13) 

Общее решение неоднородного уравнения (1.11) равно сулше общего 
решения соответствующего однородного уравнения и некоторого частного 
решения неоднородного уравнения (111) . Решение соответствующего 
однородного уравнения 1 ш е е т вид 

(1.14) 

с произвольнылш колонными м а т р и ц а м и гк и Ь^., каждая из которых 
состоит из п э л е л 1 е н т о в . 

Частное решение неоднородного уравнения (1.11) мы будем искать 
в виде 

II 8* 

щ 
где с ь и йк —пока неизвестные постоянные колонные Л!атрицы. Под­
становкой этого выражения в уравнение (1.11) выясняются выражения 



матриц ск и йк , и частное решение уравнения (1.11) приобретает такой 
вид: 

Д е Ш ( М * + № „ ) - ! 
Л7Г 

О 
С - 1 О + го> Е п 

и с, (1.15) 

где Е2П — единичная матрица порядка 2п. Очевидно, решение (1.15) 
справедливо в п р е д п о л о ж е н и и , ч т о м а т р и ц а М*. -+- ш Е 2 П 

н е о с о б а я . 
Общее решение уравнения (1 - И) получается в виде суммы выражений 

(1.14) и (1.15). Частное же решение этого уравнения, удовлетворяющее 
нулевым начальным условиям (1.13), приобретает такой вид: 

9 
Г* = А 

2 
к~ 

\ || 0 Еп || ( Г*» - е а 1 Е2Н ) (М, + шЕ2п)-^ | ° 
4- /ш Е п 

8Л- = Л II Е « 0 II ( е"М"'' ~ ^ Е---) (М/, + / ю Е з п ) - 1 
О 

"о, 
(1.16) 
и 0 . 

Подобным образом мы получаем следующее решение уравнения (1.12) 
при условии (1.13): 

1 / ъ *к; е Е Л + | 1*Е*) -*1- - "Ив , (1.17) 

Впрочем, здесь матрица Ь _ 1 К + / м Е п не является особой, т. е. детер­
минант | Ъ—1 и + сы Е„ | не равен нулю при дополнительном п р е д ­
п о л о ж е н и и н е р а в е н с т в а н у л ю в е щ е с т в е н н о й ч а с т и 
со [1, § 3, п. 4]. 

Подстановкой выражений (1.16) и (1.17) в формулы (1.10) мы получаем 
матричные функции У 2 И 12: 

\ 2 (.г, I) 
к-1 

I 0 

I С - Ч д - Ь ^ Е п 

—Мл' 1(0 1 \ . _ , , 

X и 0 5ш-
А:тс; 

1 2 (В, О 

к - 1 

I со г 

X 

Е 3„) (Мл. + ^ Е - з п ) - ^ 
(1.18) 

и 0 соз 



Подставив затем выражения (1.9) и (1.18) в формулы (1.8) и приняв 
во внимание (1.4), мы получаем р е ш е н и е з а д а ч и . Это решение 
справедливо при следующих предположениях: 

а) матрица Шь+гшЕя* неособая; 
б) вещественная часть со не равна нулю. 

Здесь предположение а) равносильно условию неравенства нулю детер­
минанта | Ш>с + /со Е й „ | или же предположению, что г'ш не является 
корнем характеристического уравнения обобщенной системы телеграфных 
уравнений (1.1) при любом натуральном к [1]. Физически это предполо­
жение равносильно следующему: частота внешней электродвижущей 
силы, умноженная на мнимую единицу /, не должна быть равна ни одной 
из собственных комплексных частот рассматриваемого пучка проводов 
при к = 1, 2, . . . [1]. 

§ 2 
Рассмотрим случай, когда матрица Мд. + / с о Е2П является о с о б о й . 
Вначале предположим, что / с о — п р о с т о й к о р е н ь х а р а к т е ­

р и с т и ч е с к о г о у р а в н е н и я 
+ % Е,п\ = 0 (2.1) 

обобщенной системы телеграфных уравнений при некотором /с (к= 1,2, . . . ) . 
Вместо уравнения (1.11), воспользуемся уравнением 

+ м. О 
с - 1 0 

(2.2) 

в предположении, что 0. Уравнение (2.2) имеет частное решение 

Й II о 
к тс 

О 
с - 1 0 |1 Е„ 

- — е -. : (ш 
0 

С " 1 О т ! а Е „ 

причем Ад- ((х) — квадратная матрица порядка 2п, элементы которой 
являются соответствующими адъюнктами транспонированной матрицы 
(МЛ. + и- Е 2 Л ) ' . 

Из равенства 
АА. (и.) (МЛ. + |л Е 2 П ) = (Мд 4 и. Е 2„) Ак (и) = Е,„Лд ОД (2.3) 

следует, что выражение 

14)1 , . . 
= е Ад (| с о ) 

0 
с- 1 с (I Е„ 

7 — Ученые записки. Тим VI 



при ДЛ (г'со) — 0 является некоторым решением однородного матричного 
диференциального уравнения, соответствующего неоднородному уравне­
нию (2.2). Поэтому выражение 

а-Д.„Ы 
( > ' А , Ы - е ' Ю 1 А * ( ^ ) ] О 

С—1 О + р. Е„ «о (2.4) 

оказывается новым частным решением неоднородного уравнения (2.2). 
Совершим предельный переход р. -*• ш в выражении (2.4) и получим 

2 ' \±[е^Ак( 
0 

С " 1 О 4- /(оЕ„ \ « о (2.5) 

Подстановкой выражения (2.5) в уравнение (1-11) легко убедиться 
в том, что матричная функция (2.5) является решением этого уравнения 
(1.11) в предположении ДА- (;<о) = О и &'к ( с ' « ) ф О, т. е. в предположении, 
что /со является простым корнем характеристического уравнения обоб­
щенной системы телеграфных уравнений при соответствующем А-. 

Если же мы имеем 
ДА-(/со)--Д' О'ш) А Р ' О й ) = 0 , (/со) # О, 0 * р < 2«), 

т. е. 1(о является корнем кратности р характеристического уравнения 
обобщенной системы телеграфных уравнений при некотором к, то уравнение 
(1.11) имеет следующее частное решение при том же к: 

2 1 О 
С - 1 О + но Е„ 

и 0. (2.6) 

В справедливости этого утверждения убеждаемся, пользуясь равенством 

{А*М (М* + :-.Е2 п)] Щ А- рЕ*4 Ак Ш = ШтФ (а), (2.7) 

которое следует из равенства (2.3). 
Затем получаем обычным путем частное решение уравнения (1.11) 

при том же /,-, удовлетворяющее нулевым начальнььм условиям (1.13): 

2 1 Г -м*'.'Н>А,. (;,.) . 1 
- — ( № ' А , Ы ) <1иР 

О 
С - 1 0 + г'соЕп 

Подобным образом убеждаемся в том, что матричная функция 
1 1 Г 

(2.8) 

Г дР 1 



является частным решением уравнения (1.12), если /со — корень кратности 
Р (\К р < п) уравнения 

Д ^ ^ Ь - ^ - г - Х Е п ^ О . (2.10) 

Для этого случая получаем еще частное решение уравнения (1.12), удовле­
творяющее нулевому начальному условию (1.13): 

1 1 Г Л - 1 Г Ч Г ^ Р А ° ( ^ ) Д Р 

« 7"Т [ е ~ Ь " ' Е ( ^ Г г ^ ~ ( ( А " I Ь - 1 «о- (2-11) 

Уравнение (2.10) будем называть х а р а к т е р и с т и ч е с к и м 
у р а в н е н и е м о б о б щ е н н о й с и с т е м ы т е л е г р а ф н ы х 
у р а в н е н и й (1.1) д л я к = 0. 

Заменим в тех членах рядов (1.10), для которых /со является корнем 
некоторой кратности р характеристического уравнения системы (1.1), 
обычные выражения коэфициентов Г/, , 8,-. выражениями (2.8) и (2.11). 
Таким образом получаем матричные функции у 2 {х, I ) , 1 г (х , I) для общего 
случая, когда но является корнем характеристического уравнения обоб­
щенной системы телеграфных уравнений (1.1) при некотором к. 

Наконец получаем обычным путем решение задачи, подставив новые 
выражения рядов (1.18) и выражения (1.9) в формулы (1.8) и приняв 
во внимание (1.4). 

Ф и з и ч е с к о е и с т о л к о в а и н е. При совпадении частоты внеш­
ней электродвижущей силы с некоторой собственной комплексной частотой 
пучка проводов, т. е. в случае равенства /со корню характеристического 
уравнения (2.1) или (2.10) системы (1.1) при некотором А-, имеет место 
р е з о н а н с н о е я в л е н и е . В этом случае соответствующее выражение 
(2.8) или (2.11), входящее в некоторые члены матричных рядов решения 
задачи, содержит линейным образом многочлен относительно I некоторой 
степени р, умноженный на даЦ, Значение этого многочлена неограниченно 
возрастает при неограниченном возрастании /. 

При в е щ е с т в е н н о й ч а с т о т е со (со ф 0) внешней электро­
движущей силы, т. е. при чисто синусоидальной внешней электродвижущей 
силе, соответствующее выражение (2.8) представляет колебательный про­
цесс напряжений и сил токов в проводах пучка, обладающий неограниченно 
возрастающей амплитудой при возрастании (.*. Однако такое возрастание 
невозможно, если по крайней мере одна из матриц К или О положительно 
определенная,ибо в этом случае все корни характеристического уравнения 
(2.1) системы (1.1) обладают о т р и ц а т е л ь н о й вещественной частью [1, 2], 
и поэтому /со не может быть корнем характеристического уравнения 
системы (1.1). 

Рассмотренное неограниченное возрастание напряжений и сил токов, 
соответствующее выражению (2.8), может иметь место в предельном 

*) Выражение (2 .11) В э:ом случае излишне, ибо г'ш не может быть корнем 
уравнения (2. Ю) (§ I). 



случае, когда К = О = 0, ибо в этом случае все корни характеристического 
уравнения (2.1) системы (1.1) чисто мнимы [3]. 

Рассмотрим теперь случай к о м п л е к с н о й ч а с т о т ы со внешней 
электродвижущей силы в предположении, что мнимая ее часть не анну­
лируется. В этом случае но, будучи корнем характеристического уравне­
ния системы (1.1), должна обладать отрицательной вещественной частью, 
и поэтому мнимая часть от со должна быть положительной. При этом 
произведение вышеуказанного многочлена относительно I степени р на 
е1ау{ может иметь вначале возрастающие значения, однако, начиная с 

достаточно большого I, значения этого произведения убывают по модулю, 
неограниченно приближаясь к нулю. Такое возрастание вначале и после­
дующее убывание с неограниченным приближением к нулю относится 
также к напряжениям и силам токов в проводах пучка. Внешняя же 
электродвижущая сила в этом случае монотонно убывает с самого началь­
ного момента времени ! - 0. 

Кафедра общей математики 
Ноябрь 1950 г. 
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ОБ УСЛОВИЯХ РАСЩЕПЛЕНИЯ ОБОБЩЕННОЙ СИСТЕМЫ 
ТЕЛЕГРАФНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Э. Я. Риекстынъш 

Будем рассматривать обобщенную систему телеграфных уравнений в 
матричном виде []] : 

дх 

д 

31 

д 
(1) 

Зх 1 = С и + С — 
где ооозначено: 

« 1 • | и Л/, 2 . . . Мщ 

и = и 2 • « = 
и . . . . Мея 

и* щ м » . . 
(2) 

( 1 [7ц . . . Е [ Я 

С 12 ' 2 • • • ( 2П 

- С 1п С 2п • I п 

— С 1 2 С2 

— С 1 п — Р'-гп Сп 

Д, 0 . . . 0 

к = 0 Л 2 • . . 0 к = 

0 0 . 

Одним из методов решения этой системы является метод расщепления, 
который применен для исследования телеграфных уравнений В. И. К о в а ­
л е н к о в ы м [2, 3, 4, 5]. Основную идею этого метода можно выразить 
посредством матриц следующим образом: вместо неизвестных матриц и 
и!, введем при помощи линейного преобразования новые колонные матрицы 
так, чтобы система (1) расщеплялась на Щ обыкновенных систем телеграфных 
уравнений, которые решаются затем известными методами. 



Однако оказывается, что в общем случае такое расщепление невоз­
можно. Оно возможно лишь при наличии некоторых соотношений между 
первичными параметрами проводов. Условия расщепления для случая 
двух проводов установлены впервые В. И. Коваленковым [3, 4]. Настоя­
щая работа посвящена условиям расщепления для общего случая любого 
числа п проводов. 

1°. Вначале мы рассмотрим две теоремы, которые являются основ­
ными для настоящего исследования. При доказательстве первой теоремы 
воспользуемся тремя леммами. 

О п р е д е л е н и е 1. Структурой квазидиагональной матрицы будем 
называть совокупность тех чисел, которые указывают порядки отдельных 
диагональных клеток, считая слева направо. 

Впрочем, можно объединить некоторые клетки квазидиагональной 
матрицы и считать их одной диагональной клеткой. Поэтому структура 
не определяется однозначно. Структуру диагональной же матрицы мы 
можем выбрать произвольным образом. 

О п р е д е л е н и е . 2. Будем называть ту структуру диагональной 
матрицы нормальной, которая указывает порядки одинаковых рядом 
находящихся диагональных элементов. Например, диагональная матрица 
[а, а, с, а, с, с] имеет нормальную структуру {2, 1, 1, 2 } . 

Л е м м а 1. Если в диагональной матрице О одинаковые диагональные 
элементы находятся рядом, то матрица А коммутирует с матрицей В 
тогда и только тогда, когда матрица А квазидиагональна и можно выбрать 
у нее такую структуру, которая совпадала бы с нормальной структурой 
матрицы В [6]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим 

10 Щ 

фИ I = 

Ф И ; ф 
В предположении коммутативности матриц А и 

АХ> == БА. 

к, 

к. 

мы имеем 
(3) 

т. е. 

или 

щ 4 - - т <}г, (', * — 1, 2, . . . п) 

ак (Л — (1к) = 0. (4) 
Если, кроме того, <и ф йк (г, А = 1, 2, . . . п; 1ф /,), то а1к = 0 (г ф /,) 

и матрица А должна быть диагональной. Но мы можем рассматривать 
ее также как квазидиагональную со структурой (1, I, . . . 1}, которая 
совпадает с нормальной структурой матрицы О. 

Если же а1^ = с1{г = . . . = с1{т = о1(т > I), то (ч.к может и не равняться 
нулю при 1, к = 1 и 1 2 , . . . 1т. Зато ац: = 0 при г— I, , /'2, . . . г т и к ф ги 1 2 , • •. г п 



или г ф 1и г 2 , . . . 1т и к --- п, (т. ... (и. Отсюда следует, что в строках и столбцах 
матрицы А со значком 1и / 2, . . . <т ненулевые элементы могут находиться 
только в соответствующей диагональной клетке порядка т. Подобные 
рассуждения о других одинаковых между собой элементах матрицы О 
показывают, что матрица А должна быть такой квазидиагональной 
матрицей, у которой можно выбрать структуру, совпадающую с нор­
мальной структурой матрицы Б. 

Обратное утверждение очевидно из равенства (4). 
З а м е ч а н и е . Если матрица А неособая, то равенство (3) мы можем 

записать в такой форме: 
АО А 1 = О, 

чем мы воспользуемся впоследствии. 
Л е м м а 2. Если матрицы А и В коммутируют, то подобные им 

матрицы также коммутируют [б]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду равенства АВ = ВА мы имеем 

(8А5- 1 ) (5ВЗ- 1 ) == 5 А В 5 - 1 **> 8ВА8 -1 - (8В5- 1 ) (8А5- 1 ) , 

что и требовалось доказать. 
Л е м м а 3. Квазидиагональная матрица приводится к диагональному 

виду тогда и только тогда, когда каждая отдельная ее клетка приводится 
к диагональному виду. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что данная квазидиагональная 
матрица приводится к диагональному виду, но некоторые ее клетки не 
приводятся к диагональному виду. Тогда мы можем найти такие матрицы, 
которые приводят эти клетки к нормальной форме Жордана. Остальные 
же клетки приводятся к диагональному виду. 

Из всех отдельных матриц, приводящих клетки данной квазидиаго-
налыюй матрицы к каноническому виду, составим такую новую квази-
диагональльную матрицу, которая приводила бы данную матрицу к нор­
мальной форме Жордана, причем структуры обеих этих матриц можем 
выбрать одинаковыми. Но эта последняя форма Жордана уже не приво­
дится к диагональному виду. 

Поэтому и данная квазидиагональная матрица не приводится к диа­
гональному виду, что противоречит допущению. Следовательно, допуще­
ние, что некоторые клетки не приводятся к диагональному виду, неверно. 
Таким образом, каждая клетка данной квазидиагональной матрицы 
приводится к диагональному виду. 

Если же все клетки данной квазидиагональной матрицы приводятся 
к диагональному виду, то можно построить по вышеуказанной схеме 
новую квазидиагональную матрицу, которая приводит данную квази­
диагональную матрицу к диагональному виду. Этим лемма доказана. 

С л е д с т в и е . Если квазндиагональная матрица приводится к диа­
гональному виду, то ёэ можно привести к диагональному виду с помощью 



другой квазидиагональной матрицы, причем структуры обеих этих матриц 
можно выбрать одинаковыми. 

Т е о р е м а 1. Если матрицы А>, А 2, ... Аи приводимы к диагональному 
виду, то их можно привести одновременно при помощи одной и той оке 
матрицы 8 к диагональному виду тогда и только тогда, когда каждые 
две из этих матриц коммутируют, т. е. когда А 4 Ак = А* А4, (г, к = 
= 1, 2, . . . п ) . 

Эта теорема известна [7], но ее доказательство в литературе автору 
настоящей работы не удалось найти. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что мы имеем 

8А< 8 - 1 = 0 4 (7 = 1, 2, . . . п), 

где и В* — диагональные матрицы. Отсюда получаем 

8-1 О; 8 = *Ц 8 - 1 Б А 8 = Ак, 

и из равенства 0 4 0& = ИкТ>{ и леммы 2 следует 

А 4А* = А*А 4 (7, А = 1, 2, . . . п), 

что и требовалось доказать. 
Докажем обратное свойство. Допустим, что любые две среди матриц 

А|, А 2 , Аз коммутируют. Возьмем сначала только 2 матрицы А, и А 2 

и такую матрицу 8, чтобы было 8А1 8 ~ 1 = О,, причем потребуем, чтобы 
одинаковые элементы диагональной матрицы О, находились рядом. Нор­
мальную структуру матрицы О, обозначим буквой р. Если тогда матрица 
8 А 2 8 — 1 = II не является диагональной, то по лемме 2 мы имеем 

0,11 = №1. 
Согласно лемме 1, матрица II квазидиагональна и у нее можно выбрать 
такую структуру, которая совпадала бы со структурой р. Кроме того, 
матрица V, как подобная матрице А 2 , приводится к диагональному виду. 
Тогда по следствию к лемме 3 можем найти квазидиагональную матрицу 
Т со структурой р, которая приводит матрицу II к диагональному виду: 

Т Ш " - 1 = ТВ А г ( Т 8 ) - 1 = Оо, 

где 0 2 — диагональная матрица. Согласно замечанию к лемме 1, мы 
имеем 

О х = ТО! Т - 1 = Т8А1 (Т8)- 1 , 

и поэтому матрица Т8 приводит одновременно матрицы А, и А 2 к диаго­
нальному виду. 

Возьмем еще матрицу Аз, которая к о м м у т и р у е т с матрицами А, и 
А 2, и обозначим 

8А-, 8 - 1 = V 



Матрица V обладает свойствами, подобными рассмотренным свойствам 
матрицы V. Ввиду А 2 ^ 3 = А 3 А 2 по лемме 2 получаем 

V V V V. 

Это возможно только тогда, когда соответствующие клетки матриц I) и 
V тоже коммутируют. Согласно лемме 3 и доказанному для двух комму­
тирующих матриц, мы можем построить такую квазидиагональную матрицу 
Т, со структурой р, которая приводит одновременно матрицы V и V к 
диагональному виду. Таким образом, получаем 

Т ^ Т х - 1 . Т18А3 (Т18)- 1 - О*, 
Т - . Ш 1 - 1 = ТхЗА, (Т .8 ) - 1 = И2, 

Т . О . Т - 1 = Т,8 А, (Т .8 ) - 1 = О, 

с диагональными матрицами Б, , 0 2 , Вз, что и требовалось доказать. 
Для случая произвольного числа п матриц доказательство теоремы с 

помощью индукции по указанной схеме для трех матриц очевидно. 
Т е о р е м а 2. Произведение двух симметричных, положительно 

определенных матриц А и В всегда можно привести к диагональному 
виду. 

Доказательство этой теоремы, сообщенное автору М. А. Наймарком, 
таково: 

Ввиду симметричности и положительной определенности .матрицы А 
матрица У А симметрична [8]. (Под ]/ А мы здесь и впоследствии будем 
подразумевать то из возможных значений У А , у которого все характе­
ристические числа положительны). Поэтому матрица УХ В |/ А тоже 
симметрична и приводится к диагональному виду при помощи некоторой 
матрицы Т: 

У Х В У Х - Т [X,, X, ...1п}Т~\ 

Так как АВ = | / Х УХ В У Х У Х - 1 , то 

а в = УХт [ Х „ х 2 , . . . х„] т - ч ' Х - 1 - (Уат) [ х „ х 2 , . . . . х „ ] ( У Х т ) - ' , 
что и требовалось доказать. 

З а м е ч а н и е 1. Так как матрицы В н} /А в У а характеризуют 
одну и ту же квадратичную форму при разных базисах и эта форма 
положительно определенная, то все характеристические числа матрицы АВ 
положительны. 

З а м е ч а н и е 2. В доказательстве теоремы 2 не используется условие 
положительной определенности матрицы В. Поэтому теорема остается 
верной в предположении лишь симметричности матрицы 15. В таком 
случае характеристические числа матрицы АВ имеют такие же знаки, 
как и у матрицы В. 



Матрицы Ь, С, О и К системы (1) мы будем предполагать постоянными, 
симметричными и положительно определенными. Можно доказать, что, 
оставив в стороне некоторые предельные случаи, эти матрицы всегда 
положительно определенные [9]. 

Прл этом предположении матричные произведения ЬС, ЬС, КС и КС 
обладают свойствами, описанными в теореме 2 с замечанием 1. 

2°. Из системы (1) исключим одну из неизвестных матриц. Таким обра­
зом, мы получаем матричные телеграфные уравнения [10, 11] 

--V " ~ ЕС ~ 4 г - ч - г (КС - г ЬС) - 5 - и + КСи, (5Х) 
Ох 01" щ 

\ = а ^ г - 1 + (СК + О Ь ) - ? - 1 + СК1. (5 2) 
дх- Ш2 ' 01 

В первое из этих уравнений введем новую матрицу V при помощи под­
становки 

V = 8и, (6) 
или 

и = 5 - 1
 V , (6') 

причем 8 — пока любая неособенная матрица. Мы получаем: 
- ^ г - 8 - 1 V = ЬС 8 - 1 V + (КС + ЬС) ~ 8 - 1 V + К 0 8 - 1 V . 

Последующим умножением с левой стороны на 8 получаем 

81С8 -1 — 5 - V + 8 (КС + Ш ) ЙН у + З К 0 5 - 1 V . (7) 
дхг О Г 01 

Если бы можно было матрицу 8 выбрать таким образом, чтобы 8ЕС8— \ 
8(КС + ЬО)2- 1 и 8КОЗ- 1 были диагональными матрицами (т. е. матрицы 
IX, КС + ЕС и КО одновременно приводились бы к диагональному 
виду), то матричное уравнение (7) расщеплялось бы на п отдельных числен­
ных диференциальпых уравнений. Но можно построить примеры, где 
при положительно определенных и симметричных матрицах К, С, Ь и С 
матрица КС - т 1лЗ не приводится к диагональному виду. Таким образом, 
нам надо еще потребовать, что матрица КС + ЬС приводится к 
диагональному виду. 

Ввиду т е о р е м ы 1 необходимым и достаточным условием для расщеп­
ления уравнения (7), а, следовательно, также и уравнения (5) является 
коммутативность любых двух из матриц IX, КС + Ю и КС, т. е. наличие 
совокупности равенств: 

а) ь с к с = к о и , 
Ь) 1Х1?С + 1ХЮ = КС1Х л Ь01Х, (8) 
с) КСКО + 1-040 = КОКС - ЕОЬО. 



Переходя от формул (8) к равенствам с транспонированными матрицами, 
получаем, что при условиях (8) матрицы СЬ, Сй + ОЬ и ОН тоже комму­
тируют. Кро.ме того, оказывается, что при помощи подстановки 1 = 8*], 
где 8* — транспонированная для матрицы 8, расщепляется и матричное 
уравнение (5 а). 

Итак, совокупность равенств (8) вместе с вышеупомянутым пред­
положением о матрице КС — 1.0 оказывается необходимым и достаточ­
ным условием возможности, указанного вида расщепления системы- (1). 

Но условия (8) сравнительно сложны; кро.ме того, в этих условиях 
не учитывается предположение о матрице КС + ЬС. Это предположение 
отпадает, если потребуем, чтобы матрицы IX, КС, 1.0 и КО приводились 
одновременно к диагональному виду. В таком случае мы имеем сово­
купность следующих условий: 

у) КОЬ ЬОК, 
8) ОЬС = СЬО. 

Последние же два условия оказываются излишними, ибо ввиду (9) 

ьско = ксТо = коГс, 

ксьо = кйьс = Гйкс. 
Затем оказывается, что при наличии любых трех из соотношений 

(9) имеет место п оставшееся четвертое. Например, соотношение 8 
следует из а, $ и у: 

ОЬС - к - 1 коьс = к - 1 ьокс"-^ к - 1 1 Ш С = к - 1 КСЬО = СЬО. 

Очевидно, при условиях (9) расщепляется также матричное уравнение 
(5 2). Таким образом, справедливость любых трех из равенств (9) доста­
точна длярасщегшпия системы (1). Эти условия можно перефразировать 
следующим образом: симметричность любых трех из матриц ЬСК, С*?0, 
КОЬ и ОЬС достаточна для расщепления системы (1). 

В случае двух проводов (я -- 2) условия у , 3 и у в равенствах (9) 
оказываются следующими соотношениями' 

ьскс = ксьс, кска ШШ, ьско = азьс*, 
ьею = ьоьс, ьско = кеьс, ксьо = ьокс. 

Из первых четырех среди этих условий мы получаем 
а) ЬСК = КСЬ, 
3) СКО - ОКС, (9) 

М.2((-2П2-(\НЛ 

<:12(1М2 — 12/;) 
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которые получены В. И. Коваленковым [3]. Поэтому условия (9) мы будем 
называть условиями Коваленкова. 

3°. В случае симметричного пучка п проводов мы имеем: 

д о .' . . 0 ш . .. м 
К = о д . . . 0 л - мь . .. м 

00 . . . я мм. .. 1 
Й 

О = - с , с 

1 (>1 — с, 

, с 
с-с, 

—С, с 

-Су - С, 

- С ; 

- с , 

с 

- с , 
—щ 

• с 
Легко убедиться, что в этом случае не только условия (9) удовлетворены, 
но даже и любые две среди матриц Ь, С, К и О коммутируют. 

Матрицы Ь, С и О имеют вид матрицы 

аЬ ... Ь 
Ьа ... Ь 

ЬЬ ... а 

характеристические числа которой являются корнями уравнения 

а — х Ь ... Ь 
Ъ а — х 0. 

Ь Ь . . . и —• X 

Это уравнение решим следующим образом. В определителе 

а. — х Ь ... Ь О 

Р 
.. Ь О 

. а — а: О 

. Ь 1 

вычтем последнюю строку от каждой из предыдущих п строк: 

а — Ь — х 0 . . . О 

Р *-
О 

О 
ь 

а — Ь 

О 
ь 

х О 

- Ъ — х 
Ь 

1 



Затем помножим каждый столбец, кроме последнего, на ; и 
а — о — х 

прибавим их к последнему столбцу, после чего непосредственно вычисляем 
определитель: 

Р = 

— Ь — X 0 0 0 
0 а — Ь — х . 0 0 

0 0 . . а — Ь — х 0 

Ь Ь Ц 
а — 

пЬ 
-Ь 

(п- \)Ь — х = (а — Ь — х)п~1 [а -'- 1 
1 а — Ь — X 

= (а — Ь — х)п~1 [а 

Таким образом, матрицы Ь, С и О имеют следующие характеристические 
числа, причем для каждой из этих матриц второе число является харак­
теристическим числом порядка п — 1: 

у матрицы Ь ч и с л а Р + Н ( я — 1) н Ь — М, 

у матрицы С числа С — С\{п — 1) и С А- С\, 

у матрицы О числа С — С, (п— 1) и С + С,. 

Эти характеристические числа были известны уже Пайпсу [10] и 
Коваленкову [2, 5], однако они получены другим путем. Впрочем, отме­
тим, что в цитированной работе Панпса допущены некоторые грубые 
ошибки, например, считается, что любые две симметричные матрицы 
перестановочны. 

Матрицу 8, которая приводит матрицу А, а также и матрицы Ь, С и 
О к диагональному виду, можно найти обычным приемом. Одной из 
возможных таких матриц 8 является следующая: 

82 ш± !? .<?2 

п п п 71 

п — 1 —*\ — •'Ч 

п п • 1 В 

—*| 71 — 1 — 5| 
п п. 71 /} 

— «1 1| тг — 1 
п п п 



причем 

8 - 1 = 

у.2 зх 

_ 1 _ _1_ 

± 0 

*1 

о 
$1 

о 

о о 
1 

«1 

где 5, и $ 3 произвольны, но не равны нулю. Легко убедиться в том, что 
8 А 8 - 1 = [а. + Ь (п — 1), а — Ь, . . . .а—Ъ). 

Если мы здесь возьл:ем $, = .«?2 => п, то получим совпадение с исследо­
ваниями Коваленкова | 5 | . 

4". Убедимся, что условия Коваленкова, в свою очередь, удовлетворены, 
если имеет место соотношение 

К С - 1 0 . (10) 
Транспонируя это соотношение, получаем 

СК 6 Е (10') 
Действительно, из равенств (10) и (НУ) следует: 

у.) ь с к Пл. КО-, 

у) коь = иск = Сок. 
Это показывает, что при условии (10) матричные уравнения {Щ и (5 2), 
а также и система (I) расщепляемы. 

Численное соотношение вида (10) между первичными параметрами в 
случае одного провода называется соотношением Хевисайда. Поэтому 
и матричное соотношение мы будем называть условием Хевисайда. 

Условие Хевисайда является более частным, чем условия Коваленкова, 
ибо в случае удовлетворения условия (10) удовлетворены также условия 
(9), но не наоборот. 

Заметим, что в случае симметричного пучка проводов условие Хеви­
сайда обычно не удовлетворено. 

Условие Хевисайда МЫ получим еще другим путем. 
Мы введем новые .матрицы порядка 2 и: 

Ц1 

, (К, С) о к 
о о 

, (ь, С) 
0 I 
С о 



при помощи которых представим систему (1) в виде одного матричного 
уравнения: 

_ А у = ( К ; О) у 4-(Ь, С)~У. (П) 

После подстановки 

У = 8 - 1 V (12) 

и умножения уравнения (11) с левой стороны на 8 мы получаем: 

— 4 V = 8 (К, О) 5 - 1
 V + 8 (I, С) 5 - 1 ~г V . (13) 

Если матрицы (К, О) и (Ь, С) приводимы к диагональному виду при 
помощи одной и той же матрицы 8, то матричное уравнение (13) можно 
расщепить на 2п отдельных численных диференциальных уравнений. 
Согласно теореме 1, необходимым и достаточным условием возможности 
расщепления уравнения (13) является коммутативность матриц (К, С) 
и (Ь, С), причем предполагается, что эти матрицы приводимы к диагональ­
ному виду. 

После умножения матриц (К, О) и (Ь, С) 

0 к 0 ь КС О 0 Ъ\ 0 к ЬО О 

С 0 с 0 О 
> с о! О 0 0 ск 

следует, что эти матрицы коммутируют в случае существования равенств 
кс = ьа и оь = ск, 

среди которых второе равенство является следствием первого. 
Остается еще доказать, что матрицы (К, О) и (Ь, С) приводятся к диаго­

нальному виду. Для этого возьмем более общую матрицу Т и се квадрат: 

0 А АВ О 
В 1) 0 В А 

Если матрица Т 2 приводится к диагональному виду, то к таковому виду 
приводится и матрица Т. Но .матрица Т- приводится к диагональному 
виду в случае приводимости к таковому виду произведения АВ, ибо из 
последнего следует также приводимость матрицы ВА. Мы имеем в нашем 
случае вместо АВ матрицу ЬС или .матрицу КС, которые приводятся к 
диагональному виду. Поэтому матрицы (К, С) и (ь, С) также приводятся 
к диагональному виду. 

Мы получаем еще другое свойство этих матриц. Предположим, что 
матрица V приводит матрицу АВ к диагональному виду 

11АВ11-1 = Ш. 
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где 8-

Можно убедиться, что матрица 

П О П В 1 

приводит матрицу Т к диагональному виду 

8Т8-

— Ц - 1 

I В 1 Г 1 

0 0 

0 -- 0 

Очевидно, что характеристические числа матрицы Т являются квад­
ратными корнями характеристических чисел матрицы АВ, взятыми со 
знаками д_ и —. Отсюда следует, что характеристические числа матриц 
(К, 0) и (Ь, С) вещественны, ибо они являются квадратными корнями 
характеристических чисел матриц НО и IX, которые положительны. 

Надо заметить, что условие Хевисайда является только одним и притом 
наиболее важным из частных случаев условий Коваленкова. Впрочем, 
как это впервые указал Я. Д. Зарецкий, условия Коваленкова удовлетво­
рены также при матричном соотношении НС ----- К'6. 

Кафедра обще» математики 
Ноябрь 1950 г. 
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УПРОЩЕННЫЙ ВАРИАНТ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ КРУГОВОЙ 
ОГРАНИЧЕННОЙ ЗАДАЧИ ТРЕХ ТОЧЕК 

К- А. Штейне 

§ 1. МЕТОД ЛОКАЛЬНОГО ОСРЕДНЕНИЯ П Е Р Т У Р Б А Ц И О Н Н О Й 
Ф У Н К Ц И И 

В одной из последних работ Н. Д. Моисеева, посвященных построению 
осредненных вариантов проблемы трех точек [1], был указан прием построе­
ния упрощенных вариантов этой проблемы при помощи так называемого 
интерполяционного осреднения. Существенным в этом приеме является 
допущение большей гибкости в выборе сочетаний элементов, считаемых в 
процессе осреднения постоянными, равно как и допущение большей гиб­
кости в выборе интервала осреднения, причем и тот и другой выбор пред­
лагается совершать на основе тех или иных сведений о поведении оскули-
рующих элементов на интересующем нас промежутке времени. 

Такого рода интерполяционное осреднение представляется весьма 
мощным средством для построения осредненных схем, хорошо представля­
ющих обстоятельства движения в пределах промежутка времени, уже 
перекрытого наблюдениями рассматриваемого небесного тела, т. е. для 
нужд построения аналитической теории движения интерполяционного 
типа. 

В случае потребности построения аналитической теории движения 
в промежутке времени, еще не охваченном наблюдениями, интерполяцион-
но-осредненные схемы остаются более гибкими и, следовательно, более 
сильными, чем использовавшиеся до сих пор осредненные схемы, опираю­
щиеся на те или иные соотношения между оскулирующими невозмущен­
ными элементами одной единственной начальной эпохи. Однако для 
использования этих преимуществ интерполяционно-осредненных схем 
необходимо при построении теории задаваться какими-то гипотезами 
относительно поведения тех или иных элементов в будущем и относительно 
возможного интервала изменения этих элементов, что создает соответ­
ствующие затруднения. 

Приняв все это во внимание, мы решили рассмотреть некоторое 
предельное вырождение приема интерполяционного осреднения Моисеева, 
являющееся менее гибким, чем последнее, но зато свободное от необхо-

8 — Ученг.'С .записки. Том VI 



димости использования конкретных гипотез относительно будущего 
изменения элементов, по которым ведется осреднение. 

Это рассматриваемое ниже предельное вырождение приема интерпо­
ляционного осреднения называется нами приемом локального осреднения. 
Сущность его заключается в том, что, произведя по избранному элементу 
осреднение пертурбационной функции на некотором отрезке значений 
этого элемента, мы после этого берем предел полученного осредненного 
выражения пертурбационной функции при условии стягивания интервала 
осреднения в его начальную точку, соответствующую начальной эпохе оску­
ляции. 

В результате оказывается, что получаемая таким образом локально-
осредненная схема, имея указанное родство с интерполяционно-осред-
ненной схемой, обладает известным родством также и с той приближен­
ной схемой, которая лежит в основе классической теории возмущений 
первого порядка. С этой последней у локалыю-осредненной схемы имеется 
общее именно в том, что в них обеих фигурирует прием фиксации значений 
оскулирующих элементов, входящих в диференциальные уравнения 
возмущенного движения. Однако при этом схема классической теории 
возмущений первого порядка является более грубой, чем наша локально-
осредненная схема, ибо в первой из этих двух схем заменяются постоян­
ными начальными значениями в с е элементы, входящие в правые части 
диференциальиых уравнений возмущенного движения, г д е бы о н и 
т а м н и ф и г у р и р о в а л и, тогда как в локально-осредненной схеме 
постоянными значениями заменяются не все, а только н е к о т о р ы е из 
этих элементов, причем т о л ь к о в о д н о й ч а с т и п е р т у р б а ­
ц и о н н о й ф у н к ц и и . 

Будучи в двух указанных отношениях менее грубой аппроксимацией 
действительности, чем классическая схема возмущений первого порядка, 
наша локально-осредненпая схема уступает этой классической схеме в том 
отношении, что в ней фиксация избранных элементов производится д о 
в ы п о л н е н и я ч а с т н ы х д и ф е р е н ц и р о в а н и й п е р т у р ­
б а ц и о н н о й ф у н к ц и и, тогда как в классической схеме фиксация 
всех элементов производится не в пертурбационной функции, а в резуль­
татах ее частных диференцирований. Это влечет за собой то, что локально-
осредненпая схема учитывает члены разложения пертурбационной функции 
с правильными коэфпциентами лишь в некоторых уравнениях системы 
диференциальиых уравнений. Она учитывает их значительно более полно 
и гибко, чем классическая схе.ма возмущений первого порядка, тогда как 
эта последняя схема, учитывая члены везде с правильными коэфпциентами, 
берет их в значительно менее близком к реальности виде. При соответству­
ющем выборе интерполяционной аномалии мы можем достигнуть того, что 
локальное осреднение меняет только ту часть пертурбационной функции, 

которая имеет множитель а 2 = з п 1 ^ г - В этом случае локальное осреднение 

искажает коэфициенты членов пертурбационной функции только в тех 



диференциальиых уравнениях, где эти члены имеют множитель зш , 

но не искажает там, где они этого множителя не имеют. Следовательно, 
при выборе достаточно малого значения угла наклонности орбиты I влияние 
неправильности учета коэфициентов можно уменьшить до произвольно 
малой величины. 

Итак, при достаточно малых значениях I локально-осредненная схема 
учитывает с любой точностью члены разложения пертурбационной функции 
во всех уравнениях, притом более полно и гибко, чем классическая схема 
возмущений первого порядка. Все сказанное относится также к интер­
поляционной схеме, которая, в свою очередь, учитывает члены пертурбаци­
онной функции еще более полно и гибко, чем наша локально-осредненная 
схема. 

В заключение этих предварительных соображений относительно ло-
кально-осредненных схем можно было бы привести также следующий 
аргумент в их пользу. В случае отсутствия строгой соизмеримости сред­
них движений уже схема возмущений первого порядка дает неплохое 
согласие с результатами строгой интеграции диференциальиых уравнений 
возмущенного движения в осредненных задачах типа задач Делоне-Хилла. 
Из сказанного выше следует, что локально-осредненные схемы имеют 
известное родство со схемой возмущений первого порядка. Поэтому в 
нормальных случаях возможно ожидать для этих локально-осредненных 
задач неплохой аппроксимации действительности. 

Условимся для краткости называть „третьим критерием" качества 
данной схемы признак ее сходства со схемой, которая дает решение, 
близкое к действительности. Тогда приведенное выше заключение можно 
рассматривать как результат применения этого третьего критерия к 
оценке качества локально-осредненных схем. 

В заключение настоящего параграфа следует заметить, что прием 
локального осреднения может быть применяем как однократно, так и 
многократно, в результате чего могут строиться как однократные локаль-
ноосредненные схемы, так и многократно-локально-осредненные схемы. 

Пример однократно-локально-осредненной схемы ограниченной круговой 
задачи трех точек будет рассмотрен в следующем параграфе. 

Далее, прием локального осреднения можно сочетать с приемом обычного 
осреднения. Именно, таким образом нами будет строиться упрощенная 
схема пространственной круговой ограниченной задачи трех точек; эта 
схема получается в результате совокупного применения к схеме 
пространственной круговой ограниченной задачи трех точек, во-первых, 
локального осреднения по расстоянию перигелия от узла и, во-вторых, 
однократного осреднения по Делоне-Хиллу. 

Возможно, наконец, локально осреднять отдельные члены разложения 
пертурбационной функции. Для этого следует в соответствующие члены, 
вместо ад и й, подставить их оскулирующие значения м 0 и 9 0 , притом 
только там, где они входят в явном виде. 



§ 2. О Д Н О К Р А Т Н О - Л О К А Л Ь Н О Е О С Р Е Д Н Е Н И Е 

Пертурбационная функция IV для ограниченной пространственной 
круговой проблемы трех точек в кеплеровом фазовом пространстве 

а, р, I, М, со, 9 (К 4) 
имеет следующий вид 

оо оо оо 

И' = 2 I I Сч, г, * (а, р, О С 0 5 [д М + г& — М') + *со], (2) 
д — 0 г — — оо | — оо 

где а — большая полуось, 
р — параметр, 
4 — угол наклона, 

М,М'— средняя аномалия планеты и Юпитера, 
О — угловое расстояние перигелия от восходящего узла, 
& — долгота восходящего узла, 

д, г, а — целые числа. 
Введем интерполяционную аномалию формулой 

О* = д* М + г* О + 5* со, (3) 

где Й = й — М'; д*, г* и «* — постоянные числа, причём д* и г* взаимно 
просты. Определим из формулы (3) среднюю аномалию М. Это даст 
формулу 

М = д*~г О* — г* д*~* Г> — 8* д*-1 со. (4) 

Подстановка этого выражения в формулу (2) приводит пертурбационную 
функцию к следующему виду: 

оо от. ГК| 

= 1 X 1 С„ г, я (я, р, 0 соз ( 4 V* +: 

) • (5) 

С) 

4-11 г п — о с 8 оо 1 Ч Я 

яа* — 8* а 4- - 2 2 о) 

г 
Приступая к построению локально-осредненного варианта нашей 

задачи, мы проделаем это двумя различными способами, приводящими 
к одному и тому же результату. 

Первый из этих способов выявляет .близость локально-осредненного 
варианта к идее классической схемы возмущений первого порядка. Здесь 
мы для образования упрощенной пертурбационной функции попросту 
полагаем расстояние перигелия от узла со равным его начальному значе­
нию со0: 

со — и 0 (6) 



повсюду в формуле (5) для пертурбационной функции, где это расстоя­
ние входит явно, а не через посредство интерполяционной аномалии / )* . 
Расстояние перигелия от узла ы, входящее через посредство интерполя­
ционной аномалии В* (3), мы оставляем не зафиксированным и не заменяем 
его начальным значением ы0- Это приводит нас к следующему упрощен­
ному выражению для пертурбационной функции 

оо со оо 

д — О г = — со « — — со 

7* 1 "о , ) • (7) &Д* — 8*Д 

Второй способ образования упрощенной пертурбационной функции 
для того же локально-осредненного варианта выявляет связь этого вари­
анта с идеей интерполяционного осреднения. Здесь мы образуем среднее 
значение пертурбационной функции (5) по расстоянию перигелия от узла 
на некотором интервале 

« о < м < м , (8) 

значений этой величины. Это дает нам следующее осредненное значение 
пертурбационной функции: 

[Щ = I Е ^ ^ С9, г, з (а, р1 г) 

. 80* 8*0 СО] — « 0 0 

5 Ш - 2 2 _ Д _ » 

Д* 2 
&Д* — 8*Д 

X 

Перейдем теперь в формуле (9) к пределу, при условии стремления 
величины ы, к <о0. Предельное значение осредненной пертурбационной 
функции тогда будет полностью совпадать со значением функции, данным 
формулой (7). 

Эту упрощенную функцию мы берем в качестве пертурбационной 
функции в локально-осредненном по расстоянию перигелия от узла варианте 
ограниченной пространственной круговой проблемы трех точек. 

Диференциальные уравнения движения в кеплеровом фазовом про­
странстве (К 4) для этого варианта получатся путем замены в уравнениях 
[2] истинной пертурбационной функции IV ее локально-осредненным 
выражением [И] (7). Эти уравнения, следовательно, будут иметь вид: 

йа_ = 2}[а д [\У] ,1. ,1/ _к_ 2 ^ д [ТУ] 

й1 ~ к дМ ' йг ~~ и3'' к да ' 



йр__2У_р д\Щ й ы = __2_Ур д[Щ сг^г д[Щ 
Л1 ~ к 9<о ' Л1~ к др ^ д1 ' ( ' 

а с1-§; д[щ 1 э [ту] б / а 1 д[щ 
<** ~ кУ~р кУря\л* д® ' а 1 ~~ к][р$т1 

Поскольку величина начального значения расстояния перигелия от 
узла ы считается постоянной, постольку расстояние перигелия от узла со 
будет входить в локально-осредненную пертурбационную функцию [ТУ] так 
же, как и средняя аномалия М, только через посредство интерполяционной 
аномалии Ъ*. При этом будут иметь место следующие формулы для 
частных производных: 

дсо дБ* ' дМ 4 дБ*' * ' 

Вследствие этих формул из двух первых уравнений системы можно 
исключить частную производную от упрощенной пертурбационной функции 
[IV] по интерполяционной аномалии Б*. Это приведет к уравнению в 
полных производных: 

21/ а" <И 2Гр * 
интеграция которого дает следующий интеграл системы (10): 

д*-* к У ~а — I* 1 кУ~р = с,. (13) 

Таким образом, локальное осреднение по расстоянию перигелия от 
узла дало возможность в нашей задаче получить один дополнительный 
интеграл (13) к интегралу Якоби: 

М + кп' У~р~ созг + [Щ = С, (14) 

который она имеет по тем же причинам, по которым истинная простран­
ственная круговая ограниченная задача трех точек (К 4) обладает инте­
гралом Якоби 

+ Ж п' У~р со51 + IV = С. (14а) 

§ 3. УПРОЩЕННЫЙ ВАРИАНТ О Г Р А Н И Ч Е Н Н О Й ПРОСТРАНСТВЕННОЙ 
КРУГОВОЙ З А Д А Ч И Т Р Е Х Т О Ч Е К 

Возьмем теперь пертурбационную функцию [И] (7) локально-осреднен­
ного варианта и образуем ее среднее значение по синодической долготе 
узла на промежутке 

О < О" ^ 2 тс д* 
значений этой переменной. 



Мы будем иметь: 

м - К ? 7 ° 5 ) 

где интеграл по Я берется при условии постоянства всех элементов 
а, р, 4 и интерполяционной аномалии!)*. Полученная таким образом упро­
щенная пертурбационная функция [[IV]] будет зависеть от величины 
М, й и ы только через посредство интерполяционной аномалии В*, 
вследствие чего будут иметь место следующие формулы для частных 
производных 

д[[Щ] П1Щ] ,:,д[\Щ] 
до> ~ дВ* ' Ш дВ* ' дМ 1 ёВ* ' К ' 

Разложение в ряд упрощенной пертурбационной функции будет иметь 
вид 

ос оо 

[ [ Щ ] = 1 I г % . (а, р, I ) С05 [/В* + ( * - / * * ) с о 0 ] . (17) 
} = 0 8 = ОС 

Таким образом, эта упрощенная пертурбационная функция [[И"]] 
будет представляться рядом, состоящим из совокупности таких членов 
разложения локально-осредненной пертурбационной функции предыдущего 
параграфа (§ 2), которые содержат в себе синодическую долготу узла, 
входящую только через /3*. 

Задачу, получаемую из круговой пространственной ограниченной 
задачи трех точек заменой в ее диференциальных уравнениях движения 
истинной пертурбационной функции описанной только что упрощенной 
пертурбационной функцией [[IV]], мы будем называть упрощенной круговой 
пространственной ограниченной задачей трех точек. 

У соответствующей системы диференциальных уравнений будут 
существовать следующие три первых интеграла: 

^ + кп'У~р соз,: + [[И]] = С, 

к]/~-^кУ~рСоы^С2, (18) 

кУа — з*-1 кУр = С{. 

Первый и третий из этих интегралов соответствуют дополнительному 
интегралу и интегралу Якоби, которые мы имели в локально-осредненной 
задаче предыдущего параграфа. Они получаются способом, описанным в 
предыдущем параграфе. 



Что касается второго интеграла (18), то он получается интеграцией 
того диференциального уравнения в полных производных, которое полу­
чится из третьего уравнения системы (10) после исключения из него част­
ных производных от пертурбационной функции при помощи двух первых 
уравнений той же системы и которое имеет вид 

к да , я* Г / с с о з г Ар ,— гИ . . 1 

ъг.т^у—т-**-"*-**"]'0- <,9) 

При этом мы предполагали, что в системе (10) [\У] заменено на [[\У]\ 
и учтено соотношение (16). 

§ 4. РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ Д И Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь И Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 
УПРОЩЕННОГО В А Р И А Н Т А 

Решение пространственной круговой ограниченной задачи трех точек 
доводится до конца аналогично тому, как это делается в осреднением 
варианте Делоне-Хилла плоской круговой ограниченной задачи трех 
точек [3]. Именно, мы начинаем с того, что с помощью существующих 
в этой задаче трех первых интегралов (18) выражаем а, г, р через Ь* и 
подставляем их значения в диференциальное уравнение для Х>* 

а 9 п ~ д да к 3 дР

 + 

1 3|'ГИ71| 
+ 717=-—• ( г * - 8* с о 5 1 ) " я / ' ( 2 0 > 

Это последнее диференциальное уравнение можно, разделяя переменные, 
проинтегрировать в квадратурах. Подставляя полученное таким образом 
значение О* в систему первых интегралов (18), получим а = а (1), е = е (г), 
I == I (I). Подставляя все эти значения в остальные диференциальные 
уравнения, возможно их проинтегрировать в квадратурах. 

§ 5. СРАВНЕНИЕ Р А З Л О Ж Е Н И Я УПРОЩЕННОЙ ВОЗМУЩАЮЩЕЙ 
ФУНКЦИИ С Р А З Л О Ж Е Н И Е М ВОЗМУЩАЮЩЕЙ Ф У Н К Ц И И 

ОГРАНИЧЕННОЙ О Д Н О К Р А Т Н О О С Р Е Д Н Е Н Н О Й З А Д А Ч И ТРЕХ 
Т О Ч Е К 

Описанный в предшествующем параграфе упрощенный вариант ограни­
ченной пространственной круговой задачи трех точек был построен на 
основе использования интерполяционной аномалии X)*, определяемой 
формулой (3). Возможность рационально распорядиться выбором этих трех 
постоянных индексов д*, г*, $* позволяет увеличивать степень близости 
схемы к настоящей задаче трех точек. 



До сих пор мы имели в виду систему кеплеровых фазовых (А 4) коор­
динат а, р, I, М, ы, 9 . При желании оставить разложение пертурбационной 
функции в виде, более принятом в классической небесной механике, нам 
придется заменить эту систему (А'4) системой кеплеровых фазовых коор­
динат 

а, е, г', М, ы, 9 , (А' 3) 

где вместо параметра р введен эксцентриситет е. 
Разложение вековой долгопериодической части возмущающей функции 

в случае соизмеримости д*, г* для круговой пространственной ограничен­
ной задачи трех точек имеет по Ньюкому следующий вид [4]: 

1 со 2 п ( сс 1 
[ТТ] = 2 с» 2 П5^1#) 2 со? [г*/ ( 9 -

оо 
— И') + г*/ ш + 9*1 М] + о'2 X % . сов [/•*, (9 — М') + 

+ (''*./ ~ 2) со + г/*/ Л/] + о* 2 Г „ . . . . соз [/•*/ ( 9 — \Г) + 
1 - — « 

+ (//•* — 4) о) + 5Г*/М1 + 1 

для членов класса 

0 п —р = /' (;•* — </*) у = г*1 
1 п—р = ] (/* — </*) — 2 5 == г*/ — 2 
2 « — р = ) (г* — д*) — 4 5 = г*/ — 4 

(21) 

О, 2. 4 

1 3 
ЛО д« ((.О- -I) 1 + 1)4 _| а 1 (( . (•- -2) I 4 ( (0 I , ; « •+ 1« 

а'Яг 

и - -1 
а 
а' 

П^_ р — операторы Ныокома, ^ ' — к о э ф и ц и е н т ы Лапласа. 
Члены класса нуль, т. е. члены с коэфициентами „Л", характерны 

тем, что между ними находятся все без исключения члены, не имеющие 

множителя а2. Имея в виду, что а 2 з т 2 ~ есть малая величина второго 

порядка, заключаем, что все главные члены находятся между членами 



класса нуль и поэтому целесообразно их учесть полностью, т. е. у членов 
класса нуль не заменять со его начальным значением со0. 

Этого мы достигнем, беря за интерполяционную аномалию й9 основной 
аргумент тригонометрических функций класса нуль. Однако, как видно 
из формулы, этот аргумент имеет вид 

В* = д* м + г* (о — М') + г*со, (22) 

но такая интерполяционная аномалия В* является двухиндексной. 
Итак, из всех возможных способов локального осреднения однократно 

осредненной функции ограниченной пространственной круговой задачи 
трех точек только двухиндексный вариант учитывает все члены класса 
нуль полностью. 

§ в. СРАВНЕНИЕ Д И Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь И Ы Х У Р А В Н Е Н И Й Д В У Х И Н Д Е К С Н О Г О 
УПРОЩЕННОГО ВАРИАНТА С ТОЧНЫМИ УРАВНЕНИЯМИ Д Л Я ПРО­
СТРАНСТВЕННОЙ К Р У Г О В О Й О Д Н О К Р А Т Н О О С Р Е Д Н Е Н Н О Й ОГРАНИ­

Ч Е Н Н О Й ЗАДАЧИ Т Р Е Х Т О Ч Е К Д Е Л О Н Е — ХИЛЛА 

Фиксация элемента со, входящего в возмущающую функцию, помимо 
интерполяционной аномалии В*, производится в упрощенной схеме до 
выполнения частных диференцирований пертурбационной функции. При 
этом диференцировать по со мы должны в упрощенном варианте только 
через посредство интерполяционной аномалии В*. Вследствие этого 
коэфициенты диференциальиых уравнений для нашей упрощенной 
схемы будут отличаться от коэфициентов диференциальиых уравнений 
однократно осредненной круговой задачи Делоне-Хилла. Однако это 
отличие будет иметь место только в уравнениях для элементов е и I, ибо 
только в эти диференциальные уравнения входят частные производные 
от пертурбационной функции по со. 

Диференциальные уравнения для с и I в однократно осредненном 
варианте пространственной круговой ограниченной задачи трех точек при 
использовании разложения (21) для пертурбационной функции будут иметь 
следующий вид: 

ас = ъ » ф - 1 | е п - п» (^ { 1 4 Аг*> зш [/•*/ № - т + 

+ г*/ со + д*]М] (— У 1 — е 2 д*/ + г» / ) | а'2 2 ПгЧ _ х ЗШ [г*/ (<2— Л / > 

+ {1*1 — Щ и + д*/М] (—]' 1 - е* д*! + / * / - 2) + . .' . , (23) 

аг Щ _ Щ п ^ 0 „« .< , " - р 1 ' \ _ й 2 1 П» „ (.V) ) | 4 А г-; 8*Л [/"*/ (-- - М') + 



9 а 2 / * ; ' с о 

+ г*/ ш + д*1 М] -,. / + а 2 2 Р г . г - _ 1 3 т [г*/'(П— Л/') + (г*/ — 2) со + 
Ь1 ГЛ. ^ ? — - —со 

+ ? * / Л / ] ( - С ° 5 ^ + . . . ] • (24) 
Я ' 1 8 1 П I ] 

Для нашего упрощенного двухиндексного варианта мы взамен этих урав­
нений будем иметь следующие уравнения: 

с1е Ш. У 1 — Ш " * , . / Я 1 , . г „. , „ 
1 Т =е Ь б" 1 П» («)( 2 * * * « 1 п [г*/ (И 
«г I/ д е п-о р=о ^ 1;=—°° ^ — Л/') + г*/'со + а*]М\ (— |/ 1 — б2 + /•*/) + а 2 Е з т [г*/ (9 — 

У т—со 

- М') + г*/ со+ ф{ М - 2 «о] ( - \!Т=72 о*] + г*,) + . . . } , (25) 

*Ц 1/ а(1 — еа) п=о р-о " ~ р 

' 2 а2/-*/' 0 0 

— Л/') + г*г о + — Л + а 2 2 / ? г . ; , з т [г*/ (Й — Л/') -
5 1 П ? ^ ——оо 

? а 3 /•*/' 1 
+ /•*/ со + в*ЙГ — 2 со0] . + . . . } . (26) 

Сравнивая диференциальные уравнения (23) и (25) для эксцентриситета 
е, мы видим, что у членов класса нуль коэфициенты в этих уравнениях 
одинаковы и не имеют множителя а 2 . У членов класса один отношение 
соответствующих коэфициентов есть 

—)[ 1 — 0* 9*/ + г*/ — 2 
— У 1 — е 2 0 + г*] 

Если /->оо, то это отношение стремится к единице. Следовательно, 
в упрощенном варианте в уравнении для е лучше учитываются члены 
высших гармоник. Учитывая, что члены класса один имеют множитель о 2 , 
а члены класса нуль такого не имеют, мы вправе утверждать, что, 
выбирая I достаточно малым, абсолютное и относительное влияние 
неправильности учета коэфициентов в уравнении для эксцентриситета с 
можно сделать произвольно малым. 

Сравнивая диференциальные уравнения (24) и (26) для наклонности г, 
мы видим, что члены класса нуль учтены в упрощенном варианте пра­
вильно. Различие в коэфнциентах начинается с членов класса один. 
При переходе к упрощенному варианту при членах класса один появляется 

2 о 2 г*/ — (соз /)(/•*/—2) + 1*1 множитель —:—— взамен множителя . .— в уравнении 
3 1 П ( 5 1 П 4 7 1 



для однократно осредненной задачи. Здесь так же, как и для е, полу­
чается, что отношение соответствующих коэфициентов стремится к 
единице, когда / +• оо. Действительно, 

Нт — ( С О Й / ) ( / • * / — 2 ) + г*/ _ 
5 " > С О — ( С 0 5 I) Г*} + г*/ 

Таким образом, можно утверждать, что упрощенный вариант учитывает 
лучше члены высших гармоник. В диференциальном уравнении для I 
в упрощенном варианте члены класса один получают добавочный множи­
тель а 2. Следовательно, учитывая малость этого множителя, можно утвер­
ждать, что в упрощенном варианте в уравнении для I не учитываются 
члены класса один. 

В отличие от диференциального уравнения для е в уравнении для I 
нет существенной разницы между членами класса нуль и класса один, 

ибо члены оооих классов имеют тот же малый множитель - • 
Я П I. 

Коэфициенты класса один при локальном осреднении мы искажаем. 
Следовательно, здесь о т н о с и т е л ь н о е влияние неправильности 
учета коэфициентов невозможно уменьшить, выбирая I достаточно 
малым. Тем не менее, при достаточно малом I абсолютное влияние 
неправильности учета ко?фициентов при не слишком больших про­
межутках времени можно сделать произвольно малым, ибо искаженная 
часть уравнения для г вместе с соответствующей частью в диферен­
циальном уравнении в сравниваемой задаче при г -> 0 стремится 
также к нулю. На практике при достаточно малых значениях г мы будем 
считать решением данного диференциального уравнения для \ в упро­
щенном варианте постоянную величину /'„. Это отнюдь не уменьшает 
точности. Действительно, замена правой стороны диференциального 
уравнения через нуль вносит там ошибку того же порядка, что и при 
локальном осреднении. Это ошибка порядка величины правой стороны 
диференциального уравнения для /, а именно порядка —•.—г. 

Кафедра астрономии 
Декабрь 1950 г. 
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О ПОТЕРЯХ ЭНЕРГИИ ЧАСТИЦЫ НА ИОНИЗАЦИЮ 
И ВОЗБУЖДЕНИЕ АТОМОВ СРЕДЫ 

П. К. Купим 

До работы Ферми [3] при расчете потерь энергии заряженной частицы 
при движении в среде с диэлектрической постоянной г (и>) на возбуждение 
и ионизацию атомов не учитывалось влияние среды на взаимодействие 
летящей частицы с ионизируемым (или возбуждаемым) атомом. Ферми 
показал, что экранирование поля частицы, возникающее благодаря поляри­
зации среды, при больших энергиях заметно меняет величину ионизацион­
ных потерь энергии на единицу пути, т. е. потерь на ионизацию и возбуж­
дение атомов среды. Несмотря на то что Ферми исходил из весьма грубого 
предположения, что электроны в атомах среды связаны ,,квазиупруго" с 
одной лишь собственной частотой, основные черты поправок к обычной 
теории он получил правильно. В частности, им был получен тот общий 
результат, не зависящий от предположений о характере связи электронов 
в атоме, что при возрастании энергии частицы ее ионизационные потери 
на „далекие" соударения стремятся к конечному пределу; величина этого 
предела зависит только от электронной „плотности"' среды, а не от 
атомных характеристик — собственных частот или „сил осцилляторов". 
При этом „далекими" мы здесь и впредь будем называть такие соударения 
ионизирующей частицы с атомными электронами, параметр удара которых 
больше атомных размеров. Легко показать, что при этом энергия, теряемая 
частицей в каждом акте соударения, будет мала в сравнении с энергией 
самой частицы, вследствие чего явление может описываться классически. 
В противоположность этому, соударения с параметром удара („прицель­
ным расстоянием"), меньшим атомных размеров, мы будем называть 
„близкими". 

Однако для построения всей кривой ионизационных потерь нельзя 
ограничиться предельным случаем Ферми и необходимо использовать 
более точную дисперсионную формулу. В настоящей работе производится 
обобщение рассуждений Ферми в этом направлении, т. е. подсчитывается 
поправка на поляризацию среды или, как говорят, „эффект плотности" 
в предположении произвольного, дискретного или непрерывного, спектра 



собственных частот; при этом зависимость диэлектрической постоянной 
г от частоты ы берется в следующем общем виде: 

1 в ) * 1 + ^ 1 7 1 в : . Л = С) 
ц со;г. — со - ( у.-, СО ГП 

(В случае непрерывного спектра сумма заменяется интегралом, а Д , ыа-
и у * становятся функциями со ) 

Здесь со/,-, у & — собственные частоты и соответствующие им коэфици-
енты затухания атомов среды, Д. — силы осцилляторов, е и щ — з а р я д и 
масса электрона, п — число электронов в I см 3 . По окончании настоящей 
работы нам стало известно, что аналогичные результаты были получены 
Виком [4] другим методом, который, однако, в его работе подробно не 
излагается. 

Как уже указывалось, потери энергии быстрой частицы на „далекие" 
соударения малы в сравнении с первоначальной энергией частицы, что 
обуславливает возможность использования классической (релятивистской) 
электродинамики при подсчете потерь на „далекие" соударения. „Близкие" 
соударения надо подсчитывать квантовомеханически, однако поправки 
на „эффект плотности" на них не сказываются. Поэтому мы поступим 
следующим образом. Найдем разность значений, которые получаются 
для ионизационных потерь на соударения с параметрами удара, большими 
некоторого значения р ( р порядка атомных размеров), по обычной класси­
ческой теории Бэра (формула (22)) и настоящей теории (формулы (18), 
(21)). Вычитая затем эту разность из полной величины ионизационных 
потерь, подсчитанной по обычной квантовомеханической формуле [5], 
нз учитывающей поляризации среды (соотношение (25)), мы получим пра­
вильные значения удельных ионизационных потерь с учетом действия 
поляризации, производимой полем летящей частицы. 

Выражение для потерь энергии на соударения с параметром удара, 
большим некоторой величины р, при движении частицы в среде с произ­
вольной диэлектрической постоянной е 'со) было получено Таммом и 
Франком [1, 2] в их работах по черепковскому излучению. Основная 
формула, полученная Таммом [1], может быть выведена следующим 
образом: потери энергии частицы заряда е, массы т, движущейся в не­
которой среде с постоянной скоростью р = З с в направлении оси г, на 
соударения с электронами атомов среды, расположенными на расстояниях 
больших р от се траектории, определяются потоком вектора Умова-Пойн-
тинга через цилиндрическую поверхность радиуса р, окружающую траек­
торию частицы. Вектор Умова-Пойнтинга определяется электрическим 
и магнитным полями частицы, которые находятся решением уравнений 
Максвелла. Если все величины разложить в интегралы Фурье, то решение 
уравнений Максвелла для компонент Фурье сведется к решению следую­
щего уравнения для компонент Фурье векторного потенциала: 

со'2 г (со) 4тт . 



Так как ток, создаваемый летящей частицей, равен 

/х л % = 0, н ( » ) = 2 о 5 (х) 8 (у) 8 (г — о I) = — 8 (.т) 8 (у), 

или в цилиндрических координатах (8 — функция Дирака), 

!~- Н = ~б^ГГ е 9 * (Р)> 

то векторный потенциал можно искать в виде 

Ап = Л ф = 0, Аг (ы) = а (?) е 
р 

Для а (р) получается диференциальное уравнение 

д 2 я• , 1 9 я . „ 4 . , ч 

т - - | 8 ! й = § (р), (3) 

с'р- р Ор тгр ч г ' 4 ' 
где 

& = - ^ - 1 / " р 2 е ( ы ) — 1, р .= — • (4) 

Если скалярный потенциал <?ю исключить при помощи соотношения 

СНУЛ,,, + ~~ г (со)срм - О, 

то для напряженностей полей 7 / т и Еш получим следующие выражения: 
Я ш - го! А Й , ДМ - т а Д СИУ Л ( 1 ) — — ,1 „, . 

(О с | 0 ) ] С 

Входящая в предыдущие соотношения диэлектрическая постоянная г (со) 
является коэфициентом в материальном уравнении 

/),„ = г (со) /•:,„ . 

Вычисляя таким образом К, Н, вектор Умова-Пойнтинга 

и его поток, получим для потерь энергии на пути о1х 



или 
ЛЕ 1ъс*р 7 / 1

 0 . \ / \ д а (~<") I г— = —-. гг- / I —т—г — й- I а (со) ^ ' со й со . (5) йх 4 - р" ^ \ е (со) ' / 4 ' д о 4 ' 
— ос 

Входящая сюда величина а (р, со) получается решением диференциального 
уравнения (3) в виде: 

а = — / Я ' 2 ' (.<; р) при со > 0, | 
I ( б ) 

а — + г 7 ^ " (у? р) при со < 0 , 1 
где Яр 0 —ханкелевские функции нулевого порядка. (5) и (6) и являются 
основными соотношениями, полученными Таммом [2], который применил 
их к подсчету интенсивности черенковского излучения. При э ю м подсчете 
можно, как это и было сделано Таммом, считать диэлектрическую по­
стоянную е (со) величиной действительной, т. е. пренебречь поглощением 
электромагнитных волн в среде. Если же учесть поглощение [3], т. е. 
мнимую часть диэлектрической постоянной, то с помощью соотношений 
(5) и (6) можно найти и полные потери (на ионизацию и излучение)*). 

Для подсчета ионизационных потерь мы воспользуемся теперь асим­
птотическим выражением для ханкелевских функций, входящих в выра­
жения (6) при малых значениях аргумента (функции Ханкеля в (6) выбраны 
так, чтобы решения исчезали на бесконечности). Если значение аргумента 
функций Ханкеля мало в сравнении с единицей, то справедливо следующее 
асимптотическое разложение: 

П.п ЦН^Цх)] - - Н т Цн[2)(-1х)} = | | т Д , 1 
х-уо г ^ о И ух Г7) 

2 2 • п о с т . Э й л е р а ~ 3 17 

Условие малости аргумента требует, чтобы было 

р М[/ 1 _ з 2 Е ( ы ) < з Г , и л и р ^ ' _ хш . (8) 
V |СО| 

С другой стороны, поскольку мы пользуемся макроскопической теорией, 
р должно быть не менее атомных расстояний в среде. Сравнение с длинами 
волн характеристического рентгеновского излучения показывает, что в 
конденсированной среде такое асимптотическое представление несправед­
ливо только для процессов вырывания /(.'-электронов из атомов элементов 
с 2 > 25-30 и Х-электронов нескольких самых тяжелых элементов, в 
газах же вырывание А'-электронов таким путем вообще учитывать нельзя. 

*) Нелишне заметить, что весь расчет Ферми основан на лктоде, разработаннгм 
И. Е. Таммом для подсчета черенковского излучения; ссылка на работу Тамма [1] 
имеется и у самого Ферми [3]. 



Мы считаем, что множитель |Л —(3 2е(со) не становится особенно большим 
ни при каких и из-за наличия затухания, особенно сильного вблизи соб­
ственных частот (подробнее об этом см. ниже). 

После подстановки асимптотических значений (7) в (5) получаем 

Для интегрирования этого выражения разобьем / на три части. Каждый 
из полученных таким образом интегралов / , , / 2 , /з вычисляется подходящим 
деформированием контура интегрирования в комплексную плоскость. 
При этом надо учесть следующие обстоятельства: 

1) Функция • \ не имеет полюсов в верхней полуплоскости, если 
с (со) 

для е(со) принять обычную дисперсионную формулу (1), где п — число 
электронов в 1 см 3 (л = N2) и / й — силы осцилляторов ( 2 / к = 1). 

к 

Высказанное утверждение сводится к тому, что уравнение г(ы) = 0 
не должно иметь нулей выше действительной оси, в чем легко убедиться, 
представив его в виде (со = 5 + г то): 

| (4 - V + ч 2 + У* ч) 2 + Р (2 ч + У*) 2 ' А ' > " 

Левая часть должна быть действительной, а это возможно в двух случаях: 

либо если г} = — ^ , т. 

либо если Л = 0, но тогда 

либо если т] = — , т. е. корни находятся в нижней полуплоскости 

I - Н = - ± 
к «к+^+уьЧ А 

и -г) опять должно быть меньше нуля (иначе все члены суммы будут поло­
жительны). 

2) Уравнение • - 1 в верхней полуплоскости имеет корни 
только на мнимой оси. В этом легко убедиться рассуждениями, анало­
гичными предыдущим.. Корень в верхней полуплоскости (хотя бы один) 
существует только при г ( 0 ) р 2 > 1, что эквивалентно условию 

с с 

',:>ТЩ~~0' 
Для вычисления первого интеграла 

со 
7' = 1 п "А̂а / (7 — Э2) ы (/<0

 0°) 

9 _ Ученые записки. Том \ ' [ 



(вторая часть интеграла I пропадает из-за нечетности подинтегральной 
функции). В результате, учитывая, что на большом расстоянии от начала 

А 
координат асимптотическое значение е = 1 7 , получаем 

со 
4</2 

/ , = г т г Л 1 п - т - ^ - (11) 
Второй интеграл 

1г = — { ( - — З 2 1 1п (со2) со йсо (12) 

путем вычитания и добавления членов с нечетными подинтегральными 
функцияли! вдоль всей действительной оси (что не меняет его значения) 
может быть заменен следующим 

—Ос? 

Контур интегрирования надо выбирать так, как указано на фиг. 2. При 
этом интегралы по удаленной полуокружности исчезают. Разрез вдоль 
мнимой оси необходим потому, что в первой и во второй четвертях 1п со 
должен быть определен по-разному, так как на вещественной оси он должен 
непрерывно переходить в 1п |со|. Напомним, что аргумент функции Ханкеля, 
из которой получился логарифм, согласно (6), содержит множитель |о.|. 



Учитывая сказанное, определим логарифм в комплексной плоскости сле­
дующим образом: в первой четверти 

1 п и = |ы| + Щ, 
во второй 

1п ы = 1п | со I — ь ср, 

причем ср = 0 на вещественной оси и ср = 3 на мнимой оси. Разность 

значений 1п(со2) на „берегах" мнимой оси будет — 2 - 1 . Кроме того, надо 

Фиг. 2. 

учесть, что на участке СЕ вещественной оси 12 исчезает в силу нечетности 
подинтегральной функции при со -> 0. Таким образом, для / 2 получаем 

|У означает интеграл по малому полукругу вокруг начала координат|: 

Очевидно, во втором интеграле множитель со при 5 0 „убьет" все члены, 
кроме последнего, поэтому, вводя обозначение со = ш, получим 

Далее можно ввести для удобства в дальнейшем корень уравнения 
г (ш)3 2 = 1, который обозначим через щ (со0 = М2ц), тогда 12 можно пред­
ставить в виде 



— А 1 ;Л^(2 1п 8 + 2 1 » 

В О А 
Фиг. 3. 

Вычисление третьего интеграла 
со 

/з = — I" г ^ | 1 п ( 1 _ р е ) ш а - о ) (15) 
— го 

приводит к различному результату в зависимости от того, существует ли 
корень уравнения 1 — | 3 2 е ( ш ) = 0 на верхней половине мнимой оси или 
нет. Рассмотрим сначала случай наличия такого корня ( е ( 0 ) В 2 > 1 , 
е > - ^ - | . Тогда интеграл 13 берется по контуру, показанному на фиг. 3. 

Корень гго (е (ш0) |52 = 1) будет точкой ветвления, и возможность ее обхода 
необходимо уничтожить разрезом*. 

*) Этот разрез необходимо произвести снизу, т. е. от действительной оси, так 
как в противнем случае для того, чтобы иметь правильное значение логарифма на 
действительной оси, надо неаналитически определить его в комплексной плоскости, 
что делает невозможным деформирование контура для вычисления интеграла. 
Действительно, если разрез произвести сверху и интегрировать по контуру, пока­
занному на фиг. 4, интеграл будет расходиться. Это обусловлено тем, что обход 
точки м 0 ведет к изменению значения логарифма на 2т I и в точке I) мы будем иметь 
различные значения подинтегральной функции в зависимости оттого, приближаемся 
мы к ней справа или слева по большому полукругу. Поэтому представляется странным 
замечание Вика, что контур интегрирования в этом случае должен быть избран 
согласно фиг. 4, несмотря на правильность полученного им результата. 



Легко видеть, что интеграл по исчезающе малой окружности вокруг и„ 
при стремлении радиуса этой окружности к нулю исчезает. Для интеграла 
по большой полуокружности (обозначенного / ) получим: 

1 п ( 1 - 3 2 ) ( 1 + -^)]сойгсо; 

В 2 ) — В 2 } . (16) 

Интеграл же по берегам разреза равен (в силу того, что 1п (1 — еЗ 2 ) после 
обхода точки ветвления меняет свое значение на 2то): 

В2) тШ =. 

II 4 ' 

1а - ' 1ш + 1ъи • 
Теперь можно получить величину ионизационных потерь на соударения 

с параметром, большим р, для случая, когда скорость частицы больше 
скорости электромагнитного излучения бесконечно большой длины волны 
в данной среде, т. е. когда имеется корень уравнения В2 е = 1 в верхней 
полуплоскости. Для этого нужно воспользоваться соотношением (9), 
подставляя вместо / сумму / = / , + 12 + 1в. Таким образом получаем 

о 

3 2 1 - ( 1 - 3 2 ) - ^ - Ыи1-

4 ) » ^ ]• (18) 



В случае же е ( 0 ) 3 2 < 1 (отсутствие корней уравнения г ( ш ) З а = 1 
в верхней полуплоскости) имеем / З и = 0; Узя остается таким же (16), 
а интеграл / 2 , согласно (13) и (14), нужно представить в следующем виде 
(без введения величины и()): 

Отсюда 

12 = 1пп| - 2 - 1 — 1 + и(1и — 2ш А 1п § | • 
3 

1г = - т ф / ( - 1 - 1) ийи + 2 Л ] ~ + Л 1п а,2 ] ; (19) 

ы„ здесь произвольно, его будет в дальнейшем удобно рассматривать 
как „среднюю" частоту в следующем смысле: 

2 1п со„ = Н 1п со, + и 1п со2 + . . . (20) 

Таким образом, в случае Р < Т ; имеем: 
]/«(0) 

— -г- = т\ 1п—^—1п(1 —З 2 ) — З 2 1 мам — 
> 1 г I 

- 2 / ^ - , „ „ , • } . « 2 1 ) 

• 
щ 

Вспоминая теперь, что р мы условились считать порядка атомных разме­
ров, видим, что соотношения (18) и (21) дают потери энергии на „далекие" 
соударения. Как уже указывалось выше, влияние среды (эффект плот­
ности) существенно только для далеких соударений, поэтому для получения 
полных потерь достаточно найти поправки к потерям энергии при далеких 
соударениях и прибавить их к полным потерям энергии на ионизацию 
и возбуждение, подсчитанным обычным путем. Обычная теория для дале­
ких соударений (с параметром удара, большим р) дает: 

\ ах10 тп^ у 7 Р <*>„ I 

/ ИЕ\ 
Вычитая отсюда соответственно (18) и (21) и обозначая I т - I = 

I с1Е\ '»«*. 
= I — — 4 , получим поправки к обычной теории: 

4 . щ\ щ & + а . / (_у „ , +4) л 1 
тР* А Л \ гут) и1 ! \ 

( е ( 0 ) 3 2 > 1 ) , (23) 



О ,.1 
П 

Эти поправки надо вычесть из обычной квантовомеханической формулы 

дающей потери энергии на соударения, при которых передается энергия, 
меньшая чем ТУ. Для получения полных ионизационных потерь здесь 
надо вместо ТУ подставить максимальную энергию, которую летящая 
частица может передать электрону при каждом акте. 1(2) без особой по­
грешности (ввиду того, что он входит под логарифмом) можно считать 
равным 13,5-Е А/. Множитель (2) стоит здесь вместо множителя 

2 Мт 
М + т' 

который равен I, если летящая частица электрон (М = т), и близок к 
2, если масса летящей частицы велика по сравнению с массой электрона 
(М^> т). 

Существенным во всем изложенном является вопрос об учете затуха­
ния. Эффект плотности сказывается при больших скоростях (энергиях) 
частиц, когда нужно пользоваться для его учета соотношением (23). В 
этом выражении диэлектрическая постоянная, а значит, и оптические 
константы, входят только в подинтегральное выражение. Интегрирование 
производится вдоль мнимой оси, т. е. существенны такие значения со, 
при которых разность с. | — (о2 не может стать малой (так как о)/,- должны 
быть, конечно, действительными). Но затухание, которое, вообще говоря, 
мало, сказывается лишь при соо^сол.. Таким образом, в окончательном 
выражении (23) им большей частью можно пренебречь. Однако необходимо 
заметить, что затуханием (т. е. величинами у А) нельзя было пренебречь 
в процессе вывода основных соотношений, так как в противном случае 

возник бы ряд затруднений. Во-первых, полюсы функции —у-*> пере-
г (со) 

местились бы тогда из нижней полуплоскости на действительную ось, 
что затруднило бы интегрирование в комплексной плоскости. Во-вторых, 
в этом случае аргумент функций Ханкеля в (б) не был бы мал вблизи 
собственных частот со/, и стала бы невозможной замена функций Ханкеля 
логарифмом. Последнее затруднение в действительности не возникает 
потому, что как раз близ собственных частот затухание особенно велико. 

Если рассматривать потери энергии лишь на далекие соударения, 
можно показать, что они стремятся к определенному конечному пределу 
при приближении скорости частицы к скорости света, т. е. при увеличении 
энергии частицы. Для этого надо принять во внимание, что Щ будет в 



этом случае настолько велико, что при его нахождении из уравнения 
е (ш 0 ) З 2 = 1 для е можно использовать асимптотическое выражение 

4 
е = 1 + . Тогда получим: 

Фиг. 5. Ионизационные потери энергии мезонов (энергия покоя 100 МеУ) в 
воздухе, железе и свинце. По оси абсцисс отложена энергии мезона в электрон-волк ах 
(в логарифмическом масштабе), по оси ординат — потери энергии в еГ на г см 2 , /"ля 
каждого материала проведены две кривые: верхняя показывает потери энергии I ез 
учета поляризации среды, н и ж н я я — с учетом поляризации. 

и, подставляя это в (18) (с тем же асимптотическим значением для е), 
найдем: 

• (26) _4Е\ 
' ^7 мах тс1 к п е 2 р 

Этот результат был получен и Ферми: предел, к которому стремятся потери 
энергии на далекие соударения, не зависит от оптических характеристик 
атомов среды. 



Полные потери энергии на ионизацию при столь больших энергиях 
частицы, что справедливо (26), можно подсчитать, вычитая из (25) не 
(24), а разность между (22) и (26). Тогда получается 

( _ « ) (27) 
\ ' / . ' /мах тс2 I пе1 п1 \ 

При меньших энергиях (как раз в той области, где ионизационные потери 
играют основную роль, а тормозное излучение еще не сказывается) нельзя 
уже пользоваться соотношением (27), а нужно произвести расчет точно, 
используя спектральные данные для значений собственных частот электро­
нов в атомах среды и соответствующих им сил осцилляторов. Численные 
расчеты [4] показывают, что возможная неточность в экспериментальных 
значениях од и уА. не вносит существенной ошибки в результат (с наимень­
шей точностью на опыте получаются значения для сил осцилляторов, соот­
ветствующих внешним электронным оболочкам, но малые частоты почти 
ничего не вносят в интеграл (9) из-за нечетности подинтегрального выра­
жения при й*о>). На фиг. 5 мы приводим графическую зависимость иони­
зационных потерь (в еУ на г/см 2) от энергии мезонов. Наряду с кривыми, 
показывающими потери в воздухе, железе и свинце, приведены кривые, 
дающие ионизационные потери по обычной теории, не учитывающей поля­
ризации среды полем летящей частицы. Из фиг. 5 видно, что значение 
энергии мезона, при которой становится заметной поправка, вводимая 
настоящим расчетом, находится между 10 ш еУ для воздуха и, при­
мерно, 5.108 еУ для свинца. 

В заключение хочу выразить глубокую благодарность проф. И. Е. Тамму 
за ряд ценных советов и указаний. 

Кафедра теоретической физики 
Январь 1951 г. 
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