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FIZIKAS-MATEMATIKAS ZINĀTNES 

Ф И З И К О - М А Т Е М А Т И Ч Е С К И Е НАУКИ 

3. IZLAIDUMS 
ВЫПУСК 3 





I LUDVIGS JANSONS | 

Latvijas fiziķu saime skumst par Latvijas Valsts Universitātes Fizikas 
un matemātikas fakultātes Eksperimentālās fizikas katedras vadītāja 
zinātņu kandidāta docenta Ludviga Jansona pāragro pēkšņo nāvi š. g. 
12. maijā. Latvijas zinātne pazaudējusi pieredzes bagātu fiziķi, pedagogu, 
organizatoru un vadītāju. 

Dzimis 1909. gadā kā kalpa dēls, Ludvigs Jansons neatlaidīgā darbā, 
pārvarot daudzas grūtības, 1933. gadā nobeidz Latvijas Universitāti. 1933. 

Doc. Ludvigs Jansons. 

gadā ari tiek veikts viņa pirmais patstāvīgais zinātniskais darbs «Hana un 
Debaja-Serera metožu salīdzinājums», kas k)uva par viņa maģistra darbu. 

Sevišķi rosīga viņa zinātniskā darbība kļuva pēc 1934. gada, kad viņš 
uzsāka darbu Latvijas Universitātē kā subasistents. 

1935. gadā viņam piešķir zinātnisku komandējumu uz Varšavu, kur viņš 
ievērojamā poļu fiziķa Pienkovska vadībā izstrādā darbu, kura rezultāti 



parādījās trijās publikācijās ar nosaukumu: ..«Piespiesto» līniju Zēmaņa 
efekts Не spektrā». Darbā aplūkots Stārka komponenšu Zēmana efekts un 
noskaidrotas likumības, kādas valda šajās parādībās. 

Atgriezies Rīgā, L. Jansons veic lielu pedagoģisku un organizatorisku 
darbu Fizikas Institūtā, turpinot arī strādāt zinātnisku darbu. Daudzu 
eksperimentālu darbu veikšanai fizikā nepieciešams stabils augstspriegums, 
un L. Jansons pievēršas jautājumam par stabila augstsprieguma iegūšanu. 
So pētījumu rezultātā radās viņa habilitācijas darbs, kas tika aizstāvēts 
Matemātikas un Dabas zinātņu fakultātē 1942. gadā: «Pētījumi par sprie­
guma stabilizāciju ar elektronu lampas palīdzību». Līdztekus jau pazīsta­
mām shēmām, eksperimentāli un teorētiski aplūkotas arī oriģinālas jaunas 
shēmas. Sā darba turpinājumā 1945. gadā LVU Fizikas un matemātikas 
fakultātes zinātnisko rakstu krājumā publicēšanai tika iesniegts darbs 
«Elektronu lampa sprieguma stabilizatora lomā». 1948. gadā tiek veikts 
tālāks teorētisks darbs «Mainīga palīgsprieguma izlietošana sprieguma 
stabilizācijā ar elektronu lampas palīdzību (iesniegts atskaites veidā LPSR 
ZA Fizikas Institūtā), un eksperimentāls pētījums «Sprieguma stabilizā­
cija», kas iesniegts 1949. gadā. 

Tai pašā laikā L. Jansons pievēršas gāzes izlādes jautājumiem. Šai 
laukā viņš veic pētījumus, pa da|ai viens pats, pa daļai ar J. Sprunku. It 
īpaši viņu interesē vielas pārneses procesi gāzu izlādē. Darba materiāli 
vairāku atskaišu veidā iesniegti LPSR ZA Fizikas Institūtā. Darba gaitā 
noskaidrotas vairākas ļoti interesantas un oriģinālas likumsakarības, kādas 
novērojamas dažādu veidu gāzu izlādē. 

Vistuvāks tomēr viņam paliek optiskais, it īpaši spektroskopiskais virziens. 
Jau piecdesmito gadu sākumā viņš sāk dzīvi interesēties par pusvadītāju 
īpašībām. Viņš veic vairākus pētījumus par fotopretestībām un pamazām 
arvien vairāk tuvojas cietvielas optikai. Sai virzienā viņš darbojas līdz 
pašai pāragrai nāvei, kura viņu pārsteidza aiktivā darbā un spēku briedumā. 

Kopā ar saviem līdzstrādniekiem un diplomandiem, L. Jansons izstrādā 
vairākus darbus, no kuriem būtu jāmin viņa darbs ar O. Smitu — «Krāsu 
centru dihroisms sārmu halogenidu kristālos» 1956. gadā un darbs «Svina 
ietekme uz rentgenizēta KC1 absorbcijas spektru» 1957. gadā. 

Tomēr līdztekus tam L. Jansons nemitīgi darbojas ari daudzās oitās 
fizikas nozarēs. Te varētu .minēt viņa pētījumu, ko viņš veic kopā ar LPSR 
ZA Eksperimentālās medicinas institūta līdzstrādnieku P. Ozoliņu: «Iekārta 
termiskā kairinājuma kvantitatīvai raksturošanai»; šis darbs publicēts 
Eksperimentālās medicinas institūta rakstos 1956. gadā. 

Auglīga bija L. Jansona darbība palīdzībā LPSR rūpniecībai. Bez dau­
dzām konsultācijām, ekspertīzēm un sīkākiem pētījumiem veikti arī lielāki 
darbi. Te jāmin, piemēram, pētījums, kas veikts rūpnīcai «Etalons», nosakot 
precizijas svaru kļūdu cēloņus. Sis darbs iesniegts rūpnīcai izmantošanai 
sīkas atskaites veidā. Gribas arī pieminēt pētījumu, kura rezultātā radusies 
rūpnīcas VEF radioaparāta MIR skalas netiešā apgaismojuma sistēma, 
spuldžu un lampu gaismas raksturlielumu noteikšanu u. c. Šeit varētu 
minēt arī to, ka L. Jansons pārbaudījis apgaismošanas atbilstību normām 
Rīgas Vagonu rūpnīcas ražotajos elektrovilcienos un tramvajos. Vēl īsi 
pirms nāves, 6. maija, tika izdarīta kārtējā pārbaude. Rūpīga un ietilpīga 
darba rezultātā izstrādāta priekšlēca fotoaparātam «Smena» (rezultāti 
iesniegti publicēšanai žurnālam «Pad. Latv. Skola») un pārbaudīta Rīgas 
daudznozaru kombināta ražotā priekšlēca ar gredzeniem fotoaparātam 
«Zorkij» un «Fed», pie kam pēdējā darba rezultātā eksperimentāli noteikti 
un nodoti rūpnīcai arī visi dati instrukcijai un tabulām, kas nepieciešamas 
lēcas izmantošanai praksē. Rūpīgi izpētītas Rīgā ražoto fotogrāfisko lēcu 
īpašības, filtru īpašības utt. Liels darbs veikts arī, palīdzot fabrikai «Uzvara» 



izstrādāt un teorētiski pamatot metodiku pastilu un marmelādes žāvēšanai 
ar infrasarkaniem stariem. Sis darbs pilnīgi nobeigts un rezultāti ieviesti. 
Strādāts ari pie biskvitu cepšanas metodikas ar infrasarkaniem stariem. 
Darbs palicis uzrakstīts līdz pusei. Visi šie darbi veikti ar L. Jansonain 
raksturīgo pamatīgumu. 

Būdams izcils audzinātājs, kas izaudzinājis gandrīz vai visu jauno 
fiziķu saimi, kuri pašlaik sekmīgi strādā mūsu republikā gan augstskolās, 
gan pētniecības iestādēs, gan vidusskolās, gan rūpnīcās, L. Jansons lielu 
darbu ieguldījis ari dažādu metodisku darbu izstrādāšanā. Jau 1940. gadā 
«Padomju Latvijas Skolā» parādās viņa darbs par demonstrācijas eksperi­
mentu «Fuko svārsta eksperiments skolā». Šo darbu viņš veica kopā ar 
savu dzīves biedri A. Jansoni. 

1947. gadā iznāk viņa darbs «Fizikas praktikums», kuru vēl šodien 
sekmīgi izmanto studenti Latvijas augstskolās. Šai darbā atrodama virkne 
jaunu mērīšanas metožu dažādu fizikālu lielumu noteikšanai. 1954. gadā 
«Fizikas praktikums» tika izdots jaunā, stipri pārstrādātā un papildinātā 
izdevumā. 

Daudz metodiskā darba ieguldīts, izveidojot fizikas mācības laborato­
rijas LVU Fizikas un matemātikas fakultātes Eksperimentālās fizikas 
katedrā, Skolotāju Institūtā un citur. 

L. Jansons nekad nav aizmirsis arī lielo nozīmi, kāda ir zinātnes popu­
larizēšanai tautas masās. Jau kopš 1954. gada parādījās viņa populārzināt­
niskie raksti gan žurnālos, gan laikrakstos. Regulāri viņš lasījis popularzi-
nātiskus priekšlasījumus skolu audzēkņiem, iestādēm un rūpnīcām. Pašlaik 
iespiešanā viņa populārzinātniskā brošūra par pusvadītājiem. 

Dzīvi interesēdamies par visu jauno, kas notiek fizikā, Jansons rūpīgi 
sekoja jaunākajai literatūrai, pie tam ne tikai tajā laukā, kurā viņš strādāja 
pats, bet arī citās fizikas nozarēs. Rezultātā grūti bija atrast Latvijā fiziķi 
ar tik plašām un daudzpusīgām zināšanām. Savas zināšanas viņš nekad 
nepaturēja sev vien, bet allaž domāja par to, kā tās varētu padarīt pieejamas 
iespējami lielākam cilvēku skaitam. Vēl viena raksturīga īpašība Ludvigam 
Jansonam bija viņa lielā rūpība un prasme eksperimentā, roku veiklība, ko 
nevar dot tikai laba skola, bet kas prasa zināmas dabas dotības. Šī rūpība 
eksperimentā saistījās ar īsta zinātnieka mīlestību šai virzienā. Katrs rezul­
tāts, ko L. Jansons bija ieguvis eksperimentā, bija iegūts daudzos mērīju­
mos, rūpīgi pārbaudīts un atkārtots. 

Daudz kas palicis puscejā. Daudz kas bija iecerēts un netika izpildīts 
pāragrās nāves dē|, dažādi darba materiāli pārmērīgās darba slodzes dē| 
palikuši nepublicēti. Bet ari tas, kas paveikts, liek mums ar dziju cieņu 
atcerēties un pieminēt viņa gaišo tēlu. 





ЛАТВИЙСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ П. СТУЧКИ 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3. 1958 ГОДА 

РАЗВИТИЕ МАТЕМАТИКИ В СОВЕТСКОЙ ЛАТВИИ 

ЗА ПОСЛЕДНЕЕ ДЕСЯТИЛЕТИЕ 

А. Я. Л У СИ С 

Развитие математики в Советской Латвии за первое десятилетие своего 
существования охарактеризовано в моей обзорной статье „Работы матема­
тиков Советской Латвии за десять лет" [1]. В последующие годы (с 1950 
года) научная работа по математике продолжалась на двух математических 
кафедрах Латвийского государственного университета, на кафедре ма­
тематики Рижского педагогического института, на кафедре высшей ма­
тематики Латвийской сельскохозяйственной академии и на кафедре мате­
матики РКВИАВУ. Институт физики и математики при Академии Наук 
ЛССР был преобразован в Институт физики, в котором математическая 
секция не существует, но с 1956 года организован вычислительный центр. 
Большинство рижских математиков, активно работающих над научными 
проблемами, сосредоточено на физико­математическом факультете Латвий­
ского Государственного университета; в особенности плодотворную научную 
деятельность проявили члены кафедры Общей математики (Н. А, Бразма, 
А. Д. Мышкис и Э. Я. Рнекстынын). 

Данная статья является обзором дальнейших научных работ латвийских 
математиков, выполненных после 1950 года. Математика в Советской Латвии 
продолжала развиваться по следующим главным направлениям: по теории 
чисел, по геометрии, по анализу в широком смысле и по практической ма­
тематике. Новое направление работ начато по математической логике. 

1. П о м а т е м а т и ч е с к о й л о г и к е имеются 3 работы 
В.К.Детловса |Ц, [21, 13] и одна работа А. А. Курмитиса Ц|. Работы 
В.К.Детловса примыкают к исследованиям А.А.Маркова но теории 
алгорифмов. В этих работах установлена эквивалентность понятий алго­
рифмической и частично рекурсивной функции, а также вполне алгориф­
мпческой и общерекурсивной функций. А. Курмитис [Ц показал, что 
система аксиом исчислении высказываний, данная А. А. Марковым в БСЭ 
(т. 25),­ не является независимой, так как одна из аксиом этой системы явлн­
ется следствием остальных аксиом. 

2. П о т е о р и и ч и с е л 6 работ опубликовал Э. К. Фогеле, кроме 
того одну статью написала Н. Дума. В работах Э. К. Фогелса [11 и [2] даны 
финитные доказательства формул Гаусса­Дирихле о числе классов поло­
жительно определенных бнпарных квадратичных форм и формул Валле­
Пуссена об ассимптотическом распределении простых чисел в арифмети­
ческой црогрессин. В его работе 13] разработана финитная теория для ло­
гарифмической н показательной функции, а [41 представляет доклад о фи­
нитных доказательствах в аналитической теории чисел, прочитанный 26 
апреля 1951 года на Ученом Совете Математического Института имени 
Стеклова в Москве. В статье [51 строится последовательность чисел, содер­
жащая бесконечное множество простых чисел, а в 161 получены теоремы о 
распределении простых чисел в начало арифметической прогрессии, исходя 
из теорем К. А. Родосского о плотности нулей L — рядов Дирихле. 



В статье 111 II. Дума приводит несколько следствий из теоремы Дирихле 
о простых числах в арифметической прогрессии. 

3. П о т е н з о р н о й а л г е б р е имеется одна работа Ш. Д. Тру­
нила [1], в которой доказана методом поляризация теорема о единствен­
ности разложения полилинейной функции (тензора) на линейные и не­
распадающиеся билинейные множители. Вопрос о разложении тензора 
на множители первой валентности рассмотрел А. М. Лопшиц в своей ра­
боте „Некоторые задачи тензорной алгебры в линейных безразмерных про­
странствах" (Труды сем. по вокт. и тенз. анализу, вып. VI, 1948). 

4. По г е о м е т р и и имеются 11 работ, в которых рассматриваются 
вопросы дифференциальной геометрии и геометрических преобразований. 
Л. Я. Березина а своих работах [1] — [6] и [81 — [101 устанавливает 
свойства прямолинейных конгруенций, в частности, соотношения между 
геометрическими элементами двустороннс расслояемой пары прямолиней­
ных конгруенций, существование различных видов расслояемых пар кон­
груенций, законы преломления конгруенций через оптическую систему 
и применения конгруенций в геометрической оптике. Подробный анализ 
некоторых ее работ имеется в Реферативном Журнале „Математика" 
(1953, 878; 1953, 1373; 1954, 1793; 1954, 5758). 

Кроме того по дифференциальной геометрии имеется работа 
Э. Я. Гринберга [31, в которой исследуется в п — мерном пространстве 
первая вариация криволинейного интеграла по дуге от функции, завися­
щем! от кривизн /с„ кг, . . ., кп­х кривой и их производных по дуге. Полу­
ченные в работе результаты обобщают результаты И. Радона в соответствую­
щей вариационной задаче для кривых трехмерного пространства. 

По вопросам геометрических преобразовании опубликована статья 
К. Я. З'алтс.а [21. В этой статье рассматриваются те частные случаи пре­
образовании плоских фигур в равновеликие фигуры, которые выделяются 
простотой п легкостью графического или графо­аналитнческого осущест­
вления. 

5. По о б ы к н о в е н н ы м д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м у р а в н е ­
н и я м и смежным вопросам опубликованы: 1 монографии и 10 журналь­
ных статей. Оригинальная монографин А. Д. Мышкиса 131 представляет 
собой значительно переработанную часть его докторской диссертации 
„Дифференциальные уравнения с. запаздывающим аргументом", защищен­
ной в 1950 году в МГУ (автореферат се 141). А. Д. Мышкигу принадлежит 
заслуга создания как общей теории дифференциальных уравнении с запаз­
дывающим аргументом (существование и единственность решении, зависи­
мость решения от начальных данных н от параметра ИТ. д.), так п качествен­
ной теории таких уравнении (асснмн'пяпческое поведение решений, колеба­
тельный характер решений и т. д.). В монографии [3] и в статьях [ 1 | и 121, 
в основном, рассматривается качественная теория линейных однородных­
дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом 1­го и 2­го 
порядков. Это потребовало построения и систематического развитии прин­
ципиально новых методов, —метода сравнения и метода возвратных после­
довательностей. В частности в монографии [31 исследуется более общий 
случай „распределения" запаздывания. При помощи интегралов Стпль­
тьес.я устанавливается снизь рассматриваемых уравнений с интегральными 
уравнениями типа Вольтерра и ннтегро­дифференциальными уравнениями. 

В двух совместных статьях А. Д. Мышкиса и А. Я. Лепила [1] н [21 
изучены различные неравенства, применяемые в теории дифференциаль­
ных уравнений с запаздывающим аргументом. П о к а ч е с т в е н н о й 
т е о р и и о б ы к н о в е н н ы х д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в ­
н е н и й и д и н а м и ч е с к и х с и с т е м имеются 3 работы. В работе 



А. Д. Мышкиса [5] исследуется строение динамической системы п долом в 
многосвязной области. В совместной статье А. Д. Мышкиса и У. Гринфельда 
[1] на построенном примере показано, что для дифференциального урав­
нения второго порядка существование и единственность решения задачи 
Коши не гарантирует непрерывную зависимость решения от начальных 
данных. В работе .7. Я. Рейзиня II), переведенной также на английский 
язык [21, исследована, применением сферических координат, система трех 
дифференциальных уравнений в случаях, когда правые части представ­
ляют собой Многочлены т о й степени пли содержат дополнительные 
члены, удовлетворяющие определенным условиям. Доказана теорема су­
ществования т. наз. исключительного направления для системы в трехмерном 
пространстве и изучено поведение интегральных линий системы и окрест­
ности изолированной особой точки и исключительною направления. 

Вопросы л и н е й н ы х д и ф ф е р е п ц н а л ь п ы х у р а в и е н н й 
рассмотрены в работах Г. К. Энгелиса [1] и Э.Я. Риекстыныи­а 114]. 
В первой работе найдены необходимые и достаточные условия для того, 
чтобы заданная система т линейпо­независнмых функций образовала 
систему решений линейного дифференциального уравнения и­го порядка 
{п > т) с непрерывными коэффициентами. Во второй работе исследовано 
ассимптотнческое поведение решений линейного дифференциального урав­
нения второго порядка в случае, когда коэффициенты содержат параметр 
и имеют особенности. Ассимптотнческое поведение исследовано методом 
эталонных функций при больших значениях параметра: метод применен 
также к некоторому интегро­днфференцналыюму уравнению. В работе 
вопрос об асснмптотическом поведении рассмотрен с более общей точки 
зрения и получены новые ассимптотическио оценки по сравнению с работами 
других авторов (А. А. Дородницын, Р. Лангер). 

Краевую задачу для н е л в в е ii н о г О д и ф ф е р е н ц и а л ь и о г о 
у р а в н е н и я у" = / ( х , у) решила А. Гринфельде |1] методом верхних 
и нижних функций в случае, когда задано значение ИСКОМОЙ функции у(х) 
на одном конце интервала it значение производной на другом конце интер­
вала. Случай краевых условий, когда заданы значения функции на обоих 
концах интервала, решен Б. Н. Бабкиным (Прикл. матем. и механика, т. 
XVIII, вып. 2, 1954). 

6. Исследовательская работа в Советской Латвшг за прошедший период 
была достаточно широко развита по у р а в н е н и я м в ч а с т н ы х 
п р о и з в о д н ы х и м а т о м а т и ч е с к [о й ф и а и к е: в этой области 
опубликованы всего 42 работы. В этих работах псследованы два основных 
вопроса: 1) смешанная задача для систем гиперболического типа, в част­
ности для системы телеграфных уравнений (всего 27 работ) и 2) краевые 
задачи уравнении эллиптического типа, в частности теории потенциала 
(всего 15 работ). 

В Риге инициатором исследований с и с т е м ы м а т р и ч н ы х т е л е­
г р а ф н ы х у р а в н е н и й является Я. А.Бразлт, а с 1948 года работа 
по этой тематике перешла на кафедру общей математики Латвийского Госу­
дарственного университета (Н. А. Бразма, А. Д. Мышкпс, Э. Я. Рноксты­
нып, В. Э. Аболиня). Поддерживалась научная связь с лабораторией по 
разработке научных проблем проводной связи Академии Наук СССР, ру­
ководимой членом корреспондентом АН СССР В. И. Коваленковым. Ис­
следования в Риге проводились по следующим направлениям: 1) общие 
свойства системы матричных телеграфных уравнений (свойства матриц 
коэффициентов, условия возможности расщепления и т. п.); 2) общие свойства 
решений системы (единственность, зависимость от данных задачи), 3) мат­
ричный метод разделения переменных (формальная схема, обоснование 
метода, системы с последействием), 4) матричный метод расщепления, 



связанный с преобразованиями Лапласа и применением специальных 
функций; 5) метод сеток для решения системы. Достаточно подробный 
обзор работ по упомянутым направлениям имеется в статье Н. А. Бразма 
17]. После ее опубликования появились еще следующие работы рижских 
математиков: Н. А. Бразма 19] и 110], Э. Я. Риекстыныи 1101 и 1111 н сов­
местно А. Д. Мыхикис и В. Э. Аболиня |3]. 

Общий обзорный доклад о смешанной задаче для линейных гиперболи­
ческих систем на плоскости прочел А. Д. Мыгикис на III Всесоюзном ма­
тематическом съезде в Москве в 1956 году (совместное сообщение: 
А. Д. Мышки с, В. Э. Аболиня, А. Я. Лепин, А. С. Шл опак и др. II]). 

Вопросам к р а е в ы х з а д а ч у р а в н е н и й э л л и п т и ч е с к о г о 
т и п а посвящены 3 работы А. Д. Мышкиса, 6 работ 3. Я. Плуме и 5 работ 
Н. К. Усманова. В статье А. Д. Мышкиса |6] решена задача Дирихле 
теории потенциала при обобщении понятия границы, а в 113] дан общий 
метод перехода от обычной задачи Дирихле теории потенциала к видоиз­
мененной (или „свободной") задачи Дирихле. В статье |14| того же автора 
доказано экстремальное свойство решения задачи Дирихле теории по­
тенциала для некоторого нового функционала — именно „нагрузки" функ­
ции; проводится также сравнение „нагрузки" с интегралом Дирихле. 

В работах 3. Я. Плуме |Ц — 16] методами теории функций комплек­
сного переменного и теории сингулярных интегральных уравнений решены 
краевые задачи теории потенциала на плоскости и линейных дифференци­
альных уравнений эллиптического типа. В статье 111 решение задачи Ней­
мана в случае замкнутого контура представлено в виде потенциала двой­
ного слоя, а в статьях 121 и 14] задача Неймана в случае разомкнутого кон­
тура сведена к сингулярному интегральному уравнению с ядром типа 
К'ошн. Задача Дирихле для линейного однородного уравнения эллипти­
ческого типа второго порядка в случае разомкнутого контура решена в 
статье [5] при помощи сингулярных интегральных уравнений, используя 
интегральное представление решения уравнения, данное И. II. Векуа 
(„Новые методы решепия эллиптических уравнений", М.­Л. 1948). Анало­
гичным образом для линейного однородного уравнения­четвертого порядка 
краевая задача в случае разомкнутого контура при заданных предельных 
значениях функции и ее нормальной производной сведена к решению систе­
мы двух сингулярных интегральных уравнений и двух интегро­дифферен­
циальных уравнений (статья |61). Упомянутые статьи 3. Я. Плуме являются 
разработкой некоторых вопросов его кандидатской диссертации 13]. 

В работах Н. К. Усманова Ц] — [5] исследуется в общем виде система 
линейных дифференциальных уравнений в частных производных первого 
порядка эллиптического типа на плоскости. При помощи решений канони­
ческой системы строятся обобщенные аналитические функции комплекс­
ного переменного в односвязанй области О. В статье II] дано общее пред­
ставление этих функций посредством произвольной голоморфной функции 
и решения некоторого интегрального уравнения Вольтерра в комплексной 
области. При помощи полученных представлений решена краевая задача 
при линейном условии на контуре области D. В другой статье 13] ставится 
и решается методом интегральных уравнений краевая задача для канони­
ческой системы при нелинейном краевом условии. В работах |2] и 141 даны 
применения найденных решений краевых задач к безмомеитной теории 
оболочек. В последней работе Н. К. Усманова 15] изучается существование 
квазн­конформного отображения, соответствующего канонической системе 
уравнений эллиптического типа, и полученные результаты применяются к 
задачам фильтрации грунтовых вод и к некоторым вопросам газодинамики. 
Наконец, в совместной работе 3. Я. Плуме л И. М. Таксара II] изучены 



некоторые краевые задачи в теории магнетизма, решение которых сведено 
к бесконечной линейной системе алгебраических уравнений. 

7. По теории и приложениям и н т е г р а л ь н ы х у р а в н е и и й 
опубликовано 8 работ. В статье А. Я. Лусиса [2] перенесен метод С. Л. Чап­
лыгина — Д. Ю. Панова на приближенное решение линейных интегральных 
уравнений типа Вольтерра. В совместной с Б. Б. Лева статье II1 доказано 
существование и единственность периодического решении для нелиней­
ного дифференциального уравнении второго порядка, описывающего нели­
нейные вынужденные колебании механической системы в среде с сопротив­
лением. Доказательство проводится применением эквивалентного нелиней­
ного сингулярного интегрального уравнения типа Вольтерра. Аналогичным 
методом в линейном случае задачу решил Г. Мюнтц в своей монографии 
„Интегральные уравнения", ч. 1, Л. — М., 1934. В другой совместной 
А. Я. Лусиса и Б.Б. Леей статье 12] подобным образом рассмотрен вопрос 
о существовании и единственности периодического решения для уравне­
ния с отклоняющимся аргументом, описывающего колебательный процесс 
с последействием. 

В совместной работе А. Д. Мышкиса и / / . Ю. Эгле [1] дана оценка точ­
ности в методе последовательных приближений при решении нелинейных 
интегральных уравнений регулярного типа Вольтерра. Оценка отклонения 
последовательных приближений производится при п о м о щ и системы степен­
ных функций. Проводится также общая схема оценки для уравнений общего 
вида. 

В статье А. Э. Спшпана |1] построен простейшего вида пример нелиней­
ного интегрального уравнения типа Гаммерштейпа, имеющего счётный 
спектр собственных значений. В другой его статье [31, составленной по 
материалам кандидатской диссертации [21, исследовано разветвление ре­
шении нелинейных интегральных уравнений типа Гаммерштейпа и Уры­
сона с точки зрения разветвления Э. Шмидта. Обоснован метод Н .Н. Наза­
рова, и исследованы новые случаи разветвления решений. Применением 
диаграммы Ньютона определено число решений, и разложены решения в 
ряды по дробным степеням параметра. 

В статье Л. А. Ладыженского [11 исследовано нелинейное операторное 
уравнение, содержащее параметр н вполне непрерывный положительный 
оператор в банаховом пространстве, полуупорядоченном при помощи 
некоторого конуса. Исследованы положительные решения в зависимости 
от параметра. Полученные результаты дают обобщения теорем П. С. Урысона 
(Труды по топологии и другим областям математики. М. ­Л., 1951) о поло­
жительных решениях нелинейных интегральных уравнений. 

8. По теории с н е ц и а л ь и ы х ф у н к ц и й и о п е р а ц и о н и о м у 
и с ч и с л е н и ю имеются 11 работ, болыништ во которых составляют работы 
Э. Я. Риекстыньша 11 [, [41, ИЛ, |7 | , [81, 112] И 1131. В норных трех ого работах 
исследуются новые специальные функции, полученные из функций Ломмслн 
от двух мнимых аргументов заменой аргументов. Установлены общие 
свойства этих специальных функций, и даны их применения к решению 
телеграфных уравнений при помощи преобразования Лапласа. В статье 
171 выведены новые формулы для обратного преобразования Лапласа спе­
циальных классов функций, и установлена связь введенной функции с 
функцией параболического цилиндра с целым отрицательным индексом. 
В статье [8] изучены свойства многочлена, являющимся обобщением много­
члена Лягерра; при помощи этого многочлена реенша система теле! | афных 
уравнений в частном случае. Подробный анализ работ [61, [71, [8] имеется в 
Реферативном журнале „Математика" (1953, 309; 1955, 5111; 1956, 7441). 
В статье [121 построено новое частное решение линейного дифференциаль­
ного уравнения Эрмита, изучены свойства этого решения и связь с функ­



пнями параболического цилиндра и с цилиндрическими функциями. В 
статье 113) даны явные выражения тех многочленов, которые рассмотрел 
И. Н. Денисюк (Укр. мат. журн., 1954, т. 6) при решении динамических 
задач о шахтных канатах. 

Кроме работ Э. Я. Риекстыньша по операционному исчислению и смеж­
ным вопросам имеются статьи / / . В. Карклыныиа II1 п В. Ж. Риекстыной 
II1. В пер нон статье дано обоснование некоторых формально полученных 
формул преобразования Эфроса. Во второй статье дается обобщение асснмп­
тотического представления и разложения функции в случае, когда аппрок­
симируемая функции имеет нули, и указаны некоторые ассимптотнческие 
разложения такого вида, для функций, определенных с помощью контурных 
интегралов. 

Системы многочленов, обобщающих классические ортогональные много­
члены, исследовал Г. К. Энгелис в статьях 121 и 13]. В первой статье дается 
понятие о биорто! оналнзацин двух последовательностей, строится аналог 
формулы Родрпга для некоторых систем биортогональных многочленов и 
рассматриваются линейные дифференциальные уравнения, связанные с 
одним классом биортогональных систем. Во второй статье для многочленов, 
заданных обобщенной формулой Родрига, составлены представления в виде 
определителя, рекурентные соотношении, производящие функции и инте­
гральные предста пленим. 

9. По т е о р и и ф у и к ц и ii д е й с т в и т е л ь и о г о и е р е м е н­
н о г о и т о п о л о г и и имеются 11 работ. «9. И. Аринъш в статье 12] 
дает обобщение прямой теоремы Бэра о функциях первого класса на слу­
чай полунепрерывных функций и обращение этой теоремы при дополнитель­
ном условии, что функция принадлежит классификации Бэра. В кандидат­
ской диссертации 13] и в докладе 14] на III Всесоюзном математическом 
съезде исследованы функции, непрерывные по некоторым системам мно­
жеств. Найдены условия, налагаемые на систему гладких кривых на плос­
кости, достаточные для непрерывности функции /(г, ?/), непрерывной вдоль 
каждой из этих кривых, в изучены вопросы, связанные с понятием частично 
равномерной сходимости и строением множества точек разрыва частично* 
непрерывных функций. Кроме того дана топологическая интерпретация 
частичной непрерывности. 

В статье М.К.Зандере II] рассматриваются функции, непрерывные 
вдоль системы кривых в и — мерном пространстве и удовлетворяющие 
некоторому условию относительно системы, элементами которой являются 
гомеоморфы п—1 — мерного куба. Доказана теорема: множество точек 
непрерывности таких функций всюду плотно па каждом гомеоморфе п — 1— 
мерного куба. 

В статье Э. И. Вигант [I] определяется несобственный интеграл по п— 
мерной области как результат предельного перехода при определенных 
способах аппроксимации области, рассматриваются общие свойства таких 
интегралов и вопрос об эк ни валентности двух различных способов интегри­
рования. В другой статье 12] обобщаются формулы тина Грина на случай 
несобственных интегралов по п — мерной области. При этом вводится поня­
тие почти гладкой поверхности и выделяется один из наиболее естественных 
способов аппроксимации границы области при номошн поверхностей, в 
обобщенном смысле параллельных границе области. Современное состояние 
вопроса несобственного интегрирования изложено в совместном докладе 
А. Д. Мышкиса, Э. И. Вигант, А. Я. Ленин II], зачитанном на III Всесо­

юзном съезде математиков. 
В статье А. Д. Мышкиса 17] теорема о существовании полного диффе­

ренциала перенесена на случай произвольной обобщенной граничной точки. 



8 другой его статье 111] установлен признак равномерной сходимости дваж­
ды непрерывно дифференцируемых функций, сходящихся в среднем. 

К теоретико­множественной топологии относятся две заметки: одна— 
А. Д. Мышкиса |8] и другая — совместная А. Д. Мышкиса и Э. И. Вигант 
II]. В первой заметке в соответствие пространству близости ставится неко­
торое расширение топологического пространства. Во второй заметке уста­
навливается, что это соответствие укладывается в общую схему 
Ю. М. Смирнова. 

10. По ф у н к ц и о н а л ь н о м у а н а л и з у имеются 15 работ, 
значительная часть которых принадлежит С. //. Крачковскому и М. А. Голъд­
ману. В их совместных работах [1], 12], 13] и в статье С. Я. Крачковского 
(1­1 установлен ряд свойств нульэлементов и нульфункционалов вполне 
непрерывного оператора, аналогичных свойствам правых и левых главных 
функций ядра интегрального уравнения ФредГольма. Кроме того выявлена 
структура главной части вполне непрерывного оператора в гильбертовом 
пространстве, и дано каноническое представление резольвенты вполне 
непрерывного оператора в банаховом пространстве. Значительный интерес 
представляют работы С. Я. Крачковского \2\, 131, 141 и совместная с 
М. А. Гольдманом работа |4] по вопросам спектральной теории линейных 
ограниченных операторов, отображающих банахово пространство в себя. 

В этих работах рассматриваются области комплексной плоскости, об­
ладающие тем свойством, что когда параметр \ пробегает какую­либо из 
них, оператор / — к А, изучаемый в спектральной теории, сохраняет нор­
мальную разрешимость и некоторые свойства канонического представлении 
нульэлементов. Подробный разбор результатов имеется ц Реферативном 
журнале „Математика" (1953, 330; 1954, 2228; 1955, 3845). В статье 
М. А. Гольдмана 12] исследовано множество нормально разрешимых опера­
торов в пространстве операторов, отображающих одно банахово пространство 
в другое. Установлены критерии устойчивости свойства нормальной разре­
шимости операторного уравнения. В статье Щ и кандидатской диссертации 
13] М. А. Гольдмана доказаны теоремы Фрсдгольма дли линейных оператор­
ных уравнений в банаховом пространстве методом аппроксимации вполне 
непрерывных операторов конечномерными. В этих работах теория 
Рисса—Шаудера переносится на более общий случай. 

В совместной заметке С. П. Крачковского и А. А. Виноградова Ц] до­
казан признак равномерной выпуклости банахового пространства, неноль 
зующий построение опорных плоскостей К единичной сфере. 

В совместной работе М. М. Вайнберга и Я. Л. Энгельсона |1] устанав­
ливается необходимое условие существовании условного экстремума для 
функционалов в линейных топологических пространствах. Этот результат 
является обобщением теоремы А. А. Люгтерпнка, доказанной им для бана­
хового пространства. В статье Я. Л. Энгельсона Щ доказаны некоторые 
теоремы о вполне непрерывных квазидефинитных операторах, действующих 
в рефлексивном локально выпуклом топологическом Пространстве, и ис­
следованы свойства квадратного корня из такого оператора. В другой его 
статье 12] некоторые общие свойства потенциальных операторов перене­
сены из банахова пространства на линейное топологическое прост­
ранство. 

11. По ч и с л е н н ы м и г р а ф и ч е с к и м м е т о д а м имеются 
9 работ. Применением графических методов интерполяция 9. Я. Арипыи 
в статье 11] решил вопрос, предложенный Промышленным отделом Госплана 
Латвийской ССР и относящийся к распределению заданною прироста 
промышленной Продукции на определенный период времени. По вопросам 
численного решения обыкновенных дифференциальных уравнений имеются 
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3 работы. В заметке А. Д. Мышкиса [12] усовершенствованы формулы для 
определения произвольных постоянных в общем решении линейного диф­
ференциального уравнения с постоянными коэффициентами. В другой его 
статье [15] сравниваются точное решение и приближенные решения уравне­
ния свободных колебаний нелинейной системы с одной степенью свободы. 
В статье С. II. Предт сиенского [1] указан способ приближенного решения 
краевой задачи линейного дифференциальною уравнения, но не решен 
вопрос о сходимости приближений. 

По вопросам номографии опублшеованы две посмертные статьи 
К. Я. Залтса [1] и 13]. В первой статье функция» указанная в заглавии 
статьи, представлена н виде определителя с разъединенными переменными 
(т. наз. определителя Массо); разбор этой статьи имеется в Реферативном 
журнале „Математика" (1954, 2359). Во второй статье [3] найдены достаточ­
ные условия для анаморфнзнруомости уравнения общей функциональной 
структуры, и дана анаморфоза для уравнения третьего и четвертого но­
мографического порядка е тремя переменными. 

Вопросы уравнительных вычислений рассматриваются в кандидатской 
диссертации [1] и в статьях 12] и 13] А. Ф. Крастыня. В этих работах вектор­
ным методом решены основные задачи на уравновешивание и оценку точ­
ности результатов измерений и разработана простая схема решения системы 
нормальных уравнений методом квадратных корней. Дано также сравне­
ние метода квадратных корней С методом последовательного исключения 
неизвестных при решении нормальных уравнений. 

12. Математические методы в т е о р и и э л е к т р и ч е с к и х ц е п е й 
разработаны в 4 статьях. Я. А. Бразма в статье 18] дал обобщение теорем 
вариации и компенсации для п параметров электрической цени, используя 
матричное исчисление. В другой его статье [11] преобразования Фурье 
обобщенных функций применяются к исследованию переходных процессов 
на примере электрической цепи, содержащей последовательно включенные 
сопротивление, индуктивность и емкость. Дано сравнение этого метода с 
обычными методами преобразования Лапласа и Фурье. 

В работах Э. Я. Гринберга 111 и | 2 | указан способ представления и расчета 
коэффициента передачи лестничных и многоконтурных электрических 
цепей. Даны указапня для решения ряда задач апализа н синтеза таких 
цепей. 

13. По вопросам п р а к т и ч е с к о й м а т е м а т и к и имеются 11 ра­
бот, среди которых наиболее важными являются совместная статья 
В. А. Дьякова, В.С.Сиванова и Я. Я. Даубе [1] и работы Я. Я. Даубе [1], 
[21, |3] по счетно­решающим устройствам. В упомянутой совместной статье 
рассматривается расчет химического состава шихты, определение компо­
нентов шихты и рационализация методов расчета шихт с помощью разра­
ботанною в Институте физики АН Латвийской ССР электрического при­
бора. Прибор позволяет производить расчет и проверку состава шихт по 
одному, двум н трем элементам соответственно из двух, трех, четырех и 
пяти составляющих. 15 приборе используется трансформаторная схема, 
которая работает по принципу баланса напряжений. В кандидатской дис­
сертации П. Я. Даубе [11 разработан новый вариант трансформаторных 
схем для вычислении линейных алгебраических форм и решения системы 

(иных уравнений, а также даны принципиальные схемы двух приборов 
для решения задач, встречающихся в металлолнтейной промышленности. 
В его статье 121 анализируется погрешность трансформаторного аналога 
Маллока для решении систем линейных уравнений в зависимости от физи­
ческих параметров схемы и от коэффициентов системы уравнении. В работе 
[31 рассматривается принцип действия и погрешность другого трансфор­
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маторного аналога доя вычисления линейных алгебраических форм и реше­
ния систем линейных уравнений. 

По вопросам практической геометрии имеются 4 работы. В совместной 
работе Л. Я. Березиной и А. Д. Ковшу на [1] теоретически обоснован пере­
ход от фотографии к истинным размерам объекта и разработана методтха 
расчета размеров его при различпых случаях съемки. В статье 
Л. Я. Березиной [7] предложен точный, а не приближенный способ опреде­
ления элементов взаимного ориентирования двух аэрофотоснимков. В 
двух статьях Л. Н. Лихачева [1] и 121 рассмотрены вопросы перспективно­
прямоугольных сопряженных проекций и перспективы ма.чых форм. 

Наконец, вопросам математической статистики посвящены работы 
В. В. Озолса [11, 121, [3] . В этих работах даны некоторые обобщения статисти­
ческого критерия Колмогорова­Смирнова дли малых выборок и применен 
введенный автором метод вскторандов. 

14. По вопросам и с т о р и и м а т е м а т и к и имеются 5 работ. В 
совместной статье А. Д. Мышкиса п И. М. Рабиновича (1), зачитанной 12 
апреля 1955 года на заседании Московского математического общества, 
выявлены заслуги рижского математика П. Г. Боля (1865—1921) в тополо­
гии и в применении топологических методов к анализу. Именно, в одной 
работе П. Г. Батя от 1904 года в журнале Крелля содержится ряд важных 
утверждений п — мерной топологии, из которых, в частности, следует из­
вестная теорема о существовании неподвижной точки при непрерывном 
отображении шара в себя. Эту теорему впоследствии (1910 год) доказал 
голландский математик Л. Брауэр. В докладе Я . 3/. Рабиновича [1] на 111 
Всесоюзном математическом съезде указана роль П. Г. Боля в теории устой­
чивости движения, а в популярной статье [21 дан очерк жизни и деятель­
ности П. Г. Боля, охарактеризованы его работы по небесной механике и 
приведен список его научных работ и работ о нем. 

Сведения о латвийских математиках имеются в статьях А. Я. Лусиса 
[11 и Л. Э. Рейзиня [31. В последней статье, в основном, освещена жизнь 
и деятельность отечественных математиков для нужд школьного препода­
вания. 

15. За 1950—1957 годы латвийские математшчн опубликовали 150 
работ, среди которых 137 журнальных статей и 1 монография (А. Д. Мышкис). 
Примерно одна треть всех статей напечатана в центральных математических 
журналах и в Докладах АН СССР, а остальные статьи в местных изданиях 
(Ученые Записки Латв. ГУ, фнз. мат. науки — 3 выпуска; Ученые Записки 
РПИ (мат. физ.) — 1 том, Научно­технический Сборник РКВИВУ — 2 вы­
пуска, Известия АН ЛССР). Кроме того вышли четыре Сборника студен­
ческих научных работ Студенческого научного общества фшишо­математи­
ческого фак­та Лат. ГУ, в которых имеются 25 студенческих работ по мате­
матике. За отчетный период в журналах: „Падомью Латнино Скола", 
„Математика в Школе", „Ученые Записки РПИ" опубликованы: ряд 
статей по методике преподавания математики (В. Р . Китаенко, Г. К. 
Останов, Я. М. Томсон) и одна статья по общим философским вопросам 
математики (Г. К. Останов). Наши математшчн защитили: 1 докторскую 
диссертацию (А. Д. Мышкис, 1950, МГУ) и 12 кандидатских диссертаций 
(М. А. Гольдман, 1951, Киев; А. Э. Степан 1951, Тарту; 3. Я. Плуме, 1952, 
Тарту; Э. Я."Рнекстынын, 1952, Рига; Э. И. Аринып, 1953, МГУ; В. К. Дет­
ловс, 1953, Лен ГУ; А. С. Шлопак, 1953, Минск; В. Э. Аболиня, 1954, Тарту; 
Я. Я. Даубе, 1955, Ленинград А. Ф. Крастынь; 1956, Рига; В. В. Озолс, 1956, 
Киев; Л. Я. Березина, 1957, Тарту). Многие наши математики являются 
сотрудниками Реферативного журнала „Математика" (Н. А. Бразма, 
Л. Я. Березина, В. К. Детловс, С. Н. Крачковский, А. Я. Лусис, Э. И. 
Ариньш, Э. Я. Риекстьгаьш, Э. К. Фогеле, Г. К. Энгелнс). 



В моей обзорной статье „Работы латвийских математиков за 30 лет" 
(„Математика в СССР за 30 лет 1917—1947", М.—Л., 1948) указано общее 
число (80) оригинальных работ латвийских математиков за первое трид­
цатилетие от Великой Октябрьской Революции. Научная продукция наших 
математиков за 1947—­1950 годы составляет 30 работ, а за все десятилетие 
(1947—1957) — 180 работ. Таким образом за последнее десятилетие научная 
продукция латвийских математиков по объему вдвое превышает научную 
продукцию за все первое тридцатилетие. Кроме того нужно отметить воз­
росшую разносторонность математических работ. Большую активизирую­
щую роль в деле поднятия научного уровня и весьма плодотворную науч­
ную деятельность проявил А. Д. Мышкис, работая с 1950 по 1953 год в Лат­
вийском Государственном университете. 

Дальнейшие перспективы развития намечаются в работе Вычислитель­
ного центра, организованного в 1956 году при Институте физики Академии 
Наук Латвийской ССР. Начаты работы по созданию электронной цифровой 
машины М­3, за основу которой выбрана уже действующая малогабарит­
ная электронная цифровая машина М­3. 

Математики Советской Латвии встречают сороковую годовщину Великой 
Октябрьской революции с уверенностью в дальнейшем прогрессе своих науч­
ных работ. 

15 VIII 1957 Кафедра математического анализа 

MATEMĀTIKAS ATTĪSTĪBA PADOMJU LATVIJA 
PĒDĒJOS DESMIT GADOS 

(Kopsavilkums) 

Laikā no 1950. gada līdz 1957. gadam Padomju Latvijas matemātiķi ir 
publicējuši pavisam 150 darbus matemātikā, pie kam rakstu skaits pa atse­
višķām nozarēm sadalās šādi: matemātiskā loģikā — 3 raksti un 1 kandidala 
disertācija (V. Detlovs); skaitļu teorijā — 7; tensoru algebrā — 1; ģeometri­
jā — 11 raksti un 1 kandidāta disertācija (L. Berezina); parastos diferenciāl­
vienādojumos — 10 raksti, 1 doktora disertācija (A. Miškis) un 1 monogrāfija 
(A. Miškis); parciālos diferenciālvienādojumos un matemātiskā fizikā — 
38 raksti un 4 kandidāta disertācijas (E. Kiekstiņš, V. Āboliņa, A. Šlopaks, 
Z. Plūme); integrālvienādojumos — 7 raksti un 1 kandidāta disertācija (A. Sta-
pans); speciālo funkciju teorijā uu operatoru rēķinos — 11; reālā mainīgā 
funkciju teorijā un topoloģijā — 10 raksti un 1 kandidāta disertācija (E. Arnis ) : 
funkcionālā analizē — 14 raksti un 1 kandidāta disertācija (M. Goldmanis); 
skaitliskās un grafiskās metodēs — 8 raksti.un 1 kandidāta disertācija (A. Kras-
tiņš); matemātiskās metodēs elektrisko ķēžu teorijā — 4; praktiskā mate­
mātikā — 9 raksti un 2 kandidāta disertācijas (J. Daube, V. Ozols); mate­
mātikas vēsturē — 5. 

Bez tam vairāki republikas matemātiķi piedalās kā līdzstrādnieki Refera-
tivajā žurnālā ,.Matemātika" (E. Ariņš, N> Brāzma, L. Berezina, V. Detlovs, 
G. Eņģelis, S. Kračkovskis, A. Lūsis, E. Riekstiņš, E. Fogels). Pārskata laikā 
iznākuši.ari četri LVU Fizikas un matemātikas fakultātes Studentu Zinātnis­
kās biedrības rakstu krājumi, kuros ir 25 studentu darbi matemātikā. 
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ЛАТВИЙСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ П. СТУЧКИ 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3, 1958 ГОДА 

К ВОПРОСУ НЕЗАВИСИМОСТИ ОДНОЙ СИСТЕМЫ АКСИОМ 

ИСЧИСЛЕНИЯ ВЫСКАЗЫВАНИЙ 

А. А. КУРМИТИС 

1. В [1J даются одиннадцать аксиом для классического исчисления 
высказываний: 

А1. А =>(Я э Л ) 
А2. ( л э ( 8 э С ) ) о {(А э В ) э ( А э С ) ) 
АЗ. А&ВзА 
А4. А&В^В 
А5. А э ( В э А <&#) 
А6. ( 4 э С ) э ((S о С) => (Л VB => С)) 
А7. А ъАУВ 
А8. S э Л У В 

А9. 7 А=>(А =>В) 
А10. (.4 э В ) э ((.4 э 7 В) э 7 Л) 
АН. А У у А 

Отбрасывая АН, нолучаем систему аксиом для конструктивного ис­
числения высказывании. 

Правилами вывода в обоих исчислениях являются следующие. 
Правило подстановки. Из формулы выводится новая формула путём 

подстановки всюду вместо какой­либо переменной произвольной формулы. 
Правило вывода заключений (modus ponens). Из форм)'л 91 и 91 з 58 

выводится формула $8. 
2. В данной системе аксиом А10 выводится из остальных аксиом. 
Обозначим подстановку в формуле с номером N вместо переменной 

А формулы 91, вместо переменной В — формулы 9} вместо М — 9К 
через S(H) (А/Я, Я/ 8 , . . . , Л//9И). 

Тогда, обозначая применение правила вывода заключений через П, 
употребляя снмбол |— в смысле 12] и применяя теорему о дедукции 12], для 
доказательства которой используются только А1 и А2, можем дать вывод 
МО. 

(1) г ­ М Э В ) = ( ( В э С ) э ( Л =>С)) 
(2) h А э А 

Формулы (1) и (2) выводятся из AI и А2. Мы приводим их без доказа­
тельства. 

(3) h (.1 => 7 В) о ((7 В => (В э 7 А)) э (­4 э ( В э 7 Л))) 
[5(1) (в/у В, С/ВэуЛ)] 



(4) h­ (А z, (В э 7 Л)) = ((Л з й ) з (Л о 7 Л)) 

(5) ь 7 £ э (В э 7 Л) 

( 6 ) 1 ­ 7 ^ 7 ^ 
(7) | ­ ( Л э 7 Л ) = > ( ( 7 Л = 7 Л ) = > С 4 У 7 Л = > 

[5 (А2) (С/7Л)) 

[ 5 ( А 9 ) (Л/В, Я/7 Л ) ] 

ВД (Л/7 Л ) ] 

7 4 ) ) 

| 5 ( А 6 ) (Я/7 Л , С/7 А)) 
[П (3)1 

1Я (5),(8)1 

Ш (9),(4)1 

[Я (10)1 
1Я (Н),(7)1 
1Я (6),(12)1 

!/7 (А11) , (13 )1 

[Теор. о дед. (14)1 
ГГеор. о дед. (15)1 

(8) А*7В\~(7В*<В=>7А)) = > ( 4 э ( В э 7 Л)) 

(9) Л э 7 Я Ь­ Л э (Я э 7 Л) 

(10) Л з 7 Я Ь (Л э й ) о (.4 э 7 Л ) 

(11) Л =>7В, А =>В\­А =>7 Л 
(12) л э 7я, л = > Я | ­ (7 л = 7 л) э (Л v 7 ' i ^ 7 л) 
(13) л э 7 я, А =>в\­ АУ 7 А =>7 А 
(14) Л => 7 Я, Л о Я | ­ 7 л 

(15) Az>B\­(Az>7 Б)^7 А 
(16) | ­ ( Л : э Я ) э ( ( Л Э 7 Я ) з 7 А ) 

(16) есть аксиома А 1 0 . 
3. Возникает вопрос, нет ли в данной системе аксиом ещё какой­нибудь 

зависимой аксиомы. Однако все остальные аксиомы оказываются независи­
мыми. Независима также А 1 0 в конструктивном исчислении высказываний. 

Доказательство независимости проводим нормальными таблицами истин­
ности — то есть такими таблицами, согласно которым, если Л и Л з В при­
нимают выделенные значения истинности, то необходимо В имеет выделен­
ное значение истинности. Обоснование метода можно найти, например, и 
[3 ] . Во всех таблицах в работе выделенным значением является 0, за исклю­
чением таблицы 1, в которой выделенные значения суть 0, 1, 2. 

Ниже приводим таблицы 1—11 для доказательства независимости аксиом 
и таблицу 12, и которой указано, для какого набора значений переменных 
аксиома, независимость которой доказывается принимает невыделенное 
значение истинности. 

Т а б л и ц а I. 

& 
~ 0 Т 2 3" 

V 7 
0 1 2 3 

& 
~ 0 Т 2 3" 0 1 2 3 

0 0 1 2 3 0 0 2 3 0 0 0 0 3 
1 0 1 3 3 0 1 0 3 0 1 1 1 3 
2 0 1 2 3 2 0 2 3 0 1 2 2 3 
3 0 0 0 0 3 3 3 3 0 1 2 3 0 

Т а б л и ц а 2. 

э & V 7 
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 

0 0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 0 0 0 0 0 0 0 0 i 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 2 3 4 5 6 7 0 
2 0 3 0 3 4 0 6 0 2 1 2 1 7 5 5 7 0 2 2 0 7 2 5 2 3 
3 0 2 2 0 0 2 0 7 3 1 1 3 4 6 6 4 0 3 0 3 3 6 3 4 2 , 
4 0 5 2 0 0 5 5 0 4 1 7 4 4 1 3 7 0 4 7 3 4 0 3 4 5 
5 0 4 0 3 4 0 0 4 5 1 5 6 1 5 6 2 0 5 2 6 0 5 5 2 4 
6 0 7 2 0 7 0 0 7 6 1 5 6 3 6 6 1 0 6 5 3 3 5 6 0 7 
7 0 6 0 3 0 6 6 0 7 1 7 4 7 2 1 7 0 7 2 4 4 2 0 7 6 



Т а б л и ц а 3. Т а б л и ц а 4. 

э & V 7 э & V 7 
0 1 0 1 0 I 0 I 0 1 0 1 

0 
1 

0 1 
0 0 

0 1 
0 1 

1 
0 , 0 .j I 
0 1 ļ 0 

0 
1 

0 1 
0 0 

0 0 
1 1 

0 0 
0 1 

i 
0 

т а б л н ц а 5. 1 ' а б л и ц а 6. 

& V 7 о <& V 7 
0 I 0 1 0 1 0 1 0 I 0 1 

0 
. 1Л 

0 1 
0 0 

1 I 0 0 i 0 0 1 

0 0 

0 1 

1 1 

0 0 i 0 
. 1Л 

0 1 
0 0 1 1 0 1 

0 
1 

0 1 

0 0 

0 1 

1 1 0 0 0 

Т а б л и ц а 7. Т а б л и ц а 8. 

& V 7 
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 

0 0 1 2 3 0 1 2 3 0 0 2 0 i 
1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 2 3 0 

2 
1 

0 3 0 3 2 1 2 1 0 2 2 0 3 

3 0 2 2 0 3 1 1 3 0 3 0 3 2 

& V 7 
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 

0 0 1 2 3 0 I 2 3 0 О О О 1 
1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 2 3 0 
2 0 3 0 3 2 1 2 1 2 2 2 0 3 
3 0 2 2 0 3 1 1 3 0 3 0 3 2 

Т а б л и ц а 9. Т а б л и ц а 10. 

3 & V 7 
0 1 "о Г 0 1 

0 0 1 0 1 0 0 0 

1 0 0 1 1 0 1 0 

& V 7 
0 1 0 1 ~~о"Г~ 

0 0 1 0 1 0 0 i 
г" Mt 0 0 1 1 0 1 i 

Т а б л и ц а 11. 

=> & V 7 
0 1 2 0 1 2 0 1 2 

0 0 1 2 0 1 2 0 0 0 i 1-

1 О О О 1 1 1 0 1 2 0 
2 0 1 0 2 1 2 0 2 2 В 



Т а б л и ц а 12. 

№ таблицы Аксиома А В с 

1 AI 2 1 
2 А2 2 6 4 
3 АЗ 1 0 — 
4 А4 0 1 — 
5 А5 0 0 — 
6 Л6 1 1 1 
7 А7 0 2 — 
8 А8 • 2 0 — 
9 А9 0 — 

10 AI0 
(в констр.) 

1 0 — 

11 А Н 2 — 

Таблицы 1—11 пригодны также для доказательства независимости систе­
мы аксиом ИЗ 12|, которая отличается от исследованной системы тем, что 
ЛИ заменено через А Н * ~/у А э Л . Классическое исчисление высказы­
ваний получается отбрасыванием А 9, а конструктивное — отбрасыванием 
ЛИ*. Аксиома А9 в классической системе из [21 выводима. 

4. Так как аксиома А10 в рассмотренной системе аксиом оказалась 
зависимой, то её можно отбросить, и аксиоматику исчисления высказываний 
можно строить следующим образом. За аксиомы классического исчисления 
высказываний пртшмаются AI, А2, АЗ, А4, А5, А6, А7, А8, А9, АН. 
Конструктивное исчисление высказываний получается, если в классической 
системе заменить АН через А10. 

5. Идея построения таблицы 2 заключается в некотором искажении 
таблиц истинности для восьмизначного исчисления высказываний, в ко­
тором выполняются все законы двузначного исчисления высказываний. 
Ход построения таблицы 2 даёт основание предполагать, что доказательство 
независимости А2 в первоначальной системе упростить нельзя, если упо­
треблять нормальные таблицы истинности. Упрощение достигается в сокра­
щённой в пункте 4 системе аксиом (таблица 13), а также в классической 
системе из 121 (таблица 14). 

Вопрос об упрощении доказательства независимости А2 в системе всех 
одиннадцати аксиом ненормальными таблицами остаётся открытым; о воз­
можности достижения упрощения таким путём свидетельствует доказатель­
ство независимости в сокращённой системе ненормальными таблицами 
истинности из 141 (таблица 15). 

В таблице 16 указаны значения переменных, при которых А2 принимает 
невыделенное значение истинности. 

Т а б л и ц а 13. Т а б л и ц а 14. 

& V 7 <& V 7 
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 

0 0 1 2 3 0 1 2 3 0 0 0 0 i 0 0 0 0 0 0 1 2 3 0 1 2 3 0 0 0 0 i 0 0 1 2 3 0 1 1 1 0 0 0 0 
' % 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 2 3 0 1 0 0 0 0 I 1 1 1 0 1 1 1 0 

2 0 1 0 0 2 1 2 2 0 2 2 3 2 0 0 0 3 1 1 1 1 0 1 1 1 0 
3 0 1 3 0 3 1 2 3 0 3 3 3 1 3 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 0 



Т а б л и ц а 15. Т а б л и ц а 16. 

<& V 7 № таблицы А В С 
0 1 2 0 1 2 

№ таблицы А В С 

I I 0 1 0 0 1 1 0 0 0 13 3 3 2 

1 О О О 1 1 I 0 1 1 0 14 2 1 3 

2 О О О 1 1 1 0 1 1 0 15 0 2 1 

1 VI 1957 Кафедра математического анализа 

Л И Т Е Р А Т У Р А 

[I]. А. А. Марков. Логика математическая. Большая Советская Энциклопедия. Вто­
рое издание. Том 25. стр. 338—341. 

[2]. С. К. Клини. Введение в метаматематику. Москва, 1957. 
[3]. D. Hilbert und Р. Bernags. Grundlagen der Mathematik. Bd. 1. Berlin. 1934. 
|4ļ. M. l'Abbē. On the independence of Henkin's axioms for fragments of the proposi-

tional calculus. The Journal of Symbolic Logic. 1951. Vol. 16. No I. pp. 43—45. 

PAR KĀDAS IZTEIKUMU RĒĶINU AKSIOMU SISTĒMAS NEATKARĪBU 

А. A. Kurmī tis 

(Kopsavilkums) 

Darbā apskatīta aksiomu sistēma A I — А Н но [1]. Dots A10 i/vedums 
un pierādīts ar normālām patiesuma tabulām, ka sistēmas pārējās aksiomas ir 
neatkarīgas, kā arī, ka neatkarīga ir A10 konstruktīvo izteikumu rēķinu ak­
siomu sistēmā (tabulas 1—11). Tabulā 12 uzrādītas mainīgo patiesuma vērtī­
bas, pie kurām aksioma, kuras neatkarību pierāda, nepieņem izcilu patiesuma 
vērtību. Neatkarības pierādījumi derīgi arī aksiomu sistēmai no [21. 

Norādīts, ka apskatāmo sistēmu var vienkāršot, atmetot A10. Parādīts, 
ka A2 neatkarības pierādījumu var vienkāršot, ja iepriekš atmet A10. To 
var vienkāršot arī sistēmā no [2|. Izvirzīts jautājums par A2 neatkarības 
pierādījuma vienkāršošanu visu vienpadsmit aksiomu sistēmā, lietojot nenor­
mālas patiesuma tabulas. 





ЛАТВИЙСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ П. СТУЧКИ 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3, 1958 ГОДА 

О ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРАХ 

В Л И Н Е Й Н Ы Х ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ 

Я. Л. ЭНГЕЛЬСОН 

Пусть Е — линейное топологическое пространство и Е* — пространство, 
сопряженное к Е. Оператор F(z) из Е в Е* называется градиентом функ­
ционала 1(х), заданного в Е, если 

tim/»+'»>­/» = ( F ( g ) i / 0 , 
i ­ , о 1 

где h — пр. т.: в< I 1Ы11 I I I элемент из Е а (F(.c), h) — линейный функционал 
от h. 

Оператор Ф ( ' ) , являющийся градиентом некоторого функционала <р(х), 
называется потенциа,1ьным, а <р(.т) называется потенциалом оператора 
Ф(х). 

Потенциальные операторы пграют существенную роль в вариационной 
теории нелинейных операторных уравнений. Ото обстоятельство было выяс­
нено в работах М. М. Вайнберга [1—31, в которых исследованы потенциаль­
ные операторы в банаховых пространствах. 

В настоящей работе мы распространяем результаты, установленные 
для потенциальных операторов в работах |1—31, на локально выпуклые 
линейные топологические пространства Е. 

В § 1 рассматриваются некоторые виды непрерывности операторов, дейст­
вующих из одного локально выпуклого пространства в другое такое прост­
ранство. В § 2 вводится понятие интеграла Стильтьеса для абстрактных 
функций, значения которых принадлежат локально выпуклым пространст­
вам, и изучаются некоторые его свойства. В § 3 изучаются криволинейные 
интегралы в пространстве Е, для которых устанавливаются различные пред­
ложения. Основным предложением этого параграфа является теорема 3.1 
о равенстве нулю интеграла по замкнутой кривой, которая представляет 
собой обобщение соответствующей теоремы М. К. Гавурина 141, устано1 -
ленной для банаховых пространств. Центральным является § 4 ; в нем устг­
навливаются необходимые и достаточные условия потенциальности недаф­
ференцируемых операторов, действующих из Е в Е* (теорема 4.1). В § 5 
устанавливаются некоторые связи между свойствами потенциальных опе­
раторов и их потенциалов. 

§ 1. 
НЕКОТОРЫЕ ВИДЫ НЕПРЕРЫВНОСТИ ОПЕРАТОРА 

Сначала мы рассмотрим некоторые виды непрерывности операторов 
F(x) (Eļ—>Е2), т. е. действующих из одного локально выпуклого линейного 
топологического пространства Еу, в другое локально выпуклое пространство 
Щ 



О п р е д е л е н н о 1.1. Оператор F(x) (Е, —> Е2) называется непрерыв­
ным в точке х0 £Ei, если для каждой окрестности нуля V с Ег существует 
такая окрестность нуля U с Eļt что из х — х0 £ U следует F(x) — F(x0) £ V. 

Оператор называется непрерывным на множестве D, если он непрерывен 
в каждой точке x£D. 

О п р е д е л е н и е 1.2. Оператор F(a;) называется равномерно непре­
рывным на множестве D с Еи если для каждой окрестности нуля V с Е2 

существует такая окрестпость нуля U с Еъ что для .любых 2­х элементов 
х', x"£D, для которых х" — x'£U, будет F(x") — F (x ' )£ V. В дальней­
шем будет использована следующая 

Т е о р е м а К а н т о р а . Если оператор F(x) непрерывен на биком­
пактном множестве В с Е, то он равномерно непрерывен на В. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть дана окрестность нуля V с Ег. Так 
как F{x) непрерывен на В, то для каждого х £ В найдется окрестность нуля 
Ux такая, что для каждого у£В, для которого у — x£Ua имеет место вклю­
чение 

F ( y ) ­ F ( , ) € ­ f • 

Тогда для любых 2­х элементов у', y"£(x­j­ Ux)ŗ\B 

П>/') ~ F < / ) = F(y") - F(.r) + F(x) - F(y') £ ~ V + - i - V с V. (1.1) 

Пусть множество В покрыто окрестностями х + -ģ. В силу бикомпактностн 
множества В из этого покрытия можно выделить конечное покрытие 
ļ'afc -f- « Vļg^ (k= 1, 2 . . .т), так что для любых 2­х элементов принадле­

жащих В n (xk ­f (7 t) выполняется (1.1). 
Пусть теперь л', я " £ Я такие, что 

m и, 
* ' - * " € п - , * = £ Л 

Тогда для некоторого к 

Далее, для того же Л имеем: 

Следовательно 

Х " ­хк т Х" _ Г' + х' ­ х к £ ± tf4 + 1 tffcC Й , 
т . е . *"еЯП(**+^*)­

Так как и (­г* + Uk), то отсюда и из (1.1) следует, что 

F(x") ­ F(x) е F. 
Теорема доказана. 

Пусть А — частично упорядоченное множество и а — его элементы. 
О п р е д е л е н и е 1.3. Оператор F(x) (Et ~>Ег) называется уаиенно 

непрерывным в точке x0£Elt если для всякой направленной последователь­



ности { х а } , слабо сходящейся к х0, т. с. такой, что для каждого 

lim (у, ха) = (у, х0), (1 .2) 

имеет место pa венет со 
lim F(z«) = F ( ^ , ( 1 . 3 ) 

а g А 

где предел понимается в смысле топологии в Ег. 
О п р е д е л е н н о 1.4. Оператор F(.r) (Е, ­»­£ 2) называется слабо 

непрерывным в точке x0£Elt если из (1 .2) следует, что для каждого 
z£E\ 

\im(z,FĻra)) = (z,F(x0)). ( 1 . 4 ) 
о £ А 

Если F(J ) есть функционал, то равенства (1 .3) и (1 .4 ) эквивалентны, а потому 
функционал называется слабо непрерывным, если из (1 .2) следует (1.3) . 

Подобно тому, как в 12—31, можно и в линейных топологических локально 
выпуклых пространствах ввести другие понятия, связанные с непрерыв­
ностью операторов, и доказать связь между ними. Это, однако, не связано 
с основной задачей данной работы. 

I 2 . 

ИНТЕГРАЛ СТИЛЬТЬЕСА 

2.1. Пусть Е — локально выпуклое пространство, Е* — пространство, 
сопряженное к Е. 

Обозначим через x(t) абстрактную функщпо, отображающую отрезок 
la, Ь] числовой оси в Е, а через y(t)— абстрактную функщпо, отображаю­
щую \а, Ь\ в Е*. 

Разобьем отрезок 1я, Ь] на части точками lk, причем 
а = t0 < tx < L < . . . . < /„_, <t„ = b. 

li каждом интервале l/fc_i, tk], длину которого обозначим через Alk, 
выберем по точке т к . Тогда, так как y(ik)QE*, а x(lk) — хЦ^^^Е, имеет 
смысл внутреннее произведение 

а также сумма 

i (уы), *(/*)­*(/*_,)), 

называемая интегральной суммой Стнльтьеса абстрактной функции у(1) 
по абстрактной функции з(')­

О п р е д е л е н и е 2.1 . Если существует предел 
п 

lim £ — x(
l

k­i)). * == шах А tk, 
х­>о* = , * 

не зависящий от способа разбиения 1я, Ь\ и от выбора тк, то этот предел 
назовем интегралом Стильтьеса от у(1) по х(1) и обозначим его 

ь 

f (y(t), dx(t)). 
а 



2.2. Достаточные условия существования интеграла Стильтьеса мы полу­
чим, вводя предварительно понятие функции ограниченной вариации. 

О п р е д е л е н и е 2.2. Абстрактная функция x(t) (\а, b\­*­E) обла­
дает ограниченной вариацией на \а, Ь], если существуют окрестность нуля 
V с Е* и число М такие, что при любом разбиении |я, IA точками lk(k = 1, 
2, п — 1, а = / 0, b = tn), имеет место неравенство 

£ \(у, x(tk) ­ х(1к­г))\ < М (2.1) 
* = i 

для всех у £ V. 
Из этого определения следует, что для всех y£aV, где а > 0, имеет 

место неравенство 

О п р е д е л е н и е 2.3. Пусть дана окрестность нуля V с Е*. Тогда 
ь ­

полной вариацией 3&(V, х(1)\ функции x(t) на [я, Ь] относительно окрест­
а 

ности V называется паимеиьшее из чисел М, для которых выполняется не­
равенство (2.1) или 

ь " 
2В (V, хЩ = sup l |(у, x(tk) ­ , у 6 V, 
• *=i 

где sup берется по всевозможным п и разбиениям 1я, Ь]. 
Пользуясь этим определением можно назвать функцией с ограниченной 

вариацией такую функцию, для которой существует окрестность V такая, 
что 38 (V, хЩ < оо. 

а 
Данные здесь определения в случае, когда Е — пространство Банаха, 

совпадают с определениями И. М. Гельфанда [51. 
Из определения полной вариации следует, таюке, как и для обычных 

функций, что если интервал [я, Ь] разбит на части 1я, cl и 1с, Ь], то 

SB (V, хЩ = 38 tV, х(1)\ ­[­ 28 (V, x(t)) . 
а а с 

Приведем пример, иллюстрирующий введенные понятия. 
Пусть х0, xt£E, <р(/) — числовая функция, определенная на [я, Ь] с огра­

ь 
ничейной вариацией, и V (<р) — ее полная вариация на |я, Ь]. Рассмотрим 

а 
абстрактную функцию 

x(t) = x0 + 9(t)x1. 

Разобьем интервал [а, Ь] на произвольные части [/*_i, tk]. 
Тогда 

£ |(2/.­'<('*)­*(/*_,))[ = £ |(.У, (?('*) * i ) | = 

п Ь 
= |(». • У !?('*) ­ 9 0 * ­ i ) | < |(У. «|)| • V (<р). 

* = 1 



Если в качестве V с Е* взять поляру точки xt, то для всех у £ V будет 

\(У, ^ 1 
и 

£ 1(2/. ̂ ('*) — < W 

для всех ?/f£l при любом разбиении [я, А]. Значит есть абстрактная 
функция с ограниченной вариацией. Дадим теперь достаточные условия 
существования интеграла Стильтьеса (ср. |4) и [3], стр. 39). 

Т е о р е м а 2.1. Если абстрактная функция y(t) ([я, Ь\ ­ > £ * ) непрерывна 
на [а, Ь], а абстрактная функция x(t) ([а, Ь]\­>Е) имеет ограниченную 
вариацию, то 

ь 
j (y(t), dx(t)) 

а 
существует. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим разбиение a=t0<tt< .. .<ln=b 
и положим 

п 
0 = Е (2/Ы> х

(
1

к) — * ( * * ­ * ) ) . А = т а х Д . 

Возьмем продолжение этого разбиения такое, что 

1 = 1

к, 0 < 'к, 1 < < l

k, ik — 1 < 'k. I F C — ' * • 

Тогда соответствующая интегральная сумма будет 

fc=l 1=1 
а так как 

i 
*('*) - *('*-.) = X [*(/*,,) - *(/*,,_ ,)] , 

i =1 
ТО 

N I F C 

* = 1 I = l 

Следовательно 

^ ­ o| < Z I jfiffa,.) - 2/Ы, *(/*,,) - x{tKi_r))\. 

Так как x(t) есть функция с ограниченно»! вариацией, то для всех 
( с м ­ определение 2.2) при произвольно заданном е > 0 будет 

» ч 

Z I 1(2/. *(<*.<) ~ «S * 

*=1 i=l 



Далее y(t) непрерывна на la, b], а следовательно по теореме Кантора и рав­
номерно непрерывна. Поэтому найдется такое 8 > 0, что для любых 
t', t"£ [а, b], для которых \t' — t"\ < S будет иметь место 

у(П­у(П^-

Если выбрать ). = шах Д lk < 8, то [т* — т*, ( | < 8 и y(xkļ j) — у(­ск) £ ~ , 

а поэтому \а' — а\ < е. 
Отсюда следует, что каждой последовательности разбиений, являющихся 

продолжениями друг друга, соответствует фундаментальная числовая по­
следовательность интегральных сумм, которая согласно теореме ' Коши 
имеет предел 1. 

Далее обычным способом легко показать, что при любой другой после­
довательности разбиений интегральные суммы стремятся к /, значит су­
ществует 

ъ 
f (y(t), dx(t)). 

Теорема доказана. 
Для интеграла Стильтьеса в локально выпуклом пространстве обыч­

ным способом доказываются все основные свойства, которые известны для 
интегралов Стильтьеса от числовых функций. Например, если y(t) = уо, то 
ь п п 
f(yo, dx(l)) = lim £ (уо , x(tk) ­ = lim (у , £ [x(lt)­ *(/*_,))] = 

= {y0, x(b)­x(a)). (2.2) 

2.3. В дальнейшем нам понадобятся следующие свойства, связанные с 
предельным переходом под знаком интеграла Стильтьеса. 

1°. Если последовательность абстрактных функций { уп (t) } сходится ран 
номерно на [а, Ь\ к непрерывной функции y(t), а х(1) — абстрактная функ­

ция с ограниченной вариацией, то 
ь ь 

lim f (yn(t), dx(t))= f (//(/), dx(t)). 
а а 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим разность 
ь ь 

|/(j,(0, dx(t))­ j(yn(t),dx(t))\ = 
а а 

Ь Ь 

= |/ Ш ­ УпЩ, dx(t))\ < j\(y(t)­yn Щ, dx(t))\ = 
а а 

M 

= lim £ \(у(тк) ­ yn (x f c), x(tk) ­ . 
Х ­ 0 k = l 

Из определения 2.2 следует, что каждому е > 0 соответствует окрест­
ность еУ такая, что при любом разбиении [а, Ь] и всякого 2/£еГ имеет место 
неравенство 

M 

I \(у, *(**) ­ *( ' * ­ i ) ) | < «• 
* ­ 1 



Далее, из равномерной сходимости { уп (/) } к у(1) следует существование 
такого п0, что для всех п > л 0 и всех t £ [а, Ь] 

Значит, для любого разбиения [а, Ь] и п > и 0 

m 

Z ­ ,У„ (**), ­ a#*_i)) | < e, 
* = i 

откуда, переходя к пределу при X ­> 0, имеем 

о о 

f(y(t),dx(i))­f(yn(t), dx(t))\ 
< в, 

что н треоовалось доказать. 
2°. Если обстрактная функция ?/(/) непрерывна, а последовательность 

( т „ ( / ) } сходится в каждой точке l£\a, Ь] к х{1), причем функции х„ (/) 
имеют ограниченную вариацию с общими 1'с и М (см. определение 2.2), 
то 

ь ь 

l im / (y(t),dx^t))= f (y(t), dr(t)). 
а а 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Подставляя в неравенство (2.1) вместо x(t) 
функции хп (I) и переходя к пределу при и ­ > о о , заключаем, что x{t) имеет 
ограниченную вариацию с теми же V£E* и М, а значит 

ь 
j(y(t), dx(i)) 
а 

существует. 
Далее, для доказательства свойства 2°, разобьем [а, Ь] на m частей точ­

ками I/. и напишем 
Ь m i,. 

/ (?/('). dx(t)) = Z / (y(>), dx(i)) 

= Z / (y(t) ­ y(lk), dx(t)) + Z Г ( Ш Ш (2­3) 

Заметим, что в силу (2.2): 
m m 

l f (y(lk),dx(l)) = Z (.'/('*). *(**)-*(/*_,)). (2.4) 
'* 

Далее, представим каждый из интегралов J (y(t) — y(tk), dx(t)) 

в виде предела интегрально!! суммы 
'* 

тах л i ­» 0 j = i 
где fcJJ = <fc( о < tki t < ... .< «Мл_! < t Ķ i k = tk. 

3 — зв!3 



Тогда 
т lļ 

X / (2 / (0 - ! , ( * » ) , « / * ( « ) ) = 

lim £ £ (?/( T f c >,) - 2/('*), *(<м) ­ i ­ » ) ) ­
M

" A ' * . J ­ * ° * = 1 I=L 

Учитынап равномерную нопрерынность y(t), ограниченность нарнатш J'(0 
и возможность выбора X = т а х (lk — /*_i) Т а к . чтобы для всех отрезков 
Ujfc i , /*1 было y(t) — ?/('*) € ^ . если / £ l / f c _ i , tk], мы получаем, что при 
любы» разбиениях отрезков [/*_|, /*1 имеет место неравенство 

т 1к 

х х ­ ш> « с м ­ ^ * . . ­ . ) ) | < 4 ­ ' 

Переходя в этом неравенстве к пределу при m a x A / t j — > 0 имеем, что 
i.k 

т 1к 

х (|(?/С) ­ ш * < $ 

и том более 

< 1 

Ī / (2 / (0 ­ 2/С*). «fa(l))| < \ • 

Отсюда и из . i .отношении (2.3) и (2.4) следует, что 
ь 

/ ( 2 / ( 0 . **(*)) = | • Ч + X (2/С*). ­ *( ' * ­ . ) ) . где К | * 1 
к 1 

и аналогично 
ъ 
/' (,/(<•), tfV„ (/)) = 4 % + X (.'/I'*). ­ ('*) ­ (/*__,)), где | lL | < 1. 

а * I 
Далее, так как ш и (д фиксированы и в каждой точке tģ(k= 0, 1 , . . . т ) : 
lim х„ (/*) = •*"('*). то найдется такое и 0 , что для всех п > л 0 

п­*оо 

m m 

х ( . ' / C T ) . С * ) ­ ( /*_. ) ) ­ х о / С * ) . ­ ^ / * ­ 1 ) ) | < 

: ­ 1 к 1 m 

< X |(2/('T). 'N (<*) ­ *('*))! + X |(2/('*). «M'»­ift| < V 
* 1 к ­ 1 

Отсюда и из предыдущего следует, что при п > п0 

ь ь 

\j (у((), Л с ( 0 ) ­ / (2 / (0 . М 0 ) | < « . 

а а 

что и требовалось доказать. 
3°. Если последовательность непрерывных функций {уп(1)} сходится 

равномерно на [я, 61 к непрерывной функций y(t), а последовательность 



абстрактных функций {.т„ (/)} сходится к х(1) в каждой точке из (я, Ь], при­
чем функции х„ (t) имеют ограниченную вариацию с общими V с Е* и М 
(см. определение 2.2), то 

ь ь 

Шп J {уп (0 , rfxn (*)) = f(y{t)), dx(l)). 

а а 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Напишем 

/ ('/„О. dxn(t)) ­ j (уЩ, dx(t)) = ļ {yjt)~y(t), dxņ\t)) + 
а а а 

Ь Ь 

+ [ / < & п ( < ) ) ­ / ( г / ( 0 . **<*))]• 
а а 

Доказательство того, что первый из интегралов в правой части равенства 
стремится к нулю при п ­> сю проводится так же, как доказательство свойст­
ва 1°, а разность последних 2­х интегралов стремится к нулю по свойству 2°. 

§ 3. 
КРИВОЛИНЕЙНЫЙ ИНТЕГРАЛ 

3.1. Криволинейный интеграл в линейных топологических пространствах 
вводится примерно так же, как н банаховых пространствах (ср. 141, (31). 

Если абстрактная функция :>•(/) (1я, />] ­> Е) отображает 1а, 1>\ одноз­
начно на некоторое множество LcE, то множество L называется дугой 
кривой, а функция г(/) — се представлением. 

Точку х(а) назовем началом, а точку х(Ь) — концом дуги. Если концы 
совпадают, кривая называется замкнутой. Заменой 1 — <p(s) (а < s < р, 
ф(а) = а, <р(Р) == Ь), где (p(s) — возрастающая непрерывная функция на 
(а, р), мы получаем другое представление — х(<р(я))той же дуги. Дугу кри­
вой L называют простой, если одно из ее представлений устанавливает 
гомеоморфизм между [я, Ь] и L. Дугу называют регулярной, если одно из 
ее представлений x(t) есть непрерывная функция с ограниченной вариацией. 

Дугу, представление которой есть 

1 ( 0 = х, + t(x2 ­ .г,), (0 < t < 1) 

называют отрезком, соединяющим точки щ и х2. Если точки х0, г,, . х„£Е 
последовательно соединить отрезками, получаем ломанную Ln. Говорят, 
что ломанная Ln вписана в кривую L, если точки х 0, xt, х2, ...., хп при­
надлежат L.. 

Отметим, что для данной регулярной дуги L, представление которой 
есть х(1), можно построит!, последовательность вписанных в L ломанных Ln, 
равномерно сходящуюся к L (т. е. их представления xn(t) равномерно на 
|я, Ь] сходятся к x(t)). 

Действительно, пусть х0, х, x „ £ L . Определим ломанную Ln сле­
дующим образом: 

х„ ( о = * ( * * _ * ) + г ^ г
1 (*<<*) ­ ЧЬ+д), <6 . *& ( * = о , i , •. п) 

'k ~ 4 — 1 

где о = / 0 < li < . . . < r„_i < /„ = Ь, x(tk) = х„ (1к) = хк. 

3* 



Докажем, что для каждой окрестности нуля U с Е, найдется п0 такое, 
что дчя всех и > п 0 

x(t) — .тп (7) £ (7 для всех t £ [а, Ь]. 

Так как x(t) равномерно непрерывна на [а, Ь\, то для каждой окрестности 
нуля UcE найдется 8 > 0 такое, что из \t' — 1 " \ < 8 следует 
x(t') — а:(Т')£­у­. Пусть последовательность ломанных Ln определяется 
последовательностью систем {х0, х0 х2, . .., Хп) , xk£L такой, что для про­
образов tk точек хк будет т а х Д tk —*• О при Й ­ + О О . Тогда существует п„ 
такое, что для всех п > п0 т а х Д tk < 8 и для U*—i, 'fcl 

Щ ­ *n (<*­i) = x(t) ­ х ^ ) с 

и 

а* (0 ­ хп (;*_,) = (*(&) ­ x(tk^)) с 

Но тогда для п> п0 

Щ ­ *п ( 0 = X(t) ­ ХП (/*_,) + Хя («fc­t) ­ *„ (t) с + 4 с U. 
3.2. Пусть на связном дшожестве сосЕ, где 2? — локально выпуклое 

пространство, задан непрерывный оператор F(x) (Е —*• Е*). Множество о> 
называется связным, если любые две его точки АЮЖНО соединить непрерыв­
ной кривой, лежащей в со. Так как F(J­) £ Е* для х£Е, то, полагая в инте­
грале Стильтьеса 

ъ 

f (У(*), dx(t)) 
а 

y{t) = F (:г(<)), где x(l) — непрерывная функция с ограшгченной вариацией, 
мы получим следующий интеграл Стильтьеса 

ь 
j (F(x(t)), dx(t)). (3.1) 

а 

Пусть L — кривая из to и х(1) — ее представление. При замене t = <p(s), 
где <p(s) удовлетворяет условиям, указанным в начале п. 3 . 1 , мы получим 
другое представление той же кривой. Отсюда и из того, что интеграл (3.1) 
также не изменится при указанной замене, следует, что интеграл (3.1) зависит 
от кривой L, но не зависит от ее представления. Ввиду этого (3.1) обозначается 
следующим образом 

/ (F(x), dx) ( 3 . 2 ) 
ās 

и называется криволинейным интегралом оператора F(x) по кривой L, 
одним из представлений которой является x(t). Очевидно, что интеграл (3 .2) 
существует, если кривая L регулярна. 

Если оператор F(x) таков, что интеграл (3 .2) по любой дуге из со не зависит 
от формы дуги L с со, а зависит лишь от ее концов х(а) = хг и х(Ь) = хг, то 
к])иволинейный интеграл (3.2) записывается так: 

/ (F(.r), dx). 



В этом случае интеграл по любой замкнутой кривой, лежащей в со, равен 
нулю, так как, если х(а) = х(Ь), то 

*« 'г 
j (F(x), (F(x), <&). 

Л о м ' м а 3.1. Если последовательность регулярных д у г { Д , } сходится 
равномерно к регулярной дуге L, причем для представлений х„ (t) дуг 
/т, существует общая окрестность F c Е* и число М (см. определение 2.2), то 

lim Г (F(.r), dx) = /" (F(x), «&). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала докажем, что {F(.r„ (/)) } сходится равно­
мерно на 1я, 6] к F(.r(<)). Для этого заметим, что множество Л, состоящее 
из всех точек z £ Е, принадлежащих кривым L и L„(n= 1, 2 , . . . ) , биком­
пактно. 

Действительно, покроем каждую точку г £ Л открытой окрестностью 
2 + iV­, где «У. — произвольная окрестность нуля, своя для каждого г. 
Возьмем те из них, которые покрывают L и имеют вид: х(1) 4­ с71(д , где 
x(t) £ L. Покроем теперь каждую точку x(t) £ L окрестностью х(/) + ļ Ux[ņ. 
Так как окрестности Uz выпуклы, то x(t) + ļ €7 г Ю с х(/) ­f­ Uga) • 

Ввиду того, что кривая L как непрерывный образ бикомпактного мно­
жества [а. 61 бикомпактна, из покрытия { x(l) ­f­ ķ Ux^ ) можно выделить 
конечное покрытие {x(tk) + ļ UI{lk)} (к = 1, 2 . . . m), причем 
х

к + £ ^Cfe) с + î('fc)
 и к а > к

Д
а я точка x(0 £ L принадлежит xk -ļ- 4. 1 7 ^ 

при некотором А­. 
m 

Рассмотрим окрестность нуля «7 = fl 4 ^ r < i o с *• Ввиду равномер­

ной сходимости { ( t ) } к jc(t) найдется л 0 такое, что для всех п. > п0 будет 
Гп (t) — x(t) £ U с ķ UxVk) для всех Л (А = 1 , 2 , . . . да) и всех [а, 61. 
Но при каждом I для некоторого Л 

* ( 0 ­ * ( < * ) € № « * > • 

Значит для каждого tt£ [а, 61 и некоторого к при всех га > л 0 имеет место 
соотношение: 

Я. С) ­ *('*) = з­п Щ ­ x(t) + x(t) ­ x(tk) £ i С Ц , + | U34) с f7, ( ( f c ). 

Следовательно для всех л > л 0 кривые п. L покрыты конечным числом 
окрестностей из произвольно взятого покрытия множества Л. 

Далее, так как остальные кривые L, L.,, ..., L„0 из множества Л ивля­

ются бикомпактными множествами точек в Е, то из их покрытия окрестностя­

ми z + игтакже выделяется конечное покрытие. Последнее вместе с покры­

тием {х(1к) ­\­ ихцк)) образует конечное покрытие множества Л, значит Л 
бикомпактно. 

Так как оператор ¥(х) непрерывен, то по теореме Кантора, он равномерно 
непрерывен на Л. Следовательно, для каждой окрестности нуля U* с Е* 
найдется окрестность нуля U с Е, такая, что если х', х" с Л и х ' — х" £ U, 
имеет место включение: 

F ( x " ) ­ F ( x ' ) £ * 7 * . 



В свою очередь, для окрестности нуля U с Е в силу равномерной сходимости 
'{Хп (t)) к х(1) на [а, Ь) найдется такое N, что для всех и > N и всех [а, Ь] 

а поэтому 
Г Ы 0 ) ­ Р ( . т ( / ) ) 6 с 7 * . 

Этим доказана равномерная сходимость {F(.r„ } к F(x(f)). Теперь 
утверждение леммы следует непосредственно из свойства 3°. 

3.3. Пусть со — открытая односвязная область в локальпо выпуклом 
пространстве U, т. е., каковы бы ни были непрерывная кривая L c c o n 
точка х£ со, существует абстрактная функция х (/, s), непрерывная в 
прямоугольнике {а ^ t ^ b, 0 ^ s < 1 }, отображающая этот прнмоуголь­

внк в со, и такая, что x(t, 0) = x(t) — представление дуги L, а x(t, 1) = х. 
Т е о р е м а 3.1. (ср. 141) Если J (F(x), dx) равен нулю вдоль любого 

•iri ' 1 ­" * • •­ vtif*R 
треугольника (т. е. замкнутой ломанной из 3­х звеньев), выпуклая оболочка 
которого лежит в односвязкой области со, то он равен нулю вдоль любой 
регулярной замкнутой кривой L, лежащей в со. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Интеграл j (F(x), dx) по любой замкнутой 
L 

ломанной, лежащей в со вместо со своей выпуклой оболочкой, равен нулю 
по условию теоремы, ибо он равен сумме интегралов по треугольникам, 
лежащим в со вместе с выпуклыми оболочками. 

Далее, если замкнутая кривая L лежит в со вместе со своей выпуклой 
оболочкой, то можно построить последовательность ломанных {/.„}, которые 
вместе со своими выпуклыми оболочками лежат в выпуклой оболочке кри­
вой L и сходятся к L равномерно на [п. Ь\. 

Но тогда но лемме 3.1: 

Пусть теперь L — замкнутая кривая, лежащая в со (ее выпуклая оболочка 
может и не принадлежать со), а х\1) — ее представление. Построим замкну­
тые кривые, лежапще в со вместе с выпуклой оболочкой и такие, что сумма 
интегралов по этим кривым равна интегралу по кривой L. 

Так как со односвязно, то для любой точки J 0 £ СО найдется функция 
x(t, s) такая, что х(1, 0) = x(t), x(l, 1) = х0. Образ прямоугольника 
{а < / < Л, 0 < f < 1 } при непрерывном отображении x(t, s) есть би­
компактное множество Bez со. 

Для каждой точки X £ В найдется окрестность нуля Ux с Е такая, что 
х Ux с со, ибо со — открытое множество. В силу бнкомпактиости В из 
покрытия {x­\­\Ux} можно выделить конечное покрытие {х к ­f­ ļ Uk} 

р 
(к = 1, 2, . . . р), которое содержится в со. Пусть U = f) i Uk. Так как 

* = i 
функция x(t, s) равномерно непрерывна в прямоугольнике {а < t ^ Ь, 
0 «S s < 1}, то найдется 8 > 0 такое, что из \l' — t"\ < 8, |s' — s"ļ < 8 
(а < t', t" b, 0 ^ s', s"< 1) следует 

x(t", s") — x(t', s')£UcļUk при всех к. 

При этом x(t', s') £ В н поэтому 

x(t', s') — Xk£ļUk для некоторого к. 



Следовательно, для некоторого А" 

x\t", s") - х к = x(t", s") - x(t', s') + x(t', s')-xk£ļUk + ļ Uk с Uk . 

Так как x\t', s'), x(t", s") £ xk -f- Uk, a Uk — выпуклая окрестность, то 
отрезок, соединяющий точки x(t', s') и x(t", s"), соде1)жптся в хк -\- Uk, 
а значит и в to. Итак, мы установили, что если |V — t"\ < 8, \s' — s"\ < 8 
то отрезок, соединяющий точки x(l', s') и x(t", s"), лежит в <о. 

Далее воспользуемся следующей конструкцией (см. [41 или 13]). 
Разобьем [а, 61 и [0,11 на части, соответственно, точками <, и Sj : 

а - 'о < <i < • • • < $ = B

> 0 = s 0 < s i < . . . < s v = l 

так, чтобы ļ/j — / , - _ J Ļ < 8 и \sj—sj—1| < 8. 
Рассмотрим замкнутые кривые Ļff, представления которых Щ,(т) (0 < т < 4) 

имеют вид: 

*И (т) -

iļli-i, + X(S, — Sj-t)), 0 < T < 1 
х( / ,_ , + (т ­ 1) ( / , ­ *,_,) , Sj), 1 < т < 2 

+ (т —2) v*Li — 2 ^ т < 3 
+ (т ­ 3) (*,_! ­ U), s,_,), 3 < т < 4 

Так как при любом т £ [0,41 X J , ( T ) = х(/, s), где j < t < <4, 
sy_i < s < Sj, то при любых Tj, т 3 тахнх, что 0 < т,, т.. < 4 

*н(т , ) = x(t', s') х,­,(т2) = х(<", s"), i" «: Ц, 'sfJt'š s', s" ^ Sj; 

следовательно, \t' — t"\ < 8 \s' — s"ļ < 8 и любые две точки кривой Lļj 
соединяются отрезком, лежащим в to. 

Значит Lļj вместе со своей вынуклой оболочкой лежит в to и по ранее 
доказанному 

j (F(,), dx) = 0. 

4i 
Отсюда имеем: 

f (F(x), dx) = l [ (F(x) . dx) = 0. 
1 U ļj 

Теорема доказана. 

С л е д с т в и е (см. |4|). Вели для любого отрезка, лежащего в to имеет 
место равенство: 

x

t 
j (F(x), ах) = / ( х 2 ) ­ / ( . , , ) , 

где хл, х2—1,­1 I I I им отрезка, а /(.»;) — функционал, то для всякой кривой 
с концами XJ, х 2, лежащей в to, имеет место такое же равенство: 

а 

J (F(x), ох) = / ( х 2 ) ­ / ( х Л 

т. е. криволинейный интеграл не зависит от пути HIITCIрнрования. 



§ 4. 
УСЛОВИЯ ПОТЕНЦИАЛЬНОСТИ ОПЕРАТОРА 

4.1. На основе предыдущих рассуждений можно получить необходи­
мое н достаточное условие потенциальности операторов (см. введение). 

Т е о р е м а 4.1. Для того, чтобы непрерывный оператор F(x), опреде­
ленный на связном открытом множестве и с т Т , со значениями в Е*, был 
потенциальным, необходимо и достаточно, чтобы 

/ (F(x) , dx) 

не зависел от пути интегрирования L с ы, а зависел бы только от выбора на­
чальной и конечной точек. 

Д о к а з а т е л ь с т в о н е о б х о д и м о с т и . Пусть F(x) = grad f(x), 
где х £ Е, т. е. 

(F(x), А) = lim Щ±М^­М=Щк,Щ. (4.1) 
«­.о * 

Рассмотрим криволинейный интеграл 

/ {F(x),dx) (4.2) 

L 

вдоль произвольного отрезка i c в , представление которого есть 

x(t) = х1+ т(х 2 — X ! ) , О < т s£ 1. 

Тогда интеграл (4.2) равен 
i f ( F ( x 1 + т(х а ­ х,)), d(x, + т(х 2 ­ х,)). (4.3) 

О 

Представляя (4.3) в виде предела интегральной суммы и преобразуя ее, 
легко видеть, что (4.3) равен обычному интегралу Римана. 

i i 
j ( F ( i i + z(x2 — x1)),x2 — xi)d­: = f £>/(x, + т(х 2 — x x), x2 — х ^ т . 

о 0 

uo по определению 

Df(*i + Ф, - *,). x2 - хЛ = lim & !
 + ( z + t ) <*» ~ x? ~ tb + &$ф* 

d: 

Следовательно 
i 

/ (F(x), dx) = / ' / ( ' i + f f b ­ * * » d T = 

= / ( * ! + Т ( Х , — X ! ) ) 

Поэтому согласно следствию из теоремы 3.1 криволинейный интеграл (4.2) 
не зависит от пути интегрирования в ю. 



Д о к а з а т е л ь с т в о д о с т а т о ч н о с т и . Пусть j (F(x), Ar) не за* 
L 

висят от пути пито! рнрования. Фиксируем некоторую точку х, £ to и рассмо­
трим функционал, определенный на to с Е: 

V 

/('/) = /(F (x) ,Ar) , y £ t o . 
*• 

Далее дли произвольно выбранного ; /£ to возьмем элемент h£E и число 
i такие, чтобы отрезок, представление которого есть 

«(•*) — У + О г£ т < 1 

лен«ал в to, и составим 
У + М К V bftl 

/ J H ^ M = | ( J ( F ( * ) , A - ) - / ( F ( s ) , A ­ ) ) = ± / (F(*),«fe). 
x i х , V 

Далее, согласно (2.2), 
у+ы 

| (F(y), ох) = (F(y). Aī) = (F(j,), А)/ 
у 

и следовательно 
у + М у + Ы f(y+ht)­f(.y) 

t 
и 

V+th 

­ (F(y), « ) = ! [ / (F(x), dx) ~ J (F(y), dx)] = 
V V 

= ~ ļ (F(x)-F(y), dx). 

Так как последний интеграл по зависит от пути, то можно интегриро­
вать по вышеупомянутому отрезку z(t). Тогда 

v+hi 
J (F(x) - F ( y ) , Ас) = j (F(y + т/А) ­ F(y), d(y + т/Л)) = 
v о 

i i 
= / (F(y + т/А) ­ F(y), h)tdx = / f (F(y + т/А) ­ F(y), A)Ar 

о 
и 

Hy+ht)­l(y) 
­ (Ш Л) = / (F(y + т/Л) ­ F(y), Л)Ат. 

Отсюда видно, что при / ­*• 0 ввиду непрерывности F(x) подпнтегральная 
функция в правой части стремится к нулю и следовательно 

-о 
т. е. 

Теорема доказана. 

lim , { y + h

;
)

­ '
( y ) = (F(y),ll), 

i­»o * 

F(j,) = grad f(y). 



4.2. Если оператор F(x) (Е ­+Е*) пмсот линейный дифференциал Гато, 
то на случай локально выпуклых пространств переносится другое необхо­
димое и достаточное условие потенциальности F(x). 

Т е о р е м а 4.2. Пусть выполнены условия: 
1) Оператор F(x) действует из пространства Е а Е*. 
2) F(.t) имеет линейный дифференциал Гато D F(x, li) в каждой точке х 

ограниченною выпуклого множества D с Е. 
3) В каждой точке x£D функционал (D F(x, /?,), h.,) непрерывен по .т. 
Тогда для того, чтобы оператор F(x) был потенциальным в D, необходимо 

и достаточно, чтобы для всякого x£D выполнялось равенство 
(DF(x, Л,), kt) = (DF(z, h2), Л х). 

Доказательство этой теоремы для локально выпуклого пространства 
Е проводится так же, как в 12) для пространства Банаха.* 

§ 5. 
НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИОНАЛОВ И ИХ ГРАДИЕНТОВ 

Рассмотрим некоторые свойства функционалов, которые следуют из 
определенных свойств их градиентов. 

5.1. О п р е д е л е н и е 5.1. Будем называть оператор F(x) (Et ­>£2) 
компактным, если он отображает всякое ограниченное множество D с Ev 

и компшепюо множество К из Е„. 
Компактность К здесь понимается в том смысле, что каждая сеть из К 

имеет подсеть, сходящуюся и Ег. 
Т е о р е м а 5.1. (см. 13]). Если F(x) = grad f(x) есть компактный опе­

ратор, ю функционал слабо непрерывен на всяком ограниченном выпук­
лом множестве D. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть /(.с) не является слабо непрерывным в 
точке J 0£Z>, т. е. существует направленная последовательность {xa)<zD 
( а £ Л , где А — некоторое частично упорядоченное множество) такая, что 
для всякого у£Е* 

1'Щ (уг *а) = (У. * О ) (5­1) 

в то время, как 

« 6 4 

Тогда существует е > 0 такое, что для всякого £ А найдется бесконеч­

ное множество «' > ос„ таких, что 

| / ( V ) ­ / ( * o ) l > е. (5.2) 

Применим формулу Лагранжа (см. (31) 

/ ( V ) ­ Ш) = {Ш + %Ш ~ *«))• Щ ­ Щ 0 < т < 1. (5.3) 
Так как F(D) с Е* компактно, то бесконечное множество, состоящее из 
точек F(J" 0 + т а ­ — х0)) (эти точки могут также совпадать) имеет подсеть, 
сходящуюся к у0£Е*. Следовательно в любой окрестности нуля, а значит и в 

* При подготовке настоящей работы к печати, автору стало известно, что в 
Atti Accad. naz. Uncei Rend. Cl. sci. fis.. mat. e natur., 1956.. том 20, № 6 н т. 21, 
№ I—2 в работе Себаштян н Сильва имеются предложения, из которых следует доста­
точность условии потенциальности теоремы 4.1. Необходимость доказана лишь для 
случая дифференцируемого оператора, что может быть получено как частный случай 
из теорем 4.2. н 4.1. настоящей работы. 



окрестности (D —D)
0

, где (D —D)" — поляра ограниченного множества 
D —D, находятся точки F(.r 0 + т а ' (х а ­ — х0)) — у 0 , где хаг, удовлетноршот 
неравенству (5.2), причем, среди них для всякого а 0 £ .4 найдутся такие, что 
а' > а 0. Для этих а', так как xai —x0£D —D, будет 

| (F(*0 + x a .(v - *„)) - Уо , -V - *.) | < I" (5 Л ) 
Далее, так как 

lim (?/ 0, ха) = (»/0 , з­0) 

то найдется <х0 такое, что для всех а > а 0 будет | (у 0 , ха — х0)\ < ^ • 

Из предыдущего следует, что для а 0 найдутся такие а' > а 0 , что для 
них выполняются неравенства (5.2) и (5.4). Но из (5.3) и (5.4) следует, что 
дли этих а' 

l/CV) - / М "к |(F('o + "a '(V ­ *о)) ­ Уо • ­V ­ *о)| + 

+ |(Уо. а : а ' ­ ^ ) 1 < - а " Г " 1 = 4 е ' 

что противоречит неравенствам (5.2). Теорема доказана. 
5.2. Из определения дифференциала Гато Dļ(x, А) функционала f(x) 

следует, что 
f(x + /А) ­ f(x) = t(Df(x, А) + л{х, /, А)), (5.5) 

где lim a(.r, /, А) = 0. 
i­»o 

О п р е д е л е н и е 5.2. Будем говорить, что функционал f(x) равномерно 
дифференцируем па множестве I) с если каждому е > 0 соответствует 
8 > 0 такое, что при 0 < / < 8 для всех х, х + lt£l) имеет место нера­
венство 

ļa (.с, /, //)| < е. 
Т е о р е м а 5.2. (ср. 121 или 131). Если F(x) = grad f(x) равномерно 

непрерывен на ограниченном выпуклом множестве D с Е, то функционал 
/(.г) равномерно дифференцируем на D. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть задано е > 0 и х, х + А Запишем 
(5.5) в виде 

/(х + i7i) ­ / М = t [(F(.r), А) + «(.г, % А)], (5.6) 

где можно считать 0 < / •< 1. С другой стороны, по формуле Лагранжа 

/(.г + /А) ­ /(.г) = (F(x + т/6), /А) = / [(F(.r + т/А), А)| . (5.7) 

Из (5.6) и (5.7) следует, что 
а(х, /, к) = (F(x + т/А), А) ­ (F(x), А). (5.8) 

Пусть (D — D ) ° £ E * — поляра ограниченного множества /> —£>; тогда, 
так как h£D —xcD —D, то для всех ?/£ e(D —D)° будет 

| ( i / , A ) | < e . (5.9) 

Далее, ввиду равномерной непрерывности F(x), найдется окрестность нуля 
U с Е такая, что если т/А £ U, то 

F(x + т/А) — F(x) £ t(D —D)°. 

Наконец, так как D —D ограничено, то существует 8 > 0 такое, что из 
|/| < 8 следует t(D—D)cU, ибо, по определению ограниченного мно­



жестка, оно поглощается любой окрестностью нуля. Поэтому для т е х 
h£D — z при 0 < t < 8 будет th£ U, и тем более xlh£U (0 < т < 1). 

Следовательно, при 0 s$ t < 8 имеет место 
F(x 4- rift) — F(a;) £ e(D — Z))° 

и в силу неравенства (5.9) 
\а(х, t, h)\ = \(F(x + rth), h) - (F(x), h)\ = ļ(F(x + -rfA) - F(x), k)\ < e. 

Теорема доказана. 
О п р е д е л е н и е 5.3. Говорят, что функционал f(x) имеет на мно­

жестве D с Е локально равномерный дифференциал Гато, если каждому 
е > 0 и произвольному х0 £ D соответствует окрестность нуля U и число 
8 > О такие, что для всякого х£х0 + U при 0 < t < 8 для х, х + h£D 
имеет место неравенство 

\а(х, t, h)\ s£ е. 

Т е о р е м а 5.3. (ср. 121). Если F(x) = grad /(.г) непрерывен на ограни­
ченном выпуклом множестве D, то функционал f(x) имеет локально равно­
мерный дифференциал Гато в D. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем x0£D и е > 0. В силу непрерыв­
ности FĻv) в точке х„, найдется окрестность нуля Ufe Е такая, что для всех 
• г € хо ~Ь U\ имеет место включение 

F(x)­F(x0)^
D

­
Dy>

, (5.10) 

где (Z) — D )
0 — поляра множества D —D. 

Подобно предыдущей теореме, найдется 8 > 0 такое, что при \l\ < 8 
для всех hĢ_D—х имеет место т<Л£­^­ , где 0 < т ^ 1. 

Пусть х£ х0 + U, где U = Тогда 

х + xlh£x0 + + ­ ^ ­ с z0 + Ultx£z0 + Ux. 

Так как h£D —D, то, в силу (5.10) 

|(F(x) ­ F(* 0), h)\ < \ , \(F(x + Щ ­ F(x0), h)\šļ. 

Отсюда и из (5.8) получаем, что при 0 < / < 8 < 1 и х£ (х0 + U) ŗ\D 

\а(х, /, Л)| т ļ(F(x + т/й) ­ F(x0), Л) + (F(x e) ­ F(*), Л)| < | + | = е. 
Теорема доказана. 
1 VI 1957 Кафедра общей математики 
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PAR POTENCIĀLIEM OPERATORIEM LINEĀRAS TOPOLOGISKAS 
TELPAS 

/. Engelsons 

(Kopsavilkums) 

Darbā vispārināti lokāli izliektas telpas gadījumam daži rezultāti, kas 
iegūti darbos И—5] Banacha telpai. 

Ja operators F(x), kas definēts lineārā topoloģiskā telpā E ar vērtībām 
tās saistītā telpā E*, ir kāda funkcionāla f(x) gradients, t. i., ja 

lim / (* -Hb) - / (* ) = / F ( j e ) f A \ h £ к 
t­»o ' 

tad F(x) sauc par potenciālu operatoru, f(x) — par tā potenciālu. 
Darbā ievests Stieltjesa integrāļa un līnijas integrāļa jēdziens operatoriem, 

kuru vērtības pieder lokāli izliektai lineārai topoloģiskai telpai un apskatī­
tas šo integrāļu īpašības. 

Galvenais darba rezultāts ir šāds: 
Teorēma 4. 1. Lai operators F(x) (E -> E*) būtu potenciāls operators, ir 

nepieciešams un pietiekams, lai līnijas integrālis j{F(x), dx) nebūtu atkarīgs 

no integrēšanas ceļa. 
Bez tam darbā pierādītas teorēmas par sakaru starp dažām fuukcionaļa 

gradienta īpašībām un paša funkcionāla īpašībām. 





ЛАТВИЙСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ П. СТУЧКИ 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3, 1958 ГОДА 

О ЧАСТИЧНОЙ НЕПРЕРЫВНОСТИ Ф У Н К Ц И Й НЕСКОЛЬКИХ 

ПЕРЕМЕННЫХ 

М. К. 3АН ДЕРЕ 

ВВЕДЕНИЕ 

Функцию /(.('ļ, х2, хп) назовем линейно непрерывной, если она не­
прерывна по каждому своему аргументу отдельно. Известно, что из линей­
ной непрерывности не следует непрерывность функции по совокупности 
аргументов. Строение точек разрыва линейно непрерывных функций двух 
п трех аргументов исследовал Бэр 11], который доказал, что множество 
точек непрерывности .'11111011110 непрерывной функции двух аргументов 
всюду плотно на каждой непрерывной кривой, представляемой уравнением 
у = <р(.т), а множество точек непрерывности функции трех аргументов всюду 
плотно на каждой непрерывной поверхности, представляемой уравнением 

* = У)­

Дальнейшее обобщение этого вопроса шло в двух главных направлениях: 
1 ) Исследовалось строение точек разрыва линейно непрерывных функ­

ции п переменных. Этим занимался Хан 12], доказавший, что множество 
точек непрерывности таких функций всюду плотно на каждой гиперплос­
кости х{ = const., t = l , 2 , . . ., п. Богель исследовал функции двух пере­
менных | 3 ] , непрерывные по одному из аргументов, например, у. Отно­
сительно другого аргумента х он требует, чтобы множество точек, в которых 
колебание функции f{x­, у) по х произвольно мало, было бы всюду плотно на 
каждой прямой, параллельной оси у. Богель доказал, что множество точек 
непрерывности функции, удовлетворяющей вышеупомянутым условиям, 
всюду плотно на каждой кривой, представляемой уравнениями 

х = ф(/) 

и удовлетворяющей некоторым несущественным условиям. Он исследовал 
также функции п аргументов, не требуя линейной непрерывности, а нала­
гая некоторое условие относительно колебания функции по совокупности 
каких­нибудь k(k < л) ар1ументов [4]. 

2 ) Исследовались функции, непрерывные на некоторых множествах, 
принадлежащих области определения функции. При этом имелись в виду, 
главным образом, функции двух переменных, непрерывные вдоль некото­
рых кривых. Исследованию таких функций посвящена диссертация 
'•). Г. Ариньша. 

В настоящей работе рассматриваются функции, непрерывные вдоль 
кривых М системы Ш

1 в «­мерном пространстве Я" и удовлетворяющие 
некоторому условию относительно элементов системы Ш

п

~где Ш
п

~
1 эле­

ментами являются гомеоморфы п — 1­мерного куба. Доказывается 
теорема, что множество точек непрерывности таких функций всюду плотно 



на каждом гомеоморфе я — 1­мерпого куба. Из этого общего результата 
как простое следствие вытекает обобщение результата Хана: 

На каждом гомеоморфе п — 1­мерного куба множество точек не­
прерывности линейно непрерывной функции п аргументов всюду плотно. 

Следует отметить, что система множеств 
Ш = ЯН1 + ЯЛ"­ 1 

метризуется метрикой отклонений. Кроме того, в работе встречается и обыч­
ное расстояние между точками л­мерного пространства В". Зто следует 
иметь и виду в дальнейшем. 

В n­мерном пространстве В
П дана замкнутая область D (замыкание 

открытого множества) и в ней система множеств 
Ш = ЯЛ' + ЯЛ"­ 1 , 

где элементами подсистемы ЯЛ1 являются гомеоморфы отрезка 10,1] я элемен­
тами ЯЛ"—1 — гомеоморфы п — 1­мерного куба. 

Введем метршсу отклонений в системе Я$, то есть, если даны множества 
л и В, то расстоянием (отклонением) между ними назовем 

max [sup р (х. В), sup р (А, у)] 

и обозначим ого в дальнейшем через л (А, В). 
На систему ЯН = ЯЛ1 + Я>с"—1 наложим следующие условия: 
I. Каковы бы ни были множество М0 £ Я Л П — 1 ноготочка х 0 £ Л / 0 , для 

каждого б > 0 существует содержащее эту точку множество М £ ЯЛ1 и 
8 > 0 такие, что для всех Л / £ Я Л " ~ 1 , удовлетворяющих неравенству 

а(Л/ 0 , М) < 8, 

пересечение М М ­не пусто и 

р(х 0 , ММ) < е. 

(р(.4, В) — расстояние между множествами А и В и обычном смысле). 
II. Каковы бы ни были множество М0£Шп~1 и его точка х 0 £ Л / 0 , для 

каждого е > 0 существует такое 8 > 0, что для каждого х £ U р (х0, 8) су­
ществует содержащее точку х множество М £ Шп~~х, удовлетворяющее при 
этом неравенству 

«(Л/, М0) < г. 

Аналогичные условия I и II наложим и на элементы подсистемы ЯЛ1. 
III. Если М0— произвольно выбранный элемент системы Я Л " ­ 1 и мно­

жество G — открытое (относительно Ми) подмножество множества М0, а 
© 1 — открытое (относительно ЯЛ1) подмножество системы ЯК1 такое, что 
через каждую точку множества G проходит по крайней мере один элемент 
множества @1, тогда в множестве G существует такое открытое (относительно 
М0) подмножество G', что элементы множества б!1, проходящие через точки 
множества G', образуют открытое (относительно ЯЛ1) множество. 

Отметим следующее: если Z), — подобласть области D, то в DT индуци­
руется новая система 

ЗЙ! = ял! + Ш~% 

где элементами Яй1 являются множества 
M'=DL­M, (M£W), 



а элементами 9Я" 1 — множества 

M"=Di-N> (N^m*-
1

). 

IV. Для каждой точки т 0 области D и для каждого е > 0 существует 
такая окрестность U (не обязательно сферическая!) точки х0 с диаметром 
< е, что индуцированная множеством' U система 99?, = 99i ļ -+- 9 И " ­ 1 

удовлетворяет условиям 1, II и III в области U. 
Рассмотрим еще функцию f(x), заданную в области D и удовлетворяю­

щую следующим условиям: 
(A) Функция )(х) непрерывна вдоль элементов системы Ш

1

. 
(B) Пусть в области D дана точка х0, её окрестность U с t) п е > 0. Тогда 

найдется такая точка х, £ U, что на каждом содержащем точку х, множестве 
Л/ £ Ш"—

1 существует открытое (в М) множество Н с U, содержащее 
точку x t , для которой выполняется неравенство 

<о(/, {*„) + / / ) < « 

(где м(/, А) — колебание функции f(x) в множестве А). 
Паша задача — исследовать строение множества точек разрыва такой 

функции. 
Л е м м а 1. Пусть в области D задана функция /(х), удовлетворяющая 

условиям (А) и (В) и такая, что на каждом открытом (относительно 9Л1) под­
множестве ©' пространства 99i1 выполняется неравенство 

где х — константа. 
Пусть кроме того дано 0 < с < х. 
Тогда множество тех элементов М пространства 99i1, для которых при 

фиксированном s 
<о(/, М) < х — е, 

неплотно в Ш
1

. 
Д о к а з а т е л ь с т в о : Возьмём в Ш

1 открытое множество ©• и дока­

жем, что можно найти в нем такое открытое подмножество ©', что 

со(/, М) 2г х — е 

для всех М £ (У*. Этим лемма будет доказана. 

1. Допустим сперва, что функция f(x) на множестве £ Л/ ограничена 

снизу и что её нижняя грань равна g. Тогда для любого 8 > 0 существует 
такая точка х„ £ £ М, что /(х 0) < g + 8. Фиксируем 8 > 0 и найдем 

Л / 6 © 1 

соответствующее ему х„. Через точку х 0 проходит по крайней мере один 
элемент множества © 1 ; пусть это будет элемент М0. В силу того, что ©* 
открыто, в 95i1 существует такая 8 — окрестность элемента Л/ 0 Ua(M0,8), что 
UX{M0, 8) с ©V По этой 8—окрестности можно найти такую т/0—окрестность 
точки х 0 J7p(x0, т)0), что через каждую ее точку проходит по Крайнев мере 
один элемент множества Ua(M0, 8) (в силу условия II). В окрестности 
^р( х о • %) существует такая точка х0, что на каждом проходящем черев 

4 — 8 6 1 8 



эту точку элементе пространства й ) с п — 1 находится содержащее точку х0 

открытое множество Н такое, что 

<о(/,{х0} + Я ) < ­ | (1) 

(условие (В)). 
Через точку х 0 проходит по крайней мере один элемент множества 

Ua(M0, 8), например, М0. Возьмём окрестность точки х„ Up(x'0, rļ'0) такую, 
чтобь! 

Up(x'0 , tjo) с Up(xe , t]0). 

По этой окрестности Up(xQ , щ) найдем такой элемент М0 пространства 
Щп—i и такое 8, > 0, что элемент Л/„ содержит точку х0 и пересекает все 
элементы множества Ua(M'0 , 8,) в окрестности Vр(х'0, TJO) (Это всегда 
возможно в силу условия I). По 1/л(М0 , 8,) найдем такую окрестность 
^р(«'о. TJO)точки х 0 , что через каждую ее точку проходит по крайней 
мере один элемент множества Ua(M0, 8,) (условие II). На элементе Л/ 0 

возьмем открытое множество Н0 такое, чтобы выполнялось неравенство (1) 
и чтобы было 

/ / „ С tfp(Xo\»lo)­

В силу условия III в множестве / / 0 существует такое открытое подмно­

жество Н0, что элементы множества Ua(M0 , 8,), проходящие через точки 
множества / /„, образуют открытое множество ©J. Легко видеть, что нижняя 
грань функции f(x) в множестве $] М больше или равно g. Согласно 

условиям леммы, на множестве £ М колебание функции f(x) больше 
М € & \ 

пли равно х, поэтому найдется такая точка х, £ £ М, что 
Мб ©1 

Щ, х - Л - i " . (2) 

Поступая аналогично предыдущему, найдем для точки х, такое откры­

тое множество W Ļ C Л/, (где Л/ ,— подходящий элемент подпространства 
ЭМ»-'). что 

*>(/, {х,} +Щ)<± (3) 

и кроме того множество элементов окрестности Ua(M'0 , 8,), проходящих 
через точки множества /7, , открыто (относительно Ш1). Обозначим это мно­

жество через Из неравенств (1), (2) и (3) следует, что 

со(/, М) > х — Ā — е 

для всех Л/£@' . Но так как 8 > 0 — в ы б р а н о произвольно, то 

о(/, М) > х — е 

для всех Л/ £ О)1, что и требовалось доказать. 



Если функция f(r) на множестве Л/ не ограничена снизу, но ограни­

© 1 

чена снизу на множестве £ М, где ©J — открытое подмножество множе­

Л/€ © } 
ства © \ то доказательство проводится на множестве ©1 аналнгично 
предыдущему. 

2. Пусть функция f(x) не ограничена снизу ни на каком множестве 
2 Л/, где ©J с @1. Возьмем точку г 0 £ £ Так же как и выше, 

Л/<Е ©J Л / ё ©
1 

можно найти открытое множество Н0 с Л/ 0 , Л / 0 ^ 9 } ? " — т а к о е , что 

о > ( / , { х 0 } + я ; х ­ 1 (Г) 

и такое, что множество элементов множества ©', проходящих через точки Н0 , 
открыто относительно Эй1. Согласно условиям леммы и допущению, что 
функция f(x) не ограничена снизу на множестве £ Л/, найдется такая 

Л/£@1 

точка хЛ , что 

ы ( / . {х 1 } + Я 0 ) > х ­ 1 . (2') 

Дальше найдем множество # t такое, что 

«(/ , <*i>+ # . ' ) < {• (3') 

и множество ©' элементов множества ©', проходяпи>х через точки мно­

жества / / , , открыто. Из неравенств (Г), (2') и (3') следует, что ©' — 
искомое множество. 

Этим лемма полностью доказана. 
Пусть кроме элементов системы Ш = Ш

1 + Ш"~
1 дано множество/­, 

которое может не принадлежать системе Ш. (Множество L — гомеоморф 
п — 1 — мерного куба). 

Отметим прежде всего следующее: 
1. Функция f(x), удовлетворяющая условиям (А) и (В) в области D, 

удовлетворяет этим же условиям и в каждой подобласти Dt области D. 
2. Каждая п — мерная область D, имеющая хоть одну общую внутрен­

нюю точку х0 с множеством L (где а:0 внутреннаи так же относительно L) 
высекает на L по крайней мере одно связное подмножество множества L, 
содержащее точку х0. 

Это почти очевидно. 
Л е м м а 2. Пусть в области D дано: функция j(x), удовлетворяющая 

условиям (А) и (В), множество L, удовлетворяющее условию III, и х > 0. 
Тогда множество тех точек, в которых 

х) 35 х, 
неплотно на L. 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Доказательство проводится от противного: 
пусть утверждение леммы неверно, то есть, существует такое открытое под­
множество G множества L, что в каждой его точке х £ G 

<•)(/, х) > х. 



Фиксируем монотонно стремящуюся к нулю последовательность поло­
жительных чисел: 

е, > е 2 > . . . > е„ > . . . , 
е п ­ * 0 

Я—i Св. 
Согласно условиям леммы в множестве С существует такое открытое 

(относительно L) подмножество С , что множество ©'элементов пространства 
Ш1, проходящее через точки множества С, открыто (относительно ŠJt,). Па 
множестве £ М выполняется неравенство 

Л/6©' 
*>(?, I Л/) ^ х, 

Л/6©' 
но тогда в силу 1­ой леммы во множестве ©' можно найти такое открытое 
подмножество ©" множества © ' . ч т о для всех Л / £ © " выполняете}! не­
равенство 

со(/, Л/) х — ej . 

Возьмем в множестве©" открытое подмножество© 0 такое, чтобы замы­

кание ©° принадлежало множеству ©": 
©° с ©" ­

и точку х, £ Л/ • С . Пусть Л/, — проходящий через точку х, элемент 
Л/6 ©о 

множества ©°. Так как множество ©° открыто, то найдется такая окрест­
ность «7 в(Л/,, 8,) элемента МХ что 

UQĻ(Ml, 8.) с @«. 

По этой 8j — окрестности шикюм такую ļjj — окрестность точки XJ 
с7 р(х,, t),), что через каждую ее точку проходит по крайней мере один 
элемент множества Ua(M0 , 8,). Во множество Uf(Xļ, rj,) существует такая 
содержащая точку х, область Dt (Dx с «Vp(x1 , rj,)) с диаметром меньшим 
или равным 1, что в ней выполняются условия I, II, и III относительно ин­
дуцированной системы 

В дальнейшем рассмотрим функцию /(х) в области Z), . Как уже отмеча­

лось, относительно системы 9Н, = 3RJ + 9й " — 1 функция /(х) удовлетворяет 
условиям (Л) и (В). Множество, полученное из множества ©° при сечении 
его элементов областью D,, обозначим через @, ; легко видеть, что оно 
открыто относительно Ш\. 

Возьмем далее множество G, с L согласно замечанию 2. Во множестве 
6', найдется такое открытое подмножество G,, что проходящие через его 
точки элементы множества ©, образуют открытое (относительно 8И}) мно­

жество " © j . В этом множестве .существует такое открытое подмножество 
©", что 

<•>(/, М) > х — е 2 

для всех Л/ £ ©, . 
Во множестве ©" возьмём открытое множество ©? такое, что 



Как и в предыдущем, возьмем точку х 2 £ £ М • G[ И проходящий 
М€©° 

через нее элемент Л/, множества ©?. Найдем окрестность элемента М2 

такую, что 
иа(м2, S 2 ) С 

По 8 2 — окрестности ил(М2, 82) найдем такую окрестность U(t(x2, у ] а ) 
точки х 2, что через каждую её точку проходит по крайней мере одни эле­
мент множества Ua[M2 , 82). 

Во множестве U9(x2, т]2) существует такая окрестность D2 точки х2 , что 

Я , С # р ( Х 2 , 1 ) 2 ) 

с диаметром < ~ , что в ней выполняются условия I, II и III относительно 
новой индуцированной системы 

9К2 = SRļ + Wļ-\ 

В дальнейшем функщпо f(x) рассмотрим в области D2; в этой области 
выполняются условия (А) и (В). Множество ©5 в области D2 переименуем 
в @ 2 . 

Дальнейшая конструкция проводится индуктивно. Подробное описание 
индуктивного перехода опускается в виду его простоты. 

Таким образом мы получили последовательность замкнутых включенных 
областей 

D э й , => . . . з Д , => . . . , 

при чем диаметр dDn < . л = 1, 2, 3, . . . . 
Существует одна единственная точка х0, общая всем этим областям, через 
которую проходит по крайней мере один элемент М0 подпространства 
Ш

1 такой, что Л/ 0 • ОП£(&П (это следует из выбора множеств ©„), причем 
ы(/, М 0 • D„) ž ж — е„ 

для всех п = 1, 2, 3, . . . . 
Но из этого следует, что 

*>м. (/, *0) > * 

(где ыд£, (/, х 0 ) — колебание функции f(x) в точке х 0 вдоль элемента Л/ 0), 
что противоречит условию (А). 

Этим лемма доказана. 

ОБОБЩЕННАЯ ТЕОРЕМА БЭРА 

Пусть в области D дана функция /(х), удовлетворяющая условиям (А) 
и (В), и множество L, удовлетворяющее условиям 2­ой леммы. 

Тогда множество точек непрерывности функции /(х) всюду плотно на 
ыпожестве L. 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Обозначим через В„ множество всех тех точек 
множества L, для которых выполняется неравенство 

«(/, х) > ­ i ­ , п = 1, 2, 3 



Тогда множество В всех точек разрыва функции f(x) на множестве L 
будет 

В = В у + в 3 + . . . + В п + . . . . 

Но множество В — первой категории, значит множество всех точек 
непрерывности функции f(x) на L — второй категории, чем теорема и до­
казана. 

Отсюда как простое следствие получается обобщение результата Хана 
(см. введение): 

На каждом гомеоморфе п — 1 — мерного куба множество точек непре­
рывности линейно непрерывной функции п аргументов всюду плотно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Обозначим через 99i1 множество всех прямых, 
параллельных оси xt, а через 3 9 i n — 1 — множество всех гиперплоскостей 

ж, = consl. 

Доказательство нашего утверждения сводится к доказательству того, 
что линейно непрерывная функция удовлетворяет условию (В) относительно 
системы 991 n — 1 . " 

Докажем следующее свойство линейно непрерывной функции п аргу­
ментов: 

Пусть дана точка р0{х\ , х% х°), ее окрестность Up(p0, rl0) в 
е > 0. Тогда в окрестности Up(p0 , rj0) существует такая точка р , и ее 
окрестность Up(pl , yj,) С Up(p0, У] 0 ) , что 

Докажем это утверждение для п = 2. Через точку р0(х0, у0) проводим 
прямую 

У ~Уо • 
На этой прямой найдется TAKOII интервал 

V = {Щ ­ щ% + г,'). 
что 

"(А *0 < f Щ 

Возьмем при этом V таким, чтобы 

U' = U9(Po , щ). 

Согласно результату Вэра (см. введение) в интервале V найдется точка 
Pi и ее окрестность 

Uf,(Pi • <= Uf(pa, У] 0 ) 

такие, что 

Ц / . tfpO».. 4 i ) ) < | ; (5) 

Из неравенств (4) и (5) следует, что 
4/,</>o> + tfp(j>i. >).))< е­

Пусть это свойство справедливо для линейно непрерывной (функции 
к — 1 аргумента (к < л); докажем, что оно справедливо и для функции 
к аргументов. 

Через точку pl(x1, xļ) проведем гиперплоскость 

xļ = const. 



В этой гиперплоскости функции f(xt, х2 , a^—i, xk) является уже 
функцией к — 1 аргумента, поэтому в окрестности # p ( p £ _ i , vj) точки 
{х\,х%, x2_i) = р2_ | существует такое открытое множество 
V С F/p(/>2—X , *)), что 

«0 ,<r f ­ i> + t O < § • (6) 

Но по теореме Хана в множество V существует точка непрерывности 
р

1 функции f(xY, хг , ..., хк) и её окрестность (к — мерная! UС и' такая, 
что 

<•>(/. ffi)<|­ (7) 

Из неравенств (6) и (7) следует, что 

*»(/. (Р°к) + Ш < * 
Значит свойств имеет место для всех к = 1, 2, . . ., я, в частности и для 

к — п — 1, что и требовалось доказать. 
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PAR VAIRĀKU MAINĪGO FUNKCIJU DAĻVEIDA NEPĀRTRAUKTĪBU 

M. K. Zandere 

(Kopsavilkums) 

Darbā apskatītas ii-dimensiju telpas R" apgabalā D definētas funkcijas 
f(x), kas nepārtrauktas gar zināmai saimei Ш

1 piederošām vienkāršam līnijām 
«ii kuru oscilacijai gar saimei Ш"—

1 piederošām kopām (« — 1 — dimensionala 
kuba bomeomorfiem) ir uzlikti zināmi noteikumi (vājāki, kā nepārtrauktības 
prasība gar šīs saimes elementiem). Ir pierādīts, ka šādu funkciju nepārtrauk­
tības punkti guļ visur blīvi uz kairas kopas L, kas ir kuba bomeomorfs un 
apmierina vēl zināmus noteikumus. Kā sekas dabūts H. Habna rezultāta 
(sk. ievadā) vispārinājums. 





ЛАТВИЙСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ П. СТУЧКИ 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3, 1958 ГОДА 

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ВЕРХНИХ И НИЖНИХ Ф У Н К Ц И Й 

К РЕШЕНИЮ НЕЛИНЕЙНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ 

ВТОРОГО ПОРЯДКА 

А. Р. ГРИНФЕЛЬДЕ 

В 1919 году академик С. А. Чаплыгин разработал новый метод для 
приближенного решения дифференциальных уравнений первого порядка [Ц. 
Впоследствии этот метод получил название метода верхних и нижних 
функций. 

В 1954 году Б. Н. Бабкин в работе 121 решил методом верхних н нижних 
функций нелинейную дифференциальную систему второго порядка 

\ у(а) = А; у(Ь) = 5 ;

 ( > 

Здесь А и В цронзвольные постоянные, функция /(х, у) непрерывна в области 
G : а^х^Ь, — оо < ?/ < ­f­ оо и имеет в G непрерывную неотрицательную 
производную по у . 

В настоящей работе методом верхних и нижних функций решается 
нелинейная дифференциальная система второго порядка 

( У " = 1 { Х > У ) (II) 
\ у(а) = А; у'(Ь) = В

 { l > 

где функция f(x, у) непрерывна в области G:a < х < Ь, — оо < у < + оо 
и имеет в G непрерывную неотрицательную производную по у . 

§ 1. 
НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ 

СИСТЕМЫ (II) 

!. Прежде чем приступить к построению верхних п нижних функций 
для решения нелинейной дифференциальной системы (II) следует выяснить 
вопрос о существовании и единственности решения. 

Имеет место следующая т е о р е м а 1 ( т е о р е м а е д и н с т в е н ­
н о с т и). 

Пусть дана дифференциальная система 

[ У" = /(*. У) (1.1) 
\ у(а) = А; у'(Ь) = В, (1.2) 

где функция /(х, у) непрерывна в области G и имеет в G непрерывную 
производную ­—^ ^ 0. Если дифференциальная система (1.1), (1.2) имеет 
решение, то оно единственно. 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что дифференциальная система (1.1), 
(1.2) имеет два различных решения у(х) и z(x). Тогда имеет место соотно­
шение 

у" ­ z" ­ f(x, у) + f(x, z) = 0. 

Используя формулу Лагранжа, имеем 
y " - z " - ŗ y . ( у _ г ) = 0, (1.3) 

дНх, г + Щу — г)) 
где ŗy = ^ — , (0 < 6 < 1). 

Умножая обе части равенства (1.3) на у — z и интегрируя в пределах от 
а до Ь, получим, что 

ь ь 

~ { ( У ' ­ ­ ff'v • (У ­ = О­

а а 

Последнее равенство противоречит условию ^ 0, следовательно, 
у(х) = з(х), что и требовалось доказать. Существование решения диффе­

ренциальной системы (II) вытекает из дальнейшего (см. § 2 и § 3). 
2. Пусть правая часть уравнения (1.1) удовлетворяет условиям теоремы I. 

Тогда имеет место следующая т е о р е м а 2. 
Если на отрезке [а, Ь] дважды непрерывно дифференцирусчая 

функция v(x) удовлетворяет граничным условиям (1.2) и дифференци­

а.гьному неравенству 
v"­f(x,v)$0 (1.4) 

то 

па все.и иптерва.ге (а, Ь). Здесь у(х) является решением дифференциа.гьной 
системы (1.1), (1.2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим 

v" ­ /(*, V) = а(х). 

тогда а(х) < 0. Применяя формулу .Лагранжа к соотношению 

f ­ У" ~ /(*. v) + f(x, у) = ф), 
имеем 

V"­у"­ГУ • (v­y) = *(x). (1.5) 

Умножая равенство (1.5) на v — у и интегрируя в пределах от я до Ь, по­
лучим 

ь ь ь 
­ J (»' ­ ­ / 11 • (v ­ y)'­dx = ļ a(x) (v -y)dx. (1.6) 

Так как ­~ > 0, то 
ду ­

J a(x) (v ­ ij)dx < 0. (1.7) 

Неравенство (1.7) показывает, что существует по крайней мере одна точка 
Š* £ [а, Ь] такая, что 

v(Z*) > У{\*)­ (1­8) 



Покажем, что v(x) ^ у(х) на всём отрезке |я, А]. Действительно, допустим, 
что это не так, т. е. существует \\ £ \а, Ь\ такое, что 

m < ш 
В силу непрерывности функции г-(х) и у(х) последнее неравенство имеет 
место в некотором интервале (х х , х 2). Возможны два случая 

а) а < Ху < хг = b 

б) а < х, < х3 < Ь. 

В первом случае имеют место граничные условия 
v(x1) = y(x t); v'(x2) = у'(х,). 

Применяя предыдущие рассуждения к дифференциальной системе 

ļ У" = Ы У), 

приходим к неравенству 

/ *(*)(v­y)dx < О, 

х, 

что невозможно, так как а(х) < 0. 
Во втором случае имеют место граничные условия 

= У(^); v(x2) = у(х2). (1.9) 

В работе 12] доказано, что если на отрезке 1х х, х 2 ] дважды непре­
рывно дифференцируемая функция v(x) удовлетворяет граничным условиям 
(1.9) и дифференциальному неравенству (1.4), то г(х) ^ у(х) на всём 
\Xļ , х 2 ] . Это протиноречит допущению, что v(Ķ) < y(Ķ). 

Диалогично можно доказать т е о р е м у 3: 
Если на отрезке \а, Ь\ дважды непрерывно дифференцируемая функция 

н(х) удовлетворяет граничным условиям (1.2) и дифференциальному 
неравенству 

и " ­ / ( х , н) > 0, (1.10) 
то 

н(х) < 2/(х) 
на всём отрезке \а, Ь], где у(х) — решение дифференциальной системы 
(11). (1­2). 

В дальнейшем функцию v(i), которая удовлетворяет граничным усло­
виям (1.2) и дифференциальному неравенству (1.4), на:.о1ём верхней фупк­
цней для решения дифференциальной системы (1.1), (1.2). Аналогично 
функцию и(х), когорая удовлетворяет граничным условиям (1.2) и диффе­
ренциальному неравенству (1.10), назовём нижней функцией для решения 
дифференциальной системы (1.1), (1.2). 

§ 2. 
ПОСТРОЕНИЕ ВЕРХНИХ И НИЖНИХ ФУНКЦИЙ 

1. Нижнюю функщпо м(х) для решепия у (х) дифференциальной системы 
(1.1), (1.2) можно легко построить. Решим линейную дифференциальную 
систему второго порядка 

и" = /(X, + оо) (2.1) 
и{а) = А; и'(Ь) = В. (2.2) 



Так как ^ 0, то 
ду 

и" ­ 1(х, и) = Щ + со) — /(«, в) > 0, (2.3) 
Из последнего неравенства н теоремы 3 следует, что 

и(х) < у(х). (2.4) 

Функция н(х) существует, так как дифференциальная система (2.1), (2.2) 
имеет одно и только одно решение. Рассмотрим решение v(x) линейной 
дифференциальной системы второго порядка 

| *" = ­ во), (2.5) 
\ v(a) = Л; v'{b) = В. (2.6) 

Функция v(x) является верхней функцией для решения у(х) диффе­
ренциальной системы (1.1), (1.2). 
Действительно, так как ^ 0, то 

v" ­ f(x, v) = f(z, ­ со) ­ f(x, v) < 0. (2.7) 

Из неравенства (2.7) и теоремы 2 следует, что 
v(x) > у(х). (2.8) 

Так как дифференциальная система (2.5), (2.6) имеет одно и только одно 
решение, то функция р(х). удовлетворяющая неравенству (2.8), существует. 

2. Построим верхние и нижние функции, которые аппроксимируют 
решение у(х) дифференциальной системы (1.1) (1.2) лучше, чем v(x) и и(х). 

Решение дифференциальной системы 

Г v" = f(x, в), 
\Vl(a) = A: v[(b) = B; 

является верхней функцией для у(х). Действительно, из (2.3) следует, что 
и(х) ^ vM (2.9) 

Из (2.9) и условия ~ > 0 получаем 

* ' " ­ / 0 ­ . * ' . ) = Ы » ) ­ / ( * , § < 0. 
Следовательно, по теореме 2 

vt(x) j>. у(х). (2.10) 
Кроме того из неравенства 

v" — /(х, и) = f(x, — со) — 1(х, и) < 0 
и теоремы 2 следует, что 

V%(x) ^ v(x), (2.11) 
т. е. функция r , ( . i ) аппроксимирует у(х) лучше, чем v(x). 

(следующую нижнюю функцию можно получить, решая дифференциальную 
систему 

ļ и" = 1(х, V) 

\н1(а) = А; и[(Ь) = В. 

Действительно мд(.г) является нижней функцией для у(х), так как из (2.7) 
и теоремы 2 следует, что 

v(x) > ih(x). (2.12) 



Используя (2.12) п условие 2* 0, получаем 

и"— /(х, U ] ) = /(х, v) — f(x, u,) ^ 0, 

откуда по теореме 3 следует, что 

И у(4 (213) 
Кроме того 

щ(х) и(х), (2.14) 
т. е. iiļ(x) аппроксимирует решение у(х) лучше, чем и(х), так как 

и" ­ f(x, v) = f(x, + оо) ­ /<х, v) > 0. 

Итак, для построенных верхних и нижних функции, ввиду (2.8), (2.10), 
(2.11), (2.4), (2.13) и (2.14), имеют место неравенства 

и(х) < u,(x) < у(х) < u,(x) < v(x). 

Этот.процесс построения верхних и нижних функций можно продолжать 
неограниченно. Используя метод математической индукции можно показать, 
что решения дифференциальных систем 

f »« = /(*, « „ . О , (2.15) 
\ vn(a) = А; vn(i) = В, (п = 1, 2, 3, . . . ) . (2.16) 

где н0(х) = к(х), являются верхними функциями для у(х). Верхние функ­
ции с большими индексами аппроксимируют у(х) лучше, чем верхние функ­
ции с меньшими индексами, т. е. 

у(х) š ... < г?„(х) < . . . < Viix) < v(x). 

Аналогично строится последовательность нижних функций 
и(х) š м,(х) ^ . . . ^ ы„(х) у(х). 

Эти функции являются решениями дифференциальных систем 

ļ »* = /(*, г п _ , ) (2.17) 
\ Щ = А; ип(Ь) = В, (п = 1, 2, 3, . . . ) , (2.18) 

где v0(x) = v(x). 
Отметим, что все верхние и нижние функции определяются единственным 
образом, так как дифференциальные системы (2.15), (2.16) и (2.17), (2.18) 
имеют единственное решение. 

РАВНОМЕРНАЯ СХОДИМОСТЬ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 
ВЕРХНИХ И НИЖНИХ ФУНКЦИЙ К РЕШЕНИЮ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ 

1. Чтобы доказать, что последовательности { v„(xj) , { и„(х)} на отрезке 
1а, Ь] равноморно сходятся к одной и той же функции <р(х), покажем, что 
последовательность {г'„(х)— Un(x)} на отрезке [а, Ь] равномерно сходится 
к нулю. Для сокращения записи, обозначим г>„(х) — и„(х) = zn\x). 

Так как последовательность { г'„(х)} монотонно убывает, а последователь­
ность { н„(х)} монотонно возрастает, то последовательность { г„(х) } моно­
тонно убывает, кроме того эта последовательность ограничена снизу. 



Следовательно, последовательность { z„(x) } сходится в каждой точке отрезка 
[а, 6]. Обозначим предел этой последовательности через z(x). 

Функция Zn(x) является решением дифференциальной системы 

| й = /(*, "п—i) — f{x, « „ _ , + z„_,) 
\*„(«) = 0; £(Ь) = 0 (n = i, 2, 3, . . . ) , 

(3.1) 
(3.2) 

где z0(x) = v0{x)— u 0(x). Решение дифференциальной системы (3.1), (3.2) 
можно написать в интегральной форме 

х 

zn(x) = J(x.r­ t) [/(<, « „ ­ Д О ) ­ f(t, u n _ t ( 0 + z„_i (t))]dt ­

• •» i 
b 

­
 { x

~
a ) j [

f

(
1

' ­ ( 0 + ( 0 ) ] * • (3.3) 
а 

Чтобы доказать равномерную сходимость к нулю последовательности 
{ Zn(x)} , покажем, что на всём отрезке последовательность { z^(x)} равно­
мерно сходится к нулю. Дифференцируя (3.3) по х, получим 

х 
= / [/('. " п ­ 1 ( 0 ) ­ /(Л " п ­ 1 ( 0 + 2 „ _ , ( 0 ) ] dt ­

а 
Ь 

­ } [j(t, н п _ , ( 0 ) — /(С н„_, ( 0 + z n _ , ( 0 ) ] dt 

И Л И 

= / [/(/, ( 0 + Z n _ , ( 0 ) ­ /(<, « „ _ , ( / ) ) ] «U. 

Так как z0(x) < /V и J ^ ­ ^ К, где N вК постоянные,то после несложных 
вычислений будем иметь 

для всех .т £ [а, Ь]. 
Неравенство (3.4) показывает, что 

lim z^(x) — z'(x) = 0, 
П­»оэ 

причем сходимость равномерная. Отсюда и из первого граничного условия 
(3.2) заключаем, что 

lim z„(x) = z(x) = 0. 
n­*co 

Таким образом, доказано, что последовательности верхних и нижних функ­
ций сходятся равномерно на отрезке [а, Ь] к одной и той же функции <р(х). 

2. Функция <р(х) удовлетворяет дифференциальной системе (1.1), (1.2). 
Действительно, из дифсреренциальной системы (2.15), (2.16) следует, что 

* ь 
vn(x) = ļ (x-t) /( / , и п _ , ( 0 ) dt + (x-a)[B-J f{t, (t))dt] + A. 

а а 
(3.5) 



Переходя к пределу в равенстве (3.5), имеем 
х Ь 

<?(*) Г / ( * ­ < > / ( С ф ( 0 ) * + (х ­ а) [ В ­ J / ( / , ф(/))Л ] + Л 

или 
<р"(х) = / (*, ?(*)). 

Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что <р(я) удовлетворяет 
также граничным условиям (1.2). 
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NELINEĀRAS OTRAS KĀRTAS DIFERENCIALSISTEMAS 
ATRISINĀŠANA AR AUGŠĒJO UN APAKŠĒJO FUNKCIJU METODI 

A. Grinfelde 

(Kopsavilkums) 

1954. gadā B. Babkins 121 izmantoja augšējo un apakšējo funkciju metodi 
nelineāras 2. kārtas diferencialsistemas (I) atrisināšanai. Šinī rakstā augšējo 
un apakšējo funkciju metode izmantota cita tipa nelineāras 2. kārtas diferen­
cialsistemas (II) atrisināšanai. 

1. § pierādīta diferencialsistemas (1.1), (1.2) atrisinājuma unitate un divas 
teorēmas: 

Ja funkcija v(x) lu(x)], kas ir divreiz nepārtraukti diferencējama segmentā 
|a, b], apmierina robežnosacījumus (1.2) un diferencialnevienādibu (1.4) 
1(1.10)1, tad intervālā (a, b) ir spēkā nevienādība v(x) ž y(x) \u(x) < y(x)\, 
kur y(x) ir diferencialsistemas (1.1), (1.2) atrisinājums. 

Izmantojot šīs teorēmas, darbā tiek konstruētas augšējās un apakšējās 
funkcijas diferencialsistemas (1.1), (1.2) atrisinājumam y(x). 

2. § parādīts, ka nelineāras diferencialsistemas (1.1), (1.2) atrisinājuma 
augšējās un apakšējās funkcijas var konstruēt, atrisinot lineāras diferencial­
sistemas (2.15), (2.16) un (2.17), (2.18). 

3. § pierādīts, ka diferencialsistemas (1.1), (1.2) atrisinājuma y(x) augšējo 
un apakšējo funkciju virknes segmentā [a, b] vienmērīgi konverģē uz y(x). 
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ЛАТВИЙСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ П. СТУЧКИ 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3. 1958 ГОДА 

О МЕТОДЕ ЭТАЛОННЫХ ФУНКЦИЙ 

Э. Я. РИЕКСТЫНЬШ 

Асимптотическое представление решений дифференциального уравнения 

L0(y) Е Э у" + 1ХЩх) + Q(x)]y = 0 (0.1) 

( * € Ю- 'о!, х > х , > О) 
при больших значениях параметра X в случае, когда Я(х) > 0 и Q(x)\ < М, 
хорошо известно из работ Лиувилля 111, Горпа [21 и Стеклова 13 . Асимпто­
тическое поведение решений дифференциальных уравнений ге­го порядка 
при X —>• оо известно из работы Биркгофа (41, а поведение решения системы 
1­го порядка из работы Шлезингера (51. В последних двух работах рассмат­
ривается комплексный параметр, а у Шлезингера и комплексный аргумент. 
Комплексные X и х встречаются в большей части цитированных работ, по в 
настоящем обзоре мы не будем вдаваться в это подробнее. 

Случаи, когда В(х) на сегменте имеет нули или полюсы, или же QĻr) 
имеет полюсы, начали исследоваться позже. Но и в настоящее время эти 
вопросы далеко не разрешены полностью. В дальнейшем будем говорить, что 
уравнение (0.1) в указанном случае имеет особенности. 

Одной из первых работ в этом направлении является работа Хильба (fij, 
в которой рассматривается частный случай уравнения (0.1) (преобразованное 
уравнение Лежандра), когда Я(х) = 1 и Q(x) имеет полюс 2­го порядка. 
Хильбом получено асимптотическое представление решения на всем сег­
менте при X —>• оо с помощью функций Бесселя. Идея метода эталонных 
функций — выразить асимптотическое представление решений уравнения 
(0.1) при наличии особенностей с помощью основных решений другого, в 
явном виде разрешаемого уравнения (которое называется присоединенным 
уравнением) — высказана уже в работе Джефрия 171. Однако эта работа 
не содержит достаточного обоснования метода. Такой же дефект имеют и 
некоторые другие работы, появившиеся вскоре после работы Джефрия 
(например 18, 91). 

Начиная с 1931 года появляется цикл работ Лейнджера, в которых новая 
идея развивается и обосновается. Сначала рассматривается случай, когда 
Я(х) имеет нуль любого порядка 110, 111, а Q(x) — ограничено. Далее Лейн­
джер рассматривает более общее уравнение 

Л0(г,) 9 и" + [\Щх)'+ ХР(х) + Q(x, 1)]и = 0, (0.2) 

когда Я(х) имеет нуль второго порядка [121, а Р(х) и Q(x, X) ограничены. 
Наконец исследуется асимптотическое поведение решений уравнении (0.1) 
в случае, когда Я(х) = x"*R\(x) (v > — 2) и Q(x) имеет при х = 0 полюс 
второго порядка 1131­

Благодаря этим работам новый метод стал общеизвестным и начал ши­
роко применяться в различных работах иностранных и советских авторов. 
За границей этот метод часто называется методом Лейнджера. Особенное 
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значение этот метод имеет в квантовой механике при исследовании рсшепий 
волнового уравнения. 

В 1949 году Лейнджер дал метод для уточнения полученного асимптоти­
ческого представления, причем рассматривалось уравнение (0.2) в случае, 
когда Я(х) имеет нуль первого порядка, а остальные функции аналитические 
114]. Форма.шно этот прием был указан уже п работе [15]. Вскоре после 
этого Черри предложил другой вариант для решения той же задачи, причем 
в этой работе рассматривалось уравнение (0.1) [10]. Мак Кельви методом 
Лейнджера уточнил асимптотическое представление решения (0.2) для 
случая двухкратного нуля у функции Щх) [17]. Обзор идей Лейнджера и 
Черри дается в работе Эрдейи [24]. 

Во всех указанных работах, кроме [241, недостаточно освещается один 
момент — выбор эталонных функций. Этот момент хорошо освещен в работе 
Л.А.Дородницына 118], который предлагает видоизмененный вариант 
метода.* Л. А. Дородницын рассматривает 2 случая: 1) Я(х) = 
= x'Ji'i(c) (v > — 2), \Q(x)\ < М, Я^х) > 0 и 2) Я(х) имеет полюс первого 
порядка, а Q(x) — полюс второго порядка. Особенно надо отметин», что в 
этой работе подробно рассматриваются применения полученных асимпто­
тических формул к асимптотическому представлению собственных значений 
задач Штурма — Лиувнлля. 

Таким образом видно, что имеется много работ по вопросу асимптоти­
ческого представления решения (0.1) в случае одной особой точки. Насто­
ящая статья посвящена объединению, некоторому расширению и видо­

изменению полученных результатов, причем ради простоты рассматривается 
только случай вещестпенного параметра и аргумента. Но именно этот случай 
имеет наибольшее значение в математической физике. 

Следует отметить, что случаи нескольких особых точек до сих пор разо­
браны совершенно недостаточно. Имеются попытки применить метод эталон­
ных уравнений для асимптотического представления решения (0.1) на всем 
сегменте в случае двух простых нулей функции на концах сегмента [напри­
мер, 19, 20, 21), но в них нет достаточных математических обоснований. 

В последнее время главное внимание уделяется либо применению метода 
эталонных фушщий к нахождению асимптотических представлений различ­
ена специальных фушщий, либо попыткам перенести этот метод на уравнениях 
высших порядков. 

§ i . ' 

1°. Основная идея метода Эталонных функций состоит в следующем: 
Уравнение (0.1) (или же (0.2)) переписывается в форме 

Ь0(.'/) + рИ.У = рНУ, (1­1) 
а затем обычным способом приводится к интегральному уравпошпо типа 
Вольтерра. Решение последнего ищется в виде ряда методом последователь­
ных приближений. Функция р(.г) подбирается так, чтобы уравнение 

Ц,О) + р ( * & ­ 0 (1.2) 
имело бы линейно независимые частные решения в виде 

у, (х, X) = А{х, Х)% (£ = 1,2) (1.3) 
где Ut в свою очередь являются линейно независимыми решениями линей­
ного однородного дифференциального уравнения второго порядка с теми 
же особенностями, какие имеет исходное уравнение (0.1) или (0.2). Урав­
нение (1.2) называется присоединенным уравнением, а уравнение для 

* При чтении корректуры автору стала известной работа В. П . Коноплева ( Д Л 1 1 , 
1958, 118, № I, 25—28) , в которой т о ж е анализируется выбор эталонных функций. 



функции и*{х) — эталонным уравнением для (0.1) ш же (0.2). Надо 
заметить, что перед приведением к форме (1.1) может оказаться удобным 
в данном уравнении ввести замену переменных. Этот прием будет исполь­
зоваться в настоящей работе. 

Ряд, при помощи которого решается интегральное уравнение, должен 
быть асимптотическим при больших X. Тогда при больших X функции 
(1.3) явятся асимптотическими для решений уравнения (1.1), и поэтому 
omu функции назовем эталонными функциями. Дли того, чтобы ряд был 
асимптотическим, функции 11, и U., должны иметь соответствующее хорошее 
поведение при х = 0 и на бесконечности. Кроме того, для практических 
целей надо найти явное выражение для функций «р(ж, X). Все это иалагпет 
ограничения на выбор эталонных функций. Почти всегда в качестве этих 
функций используются цилиндрические функции. Исключение представляет 
случай двухкратного нуля у функции Ii(x) для уравнения (0.2), когда в ка­
честве эталонных функций применяются вырожденные гипергеометрнческие 
функции (они выражаются через функции параболического цилиндра) (12, 
171. 

В настоящей работе главным образом будет рассматриваться уравнение 
(0.1), при том в случае, когда 

Щх) = / V ( . r ) , Q(x) = x~*q(x) (14) 

в х £ (0, У, /„ < оо, ф) >0, а0> ­2. Если д(0) ф 0, то 

q(x) = а0+ Ь0х + («о ^ 0) (1.5) 

а в случае q(0) — 0 q(x) имеет форму 
q(x) = x9[b0 + xg0(x)\. (1,0 ф 0, ļi > 0). (1.6) 

При |J ^ 2 функция Ģ(x) является ограниченной и поэтому можно удовлет­
нориться только значениями Р < 2. Впредь будем допускать значения 
0 < р < 2. Отсюда видно, что рассматриваемое уравнение содержит в себе 
все до сих пор рассмотренные уравнения типа (0.1), а также некоторые 
новые Случаи (при соотношении (1.6)). 

В настоящем параграфе от г(х) будем требовать непрерывную диффе­
ренцируемо! п, два раза в (0, / 0 1, а от g0(.r) — непрерывность. Дополнитель­
ные требовании в <лучас /„ ­ оо будут даны впоследствии. Дополнцтельнь.е 
требования будут наложены также и в третьем параграфе. 

2°. Имеется несколько вариантов метода приведения (0.1) к присоеди­
ненному уравнению. Рассмотрим сначала вариант метода, предложенный 
А. А. Дородннцнным. Из уже высказанных соображений легко видеть, что 
в качестве эталонного уравнения следует брать 

&'Щ + [ ' " ­ % y " ' ] g W = 0. (1.7) 

Значение параметра v будет определено позже, но всегда будем считать, 
что v ^ 0. В дальнейшем введем обозначение 

h = « m . (1­8) 

В качество двух линейно независимых решений (1.7) выберем 
i 

вд=Ч°­V*vw to»*"
0

), 
_i_ (1­9) 



Тогда легко убедиться и том, что определитель Вронского 

Далее требуется найти присосдинонное уравнение. Подставляя в урав­
нение (1.2) y t по формуле (1.3), получаем 

AUt[x*x''r> + <?<*) - 9-( ?') в + v ' ( T ' + y - ' (С)2] + 

+ U't (2Л'<р' + Л<р") + U( (Л" + Ар) = 0. 

Отсюда легко находим 

Ф ^ Х ^ Х ^ Ц * ) . A(x) = yJ=, 

где 

о 

= х[ r(0f"+ _HL_r ' (0)r(0) , '»~ I x + — з , ^ ­ *»] • (1.Ю) 

Так как r(.t) > 0, то ц'(х) > 0 на всем сегменте. 
Очевидно, что р(х) в общем случае прп х = 0 будет иметь полюс 2­го 

порядка. Но легко проверить, что выбрав 

v = j £ f ī — 4 Щ (1.11) 

в случае соотношения (1.5) порядок полюса будет не выше первого. В случае 
(1.6) порядок полюса будет 2 — (5. Если q(0) > ­тр то эталонные функции 
(1.9) будут комплексными и вместо них следует брать другие, но этим мы в 
настоящей работе заниматься не будем. Поэтому в дальнейшем примем 
Я(0) < - J - -

3°. Рассмотрим вариант метода, примененный Лейнджером, с точки 
зрения эталонных уравнений. В работе 1131 рассмотрен только случай 
q(0) ф 0. В качестве эталонного уравнения берется 

U" + Щ% U' + [ l + ^ļ—\ U = 0, (1Д2) 

частными решениями которого являются 

U(s) = *%ф, 

где Z V j —любая цилиндрическая функции со значком v,. Подстановка 
(1.3) в (1.2) с учетом (1.12) дает уравнение 

Ас\х*х°°г* + + ķ + g(x) - 0 - (с» ­ v»> ( ^ ) ] + 

+ U' ļ 24i Ъ + Л4 Й - 4»(1 ­ 2с) + U (л'/ + p i At) = 0. 



Тогда имеем 

ф 1 = л / т ^ г ( т ) < * т = W ' ) ; Л = ( < г . Г * < r J ~
e

. . (1­14) 
о 

Постоянная с выбирается так, чтобы А„ а также л , и At в 10, / 0 ] остались 
си 'раннчсниыми. Это будет иметь место при с = ~­. Далее, из определения 
<Pļ следует, что 

где а(х) ограниченная функция. Поэтому при 

v, = 4 ° ^ l - 4 = v (1.15) 

pi( x) будет опять иметь полюс не выше первого порядка. Если учесть, что 

v t = vn сох = ļ»0 to1*0, то легко убедиться в том, что эталонные функции 
­Л'о 

Лейнджера только численным множетелем, который содержит и X. 2 , о т — 
личаются от прежних эталонных функций. 

4°. Рассмотрим еще третий вариант приведения к присоединенному 
уравнению. Идея этого варианта заключается в том, чтобы при помощи 
замены переменных уравнение (0.1) привести к виду, из которого сразу 
можно видеть эталонные функции. 

В силу ы'(х) > 0, функция £ = ы(х) является монотонно возрастаю­
щей, поэтому она имеет обратную функщпо, которую обозначим через 
х = Q(§) (££ 10, ZJ). Можно показать, что 

ад = š[r(or"« ­ ^ г ч о и о ^ ^ ч + ^ е ] . (1.16) 

Из to'(.г) > 0 следует также, что £У(£)>0при Ю, JJ. Поэтому в уравнение 
(0.1) можем ввести подстановку 

* = ад, У(х) =у(к)УщК). (1.17) 

Тогда, введя обозначение 

QM = Q(ii)( Q') s ­ ( Щ \ (1.18) 

получаем 

У" + y [ X 2 f ° + Ģ,(Š)1 = 0. (1.19) 

Если учесть соотношения (1.5) или же (1.6), то Ģ,(£) прппимает вид 

& ( & = ­ | 8 ­ + ­ f + gi (« ' (1­5­) 

и, соответственно, 

< ? l ( 5 ) = Š P ~ * 1 * " + ^ g!(5)l, (1.6') 



где 

V = V(O) - * 1 0 -2я0 j f e r ' ( 0 ) r ( 0 ) ~ ( l + , , e > , &" = V ( 0 ) ~ ' " ° , 
а ii(Z) —

 0 Ю> непрерывная функция. 
Далее к уравнению (1.19) применяем еще вторую замену переменных 

(она применяется в указанной работе И31) 

1=1
г

, Y(l)= v(l))l~t, t = U, t£[0, /1. (1.20) 

В силу соотношении (1.5') и (1.6') получаем следующие уравнения: 

v" + *>[XV + at~
2 + g(t)] = 0, (1.21) 

v" + vl\4
a - | г - г + t*t-*g(t)\ = 0, (1.22) 

где 
а ы 2ао + 2, а = 4а 0 - | , g(t) = 4№<Й + ^ ( ^ 1 (i = 1,2). (1.23) 

Если использовавшееся до сих пор X обозначить через Х0, то теперь надо 
считать X = 2Х0. 

Уравнения (1.21) и (1.22) объединим теперь в одно уравнение 

Ц?) = v" + №t* + al-* + Ю-* g(t)]v = 0, (1.24) 

причем для (1.21) надо считать Р — 1 , а для (1-22) — а — — —. 
Подстановка (1.20) в некоторых частных случаях является излишней, 

но тогда уравнение (1.19) можно рассматривать как частный случай (1.24). 
В случае соотношения (1.5') надо тогда считать X = Х0, а = а,,, а = а0, 
р = ģ . При соотношении (1.6') надо считать X = Х0, а = а„, а = 0, а 2р 
заменить через р. Впредь в таком случае вместо р будем писать р о . Факт, что 
(1.24) понимается и смысле (1.19), покажем, обозначая уравнение номером 
(1.24'). 

Из (1.24) уже явно видно, что в качестве эталонного, а в то же время и 
присоединенного уравнения следует брать 

ЩЦ) = U" + l\
2

t
u + at­nU = 0, (1.25) 

которое по существу не отличается от уравнения (1.7). Если учесть, что 

ц = ­|0

­. 1/1^41=21^^4, г==|УГ±% 
то за два линейно независимых решения (1.25) можно брать 

Щ х)=1УГ/у(хцД"), 
1 

U&, X) = я УГ Y v (X ii t i 1 ) . (126) 
При помощи подстановок (1.20) н (1.17) мы, очевидно, получаем для урав­
нения (0.1) прежние эталонные функцшг. 

Выполненные подстановки существенно не изменяют дальнейшее при­
ведение к интегральному уравнешпо и исследование асимптотических 
рядов, по упрощают их. Кроме того, при уточнении полученных асимпто­
тических выражений при помощи метода Черри, подстановка (1.17) уже 
существенна. Поэтому в дальнейшем будем исследовать только уравнение 



(1.24) с эталонными функциями (1.26), и назовем его канонической формой 
для (0.1). 

Если вместо (0.1), за исходное уравнение взять (0.2), то легко видеть, 
что получаются следующие уравнения: 

v" + [ХЧ
а + ЛЙР о(0 + al­*+ g(t)]v = 0, 

v" + [ХН* + \t*P0(t) ­ 11— + l4­*g(t))v = 0, 

ГДв РЛ\1) = Р( Щ (Q')2, Р 0 ( 0 = 2 Л Ю ­

Они объединяются в следующее каноническое уравнение 

Л(г>)= v" + 1Х
2

г" + \t*P0(t) + <*­*+ M­*g(t)]v = 0, 

(1.27) 

(1.28) 

(1.29) 

в которое включается и случай, когда подстановка (1.20) не выполнена. 
Тогда, кроме уже указанных замен, еще надо заменить t

2

P0(t) через P^t). 
Уравнение в таком случае обозначим через (1.29'). 

§ 2. 

1°. В настоящем параграфе рассмотрим приведение уравнения (1.24) 
к интегральному уравнению и решение его. В дальнейшем нам понадобятся 
оценки эталонных функций (1.26). Из свойств цилиндрических функций 
легко получить следующие представления: 

1+JL 
Xv 2 0(1) при 0 < t ^ сЗП*. 

X * t *0(1) при t > сХТ»; 

(2.1) 

адя) = 

1 v 

X~v I »0(1) прп 0 < t с\­*, v^fcO, 

X t 0(1) прп t > сХ­Т; 

(2.2) 

\U2(t, X)ļ < Д/ 0 X~*t * прп 0 < * š сХ—i*, v = 0, (2.3) 

где е > 0 сколь угодно малое, М 0 — достаточно большое, а с — любое фик­
сированное положительное число. 

Будем искать частные решения уравнения 

Щ = v" + [\Ч" + я«­* + t4­*g{t))v = 0 (2.4) 

в следующей форме: 
Щ (t, X) = Щ (/, X) + z, (/, X). (г = 1,2) (2.5) 

Тогда для функций zt получаем интегральные уравнения 
t t 

z{ (t, X) = j K(t, т, X) Ut (т, X)dT + f K(t, т, X) z{ (т, X)dx, (2.6) 

где 
K(t, т, X) = T ^ ­ ^ ( T ) [U, ( T , X) U2 (i, X) ­ tf, (/, X) £/ 2(т, X)l. (2.7) 



Решение уравнения (2.6) ищем в виде 
оэ 

Ч(*Л) = Ъ СшС.Х), (2-8) 
7 1 - 1 

где 

Ка = / Щ г, X)U%(T, X)dr; FĻIN = f K(t, т, X)Ki.n­i (*, X)<*4 (n > 1). 
4 l

i (2.9) 

В дальнейшем исследовании будем отдельно рассматривать случаи i=l 
Я i = 2. 

2°. i = 1. 
Примем 1у = 0. Если X ограничено: X, < X < Ха, то для эталонных функ­

ций можно брать первое из асимптотических представлений в формулах 
(2.1) и (2.2). Тогда при v^fcO имеем 

ļJf(«,T ,X)| < M T 8 ? - 8 I T " T I* ^ + T « i» / 8 К 1. 

Л/ в дальнейшем будет обозначать различные постоянные. 
Далее имеем 

/
J b i J JL J *| i . _L -L+ — 

0 

1 . v 

P 

Методом индукции легко убедиться в том, что 

Г* i .
 v 

I
1 

Поэтому ряд (2.8) имеет мажорант 

(2.Ю) 

Это означает, что ряд (2.8) равномерно сходится на [0, Л. 
Далее покажем асимптотический характер ряда (2.8) при больших X. 

Для этого рассмотрим отдельные промежутки /. 
а) t < сХ~Для этого промежутка можно применить предыдущие 

оценки, замспяя М на МХ"
1

, причем М в этом случае уже но зависит от X. 
Тогда из (2.10) имеем 

Zl(t,X) = t
s + » 0(XV 2 3 , 1 ) . (2.11) 

б) сХ~ 1 1 < t < /. Из мажоранта (2.10) асимптотический характер ряда 
уже не следует. Поэтому оценку для z x найдем прямо из уравнения (2.6). 
Так как функции $ и непрерывны и ряд (2.8) сходится равномерно, то 

функция zt непрерывна. Поэтому функция \ztt* в [сХ~", I] имеет максн­



мум, который обозначим через Z, а соответствующую точку через-1 = tQ. 
а 

Тогда после умножения (2.6) на /* имеем 

Z< I \К(10, т, X) / 0

Т U,(r, Х)| ķ + ļ \K(t0, т, X) (т, X)| d r = / , + Г2. 

о о (2.12) 

Так как ядро К в [0, сХ
 | l J и [сХ 1 , Л имеет разные оценки, то про­

межуток интегрирования разделим на 10, сX **| и 1сХ~/01. Применяя на 
этих промежутках формулы (2.1) и (2.2), а для оценки / 2 на [0, с X 11J н 
(2.11), получаем 

|/,| < МХ~ 2 т(Х), | / 2 | < X~7~Jf у(Х) + A/ZY(X), 
где 

Г Х ­ 1 при 2 р > > 1, 
Y (А) = Х ­ 1 1иХ при 2 S р. = 1, (2.13) 

X я3«* при 2 3ц < 1 . 

В силу того, что у(Х)­»­0 при Х­>оо , из (2.12) получаем 
а_ t 

М'Л) = * 4 0(Х *у(Х))­ (2­14) 

в) Если J = oo , то надо еще дополнительно потребовать справедливость 
неравенства 

1\т
Ч

~*~
 2 g( T)|dT < Л/. ( . г 0 >0) . (2.15) 

Тогда, разделяя промежуток интегрирования натри — 10, сХ ! ' 1 , [сХ **, хп], 
[х0, t\ — мы можем повторить предыдущие рассуждения и получить опять 
формулу (2.14). 

Если рассмотреть случай v = 0,то надо учесть и формулу (2.3). Для задан­

ного (3 мы можем выбрать е таким, что 2 3 — ^ > 0. Тогда в формулах (2.10) 

п (2.11) надо заменить 23 через 20 — а остальные оценки не изменятся. 

3°. i = 2. 
Выберем 13= с Х ­ 1*. Покажем сходимость ряда (2.cS), а также его асимп­

тотический характер при достаточно больших X. 
а) t < сХ~~

11. В силу формул (2.1) и (2.2) при чфО получаем оценки 

Ы < м х~ V ~ > х-*\ |ul < x"v t
T ~ f (Л/ i f % 

Отсюда следует сходимость ряда (2.8) при достаточно больших X и оценка 

1 £ 
zt(t,X) = t* » О ( Х ^ ­ ^ ) . (2.16) 



б) сХ ^ < t <'­­i. Подобным же образом имеем оценки 

_ i _ а. 

Ы<1
 8 « *{Му(Х))

п

, 

_ а _ 1 

ЧШ~* * 0(Х 2 Г(Х)). (2.17) 
в) Если 1 = о о , 7 0 при условии (2.15) формула (2.17) остается в силе. 
При v = 0 в случае а) надо учесть также оценку (2.3). Тогда получаем 

i £ 

| г г ( / , Х ) | < Л / Х ­ 2 3 1 1 ­ 8 * 8 1 1 . (2.18) 

П р и м е ч а н и я . 1) Полученные оценки показывают, что функции 
i'i(t, X) и v2(t, X), определявшими формулой (2.5), являются линейно неза­
висымими. 

2) Подобным образом можно и уравнение (1.29) привести к интеграль­

ному уравнению. Но в этом случае при t ^ сХ ^ оценки для zt получаются 
такого же порядка относительно X, как и для Ut, и тогда формула (2.5) не 
имеет практического значения. Только при t < с Х ­ 1 1 и а < 6 ļp. > -ļ-J по­

лучаем опять оценки по формулам (2.11), (2.1С) и (2.18), в которых 2(}Р, 
надо заменить через х = min (2ppi, •% — 1). 

3) Сравнение формул (2.1), (2.2) и (2.3), с одной стороны, и формул 
(2.11), (2.14), (2.16), (2.17) и (2.18), с другой стороны, показывает, что функции 
Ut являются асимптотическими функциями для функции i>{. Но имея ввиду 
колебательный характер функций Uit эта асимптотика является обобщен­
ной [221, и замена v{ через Ut в окрестностях нулей функция U{ дают боль­
шие относительные погрешности. 

4) Мы получили различные асимптотические представления для функ­
ций Zļ в различных промежутках аргумента /. Единообразные представления 

3 1 / 
на всем сегменте удается получить только при — ~Ķ^a^~Ķ (или же 0 < я 0 < 
^ Щл но зато можно исследовать более общее уравнение — интегро­

днфференциальнос уравнение. ­Переходим к рассмотрению этого вопроса. 

4°. Рассмотрим ннтсгро­днффсрснцнальнос уравнение 
< 

L(i;) = J G(t,s)v(s,\)ds, (2.19) 
о 

которое при С = 0 переходит в уравнение (2.4). Фупкцню G(t, s) примем 
непрерывной в квадрате /, s £ [ 0 , /1. G может быть также ограниченной 
функцией от параметра X. Можно показать, что к такому уравнению при 
помощи подстановок (1.17) и (1.20) приводится подобное шгтегро­диффе­
ренциальное уравнение, в котором слева стоит LQ(y). 

Ищем частные решения уравнения (2.19) в форме (2.5), а функции z( 

в виде следующдих рядов: 
оо оо 

z{ (i, X) = щ (t, X) £ и $ (С, X) + ut (t, X) £ «8? (*. X), (2.20) 
n = 1 n I 



где 

I 

w

in — 

$ I / т 2 3 ~ 2

gW Ut (т, X) U)±1(T, X) d r ­

о 
I t 

­ / 0j±i (т, X) d r JG (т, в) Щ (s, X) ds], (2.21) 
о о 

i 
( - ЧУ { / т 2 Р _ 2 g(T) tf,±l (т, X) [tf, (т, X) и > $ _ , (т, X) + 

о 
« х 

+ tf2 (т, X) u $ _ i (т, X)]dx­f Uj±1 ( т , X) d x | С ( т , в) [г/, (*, X) «ļ'i_,(S, X) + 
о о 

+ f / 2 ( s , Х)Щ^ (s,X)]ds). 
(« = 2, 3, /, / = 1, 2). 

„+ "при 1 = 2 означает „—", а при / = 1 — „ + " . 
В дальнейших оценках сходящиеся интегралы получатся только при 

v 3 v 
В > —. Если в случае уравнения (1.21) взять а > — —, то ­­ < 1, 3 = 1, 
поэтому требуемое неравенство имеет место. В случае уравнении (1.22) 
а = — _ = 1, м поэтому надо ограшгчитьея значениями S > 1. 

Равномерная сходимость рядов (2.20) при ограниченном X доказывается 
таким же путем, как в п. 2. Если обозначить х == min J23 — ~ , 3 — , 

оо 

V /д / \ " «"* 
то легко убедиться в том, что ряды (2.20) имеют мажорант ^ ļ - ļ —-ŗ . 

П = 1 •Это гарантирует равномерную сходимость рядов (2.20) на 10, / ] . 
Асимптотический характер этих рядов при больших X доказывается при 

помощи другого мажоранта. Разделяя промежуток интегрирования на 
10, X ­1, [X , I] (в случае t < Х — ^ второй сегмент отпадает) н применяя 
оценки (2.1), (2.2) и (2.3), получаем 

Й I < М Y„. I »Й I < W У" - б» = 2, 3, . . . ) (2.22) 

г

ле Yo W = У 0-)' вели р < ­ | , н о П Р " P 4 и C ļ t O 

Y „ ( A ) = 

X ' при Р- > "з , 

Х - ' 1н2 X при р. = ļ , (2.23) 

i -
 3Р 1 

X ~ при р. < "з • 

Поэтому при достаточно больших X (когда 2 Л / у 0 < 1 ) ряды (2.20) имеют 
также мажорант 

2 W ^ O = Ī ^ 7 O = 0(y0), 
п = 1 

что показывает асимптотический характер этих рядов. 



Поэтому имеем следующее единообразное асимптотическое представле­
ние: 

г., (/, X) ­ Щ (t, X) [1 + О ( Y o ) l + Ui±1 (l, X) О (Т„). (2.25) 

Если же / = оо, то при 6' = 0 эта формула остается справедливой при вы­
полнении условия (2.15). При G ­ф 0 кроме этого условия еще требуется, 
чтобы фупкцня G(t, s) была равномерно ограниченной дли всех t и s. Но и 
тогда формула (2.25) справедлива только при а > 4 ļp. < . 

Отметим еще случай, когда а = — -|- и а = 2(3 — 2. В силу выражения 

для g, (I) в (1.23), мы можем ввести новый параметр X2 = X2 -+• 46. Тогда 
получим L(i') в форме (1.22), в которой: |3 заменено на (3 -ļ- 1. Это означает, 
что формула (2.25) остается справедливой и при 0 < (3 < 1, если а = 2[3 — 2. 

§ 3. 

1°. Переходим к уточпению полученных асимптотических представлений. 
Для более тонкой оценки в первую очередь можно использовать некоторые 
начальные члены в рядах (2.8) и (2.20), однако эти члены слишком громоздки 
и для практических целей их трудно использовать. В своей работе |18] 
А. А. Дородницын предлагает рассматривать только первые члены в этих 
рядах и выделить их главные части, применяя при этом по вые специальные 
функции. Несколько этот метод уточнения непосредственно не связан с эта­
лонным методом, мы в этой работе будем исследовать только возможности 
применения методов Лейнджера 114] и Черри 116], которые тесно связаны 
с эталонными уравнениями. Оказывается, что в силу особенностей у функ­
ций H(j) и Q(j), эти методы применимы только в частных случаях и в огра­
ниченных пределах, т. е. невозможно получить сколь угодно хорошос уточ­
нение. 

Основная идея обеих методов одинаковая. Вмосто присоединенного 
уравнения (1.25) надо брать другое, которое имеет вид 

Щ + pi С> X) и = 0, (3.1) 

и решение которого лучше апроксимнрует решение данного уравнения 
(1.24) при больших X, чем (1.25). Отличаются эти методы между собой только 
в выборе уравнения (3.1). 

В этом параграфе от функции g(t) будем требовать непрерывную диффо­
реицируемость 2 раза. Надо заметить, что у Лейнджера и Черри рассмот­
рены аналитические функции, но здесь, ввиду наличия особенностей, такое 
требование не помогло бы в общем случае усилить точность оценок. 

2°. Начнем с рассмотрения метода Лейнджера. Сначала найдем линей­
ное однородное уравнение, которому удовлетворяют функции 

Щ (/, X) = Щ ķ X) -f- Х ­ 2 В (/) Ц (I, X). (3.2) 

Входящее сюда B(t) мы выберем позже. Дальнейшая идея следующая: со­
ставим Цу)), причем т)' и у)" выразим через U и U', учитывая уравнение (1.25). 
Тогда имеем 

Ц ч ) = ­ Х ­ ' U (IB'at­* — 2Bat­*) + Х~
г U'(B" + 

+ ) ­ UMF* + B*t*­' ­ g&­*).
 ( 3 3 ) 



= и + \-
ш

ви' 

Теперь В(1) выбираем так, чтобы последняя скобка обращалась в нуль. 
Тогда оставленные в правой стороне члены (3.3) содержат множитель Х - 2 . 
Таким образом имеем 

B(t) = \ Г * ļ g ( T ) T

2 0 - 2 - 7 dr. (3.4) 

о 
Интеграл сходится только при 213ц. > 1, но в дальнейшем мы будем иметь 
еще более ограничивающее условие. В силу свойств функции g(t), В(1) в 
промежутке [0, /] 3 раза непрерывно дифференцируема. Кроме того, при 
обозначении 

2|3 — а — t = S, (3.5) 

имеем следующие представления: В
м (t) = t

b

~
l

Bt (t) (i = 0, 1, 2, 3), где 
Bļ (t)—ограниченные в 10, l] функции. Исключение для этих представлений 
имеется в случаях 8 = 0,1 , 2. Будем называть их особыми случаями, и оста­
вим их пока в стороне. 

После выбора функции B(t) возвращаемся к уравнению (3.3). Это урав­
нение неоднородное, поэтому дальше поступаем следующим образом. 
Систему 

h 

I j = ­UX~*B(\
S t* + at~

2

) + (1 + X~
2

B­) U' 

будем решать относительно U и U'. Подставляя полученные выражения в 
правую часть (3.3), имеем у)" ­ %Ш rļ + l* + at~* + 8 +ЩЩЦ - °. 
где обозначено 

D(t, к) = 1 +• %~Щ + \­*В
2

(1
2 Г» + at~

2

), 

Б (t, >) - ģĻ 1(1 + Х~
2

В') (2В'аГ
2 ­ 2ВаГ

3

) ­ (3.6) 

­ l~
2

B(B" + Bgt
2

*­
2

) (X2 l
a + at~

2

)\. 

Для того, чтобы D ф 0, надо брать достаточно большое X и требовать Ь > 1 
(или же р> ^ 1). Тогда при больших X на всем сегменте 10, /] D > 0. Кроме 
того, имеем оценки 

D = 1 + Х­ 2 t*~
1

D0 (/, X). Е = 1*­
3

Е0 (/, X), 

где DQ и Еп — для всех t и X ограниченные функции. Потом можно ввести 
подстановку 

Ч = в р 
п получить уравнение 

Ч«) + Р 1(<,Х)н = 0, (3.7) 
где 

Р 1 ( / ,Х) = £ + ^ ­ ­ | ( ^ ) 8 = Х ­ 2 ^ а ( < . Х ) 

и o(t, X) — ограниченная функция для всех I и X. Случай а = 0 в этой оценке 
ничего не меняет. 

Уравнение (3.7) и является нашим новым присоединенным уравнением. 
Оно имеет частные решения 

щ (i, X) ­ 2*0- = lUt (t, X) + Х ­ 2

В (t) Щ (/, X)l, (3.8) 



которые являются новыми эталонныму функциями. Можно убедиться в том, 
что 

W(Ult ! ! , ) = . 1 
и для функций Т]̂  {t, А), а также для функций uf (t, X) справедливы оценки 
(2.1) до (2.3). 

3°. Если теперь уравнение (1.24) переписать в форме 
L (») + P l v — P ļ v = О, 

то это уравнение в сущности отличается от (1.24) только тем, что вместо 
fi~

2 g (I) стоит Х~
2 / 8 - _ 3 о-( / , X) и эталонными функциями для этого уравнения 

служат функции a f . Если 8 > 1, то всегда можно найти такое 0, > 0, чтобы 
8 — 3 = 20, — 2. При этом 20ļp. = 20р. — 2. Требование 8 > 1 (или же 
0р. > 1) и является окончательным требованием для применимости метода 
Лейнджера. Случай 0 = 1 дает требование ос < О (или же а 0 < — 1). 

Учитывая указанные изменения, мы можем сослаться на оценки, полу­

ченные в § 2, причем надо учесть и множитель Х~~
2. Согласно формулам (2.11), 

(2.14), (2.16), (2.17) И (2.18), имеем 

-*- + -
при mcX~* vt (t, X) = и, (t, X) + t*

 | l О (Xv — S ) , 
1 v_ 

P, % %)== ttģ (t,X) + t* 1 1 0 (X- v - % (v # 0) 
i *, 

| y a ( / , X ) - « 2 ( < , X ) | <Mt2 | l X _ A - e ; (v = 0) (3.9) 

_ а 5^ 

при I ^ ОХ
­

» «i (*, X) = щ (l,X) + t * О(X 8 у W), (' = 1,2) 

где Д = 20р.. При определении у (X) по формуле (2.13) надо учесть, что там 
вместо 0 надо подставить 0,. Выражение Х~

 2 у(Х) примет тогда следующий 
вид: 

Х~2у(Х) = 

Из формул (3.9) видно, что они дают уточнение но сравнению с (2.11), 
(2.14), (2.16), (2.17) и (2.18) только при * > с\~*. При t < сХ _ 1 1 полу­
чаняся такие же оценки, какие даны в § 2. Но если подойти к этому вопросу 
строго, то оценки по формулам (3.9) получаются даже несколько хуже. 
Действительно, в формуле (2.11) мы могли писать более точно 

± +1. 
ZJ = О (t 1 1 Xv T

 р ). Если заменить t
 f

~ g(l) на Х ­ t ~~ а (I, X), то по­

лучаотся оценка О (/ 1 1 Xv t * Х~'), но t
2

* < / 1 1 Х ­ 2 . Причина 
этого в следующем: при малых l t ~g(l) ведет себя лучше, чем 
\~

2 t
a

~
3

a(t,X). 

Х ­ 3 при р > > | . 

Х­31.«Х при Рр. = | , (3.10) 

Х ­ 2 3 1 1 при К р> < 1 . 



Если I = оо , то в требовании (2.15) надо заменить g(-z) через о(т, X) и 
0 через р х . 

4°. Единообразное асимптотическое представление получается при 
0, > — 1:щ же 3ļi. > 1 -4- v. Но уточненное асимптопгческое представление 
(формулы дают только при G — 0, в противном случае из­за наличия н (2.19) 
интеграла остаются в силе прежние оценки, где вместо у(Х) стоит у0(Х). Это 
показывает, что для интегро­дифференциальных уравнении более точное 
присоединенное уравнение надо искать в другой форме. 

И в этом случае мы можем полностью применять результаты предыду­

щего параграфа. Используя формулу (2.25) при — -ŗ < а pu­> 1+v, 
получаем 

г, (*, X) = Щ (t, X) 11 + О ( Y X­ 2 )1 + i,i±i (t, X) О (у Х­ 2 ) . (3.11) 

При 3 = 1 получаем условие а < — — == —]/i — 4я, или же а 0 < — 1 — 
3 2 

— 1/1 — 4а„; в формуле (3.10) в этом случае 0ц. = , что дает ос = — у 
1нлн же а 0 = — Если рассмотреть уравнение (1.24'), при соотношении 
(1.6'), то согласно этому уравнению надо брать а = 0, а = а„, ц. = ц.0 и 20 
замен1ггь на 0,„ причем 0„ > 1. Тогда метод настоящего пункта применим 
при — 2 < ос0 < 0О — 3. Другие возможности возникают еще в особых 
случаях, к рассмотреишо которых мы сейчас перейдем. 

5°. Рассмотрим по отдельности случаи S = 0 , 1, 2. Другие целые значе­

ния 8 относятся к предыдущему исследованию. 
а) 8 = 0. Имеем B

(i)

{t) = Bt (t) (i = 0, 1, 2, 3). Если а ф 0, то 
D = 1 + Х ­ 2 t~*D0, и мы но можем гарантировать на всем сегменте 
D > 0. Поэтому остается только возможность а = 0 | я 0 = 1̂ или же я 0 = 0. 

Тогда D = 1 + Х~ 2 (Bt + Bl Р). Из 8 = 0 следует а = 20 — 1, причем 
для сходимости иптеграла (3.4) необходимо а > 0. Рассмотрим далее 
различные возможные значения ос: 

1) 0 < а < 1. Тогда р, = Х ­ 2 1
а

~'а(1, X), и для функций vt ми имеем 
только формулы (3.9), в которых Д = 2 + «р., а у (X) = %' 

2) « = 1, 0 = 1. Имеем = Х~~2 а (/, X), и функции vt представляются 
формулами (3.11), в которых у(Х) = Х ­ 1 . Если применить формулы (3.9), 
то Д = з0, а у(Х) = Х ­ . 

3) 1 < а < 2. Этот случай отличается от первого только тем, что можно 
воспользоваться также формулами (3.11) при том же у(Х). 

4) Случай а = 2 отличается от третьего тем, что у(Х) = Х ­ 1 1пХ. 
5) 2 < а < 3. Тогда р, = Х ­ 2 о(/, X) и у(Х) = Х~ 2 | \ а Д = 2 + 2ц. 
Еще новые возможности возникают, если рассмотреть уравнение (1.24'), 

в котором а0 = 0 , а = а0, а 20 заменено на 0О. Тогда надо различать: 
б) 0 < о с 0 < 1 . 
7) а 0 = 1, 0 О = 2 (случай Лейнджера 1141). 
Оценки для р, в этих случаях не отличаются от тех оценок, которые полу­

чепы в случаях 1) н 2), надо только заменить « и 20 на ес0 и 0О. 



б) 8 = 1 . Имеем B(t) = tB0(t), B
w

(l) = Bt (t) (i = 1, 2, 3). Легко видеть, 
что при a ļ t O f = X~~ C~ a(t, X), и мы не можем доказать сходимость 
рядов (2.8). Поэтому опять приходится рассматривать только либо случаи 
а = О, либо а0 = 0. Тогда интеграл в (3.4) сходится для всех а > — 2 и 
D > 0 при достаточно больших X. В этом случае можно различать: 

1) — 2 < ос < 0. Имеем рх = Х~
2

/
а

о(/, X). Легко видеть, что прн 
а < — 1 можпо воспользоваться только формулами (3.9), в которых 
Д = 4 и у(Х) = Х~ . При а > — 1 можпо пользоваться и формулами (3.11) 
При том же "((X). 

2) Прн 0 < а «S 2 имеем P i = Х~* <j(t, X). Если а < 2, то у(Х) = Х
­ 1

, 
а при а = 2 у(Х) = Я ­ 1 lu X. 

3) При — 2 < а 0 ^ 0 и а 0 = Р 0 — 2 р , имеет такую же оценку, как в 
1), если там заменить а на а 0 . Отметим еще, что при а 0 = 0, Р 0 = 2 имеем 
классический случай. 

в) 8 = 2. Имеем B(t) = t*B0{l), B'(t) = iB^l), B
w

(t)=Bt (l) (i = 2,3). 
Здесь: 

1) a ļ t O . Тогда a = 2p — 3, p, = X~
x t~' a(t, X), и мы можем пользо­

ваться только формулами (3.9), в которых Д = 2 + р., а у(Х) имеет сле­

дующие значения: Х ­ 1 при а < О, Х~МпХ прн а = 0 и X""11 прн 0 < а < 1 . 
2) а = 0, а = 2р— 3, — 2 < « < 1, 
3) а 0 = 0, « 0 = р 0 ­ 3 , _ 2 < « 0 ^ ­ 1 . 
В обеих последних случаях имеем р! = Х— *ег(/, X), у(Х) = Х~ 

6 е . Переходим к рассмотрению метода Черри 1101. Как уже было отмс 
чено выше, подстановка (1.17) для этого метода существенна. 

Идея метода заключается в следующем: присоединенное уравнение 
(3.1) подбирается так, ччобы линейно независимыми частными решениями 
этого уравнения были функции 

в | (/. X) = f (/, X) и<(1 + Х ­ 2 В (/)), (3.12) 

причем функции С и В подбираются так, чтобы при Х­>­оо ps(<, X) по воз­
можности быстрее стремилось к нулю. 

Поставляя (3.12) н (3.1) и учитывая (1.25), имеем 

U' \2С'(\ + Х~
г

В') + Х~
2

СВ"] + CU{ (1 + Х~
г

В') 1­Х
2 (/ + X~'Bf ­

­ a(t + Х~
3

ВГ
2

] + Х 2 / в + аГ
2 + gl^~

2

) + U (С" + С р2) = 0. (3.13) 

Допустим теперь, что функции В t~
l и / } ' (0, Л ограничены. Тогда вы­

ражение в фигурной скобке в (3.13) прн достаточно большом X можно преоб­
разовать в следующее: 

х! t* [1 ­ (i + х- 2 в г
1

)') + ас
2 [i ­ (i + \­*в г

1

)­*] + gt'e­* ­

­ 2В' I* (1 + Х~
!

В t7*f ­ Х­
2 {\2В' ļ Х­*(Д')21 (1 + Х~*В Г

1

)­
2 at~

2 + 

+ (В')
2 fi (1 + Х~*В Г*)* } = X2 /« [ ­ а Х ~

2

В CUftflr* (В Г
1

)
2 ­...] + 

+ at­
2 [2X­*Bl~

x + ... 1 + g / 2 3 ­ 2 _ 2B't* (1 + « X ­ 2 « Г
1 + ...) ­

­ X ­ 2 <[2fi' + Х­ 2 (B')
2

\(1 + Х~*В Г * Г * al~
2 + (В')

2 t' (1 + *Г'В Г
1

)* } . 



Выберем теперь В так, чтобы полученное выражение не содержало бы 
членов с Х°. Тогда должно быть —а Р~

1 В + gt
2

*~
2 — Ж Р = 0. Но легко 

видеть, что тогда В = В, и мы можем пользоваться прежними оцен­

ками для функции В и ее производных. Очевидно, высказанное нами выше 
предположение относительно В t~

l и В будет иметь место при 8 > 1, но в 
дальнейшем надо считать (кроме особых случаев) 8 > 1. 

Функцию C(t, X) определим, приравнивая нулю коэффициент при V. 
Это дает 

C(t, X) = L_ . (3.15) 
fi + х­

3 В
1 

При достаточно больших X и всех I] подкоренное выражение по­
ложительно, если 8 ^ 1 или же 8 = 0. 

p2(t, X) следует теперь выбрать так, чтобы удовлетворялось уравнение 
(3.13). Тогда, исходя из (3.13), (3.14) и (3.15) можно показать, что р2(/, X) 
во всех случаях имеет те же самые опенки, какие имеет р,(/, X) в предыду­
щих пунктах. В случае 8 = 0 преобразование (3.14) но применимо, но тогда 
можно воспользоваться формулой 

(t + X _ 2 f i ) a ­ Р = а Р~
1 Х~

2

В + (?) (t + 0 X­
2

B)*­
2

X­*B\ 

Если еще отметить, что из (3.12) легко следует W(u\, и\ ) = 1 и справед­
ливость оценок (2.1) до (2.3) для и\ , то ясно, что все исследования можно 
вести точно также, как в предыдущих пунктах, и поэтому нет надобности 
их повторить. Можно только отметить, что особый случай а7) рассмотрен 
самым Черри, которым дано уточнение до любой степени X. Но в общем 
случае дальнейшее уточнение невозможно. Соответствующие асимптоти­
ческие представления получаются по формулам (3.9) и (3.11), в которых 
Uļ следует заменить на и\. 

7°. Сравнил» оба метода уточнения. Очевидно, оба метода приводят к 
сходным результатам, но присоединенные уравнения (3.7) и (3.13) не совпа­
дают, также как не совпадают и аирокснмнрующие функции м,­ и и' . Однако 
легко показать, что при достаточно большем X они совпадают в пределах 
погрешности наших оценок. Действительно: 

Из (3.8) и (3.6)'имеем 

, , < = - = _ U < + B U < = = [ 1 - 1 х - * ( б ' + Д * / " ) + 

+ О (Х­ 4)] [Щ + Х~*
$ В U'A = [ l ­ i Х ­ 2 (В' + fi21")] ut + 

+ Х­
2

Ви'{+[и{ + и'АО(Х~*). 

Но, с другой стороны, по формулам (3.12) и (3.15), учитывая (1.25), полу­
чаем 

н . = т+х**> = и _ ) х ­ * в . + о(х ­
4

)1 Щ (/) + х­*ви'<{1) + 

+ \x­*B
2

u';(t)+ ļx-eB3u';-(z)] = [ i - l

i x - 2 ( P B 2 + B')]ui(i)-^ 

+ X-2BU't (/) + \и{ (I) + V\ (/)] О(X-*) 4- Wi ( T ) + U'{(т)10 (X- 4). 

6 — 8G1B 



Представляется, что практически более удобно применить эталонные 
функции (3.12) чем (3.8) по следующим причинам: 

1) Математический аппарат метода Черри проще аппарата в методе 
Лейнджера. 

2) Функции (3.12) требуют :шания численных значений лишь функций 
U{. Последние можно получить из таблиц цилиндрических функций, причем 
в случае дробных индексов этих функций удобно использовать таблицы 
123], в которых табулированы родственные функции. 

8°. Как мы видели во втором параграфе, асимптотическое представление 
решений уравнения (1.29) при помощи эталонных функций (1.26) возможно 
только при t ^ с X и а < 6. Но можно пытаться эталонные функщт 
для уравнения (1.29) найти либо по методу Лейнджера, либо по методу 
Черри. Так как и в этом случае оба метода приводят к сходным 
результатам, то ради простоты будем применить только метод Черри. 

В этом случае в качестве эталонных функций надо брать функции 

Щ [t, X) = Г (t, X) U( (/ + Х ­ 1 F (0) . (3.16) 

Функцию Р„(<) будем считать дважды непрерывно дифференцируемой. 
Если поступать точно так же, как в п. 6, то получаем 

t 
_ А /• 2 - - ? -

* ® ~ { t
 2 J Л , ( т ) т 2 dT. (3.17) 

о 
Интеграл сходится, если а < 6, но требование ограниченности функций 
F (0 Г~1 и F'(l) накладывает условие а < 2. Для функции Г (/, X) получаем 
выражение 

ту, = (3.18) 

Vi + х—
1

Р' 
Если тогда уравнение (1.29) представить в форме 

Л (") + рз» = рз v 
п рз (Л X) выбрать так, что функции (3.16) удовлетворяют соответствующему 
однородному уравнению 

Л (v) + р 3 v = 0, (3.19) 
то р я (/, X) имеет оценку р:, (/, X) = С) (Г ­*) — g№~

2

. Применяя далее резуль­
таты второго параграфа, получаем окончательное требование а < 2. Тогда 

*i С X) = щ (2, X) + zt (/, X), (3.20) 

где zt (t, X) имеют оценки по формулам (2.11), (2.14), (2.16), (2.17) и (2.18), а 
в формуле (2.13) 2р надо заменить через х = min (2р, 2 — а). Единообразное 
асимптотическое представление по формуле (2.25), в которой Ut заменено 

­ _ 2ч 
через щ и у 0 через у, получается при х > — . 

Особыми случаями здесь являются случаи, когда а = 2 и а = 3. В этих 
случаях можно брать только либо а = 0 |или же а0 = ­^j, либо а0 = 0. 
Разделяем следующие подслучаи: 

1) а = 0, а = 2 или а = 3. Тогда р 3 = О (1) — g№~
2

, и к этим случаям 
относится все уже сказанное, надо только брать х =. miu( l , (3). 



2) я„ = 0, <х0 = 0 или а„ = 1. Тогда нам приходится рассмотреть урав­
нение (1.29'), и для определения F(t) имеем формулу 

_ ? ° г 
F(t) = \ t

 2 J Л ( т ) т 2 с/т. (3.21) 
О 

р 2 

Далее имеем р 3 (/, X) = О (1) — gr° , ч == р„. Прн а 0 = 1 и [30 = 2 полу­
чаем случай . .'[ейпжера 1141, а при а„ = 0 н 130 = 2— классический случаи. 

3) При а = 2 (или же а 0 = 0) можно рассмотреть и случай афО. Тогда 
в уравнение эталонных функций (1.2(5) вместо параметра X2 надо ввести 
X2 = X2 + ХРЦ (0). Для функции F(t) тогда имеем выражение 

ПО = \ Г­
1 f [Р0 (т) ­ Р0 (0)]т«/т. (3.22) 
о 

Учитывая, что Р0 (I) = 2Р, (/2), имеем F(l) = t
a

F0 (1), где F0(t) — ограни­
ченная функции, и р., (t, X) = Х — 1 О (1) — g * 2 3 ­ 2 . Следовательно, при такой 
функции F(l) сохраняются нрежнио результаты, если только в эталонных 
функциях заменить X на Хх. 

9°. Более точные эталонные функции для решений уравнения (1.29) 
можно искать в виде 

а\ (t, Я) = Г, (t, X)ī/i(i+ Х­ 1 F(l) + Х ­ 2 Ф (/)). (3.23) 
Если поставить эти функции в (3.19) и поступать точно так же, как в п. 

6, то имеем 

Ф (/) = «(/) - ļ (» ) / 2 ļ Я т 2 dz - а/ 1 ļ /-'/•"т 2 </т -

о о 

I 
О /• 

- ļ « 2 ļ № 2 rfT = B(l) ­ I f * ( i ) I " ' ­

о 
T Md /i** -' « F -L 

­ | * "J/ 'V J (П ' т ' ^т , (3.24) 
о о 

1\ (*, X) = 1 , (3.25) 

a /?(/) и F(l) определяются по формулам (3.4) и (3.17). 
Для сходимости интегралов достаточны прежние условия а < 2 и 

S = 2ļ3 — а — 1 > 1, причем последнее включает в себя и первое, поскольку 
[ 3 ^ 2 . Это покажет, что особые случая а = 2, 3 (или же « 0 = 0, 1) здесь 
рассмотреть нельзя. 

При таких условиях получаем р з = Х ­ 1 t u — 8 о (t, X), п дальнейшие иссле­

дования можно вести точно так же, как в случае эталонных функций (3.12) 
или же (3.8). Соответствующие асимптотические выражения получаются по 
формулам (3.9) и (3.11), в которых следует заменить Щ на и'{ , и во всех 
случаях аргумент функций О помножить на X. Это покажет, что при t < с Х ­"11 

в формулах (3.9) фушщий и} дают худшую апроксимацию чем функции ut. 

о* 



Еще можно рассмотреть особые случаи 8 = 0 , 1, 2. Ввиду того, что все 
дальнейшие суждения, которые точно такие же как выше, определяются 
оценкой для р 3 (t, X), ограничимся указыванием только этой оценки. Имеем 
следующие возможности: 

а) 8 = 0. 

1) а = 0, 1 < а < 2; Р з = 7Г
1 [О {Г*\ + О (1*~

3

)\. 

2) а = 0, а = 2 ; рз = Х ­ ' 0 ( 1 ) . 

3) а0 = 0, а 0 = 1, 3 0 = 2; Р з = Х ­ ' 0 ( 1 ) . 

б) 8 = 1. 

1) я = 0, ­ 2 < а < 2; р 3 = Х ­ 1 [О (t а ) + О (/«)]. 

2) а = 0, а = 2 ; р 3 = Х ­ 1 0 ( 1 ) . 

3) я 0 = 0, ­ 2 < « 0 < 0; рз = Х ­ 1 10 С /
­ 3 0 ­ 2

) + О ( Л ) ] . 

4) а 0 = 0, а 0 = 0, % = 2; Р з = Х ~ 1 0 (1). 

в) 8 = 2. 

1) ­ 2 < а < 1; рз = Х ­ 1 10 (Г~
л

) + О 2 ) + я О (Г" 1)]. 

2) ­ 2 < « 0 ^ ­ 1; рз = Х­ 1 10 ( t ­ 3 " ­ 2 ) + а „ 0 (Г"»$, 

Количество особых случаев в этом параграфе можно увеличить, если 
при при ведении к каноническому виду (1.24) или же (1.29) вместо подстанов­

ки (1.20) брать следующую: 
п 1 

i = Л У (?) = v (I) t 2 (я > 2, целое). 

Еще отметим, что при а < 2 уравнение (1.29) можно привести к (1.24) 
при помощи подстановки 

h = *At,i) = [ļj T " 1 / i + x - V - * p 0 ( T ) ОЧ}\ 

Г = Qj (/„ X), г; (t, X) = Р, (/,, X) V Щ Ķ X), (3.26) 

но прп 0 < а < 2 (аф 1) в (1.24) тогда добавляется еще член vtt~
a

gl(tvX) 
(g, — ограниченная функция), содержащий новую сингулярность. Кроме 
того в этом случае подннтегральное выражение в (3.4) станет слишком слож­
ным, поэтому подстановка (3.26), по видимому, не является целесообразной. 
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PAR ETALONA FUNKCIJU METODI 

E. Riekstiņš 

(Kopsavilkums) 

Darbā apskatīta 2. kārtas lineāru homogenu diferenciālvienādojumu atri­
sinājumu asimptotiska izturēšanās pie lielām parametra X vērtībām gadījumā, 
kad vienādojuma koeficientiem punktā x = 0 ir singularitates. Lietota etalona 
funkciju metode. Apskatītais vienādojums (1.24) ietver sevī visu līdz šim ap­
skatīto singularitašu gadījumus, kā arī dažus līdz šim neapskatītus gadījumus. 
Pie novērtēšanas atsevišķi jāšķiro asimptotika pie mazām x vērtībām un pā­
rējām x vērtībām, bet pie zināmiem nosacījumiem attiecībā uz parametriem 
a un p iespējams atrast arī vienveidīgu asimptotisku izteiksmi visiem x. Pie 
tam pēdējā gadījumā iespējams apskatīt plašāku vienādojumu — inlegro-
difcrencialvicnādojumu (2.19). Šāda vienādojuma atrisinājumu asimptotiska 
izturēšanās singularitašu gadījumā līdz šim literatūrā nebija apskatīta. 

Darba 3. nodaļā apskatīti jautājumi par atrasto asimptotisko izteiksmju 
precizēšanu. Lietotas Lēndžera un Corri metodes, kuras autori bija izstrādā­
juši speciālam gadījumam, kad а = 1 un (3 = 2. Noskaidrots, ka abas meto­
des pie apskatāmās precizitātes dod sakiitošus rezultātus. 



ЛАТВИЯСКНЯ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ П. СТУЧКП 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3. 1958 ГОДА 

О СМЕШАННОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ЛИНЕЙНОЙ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЫ НА ПЛОСКОСТИ 

В. Э. АБОЛИНЯ И А. Д. МЫШКИС 

В настоящей статье рассматривается смешанная задача для линейной 
гиперболической системы дифференциальных уравнений с частными произ­
водными первого порядка по двум независимым переменным. Сформули­
рованы достаточные условия для существования и единственности клас­
сического и обобщенного решений. Доказаны некоторые свойства обобщен­
ного решения. Здесь в основном изложены результаты диссертации [11; 
исследованию аналогичными методами более общего случая авторы на­
мерены посвятить отдельную работу. 

§ 1. 
СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ ГЛАДКОГО РЕШЕНИЯ 

1. П о с т а н о в к а з а д а ч и . Пусть дана система дифференциальных 
уравнений с частными производными первого порядка по двум независи­
мым переменным 

m 

ļ*--hш« 2««&')"i+**<*>*) (' = 1 ­ ( i » ) 
где Х< (х, t), atj (х, t) — известные непрерывно дифференцируемые фушщий, 
определенные в прямоугольнике П: 0 < х < I, 0Ll ^ Т(0 < / < оо, 
0 < J T < O O ) ; iij (x,t) —искомые функции*. Предположения о функциях 
fi (х, t) будут указаны позже. 

Система (1.1) гиперболична, так как все >4 (х, I) являются вещественными 
функциями от .г и /12]. Будем требовать также, чтобы функции Xf (г, t) можно 
было перенумеровать в порядке их возрастания, т. е. в каждой точке 
(х, <)£П положим 

причем первые к (0 < к < т) из величин i 4 пусть будут отрицательными, 
а остальные т — к — положительными всюду в П. 

Характеристики системы (1.1) определяются как интегральные линии 
обыкновенных дифференциальных уравнений 

*Ļ = -Xt(x,t) (i = 1, . . . . т). (2.1) 

*) Все величины в этой работе предполагаются вещественными. 



Через каждую точку (х0, t0) прямоугольника II проходят т действитель­

ных характеристик L( (ха. / ) с угловыми коэффициентами А4 = ^­

относительно оси Ох. Уравнением характеристики L{ (х0, / 0) пусть будет 
х = <ļ{ (1; х0, 10). Функции <р{ (t; xQ, t0) являются строго монотонными 
относительно / и имеют непрерывные частные производные по t, х0 и t0. 

Смешанная задача для системы (1.1) ставится так: найти в прямоуголь­

нике II решение системы (1.1), удовлетворяющее начальным условиям 

и, (*, 0) = g{ (х) (i = 1, . . . , т; 0 < х < I) (3.1) 

и граничным условиям 
т t 

"i (0, 0 = 2 [*,> Щ Щ (0, /) + f р« (/; т) щ (0, т)Дт] + h (L) 

( 1 = 1 , • • •, А), 
* . « (4­1) 

С 0 = 2 [«>, О " , (I, 0 + f (t; г)щ (/, т)оч] + ht (/) 
;=i о l , 

(« = * + 1 m) 
(0 ^ / =S T), 

где оц,­ (<) — известные непрерывно дифференцируемые функции, опреде­
ленные на сегменте 0 < / < Т, а 3# (*; т) — известные непрерывные 
функции, определенные на треугольнике 0 < I ^ Т, 0 < т < <, непрерывно 
дифференцируемые по /. Предположения о функциях gt (х) и ht (t) 
будут указаны позже. 

З а м е ч а н и е 1. Если все функции i< (х, I) отрицательны, то гранич­
ные условия задаются только на прямой х = 0, а если все они положительны, 
то на прямой х = I. 

З а м е ч а н и е 2. К виду (4.1) можно привести и более общие гранич­
ные условия 

m I 

ŽjUn (/) 14 (0, l) + f % Щ т) щ (0, т) ач] + Ih (0 = 0 ( i=l , ..., k), (5.1) 
= 1 0 

m I 

2>U* О Щ (l

>
 l
) + f

B

a ('; T ) "i ft ( 0 = 0 (i=ft+l »), (6.1) 
, • = 1 0 

если определителя ļ ^ l^ ļ jn | ^ 1 , ; | ™ + 1 отличны от нуля и выполнены необ­
ходимые требования гладкости коэффициентов. Для этого уравнения (5.1) 
рассматривают как систему интегральных уравнений типа Вольтерра относи­
тельно функций и { (0, 0 (' = 1 А), а уравнения (6.1) — как систему 
интегральных уравнений относительно функций ut(l,t) (i = А-ļ- 1, . . . , m). 
Если выразить решения систем (5.1) и (6.1) через резольвенту, то получим 
граничные условия вида (4.1). 

З а м е ч а н н е . 3. Граничные условия вида 
m 

2 14ц (О Ч (0, 0 + Вц (0 «,­ (0, /)1 + Я ( (0 = 0 (г = 1 Щ, 



m 

£ Ufe С) Щ (*, ') + ВИ О Щ 01 + Я , (/) = 0 (i = А + 1, . . . , т) 

интегрированием по f в пределах от 0 до < можно П|)п нести к виду (5.1), 
((5.1), если нам известны и,­ (0, 0) и ы,­ (/ ,0) 0 = 1, т). 

2. П р и в е д е н и е к с и с т е м е и н т е г р а л ь н ы х у р а в н е н и и . 
Если от функций /, (х, I) потребовать непрерывность и непрерывную днф­
ференцируемость по J , а от функций gt и ht — непрерывную днфферен­
цнруемосп., то поставленную смешанную задачу можно привести к системе 
интегральных уравнений типа Нольтерра и доказать эквивалентность обеих 
задач. Из эквивалентности будет следовать, что для нахождения решения 
смешанной задачи (1.1), (3.1), (4.1) достаточно решить соответствующую 
систему интегральных уравнений. 

Для написания системы интегральных уравнений проводом через точки 
(0, 0) и (/, 0) все характеристики, находящиеся в прямоугольнике 
П: ^ (0, 0) (i = 1, . . . . к) и Lj (I, 0) ( / = = * + 1 т). Предположим, 
что 0 < к < т (случаи к = 0 и к = т разбираются еще проще). Рассмот­

рим прямоугольник П ( 1 ) : 0 < х < / , 0 < / < t ' 1 ' («'"< Т), внутри которого 
эти характеристики £,< (0, 0) и Lj (/, 0) не пересекаются. Тогда они разби­

вают прямоугольник П ( " на области Т0, Tv ..., Tm (см. рис. 1.) 

Рис. 1. 

Некоторые из областей Tt могут отсутствовать, если какие­либо из упом­
янутых характеристик совпадают. Подобная картина получается и при 
к = 0 и к = щ, но эти случаи мы более подробно рассматривать не будем. 

Прямоугольник П мы можем разбить прямыми t = t
(,) параллельными 

оси Ох на конечное число прямоугольников, внутри каждого из которых 
характеристики Lx (0, / 0 1 ) и Lm (l, i'") не пересекаются. Поэтому можпо огра­

ничиться рассмотрением смешанной задачи (1.1), (3.1), (4.1) в области П . 
Действительно, если известно решение смешанной задачи в прямоугольнике 



П'", то тем самым определяются и значения функций и{ (i = 1 то) па 
прямой t = гЧ Принимая значения функций ut на прямой t = t

w за на­

чальные значения, получаем смешанную задачу для прямоугольника П < 2 ) 

уже рассмотренного типа, и т. д., пока не дойдем до прямой t = T. 
Рассмотрим i­oe уравнение системы (1.1). Если обозначить через 

df и< дифференциал функции «< вдоль линии Lt (х, t), то левая часть рас­

сматриваемого уравнения равна dt н мы получим 

U±

dT
L- = 2Ш ui + fi (i - i , m). (7.1) 

Пусть точка P(x, t) принадлежит области T, (0 < s < к). Если через 
эту точку провести все характеристики в направлении убывающих t, то 
первые s из них пересекают ось 07, а остальные то — s — ось Ох (рис. 2). 

Рис. 2. 

Поэтому, интегрируя i­oe уравнение системы (7.1) вдоль линии Lt (х, t), 
приходим к интегральному уравнению 

m 

ui(P) = ui(Qi)+ f 2<iii(P'i)ui(P't)dz+ j ft{P't)dT (8.1) 

(i = 1 , . . . . m), 

где Qt — точка пересечения характеристики Lt (x, t) либо с осью Ох 
(i — s -ļ- 1 щ), либо с осью 0/ (г = 1 s), а Р ( = (<р4 (т; г, t), т). 
Значения функций щ на Ох нам даны (начальные значения (3.1)), поэтому 

Щ (Q<) = gi (<Pi (0; х, t)) (i = s + i то), 
a

.
 u

t(Qi) — « « ( 0 . ^ ( ^ . 0 ) ( ' = 1 . s ) выражаются через «,(0, t) 
(j = k + 1, . . . . m) при помощи граничных условий (4.1). Но м, (0, tt (х, t)) 
в свою очередь при помопщ формул (8.1) выражаются через известные функ­



ции gļ и интегралы от искомых функций. В результате получим следующую 
систему интегральных уравнений, если (я, t)£Tt (s = 0, 1, . . . , к): 

Щ (Р) = 2<Ч ('< (Р)) в (<ц (0; 0, и (Р)) + "i ('< (Р))+ 

m ( | <P) t 

+ 2 «О C i W ) / /i (ft (^; 0, *« (/>)), т)с/т + j * /,• ( 9 < (т; P), T ) ОЧ -ļ-
+ i о it <P) 

m m ( j (P) 

М(кШЖ1 % ( « t t 5 0 i ^ № i ) ^ t r ; O 1 » , ; ( * > ) ) , ' t f e v 4 
j-fc+i a«i о 

m tļ ( P ) m « 

ь 2 JhCi iP), 0 " ; (0. т ) < / т + ^ / M f c ( « ( T ; n * ) 4 T 
­ f c + t о i­i tļ ( P ) 

m I 

",• (P) = ft (?< (0; />)) + / Л (ч>, (т; P), r)dr + 
0 

1 

-H 2̂  f a « (<P< ( T ; T ) B, ( 9 i (т; / > ) , T ) d r ( i = * + 1 m). 
,=! Г 

Интегральные уравнения для P£7', (s = А; + 1, . . . , то) имеют анало­
гичный вид. Легко доказывается эквивалентность смешанной задачи и 
системы интегральных уравнений, если решение непрерывно дифферен­
цируемо. 

3. С у щ е с т в о в а н и е и е д и н с т в е н н о с т ь н е п р е р ы в н о 
д и ф ф е р е н ц и р у е м о г о р е ш е н и я . Методом последовательных 
приближений можно доказать, что система интегральных уравнений (9.1) 
имеет непрерывно дифференцируемое решение в области П < 1 , и э т о решение 
единственно. Доказательство по существу ничем не отличается от доказа­
тельства существования и единственности гладкого решения задачи Коши 
|2 | или смещенной задачи, рассмотренной в 131, поэтому мы его приводить 
не будем. Более сложным методом доказательство дано в | 1 | . 

Если точка Р переходит с одной стороны характеристики L( (0, 0) (i = 1, 
к) (соответственно (/, 0), / = к ­f­ 1, • • ­, то) на другую, то число 

уравнений первого и второго типов меняется. Поэтому приходится прове­
рить непрерывную дифференцируемоеть решения на линиях L{ (0, 0), 
Lj (1,0). Она имеет место, если коэффициенты системы (1.1) и граничных 
условий (4.1) и начальные данные (3.1) в точках (0, 0) и (/, 0) связаны некото­
рыми соотношениями. Условия для непрерывности решения получим, если 
приравнять значения функций щ (i = 1, . . . . к) в точке (0, 0) и значения 
функций и j (/ = ft­f­ 1, . . . , то) в точке (/. 0), вычисленные при помощи 
граничных условии (4.1) ir начальных условий (3.1). Вывод условий для 
непрерывной дифференцируемости немного сложнее. Таким образом 



достаточными условиями для непрерывности решения системы уравне­

ний (9.1) во всем прямоугольнике ĪĪ являются условия 

(10.1) 
gi (0) = 2 ш (°) й (°) +

 h

< (0) (' = *. • • Щ 
к 

gi (0 = 2 «,­, (0) & Щ + ht (0) (| = * + 1 т), 
а для непрерывной дифференцируе мости — условия (10.1) и 

та та 
dJiī? = ТШ {2 (0) [ц (о,о) М + 2„jr(0,0)gA0) + /,.(о, о ) ] -

т т т 

­ 2 и (о. о) а (0) - / . (о, о) + 2 d

­^p­ ft (0) + 2^ Р« (о. о) © (О) + 
i - i j~k+l i=k+l 

+ 
dh, (0) 

dl } (s = l , Щ 
(11.1) 

' m 

т = tjtō) \ 2 ** (0) [>y ('• o) ^ + 2 "ir № о) * (0 + й С 0)1 ­

m к к 

­2
a

* ķ о) й (о - /. o) + 2 й ( 0 + 2 fc (о. o) ģ (о + 
. (0)1 

dl -} ( s = A + 1, . . . . m). 

В дальнейшем условия (10.1) и (11.1) мы будем называть условиями 
согласования. Они, очевидно, и необходимы для существования у задачи 
(1.1), (3.1), (4.1) непрерывно дифференцируемого решения. Для удобства 
изложения сформулируем полученные результаты в виде леммы. 

О с н о в н а я л е м м я 1. Смешанная задача (1.1), (3.1), (4.1) имеет 
гладкое (т. е. непрерывно дифференцируемое) решение в прямоугольнике П 
и это решение единственно, если //,(/), gt(x) (i — i, т) — гладкие 
функции, а функции /4-(.г, t) (i = 1, . . . . т) непрерывны и имеют 
непрерывную производную по х и выполнены условия согласования (10.1), 
(11.1). 

4. О ц е н к и д л я р е ш е н и я . Н е п р е р ы в н а я з а в и с и м о с т ь . 
Оценки для решения смешанной задачи (1.1), (3.1), (4.1) получаются при 
помощи метода последовательных приближений. Выпишем некоторые из них. 

т 

К (^ 01 < С, 2 [ шах | & ( * ) | + т а х \Ķ(t)\ + 
= , 1 [о.О [о.Т] 

т 
+ т а х Г \U (<р,(<; Р), ī)\dl\ (i=\ т), (12.1) 



К (*. 01 < С2 У lmax \g,{x)\ + т а х |АУ(0| + тах|/,-(/>)|1 ( i = l то), (13.1) 
Ю.И [ О . Г1 J - 1 

ļa U i(x, о 
6\с 

дм, ( г , О 

т 

С 3 2*1 т а х | # + т а х |й , (01 + т а х |/,­(Р)| + 
I (0.1) Ю. 71 r . / ­ T Ī 

Ю,Т] 
I I 

+ т а х 
Ю.Ц 

^ (*)| 
dx 

т а х 
[O.TJ 

г/АУ (О 
dt + т а х х W ^ M | , v = 1 i . . . i W ) i ( 1 4 1 ) 

п о
 1 J 

т а х / |Mļ (х, t)\dx + т а х / | u 4 ( z , i ) ļ d i < 
Ю.Т) J Ю. IJ jf 

m / Г 

<
6

' « ^ [ / 1*'ф.1<** + f\>'j(t)\dt + jj \f,(P)\ dp\ ( i = . l , m). (15.1) 
>=1 о n 

Здесь C( (i = 1, 4) — положительные постоянные, не зависящие от 
/(, g(, hļ, а подиптегральные функции полагаются равными нулю всюду, 
где они не определены. Эти оценки позволяют доказать непрерывную зависи­
мость решения смешанной задачи (1.1), (3.1), (4.1) от начальных условий и 
от неоднородных членов системы и граничных условий, а также перейти к 
обобщенному решению. 

Л е м м а 2. Решение смешанной задачи (1.1), (3.1), (4.1) непрерывно 
зависит от начальных данных (3.1), неоднородных членов системы (1.1) 
и неоднородных членов граничных условий (4.1) в том смысле, что если 

т 

т а х \g( (*)| < t), т а х |Л,­ (t)\ < TJ, т а х Г |/< (<р< (т; Р), т ) | а т < yj (т, > 0), 

то и(\(х,1)\<е ( е > 0 , 1 = 1, . . . , . то) , причем е ­>0 , если *j­> 0. 
Доказательство следует непосредственно из оценки (12.1). 

З а м е ч а н и е 1. Аналогично можно показать, используя оцеьку 
(14.1), что 

• ди, I ди, 
< е, 

ди. 1
 д и

! 
i 1 

дх 1 dt 

если все слагаемые в правой части неравенства (14.1) меньше некоторого 
т) > 0, причем е—*­0, если TJ —>• 0. 

З а м е ч а н и е 2. Используя оценку (15.1), устанавливаем, что 

• i 
т а х I \uf | dx. + т а х I \ut\dt<z, 
№. Г] J (о, я J 

если только слагаемые в правой части (15.1) меньше ц > 0; е ­ > 0 , если 
TJ ­ . ­0 . 



§ 2. 
СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ ОБОБЩЕННОГО 

РЕШЕНИЯ И ЕГО СВОЙСТВА 

1. П р о с т р а н с т в о ф у н к ц и й Ln. Пусть дана совокупность 
функций и(х, I), определенных почти всюду на прямоуголыншс П. Пред­
полагаем, что функции и(х, I) измеримы по совокупности переменных п 
при кажДОМ ' £ Ю, Т\ определены почти для всех х н измеримы, а при каждом 
х£10, /] определены почти для всех / и измеримы. Кроме того, 

i т 
вир / ļu ļdr- f -sup j | и | а 7 < о о 
Ю.Т] ļ [о, J| J 

н функции интегрально непрерывны но X а ио /, т. е. 
i 

/ 0 ­ и(х, /,,)|dx ­­»• 0, когда /­>•/„ (0 < t ^ У), 
о 

т 
j \п(х, /) — ц.(х 0, / ) | dl ­> 0, когда х ­*• х0 (0 < х < /).. 
о 

Введем п рассматриваемой совокупности функции норму прп помощи 
соотношения 

I т 
||м|| = 8 И Р Г |M|rfx + sup f \u\dl. (1.2) 

К т| J (о,п jļ-

Тогда наша совокупность превращается в метрическое пространство, так 
как все условия, налагаемые на норму, выполнены. Обозначим это простран­
ство через Lu. При этом функции, совпадающие для каждого с£ 10, Т] почти 
для всех х н для каждого а ­ £ | 0 , I] почти для всех I мы не будем считать 
разлн­ мп. Имеют место следующие простые утверждения IU: 

Л е м м а 3. Если, на прямоугольнике П последовательность ин­

тегрально непрерывных по х и по I функций и„ (х, t) сходится в 
метрике Ln к функции и, то предельная функция также интегрально 
непрерывна по х и по I на П. (Все эти функции считаются обладаю­

щими сформулированными выше свойствами измеримости.) 

Л е м м а 4. Пространство Ln полное. 
З а м е ч а н и е . Если последовательность функций сходится равномерпо, 

то она сходится к в метрике L l v 

2. О б о б щ е н н о е р о ш о н и е. Отметим, что гладкое решение сме­
шанной задачи (11), (3.1), (4.1) удовлетворяет интегральному тождеству 

0 {=1 0 {=1 
Т т Т т 

- j ļ 2 fcL * + / [ 2 «<>. ф1_ в* + 
0 1=1 О *" = 1 

file:///u/dl


m • m 

+ IiS{ 4­ + —дГ
1 ­ 2<* Ф, ] ­ ft фЛ = 0 (2.2) 

п *­» 

для любых гладких функций ф»(х, <)• 

Соотношение (2.2) получается из системы (1.1), если i­oe ураннсние умно­

жить на функцию ф,­(х, 0 (i = 1 , . . . , тп) и сумму результате и проинтегри­

ровать по прямоугольнику IĪ с учетом граничных условий (4.1) и начальных 
условий (3.1). 

Рассмотрим теперь смешанную задачу (1.1), (3.1), (4.1), когда от функ­

ции gļ (х) (i = 1, . . . , m) требуется только интегрируемость в смысле Ле­

бега (т. е. gi£L) на отрезке [О, / ] , от 1ц (/) (i = 1 , • • •, m) —интегрируемость 
в смысле Лебега на отрезке [О,ТУ, а от /,­(х, t) (i = 1, . . . , m) — штгегрируе­

мость в смысле Лебега па прямоугольшше П. Другими слонами, рассмотрим 
смешанную задачу (1.1), (3.1), (4.1), когда начальные данные и неоднородные 
члены системы и граничных условий представляют собой суммируемые 
функции. 

О п р е д е л е н и е . Обобщенным решением смешанной задачи (1.1), 
(3.1), (4.1) будем называть систему функций ut ( i ' = 1, . . . , / и ) , принадле­
жащих пространству Ln, удовлетворяющих интегральному тождеству (2.2) 
при любых гладких функциях ф< (х, t) (i = 1 m) (интегрирование 
понимается в смысле Лебега) и удовлетворяющих начальным условиям 
(3.1) и граничным условиям (4.1) почти всюду. Очевидно, что если сущест­
вует обычное гладкое решение, то оно одновременно является обобщеншлм. 

Т е о р е м а 1. Если функции, входячцие в постановку смешанной 
задачи (1.1), (3.1), (4.1) удовлетворяют требованиям, сформулированным 
в начале п. 2, то обобщенное решение этой задачи существует. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем последовательность гладких функций 
gi"'(.r), сходящуюся на [О, /I в метрике L к функции g{ (х) (/' = 1, . . . , т), 
последовательность гладких функций //,'" (/), сходящуюся на 10, 7"! в 
метрике L к функции ht (I) (i = 1, ...,т), и последовательность гладких 
функций /("' (х, I), сходящуюся в метрике L на Прямоугольнике Л К функ­

ции /,• (г, t)(i = ļ, ...,т), причем так, чтобы удовлетворялись условия 
согласования (10.1), (11.1). Например, аппроксимируем функции Л*, /< 
такими гладкими функциями gļ'", A,n), f"\ сходящимся в метрике £ со­

ответственно к функциям g(, lit, f{ (i = 1, . . . , m), что g$*' раины нулю в 
некоторой достаточно малой окрестности точек х = 0, х = I, Aļn> равны нулю 
в некоторой достаточно малой окрестности точки 1 = 0 и / , п ) равны нулю 
в некоторой достаточно малой окрестности точек (0, 0) и (I, 0), причем 
диаметры .лих окрестностей стремятся к нулю, когда л­»­со. Такие 
функции, очевидно, существуют. 

Рассмотрим теперь смешанную задачу (1.1), (3.1), (4.1), когда неоднород­

ные члены заменены соответственно функциями ļ'"\ ?J n ) Л',"1. Такая смешан­

ная задача имеет непрерывно дифференцируемое решение, обозначим его 
через л , " ' ( ' = "\ • • •, "О­ Д л я функций и'"'

1 ­ ­ и["
г) справедливо нера­

венство (15.1). Из этого неравенства следует, что последовательность 
м|."'(л = 1, 2, . . . ) является фундаментальной последовательностью в 



пространстве L,,. Продел его обозначим через и{. Переходя в неравенстве 
(15.1) к пределу, когда л­» ­оо , находим, что 

т а х I \ц{ ļ dt + т а х / |м< I dx < 

т I Т 

i­о о о п 

Для функции и'/" тождество (2.1) имеет место. Переходя к пределу прн 
л—>ор устанавливаем, что предельные функции удовлетворяют тождеству 
(2.1). Удовлетворение начальным условиям (3.1) и граничным условиям 
(4.1) также устанавливается при помощи предельного перехода д ­ + о о . 
Значит, функции щ$ = \, т) являются обобщенным решением сме­
шанной задачи (11), (3.1), (4.1). Теорема доказана. 

Сформулируем теперь простую лемму, которой мы будем пользоваться 
при доказательстве единственности обобщенного решения. 

Л е м м а 5. Пусть функция <Ļ(x, t) принадлежит пространству Ln 

и дано, что jļф(х, *) F(r, t)dxdt = 0 для любой непрерывно дифферен­

п 
цируемой функции F (х, /), для которой F (О, Г) = F (I, Т) = 0. Тогда 
ф (х, t) = 0 (как элемент пространства /,,,). 

Эта лемма вытекает, например, из теоремы 5 книги 141 (стр. 2Ю) и инте­
гральной непрерывности функции ф. 

Т е о р е м а 2. Если дополнительно к предположениям п. 1 § 1 дано, 
что функции Xj(j\ /) имеют гладкую производную по х, а функции 
Рй" (Л т

)
 — непрерывную производную по ­ то существует не более од­

ного обобщенного решения смешанной задачи (1.1), (3.1), (4.1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что мы имеем два обобщенных 
решения рассматриваемой смешанной задачи и'/ ' и н',*' (i = 1, ...,т). 
Их разность u(," — i*J2) = и( удовлетворяет тождеству (2.2) прн ļt(x, t) = О 
к и((х, 0) = О и однородным начальным н граничным условиям почти 
всюду, т. е. 

l m Т т Т т 

f\2*i + 4 ­ r
< f a

~ f[29t%

* + ' L i * + + 
0 *­1 О i­0 0 i ­ l 

m m 

+ // 2; 4 " + ­ I <* * ] * * = 0, (3.2) 
n <=i i ­ i 

M , ( x , 0) = 0, (4.2) 

m I 

М О , 0 = 2 [«.i (0«i (0 . 0 + / p« (/, т) щ (0, T)rfx] ( E ­ l , A), 
<­*+! 0 

(5 

м * . о = 2 [
а

. н о » > ( / , о + / M I . т)н,( / . T ) C / T ] ( i = f t + i , . . . . . и ) . 



Подставляя в тождество (3.2) выражения н<(0,/) (г = 1, к) и 
Uļ(l, t) (l = к + 1, то) из (5.2) и меняя порядок суммирования, а 
также интегрирования, получим 

i m т к 

f[2
u

* ь\*<ь~ / 2*А * м ' > + 

О i­i 0 i = l 

m m Т 

+ Ц « й (0 h (I, О Фу (/, 0 + 2 / & К 0 С Фу (/. т) г/т] di + 
J-k + 1 )"=fc + l t 

T m к 

+ ļ Ещ Ф>') [h (о, /) Фг (о, t) + 2** <й к (°. о «W (0, 0 + 

О i^k+l У ­1 
* T 

+ 2 / M * . ШР, T)fo(0, + 
У = 1 ( 

m m 

* | j . * [ ­ J « ф * = О­ (8­2) 
П *~» i=» 

Выберем в тождестве (6.2) за фупкцин ф,­ решение сопряженной смешан­

ной задачи 
m 

ЭФ., д А , Ф­) «­» 

~ ~дГ + " э ! ^ ­ 2
Я

« *» = ^ * 0 (' = 1 '»)• (7­2) 
f ­ i 

ф, (х, Т) = 0 (i = 1 то), (8.2) 
t т 

А, (0, /) ф, (0, t) + 2 [*н (0 h (0. О Фу (0, l)+f 3, ч (т, /) (О, т) Фу (О, т)</т=0 
' (г = k + 1 те), 

(9.2) 
m Т 

Я, (Z, 0 ф,­ (/, 1) + 2 [<*# W *i С ') Фу С О + / Р,У (т. О X, (/, т) ф, (/, т) с/т = о 
' (' = 1 А) 

в прямоугольнике П при любых гладких функциях 1<\ (.г, /), для которых 
h (О, Т) = (/, 71) = 0. 

Системы (1.1) и (7.2) имеют одни и те же характеристики. Смешанная 
задача (7.2), (8.2), (9.2) отличается от смешанной задачи (1.1), (3.1), (4.1) 
тем, что мы решаем первую „в противоположном направлении", т. е. началь­
ные условия нам заданы при I = Т а мы ищем решение при меньших зна­
чениях t : 0 < I < 7'. Поэтому на прямой .г = 0 заданы то — к граничных 
условий, которые можно разрешить относительно функций ф4 (i'=A­f­ 1, . . . , 
то), так как функции Л,­ ф О, а на прямой х = I заданы А­ условий, которые 
можно разрешить относительно функций ф 4 (i = 1 А). В силу того, 
что F{ (О, Т) = Fļ (/, 7") = 0 (/ = 1, . . . , то) условия согласования в точках 
(О, Т) и (/. Т) типа (10.1) п (11.1) выполнены. Значит по основной лемме 
1 смешанная задача (7.2), (8.2), (9.2) имеет гладкое решение. 

7 — 3 6 1 3 



2 I ) О Fi (*,') d* dt = 0. 
<=i n 

Но это тождество равносильно системе тождеств 

в, (х, t) F< (х, t) dx dt = 0 (i = 1 то). (10.2) 
n 

Из (10.2) и леммы 4 следует, что н 4 = 0 или 

в пространстве Ln. Теорема доказана 
Дадим еще одно определение обобщенного решения. 
О п р е д е л е н и е . Пусть функции ft , gt и Л, удовлетворяют требова­

ниям, сформулированным в начален. 2. Тогда систему функций щ ( ī = l , . . . , 
то) из пространства Ln мы будем называть о б о б щ е н н ы м р е ш е н и е м 
смешанной задачи (1.1), (3.1), (4.1), если можно найти последовательность 
гладких функций {х) (л = 1, 2, . . . ) , сходящуюся в L к gt (х) на (0, I] 
(i = 1, . . . , m ) , последовательность гладких функций А?'(0> сходящуюся 
в L к А, (<) на Ю, 7'], последовательность непрерывных и имеющих непрорыв­

ную производную по х функций (х, t) (п = 1, 2, . . ­ ) , сходящуюся в 
L к /,• (х, <) на П и последовательность гладких функций и

(

"\х, I) (л—1, 2 , . . . ) , 
сходящуюся в метрике Ln к u f (х, t) (i = 1, то), причем функции 
u<n> (х,/) являются решением смешанной задачи (1.1), (3.1), (4.1), если 
вместо f{ (х, t), g{ (х), hf (/) написать соответственно f^(x, t), g^ (х), Aļn) (/) 
(i = 1 m). 

Каждое обобщенное решение поставленной смешанной задачи в настоя­
щем смысле будет обобщенным решением и в предыдущем смысле. Далее, 
из доказательства теоремы 1 легко следует, что в условиях этой теоремы 
обобщенное решение задачи в настоящем смысле существует и единственно. 
Отсюда следует, что при дополнительных предположениях теоремы 2 оба 
определения обобщенного решения равносильны. 

Впредь мы будем понимать обобщенное решение во втором смысле. 

§ 3. 
СВОЙСТВА ОБОБЩЕННОГО РЕШЕНИЯ. 

Т е о р е м а 3. Обобщенное решение смешанной задачи (1.1), (3.1), 
(4.1) как элемент пространства Ln непрерывно зависит от началь­

ных данных (3.1), неоднородных членов системы (1.1) и неоднородных 
членов граничных условий (4.1), изменение которых измеряется в 
метрике L. 

Д о к а з а т е л ь с т в о сразу следует из неравенства (15.1) и ничем 
не отличается от доказательства замечания 2 к лемме 2. 

Для вывода дальнейших свойств обобщенного решения будем пользо­

Если функции ф, (i = 1, . . . , то) являются решением смешанной задачи 
(7.2), (8.2), (9.2), то (6.2) превращается в тождество 



ваться понятием осреднения суммируемой функции с помощью соответст­
вующего ндра [5], 161. Введем функцию со/, (х), определенную по закону 

ы Л (х) = 1Гл е • K o r « a 0 < И < ( « > 0 ) 
0, когда А < |х| < оо, 

где 

—1 

Функция o>h (х) непрерывна на всей прямой вместе со своими производными 
всех порядков. В точках х = ± А сама функция и все ее производные 
равны нулю. 

Пусть /(х) [соответственно F(x, t)] — суммируемая функция на всей 
оси [плоскости]. Средняя функция /л (х) [/"/, (х, /)] составляется так: 

х + Л 

Щ= f /(5) *>Л " 
x—h 

z+h 1+Л 

Fh(x,t)= j dl f »)<o h ( š ­x )<o„ ( * ­ * ) < * » 
x—h t—h 

или 
h 

Fh (x, t) = JdĶfF{x+Ķ, t + Ц)щ 

—h —л 
Средняя функция имеет непрерывные производные всех порядков. 

Кроме того, следует отметить, что 

z + h 1 + Л 

ļ dl f — 1 . 

x—Л I—Л 

Л е м м а 6. ДЛЯ любой гладкой функции g(x), заданной на сегменте 
[0, I], можно построить последовательность гладких функций g ( n ) (х) 
(л = 1, 2, . . . ) таких, что g<"> (0) = g (0) [соответственно g(n» (/) == g (/)] 

и производная
 d g в точке х = 0 (х = I) принимает заданное зна­

чение а. Кроме того, функция g<"> (х) совпадает с g(x) на сегменте 
l«n , I] (Ю, (J„ ]), причем а„ ­> + 0 (Р„­>• i — 0), когда л —»• оо, а на проме­

жутке [0, а п 1 (\Ļ\ , /]) ļg(x) — gW(x)| < | , и ц, + 0, когда и ­»• оо. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим последовательность функций 

д„ (х) (л = 1, 2, . . . ) , определенных на сегменте [0, /] , 

9п(х) = 
bx li —У1 + ' , когда 0 < х < <х„, 

V *»/ (л = 1, 2, . . . ) 
0, . когда ог„ < х < i. 

Последовательность 

g<«>(x) = g(x) ­ f ­a n (x ) (л = 1, 2, . . ­ ) 



является искомой, если Ь = а — g'(0), так как при этом значении Ag' n ) (0 )= 

= g (0) и ^jj^ = в­ Аналогично строится последовательность, если 
условия заданы при х = I. Лемма доказана. 

Л е м м а 7. Пусть функция f (х, /) измерима в прямоугольнике П и, 
кроме того, интегрально непрерывна вдоль i­го семейства характеристик, 
т. е. 

т 

/ |/(ф< («; *„0), 0 -/(?«(«; *,,0),*)|<й-*о, 

о 
ногда хг—>xt. (При этом здесь, как и далее, мы считаем функцию X,­ (г, t) 
продолженной гладким образом на всю полосу 0 < t < 7\ — со < х < оо, 
причем iniļiļ ļ > 0, а характеристику мы определяем ее точкой пересе­

чения с осью Ох и предполагаем, что / = 0 вне П). Тогда для функции 
f (г, t) можно построить последовательность гладких функций j

w (х, t) 
(я = 1, 2, . . . ) , сходящуюся к функции / (х, t) в интегральном смысле 
вдоль i­го семейства характеристик, т. е. 

т 

/ !/(?, С; *, 0), 0—/(п)(ч>< (*; * 0). t)\dt-+o, 

когда п—»­оо (равномерно по х). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем вместо х, t новые переменные х', t' 
при помощи соотношений 

Замена переменных (11.2) взаимно однозначна. Она переводит измеримую 
функщпо f(x, t) в измеримую функцию. f(x\ I') = /(<?,(''; х', 0), <') и 
интегрально непрерывную вдачь i­го семейства характеристик функцию в 
функцию интегрально непрерывную по х' вдоль семейства прямых х' = const, 
н наоборот. 

Если положить функцию / (х, t') вне области ее определения — образа 
прямоугольника П — равной нулю, то свойство интегральной непрерыв­

ности по х' после этого сохранится. Построим для функции / (с', г') сред­

нюю функцию j h (.с', t'). Тогда, если А­>•(), то равномерно по х' 
т 

/ I7V, О ­ / » ( * ' , t')\dt'­+0, 
о 

что доказывается совершенно аналогично леммо 8 работы 16]. 
После до вательность 

f
n)

(x, I) =1 ±(<?< (0; х, /), t) (п= 1, 2, . . . ) 
п 

искомая. Действительно, функции / ( п ) (х, I) непрерывно дифференцируемы 
по х и по t и, кроме того, 



т 

/ ! / ( ? , (< ' ; 0), / ' ) ­ / п ) ( 9 < ( ' ' ; 0), / ' ) | А ' = 
о 

= / l/v*. 0 - / i (*,' 01* ' ­* о, 
о i 

когда л —>­ оо. Лемма доказана. 
Т е о р е м а 4. Пусть g( (х) и ht (t) (i = 1, т) непрерывные 

функции соответственно на сегментах [0, I] и 10, Т], а функции 
1i (х, t) (i = 1, • •. , m) измеримы на прямоугольнике П и интегрально 
непрерывны вдоль i­го семейства характеристик, т. е. 

т 

/ I fi (<Р< (<; «ii 0), /) ­ и (9t (/; а,, 0), /)| dt ­+ 0, 
0 

когда xa—+xv Пусть далее выполнены условия согласования (10.1). 
Тогда обобщенное решение смешанной задачи (1.1), (3.1), (4.1) не­

прерывно на прямоугольнике П (точнее говоря, среди эквивалентных в 
смысле Ln функций, любой из которых равно обобщенное решение, имкется 
одна непрерывная). 

Д о к а з а т о л ь с т в о . Построим для каждого i = 1, . . . , т последо­

вательность гладких функции g ļ ( n ) (х), равномерно сходящуюся иа сегменте 
[0, Л к функции gt (х), причем gi(n) (0)=g f (0), g i ( n ) (l)=g{ (l). Далее построим 
для фупкции hļ (I) последовательность непрерывно дифференцируемых 
функций (/), сходящуюся равномерно на сегменте 10, Г] к функции 1ц (/), 
требуя, чтобы А$я) (0) = 1ц (0). По лемме 7 для функции ft (х, t) можпо 
построить последовательность непрерывно дифференцируемых функций 
l

(

i
} (х, I), для которых 

Т 

/ l/i (?<( ' ; *. 0), О - ^ Ы ' ; *. % ОЙ-* 0-
о 

когда п оо (равномерно по х). 
Подставим в правую часть условий согласования (11.1) вместо значений 

функций g( и hļ и их производных соответственно при х = 0, х = / и / = 0 
значения функций girn), А$п) и их производных в тех же точках и вместо значе­

ний функций fļ в точках (0, 0) и (/, 0) соответствующие значения функций 
У,"'. Вычислим значения правых частей условий согласования (11.1) Потом, 
по лемме 6 для функции gnn)(x) построим непрерывно дифференцируемую 
функцию g(

<"
> ( а ) , производная которой принимает в точке х = 0 (х = /) со­

ответствующее вычисленное значение и которая достаточно мало отличается 
о т giw(x). (Так, чтобы при п ­> оо равномерно gf* (х) g, ( а ) ) . 

Рассмотрим смешанную задачу (1.1), (3.1), (4.1), когда вместо функций 
/< > St • n

i подставлены соответственно функции g'"', Л1"*. По лемме 1 
такая смешанная задача имеет непрерывно дифференцируемое решение м'/" 
(' = 1, • ш), так как условия согласования (10.1) и (11.1) для функций 
lT\ ^i"'. ''Г* выполнены. Из неравенства (12.1) следует, что последователь­

ность и,"' (п = 1, 2, . . . ) сходится равномерно. Значит, предельная функ­



ция и{ непрерывна в силу непрерывности функций и
(

". Но согласно нера­
венству (15.1) и в силу полноты пространства Ln последовательность {н,­"'} 
сходится и в метрике Ln к функции и{. Значит, обобщенное решение 
и{ (i = 1, т) смешанной задачи (1.1), (3.1), (4.1) непрерывно. Тео­
рема доказана. 

Л е м м а 8. Пусть функция /(.г, t) непрерывна ш прямоугольнике П 
в имеет в П обобщ енную (в смысле С. Л. Соболева) производную по х Ф (х, I), 
которая интегрально непрерывна вдоль i­го семейства характеристик. 
(Здесь предполагается, что мы продолжили функцию ф (.г, t) на области 
х < 0, 0 s$ t < Т; х > I, 0 ^ t < Т, полагая ее равной нулю.) 

Тогда для функции f(x, t) можно построить последовательность глад­

ких функций f
n) (х, t) (п = 1, 2,• . , . . ) , которая равномерно сходится к 

функции f(x, I) на П, причем последовательность, составленная из произ­

водных по х от функций /
(п>

:
 д

' ^ (п = 1, 2, . . . ) , сходится к Ф(х, I) 
в интегральном смысле вдоль i­го семейства характеристик (при этом 

также полагается равной нулю всюду вне П). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Продолжим функщпо f(x, I) за прямые х = О 

и х = I следующим образом. Наложим ļ(x, Q равной /(0, t) для всех х < О, 
О < К Г и равной /(/, I) для всех х > I, 0 г* / < Т. Для определенности 
предположим, что i < к. Обозначим через S область, ограниченную лини­

ями х = у{ (t; О, Т), х = ф4 (t; I, 0), t = 0, t = Т, и положим а = 
= ļep,- (0; 0, Т)\. Функция f(x, t) в области S имеет обобщенную производ­

ную по х, причем вне П эта производная Ф (х, t) равна нулю (это сразу 
вытекает из следствия леммы 5 работы 16]). Введем новые переменные 
х', / ' при помощи соотношений (11.2). Область Л' в новой системе координат 
переходит в прямоугольник S' : — а < х' ^ I, 0 < / ' < Т. На основании 
определения обобщенной производной легко непосредственно проверить, 
что преобразованная функция / (х', I') = /(<p f (*'; х,' 0), С) в области S' 
имеет обобщенную производную по а', равную Ф(х', I') = В силу 

продолжения функции f(x, I), функция / (х, I') определена в любом прямо­

уголышке — К — а < х' < l -J- li (li > 0, 0 < i < Т) и имеет там об­

общенную производную по а:'. Продолжим фупкцию / (а', /') за прямые 
t = 0 и t = Т четным образом. Рассмотрим прямоугольник St : — li — 
— а < х' < / + li, — li < /' < Т ­f­ li. В прямоугольнике S1 футщия 
/ (х', t') имеет обобщенную производную Ф (х', I') по х'. Составим сред­

нюю функцию lh(x', t') (h < li). Так как / (./'. I') — непрерывная функция, 
то 1н Ы> О ­*• f (х', ?) равномерно, когда h ­> 0. Кроме того, в прямоуголь­

нике S' производная по х' от средней функщш fn (х', I') раина средней 
функции от обобщенной производной по х', т. е. Фп (х', / ' ) . Как было 
указано при доказательстве леммы 7, 

т 
j ļ Ф (х~, t') - Ф л (ж/ 0 | dl' - * 0, когда А -> U. 
о 

Последовательность / п > (х, I) = / , (<р( (0; х, t), t) (п = 1, 2, . . . ) является 
п 

искомой, так как )
, п ) (х, t)f (х, I) равномерно, когда А —>• 0 И, кроме 

того 



а*, 
э_» I а 

dl = 

о * 
т 

< т а х £ J" | Ф (*', 0 ­ Ф_1 01 * ­* О 
о " 

(раиномерно по ж*), когда Л­> 0. Лемма доказана. 

Т е о р е м а 5. Пусть gt (.с) и Л, (/) (i = 1 т) гладкие функции 
соответственно на сегментах 10, Л и [0, 7"], а (ж, /) — непрерывные 
функции на прямоугольнике П, имеющие в П обобщенную производную 
Ф{ (х, t) по х, которая интегрально непрерывна вдоль i­го семейства 
характеристик. Пусть далее, выполнены условия согласования (10.1) 
п (11.1). 

Тогда обобщенное решение смешанной задачи (1.1), (3.1), (4.1) непре­

рывно дифференцируемо на прямоугольнике П и является обычным реше­

нием. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 8 построим для функции ft (х, t) 
последовательность гладких функций /1 П > (х, t) (п = 1, 2, . . . ) , которая рав­

номерно сходится к функции fi (х, t) на П и для которой последовательность 
производных по х сходится к Ф 4 (.г, /) в интегральном смысле вдоль i­ro 
семейства характеристик. Подставим в правые части условий согласования 
(11.1) вместо значений функций /< (х, *) в точках (0,0) и (/,0) соответст­

вующие значения функций /$ п ) (х, t) и для функций g f (х) подберем по лемме 
6 такие непрерывно дифференцируемые функции g, n ) (х), которые достаточно 
.мало отличаются от g{ (.т)и для которых условия согласования (10.1) и (11.1) 
выполнены. 

Рассмотрим смешанную задачу (1.1)„, (3.1)п , (4.1)„, где вместо 
функции g ( и ft подставлены функции gf и Такая смешанная за­

дача имеет непрерывно дифференцируемое решение и$я) (i = 1, . . . , т) 
(лемма 1). Так как /,"'­>/,­равномерно прн п—> оо, то и последователь­

ность g<" можно выбрать так, что gf —• g< и ^ — * ~аЦ~ Р а в , 1 0 м с Р н 0 > 
когда п­*­оо. Из неравенства (12.1) следует, что последовательность и

1

"
1 

(и = 1,2, . . . ) сходится равномерно. В силу непрерывности функции в« 
продельная функция ut(i= 1, ...,т) непрерывна. А в силу неравенства 

d u ' n ) Э и ( . п ) 

(14.1) последовательности —gj­ И —ģŗ- (» ~ 1.2, • • •) тоже сходятся равно­

мерно. Значит, функция н,­ (i = 1, ...,т) имеет производные по г и п о I 
и эти производные непрерывны в силу гладкости функций и

(

"\ Но согласно 
оценке (15.1) последовательность i»j '"(n= 1,2, . . . ) сходится и в метрике 
Ln к функции и{. Значит обобщенное решение ut (i = 1, . . . , т) смешан­

ной задачи (1.1), (3.1), (4.1) непрерывно дифференцируемо, а предельный 
переход в соотношениях (1.1 )„, (3.1 )„ и (4.1)„ показывает, что это обобщен­

ное решение является обычным гладким решением. Теорема доказана. 

1 VI 1957 Кафедра общей математики 
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PAR JAUKTA VEIDA PROBLĒMU LINEĀRAI HIPERBOLISKAI 
SISTĒMAI PLAKNE 

V. Āboliņa un A. Miškis 

(Kopsavilkums) 

Rakstā formulēti pietiekamie nosacījumi jaukta veida problēmas (1. 1), 
(3. 1), (4.1) gluda un vispārināta atrisiuajuma eksistencei un unilātei. No­
skaidrotas dažas vispārinātā atrisinājuma īpašības. 



ЛАТВИЙСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ П. СТУЧКН 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3, 1958 ГОДА 

НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ В л-МЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

Э. И. ЛЕНИНА 

§ *• 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ НЕСОБСТВЕННОГО ИНТЕГРАЛА 

Теория несобственных интегралов является одним из важнейших от­
делов теории интегрирования. Однако теория несобственных интегралов 
для функций п ^ 2 переменных почти совершенно не разработана. Встре­
чаются лишь отдельные случаи применения несобственных интегралов в 
пространстве, как, например, интеграл в смысле главного значения по 
Кошн. Это объясняется, повиднмому, существенным отличием «­мерного 
случая от одномерного. Так, если функция задана на и­мерной области 
G и суммируема по каждой компактной части С и если существует предел 
интеграла от / по таким частям (с как угодно гладкой границей) при произ­
вольной аппроксимации G, то / является в G суммируемой. Это свойство 
показывает, что в и­мерном случае нельзя пользоваться произвольной 
аппроксимацией области G, если стремиться к тому, чтобы класс несобст­
венно интегрируемых функций был шире класса суммируемых функций. 
Таким образом, мы приходим к необходимости рассматривать несобствен­
ный интеграл как результат предельного перехода при определенном способе 
или классе таких способов аппроксимации области G. Поэтому нам кажется 
естественным принять следующее определенно несобственного интеграла. 

О п р о д е л е в н о 1. Пусть для n­мерной области G определен класс 
Р = { А я } последовательностей Па ограниченных измеримых множеств 
Pti (i = i, 2, • . . ) * , содержащихся вместе с замыканием в G(PKic G); 
при этом каждая из последоватыьностей П, обладает следующим 
свойством: всякое компактное множество FcG попадает во все Pai, 
начиная с некоторого номера i, т. е. при i ^ tn (F, а). Пусть далее в 
области G определена измеримая действительная функция /(.4) (.1 £ G), 
суммируемая на всяком компактном множестве /­"с G. Тогда если для 
любой последовательности П я £ Р существует не зависящий от а предел 

lim / fdG ** 

(конечный или бесконечный), то мы будем говорить, что существует 
несобственный интеграл от функции / по области G относительно 
класса Р и обозначать его Jfd(P). 

G 

* ЭТИ множества мы будем считать определенными с точностью до множества 
меры нуль. 

•* Здесь и всюду в дальнейшем под j fdG(X с G) будем понимать интеграл 
Лебега. х 



Если этот предел конечный, то функцию f будем называть инте­

грируемой по области G относительно класса Р . 
Совокупность всех функций f, имеющих несобственный интеграл 

(интегрируемых) по обмети G относительно класса Р обозначим через 
Ф(Р) (соответственно Ф(Р)). 

Специфика «­мерного случая состоит в том, что в отличие от одномер­
ного случая, здесь нет способа несобственного интегрирования (т. е. выбора 
класса Р), который можно было бы считать наиболее естественным; поэтому 
различные способы несобственного интегрирования нужно рассматривать 
как равноправные. 

Впредь буквы П и Р (быть может, с индексами) будут применяться только 
для последовательностей множеств и классов таких последовательностей, 
обладающих описанными выше свойствами. 

§ 2. 
ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА НЕСОБСТВЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

Доказательства приводимых в этом параграфе свойств ввиду их простоты 
мы опускаем. 

С в о й с т в о 1. Если Р , ? Р 2 , то Ф (P t) S Ф (Р2)­

С в о й с т в о 2. Если функция / имеет в области G интеграл 
Лебега (конечный пли бесконечный), то существует несобственный 
интеграл по области G относительно любого класса Р В 

( fd(P)= f fdG. 
с Ъ 

С в о й с т в о 3 (апалог теоремы Рима на для условно сходящихся ря­
дов). Для любой функции /, для которой не существует ни конечный, 
ни бесконечный интеграл Лебега, и любого действительного чичса у 

найдется последовательность П. такая, что / £ Ф ( П ) и J fd(U) = у. 
о 

С в о й с т в о 4. Для любой последовательности П = {Pt } существует 
непрерывная функция /, для которой несобственный интеграл относи­

тельно этой последовательности не существует. 
Таким образом, класс функций, имеющих несобственный интеграл по 

области G, всегда уже класса всех непрерывных в «7 функций. Каким усло­
виям должен удовлетворять класс функций, чтобы он мог служить классом 
Ф(Р) для некоторого Р, а также каким условиям должен удовлетворять 
функционал, чтобы он мог являться значением интеграла для некоторого 
Р, неизвестно. 

С в о й с т в о 5. Пусть функции ft и /г принадлежат классу Ф (Р) 
и Cļ и с2 — произвольные действительные числа, тогда функция cļfļ-{-
4- с 2 / , также принадлежит Ф(Р) в 

( (cifl+c1f1)d<?)=c1 f hd(P) + c2ļf2d(P). 
G G G 

(Для функций из класса Ф(Р) это свойство, вообще говоря, не выпол­
няется.) 



С в о й с т в о 6. Если /<р£Ф(Р) при любой ограниченной функции <р, 
то / £ L . 

С в о й с т в о 7. Пусть «Pi < / < ф 2 и ņt и <р., принадлежат Ф(Р); 
тогда f также принадлежит ф (Р) и 

(Для функций 9i и ф, п з класса Ф(Р) это свойство, вообще говоря, не 
выполняется.) 

С в о й с т в о 8. Пусть дана последовательность / i , / 2 , / 3 , • • • функций, 

принадлежащих классу Ф(Р), причем J fnd(P) = у п . Пусть далее суя 
о 

ществует конечный или бесконечный предел 
l i m У„ N У­

П­к» 

Пусть, наконец, для каждой последовательности П а £ Р по любому 
е > 0 можно указать помер /а такой, что для множеств Pai (/ > /я) 

л/ж любом п. 
Тогда, если функция / такова, что на всяком ограниченном измеримом 

множестве X, содержащемся вместе с замыканием в G, 

lim ļ jndG = jfdG, 

то / £ Ф ( Р ) // JfdC = y. 

§ 3. 
СВЕДЕНИЕ ВОПРОСА ОБ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ДВУХ 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ К АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ ЗАДАЧЕ 

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что класс Р 2 подчинен классу 

Pi ( p i 8- Р 2 ) . если Ф (Р 2) с ф ( р , ) и ļ fd(Pt) = J / d ( P 2 ) , для любой (функ­

ции /^Ф(Ро). 
Очевидно, что если Pt Е Р.,, то Р, g­ Р„, а также, что если Р, g­ Р» g­ Р 3 , 

то Р , g­ Р 2 . 
Два класса Pt и Р 2 назовем эквивалентными (Pļ ~ Р 2 ) , если одно­

временно имеют место подчинения 

Р, 8­Р* и P 2 g ­ P t * . 

* Интересен вопрос, совпадает Ля приведенное определение подчинения (эквива­
лентности) со следующим: класс Р 2 подчинен (эквивалентен) классу Р,, если 
* ( Р а ) ? * (Р]) (соответственно Ф (Р 2) = Ф (Pi)). Этот вопрос остался нерешенным.. 



Так Kait это соотношение эквивалентности симметрично, рефлексивно и 
транзнтивно, тотем самым совокупность классов Р распадается на множества 
попарно эквивалентных (относительно несобственного интегрирования) 
классов. Совокупность этих множеств относительно подчинения образует 
частично упорядоченное множество способов несобственного интегрирова­
ния, свойства которого пока 1гзучены недостаточно. 

Вопрос об эквивалентности двух классов последовательностей решен 
в одном важном частном случае, когда каждый ИЗ них классов состоит из 
одной поеледо вател ьности. 

Рассмотрим две последовательности П' = {Pļ} и П" = {P j} ­

Дне точки а и р области G назовем эквивалентными, если они одинаково 
расположены относительно множеств Pt и Р , (i — 1, 2, . . . ) , т. е. если сов­

падают множества тех номеров i, для которых <х£Р,­ и Р£Р,­, а также 
множества тех номеров / , для которых а и (i£P,­. Множества эквива­

лентных точек назовем основными множествами (они, очевидно, попарно 
не пересекаются); при этом будем рассматривать только множества нену­

левой меры. Так как всякое компактное множество, начиная с некоторого 
номера, попадает по все Р,­ и все Р / , то оно может пересекаться .минь с ко­

нечным числом основных множеств. Отсюда следует, что вся область G раз­

бивается на счетное число основных множеств, которые можно как­то зану­

меровать: 

Щх> gt, gs 

При этом каждое из множеств р \ и Р[ (1= \, 2, . . . ) состоит (основное 
множество но может пересекаться с каким­либо из множеств Р , или Pt , 
не содержась в нем целиком) ИЗ конечного числа основных множеств. 

Выведем теперь простейшее необходимое условие эквивалентности двух 
поел едо вател ыюстой. 

Назовем пару основных множеств (gv gm) (1фт), отмеченной относи­

тельно последовательности П', если любое из множеств Pt (i = 1, 2, . . . ) 
либо содержит их оба, либо их оба не содержит; (аналогично введем понятие 
лтмеченности относительно П"). Пара основных множеств не может быть 
отмеченной сразу относительно обеих последовательностей П' и П", так как 
оогда эта пара должна была бы входить в одно основное множество. Далее 
тегко проверить, что при данном / может быть лишь конечное число номеров 
т, для которых пара (g,. gm) отмечена относительно П'. Действительно, выбе­

рем i столь большим, что gl Ё Р'{; если тогда то столь велико, что/? т — G\P't , 
то пара (gr g m ) не может быть отмеченной. 

Т е о р е м а 1. Если относительно хотя бы одной из двух последо­

вательностей П' м П " имеется бесконечное множество отмеченных пар, 
то эти последовательности не эквивалентны. 

Доказательство. Пусть для последовательности П' существует бесконеч­

ное множество М отмеченных пар (gp gm). Тогда из последнего утверждения, 
доказанного перед формулировкой теоремы 1, следует, что для любого ком­

пактного множества F с С найдется пара (g ŗ g m ) такая, что g{ и gm не пересе­

каются с F. В силу этого из множества М легко выбрать последовательность 
пар (g*. g*) (fc= 1, 2, . . . и все gļ, g\, g\, gļ, ... различны), отмеченных 
относительно последовательности П', для которой найдется последователь­

ность {Pik) множеств P<k£ П" такая, что каждое множество Piļc разбивает 



п а Р У (/?* (т­ е ­ ё^­Р'^'
 а 8%­

G

\
p

'jk).
 1 1 0 , , е разбивает никакую 

другую пару из выбранной последовательности. Построим теперь функ­
цию / так, чтобы 

f fdG = (­i)
k

~
1

k, ffdG=(­l)
k

k (к ­ 1, 2, . . . ) , 

& & 

а для всех прочих основных множеств gn 

j fdG = 0. 

Тогда для любого множества Pt £ П ' , так как оно но разбивает ни одной 
из пар g*) (к = 1, 2, . . . ) , 

/ fdC = 0. 

Следовательно, 
/" / dOT) = lim ( ļdG = 0. 

G Pt 

Однако для множеств Piļe 

ļ jdG = к прп нечетных к 

ļ fdG - — к при четных к, 

поэтому предел lim / fdG, не существует; следовательно не существует 
к­юа J 

ч 
и предел lim f fdG, т. е. функция / £ Ф ( Р ) . 

p

i 
С л е д с т в и е . Для того чтобы две последовательности были 

эквивалентны, необходимо, чтобы камсдая из них имела не более конечного 
числа от.чеченных пар. 

Сведем теперь вопрос об эквивалентности двух последовательностей 
к некоторой алгебраической задаче. 

Пусть даны две последовательности П' = {Р{} п П " = {Р{) • Как было 
указано выше, им соответствует разбиение G на счетное число основных 
множеств, которые мы каким­нибудь образом занумеруем: 

g» gt. gs 

Пусть дана теперь произвольная функция /. Обозначим значения ее инте­
гралов по основным множествам через 

х

1> Ч *з (1) 



Так как основные множества попарно но пересекаются и имеют положитель­
ную меру, то величины х„ х2, . . . могут принимать любые наперед заданные 
комбинации значений, а потому являются независимыми переменным». 

Интегралы по множествам Р , н Р ( (i = 1 , 2 , . . . ) получаются как суммы 
конечного числа некоторых xt из последовательности (1). Мы будем обозна­
чать эти суммы (линейные формы) через S ļ , соответственно через и 
записывать: 

соответственно 

S"i = 2
 a

a
x t ' » = 1, 2, . . . , 

где а'1{ = 0, ecnug, не содержится и Pļ, и а^= 1, если gj^Pļ (соответ­

ственно, <*',',= 0, если g, не содержится в Р™, и а'^ = 1, если g,EPp. 

Отсюда следует, что (соответственно а^) прн фиксированном i равны 
нулю для достаточно больших I. Кроме того, линейные формы S't и S'^ об­

ладают том свойством, что для достаточно больших номеров i они содержат 
любое конечное множество элементов последовательности (1); другими 
словами, для любого натурального 10 существует такое i 0 , что а.'{1 = = 1 
при всех I ==t, .. И l > iņ. Это следует из того, что всякое компактное 
множество F с G попадает во все Р'4 и P'ļ, начиная с некоторого номера. 

Таким образом, последовательности ГГ и П" определяют две системы 
форм {S\) и Щ} ( i = l , 2, . . . ) , т. е. две матрицы |1а'й|[ и Ца'^Ц 
(i, / = 1 , 2 , . . . ) . Конкретные же значения независимых переменных 
Xļ, хг, х9, . . . определяются функцией /. 

О п р е д е л е н и е 3. В соответствии с общим определением 2 будем 
говорить, что система {S'!} подчинена системе {S^} ({S'J g­{5^'}), если 
для любой числовой последовательности 

x

i< з­г.
 xai • • 

для которой существует конечный предел 

оо 

lim S'i = lini У а«х, = у , 
1= 1 

предел 
со 

lim S'i = lim У a^aj 
i ­ ю о 

1 ­ 1 

также существует и равен у. 

Две системы форм { S'i) и {S'i) назовем эквивалентными ({S'i) ~ {«S'/}), 
если одновременно {S'i) §­ и { ^ ' } S­ {^<} • 

ЕСЛИ функция / £ Ф ( П ' ) и / /аТ(П') = у, то и суммы . ^ ­ ^ у п р и ' ­ ^ о о ; 
с 

и наоборот, если при данной функции / последовательность сумм Sf имеет 



конечный предел у, то эта функция / £ Ф (ТГ), причем j fd(ū') = у. Анало­

G 
гичное свойство имеет место для последовательности П". 

Таким образом, вопрос об эквивалентности или подчинении двух после­

довательностей ГГ и П" сводится к вопросу об эквивалентности или подчи­

нении соответствующих систем форм {5^} и {St } . 
Среди всех последовательностей П = {Pt} выделим наиболее важный 

и естественный для определения интеграла J /с? (О) класс простых по­
G 

следовательностей. 

О п р е д е л е н и е 4. Последовательность П = {Р{} мы назовем простой, 
если система характеристических функций И ) 6 Q множеств 
Pļ линейно независима, т. е. если из равенства почти всюду н улю суммы 

N 

вида ^ cf-£{ (А) всегда следует, что с, = . . . = c w = 0. 
i= i 

(Здесь 
1 И 

Ш - {о 
N 

Из соотношения ^
 e*Xļfy)==Qi после умножения на произвольную 

<= i 
функщпо f(A) и интегрирования, вытекает равенство 

N 

2ļetf fdG = 0. 
i Р{ 

Поэтому если последовательность П не проста, то среди ее членов имеются 
множества, интегралы по которым однозначно определяются через значения 
интегралов по предыдущим членам. Такие множества, по существу, явля­
ются излишними в последовательности, в чем и состоит некотораи неестест­
венность непростых последовательностей для определения несобственного 
интеграла. 

Обратно, как будет вскоре показано (см. следствие 2 из леммы 2), зна­
чения интегралов на множествах, составляющих простую последователь­
ность, могут быть заданы совершенно произвольно, причем функции / с 
такими заданными значениями интегралов заведомо существуют (и даже 
допускают значительный произвол). Таким образом, интегралы по множест­
вам, образующим простую последовательность совершенно независимы 
между собой. 

Вопрос о том, для всякой ли последовательности П' существует эквива­
лентная ей простая последовательность П", пока не решен. 

Простейшим примером простой последовательности является последо­
вательность {Pt} , удовлетворяющая условию вложения Р, с Р2 с . . . 
(если все разности Р < \ P<_i имеют положительную меру). Можно показать, 
что для любою класса Р существует эквивалентный ему класс Р', состоя­
щий из последовательностей, удовлетворяюищх условию вложения. 

Перейдем теперь к изучению эквивалентности двух систем форм. 



§ 4. 
ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ О СИСТЕМАХ 

Л И Н Е Й Н Ы Х ФОРМ 

В этом параграфе мы введем несколько вспомогательных понятии и 
докажем две леммы. 

Пусть дана произвольная система © форм 
о о 

Št= £ « « з , , ( = % 2 (2) 
i= i 

где при фиксированном i все л а равны нулю для достаточно больших /. 
Рассмотрим вещественное лилейное пространство К(<&) формальных 

оо 

выражений вида £ 3,­5 f, в каждом из которых лишь конечное число ве­

щсстпснных чисел S t отлично от нуля, а сложение и умножение на число 
производится по обычным правилам (причем соотношения (2) не прини­
маются во внимание). Рассмотрим далее в АГ(@) подмножество 0((&) 

с о 

О­комбинаций — выражений вида Т = ^ faS, для которых 
i = i 

о о о о со 

2$<2 " d 3 " ' = 0 > т ­ е ­ 2 Р *
а

"
 = ^ Р = 1. 2, . . . ) . Ясно, Ч Т О Э Т О М Н О -

<•= 1 »•= 1 1= 1 
жество б>(©) образует линейное подпространство пространства К (S). 
Каждой ненулевой 0­номбинацни (если такие имеются) соответствует 
некоторая линейная зависимость между формами (2). 

Положив в системе (2) х т = 0 (ти — произвольное) или, другими словами, 
игнорируя в формах S{ переменную тт, мы получим новую систему ©' форм 

с о 

s'i = 2 Ш:> 1 - i 2 (3) 
1ф т 

со оо 

Отображение Т = £ М*­**?" = £ ^ S ' < 
представляет собой естествен­

i ­ i <= i 
iti,ni изоморфизм пространств K(t&) и А'(@'), при котором, очевидно, 0(<&) 
переходит в (но, вообще говоря, не на! ) #(©') (так как из 

ОО ОО оо оо 

^jļļ«дД| =0, очевидно, следует, что ^ 3 , ^ а я з ­ | = 0). Таким обра­

<•= i « ­ 1 < = i • ( = 1 
зом, между формами (3) (по сравнению с формами (2)) могут возникнуть, 
вообще говоря, новые линейные зависимости. Вопрос о количестве новых 
линейных зависимостей для системы (3) решает следующая лемма. 

, Л е м м а 1. Пусть конечное или счетное множество О­комбинаций 
{ Т,} образует базис пространства 0(<В)*. Тогда либо множество {Т, } 

*) Из­за конечности числа слагаемых в каждом из выражений, образующих К(©), 
легко проверить, что базис не может быть несчетным. 



образует базис пространства 0(<В'), либо существует элемент 
Т, £ #(©'), такой, что множество { Т,} Ц. { 7'. } образует базис про­

странства 
Другими словами, в системе форм (3) (по сравнению с системой форм 

(2)) может появиться не более одной существенно новой линейной зависи­
мости. 

Доказательство. Обозначим естественный изоморфизм / f (S) на К(&) 
буквой©. Как было указано выше, 0(<9(S)) Е 0(©'). Если здесь имеет 
место знак равенства, то множество { 0 (Тв) } = {7',} образует базис #(©') , 
и утверждение леммы тривиально. Пусть теперь 0(6*(©)) с 0(<В'); выбе­

рем 7 " . € # ( © ' ) \ ©(£>(©)). Так как множество {7 ' ļ}U{7^} линейно неза­

висимо, то достаточно проверить, что О(в') совпадает с линейной оболочкой 
L этого множества. 

Допустим, что это не так, и существует элемент 7 . , £ Q(<S')\L. Подставим 
в элементы Г. = 0 ­ 1 (7 /.) и Г . . = 0 ­ 1 (7'^,) выражения (2) {St} через {х,} 
и обозначим коэффициенты при хт у полученных линейных форм соответ­

ственно через р, и р... Обозначив Т = р.. 7"ф — Р. 7',,, получим, что 
0(7") = р > ф Г. — р > 7^ф £0(<В'). Однако из определении 0(©) и 0(©') сразу 
следует, что всегда если после подстановки в элемент Т выражений (2) ко­

эффициент у полученной линейной формы при хт равен нулю и если 
0(7") £0(© ' ) , то и 7 '£0(®') . Значит, и в нашем случае по построению 
элемента будет Т = р., 7'# — р, 7',, £ 0(<3); отсюда же получаем, что 
р . ф О (так как 7Ф£<9(<3'), а Т . £ 0 ( © ) ) . Но ( тогда 7'' = р. , 7''. — 
— Р. ^l.€ ©(^(S)) . откуда и р. 7 ' . . £L , т. е. и 7 . . £ L вопреки предпо­
ложеншо. Лемма доказана. 

Л е м м а 2. Пусть дана бесконечная система алгебраических 
уравнений. 

St=bt, i = i, 2 (4) 
ОО 

где St == 2 Л

а
х

1, i — 1* 21, причем для каждого i все ос{( равны 
i ­ 1 

нулю при достаточно больших I. Пусть правые части системы (4) не 
оо 

противоречат левым, т. е. для любой О­комбинации Т = ^ Р<̂< € 
оо < = 1 

£ 0(@) будет 2 Pt ° < = 0­ Тогда система (4) имеет по крайней мере 

i" i 
одно решение. 

Доказательство. Определим сначала значение хл. Для этого рассмотрим 
естественное отбраженио 0 пространства К(<В) на пространство где 
© ' = { I S J } , а 6*( получаются из «У< игнорированием переменной х,. Тогда, 
как указывалось выше, 0(0(@)) Е 0(<3'). Здесь может быть два случая. 

1. Пусть 0(0(<S)) = О(<&'). Тогда мы положим хг равпым совершенно 
произвольному числу tļ и перейдем тем самым от системы (4) к системе 
уравнепий относительно хг, х3, ... 

S'{ = Ь(-*п~& = b't (i = l , 2, . . . ) . (4') 
Проверим теперь, что правые части системы (4') не противоречат левым. 

СО 
Действительно, пусть 2 Р<̂'< € ^(®)­ Тогда в силу совпадения 0(<В') 

< ­ 1 
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с 0(0(©)) и 2 откуда, с одной стороны, получаем, что 
< = i 

оо оо 

2 P < a » i = 0, а с другой стороны, по условию, 2^t^i = 0. Но тогда 

< » 1 i­1 
ОО оо оо 

р * * ; = _ Г p a - 2 р < « < i i = & 

< - 1 < - 1 < = 1 

что и требовалось доказать. 
2 . Пусть 0 ( 0 ( 6 ) ) с O(S'). Тогда по лемме 1 существует элемент 

ОО 

Т\ = В Л 0(<9(@')), для которого любой элемент из можно 
<== i 

представить в виде суммы элемента из 0(0 (©) ) и элемента вида сТ'% 

Но раз 
СО ОО 

т, = 2 р , . г; = 2 р « . ^ € ^ © ' ) . 

то, по определешпо (^­комбинаций, 
оо 

2 $и « о = Р . ф О . 

Положим тогда 
оо 
2 ? * >, 

* 1 = ­ ^ к — 

и перейдем к системе (4'). Проверим, что и теперь для системы (4') правые 
00 

части не противоречат левым. Действительно, если 7" = 2 Р { * ^ < € 

то Г = Г + с Г ; , где Г = 0(7")£ 0(0 (@)) . Но раз Т = 

2 Р * ' ^ * € ^ ( @ ) >
 т о п о условию Р < * < = 0, а также 2 Р < в * « = 0. 

< = I < = 1 i = 1 

этому 
оо ОО 

2 Р « й = + ) ( * « — « < » % ) = 
< = 1 < « - 1 

оо оо 

» = 1 

что и утверждалось. 
Определим теперь зпачепис а:2 = х 2 , отправляясь от системы (4'), анало­

гичным образом. Тогда мы перейдем к системе 

s'; = ь\­«,tх, = //; (i = i , 2 , ...­,s'; = 2m>. (
4

") 
1 = 3 



для которой правые части не противоречат левым, и т. д. Проверим, что 
построенная последовательность чисел xv х2, . . . удовлетворяет системе 
(4). Для этого рассмотрим любое из уравнении системы (4) 

(здесь щ достаточно велико). Так как 5 <

ļ

m < > = 0, то 5<т< ) £ 0(<&<т*}), а по­

тому и 6<т<> = 0. Но 

откуда и следует наше утверждение. Лемма 2 доказана. 
З а м е ч а н и е . Очевидно, что сформулированное в лемме 2 условие 

о том, что правые части не должны противоречить левым, является одно­
временно и необходимым для существования у системы по крайней мере 
одного решения. Это необходимое и достаточное условие может быть выра­
жено еще следующим образом: для любого натурального п ранги матриц 

* 1 . « И . « 1 2 . • • *11> <*12> 

* n l . а п 2 . 

I I 

Ьп, « „ ! . « „ 2, 

должны равняться между собой (эти формально бесконечные матрппы можно 
считать конечными, так как все достаточно далекие столбцы состоят из нулей). 

С л е д с т в и е 1. Если между левыми частями системы (4) нет 
линейных зависимостей (другими словами, если 0(®) состоит только 
из нуля), то эта система при любых правых частях имеет по крайней 
мере одно решение. 

С л е д с т в и е 2. Если П = — простая последовательность, 
то существет по крайней мере одна функция /, обладающая на каж­

дом из множеств Р{ любым заданным значением интеграла. Действительно, 
если для пары последовательностей (П, П) построить основные множества 
8 к 8к •••> и если условно обозначить 

СО 

Р

<= 2*«8, . 
I — 1 

где л{1 = 1, если g , E P ļ и a f J = 0 в противном случае, то из определении 
СО 

простой последовательности вытекает, что формы Sf= У «дач линейно 
i= i 

независимы. (Так как из равенства с 4 £ 4 = 5 0 вытекает, что 

N 
<•= 1 

J T "
 с<Х<(Л) = 0, где у Л — характеристическая функция множества Pt.) 

t­ i 

Но значения интегралов фушщий / на множествах gf могут, очевидно, 

8* 



быть заданы произвольно и потому задача о построении функции / с 
заданными интегралами на множествах Р{ полностью приводится к реше­
нию системы (4) с линейно независимыми левыми частями. Поэтому 
утверждение нашего следствия вытекает из следствия 1. 

§ 5. 
ТЕОРЕМЫ О ПОДЧИНЕНИИ И ОБ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ДВУХ 

СИСТЕМ Л И Н Е Й Н Ы Х ФОРМ 

В этом параграфе мы докажем, опираясь на лемму 2, несколько теорем, 
относящихся к вопросу об эквивалентности спетом форм 

оо 

1= 1 
со 

ЩМ^фси » = 1, 2, . . . . 
i ­ 1 

где а, ( и лц удовлетворяют сформулированным в § 3 условиям. 

Т е о р е м а 2. Для того чтобы выполнялось подчинение {St} g­ {St) 
необходимо, чтобы нашлось конечное число форм S<m(m = 1, . . . , & ) та­

ких, что все формы Б^инейно выражаются через формы St (m=l, . . . , /V) 
и 2, . . . ) . 

Доказательство. Предположим, что сформулированное необходимое 
условие не выполнено. Тогда, прежде всего, по все формы St линейно вы­

ражаются через совокупность форм {St } (i = 1, 2, . . . ) . Пусть S{, —пер­

вая форма из ( о \ ) , которая линейно не выражается через {St}­ Поскольку 
не все формы St выражаются линейно через Sit и St (i = i, 2, . . . ) , то 
возьмем первую форму Sit из {S't}, которая линейно но выражается через 
Stln {St} (i = 1, 2, . . . ) , и т. д. По предположению, сделанному в начале 
доказательства, этот процесс продолжится неограниченно, т. о. найдется 
бесконечное число форм Siļn (т = 1, 2, . . . ; г', < i2 < • • •), для которых 
при любом т форма Siļn но выражается линейно через формы {Stt, 
&. , Sj, Sļ, ... }. Рассмотрим систему уравнений: 

5 ; = о, i = i, 2 

Щт = < - ^ = 1. 2 

Любая линейная зависимость между левыми частями может включать только 
формы S", а потому в силу леммы 2 эта система имеет решение ж,, а ,̂ х 3 

Если подставить эти значения в { St} п { St}, то любая сумма S{ = 0 , а значит, 
и lim S't = 0, но среди сумм S't существует подпоследовательность { S i ļ n ) , 

t-*oo 
но имеющая продела. Следовательно, и lim St но существует. Теорема''2 

i ­ K » 
доказана. 



Т е о р е м а 3. Для того чтобы выполнялось подчинение {S'() %-{S'l } 
достаточно, чтобы при некоторых натуральных i, < i 2 < . . . < i p и 
положительном N для всех форм Sf существовало представление 

со 

х= 2 (
5

> 
i -к 

(к = 1—р; при каждом фиксированном i сумма конечная, т . е . прн 
/ > /о(') Т,-,- =0) , где S'I при / < 1 равны 5 ^ ., удовлетворяющее условиям 

1) yfj-*-0 при i - * оо для каждого фиксированного / = Л , . . . , 0 , 1 , 
СО 

2) ^ \УЧ\<Н (i = l , 2, . . . ) . 

оо 

Доказательство. Докажем сначала, что 2 У1 ;--> 1 при i —v оо. Действн-

тельно, Xļ входит с коэффтщентом 1 во все Sf для достаточно больших ('. 
Точно так же хЛ входит с коэффициентом 1 во все Sj, кроме, быть может, 

со 

конечного числа. Разобьем сумму 2 Y« п а Д в е суммы: 2 Хм — сумма 
i = к 

чцсел Ytf являющихся коэффициента лиг при S'.', не содержащих xlt и 
S"y ( ; . — сумма Yf)­. стоящих при S'j, содержащих х, (с коэффициентом 1). 
Тогда мы можем переписать (5) в виде: 

Сравнивая коэффициенты при г, п обеих частях этого равенства для доста­

точно больших i, получим 1 = Е " у { . . Кроме того в силу условия 1) и равно­

мерной (по i) ограниченности числа слагаемых в сумме Е', 

•) i ­ . с о 

Поэтому 
со 

2 Чщ
 = S

' '(ц +
 2

" %
 1 ВДР ' "*

 0 0 • 
i = * 

Пусть теперь lim S'.' = s. Тогда, заменяя в (5) S'I на s + ^.(е^­^О 

при /'—•°°), можем написать: 
со с о со 

s

<= 2-r<i(s+*? = °2*(ii + 2*(<i*f (в) 

Задав произвольное е > 0, выберем /„так, чтобы для / > / О было | ^ [ < е, 
и перепишем (6) в виде: 

со j, со 

s

'i = 2ч« + 2 У а е,­ + Y« V 

Рассмотрим каждое слагаемое в отдельности. Как доказано выше, 



2 Yļ, -*• 1 П Р " ' ­ * 0 0 • Поэтому, выбирая i достаточно большим, можно 
j = * 
добиться того, чтооы выполнялось неравенство: 

оо 

| * ^ ' 2 v J < * (7) 
i = * 

Второе слагаемое по абсолютной величине не превосходит 
it U 

и в силу условия 1) стремится при i сок нулю. Поэтому, выбирая i доста­
точно большим, можем получить, что 

U 

Ж | % 1 ^ 1 < * (8) 
1 - t 

Наконец, 

; ' = j ' . + i 1 

Оценим теперь разность | S^ — s ļ для достаточно больших i, для которых 
выполняются неравенства (7) и (8). Мы будем иметь: 

оо J, со 

\s't­*\š\°\\i­ 2ч„\ + 2\г„\\^\ + Z щ 

1­у* J" = * * = ; . + i 

< | ф + е + e / V = e ( | s | + 1 + Л / ) . 
Так как е произвольно, то 

lim iS'f ' s. 

i­ко 
Т е о р е м а 4. Для того чтобы выполнялось подчинение {St} {S{} 

достаточно, чтобы в условиях теоремы 3 вместо требований 1) и 2) вы­

полнялось такое: число слагаемых с отличными от нуля коэффициентами 
в разложении (5) равномерно (по i) ограничено. 

Доказательство. Пусть это НОЕОС требование выполнено; будем считать, 
что для каждого фиксированного i формы Sj, для которых в разложении 
(5) yļ} ф< 0 линейно независимы. (Действительно, если некоторое S'^ линейно 
зависит от остальных, то, заменяя его равной ему линейной комбинацией 
этих остальных, мы получим аналогичное разложение, но с меньшим числом 
слагаемых; повторяя этот процесс, мы дойдем до линейно независимых 
слагаемых, причем требование теоремы 4 будет продолжать выполняться. 

Докажем, что y{j (1 = 1 , 2 , . . . ; f—ķ О, 1, . . . ) при фиксирован­

ном / равняется нулю для достаточно больших i. Этим будет доказано вы­

полнение условия 1 ) теоремы 3. Предположим противное, и пусть ]\ — наи­

меньшее из тех /, для которых множество чисел у<.фО бесконечное. Выбе­

рем последовательность индексов i'J < i'ļ < для которых у t фО, и 
V i 



пусть /., — наименьшее из тех / (если такие есть), для которых множество 
чисел у^ ŗf=. О бесконечное. Выберем тогда подпоследовательность i\<i J < . . . 

последовательности i\ < fļ < . . . так, чтобы у г ф 0 и т. д. Так как 

число отличных от нуля коэффициентов в представлении (5) равномерно 
ограничено, то в результате мы придем к подпоследовательности i, < i2< • • • 
такой, что в представлении 

i­к 

для конечного числа индексов / , < . . . < jm(m > 1) коэффициенты у . ,ф О 
Р * 

(р = 1, 2, . . . ) , а для любого другого / у = О при всех достаточно 
р • 

больших р . Пусть для 
оо 

s

'lrl\^ b**i Щ 
1 = 1 

a'j = 0 прн / ^ /. Выберем теперь / ^ fm так, чтобы при 1 j 
было а" = 1, а затем р настолько большим, чтобы при 1 < / < t было л = 1, 
а при 1 < / < /, / Ф ji, • •, j m было у { , = 0. Сравнивая теперь в (9) коэф­

фициенты прн каждом з­, (/ = 1, . . . ,< ) . получим равенства 
со 

v = 2 4 p i « ; ; Н i 
откуда 

ОО 

^ v ( % ­ 9 ­ v ­ v ( / = 1 

По построению р, правая часть равна нулю. Что касается левой части, то по 
i 

выбору / она равна 2 Yf (ayļ — п 0 определению р — 

m 

ч-1 
и, наконец, по выбору / здесь а'.' = 0. Итак, мы приходим к соотношениям 

2 ч А = 0 ( 1 = 1 ' - ^ 
в - 1 

Но по выбору t эти соотношения имеют место и при / > t, т. е. для всех /. 
Отсюда 

m 



что (так как все у ф 0) означает, вопреки предположению, линейную 

зависимость форм S'ļ в разложении (9), являющимся одним из разложе­

ний (5). 
Перейдем теперь к доказательству выполнения условия 2) теоремы 3. 

Для этого возьмем произвольную строку 

i­к 

Пусть число отличных от нуля коэффициентов у), равно Mļt т. е. 
Уij Ф О (Р = !>•••> М{\ /ļ < • • • < 1щ а все остальные у { . = 0. Выберем 
натуральное t таким, чтобы при / > I а.'л = 0, и будем рассматри­

вать 5^, i S ļ ' , . . , 5 1 ' м как /.­мерные векторы, проекциями которых 

служат коэффициенты этих форм при ху, т( Рассмотрим прямоу­

гольную матрицу, которую для краткости будем записывать в виде 

S". 
h 

S 
(10) 

она состоит из Mt строк и t столбцов. Так как по предположению, сделан­
ному в начале доказательства теоремы, векторы S\\..., Sļ'^ линейно 

независимы, то l ^ Mt . С другой стороны, в силу той же причины ранг 
матрицы (10) равен Mj , а потому в ней найдется Mt линейно независимых 
столбцов. Оставим в формах S', S'.' S'.' только те элементы, которые 

стоят на местах с номерами выбранных столбцов, и будем рассматривать 
соответствующие „укороченные" векторы S", 5 ' ' , . . . , S" . Очевидно, что 

ж 

если S' = У! У­ <
 7 0 * 1 H будет справедливо разложение: ' "р »р 

р=1 

Р = i 

т. е. укороченный вектор S't выражается через укороченные векторы S'^,..., 
S" в виде линейной комбинации с теми же коэффициентами, что и 

вектор S', выраженный через S", S" . При этом в силу линейной 

независимости векторов 5 ^ , . . S ' J выражение вида (11) S't через эти 

векторы единственно. 
Однако согласно условию теоремы М{ может принимать только конеч­

ное число значений. Д л я каждого из этих значений чпсло возможных ком­
бинаций векторов S'.' Sj , а также число возможных векторов 

S'{ конечное, так как проекции этих векторов равны 0 или 1. А так как 
при всех i разложение (11) возможно и единственно, то и число возможных 



комбинаций чисел у у конечно, а потому имеет место условие 

2) теоремы 3. 
Применяя теперь теорему 3, доказываем справедливость теоремы 4. 
Т е о р е м а 5. Если система {S") линейно независима (или, что то 

оке, последовательность П" = {P'ļ} проста), то для того чтобы 
выполнялось подчинение {S'{} g- {S'J} необходимо, чтобы для всех форм 
S't существовало представление (5) (где, как и раньше, S'.' при / < О 
представляют собой некоторые из форм S't), удовлетворяющее условиям 
1) и 2) теоремы 3. 

Доказательство. Пусть {S'ļj g- {S'ļ}. Тогда существование представле­

ния вида (5) для всех форм S'{ следует из теоремы 2. Исходя из соображе­

ний, аналогичных приведенным в начале доказательства теоремы 4, будем 
считать, что система форм S'^ (i = к, О, 1, . . . ) линейно независима. 
Докажем в этих условиях, что утверждения 1) и 2) выполнены. 

Фиксируем произвольное / 0 (к ^ /„ < оо) и рассмотрим систему урав­
нений : 

S" = 1. 

Левые части этой системы линейно независимы, поэтому в силу леммы 2 она 
имеет решение .г , , . . . . х2,.... Так как для этого решения lim S" = О, 

то должно выполняться соотношение 
lim S'.= 0. 

<­°° 
Но тогда из (5) имеем 

со 

s

'i = 2 Чц Щ = %и ­> 0 при i ­ оо. 
i­k 

Необходимость условия 1) доказана. 
Для проверки необходимости условия 2) допустим противное, что 

со 

l | m 2 tai = °°­ Возьмем две последовательности с„ с», . . . и qļt g 2. • • • 

положительных чисел так, чтобы при л ­*• оо с п ­>0, а cnq„—> оо. Выберем 
оо 

далее tj так, чтобы было 2 Ž Я<
 1 1 положим 

i = k 
S';=clS\gnyitJ (12.1) 

для тех/, для которых yt ļ ф 0. Тем самым будет определено конечное число 
сумм S". Пусть это будут суммы S'.' , 5 . " . Подставляя значения 

••' '1 'mi 
этих сумм в (5), получим 

со 

s

'tl = ̂ 2 K i \ > м * 
> = к 



Затем выберем i2 > /, так, чтобы одновременно выполнялись неравенства: 
со 

2 \tj>9,+ i 
) = к 

т, 

т, 

2 %>. « с , . 

Тогда, обозначая 

будем иметь: 

Положим теперь 

со т , со ^ 

Ж rf,,,i-_2 ir< 2j = 2 ir<2,­i. 
Р т i i "к 

i = k 

Щ = — сг sigu у 
« 2 i 

(12.2) 

для \ ф / , , / m ļ , для которых у{^.фО. Здесь снова определится только 
конечное число сумм S'.': S'.' , , S'.' . Подставляя эти значения в 

' 'т, +1 >т, 
выражение (5) для i = i 2, получим 

т, 

s

'h= 2 r<2f

 s ' ļ - 2 r < 2 i p з ; ­ с2 2 \ % t \ * 

i=k Р = 1 j " к 
С

3Я2­
'г -г Щ 

Затем выберем i 3 > < 2

 т а к > чтобы одновременно выполнялись неравенства: 

2 hj > * , + 2, 

m, 

£ Ir* J < i. 
m. 

2 r(8, с < c , 
p ­ 1 

Обозначая 

от m , « 

2 hr„,l--2 hr«,J = Ir ' l rJ . 



будем иметь: 
со 

. 2 lv i 3 ,l > ч3+ i. 

Полагая 
5' ; = C j s i g n Y i s,. (12.3) 

для/т£/ , . / m j , для которых Y j 8 j # 0 . " подставляя эти значения в 
выражение (5) для i = L, получим 

со т, со 

> - С3 + С 8 + J ) = С3 Ч3-

Продолжая таким образом, мы выберем последовательность i, < i, < 
для которой заведомо будут выполняться неравенства: 

^ ^ - 4 ^ ( ^ = 1. 2,-••)• 

Положим теперь все 5^', которые не были определены ни при каком шаге, 
равными нулю и рассмотрим получающуюся систему уравнений 

s;' = 6, ( / = 1 , 2 , . . . ) , 

где Ь. либо равны нулю, либо определяются одним из выражении (12.1), 
(12.2), (12.3), . . . Левые части этой системы линейно независимы, и поэтому 
она имеет решение Xļ, хг,.... Если это решение подставить в {51} и {5"), 
то lim 5 " = 0. Однако lim 5! не существует. Таким образом необходимость 

i­*co t­кэо 

условия 2) также доказана, а тем самым доказана и вся теорема 5. 
Соноставляя теоремы 3 и 5, мы получим для систем линейно независи­

мых форм {51} и {5'.'} (соответствующих простым последовательностям 
П' и П") следующее необходимое и достаточное условие эквивалентности. 

Т е о р е м а 6. Пусть каждая из систем форм {51} и {5"} линейно 
независима. Тогда для того чтобы {51} в {51'} были эквивалентны, необ­

ходимо и достаточно, чтобы для всех форм каждой из этих систем 
существовало представление вида (5) через формы другой системы, удо­

влетворяющее условиям 1) и 2) теоремы 3. 

Настоящая работа была выполнена по инициативе и под руководством 
А. Д. Мышкиса. Автор пользуется случаем выразить ему свою глубокую 
благодарность. 

I VI 1957 Кафедра общей математики 



NEĪSTIE INTEGRĀĻI n-DIMENSIJU TELPA 
E. Lepina 

(Kopsavilkums) 

Darbā apskatīta neīsta integrāļa j /d(P) definīcija reālai mērojamai funk­
cijai / pa n-dimensiju apgabalu G attiecībā pret kopu virkņu klasi P = {П а}. 
Šeit П а = {F aj} ir mērojamu ierobežotu kopu Р Я | ­ ( P e i с G) virkne, kurai 
kopas P a i sākot ar kādu numuru satur jebkuru dotu kompaktu kopu F c G , 
Dažas vienkāršākās šādu integra|u īpašības dotas bez pierādījuma. 

Pamatviela darbā ierādīta jautājumam par divu neīstas integrēšanas veidu 
ekvivalenci. Apgabals G šeit tiek aproksimēts ar divām dažādām virkņu kla­
sēm, attiecībā pret kurām notiek integrēšana. Jautājums atrisināts speciālā 
gadījumā, kad katra klase sastāv no vienas vienkāršas kopu virknes: ir dots 
ekvivalences nepieciešamais un pietiekamais nosacījums. Problēma šajā gadī­
jumā ir reducēta uz ekvivalentu algebrisku problēmu. 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3, 1958 ГОДА 

О Б О Б Щ Е Н Н А Я Ф О Р М У Л А Г Р И Н А 

Э. И. ЛЕПИНА 

В статье рассматриваются формулы Грина, связывающие иптеграл по 
конечной л—мерной области G с интегралом по поверхности S, ограничи­
вающей эту область; например, формула: 

/*­»—/£«• 
G S 

Ij ли функции и непрерывно дифференцируема вплоть до S и имеет 
непрерывные вторые производные внутри области G (эти предположения 
естественны в теории краевых задач), то мы приходим к необходимости рас­
сматривать интеграл в левой части, как несобственный интеграл в л­мерном 
пространстве. 

Мы принимаем следующее определение несобственного интеграла в 
я­мерном пространство. Пусть для л­мерной области G задан класс 
Р = { П а ) последовательностей П а ограниченных измеримых множеств 
Pai(i = 1, 2, . . . ) ; PaļC G; при этом для любого компактного множества 
F с G при i > i0 (F, а) будет F с Pai. Измеримая действительная функция 
f (А), (А £ G), суммируемая на всяком компактном множестве F с G, назы­
вается интегрируемой ,по G относительно класса Р если существует (конеч­
ный) не зависящий от а предел 

(несобственный интеграл). Основные свойства таких интегралов рассмот­
рены в работе (Ц. 

При обобщении формул Грина на случай несобственного интеграла в 
работе выделяется один из наиболее естественных классов аппроксимации 
границы области С при помощи поверхностей, в некотором обобщенном 
смысле параллельных границе С (§ 2). 

Кроме тою формулы распространяются также на области с негладкими 
границами; при этом вводится понятие почти гладкой поверхности, об­
ладающее достаточной общностью и простотой (§ 1). 

§ 3 содержит доказательство обобщенной формулы Грина. 
Автор выражает свою благодарность А. Д. Мышкису за помощь, оказан­

ную при выполнении этой работы. 

§ 1. 
ПОЧТИ ГЛАДКИЕ ПОВЕРХНОСТИ 

Буквой G (быть может, с индексами) будем обозначать ту или иную огра­
ниченную область в л­мерном евклидовом пространстве, а буквой 5 
(е соответствуаощимн индексами) ее границу (не обязательно связную), 



которую мы будем называть поверхностью, ограничивающей об­
ласть G. 

Поверхность мы будем называть гладкой, если в некоторой окрестности 
каждой ее точки одна из координат может быть выражена через остальные 
координаты (которые могут быть приняты за локальные координаты) С помо­
щью однозначной непрерывно дифференцируемой функщги; если, например, 
одной из таких координат служит х„ , то функция имеет вид: 

* п = ф ( * 1 * „ _ , ) . (1) 

На каждой гладкой поверхности естественным образом определяется пло­
щадь (плоская мера) любого борелевского множества М, которую мы будем 
обозначать плМ. 

Отметим, что согласно нашему определению гладкая поверхность не 
обязательно связна. Если она не связна, то состоит из одной связной поверх­
ности, содержащей внутри себя конечное число связных поверхностей, 
расположенных одна вне другой. 

Введём новый класс поверхностей, охватывающий, в частности, класс 
гладких замкнутых поверхностей и значительно более широкий, чем этот 
последний. 

О п р е д е л е н и е 1. Поверхность S, ограничивающую область G, 
назовем почти гладкой, если на этой поверхности указаны некоторые 
множества Sr и St , причем 

1. S = Sr U S, , Sr n S, = Л, а Sa — замкнуто; 
2. существует последовательность областей {Gn}, ограниченных 

гладкими поверхностями Sn, для которых удовлетворяются условия: 
а) Д [ Е б , Е . . . « с G, 

.. Ь) пл (Sn\S)­О при п ­ сю, 
с) каждое компактное множество FS.G\JSr содержится во всех. 

Gn, начиная с некоторого номера, и G„ П = Л. 
Sr и S, будем называть соответственно регулярной и сингулярной 

частями почти гладкой поверхности S. 
Мы будем рассматривать только такие почти гладкие поверхности S, 

для которых 
lim пл (5„ ŗ\ S) = <х < оо. 

п ­ » с о 

Нетрудно показать, что этот предел всегда существует и не зависит от вы­
бора последовательности ( 6'„ ) , удовлетворяющей условиям а), Ь) и с). 

Теперь введём меру на почти гладкой поверхности. Объёмом (площадью) 
X(F) любого замкнутого множества FS.S назовём lim пл (Snŗ\F). Этот 

п ­>ео 

предел также существует и не зависит от выбора последовательности 
{ Gn}. Следует отметить, что если F Е. Sf, то, начиная с некоторого номера п, 
будет /'" Е. Sn, т. е. \(F) = ruF. Введенный таким образом объём удов­
летворяет всем необходимым, требованиям, налагаемым на объём [21: это 
будет монотонная, неубывающая, аддитивная и полуаддитивная функция 
множества, удовлетворяющая неравенствам 

О < X (F) < оо. 

Кроме того этот объем является регулярным 121, т. е. для любого замкнутого 
множества F Ē S 

л (F) = inf { X (С) :FS_C°£C<=.S), 

где С — замкнутое множество, а С
с — его открытое ядро (т. е. наибольшее 

содержащееся в С открытое множество). 



Как известно, [2f, регулярный объём индуцирует на поверхности S 
регулярную меру, которая для любого замкнутого множества F £. S совпа­
дает с этим объёмом. Тем самым определяется интеграл по поверхности S. 

Наконец, нетрудно показать, что функция /, определённая, непрерывная 
и ограниченная на регулярной части Sr поверхности S, интегрируема. 

§ 2 . 

ПОСТРОЕНИЕ КЛАССА АППРОКСИМИРУЮЩИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

Пусть даны две поверхности: почти гладкая поверхность S и гладкая 
поверхность Sv Под вырезами AS и До\ на поверхностях S и 5 , будем 
понимать открытые множества на этих поверхностях; при этом всегда 
будем предполагать, что Д 5 5 S, . 

Пусть теперь заданы одновременно вырезы AS и ASt соответственно 
на поверхностях S и Л'„ окрестности U и /У, множеств £ \ Д 5 и 
Sl\ASi и взаимно однозначное и взаимно непрерывно дифференцируе­
мое отображение / множества S ŗ\ U на St ŗ\ Uļt переводящее 5 \ Д 5 
в Sļ/&SV Рассмотрим число: 

N(AS, ASlt S n U, 5 , n Ult f) = X(AS) + n*AS1 + шах, p / (A)) + 

+ max | К (А) — 1 ļ + max ļ (« д , n , w ) ļ, 

где nA— нормаль к поверхности S в точке А, пцЛ) — нормаль к поверхности 
O ļ в точке /(-4), К (А) — коэффициент искажения (якобиан) преобразования 
/ в точке А £S\AS. 
Нижнюю Грань 

N (S, Sļ) = inf Ш (AS, ASa s n U, Si n Щ 1) 

по всевозможным вырезам, всевозможным окрестностям U и V, и всевоз­
можным отображениям / назовём уклонением поверхности Sļ от по­
верхности S. 

Пусть дана теперь область G, ограниченная почти гладкой поверхностью 
S. Последовательность П = Ри Рг, . . . замкнутых областей Рп с 6', 
ограниченных гладк/ми поверхностями Sn , назовем N­аппроксимирующей 
область G, если 

1) любое замкнутое множество /•'с G попадает во все Р„, начиная с 
некоторого номера; 

2) lim N (S, Sn) = 0. 
л ­ » с о 

Класс всех последовательностей П а , Л/­аппрокснмирующих G, обоз­
начим через Р = { П а } . 

Покажем теперь, что класс Р не пуст. Для этого проведём следующие впо­
могатсльные построения. 

Рассмотрим гладкую поверхность S. Поле нормалей такой поверхности 
изменяется непрерывно, но, вообще говря, не непрерывно дифференцируе­
мым образом. Мы построим поле направлений, которое как угодно мало 
отличается от поля пормалей и изменяется непрерывно дифференцируемым 
образом. Для этого каждый из направляющих косинусов at(A) (i = 1, . . . , п) 
внутренней нормали к поверхности S, которые являются непрерывными 
функциями, определёнными на замкнутом множестве S, продолжим на 
всё пространство. Полученные непрерывнныо во всём пространстве функции 



5( (А) (i = 1, . . . . и) приблизим в некотором и-мерном шаре, содержащем 
S, полиномами ац(А) (i = 1, . . . . и) с точностью до е. 

Функции а 4 (Xļ, хп) будут непрерывно дифференцируемыми также 
па поверхности S, так как, например, в случае представления (1), эти функ­
ции на S представлятся в виде 

āt (*!, ! „ _ ! , (pfo xn_t) (i = 1, . . . . л), 

где <р — непрерывно дифференцируемая функция. 
Для того чтобы эти функции могли служить направляющими косинусами 

некоторого направления, мы их нормируем, полагая 

(i = 1, . . . . л). 

Нетрудно видеть, что эти новые функции тоже мало отличаются от направ­
ляющих косинусов, внутренней нормали в любой точке поверхности S. 

Теперь, считая е достаточно малым, построим на поверхности S поле 
направлений, направляющими косинусами которого будут функции 
ālt а^а которое назовём полем квазинормалей к поверхности S. Это 
поло будет направлено внутрь поверхности S в силу произвольно]"! ма­

лости (равномерной по A^S) ого отличия от поля направлений внут­

ренней нормалц (например, можно считать, что угол между к вазинор ме­

лями и внутренними нормалями всегда меньше ­ ^ ­ 1 . 
Откладывая на квазииормалях внутрь поверхности S отрозкп равной 

длины S (0 < S ^ 8 0 , Ь0 — достаточно мало) с началом на S, мы получим 
новую поворхпость, которая целиком лежит внутри S и получается из неё 
с помощью преобразования: 

х[ = ху + 8 « ļ , 

Покажем, что это преобразование при достаточно малом 8 взаимно одно­
значно и взаимно непрерывно дифференцируемым образом переводит по­
верхность S в гладкую поверхность St­ Для этого рассмотрим сначала окрест­
ность фиксированной точки А £ S, которую примем за начало координат. 
Допустим для определённости, что в этой окрестпости вдаль S координата 
х„ выразится как однозначная непрерывно дифференцируемая функция 
(1) прочих координат. 

Обозначая 

<Х< (Xv . . . . Х * ­ 1 , ф (*!, . • . , * „ _ , ) ) = а , (хх, . . . , . т „ _ , ) 

(' = 1 п) 
мы можем изучаемое преобразование / 8 записать в виде 

х\ = X l + S M * ! , * „ _ , ) , 

4 = L Ķ . * N - l ) + & * » ( * ! * „ _ , ) . 



Докажем лемму. 
Л е м м а 1. Пусть дана система уравнений 

Ft = ­x'{ + xt­r­ 8<х« (х. хт, х[ х'т) = О (i = 1 т), (3) 

где <х{ непрерывно дифференцируемые функции в окрестности С ( | ж < | < 
< blt \х{\ < b2, i = 1, . . . . /и) начала координат, а 8—некоторый пара­

метр. Тогда найдутся числа Ь'х (0 < Ь'х Л,), (0 < 6ģ < i^) u 8, > О 

такие, что для всех | 8 | < 8, в окрестности D' (\xi\^b'i, \xi\^b't, i = 
= 1, . . . , т) начала координат система уравнений (3) определяет 
хх, ..., хт как однозначные непрерывно дифференцируемые функции 
остальных аргументов xlt хт, 8. 

Доказательство, Каждая яз функций Ft зависит от аргументов х„ . . . 
хт, х[, х'т и 8. Якобиан 

д< .̂ Л»> 
л<*. *J 

при a­, = . . . = хт = xļ = . . . = х'т = 8 = 0 обращается в определитель 
единичной матрицы и потому равен единице. Значит, можно применить 
теорему о неявных функциях (см., напр., 131), откуда и вытекагт справедли­

вость леммы 1. 
Пусть теперь А — фиксированная точка поверхности S, которую мы 

примем за начало координат; и пусть для определённости в окрестности 
H(\

x

i\^b, i = 1, .... п—1, |ж„ |<6 ) координата хп для точек S выра­

жается как однозначная непрерывно дифференцируемая функция от 
Щ • • •• хп—i 

Рассмотрим (2 п — 2)­мсриый куб D (| x'f | ^ b, | xt ļ < b , i = 1, . . . , n — 1). 
Функции а,­ (xu ..., .r„_j) (i = 1, n — 1) непрерывно дифференцируе­

мы в этом кубе, следовательно, в нём можно применим, к первым п — 1 
уравнениям преобразования (2): 

х\ = я, + 8 а, (х, х „ _ , ) , 

№ 
= + 8 <Х2 ( X j X „ _ , ) 

лемму 1. Мы пайдём окрестность D' (| х'{ | < b[, | х{ | < b'2l i — 1, ..., п — 1), 
содержащуюся в D, и 8, > 0 такие, что для всех | 8 | < 8 , , ļa^ļ^b ' , пере­

менные х 1 , . . . , х„_ , однозначно и непрерывно дифференцируемым об­

разом выразятся через г, Щь—ь 8: 

X j = х1(х1, х^_, , »), 

( 5 ) 

х п _ , = х„_ , (х[, .... х'„_у, 8). 

Отсюда в силу последнего из равенств (2) и х п оказывается однозначной 
и непрерывно дифференцируемой функцией ж,, хп_1. 

Заметим, что так как соотношения (5) дают полное решение уравнений 
(4) (в окрестности D'), то в некоторой окрестности D" начала координат 
(одной и той же для всех 181^8,) преобразование (4) взаимно однозначно, 
а потому взаимно однозначно и всё преобразование (2), переводящее часть 



поверхности S, расположенную в окрестности D" точки А, в часть поверх­
ности Sļ . 

Далее нетрудно усмотреть, что 

&1 ' у **п аь , i 
дх. ~ fcj ' Эх'. 8 ­ » 0 дх 

* j­i * • !а = о 
равномерно в некоторой окрестности (содержащейся в D" и произвольно 
мало от неё отличающейся) точки А, т. е. прн S ­. О угол между нормали .ми 
к поверхностям S и Sb в соответствующих точках стремится к нулю. Также 
легко видеть, что коэффициент искажения ~ § ­ в окрестности точки ­4 рав­

do 
номерно стремится к единице. 

Исходя из сказанного в двух последних абзацах можно доказать, что 
для достаточно малых 8 преобразование (2) будет взаимно однозначным 
на всей поверхности S, причём поверхность Sļ гладкая; кроме того при 
5 ­»О угол между нормалями к S и S6 в соответствующих точках (А и / в (А)) 
стремится к нулю, а коэффициент искажения стремится к единице, равно­
мерно уже на всей поверхности S. Заметим также, что при S > 0 поверх­
ности Sļ, как было указано выше, расположены внутри S. 

Поверхности Sļ назовём квазипараллелъными поверхностями. 
Теперь перейдём непосредственно к доказательству непустоты класса Р. 

Покажем, что для любой области G, ограниченной почти гладкой поверх­

ностью S, найдется последовательность П = {Pļ } замкнутых областей 
Р< с G, ограниченных гладкими поверхностями St, для которых 

1) всякое замкнутое множество Fс G попадает во все Р{, начиная 
с некоторого номера; 

2) N (S, S't)­0 при / ­ о о . 
По определению почти гладкой поверхности существует последователь­

ность областей Gn (п = \, 2, ­ . . ) , ограниченных гладкими поверхностями 
Sn, обладающая свойствами а), Ь) и с). 

Заметим, что так как мера X (S) = lim пл (S ŗ\ Sn), то для достаточно 
п ­•ос­

бОЛЬШИХ померов 
X ( 5 \ Т „ ) = X (S) ­ пл (S П Sn) 

может быть сделана сколь угодно малой. С другой стороны, если при данном 
п взять достаточно узкую замкнутую окрестность V множества S„, то 
U п 6' с G U Sr и поэтому прн п > N (л) будет S„ <= V ŗ\ S, т. е. S \ Sn с 
с S / Sn­ Значит, \(S\Sn)­>0 прн и­»оо. 

Возьмём теперь последовательность положительных чисел 3><т,>о"2> . . . 
и последовательность замкнутых множеств Ft с G (i = 1, 2 , . . . ) , обладаю­
щую тем свойством, что всякое замкнутое множество F с G попадает 
во все F{ , начиная с некоторого номера. Выберем далее для каждого i 
область Gnļ так, чтобы 

Gni^Fi (6) 

и чтобы выполнялись неравенства: 

пл (S„t\S) < 

и 

X ( Š V 4 ) < ­ ^ ­ ­



Затем построим для S„{ поле квазинормалей и с помощью отображения / 
(типа (2)) квазипараллельную поверхность 5n ( ? f так, чтобы было 

8 . ­ < P ( S n < . Ft), 

где о\ — параметр преобразования (т. е. 8< = р(Л, / t (.­1)) и 

8< + т а х | (лО'/̂ д)) 1 + т а х | КП{ (А) — 1 [ < ­1­

(7) 

(«) 
А 6 5 п 

(ЛГ^ — коэффициент искажения). Обозначив 5 ^ * ^ = ^ , а внутреннюю 
часть 5 4 через Р 4 , получим из (6) и (7), что Р(сР{; значит, всякое замк­
нутое множество F с G попадает во все Р, начиная с некоторого номера j 
Остается проверить, что N (S, S'{) ­«О прн i ­» оо. Для этого возьмем окрест­

ность U{ множества 5 \ 5 „ f так, чтобы X (/?,) < ~, где В{ = (U{ f\S)\ 

Рис. I. 

\ (S\S„{) (см. рис. 1), и выберем после этого на S и St вырезы AtS = 
= U{ ŗ\ S и At S{ = /,­ (Sni\S U ). Заметим, что отображение /< на S„( 

а потому и на 5 \ S\S„{ является взаимно однозначным и взаимно 
непрерывно дифференцируемым и переьодит S \ (U{ ŗ\ S) = S„ \ 
\ ( 5 n , \ 5 U Л,) в /. (5„. \ ( 5 n . / 6 ­ U 7?j)). При этом 

X(\ S) m X(Rt ) + X(Š^TSn() < i + Щ­ = ļ - , 

а 

плД, SJ = I U / I (S„, \ 5 U « j ) < * « м ( 5 ^ ~ \ 5 U / i i ) , (9) 

я , 

где A"j = max ļ K„ (A) ļ. В силу (8) ļ K„. (А) — 1 ļ < - i - , следовательно, 

0 < А Г ^ ( Л ) < 1 + - ļ - и т а х \ К П . ( А ) \ < 1 + -5 . < 2. Поэтому из (9) 
можно получить оценку: 



ПЛ 

Из псего сказанного имеем: 

N (Д, S, At Sf, S \ S \ S n . , fi ( S \ S \ S n . ) , /,• ) = X (Л,S) + пл AtS{ + 

/\ 
+ max р ( Л , / ( ( Л ) ) + max | (nA, n, ,A)) | + max |A'„(/1) — 1 | < 
А б ^ \ 4 f S AeS\s(S A€S\\ļS 

< X (At S) + пл Ai S[ + 8f + max | (r*A, nfšĀ)) | + max | Kn. (A) — 1 ļ < 
AeSn. A$Sn. 

Но тогда и 

О, О. О; 

N (S, Si) - iuf /V < a i •О. 
i -+ оо 

Непустота класса Р доказана. 

§ 3. 

ОБОБЩЕНИЕ ФОРМУЛЫ ГРИНА 

Л е м м а 2. Пусть для области G, ограниченной почти гладкой 
поверхностью S, определена функция <р (А, Ķ„), непрерывная 
при А £ G, Ц+ . . ­ + ^ = 1 . Тогда для любой последовательности 
П = { Рп} £ Р существует предел 

lim. Г q> (Л, cos (пА, х х), . ­ . , cos (пА, х„)) e"Sn , 

где пА —единичный вектор направленной внутрь Р„ нормали к поверх­

ности Sn в точке А. Этот предел равен 

/ <о {А, c o s ( и А , X!), . . . , c o s (пА,xn))dl (S). (10) 
s 

Заметим, что пА — определён и пепрерынен на ST , а в силу непрерыв­
ности функции <р и вся подинтегральная функция в (10) непрерывна и 
ограничена на S, ; значит, в силу конца § 1 интеграл (10) имеет смысл. 

Доказательство. Возьмём произвольное е > 0 и произвольную последо­
вательность П £ Р. Для неё по определению N (S, 5,­ ) • 0. Выберем те­

пер Pj £ П так, чтобы было Лг (S, Sj ) = inf N < а (величину о > 0 опре­

делим позже). Выберем далее вырезы AS н А Sj и отображение / окрест­

ности U множества S \ А S на окрестность Uj можества Sj \ Д Sj; так, 
чтобы было 

N (A~S, A'Sj , Sf)U, SJDUJ, / ) < «г 



Рассмотрим теперь абсолютную величину разности интегралов 

| / 9 (А, nA)dX(S)­j9 (А, пА )dS,\ (11) 

£ \ Д £ Sf \ LSj 

(пл = (cos (пА, Хг) C O S ( Я Л , хп))) . 

Сделаем во втором интеграле замену переменных в силу преобразования 
/. Тогда Sj \ Ā S j перейдёт в 5 \ Д 5 , а весь интеграл будет равен инте­
гралу 

J KĻ\)9(j(A),nl(A))dX(S), 

где К (А) — коэффициент искажения преобразовании /. 
Теперь выражение (11) можно переписать так: 

ļ f 9 (.4, „A)d\(S)- JK (А) 9 (/ (А), ппА)) d X (S) | < 

< f \9(A,nA)-K(A)9(f(A), n(ļA))\dX(S). 

Полагая К (А) — 1 = el(A), мы получим, что последний интеграл равен: 

/ 1?(А * Л ) - ( 1 + t1{A)iPU(A),n,w)\dX(S) < 

< / \9(A,nA)-9(f(A), nnA))\dX(S) + 

+ ļ\eiW\\?V(A),n,(A))\dX(S). 

Так как функция 9 непрерывна, то, выбирая о достаточно малым, можно 
добиться того, чтобы было 

о < е 
и 

I 9 Р. "л) — 9 (/ Щ п

/Ш) I < е • 
В силу непрерывности функции 9 она ограничена (| 9 | < М). 
Поэтому \ 

| / ? (А, пА) d X (S) - j К (А) 9 (/ (А), ПЦА) )dX(S) 

<J edX(S)+ J zMdX(S) = e ( l + M)X(S\&S) < e a ( l + M) . 

S\£s S\bS 

(так как X (S \ Д 5 ) < X (S) < а). Следовательно, и выражение (И) мень­
ше, чем e a ( l + M). Далее имеем оценки: 

< 



J 9 (Л, пА) dSj ļ пл A~Sj < М о < Л/е 

и 
|jf л А ) « / л ( 5 ) < Л / л ( Д Ъ ) < Ма<Ме. 

Теперь можно оцепить разность: 

| J <?{А, nA)dX(S)­ J 9 (Л, »д) <* 5,­1 < 

s sf 

*\f 9{A,nA)d\(S)­f 9(A,nA)dS,\ + \f 9{A,nA)d\(S)\ + 

S\fŠ Sj \1S 45 

+ \J фМ, Ил)Л5> < Еа(1+М)т­2Ме = 1£, 

где L = а (1 -ļ- Af) -f- 2 Л/. Отсюда следует лемма 2. 
В качестве непосредственного следствия пз леммы 2 мы получаем сле­

дующую общую теорему, дающую возможность получить из обычной фор­

мулы Грина аналогичные результаты в несобственных интегралах. 
Т е о р е м а . Пусть в предположениях леммы 2 для любой области 

С , ограниченной гладкой поверхностью S' и содержащейся вместе с гра­

ницей внутри G, и для любой функции и, дважды непрерывно дифферен­

цируемой в некоторой окрестности множества G', имеет место формула 

/ I •./-& £ г . М ...,*}Ļ\dG' = 
' * •••• дхп> d x ŗ дх,ах, а £ 

(12) 

8' 

где функция Р определена и непрерывна при А £ G, — оо < н, . . ., < 

оо, а функция Q — при A£G, | пА \ = 1, — со < и, . . . , < со. 

Тогда для любой функции и, определенной в С и непрерывной вплоть 
до границы* вместе с производными первого порядка и имеющей непре­

рывные производные второго порядка в G, имеет место формула 

J f'Ķ щ* • • • Arn­ & . « • • ­ щщ '••> 
с (13) 

= fQ(A,nA,u, . . . . ­£)dX(S). 
в 

Для доказательства достаточно при любой последовательности {Р„)£Р 
примешпъ формулу (12) для G' =Pn(L = 1, 2, . . . ) , затем перейти к пре­

делу при я «со, воспользовавшись леммой 2. 

•) Функция/, заданная в ограниченной области G, называется непрерывной вплоть 
до границы, если / продолжила до непрерывной функции, заданной на С, или, что то 
же, если / равномерно непрерывна в С. 



Примером такой обобщённой формулы Грина служит формула 

f±nd(P) = ­ f %­d\(S). 
G S 

Следует отметить, что развиваемый н работе метод аппроксимаций при­
меним даже в классическом случае. Так, для случая, когда функция 

Р (А, и , . . . , -^Ļ\ суммируема, а область G обладает гладкой грани­
\ P*t дх* I 

цей, формула (13) получается в более общих предположениях, чем приво­
дится в основных курсах математической физики. Здесь она получается в 
естественных предположениях, вызванных существом задачи, а не методом 
доказательст ва. 

Отметим также, что в формулировке теоремы поверхности S' можно 
было бы считать к раз гладкими (т. е. в представлении (1) функция 9 должна 
иметь непрерывные частные производные до А­го порядка включительно); 
тогда и класс Р следует изменить, считая все члены любой последователь­
ности ( P n } £ Р ограниченными /с раз гладкими поверхностями. Очевидно 
также, аналогичную формулировку легко дать для формул типа Грина, 
связывающих интегралы от производных любого порядка. 
I VI 1957 Кафедра общей математики. 
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VISPĀRINĀTA GRĪNA FORMULA 

Е. Lepinz 

Darbā apskatītas Grīna lipa formulas, kas saista integrāli pa n­dimensiju 
apgabalu G ar integrāli pa tā robežu S. Ja Grīna formulā ietilpstošām funk­
cijām ir nepārtraukti otras kārtas atvasinājumi tikai apgabala G iekšienē, 
tad integrālis pa apgabalu G jāuzskata kā neīsts integrālis n­dimonsiju telpa. 

Harbā Grīna formula vispārināta šim gadījumam, reizē apskatot arī vis­
pārinājumu attiecībā pret apgabala robežvirsmu S. Gabaliem gludas virsmas 
vietā tiek ievests gandrīz gludas virsmas jēdziens un formula pierādīta šādām 
virsmām. 





Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3, 1958 ГОДА 

О П О Л И Н О М А Х , З А Д А Н Н Ы Х Ф О Р М У Л О Й Р О Д Р И Г А 

Г. К. ЭНГЕЛИС 

В теории классических ортогональных полиномов большую роль играет 
так называемая формула Родрига. В настоящей статье рассматриваются 
некоторые системы полиномов, определяемые аналогичной формулой, именно 

где у„ — постоянная, 

РЮ = <2?М*. * > * , (2) 
к­о 

и р (х) удовлетворяет уравнению 
р ' ( х ) _ а (х) , о ч 

Р ( * ) 9 (*)'
 { ' 

где 
* 

а,, 6.—комплексные числа. Равенство (1) в дальнейшем будем называть 
формулой Родрига, так как при s = 1 (случай классических ортогональных 
полиномов) это название общепринято. В статье [3] было доказано следую­

щее: 1) для любого натурального п функция Рп(х) является полиномом 
степени не выше ns\ 2) если для двух действительных чисел а, Ь имеет 
место 

p ( a ) t ? ( a ) = p ( 6 ) P ( b ) = 0, (5) 

то полином Рп (х) ортогонален ко всем полиномам степени меньше п на 
сегменте [а, Ь] с дифференциальным весом р (х); 3) прн условии (5) Рп(х) 
имеет на [а, Ь] не меньше п пулей; 4) Рп(х) — единственное полиномиаль­
ное решение некоторого линейного однородного дифференциального урав­
нения порядка s ­f 1. Для s = 1 эти утверждения дают общеизвестные 
свойства классических ортогональных полиномов. Цель этой статьи — 
показать, что наР п (ж) прн произвольном натуральном s довольно просто 
переносятся ещё некоторые другие соотношения, известные из теории 
классических полиномов. Конкретно рассматриваются: представление 
полинома в виде определителя, элементы которого удовлетворяют неко­
торому рекуррентному соотношению (§ 1); рекуррентные формулы для 
самих полиномов (§ 2); производящие функции и интегральные представ­
ления (§ 3). 

Коэффициент f в формуле Родрига в дальнейшем будем считать 
равным 1. Ясно, что все результаты легко переносятся и на общий случай. 



§ 1. 

Легко проверить следующий факт: если Qn (х) полином степени 2л, кото­

рый ортогонален ко всем полиномам степени инже л на сегменте [ах, bt] 
с весом pj (х) и на сегменте [а2, с весом о2(х), то 

С ( 1 ) ci" . . 
П—1 О 1 • c l 2 ) . 1 

о i П—1 О 1 n — ­ i 
• Г<"> . ф с<« с<2> . . . c<

2

> 
n 

X 

F %Ļt ф цр • • n + l X 2 

> 

« I L S n — 1 Un 2 n + l • l 3 n — 1 
x2n 

где 8 n — постоянная, c£> = j f pj(x)x*dx, i = 1,2. Это следует из единет­

Щ 
ценности (с точностью до постоянного множителя) полинома Qn(x). 

Пусть теперь в (2) и (4) s = 2, уравпение ļi (х) = О имеет три различных 
действительных корня я. и 

,

р (а . )Й(а . ) = 0, i = 1, 2, 3. (7) 

Из указанных во введении свойств 1), 2) следует, что Рп(х), ощюдсленное 
формулой Родрига, тоже допускает представление (0), где теперь 

«4*1 

с ^ = J P(x)x*dx, i = 1,2. 
"i 

Это рассуждение остается в силе, даже если некоторые гг не действительны: 
тогда моменты cjļj> определяются как интегралы по произвольно выбранной 
линии комплексной плоскости, соединяющей точки av а. + 1. Если же в неко­

торой точке а{ не выполняется (7), то р (х) имеет в этой точке особенность и 
одна последовательность моментов вычисляется при помощи интегралов 
по замкнутому контуру, окружающему Аналогично рассматриваются 
случаи, когда (3 (х) = О имеет кратные корни, но а (ж), (3 (х) взаимно просты, 
а также случай, когда один или несколько корней бесконечны. На этом н<т 
надобности останавливаться, так как для случая s = 1 этот вопрос подробно 
рассмотрен Я. Л. Героннмусом [1]. Некоторые особенности представляет 
случай, когда $(х) = р 3(х — (0(х — л 2 )

2 , ах ф я 2 и «(х) = Oj(x — о 2) (х — Ь) 
или а(х) = а,(х — а 2). Тогда 

(ppi)(n) = [ р(а + л(3') pn_i ]<»_,) = ( p < p i p„_i)(„_i) 

­ 1р («9i + + (" ­ 1) 9iP') Р»­»]<—
2

> = ( ? 9 2 P
n

­
2

)
( n

­
2 ) ­ • • ­ = P9„ 

и легко видеть, что <рк делится на (х — а2)
к

, значит, Рп(х) содержит мно­

житель (х — ūļ)n. Отсюда следует, что имеет место представление 

d 
о 

dt .. (* 

Ш т К *i *ш • dn ( X - « 2 )
n

* 
— 0 ; 8 ) N X N 



где 

dk = ļ р ( х ) ( х ­ я 8 ) » х * й х 
и интеграл берется по линии, соединяюще" я, , а2 или по замкнутому кон­

туру вокруг я,. Подобным образом получается представление в случае 
Р (х) = $3(х — а)

3

, а (х) = а 8 (х — а) (я — Л) или а = <Xj (х — а). Если же 
Р (*) = Р,(* ­ ")

3

. * (*) = * Й ­ «О*.
 т о Л И ­ К(* ~ «)

гп

­

Очевидно, всё предыдущее легко распространяется и на случай s > 2. 
Моменты ск весовой функции р (х) связаны некоторым рекуррентным 

соотношением. Пусть а, Ь — корни уравнения р (х) = 0 и выполняется (5). 
Тогда, учитывая (3), получим 

ь ь ь 

[ рахШ = J р'$хЧх = ppj*j» — J " p(P**)'dz, 

откуда следует 

и окончательно 

ь 

j о [еде* ­f (ра*)'] = О 

^ К* + / + 1) р,.+ , + «.1 с Л + , + / . Р Л _ , = 0, /с = 0, 1, 2 , . . . 

В случае s — 1 можно доказать (см. Ш) и обратное предложение: если после­
довательность чисел ск удовлетворяет соотношению 

8 

2 (*У* + Ц 4 * 4 + = О, А­ = 0, 1, 2 , . . . (8) 

то 1) эта последовательность является последовательностью моментов неко­

торой функции р (х), удовлетворяющей (3), и 2) соответствующий опреде­

литель даёт полипом Рп(х). В общем случае ( s > 1) можно утверждать, что 
1) последовательность ск является линейной комбинацией из последователь­

ностей моментов некоторой функции р (х), удовлетворяющей (3) (причем 
о (х) определяется коэффицпептами­у7­, 8\ с точностью до постоянного мно­

жителя); 2) определитель типа (G), где cjļp — линейно независим* с решения 
уравнения (8), представляет папином, который также дается формулой (1). 
Последнее следует из того, что, составляя линейные комбинации столбцов 
определителя, можно добиться, чтобы элементы этого определителя были 
моментами функции р(х). 

§ 2 . 

Покажем, что если Рп(х) определяется формулой (1), то при всех п > 2s 
имеет место одно из соотношений 

« 

Рп(х) = At(x) Р^(х) + 2 В^к (х) Р^_к (х) Щ 
к­2 



или 
и •. 

т p n _ i ы+2 и = о , (īo) 
где Л ( (я), (ж) — полиномы, степени не выше /, коэффициенты которых за­

висят от л и в случае (10) не все равны нулю. 
Очевидно, достаточно доказать существование таких полиномов Aļt 

Bv что 
и 

»»=
А

, + 2 n

2*­k *) 
* = • 2 

где 
" „ = ^ ) = 1 ? М Г О ] ( П ) . (12) 

Для этой цели будем считать пока коэффициенты полиномов AĻT В( неиз­

вестными (число этих коэффициентов равно (s -ļ- 1) + (2s — 1) 2s |2 = 
= 2s2 -h 1) и покажем, что 

%^0Щфг^^Щ (13) 
и 

2* 

К + 2 д

г 8 _ * ­ ( р ^ (# Р*­*Г- э д, (й) 
fc= 2 

где С, Г) — полиномы степени 2s 2, коэффициенты полинома С выражаются 
через коэффициенты полиномов а, р, а коэффициенты полинома/) являются 
линейными функциями наших неизвестных. Приравнивая С и D, получим 
систему линейных алгебраических уравнений. Если определитель этой 
системы отличен от нуля, найденные Ag, Bt удовлетворяют (11) и (9); если 
же определитель равен нулю, существует нетривиальное решение 
соответствующей однородной системы и получим (10). Значит, остается 
доказать (13) и (14). 

(13) доказывается методом индукции, причем учитывается (2), (3), (4) и 
очевидное тождество 

(rt>09« = Iр (а<р + 9 Р + № ) Р*'­
1 ]*­'>, (15) 

из которого следует, что если ер — полином степепи I, то а<р ­f <р'р ­f­ /q>p' — 
полином степени < / ­f­ s, коэффициенты которого линейно зависят от коэф­
фициентов полинома 9. 

Чтобы доказать (14), достаточно выяснить, что (при той же гипотезе отно­
сительно 9) 

ф (рРУ)№> = (рфр*­!)»­!), ļ ^ j t i ^ k, (16) 

где Ф — полином степени I + is (коэффициенты которого линейно зависят 
от коэффициентов 9) и применить это преобразование к каждому слагаемому 
левой части (14), считая / =» А, А — t = и — 2s. (16) в свою очередь доказы­
вается индукцией по I, с учётом соотношения 

к 

? да»» = ( Р 9 ё ' ) № > ­ 2 с* ?(" (pw*-° 
< ­ 1 

и (15). Этим наше утверждение доказано. 



В случае s = l (9) дает известное соотношение 

Рп (х) = (alX + ао) Р^х) + ЬРп_г (17) 

и линейная система для вычисления aļ4 ag, bg имеет вид 
[а, + (п + 1) р21 а, = К + (2п + 1)р21 [ах + (2н ­f 2)р2|, 
(«о + Pi) «i + («i + 2яр 2) а0 = 2 [а, + (2л + 1) р2] [а0 + (л + 1) У, 
(1 ­ я) роЙ1 + («0 ­f­ лр.) «„+*„ = Р„ 1«, + (2я + 2) р21 + («0 + «Р.) («о + 

+ (п + 1) Ра1. 
Определитель этой системы равен Ictj -ļ- (и -f- 1) ļi 2] l"i + 2n(J2l. Нетрудно 
убедиться, что если это выражение равно нулю, некоторые Рп имеют степень 
меньше п и (17) может не иметь места. Этот случай в теории классических 
ортогональных многочленов обычно исключается уже в самом начале требо­
ванием интегрируемости функции р(х). 

При некоторых специальных предположениях формула (9) может значи­
тельно упрощаться. Так в [31 показано, что, если Рп содержит только члены 
вида акх

к>

, то имеет место соотношение 
п + 1 

i т n—i 

(X n J — постоянные), что, конечно, представляет частный случай равенства (9). 
Возможны также рекуррентные формулы, связывающие полиномы Рп> 

соответствующие различным р. Например, из (12) легко получить 

(здесь после аргумента указывается весовая функция) и отсюда в свою 
очередь 

Р И К (*; р) + «И p

n(^p)=
p

n+i ¥< р IР)­ <18) 

В частных случаях (18) дает известные формулы для многочленов Якоби 
и Лагерра. 

§ 3. 

Одну из производящих функций полиномов Рп(х) можпо получить, бук­

вально повторяя рассуждение, проведенное для случая s = 1 в [21, стр. 
500. Это дает: 

оо 

М ­ i
р

» * р(кк * ) ) 1 р ( 0 Щ Щ { 1 9 ) 

где X, (
w

i
 х

) — т о т корень уравнения 

5 ­ х ­ Щ (О = 0, (20) 
который стремится к х, когда w стремится к нулю. Необходимо сразу отме­
тить, что сколько нибудь эффективно производящая функция этим способом 
получается только в том случае, когда степень полинома [i (х) низка, неза­
висимо от степени полинома л(х). 



Иногда удобнее (19) записать в виде 
оо 

2 ­„V р

п и * = [ ļ m <г> *))] ш ­ (И) 
п~ о 

где 

с — постоянная. Равносильность (19) и (21) проверяется подстановкой 
значения / с учетом (20). 

Из одной производящей функции легко получить сколь угодно других, 
заменяя w через Ли» (к — постоянная), умножая и деля на w, дифференци­
руя и интегрируя по w (конечно, если можно обосновать почленное инте­
грироване и дифференцирование), например, 

со 

2 (^ту, р

п щ w n

= и ( с (щ *>) ­ / и ! (22) 
Л— О 

со 

2 (n4ļ)! Л , = [^i / U Н *))] 1Р (*) 
п­ 1 

и т. п., причем иногда таким путем удается пачучить несколько более простые 
функции. Так, в случае В = х 2, а = 1, р = ехр (— х—•) (полиномы Бесселя) 
(19) дает производящую функщпо {ехр 1(1 — ]/ 1 — Awx) |2xl}| ]/ 1 —4и»х, 
а (22) — производящую функцию (ехр 1(1 — ] / 1 — 4wx)\ 2х] — 1}/и». Если 
же положить В = х, а = 2 — р = .г2 ехр (—х 2), то из (15) получим 
(ехр [з? (w* ­ 2w) / (1 ­ м»)21} / (1 — w)

3

, а из (22) {1 ­ ехр (х2 (ц;2 ­
­ 2u») ļ (1 — ги)Ц) / 2шх*. 

Интегральное представление, годное для всех Рп(х) имеет вид 

И п (Х) - 2Т, ./ р(*) + ! . (^ ) 
с 

(С — замкнутый контур, внутри которого находится точка х, но не нахо­
дится ни одна из особых точек функции р (10) и получается из (1)при помощи 
формулы Копит. При s = 1 и конкретных р и В известны многочисленные 
уточнения формулы (23), часто очень удобные для оценки значений Рп(х). 
При s > 1 в некоторых случаях тоже удастся удобно конкретизировать это 
представление. В качестве примера рассмотрим Рп (х) при р = 1, В = х 3 — х; 
здесь естественно выбрать С по образцу хорошо изученного случая р = 1, 
В = х* — 1 (полиномы Лежандра), а именно £ = х + У 1 — х 2 е

и

. После 
простых преобразований получим 

Рп(х) = f \(х + V 1 ­ x V ' ) (х + i t / T ^ ? sin t)]"dt. 
—X 

Учитывая, что | х + ]/1 ~ х
2 <?" | «£ У~2 и | х + г ]f 1 — х 2 sin t | < 1, по­

лучим оцеш<у 
|Р„(х)| < (2У2)"л! 

пригодную для всех х€ (— 1,1). 
I VI 1957 Кафедра математического анализа 
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PAR POLINOMIEM, KAS DEFINĒTI AR RODRIGA FORMULU 

G. Eņģelis 
(Kopsavilkums) 

Apskatīti polinomi P„(x), ko definē ar (1), (2), (3), (4) un kas ietver kā 
speciālu gadījumu (s = 1) t. s. klasiskos ortogonālos polinomus. Parādīts, 
ka pastāv attēlojums ar determiuautu (piem. (6)), kura elementi apmierina 
rekurences formulu (8); noskaidrots, ka katram n < 2s ir spēkā rekurences 
formulas (9) vai (10); iespējams no klasisko ortogonālo polinomu teorijas pār­
nest uz aplūkoto vispārīgāko gadījumu arī dažus paņēmienus veidotājas funk­
cijas un polinomu integrālā attēlojuma iegūšanai. 





Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К Н 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3, 1958 ГОДА 

О Б О Д Н О М О Б О Б Щ Е Н И И А С И М П Т О Т И Ч Е С К И Х Р А З Л О Ж Е Н И Й 

В, Ж. РИЕКСТЫНЯ 

1. Для исследования поведения функций в окрестности некоторой 
точки часто пользуются асимптотическими рядами. Известное классическое 
определение асимптотических рядов, данное Пуанкаре, применимо только 
к небольшому классу функций. Некоторое обобщение классическою опре­
деления асимптотических рядов дано Г. Дёчем 111. Оно применимо к функ­
циям, которые в некоторой окрестности данной точки представимы в виде 
суммы конечного числа фушщий, отличных от нуля в зтой окрестности. 
Но оно ужо нспримсиимо к такому простому разложению как 

Й Ш d u щ ­ V ffi^vffi J , , k + ļ < p ) ( 1 ) 

(x > 0, v — действительное число), 
которое формально получается интегрированием по частям и применением 
формулы [и и Ja (u)l = и и J V _ J ( H ) . Поэтому требуется расширение сущест­

вующих определений асимптотических рядов и тем самым расширение класса 
функций, обладающих асимптотическими разложениями. Надо отметить, 
что в литературе (напр. 121, 131, и др.) пользуются такими асимптотическими 
разложениями, но не дают /Определения, в каком смысле их надо понимать. 

В настоящей статье будет дано одно обобщение определения асимптоти­
ческих разложений и указаны некоторые разложения такого вида.* 

2 . Для этой цели введем некоторые обозначения. 
Буквой 2 обозначим комплексное переменное, а буквой G— односвя­

зную открытую область, для которой z 0 есть внутренней или граничная 
точка. Под Gu будем понимать такое множество: 

i G, если z 0 £ G 
Gz

*
 = \ G ­ г 0, если z 0 £ G. 

Будем писать, что z^D^ в , если г £ G.o \ г — z 0 ļ < S (если z0 = оо, 
то | z | > S), где 8 > 0 соответственно фиксированная постоянная. Пред­
положим, что функции F (z), / (z) и А (z) определены и непрерывны для всех 
z £ GZt, кроме того / (z) ф 0 в области Сг> и A (z) ф. 0 в области DZg , • 

О п р е д е л е н и е 1. Символ / (z) = Ос^ [л (z)l будем употреблять в 
том случае, когда можно указать такие постоянные К > 0 и S > 0 , что 
| / ( z ) | <\h(z)\K, если * € Я „ . а ­

О п р е д е л е н и е 2. Если lim jžL = 0 , z £ Gu, то будем писать: 

f(z{=QGJh(z)}. 
Эти символы являются уже известными в литературе символами О и о, 

только в этой записи уточняется рассматриваемая точка и её окрестность. 
* При чтении корректуры автору стала известной книга М. А. Евграфова (Асим­

птотические оценки и целые функций. Москва. 1957) в которой в случае вещественного 
аргумента дано определение, эквивалентное с нашим определением. 

Ю — S 6 I 3 



О п р е д е л е н и е 3. Пусть 
1) f(z) = b0ulh(z)h 
2) существует постоянная m > О такая, что на каждом луче или отрезке 

принадлежащем Gu, на котором arg (z — z0) = 9 (если z0 = 00, то arg z = 9), 
для всякого 8 > 0 найдется по крайней мере одна точка z ? e £ Z ) 2 г для 
которой 

> m. 

Тогда применяем обозначение / ( z ) = О с [Л ( z ) l . Например., 

c o s z = Ō ļ 0 < a r g 2 < ] t ] o o ( < • » « * ) . (2) 

О п р е д е л е н и е 4. Будем говорить, что / ( z ) п окрестности точки 
z 0 , принадлежащей Gu, является асимптотической функцией для F(z), если 
в Gu существует такая функция h(z), для которой имеют место соотношения: 

/ ( z ) = ŌCu [h ( z ) l , F(z) = f ( z ) + o c . e | /< (z ) l (3) 

Правую часть равенства (3) назовем асимптотическим выражением функ­
ций F ( z ) в окрестности точки z 0 . 

Н а п р и м е р : учитывая (2) и асимптотическое разложение для J­, ( z ) , 
имеем 

Л & = ]/vī
 COS (

Z ­ Щ ~ " V) + °10 < arg z п - Ц , (fel* г г~^) ' Ш 
Если F ( z ) удовлетворяет соотношешпо (3) и в любой окрестности z 0 сущест­

вует точка, в которой / ( z ) равна нулю, а F(z) в этой точке отлична от нуля, 
то очевидно, что в этой окрестности z 0 существует по крайней мерс 2 точки 
г = г, и г = г 2 , для которых 

| / (h) I < I o G z o ( h ( z , ) ) | , | / ( z 2 ) I > I Оаи (Л ( z 2 ) ) | . 

Это указывает на то, что при апроксимации F(z) через / ( z ) во всей окрест­
ности точки z 0 может создаться большая относительная погрешность. Но 
этот дефект исчезает, оелн рассмотрим асимптотический ряд. 

оо 

О п р е д е л е н и е 5. Сходящиеся И Л И расходящиеся ряд £ a k fk ( z ) 
*= > 

(ак — вещественные или комплексные числа) назовём асимптотическим 
разложением функции F ( z ) в окрестности точки z 0 , если ļk ( z ) определены 
и /* ( г) ^ О в Č R , и Д Л Я каждого л = 1, 2, 3, . . . можно найти такие 
функции h„ ( z ) , что имеет место 

/ » ( * ) = Ō C j t ( / / n ( z ) | , (5) 

п — 1 

^ И ( 2 ) = On U (Z) + 0 G u \ h n (Z) l , (6) 
* = 1 

hn+1(z)=oGzt[l,n(z)]. (7) 

Очевидно, что асимптотические разложения по Пуанкаре нлн Дёчу явля­
ются частными случаями нашего разложения, ибо можно брать A n ( z ) = 
= fn(z). 

Легко показать, что разложение (1) подходит к нашему определоншо, 

причем G2f будет луч х > 0, х0 = оо и hn ( z ) = х 



3. Для получения обобщенных асимптотических разложении приводим 
несколько теорем, доказательства которых будут даны в другой работе 
автора. 

Т е о р е м а 1. Если 
1) функция /(z) регулярна в области |z — z0ļ ^ 8 за исключением точки 

z 0, являющейся сувюственно особой точкой для /(z), в окрестности которой 
для каждого N (N = О, 1, 2, . . . ) имеет место соотношение 

N 

/ (z) = ехр [ ­ с (z ­ gj­» ] l а„ (z ­ z0)
Xk + 

где с > 0 , р. > О , Х 0 < А 1 < А 2 < . . . действительные числа, яА. комплексные 
числа, (z — z 0) = ехр I / t l n (z — z0)J, а для функции ln (z — z0) выбрано 
главное значение и разрез из точки z = z 0 до бесконечности взят по какой­

либо прямой вне сектора | arg (z—z0) ļ ^ V ļ — < V < те|; 
2) на лучах ļ arg (z — z 0) | = T функция / (z) абсолютно интегрируема 

в каждом конечном интервале и существует такая постоянная К > О , 
чтобы на этих лучах | f(z) | < е К 1*1 тогда 

1) интеграл 

с 

сходится для каждого действительного достаточно большого / > Т > О -
Контур С образован лучами | arg (z — z0) | = ч7 и дугой круга ļz — z0ļ = 
= г < 8, причем точка z 0 обходится в полоиштельном направлении, (см. 
рис. 1). 

2) для каждого N (N = 0, 1, 2 , . . . ) 

k = o 
I' 

(10) 

где 
» ^ ļ ) m |Ш 

m = 0 

1 

l i + 1 

Формула (И) взята из работы I4|. 
3 а м о ч а н и о. Если с < 0, то имеет место подобная теорема, только 

вместо функции (12) в асимптотическом разложении F(t) берется функция 

т - 0 
X т . ' Г ( т ц + / к + 1)" 



Соответственно меняется также остаточный член. 
Для доказательства теоремы в интеграле (9) вместо /(z) берём её асимпто­

тическое разложение в окрестности точки г 0 (8) ir для оценки остаточного 
члена используем метод перевала. 

Частный случай, когда ц. = 1, рассмотрел в работе [3]. 
Т е о р е м а 2. Если 
1) функция /(г) регулярна в области | z— i| < 8, ļz -f- «| ^ 8 за исклю­

чением точек ­ft, —г, которые являются алгебраическими точками развет­

Рис. 1. 

влення, в окрестности которых для каждого .N (N = 0, 1, 2, . . . ) имеют 
место соотношения 

N 

I (z) = I « * Ф + 1)"* + о ( | г _ ц < Ь ) К*1 + %f»} , 

я (13) 
1 Ч (*» + 1)Х* + O F L 2 1л£Ц . I ( Z * + 1 ) X N ] , 

* = о 
где > 0 < У­i < Х2 < . . . действительные числа, а ак комплексные числа 
(z2 + 1) * = ехр [ЯА1н (z s ­4­ 1)1, ln (z s + 1) означает главное значение ло­
гарифма и разрезы из точек + i и — i до бесконечно удаленной точки 
взяты по каким­либо прямым вне секторов ļarg (z — i)[ < ф, ļarg (z -ļ- i)ļ < ф 

f f < * H
! 

2) на лучах ļarg (z — i) | = ф, ļarg (z •+- 01 = Ф функция / (z) абсо­

лютно интегрируема в каждом конечпом интервале и существует такая 
постоянная К > 0, чтобы на этих лучах | / (z) | < е К | г | , тогда 



1) интеграл 

сходится для каждого действительного достаточно большого t > Т > О 
(контур Г образован лучами arg (z — i) = ф, arg (z -ļ- i) = — ф, лучами 
arg (z — i) = — ф, arg (z ­+" ' )= Ф Д° точки их пересечения и дугами кру­
гов вокруг точки ­f е и — i |z — iļ = г < 8, ļz -f i| = г < 8, направление 
интеграции — положительное, см. рис. 2). 
2) для каждого N (Л/ = 0, 1, 2, . . . ) 

% ­ у«14, (4) >... + — 

* = О г ( ­ Ч ) — + о ( t > T ) a , ( r X N ~ l ) («) 

(!) 
i С) 

(15) 

(если некоторые из Xt целые числа, то соот­
1 = 0 ветствующие 

(— '•k' I 
З а м е ч а н и е . Если точками разветвле­

ния являются точки + 1 , — 1 , то имеет место 
подобная теорема, только в этом случае аси­
мптотическое разложение функции F(l) мы 
получаем при помощи модифицированных 
функций Бесселя. 

Доказательство второй, а также следую­
щей (третье]!) теоремы, подобно доказатель­
ству теоремы об обычных асимптотических 
разложениях I1J. 

Т е о р е м а 3. Если 
1) функция / (z) регулярна в области 

| z — z 0 ļ $ 8 за исключением точки z0, явля­
ющейся логарифмической точкой разветвления 
для /(z), в окрестности которой для каждого 
N (N = 0, 1, 2 , . . . ) имеет место соотношение 

N 

m 1 ч to* (z ­ z0) <z ­ ф+ 
l . i A " + I ( z ­ z „ ) ( z ­ z 0 ) ^ + 4 , 

где X0 < X, < Xa < . . . действительные чис­

ла, ak — комплексные числа, (z — z 0 )
X f c и 

ln (z — z0) и меня прежние значения и разрез 
из точки z = z 0 до бесконечности взят по 
какой­либо прямой вне сектора ļarg (z—z0)ļ г$ф 

(!<*<»); 
2) на лучах ļarg (z — z 0)| = ф функция / (z) 

абсолютно интегрируема в каждом конечном 
Рис. 2 



интервале и существует такая постоянная К > 0, чтобы на этих лучах 
| / (z) | < е

к

М, тогда 
1) интеграл 

сходится для каждого действительного достаточно большого / > Т > 0 
(контур С имеет прежнее значение); 
2) для каждого N (N = О, I, 2, ...) сраведливо соотношение: 

F Щ = е * l ак Г
Л к ­ Ч (>* • t) + Od > Т ) о о &*.

 + Н f
i w + ' " ' l , 

к =о 
где 

если х ф 0, 1, 2, . . . , а 
если х = m = 0, 1, 2, . . . 

Ф* К 0 = 

[*­*­'] 

= (­ (Г*­*! ( ­ 1)' (?) I»' i I ( ­ 1 ) ' V ( ^ j ) 1Г (m + l ) l № , ­ ° = 
z=o j"=o 

= (_!)» ' + * j ­ * ­ " /,• Г (/« + 1) l i . * ­ ' / + o ( t > T ) g o ( l n * ­ 1

t l­
m

­
y

) 

и 
Ф(1 (/и, /) ­ 0. 

Как следствие из упомянутых трех теорем можно получить теоремы 
для оригинала преобразования Лапласа. 

Для примера формулируем с л е д с т в и е теоремы 2. 
Если 

00 

1) интеграл Лапласа J е ~ а F (I) dl = / (z) сходится при Re z > В; 
о 

o+fco 
2

> Щ / г Ш * * (<*> Р); 
О— 1СО 

3) функция f(z) удовлетворяет требованиям леммы Жордана; 
4) функщпо /(z) можно аналитически продолжить налево от прямой Re z = й 
во всех точках, за исключенном точек Z j , z 2, . . . , z„, которые являются по­
люсами функций / (z) it точки ­j­i, —i (z kļfc + i я' = 1, 2, . . . ) , которые 
Являются алгебраическими точками разветвления, в окрестности которых 
для каждого N (N = 0 , 1 , 2 , . . . ) имеют место соотношения (13), тогда 
для каждого Л' (ЛГ = 0, 1, 2, . . . ) 

n N , J _J_<0 
/•(/)= l res ff1A*f*I % f *

Т "г? - Л • > 
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П р п м е р . Найдем асимптотическое разложение функции 
t 

о 
(t > О — действительное число, А: ̂  О, п > 0 натуральные числа). 

Интегрируя по частям и применяя формулу 

щ&ШЪ'­ t"Jk­i(,
1

).' 

получим: 

/
п / и " 1 - 1 < 8 n + t — m + l г, , /л 

** Ю ** ^ d* = <2" - W I Ы ( 2 : + 1 ­ 2 , ) П ~ — + 
О m = 1 

( 

+ ( ­ 1 ) " ( 2 л ­ 1 ) !! j T " + * / A . + n ( T ) d T [ ( ­ 1 )!! = 1 ] . 
о 

В силу того, что функция 

' 2 * + " l ' ( f c + n + ' ) 
t I T * + » y f c + n ( T ) r f T ­ / * + " + » y f c + n + 1 ( 0 p U ­ j ? i ­

удовлетворяет условиям следствия, можем написать: 

/
" . 2 П + 1 — m / i \ m — 1 ŗ , . / Л 

т* + *Л = (2л ­ 1) !! » 2 ^ - Ж ^ 1 + 
О m = 1 

+ ( ­ l ) n ( 2 « ­ l ) ! ! ^
+ n

/ f c + n + 1 ( 0 ­

­ ( ­ 1 ) " \(2n­i)U2
k+n

r(k + n + l) ļ № / - т ( 0 + 

+ ° ( t > D e e ( t - J * - T ) . 

Подобным образом можно получить асимптотическое разложение и для 
функции 

t 

J т * ­ 8 » / * (t)dx (2л < А). 
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PAR KĀDU ASIMPTOTISKO ATTlSTlJUMU VISPĀRINĀJUMU 

V. Riekstiņa 

(Kopsavilkums) 

Darbā dota vispārināto asimptotisko attīstījumu definicija (definicija 5). 
Parādīts, kā dažos gadījumos var iegūt vispārinātos asimptotiskos attīstīju-
mus funkcijām, kuras dotas ar integrāli (9) (teorēmas 1, 2, 3). 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3. 1958 ГОДА 

О Б О Д Н О Й Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К О Й В А Р И А Ц И О Н Н О Й З А Д А Ч Е 

Э. Я. ГРИНБЕРГ 

В евклидовом пространстве R n л измерений рассмотрим интеграл 

fds, I 
взятый вдоль некоторой действительной кривой (Л/) с длиной дуги s; / — 
данная функция кривизн к{ (i = 1,2,..., я — 1) кривой и их производ­
ных по s до порядка г включительно. Требуется определить экстремальные 
кривые, для которых первая вариация интеграла равна нулю. 

Для кривых в R 3 известны следующие результаты. Радон [1] установил, 
что при / = / (А:,) конечные уравнения экстремалей получаются посредством 
квадратур. Кастро­Бжезицкий 12) показал, что при 

/ = /(А, 

конечные уравнения получаются посредством квадратур, если найдены 
натуральные уравнения кривой. 

В настоящей работе получены обнще выражения для вариации всех к. 
и их производных (§ 1); получены уравнения Эйлера­Лагранжа (§ 2); при­
ведены некоторые соображения по интегрированию этих уравнений и пока­
зано, что результаты Кастро­Бжезицкого имеют место для любого / в HS, 
HT и НВ (§ 3). Наконец, рассмотрены некоторые частные случаи в Н3, причем 
результат Радона обобщается на функции 

/=/(*!, т 

удовлетворяющие некоторому дифференциальному уравнению. 
В дальнейшем предполагается, что все производные, встречающиеся 

в расчетах, существуют и непрерывны. Производные по «обозначены штри­
хами и показателями в скобках; суммирования всегда указаны. Краевые 
условия считаются удовлетворенными. 

§ I-

ВАРИАЦИИ КРИВИЗН И ИХ ПРОИЗВОДНЫХ 

Пусть М (s) — радиус вектор рассматриваемой кривой (Л/), L(i — 1 , . . . , 
л) — орты сопровождающего ортонор миро ванного репера, ^ . ( / ' = 1 , 
л) — координаты L в некоторой неподвижной ортогональной системе коор­

динат. 
Посредством ортогональной матрицы 

т = Щ 
п кососимметрической матрицы Френе 

К = I I * . .11» 
и *ji 1 1 ' 



где 
К = К = ь 

и 8„ — символ Кронекера, формулы Фрсне можно записать в виде 
Т' = КТ. (1) 

Предполагается, что все k. (i = i п — 1) отличны от нуля. 
Радиус вектор варьированной кривой (N) берем в виде 

п 

N = M(s)+ z £ иЛ., (2) 
i = i 

где е — параметр, а. — произвольные функции s. 
Интересующие нас величины, характеризующие кривую (7V), в дальней­

шем разлагаются по возрастающим степеням е, причем отбрасываются сте­
пени выше первой. Коэффициент при е будем называть вариацией соответст­
вующей величины и обозначать символом 8. 

Дифференцируя (2) по s, имеем 

ds 
= [l + ц в ; _ kfj] ц + е £ (*_, + н ; ­ л, t.. (3) 

i = : 

Модуль этого вектора дает производную дуги а крнсой (Лг) по s: 

! ­ = ! + « , , (4) 
где 

« = — V f <
5

) 
а едипнчный вектор pj касательной к (N) равен 

i ­ г 

где 
я

« = *Ы
 M
i­i + "i ­ *««, + 1 . « = 2, 3 л. (6) 

Пусть р ( — орты сонрог .ождающего о ] )Тонормированного репера кривой 
(ЛГ), а 

матрица их координат. Последняя связана с матрицей Т соотношением 
вида 

Р = Т + е АТ. (7) 

Ввиду ортогональности Р а Т, матрица А = ļļa„ļļļ — кососпмметрн­

ческая. Соотношения ((>) дают элементы первой строки (и первого столбца) 
матрицы Л. Остальные элементы А, как и вариации х 4 кривизн А\, получаются 
следующим образом: для кривой (Л') матрицей Френе является 

K+zL, 

где кососиммстрнчсская матрица L = составлена из величин 
х,таким же образом, как К составлена из кл 

\ = *Л./­i ~ *.­« \ , i + v % = *»= °-



(11) 

пли в болсо сжатой з а т к и 

8 (И») = xf> — 

где я<°> = а, «0; = ^ 2 . 

Следовательно для Р имеет место соотношение 

— = (К + Щ Р. 

Подставляя для Р выражение (7), учитывая (1) и приравнивая коэффициенты 
при е, получаем 

L + аК = А' + АК — КА. (8) 

Так как в обеих частях уравнения (8) фигурируют кососнмметрические 

матрицы, Оно эквивалентно системе " ( " 2 ^ скалярных независимых 

уравнений, получаемых приравниванием элементов, лежащих над глав­
нон диагональю: 

ч, + ak. = а'.. + , + а._, , + , ­ А­. + , щ + (9) 

где i = 1, 2 п— 1, в 

А­л. , , . = а.'. + к. ,а. , . ­4­ А;. , а.. . — к.а,,. (10) 

где 
i= 1, 2 . . . , и ­ 2 ; j = i + 2, i + 3 я. 

Уравнения (10) позволяют определить все элементы i -ļ- 1­ой строки 
матрицы Л посредством элементов предыдущих строк п кривизн. Так как 
(б) определяет все а^, имеется возможность выразить все a(j — а с помощью 
(9) также и все х( — как функции кривизн kff вариации в ir произнодных 
этих величии по s. Явные выражения, получаемые таким путем, в дальней­

шем однако не потребуются. 
Если известны вариации 

8 (ds) = ads, 

то нзпользуя соотношение (q> — произвольная функция от .ч) 

S ( 9 ) ­ l . m — ļ ( T - _ - _ _ | , 

имеем 
8(а;) = х;­«а;, 

и, повторно применяя (11), для производных порядка h получаем 
8 (A­!W) == xf> ­ (aA­;)<"­i) _ {аЩ<№ ­ . . . _ | ф , (12) 

л— i 

i—о 



§ 2. 

УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА­ЛАГРАНЖА 

Для интеграла влоль кривой (Л/) в Яп 

J = J fds, 

где / — данная функция от Л. (г = 1, , п — 1) и их производных по s 
до порядка г включительно, вариация равна 

п — i г 

Подставляя выражения (12) для вариаций производных от кривизн и 
устраняя интегрированием по частям из подынтегральной функции произ­
водные от х. и а, эту функцию получаем в виде 

Пг—1 

i = i 
где 

''.•.i + . = J£ (14> 
Л=­ о 

п — 1 г г — h 

'' ­ / ­ 2 [ * Л « + . + 2 Ч* 2 (- №Ч 

и положено 
/« = _*_ Г JLļ 

Дальнейшее преобразование F интегрированиями по частям сводится 
к выделению из F полных производных по s от подходящих функций с целью 
удаления всех производных от первоначальных вариаций ц. В результате 
получится линейная однородная форма от всех н.. Приравнивание всех 
коэффициентов этой формы нулю даст искомые уравнения Эйлсра­Лаграижо. 

Для выполнения указанного преобразования рассмотрим матрицу 
В = | | / ' f j | |?, определяемую следующими свойствами: 

В — кососнмметрическая; элементы первой наддиагоналн имеют значе­
ния (14); имеет место соотношение 

В' + ВК — КВ = — G, (16) 

где G = llgjj.ll" — матрица, в которой от нуля отличны только элементы 
4ц = Щ gji = — gj U = 2, з л). 

Этими свойствами однозначно определяются матрицы В и С. Действитель­

но, имеем п ^ скалярных уравнений, выражающих равенство элемен­

тов кососимметричсских матриц обеих частей (16): 

http://llgjj.ll


где 

С учетом 

» = 1, 2 л ­ 1 ; / = ; + 1, i­f­ 2 п. 

Ьа = 0, ftn = О, 

(17) 

получаем следующий порядок определепяя искомых величвн, исходя из 
известных элементов (14) первой наддкагоиалн матрицы В. 

(i = n . ­ 2 , л ­ 3 , . . . , 2), 

(i = n — 3, л — 4 , . . . , 1; / = i + 3, i + 4 , . . . , n). 

Наконец 

( / ' = 3 , 4 л). 

(18) 

При / = « отпадают последние члены правых частей, содержащие множи­
тель к = 0. 

п 

Определим скалярное произведение двух матриц, напр. А и 2? посредст­
вом соотношения 

п п 

1­1 > = 1 

Вследствие линейности и однородности по отношению к элемептам каж­
дого множителя это произведение аддитивно по отношению к каждому 
множителю. Поэтому дифференцированием получаем 

(А ХВ)' = ХВ + АХ В'. (19) 

Используя явное выражение для скалярного произведения легко проверить, 
что вследствие кососимметричности К 

(АК) ХВ + А X (ВК) = 0, 

{КА) ХВ + АХ (КВ) = 0, (20) 

где скобки содержат обычные произведения матриц. Подставляя в правую 
часть (19) значения производных А' и В' из соотношений (8) и (16) и учи­
тывая дистрибутивность скалярного произведения и соотношения (20), 
получаем 

(L + аК) х В = (А X В)' + А X G, 

или 
п — 1 

2 (х, + «*,) b ¥ + i ={АХВ)'+ £ aļtg, 



Тогда (13) дает 

Р = (А хВ)' + ао+ 2 a u g v 

или, с учетом значений (5) и (6) и полагая 

п п 

F = (.4 х В)' + 2 ( W - + k

<­i «i­t ­
 k

iSi+1)­

Как было указано выше, уравнения Эйлера­Лагранжа полулаются при­

равниванием нулю коэффициентов отдельных и{ в последней сумме правой 
части, что дает 

? ; = ­ +
 k

i S i + l 

(i = 2, 3 , . . . , л ­ 1 ) , 

?n кп—1 #п— Г 

(21) 

Так как Uj характеризует перемещение вдоль кривой (М), которое не 
может создавать вариации интеграла / , первое из уравнении (21) должно 
выполняться тождественно, что и имеет место. Действительно, дифферен­
цируя значение (15) для gt = b, получаем 

С другой стороны, умножая те из уравнений (17) и (18), которые содер­

жат b'if+ļ (i = I, 2, . . . , п — 1) на соответствующее kt и складывая, после 
упрощения получаем 

п—i 

k

i S * = ­ 2
 k

i
b

'i,i+i = S[­

Остающиеся и — 1 уравпеиня (21) образуют систему Эйлера­Лагранжа, 
опредсляющуто п — 1 искомые кривизны экстремалей. 

§ 3. 

ОБ ИНТЕГРИРОВАНИИ УРАВНЕНИЙ ПРОБЛЕМЫ 

Предположим, что имеется решение системы (21); тогда известен комп­
лект величин к{, btj и g{, удовлетворяющий совокупности уравнении (17), 
(18) и (21). Рассматривая нахождение конечных уравнений кривой (Л/), мы 
одновременно найдем и первые интегралы системы уравнений (21). В эти 
выражения будут входить A ļ t b(i и gt, однако их значения не зависят от s. 

Интегрирование натуральных уравнений кривой в Вп, кривизны kt, 



*n—i
 К 0 Т 0 Р ° й известны, сводится к нахождению я независимых 

систем решений xļt хг, хп уравнений Френо 

*; = ­*._«**_.+ k{xt+1 Л" : (22) 

(' = 1. 2 п; ko=kn=0). 

Если посредством такой системы величин х( образовать вектор 
п 

x = 2
x

i
l v (23) 

то этот вектор будет неподвижен, т. е. его производная будет равна пулю. 
Обратно, если для неподвижного ненулевого вектора х известно представ­
ление (23), то xt — система решений уравнений Фреис (22). x ļ ( xļt ••­,хп 

можем называть относительными координатами вектора х, причем его длина— 
первый интеграл системы (22). Таким неподвижным вектором является g. 

Исходя из п неподвижных векторов, соответствующих л линейно неза­
висимым решениям системы (22), можем построить ортонормированную 
систему неподвижных векторов Z.. Первые координаты %п этих векторов 
дают также и разложение I, по Z.: 

п 

ч = 2 Ш 

и интегрированием получаем радиус вектор кривой (М) в системе 
Если известны функции xt, при которых вектор (23) не неподвижен, но 

находится в некоторой неподшгжной плоскости (тс), то одной квадратурой 
мы получаем два линейно независимых неподвижных вектора в этой плос­
кости. 

Вектор х можно нормировать. В плоскости (п) находим орт у, ортогональ­
ный к х. Тогда имеют место соотношения 

х' = осу, 

у' = — ах, 

где а = х'у известно. Вычисляем функцию 
s 

НО 

где ф 0 = const. Тогда векторы 

Z j — х cos <р ­+­ у sin tp, 

Z a = — х sin Ф + у cos 9 
неподвижны и ортонормированы. 

Для нахождения векторов, которые неподвижны или лежат в неподвиж­
ной плоскости, можно использовать „неподвижные" тензоры, т. е­ тензоры 
с постоянными координатами в неподвижной системе координат. Векторы 
и плоскости, однозначно определенные таким тензором, будут также непо­
движными. Если же известны относительные координаты тензора, т. е. его 
координаты по отношению к ортогональному реперу искомой кривой, то 



по ним можно определить и относительные координаты интересующего нас 
вектора, следовательно получить одну или две системы решений (22). 

Рассматривая тензор второго порядка В, получаемый общим произведе­
нием двух неподвижных векторов, можем получить условия „неподвиж­
ности" или формулы Френе для тензора. В матричной записи эти формулы 
имеют вид (16), где G = 0, а в .координатной записи — вид последнего 
уравнения (17), взятого для всех i, /'. 

Очевидно матрица или тензор В, рассмотренный в предыдущем пара­
графе, но неподвижен, так как G должно отличаться от нуля. Однако комби­
нируя тензор В с некоторым постоянным вектором х путем умножения и 
альтернирования, в результате получим неподвижный тензор третьего поряд­
ка D , если использованная операция, примененная к тензору G, даст нуле­
вой тензор. Действительно, связь тензоров D ' и D будет такой же, какая 
получилась бы для комбинации неподвижного тензора с вектором х, следо­
вательно будут удовлетворены соответствующие формулы Фроне. 

В качестве х берем g, альтернируем по всем индексам. Отбрасывая зна­
менатель 3, для элементов D получаем выражения 

и тензор G при этом превращается в нулевой тензор. 
Полученный кососимметрический тензор D в общем случае не нулевой. 
Покажем, что в 7?3, /?4, В& при известном решении системы (21) опреде­

ление кривой (М) завершается квадратурами. 
Кривая в Bs. 

Первые интегралы (21) — длина вектора g и псевдоскаляр—единственная 
существенная координата D. После нормирования g в качестве векторов 
х и у, лежащих в неподвижной плоскости, перпендикулярной к g, можно 
взять 

х = (gļ + g*a) 2 (?зК — *Л)» 

_ _1_ 

у = (*» + ф
 2 I ­ (gļ + gļ) t, + g, g 2 1 2 + g , g s l 3 l 

Тогда 

и одной квадратурой получаем ортонор миро ванную систему неподвижных 
векторов g, Z j , z8­

Кривая в Я;. 
Тензор V, дополнительный k D (ср. 3] — первого порядка, следовательно 

эквивалентен псевдовектору. Поэтому неподвижным будет ментор v с ко­
ординатами 

где Л, J, /, Л —четная пер мутация индексов 1, 2, 3, 4. В общем случае v 
не нулевой вектор; его длина — второй первый интеграл. 

Очевидно v и g ортогональны. Любой вектор х, одновременно перпенди­
кулярный к v I I к g, параллелен неподвижной плоскости и, согласно выше­



изложенному позволяет определить два неподвижных ортогональных век­

тора Z j и z2­ Последние, совместно с нормированными g n v, дают неподвиж­

ный репер. 
Как и в случае / ? 3 , определение t , требует одной квадратуры. 

Кривая в Ry 

Имеем неподвижный кососимметрическнй тензор V второго порядка, 
дополнительный к D, с координатами 

где Л, m, i, ļ, k — четная пер мутация индексов 1, 2, 3, 4, 5. Вектор g — харак­
теристический вектор этого тензора, соответствующий нулевому характе­
ристическому числу. Остальные характеристические числа чисто мнимы 
И попарно сопряжены, в общем случае различны и отличны от нуля. Каждой 
паре сопряженных характеристических чисел соответствует некоторая 
двухмерная плоскость, причем эти плоскости перпендикулярны как между 
собой, так и к вектору g [ср. 4). Определяя в каждой из этих плоскостей 
пару неподвижных ортонормированных векторов, мы посредством двух 
квадратур получаем представление I , в неподвижной системе. 

Произведение тензора i>hm на себя, альтернированное по трем индексам, 
дает антненмметрический тензор четвертого порядка, следовательно и псев­
довсктор. Однако последний коллннеарен с g, так что получается не новый 
неподвижный вектор, а только первый интеграл — отношение координат 
обоих векторов. Оно дается выражением 

v _ " i i " i n — " i 3 ' ' ; « + Ъ&п 

или выражениями, получаемыми любой четной перестановкой индексов в 
правой части. Помимо длины g, имеем еще два первых интеграла, например, 
коэффициенты характеристического уравнения. Коэффициент при X3 ранен 

2 v*j'' коэффициент при X равен v 2^ 2. Следовательно независимы только 

первые три интеграла. 
В качестве простого примера, показывающего отличие от нуля величин, 

рассматриваемых в Я 5 и RA, рассмотрим определение экстремалей для 
функции 

/ — А а + с, с — const. 

В R&, полагая yj = k~
1 k„ 

g = , t l ­ f ­ / ­ l ( 1 ­ v j 2 ) l,+ y{t4 + V ­ ' v 

и V имеет следунлщге отличные от нуля координаты с / > i: 
l

'u - Я &
 v

a
 = ir

 v

n = ­

Здесь v = — yŗkt; g 2 и 2 г*, содержат (-/j')2, а их разность равна 

Ц ( i - T ] 2 ) 3 - v 2 , 

следовательно три первых интеграла действительно независимы. 



В /т 4 имеем 

эти векторы отличны от нуля и перпендикулярны. 

§ 4 . 

ОБ ИНТЕГРИРОВАНИИ УРАВНЕНИЙ ЭЙЛЕРА­ЛАГРАНЖА В li3 

Уточним вид операций, фактически необходимых для полного решения 
проблемы, если 

/­/ щ щ. 
Полагая для сокращения записи 

*, = *, кш = у, ­£=р,­^=д, 

имеем 

gi = / ­ *Р — УЯ> 

g% = —р' ­ Я', 

& = — (4-)'+ ^ _ » Р ' 

= Я. Ц& = « - b2a= q. 

Решения проблемы удовлетворяют уравнениям, даваемым первыми 
интегралами: 

+ go + gļ = с = const, 
(25) 

Пусть х а у могут быть выражены как функции от р и q и последние не 
постоянны. Тогда, решая систему (25) по отношению к g3 и g3, мы получаем 
соотношения вида 

(p' = Fi{p, q', а ) , . , „ . 

I 9" = F, (Р. Я, Я)­
 1 1 

Считая q независимой переменной и вводя новую неизвестную z = q', 
систему (26) можно преобразовать в каноническую систему второго порядка: 

­;ч­=~
р

^я). 
В результате решения этой системы s получается как функция от q посредст­

вом квадратуры 
Ч 



Решая соответствующие уравнения, мы получаем q, р , х и у как функ­
ции от s и заканчиваем определение решения квадратурами, как указано в 
предыдущем параграфе. 

Рассмотренный прием не применим, если р и q но незаписимы, т. е. имеет 
место соотношение 

В последнем случае поверхность, определяемая уравнением 

/ = / (* ,* / ) • (28) 
в декартовых координатах х, у , /, является развертывающейся. Если q не 
постоянно, то при независимых переменных х а q (28) допускает представ­
ление 

/ = (9 — д ф ) г + ф — дф, 
У = —Щ— ф, 
/> = ф» 

где 9 и ф — подходящие функция от q, а точками обозначено дифференци­
рование по q. Исключай g3 из системы (25), получаем уравнение 

*
1

[ *
г

+ ( ^ ­ Г ­ " ] + [ + ' + * Н
:

Г ­
с

= Г =
0

' 

которое дает 
* = Ф1 (?) 9 . 

с определенной функцией ņx(q). Подставляя это значение j ­ в любое (напри­
мер второе) уравнение (25), мы получаем соотношение, которое содержит 
только д' и известные функции от q. После представления q' в виде 

4 = & (я), 

s получается квадратурой и решение заканчивается, как выше. 
Если q = q = const., т. е. 

/ = Ч0У + Ф (*>, 
пмеем 

g, = Ф — х Ф. 8", = — К . ? 3 = х

Яо — У Ф' 
Ь

12 = Ф' * 3 ! = °> *гз = «о'­
исключая g 3, получаем уравнение, дающее .т' в виде известной функции от 
х. Как и раньше, s получается квадратурой, а у определяется нз любого 
уравнения (25). Функция / этого тина с q0 = 0 рассматривается в Ш. 

Следует отметить, что в противоположность обычным параметрическим 
вариационным задачам в нашем случае допустимы решения 

х = const., у = const. 

В этом случае постоянство первых интегралов (25) еще не является доста­
точным условием для решения. Возвращаясь к дифференциальным уравне­
ниям (17), (18) и (21), видим, что должно иметь место соотношение 

(х* ­yi

)p + 2xyq­xf = 0. (29) 

Для произвольных функций / это условие устанавливает соотношение 
между х и у , т. е. определяет однопараметрическое семейство натуральных 



уравнений обыкновенных винтовых линий, являющихся экстремалями. 
Если же / (х, у ) имеет вид 

где с0— постоянная, а f, — произвольная функция своего аргумента, то 
левая часть (29) тождественно равна 2 с0. Если с 0 = 0, любая обыкно­
венная винтовая П И Н И Я является экстремалью. Если же с0фО, среди 
экстремалей нет ни одной такой линии. 
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PAR KĀDU ĢEOMETRISKU VARIĀCIJU PROBLĒMU 

E. Grinbeigs 

(Kopsavilkums) 

Rakstā aplūkota problēma: n dimensiju Eiklīda telpā / ? n noteikt līknes, 
kam integrāļa 

J = ffcls 

pirmā variācija ir nulle; s ir līknes loka garums, / — dota liekumu fc,, A 2 , . . ., 
A"n_, un to atvasinājumu pēc s funkcija. 

Ņemot variētās līknes radijvektoru veidā (2), sakari (5) un (6) dod loka 
diferenciāļa un pieskares vienības vektora variācijas; ar (9) un (10) ir nosakā­
mas liekumu h\ variācijas Liekumu atvasinājumu variācijas dod (12). 

Noteikumi, lai / pirmā variācija katriem и{ ir nulle, ir izsakāmi sekojošā 
veidā: ar sakariem (14), (15), (17), (18) aprēķina lielumus gv kam jāpilda 
noteikumi (21) (pirmais no tiem ir identitāte). Ja ir zināms šo vienādojumu 
atrisinājums, telpās R3, / ? 4 un Jis atbilstošās līknes vienādojumi ir nosakāmi 
ar kvadratūrām; reizē iegūti daži pirmintegrāļi. 

Telpā R3, ja / ir dota liekuma .r un vērpes у funkcija, pilns problēmas atri­
sinājums ir reducējams uz kanonisku otrās kārtas diferenciālvienādojumu 
sistēmu, pēc kuras atrisināšanas jāizdara vēl kvadratūras. Ja pastāv notei­
kumā (27), viss .atrisinājums ir iegūstams ar kvadratūrām. Ekstremālu starpā 
ir parastās skrūves līnijas, kam x un у saista (29). Ja / ir ar veidu (30), gadī­
jumā c0 = 0 katra parastā skrūves līnija ir ekstremālo, bet gadījumā c 0 ф 0 — 
neviena. 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3, 1958 ГОДА 

О К О Н Т А К Т Н Ы Х С И Л А Х В Я Д Е Р Н Ы Х В З А И М О Д Е Й С Т В И Я X 

П. Е. КУНИН в / / . М. ТАКС АР 

Вопрос о том, являются ли в мезонной теории силы между нуклонами 
на малых расстояниях силами притяжении или отталкивания, за последнее 
время отошел на второй план в связи с выявившимися принципиальными 
трудностями как мезонпой теории вообще, так ив частности, метода возму­
щений. В настоящей работе однако, отвлекаясь от указанных трудностей, 
мы хотим показать, что возможен такой вариант мезонной теории, в ко­
тором при г—О (г — расстояние между нуклонами) силы между нуклонами 
ui c i да являются силами отталкивания. При малых г главную роль играют 
контактные силы, все остальные члены в выражении для энергии взаимо­
действия при этом пренебрежимо малы. Это особенно ясно видно из инте­
гральных уравнений в пространстве импульсов, где г­* О соответствует 
к­» оо. В этих уравнениях члены, соответствующие контактным силам, 
при к ­> о о растут гораздо быстрее, чем остальные члены. 

Если ядерные силы обусловлены псевдоскалярными мезонами с псевдо­
векторной связью, то контактные силы дают на малых расстояниях отталки­
вание в ' S 0 — состоянии и притяжение в 3 S , -ļ- 3 D , — состоянии [11. Можно 
однако показать, что для смешанного скалярного + псевдоскалярного 
мезонного поля (при векторном взаимодействии в первом случае и псендо­
векторном — во втором) при определенном весьма широком выборе констант 
взаимодействия контактные силы на малых расстояниях между нуклонами 
во всех состояниях будут давать отталкивание. 

При исследовании мы исходили из уравнений Бете­Салпетера, которые 
в первом приближении лестничной аппроксимации дают 

ф $ = ­ т J i ^ ?
А

"
( к ) К

"
 {

~
к ) А

*
{ ч ) А

"
( _ я ) ф ( к + ч У ( 1 ) 

Здесь Ф(А­) — волновая функция системы двух нуклонов с импульсами в 
системе центра масс к и —к, К

1 и А 1 1 — операторы свободного распрост­
ранения соответственно первого и второго нуклонов, А

1 и А
1 1 — операторы 

взаимодействия обоих нуклонов с мезонным полем, q— импульс виртуаль­
ного мезона, ц. — масса мезона. В дальнейшем будем использовать единицы, 
н которых Ъ, = с = Мтк = I. 

От этих уравнений мы переходим к уравнениям типа Тамма­Данкова, 
в которых волновая функция зависит только от пространственных компо­
нент импульсов (по четвертым компонентам импульсов нуклонов и мезона 
проинтегрировано, см., напр., [21). Так как для псевдоскалярных мезонов 
с псе в до векторным взаимодействием 

А(Ч) = ­ ^ Ь с у ь Ч , 

а для скалярных мезонов с векторным взаимодействием 



ГД° 8р> 8»< 1­4» И» — соответственно константы взаимодействия и массы псев­
л 

доскалярных и скалярных мезонов и д = y f q{ļ то после ряда преобразо­

ваний, аналогичных проведенным в [2], получим уравнения Тамма­Данкова, 
в которых опущены все члены, кроме контактных, в следующем виде: 

(W­2Ek)v(k) = ±; ļ Bv(t)<Pl. (2) 

Здесь 7 = k+q, Ek = УТ+I? и 

а pj и р*г — матрица Дирака р, соответственно для первого и второго нук­

лона. 

Далее разлагаем функцию г>Щ п о ортогональным системам функций, 
соответствующих различным значениям спинов обоих нуклонов: 

v (к) = и
1 (к) вД ( ­ к) а (к, si ,s»), 

—» —> 
где и (к) — единичный бпспинор Дирака (плоские волны), и (к) представляем 
в виде 

и {к) =
 1 (Ек + 1 — i р., о 7 ), 

где р< и 0 ( — днраковскис матрицы, и ограничиваемся только состояниями 
с положительными энергиями нуклонов, что означает, что после всех пере­
множений днраковских матриц нужно положить 

Pi = Рг = 0, рз = 1 . 

В результате уравнения, описывающие взаимодействие двух нуклонов 
в состояниях с положительной энергией с учётом только контактных членов, 
примут вид 

W­2Ек)а (к) = ļ - f 14 t$ h 1 ? П 7 * ) + (в*]*) (7"7*) + 

Ь (о' **) («И I*) + (о' /*) (а" к*)) ­ 4 + 1) (*| + 1) + (в» **) (а 1 /*) 4 

щ 

+ с » ) (оп7*) + ^ + , ) *•) й '"*) (о " ?*) (> Г»)]1«(7) ««. 

Днраковскис матрицы о 1 и а 1 1 здесь относятся соответственно к первому и 

второму нуклонам, к* = А­ ̂ 1 ^ ļ, /* = / ^ - ^ i i . 

Волновую функцшо а (к, s
1

, s
n

) от импульсов и спинов обоих нуклонов 
удобно разложить по четырем ортогональным спиновым функциям двух 
частиц и представить в виде 13): 

а (к, 8*, « Я ) = % «Р, (7) + Ч «РГ (7) + % ФЗ ( I ) +
 3

<Т_. ( 7 ) , (5) 



где 1

а0 — описывает еннглетное, 3<т„, 3
av

 3 a _ i —триплотпые состояния. Легко 

выяснить, каким образом матрицы а 1 и а 1 1 действуют на функции 'ег,,, эег0, 
З а„ 3 < T — I ; например, одно из многих подобных соотношений выглядит 
так 131: 

о; а 

ч ­ • к ч 

(6) 

Подставляя (5) п (4) и используя соотношения типа (б), после приравнива­
ния коэффициентов при '<ru,

 З а 0 , *alt

 3<r_i получим систему четырех интег­
ральных уравнений для четырех функций импульсов 9,, 9.,, 9 3 , 9 4 : 

(W­2Ek)?l (k) = ļ i ļ - l - (к
2 4 1

г

) - 2 Ш + 

+ | [ < * . 4 1) (Ег + 1) 4 2 1 7 + т ^ ^ ^ + Т ) + 

+ Э 1) 9. 5) м • 

Т < * * + 0 (/:, +i ) J ) 

(W-2Ek)Vs $ = -L J{A\(k*-2/4 + P-2ll+ 2 И -

- 2кг iz) 9, (7) + (кг + /,/_+ *, С + & * - ) <Р3 (7) -

- (к, А Ч 4 / 2 / + 4 к, Ķ ­г L А + ) ? 4 5)1 + 

+ § [ f f t + ' ) № + »> + 2 * & ­

~ T Щ&тТЩ 9 2 ( )

' I ( / l - ~ : U + '><*.+» 

4 ( ^ 4 ­ 1 Щ + I ) 

4 ( fc t + I ) (fc; 4 1 ) 

( W ­ 2 £ J | ) 93 ( A ) ­ -Ķ7j\$\(kl k + + ** '+ + '« A"+> *« I + 

4 ( A s 4 /* 4 2 ķ īt) 93 (0 4 -T (A-+ 4 * + ) s 9 . Ā ] + 

+ 4 f - f * 8 Z + - 4 A"+ 4 ' + - j , M _ 
l L <&k+1)</;, 4 I ) 

* ( E * + Ī ) ( S | 4 1 ) 



īliī ki(k. I — i I.) 
4 _ О 1.1 J 1*2 + ~ — + ' 

! )<£ , + 1) 2 < £ f c + 1) (/У, + 1) 

( W - 2 £ f c ) < p 4 (k) = ±ļ[_ (4 / _ + * , / _ + / , * _ ) c p 2 Ā + 

+ 4- <*- - ?, $ + (*«+** )г й ] + ^ ļ - [ ' « * - - ** l ~ + 

( » / ) » ( / , * _ _ - * , « • _ ) ( * + F _ - A _ / + ) ( * _ lz - k z /_) ļ -> 

(Ek + о (ff, + о " i (Ek + if(<e, +"D J 9 ­ W * 

+ T ^ T Ū I ^ T ī T
 9 3 ^ + + i ) (£ ( + 1) + 2 А Г+ 

4 ­ 1 f* 1 /• I ) I £Ž I ŽJtgļ '--*-*+> . + 2 ( A + < _ - A _ L + J + ( ^ + Ļ ) ( _ _ + + 

+ 1 6 ( Я А + 1)<Л, + 

(7) 

где 

A ± = p & ± % J , 

1± = K 2 ( 4 ± i /»)­

Теперь нужно исследовать состояния системы дпух нуклонов с различ­
ными угловым» моментами и произвести интегрирование по угловым пере­
менным. Рассматривались следующие состояния: 'S,,, 3 Р 0 ,

 3 Р „ Ф „ 3 S, + 3 D,. 

Волновые функции of (А) в каждом из этих состояний выбираются следую­

щим образом: 

' s o ­9i =
 л (*). Ф2 = «Рз = ?* = 0; 

3 Р 0 : <Р, = 0, 9 I = С (А) COS», 9 S = ­ ­ L С (А) SIN Э­ EIF, 
V * 

9 4 = ­rL С (А) SIN» С­»»; 
V 2 

' 3 Pi : 9 i = «Рз = 0. ­Рз = D (*) s'N * е'*», 94 = D (А) SIN Ь е~'>; (8) 

Ф , : 9, = F (А) COS Ф З = Ф З = 9 t = 0; 
• S i + 4 > i 9. = 0, 9 г = Д (А) + (1 ­ 3 COS* fr) С (к), 

9 3 = ~ С (А) COS & SIN&V», 

9 4 = — ~ С (А) COS 9- SIN 9- . у 2 v 



После несложного, но утомительного итерировании по углоиым перемен­
ным методом, рассмотренным в [41, для каждого из указанных состоянии 
получим уравнения типа 

(W ­ 2 Ek) f Щ = const. j"{ i Bt (к, I) + Вг (к, /)}/(/) dl, (!») 

причём в случае А­­со, / ­ о о , который нас только и интересует, ядра 
уравнения /•', и />\ оказываются равными 

в состоянии ' S 0 

в состоянии 3 Р 0 

1, в. 1. 
Вх = 1, И, о, 
в,= ­ 2 , Вг 

1, 
в, = 1, 1. 

Отсюда видно, что для указанных состояний прп к — оо и / — со (что соот­
ветствует г —0) мы имеем отталкивание при условиях: 

' S 0 — всегда, 
3 Р 0 — всегда, 

3 P i _ n p „ 4 > 2 4 , 
Ф , — всегда . 

Н 3Sļ -f- 3 D , — состоянии надо исследовать систему двух интегральных 
уравнений с двумя функциями. В результате оказывается, что отталкива­
ние имеет место при условии 

Исследовать все возможные состояния, естественно, но представляется 
возможным, однако есть все основания считать, что при 

4 > * 4 . 
где N не очень большое по сравнению е единицей число, контактные силы 
обуславливают отталкивание между нуклонами на малых расстояшп х. 

Авторы выражают благодарность Д. В. Смирновой за помощь в прове­
дении ряда расчетов. 
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PAR KONTAKTU SPĒKIEM NUKLEONU SAVSTARPĒJA IEDARBĪBA 

P. Kuņins un J. Taksars 

(Kopsavilkums) 

Darbā apskatīta nuklonu savstarpējā iedarbība, kuru nosaka kā skalāri 
tā arī pseidoskalari mežoni. Šajā gadījumā kontaktspēki, kuriem ir izšķiroša 
nozīme pie maziem nuklonu savstarpējiem attālumiem, visos divu nuklonu 
sistēmas stāvokļos dod atgrušanos, ja pastāv nosacījums 

JĻ>n.1IL, 

kur g,, g p , ļip— atbilstošās skalāro un pseidoskalaro mezouu savstarpē­
jās iedarbības konstantes un masas, bet N > 3 noteikta konstante, kuras 
vērtība nevar būt daudz lielāka par 3. 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX. ВЫПУСК 3, 1958 ГОДА 

К Т Е О Р И И И О Н И З А Ц И И А Т О М А В О Д О Р О Д А 

В. Я. ВЕЛЬДРЕ 

Рассмотрим систему — падающий и атомный электроны в поло ядра 
атома водорода. Волновая функция этой системы удовлетворяет уравнению 

Нф = £ ф . (1) 

Здесь Н — оператор энергии системы, а 

полная энергия системы до или после ионизации, причем гх энергия основ­
ного состояния атома; k

2

J.,, к
2

/., и k'-ļo — энергии падающего, рассеянного и 
выбитого из атома электронов. 

Волновая функция системы обоих электронов при заданном полном 
спине может быть представлена следующим образом 

Ф
( 0 > Й ; * » ) = £ [ /« 0.) Ф« ( * t ) ± £Ы Фа К ) ] + 

(3) 

+ J 1 / (к, г,) ф (к, ,­2) + / (к, г2) ф (к, г , ) ] * , 
где а означает полный спин системы, причем знак „ + " соответствует о = О, 
а,,—"— о = 1 (далее всюду рассматриваем случай <т = 0). 

ф а (г) и ф (к, г) — нормированные собственные волновые функции опе­

ратора энергии электрона в поло ядра, соответствующие дискретному и 
непрерывному спектрам. 

Подставляя оператор энергии системы, а также выражения (2) и (3) в 
уравнение (1), после обычных преобразований получим систему интегродиф­

—• —» —» 
ференцнальных уравнений для функций / а ( г ) и / (к, г). 

Эти неизвестные функции разлагаем в ряд по полиномам Лежандра 

i 

№ 7)=1^Ц± L / Š ī Р, ( C O S W ( C O S » R ) . 

и 
По.ле интегрирования по угловым переменным получим следующую 

С и с т е м у интегродифференциа.тьпы.ч уравнений для функций /„,,•(/) и/^ (к,г): 

­ ^ + ­ f + 2 (Е ­ e j ] / п г . (г) = 

= 2 А , г С г ? С„, ? /„,,,., (г) / ц„, (О и п г (г) у9 (г, r')dr' + 
n ' | V « о 



+1
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л '
 c
r e
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w q ! и* (р>
г

) р2 *р f ч
 (г
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') \ r

'>
 dr

'+ 
V»'q о о 

оо 

+ Z Ал, < ļ , „ ( ļ , , , и„ (г) J (г') /„,,,,, (г') ув (г, г') dr' + (4) 
оо оо 

т" Z \ * % <V, / «V / в * И / , V ( P . О Y, О аУ + 
Vs'q о о 

со 
+

 B

b I (
е

п + е „ , ­ Е)ц в.,(г) / unl(r')lnld(r')dr' + 
П' О 

ОО оо 
+ % J К + " Г ­ Е) «, (р, r ) j f « > / § 0», г') unl (г) dr', 

о о 
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2

<
Е

­ ­ * > ] и * . ' > = 

со 

= Z D,n < Ц / п Г . ' И / «ПГ И «, (*» О Т, (г, г') OV + 
n ' I V g о 

со оо 

+ 2 D . r j С ­ ч J fr,(p,r)p>dp f ul(k,r')ul(P,r,)yiļ{r,r)dr + 
Vs'q о о 

оо 

т Z Ы ^
C

^ " » r W / k » V < г ' ) ЬЯФМ- (5) 
n ' I V c ; О 

ОО со 

+ £ ° . т ,
 С

'ьч

 С

ы; J Щ> & ') /**Р J "i & О Av ^ О Г в fc г') «V + 
Га 'ч о о 

со 

+F.. i ( v + 4 ­
Е

) и / « . ( * . ? \ / » . * + 

со со 

+
 F

„ / ( ­2 ­ + 4 ~
 Е

) to
 г

^Р*
а

Р J "« <*­
г

'> / ­ to К) «Й­

о о 

Здесь обозначено 



+1 

Найдем связь функций / ц (А­, г) с эффективным сечением ионизации. 
\(•нмнтотнческое выражение радиальных функций .можно представить в 
виде 

U Ш ~ « „ , a O ' * n r ( 1 < Д < О О ) , (6) 

к = УЖ 
тах ' 

При К > Ктах радиальные функции будут вещественными и но дадут 
вклада в эффективное сечение столкновения электронов с атомами. 

Подставив (С) в (3), получим асимптотическое выражение для волповой 
функции системы: 

Ф й; й ~ ^ +1 «„, т * ^ р - Ф„, Й + 

к

тах 
г ­ ­ ­ (7) 

+ £ j at(k, Щ г2) dk | Ч 
I о 

+ члены, не вносящие вклада в эффективное сечение. 
Здесь обозначено 

i 

«ļ (А, ») = | % (А) ļ | E ī Я, (cos Ц fcj (cos »r). (8) 

Г. Ф. Друкаревым [11 было показано, что члены вида 

не вносят вклада в эффективное сечение. Можно показать, что аналогичные 
члены в сплошном спектре так же дают стремящийся к нулю поток через 
бесконечно удаленную поверхность. 

Из асимптотического выражения для волновой функции систолы (7) 
можно найти эффективные сечения упругого рассеяния и возбуждении 
атома [1|. 

Для нахождения эффективного сечения ионизации найдем поток через 
площадку ds членов вида 

к

тах 
­ Jkr ­> — 

? (г) = J «, № |) Л - Ф (к. О dk. 



Радиальная компонента этого потока равна 

t * - - f ' - « / ( t S - * ' Щ«­

• • ' тах 

= ļ |я, (А, * ) | г kdk dQ. 
о 

Эффективное сечение ионизации в угле dQ, соответствующее моменту 
I падающего электрона, будет 

kffiaz 

dq«™* = ­ | L J \(а, (А:,, А dk, 
о 

а полное сечение ионизации, учитывая (8), получим в виде: 
к щ а х 

д И 0 Н И 8 i g £ ( 2 s + i ) J 1„ й (/,)(* A r f A ­ . (9) 
­ ' ( S О 

Таким образом для нахождения эффективного сечения ионизации нужно 
решить систему уравнений (4) и (5), представить асимптотический вид най­
денных функций в форме (6) и воспользоваться формулой (8). 

Допустим, что при ионизации основного состояния атома медленными 
электронами, возбужденные состояния не оказывают влияния на эффектив­
ное сечение ионизации. Тогда в системе уравнений (4) и (5) можно оставить 
две функции /,„„ (г) и / 1 ) 0 (А, г), соответствующие основному и ионизирован­
ному состояниям атома. 15 этом случае система ннтегродифференциальных 
уравнений (4) и (5) с начальными условиями 

/,оо (°) ­ 0; /,'со (0) ­ «ii /оо (*. о) = 0; /•„ Ш о) = % № 
сводится к системе интегральных уравнений Вочьтерра 2­го рода [2J: 

Г оо 

/,оо (»•)=«, ^ S i

"
 А

' '
( Г ~

S)

{[f ">°
 ( 0 Y

°
 {S

' 0 * ~ ~т] Аоо
 ( S ) + 

О о 

оо ОО 

+ / /00 (Р, s)P4p j и10 (t) и0 (р, t) Y o (s, t) dt + 
о о 

оо ^ 2 

+ ",о («), / /,оо ( 0 ",о (О [ s , ­ ­ 2

L + Yo О ] * + 
о 

оо ОО , 2 . 

+ / «о (Л *) Р* dp j / 0 0 (р, t) ul0 (/) [J'ļ- - - ± + у9 (S, l) ]dt ļ ds, 
о о 

(Ю) 
/во ( ^ n r ^ + f ­ / s i»A ' ( / ­ S ){ / 1 0 0 (*) / H l o ( 0 « 0 ( A , O Y 0 ( ^ O A ­

О о 

оо оо 

~ 4^ /оо (*> * ) + / /оо (Р. *) Р^Р / "о 0 "о О». О Го (*, 0 * + 
о о 



+ ",о (*) / /юо ( 0 «о (*. 9 [
Ē

i
 — ~Т + Го fe ' ) ] * + 

о 
о о с о 

+ / «о (Р> *) / /оо (Р' ') «о (*> ') [4 ­ " Г + То (»' ')] dl } Л . 
о о 

Эту систему интегральных уравнений решаем методом последователь­
ных приближений. 

Легко видеть, что решение системы (10) можно представить в виде 

/го»О = ж А« П е*'*'г- i B i W e- < t i r-
i i ( " > 

/оо & ') = А « С*. Г) е * > ­ ^ В, (&, г) е­ '*>. 
Сравнивая (11) при г ­ оои (6), получим уравнения 

В,(оо) = 1 

В0(А­, оо) = 0 

для нахождения неизвестных величин a ļ и <х2 (А), а также эффективное 
сечение упругого рассеяния 

9™ ­ 4 |А ж (оо) —1|» 

и эффективное сечение иопизации 

в " 0 " " = х / М А о ^ о о ) ! * ­ ^ . 
о 
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PAR UDENRAZA АТОМА IONIZACIJAS TEORIJU 

V. J. Veldre 

(Kopsavilkums) 

Apskatīta kvantu mechanikas problēma par ūdeuraža atoma ionizaciju 
ar lēniem elektroniem. Dabūta formula ūdeņraža atoma ionizacijas varbūtī­
bas aprēķināšanai atkarībā no krītoša elektrona enerģijas. 





Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3, 1958 ГОДА 

П Р О Х О Ж Д Е Н И Е ЧАСТИЦ, СО С П И Н О М 3/2 Ч Е Р Е З 
П О Т Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Й Б А Р Ь Е Р 

Б. II. РОЛОВ 

За последнее время интерес к частицам со спином 3/2 значительно уве­
личился, однако поведение и свойства их остаются еще сравнительно мало 
нзучеиыми. Целью настоящей работы является исследование поведения 
частиц со спипом 3/2 при прохождении через потенциальный барьер. 

1. Для решения задачи о прохождении через потенциальный барьер 
мы будем исходить из уравнений, записанных в форме Тамма­Давыдова 
II), но отличающихся от последних несложными преобразованиями функций 
121, [31. Эти уравнения имеют вид (к единицах, где Ь. = с = 1): 

( Г ^ + Х ^ + ^ ^ т ­ ^ у 1 ) » = 0 (1) 

Г> = - * ' { , „ 9 т (2) 

D = ш ( 3 т* р ­* ? m ­ 1 ь г * D

) Щ 

D = -Šr(-lŗ'CkPlc + Pm?m) т 
уаРа Ф« + х <р< ­ 4 у« Та О ­ Y4 <?а + 4 Y« Я = 0 (5) 

(а = 1, 2, 3). 

Здесь <рт шестнадцатикомпононтная волнован функция частицы со спином 
3/2, D — спннтензор нулевого ранга, х—масса частицы, у,­ — обычные мат­
рицы Дирака п 

F - д А « Э А ' 
Г * дх( дхк 

(/, /.­ = 1, 2, 3, ' .). 

Уравнения (1) — (4) представляют «обой 20 уравнений относительно два­
дцати неизвестных функций 9 т и />: двенадцать уравнений (2), (3), (5) 
играют роль дополнительных условий. 

2. Рассмотрим одномерный случай, т. е. случай, когда потенциальная 
энергия частицы зависит только от одной координаты, например, коорди­
наты .г. Сначала рассмотрим потенциальный барьер вида: 

\0 х < 0 

Так как U зависит только от х, то: 



а остальные F i k равны нулю. Отсюда следует, что уравнения (3) будут иметь 
вид: 

З . ­ б т ^ * "
1 _ З.ЬЕ {т 4 »' ­ Т, ** ­ ЬЕ (и ч* + Т, »')) ™ 

, , 1 . „ \ + Ь*Е*
 К

'' 

• Ф2е 

£ = ­ 4 ? ­ = ­ ^ 0 8 ( х ) ; 
Из (6) следует, что 

Р = 
дх 

где 8(я) обозначает дельта­функцию Дирака, а Е0 — постоянная. Тогда из 
уравнения (7) получим: 

3 ЬЕ0 В (*) { г 4 *> ­ т, *
4 ­ ЬЯ 0 в (*) (*« ** + г, Л } 

i / (х) = . 
1 + Ь» £ j (в <*))» 

Требуя, чтобы # ( а : ) была непрерывной функцией от х и функции ф1 и <р* 
имели конечное значение при х = 0 получаем: 

О (х) = 0 если х фи 

D (0) = lim D(x) = ­ 3 (у« «Р4 (0) + Y . «Р1 (0)) 
*­«о 

откуда следует, что Щх) только тогда будет непрерывной функцией во всей 
области, если: 

Y.<P'(0) + W < 0 ) = 0­ (8) 
Уравнения (1) Для нашего случая запишутся в виде: 

(tt-£ + r.(-£ + ^) + «)*" = 0 тЩ ® 

(те = 1 , 2 , 3, 4). 
Решениями этих уравнений будут: 

( * < 0 ) 

ф « = с т в ' ( Л * 1 — » * « > (12) 
( * > 0 ) 

Подставляя (11) и (12) в уравнения (9) и (10), получаем систему однород­
ных алгебраических уравнений для коэффициентов, которые имеют нетри­
виальные решения только в случае 

р\= со2 — х 2 

р\ = (со ­ Utf ­ х 2 

При этих условиях справедливы следующие соотношения между различны­
ми амплитудами: 



Все функции должны быть непрерывными при х — 0, откуда имеем: 
я " ­f­ b m = с™. (14) 

Подставляя (14) в (11), (12) можно b m выразить через а
т

: 

Ьт = Д, а? Ь? = Д, я" 

Ь т = - J ^ Z l A t a ŗ b m = - ' 
Л Pi 

­А, (15) 

где 
= _ Л ( » — V,— х ) — рг(а>— х ) 

Pļ (со — иф — х ) 4 Pt («> — х ) 

амплитуды а т и о"1 должны удовлетворять также условию (8), которое 
вместе с (2) дает: 

Y 1 ?
, (0)4r .<P 4 (0) = 0 \ 

Y 3 9
2 (0) 4 y 3q> 3(0) = 0 | ( 1 Ь ) 

Уравнепия (16) и (13) дают следующие две системы для определения амп­
литуд: 

й , — о) — * 1 Г, 

i • я, = О 
Pi 

i • ——— о} = О 
(О — X 

ūļ — l 

„4 

Ш — X 1 

Pi 
a\ = 0 

- i . _ л _ в 1 = 0 

(0 X 

al + ail = 0 

a\ 4 i a\ = 0 

a* 4 i a | = 0 
(17) 

Я . + 1 Я , 0 

Каждая из этих систем содержит 4 неизвестных. Первая система (17) имеет 
только тривиальное решение, так как се определитель отличен от нуля, а 
вторая система имеет также нетривиальное решение. Решение второй системы 
(17) вместе с (15) дает: 

я* — Aļ а\ = At 

а\ = —iAi 

2 . (О — X . 

• Ю — X . 

Ы = д,л 2 

ai = i А, 

Я .10 — X . 

«я = ' А, Pl 
Я О) — X 

а. = 
Pi 

(18­а) 

b ļ = A l A l 

b\ = i Д! Aļ 
2 (О — X 

Pi 

д,л, 6J = - i 

А» 4 , bl = - -

pi 

pi 

(18­6) 

Определяя коэффициент отражешш Л частицы как 

, m 12 



получаом поело несложных алгебраических преобразовании: 
о _ I д I* = I & <м - и о — ( " > - » ) I2 _ (2 IV0 х)г (20) 

что полностью совпадает с результатом, полученным для дираковскнх ча­
стиц Клейном I4J. 

3. Рассмотрим теперь потенциальный барьер вида 

— о о < X < о о (21) 

при атом (7(—оо) = 0, tV(oo) = V, а а характеризует „крутизну" возраста­

нии U{x). Подобный случай для электрона был рассмотрен Заутером 151. 
Система уравнений (1) для нашего случая дает: 

а 

(22) 

(п £ - т. + *)*'+ -J ( i - - J > - o 

(т. i­r­cAU­ < o ) - r x ) ?

2 - - ļ * Y 2 Z > = 0 

( Y . ļ -1- ~ «) + * ) < Р 3 ­ ­ J х Т з « = 0 

(т. Щ 4­ Y4 (ff ­ «) + х )<?< + i (f/ ­ to ­ Z> = 0 

Практически удобнее решать не систему (22) для четырех функций 
. <pm ( т = 1, 2, 3, 4), а следующую систему: 

(г , | ; + Y 4 ( t f *5 х ) ф = 0 

Ļ i + У* Ш ­ <•>) ­ х ­ Y«Y. Ц © = о 
(v, £ + Т « ( " ~ <о) + х)«р«+ | ( t r i c o ­ ^ i ­ ) O = 0 

которая получается из (22) простым преобразованием функции: 

Ф = Ys <?
г + Ъ f 

© = Y2 ? г + Yn ? 3 

Так как из (2) и (7) ледуот, что 

D т ­ 3 6£ Y .Yi (Ya<Pl + Та <Р3) = ­ 3 M?Y<Y. 0 

(23 а) 

(23­6) 

(23­6) 

(24) 

(25) 

(26) 

то зная рашення (23­а), (23­6), для <р4 получаем неоднородное' дифференци­
альное уравнение. Е с т известно <р*, то <р' получается из (26). 

Решение уравнения (23­а) известно, так как оно дано в работе [51 и 
подробно исследовано в 16]: 

* 1 = Фа = | У»{С0 (1 ­ # F 0 + i <?, (1 ­ у) * Fj} 

Фз = Ф. = i У" {̂ о (1 ­ i')" F o ­ ' (1 ­ У)~
Х F

i) 

где 

У = — е 



F0,i = F (ц. + v ± X; [х — v ± X; 2ц + 1; у) 

|i» = - ļ - l ( » - V ) » - x « | = — $ (28) 

* » = ­ ­ ^ и > « ­ х ' 1 = ­ ­ £ (29) 

а 

В дальнейшем нас. не будут интересонать точные решения, так как при 
расчете коэффициента отражения мы будем учитывать только первый член 
асимптотического разложения, т. е. плоские волны. 

Асимптотический вид решений (27) согласно |Г>1 с учетом (28) и (29) сле­
дующий: При Х­* — оо : 

(30) 

где 

t . - = i <­ <?C ftjjļ 4. $ «. + ( А - ^ ) 

i _ г < 4 « ~ a o,i) ' '<4i) 
' **' г <*„,,) Г <<o.i ­ ­»."> 

_ i K . I ­ б»л) ļ <4i> 

V " Г ( а 0 1 ) 1 ( Ч 1 - Ь 0 1 ) 

flo.i = ļ* + v ± X; 60,i = p- — v ± X; c0,i = 2 p. -ļ- 1 и при .г •* ­f оо 

+ ]=+.= 1 ( - . ) ' с ( ^ + р = ; ) ' Л ' * 

Уравнение (23­6) после введения новых функций 
г „ = в 4 + в,; 2 1 = / ( в 4 ­ в,); 

а также нового переменного у = — е~
ах имеет вид: 

А ^ 1 * / ' ­ ^ + />­•'= о (32) 

(31) 

где 

+ 4 т ^ + < « - » > [ ( - : г Ь Г - * ] 

е 
Здесь верхний знак относится к решению г 0, а нижний — к решению г,. 
С постановкой 

Zo,l = l * ( l ­ y )
± X

V o , l Y o , i (33) 



где 

уравнение (32) переводится в: 

y(i­y)—d

%

y¥­+\2y­+i­(2l,±2X + i ) y ] ^ L 
(35) 

где 

­ {(Р­ + v ± X) (р. ­ v ± X) ­ | Фо,, (у) } кв., = О 

ф„ / , л _ а. СИП - # ( 4 + y) + C V ( l + 2 y - y » ) , 
Ф ° ' 1 { У > ~ ± (1 — У) [ ( ' — 2/) J ± 2 Оу]* + 

. ! / , iay ( 1 - » г + 2 ( ! , > i/i — • i 
+ ? { ± ' ( 1 ­ У У ± 2Су Ы (1 ­ у) ­ П + 1 « » « ? + 

Точное решение уравнения (35) получить невозможно, но это уравнение 
таково, что ого асимптотическое решение при х '-* ± оо совпадает с асимпто­
тическим решением гипергеометрического уравнения. Так как нас интере­
суют им«Mi ни асимптотические решения, то: 

0 з = в . = Ф3 = Ф. 
где фк(А­= 1, 2, 3, 4) даны формулами (30) и (31). 

Уравнение (23­в) при подстановке: 

5о = <Р 4+Ф, 
ī i = i Щ ­ ?{) 

—' ах 

у = — е 
приобретает вид: 

у > « ­ у ) ^ + у « ­ у ) ^ + 4г{«­у)[(»­т^)
г

­*]­

- 7 ^ 7 К , + -/,(»/) = о <37> 

где 

Ч (У) = j f a g • ± ļ IV - « (1 - g)l А, ­ *'» (

А ' Г У > (38) 

Л

а = | ­ '•>) (
д

4 + П>) + ļ * ļDt - Щ 
Уравнение (37) является неоднородным дифференциальным уравнением 

и его решение следует искать в виде суммы общего решения однородного 
уравнения и частного решения неоднородного уравнения. Легко заметить, 
что решение однородного уравнения имеет вид: 

Ф Г = Ф Г = Ф, = Ф 



Неоднородное уравнение не может быть решено точно, и поэтому опять 
будем искать только асимптотический вид решения. Из (25), (36), (38) следует, 
что частное решение при х ­> — оо следует искать в форме AyV—

1 + ByV 
где А а В постоянные. Но в приближении плоских волн этими величинами 
можно пренебречь. Аналогично можно показать, что и при х ­»­1­ оо реше­
ние определеяется только решением однородного уравнения. Поэтому: 

9* = 9i = 9i = Фг 
9 j = 9 j = 9 s = 94 

Таким образом решение системы (23) будет следующим: 

ф} = - 2 / ф 3 9? = 9 , = ­ ­ 1 ( 1 + 0 9 з 

ф' = - 2 £ ф 3 ф . = 9 | = _ ­ 1 ( 1 + О Ф . 

9 3 = 0 91 = 9» = \ О + 0 ф, 

9 i = 0 ф» = ф» = 1 (1 + Щ Ф, 

где iĻļ и ф3 задаются соотношениями (30), (31) 
Определяя 

4 

9i = Фх 

9 . = Ф1 

9i = Фз 

91 = Фз 

R = m ­ 1 
4 

1 

где Yi означает, что при суммировании следует брать от асимптотического 
вида только падающую волну, а ]Г означает, что следует брать только отра­

женную волну, получаем: 
д = Мр1* 0 1 6 , —i Л, I1 п0Ь„ . 

° А — "о''о 

что совпадает с результатом полученным в теории Дирака [5], 1б]. 
4. Ныше было рассмотрено поведение частиц со спином 3/2 в электро­

статическом, т. е. в векторном паче. Представляет интерес также рассмотре­
ние прохождения через потенциальный барьер в скалярном поло. Как из­
вестно, для частиц со спином 1/2 в скалярном поле парадокс Клейна не 
имеет места [7J, [81. Так как в скалярном поле потенциал частицы в отличие 
от электростатического (векторного) поля является инвариантом, а но четвер­
и т компонентной 4 — вектора, то система (1) в одномерном случае примет 
вид: 

(YI Т | ­ Y. » + * + U) 9
т = 0 

Интересно отметить, что функция D(x) в этом случае тождественно равна 
нулю, так как взаимодействие входит вместе с массой. Из этого следует, 
что поведение частицы со спином 3/2 в скалярном поле ничем не отличается 
от поведения частицы со спином 1/2. Поэтому все выводы работы [71, [81 
остаются в силе для частиц со спином 3/2. На это обстоятельство обра­
тил внимание студент Латвийского Государственного университета Э. П. 
Шнлтерс. 



В заключение автор работы считает необходимым выразить благодар­
ность доц. П. Е. Кунину и старш. научн. сотруднику И. М. Таксару за ценные 
указания при выполнении работы. 
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DAĻIŅU AR SPINU 3/2 IZIEŠANA CAUR POTENCIĀLA BARJERU 

B. N. Rolovs 

(Kopsavi lkums) 

Darbā parādīts, ka da|iņai ar spinu 3/2 izejot caur potenciāla barjeru vek­
toriālas sadarbības gadījumā ir spēkā Kicina paradokss tādā pašā formā kā 
Diraka teorijā. Izejot caur potenciāla barjeru skalāras sadarbības gadījumā, 
Kleina paradokss tāpat kā Diraka teorijā neparādās. Rezultātu iegūšanai iz-
mautoti vienādojumi daļiņai ar spinu 3/2 Tamma-Davidova formulējumā. 



ЛАТВИЙСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ П. СТУЧКН 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3. 1958 ГОДА 

К В О П Р О С У О В Л И Я Н И И С О П Р О Т И В Л Е Н И Я А Т М О С Ф Е Р Ы 
Ю П И Т Е Р А Н А З А Х В А Т К О М Е Т 

К. Л. Штейне 

Теории захвата комет Юпитером хорошо представляет распределение 
короткопериодических комет с малыми наклонностями III. Из 32 помешен­
ных в каталоге |2) комет 26 комет могут быть объяснены захватом Юпитера 
непосредственно из числа параболических комет. Имеются некоторые несо­
гласия между теорией и наблюдениями. Элементы некоторых из открытых 
комет несколько выходят за пределы предвиденных теорией, а именно, 
эксцентриситеты е некоторых комет оказываются меньшими, чем допускает 
теория при данном значении большой полуоси а. Это принято объяснять 
двумя причинами. Во­первых, известно, что с точки.зрения небесной меха­
ники в теории захвата допускаются весьма грубые приближения, когда 
предполагается, что вне сферы действия комету притягивает только Солнце, 
а внутри сферы действия только Юпитер. Имеются исследования 13), которые 
показывают, что в некоторых случаях более точная теория расширяет преде­
лы. Во­вторых, предполагается, что захват комет из числа параболических 
в чисто короткопериодических происходит не непосредственно, а постепен­
но. Предполагается, что Юпитер или остальные планеты своими возмущаю­
щими силами искажают траекторто кометы, превращая ее н более или Менее 
вытянутый эллипс. После этого происходит основной захват, н итоге которого, 
вообще говоря, может получиться любой эллипс В этом направлении имеются 
только подсчеты для отдельных конкретных комет. 

В настоящей статье рассматривается вопрос о расширении пределов 
элементов завлеченных комет с точки зрения влияния сопротивления ат­
мосферы Юшпера на захват Комет. Относительно атмосферы Юпитера из­
вестно весьма мало. Если встать на точку зрения акад. В. Г. Фесснкова и 
А. Г. Массвич 14) и предположить, что атмосфера Юпитера хорошо продетав­
ляется изотермической моделью атмосферы, то получается, что плотность 
атмосферы Юпитера 8 падает чрезвычайно быстро. Согласно этой гипотезе 
кометы должны перемещаться в атмос<1>ере Юпитера н исключительно плот­
ной среде. Если предположить адиабатическую моден, строения атмосферы, 
то падение плотности с возрастанием высоты происходит чрезвычайно мед­
ленно. Учитывая выше сказанное, мы пришли к выводу, что в настоящее 
время преждевременно рассматривать кол и чем т венную сторону поставленной 
задачи. Мы исследуем только характер влияния сопротивления атмосферы 
Юпитера на захват комет. 

§ I­

При интегрировании дифференциальных уравнений движении в сопро­
тивляющейся среде за первое приближение примем элементы иевозмущен­
ных орбит, т. е. орбит, по которым двигались бы кометы, если бы трение 
отсутствовало. Так как мы будем рассматривать только кометы, которые 
близко подходят к Юпитеру, то невозмущенные орбиты будут иметь ряд 
особенностей, учет которых позволит значительно упростить рассматривав­



мую задачу. В настоящем параграфе установим характерные свойства тех 
комет, которые близко подходит к Юпитеру. Мы рассмотрим кометы, невоз­
мущенные орбиты которых имеют перигельные расстояния q в пределах от 
0,0004 ае до 0.0008 ае и у которых амплитуда точки входа в круг действия 
Юпитера а, находится в пределах от 0° до 180°. Амплитуда а отсчитывается 
от направления Солнце — Юпитер. Первое условие обеспечивает прохож­
дение комет через достаточно плотную атмосферу, а второе условие — доста­
точно большое количество рассматриваемых комет. 

В настоящем параграфе мы ставим целью показать, что орбиты рассмат­
риваемых комет в первом приближении можно считать за параболы. 

Согласно 15) имеем следующие формулы: 

]/gs* 

1 • ' Р s 

s = _ S i n (а + р8) + У 2 ­ cos 8 (а + (2) 

где m — масса Юпитера, R — радиус орбиты Юпитера, р — радиус круга 
действия Юпитера, й 2 — угол, который образует скорость в точке входа 
vf с нормалью круга действия. Так как в нашем случае q достаточно мало, 

то членом ^ можно пренебречь. Параметр орбиты Р определяется соглас­

но закона сохранения площадей по формуле 

р кьИ <
3

> 
где к — постоянная притяжения. Для скорости vT имеем согласно II] 

Из формул (1), (3) и (4) получаем 
Р = 2д. (5) 

Из закона сохранения энергии приближенно следует 

А = Щ > m R = 0,005. (6) 

Формулы (5) и (6) непосредственно дают, что соответствующие орбиты 
близки к параболам. 

Точная формула интеграла энергии 

показывает, что вполне возможно удовлетвориться параболической скоростью 
для определения сопротивления. Действительно, вблизи Юпитера членом 
— можно пренебречь, а вдали от него в виду малой плотности атмосферы 
Л 
влияние трения незначительно 

§ 2. 

Так как кометы имеют большие размеры, то следует ожидать, что со­
противление атмосферы Юпитера w определяется законом гидродинами­
ческого сопротивления 



фяш&Щь (8) 
где с х — коэффициент сопротивления, F — площадь тела, v — скорость в 
юпитероцентряческом движении. Для изменения 8 с расстоянием от центра 
Юпитера г мы примем следующую формулу 

» = О) 

где с 3 постоянная, а п целое число, большее двух. 
Подставляя (9) в (8), получим 

w = yv
2 г~

я

, (10) 

где у — некоторая постоянная, характеризующая сопротивление атмосферы 
Юпитера при движении кометы. В нашем случае уравнения Клэро­Лапласа 
имеют следующий вид 

JŠt±m (11) 
da

s 

dff 
da = — у u

n

~
2 v. (12) 

Здесь введены следующие обозначения: м = г—
1

, Н = г* В первом 
приближении в члены, имеющие малый множитель у , подставим значения 
и в v из невозмущенного движения. Интегрируя уравнение (12), в первом 
приближении получаем 

Я = А ­ ук У"2л"г q~
n + Т J c o s * " ­ » ! ! ^ da = 

= А [1 ­ т А | » ^ Л ­ » / | Ь (*3) 

где 

h = 2 Пд~
п + Т П у 8 ( ­ ' Г C " m ­» »..«* *»' * Z ^ , (14) 

1 1 ' 2j 2m+l 2 
m =o 

ō —перигельноо расстояние, А — постоянная интегрирования. Подставим 
значение Н (13) в уравнение (11) и ограничимся членами первой степени 
относительно у . Получим 

Щ + и = к
2 да/И* (1 + 2 у к гп* А—1 (15) 

Общее решение (15) имеет следующий вид 

и = к
2 mh­

2 [1 + е cos (а ­ со) + 2 у kmr h~
l / , ] , (16) 

где 
И—2 

/­ = 8 V2 q _ n + 4 (2л ­ l ) ­ 1 Е ( ­ D m + СГ_ 8 s i n ī m + , a — g «7» 
' т ­ о ( 2 т ­ 1 ) (2т+1) 2 

а с и to суть произвольные постоянные интегрирования. 
Дли сравнения движения кометы в сопротивляющейся среде с движе­

нием в среде без трения найдем выражения оскулирующих элементов, 
как функций а — й и постоянных интегрирования. Для этого следует 



учет», что для любого момента величины / / , в и ^ должны иметь одни и 
те же значения для действительного и для оскулирующего (у = 0) движений. 
Учитывая это получаем 

Р = А—« m­
1 А2 (1 — 2 у к Й* /г—« / , ) , (18) 

<? = Е ­ 2 у к да* Л­> {е / , + ( / , ­ / , ) cos (а — а) + Ц sin ( а ­ й ) ) , (19) 

ō = ы + 2 у Arni Л—1 с—«{(/3—/,) sin (а — <й) + ­J6 cos (а—й)}. (20) 

Для качественных исследовании можно удовлетвориться следующими 
приближениями 

ō — а„ = сх, — Ō гг 180°. (21) 

Следовательно 
= 0, ō , = ō 2 = ci t. е. Д<о=0. (22) 

Значки указывают на то, что значения берутся соответственно в точках 
входа и выхода кометы из круга действия. 

Подставляя значения (21) и (22) в формулу (19), получим 
i_ 

Де = — 4 Т Р а к- (23) 
Следовательно сопротивление среды уменьшает эк центр иситет. 

Из формулы 

Д Р = _ 4 у р Т (24) 

следует, что параметр орбиты также уменьшается. При ПОМОЩИ конкретных 
вычислений согласно соотношению 

Р Д (_Ļ) = _ 8 Y / > ~ " * 7 , + -J- xPf.h (25) 
легко установит!,, что вследствие сопротивления трения скорость при выходе 
из сферы действия уменьшается. Это следует также из сравнения порядков 
малых величин членов формулы (25). Вычисления были нами проделаны 
для случая и = 12, где / , = 0,77 q~

,0.5, / 2 == 1,46 <7— 1 0

А С точки зрения ме­
ханики уменьшение скорости с трением является очевидным результатом. 

На основе формулы (3) получаем 

Д ( * ­ рЧ) 2 у « Т (26) 

т. е. вследствие трения п — (32 также уменьшается. 
Сравнивая формулы (25) и (26), видим, что направление скорости при 

выходе, также как и при движении без трения, почти точно направлено 
вдоль радиуса­вектора, в то время как скорость в точке выхода может 
быть гораздо меньше, чем при движении боз трения. 

§ 3. 

Основной задачей настоящей статьи является выяснение вопроса об 
изменении верхнего предела ]/р при данном значении о в зависимости от 
сопротивления атмосферы Юпитера. Для этого, во­первых, получим кри­



тсрнй захвата комет Юпитером, если трение отсутгтнует. Для этого исполь­
зуем тот факт, что большие возмущения получаются только тогда, когда 
спорость кометы н юпитероцентрическом движении прн выходе из круга 
действия направлена почти вдоль радиуса­вектора. 

Параметр орбиты р определяется законом сохранения площадей 

к ]/~р~ = Я ' va sin i. (27) 

где va абсолютная скорость кометы, направленная относительно юпптсро­
центрического радиус а­вектора под углом i. Если через л обозначить угол, 
иод которым виден юпитероцентрнческин радиус­вектор, проведенный в 
точку из Солнца, то мы имеем 

Я = ­J­ sin а,, (28) 

г = й 4 ­ л , (29) 

/? ' = Я ( 1 ­f -jļ-coso,), (30) 

где р 4 — угол между абсолют ной скоростью и радиусом­иоктором Солнце­
Юпитер Я*. На основе формул (28) — (30) и формул, связывающих состав­
ляющие абсолютной и относительной скоростей 11), получаем 

-Ц*-= р>ир,+ v,+ ъ-ут*щ (31) 
где рз угол между направлением Солнце­Юпитер и относительной ско­
ростью. 

Аналогично получается 111 

В первом приближении, как для движения без трения, так для движения 
с трением, можпо считать 

«, = К (33) 

Из сферы действия кометы могут выходить с. различными скоростями, 
однако для движения без трения должно быть 

а для движения в сопротивляющейся среде г' может быть меньше, чем 

Если формулу (32) решить относительно *>г 

V r = _ V j s i n p s + 1/ r , s i l i . p s _ 2к* £ cos Р з ­ * 8 (JĻ - Щ (35) 

н прн помощи (35) исключить из (31) г'п то получим 

±ļE.= VjCO*Ļ\t+ jj cos р з ± 

± ļ / ( l -cos* Рз) [ „ » ­ v'j cos* р, ­ 2А* -Ļ cos p , -A* Щ - Щ, (36) 



т. е. соотношение между Ур
 и а

> зависящее от параметра cos (33. Чтобы по­
лучить при данном значении а наибольшее значение ]/р, следует определить 
при каких значениях cos р 3 имеет место равенство 

Из всех возможных значений нас интересует значение cos (S3, при кото­

ром 
]J *• sin4 р,­2А* ĀV

 c ° s Э . ­ * * (4" ­ -ļ) = - ^ J 8 ' " 1 Р з ­ Рз (38) 

т. е. максимум находится примерно при р 3 аг 270°. В дальнейшем в некото­
рых случаях для упрощений формул будем заменять sin р з на — 1. 

Если по формуле (38) вычислить (33 и подставить полученное значение 
в (36), то получим 

2 — . (39) 

Если значение (38) подставить в формулу (3G) со знаком „—", то получим 

» r= 4 * P V = * v [ l ­ ļ / 2 - - f ] . (40) 
Л­

Следовательпо формула (39) для движения без трения будет иметь место 
только в случае, если 

4 > 4 ( l f 2 ­ l ) . (41) 

Так как в случае сопротивления атмосферы Юпитера значения р могут 
быть меньшими чем (^ 2 ­— 1) г'^ то формула (39) в этом случае будет иметь 
место также при больших значениях а. С другой стороны формула (39) яв­
ляется условием того, чтобы афелии соответствующих орбит находились 
на орбите Юпитера. Таким образом предельный критерий (39) является тре­
бованием того, чтобы при данном значении а орбита кометы доходила до 
орбиты Юпитера. Если некоторые из комет выходят за пределы, определяе­
мые формулой (39), то это отнюдь но указывает па несостоятельность идеи 
возникновения комет захватом Юпитера и на преимущества других гипо­
тез, например, гипотезы изверя{ения комет Юпитером. Формально это озна­
чает то, что эти кометы никогда не были вблизи Юпитера. Требование почти 
точного совпадения направления скорости и направления юшггероцевтрн­
ческого радиуса вектора при выходе кометы из круга действии эквивалент­
но требованию тесного приближении кометы к Юпитеру. Мы убеждены, 
что происхождение тех комет, элементы которых мало выходят за пределы, 
определяемые формулой (39), связано непосредственно с Юпитером. Мы 
предполагаем, что­несогласие с формулой (39) должно быть частично отне­
сено к неточности приближенной теории захвата. Некоторую роль здесь 
может играть то, что после захвата произошли некоторые изменении в орби 
тах этих комет. 

Если— < 4 (У 2 — 1), то максимум V Р достигается при vr < (У 2 — 1) Vj 
В случае отсутствия сопротивления теория захвата не допускает таких 
значений vT­ Следовательно только здесь начинают выступать особенности 
теории захвата, которые могут быть устранены допущением сопротивления 
атмосферы Юпитера, или, что более вероятно, допущением двукратного 



завлечения, например, сначала завлечением Сатурном, а потом завлечением 
Юпитером. Чтобы найти в этом случае предельный критерий, в формулы 
(31) и (32) следует подставить г>= (1̂ 2 — 1) Vj и исключить (33. Это дает 

что совпадает с предельным критерием Тиссерана [61. На рисунке 1 пока­
заны кривые (39) и (42). Существуют только две кометы с малой наклонностью 

плоскостей орбит, элементы которых явно противоречат формуле (42), но 
согласуются с формулой (39), если ее распространить на все возможные 
значения а. 

В заключении отметим, что формулы (39) и (42) являются формулами 
ирнблгакенными. Однако, если учесть, что а* Ф %, то формула (42) совер­
шенно не изменится, а для формулы (39) соотношение *г=$3 также практи­
чески не вносит ошибки. 

1 VI 1957 Кафедра теоретической физики 
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PAR JUPITERA ATMOSFĒRAS PRETESTĪBAS IESPAIDU UZ 
KOMĒTU SAĶERŠANU 

K. Steins 
(Kopsavilkums) 

Darbā parādīts, kā kvalitatīvi iespējams izskaidrot Jupitera grupas ano­
mālo komētu rašanos ar pretestību, ko rada komētu kustībās Jupitera atmo­
sfēra. Tiek pieņemts, ka Jupitera atmosfēras blīvums krīt apgriezti propor­
cionāli attāluma n-tai pakāpei. Tiek noskaidrots jautājums par orbitas para-
meta augšējo slieksni. 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3, 1958 ГОДА 

О ВЫЧИСЛЕНИИ Д Л И Н Ы ВОЛНЫ СПЕКТРАЛЬНОЙ л и н и и п о 
ФОРМУЛЕ ГАРТМАНА 

К. А. ШТЕЙНС 

Длину волны спектральной линии X и соответствующую длину я и спект­
рограмме связывает следующая формула Гартмана П) 

где Хо, «0, с, а постоянные величины характеризующие данную спектрограм­

му. Постоянная а определяется в зависимости от числа использованных 
призм и считается известной. Для определении постоянных X , я , с следует 
измерить несколько линий с известными X. Пусть для лиши) Х„ Х 3 . . .Х п мы 
получили s „ я 2 , . . . .vn. Определение постоянных Хо, sg, с производит<н 
в два этапа. На первом этапе мы берем три пары X, SH, подставляя эти значе­

ния н формулу (1), решаем эту систему относительно Хо, sg, с методом после­

довательных приближении, причем ради простоты берем а = 1. На втором 
этапе Х0, sg, с определяются на основе всех л измерений при помощи метода 
паи меньших квадратов, причём за исходные величины берутся значении 
Х0, «о и с полученные в первом этапе. Первый этап является весьма утоми­

тельным и длинным. 15 настоящей работе предлагается болеенростой метод 
определения приближенных значений Хо, sga с, которые могут бытьисполь­

зованы в качестве исходных данных второго этапа. 

Формула (1) для разных пар значений Хо и я о при одном и том же значе­

нии „с" дает одну и ту же кривую только в таких системах прямоугольных 
координат, оси которых взаимно параллельны. Следовательно, если (троится 
i рафик Х„ я,; ? 2 , 8,; . . . , Хп, я п , то получается с щ е деленная „с"­кригян. 
Если в нашем распоряжении будет также график семейства „с" кривых 
типа 

Х' = с ( я ' ) ­ > , (2) 

то перемещая первый график так, чтобы оси обоих графиков оставались 
взаимно параллельны, мы смокем найти такое но.ч< женио, где крнвые обоих 
графиков полностью совпадут, т. е. найти на обоих графиках одну и ту же 
„с" кривую. Кроме того мы будем иметь 

Х' = Х ­ Х о , (3) 

я' = я ­ я о , (4) 

где Х0, я осуть координаты начала системы X', я'. Подставляя (3) и (4) в фор­

мулу (2) и сравнивай с формулой (1), убеждаемся что таким образом най­

дены и остальные постоянные спектрограммы. 

I VI 1937 Кафедра теоретической физики 
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PAR SPEKTRALAS LĪNIJAS GARUMA APRĒĶINĀŠANU 

K. Steins 

(Kopsavilkums) 

Rakstā parādīts, kā konstruēt nomogramu Hartmaņa formulas atrisināša­
nai pirmajā tuvinājumā. 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3. 1958 ГОДА 

Т Е М П Е Р А Т У Р Н О Е Т У Ш Е Н И Е В Н Е К О Т О Р Ы Х Щ Е Л О Ч Н О ­

Г А Л О И Д Н Ы Х К Р И С Т А Л Л О Ф О С Ф О Р А Х 

И. //. КАЛИНИН а К. К. ШВАРЦ 

В настоящее время довольно полно исследовано температурное тушение 
ряда кристаллофосфоров (1—41. Однако температурное тушение щслочно­
галоидных кристаллов изучено еще недостаточно. Есть несколько работ, 
посвященных температурному тушению щелочно­галондных сублиматфос­
форов 13, 51, и только единичные работы выполнены на монокристаллах 
[б, 71. 

Нами исследовалось температурное тушение в щелочно­галоидных фос­
форах на основе NaCI, КС1, КВт, KJ, активированных ртутеподобными 
нонами Т1+, Pb + +, Sn + + и медью. 

Существует глубокая связь между температурным и концентрационный 
тушениями 18, 91. В настоящей работе исследовано влияние концентрации 
таллия на температурное тушение в фосфоре KCI­TI. 

Исследования проводились на монокристаллах, выращенных методом 
Кнропулоса [10). Активирующими примесями служили галоидные соли. 
Для увеличения концентрации активатора в выращиваемом кристалле ак­
тиваторные соли вводились в расплавленное основание. 

Для получения кристаллов KC1­TI с еше большей концентрацией актива­
торак ристаллы КС1 (хч) совместно с актнваторной солью T1CI нагревались в 
запаянных эвакуированных ампулах при 890°К. При заданной температуре 
концентрация активатора зависит от длительности нагревания. 

Спектральные характеристики исследованных фосфоров довольно хо­
рошо изучены 15, II—171. В большинстве случаев спектры излучения состоят 
из одной полосы, положение максимума которой при повышении темпера­
туры меняется незначительно. Исключениями являются фосфоры КВг­Т1 
1201 и NaCl­Sn 126), имеющие в спектре излучения две полосы, которые 
однако при повышении температуры сливаются. 

При больших концентрациях активатора п спектре излучения появля­
ется несколько полос [18, 19), причем их относительная интенсивность меня­
ется в зависимости от температуры 1181. 

Спектральные свойства щелочно­галоидных кристаллофосфоров позволя­
ют простым способом измерить их температурное тушение. Дли этого моно­
кристалл щелочно галоидного фосфора вкладывается в массивный металли­
ческий держатель, который помещается в печь, имеющую кварцевые окошки 
Температура кристалла измеряется термопарой. 

Для возбуждения люминесценция использовалось ртутная лампа ПРК­2, 
а в качестве монохроматора­спектрограф ИСП­22 ИЛИ монохроматор с­пект­
рофотометра СФ­4. Полоса люминесценции выделялась фильтрами. Кристалл 
в печи находился под углом 45° к направлению возбуждающего света, и 
интенсивность люминесценции измерялась с помощью фотоумножителя 
ФЭУ­18 в направлении, перпендикулярном к направлению падающего 
света. Кривая спектральной чувствительности ФЭУ­18 в области 240 т р. 
до примерно 500 гпи ма.чо зависит от длины волны. Это устраняло ошибки, 
которые могли вояшгкнуть прн сдвиге максимума полосы излучения, связан­
ного с повышением температуры. Возбуждение производилось в длнпновол­



новом максимуме полосы поглощения, где возникает только флуоресцен­
ция центров свечения 120]. Перед измерением фосфоры закалялись.* 

Оптическая плотность для кристаллов NaCl­Tl, КС1­Т1, KBr­TI, NaCl­Sn 
была порядка двух. Это означало, что практически вся падающая энергия 
возбуждающего света поглощалась, и ход температурного тушения харак­
теризовал зависимость квантового выхода от температуры. Для кристаллов 
NaCI­Sn, KJ­T1, KCl­Sn, KBr­Sn, KCl­Cu и KBr­Cu оптическая плотность 
была порядка 0,3—0,5. В этом случае экспериментальные кривые несколько 
искаженно передают зависимость выхода люминесценции от температуры 
из­за изменения поглощения в кристаллах при нагревании. 

Температурное тушение кристаллофосфоров характеризуется (рормулой 
Мотта|21, 22, 23]: 

V) = — L

7—ĪTĪ <*) 
H C e x , ( _ i L r ) 

где у)—квантовый выход, С—постоянная пропорциональная длительности 
возбужданного состояния и предельной частоте колебании рещетки, U—энер­
гия активации безизлучательных переходов, к—постоянная Больцмана, 
Т — абсолютная температура (°К). 

Формулу (1) можно переписать в следующем виде: 

' СП = Ц 7 Г Т (2) 
НС ехр. 

кТ] 
где / 0 — интенсивность люминесценции в области температур, где теп­
ловое тушение отсутствует, а /(71 — зависимость интенсивности люминес­
ценции от температуры. Формула Мотта выведена для случая внутреннего 
температурного тушения, но она применяется и для характеристики туше­
ния рекомбннационной люминесценции |2, 4]. 

Фиг. 1-а. Экспериментальные 
точки на кривой /(7") для фос­
фора КС1­Т1 0,1 мат. % в рас­
плаве (АвозС. = 2 4 8 m;i, фильтр 
УФС­2):Хпри нагревании; о 

при остывании. 

Фиг. 1-6. Зависимость функции 

ln ļ-J— — 1 ļ от ~Ļ- для того же 

фосфора. 

*) Концентрация активатора в кристаллах, длина волны возбуждающего света н 
фильтр для выделения полосы излучения указаны на рисунках. 



На приводимых графиках показана интенсивность люминесценции / 
в зависимости от температуры, причем / 0 условно принималось равным 
единице. 

На фиг. 1-а приведены экспериментальные точки Кривой 1(Т) для KCI-T1 
0,1 мол % при нагревании и остывании кристалла. Обе кривые хорошо 
совпадают. 

Для определения энергии активации по экспериментальной кривой 

была построепа зависимость ln ļ-̂ ļ- — l ļ = / Если формула Мотта 
верна, то все экспериментальные точки должны лежать на одной прямой. 
Для К.С1­Т1 при небольших концентрациях активатора (до 0,3 мол % 
в расплаве) все точки ложились на прямую (фиг. 1­6). По наклону этой пря­
мой можно определить энергию активации U, а, зная U, можно определить 
постоянную тушения. 

\\ 
V 

\ \ 
Ш 40 МО « 0 0 * * 0 0 но г V 

Фиг. 2. Кривые температурного тушения фосфо­
ров на основе KCI, КВг к KJ. активированных 
таллием: КС1­Т1 0,1 мол. % (*во»б. = 248 та, 
фильтр УФС­2); KBr­TI 0,1 мат. % Хопза. = 26э 
та, фильтр УСФ­3): KJ­T1 0,1 маг %. (Лвмв­ = 

302 Я1Щ фильтр СЗС­18). 
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Фиг. 3. Кривые температурного тушения фосфоров на 
основе N a U , активированных Tl. Pb. Sn и Си: 
Naa­TI 0.3 мол. % (Авоас. ~ 253,7 шч, фильтр УФС­2); 
NaO­Pb 0.05 мат. % ( W =• 275 та фильтр УФС­3); 
NaCI­Sn 0,2 мат. % (*вой. = 296 шч, фильтр СЗС­18); 
NaCl­Cu 0,3 мол. % ('­вою. = 265 та, фильтр УФС­3). 



\\ 

_ 

к* к* 
Фиг. 4. Кривые температурного тушения фосфоров на 

основе КС!, активированных TI, Pb. Sn в Си: 
KCI-TI 0,1 моя. % (Хвозб. = 248 шц, фильтр УФС-3); 
Ка-РЬ 0,5 мол. % (Хвозб. = 275 m|t, фильтр УФС-3); 
KCI-Sn 0,2 мол. % (*возо. = 253,7 /пи, фильтр ЖС-12); 
KCI-Cu 0.3 коя. % (Хвозб. = 265 лф, фильтр СЗС-18). 
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Ив *0в 300 МО Fw вм т V 

Фиг. 5. Кривые температурного тушения фосфоров на 
основе КВг, активированных TI, Sn и Си: 

К11г-Т1 0.1 мол. % (Хвозб. = 265 пщ, фильтр УФС-3): 
KBr-Sn 0.1 моя. % (Хвозб. = 265 пщ, фильтр ЖС-12); 
КВг-Си 0,2 мол. % (*возб. - 265 ņn>( фильтр СЗС­18). 

На фиг. 2—5 изображены экспериментальные кривые температурного 
тушении. 15 таблице 1 даны энергия активации и постоянные тушения иссле­
дованных фосфоров. 

Для определения начала и конца температурного тушения использован 
такой же критерий, как в работе [11. Для этого через точки кривой /(71 при 
/ , = 0,8 / ( 1 и / 2 = 0 , 2 / 0 (точки А и В на фиг. 1а) проводилась прямая. 
Точка пересечении этой прямой с прямой / 0 принята за начало температур­
ного тушения Ть а пересечение этой прямот"! с температурной осью принято 
за конец температурного тушения Тг. За интервал температурного тушения 
принята величина АТ = Т3 — Тх, а за температуры полуспада принято 
T'i, = Т ' ^ Т ' Температурные параметры исследованных фосфоров ука­

заны в таблице 2. 
Ошибка при определении энергии активации U для KCI­TI равна при­



Т а б л и ц а I . 
Энергия активации V («И) и постоянная тушения С 

Активатор Т1
 + Р Ь + + Sn ' ' Си

 + 

Основание и С и С и С и " - С 

NaCI а 
• • • ' « 

1,09 
0,93 

0,3.10» 
0,2.10

8 
0,21 7.10» 

1.00 1,6. И)
7 

1,37 
1,38 

2,3.10" 
2,9.10" 

KCI а 1.30 
1.30 

1.87.10» 
1,87.10» 0.28 6.10* 1.17 6.10» 1,6 7.10" 

КВг а 
б 

1.34 
0,93 

7.10"» 
5.10

7 
— — 

— 
— 1,00 

1,02 
3.10» 
3.10» 

KJ а 
б 

0.92 
0.91 

1.1.10» 
1.10

я 
— — — . — — — 

11 р н м е ч а н и е: Значения U иС в клеткха „я" получены из зависимости ln ļ-ŗ-p- — 1J 

= / ļļ^ļ и кривой / (Т). Значения U и С в клетках „б" получены 

из зависимости iulj. = т~г и кривой 1(Т) 

Т а б л и ц а 2. 
Температурные параметры тушения кристаллофосфоров. 

\ Акти­
\ ватор 

О с н о ­ \ 
ванне \ 

Т1
 + РЬ s„ + + 

Си
 + 

\ Акти­
\ ватор 

О с н о ­ \ 
ванне \ 

Т, Т| \Т Ту. Т, Ту, т , т . ±Т Ту. т, t i ЛТ Ту. 

NaCI 585 725 140:655 < 2 9 3 — — 700 940 240 820 568 650 82 ' 609 
1 

КС1 635 793 158 714 < 2 9 3 — — — 554 760 206ļ657 620 732 112 676 

КВг 592 684 92 638 — — — — 416 610 194 498 530 686ļ156 608 

KJ 500 647 147 574 -
мерно 4 % . (средняя ошибка U прн повторных (6 раз) измерениях темпе­
ратурного тушения). Постоянная тушения С определяется из опытнмх 
данных с гораздо большей ошибкой и с достотерностью межно только су­
дии, о порядке величины С. 

Для остальных dpocdpopon значения U, вычисленные по кривой темпера­

турного тушения 1п ­ l ) — / (­2.­1 и по кривой īālŗ~— (эта за-



висимость верна лишь для тех температур, при которой С ехр ļ ^ ) ^ * ^ ) ' 
не различаются более чем на 10%. Исключением начнется (фосфор КВг­Т1, 
для которого значения U, определенные обоими способами, сильно разли­
чаются. Для фосфоров NaCl­Pb и КС1­РЬ, для которых начало температур­
ного тушения лежит ниже комнатной температуры (293°АГ), U определено 
только по формуле ln / г ~ 

Из кривых температурного тушения (фиг. 2—5) и таблиц 1 и 2 можно 
сделать некоторые выводы. 

Из фиг. 2 и таблицы 2 видно, что начало температурного тушения п фос­
форе КС1­Т1 начинается при более высоких температурах, чем в фосфоре 
KBr­Tl, а в КВг Т1 начало температурного тушения начинается при более 
высоких температурах, чем в KJ­TI. Аналогичная зависимость наблюдается 
в фосфорах KCI­Cu и КВг­Cu (табл. 2). 

В фосфоре NaCl­Tl температурное тушение начинается при более низ­
ких температурах, чем в КС1­Т1. Аналопгчная зависимость наблюдается в 
фосфорах NaCl­Cu и KCI­Cu. Исключением является фосфор NaCl­Sn, в 
котором температурное тушение начинается при более высоких температу­
рах, чем в KCl­Su. 

Из фиг. 2—5 и таблиц 1 и 2 видно, что все параметры температурного 
тушения (U, С, 7„ 7'2, АТ, Тг/г) наиболее резко зависят от активатора. 

Для фосфора KBr­Sn на кривой температурного тушения при темиерату­
рах 550—600°К наблюдается максимум. Величина этого максимума зависит 
от длины волны возбуждающего света. При увеличении длины волны воз­

буждающего света величина мак­
симума ira кривой ЦТ) уменьшается 
(фиг. 6). 

На фосфоре КС1­Т1 исследовалась 
зависимость температурного тушения 
от концентрации активатора таллия. 
Для этого вы рати вались кристаллы 
KCI­TI с концентрацией таллия 0,01; 
0,03; 0,10; 0,30; 1,00; 2,00, и 3,00 
мол % в расплаве. Для исследования 
изготовлялись также кристаллы К О 
(хч), активированные в ампуле (см. 
стр. 193.) 7, 12 и 55 часов. 

Кривые температурного тушения 
КС1­Т1 для разных концентраций 
актн ватора изображены на фиг. 7. Для 
малых концентрации таллия (0,01; 
0,03; 0,10; 0,30) кривые температурно­
го тушения для полосы излучения 

300 мр. практически совпадают (на фиг. 7 изображена лишь одна кривая). Для 
этих концентраций все параметры температурного тушения (U, С, 1\, Т2, 
АТ, Ttlt) практически совпадают. Для больших концентраций таллия начало 
температурного тушения 7", уменьшается, увеличивается интервал темпе­
ратурного тушения Д7' и изменяется характер кривой температурного 
тушения (фиг. 7, кривые 2—7). Для больших концентраций таллия на графи­
ках ln ļ-j^- — lļ = / ļ-^-ļ получается две прямые. Более детальный 
анализ дан в работе [261. 

Для фосфора KCI­T1 3,0 мол % в расплаве кривые температурного туше­
ния /(Т) при нагревании и остывании отличаются (фиг. 8). Это можно объяс­

Т ' К 

Фиг. 6. Кривые температурного ту­
шения фосфора KBr­Sn 0,1 мол % в 
зависимости от длины возбуждающего 

света (Авозб. = 265 т ц и 302 mji 



нить частичным распадом твердого раствора KCI­TIC.I при медленном осты­
вании. При закалке кристалла и повторном нагревании получалась опить 
кривая 1 ((риг. 8). 

АЛ *00 300 600 /00 ООО т"к 

Фиг. 7. Кривые температурного тушения для 
КС1­Т1 в зависимости от концентрации активатора 

Р­возб.=248=шц, фильтр УФС­2): 
I — д л я концентрации TI 0.01; 0,03; 0,10 и 0,30 
мол. % в расплаве; 2 — д л я кристалла КС1 (хч), 
активированного в ампуле 7 часов; 3 — д л я 
концентрации Т1 1,00 мат. % в расплаве; 4 — для 
концентрации Т1 2,00 мол. % в расплаве; 5 — для 
кристалла KCI (хч), активированного в ампуле 12 
часов; 6 — д л я концентрации TI 3,00 мат. % в 
расплаве; 7 — д л я кристалла КО (хч), активиро­

ванного в ампуле 55 часов. 

Для КС1­Т1 температурное тушение измерено в работе I7J. Значение U 
полученное в работе 17| (0,60 aV) сильно отличается от полученной нами 
неличины (i,30oV)­ В работе [241 приведены теоретические потенциальные 
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Фиг. 8. Кривые температурного ту­
шения KC­ITI 3,00 мат. % (I) прн 
нагревании и (2) прн остывании (АВОзО. 

= 248 та, фильтр УФС­2). 

кривые дли КС1­Т1. Из этих кривых теоретическое значение энергии акти­
вации получается примерно 1,33 eV, что гораздо лучше совпадает 
с нашими данными. Это совпадение является, наверно, случайным, так как 



теоретические поправки, введенные в 1241 критикуются в 125]. Несовпадение 
со значением U, полученным в работе 171 можно объяснить, вероятно, тем, 
что в 17) авторы используют приближенную формулу 1н / т ^ и при­

А' 1 
меняют эту формулу в топ области температур, в которой она неверна. 

Более детальные исследования спектральных свойств и температурного 
тушения щолочно галоидных кристаллофосфоров опубликованы в работе 
1261. 
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TEMPERATŪRAS DZĒŠANA DAŽOS SĀRMU HOLOGENIDU 
KR1STALFOSFOROS 

/. Kalniņa un K. Svarcs 
(Kopsavilkums) 

Pētīta temperatūras (Izēšana sarmu lialogenidu moitokrislalos ar pamat­
vielām NaC.I, K('.l, KHr un aklivaturiem Tl, Pb, Sn un Cii. Tāpat pētīta tem­
peratūras dzēšana KJ-T1. Pēc Molla formulas 121, 22, 231 aprēķināta bez-
izstarojuinu pārejas aktivacijas enerģija U un pēc eksperimentālām līknēm 
aprēķināta dzēšanas konstante С (tab. 1). Tabulā 2 doti temperatūras dzēšanu 
raksturojošie temperatūras parametri (T„ Tj, АТ, T2/2) II1. Temperatūras 
dzēšanas līknes attēlotas zīmējumos 2—5. 

Fosforā KBr­Sn konstatēts, ka temperatūras dzēšanas raksturs atkarīgs 
no ierosinošā viļņu garuma (zīm. 6). 

Fosforā KCI-TI pētīts koncentrācijas iespaids uz luminescences lempera-
raturas dzēšanu ultravioletai (maksimums pie 300 mp.) emisijas joslai 
(zīm. 7 uu 8). 

Darbā sniegts eksperimentālais materiāls, kuru teorētiski analizēs turpmāk. 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3, 1958 ГОДА 

СВОЙСТВА Н Е К О Т О Р Ы Х Д И Э Л Е К Т Р И Ч Е С К И Х М А Т Е Р И А Л О В 
С И С Т Е М Ы СаО—ВаО—ТЮа 

В. Я. ФРИЦБЕРГ, А. А. AHC11T1IC и О. ;/.". ФРЕПДЕИФЕЛЬД 

Среди диэлектрических материалов ceiнетокерамика является одним 
из самых перспективных. Ее замечательные свойства открывают большие 
возможности применении этого вида керамики в электронике и электро­
технике II). В настоящее время ведется много работ по изучению фм.чпчес 
кнх и химических процессов, протекающих в сегнетокерамнческнх мате­
риалах [2). Широко известеп метатнтанат барин (ИаТЮ3), который впервые 
получен и исследован 1>. М. Пулом и II. М. Го.тьдманом 131. 

Характерно, что с изоморфными веществами HaTiO., дает твердые р;и 
творы или смесь кристаллических фаз. Свойства этих материалов меняются 
в широком диапазопе н зависимости от их состава; это значит, что имеется 
известная возможность управлять этими свойствами. Несмотря на то, что 
в последние годы в Советском Союзе и заграницей ведутся интенсивные 
исследовательские работы в этой области, пока еще нет возможности теоре­
тически предсказать свойства того или иного состава. Поэтому свойства 
каждой системы приходится изучать экспериментальным путем, меняя 
соотношения компонентов и технологические факторы. 

Работа в этой области обогащает наши теоретические представления о 
строении твердого тела и особенно о механизме диэлектрической поляриза­
ции твердого тела. Кроме того эти эксперименты можно использовать в целях 
практических Применений сегнетокерамнческнх материалов. 

К настоящему времени довольно детально изучены системы HaTiO s — 
­ BaSnOj 14], HaTiOj — BaZrO, [5], ВаТЮ, — РЬТК), 121, ВаТЮ,— 

— SrTiO, [61. 
Выяснено, как меняется в этих системах ветчина диэлектрической 

проницаемости в зависимости от состава и температуры, исследован также 
характер диэлектрических потерь. 

В отношении системы BaTiO a —СаТЮ, в литературе имеется мало 
данных. Более или менее систематические исследования этой системы про­
ведены Вунтингом, Шелтоном и Примером 17). Однако ими исследована 
температурная зависимость диэлектрических свойств лишь в сравнительно 
узком интервале (от—60° до ­f­ 85°С) и не дан анализ процессов, протекаю­
щих в полученных материалах. 

Более подробное изучение системы ВаТ108<— CJaTiO, является, тем не 
менее, весьма желательным, поскольку с т о и т а полученных материалов 
интересны как с теоретической, так и с практической точки зрения. Например, 
на базе этой системы можно получить материалы с высокой диэлектрической 
проницаемостью (е = 260), в то же время слабо зависящей от температуры 
в интервале от —50°С до ­f 60°С |7 | . 

Возможны два способа получения образцов этого соединении: 1) от­
дельно синтезируются ВаТЮ 3 и CaTiO s, которые смешиваются в опреде­
ленных отношениях и подвергаются вторичному Синтезу, и 2) образны 
синтезируются из отдельных окислов 18). 

В настоящей работе использован метод прямого синтеза из отдельных 
окислов. 



М предыдущей работе [9] памп были детально несло до папы диэлектри­
ческие материалы С содержанием 50—55 мол. % TiO t . В настоящей работе 
исследованы составы, отличающиеся от эквимолнрных увеличенным содер­
жанием окислов щелочноземельных металлов или двуокиси титана. Образ­
цы получены но обычной керамической технологии. 

Состав исследованных образцов и свойства нх непосредственно после 
изготовления показаны в таблице 1, в которой все значения представляют 
среднее по пяти образцам. 

Т а б л и ц а I 

Состав в 
vai. % 

"ПО, ВаО СаО 

г­

С 
О 
1С 

t g 9 x 10
4 

гг ** я­ :г 
•i 

о о о 
И» ю 

«л 

о 

о * ­
2 => 
о 
с о> 
^ а 
Ч S 
О V 

m 3 

8% га а 

1 ! 
С. >ч 

А 45 40 15 314 320 324 68 78 80 1430 
В 45 30 25 520 515 535 87 85 90 1430 
С 45 20 35 85 84 84 33 30 15 1430 
D 45 10 45 58 58 58 130 40 16 1420 
Б 60 30 10 235 230 230 240 236 236 1275 
F 60 20 20 125 125 125 80 70 75 1290 
С 60 10 30 87 83 83 400 90 32 1330 

5,9 
4.4 
8.2 
8.3 
5.4 
1,4 
5,0 

3,82 
3,93 
3.34 
3,08 
3,80 
4,09 
3,51 

8.4 
10,0 

3.5 
5.2 
5.3 
1.6 
7.1 

Как видно из таблицы, полученные образцы являются не совсем плот­
ными, что указывает на то, что температура обжига не была оптимальной. 
Изменение диэлектрических потерь в зависимости от состава не дает строгой 
закономерности, которая имела место при эквимолнрных составах |9| , где 

Т а б л и ц а 2 
CaTiOj 

10 1.90 

3.80 

2.68 
2.30 
2.19 
2.11 

1.70 

1.54 

1.34 

1.20 

1.02 

0.93 

0.85 
0.81 

ВаТЮ 3 

3.97 

2.80 

2.29 

1.98 

1.78 

1.63 

1.40 

0.95 

0.90 
0.86 
0.82 

41 3.12 

10. 2.80 

2.29 
2.22 
2.11 
1.98 

1.78 

1.63 
1.54 
1.40 

1.26 

0.94 

0.89 
0.&5 
0.81 

II 

3.12 

2.81 

2.28 
2.19 

1.98 

1.78 

1.62 

1.40 

1.26 
1.19 
1.14 

0.94 

0.59 
0.85 
0.81 

а 

10. 3.01 

2.70 

2.11 

1.92 

1.73 

1.57 

1.36 

1.22 

3.01 

2.73 
2.71 

2.14 

1.93 

1.74 

1.58 

1.37 

1.22 

0.90 
0.86 

3.98 

3.11 

2.81 

2.71 
2.30 

1.98 
1.91 

1.78 

1.63 
1.56 
1.41 

1.25 

6 ЗЛЯ —I — 

8 2.82 
8, 2.74 

5 2.31 

1.92 

1.42 
1.36 
1.26 
1.23 

6| 3.18 

б) 3.01 

ю| 2.74 

2.20 
2.14 

1.92 
1.86 

1.74 
1.86 
1.57 
1.43 
1.36 

0.90 
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с увеличением содержания СаО потери уменьшались. Рентгенографические 
исследования проводились путем съемки дебаограмм по асимметрическому 
методу [10]. Использовалась рентгеновская трубка БСВ с медным 
антикатодом. Время экспозиции от 6 до 8 часов. Расчвтаввые межплоскост­
ные расстояния (d) и соответствующая ннтенсивеность (J) даны в таблице 2. 

Для еравпення даны межплоскостные расстояния чистого BaTi0 3 и 
СаТЮ3. 
Фазовый анализ дает следующие результаты: 

А аВ — твердый раствор (Ва, Са) ТЮ 3, следы ВаО г и СаО, 
С — твердый раствор (Са, Ва) ТЮ 3, следы Ва(ОН) а • и l f 2 0 и ВаО, 
D — твердый раствор (Са, Ва) ТЮ 3, следы Ва(ОН) 2­п Н 2 0 и СаО г 

Е — твердый раствор (Ва, Са) ТЮ 3 , следы ВаО» и Са0 2 

F — деформированная рошетка Са'П0 3 и BaTi0 3 

G — сильно деформированная решетка CaTi0 3 , следы Са0 2 и Ва0 2 . 
Огсюда видно, что состав полученных материалов является довольно 

слоитым. Наряду с твердыми растворами BaTi0 3 и CaTi0 3 появляются 
перекиси и гидроокиси щелочноземельных металлов. Характерно, что в рент­
генограммах образцов E,F и G не появляются линии рутила, хотя он имеется 
в избытке. Очевидно, что „лишний" ТЮ 2 в данном случае образует аморфную 
фазу. 

Можно ожидать, что в материалах с такой сложной структурой и механизм 
поляризации будет сложным. В самом доле, об этом говорит вид кривых, 
показывающих зависимость диэлектрической проницаемости е и диэлектри­
ческих потерь tg 8 от температуры. В соединениях Л, В, Е и G эта зависи­
мость весьма специфична, соответствующие кривые показаны па фиг. 1—9. 

Нагревание образцов производилось в печи, позволяющей проводить 
измерения при нагревании до 300°С. Температура измерялась термопарой 
(жолезо­констаитан). Электрические параметры измерялись при 50 гц на 
мосту Шеринга (МДП), при 1000 гц на универсальном мосту (УМ­2), при 
СО кгц и 000 кгц на куметре (КВ­1). Средня»; эффективная напряженность 
поля была порядка 200 в/см при низких частотах и порядка 3 в!см при 
высоких частотах. Необходимо отмстить, чтр у исследованных образцов е 
очень мало или совсем не зависит от напряженности приложенного ноля 

~ 3 35 о а) и ао и я яз S 

Фиг. 1. Зависимость диэлектрической 
проницаемости от температуры прн 
различных частотах для состава 

А—0, 40 ВаО. 0,15 СаО • 0,45 TiOj 
1 — 5 0 г ц , п 2 — 1 0 0 гц, [3 — 530 кгц, 

4 — 600 кгц 

25 50 75 ЮО 125 '50 " 5 200 225 2 3 0 
Фиг. 2. Зависимость tgS от температуры при 
различных частотах для состава/!—0,40 ВаО • 

0.15 СаО ­ 0.45 Т. О, 
1—50 гц, 2—1000 гц, 3—60 кгц, 4 ­ 600 кгц 
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600 

500 

АОО 
15 50 75 Щ f25 757 175 300 Г*С 

Фиг. 3. Зависимость диэлектрической про­
ницаемости от температуры при различных 

частотах для состава 
В — 0,30 ВаО • 0,25 СаО • 0,45 Т.О., 

1—50 гц, 2—1000 гц, 3—60 кгц, 4—600" кгц 

25 50 75 125 150 115 !0O 225 

Фиг. 4. Зависимость lg8 от температуры 
при различных частотах для состава 

В — 0,30 ВаО • 0,25 СаО • 0.45 Т.О а 

1—50 гц, 2—1000 гц, 3—60 кгц, 4—600 кгц 

25 50 75 125 150 175 200 725 

Фиг. 5. Зависимость диэлектрической проницаемости 
от температуры при различных частотах .тля состава 

Е — 0,30 ВаО 0.10. СаО • 0.60 ТЮ„ 
I—50 гц, 2—1000 гц, 3 ­ 6 0 кгц, 4 —600 кгц 

905 

ООО ­ГГ 
« 50 75 ЮО 125 ПО 1Г5 200 225 

Фиг. 6. Зависимость tgS от температуры 
при различных частотах для состава 
£—0.30 Ва О • 0,10 • СаО • 0,60 ТКХ 

1 50 гц, 2—1000 гц, 3 ­ 6 0 кгц, 4—600 кгц 

за 

ж 

m 
­гс ~W $ 75 W 125 150 :Ъ 

Фиг. 7. Зависимость диэлектрической про­
ницаемости от температуры при различных 

частотах для состава 
С — 0,10 ВаО • 0,30 СаО • 0,60 ТЮ, 

1 50 гц, 2 ­ 1 0 0 0 гц, 3 ­ 6 0 кгц, 4 ­ 600 кгц 



Фиг, S. Зависимость tR* от температуры Фиг. 9. Зависимость диэлектрической 
при различных частотах для состава проницаемости от напряженности поля 

G — 0,10 ВаО • 0,30 СаО • 0,60 TiOs прн температуре 20Т. (частота 50 га) 
I ­50 гц, 2 ­1000гц, 3 ­ 60 кгц, 4 —600 кгц 

(фит. 0). Все кривые получены на основании измерений серии образцов. 
Измерении проводились спустя 3 месяца после изготовления образцов. 
По сравнению со свежеизготовленнымн образцами (табл. 1) заметно неко­
торое уменьшение tg 8 при комнатной температуре. 

Анализ кривых, приводимых па рис. 1—8 показывает наличие сложного 
механизма поляризации. В составах А, В и Е, очевидно, одновременно 
имеют место спонтанная и релаксационная поляризация. Спонтанная поля­
рнзацня характеризуется температурным максимумом е в районе 130—150°С 
(фиг. 1, 3, 5) и возрастанием е с увеличением напряженности поля (рис. 9). 

Появление спонтанной поляризации вполне закономерно, т. к. исходные 
компоненты этих материалов содержат достаточное количество ВаО для 
того, чтобы мог образоваться метатнтанат бария (BaTi0 3), вернее — его 
твердые растворы. Это подтверждается рентгеноструктурным анализом 
(табл. 2). Напомним, что температурный максимум е прн указанной тем­
пературе зафиксирован нами также в эквнмолярных составах [9). Он обус­
ловлен структурным превращением в точке Кюри. 

Рядом с этим максимумом, отчасти перекрывансь с ним, со стороны 
низких температур обнаруживается второй максимум, который особенно 
отчетливо проявляется в составах А (фиг. 1) «В (фиг. 3). Этот максимум не 
связан со спонтанной поляризацией, что подтверждается наблюдением над 
температурной зависимостью формы кривой гистерезиса. Действительно, 
вблизи него не наблюдается изменения формы кривой гистерезиса, в ТО 
время как вблизи второго максимума происходит резкое изменение формы, 
и прн температуре 150°С характерная петля гистерезиса вырождается в 
эллипс. Обращает на себя внимание и то обстоятельство, что увеличение 
этого нового максимума (состав В—фиг. 3 и состав А —фиг. I) не влечет 
за собой увеличения зависимости е от напряженности поля (фиг. 9), что 
имело бы место в случае спонтанной поляризации. 

Этот „низкотемпературный" максимум, очевидно, связан с релаксацион­
ными процессами в рассматриваемых материалах. На это, в частности, 
указывает заметная зависимость е от частоты и также СДВИГ максимумов 
е и tgo в сторону высоких температур прн увеличении частоты. Выявлению 
более отчетливых температурных максимумов прн измерении tg 8 в ряде 
случаев (как это видно из кривых) сильно мешают большие потерн проводи­
мости. 

Материалы состава G характеризуются релаксационными процессами 



при болео высоких температурах (фиг. 7 и 8). Аналогично ведут себя и ма­
териалы составов С, Е и F (кривые не приводятся). 

Более подробное выяснение механизма релаксационных явлений в ис­
следуемых материалах является довольно сложной задачей. Необходимо 
учесть, что во всех рассматриваемых составах присутствует известное коли­
чество избыточных окислов, которые не участвуют в образовании твердых 
растворов. Ионы этих окислов, будучи относительно слабо связанными, 
могут, очевидно, обусловить ионно­релаксационный механизм поляризации. 
В случае состава В этот вид поляризации явно превосходит спонтанную 
поляризацию и обуславливает относительно большое значение е при ком­
натной температуре (е = 460). Последнее обстоятельство имеет некоторое 
значение с точки зрения возможности практических применений данного 
материала. 

Составы С и D характеризуются небольшими значениями е и слабо 
выраженной зависимостью е от температуры. В них, очевидно, проявляется 
механизм поляризации, характерный для перовскита (CaTi03). 

ВЫВОДЫ 

1. Синтезированные состапы Л, В, С и D, отличающиеся от эквнмоляр­
ного состава Ва'П0 3 — CaTi0 3 избытком окислов щелочноземельных металлов 
в количестве 5 иол. %, существуют в виде твердых растворов (13а, Са) Т Ю 3 

и (Са, Ва) ТЮ 3 . 
2. Синтезированные составы Е, F и С, отличающиеся от эквимолярного 

состава ВаТЮ 3 —СаТЛ0 3 избытком ТЮ 2 в количестве 10 мол. %, сущест­
вуют как в виде твердого раствора (Ва, Са) ТЮ 3 , так и в виде отдельных фаз 
Ва'П0 3 и CaTi0 3 с деформированной решеткой. 

3. Составы Л, В, С и D, содержащие 45 мол. % ТЮ», имеют высокую 
томпературу обжига (более 1430°С). Составы Е, F и G содержащие60 мол. % 
ТЮ 2 имеют температуру обжига около 1300°С. 

4. Составы А, В, Е, которые содержат 30 и болео мол. % ВаО, имеют 
сегнетоэлектрнческие свойства. Наряду с этим наблюдаются более или менее 
выраженные релаксационные явления. 

5. У всех исследованных материалов диэлектрическая постоянная е 
уменьшается с увеличением содержания (2аО, за исключением состава />'. 
у которого наблюдается наибольшее значение е. 
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DAŽU SISTĒMAI ВаО — СаО — 77(9, PIEDEROŠU DIELEKTRISKU 
MATERIĀLU "ĪPAŠĪBAS 

V". Fricbergs, Л. Apsitis un E. Freidenļelds 

S E C I N Ā J U M I 

1. Sintezētie sastāvi А, В, C, D, kas atšķiras no ekvimolarā sastāva 
BaTiO a — CaTi0 8 ar 5 mol. % lielu sārmzemju metāla oksīdu pārākumu 
eksistē kā cieti šķīdumi (Ba, Oa) T i 0 3 un (Ca, Ba)TiOj. 

2. Sintezētie sastāvi E, F, G, kas atšķiras no ekvimolarā sastāva BaTi0 3 — 
— CaTi0 3 ar 10 mol.% lielu T i 0 2 pārākumu, eksistē gan kā ciets šķīdums 
(Ba, Ca)Ti0 3 , gan kā atsevišķas fāzes BaTi0 3 un (лТЮ 3 ar stipri deformētu 
režģi. 

3. Sastāvi А, В, C, D, kas satur 45 mol.% Ti0 2 , prasa augslu apdedzinā­
šanas temperatūru — virs 1430CG. Sastāviem E, F, G, kas satur 60 mol.% 
TiO,, apdedzināšanas temperatūra svārstās ap 1300CC. 

4. Sastāvi А, В, E, kas satur BaO 30 mol.?» un vairāk, uzrāda segnotn­
elektriskas īpašības. Bez tam novērojamas vairāk vai mazāk izteiktas relak­
sācijas parādības. 

5. Visiem sintezētiem materiāliem dielektriskā konstante samazinās līdz 
ar CaO satura palielināšanos, izņemot sastāvu B, kam novērojama vislielākā 
e vērtība 





Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3, 1958 ГОДА 

З А В И С И М О С Т Ь К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т А Т Р Е Н И Я О Т СКОРОСТИ П Р И 
Т Р Е Н И И Т В Е Р Д О Г О С П Л А В А И С Т А Л И ПО С Т А Л И 

В. II. ФЛЕРОВ 
1. ВВЕДЕНИЕ 

Вопрос о зависимости коэффициента трения от скорости занимает осо 
бое место в проблеме внешнего трения. Изучение зависимости коэффициента 
трения от параметров трения, особенно от скорости, имеет большое значение 
для понимания механизма внешнего трения, для построения правильной 
теория трения. 

11 другой стороны, вопрос о зависимости коэффициента трения от скорости 
приобрел в настоящее время исключительно важное значение в связи с быст­
рым развитием машиностроения и транспорта "(создание фрикционных 
материалов, обеспечивающих эффективное торможение, изыскание методов 
повышения коэффициента сцепления ведущих колес и т. д.). 

Силы трении играют существенную роль при резании металлов. Знание 
закономерностей изменения коэффициента трения В зависимости от пара­
метров резания (в частности, от скорости) позволило бы более рационально 
выбирать режимы резания в тех ИЛИ иных случаях, не говоря уже 6 том, 
что без этого невозможно построение теории резания металлов. 

Работ, посвященных систематическому изучению зависимости коэф­
фициента трения от скорости, выполнено сравнительно немного. Это работы 
Ронян, Морена, Кнмболла, Копти II], относящиеся к XIX веку, п более 
поздние работы И. В. Крагельского (2, 31, Б. И. Костецкого [4 н др. I и др. 

Пошлин теоретического обоснования экспериментального материала 
были предприняты II. В. Краге.тьскнм 12, 51 и М. II. Левицким КП, однако 
авторы, как нам кажется, И С Х О Д И Л И из неправильных представлений о меха 
низме внешнего трения, и поэтому полученные ими решения не объясняют 
экспериментальные данные. 

Б. И. Костецкий, получив при трепни твердо! О сплава но стали 20 зависи­
мость коэффициента трения от скорости с двумя максимумами, объясняет 
это изменением характера взаимодействия поверхностей при изменении 
скорости. Но, к сожалешпо, автор ограничился описанием происходящих 
при трении процессов, но вскрыв прп этом физических причин, которыми 
они обусловлены. 

В последнее время В. К. Кузнецов |7, 81 высказал предположение о 
влиянии наростов на процесс внешнего треннн. Он считает, что даже при 
трении разноименных металлических пар может иметь место трение одно­
именных металлов, так как происходит намазывание одного металла на 
другой, образуются наросты*, которые, но мнению В. Д. Кузнецова, нграют 
при трении главную роль, и зависимость коэффициента трения от скорости 
обусловлена именно явлением иаростообразования. 

Действительно, процесс трения можно рассматривать как последователь­
ное возникновение и разрушение мостиков схватывания, которые при 
определенных условиях могут развиваться до значительных размеров 
(макро­или микроскопические наросты), и это будет сильно сказываться на 

* Пол наростами В Д. Кузнецов понимает макро­ и микроскопические образования 
на поверхности данного вещества из другого, соприкасающегося с ним. 



процессе трения п целом н на зависимости коэффициента трения от скорости 
в частности. Однако нельзя считать, что отсутствию наростов будет соответст­
вовать неизменность коэффициента трения при изменении скорости, так 
как увеличение последней в .тюбом случае приводит к повышении) темпера­
туры поверхностей трения, что должно сопровождаться (особенно при боль­
ших скоростях) падением коэффициента трения вследствие уменьшения 
прочности возникающих узлов схватывания. 

Настоящая работа посвящена исследованию зависимости коэффициента 
трения от скорости и выяснению влияния процессов схватывания и наросто­
образовання на эту зависимость. 

2. МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЯ 
Исследование проводилось для чистых поверхностей, причем трение 

все время происходило по новому месту. Последнее совершенно необхо­
димо для того, чтобы исключить влияние изменения шероховатости поверх­
ности в процессе трения, т. е. чтобы предыдущие проходы не влияли на 
последующие, а это особенно важно при изучении наростов. 

Фиг. 1, 

С этой целью на базе токарно­вннторезного станка IA62 была сконструи­
рована установка, где осуществлялось трение полусферического (диаметр 
Г) мм) ползуна 2 (фиг­. 1) * по боковой поверхности цилиндрической бол­
ванки I, длина которой была не менее 450 мм, а диаметр 150—180 мм. 
Впереди ползуна на расстоянии 30—40 мм был расположен резец 7, сни­
мавший перед ползуном тонкую широкую стружку**. Трение производилось 
с продольной подачей 2—3 мм/об., так что ползун все время проходи;! но 
новому месту. Сила трения измерялась пружинным динамометром 4 и во 
время опыта записывалась на закопченном стекле с точностью не менее 
5 % . Отклонение пружины 4 во время опыта не превышало 0.5—0.7 мм, на 

• В дальнейшем будем условно называть ползуном неподвижный компонент 
трущейся пары. 

Осуществляюсь силовое резание резцом В, А. Крзесова 191. 



стекле эти отклонения фиксировались увеличенными в 10—15 рая. Промер 
диаграмм производился при 10­кратном увеличении через эпидиаскоп, 
так что общее увеличение измеряемых отклонений пружины 4 составляло 
100—150. 

Нагрузка на ползун задавалась рычагом 6 через направляющий стер­
жень 5. Во избежание резких ударов рычаг 6 демпфировался маслинным 
демпфером (на фиг. 1 не показан). Все устройство, схематически показанное 
на фиг. 1, было изготовлено из целого куска металла (общий вес 15—20 к Г) 
и зажималось в супорте станка вместо резцедержателя. 

Выли выбраны следующие режимы трения; скорости от 0.50 до 030 м/мнн, 
нагрузки — 1.2; 3.0; 10.0; 20.0 кГ. 

Исследовались следующие трущиеся пары. Цилиндрическая болванка 
во всех опытах изготовлялась из осевой стали (состав по ГОСТу 3281—46: 
углерода 0.35—0.45%, марганца 0.5—0.9%, кремния 0.15—0.35%, фосфора 
и серы менее 0.05%)*. Ползуны ИЗГОТОВЛЯЛИСЬ из твердого сплава Т15К6 
и той же самой осевой стали, но закаленной с 870°С в воду до микротвер­
достн 570 к Г/мм 4. 

Для нары твердый сплав­сталь методом естественной термонары измо­
рилась температура поверхности трении. Для пары сталь­сталь температура 
не измерялась, однако на основании формулы Егора 1101 было показано, 
что различие температуры поверхности при трении твердого сплава по 
стали и стали по стали до скоростей 70—80 м/мнн незначительное, IT М Ы 
принимали их приблизительно равными. 

Глубина и степень пластической деформации иоперхностей трения, 
а также строение н твердость нароста изучались методом металлографического 
анализа. Изучение структуры производилось на горизонтальном металло­
графическом микроскопе, дающим минимальное увеличение 25 и макси­
мальное 1670. Степень и глубина пластической деформации оценивались 
путем измерения микрот нердостп на приборе ПМТ­3 при нагрузках 20 и 
100 Г. 

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИИ II ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Если пользуясь вышеописанной методикой снимать зависимость коэф­
фициента трепня от скорости, то следует ожидать, что на нее будет наклады­
ваться и зависимость коэффициента трения от состояния поверхности. 
Действительно, при изменении скорости, во­первых, будет различным 
время Пребывания вновь образованной поверхности на воздухе (мы будем 
в дальнейшем называть это время временем запаздывания). При расстоя­
нии между резном и ползуном 40 мм оно составляло 0.004 сек при макси­
мальной скорости н 5 сек при минимальной. Во­вторых, при различных 
скоростях мнкрогеомотрин поверхности, по которой скользит ползун вслед 
за резцом, будет различной, так как при изменении скорости резиння шеро­
ховатость поверхности не остается постоянной. 

Необходимо было выяснить роль каждого из этих факторов, что, вообще 
говоря, представляет и самостоятельны ii интерес. 

Оказалось, что изменение времени запаздывания в очень широких 
пределах (от 0.004 сек до 14 суток) не приводит к изменению коэффинента 
трення. Ото не значит, что коэффициент трения не зависит от состояния 
поверхности, а может указывать только на то, что за принятые промежутки 
времени состояние поверхности изменяется мало. Действительно, окисле­
ние стали прн комнатных температурах происходит исключительно быстро 
только в первый момент после образования свежей поверхности, при этом 

• Специального химического анализа стали не производилось. 



образуется тонкая защитная пленка, толщина которой в дальнейшем меня­
ется очень медленно. У нас такая защитная пленка образуется уже прп 
резании, и её состояние за 10—14 суток меняется мало. Что касается адсор­
бированных пленок, то скорость физической адсорбции столь велика (см., 
например, что она успевает произойти полностью (т. е. до насыщения) 
за тысячные доли секунды, так что дальнейшее пребывание поверхности 
на воздухе в этой смысле ничего не меняет. Если даже состояние поверхност­
ного слоя меняется (окисление, хотя и медленно, все же происходит), то 
независимость коэффициента трения от времени запаздывания можно 
объяснить тем, что в процессе резания на поверхности образуется тонкий 
упрочненный слой, и степень схватывания, определяющая силу трения, 
будет зависеть от соотношения твердости основы и поверхностного слоя, 
как это наблюдается при холодной сварке металлов 1121. 

Зависимость коэффициента трении от шероховатости изучалась с целью 
выяснения влияния схватывания и паростообразовання на её вид и харак­
тер. Исследование было проведено для пары Т15К6­сталь при нагрузках 
1.2; 3.0; 10.0 кГ при различных скоростях.* 
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Фиг. 2. Зависимость коэффициента трения от 
шероховатости при скорости 45 м/мик. Кривая 
I — пр нагрузке Ю.О кГ, кривая 2 — при на­
грузке 3.0 кГ, кривая 3 — при нагрузке I.2 кГ. 

Зависимость коэффициента трепня от шероховатости при различных 
нагрузках и скорости 45.0 м/мин приведена на фиг. 2. Кривые имеют обыч­
ный В И Д : С увеличением шероховатости коэффициент трения падает, а затем 
наблюдается тенденция к его увеличению, что не противоречит общеприня­
тым представлениям о ВЛИЯНИИ микрогеометрин на коэффициент трения. 
Однако обращает на себя внимание тот факт, что интенсивность изменения 
коэффициента трения при больших нагрузках выше, чем при меньших. 
При нагрузке 1.2 кГ (кривая 3) изменение коэффициента трения составляет 
16%, при нагрузке 3.0 кГ (кривая 2) — 24%, при нагрузке 10.0 кГ (кривая 
1) — 29%. Это прямо противоречит выводам 11. 13. Крагельского [131, кото­
рый считает, что с увеличением нормальной нагрузки зависимость коэффи­
циента трения от шероховатости становится менее заметной. Такой вывод 
безусловно справедлив в тех случаях, когда увеличение нагрузки не свя­
зано с возрастанием роли схватывания и наростообразованпя (малые или 
очень большие скорости, смазанные или плохо очищенные поверхности и 

* Мнкрогеометрня поверхности характеризовалась ве­тичиной Н т а х (максимальная 
высота неровностей, характерных для данной поверхности н наиболее часто повторяю­
щихся на ней, исключая случайные) и измерялась в микронах с помощью двойного 
микроскопа Лннника. 



т. д.). Если же трение осуществляется в условиях, когда возможны интен­
сивное схватывание и наростообразонаиие, то увеличение нагрузки должно 
привести к более резкой зависимости коэффициента трения от шерохова­
тости, так как для гладких поверхностей роль схватывании и наростообразо­
вания будет возрастать с увеличением нагрузки, н то время как для гру­
бых поверхностей при различных нагрузках схватывание и наростообразо­
ваиие будут играть одинаково малую роль. 

Коль скоро это так, то следует ожидать, что зависимость коэффициента 
трепня от шероховатости должна быть очень слабой, если трение происходит 
в условиях, когда наросты не образуются (большие И Л И малые скорости). 
Опыт подтверждает это заключение. На фиг. 3 приведена зависимость коэф­
фициента трения от шероховатости при скоростях 3.80 м/мнн и 400 м/мин 
(соответственно кривые I и 2). 

о-0-о_ —о 
—о , J _ 

Нта, Ц 

в «6 2 4 02. 
Фиг. 3. Зависимость коэффициента трения от ше­
роховатости при нагрузке 3.0 кГ для скоростей 
3.80 м/мнн. (кривая 1) и 400 м/мнн. (кривая 2). 

Учитывая то обстоятельство, что коэффициент трении по зависит от 
примени запаздывания, но зависит от шероховатости, нрн исследовании 
зависимости коэффициента трения ОТ скорости поверхность во всех случаях 
черед опытом протачивалась резцом Колесова по одному режиму: ско­
рость 170—200 м/мин, подача 2—3 мм/об., глубина 0.05 мм. 

Полученные зависимости коэффициента трения от скорости для пары 
твердый сплав­сталь приведены на фиг. 4, дли нары сталь­сталь на фиг. 5.* 
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Фиг. 4. Зависимость коэффициента трения от скорости 
нрн трения твердого сплава по стали. Кривые 1—4 со­

ответствуют нагрузкам 1.2; 3.0; 10.0; 20.0 кГ. 

* Каждая точка на кривых является средним значением из 10—15 измерений. 



Объяснить получоннме закономерности, по нашему мнению, можпо сле­
дующим образом. 

При нагрузке 1.2 кГ для твердого сплава по стали (фиг. 4, кривая 1) 

Фиг. 5. Зависимость коэффициента трения от скорости при тре­
нии стали по стачи. Кривые I—4 соответствуют нагрузкам 1.2; 

3.0; 10.0; 20.0 кГ. 

коэффициент трения во всем диапазоне Скоростей остается постоянным, 
наростообразованне здесь не наблюдается, что можно объяснить сравни­
тельно легкими условиями трения (малая нагрузка). 

Во всех остальных случаях в области скоростей б—10 м/мнн наблюдается 
максимум коэффициента трения. '•Угон максимум непосредственно связан 
с образованием наростов прн трении. Во всех случаях (кроме кривой I, 
фиг. 4), начиная со скоростей 1—2 м/мнн, образуются наросты, наблюдать 
которые можно простыл! глазом. С ростом скорости растет температура 
поверхности трения, пластичность стали увеличивается, что способствует 
более интенсивному схватыванию и наростообразоианию. Однако углеро­
дистые стали обладают аномальным ходом пластичности и прочности в за­
висимости от температуры (явление синеломкости). Пластичность в диапа­
зоне температур от комнатных до 100(1 возрастает, а затем от 100°С до 
300°О падает и достигает минимума, после чего опять начинает быстро расти. 
Можно предположить, что положение первого максимума коэффициента 
трения обусловлено именно специфической зависимостью пластичности 
стали от температуры, это значит, что температура поверхности трения в 
диапазоне скоростей 6—10 м/мнн должна быть равна примерно 100°С. Пе­
рестроив на основании показаний естественной термонары скоростные 
зависимости в температурные, мы убедились, что норный максимум дейст­
вительно соответствует температуре 100—150оС. 

Металлографический анализ показал, что и пластическая деформации 
в диапазоне скоростей 6—10 м/мин максимальна (таблица 1)*. 

Весьма своеобразен ход кривых 1 и 2 на ерш­. 5 (сталь по стали, нагрузки 
1.2 и 3.0 кГ). Коэффициент трения с ростом скорости от 200 до 600 м/мнн 
увеличивается, при этом наросты на поверхности наблюдаются редко, а 
при больших скоростях совсем исчезают. Очевидно, повышение коэффи­
циента трения обусловлено ростом площади фактического контакта, когда 

* Металлографический анализ носил скорее качественный, чем количественный 
характер. Для каждого режима приготовляли не более 3 шлифов. Но это не значит, 
что результаты ненадежны, просто КЗ них нельзя сделать окончательного вывода о харак­
тере пластических деформации прн различных режимах трения. 



Т а б л и ц а 1. 
ВЛ — глубина наклепанного слоя. 

jļ 
ВН = D 100% изменение твердости, Нисх — исходная и Нтах — максимальная 

писх 
твердость наклепанного слоя. 

Т15К6­сталь Сталь­сталь 

скорость 
м/мин Bli мм 8Н% скорость 

м/мин ВЬ мм 811% 

5.5 
10.0 
21.0 
45.0 
70.0 

100.0 
240.0 

0.10 
0.20 
0.15 
0.04 
0.11 
0.02 
0.015 

170 
170 
180 
400 
490 
400 
470 

5.3 
21.0 
45.0 
85.0 

0.09 
0.06 
0.06 
0.15 

270 
150 
150 
350 

количество возникающих металлических связен сильно растет, хотя проч­
ность их вследствие высоких температур мала (процесс, который 
l i . II. Костсцкнй называет с хваты ванной второго роли). 

Дли стали но стали при нагрузках 10.0 н 20.0 кГ (фиг. 5, кривые 3 и 4) 
и для твердого сплава по стали при нагрузке 20.0 кГ (фиг. 4, кривая 4) в 
диапазоне скоростей 50—150 м/мнн наблюдается второй максимум коэф­
фициента трения. При этом можно говорить только об изменении коэффи­
циента трения в каких­то пределах, а но о равенстве его определенной ве­
личине, так как сила трения периодически испытывает сильные скачки 
(поэтому на кривых указана не величина коэффициента трения, а предел, 
до которого он изменяется). Здесь влияние схватывания и наростообразо­
ваннн проявляется в еще большей степени, так как пластичность стали опить 
растет и становится большей, чем при малых скоростях. 

Нарост не возникает сразу за счет однократного вырывапин металла, 
а растет постепенно на определенном пути трения. Процесс образования 
нароста сопровождается резким повышением силы трения, которая дости­
гает максимального значения в момент схватывания нароста с поверхностью 
болванки. Нарост срывается с ползуна, остается на поверхности болванки, 
сила трения резко падает, и начинается процесс образования нового нароста. 
Величина нароста в этих случаях может достигать нескольких миллиметров 
(до 3—4 мм). Пластические деформации поверхности при этом опять стано­
вятся значительными (см. табл. 1). 

При дальнейшем увеличении скорости температура поверхности дости­
гает 700—900°С (при 150—200 м/мпп), прочность возникающих металли­
ческих Связей падает, и нарост, не успев образоваться, размазывается по 
поверхности. 

Из полученных результатов (фиг. 4 и 5) можно сделать еще один инте­
1'ciTii . i i i вывод. Зависимость коэффициента трения от нагрузки но однознач­
на: при различных скоростях коэффициент трения зависит от нагрузки но 
разному, что обусловлено влипшим наростов. Если исследуется зависи­
мость коэффициента трения от нагрузки, когда наросты не образуются, то 
с увеличенном нагрузки коэффициент трения падает, что объясняется двойст­
венной природой сил трения. Если же при трении образуются наросты, то 
коэффициент трения при увеличении нагрузки возрастает или изменяется 
по болео сложной кривой. 



Это обстоятельство, по нашему мнению, и объясняет противоречия в экс" 
псрнмснта.тьных данных по зависимости коэффициента трения от нагрузки. 

Таким образом i лняппе Н1)0цесса наростообразования на внешнее трс­

Фаг. 6. Микрофотография п.троста, остав­
шегося на поверхности болванки прн трении 
твердого сплава по стали. Нагрузка 20.0 

кГ, скорость 70.0 м/мин. (увел. 500). 

Фиг. 7. Микрофотография нароста, оставшегося 
на ползуне прн трении стали по стали. Нагрузка 

20.0 кГ, скорость 85 м/мин. (увел. 500). 



ние металлов совершенно безусловно. Однако установление этого влияния 
является хотя и очень важным, но только первым .этапом работы в этом 
ваправленни. Вторым, не менее важным этапом, следует считать исследо­
вания, связапные с изучением строения и свойств нароста. 

В настоящей работе был проведен только качественны ii металлографи­
ческий анализ нароста. 

Оказалось, что нарост при трепни (фиг. (> и 7), как и нарост прн резании, 
имеет слоистую структуру, что объясняется постепенным наслоением и 
сильной пластической деформацией. Основная масса нароста, особенно 
его вершина, имеет настолько мелкую структуру, что можно принять нарост 
за скопление отдельных схватившихся частиц, однако область схватывания 
нароста с поверхностью имеет явно слоистый вид. 

По твердости нарост весьма однороден, но встречаются отдельные очень 
твердые места: мнкротвердость при нагрузке 20 Г — 700—800 к Г/мм2, в 
среднем же микротвердость нароста составляет 400—500 кГ/мм 2. 

Повышенно твердости нароста но сравнению с исходным мета.злом явля­
ется, очевидно, результатом образования и процессе трения твердых хими­
ческих соединений (окислы, нитриды), с одной стороны, и сильного механи­
ческого наклепа, с другой. То, что прн трении происходит окисление, дока­
зано непосредственными опытами |14|. Па возможность азотирования ука­
зывалось неоднократно (например, 115)), однако экспериментально это не 
доказано. 

4. ВЫВОДЫ 

1. Коэфф1Гциент трения но зависит от времени выдержки вновь образо­
ванной поверхности на воздухе при изменении его от 0.004 сек до 14 суток. 

2. Влияние шероховатости на коэффициент трения При различных ско­
ростях и нагрузках проявляется не одинаково. Показано, что зависимость 
от шероховатости в сильной степени определяется процессами схватывания 
и наростообразовапия, когда эти процессы могут иметь место. 

3. Коэффициент трения в зависимости от скорости меняется по разному, 
прн больших нагрузках имеет два маКСИМ} ма на кривой зависимости коэф­
фициента трения от скорости, которые непосредственно связаны с процес­
сами схватывания и иаростообразования. 

4. Металлографическое исследование показывает, что нарост представ­
ляет из себя монолитное тело без всяких следов внутренних трещин, имею­
щее слоистое строение; твердость нароста превышает твердость исходного 
металла в 2—4 раза. 

5. Результаты, полученные в настоящем"! работе, подтверждают идею 
В. Д. Кузнецова о влиянии наростов на процесс­ внешнего трения, но явле­
ние иаростообразования не является универсальным, отсутствие наростов 
не обязательно должно соответствовать неизменности коэффициента тре­
ния. 

Настоящая работа выполнена в лаборатории резания н трения Сибир­
ского физико­технического института под руководством академика 
В. Д. Кузнецова, которому автор выражает свою глубокую благодар­
ность за предложенную тему и постоянное внимание к работе. 

30 VI 1957 Кафедра эксперимента.1ьной физики 
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BERZES KOEFICIENTA PĒTĪŠANA ATKARĪBA NO ĀTRUMA PIE 
CIETA KAUSĒJUMA BERZES PRET TĒRAUDU UN TĒRAUDA 

BERZES PRET TĒRAUDU 

V. J. Fļorovs 

(Kopsavilkums) 

Pētīta berzes koeficienta atkarība no ātruma pie pussfeviska parauga berzes 
pret cilindriska ķermeņa attīrītu virsmu. Berzes pāri bija tērauds-tērauds un 
ciets kausējums — tērauds. Berzes režīmi sekojoši — ātrums tika mainīts 
no 0.50 līdz 630 m/min, slodzes 1.2; 3.0; 10.0; 20.0 kG. 

Izrādījās, ka berzes koeficients atkarībā no ātruma pie dažādām slodzēm 
izmainījās dažādi. Pie mazām slodzēm parādās viens berzes koeficienta mak­
simums atkarībā no ātruma, un pie lielam slodzēm parādās divi maksimumi. 
Berzes koeficienta maksimumu parādīšanās pie noteikta ātruma izskaidrojama 
ar saķeršanās un uzaugumu veidošanās ietekmi berzes procesā. Divu maksi­
mumu rašanās saistīta ar oglekļa tēraudu (ar vidēju oglek|a saturu) speci­
fisko izturības atkarību no temperatūras. 

Uzaugumu metalografiskie pētījumi parādīja, ka (izaugums ir monolils 
veidojums, kura cietība pārsniedz izejas metāla cietību 2 līdz 4 reizes. 

Iegūtie rezultāti apstiprina V. D. Kuzņecova ideju par uzaugumu ietekmi 
uz ārējās berzes procesu. 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3. 1958 ГОДА 

П Л А С Т И Ч Е С К А Я Д Е Ф О Р М А Ц И Я И 
Р А З Р У Ш Е Н И Е С Л О И С Т Ы Х М Е Т А Л Л И Ч Е С К И Х М А Т Е Р И А Л О В 

В. М. ГОЛЬДФАРБ и А. В. СТЕПАНОВ 

В работе II1 рассмотрено поведение слоистых материалов при упругом 
деформировании. Получены выражения для упругих постоянных слоистых 
материалов и напряжений в отдельных слоях. В настоящей работе рассмат­
ривается напряженное и деформированное состояние слоистых металли­
ческих материалов за пределом упругости и характер их разрушения прн 
различной ориентации слоев относительно внешних условий. 

I. ПРИБЛИЖЕННЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА НАПРЯЖЕНИЙ 
И ДЕФОРМАЦИЙ СЛОИСТОГО МАТЕРИАЛА 

I. О с н о в н ы е с о о т н о ш е н и я 

Рассмотрим элемент среды, состоящей из чередующихся слоев двух 
различных материалов (фиг. 1). Примем, что: 

1) Слои изотропны в отношении упругих и пластических свойств. 

1 1 1 1 1 1 

и 
i i i 

• а ш*Л 

Фиг. 1. 

2) Диаграммы растяжения­сжатия материалов слоев состоят из двух 
прямолинейных участков (фиг. 2); таким образом, упруго­пластические 
свойства материалов характеризуются модулями упругости Е, Е', преде­
лами текучести ст, а'т и модулями упрочнения Е*, Е*'. Коэффициенты 
Пуассона слоев в упругой области одинаковы: v = v'. 

3) Слои жестко связаны между собой. 
4) Толщины слоев s и s малы по сравнению с поперечными размерами 

элемента а и Ь. 



5) Внешние усилия такоиы, что уравновешивающие их усредненные по 
слоям напряжения имеют компоненты а х , а у , а г , тхг, туг, т^, которые 
можно считать постоянными в пределах рассматриваемого элемента. 

6) Напряженное состояние в пределах каждого слоя однородно (в ка­
кой мере это положение может быть использовано, будет показано ниже). 

6 

6 -

/ /+• 

Фиг. 2. 

Ограничиваясь случаями простого нагружеиия, используем уравнения 
теории упруго­пластических деформации, которые могут быть записаны 
в виде 

е* = Аг а + ф (ах — а) , у « = 2 ф т „ , 

ty= к а + ф (с„ — а) , 

е, = к о + ф (а. — о), 

У»г = 2 ф т„., 

Yx» = 2 ф тзд, 
где 

1 , , , . , 1 — 2 v 
° = ­% +

 c

w +
 c

s )•
 А = 

и для принятого случая линейного упрочнения 

ф = 1 
Е [ 1 2 ( 1 + v) ļ 1 „,)]• 

Е - Е * 

X = 
!

t. — I." 

о 
при af < ат, 

0 ) 

(2) 

°i = V y f Ш ~ е, )s + Š К ­ т г ) 8 + 6 (4 + 4 + т»,) (3) 

Граничные условия для напряжении, условие жесткой связи между 
слоями и уравнения статического равновесия при указанном на фиг. 1 вы­
боре направлении координатных осей имеют вид: 



к а + ф (о* — о) = к' о' + ф' (<£ — а'), 

к о + ф (о-„ - <т) = *' я' + ф' (o^-V) , 

Ф"Ъ„ = ф'т' , 
(5) 

<т„ = 

1 + х 

1 + х 

(6) 

где 

х = 

Отсюда могут быть получены формулы, связывающие напряжения в слоях 
с усредненными напряжениями: 

где 

«* = 

аи = 

*ху = 

I 

I 

бд 

- А о х + Вои + С(А-В)ог 

В1—Л1 

В 1 х — А \ + С(А—В)я1 

В*—А* 

Р я, + / <т„ + g а г , 

­ + ­ т 

ф>
 т

*|>» 

в = 

/ = 

£ = 

Ф' <**' + У) 

Ф'(«*:+*') ' 
fc­А­'­ф + Ф' 

2 Л' + +' 

1 + х < 

1 + х 

х / 
1 + х ' 

Г ­ * g 

(7) 

(8) 

Рассматривая слоистую среду как однородную и анизотропную (см. 
подробнее работу |1|), можно записать связь между напряжениями и дефор­
мациями в упругой и пластической областях в виде 

е х = s„ ах + s n «т„ + 5,з а., у„ = s u т Х 1 , 

— s u °* + *iu а

и + *М <?z • Ууг =
 s

u *уг . 

= «и °х + S I S «ir + язз « Г ­ Ухи = 2 ( s n — « „ ) T W 

(9) 

Коэффициенты sik могут быть определены, исходя из формул (1), (4), (5), 
(7), (8) и соотношений 



е., = 

Yl/2 = 

1 + х 

В результате получаем: 

(Ю) 

$11 = 

»13 

Л ( Л + 2 ф ) ­ В ( А г ­ ф ) 
3(Л» ­ В » ) ' 

А ( * - * ) -­ В ( * + 2ф) 
з(Л» — В1) ' 

( • 4 > ­ # ) (Л ­ ф ) ­ С ( / 4 ­

3 ( Л * — В
8

) 

1 ( 2 С ( А ­ ф ) 

3 ( 1 + *) 1 /1 + в 

В) (2Лг—ф) 

S 4 4 = 

+ А­ + 2 ф + ч [ 

+ А­' + 2ф ' + 2£(А'­ф')]1, 

( Ф т х ф ' ) . 

_ 2 С ( * ' — ф ' ) 
Л + В 0 + / ) + 

(II) 

В отличие от случая упругой деформации п выражения для е, /, g и 8 ^ 
входят напряжения, поэтому в общем случае нельзя в явном виде выразить 
напряжения в слоях и соответствующие деформации через упругие и пласти­
ческие харатеристики материалов слоев. Из формул (11) видно также, 

Фиг. 3. 

что на разных стадиях пластической деформащпг анизотропия слоистого 
материала различна. 

Рассмотрим действие растягивающих (сжимающих) напряжений на 
образец с произвольной ориентацией слоев (фиг. 3). Будем считать число 



слоев достаточно большим для того, чтобы можно было пренебречь особен­
ностями в распределении напряжений в крайних неполных слоях. Напря­
жения в слоях определяются подстановкой усредненных напряжении. 

аг = р cos 2 ф, 

ах = р sin 2 9 , о­„ = xyz = т т а = О 

т Ж ! = р sin <р • cos 9 , 

в (формулы (7)­: 

fx = (1 + х)(1 + е)&\пг<р — х g(l + х е — x/)cos'<p 
р О + х ^ ­ х 1 ' / 1 

°у _ х (I ­f­ x)/sins<r — X g(l ­f­ X g — x/) cos*у 
"> (l + x*ļF—x«f 
( J O X T • 
— = — = cos2 <p — = — = sin 9 • cos 9 

P P r P P (12) 
т«* = V =

 T

« V = =
 0 

_«* _ (I + *)x \e(\ + x e)—%f*\ • s iH«y + x g (I + x g — x /) cos3 v 
p (I­f x 0 * ­ x ' / * 

V X 

Процесс деформировании образца удобно разделить на три падин: 
1) До достижения некоторого значения напряжения р , которое назовем 

11 |> i i,•:т.:м пределом текучести (су,), оба стоя деформируются упруго. 
2) Начиная с р = aTl н до р — аТг („вторичный предел текучести) более 

.мягкие", т. е. имеющие более низкий продел текучести, слои деформиру­
и к я пластически, более „жесткие"—упруго. 

3) При р > о­у, пластическое течение происходит во всех слоях. 
На первой стадии деформации ф = —^—• Ф' = g " i и т. к. н выра­

жения для <?, /, g не входят напряжения, то (формулы (12) дают непосредст­
венно напряжения в слоях. Напряженное состояние, при котором начинается 
пластическое течение в мягких слоях, определяется из условия пластичности 
tn= ах ­ Обратим пниманне на то обстоятельство, что из­за о б ъ е м н о е т и 
напряженного состояния с слоях, имеющего место несмотря на л и н е й­
н о с т ь усредненного по образцу напряженного состояния, первичный 
aTi и вторичный о­т, пределы текучести образца не совпадают с пределами 
гекучести материалов слоев о> и а ' т­ Взаимное стеснение деформации при­
водит к соотношениям: 

aTi < <тт 

На второй стадии деформирования задача определения напряжений 
в слоях усложняется, так как ах и о­„ входят в выражения (8). В этом случае 
можно поступать следующим образом: 

1) задаются зпачения • — (являющиеся мерой пластической деерорма­

111 и слоя); 

2 ) определяются значения -jŗ, -j- из уравнений ( 1 2 ) ; 



3) из уравнений (3) определяются значения р. Таким образом, получаем 
значения ах, аи, а'х а'и как функции на и ряжен и я нагрузки р. 

Течение в жестких слоях начинается при условии a'.=*vĻ. Значение 
а'{ определяется по о'х, а'у, р, вычисленным для второй стадии деформации. 
Па третьей стадии возможно лишь графическое определенно напряжений 
в слоях, что осуществляется достаточно просто при предельных ориентацнях 

9 = 0° и 9 = 90°. 
Деформации образца в зависимости от заданного усилия удобно опре­

делить с помощью соотношения 

где — деформация растяжения (сжатия), 
модуль пластичности для данной ориентации слоев (фиг. 2). 

Значение D ? определяется из соотношения 

щ­ = *8, = sn sin* 9 + «и cos 4 9 + (2 s , s ­j­ s 4 5) sin* 9 cos 2 9 , 

г до S t k находятся по формулам (II) . 
Построив направляющие кривые Х)ф при различных нагрузках, получаем 
характеристики анизотропии среды в отношении упруго­пластических 
деформаций на разных стадиях течения. 

2. Р а с п р е д е л е н и е н а п р я ж е н и й в с л о я х и в в е д е н и е 
п о п р а в к и н а и х к о н е ч и у ю ш и р и н у 

Экспериментальные данные и расчеты, относящиеся к течению пласти­
ческого материала между жесткими плитами, показывают, что напряженное 
состояние в пределах слон неоднородно­ Таким образом, принятое выше 
представление об однородности напряженного состояния может быть исполь­
зовано лишь как грубое приближение. В настоящем разделе па основании 
известных данных о распределении напряжений н пластичном слое, вво­
дится поправка к приведенным выше формулам, что позволяет более точно 
определять деформацию образцов по заданным усилиям. 

Обратимся, прежде всего, к задаче о сжатии идеально­пластичного слоя 
между жесткими плитами. Для случая бесконечной полосы задача решена 

Прандтлем [21. Различные методы, при­
мененные к рошешпо плоской задачи для 
СЛОИ конечной ширины [3, 4, 5] приво­
дит к близким результатам. Распределе­
ние касательных и нормальных напряже­
ний по поверхностям контакта слоя и 
плит определено экспериментально (см., 
например 151). Обычно принимается, п 
это оправдано для отношений ширины 
слоя к его высоте ­— > 5, что по высоте 
слоя нормальные напряжения не ме­
няются, а касательные напряжения ме­

Фие. 4. няются П О линей ному закону. Распреде­
ление напряжений но границе стоя по­

казано на фиг. 4 (кривая I). В случае жесткого скреп.тепнн слоя с плитах и 
скольжение по краям слоя отсутствует и распре деление контактных на 
пряжений несколько изменяется (кривая 2). Для не очень малых зНаче­



uiiii ~ можно принять еще более простое распределен не напряжений (при­

пая 3). Принимая последнее распределение, Меперхоф и Чаплин Ki) полу­

чили значение удельного давления осадки слоев, имеющих различную форму 
сечении в плане: 

р = „т1*2+т±У (16) 
Здесь то — коэффициент, зависящий от формы сечения слоя: для круюпого 

2 ! 
сечения радиуса а то = ­g , для квадратного то = для прямоугольного 

со сторонами а и Ь то = | l ^ - ļ -
Применим полученные соотношения к случаю слоистого материала, растя­

гиваемого или сжимаемого в направлении, нормальном к плоскости слоев. 
Если считать напряженное состояние однородным, то напряжения в слоях 
могут быть определены из соотношения 

/ i к'—Ф' — А-+ф — 
Ъ ­ <Ь = ­ о , ­ ­ <т„ ­ 2k. + v + 2T+* а-- <17> 

которое вытекает из формул (12). Согласно формуле'(17), в слое, находящемся 
между жесткими плитами, <зх = аи = о. и течение не возникает. Однако в 
действительности так обстоит дело только в случае бесконечно тонких или 
бесконечно широких слоев (формула (К>)), а при конечной ширине слоев 
возможно пластическое течение за счет надавливания материала. Это разли­
чно определяется действительной неоднородностью напряженного состоя­
ния в слоях. И случае сжатия пластичного слоя между плитами с конечной 
упругостью (а не идеально жесткими) распределение напряжения в слоях 
при развитой пластической деформации не должно отличаться от показанного 
на фиг. 4. Будет изменяться только нелтина касательных и нормальных 
поперечных (ах и аи) напряжений, вызванных стесненностью деформации. 
Поэтому естественно выбрать следующий путь введения поправок к фор­
мулам раздела 1. 

Согласно формуле (3) течение в мягком слое начинается при выполнении 
условия 

от = аг — ах 

С другой стороны, для течения между жесткими шипами 

* а 

Т + "' т 
Сравнивал последние формулы, получаем 

о 

я я 
аг = уа. (18) 

(вместо ах— аг). вх продета вл ни л' собой средние по слою напряжения, вызы­
вающие наблюдаемое увеличение жесткости системы. Обобщая на случай 
слоистой системы, приходим к выводу, что для учета неоднородности напря­
женного состояния надо вызванные стеснением деформации поперечные 
напряжения умножить на величину у. Так, для растяжения (сжатия) а 
направления нормали к слоям 

* _ ф' _ /с + ф 
А' ~ °У ~ г к- + Ф'+~2»нГ* Y ° z 



В общем же случае произвольной ориентации должны быть введены по­
правки в выражения для коэффициентов S{k. После преобразовании при­
ходим к следующим формулам: 

+ х К ­ Ле + Bf) (к' + 2 ф') ­ (Л/ ­ Ве) (к' ­ ф') у]), 

' » = з и » ­ (i + < ~
 Щ к +

 2 тг + А

< * ­ ») + 

+ х 1(#е ­ Л/) (А' + 2 ф') у ­ Ш * f 4 d Ш ­ Ф') 1} . (19) 

— х (А' — ф') [б (/ + у 0 ­ ­« (« + т № • 

­ * * _ 3 ( 1 + * ) ( 4 * Г + В + 

Приведенный здесь метод введения поправки, сходный с методом, при­
мененным для упругих деформаций в работе (1), является лишь прибли­
женным. Отметим в частности, что 

а) соотношение (18) справедливо при развитой пластической дефор­
мации; вследствие изменения распределения напряжений при переходе 
от упругой деформации к пластической [7] соотношение между средними 
по слою значениями ах и az изменяется (так, в упругой области для квад­

0,1 1±\' \ 
ратного сечения ах = Каг = , 7 I; 

б) соотношение (18) получено для идеально пластичного материала; 
при наличии упрочнения соотношение между о, и а: может быть различным 
на разных стадиях деформации; 

в) ие уч1гтывается глин пне упруго­пластических характеристик и тол­
щин жестких слоев. 

Введенная поправка наиболее существенна при нагружении материала 
в направлении нормальном к плоскости слоев, поэтому влияние геометрии 
слоев на деформашло и разрушение исследовалось лшш. для этого случая. 

II. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

В настоящем разделе рассматриваются процессы деформирования и 
разрушения, протекающие при растяжении и сжатии металлических образов 
(методика изготовлении и испытания образцов изложена в работе 111). Раз­
бирается поведение образцов при различной ориентации слоев, приведены 
некоторые характеристики диаграмм растяжения с сжатия; эти данные 
сопоставлены с результатами, полученными на основании анализа напряжен­
ного состояния материала (раздел I). 
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1. Р а с т я ж е н и е и с ж а т и е п н а п р а в л о и и и, 
п а р а л л е л ь н о м п л о с к о с т и с л о е в (<р = 90 е), ф и г. 5 

При этой ориентации слоев Пыли пропечены следующие испытании. 
1) Растяжение образцов, представляющих собой два или несколько, 

несвязанных слоев (шириной 3—10 мм, толщиной 0,5—2 мм) из одного 
или различных материалов. Слои деформиру­
ются независимо друг от друга, и диаграмма 
растяжения аддитивна по отношению к диаг­
раммам растяжения отдельных слоен. Разру­
шение каждого слоя происходит нрн тех же 
напряжениях я деформациях, что и в случае 
раздельного их испытания. Следует обратить 
нннмание на возможную неаддитивность ди­
аграммы растяжения и преждевременное раз­
рушение мягкого слоя из­за его кратковре­
менной первГрузИИ после разрыва жесткого 
слоя. Это эффект тем более существенен, чем 
меньше жесткость испытательной машины. 

2) Растяжение образцов, состоящих из двух 
соединенных Д р у г С другом тонким СЛОЯ припои 
слоев меди и железа или слоен отежженой н 
наклепанной меди имело своей целью выяснить 
наличие аддитивности <т„ и S. При хорошем 
качество соединении подобные образцы дефор­
мируются как целое; разрушение происходит 
с образованием единой щенки. Расслоение об­
разца в шейке происходит .тишь и момент Или 
непосредственно перед моментом разрыва. 1$ случае низкого качества 
соединения при достижении удлинении, характерного для жесткого слоя, 
наступает расслоение образца и жесткий стой разрывается. Тенденция 

к расслоению образца указывает на на­
личие поперечных напряжений в слоях 
ври н е о д н о р о д н о й деформации. 

На фиг. () показана диаграмма 
растяжения для случаев связанных и 
несвязанных слоев меди и железа оди­
накового сечения (кривая 1 соответст­
вует растяжению слоя Fe, кривая 2 — 
растяжении) слоя Си — 3 — растИже­
нпю нес папиных Си и Fe, 4 — растяже­
нию спаянных Си и Fe). 

В таблице 1 приведены средине зна­
чения временного сопротивления вв и 
ПОЛНОГО у д л и н е н и я , полученные при 
растяжении образцов Си Fe в Си Си. 
Одни из слоев меди в образцах Си Си 
наклёпывался предварительным растя­
жением в пределах равномерной де­
формации (до а = а в ) ; затем накле­
панный СДбй спаивался при температу­
ре, исключавшем! отжиг, со слоем отеж­Фиг. С. 
женой меди; полученный таким образом 
(№№ 2, 3 табл. 1) пли снова до а — ав, образец растят вален до разрыва 

после чего повторялась та же операция отпайки и припайки (№ 4). 



Т а б л и ц а 1 

М'Л» 
п. п. Название образцов 

адд­
(%) 

Fo 0 — C u 0 — Fe„ 
Си, 

l u + C u , 
С и , 

C u l H + С и а 

Си 

Си, 
С и , н + С и , 

6 
3 

39,7 
24,4 
24.6 
24,1 
24,3 
24,0 
23,8 
24,4 

35 
28 
28 
29 
32 
27 
16 
19 

39 

34 

40 

25 

— отожженая листовая медь шириной а = 8 мм, толщиной * = 1,0 мм, о в = 
кГ 

24,5­ 8 = 48% 

Си, 
Cuj 
Си 
с и ; 

Fe 

1 н 

мм 
— то же s = 0,5 мм 
— то же, з — 1,5 мм 
— наклепанный слой Си, 
— дважды наклепанный слой Си, 

кГ 
— стальной слой; а = 8 мм, s = 0,5 мм, о в = 56 ŗ 8 = 30%. 

Из таблитды следует, что ств образцов, как и в случае несвязанных слоев 
аддитивно относительно а в отдельных слоев: 

д в * + ° в » ' 

В то же время удлинение образцов неадднтнвно, причем 

8 < 5­ а д д . = bs + i't' 
s + »' 

Различие между S и 8 а д я . получится еще большим, чем приведенное в таб­

лице, если учесть изменения формы образца; уменьшение значения —, про­

исходящее при спайке приводит к увеличению удлинения. 
На некоторых слоистых образцах были проведены измерения величины 

равномерного удлинения; они показали, что снижение максимального 
удлинения образцов обусловлено уменьшением как равномерной, так и 
сосредоточенной дпрормации. 

Следует отметить, что неаддитивность диаграммы растяжения отмечалось 
и ранео. Так, Дит 181 приводит данные для плакированной стали; анало­
гичное положение имеет место при растяжении феррапа [91, однако в этом 
случае трудно исключить влияние на пластичность технологических фак­
торов. 

3) Растяжение образцов, состоящих из большого 10) числа слоев 
меди и олова или стали и олова. Эти образцы также деформируются как 
целое вплоть до момента разрушения, когда в шейке около места разрыва 
происходит расслоение. Вид образца в педеформированном состоянии и 
перед разрывом показан на фиг. 7 а, б. Сужение в шейке в плоскости слоев 
и в перпендикулярном направлении примерно одинаково. (Этого не полу­
чилось бы при независимой деформации слоев, когда сужение в плоскости 
слоев оказывается значительно меньшим.) 

В таблице 2 приведены средние данные по деформации и разрушению 



меди и о л о в а п р и м е р н о о д и н а к о в ы , а у д л и н е н и е о б р а з ц о в F e S u о п р е д е л я ­

ется в о с н о в н о м пластическими с в о й с т в а м и Fe. 

Т а б л и ц а 2 

Название 
образ­

цов 

Ч
и

с
л

о
 

о
б
р

а
з
ц

о
в

 

Число н характеристики слоев 

01 ы °
в ы 8 % 

Название 
образ­

цов 

Ч
и

с
л

о
 

о
б
р

а
з
ц

о
в

 

Число н характеристики слоев 
5 

2 э
к

с
п

. 

В
Ы

Ч
И

С
Л

. 

э
к

с
п

. 5 
S 
V 
а 
са 

i 
m 

CuSn 14 
5 Си s — 0 , 5 2 м м ; о„ = 24.5 jg*; 

8 = 4 8 % ; О т = 7 , 0 ^ 

5 Sn » = 0 ,47мм; о в = 2,5 

6 = 5 0 % ; с т = 2 

4,9 6,0 14,0 14,3 49 52 

Fe Sn 6 

кГ 

8 Fe i = 0 , 3 2 м м ; о в = 4 0 — , ­

8 = 8 % ; ^ т = 2 4 ^ 

8 Sn s = 0,31мм; г

в = 2,5~j~j 

8 = 5 0 % ; ^ 

13.3 14,7 21,3 22.0 29 II 

П р и п р о в е д е н и и опытов по сжатию мы интересовались, в о с н о в п о м , 
с т а д и е й р а з р у ш е н и я о б р а з ц о в . 



4) При сжатии нескольких несвязанных слоев между жесткими плитами 
разрушение происходит в результате потери продольной устойчивости, 
имеющей в зависимости от геометрии образца упругий или пластический 
характер. Диаграмма сжатия в этом случае, как п при растяжении несвя­
занных слоев, аддитивна. На фиг. (8) показана диаграмма сжатия для двух 
слоев Fe различной толщины (кривая 1); там же показаны диаграммы сжа­
тия при раздельном пагружсшш этих слоев (кривые 2 и 3). Процесс потерн 
устойчивости начинается при нагрузке, несколько полыней суммы крити­
ческих нагрузок для отдельных слоев. Если в дальнейшем ходе деформации 
возникает взаимное стеснение слоев, то нагрузка может возрасти почти до 
значения, соответствующего Ркр для одного^.слоя суммарной толщины. 

Фиг. 8 Фиг. 9 

5) Сжатие образцов, состоящих из связанных одинаковых или раз­
личных слоев. Иснытывались двух­трехслойпые образцы, состоящие из 
спаянных пластин Си и Fe, и многослойные образцы CuSn и FoSn разной 
геометрии. Но всех случаях, когда нагрузка была достаточна для разруше­
нии, носледнео имело вид продольного изгиба (фиг, (9)). Диаграмма сжатия 
для образца CuSu показана на фиг. (25). За исключением случая очень 
длинных образцов, Рщ, оказывается меньшей, чем рассчитанная в предпо­
ложении о деформации как целого образца с­, некоторыми усредненными 
упруго­пластнческимн свойствами, однако большей, чем Ркр, рассчитанная 
в предположении независимой деформации слоев. Наблюдение за ходом 
деформации приводит к заключению, что потери устойчивости происходит 
вскоре после ноя пленил сдвигов или третий в слое Sn. Их возникновение 
связано с наличием касательных напряжений из­за начального эксцентри­
ситета слоев, неоднородности напряженного состояния у торцов и несовер­
шенной центрировки образца. Указанные де(|хяпы обуславливают возмож­
ность потерн устойчивости путем независимой деформации слоев. Значения 
^нр> рассчитанные по значению предела текучести Sn <тх = 2 и измерен­

ному перед началом потерн устойчивости прогибу слоев, достаточно хорошо 
согласуются с экспериментальными значениями /'„р. 
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В таблице 3 прицелены значении Ркр для образцов, состоящих из двух 
слоен Fe, спаянных слоями Sn различной толщины (длина пластин — 29 мм, 
ширина — 13 мм), рассчитанные в предположении независимой деформации 
слоев (Р,), совместной деформации слоев (/'„) и согласно приведенным 
выше соображениям (Р3). 

Т а б л и ц а 3. 

Образец Характеристика 
образца 

Величина 
прогиба Р.'кГ) *»нсп. <*

Г

> 

Fe Sn Fe 

Fe Sn Fe 

s F , = 0,7, s s „ = 0,l 
s F t - 0 , 5 , s g n = 1,5 

0,1 ± 0,03 

0,07 ± 0,03 

300 + 60 

7 8 0 + 160 

280 900 

3400 

260 

680 

Исследуем не основании соотношении раздела 1 напряженное и дефор­
мированное состояние при испытаниях на растяжения образцов, состоя­
щих из связанных слоев. Если коэффициенты Пуассона слоев v ф v', то 
уже прн упругой деформации возникают поперечные напряжения av и а'^ 
сжимающие в мягких (меньшее Е) н растягивающие в жестких слоях. Если 
же v == v', то напряженное состояние слоев является линейный до дости­
жения предела текучести ат мягкого слоя. Для металлических образцов 
вполне можно ограничиться рассмотрением последнего случая. Если 

­ ф , то пластическая деформация слоев начинается неодновременно, 
"г Б 

I ипичная диаграмма растяжения может быть разбита на три части (фиг. 10) 

i 

Фиг. 10. 

При ах = ат деформация переходит во вторую стадию, когда ах ф а'х даже 
при равенстве модулей упругости, и возникают поперечные напряжения 
о*у и а'и =—ст„. Величина последних увеличивается при дальнейшей 
деформации вплоть до перехода жесткого слоя в пластическое состой пне. 
Материал мягкого слоя иа второй стадии деформации находится в предель­



пом состояний пластичности. Различно между вх и а'х оказывается мень­

шим, чем в случае нестесненной поперечпой деформации слоев. Жесткий 
слой переходит в пластическое состояние ранее, чем и случае нестесненной 
деформации (при выполнении соотношения oĻ = — oxau-\-aļ вместо 
<*'т= <*'х)­ Наличие поперечных напряжении приводит к повышению предела 
текучести образца в целом (<тт) и к неаддитивиости диаграммы растяже­

нии на второй стадии деформации. С переходом к третьей стадии дефор­

мации поперечные напряжении снова исчезают. 
При разгрузке образца должен иметь место эффект, аналогичный эффекту 

Паушингсра в поликристаллах: мягкий слой после снятия нагрузки оказы­
вается сжатым, жесткий­растянутым. Деформация сжатия может быть упру­
гой или пластической в зависимости от величины напряжений нагрузки. 

Приведем некоторые результаты расчетов, относящихся к образцам 
Си Sn. Предположим, что к Си и S H применимы полигональные диаграммы 
деформации (фиг. 2), причем 

X* = X*' = 70, ­ Е ' ­ 3 0 кГ 

все напряжения будем иыражать в единицах ат. В таблице 4 приведены 
значения напряжений в слоях Си и Sn и их деформации (в относитель­

ных единицах) в зависимости от значения растягивающего напряжения р . 
В последних трех столбцах таблицы даны значения напряжения и дефор­

маций для случая несвязанных слоев Си и Sn. Полученные значения напря­

жений справедливы до наступления течения слоя Си т. е. до а'{ = о'г Таким 
образом для отожженой меди (oĻ = 3) вторая стадия деформации отсутст­

вует. Если же а'т > 3, то возникают поперечные напряжения av, rs'v и жест­

кость системы возрастает (е > е ^ . 

Т а б л и ц а 4 

Р °х • °'хо 'о 

1.00 2.00 1,00 3,33 0 3,00 1.00 1.000 3,00 1,000 
1,025 2,32 1.007 3.63 0,030 3,65 0,202 1,025 3,645 1.213 
1,005 2,63 1,015 4,24 0,055 4,26 1.416 1,005 4,755 1,418 
1,001 3,37 1,04 5,7 0,094 5,75 1,907 1,01 5,730 1,910 
1.02 4,7 1,08 8,32 0,140 8.4 2,787 1,02 8,380 2.793 • 
1.03 6,0 1.2 10,88 0,170 11,0 3,644 1,03 10,97 3,657 

Увеличение деформации весьма незначительно и не может объяснить неко­
торого повышения предела токучести образцов по сравнению с аддитивным 
значением. 

Обратимся к стадии неравномерной деформации образца. Выше указы­
валось, что при растяжении слоистого материала снижается равномерная 
и полная деформация мягких слоев и удлинение оказывается меньшим 
аддитивного значения. Как известно, образование шейки при растяжении 
начинается, когда упрочнение материала становится недостаточным, чтобы 
компенсировать локальное уменьшение сечения, вызванное малыми неод­
нородности ми образца. Естественно принять, что если в случае раздельного 
растяжения слоев шейка образуется соответственно при выполнении усло­
вий = tga, ~ j - = tg а', то вследствие аддитивности диаграммы растя­



жения при равномерной деформации этот процесс в слоистом образце нач­

нется при выполнении условия = tg а " (фиг. 11). 
Если после достижения <т = а'в упрочнение жесткого слоя оказывается 

постоянным, (и!трпховая линия на фиг. 11), то равномерное удлинение 
спаянного образца должпо быть равно равномерному удлинению мягкого 
слоя. Наблюдающееся на опыте более раннее образование шейки будет 
происходить, если а) упрочнение жесткого слоя при а > ав снижается, б) 
полная деформация жесткого слоя меньше равномерной деформации мяг­
кого слоя. В последнем случае не представляется возможным заранее найти 
величину равномерной деформации слоистого образца, так как нельзя 
получить значения напряжений на неустойчивой стадии деформации после 

6 

Фиг. 11. 

достижения истинного напряжения разрушении. Возможно, напротив, что 
тщательное измерение величины равномерной деформации слоистых образ­
цов может дать сведении дли построения истинной диаграммы растяжения 
менее пластичной составляющей. 

Следует отметить, что усреднение удлинений, т. е. задержка образования 
шейки в жестком слое стесняющим действием мягкого слоя, происходит 
лишь в случае достаточной прочности соединения, ибо только в этом случае 
сильное упрочнение материала м я г к о г о с л о я компенсирует геомет­
рическое разупрочнение в с е г о сечения образца. В этом процессе взаи­
модействия слоев по границам раздела возникают касательные напряже­
ния. Эти напряжения снимаются, если соединение достаточно прочно и 
деформации переносятся на смежное сечение или вызвают расслоение об­
разца, приводящее в дальнейшем к независимому образованию шейки в 
жестком слое. 

После образования шейки сужение в слоях развивается одновременно. 
Величина сосредоточенного удлинения определяется ходом упрочнения 
материалов. Значительное снижение удлинения слоистых образцов объяс­
няется слабостью упрочнения прн о­ ><т в. Расслоение образца непосредствен­
но перед разрывом обусловлено наличием поперечных напряжений в шейке. 



Эти напряжения имеют место и в однородных образцах и не специфичны 
для слоистых материалов: (аналогичное расслоение в шейке составных 
образцов наблюдал Бриджмен (101). 

2. Р а с т я ж е н и е и с ж а т и е в н а п р а в л е н и и, 
н о р м а л ь н о м к п л о с к о с т и с л о е в (<р = 0°) 

При этой ориентации были проведены следующие испытания. 
1) Растяжение образцов Си Sn. Подобные образцы разрываются после 

весьма незначительного удлшюиня при нагрузках 3—5 кГ 
обычно по 

I 

L Z 

границам между слоями Си u Sn. Такое поведение объясняется несовер­
шенством технологии изготовления образцов: среди соединений 100—200 
„последовательно включенных" слоев обычно находится деффектное соеди­

нение, по которому и происходит разрушение, (если 
оставшуюся часть образца снова поместить в испытатель­
ную машину, то разрыв происходит при большей нагруз­
ке). Образцы подобной ориентации (а также описанные ни 
же образцы с малым углом наклона слоев к оси образца) 
очень чувствительны к изгибу, н их низкая прочность 
определяется помимо указанной причины действием рас­
слаивающих напряжений, возникающих при неточной цен­
трировке образца в зажимах. 

2) Дли исключении влияния случайных дефектов про­
чность материала при данной ориентации определялась пу­
тем растяжения одного слоя олова, заключенного между 
медными стержнями (фиг. 12). Достаточная толщина и 
жесткость слоев меди позволяет предположить, что пове­
дение слоя олова в однослойном и многослойном образ­
цах будет одинаковым. (При малой толщине жестких слоев 
возникающие в них при растяжении образца поперечные 
сжимающие напряжения могут привести к потере про­
дольной устойчивости ЭТИМИ слоями однако исследование 
этого вопроса нами не проводилось). 

Приведенные в таблице 5 значения подтверждают известную записи 
мость прочности стыковых соединений (пайка, склейка), от геометрии соеди­
нительного слоя: прочность соединений возрастает с увеличением —111]. 

• S 

Остановимся на двух, очевидно, наилучших объяснениях ЭТОЙ зависимости. 
Мейсснер и Болдауф 1121, основываясь 
на испытании различных соединении, 
приходят к заключению, что зависи­
мость прочности от геометрии соедине­
ния объясняется действием напряжений, 
возникающих при усадке материала (на­
пример, при остывании после пайки) 
или при его последующем нагружен и и 
(из­за различия в упругих свойствах 
слоя и соединяемых деталей). Разруше­
ние соединений согласно этим авторам 
происходит по границе слоя, начпнапсь 
на ее периметре. Бреде 1131 исследовал 
прочность соединения серебром и спла­
вами серебра стержней из различных 

•/ иг. 1'. 

Т а б л и ц а Ь. 

а кГ 
S Р< мм' 

0.3 2.5 
0,5 3,0 
0.8 3,8 
1.2 5.1 
2.6 6,5 
3 6.9 
7,5 7.4 
60 8.2 



сталей. Он объясняет указанную зависимость возрастающим стеснением 
пластической деформации прн увеличении значения — . Прочность соеди­

пения при этом стремится к хрупкой прочности материала. Разрушение 
в упомянутых опытах происходило по средней плоскости соединений. 
Подобный же вид хрупкого разрушения тонких слоен наблюдался в ра­
ботах [14, 15]. 

По нашему мнению причиной указанной зависимости могут быть оба 
фактора — внутренне напряжения, концентрнруюпитеся па периметре 
границ соединительного стоя, и стеснение пластической деформации. 

Рассмотрим образец, состоящий из двух цилиндрических частей (диа­
метр 2а, модуль упругости Е', предел текучести <т'т, коэффициент теплового 
расширения или коэффициент усадки при изменении влажности а'), соеди­
ненных слоем некоторого материала (толщина 2s, модуль упругости Е, пре­
дел текучести аг коэффициент теплового расширения или коэффициент 
усадки при изменении влажности а ) (фиг. 12). Средние по стою радиальные 
н тангенциальные напряжении, возникающие в результате усадки при по­
нижении температурь! или потере влаги посте осуществления соединения 
определяются по фэрмуле 

°> ­ °е ŗ— - • (20) 

где А Р — изменения температуры или влажности. При де<1юрмнровании 
соединений растягивающим напряжением р возникают напряжения 

рч Е' —Е 
°V = °в = 1 ' (21) 

Вводя снова поправку [3 на неполное стеснение поперечной деформации, 
получим 

°г = О в = Т ^ [ £ ( а ' - а ) Д 7 ' + / ' У - ^ : - ] - <22> 
По границам стоя действуют касательные напряжения, распределение 

которых обсуждалось выше (фиг. 4). Полное скалывающее усилие по грани­
цам между слоем и стержнями 

а 

Т = fxdx= ­ ^ [ £ ( a ' ­ « ) A 7 4 ^ v * l = * ] . (23) 
о 

Прн большом различии между а и а', касательные усилии могут выз­
вать разрушение но границе прн малых растягивающих нагрузках или 
далее в их отсутствии. Если разрушение вызвано действием касательных 
напряжении, то зависимость прочности соединения (рс) от геометрии слоя 
в согласии с экспериментом |12| должна имен, вид кривой показанной на 
фиг. 13. Разрушение начинается при некотором критическом значении 
напряжения T m o * , которое можно приближенно определить величиной 7' и 
площадью {ST), по которой действует основная часть усилия Т (фиг. 14). 
(Здесь мы будем использовать данные расчета касательных напряжений, 
основы которого изложены в работе [ 11). 

Рассмотрим следующие случаи (см. фиг. 13, 14): 
а) Малые значения ­~ (< 4 — 8). Увёднчени хне приводит к уменьшению 

Ре, так как уменьшается в> (из­за падения р), а, следовательно и Т. Умень­

шение а не уменьшает р с по той же причине* Таким образом, в этой области 

значений — в — Coiist. 
в

 с 



б) Средние значения ~ || 4 — 8 < ­J < Я)). Увеличение s приводит к 
уменыпешпо р е , так как ar ~ Const. (Р ~ 1), Г увеличивается, а ST увели­

чивается медленно ( т т о а с растет). Уменьшение а также приводит к умеиыне­

Consl. а ST уменьшается. нию ре так как Т 

5 10 2 0 

Фиг. 13. 

5 о 2оо S 

н) Большие значения ­j ļ-^ >5uj. Увеличение s не приводит к умень­

шению р е , так как увеличение 7' компенсируется увеличением sT; ( х ^ ~ 
~ Const). Умсныиснис а также не приводит к уменыпешпо р с , так как 7' ­~ 
~ Const и S y ~ ConSļ ( т т ш ~ Const). 

При растяжении соединения у периметра границы создастся также 
концентрация нормальных напряжений &г, причем как показывает расчет 
стг та* Унелнчивается с увеличением -2-, достигая значения — 4 — 5 р . 
Эта напряжения также могут вызывать разрушение по границе. 

Если материал пластичен и около границ не возникает хрупких прослоек 
(как это часто бывает при пайке), то напряжения по границам раздела могут 
не привести к разрушению соединения. Последующее изменение распреде-



левия напряжений в слоо приводит к тому, что наиболее опасной в отноше­
нии разрушении становится средняя плоскость соединения. Действительно, 
если толщина слоя велика, то его пластическое разрушение будет происхо­
дить около средней плоскости, где стеснение пластической деформации 
наименьшее (значения <тг минимальны, значения az — ат максимальны). 
Если же слой тонок, то разрушение имеет хрупкий характер и определяется 
значением а., которое, согласно Качанову 171 максимально в центресред­
iieii п.км кости. Кроме того, как следует из современных представлении о 
хрупком разрушении [16, 171 и экспериментальных данных [14|, сопротцв­
пенне хрупкому разрушению уменьшается с увеличением предшествую­
щей пластической деформации, последнее же максимально в средней плос­
кости С Л О Я . 

Характер разрушении определяется приближенными соотношениями 
<*г

 = а

хр\ *г — а

т — Я ц л , где ахр и аШ1 — соответствтенно прочность при 
хрупком и пластическом разрушении. Так как при малых — вг малы и 
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1 

4 0 

/ i 
6 0 

2 0 

/ ģ V А 

ы / ; —— 

г 
о Г 4 6 в io Р 

Фиг. 15. 

обычно ат < ахр, то в этой области значений ­ наблюдается пластическое 

разрушение, причем ПРОЧНОСТЬ слабо зависит от ~ . Начиная с некоторых 

значений при росте аг сначала начинает удовлетворятся первое из прн­

I еденных соотношений и разрушение становится хрупким. 
На фиг. 15 показан качественный характер зависимости а:тахот нагрузки 

при различных значениях " (по Качанову). Штрихованной прямой пока­

заны значения <тхр (наличия наклона прямой определяется приведенными 
выше соображениями о зависимости сопротивления хрупкому разрушению 
от степени пластической деформации). Видно, что прочность соединения 

увеличивается с увеличенном —.Точный вид зависимости определяется зна­

чемпимп ахр и —. При больших " зависимость прочности от " становится 
9 S S 

более слабой. Таким образом, зависимость прочности соединения ОТ гео­



мстрии слоя должна иметь тот же вид, что прн разрушении под дейст­
вием внутренних напряжений (фиг. 13). 

Механические свойства соединяемых деталей также оказывают влияние 
на прочность соединения. Малые значения Е' увеличивают свободу попереч­
ной деформации и уменьшают зпачение аг — о>, тем самым снижая проч­
ность как при пластическом, так и при хрупком разрушении. 

В том же направлении действует снижение а'т соединяемых деталей. 
Различие в упругих свойствах деталей и слоя помимо создания возмож­
ности разрушения по границам увеличивает жесткость напряженного 
состояния у средней плоскости соединения, что приводит к расширению 
области хрупкого разрушения за счет области пластичного разрушения. 

3) Сжатие образцов CuSn и FeSu. Снимались диаграммы для образцов 
разной ширины с различной толщиной слоев Sn. Одна из диаграмм при­
ведена на фиг. 25. Картина, наблюдающаяся при деформации, такова. В 
начале нагрузка быстро растет, изменения ни да образца не наблюдается; 
затем становится заметным выжимание слоен Sn и увеличение нагрузки 

Фиг. 16 

замедляется. Выжимание более значительно для малых значений — и в 
* 

случае образцов Fe Sn. Прн некоторой нагрузке начинается также ушире­
пне СЛОев GB ИЛИ Fe (п последнем случае это явление начинается много 
позже, после значительного выжимании слоен Sn); появляется бочкообраз­
ность образца в целом. Па фиг. 16 показан образец CuSn после сжатия. 
Прн больших давлениях часто происходит боковой сдвиг слоев, объясня­
ющийся нестрогой параллельностью торцевых граней образца. Часто проис­
ходит разрыв слоев по днагана.лн образца, сопровождающийся боковым 
соскальзыванием и „перемешиванием" системы слоев. При этом осадка 
образца определяется, в основном, сдвигом, а не уменьшением толщины 
отдельных слоев. Как и и случае однородных образцов, в результате трения 
о плиты пресса у торцов образуются жесткие конусы, которые, внедряясь 
в текущие прн больших нагрузках совместно слои материала, расчленяют 
последние. Распайка образцов CuSn после сильной деформации позволяет 
определить вид слоев. Отметим, что разрывы в слоях Си при больших дефор­
мациях и малых толщинах возникают и при однородном осаживании. Изме­
рение толщин слоев после деформации показывает также, что при больших 



значениях — уменьшение толщин слоев Си н Sn почти одинаковы; большая 

деформация слоев Си наблюдается при малых —. Различия в уменьшении 

толщин Fe и Sn больше и сохраняется до больших значений — . 
На фиг. 17 приведена зависимость сопротивления осаживанию образ­

цов CuSn и FeSu от значения . За меру сопротивления образцов выбрано 
щ 

напряжение, достигнутое прп деформации 10%. Предварительно были 
измерены напряжения при этой деформации однородных образцов Fe Си, 
н Sn 1з7, 22, и 3 -jjjļ-ļļļ- соответственно|. Прямая на фиг. 17 показывает 
зависимость, расчитанную по формуле (16), не учитывающей упругой и 
пластической деформации жестких слоев и упрочнения материалов. 

Фиг. 17. 

Рассмотрим изменение напряженного состояния в слоях, происходя­

щее по мере увеличения нагрузки. Примем, что £ велико, т. е. у ~ 1. Если 
выполнено соотношение 

(25) 
Е' 

V 

V 

о при упругой деформации слоев напряженное состояние линейно, напря­
жения вх = а'х = <т„ = a'v = 0. При az ­ ŌJ­ начинается пластическое тече­
ние мягкого слоя. На фиг. 18 показано изменение напряженного состоя­
ния по границе между слоями но мере развития пластической деформации 



согласно [71. При больших нагрузках распределение напряжений совпадает 
г изображенным на фиг. 4. Если соотношение (24) не выполняется, то попе­
речные напряжении в слоях возникают уже в упругой области. Распреде­
ление напряжений по границе для последовательных моментов деформации 
показано на фиг. 19. Течоние в мягком слое начинается от периметра и рас­
пространяется вглубь слоя. Конечное распределение напряжений то же, 
что в предыдущем случае. Течение в жестком слое начинается прн условии 
а'т = ах -Ь ах которое, прежде всего, начинает выполняться в центральной 
части слоя; отсюда точение распространяется к краям слоя. 

Неоднородность напряженного состоянии в слоях не позволяет точно 
указать внешнее напряжение, при котором начинается течение в случае 
слоев с разными упругими свойствами. Ограничимся самым грубым прибли­
жением, т. с. примем, как в разделе 1, что напряженное состояние в слоях 

Фиг. 18 Фиг. 19 

однородно, и на этом случае выясним зависимость поведения материала 
от свойств слоев. Положим s = s'. Как следует из формулы (17), течение в 
мягком слое начинается прн напряжении 

- (Е + £)(! - у) 
Е- + Е — 2 V £ , ( T T -

(25) 
Пластическая деформация мягкого слоя остается по порядку величины 
рапной упругой до наступления пластической деформации жесткого слоя, 
после чего деформации обоих слоев быстро растут. 

В случае отсутствия упрочнения и при ныполнсиин условия Е = Е' 
напряжение начала течения в жестком слое 



и поперечные напряжении после начала течения в жестком слое остаются 

постоянными. Если имеет место упрочнение и ЕфЕ' то а. > „ f r + _ f n 
вл 

и поперечные напряжения продолжают расти и после начала течения жест­
кого слоя. Деформации е г и е г мяпгого и жесткого слоев на третьей стадии 
течения отличаются только соответствующими упругими частями. 

Взаимное влияние слоев пропорционально толщинам; так, большие 
толщины жестких слоев приводят к более значительному повышению предела 
текучести мягких слоев. 

В таблице 6 приведены результаты расчета напряжений и деформаций 
слоев образца C U S D для scu = ss„; о­Т р = 3,5 <тЕ .. Видно, что течение огра­

ничивается слоем в интервале сжимающих напряжений от 1,27 «т до 
2,26 ат. 

Т а б л и ц а 6. 

= ­
3

* = ­ ° „ •'z ° г + е; 

1 
1.273 
1.51 
2 

0,214 
0.73 
0.505 
0.73 

0,376 
0,48 
0,60 
0.83 

0.870 
1.П 
1,54 
2,20 
2,65 

28 

1,246 
1,59 
2.14 
3 ,03 
3.66 

54 

0,333 
0.415 
0,51 
0.66R 

2,26 
3 

1,24 
1,61 

1,01 
26 

0.870 
1.П 
1,54 
2,20 
2,65 

28 

1,246 
1,59 
2.14 
3 ,03 
3.66 

54 
0,757 
1 

I 
19.6 
38,0 
88.2 
87,2 

158 

1,333 
20.2 
35.5 
69.0 
88 

159 

В последних 3 столбцах приведены значения деформации при отсуктсвии взаимного 
стеснения слоев. 

Учесть конечную ширину слоев в первом приближении можно введе­
нием коэффициента у (см. 1, 2). За счет уменьшения поперечных напряже­
ний расширяется вторая стадия деформации (течение одних слоев Sn); те­
чение слоев Си начинается при больших напряжениях. Средние поперечные 
деформации слоев при подобном расчете получаются различными, и таким 
образом может быть приближенно оценено выжимание мягких слоев. Дефор­
мации е. мягких слоев на второй стадии течения получаются значительно 
большими. 

Рассмотрим вопросы прочности Широких образцов при сжатии. Разру­
шение может происходить по плоскостям, перпендикулярным границам 
слоев как в жестких, так и в мягких слоях. В первом случае разрыв явля­

1 ч ŗJ~ Т» 1 ļ 
1 "~ ~ — 3 ; < 

Фиг. 20. 

ется прямым следствием действия растягивающих напряжений ах (фиг. 20а); 
он происходит при напряжениях несколько больших, чем при отсутствии 
сжимающих напряжений о. (как обычно к опытах на растяжение при нали­
чии нормального сжимающего напряжения). Во втором случае имеем дело 
с явлением, названным БрйджненоМ „перекус­ыванпем" 1101. Разрушение 
происходит при е. 5 t ах даже если напряжение о­, сжимающее (фиг­. 206). 



Укажем на зависимость характера разрушения от отношения толщин жест­
ких и мягких слоев — : 

* 
а) — ^ > 1 — Далеко идущая упругая деформация; разрушение в ре­

зультате „перекусывания" мягких слоев; 
б) < ^ 1 — Быстро наступает пластическая деформация; разруше­

ние жестких слоев. 
в) — ~ 1 — Разрушение жестких слоев, особенно если они хрупки. 

С последним случаем приходится встречаться при рассмотрении разру­
шения горных пород, структура которых представляет собой чередующиеся 
хрупкие и пластичные слои. Наблюдения показывают [18], что под давле­
нием вышележащего материала хрупкие слои распадаются на ряд блоков, 
размер которых по горизонтали находится в прямой зависимости от толщи­
ны слоя (фиг. 21). Указанное явление может быть объяснено следующим 

Фиг. 21. 

образом.. Разрыв в некотором месте слоя, происшедший по указанной 
выше причине, не снимает напряжений на других участках, если расстоя­
ние до соседнего разрыва много больше толщины слон. Однако, если следу­
ющий разрыв находится на расстоянии порядка толщины слоя, то напряже­
ния ах в блоках падают. Существенное падение напряжений происходит при 
а < 2 s; до этих размеров и будет происходить дробление слоя на блоки, так 
как снятие напряжений, уменьшающее жесткость системы, энергетически 
выгодно. 

Отметим существенное различие между поведением материала при 
растяжении и при сжатии. В то время как при растяжении толщины слоев 
увеличиваются и система геометрически разупрочняется, при сжатии про­
исходит уменьшение толщин слоев, и к физическому упрочнению образца 
присоединяется геометрическое упрочнение. 

3. Р а с т я ж е н и е и с ж а т и е в н а п р а в л е н и и п о д у г л о м 
<р к п л о с к о с т и с л о е в 

Испытания заключались в растяжении (1) и сжатии (2) образцов CuSn 
и FeSn при различных значениях угла <р. 

1) Деформация образцов развивается следующим образом. При неко­
торой нагрузке по излому штрихов, нанесенных на поверхности образца, 
становятся заметными относительные сдвиги слоев за счет скольжения в 
слоях Sn. Угол между плоскостью слоев и осью образца уменьшается. Часто 
скольжение локализуется в одном­двух слоях Sn. Упрочнение образца 
невелико (см. типичную диаграмму растяжения на фиг. 25). При больших 
Ф разрушение происходит после незначительной деформации по границам 



слоев Си и Sn как и в случае 9 = 0°. Переход от хрупкого разрушения по 
мягкому слою или по границе к разрушению путем скольжения происходит 
прн угле 9, значение которого определяется геометрией слоев и соотноше­
нием между хрупкой прочностью материала и его сопротивлением сколь­
жению. При малых 9 разрушение по слою Sn происходит после значитель­
ной пластической деформации, измерить которую затруднительно из­за ло­
кализации скольжения в немногих слоях. При 9 > 60° в некоторых случаях 
происходит разрыв слоя Си, заключенного между слоями Sn, в которых 
идет интенсивное скольжение. Характерный вид разрушения показан на 
фиг. 22. 

Фиг. 22. 

2) Десрормация образцов идет за счет сдвига и выжимания мягкого 
материала. Последнее явление существеннее при малых 9 и большой толщине 
слоев. Разрушение путем разрыва слоев наблюдается только при очень 
малых значениях 9. При средних значе­
ниях разрушения наступает путем боль­
ших сдвигов и „перемешивания" слоев. 
При больших 9 наблюдается явление, 
сходное с потерей продольной устойчи­
вости, однако, критические нагрузки в дан­
ном случае ниже и спад напряжения после 
начала процесса менее резкий чем в слу­
чае сжатия в направлении, параллельном 
плоскости слоев. Вид образца после зна­
чительной­деформации показан на фиг. 23. 
Отметим, что при средних значениях углов Фиг. 23. 
(9—'45°) нормальные напряжения мало 
сказываются на начале течения. Послед­
нее начинается в мягком слое почти при тех же напряжениях, что в 
сплошном образце из мягкого материала. Поведение слоев материала при 
подобных ориентациях наиболее независимо и свойства материала опре­
деляются в основном свойствами мягких слоев. 

Т а б л и ц а 7. 

9 Р ° v = 0

i °z хху °'х 

0 1.27 0.27 0,27 1.27 0 —0.27 1.55 
3.02 1.60 1.60 3.02 0 —1.60 4.62 
4.70 3.64 3.64 4.70 0 —3.64 8.34 
6.42 5.33 5.33 0.42 0 —5.33 11.75 
7.95 6.80 6.80 7.95 0 —6.80 14.75 



Продолжение таблицы 7 

Р °х °y = °V °x 

15° 1.20 0.28 0.24 1.12 0.075 —0.12 1.39 
1.92 1.20 1.18 1.79 0.12 —0.95 2.95 
2.19 1.59 1.58 2.04 0.137 — 1.5 3.73 
2.34 1.81 1.80 2.18 0.147 —2.0 4.31 
2.44 1.96 1.96 2.27 0.153 —2.8 4.80 

30° 
1.08 0.31 0.17 0.81 0.202 0.23 • 1.15 
1.32 0.71 0.66 0.99 0.246 —0.07 1.75 
1.38 0.84 0.81 1.03 0.258 — 0 . 2.0 
1.43 0.92 0.89 1.07 0.267 —0.24 2.3 
1.46 0.97 0.95 1.10 0.273 —0.30 2.8 

45° 
1.07 0.38 0.11 0.53 0.27 0.69 1.08 
1.17 0.49 0.40 0.58 0.29 0.70 1.19 
1.21 0.54 0.48 0.6 0.30 0.73 1.24 
1.24 0.56 0.52 0.62 .0.31 0.74 1.28 
1.27 0.59 0.55 0.63 0.32 Ō.75 1.32 

60° 
1.22 0.52 0.06 .6m • 0.23 1.9 1.48 
1.36 0.41 0.25 0 3 4 0.255 1.62 1.87 
1.41 0.70 0.29 0.35 0.268 1.72 2.00 
1.44 0.39 0.32 0.36 0.27 1.76 2.05 
1.47 0.39 0.33 0.37 1.175 1.7 2.07 

75° 
1.61 0.77 0.02 0.11 0.094 2.22 2.26 
2.25 0.49 0.16 0.15 0.14 3.70 3.76 
2.38 0.38 0.17 0.16 0.148 4.02 4.15 
2.47 0.33 0.175 0.165 0.155 4.34 4.85 
2.52 0.31 0.18 0.17 0.157 4.45 5.52 

li таблице 7 приведены данные расчета напряжений в слоях при разных 
9 по формулам раздела 1. Отметим, что прн средних значениях 9 течение 
в жестких слоях не начинается даже прн больших нагрузках. 

4. А н и з о т р о п и я м е х а н и ч е с к и х с в о й с т в 

Суммируем кратко вытекающие из экспериментов и приближенного 
расчета зависимости механических свойств от ориентации слоев. На фиг. 24 

эта зависимость приведена для случая растяжения образцов CuSn ļx ^ 1, 

•— = 12j. (Заметим, что при малых углах 9 значения прочности будут 

и ними при других значениях -^-1. Характер разрушения меняегся от 
хрупкого разрушения прн малых 9 к разрушению сдвигом при средних 9 
и разрушению путем образования шейки при больших 9. 

На фиг. 25 приведены диаграммы сжатия образцов Fe Sn ļv. ~ 1, 

-j- = 30J при различных орнентациях слоев. И здесь наименьшей жест­

костью обладают образцы при 9 = 45°. 
Па фиг. 26 показана зависимость модуля пластичности от ориентации. 

Нидно, что жесткость системы минимальна при средних значениях углов, 
причем степень анизотропии, как уже указывалось в разделе 1, увеличи­
вается по мере развития пластической деформации. 

: : , 
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SLĀŅAINU METĀLISKU MATERIĀLU PLASTISKA 
DEFORMĀCIJA UN SAGRAUŠANA 

V. M. Goldfarbs un А. V. Stepanovs 

(Kopsavilkums) 

Iegūti rezultāti, kas atļauj noteikt spriegumus slāņainā materiālā un 
materiālu deformācijas ārējās slodzes iespaidā. Iegūtie rezultāti pielietoti no 
Cu, Sn un Fe sastāvošu slāņainu materiālu spriegumu un deformāciju aprēķi­
nāšanai elastīgās un plastiskās deformācijas apgabalā. Darbā pievesti ekspe­
rimentāli dati par slāņaino materiālu plastiskumu un izturību pie da­
žādām slāņu orientacijām. Aprakstīts šo materiālu deformācijas un sagrauša­
nas process. Apskatīti daži blakus jautājumi, piemēram, plastisko materiālu 
īstās deformācijas diagramu iegūšana, savienojumu vietu izturība utt. 



Р. STUČKAS LATVIJAS VALSTS UNIVERSITĀTE 
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S V I N A I E T E K M E U Z R E N T G E N I Z E T A K Ā L I J A H L O R Ī D A 
A B S O R B C I J A S S P E K T R U 
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I. IEVADS 

Pusvadītāju fizikā ir ļoti svarīgi kristāliskā režģa svešvielu mikrodefekti. 
Ar to palīdzību var veidot un mainīt elektriskās vadāmības raksturu (n vai p) 
un lielumu. Tomēr to mērķtiecīga iebūvē kristāla režģī vēl ir smaga problēma 
un lajā vēl daudz ir empirikas. Tas tālab, ka līdz ar šādu svešvielu iebūvi režģī, 
tur rodas dažādi mikrodefekti. Tie var būt stipri dažādi dažādos apstākļos 
un, protams, arī dažādi var iespaidot kristāla īpašības. No sacītā redzams, 
ka svešvielu iebūvēs mechanisma un mikrodefektu veidu un maiņas pētnie­
cībai ir liela nozīme tagadnē tik populārai pusvadītāju problēmai. 

Vairākos gadījumos ir attaisnojies paņēmiens pusvadītāju īpašības no­
skaidrot vispirms pie vienkāršākiem — sārmu metālu halogenidu kristāliem. 
Tie palīdz veidot pusvadītāju teoriju. Savukārt mikropasaules pētniecībā 
|oti noderīgas ir optiskās metodes. 

Šajā darbā ir pētīti kālija hlorida kristāla mikrodefekti un to maiņa, 
iebūvējot šī kristāla režģī svinu un pēc tam iedarbojoties uz šādu režģi ar kādu 
aleutu (rentgenstari, redzamie un ultravioletie stari, temperatūra), kas režģī 
var izsaukt pārkārtojumus. Par režģa mikrodefektiem un to maiņām var 
spriest pēc absorbcijas spektriem. 

II. PĀRSKATS 

Par rentgenstaiii iespaidu uz absorbcijas spektru kālija hlorida kristālā 
ar svina piemaisījumu |KCl(Pb)l jau ir izdarīti pētījumi II]. 

A. Arsenjeva parādījusi, ka, KCl(Pb) kristālu rentgenizējol, absorbcijas 
spektrā rodas šādas pārmaiņas: 

1) Svinam raksturīgā absorbcijas garāko viļņu josla (/max — 273 тор.) 
samazinās, bet īsāko viļņa josla (Xmax = 196 тор.) sašķeļas un pārbīdās uz 
īsāko viļņu garumu pusi. 

2) Visā ultravioletā (UV) spektra daļā pieaug absorbcijas koeficients, 
dodot plašu izplūdušu absorbcijas spektra joslu. 

3) Rentgcnizējot iegūtā palielinātā UV absorbcija ir nestabila un, sasildot 
līdz 300°C, pilnīgi izzūd, pie kam absorbcijas spektrs pieņem iepriekšējo— 
pirms rentgenizēšanas — veidu. Rentgenizējol iegūtā UV absorbcijas spektrā 
Arsenjeva atzīmē vienu maksimu (230 mp), bet viņas grafikās var saskatīt 
vairākus. 

Savukārt konstatēts 121, ka kālija tvaikos adilivi krāsotam KCl(Pb) ir 
grūtāk panākams vēl substraktivs krāsojums (rentgcnizējot) nekā aditivi 
nokrāsotam KCl(Pb) kristālam. Tas nozīmē, ka tie mikrodefekti, kas radu­
šies KCl(Pb) kristālā pie aditivās krāsošanas, traucē tālāko substraktivās 
krāsošanas mikrodefektu veidošanos. 

Ka rentgenstari var režģi ievērojami iespaidot, to ionizējot, radot elektronu 
un caurumu pārkārtojumus, režģa mezglu vakances, pat blīvuma maiņu, tas 
pierādījies vairākos darbos [3, 41. 



Savukārt pastāv uzskati (skat. 121), ka Pb ieiet KCI kristāla režģa mezglos 
kā Pb + + ions vai arī izveido lielākus vai mazākus kompleksus. Lai saglabātos 
kristāla elektriskā neitralitāte, sagaidāms, ka P b + + i e b ū v e izveidos režģī paš-
vielas pozitīvā iona К + vakances f+j. Ja režģī ir šādas kationa vakances ļ+ļ, 
tad liekas vieglāk kā tīrā KCI kristālā var veidoties tā saucamie V centri [51, 
no kuriem vienkāršākie pēc F. Zeica domām [(5j ir 1. tabulā parādītie veidojumi. 

I. t a b u l a — Т а б л и ц а № I. 

Centru 
apzīmējums 

Обозначение 
центров 

Modelis 
Модель 

Paskaidrojums 
Пояснения 

v , 

Kationa vakance [ + | ar tas tuvuma lokalizētu caurumu Q . 
Вакансия катиона 1+1 с расположенной вбтизи дыр­

кой О­

Divas blakus esošas kationa vakances ar to tuvumā lokali­
zētiem diviem caurumiem. 
Две соседние вакансии катиона с двумя вблизи распо­
ложенными дырками 
Divas blakus esošas kationa vakances ar to tuvumā lokali­
zētu vienu caurumu. 
Две соседние вакансии катиона с расположенной вблизи 
одной дыркой 
Blakus esošas divas kationa un viena aniona vakance ar 
to tuvumā lokalizētu caurumu. 
Две соседние вакансии катиона и одна вакансия аниона 
с расположенной вблизи дыркой 

Jāatzīmē, ka Zeica ieteiktie modeļi V centriem nav vienīgie, tomēr arī 
citu 171 ieteiktie modēji lielāko tiesu ir režģa mezglu vakanču un caurumu kom-
binējumi. Kuri no modeļiem pareizāki — vēl neskaidrs. 

Režģa mikrodefekti var viens otru iespaidot savstarpējās transformācijās 
[4, 6, 8, 91 Tādā kārtā var viens mikrodefckls stabilizēt otru mikrodefektu. 
Tā, piemēram, U centri stabilizē subslraktivi veidotos F centrus |4 | . 

I + I O 

O ļ ± J 

l+l 

± I O 
- 1 + 1 

I I I . METODES 

Kristāli audzēti pēc nedaudz pārveidotā Kiropulosa paņēmiena no kau­
sējuma. Svina daudzums kristālā ņemts samērā liels (aļ) 0,1 mol%). 

Iedarbojoties uz KCl(Pb) kristālu ar rentgenstariem, UV un redzamās 
gaismas stariem, vai arī paaugstinot temperatūru, sagaidāma esošo defektu 
pārkārtošanās un jaunu veidošanās. 

Lietotā rentgenlampa ir РДВ lipa ar volframa antikatodu. Tā darbināta 
ar apm. bO kV spriegumu un 4—5 mA strāvas stiprumu. Kristais apstarots 
8—20 cm altālumā no antikatoda. 

Kristāla termiskai apstrādei izmantotas elektriskās krāsnis, kuru tempera­
tūra noteikta ar lermoelemcntiem. 

Absorbcijas spektra un tā maiņas noteikšanai izmantots spektra fotometrs 
С.Ф­4. Kristāla optiskai balināšanai ar monohromalisku gaismu arī izmantots 
šī fotometra monochromators. Bez tam balināšana izdarīta arī ar kvēlspuldzes 
pilnu gaismu. 

Kristālu termiskai izbalināšanai lietola elektriskā krāsns*) kopā ar spektra 

* Vienu no tām izveidojis aspirants K. Svarcs saviem pētījumiem. Par tās aizdevumu 
manam darbam izsaku K. Svarcam pateicību. 



fotometru С.Ф-4. ,\r elektrisko krāsni vienmērīgi ceļ kristāla temperatūru 
ar ātrumu apm. 0.ГС — 0,1Г>°С sekundē, un ar spektra fotometru lajā pašā 
laikā nosaka optisko blīvumu D ņemtajam viļņu garumam. 

IV. MĒRĪJUMI UN TO ANALIZĒ 
Rentgcnizējot KUl(Pb), liek tonizēts kristāla režģis — atbrīvojas elektroni 

un caurumi, kuri kustībā pa iona režģi lokalizējas elektrona un caurumu ķeiaj-
cenlros vai arī savstarpēji rekombinējas. Šādā elektronu caurumu lokalizā­
cijā izveidojas režģa defekti: elektronu centri un caurumu centri. Tie var sevi 
uzrādīt absorbcijas spektrā kā absorbcijas joslas. 

Tīram, nerenlgenizēlam K<!1 kristālam nav saskatāmas absorbcijas joslas 
(maksimi) plaša viļņu garumu diapazonā no 180 līdz 21000 тр.. Nerenlgeni­
zēlam KCI(Pb) kristālam ir Pb īpatnējas absorbcijas ar maksimiem pie 
Amax = 273 mp. UI l A m a x = 196 mp 

Rentgcnizējot rodas jaunas absorb­
cijas joslas. 

1. attēlā redzamas lādas absorb­
cijas joslas: 

1) Pie Xm ax
 = 555 mp. ir F centra 

absorbcijas josla, kas redzama gan 
tīram KC1 (I līkne), gan KCI(Pb) 
kristālam (II līkne). 

2) Pie Xmax = 230 mp. ir V. centru 
absorbcijas josla — arī redzama uz 
I un II līknes; tomēr redzams, ka 11 
līknē šo joslu pārklāj vēl cita spēcīgāka 
absorbcijas josla uz īsāko viļņu garu­
mu pusi. 

3) II līknei ir vēl šaura absorbcijas 
josla ar A m a x = 254 mp. un plals, ne­
simetrisks absorbcijas rajons no svina 
īpatnējās absorbcijas joslas ().max = 
= 273 mu.) pakājes uz garāko viļņu-
garumu pusi. 

Jāatzīmē, ka Pb joslā (27.'.) mērīju­
mi nav izdarīti augstā optiskā blīvuma 
D dēļ. 

Rentgenizešanas dēļ KCI(Pb) kristāla 
radusies absorbcijas spektra maiņa t. i. 
optisko blīvumu starpība AD pēc rent­
genizešanas un pirms rentgenizešanas 
parādīta 2. attēlā, 

Tur gan dots optiskā blīvuma pie­
augums tikai UV daļā. Redzami mak­
simi pie 254 mp. un 230 mp, tāpat arī 
,,šķietami" maksimi, kas atzīmēti ar 
(220) un (284). Pie pēdējiem atgriezīsi­
mies vēlāk. Tāpat redzams tas, ka svina 
īpatnējā absorbcijas josla (273 mp.) op­
tiskais blīvums nav pieaudzis, bet mazi­
nājies (1]. Spektra redzamā daļā (kas 2. zīm. nav parādīta) ir monotons op­
tiskā blīvuma D pieaugums līdz F joslas maksimumam (555 mu.) un tam se­
kojošs kritums, ja F josla nav pēc rentgenizešanas optiski izbalināta; ja F 
josla pēc rentgenizešanas ir optiski izbalināta, tad redzamā spektra daļā ir 

1. atlēts. RcnlgciuzeLa К Cl un rcnlize-
nizctn KCI(I'b) absorbcijas spektri, 
i z ordlnatas atlikto ouliskiib blīvums 
1), bet uz nhscisns—viļņu parumi Xniļi 
Mērījumi izdarīti p i e + 20°C. I — KCI, 
11— KC1 (Pb) Zem abseisas apzīmētas 
vielas spektra, kurām atbilst nosaukto 
absorbcijas joslu maksimi. Pb absorb­
cijas josla (273 nav izdarīti mērī-

junr, jo D > 2,5. 
Рис. I. Спектры поглощения рентгенн­
зованного KCI и рентгоннзованного 
KCI (Pb). По ординате отложена оп­
тическая плотность D, а по оси абсцисс 
— длина волны * Измерения 
пр,изведены прн -\-2&С. I — КО; 
II — KCI (Pb). Под абсциссой отме­
чены места спектра, которым соответ­
ствуют максимумы названных полос 
поглощения. В полосе поглощения Pb 
(273 шц) измерения не производились, 

так как D>2,5 . 



neliels vispārējs absorbcijas pieaugums, kas dažos gadījumos uzrāda maksimu 
pie apm. 530 тр.. 

Ņemot vērā iepriekš sacīto par Pb + + iebūvi KCI kristālā, režģī jābūt K + 

vakancēm. Pēdējās var lokalizēties caurumi un izveidot V centrus. V centru 
eksistences nepieciešamību norāda arī F centru esamība pēc rentgenizēšanas: 
tā kā F centri ir elektronu centri, tad jābūt arī caurumu centriem — V centriem. 
Tīrā KCI kristālā pēc rentgenizēšanas ir V 2 josla pie 230 тр. (1. att. I līkne). 
Arī KCl(Pb) kristālam ir absorbcijas pieaugums 230 mp. rajonā (1. att. II 

2. t a b u l a 
V joslas (mērītas pie 90 К K C I kristālā 

Nosaukums v. v. v. v 4 v, v. v, 

Хтах ni|i < 200 212 230 254 300 334 356 

līkne un 2. att.), tomēr absorbcijas pieaugums ir ari vēl citos rajonos: uz īsāko 
vi|ņu garumu pusi no 230 тр., uz garāko viļņu garumu pusi no Pb joslas pakā­

jes (no 284 ту.) un pie X = 254 т ц . Varētu 
domāt, ka to dod V centri, jo tīram KCI 
kristālam ir atrastas 141 šādas V joslas (2. 
Labai а): 

V joslu atrašanās vietas atzīmētas arī 1. 
un 2. attēlos. Redzams, ka rentgenizētam 
KCI (Pb) kristālam ir absorbcijas joslas tieši 
tajās vietās, kur tīram rentgenizētam KCI 
kristālam ir V joslas. 

Tomēr ir zināms 15, 101, ka tīrā KCI 
kristālā V joslas, izņemot V 2 un V 3 , nav 
stabilas pie istabas temperatūras un eksistē 
tikai zemās temperatūrās. Tas labi redzams 
1. att. I līknē: tur ir tikai Va josla (V 3 josla 
vēl nav izveidojusies) un protams ari F josla. 
Turpretim 1. a t t . II līkne rāda istabas tem­
peratūrā stabilas absorbcijas joslas KCI(Pb) 
kristālā pie viļņu garumiem, kas atbilst Vj, 
V 2 , V 3 > V 4 , V, un V, joslām. Spilgti atse­
višķi izceļas V 4 josla, bet kopā saplūstošas 
ir V a ar V 3 joslu un tāpat V e, V 7 un jos­
las (sk. arī 2. at t . ) . Pieminēto joslu stabili­
tā te ir pat tik liela, ka kristālu turot istabas 
temperatūrā vaļēju (gaismā!), 2,5 mēnešos 
joslas samazinās tikai par 10—20%. Jāat­
zīmē, ka josla KCI (Pb) kristālā ļoti ātri 
optiski izbāl. 

Savukārt ir zināms fakts, ka kristāla 
režģa vieni mikrodefekti var stabilizēt citus 
mikrodefektus 141: iebūvējot režģī kā pie­
maisījumu H - ionus tiek stabilizēta subslrak­

tivi veidota F josla. Jautājums — vai, iebūvējot KCI režģī kā piemaisījumu 
Pb + + ionu, netiek stabilizētas subslraktivi veidotās V joslas, padarot tās iz­
turīgas līdz istabas temperatūrai? Uz šo jautājumu ļir jāatbild apstiprinoši, 
jo citādi ir grūti izskaidrot augšminētos kā ari tālāk miuētos eksperimen­
tālos faktus. 

2. attēls. KCI (Pb) rentgenizacijā 
iegula optiskā blīvuma pieaugums 
— £, D. Virs abedsis atzīmētas vie­
tas spektrā, kurām atbilst nosaukto 

absorbcijas joslu niaksimi. 
Рис. 2. Увеличение оптической 
плотности Д1>. полученное при 
рентгенизации KCI (Pb). Над абс­
циссой отмечены места спектра, 
которым соответствуют максимумы 
упомянутых полос поглощения 



Lai dabūtu labāku ieskatu par to, ka rentgenizētā KCl(Pb) kristālā ir 
Vj 7 centri un tie ir termiski izturīgi pat istabas temperatūrā, tālāk ir vienko­
pus uzskaitīti jau iepriekš minētie un vēl neminētie fakti ar paskaidrojumiem, 
kas to apliecina: 

1. Iebūvējot P b + + ionu KCI režģī, tam līdzi ir jāiebūvējas ari K + vakan­
cei. Tas dod iespēju vieglāk parādīties tādiem centriem, kam svarīgas ir K + 

vakances. Tādi ir V centri. 
2. Uzņemot rentgenizētā KCl(Pb) absorbcijas spektru, parādās gan šauras 

gan plašākas absorbcijas vietas tur, kur tīram KCI kristālam ir V joslas. 
3. Absorbcijas joslas KCl(Pb) kristālam no 220 mp. līdz 260 mp ieskaitot 

254 mu, maksimumu, un tāpat no 290 mu. līdz 450 mu. optiski ir ļoti stabilas. 
Tas gandrīz nemaz neizbalo dienas gaismā stāvot 2,5 mēnešus, kamēr F josla 
ļoti ātri izbalo. Ari speciāli balinot ar monobromatisku gaismu, augšminē­
tos spektralos rajonos nav konstatējama izbalēšana. Spēcīgi rentgenizētā 
kristāla gadījumā izbalinot ar X = 555 mu. gaismu F joslu, novērojama neliela 
absorbcijas mazināšanās ari 220—260 mp rajonā, kā ari 300 mu. rajonā. 
No tā izdarāms secinājums, ka KCl(Pb) kristālam ir optiski stabilas V joslas, 
bet tās izbalo pateicoties elektroniem, ko optiski var atbrīvot no F centriem. 
Acīm redzot elektronu un caurumu rekombinācija!. 

Ar kvēlspuldzes pilnu gaismu izdarot rentgenizētā KCl(Pb) balinājunui 
dažreiz novērojams neliels absorbcijas pieaugums 254 mp. un 220 mp rajonā. 
Domājams, ka kvēlspuldzes garviļņu radiācija atbrīvo no kādiem centriem 
caurumus, kas lokalizējoties V iedīgļos pastiprina V centrus un to absorbciju. 
Līdzīga parādība novērojama arī kristālu 
sildot — par to vēlāk. 

4. Rentgenizētam KCl(Pb) kristālam 
savukārt F josla optiski izbāl ļoti strauji — 
daudz ātrāk kā rentgenizētam tīram KCI 
kristālam. Tīram KCI kristālam līdz ar 
substraktivi veidoto F joslu izbāl arī V josla. 
Vienkārši var teikt: rentgenizējol atbrīvotie 
caurumi un elektroni lokalizējoties rada vie­
nādos daudzumos gan V, gan F centrus, bet 
no F centriem atbrīvojot elektronus tie re-
kombinējas ar caurumiem un vienlaicīgi iz­
bāl gan F gan V centri. Šādu domu izteicis 
H. Piks 1951. g. 1111. Priekš rentgenizētā 
KCl(Pb) kristāla šī atziņa nav derīga, jo F 
centriem optiski izbālot V joslas saglabājas 
un ir visai stabilas. Acīm redzot no F cent -
riem atbrīvotos elektronus uzķer vēl citi 
centri, kas novērš elektronu un caurumu 
rekombināciju un V joslu izbalošanu. Režģa 
defekti (elektronu centri), kas radušies kādās 
noteiktās vietās uzķerot no Fcentriem optiski 
atbrīvotos elektronus ir optiski stabili, jo 
dienas gaismā tie neatbrīvo savus elektronus, 
kā minēts, pat 2,5 mēnešos. Šo defektu ab­
sorbcijas joslas nav sevišķi izteiktas, jo izbali­
not F centrus nav manāma kādas izteiktas 
absorbcijas joslas veidošanās. Vienīgi atzī 
mējama neliela absorbcijas josla ar Атах = 
530 mp., kas novērota dažiem kristāliem pēc 
F joslas optiskas izbalināšanas. Katrā ziņā 
pēc F joslas optiskas izbalināšanas KCI (Pb) 

3. attēls. KCI (Pb) kristāla foto­
grāfija. Daļa no kristāla rentge­
nizētā un pēc tam optiski izba­
lināta (A), bet daļa (B) nerent-
genizēta. Rentgenizētā daļā re­
dzama gaismas absorbcija, kas ir 
optiski stabila: pēc rentgenizeša­
nas kristais atradies brīvi (gaismā) 
istabas temperatūrā 5 mēnešus. 
Рис. 3. Фотография кристалла 
KCI (Pb). Часть кристалла peirr­
гонизована и затем обесцвечена 
(А); другая часть (В) нерентге­
низована. В реитгенизованной 
части видно поглощение света, 
которое оптически устойчиво: 
после рентгенизации кристалл 
находился на свету при комнат­
ной температуре 5 месяцев. 



kristālā vēl saglabājās tumšāks krāsojums, ko iespējams pat nofotografēt 
(3. attēls); arī absorbcijas koeficients (opt. blīvums D) tādam izbalinātam 
kristālam ir palielināts plaša viļņu garumu rajona. 

Te jāatzīmē arī tas, ka KCI (Pb) kristāla ievadot no ārpuses elektronus — 
izdarot aditivu krāsojumu, dabū monotoni pret īsiem viļņu garumiem pie­
augošu absorbcijas palielināšanos |2| . 

No sacītā ir jāsecina, ka KCI(Pb) kristālā ir kāds spēcīgs elektronu ķērājs. 
Domājams tas ir Pb + + . Tam par labu runā analoģija ar sārmu zemju me­
tālu divvērtīgo ioiiu(Ca + + S r + + , Ba + + ) iebūvi alkaļu halogenidu kristāli, 
režģī [6,9]. Šāds divvērtīgais ions piesaistot elektronu pārvēršas par Z t centru, 
kas ir optiski stabils, bet termiski nestabils. Pie temperatūrām virs 110°C Z, 
sabrūk un izveidojas Z 2, kas savukārt optiski vai termiski (t° > 200 е) dod 
Z 3 centrus. /,,, Z, un Z 3 centru absorbcijas joslas (visumā neizteiktas) ir ap 
F joslu. 

Uz šīs analoģijas pamata varētu sagaidīt, ka arī Pb + + ions var līdzīgi iz­
turēties. Šķiet, ka P b + + var ieiet KCI režģī ne izkaisīti atsevišķi, bet divu 
vai vairāku Pb + + agregātos pa blakus esošiem režģa mezgliem. Pie tiem 
var savukārt piesaistīties kationa un aniona vakances, izveidojot vēl lielākus 
agregātus. Tā var izveidoties režģa defekti, kas var būt ka elektronu ķērāji 
121. Uzķerot elektronus tie pārvēršas par elektronu centriem Nosauksim šos 
centrus KCI(Pb) kristālā par Z (Pb) centriem. 

Ņemot vērā elektronu ķērājceņtru lielos izmērus, to daudzumu (to nosaka 
Pb daudzums KCI kristāla) un arī to, ka Z(Pli) ir optiski stabili un vairs ne­
atdod atpakaļ optiskā izbalināšanā saķertos elektronus, izprotama ir ari F 

centru ļoti straujā optiskā izbalošana 
rentgenizēla KCl(Pb) kristālā. 

Tā kā Z(Pb) centri var būt dažādi 
atkarība no agregāta lieluma, tad sa­
gaidāms, ka tie arī nedos izteiktas ab­
sorbcijas joslas, bet dos plašu lēzenu 
absorbciju; tas arī novērots gan adiliva 
| 2 | gan substraktivā KCI(Pb) krāsoju 
ma. Tā kā Z(Pb) centri ir optiski stabili 
un arī pie istabas temperatūras pastā­
vīgi, tad tiem līdzi saglabājās arī V 
centri, jo Z(Pb) centros uzķertie elek­
troni nevar rekombinēlies ar V centros 
lokalizētiem caurumiem. 

Kā parādīts tālāk, termiski Z(Pb) 
sagraujot, atbrīvojas elektroni, kas 
rckombinējās ar caurumiem V centros, 
un pēdējie izbalo. 

5. KCI(Pb) aditivi krāsojot, kālija 
tvaikā 121, nav novērojams maksims 
pie 2~>4 mu. un absorbcijas josla no 290 
niļi uz garāko viļņu garumu pusi ir at­
šķirīga no šī rajona absorbcijas joslas 
substraktivā krāsojumā. Substraktivā 
krāsojumā šai joslai ir lēzenāks raksi urs 
kā adiliva krāsojumā. Tas arī sapro­
tams, jo šajā aditivā krāsojumā ir ra­
dušies Z(Pb) centri, kamēr substraktivā 
krāsojumā šajos absorbcijas rajonos 
ir V joslas. 

В 

4. attēls. Rcnlgenizeta un pec tam op­
tiski izbalinātu KCI (Pb) termiskā izba­
lināšanā. 254 — izbnlinājums 254 
rajonā. 310 — izbnlinājums 310 mp 
rajonā.Abu rajonu izbufināšauas vislie­
lākā ātruma temperatūras T0 == 108°C 
sakrīt. Redzami arī maksimi 2Д0°С 

rajonā. 
Рис 4. Термическое обесцвечивание 
рентгеннзованного и затем оптически 
обесцвеченного кристалла КП (Pb). 
254—обесцвечивание в области 254 шц 
310—обесцвечивание в области 310/мц 
В обеих областях температура наибо­
лее быстрого обесцвечивания совпа­
дает и равна 108°С. Наблюдаются так­

же максимумы в области 250С. 



Ja turpretim KCl(Pb) kristālu krāso aditivi J tvaikos, tad istabas tempe­
ratūrā mērījot, parādās absorbcijas maksims pie 254 mp un pieaug absorbcija 
uz 230 mu. un vēl īsāku viļņu garumu pusi. Arī tas saprotams, jo ar J tvaikiem 
aditivi krāsojot palielinās režģi caurumi, kas ar kationa vakancēm dod V 
centrus. 

6. M. Daneberga un M. Vasiļevska savos diplomdarbos LVU Eksperimen­
tālās fizikas katedrā 112, 131 parādījušas, ka arī Klir(Pb) kristālu rentgeni-
zējot, pie istabas temperatūras rodas un pastāv absorbcijas maksimi pie 
A m a x = 265 mu, un / т а х = 275 mp, kas ir V 2 un V 4 absorbcijas vietas [5ļ. 
Arī plaša lēzena absorbcijas josla ir V- un V e centru rajonā (308 mp. un 362 mu). 
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5. attēls. Rentgenizētā un pēc tam oļitiski izbalināta 
i , i , • u i . s : _ l . ~l: . . r. . o-./. u u r i S Dr. KCI (Pb) termiskā izbalināšana 254 m;i raļoua 
<Izamas izbalina juma pakāpes pie 7', a Vp I'.. 

Re-

fl2°C un T\ = 2604:. 
Рис. 5. Термическое обесцвечивание в области 
254 шц рентгеннзованного и затем оптически обес­
цвеченного кристалла КО (Pb). Видны ступени 
обесцвечування при Т, = 45"С, T j = I 1 2 ' C и 

Т, я 260"С. 
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в. attēls. Rcutgeiiizēta, bet pēc. 
tam optiski ncizbaliiiāta (ar К 
centriem!) KCI (Pb) termiskā iz­
balināšana. 254 — izbalinājums 
254 rajonā. 310 — izbalinā­
jums 310 mu rajonā. T = 138°C, 

T" = 150°C 
l'uc. в. Термическое обесцвечи­
вание рентген изо ванного, но за­
тем не обесцвеченного оптически 
кристалла КО (Pb) (с ¥ цент­
рами). 254 — обесцвечивание в 
области 254 шм. 310 — обесцве­
чивание в области 310 Шц Т' = 

138°С; Т" = 150°С 

Tāpat ir spēcīga absorbcija 231 mu rajona (V 3 centri) un vel t s a k o s viļņu garu­
mos (uz Vj centru rajonu). Tātad arī KHr(Pb) kristāla subsl rakti vi var dabūt 
istabas temperatūrā stabilas joslas, kas atbilst V», V 3, V 4 , V 6 , V„ un V 7 cen­
triem. 

7. Izdarot G. I.uščika ieteikto [141 termisko izbalinašanu rentgenizētam 
KC.I(Pb) kristālam, konstatējami šādi fakti: 

1) Absorbcija pie viļņu garumiem 230 mu., 254 mu, un 310 mu līdz ar tem­
peratūras kāpināšanu samazinās vienādi strauji, it kā šo absorbcijas samazinā­
šanos izsauktu kāds kopējs cēlonis. Ja par šo kopējo cēloni uzskata kādu 
centru, kas termiski kādā temperatūras rajonā atbrīvo elektronus un tie re-
kombinējās ar caurumiem Vz, V 4, V„ V, un V, centros, tad arī šie centri līdzi 
izbalo t. i. vienādi strauji izbalo absorbcijas joslas pie 2-30 (Va), 254 (V4) un 
310 rau. (V, -f- V, -f- V,). Ja turpretim šadu domu atmet, tad grūti ir izskaidrot, 
kāpēc dažādas absorbcijas vietas (dažādi centri) izbalo vienādos termiskos 
apstākļos. 



4. attēlā redzama rentgenizēta un pēc tam optiski izbalināta KCl(Pb) 
optiskā blīvuma maiņa līdz ar temperatūru pie 254 mu, un 310 mu.. Redzams, 
ka visstraujāk izbalo abi centri pie vienas un tās pašas temperatūras T 0 = 108CC. 

2) Rūpīgāki termiskās izbalināšanas pētījumi parāda, ka rentgeiūzēts 
un pēc tam optiski izbalināts KCl(Pb), termiski izbalo pakāpjveidīgi (5. att.) 
pie temperatūrām Tj x 45°C, T« = 112°C un T 3 « 260°C. Tas norāda, ka 
elektronus atbrīvo kādi centri pie augšminētām temperatūrām, tie rekombinē-
jas ar caurumiem Уг centros un 254 mp. rajons izbāl. 

3) Termiski izbalinot rcntgenizētu, bet optiski neizbalinātu KCl(Pb) 
kristālu, iegūst 6. attēlā parādītās izbalināšanas līknes, Redzams, ka izbali­
nāšanas temperatūras T ' = 138°C un T " = 150°C viļņu garumiem 310 mp. 
un 254 mu. ir nedaudz atšķirīgas savā starpā, bet stipri atšķirīgas no T 0 = 108°C, 
kā tas bij 4. attēlā. Bet arī izbalināmie kristāli 4. un 6. attēlos ir dažādi: 4. at­
tēlā lietots optiski izbalināts (bez F joslas), bet 6. attēlā ir optiski neizbalināts 
(ar F joslu) kristāli. Līdz ar to abos kristālos ir dažādi centri. Pēdējā gadīju­
mā (6. att.) izbalināšana notiek pie T' = 138°C un T" = 150°C, bet zināms, 
ka substraktivi dabūtie F centri termiski atbrīvo elektronus pie 137°C 1141. 
Atšķirība starp T ' un T" var būt mērījumu k(ūdu dēļ. Tātad elektronus at­
brīvo pie T' un T " F centri. Savukārt zināms 1141, ka substraktivā krāsojumā 
iegūtie M centri atbrīvo elektronus pie 52°C. Līdz ar to jādomā ka 5. attēlā 
atzīmētā T x x 45CC, kas nevisai precizi noteikta, ir M centru izbalināšanas 
temperatūra. Ir ļoti iespējams, ka renlgemzētais bet pēc tam apgaismotais 
kristais saturēja ari M centrus, kas radušies F centriem izzūdot. 

Jautājums: kādi centri izbalo pie T 0 = 108°C resp. Тг = 112°C? Domā­
jams tie ir Z(Pb) centri. Tiem vajadzēja atrasties optiski izbalinātos KCI(Pb) 
kristālos, kādi lietoti 4. un 5. attēlu gadījumos. Tie dod ari vislielāko izbali­
nājuma efektu 254 mp. un 310 mp. rajonos, bet no iepriekš sacītā, tie ir ari V 
joslu stabilizētāji istabas temperatūrā. 

Vai Z(Pb) centri, analogi sārmu zemju metālu veidotiem Z centriem ari 
ir šķirojami pēc pakāpeniskās pārveidošanās Z„ Z2 un Z s centros, tas vēl ne­
skaidrs. Jādomā, ka tomēr tā ir. Uz to norāda 4., 5. un 6. attēlos vēl tālākais 
izbalinājuma rajons pie T 3 = 260° — 300°C. Liekas tas atbilst Zz(Pb) sagrau­
šanas temperatūrai. Tad pie T2 =s 110°C izbāl Zī(Pb) centri, bet pie T 3 « 
5 s 260°—300°C — Z 2(Pb). 

Atzīmējams vēl tas, ka sākot no istabas temperatūras termisko izbalinā-
šanu, gan 254 mp. gan 310 mu, rajonos absorbcija drusku pieaug. Tas, liekas, 
vedams ari sakarā ar to, ka izbalinot rentgenizētu KCl(Pb) kristālu ar pilnu 
kvēlspuldzes gaismu arī 254 mp. rajonā nedaudz pastiprinās absorbcija. Sie 
fakti norāda uz to, ka ir ari vēl centri, kas viegli atbrīvo caurumus. Tāpat 
jāpiezīmē, ka iepriekš minētie ,.šķietamie" absorbcijas pieaugumu maksimi 
pie (220) un (284) (sk. 2. att.) nav vedami sakarā ar kādiem centriem. Drīzāk 
Šie maksimi veidojas sekojoši. Rentgenizējot vispār absorbcija pieaug uz 
īsāko viļņu garumu pusi, ar izņēmumu Pb absorbcijas joslā (273 mp.); pēdējā 
absorbcija samazinās, jo veidojas Zs(Pb) centri. Šo divu procesu rezultātā 
rodas maksims (284), kas nav saistāms ar kādiem centriem. Tāpat zināms, 
ka rentgenizējot samazinās U josla, jo daļēji veidojas uz tās rēķina F josla. 
Ir ticams, ka kristālā negribēti ir radušies U centri, kas dod 2. attēlā atzīmētā 
vietā U joslu. Uz U joslas samazināšauās, bet īsviļņu rajonā pieaugošās absorbci­
jas rēķina veidojas maksims (220), kas arī nav saistīts ar kādiem centriem. 

V. TĒZES 

1. Svina ioniem Pb + + iebūvējot ies alkaļu halogenidu (KCI) kristālu režģī, 
iebūvējas ari tur atbilstošā skaitā (režģa elektriskā neitralitāte!) kationa 
vakances. Tās dod V centru veidošanai iedīgļus, jo ir caurumu ķērājas. Sub-



straktivi vai aditivi pievadītiem caurumiem šeit lokalizējoties, izveidojas 
centri [51, kas var pastāvēt arī istabas temperatūrā (1. un 2. attēli). 

2. Svina ioni P b + + i e i e t alkaļu halogenidu (KCI) kristāla režģī atsevišķi 
un arī kaimiņu mezglos pa vairākiem vienkopus. Šādi veidojumi var piesais­
tīt sev klāt arī režģa mezglu vakances. Tie ir elektronu ķērāji. Uzķerot elek­
tronus tā izveidojas Z(Pb) centri (analogi Pika (6, 91 atklātiem Z centriem 
pie sārmzemju metāla ioniem). Tie var būt dažādi. Viņu absorbcijas joslas 
spektrā ir lēzenas. Tie ir optiski stabili bet temperatūru ceļot virs istabas tem­
peratūras — termiski nestabili. 

Substraktivi veidotas F joslas ātrā optiskā izbalēšaua KCl(Pb) kristālā 
vedama sakarā ar F centru elektronu uzķeršanu šajos Z(Pb) centros (3. atl.). 

3. Rentgenizējot KCl(Pb) kristālu, tiek atbrīvoti elektroni kā ari rodas 
ionu vakances. Atbrīvotie elektroni un caurumi nonāk ķērājcentros. Tā lo­
kalizētie caurumi un elektroni dod dažādus režģa defektus ar tiem atbilsto­
šām absorbcijas spektra joslām (Vļ^_ 7 F. Z(Pb), M). Ņemot vērā Z(Pb) centru 
optisko stabilitāti, kā arī termisko izturību līdz apm. 100°C, tiek stabilizēti 
ari V J _ J _ 7 centri; pēdējie rentgenizētā KCl(Pb) kristālā var būt stabili ari pie 
istabas temperatūras, kamēr tīrā KCI kristālā istabas temperatūrā var pastā­
vēt tikai V2 un V 3 centri (1. att.). 

4. Ceļot rentgenizētā KCl(Pb) temperatūru, pie noteiktām temperatūrām 
tiek atbrīvoti elektroni no to centriem [M, Z(Pb), Fļ. Pie šīm temperatūrām 
arī izbalo V j ^ c e n t r i , jo termiski atbrīvotie elektroui rekombinējas ar cau­
rumiem Yļ_ļ_7 centros (4., 5. un 6. attēls.) 
30 VI 1957 Eksperimentālās fizikas katedra 
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ВЛИЯНИЕ СВИНЦА НА СПЕКТР ПОГЛОЩЕНИЯ 
РЕНТГЕНИЗОВАННОГО ХЛОРИСТОГО КАЛИЯ 

| Л. Я неон с | 

(Резюме) 

Воздействие рентгеновского излучения на решетку кристалла и влия­
ние его на ее спектр поглощения уже неоднократно исследовались 11, 2, 
3, 41. 



В этой работе делается попытка пыясипть, каково влияние внедренного 
в кристалл KCI иона РЬ + + на спектр поглощения, ставя его в связь с де^ 
фонтами решетки и их превращениями (изменениями). 

При выращивании кристалла КС1 с содержанием ионов Р Ь + + в нем 
одновременно создаются вакансии К + — ионов (ввиду нейтральности 
решетки). Поэтому можно ожидать возникновения таких дефектов решетки* 
для которых необходимы эти вакансии. Таковы V — центры (1 таблица, 
[б, 71). 

Кристаллы выращивались по методу Кнропулоса. Они рентгенизованы 
трубкой с вольфрамовым антикатодом. Спектры поглощения снимались с 
помощью спектрофотометра СФ­4. 

Обнаружено, что при рентгенизации кристалла КС1 (РЬ) кроме обыч­
ной F — полосы поглощения (Xmax

 = 555 тр.) появляются еще полосы по­
глощения в тех местах, которые соответствуют V — полосам (V l t V s, V s , 
V4, V„ u Vv) (см. р и с 1. II и рис. 2). 

Как известно [5, 101, у чистого кристалла К О при комнатной темпера­ • 
туре устойчивы только полосы V 3 н V 3 (и, следовательно, центры V, и V3), 
а Прочно полосы (центры) V,, V 4 . V s, V, и V 7 неустойчивы. Ото видно и па 
1 рис., I­ Напротив, у кристалла KCI (Pb) (1 рис., II) отдельная полоса 
V 4 и слившиеся вместе полосы \ ' i + V e ­|­ V 7 и также полосы V 2 + V 3 не 
исчезают даже в течение 2,5 месяцев на дневном свету при комнатной тем­
пературе. 

Ото объясняется так же, как и в аналогичном явлении, уже обнаружен­

ном при внедрении Н~иона в кристалл (4): ион Н ~ стабилизирует субтрак­

тивно созданные F — центры. В нашем случае ион РЬ + + стабилизирует 
губтрактнвно образовавшиеся V — центры. 

Объяснение здесь следующее. 
При рентгенизации кристалла KCI (РЬ) возникают свободные электроны 

и дырки. Электроны локализуются в вакансиях отрицательного иона (F — 
центры) и у РЬ + + ионов, а дырки — вблизи вакансии положительного 
нона, создавая V—центры. При оптическом обесцвечивании исчезают 
F— центры, и их электроны частично рекомбнннруют с дырками в V — цент­
рах, причем последние частично обесцвечиваются. По большей же части 
электроны F—центров захватываются имеющимися еще в кристалле РЬ + + — 
центрами; так возникают Z(Pb)— центры, аналогичные открытым Пиком 
16, 91 Zx.— центром, которые возникают при захвате электронов центрами 
С а + f , Sr , Ва . Эти Z(Pb) — центры дают широкую и низкую полосу 
поглощения в районе 530 тр.. Так же, как и Z, — центры, и Z (РЬ) — центры 
при комнатной т< миературо оптически и термически стабильны (рис. 3). 
Локализованные в этих Z (РЬ) — центрах электроны не могут больше реком­
бинировать с дырками n V — центрах; поэтому и V — центры при ком­
натной температуре также оптически и термически стабильны (рис. I, II). 

При термическом освобождении электронов из Z (РЬ)—центров исчезают 
одновременно и все V— полосы. Ото видно на рис. 4., на котором представ­
лено термическое обесцвечивание полос при длинах волн 254 тр. (т. е. 
V 4 — полоса) и 310 mu, (т. е. V 7 -ļ- V e + V, полосы). Вместе с тем Z (РЬ) — 
центры термически разрушаются приблизительно при 108СС, что хорошо 
согласуется с. данными Ника о Z,—центрах. 

II[iii термическом обесцвечивания в темноте рентгеннзованного н затем 
необесцвеченного оптичоскн кристалла KCI (РЬ) (содержащего F — центры) 
иолосы поглощения 254 т ц иЗЮ тр . исчезают при температурах выше 108°С 
(см. рис. 6). Это может быть поставлено в связь с тем, что разрушение F — 



центров происходит при температуре более высокой (137еС, |14]) чем это 
соответствует Z (Pb) — центрам. 

При осторожном термическом обесцвечивании полосы 254 тр. можно 
констатировать даже несколько ступеней обесцвечивания (рис. 5), кото­
рые возникают, можно думать, вследствие освобождения электронов М — 
центрами (при Т,), Z, (Pb) — центрами (при Т г) и может быть Z s (Pb) — 
центрами (при Т 3). 

Одинаковые условия термического обесцвечивания полос 254 тр. и 310 
тр., а также ступенчатый характер и зависимость от имеющихся в кристалле 
электронных центров, также указывают на то, что эти полосы поглощения 
создаются дырочными центрами (т. е. V — центрами). 

Из сказанного вытекает, что ионы РЬ + + в кристалле К О , помимо 
типических полос поглощения при 273 тр . и 196 тр., вызывают еще следу­
ющие явления: 

1. В решетке кристалла вместе с РЬ + + — ионами образуются К + — 
вакансии, дающие возможность возникать V — центрам, если дырки лока­
лизуются при этих вакансиях. 

2. Р Ь + + — центры, захватывая электрон, превращаются в Z (Pb) — 
центры с полосой поглощения при 530 mu.. При комнатной температуре 
Z (Pb) — центры оптически и термически стабильны. 

3. Вследствие оптической и термической стабильности Z (Pb) — центров 
при комнатной температуре локализованные в них электроны не освобож­
даются и не могут рекомбинировать с дырками в V — центрах. Поэтому в 
кристалле KCI (Pb) V — центры стабильнее, чем в чистом кристалле КС1. 





Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3. 1958 ГОДА 

О ВЛИЯНИИ НЕОДНОРОДНОСТИ п о л и КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ 
МАТЕРИАЛОВ НА ИХ МЕХАНИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 

В. М. ГОЛЬДФАРБ 

1. 
Современная теория упругости и пластичности описывает поведение 

однородных изотропных и анизотропных сред. Ее применение к описании) 
механических свойств поликристаллов, имеющих неоднородную структуру, 
обосновывается малостью размеров структурных составляющих поликристал­
лов (зерен) по сравнению с размерами образца или размерами максималь­
но напряженной зоны (при неоднородном напряженном состоянии) и сле­
дующей отсюда возможностью усреднения механических свойств. 

Однако, механическое поведение поликристалла не всегда целиком 
определяется только усредненпыми характеристиками (модулями упру­
гости, пределами текучести и т. д.), т. с. не всегда является структурно 
нечувствительных!. Напряженное состояние (н. с.) зерен поликристалла 
(­f­микро н. с.) не совпадает с напряженным состоянием образца (макро 
н. с ) ; это расхождение, определяющееся степенью анизотропии отдельных 
кристаллитов it структурой материала, в ряде случаев является причиной 
несоответствия между выводами теории для однородной среды и резуль­
татами экспериментов. Материалы, обладающие близкими усредненными 
характеристиками, но имеющие разные структуры могут по разному дефор­
мироваться и разрушаться. Естественно, что положительная в отношении 
общности выводов черта теории—ее структурная ^чувствительность— не 
позволяет определять структурночувствнтельных свойств материалов. 

Определение свойств поликристаллического агрегата по свойствам 
элементои­монокристаллов и структуре также остается за пределами теории 
однородной среды. 

Необходимо построение теории, учитывающей неоднородность полей 
напряжений, деформаций и сопротивлений (по терминологии П. Б. Фрид­
мана [1 ]) н поликристаллическом материале. Па это неоднократно указы­
валось в работах А. В. Степанова (2—4). 

Такая теория должна, в частности: 
1) Найти правильный путь усреднения прн вычислении модулей упру­

гости поликристаллов по соответствующим данным для монокристаллов с 
учетом взаимодействия зерен. 

2) Найти критерии текучести для поликристаллов с различной симмет­
рией решетки; выясшпь причины расхождения (или согласии) »К» нерн­
мептальных данных с теориями максимальных касательных и октаэдриче­
ских напряжений. 

3) Дать метод построения кривой деформации поликристалла по кри­
вым деформации монокристаллов разных ориентации; выяснить возмож­
ность построения единой кривой деформации для данной структуры и сим­
метрии кристаллической решетки; установить, какие особенности струк­
туры приводят к отсутствию единой кривой деформации для разных макро 
н. с. 



4) Рассчитывать свойства двух — и многофазных сплавов по известным 
.механическим свойствам фаз; установить причины отклонения свойств 
сплавов от аддитивных значений. 

5) Установить зависимость прочности н характера разрушения от сте­
пени анизотропии кристаллической решетки н структуры (в частности от 
размера и формы зерен); выявить влияние объемности и неоднородности 
н. с. на платгчность и прочность поликристаллов различной структуры. 
Мы покажем, что некоторые соображения но поставленным вопросам могут 
быть высказаны на основании самих приближенных представлений о харак­
тере напряженного и деформированного состояния поликристалла и анализа 
экспериментальных данных о деформации зерна в полнкрнсталлнческом 
агрегате. 

2 ­

При ведем некоторые результаты экспериментальных исследований де­
формации монокристаллов и зёрен поликристаллов, которые будут необ­
ходимы в дальнейшем. 

В отношении пластической деформации монокристаллов можно прийти 
к следующим выводам: 

1) Если пластическая деформация происходит путём скольжения по 
одной системе плоскостей, то начало процесса определяется критическим 
скалывающим напряжением 15]; упрочение при этом механизме деформа­
ции линейно для металлических монокристаллов с любой симметрией решётки 
[ 6 ­ 9 ] . 

2) Если пластическая деформация происходит путём скольжения по 
нескольким системам плоскостей путём образования двойннкоп, полос 
деформации, сбросов и т. п., то не существует определённого, независящего 
от ориентации значения критического напряжения; упрочнение также 
зависит от ориентации монокристалла, поскольку последняя определяет 
отбор тех или иных механизмов деформации [6—16]. 

3) В гексагональных монокристаллах скольжение по одной системе 
плоскостей может происходить вплоть до деформации в несколько десяткоп 
процентов, перечисленные в 2) процессы имеют место лишь в случае неод­
нородного н. с. или при некоторых особых орнентациях. В кристаллах куби­
ческой симметрии как правило (исключая случаи чистого сдвига и де­
формация, меньшие 1% при некоторых ориентациях) скольжение проис­
ходит по нескольким системам плоскостей 18, 9, 12]. 

4) При неоднородном н. с. возникает изгиб плоскостей скольжении, 
приводящий к образованию сбросов, полос деформации и. т. п. [14—16]. 

Металлографическими, рентгеновскими и оптическими мстодомп иссле­
дования показано, что для деформации поликристаллов характерно следу­
ющее: 

1) Напряжения и деформации зёрен различны и не совпадают с нап­
ряжениями и деформациями образца [18—36]. 

2) Напряжения и деформации неоднородны в пределах отдельных 
зёрен, наибольший градиент напряжений и деформаций наблюдается вблизи 
границ [18—36]. 

3) Неоднородность в распределении напряжений и деформаций зависит 
от различия п свойствах зёрен и структуры поликристалла 117, 33—36]. 

4) Неоднородный характер н. с. оказывает влияние на механизм пласти­
ческой деформации зёрен: такие процессы как образование сбросов, полос 
деформации, двойников, которые в монокристаллах происходят в основном 
при неоднородности и. с. (изгиб у зажимов, надрезы и т. п.), всегда выражены 
в зёрнах поликристалла 123, 25, 26, 31, 32, 37]; в некоторых случаях появ­
ляются механизмы деформации, не встречающиеся при деформации моно­



кристаллов 126, 381. Согласованно деформаций соседних зёрен происходит 
в основном за счет скольжения но нескольким системам плоскостей и обра­
зования сбросов 137]. 

Заметим, что в дальнейшем мы имеем в ипду такие УСЛОВИЯ, при кото­
рых но существенны вязкие Свойства границ зёрен и сегрегации примесей 
на границах. 

з. 
Некоторые сведения о распределении напряжений и деформаций в н ш 

кристалле можно получить на основе анализа н. с слоистой среды 139, 40|. 
Слоистая структура поликристаллов довольно широко распространен;! 
(слоистые эвтектики, некоторые мартснентные стали, стали со слоистым 
цементитом, текстуры прокатки); кроме того некоторые черты н. с. скин i ого 
материала являются общими для любого неоднородного материала. 

Квазиизотропный полкристалл со сферическими (в среднем) зёрнами 
будем моделировать наложением ряда слоистых систем, беспорядочно 
ориентированных в пространстве или, проще, наложением двух систем со 
слоями, ориентированными перпендикулярно друг другу. Свойства слоев 
различны и соответствуют свойствам зёрен, одно— или многофазного поли­
кристалла, различно ориентированных по отношению к некоторому пыде.тон­
ному направлению. 

Расчет упругих н особенно пластических свойств такой системы слежен 
т. к. требует усреднения н. с. по всевозможным ориентациим кристалли­
ческой решётки в слоях и по расположениям последних друг относительно 
друга. Здесь мы приведём .тишь формулы, позволяющие рассчитать упругие 
напряжения в системе, состоящей из слеёв с двумя различными орнентвин­
ями кристаллической решётки. 

Как п для случая изотропных слеёв, результат может быть получен пу­
тем решении уравнений, выражающих граничные условия ДЛЯ напряжений 
и деформаций 1391. Рассмотрим систему бесконечно протяженных в своей 
плоскости слеёв, материал которых ориентирован таким образом, что в 
координатной системе, одна из осей которой направлена перпендикулярно 
плоскости слеёв, упругие коэффициенты, выражающие связь между нор­
мальными напряжениями и тангенциальными деформациями и обратно, 
обращаются в нуль. Тогда формулы для определения напряжений н слоях 
и усреднённых упругих постоянных имеют следующий вид: 
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В формулах (1) , (2) иглользонаны обозначения: 
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(3) 

к—отношение толщин слоев; 
s

'ik — упругие постоянные слоев, отнесённые к прямоугольной системе 
координат, ось z которой перпеидтчулярна плоскости слоев; 

ах, ау, . . . — компоненты макро н. с. 
Результаты расчёта напряжения для системы, состоящей из слоев цинка 

равных толщин, в одном из которых плоскость базиса параллельна, в дру­
гом нормальна граппце раздела при некоторых макро н. с. приведены в 
таблице 1­ В таблице 2. при нелепы значения модулей Юнга для трёх направ­
лений, вычисленные прн условии свободной деформации слоён и с учетом 
стеснения'деформаций (т. е. по формулам (2)). 

Если ширина слоев конечна, то стеснение деформации является непол­
ным; степень стесвения деформации может быть учтена введением коэффи­
циента стеснения 

Зависимость модуля Ег от геометрии слоев приведена в таблице 3. 

Т а б л и ц а 1 

D = Л , Л г ­ ВД, 

у = s'3t + k ( * ; ; / , + £ < у , 

~
a

v 
1 

°х 
It 

а

х °у % °г 

1 0 0 0.90 1.10 —0,26 + 0 , 2 6 0 0 
0 I 0 —0,34 0,34 1.49 0.51 0 0 
0 0 1 0.57 —0,57 0.10 —0,10 1 1 

• 'Д , . •'• 1 1 1,13 0.87 1.33 0,17 1 1 

Т а б л и ц а 2 

Стесн. деф. Св. дефор. 

Е

х 13900 11900 

Е

и 8250 7700 

6250 5400 

Т а б л и ц а 3 

а 
г fj 

% . 6250 
10 0.91 6150 
5 0,71 5970 
2 0,29 5600 
0 0 5400 

Рассмотренный здесь пример, а также другие расчёты на основании 
соотношений (1, 2) и работы [39] показывают, что выводы в отношении 
упругого и. с. слоистого материала совпадают с результатами экспериментов 
по деформации зёреп поликристалла. Так, напряжении и деформации слеёв 



(зёрен) различны и ие совпадают с манронапряжениями и макродеформа­
цпямн; при одноосном растяжении образца микро н. с. нелинейно; трёх­
осное растяжение с равными компонентами напряжений создает микро 
н. с. с неравными компонентами (т. о и при этих условиях есть возможность 
пластической деформации отдельных зёрен). 

Неоднородность напряжённого состояния определяется различием в 
свойствах слоев (зёреп) и степепыо стеснения деформации, которая зависит 
от геометрии слоев, т. е. от формы зёрен моделируемого поликристалла. Из 
соображений подобия следует, что средняя но образцу степень стеснения 
упругой деформации, а поэтому и модули упругости не должны зависеть 
от размера зерна. 
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Фиг. 1. 

Стеснение деформации приводит к увеличению жесткости поликристалла* 
Как показано в 1391, п. с. слоев неоднородно; неоднородность макси­

мальна у i ранни и при конечной ширине слоя распространяется на весь 
его объем. Аналогичное заключение, подтверждающееся экспериментами, 
мы .можем сделать в отношении ::ёрен поликристалла. Заметим, что если бы 
сферическое зерно находилось в окружении однородной изотропной среды, 
то его н. с. было бы однородным; неоднородность же является следствием 
различия свойств зёрен, примыкающих к данному. 

В ряде работ, посвященных расчёту свойств полтчристаллов [41, 42, 
43, 48, 51, 52, 531 принимается одна из двух крайних гипотез относительно 
распределения напряжений в поликристалле: гипотеза равных напряжений 
или гипотеза равных деформаций. Для одноосного растяжения эти гипо­
тезы эквивалентны моделированию поликристалла слоистой системой, слои 
которой расположены соответственно нормально или параллельно направ­
лению растяжения. При моделировании поликристалла наложением двух 
нормально друг к другу ориентированных слоистых систем мы получаем 
н. с , болео соответствующее результатам наблюдений. 

На фиг. 1 приведена качественная картина распределения напряжений 
для случая поликристалла, состоящего из чередующихся в шахматном 



порядке зёрен двух „сортов", модули упругости которых относятся как 1:3; 
у границ, нормальных нагрузке, удовлетворяются условия равенства нор­
мальных напряжении, у второй группы границ — условия неразрывное я и 
тангенциальных деформаций. 

4. 

Расчёт напряжений и деформаций в пластической области затрудняется 
сложностью анизотропии пластического течения. Аналогия с пластическими 
свойствами слоистой системы позволяет всё же прийти к некоторым заклю­
чениям. 

1) Пластическая деформация зёрен начинается неодновременно. Пре­
дел пропорциональности поликристалла соответствует началу пластической 
деформации в наиболее выгодно ориентированных („мяпшх") зёрнах. Зна­
чительные пластические деформации появляются после начала течения 
наименее выгодно ориентированных („жестких") зёрен. 

2) Жёсткие зёрна задерживают деформацию мяпшх; наоборот, мягкие 
зёрна создают в жёстких дополнительные напряжения, облегчающие наступ­
ление в них пластической деформации. Увеличение стеснения деформации 
приводит к сокращению интервала между пределом пропорциональности 
и условным пределом текучести; плавность перехода от упругой деформа­
ции к пластической уменьшается. 

3) Стеснение деформации в случае пластически изотропного материала 
ие зависит от размера зёрен. Предел текучести ат системы пластически 
изотропных с леев (зёрен) должен при малом стеснении лежать в интервале: 
стт M 2 Ж ' " Р " большом же стеснении ат > ——^—— . 

4) Анизотропия пластичности материала увеличивает стеснение дефор­
мации зёрен и далает его завнсияншм от размера последних. Можно пред­
положить следующую последовательность процессов деформации зерна: 
а) напряжение в некоторой системе плоскостей скольжения мягкого зерна 
достигло критического значения; пластическая деформация зерна по вели­
чина порядка упругой деформации окружающих более жёстких зёрен, б) 
стеснение деформации обуславливает изменение н. с зерна в таком направ­
лении, чтобы было достигнуто кричнческсе напряженно в других системах 
плооскостой или ДЛЯ Других механизмов пластической деформации, при 
которых возможно согласованное формоизменение соседних зёрен, в) 
существенная пластическая деформация возникает, когда указанное состо­
яние достигнуто и в соседних жёстких зёрнах. 

Неоднородность деформации н пределах зерна создает возможность 
согласования формоизменения в основном за счет пограничных областей 
соседних зёреп. При малых размерах зёрен эта область охватывает весь 
объём зерна, н. с. и, соответственно, механизм деформации неоднородны но 
по всему зерну; при больших размерах зёрен их центральные части оказы­
ваются в условиях меньшего стеснения, и. с. и пластическое течение в этой 
области более однородны. Т. о. в пластической области стеснение деформа­
ции увеличивается с уменьшением размера зёрен. Необходимо отметить, 
что зависимость стеснения от размеров зерна, т. е. нарушение условий 
подобия, ВОЗМОЖНО здесь но той причине, что одно и то жо и. с. может обус­
лавливать различное деформированное состояние, если градиенты напря­
жений, а, следовательно, и механизмы деформации различны; различное 
упрочнение при разных механизмах деформации в дальнейшем создает 
различие и н. с. крупных и мелких зёрен. 

G точки зренпя этих соображений можно рассмотреть некоторые экспе­
риментальные факты. 



1) Весьма сильное уменьшение пластичности гексагональных поликри­
сталлов по сравнению с монокристаллами и незначительная разница в 
пластичности поли­ и монокристаллов кубической симметрии объясня­
ется большим отличием механизмов неоднородной и однородной дефор­
мации и большим стеснением деформации у гексагональных кристаллов, 
из­за значительной пластической анизотропии. Отсюда же следует большая 
зависимость сопротивления пластической деформации от размера зерна 
для этих кристаллов. Моделирование слоистой средой приводит к следую­
щему выражению для предела текучести: 

а

м + °ж , а

м +аж 

- 2 — + ­Г+— (4) 

Здесь ам — предел текучести наиболее „мягких" зёрен; 
аж — „ „ „ „жестких"; 
у — коэффициент стеснения пластической деформации, завися­

щий от размеров и формы зёрен; если диаметр зерна d ­ » , 
то у ­ * 0, если d ­»0, то у ­ * i. 

Для мелкого зерна пределы текучести ам, аж представляют собой крити­
ческие напряжения по отношению к скольжению по нескольким системам 
плоскостей (кубические кристаллы) или по отношению к образованию сбро­
сов или небазисному скольжению (гексагональные кристаллы), т. е. вели­
чины порядка нескольких к Г/мм 2; такие зпачепня и наблюдаются на опыте 
для мелкозернистых поликристаллов. Для крушюзерпостых кубических 
кристаллов эти величины представляют собой критические напряжения 
по отношонию к скольжению по одной (ам) или нескольким (аж) системам 
плоскостей, однородная деформация путём скольжения по плоскостям 
базиса в пределах всего объёма зерна у гексагональных кристаллов не 
наблюдается даже при очень крупном зерне, поэтому здесь величины ам, 
аж имеют значения промежуточные между критическими напряжениями 
для однородной и неоднородной деформации. 

2) Предел текучести двухфазного поликристалла может быть вычислен 
по формуле 

­­ "м + к °ж , °м + 1к=ж 
\ + к l + t * (5) 

°т= 2 

где к­ отношение количеств фаз в системе. 
На фиг. 2 показана зависимость предела текучести от состава при разном 

стеснении, т. е. при разной величине зерна. Там же приведены эксперимен­
т альныс значении, полученные Пашковым [531 для ферритноперлнт вой стали 
н полученная им теоретически линейная зависимость, но существу предпо­
лагающая равенство напряжения в зёрнах. 

3) Аномально большая пластичность сплава AI — Zn прн 80% Zu [541, 
превышающая пластичность как А1, так и Zn может быть объяснена резким 
уменьшением стеснения деформации зерен, когда они находятся в контакте 
не друг с другом, а с обладающими большими возможностями формоизме­
нения зёрнами А1; такая система объединяет легкость пластической дефор­
мации монокристаллов Zn с малым стеснением пластической деформации 
поликристаллов А1. 

Ряд других вопросов пластической деформации, в частности вопросы 
образования площадки текучести и явления неупругости, также могут быть 
рассмотрены с приведенной точки зрения. 

Т. к. разрушение материала определяется по средними, а микрокапря­



/копиями, то учёт неоднородности структуры здесь еще сущестпеннее; с дру­
гой стороны, концентрация напряжении зависит от деталей структуры, 
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Фиг. 2. 
которые затруднительно моделировать. Из 
рассмотрения слоистых структур можно 
заключить следующее: 

1) Если ие учитыпать стеснения дефор­
мации зёрен, то разрушение материала 
должно происходить при напряжении 
а, увовлетворяющем условию ат < <т < 

"м + "ж 

< £ , где ам, аж— напряжения, вы­

зывающие разрушение наиболее и наиме­

нее прочных зёрен. 
2) Концентрация и объёмность н. с. и 

градиент деформации максимальны в угло­
вых точках слоев (которые эквивалентны 
местам стыка трёх (реп): эта область наи­
более опасна в отношении хрупкого раз­
рушения. 

3) Даже в случае чистою одноосного 
сжатия образца в зёрнах есть нормаль­
ные растягивающие напряжения, т. е. 
возможно разрушение путём отрыва (см. 
также 155, 561). 

4) Н. с. в жёстких зёрнах смягчено по 
сравнению с макро н. с. (в мягких зёрнах 
имеет место обратная картина); это обстоя­
тельство выравнивает возможности хруп­
кого разрушения дли мягких и жестких 
зёрен, если жёсткий материал более хру­
пок. 
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Известно (см., например 157]), что прочность, особенно хрупкая, растёт 
с уменьшением размера зёрен. 15 работе 158] показано, что хрупкая проч­
ность стали возрастает параллельно уменьшешпо неоднородности дефор­
мации, вызванному измельчением зёрна 133] или уменьшенном различии 
в механических свойствах фаз. Возникновение тренцги в тернах происходит 
в области наибольшего градиента деформации, часто по границам двойников 
и полос сброса или вместо последних, если материал хрупок 159]. Пока 
неясно, связана ли большая прочность мелкозернистого материала с мень­
шим градиентом деформации, и соответственно, меньшей вероятностью 
образования трещин в пограничной области зёрен или с затруднением про­
цесса распространения трещин. 

5. 

Остановимся кратко па известных попытках вычисления упругих посто­
янных, пределов текучести, критерия текучести и кривых деформации 
поликристаллов. 

1) Методы расчёта упругих постоянных отличаются степенью учёта 
стеснения деформации. Четыре возможных способа усреднения коэффи­

циентов s l f c, clA. 141—43], входящих в выражения е ( = £ s l A ак и а< == 

== 2] Сф ек обобщённого закона Гука, схематически представлены на 
фиг. 3. Там же показано примерное распределение полученных значений 
модуля Юнга по отношению к экспериментальным значениями. Наилучшее 
приближение, полученное в 143] обусловлено компенсацией двух факторов: 
уменьшения Е из­за неучёта стеснения и его увеличения, всегда имеющего 
место прн усредвении свойств „параллельно включённых" слеёв (см. также 
145]). 

Лучшее совпадение с экспериментальными значениями получается прн 
полном учёте стеснения, однако это требует моделирования поликристалла 
болое простой структурой. Бркнтеман 1441 вычислил упругие постоянные 
для поликристалла со слоистыми зёрнами; хорошее совпадение с экспери­
ментальными значениями указывает на незначительную зависимость рас­
пределения напряжений от формы зёрен. Более близкая к действительности 
модель принята в работе 146], где рассчитаны упругие постоянные к. г. ц. 
поликристаллов с учетом усредненного воздействия квазинзотропнон среды 
на выделенное ссЬерическое зерно. Для лучшего суждения о точности метода 
следовало бы провести расчёт для более анизотропных гексагональных 
кристаллов. 

2) Критерий текучести монокристаллов для деформации по одной систе­
ме плоскостей скольжения — критическое скалывающее напряжение 
зависит от всех главных напряжении в отличие от ттах — критерия теку­
чести для изотропной среды по теории Треска — Сен­Бенана, который не 
зависит от среднего по величине главного напряжения. С другой стороны, 
учнтыпающий среднее главное напряжение критерий текучести, предло­
женный для анизотропной среды Мизесом (60] и представляющий собой 
обобщение выражения — для упругой энергии формоизменения, для моно­
кристаллов, деформация которых сводится к сдвигу по дискретному 
ряду направлений, приводит к расхождению с экспериментальными дан­
ными. 

В работах ]47, 49, 50] показано, что вычисление предела текучести поли­
кристалла путём усреднения пределов токучести монокристаллов приводит 
к критерию типа критерия Мизеса: 



= 4 К*1 ­ »«)* + (<тг ­ сг3)
г + (<т3 ­ а,)*] (6) 

постоянная и в котором зависит от симметрии решётки. 
Абсолютные значения пределов текучести получаются в этих работах 

заниженными, т. к. не учитывается стесненно и изменение механизмов 
деформации при переходе от моно­ к поликристаллу. 

Расчёты для к. г. ц. металлов с применением гипотезы равных деформа­

ций, т. е. прн частичном учёте стеснении 148, 41, 521, дают менее заниженные 
значения о­ т. Хорошее совпадение кривой деформации с эксперименталь­

ной в случае А1148] показывает, что влияние неоднородности мнкродефор­

мацнй на макродеформацию незначительно; следует отметить, что этот ре­

зультат не является доказательством правильности данного метода расчёта: 
параболическая кривая деформации получается и без учёта стеснения* т. 
к. она характерна для скольжении по нескольким системам плоскостей, 
имеющего место для большинства ориентации монокристаллов. Полученные 
в работах [51, 521 критерии текучести несколько отклоняются от критерия 
Мнзеса в сторону критерия Треска и хорошо согласуются с экспериментом. 
Достаточно хорошее определение начала пластической деформации поли­

кристаллов критерием Мнзеса для нзотропиной среды (иначе говоря, неза­

висимость постоянной а в форму .тс (6) от типа кристаллической решётки) 
указывает на то, что неоднородный характер течения поликристаллов, при 
котором преобладают сложные механизмы деформации с отсутствием резко 
выделенных направлений течения, приближает их свойства к свойствам 
однородной среды. Для этого случая критерий; связывающий начало течения 
с критическим значением энергии упругого формоизменения, представля­

ется физически наиболее обоснованным. 
Построение единой кривой упрочнения в случае монокристаллов воз­

можно только в том случае, когда механизм деформации не менпется при 
изменении, н. с. То же условие справедливо для поликристаллов. Расхож­

дения кривых при разных н. с. можно ожидать при малом стеснении дефор­

мации, например, для крупнозернистой структуры (особенно в случае гек­

сагональных кристаллов, механизмы однородной и неоднородно]"! дефор­

мации которых сильно различаются). 

6. 
Соображения, высказанные в настоящей работе, носят в основном качест­

венный характер. Для установления количественных соотношении, описы­

вающих слияние неоднородности поликристаллов на ИХ механические 
свойства, необходим ряд расчетов и экспериментов, касающихся распреде­

ления напряжений и деформаций, а также критическое рассмотрение зна­

чительного количества экспериментальных данных, описывающих влияние 
структуры материала на его свойства. 

Считаю своим Приятным долгом принести благодарность проф. А. П. Сте­

панову за цепную дискуссию по вопросам, связанным с настоящей работой. 
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POLI KRISTĀLISKU MATERIĀLU NE1IOMOGENITATES IESPAIDS UZ 
TO MEHĀNISKĀM ĪPAŠĪBĀM 

V. M. Gold\arbs 
(Kopsavilkums) 

Apskatīts polikristalu graudu anizotropijas un struktūras neviendabīguma 
iespaids uz to elastību, plastiskumu un izturību; daži jautājumi tiek risināti 
modulējot polikristalu ar slāņainu vidi. 

Tiek dota metode, kā dažos speciālos gadījumos noteikt īpašības elastīgai 
sistēmai, sastāvošai no anizotropiem slāņiem. 

Dota īsa rezultātu analizē par polikristalu elastīgam un plastiskām īpašī­
bām, noteiktām pēc attiecīgo monokristalu īpašībām. 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К Н 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XX, ВЫПУСК 3, 1958 ГОДА 

Н Е К О Т О Р Й Е З А М Е Ч А Н И Я К МОЕЙ Р А Б О Т Е 
„ О К В А Д Р А Т Н О М К О Р Н Е И З Л И Н Е Й Н Ы Х О П Е Р А Т О Р О В В 

Л И Н Е Й Н Ы Х Т О П О Л О Г И Ч Е С К И Х П Р О С Т Р А Н С Т В А Х " 

Я. Л. ЭНГЕЛЬСОВ 

В работе [11 приведены некоторые предложения без полных доказа­
тельств. В настоящей заметке приводятся полные доказательства этих пре­
дложений. 

1. Пусть Е — рефлексивное*) вещественное локально выпуклое про­
странство и Е* — пространство, сопряженное к Е. Предполагается, что 
Е с Н с Е*, где Н — гильбертово пространство, всюду плотное в Е*. Рас­
сматривается самосопряженный в / / оператор Л, действующий вполне 
непрерывно из Е* в Е. Оператор А из Et п Ег называется вполне непре­
рывным, если он отображает некоторую окрестность нуля U с Еу в ком­
пактное множество КсЕг (ср. [2|). При указанных условиях имеет место 

Л е м м а 1. Каковы бы ни были в, v£E*, имеет место равенство 

(Ли, v) = (Av, и). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное: пусть существует 
пара элементов н 0 , v0 £ Е* и число е > 0 такие, что 

(Ли„, v0) — (Av0, вА> е (1) 

Пусть, далее, и и р — произвольно выбранные элементы из Е*. Тогда 
(Аи0, v0) ­ ( Л р 0 , М 0 ) = (Ли0, v0) ­ (Ли, г„) + (Ли, г­0) ­ (Ли, v) + 

+ (Ли, v) — (Av, и) + (Л г, и) — (Av, и А + (Л г­, и0) — (Ле0, и0) = 

= (Аи0 — Ли, + (Ли, v0 — v) + (Av, и — иЛ + (Av — Av0, иЛ + 

+ (Аи, v) — (Av, и). 

Рассмотрим выражение ( Л н 0 — А и , г>0). Так как (у, v0) — f(y) есть линей­
ный непрерывный функционал от у<с\Е, то существует окрестность нуля 
U с Е такая, что для всех y£U имеет место неравенство \(у, vQ)\ < ­|­

В силу непрерывности оператора Л для этой окрестности U найдется окрест­
ность 17* с Е* такая, что для и0—u£U* имеет место включение 
Лм 0 — Ли £ U, и следовательно 

\(Au0­Au,pJ\<­*g­ (2') 

Подобным образом найдется окрестность нуля V* с Е* такая, что из 
v — v0£ V* следует неравенство 

\(Av ­ Av0, и,)\ < • (2") 

*) Все результаты работы [II остаются в силе прн замене рефлексивности требова­
нием бочечно:тн Е. 

3 6 1 3 ­ 1 8 



Пусть О — окрестность нуля на Е*, образ которой при отображении .1 есть 
компактное, а значит и ограниченное множестно А (О). Такая окрестность 
существует в силу полной непрерывности оператора А. Очевидно, ограничен-
иi.i ми будут также образ окрестности нули W—0 f\ (U* Г) У*) и множества 
А (v0 -4- W) и А (и0 - j - W). Пусть Ри — поляра множества А (и 0 -f- W), а 
Р,— поляра множества А (v0 -f- W). Рассмотрим окрестность нуля W* = 
= W ŗ\ ļ ^ P / П Jī^* )• Если подобрать и и v так, чтобы v—v0(ŗ_W* и 
" — м о € W*, то v £ г>0 -ļ- W, и £ н„ -ļ- W и следовательио Av £ А (IV + v0) 
и Аи £ А (И' + «„)• Кроме того, м — и0£­^Р, и г> — v 0 £ ­ | ­Р». Поэто­

му имеют место неравенства 

\(Av, и ­ и0)\ < ±­, \(Аа, v ­ v0)\ < ļ . Щ 

Ясно, что для к ^ Н ц ­ 1 ­ И 7 * и v £ г>0 + W* также выполняются неравен­
ства (2') и (2"). 

Ввиду того, что Н плотно в Е*, в окрестностях и 0 -ļ- W* и г'„ + И7* 
найдутся точки uļvļ£H, для которых, в силу самосопряженности опера­
тора А в Н, имеет место равенство 

(Auv vt) — (Avlt ej) = О 

Отсюда и из предыдущего следует: 
|(Лн0, г­0) — (Лг 0 , Во)| — \(Аи0 — Ли,, г;„) + (Av, — Av0, и 0) + 

+ (Лг>„ и, — и 0) + (Ли,, v0 — г.,)| < |(Ли 0 — Ли,, г>0)| + |(Лгг, — Лг>0, iie)j + 

+ \(Avi, и, — н 0 ) | + |(Ли„ — г>0)| < -J + - | •+• - | + -J = - | , 

что противоречит неравенству (1). Лемма доказана. 
Заметим, что приведенное доказательство использует не потную непре­

рывность, а лишь непрерывность и ограниченность оператора Л. 
Из доказанной леммы 1 следует равенство grad (Аи, и) = 2Аи. Дейст­

вительно, обозначив (Ли, и) = J(u), находим 
DJ (и, k) = lim И (* + </.)• u + th)­(A„, и) = П т [ А щ h + { Ā Ķ н ) + 

1 ­ » 0
 1 1 ­ » 0 

+ t (Ah, li)] = (2Ли, л), где м, h£E* 

откуда следует, что grad / (и) = 2Ли. Этот результат далее используется 
при доказательстве слабой непрерывности функционала / (и). 

2. В п. 4 работы Ш доказано, что если Л —квазнположительный опе­
ратор, то оператор 

1 оо 
• Т V V­Ffc. и)ек г­ и А "=СЖГ<* "ея 

действует вполне непрерывно из Н в Е (лемма 4, и теорема 1.) и что 
линейный оператор 

т'=1жг" ^ (4) 

действует из Е* в Я и является сопряженным к оператору Л г . (лем­
ма 5). 

Отсюда следует непрерывность оператора Т, так как, если оператор В, 



действующий из Еу и Ег ограничен, т. е. отображает некоторую окрестность 
нуля V с Eļ в ограниченное множество D с Е«, то сопряженный оператор 
//* непрерывен. 

Действительно, оператор В* отображает поляруD° множества/) в поляру 
«V0 множества U. D° является окрестностью нуля в Е\ н отобрвжается опе­
ратором В в ограниченное множество V с Ех. Для произвольно задан­
ной окрестности V с Et найдется число Х > 0 такое, что XU"cV; следо­
вательно оператор В* отображает окрестность нуля XD° в окрестность нули 
V, а это и означает, что оператор В* непрерывен. 

Сопряженный оператор назовем вполне непрерывным, если он всякое 
ограниченное множество отображает в компактное (ср. (2|). 

Т е о р е м а 2 (см. III). Линейный оператор Т действует вполне непре­
рывно из Е* в Н. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из равенства (4) следует, что значения опера­
тора Т принадлежат собственному подпространству оператора А, которое 
имеет счетпий базис и лежит в // . Полежим 

п 

В силу квазиположнтс.тыюстн оператора А существует п. такое, что для 
п п0 числа Хк (к = п ­f­ 1, п ­f­ 2, . . . ) ноложнтелыш. Тогда для п > п0 

имеет место равенство 

| / ? п " 
/ V

 г

>
 ек _ V ('Pfc­ '>

 ек m \ _ 

\ * = n + i Г Ч fc­n + i Г
 A
fc ' 

. = I % Е = / ( Р ) ­ / » ( Р ) 

(см. Ш, равенства (7) и (8)). 
Пусть D — ограниченное множество из Е*. Тогда для заданного е > О, 

в силу основной леммы из (1) существует N > п0 такое, что для всех 
v£D я п ^ N имеет место 

| | Я „ Р | |
8 = | / ( г ) ­ / » ( р ) | < с, 

а значит, по известному критерию компактности (см. 131, стр. 225), образ 
множества D компактен. Теорема доказана. 
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