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ЛАТВИЙСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ П. СТУЧКИ 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XXVIII, ВЫПУСК 4, 195Э ГОДА 

НЕКОТОРЫЕ СООБРАЖЕНИЯ К ВОПРОСУ ОБ ИЗГОТОВЛЕНИИ 
И ИСПОЛЬЗОВАНИИ Н А Г Л Я Д Н Ы Х ПОСОБИЙ ПО СТЕРЕОМЕТРИИ 

О. ТРЕЙЛИБ 

Постановка преподавания математики в нашей средней школе требует, 
чтобы формально­логическая сторона обучения была разумно объединена с 
наглядностью. Поэтому понятна роль наглядности как источника знаний, 
развивающей и закрепляющей пространственное воображение, её вспомо­

гательная роль при проведении практических занятий. Т а к а я постановка 
вопроса достаточно представлена в семилетней школе, в которой к нагляд­

ности принуждает детская натура. Здесь имеется, сравнительно, богатая 
литература по наглядным пособиям, их использованию и психологическому 
обоснованию. 

Напротив , в процессе преподавания стереометрии на эти вопросы не 
обращают достаточного внимания. Можно перечислить следующие характер­

ные недостатки: 
1) часто единственным наглядным пособием служит чертеж (меловая 

геометрия), причем культура чертежа не находится на достаточно высоком 
уровне ; 

2) наглядные пособия применяются эпизодически, в застывшей форме 
и только на одном определенном моменте урока (учитель демонстрирует 
перед классом); 

3) не обращается достаточного внимания на роль наглядности в развитии 
пространственного воображения; 

4) в процессе преподавания недостаточно связываются естественные 
н косвенные наглядные пособия; 

5) искажаются требования политехнического обучения и часто изготов­

ление наглядных пособий сводится к внеклассным занятиям, а не к твор­

ческой работе непосредственно на уроке. 
Частично причина недостатков заключается в недостаточном понимании 

отношения между предметной и изобразительной наглядностью. Часть 
учителей рассматривают чертеж как единственное наглядное пособие, ко­

торое находится всегда под руками и которое само по себе уже обеспечи­

вает пространственное восприятие. Нет основания в преподавании стерео­

метрии доходить до крайностей, ибо преподавание также и здесь обуславли­

вается принципом: от простого к сложному, от конкретного к абстрактному. 
В предметном наглядном пособии, в частном его случае в модели непосред­

ственно усматриваются все нужные элементы фигур или тел и конкретно 
проверяются их взаимные расположения. 

Гораздо сложнее их видеть и при помощи умозаключения проверить их 
на изображении — чертеже. Здесь необходима способность понимания 
чертежа, которую в психологии называют воспроизводительным воображе­

нием. Этот последний этап требует, чтобы основываясь на представлении при 
помощи мышления заключить, какими должны быть пространственные со­

отношения. Это часто связано с высшей формой воображения­творческим 
воображением , . . (конечно, по отношению к ученику в процессе обучения). 

Наиболее простым и полезным является то наглядное пособие, которое в 



процессе преподавания быстрее всего приводит к пониманию, дает устой­

чивые представления и большую ясность в понятиях и определениях — и 
таким часто является предметное наглядное пособие. 

Вторая крайность заключающаяся в том, что предметная наглядность 
начинает задерживать развитие логически — абстрактного мышления (также 
и пространственного воображения) менее возможна. 

Как в первом, так и во втором случае следует говорить о недостаточно 
разработанных методических приемах в изготовлении наглядных пособий 
и в последовательности их использования. Разработку методики затрудняет : 
1) неоднородный состав учащихся ; 2) неправильная оценка трудности 
материала и психологических особенностей детей и подростков; 3) недоста­

точно конструктивные наглядные пособия. Хочу поделиться своим опытом в 
уменьшении и устранении последних д в у х затруднений. 

1. МОДЕЛИРОВАНИЕ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ КАРТОНА, БУМАГИ И СПИЦ 
* НАЧАЛЕ КУРСА СТЕРЕОМЕТРИИ 

При ознакомлении с первыми понятиями и представлениями стерео­

метрии и приобретении навыков необходимо разнообразить использование 
наглядных пособий. Целесообразно различать следующие этапы: 

1) учитель демонстрирует перед классом наглядное пособие в закончен­

ном виде; 
2) учитель или ученик изготовляет перед классом необходимые фигуры 

в той последовательности, в которой этого требует теорема или задача ; 
3) то ж е самое выполняет ученик (или пара учеников за каждой партой, 

иногда совместно с учителем или под его руководством) . 
В начале курса в более трудных ситуациях иногда полезно действовать 

в пределах второго или третьего этапа, что требует подходящего материала, 
чтобы с его помощью можно было моделировать. В литературе имеются ука­

зания использовать для этой цели фанеру, картон, бумагу, деревянные 
планки, проволоку, нитки и пр. 

Так как при этом иногда необходимо сверлить, клеить и т. д., то работа 
часто проводится во внеурочное время. Я старался работу выполнять только 
в классе и оказалось, что наиболее конструктивным материалом является 
толстый картон, цветная настольная, чертежная бумага и спицы. В самом 
деле, при помощи перегибания бумаги, разрезов и вставок в разрез можно 
•в течение нескольких минут продемонстрировать различные положения 
взаимного пересечения плоскостей. В свою очередь превосходной моделью 
прямой может служить обыкновенная большая штопальная иголка, которая, 
будучи воткнута в толстый картон или положена на него, фиксирует опре­

деленное взаимное расположение прямой и плоскости. Положив на стол 
или придерживая пальцами, можно устойчиво фиксировать в образовав­

шихся конфигурациях различные положения плоскостей и прямых без каких 
либо штативов и дополнительных укреплений. Необходимыми инструмен­

тами при этом являются нож и ножницы. Различно окрашенные плоскости 
создают хорошее представление о видимости или невидимости отдельных 
«астей прямых или плоскостей. Изменяя направление разреза , или перегиба, 
направление спицы или всей изготовленной конфигурации относительно 
зрителя, можно добиться большого разнообразия в восприятии образов. 
Параллельно с моделированием обязательно необходимо также и чертить 
(полезно также делать наоборот). 



II. МОДЕЛИ МНОГОГРАННИКОВ 

При изучении многогранников также нужны модели. Прежде всего 
укажем на недостатки тех наглядных пособий, которые в настоящее время 
имеются в продаже. 

1. Изготовленные из картона модели имеют все одинаковые соотноше­

ния измерений и дают только представление о внешней форме (нельзя пока­

зать внутренние линии). Они могут служить только 
для иллюстрации понятия, но не для его выяс­

нения. 
2. Тела, изготовленные из стекла, показы­

вают в готовом виде только один какой нибудь 
определенный случай задачи или теории; кроме 
того, комплект таких тел дорог. 

3. Каркасные модели с шарнирными вер­

шинами и выдвигаемыми ребрами довольно 
разнообразны, однако они неустойчивы и для 
них необходимы различные опоры, которые для 
задачи и теоремы являются несущественными 
лишними линиями. Неточно и неудобно прихо­

дится с их помощью демонстрировать различные 
линии и сечения. Установка наглядного посо­

бия требует сравнительно большого времени. 
Поиски наиболее подходящей модели много­

гранника поясним на примере модели куба. 
1. Куб из дерева или картона. Видны грани и ребра. Можно показать 

диагонали граней, ее углы и т. д. Т а к ж е можно показать сечения и решения 
некоторых задач (см. черт. 1 и 2). 

2. Стеклянная модель куба без верхней грани. Кроме вышеуказанного, 
на такой модели можно показать т а к ж е и внутренние линии в виде стержней, 

Рис. 1. Картон с вырезкой 
в форме правильного треу­
гольника, надетого на вер­
шину куба, показывает се­

чение. 

Рис. 2. В точках А и Л' кнопки. В точке L прямая АК пересекается с продолжением 
основания куба AiB\. 

можно вложить в нее также и разные сечения из картона или цветного стекла. 
К а ж у щ а я с я мелочь — удаление одной грани открывает существенные воз­

можности и расширяет область применения наглядного пособия (к сожа­

лению, все еще имеются в продаже и изготовливаются^в школах только 
закрытые стеклянные модели куба) . 

3. К а р к а с ребер куба, изготовленный из проволоки. Достигнута дальней­

шая ступень абстракции: видимы только ребра, а грани должны быть вооб­



ражаемы по их граничным контурам. П р я м ы е и контуры сечений можно 
провести при помощи резиновых шнурков . Это гораздо удобнее чем исполь­

зование стержней, картона или стеклянных пластинок. 
В общем следует сказать, что проволочный к а р к а с является наиболее 

удобным видом модели. Я старался изготовить отдельные детали так , чтобы 
припомощи проволочных каркасов было возможно демонстрировать необхо­

димые в школьной практике виды призм и пирамид. Чтобы избежать не­

устойчивости, я в своей практике нашел наиболее удобной известную в ли­

Верхний контур можно т а к ж е изготовить из резинового шнурка , на ко­

торый надевается определенное число колечек с втулочками, как в верши­

нах контура. (Конец кусочка проволоки — втулочку сплющивают, и в 
нем просверливается отверстие). Чтобы сконструировать наклонную призму 
и усеченную пирамиду, надо изготовить боковое ребро с подвижной заклеп­

кой у основания. Так к а к на верхнем контуре з а к л е п к а может занять наклон­

ное положение, то после вставления в наклонение бокового ребра, верхнее 
основание сохраняет положение, параллельное нижнему (черт. 4). При 
помощи деталей наклонных ребер можно сделать т а к ж е и каркасы пирамид 
(сначала надо вставить в доску основания стержень, служащий в качества 
высоты пирамиды). Скрепление деталей в вершинах пирамиды видно на 
черт. 46. 

При помощи втулочно­гнездового скрепления можно разделить стержень, 
служащий в качестве бокового ребра, на несколько составных частей и по­

лучить боковое ребро различной длины. Т а к с помощью одного контура 
основания можно осуществить многогранник с различной величиной его 
измерений. Так как боковое ребро вставлено в отверстие, которое просвер­

лено в основании, а на верхнем контуре оно з а п а я н о в определенном поло­

жении, то вся модель устойчива. Наглядное пособие конструктивно, так к а к 
при помощи одной доски, служащей основанием, небольшого количества 
стержней для боковых ребер и разных контуров верхних оснований можно 

тературе универсальную основ­

ную доску, в которую встав­

л я л стержни, служащие в ка­

честве боковых ребер. 
В литературе нет указаний 

на наиболее рациональный ме­

тод изготовления верхнего кон­

т у р а призм и вписанных в нее 
линии или контуров сечений, 
а также для фиксирования их 
расположения . 

Рис. 3. Заклепывание контурной втулки. 
1—стержень бокового ребра; 2— верх­
ний контур; 3— втулка верхнего кон­
тура; 4 — гнездо втулки; 5 — резино­
вый шнурок нижнего контура; 6 — ос­
новная доска с просверленным отверс­
тием; 7 — передвижной крючок с прик­
репленным резиновым шнурком для 

образования сечения. 

Необходимые для фигуры 
верхнего контура линии (в соот­

ветствии с контуром плоскости 
основания) изготовляют из той ж е 
проволоки , что и для боковых 
ребер. В вершинах контура 
закрепляются подвижные вту­

лочки, которые можно вложить 
в отверстия, просверленные в 
концах боковых ребер. Контур 
нижнего основания образуют при 
помощи замкнутого резинового 
шнурка , охватывающего боко­

вые ребра (черт. 3). 



составить модели различных многогранников и реализовать их изменение в 
движении (при помощи движения преобразовать прямую призму в наклон­

ную) без лишних деталей. Дополнительные линии и контуры сечений показы­

ваем при помощи замкнутых резиновых 
шнурков . В определённых точках на рёб­

р а х шнурок закрепляется при помощи крюч­

ков . На все ребра несколько р а з наматыва­

ются кусочки проволоки, и их концы заги­

баются в виде скользящих крючков. В вер­

шины контуров впаиваются устойчивые 
крючки. При помощи замкнутых резиновых 
ш н у р к о в и крючков, скользящих вдоль 
ребра, можно добиться очень быстрого 
проведения прямых и изменения положе­

ния, а т а к ж е образования сечений непос­

редственно в движении, что с т о ч к и зрения 
наглядности очень полезно. 

Д л я демонстрирования различных пи­

р а м и д очень полезной оказалась еще еле­ "g 
дующая модель. Основанием пирамиды 
служит доска с вертикально просверленным 
отверстием в центре, в которое вставляется 
цилиндрическое основание стержня, являю­

щегося высотою пирамиды (высота цилинд­

рика р а в н а толщине доски). Стержень из­

готовлен из стальной проволоки, и один 
его конец впаян в основание цилиндри­

ка , а второй заострен. В качестве точки 
основании высот всех моделируемых пирамид берется отверстие в доске, 
служащей основанием. Чертятся контуры оснований пирамид, и в вершины 
этих оснований вбиваются гвоздики, загибаемые затем в виде крючков. 
Боковые ребра пирамид и апофемы (высоты боковых граней) изготовляются 

Рис. 4-a. I — основание бокового 
ребра в отверстии; 2 — шарнирная 
заклепка; 3— наклонная часть бо­
кового ребра; 4 — гнездо бокового 
ребра; 5—втулка верхнего контура; 
6 — верхний контур; 7 — непод­
вижно впаянный крючок; 8 — ос­

новная доска. 

Рис. 4-6. В пазах вершины высотного стержня укрепляется 
небольшая пирамида с диагональными сечениями, на которые 

надеваются пазы стержней боковых ребер. 

из шести резиновых шнурков , которые охватывают стержень. Верхние 
концы ш н у р к о в завязываются нитью и надеваются на острие стержня, а 
нижние их концы вдеваются в шесть отверстий, просверленных в основании 
стержня и также крепко завязываются нитью. 

При конструировании пирамиды стержень вставляется в отверстие 
доски, и резиновые шнурки поочередно зацепляются за крючки, располо­

женные в вершинах, предполагаемого основания (черт. 5). 



Образуются боковые ребра пирамиды и их проекции; кроме того, можно 
образовать апофемы и высоты боковых граней. 

Эффективность наглядного пособия заключается в его разнообразии 
(его можно использовать уже в первом периоде преподавания стереометрии, 
в особенности, когда речь идет о наклонной и ее проекции), и в возможности 

быстро его построить и 
разобрать. Такой ж е „уни­

версальный стержень", 
только меньшего размера 
и с соответственно мень­

шей доской основания 
можно дать в распоряже­

ние учеников на парты для 
фронтальной работы. 

Д л я конструирования 
призм и усеченных пира­

мид можно также загото­

вить подобный комплект 
деталей для фронтальной 
работы в классе. Только 
детали здесь можно упрос­

тить, В концах стержней, 
служащих боковыми реб­

рами, нет отверстий, а они 
заменяются спиленными 
муфточками. Верхнее и 
нижнее основание можно 

замкнутым резиновым шнурком, 
верхнего основания изготов­

которых просверливаются 

Рис. 5. 1—основание стержня; 2— стержень 
3 — отерстия для вдевания резинового шнура 
4 — верхний узел; 5 — нижний узел; 6 — крючок 

7 — резиновый шнур. 

образовать, охватывая боковые рёбра 
Если необходимы сечения, то контур 
ляется из отдельных стержней, в концах 
отверстия, в которые вставляются муфточки боковых ребер (концы сле­

дует сплюснуть при помощи молотка). Стержни поочередно надеваются 
отверстиями на муфточки боковых ребер (отверстия в доске основа­

ния должны соответствовать рассто­

я н и я м между отверстиями в стержнях 
верхнего основания) . В случае нак­

лонной призмы и усеченной пирами­

ды надо изготовить еще дополнитель­

ные детали для боковых ребер с нак­

лонно загнутыми обойма концами 
(черт. 6). 

III. НЕКОТОРЫЕ МЕТОДИЧЕСКИЕ 
СООБРАЖЕНИЯ ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ 

НАГЛЯДНЫХ ПОСОБИЙ 

Д л я наблюдения такие наглядные 
пособия яачяются очень динамичными. 
И х конструктивность дает возможность 
разнообразить методы использования 
и при фронтальной работе позволяет 
ученикам воспринимать необходимые 
пространственные образы большей 
группой чувств. Наблюдению не меша­

Рис. 6. 1 — стержень верхнего кон­
тура; 2 — стержень бокового ребра; 
3 — втулка; 4 — отверстие в контур­
ном стержне; 5 — основная доска; 
6—наклонное боковое ребро; 7, 8—за­
гибы на концах стержня бокового 

ребра. 



ют никакие лишние детапи. С точки зрения формирования понятий, изменение 
формы и положения пособия дает возможность усвоения понятия учениками 
во всей его общности. Таким образом, каждое представление об этом поня­

тии не связано только с каким либо одним образом, который впоследствии 
порождает затруднения в различных ситуациях при решении задач. При 
этом не только активно выясняется само понятие, но усваивается и его 
определение. В активной работе (а не только при помощи повторения слов) 
ученики могут провести столько повторений, сколько необходимо, что 
является гарантией устойчивости усвоенного понятия Эту работу можно 
выполнить в двух направлениях, например, при усвоении понятия о дву­

гранном угле: 
а) оставаясь в рамках конкретности — от работы над вышеупомяну­

тыми наглядными пособиями к ближайшей окрестности (класс и его пред­

меты, вид через окно и т. д.); 
б) переходя от конкретного к абстрактному — от моделированных 

наглядных пособий к чертежу и далее к косвенному наглядному пособию 
в виде рассказа. 

Интересной может быть работа с наглядным пособием и в практическом 
направлении, например, конструирование сечения многогранника и расчеты, 
которые с ним связаны. Порядок действий при этом рассмотрим на следую­

щей задаче : плоскость пересекает все боковые ребра правильной четырех­

угольной призмы. К а к и е фигуры могут образоваться в сечении? Каким обра­

зом следует пересечь призму, чтобы получить определенную фигуру? Прежде 
всего ученики стараются представить себе решение (интуиция, гипотезы). 
Следующим шагом является работа с наглядным пособием. Способные уче­

ники таким образом себя проверяют, а более слабая часть класса выясняет 
вопрос конкретно. Работая с нашей моделью, с замкнутым резиновым шнур­

ком и передвижными крючками, ученики наглядно и быстро дают ответ на 
вопрос задачи. Работа с наглядным пособием более быстрая, чем с чертежом. 
Н а чертеже часто допускаются ошибки, не соблюдая параллельности прямых 
сечения, произвольно выбирая четвертую точку пересечения плоскости сече­

ния с боковым ребром, представив себе, что каждые четыре точки располо­

жены в одной и той ж е плоскости. Следует еще достаточно оценить и полезные 
второстепенные психические яаления , которые связаны с работой нагляд­

ных пособий,, как, например, повышение активности, внимания , интереса 
и т. п. Нельзя не упомянуть также и то, что такие занятия, связанные с пере­

ходом к чертежу, дают ученикам очень много в развитии пространственного 
воображения. В этом смысле следует отметить, что решение первых стереомет­

рических задач на построение можно произвести вполне реально, выполняя 
все построения при помощи вышеупомянутых пособий. 

В заключение перечислим условия, которым в полной мере удовлетво­

ряют описанные наглядные пособия. 
1. Наглядные пособия достаточно точно изображают данные понятия 

и пространственные соотношения. 
2. Наглядные пособия не содержат лишних несущественных деталей и 

устанавливаются стабильно. 
3. Наглядные пособия динамичны, так к а к последовательно и в движе­

нии можно показать само тело и необходимые дополнительные линии. 
4. Наглядные пособия можно изготовить соответствующих размеров , 

как для демонстрации перед классом, так и для работы учеников за партами, 
и поместить их перед зрителем в нужном положении. 

5. Наглядные пособия технически несложны и возможно в короткое 
время собрать необходимую конфигурацию и разобрать ее непосредственно 
на уроке , как при демонстрировании перед классом, так и при фронтальной 
работе учеников за партами. 



6. Наглядные пособия конструктивны — с небольшим количеством 
детадей можно образовать много фигур и тел в различных положениях и 
разных размеров. 

7. В пределах возможности наглядные пособия могут быть изготовляемы 
в школьных мастерских и их можно заготовить в достаточном количестве, 
чтобы ученики смогли использовать их во время фронтальных работ. 
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DAŽI A P S V Ē R U M I P A R S T E R E O M E T R I J A S U Z S K A T E S 
L Ī D Z E K Ļ U IZGATAVOŠANU UN I Z L I E T O Š A N U 

0. Treilībs 

(Kopsavilkums) 

Stereomotri jas mācīšanā uzskate i d a ž k ā r t nepiegriež vajadzīgo vērību. 
Nav vēl arī pie t iekami izs t rādā t i paņēmieni uzska tes l īdzekļu izveidē un l ie to­
šanas pakāpenībā . 

J a u s tereometr i jas mācīšanas sākumā lielu l a b u m u dod modelēšana ar 
ka r tonu , papīru un ada tām. Arī stiepļu Karkasa daudzska ldņu modeļu izl ietošana 
tā lākā s tereometr i jas mācīšanas gai tā ir l ietderīga. P a r p a m a t u ņemot , ,uni­
versālo dēli", sānšķautn i ar nolieci—šarnīru pie p a m a t a u n kus t īgām t a p i ņ ā m 
augšējā p a m a t a kon tūras virsotnēs, izdodas izveidot lielu ska i tu ta isnas u n 
slīpas pr izmas u n nošķeltas pi ramīdas . Lielu d a u d z u m u dažādas regulāras 
u n neregulāras piramīdas var izveidot ar , .universālo s t ien ī t i " . Nedaudz v ien­
kāršot i va r izveidot arī komplektus f rontā lam d a r b a m klasē skolēniem solos. 
Ar šiem uzskates līdzekļiem ievērojami a tv ieglo ta novērošana , jēdzienu 
izveidošana, telpiskās iztēles a t t ī s t ī šana , kā arī reāli izpi ldāmi dažādi prakt iski 
uzdevumi . 



ЛАТВИЙСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ П. СТУЧКИ 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XXVIII, ВЫПУСК 4, 1959 ГОДА 

ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ТЕОРЕМ О ДЕЛИМОСТИ ПОЛИЛИНЕЙНОЙ 
Ф У Н К Ц И И В ЛИНЕЙНОМ БЕЗРАЗМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

Ш. Д. ТРУ пин 
В работе А. М. Л о п ш и ц а [1], а также в работе автора настоящей 

статьи [2] рассматриваются некоторые теоремы о делимости полилинейной 
функции в линейном безразмерном пространстве. Д л я примера, рассмотрим 
тождество: 

т т 
<•>! х.. .jr.ocj х= <л2 х.. .х-а2х, (1) 

где tOļ хх . .. хт и со2 уг . .. ут — некоторые т — линейные функции, а o^z 
и а 2 ц —. линейно независимые и не равные тождественно нулю линейные 
скалярные функции*. Тогда, согласно теореме о делимости полилинейной 

m • • m 
функции на линейную, необходимо, чтобы функции (*j X •. . * К со2 х.. .х 
делились, соответственно, на а 2 х и лг х, т. е. чтобы выполнялись тождества 

m т— 1 
ы1х . . . х = о х . . . х • а2х, 
т т— 1 
ы 2 х . • • х = а> х . . . х • oCj х, 

где ч>хг . . . хт­[ — некоторая (т — 1) — линейная функция. [Ср. 1]. 
Тождеству (1) можно придать несколько иной вид: 

т т 
o)j .г­ . . . х • х ­(­ ы 2 X . . . х • а, х = 0 (2) 

и тогда естественно возникает вопрос об условиях , при которых оно вы­

полняется, если в левой его части имеются больше чем два слагаемых такого 
ж е вида: 

в 
2j « i х . . . х­щ х = 0. (3) 
i = i 

Можно сформулировать и более общую задачу. Пусть в линейном без­

размерном пространстве заданы n I — линейных нераспадающихся и линей­

но независимых скалярных функций щ JL . . . xt , не равных тождественно 
нулю, и столько ж е т — линейных функций щ щ,. .ут. Определить условия, 
при которых выполняется тождество 

п 
„ т I 

£ (Di X . . . X • Щ X . . . X = 0. (4) 
i ­ 1 

Однако , в настоящей статье мы ограничимся только исследованием вопроса 
об условиях, при которых имеет место тождество (3). Д л я этой цели мы 
докажем в первом параграфе лемму, с помощью которой найдем один 

* Мы будем пользоваться обозначениями, принятыми в работе [2], 



(достаточный) признак делимости. Затем, во втором параграфе, мы найдем 
необходимые и достаточные условия, при которых выполняется тождество 
(3), а в третьем параграфе рассмотрим несколько примеров , представляю­

щих некоторый интерес для частного случая, когда m = 2. 

§ I­

Д О С Т А Т О Ч Н Ы Й П Р И З Н А К 

Пусть, следовательно, в линейном безразмерном пространстве заданы 
п тп — линейных функций со* щ . . . хт и столько ж е линейно независимых, 
не равных тождественно нулю, линейных скалярных функций у (i = 1, 2, 

п). Исследуем, к а к должны быть выбраны функции ы 1 х 1 . . . х т , 
чтобы выполнялось тождество 

и 

v> т 

£ оц х . . . х • Л| х = 0. (1.1) 
г = 1 

1. П р е ж д е всего, сформулируем и докаже м следующую лемму. 
т 

Л е м м а I. Если значения А х . . .х т — линейной скалярной или 
векторной функции А хг . . . хт равны нулю для всех тех векторов х, 
для которых равны нулю линейно независимые и не равные тождест­

венно нулю линейные скалярные функции щх (i = 1, 2, п < т), 
т 

то функция А х . . . х делится па каждую из функций щ х и имеет 
место тождество 

т т—п 
Ах . . . ж = а г ..с •«_ £ . . . а и sc ­ В х . . . х, (1.2) 

где В ху . . . : r m _ n — н е к о т о р а я (т — п) — линейная функция. Если 
т = п, то тождество (1.2) принимает вид: 

а 

Ах . . . х = р­а.1 ж ­ а 2 .с . . . а„ х, (1.2 ' ) 

где р — вектор или скаляр. 
га 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как, согласно условию, функция А х . . . х 
равна нулю для всех векторов х, для которых равна нулю функция а а х, 
то согласно теореме о делимости полилинейной функции на линейную, можем 
писать 

т т—1 
А i• •.. х = aj х • li х . .. х, (1.3) 

где В it , . . . a ­ m _i — некоторая (т — 1) — линейная функция . Следовательно, 
тождество (1.2) справедливо для и = 1. Допустим, что оно выполняется при 
п = к, т. е. что имеет место тождество 

т т— k 

А х . . . х = ocj щ • а„ х . . . <nh:r. • В х­ . . . х. (1.4) 

Докажем, что тождество (1.2) выполняется также и при п = к ­f­ 1.* 
к 

В самом деле, согласно условию, ф у н к ц и я Ах . . . х равна нулю также 
При условии, что к + 1 ^ т. 



и для всех тех векторов ж, для которых равна нулю функция a f t | ж, а потому 
можем писать 

m m—1 
А х . . . х = а й + 1 • Bļ ж . . . ж, (1.5) 

где B1x1...xm^.i — некоторая (m — 1) — линейная функция . Введем 
обозначение 

h 

Ф х . . . х = а х х • а 2 х . . . ahx (1-6) 

и перепишем тождество (1-4) следующим образом: 
m k m—h~ 

А X . . . X = Ф X . . . Ж • В X . . . Ж. (1.7) 
Из (1.7) и (1.5) следует, что 

k wļ—Ā m—i 

Ф ж . . . ж • В ж . . . ж = ah ļ х • В х х. .. х. 

Отсюда, согласно той ж е вышеупомянутой теореме о делимости, либо функция 
k m—k 

Ф ж . . . ж, либо функция В ж . . . ж должны делиться на а А + 1 ж . Однако, в 
силу того, что данные функции ж, попарно взятые, не коллинеарны, то из 

k 
(1-6) следует, что Ф ж . . . ж не может делиться на v.k . ļX. Поэтому должно 
выполняться тождество 

m—k m—k—1 

В ж . . . ж — С ж . . . ж • a f e + i ж, 

где С хх :... ж т _ ь _ 1 — некоторая (т — к — 1) — линейная функция . Под­

т—h 
ставив это значение для Вж . . . ж в правую часть тождества (1­4), мы полу­

чим 
т т—k—1 
А ж . . . х = <tļ х • а 2 ж . . . а^х-Лк i i ж • С ж. . .ж. 

Т а к и м образом, мы убедились в том, что если тождество (1­2) выполня­

ется при п = к, то оно выполняется и при п = к ­f­ 1. Т а к к а к оно спра­

ведливо для п = 1, то оно справедливо и для всех п, не больших, чем т. 
о 

П р и п = т условимся обозначать символом В ж . . . ж скаляр или век­

тор р, в зависимости оттого яшшется ли данная линейная функция Ахх .. . хп 

скалярной или векторной и положим 
о 

р — В х .. . х. 
Тогда тождество (1.2) переходит в тождество (1­2 ' ) . 

Следует заметить, что в зависимости от вида функции Ахх . . . хт и ве­
т—п 

личины т функция В ж . . . ж, помещенная в правой части тождества (1 .2), 
может, в свою очередь, делиться на одну или несколько из данных функций 
щ х. В общем случае тождество (1­2) может принять следующий вид: 

т D i — h 

А ж . . . ж = ( a t ж)*1 • ( а а ж)' 2 . . . (а„ г)*» • В ж . . . ж, 

где показатели степеней г 1 ; г'2, f„ удовлетворяют условию 

h + h + • • • + г» = * < т<­

а В хх . . . ж т _ ь — (т — к) — линейная функция, вектор или скаляр . 



Сформулируем без доказательства следующую, более общую лемму: 
m 

Л е м м а 1 1 . Если значения А х. .. х тп — линейной скалярной или 
векторной функции А хх . . . хт равны нулю для всех тех векторов х, 

i 
для которых равны нулю значения оц х . .. х линейно независимых и не 
равных тождественно нулю I — линейных нераспадающихся скалярных 

т 
функций оц хх . . . . xi (i = 1, 2, . . . , п < т), то функция Ах . . . х делится 

i 
на каждую из функций оц х . • • х и имеет место тождество 

m l l l m—lk 
Ах .. . х = (оц х .. . х)4• (ос2 х . . . х)х' . . . (а.пх . . . xfn • В х . . . х, 

где 

h "г h + • • • +
 г

п = к и 1к < т. 

При т = 1к имеет место тождество 
т l l I 
А х . . . х = р • (ocj х . . . х)1' • ( а г х . . . х)г* . . . (а„ х . . . xin ) , 

где р — вектор или скаляр. 
2. Пусть в линейном пространстве заданы п т — линейных функций 

со,­ хх .. . хт и столько ж е линейных скалярных функций оц х (i, / = 1 , 2 , . . .,n)t 

т 
причем известно, что к а ж д а я из функций u>j х •.. х обращается в нуль 
для всех тех значений вектора х, для которого равны нулю все функции 
сц х, за исключением той из этих функций, для которой / = i. Если при 
этом функции оц х не равны тождественно нулю и линейно независимы, то, 

т 
согласно доказанной выше лемме I, функции щ х . . . х я щх связаны 
друг с другом следующими зависимостями: 

т т—п ­i 1 

tej X . . . х — а 2 X • ос3 х . . . ocj_i х • acj х • a.j ... i х . . . а.п х • ы х х . . . X, 

т т—п + i 
СО; х . . . х = oiļ х • ос2 х . . . о у _ 1 х • <x.j ļ х . . . ссп х • со, х . . . X, 

771 тп—п I 1 
со„а; . . . х = otļ х- си2х . . . a,-_i x-a.j x-v.j+ļ х .. . ш% \ ыпх­

(1.8) 

.х. 

При этих условиях легко проверяется справедливость следующей тео­

ремы: 
т 

Т е о р е м а I. Если функции со, ж . . . х связаны с функциями оц ж 
(г, / = 1, 2, . . ., п) зависимостями (1 .8), причем гп ^ п—1 и выполняется 
тождество 

71 
•V , т — п + 1 

2, Щ х ...х = 0, (1.9) 
i = i 

то выполняется также и тождество 
71 

2 <£j х . . . х • olj х = 0. (1.10) 
i = 1 

Обратно: если для функций (1 .8) выполняется тождество (1 .10) , то 
для всех значений вектора х выполняется условие (1.9). 



Д о к а з а т е л ь с т в о . У м н о ж и в обе части равенств (1 Л 
венно, на ai jZ, . . . ,а ; ­ х, • •-, а „ ж и сложив, получим 

соответст­

3= 1 
х - а ; х = а­, х . . . а,­ .г 

ТП — П ­г 1 
X . (1.11) 

Отсюда видим, что если выполняется тождество (1 ­9), то выполняется также 
и тождество (1 • 10). 

Обратно: если имеет место тождество (1.10), то приняв во внимание, 
что ни одна из функций Щ х (/ = 1, 2, . . . , п) не равна тождественно нулю, 
мы из (1.11) убедимся в том, что выполняется условие (1.9). 

Равенства (1­8) показывают, что значение индекса m не может быть 
большим, чем п — 1, так как в противном случае (при m < п— 1), функ­

m 
ция щ х . . . .с должна была бы делиться на каждую из п — 1 функций а.гх, 
• . ., a,-_ļ х, Щ !.i х, . . ., ос„х, что невозможно. 

Рассмотрим отдельно случай, когда m = п -ļ* I- Условимся в этом 
о 

случае считать символы щ х . . . ж некоторыми скалярами, которые мы обо­

значим через т,­ . Тогда формулы (1­8) принимают следующий вид: 

со, х 

У... .У • 7. 
2 о 

а , ж ­ а . i 

к,, ж, 

0-л.Х, 

СО,, Ж . . . . ( • = ­ Те • «1 х­­7.2.:­ . . . 7 П _ 1 Ж , 

а условие (1­9) переписывается: 
п 

2 « » о . 

(1.12) 

(1.13) 

3. Тождество (1.10) может выполняться также и при m < п — 1. Однако, 
тп 

в этом случае для функций щ х. . . х должны иметь место другие условия, 
которые мы более подробно рассмотрим в следующем параграфе. Чтобы 
убедиться в этом, рассмотрим один пример. Положим m = 2, п = 4 и 
допустим, что функции со, жж связаны с функциями оц X зависимостями: 

cOļ хх 
л>., хх 
со, хх —! ­ 9 

2 ­ : 
Щ X • щя 
7.1 х • а. х 

т., х • а„ 

«2 * 
7.1 Ж 

* 

Ж. 
(1.14) 

отличны­;:! от зависимостей (1.8). 
Нетрудно проверить, что для этих значений со,­ хх выполняется тождество 

4 

У со, хх. a.j х — 0 . (1.15) 

Отсюда следует сделать вывод, что условия (1.8) и (1.9) не являются 
необходимыми для того, чтобы выполнялось тождество (1.10). 

В третьем параграфе мы увидим, чго формулы (1.14) являются част­

ными видами более общих зависимостей, которые необходимы для того, 
чтобы выполнялось тождество вида (1.15). 
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§ 2 

Н Е О Б Х О Д И М Ы Е И Д О С Т А Т О Ч Н Ы Е У С Л О В И Я 

В настоящем параграфе мы выведем более общий признак, необходи­

мый и достаточный для того, чтобы выполнялось тождество (1.10). Необхо­

димые для доказательства выкладки оказываются довольно громоздкими и, 
чтобы их несколько сократить, рассмотрим сначала вспомогательную тео­

рему. Кроме того, при доказательстве этой леммы, а т а к ж е и основной тео­

ремы мы, для краткости записей, положим тп — 4. Однако , мы проведем 
доказательство и необходимый при этом подсчет так, чтобы видно было, 
каким образом доказательство распространяется на общий случай, когда 
индекс гп имеет произвольное значение. 

Л е м м а I П. Если имеют место тождества 

т 

где 

2/ ( « W • • • * + Щ Щ х . . . х ­ . . . + со.;/­. . .хУ}) • а..г, (2.1) 
•i 1 

( / = 1, 2, . . . . п) 

со. у х . . . х 4г со. хух . . . х . . . ­г со,, х . . . ху ­­­­­ Dxy со. ж . . . х*, (2.2) 

причем векторы у. удовлетворяют условиям 

J *гУг'-Ч- * Д • • ­ . « ) ( 2 ­ 3 ) 

а Щ— символ Кроне:­ ра, то выполняются также и равенства 

% Ух У-1 ••• У , У ) = 0. (2­4) 
W 7Н t 7?l' 

где векторы у., (г 1. 2, . . ., т), также удовлетворяют условиям (2.3) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как, вышеупомянуто, для упрощения записей, 
возьмем с л у ч а й , когда т = 4 и положим 

h : = % 1-2 = l' h = р< U т 9­

Итак, пусть имеют место тождества 

7i 

<•>,­ « о х ­ ]? (ы. у ; .»­уж 4­ « . ам + со. хху. х ­ f со. зкрз^)• а. .г, (2.5) 
i ­ 1 

( / ­ Е 2, »] 

а векторы & удовлетворяют условиям (2 .3) . ' Д о к а ж е м , что выполняются 
равенства 

^У^^У.Уф ^ °­ (2­6) 

Чтобы иметь в виду общий случаи (произвольного т), заметим, что в пра­

вой части тождества (2 .5) , в скобках, имеются т = 4 слагаемых, содержа­

* Здесь чер!.з Dxy t$i к . . . х обозначен поляризованный полином щ л 
См. [2]. 



щих от— 1 = 3 раза аргумент х*. Произведя над этим тождеством поля­

ризацию х­>у, мы получим повое тождество 

<й3 У*** + хухх ­ I ­ ы. ххухАг &, ххху = 
п 

= 2/ ( ° h У, У + ы г У] ХУГ ' Г Ы

г У] ''У + C °i УУ] Х Х + °\ Щ Ух + 
i ­ 1 

+ со. xyj ху + со. уху} х + со. авд^ ./; ­4­ со. ххуу. ­ f со. ?/;>\г^. + 

­ 1 ­ со. ;гг/х^. + со. хащ) а. .­• (со. + со. Ж* + со. xxyj х + 
i 1 

+ ' ' ' . ' / У ) • .'/• (2.7) 

Выражение, стоящее в первых скобках содержит от (от — 1) = 12 слагае­

мых, содержащих гп — 2 = 2 раза аргумент х, а выражение во вторых 
скобках отличается от левой части только тем, что вместо аргумента у взят 
вектор уу 

Подставим в это тождество в е к т о р у ­ yk, удовлетворяющий условию 
(2.3) , т. е. з 'словию 

а. у. — S
f e

. 

Тогда вместо второй суммы, находящиеся в правой части (2 .7) , мы будем 
иметь выражение 

­ К г о ­ . ­
 w

f t щ х х + с ' \ * + 
Перенесем это выражение в левую часть и просимметрируем обе части 
полученного равенства по индексам / и к. Тогда получим тождество 

со,. у., ххх 4­ со,. ху.. хх ­4­ со,. Х.су.. х + со . XXV.. = 

n 

= 2 < " i У » r i

' !" ®« ''^'/;) <*i ^ S , ' г (0. y f t , г + 
i 1 

левая часть которого содержит — = от = 4 слагаемых, в к а ж д о м из ко­

торых аргумент х повторяется m — 1 = 3 раза, а правая часть содержит 
щ(т~~ I) ' г 9 

— = < l

m = о слагаемых, в каждом из которых аргумент j повторя­

ется от — 2 = = 2 раза . 
Этот процесс поляризации и последовательной подстановки в получен­

ные тождества векторов у,,, удовлетворяющих условию (2 3), можно пов­

торить всего пг раз, а в пашем частном случае 4 раза . Произведем, далее, 
над тождеством (2.8) поляризацию х ­> у н подставим в подученное тож­

дество вектор у = ?уг Перенеся затем выражение, стоящее под знаком 
второй суммы из правой части в леву и просимметрпровав полученное 
равенство по индексам /, к и /, мы подучим тождество* 

* При этом мы используем правило, что при симметрировании вырам­^ння, уже 
содержащего знак симметрирования, внутренние скобки можно опустить. См. 4]. 



со • у. у,. хх + со, - ?/. у li,, х 4 - со,, и, ;гжг/,. + со,, ху, ху,. + 

п 

+ % % Й1
 Х

 + Ю Й " ' ' / с *П = 2 i " i % У к У

1)
 Х + ( 2 •

9 ) 

г = 1 

+ <*i уа yh 4?й +
 w

i Уд "** *й + w

i Ь - a i x -

З . Г
2 

Подсчет показывает, что слева мы получили — • — С ~ г = 6 слагаемых, со-

держащих те—2—2 раза аргумент ж, а справа под з н а к о м суммы 
3 

С?(1 = 4 слагаемых, содержащих m — 3 = 1 раз аргумент х. 
Продолжая аналогично, а именно, произведя над тождеством (2.9) 

поляризацию ж—*-д и подставив в полученном равенстве вектор у = = у 
такой, что *ļJL,= — 8? и просимметрировав полученное выражение по ин­

дексам /, к, I и р, мы будем иметь тождество 

"и У к % УР)
 х • г ы

и У к Уе 'У,.) +
 ы о У к Щ У(» + 

+
 w

( j Щ01 У,) = Z °\ У а Ук Vi У») • a i к 
i 1 

4 . 1 ; з 

левая часть которого содержит ­ ­ ~ ­ = С,^ = 4 слагаемых, в к а ж д о м из 

которых х повторяется m — 3 = 1 раз, а в правой части, в скобках под 
.ļ^ļ -3 

знаком суммы, ­,—­ = С 4 = 1 слагаемое, содержащих х тп — 4 = 0 
раз . 

Поступив аналогично с тождеством (2.10) и, использовав при этом вектор 
у —у, для которого a.iy = — 8^, мы получим, наконец, равенство 

ч. т. д. 

В общем случае доказательство проводится аналогично. В результате 
мы придем к искомому тождеству (2 .4) . 

Теперь мы можем доказать следующую основную теорему: 
Т е о р е м а 2. Для тог», чтобы имело место тождество 

п 

У7,.х . . . х-у..х --• 0, (2.12) 
i = 1 

т 
необходимо и достаточно, чтобы функции (Л. х . . . х были связаны с 
функциями у.^х при помощи зависимостей 

и 
771 771 7/1 77i 

• • • х = 2j (ыгУ]х-• х + • • • * • £ • • ­ + 0 Y ­ • ­aJj)­V' (
2

­
1 3

) 
i = 1 

777. 

где выражение в скобках получается из ^ х ­­.х посредством поляри­

зации х ->- у и подстановки в полученном полиноме вектора у = у., 
удовлетворяющего уеловию 

у. v. = — Ш. (2.14) 



Д о к а з а т е л ь с т в о н е о б х о д и м о с т и . Пусть имеет место тож­

дество (2.12) . П р о и з в е д я над ним поляризацию х­>у, получим 

_ ^ m m m 
2 , ( w i Vх • • ­x + w i Х У Х • • ­xJr • • • ~ r f t x . . .xy) • a.1 x + 
i= 1 

„ m 
+ 2j b ,

1 • • •
 X~sу = °­

(2.15) 

i= i 

Подставив в тождество (2.15) вектор у = у^ удовлетворяющий условию 
(2­14), мы получим 

п 
m m m m 

2j Ы%У,Х • • • х + <x>ixyjx ... x + . . . + t o i x . . . ij^j• а. x — ы5х . . . z ­ 0 , 
i = 1 
т. е. условие (2­13). 

Д о к а з а т е л ь с т в о д о с т а т о ч н о с т и . Т а к же, к а к и при дока­

зательстве леммы I I I , положим, для краткости записей, тп = 4. Пусть сле­

довательно, выполняются тождества 

со . хххх — ( w i Уj х х х 4"
 ы

4 3!ļh х л : 4"
 w i xxVj х + w i ххху.) 0Cj z, (2.5) 

i = l 

(/ = 1, 2, и) 

причем ^у. — — 8^. Д о к а ж е м , что выполняется также и тождество 

^ «, хххх • си^х = 0. (2.16) 

Из хода доказательства упомянутой леммы видно, что если выполняются 
тождества ( 2 5 ) , то выполняются т а к ж е и тождества (2.8), (2.9) , (2.10) и 
(2.11). 

В силу условия (2 .5) , будем иметь: 

^ со̂  хххх• к. х = £ (co i gfj ажг + со. ж^ хх ­4­ со4 аа|^ ж 4 ­

з = i U 
+ со4 ажга^.) а. ж • а. х. (2.17) 

Так к а к имеют место тождества 
П 71 

^ со. Jfj жжж • a. х• xj х = 2/ co ( i |Г Й жжж • а. ж• ж, 
7, 3 

2 Ыг ХУз Х Х ­ \ Х ­ • = ^
 ы

(»
 ХУ3)

 Ш •*iX-<*-}X, 
i,3 i.3 

71 71 

2! Ыг XXVj Х

'
 a

i
 Х • *з Х = 2 " ( i * • *i

 2 1

' *j х­



i "S1 ы. ххху. .-а.х-а-х= 'S1 ы,. ххху.. • а.х . х.х , , .... 
/1 i У3 \ ] / , (г &з) г з 
i, j г, з 

[Ср. 3], то из (2.17) получим ; ; 
п п 

^ Уз-ХХХХ • О..Х = { Ы(1у^ХХХ -\-Ы^Ху^ХХ -{-to(jCXy-)X + Ы^ХХХу^ j .<XlX.Ot.jX. 

3 = г О ' 
(2.18) 

Поступая далее аналогично и используя тождество. (2 .8) — (2.10), мы будем 
иметь 

п п 

£ т, хххх щ %•= £ со.. ty Vi Уг • a i * • *ļ х • cchx • a.^ • а р х . (2 . 10) 

з ­ i i, i, h,i, p 

Однако, правая часть этого равенства тождественно равно пулю в силу ус­

л о в и я (2.11). Тем самым доказано, что выполняется тождество (2 16). 
. В общем случае (для произвольного значения, гп) доказательство теоремы 

проводится аналогично. 

§ 3 

Н Е К О Т О Р Ы Е Ч А С Т Н Ы Е С Л У Ч А И 

В этом параграфе мы рассмотрим несколько примеров для частных слу­

чаев, когда m = I и m = 2, предстаатяющих, .по нашему мнению, само­

стоятельный интерес. 
1. Прежде всего рассмотрим простейший случай, когда m = 1. Следо­

вательно, нам заданы п линейно независимых и не равных тождественно 
нулю линейных скалярных функций З а д а д и м с я вопросом,­ какими 
должны быть выбраны п линейных функций со̂ . х, чтобы выполнялось тож­

дество 

л 

J^co..// • х.х = 0, (3.1) 
i ­ 1 

В силу следствия из теоремы 2, мы должны иметь: 

п 

где 0 ­ — некоторые постоянные числа. 
В силу теоремы 2, должно выполняться т а к ж е условие (2.13), которое в 

нашем примере переписывается следующим образом: 

«. х = ]?ы.у. • у..х. г (3.3) 

i ­ 1 

http://XlX.Ot.jX


Из равенств ( 3 2 ) и (3.3) получается тождество: 

п 

i= 1 

Так к а к функции а { х линейно независимы, то мы должны иметь 
аЛ = ЫгУ] Г=7 k 2, • • •> (3­4) 

Кроме того, согласно лемме I I I , должны иметь место условия (2­4), которые 
в нашем случае принимают вид: 

о­,... = со,. У,Л " 0. (3­5) 

' (згУ (г уз) v ' 

Следовательно, выполняются условия 

Оу = — ° > (<', ] = 1, 2, . . ., re) (3.6) 
а т а к ж е вытекающие из них равенства 

о­.. = 0. 
3] 

Таким образом, нами доказана следующая теорема: 

Т е о р е м а 3. Если имеет место тождество 
• ф 

П 

2о>.х.а.х = 0,. (3.1) 
i= 1 

то функции со̂  х связаны с данными функциями х линейными 
зависимостями вида 

п 
а. х = ац • a i *. (/ \ п) (3.2) 

i = i . 
причем коэффициенты <t}i должны быть к ососимметрическими относи­

тельно индексов ļ и i: 
а.. = — а... (3.6) 

13 31
 v ' 

Л е г к о проверяется справедливость обратной теоремы: 
Т е о р е м а 4. Если функции ы.х связаны с линейно независимыми 

и неравными тождественно нулю линейными скалярными функциями а. х 
при помощи зависимостей (3 2), причем коэффициенты с^кососимметри-

чны относительно индексов j и i, то выполняется тождество (3-1). 
2. Рассмотрим теперь случай, когда т = 2. 
Согласно основной теореме, тогда из тождества 

п. 
УЫ}хх • *.х = 0 (3.7) 

з = 1 

вытекает тождество 
7! 

ыз х х
 =

 2 (Ы{ yi'' +
 wi *М • а | (/ = 1 > 2, . • •, п) (3.8) 



После введения обозначений 
а

н

 х = °Ч 9j* + w i Щ . (/, г = 1, 2, . . . , и) (3.9) 

тождества (3.8) принимают следующий вид : 

СО̂. XX = ан X • СИ^Х . (3.10) 
i = 1 

Подставив в тождества (3.9) вектор у = yh, удовлетворяющий условию 

a.iyh = — Si, получим 

Просимметрировав эти равенства по индексам / , i и i , и учтя, что должно 
выполняться условие 

Ы ( г ^ ) = 0 ' * (3­12) 

мы получим 

aUiyk) = 0. (3.13) 

1) Предположим сначала, что функции (3.9) кососимметричны относи­

тельно индексов / , г, т. е. что выполняются тождества : 

Сту х = — ст.. х . (г, / = 1, 2, . . ., re) (3 ­14) 

Тогда будут тождественно исчезать и функции 

a.jX = 0. (3.15) 

Теперь из (3.10) мы получим для функций ы.хх следующие выражения : 

Ч>, Ш — * + а12 х • <х2 х + ст13 х • «з ж + . . . + ст,п х • <хп х 

со2 хх = ст21 ж­ лг х + * + <у23х • х3 х + . . . + о2пх • а.пх 

со хх = а , х ­ х. х ­\­ о ~ х • а9 х ­{­ а . х • &­ х • • • * 

Л е г к о проверить, что для этих значений функций хх выполняется тож­

дество (3 .7) , при условии, что выполняются т а к ж е и тождества (3.14). 
Таким образом, доказана справедливость следующей теоремы: 

Т е о р е м а 5. Если функции <^.хх связаны с данными функциями 
а { :г при помощи зависимостей (3­16), причем выполняются тождества 

3.14) , то выполняется также и тождество (3 .7) . 
2) Потребуем теперь, чтобы функции а^х линейно зависели от данных 

функций a.i х, т. е. чтобы выполнялись тождества 
7» 

р = 1 

где xjip — некоторые постоянные числа. П о д с т а в и в эти выражения для 
ajix в равенства (3.10), получим 

* Условие (3.12) аналогично (2.11) для случая т=4 или условию (2.4) в общем 
случае. 



co j хх = 2 xjih ' r

i
 х ' *hx­ tf = ! ­

 2

> • • n

) (
3

­
1 8

) 

i, h 

Д о к а ж е м , что имеет место следующая теорема: 

Т е о р е м а 6. Если функции и>.хх связаны с функциями си{х зависи­

мостями вида (3.18) и при этом числа и удовлетворяют условию 

­ ( Л А ) = 0, (/', i, k = 1, 2, п) (3.19) 

то выполняется также и тождество (3­7). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Подставив в (3.17) вектор у = yk, удовлет­

воряющий условию <xiyh= — 8*, получим 

Просимметрировав это равенство по индексам / , г и А' и приняв во внимание 
условие (3­13), мы увидим, что выполняется также и условие (3.19) . Теперь, 
в силу (3.18) и (3.19), мы будем иметь: 

п п п 

У
7 ы. хх • а . х = У ­ t u . • а . ж • а. х • х . х = V ī , . . . . « . ī • а . ж • а. ж = 0 , 

3 = t 3, г, ft 3, i, h 

что и требовалось доказать. 
Следует заметить, что, в силу (3.11) числа aHyh не изменяются от пере­

становки индексов / и А­, а потому из (3.20) вытекает, что т а к ж е и числа 
t j 4 a симметричны относительно этих ж е (крайних) индексов: 

( 3 - 2 1 ) 

Поэтому условию (3.19) можно придать также и следующий вид : 

3) Естественно возникает вопрос, нельзя ли подобрать такие неравные 
тождественно нулю функции <*]{х, чтобы они линейно зависели от данных 
функций а. х и, кроме того, удовлетворяли условиям (3.14). Н а этот вопрос 
нам придется ответить отрицательно. 

В самом деле, допустим, что для функций а^х одновременно выполня­

ются тождества (3.14) и (3.17). Тогда, в силу (3­20), числа z j i h должны 
быть кососимметрическими относительно первых двух индексов, а в силу 
(3 .21) , они должны быть симметрическими относительно крайних индек­

сов. Поэтому числа т ; Ч Л должны быть равными нулю для всех допустимых 
значений индексов / , i и * [см. 3], что невозможно, т. к. мы потребовали, 
чтобы функции ая х не были равны тождественно нулю. 

4) Допустим теперь, что одновременно выполняются тождества 
п 

а., х — V т . . • а. х (3­17) 
3% Умл згк h v ' 

r> ; V.v; = 0 . (3.15) 



Полагая в (3.17) i = / , будем иметь тождества 

а. • х 
ii 

У т . ч • ос, х = 0 . 
(i })k h 

к = Л 

( / ' = 1. 2, л ) 

Вследствие линейной независимости функций л. л, мы отсюда заключаем, 
что -

т. . . = 0 . 

В силу (3.21), мы, далее, получим 

Полагая ж е к = /, мы увидим, что также 

Таким образом, если одновременно выполняются тождества (3-17) и (3-15), 
то числа i-ik должны быть равными нулю, если равны либо два каких-либо 
индекса, либо все три. Это означает, что п р а в а я часть тождества (3.18) 
будет содержать только те слагаемые, у которых коэффициенты xjļh имеют 
три различных индекса. Мы можем поэтому это тождество написать сле­

дующим образом: 

со. хх 
3 

' У ( т ц . + т . . ) • а. i • а, ж. г 

X / v Jih 1 зкг> г к ' 
i, к 

или используя соотношения (3.21) и (3­22), 
п п 

I со. хх = 
i 

* kji а. х • а, Ж — 

i, ft 
2: 
i, к 

т. , . а. .г • а. ж 
И к г к 

или 

COj ЖЖ 

г, й 

где введено обозначение 
^ijk 

(3.23) 

(3.24) 

причем, в отличие от (3.18), коэффициенты Х^л не содержат повторяющихся 
индексов. 

В качестве примера, положим п = 4, Тогда из (3­23) получим: 

" i хх = Х 2 1 3 • а 2 ж • а 3 а: ­ г X 2 U • а 2 ж • а, ж -у- 1 з и ­ а 3 ж • а 4 ж 

со 2 жж = А 1 о 3 • а 4 х ­ а 3 ж ~г Щ** • а 4 ж • ос4 ж ­f­ Х3„4 • а 3 х • « 4 ж 

п̂о • GCļ Ж • СС0 Ж -р Xļ.ļ 
^ 143 ' у

1 

aj х • а 4 ж + Я 2 3 1 • а 2 ж • а 4 ж 

со 4 жж • a ļ ж • а., ж а, ж • а„ ж . а , ж • а 3 ж 

(3.25) 

Т а к как, в силу (3­22) и (3.24), выполняется условие { 

л. . . ~ / . , , , 
jih ' isj 

"kji 

то нетрудно проверить, что для функций (3.25) выполняется тождество 

У7

 со. хх • а. ж = 0. 



Л е г к о видеть, что рассмотренный в конце первого параграфа пример (1 .14) 
является частным случаем формул (3.25) . 

' 5) При доказательстве теоремы 1 мы отдельно рассмотрели случай m = 
— 1 и пришли к формулам (1.12) и условию (1.13) . Положив в этих 
формулах п = 3 и тп = 2, мы получим зависимости 

со ļ хх -— Tļ • oCg х • otg Ху 

со, хх = 

(3.26) 

и условие 

... . . . . . . . Ь / . . 

i = 1 

Эти формулы легко получаются как следствия из формул (3­23) и (3.22). 
Действительно, полагая в (3­18) п = 3, мы получим формулы (3.26), 

если положить 
T

I ~ '̂2l3>
 Т

2
 = ^123

 И Т

3 — ^132­

При этом, в силу (3­24) и (3.22), должно выполняться условие (3­27). 
6) Пример (3 26), рассмотренный в предыдущем пункте,­ можно обоб­

щить следующим образом. Рассмотрим случай, когда тп = 2 и п ~ ЗА­, 
где к — натуральное число. Назовем р—ым п е р и о д о м тройку билиней­

ных функций ы0р_9хх, co 3 p _ļax- , со 3 р хх ( р = 1 , 2, . . ., А). Таким образом, 
для данных п функций <о.хх мы имеем А­ периодов. Если для каждого из 
этих­ периодов выполняются тождества 

W 3 p ­ 2 Х Х = Т З р ­ 2 ' « З р ­ 1 " «Зр Х Г 

• = Ы 3 р 1 ­ t V ' Т З р ­ 1 • «Зр ? ' « З р ­ 2 * ) | (Р = 
i 

1, 2, . . ., А­) (3.28) 

со„ хх ' = т., ­• i * ­ а • , .г 1 
Зр Зр Зр—2 Зр —1 ] 

а числа * 8 _"V>
 т з р ­ 1

 и т зр Удовлетворяют условиям 

" з Р 2 +
 т з Р ­ 1 + "зр ° . (Р !• 2­ • ... *) (3.29) 

то для рассматриваемых п билинейных функций со .̂.( .г выполняется тож­

дество 

71 
"V со. хх • ос. х =: 0 

^ i •> 
(3.7) 

j = i 
и условие 

У ъ = ° (1­13) 

Заметим еще, что понятие периодичности можно распространить на более 
общий случай (1.12) и условие (1.13), когда п = тп • к и тп > 2. 

20 I 1959 Кафедра общей математики 
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P A R K Ā D U T E O R Ē M U V I S P Ā R I N Ā J U M U P A R P O L I L I N E Ā R A S 
F U N K C I J A S DALĀMĪBU B E Z D I M E N S I J U T E L P Ā 

S. Trupins 

(Kopsavilkums) 

Darbā dots teorēmu vispār inājums pa r poli l ineāras funkcijas dalāmību, 
k a s ir apska t ī t a s darbos [1 , 2] . 

Pi rmā paragrāfā pierādīts , ka nosacījumi 

m—И+ 1 

J * , Ч ­ . . * * в (1.9) 
i - t 

ir piet iekami, lai funkcijas (1.8) apmier inā tu i den t i t ā t i 
n 

m 
£<ujX . . . ж • <njX = 0 . (1.10) 

Otrā paragrāfā pierādī ta teorēma 2, kas ir Lopšica t eorēmas vispār inājums 
pa r polilineāras funkcijas dalāmību. Doti nosacījumi (2 .13) , kas ir nepieciešami 
un pietiekami, lai būtu spēkā i den t i t ā t e (2.12). 

Trešā paragrāfā apskat ī t i šīs t eorēmas dažādi specialgādījumi, ja m = 1 
un m = 2. 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т ИМЕНИ П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ З А П И С К И , ТОМ XXVIII, В Ы П У С К 4, 1959 Г О Д А 

ТРИВИАЛЬНЫЕ ОТНОШЕНИЯ КОНГРУЭНТНОСТИ НА 
СТРУКТУРЕ 

А. ЛОРЕНЦ 

Н а каждой структуре, как известно [1], можно определить, в о ­ п е р Е ы х , 
отношение конгруэнтности Plt которое выполняется для любых двух эле­

ментов данной структуры; во­вторых, отношение конгруэнтности Р0, ко­

торое выполняется тогда и только тогда, когда оба данных элемента совпа­

дают между собой. 
К а к правило, структура имеет кроме этих, так называемых тривиальных, 

е щ е и другие отношения конгруэнтности. Н о имеются примеры весьма 
сложных структур, обладающих только тривиальными отношениями кон­

груэнтности. В связи с этим, автор поставил перед собой задачу выяснить, 
какими должны быть структуры, чтобы на них не существовало нетривиаль­

ных отношений конгруэнтности. Приводятся т а к ж е некоторые результаты, 
связанные с проблемой 72 Г. Биркгофа [1]. 

П о первом}" вопросу доказаны теоремы 1 и 2. 

Т е о р е м а 1. Н а структуре L нельзя определить нетривиальных отно­

шений конгруэнтности тогда и только тогда, если из того, что отношение 
конгруэнтности Р выполняется для элементов х, у £ Z {.<• > у), следует, что 
Р выполняется и для любых д в у х элементов x',y'£L, где х' 5= х, у > у'. 

Т е о р е м а 2. На структуре L всегда можно определить нетривиальное 
отношение конгруэнтности, если существуют элементы х, у £ L (х ф 1 или 
у ф 0; х > у) такие, что нельзя указать элемент z £ L, который был б ы срав­

н и м с одним и только с одним из элементов х, у. 
Д л я формулировки дальнейших теорем нам понадобятся некоторые 

дополнительные понятия. 
О п р е д е л е н и е I. Простым интервалом с концами х, у назовем 

цепь, Имеющую х И у своими крайними элементами, а мощность этой цепи 
назовём длиной интервала. 

О и р е д е л е н И е 2. Структура L называется а — структурой тогда 
и только тогда, если 

1) L содержит элемент 0 или элемент 1; 
2) любая пара элементов х. у £ L (х > у) соединяется только конечными 

цепями; 
3) L содержит по крайней мере один простой интервал длины 4. 
О п р е д е л е н и е 3. ОС з н а ч и м через Ļ структуру L тогда и только 

тогда, е с л и 
1) структура L имеет наибольший и наименьший элементы; 
2) максимальная длина простого интервала с концами 0, 1 равна п. 
Доказаны следующие теоремы. 

Т е о р е м а 3. На я­структуре L можно определить лишь тривиальные 
отношения конгруэнтности тогда и только тогда, если из того, что отношение 
конгруэнтности Р выполняется для х, у £ L (х > у, .»• ф 1 пуф 0) следует, 



что Р выполняется по крайней мере для одной пары элементов х\ у' £L, 
где 

ж' > щ\ у > г/. 

Т е о р е м а 4. Если на структуре Ln (п > 2) можно определить только 
тривиальные отношения конгруэнтности, то число элементов этой структуры 
не меньше п + ļjļ-j 4 1 , 

Здесь и дальше [т] означает целую часть числа т. 

Т е о р е м а 5. При любом п > 2 существует структура Ln с числом 

элементов равным п 4- ļ̂ -J г 1 такая , что в ней можно определить лишь 

тривиальные отношения конгруэнтности. 
Заметим, далее, что теорема 1 выражает рег 'ение проблемы 72 Г. Бирк-

гофа [1], если соответствующим образом определены операции с отношениями 
конгруэнтности. 

Определим теперь эти операции: 
а) суммой Р' Q отношений конгруэнтности Р, О структуры L назовём 

отношение конгруэнтности ņ структуры L, которое выполняется для тех и 
только для тех ж, y£L, для которых выполняется или Р или Q. 

б) произведением Р 0 Q отношений конгруэнтности Р, Q структуры L 
назовём отношение конгруэнтности S структуры L, которое выполняется для 
тех и только для тех элементов ж, у £ L, для которых выполняется и Р, и Q. 

в) назовём отношение конгруэнтности Р' структуры L дополнением от­

ношения конгруэнтности Р той ж е структуры, если 

Р U Р' = Рг и Р ЭР' ­ Р 0 . 

Оказывается, что совокупность отношений конгруэнтности данной струк­

туры является булевой алгеброй с операциями определенными выше, тогда 
и только тогда, если оно исчерпается отношениями конгруэнтности Р0 и Plt 

Остальные теоремы дают ответ на вопрос: при каких условиях отношения 
конгруэнтности данной структуры образуют структуру с операциями, опре­

деленными в пунктах а) — в) ? 

Т е о р е м а 6. Система отношений конгруэнтности структуры L не 
является структурой тогда и только тогда, если существует тройка элементов 
xv % т з € & (xi ž ­''я) такая , что для некоторых отношений конгруэнт­

ности Р, Q структуры L справедливы утверждения : 

Р (.­'!, jfej) & 1 Р (ж 2. ж3) 
и О 0 3 , ж,) & 1 О (ж,, жО . 

Т е о р е м а 7. Совокупность отношений конгруэнтнести структуры 
L не является структурой, если существует тройка элементов ж х , :г.2, ж 3 £ L 
(ж х > ж 2 > ж ; !) такая , что нельзя указать ни элемента u£L, сравнимого с 
одним_и только с одним из элементов ж.,, ни элемента v£L, сравнимого 
с одним и только с одним из элементов ж.„ з%. 

Т е о р е м а 8. Если совокупность отношений конгруэнтности струк­

туры L (п > 2) является структурой, то число элементов структуры Ln не 

меньше п + F—^ *'j + i • 
Имеет место, повиднмому, и такой результат: 

Т е о р е м а 9. При любом п > 2 существует структура £ с числом 



элементов равным п + ­ ^ j + 1 такая, что совокупность отношений 
конгруэнтности этой структуры является структурой. 

Доказательство последнего утверждения автором полностью не проведено 
из­за большого количества частных случаев, подлежащих рассмотрению. 

20 I 1959 Кафедра математического анализа 

Л И Т F. Р А Т У Р А 

[1]. Г. Биркгоф. Теория структур. И Л , Москва, 1952. 

T R I V I Ā L A S K O N G R U E N C E S A T T I E C Ī B A S S T R U K T Ū R Ā 

Л. Lorencs 

(Kopsavilkums) 

Doti dažāda veida nosacījumi, kas izpildās s t ruk tūra i , kurā var definēt 
t ikai t r iviālās kongiuoncos att iecības. 

Atbilstoši definējot kongmencos at t iecību summu, reizina jumu un papildi­

nā jumu, iegūtie rezul tā t i sniedz Birkhofa [1] 72. problēmas atr is inājumu. 





Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XXVIII, ВЫПУСК 4, 1959 ГОДА 

ПРОБЛЕМЫ БАЗИСА Н А П Р А В Л Е Н Н Ы Х ГРАФОВ 

Я. М. БАР3ДЫНЬ 

В этой статье рассматриваются проблемы базиса направленных графов 
и доказываются условия единственности базиса точек и ребер, а также да­

ется решение проблемы Герца (Р. Hertz) . 
Интерпретируя направленный граф как чисто вентильную схему, тем 

самым дается способ для перехода к наиболее простой эквивалентной схеме 
путем отбрасывания некоторых вентилей (т. е. заменяя схему ее базисом) 
или введением новых узлов (соответствующих идеальным точкам в проб­

леме Герца). 
Автор выражает глубокую благодарность доценту В. К. Детловсу за 

ценные советы и руководство работой. 

§ 1 
(ОСНОВНЫЕ П О Н Я Т И Я И О П Р Е Д Е Л Е Н И Я 

Пусть дано множество тс, элементы которого назовем точками и обозна­

чим малыми буквами латинского алфавита. Упорядоченную пару точек р 
и q назовем направленным ребром, обозначим через pq и скажем, что из точки 
р в точку q проходит направленное ребро, которое выходит из точки р и 
входит в точку q. Множество G направленных ребер назовем направленным 
графом G, а любое подмножество Н этого множества ребер назовем подгра­

фом Н графа G. Предполагается, что граф G не содержит двух одинаковых 
направленных ребер и никогда вместе с ребром pq не содержит ребро qp. 
Точками направленного ребра pq назовем точки р и q. Точки направленных 
ребер направленного графа образуют некоторое множество точек. Это мно­

жество назовем множеством точек соответствующего направленного графа, 
а элементы этого множества, т. е. точки — точками направленного графа. 
Если существуют направленные ребра pav flxa2, . . a s q , то скажем, что 
из точки р в точку q проходит путь через точки аЛ, ..., as. Направленный 
граф назовем циклом, если для любых двух его точек справедливы утверж­

дения : из первой точки проходит путь во вторую и из второй точки проходит 
путь в первую. 

Д л я определенного выше понятия абстрактного напраатенного графа 
существуют много интерпретаций, в том числе и технических (напр. элект­

рические схемы). Очень удобна геометрическая интерпретация, в которой 
понятие точки имеет обычный смысл, а ребро означает вектор, соединяющий 
две точки. Эта интерпретация будет использоваться в дальнейшем для ри­

сунков. 

§ 2 

БАЗИС Т О Ч Е К 

В этом и в следующих §§ будут рассматриваться только напраатениые 
и конечные графы (граф назовем конечным, если его множество точек конеч­
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ное). Поэтому впредь в целях простоты направленный и конечный граф будем 
называть просто графом, а его направленные ребра — ребрами. 

Пусть тс— множество точек графа G. Следуя Кенигу (D. Kōnig) [1], на­

зовем подмножество В множества тс базисом точек графа G, если выпол­

няются следующие условия : 
1) если точка р € G и р с В, то существует путь, который проходит из 

какой­нибудь точки множества В в точку р; 
2) не существует пути, соединяющего две точки из множества В. 
В книге [1] доказано, что каждый граф имеет по крайней мере один 

базис точек. Следующая теорема решает проблему единственности базиса 
точек. 

Т е о р е м а 1. Граф G имеет по крайней мере два различных базиса 
точек тогда и только тогда, когда граф содержит цикл и не содержит ни 
одной точки, от которой проходит ребро в точку этого цикла. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что можно указать цикл со свой­

ствами, упомянутыми втеореме. Тогда, выбирая произвольно точку р этого 
цикла, можно убедиться в существовании такого базиса точек, которому 
принадлежит р. Потом, выбирая какую­нибудь другую точку q этого цикла, 
снова можно удедиться в существовании такого базиса точек, которому 
принадлежит q, а точка р не принадлежит. Отсюда следует, что условия 
теоремы достаточны. 

Допустим, что существуют две разные базы точек А = {av о 2 as } 
и В = {bv bti • • •, bT). Пусть точка а^ не совпадает ни с одной точкой из 
множества В (такая точка а+ должна существовать). Поскольку В является 
базисом, то можно указать такую точку bj, что из bj проходит путь в а^. 
Таким ж е образом можно убедиться в существовании пути от ах к bj. От­

сюда следует существование подграфа, являющегося циклом. Существование 
такой точки р, из которой проходит ребро в какую­нибудь точку цикла, 
означало бы, что ни одна точка цикла не может принадлежать базису, что 
противоречило бы построению цикла. Поэтому условия теоремы являются и 
необходимыми. 

§ з 
БАЗИС Р Е Б Е Р 

Подграф В графа G назовем базисом ребер, если для него выполняются 
следующие свойства: 

1) если произвольное ребро pq € В, то можно указать такие ребра из 
этого подграфа, по которым проходит путь из р в q\ 

2) если pq с В, то невозможно указать такие ребра этого подграфа, отлич­

ные отpq, по которым тоже проходил бы путь из р в q. 
В книге Ц] доказано, что каждый граф имеет по крайней мере один 

базис ребер. Проблема единственности базиса ребер решается следующей 
теоремой. 

Т е о р е м а 2. Граф G имеет по крайней мере д в а различных базиса 
ребер тогда и только тогда, если ои обладает по крайней мере одним из 
свойств 1 и 2: 

1. Можно указать такие два ребра рр' и qq , что точки р и q принадлежат 
одному циклу, а точки р' и q' принадлежат второму циклу (т. е. циклу, не 
имеющему общих точек с первым циклом), при чем любой путь, проходящий 
из какой­нибудь точки первого цикла в какую­нибудь точку второго цикла, 
проходит только через точки этих циклов . 

2. Можно указать такие два ребра рг (гр) и qr (rq) что точки р и q при­

надлежат одному циклу, при чем любой путь, проходящий из какой­нибудь 



точки этого цикла в точку г (из точки г в какую­нибудь точку этого цикла), 
проходит только через точки этого цикла. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что графу G присуще свойство 1 
(рис. 1). Т а к как из точек первого цикла Н проходит путь в точки второго 
ц и к л а Я ' и причем любой такой путь проходиттолько через точки этих циклов, 
то отсюда следует существование среди ребер некоторого базиса В такого 
ребра рр', которое соединяет какие­нибудь точки первого и второго цикла. 
Л е г к о проверить, что другое ребро 
qq'(q€H, q' с Н') тогда не будет при­ ~"хР р'/" ^\ 
надлежать базису В. Рассмотрим / ­ у t \ 
множество ребер Въ, которое полу­ i Н • i Н' I 
чается из базиса В заменой ребра рр' \ Л. ^ , / 
ребром qq. Если из rf€G имеется , ­ у 9 ' ^ ­ _ ­ ' ' / 

путь в r2 € G через ребра базиса В, то 
по определению цикла, будет суще­ Р и с ­ '• 
ствовать путь из }\ в г2 и по ребрам 
множества Bv Подобным образом, если из ?\ в г2 проходит путь через 
ребра множества В., тогда существует путь и по ребрам базиса В. Поэтому 
множество ребер В1 является базисом. При допущении, что графу присуще 
свойство 2 , можно подобным образом убедиться в существовании также 
и в этом случае по крайней мере двух различных базисов ребер. Итак, 
условия теоремы достаточны. 

Чтобы доказать необходимость, допустим, что граф G имеет два различ­

ных базиса ребер Вх и В2. Тогда можно указать по крайней мере одно ребро 
pq, которое принадлежит базису В., но не принадлежит базису В.2. По опре­

делению базиса ребер, мы сможем указать ребра prv r1r2, .. . , 7 4 / 4 + 1 
rs q из безиса Д­,, по которым проходит путь из р в q. По аналогичной причине 

можно будет указать ребра из базиса 
_—^.Р Я Вг, по которым проходит путь из р в / \ , 

/ >у ~У
Г из г, в /­2, • . ., из т\ в / ' j l i , из i\ в q. 

' 9 ' Гз f \ ^ ° к Р а п п е и м е Р е один из этих путей 
\ } i i должен содержать ребро pq, так как 
\ \ / в противном случае реброрс/ не было 

~"—г. '. 7^
С

<^-''
У бы ребром базиса Вг Пусть ребро рq 

содержится в пути, который проходит 
и с ' из точки 1\ в точку Гц i (рис. 2 ) . Во­

первых допустим, что i\ и t\^,\ не со­

впадают ни с одной из точек р и q. В таком случае существует путь из точки 
/Ч в точку р и из точки q в точку /ч , а также из точки р в точку ?ч и из точки 
/Ч­и в точку q. Отсюда следует, что данный граф содержит два цикла, причем 
точки р и >ч принадлежат одному циклу, а точки q и п ;л принадлежат вто­

рому циклу. Можно убедиться, что эти циклы не имеют общих точек, потому 
что в противном случае по крайней мере одно из ребер pq и ' 4 r i + i не могло 
бы быть ребром ни одного базиса. Можно убедиться, что любой путь, соеди­

няющий какую­нибудь точку первого цикла с какой­нибудь точкой второго 
цикла, проходиттолько через точки этих циклов, так как в противном случае 
ни р е б р о p q , ни ребро /4''i­i­i ье могли бы быть ребрами базиса. 

Во­вторых, если точка r{jri совпадает с точкой q (или ц совпадает с р), 
то будет выполняться свойство 2 . Итак, условия теоремы необходимы. 

В следующих §§ будут рассматриваться только такие графи, для которых 
выполняются условия единственности базиса ребер. 



§ 4 
П Р И В Е Д Е Н Н Ы Й ГРАФ 

Граф G назовем транзитивным, если всегда, когда существуют ребра 
pq и qr, существует и ребро рг. Ребро рг в этом случае назовем транзито-

ром. Порядком транзитора рг назовем число ребер базиса, по которым идет 
путь от р к г. 

Транзитивный граф G назовем транзитивным замыканием графа G, 
если выполняются следующие условия : 

1) множества точек графов G и G совпадают; 
2) граф G является подграфом графа G; 
3) если в графе G существует ребро pq, то в графе G от точки р в точку 

q проходит путь или ребро. 
О базах ребер графа G и его транзитивного замыкания можно доказать 

следующие теоремы. 
Т е о р е м а 3. Базис ребер В графа G является базисом ребер и еготран-

зитивного замыкания. 
Т е о р е м а 4. Если граф не содержит циклов, то он имеет один и только 

один базис ребер, и базис ребер его транзитивного замыкания совпадает 
с базисом ребер данного графа. 

Т е о р е м а 5. Если граф не имеет ни одного транзитора, то он сам 
является своим базисом ребер. 

П о д г р а ф / / j графа G назовем максимальным циклом, если выполняются 
следующие свойства: 

1) Нх является циклом; 
2) не существует ни одного другого подграфа II \, графа G, который 

тоже был бы циклом и собственным подграфом которого был бы данный 
подграф IIv 

Граф G может содержать несколько максимальных циклов Нш. Граф, 
равный сумме этих максимальных циклов, обозначим через Н. Выберем из 
множества точек каждого максимального ц и к л а / / а какую-нибудь точку гЛ. 
Приведенным графом* графа G назовем граф Gr, который состоит из всех 
ребер следующего вида: 

1) реброPiPj, если в графе G существует ребро Pifj, при чем р%^Н и 
р, С Я ; 

2) ребро (rypļ), если в графе G существует такое ребро PiPj, что 
pi&H, а pjilla для некоторого а; 

3) ребро гЛГл, если в графе G существует такое ребро Pipj, что pi 6 Я а , 
а pj € IIо, при чем Н^ фН§-

Если из существования ребра p\Pj в графе G следует существование 
какого-нибудь ребра р'} в графе Gr, то будем говорить, что ребру PiPj 
из графа G сопоставлено ребро р[р] из графа GT. 

Пусть базис ребер графа GT будет Вг, базис ребер максимального цикла 
На будет В^ и В пусть будет сумма Ва. Через В' обозначим множество всех 
тех ребер графа G, каждому из которых сопоставлено некоторое ребро нзВг. 

Т е о р е м а 6. Сумма множеств ребер В' и В образует базис ребер 
графа G. 

Доказательство теоремы аналогично доказательству, упомянутому в [1].** 
* Это определение приведенного графа не совпадает с определением, данным в [1). 

По Кенигу приведенный граф GT графа G определяется только тогда, когда граф G — 
Транзитивный. Легко видеть, что упомянутое в этой статье определение приведенного 
г

рафа совпадает с определением приведенного графа по Кенигу, если граф G транзит и еный 
** VII Kapitel, Satz 13. 



Т е о р е м а 7. Если в графе GĻ существует путь из точки р в д, то путь 
из точки р в q существует также в графе G. 

Т е о р е м а 8. В приведенном графе не существуют циклов. 
П р и м е р 1. На рис. 3 изображен граф G. Н а рис. 4 изображен, соот­

ветствующий графу G приведенный граф Gr. 

Рис. 3. Рис. 4. 

§ 5 
М А Т Р И Ц Ы ГРАФОВ 

Пронумеруем все точки графа G. Впредь, для обозначения точек графа 
будем употреблять их номера 1, 2, 

Матрицей графа G назовем матрицу 

.4 «а 
i i 

где 
/ 1, если в графе С существует ребро Ц или i = / ; 

А

У — ļ о , если в графе G не существует ребра iļ. 
П р и м е р 2. Граф, изображенный на рис. 5, имеет следующую матрицу: 

А = 

1 0 0 1 0 

0 1 1 0 1 

0 0 1 0 1 

0 0 0 1 0 

0 0 0 0 1 

Рис. 

Элемент матрицы А Щ = 1 назовём транзитором, если ребро ij — 
транзитор. 

Сложение, вычитание и умножение матриц в дальнейшем следует пони­

мать в обычном смысле, а операции над элементами определяются ра­

венствами: 
0 ­ 1 ­ 0 = 0 0 ­ 0 = 0 0 — 0 = 0 
0 + 1 = 1 0 1 = 0 1 — 0 = J 
1 + 0 = 1 1 ­ 0 = 0 1 — 1 = 0 
1 ­ 1 ­ 1 = 1 1 1 = 1 0 — 1 не встречается. 



Элементы квадрата матрицы будем обозначать добаачением левого 

верхнего индекса, так что, например, 2 т « h Yfcj • 

Матрицу транзитивного замыкания графа G обозначим через А, где 

А = 
"•и « 1 п 

«»1 

Матрицу базиса графа G обозначим через В, где 

В 

Pnl • 
Т е о р е м а 9. Пусть к — максимальный порядок транзиторов замы­

кания G. Тогда для любого натурального т ^ к выполняется равенство 
Вт = А. 

Теорема доказывается при помощи математической индукции. 
С л е д с т в и е 1. Пусть к — максимальный порядок транзиторов графа 

G. Тогда для любого натурального т > к выполняется равенство 
Ат = А. 

С л е д с т в и е 2. Необходимым и достаточным условием для того, 
чтобы данный граф был транзитивный, является следующее: квадрат матрицы 
этого графа совпадает с самой матрицей 

Иррефлексивной матрицей графа G назовём матрицу 

С = 
' 1п 

в которой 
_ ( щ,, если i ф /; 

Yij \ 0 , если i = /'. 

Т е о р е м а 10. Д л я квадрата иррефлексивной матрицы транзитивного 
графа G 

T„i . . . Т „ 

имеет место следующее свойство: = 1 тогда и только тогда, когда ребро 
ij является транзитором. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что ij — транзитор. Тогда в мно­

жестве точек графа G можно указать такую точку Z, чтобы существовали ребра 
И и Ij. С другой стороны это значит, что a i Z = i и v­ij = 1, при чем / ф i, j . 
И з определения иррефлексивной матрицы и транзитивности графа G следует, 
что у., == = p u = 1 и у у == Э ц = "Ы = 1­ И м е я ввиду , что 

= ХУ^ТЙ;» м ы можем утверждать, что V . = 1. Поэтому условия теоремы 

достаточны. 



Д л я доказательства необходимости допустим, что 2 у у — 1. Тогда можно 
указать такое I, что уа — 1 и уу = Т а к к а к для всех А; y f t f t = 0, то 
1ф1, ]. Отсюда и от транзитивности графа G следует, что оц = 1 и ау = 1. 
Но в таком случае в графе G существуют ребра U и lj отличные от г/, т. е. 
ребро ij является транзитором, что и следовало доказать. 

Т е о р е м а И . Если граф транзитивный и не содержит циклов, то мат­

рица его базиса получается вычитанием квадрата иррефлексивной матрицы 
из матрицы этого графа: 

В = А — С 2 . 

Доказательство теоремы опирается на Т 5 и Т 10. 
С л е д с т в и е 3. Если граф не содержит циклов, то матрицу его базиса 

мы получим, вычитая из матрицы транзитивного замыкания квадрат ирреф­

лексивной матрицы: 
В = А — С2. 

Эти теоремы и следствия дают практический метод для отыскания базиса 
ребер. 

П р и м е р 3. Графу G, изображенному на рис. 6, соответствует матрица 

1 1 1 0 
0 1 1 1 
0 0 1 1 
0 0 0 1 

Рис. 6. Рис. 7. 

Чтобы найти матрицу базиса, будем действовать следующим образом. 
1. Возведём матрицу А в такую степень г, чтобы А*= А*~1. Тогда 

по С2 А = А*. 

Л
2 = 

1 1 1 1 
0 1 1 •1 
0 0 1 1 
0 0 0 1 

л3 

1 1 1 1 
0 1 1 1 
0 0 1 1 
0 0 0 1 

поэтому 
1 1 1 1 
0 1 1 1 
0 0 1 1 
0 0 0 1 

л = 

2. Построим иррефлексивную матрицу С и возведём ее в квадрат . 

С = 

0 1 1 1 
0 0 1 1 
0 0 0 1 
0 0 0 0 

0 0 1 1 
0 0 0 1 
0 0 0 0 
0 0 0 0 



3. Из матрицы А2 вычитаем к в а д р а т иррефлексивной матрицы и в 
результате, согласно 6'3, получим матрицу В базиса графа G. 

в - А — с 2 -= 

1 1 0 0 
0 1 1 0 
0 0 1 1 
0 0 0 1 

По матрице В легко построить базис ребер (рис. 7). 

§ 6 
И Д Е А Л Ь Н Ы Е Т О Ч К И 

Расширением графа G точкой s назовем граф Gs, если: 
1) множество точек тс' графа Gs получается из множества точек тс графа 

G добавлением точки s; 
2) граф G является подграфом графа Gs ; 
3) в графе Gs между точками множества те существуют только такие 

пути, какие существуют в графе G. 
Точку в назовем идеальной точкой графа G (рис. 8), если можно указать 

такой расширенный граф 6' s (рис. 9), что базис ребер графа Gs (рис. 10) 
имеет меньше ребер, чем базис графа G. 

Данное определение идеальной точки включает и тот случай, когда точка 
s принадлежит множе­

ству тс. В этом случае 
правильнее было бы го­

ворить об идеальных 
ребрах, но для сохра­

нения единой термино­

логии, мы этого делать 
не будем. 

И м е я ввиду Т4, и при 
помощи транзитивных 
замыканий графов G и 
Gs, легко доказать сле­

дующую теорему. 
Т е о р е м а 12, Если граф G не содержит циклов, то идеальной не может 

быть никакая точка s, принадлежащая множеству точек тс данного графа G. 
С помощью аналогичного определения можно ввести расширение графа 

несколькими точками sv . . ., sh. Расширенный граф в этом случае обозна­

чим через G Точки sv .. ., sk назовем идеальными точками, если 
можно указать такой расширенный граф GSu " ' ' ч т о базис ребер графа 
Gs>' ''Sfi имеет меньше ребер, чем базис графа G. Если идеальных точек 
больше одной, то они опять могут принадлежать множеству ­ (рис. 11 — 
граф, рис. 12 — расширение, рис. 13 — базис расширения) или не принадле­

жать (рис. 14, 15, 16). Н о и в случае нескольких идеальных точек можно до­

казать, что идеальные точки rpaqba, не содержащего циклов , не могут при­

надлежать множеству точек э т о п о графа. 
И з определения цикла следует справедливость следующей теоремы. 
Т е о р е м а 13. Количество ребер базиса цикла неменьше количества 

точек цикла. 

Рис. 8. Рис. 9. Рис. Ш. 



Рис. Рис. Рис. 13. 

Т е о р е м а 14. Каждый цикл, у которого количество ребер базиса 
больше количества точек, можно так расширить идеальными точками, при­

надлежащими данному циклу, что количество ребер базиса расширенного 
графа становится равной количеству точек этого цикла. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
Рассмотрим последова­

тельность всех точек 
данного цикла/­*^ />2, • . •, 
Рг, Рп­ Допустим, 
что в этом цикле суще­

ствуют ребра PļP2, 
Рг-{ Рг'

 н о н е существуют 
ребер prpr+i, 

PnPl ( Р
И С 

Р а с ш и р и м цикл точками 
р , . • ., р так, чтобы об-

разовались ребра р р ,Л, 
Рп^Рп, PnPi (так 

расширить всегда возможно). Ребра рхрг, • • •, Pn_ļ Р , PnPi будут состав­

лять базис ребер, при чем количества ребер базиса и точек цикла сов­

падут. 
Д л я дальнейшего исследования проблемы идеальных точек целесообразно 

доказать следующие теоремы. 
Т е о р е м а 15. Любая идеальная точка приведенного графа Gr яатяется 

также идеальной точкой 
данного графа G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 
Допустим, что s—иде­

альная точка графа Gr. 
В таком случае количе­

ство ребер базиса N1 
графа Gļ меньше количе­

ства ребер базиса Nr гра­

фа CĻ , т. е. N1 < Л'т. 
Расширение Gs графа G 

тогда можно строить следующим образом: если в графе Gr существует 
ребро ps или sp, то присоединим соответственно к графу Gs ребро ps или 
$р. Если выполняются условия единственности базиса ребер, то легко 
убедиться, что любому ребру данного графа, не принадлежащему циклу, 
соответствует точно одно ребро в приведенном графе. Если буквой М 
обозначим количество ребер базиса множества В (обозначения см. § 4), то 
по Т8 и только что установленному взаимооднозначному соответствию 
следует, что мощности базисов графов G и Gs равны соответственно 
Nr + М и N* -Ь М. Т а к как Щ < Хт , то Щ + М < NT + М. Итак, 
точка s является идеальной тонкой графа G, что и требовалось доказать. 

Т е о р е м а 16. Любая идеальная точка данного графа G, если она 
не точка цикла, является также идеальной точкой приведенного графа GT. 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству предыдущей 
теоремы. 

Рис. 14. Рис. Рис. 15. 



§ 7 
П Р О Б Л Е М А Г Е Р Ц А 

Некоторые графи обладают идеальными точками (рис. 8, 11, 14), а неко­

торые — нет (рис. 3, 6). Немецкий математик Герц в статье [2] выдвинул 
задачу: найти необходимый и достаточный признак для того, чтобы данный 
г р а ф обладал идеальной точкой. 

Пусть граф G транизитивный и пусть множество его точек и имеет п эле­

ментов. Д л я соответствующих матриц графа сохраним обозначения § 5. 
К множеству точек тс прибавим п + 1 ­ую точку и полученное множество 

обозначим через тс'. Произвольный граф, имеющий множество точек тс' обоз­

начим через G n + i , а его матрицу через An+ļ , где 

А 71+1 

оси «i» * b 

а , г + П 

а
 а 

71+bl « J l + l l l + l 
Матрицу транзитивного замыкания графа G n + i обозначим через А n­t 1 > 

где 

Через 

^71+1 — 

Gn+i — 

« и 

a 7l+l l 

Ti'i 

• «171+1 

/ 

• ā 7 l + 1 7 7 + 1 

/ 

" ^ l n + 1 

77+11 ' " f n + h i + l 

обозначим матрицу C n + i = Л п + 1 — E, где i? — единичная матрица. 
Иррефлексивную матрицу графа G n + ļ обозначим через C n + i , где 

^71+1 — 
Гц Tln+l 

1 71+11 I?l+l7l+t 
Л е м м а . Пусть граф G — транзитивный и для графа G,i+i имеют место 

р а в е н с т в а : 
aj,77+i = 1. • • •> af r7i+i = 1 и a n + ( y ; ļ = 1, . . ., а„^. = 1 , но оц, [ + 0 = О, 
если feļļfc'%j • • ., Нг и oĉ  + ļ j * 0, если ļ ^ r i v r.g. 
Тогда из 

1) а.­,­ = а у ; / , / = = 1, п; 
2) «и = Ь если I •= iļ, . . ., Ļ b /-t r , r • • . , *}, 

следуют: 
1) г р а ф G„ + i является расширением графа G; 
2) (to — 2

<ху ; i,j = 1, . . ., п; 
3) С"2 = С"

2

. . . 
' 71­1 гг ­<~ I 

Т е о р е м а 17. Необходимым и достаточным условием для того, чтобы 
транзитивный граф G, не содержащий циклов, обладал идеальной точкой, 
является следующее: в множестве точек этого графа можно указать такие 
точки Ķr и \ iļ,., чтобы выполнялись у с л о в и я : 

1) из каждой точки множества ^ , £ г в к а ж д у ю точку множества 
гп> у 1 , проходит путь; 



2) Z>r+s, 
где Z — количество ребер базиса, соединяющих точки множества Ķv • •., Ķr 

с т о ч к а м и множества iļv T J S . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что в множестве точек трафа G можно 

указать точки Ķv • • •, ĶT и riv ..., tļ со свойствами, упомянутыми в тео­

реме. Построим граф G n + i следующим образом. К множеству точек тс графа 
G добавим точку п ­|­ 1. Д л я первых /г точек сохраним в точности такие ж е 
ребра, какие существуют в G. Добавим, далее, все ребра i(n ­f 1) и («4­1)/ , 
для которых i—одна из точек Ķv • • ., Ķr, а j—одна из точек т^, . . ., T) s. Те­

перь легко убедиться, что для элементов соответствующих матриц выполня­

ются условия леммы. Поэтому граф Gn+i является расширением графа G с 
точкой п + 1. Убедимся, что Nn+i < N, где N и Nn+i — количество ребер 
базиса графов G и G n + i соответственно. Из определения расширения следует, 
что если ребро ij существует в графе G, но не является ребром базиса, то оно 
не является ребром базиса и в расширени Gn + i. Тогда такими ребрами ба­

зиса в графе Gn + i, которые не являются одновременно ребрами базиса в графе 
G, могут быть только ребра, принадлежащие множеству ^ (п + 1), 
L ( « -ŗ- i ) , (п + 1) vļļ, {п + 1)т] з. Количество базисных ребер графа 
G n + i , принадлежащих этому множеству, обозначим через т. Тогда, очевидно, 
т < /• + «• Далее рассмотрим число / ребер, которые являются ребрами 
базиса в графе G, но не являются ребрами базиса в графе G n + 1 . Из леммы 
следует, что % = % . Н о % = + < + + * + ! = 1, если 
г = š j , . . . , š r , ­ о ^ + ы = 1, если / = r ( 1 , ­ • T] s . Поэтому ^ = = i 
если i = ^ , . . ., (Ļ и / = 7]j, • • •, 7ļ s . Но это в свою очередь по Т10 означает, 
что в графе G n + i среди ребер ij не будет ни одного ребра базиса, если i = 
— Ķv . - ., Ķr и /' = tjļ, • • •, 7]s- Итак Z Z. В графа число ребер базиса 
N„ + \ = N ­f­ (m — £ļ. Так как / ^ Z > r + s > те, т о т — l < 0. Поэтому 
Л'п + 1 < N, что следовало доказать. Итак условия теоремы достаточны. 

Чтобы доказать необходимость, допустим, что существует идеальная 
точка. Тогда можно указать такое расширение Gn+l графа G сточкой п + 1, 
что Nn + i < N, где /V и Л г

п + 1 — количество ребер базиса графов G и G n + 1 

соотве.ственно. Обозначим через £;. точки, из которых ребро базиса 
идут в точку и + 1, и через т^, • • ., \ — в которые идут ребра базиса из 
точки п 4- 1. Не ограничивая общности допустим, что другие ребра типа 
i(n -ļ- 1) и (га + 1)/ не существуют. Легко убедиться, что для элементов 
соответствующих матриц графов G и + 1 выполняются условия леммы. 
В таком случае « у = = « у + *'in­­i % •••и Щ / = »)• Если 
i = Š r и / = ­ / ) 1 ; r j s , то [ = 1 и <** , = 1 , что влечет 
за собой ау = 1. Огсюда следует выполнение условия I данной теоремы. 
Так к а к граф Gn 1 яачяется расширением графа G, то только ребра г(га 4 ­ 1) 
и (га + 1)/, где i = Ķv • • - , Ег и / = тп, • • •, (их количество г 4­ s) яв­ . 
ляются ребрами базиса графа Gn + l , в то же время не являясь ребрами базиса 
графа G. Та с как = % = Ту f­ <*;„ и * № + 1 у и < £ , + J = 1, = 1. 
то *уу = у.. ­ 4 ­ 1 — 1 (i = | х , • • / ­ т л , • • • , T J P ) i Отсутствие не базис­

ных ребер тип i »{л 4 ­ 1 ) И (я 4­ 1.)} означает, что для 1фс,г, Ķr или 
]ф гЛ, имеет место \ ^ = у у ­!­ О = у { ; (j, / = 1, . . п). Отсюда 

по Т10 следует, что ребра базиса гра а G, которые соединяют точки множест­

ва It, д е т о ч к а м и м ожества rd, *L,> Ч только Э Т И ребра базиса 
графа G, не я в тяготея ребрами базиса графа G11^ 1 . Число этих ребер базиса 
обозначим через Z. Д л я выполнения условия ­V n + i < N необходимо, чтобы 
число Z было больше r+­ s, что влечет за обой выполнение условия 2 данной 
теоремы. Итак условия теоремы являются и необходимыми. 



С л е д с т в и е 4. Необходимым и достаточным условием для того, 
чтобы у приведенного графа Gr существовала идеальная точка, является 
следующее условие: в множестве точек этого графа можно указать такие 
точки š 1 ( {Ļ u ifc r,s, для которых выполняются условия 1 и 2 
из Т17. 

Т е о р е м а 18. Цикл обладает идеальной точкой тогда и только тогда, 
когда количество ребер его базиса больше количества точек. 

Теорема является прямым следствием Т13 и Т14. 
И з теорем Тб, Т15, С4 и Т18 вытекает следующее решение проблемы 

Герца. 
Необходимым и достаточным условием для того, чтобы у данного графа 

существовала идеальная точка, является существование идеальной точки у 
некоторого максимального цикла или у приведенного графа. 

Условия же существования идеальной точки у максимального цикла 
даются теоремой 18, а условия существования идеальной точки у приведен­

ного графа — следствием 4. 
20 I 1959 

20 I 1959 Кафедра математического анализа 
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O R I E N T Ē T U G R A F U BĀZES P R O B L Ē M A S 

/. Bārzdiņš 

(Kopsavilkums) 

Darbā iz t i rzāta orientētu grafu bāzes problēma, formulēti un pierādīti 
p u n k t u un Šķautņu bāze? uni tā les nosacījumi. 5, § liek pieradī tas va i rākas 
svarīgas orientēta grafa matr icas īpašības, ka arī tiek do t a prak t i ska metode 
grafa šķau tņu bāzes atrašanai . 7 §. tiek sniegts Herca problēmas atr is inā­
jums [1]. 



ЛАТВИЙСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ П. СТУЧКИ 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XXVIII, ВЫПУСК 4, 195Э ГОДА 

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ВАРИАЦИОННОЙ ТЕОРИИ 
Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х УРАВНЕНИЙ В ЛОКАЛЬНО В Ы П У К Л Ы Х 

ПРОСТРАНСТВАХ 

Я. Л. ЭНГЕЛЬСОМ 

В работе М. М. Вайнберга [1] дано изложение вариационной теории 
нелинейных операторных уравнений типа Гаммерштейна в пространствах 
Lv. При этом существенно используются некоторые свойства квадратного 
корня из линейного оператора А, действующего из пространства L4 в про­

странство Lp (р > 2; p~l + q~i = 1) и различные факты теории потен­

циальных операторов (см. также [2] и [3]). 
В настоящей работе вариационным методом устанавливаются предло­

жения о существовании решений уравнения и = Г и и собственных векто­

ров нелинейного оператора Г, действующего в локально выпуклом прост­

ранстве определенного вида. При этом используются свойства потенциаль­

ных операторов, установленные в работе автора [4], и предложения о квад­

ратном корне из линейного оператора, полученные в работе автора [5] и в 
совместной с М. М. Вайнбергом работе [6] для локально выпуклых про­

странств. 
Общие предложения, устанавливаемые в настоящей работе, применяются 

к изучению конкретного нелинейного уравнения . 

1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ 

В дальнейшем мы используем следующие предложения. 

Л е м м а 1. Пусть оператор F(.r) = grad / (х) действует из произволь­

ного локально выпуклого пространстваЕ в пространство Ё'. сильно сопря­

женное к Е. Тогда из непрерывности оператора F в точке х0 следует, 
что функционал f непрерывен в точке х0 относительно каждого выпуклого 
ограниченного множества Щ с Е, содержащего точку х0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть . г £ Ш , где ­)Я — множество, указанное 
в формулировке леммы. П о формуле Л а г р а н ж а [1, 4] имеем: 

/ й ~ Ш] ­= < F (,/­0 4­ т (х ­ .г 0)), г ­ > • 

= < F & + " С* ~ * Й ­ F (х0). х ­ х0 > 4­ < F (х0), х ­ х0 > , 

(О < Н < 1), 

где < h, gy — з н а ч е н и е линейного функционала h£E' в точке х£Е: 

Пусть задано е > 0. Рассмотрим окрестность нуля — (Ш — Ш)° <= Е', 
где (ЭД1 — Ш)° — поляра ограниченного множества Ш — Ш. В силу непре­

рывности оператора F в точке х0, найдется окрестность нуля 11г с Е 
такая, что для х — х0 £ 1\ имеет место включение F (J0 4­ т (х — х0)) — 



— Р (хо) € \ ПИ — Щ°­ Следовательно для всех х £ (.r0 + l/J п Ш имеет 

место неравенство 

| < F (х0 + т (2' — э:0)) — F (ж 0), я­ — а­0 > | < — • 

Далее , в силу непрерывности линейного функционала < F (х0), х—хоу отно­

сительно х—х0, найдется окрестность нуля U.2c Е такая , что для х — х0 £ U.2 

имеет место неравенство 

I <Р Ы, • ' • ­ •
r

o> I < ļ • 

И з этого и предыдущего неравенства следует, что для х £ {х0 + U) л Ш, 
где С/ = t / j n V'2, имеет место неравенство 

| / И — / Ю !< I < F (̂ 'о + т (ж — xv)) — F ( z 0 ) , х — х 0 > | + 

| < F (х0), х — х0 У \ < г . 

Л е м м а доказана. 
С л е д с т в и е . Если F == grad / непрерывен из Е в Е', то функционал 

/ непрерывен по отношению к каждому ограниченному множеству из Е. 
О п р е д е л е н и е 1. Оператор Ф называется квази ограниченным из 

локально выпуклого пространства Ех в локально выпуклое п р о с т р а н с т в о ^ , 
если он отображает всякое ограниченное множество из Ех в ограниченное 
множество из Е2. 

О п р е д е л е н и е 2. Локально выпуклое пространство Е называется 
квази бочечным, если всякая бочка [7] из Е, поглощающая все ограниченные 
множества, является окрестностью нуля в Е. 

Из определения 2 следует, что квази бочечность пространства Е есть 
необходимое и достаточное условие того, чтобы топология пространства Е 
совпадала с топологией, индуцируемой в Е пространством Е", где Е" есть 
сильно сопряженное пространство к Е'. Это значит, что поляры в Е ограни­

ченных множеств из Е' являются окрестностями нуля в Е. 

Л е м м а 2. Если Е — квази бочечное пространство и F = grad / 
есть квази ограниченный оператор из Е в Е', то / равномерно непрерывен 
относительно каждого выпуклого ограниченного множества из Е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть >;', х" — произвольные элементы из огра­

ниченного выпуклого множества Щ с Е. П о формуле Л а г р а н ж а имеем 

/(х") ­ / (х) = < F (х' Н­ т (;/;" ­ х')). х" ­ х'у , где 0 < т < 1 

Пусть дано s > 0. В силу квази ограниченности оператора F множество 
F(i)Ji) ограничено вЕ', а потому из квази бочечности пространства i? следует, 
что множество U = (F n Е есть окрестность нуля в Е. Тогда для 
любых ж', ж" £ Щ таких, что х" — х' £ z U имеет место неравенство 

! / ¥') - / (-О \~­\Л# ¥ + * (•*" ­ Щ ­ > I < е. 
Л е м м а доказана. 

Всюду в дальнейшем мы будем предполагать, что выполнено следующее 
У с л о в и е (X): Существует гильбертово пространство Н такое, 

что Е с / / , причем топологии пространств Е и II согласованы, т. е. топо­

логия пространства Е мажорирует топологию, индуцированную в Е из 
II, Е плотно в II и II плотно в пространстве Е', наделенном сильной то­

пологией р. (Е', Е) [7]. 
З а м е ч а н и е 1. Вложение Е с Н понимается в том смысле, что су­

ществует линейное взаимно однозначное отображение L пространства Е 



на некоторое линейное подпространство Ег с Я , причем пространства Е и Eļt 

а также их соответствующие элементы ж £ Е и L (ж) с £^ отождествляются. 
Топология п р о с т р а н с т в а / / индуцирует топологию в / ? , являющуюся прооб­

разом относительно L топологии, индуцированной в Ег из Я . Т а к как Е и 
Ī?! отождествляются, то в дальнейших рассуждениях мы будем считать Е 
подпространством пространства Я (имея, однако, в виду вышеуказанный 
точный смысл включения Е с Я ) . В подобном смысле мы понимаем и дру­

гие вложения, встречающиеся в дальнейшем, а т а к ж е согласованность 
топологий. 

Рассмотрим некоторые свойства пространств Е, удовлетворяющих усло­

вию (X). 
Л е м м а 3. Пусть пространство Е удовлетворяет условию (X). Тогда 

имеют место следующие утверждения: 
1) Я с Е' и Е" с Н. 
2) Топологии пространств Н и Е' согласованы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть у — фиксированный элемент из Н. Тогда 

скалярное произведение (х, у), где х ([ И, есть линейный непрерывный функ­

ционал на Н. Поэтому он будет линейным и на подпространстве Е с Н (точ­

нее, из линейности функционала (х, у) на Ех и оператора L на Е следует 
линейность функционала (L (ж), у) на Е). Кроме того, функционал (х, у) 
непрерывен в первоначальной топологии Е, ибо он непрерывен на Е в топо­

логии, индуцированной из Н, которая, в силу условия (X) мажорируется 
первоначальной топологией пространства Е (точнее, функционал (ж, у) не­

прерывен относительно ж £ Е в топологии, индуцированной в Ег из Н, а 
поэтому и относительно х£Е в топологии, являющейся прообразом этой 
топологии относительно L). Таким образом, (ж, у) является линейным непре­

рывным функционалом на Е и, следовательно, может быть записан в виде 
<ж, z} , где z£E'. Отсюда следует, что если каждый элемент у^Н отож­

дествить с соответствующим ему (согласно равенству <ж, z> =(ж, у), х£Е) 
элементом zĢ_E', то это отождествление является линейным отображе­

нием пространства Н на линейное подпространство пространства Е'. Об­

ратное соответствие т а к ж е однозначно, ибо, если z = 0 £ £ " , то (ж, у) = 
= <ж, 2 > = О для всех ж из плотного в Н множества Е, откуда следует, 
что у = в £ Я . Значит Я с Е'. 

П о к а ж е м , что нормированная топология пространства Н и сильная то­

пология пространства Е' согласованы. Пусть V—окрестность нуля в Е'. 
Тогда V содержит поляру Щ° некоторого ограниченного множества 
Ш с Е. 

В силу согласованности топологий Е и Н, пересечение единичного шара 
S с Н с пространством Е содержит некоторую окрестность нуля U с Е. Со­

гласно определению ограниченного множества, существует а > 0 такое, 
что X. с U с S пЕ, | X Ц а. Отсюда, в силу свойства поляр, получаем 
X ( 5 п £ ) ° с Заметим теперь, что поляра S° в пространстве Н единич­

ного ш а р а S с Н есть сам шар S. Поэтому из S ŗ\E с S с II следует S = 
= S0 с (S П Е)° с II и X S с А (3 П £ ) ° Г) Я с tIJl

0 П Я т. е. пересечение 
SJc° П Я , а значит и V fļ Я , содержит окрестность нуля а б1 с Я . 

Д л я доказательства шюжения Е" <= Я рассмотрим произвольно выбран­

ный элемент х£Е". Тогда выражение ж> , где у^Е', есть линейный 
функционал н а £ " , а значит и на его линейном подпространстве Я . Т а к как, 
потолько что доказанному, топология пространства / / мажорируеттопологию, 
индуцированную в Я из Е', то функционал /у, ж> , непрерывны!! на Е', 
непрерывен также на II. Таким o5pa3JM, <jj, ж> является линейным 
непрерывным функционалом на Я и может быть записан в виде (у, z'), 
где z £ Я . Огсюда следует, что если каждый элемент х £ Е" отождествить с 
соответствующим ему (согласно равенству <у, ж> —{у, z), у £11) элемен­



том z£H, то это отождествление является линейным отображением 
пространства Е" на линейное подпространство пространства Н. Однознач­

ность обратного соответствия между х и z следует из того, что если z = 
= 0 £ # , то у, х> =(г / , z ' ) = 0 для всех у^Н, т. е. функционал <г/, ж> , не­

прерывный н а £ " , равен нулю на множестве / / , плотном вЕ', а значит (у,ху=0 
для всех у £ Е', откуда x=Q£E". Следовательно Е"сН. Л е м м а 
доказана . 

З а м е ч а н и е 2. Указанное при доказательстве леммы 3 вложение 
Н с Е' (соответственно Е" с Н) означает, что 

<У, х> = (гл ж)> 
если х£Е (соответственно х£Е"), а у(1Е' н е ­

очевидными примерами банаховых пространств, удовлетворяющих 
условию ('/) являются пространства Lv [а, Ь], где р > 2. Д л я этих про­

странств Н = L 2 [а, Ь]. 
Покажем, что пространство/* всех финитных бесконечно дифференцируе­

мых функций, заданных в и — мерном э в к л и д о в о м пространстве /? 7 1 удовлет­

воряет условию (X), если в к а ч е с т в е / / выбрать пространство L2 {Rn). 
Действительно, каждая бесконечно дифференцируемая финитная функ­

ция ср(.г­)£/> является квадратично суммируемой, а в с я к а я функция 
ф (.г) £ L 2 (/?") определяет линейный функционал j ф (х) <р (х) dx относи­

R
n 

телыю т. е. может быть отождествлена с некоторой обобщенно 
функцией Т £ / > ' . Далее, D плотно в /> ' [8], а поэтому и L2 (Rn) плотно в / ) ' . 

Кроме того, если ф £ L 2 (/?") и J ф (<) ср Щ dx = 0 для всех ср£/> то, 

ф (х) = 0 почти всюду [11], откуда следует, что D плотно в / / . Докажем, 
наконец, согласованность топологий пространств D и / / . 

Рассмотрим произвольный шар S = {ф (j L? (/?"), || ф |! ̂  s }. Покажем, 
что его пересечение с D, т. е. множество элементов <?£­/>, для которых, 
J ср2 (.<;) dx^ г, содержит некоторую окрестность нуля U <zD. Такой окрест­

ил 

ностыо яатяется множество U = U |М> 
J , (v==0 , l ,2 , . . . ) 

mcs ^ v , v + i 

т. е. множество всех <р£/> таких, что | / ) р ср (./')! < —— ­ для всех 

р ^ v, || .г || 3; v, г д е / ? ; л , , есть часть пространства Rn заключенная между 
сферами радиусов v и у -ļ- 1. Действительно, для всех х £ С/ имеет место 
неравенство 

! ? ( * ) ! < V H 1

 £ , | | * | [ » ­ ^ v = о, i , 2, . . . . 

2
 2 |/mosJ?„ v . 1 

Т а к как для любой функции ф£/> будет / <р2 (.<) dx < сю, то для всех 

Ф Ģ U имеем: 



[ Ф
2 И dx = У /' Ф

а (Ж) dx « У Т
 £ i <fc 

J J ­/ 2 ' mes iJ v v , , 
Б "

 v == 0 #v,v + i v = О i? v ,v | i 

т. e. U(zS[}D. Значит топология п р о с т р а н с т в а / ) мажорирует топологию, 
индуцированную в 7J топологией пространства I? (Rn). 

Ясно, что условие (X) выполняется также, если = О а ) и II = L 2(co), где 
О ю — пространство финитных бесконечно дифференцируемых функций с 
носителями, содержащимися в некотором компакте ы. 

2. О ФУНКЦИОНАЛ/Х, ЗАДАННЫХ В ГИЛЬБЕРТОВОМ 
ПРОСТРАНСТВЕ 

Пусть локально выпуклое пространство Е удовлетворяет условию ('/) 
и линейный оператор А действует из пространства Е' в пространство Е. 

Обозначим А н — сужение о п е р а т о р а / / на пространство / / , и А _ — п о л о ­

жительную и отрицательную части оператора А я , {Ан)~ = ( А ­ ' 1 ) 1 1 — | А я ;­

главный корень квадратный из А н и, наконец, ! А я [ ­ = ( А н ) + ļ А н 1 

положительный квадратный корень из абсолютного значения опера­

тора А н . 
Тогда из результатов [5J и (61 следует, что имеют место следующие пред­

ложения : 
1°. Если Е — полуполное бочечное [71 пространство и оператор А 

вполне непрерывен из Е' в Е, причем А н есть самосопряженный квазиполо­

жителъный оператор в Н, то оператор А представим в виде произведений 

А ( А я ) ^ ļ А |* ­ (А я гЧ А н ff­ = | А я А * = | А * | * (( AHf)' (1) 

где операторы ( А я ) 2 и • Хн \^ вполне непрерывны из II в Е, а со^ряжен­

н i 1 №\i' Ь 
ные к ним операторы ((А ) L ) ' ­ ­ А 2 и (| А | Й ) = ] А | " , являющиеся, со­
ответственно, их продолжениями, действуют квази вполне непрерывна 
из Е' в Н. 

Здесь, согласно общепринятой терминологии, линейный оператор назы­

вается в п о л н е н е п р е р ы в н ы м , если он отображает некоторую 
окрестность нуля в относительно бикомпактное множество и к в а з и 
в п о л н е н е п р е р ы в н ы м, если он непрерывен и отображает всякое 
ограниченное множество в относительно бикомпактное множество. 

2°. Если оператор А непрерывен из Е' в Е и А я есть самисопряжеиный 
оператор в II, причем операторы А я и А я имеют продолжения, ограни­

ченные из Е' в Е, то оператор (А ) ограничен из Н в Е" и имеет про­
. i 

должение А , непрерывное из Е' в Я, причем имеет место равенство 

< ( А Н ) ­ х, у у = (х, \*у), где х £ И, у£ Е' . (2) 



Если, кроме того, пространство Е квази бочечно, то оператор А пред­

ставим в виде произведений 

А | А н 1 а ^ = ( А « ) 1 [ А ] * (3) 

где | А Н ļ-f и ( А Н ) 2 — сужения, соответственно, операторов | A H | ¥ и 
i i ^ i 

( А ) 2 множества А 2 (£") ы [ А ] " ( £ " ) , являющиеся ограниченными опе­
раторами из этих множеств в Е. 

Здесь мы линейный оператор называем . о г р а н и ч е н н ы м , если он 
отображает некоторую окрестность нуля в ограниченное множество. 

) Очевидно, ограниченный оператор непрерывен. 
Используя эти предложения, установим следующие леммы: 

Л е м м а 4. Пусть выполнены следующие условия: 
1) Бочечное полуполное пространство удовлетворяет условию (X). 
2) А — линейный вполне непрерывный оператор из Е' в Е, сужение 

которого А есть самосопряженный квази положительный оператор в Н. 
3) / — функционал, определенный на Е и непрерывный по отношению 

к каждому ограниченному множеству из Е. 

Тогда функционал / ( ( А )­х), где ( А у— главный корень квадратный 
из оператора А , слабо непрерывен по отношению к каждому шару про­

странства II. 
и ­

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть SR — шар из II. В силу 1 оператор ( А ) 
отображает его в относительно бикомпактное, а значит и ограниченное мно­

ж е с т в Ж с Е . 
н it 

Пусть задано Е > 0 И точка x0£SR. Тогда у0 = ( А у В силу 
условия 3) данной леммы, существует окрестность нуля U с Е такая что для 
всех у t ('.'/„ I V) п Ч будет | / (у) — / {уи) | < е . Далее , в силу теоремы 1 
из [5] (см. доказательство) существует окрестность нуля V пространства 
/ / , наделенного слабой топологией, такая , что из ж £ (.r0 + V) fļ £ сле­

дует (А11 г у € ((A H )­ J Щ> ­ г V) П Ш> а поэтому | / ((AHf х ­ f ( ( A H ) * r 0 ) ļ < е . 
Л е м м а доказана. 

З а м е ч а н и е 3. В силу следствия 1 и леммы 2. условие 3 ) леммы 4 
выполняется, в частности, если функционал / является потенциалом непре­

рывного или квази ограниченного потенциального оператора из Е в £ " . 
Л е м м а 5. Пусть выполнены следующие условия: 
1) Пространство Е удовлетворяет условию (У). 
2) А — линейный непрерывный оператор из Е' в Е, сужение которого 

Ан есть самосопряженный оператор в Н, причем операторы Ац, и [Az.\ 
имеют продолжения, ограниченные из Е' в Е. 

3) Функционал /, определенный на Е". слабо непрерывен по отноше­

нию К каждому ограниченному множеству из Е". 
Тогда функционал /((АЯ) х), где (Ан)~ — главный квадратный корень 

из Ан, слабо непрерывен по отношению к каждому шару пространства Н. 
н \ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть SR — шар из II. В силу 2° оператор ( А )~ 
отображает его в ограниченное множество Ш с Е". 

Пусть даны е > 0 и х0 £ SR. Тогда у0 = ( А ) ­ х0 £ Ш. В силу усло­

вия 3) данной леммы существует окрестность нуля U пространства Е". наде­



ленного слабой топологией о- (Е", Е') такая , что для всех у £ (у0 -f- U) ŗ\ Ш 
имеет место неравенство | / (у) — / (у{,) | < г. Из ограниченности оператора 

_ i 
(А у следует его непрерывность, а значит [12] и слабая непрерывность по 
отношению к шару SR. Поэтому найдется окрестность нуля Г простран­

ства Н, наделенного слабой топологией, такая , что из х £ (.'•„ ­f Щ П ^ R 

следует (AHfx £ ((AHf га+Щ П Ш, а потому / ( ( A H ) - . r ) - / ( ( A I f ) - a - 0 ) ļ < е. 
Лемма доказана. 

З а м е ч а н и е 4. В силу теоремы 5 1 из [41, условие 3) леммы 5 вы­

полняется, в частности, если функционал / является потенциалом квази 
бикомпактного оператора m Е" в Е' и пространство Е' квази бочечно. 

Л е м м а 6. Пусть выполнены условия 1) и 2) леммы 4 (или леммы 5). 
Пусть, далее, оператор F = grad / действует из Е в Е' (соответственно, 
из Е" в Е'). Тогда 

grad / ( ( A H f z j = А? F( ( А") ' • • ' • ) , х£ II. (4) 

Н it 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х, у, £11. Положим (А ' ) ' 2 х и , 

н i 
(А у у = h. Тогда, в силу 1° (соответственно, 2 е) и, h£E, (соответст­

венно, и, h £ Е"). 
Рассмотрим дифференциал Гато функционала / ((А ) т х): 

]im / ( ( л Н

) ^ ( * ­ ­ * у ) ) ­ / ( ( А
н

^ ') = П ш t (" ­ tk) - I i«) = 

= < F ( M ) , А> = < F ( ( A H

^ . y ) , (AHfy> . 

Воспользуемся равенством 2, которое в силу 1° и 2° имеет место при выпол­

нении условий 1) и 2) леммы 4 и леммы 5. Тогда 

<F ((AHf х), (AHf уу (Ah F((Anf х), у) , 

откуда, согласно определению градиента, получаем равенство (4). Лемма 
доказана. 

3. ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЙ И СОБСТВЕННЫХ 
ВЕКТОРОВ 

Т е о р е м а 1. Пусть выполнены следующие условия: 
1) Бочечное полуполное пространство Е удовлетворяет условию (У.). 
2) Линейный оператор А вполне непрерывен из Е' в Е, причем его суже­

ние Ан есть самосопряженный и положительный оператор в II. 
3) Оператор F — grad / действует из Е в Е', причем его'^потенциал 

/ непрерывен по отношению в каждому ограниченному множеству из Е 
и удовлетворяет неравенству 

2 / Ы < « О­ У) "г Ь {у, $ + с, у£Е, (5) 

где a<Xļ(kl — наименьшее характеристическое число оператора Ан 

b и с — произвольные вещественные числа и 0 < * < 2. 



Тогда существует по меньшей мере одно решение уравнения 

У = AF (у), (6) 

принадлежащее Е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функционал 

?(­'•) = (x,x)~2f((AHfx), Щ№ (7) 

В силу леммы 4 функционал Д ( А н ) 7 . г ) слабо непрерывен по отношению 
к каждому шару Л А с 7 / Кроме того, как известно ([).], стр. 101), функ­

ционал (./•. .') — ļļ х ļj2 слабо полунепрерывен снизу в шаре SR. Следова­

тельно, функционал ф слабо полунепрерывен снизу в к а ж д о м шаре SR 

пространства II. 
н I 

Далее, полагая у = Щ )~ х, где х£Н(у£Е), в силу (5), получаем 

2 f((AHf х) < « ( ( А " ) * х, (A"f х) + b((A"f у . (AHf х)* + с 

Так как ( А н ) т есть самосопряженный оператор в II и (Ан)^ х^Ес II, то 

((А'У / . ( А 1 7 ) 1 , ) = ( А я , ; , х) < .' (,­, 
откуда 

2 / ( ( А Я ) ¥ .с) < | (.,', + , : ) Т + с, 

а ПОЭТОМУ 

Из полученного неравенства видно, что на границе достаточно большого 
шара из / / значения функционала ф будут больше сколь угодно большого 
заданного числа, т. е. функционал ф обладает т —• свойством [1]. 

Отсюда и из слабой полунепрерывности снизу функционала ф, согласно 
теореме 9 . 3 из [1], следует существование точки такой, что 

grad ф (х 0) = grad (х 0 , а­„) — 2 grad / ( (А ) ­ х0) = 0 . 

Т а к как grad (г, х) — 2х, то, в силу равенства (4), имеем 

.r0 = A 2 F ( ( A H ) 4 ) . 

Н h 

П р и м е н я я к обоим частям этого равенства оператор (А ) ­ , получим 

( A H ) ^ : 0 = ( A " ) ¥ A * F ( ( A H ) 2 z 0 ) . 



Так к а к А — положительный оператор, то ļ А ]
F

== (А ) 2 . Поэтому, в 

силу 1°, имеем (А )
т А" = А и, следовательно, 

Щ А К Щ, 

н i 
где у0 = (А ) ~ . r 0 £ Ē . Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 5. Если выполнены условия теоремы 1, то уравнение 
у = л AF (у), 1 > О, 

имеет решение, если 0 < /. а < /.р а если й = 0, то при любом А > 0. 

3 а м е ч а н и е б. Используя 2° и леммы 5, б и учитывая, что Е" с / / 
(лемма 3), теми ж е рассуждениями, как при доказательстве теоремы 1, полу­

чаем следующее предложение: 

Т е о р е м а I 1 . Пусть выполнены следующие условия: 
1) Квази бочечное пространство Е удовлетворяет условию ('/.). 
2) Линейный оператор А ограничен из Е' в Е, причем его сужение 

А
н есть самосопряженный положительный оператор в И. 

3) Оператор Г = grad / действует из Е" в Е', причем его потенциал 
f слабо не /р рывен по отношению к каждому ограниченному множеству 
из Е" и удовлетворяет неравенству 

2 / (у) < а (у, у) + b (у, у)* + с, у £ Е " (.3') 

где а А
н < 1, а &, с и К имеют тот же смысл, что в теореме 1. 

Тогда существует по меньшей мере одно решение уравнения 
у = AF (у), принадлежащее Е. 

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 1. Пусть, 
далее, потенциальный оператор V (Е -* Е') имеет линейный дифференциал 
Г ото D F (у, S), удовлетворяющий неравенству: 

<D F (у. s), | > < а (s, s), у, * £ £ (8) 

где а имеет тот же смысл, что в теореме 1. 
Тогда уравнение 

У — AF (у) 

имеет единственное решение, принадлежащее Е. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть F = grad / . Рассмотрим функционал 

9 (*) = ( * , * ) ­ 2 / ( ( А
я

) * * ) , х£Н. (7) 

Д л я произвольного имеем (А )
Y It^E, Поэтому 

D ? (х, А) = 2 (х, //) — 2 F ( ( А
и

) ^ *J, (А
н

)
2

~ //> . 

Далее, для произвольного k£_H имеем (А )'-к£Е, так что 

D­<р (х. 1>. к) = 2 (к. Л) — 2 </) F ( ( А
л

) ­ л­, ( А
н

)
2

, /.­), (А*)* *> , 

где 

(А
7 7

)* к, (А
Н )*Л 6 £ ­

Отсюда и из неравенства (8), где достаточно рассматривать лишь неотри­

цательные а, при к = h получаем 



т <? (л Ķ //) 5= 2 (Л, Л) — 2 а ((Аиу Л, ( А
Й

) ' Л) = 

= 2 (Л, Л) - 2а (Ая

 Л. Л) > Z\\k | | 2 - | £ ļ| h f = || Л |'| • 2 ( l - -ļ) ,| А | [ . 

Таким образом, функционал <р удовлетворяет условиям теоремы 9 . 4 из [1]. 
Следовательно, существует единственное х0 £ Я такое, что 

grad ф ) = О . 

Отсюда так же, как при доказательстве теоремы 1 получаем, что вектор 

уй — (А )"•"''() с Е удовлетворяет данному уравнению. Теорема доказана. 
Отметим, что в отношении доказанной теоремы справедливо замечание, 

аналогичное замечанию 5. 
З а м е ч а н и е 7. Используй 2° и лемму 6 и учитывая, что Е" а II, 

теми ж е рассуждениями, как при доказательстве теоремы 2, устанавли­

вается 
Т е о р е м а 2 1 . Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы I1. Пусть, 

далее, потенциальный оператор F (Е" *» В') имеет линейный дифферен­

циал Гато D F (у, ,v) £ Е', удовлетворяющий неравенству 

<DF (у, s), s> %а (s, s), у, s£E", (я А" ' < i ) . 

Тогда уравнение у ­ AF (у) имеет воинственное решение, принадле­

жащее Е. 

Т е о р е м а 3. Пусть выполнены слеОующие условия: 

1) Бочечное полуполное пространство Е удовлетворяет, условию (XV. 
2) Линейный операт >р А вполне непрерывен из Е в Е', причем его суже­

ние АП есть самосопряженный и квази и/прицателъный оператор в II. 
3) Оператор F (у) ­ grad / (у) действует, из Е в Е', причем его потен­

циал I непрерывен по отношению к каждому ограниченному множеству 
из Е и удовлетворяет неравенству 

/ (>j) \Ь а (у. у) ­!­ Ь (у, у)2 ­4­ с, у£Е. (У) 

где а > %i ().ļ — наибольшее положительное характеристическое число 
оператора Ая), Ли с — произвольные отрицательные числа и 0 < а < 2. 
Тогда существует по меньшей мере одно решение уравнения 

и- ш т , 

принадлежащее Е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть II\ — собственное подпространство опе­

ратора Ая, соответствующее его Положительным собственным числам. По 
условию теоремы пространство / / , , конечгюмерпо. 

Пусть ī*ļ — оператор проектирования из / / па подпространство / / , , а 
Р „ — оператор проектирования из II па подпространство Я.2 = II Q IIг 

Тогда для любого .< £11 имеем: х = Р т х + Р 2 х. В силу леммы 4, фуик­

ционал /((А )L

 х) слабо непрерывен по отношению к любому шару из / / . 
Кроме того, функционал || Р а х | (

а — |) Р, х ļ|L> слабо полунепрерывен снизу 
в любом шаре из II (см. [1], стр. 116). Следовательно, функционал 

о (х) = 2 / ((А*)1 х) + 1] Р г х IIй - || Р, х \% х £ II (10) 
слабо полунепрерывен снизу в каждом шаре из / / . 



Далее, из неравенства (9) следует, что 

ф И £ 2а \(AHf ж||* Н 2 6 ( А я ) ¥ .г | » + 2с ­|­ ( [ Л * ii* ~ I!
 P i * f ­ ( : 1 И 

но 

ļļ (A H )~ x 'i 2 > {(\Hf P t , ' , ( A H f P, ,) *= ( A H , , P x *) > J - Ij P ļ | ; > 

поэтому 

2 « I ! ( A
H

) ^ x 2 ­i­1 P 2 \ 2 ­ V 1 2 ^ ; P, :< + P2.r i 2 ­ ] p, x'!2 » 
(12) 

* I! Pi­<­ :l; + . , P 2 n 2 H M I 3 ­

Пусть ļij — наименьшее по абсолютной величине характеристическое 

число оператора А н . Тогда {{AHf х, (AH)"' J х) = ( А я х, х) < ~ \ х | 2 . Отсюда 

и из неравенств (11) и (12) получаем: 

Ф (х) % Щ ­ 2 \b\ | ( А Н ) ¥ а |* ­ 2 И £ Н|* ­ Щ \\х\? ­ 2 И = 
2 

откуда видно, что функционал © обладает ira—свойством. Следовательно, 
в силу теоремы 9,3 из [1], существует по меньшей мере одна точка х0£Н, 
такая , что 

grad ф ( , 0 ) = 2 grad / ( ( Л н ) 2 х0) ­ grad (ļjP, х 0Ц
2 - ;iP 2 х{ I,,2) = 

= 2 А 2 F ( ( А н ) 2 , ' 0 ) - 2 (Р, ,- 0 - Р 2 х0) = 9 

или 

А^ Р((Ан)" -'о) = P ļ , „ Р 2 . - 0 . 
i 

Применяя к обеим частям полученного равенства оператор | А Я 2 ~ (П^Е), 
имеем 

| A J / i А 2 F((AHf х,) = Ч " ] 2 " (Р, - Р 2 ) х 0 . (13) 

я ! -1-

В силу 1° имеем ļA f А 2 •• = А. Кроме того 

(А^|* (Р, ­ Р | = ( < А Н ) * + | Д » (*) (Р х ­ Р 2 ) , 

а так к а к ( А н ) 2 Р, • ( А * ) * , ļA"ļ Р 2 ­ = [ А я 1 ­ , | А : 1 | * Р , = (А+)~ Р в = 0, то 

| A
H

, * < P i ­ P , ) ~ : ( А
Н

) * ­ | А
И

. | = ( А
П

) * . 

Следовательно из (13) получаем 

AF (&) = у„, 
где у0 = (А ) ' " ' х 0 £ Я . Теорема доказана. 



Т е о р е м а 4. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 3. Пусть, 
далее, потенциальный оператор F ( Е ­* Е') имеет линейный дифферен­

циал Гато D F (л, я), удовлетворяющий неравенству 
ф¥\у,8), s> > 2 А, (*,*)," y,s£E. (14) 

где X, имеет тот же смысл, что и в теореме 3. 
Тогда уравнение 

у = A F (//) 

имеет единственное решение, принадлежащее Е. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть F — grad / . Рассмотрим снова функцио­

нал <р, определенный равенством (10). Д л я пето имеем: 

D 9 (л, li) = 2 < F ((AHf л), (AH

f лу ­ 2 (PL л ­ Р2 л, к), л, h£H, 

D
2

 9 (.,­, Ķ к) == 2 <Д F ( ( А я ) ^ *, ( А н ) ^ /.•), ( А " ) 4 Л> ­ 2 ( Р 1 А ­ Р 2 i , li), 

Отсюда, полагая к = h, в силу неравенства (14), имеем 

О
2 9 (т, Л, Щ > 4 >м ( ( А я ^ Л, ( А я ) ' Л) ­ 2 (Р, It, It) \­ 2 (Ра /г, Л) = 

= 4 > 1 ­ ( А н

)
1

л ; « ­ 2 ( . . р 1 л ,
2

­ : р 2 л , 2 ) . 

Так как ||(А ) ­ / < ' 2 ^ | Р А /г'|
2

, то отсюда 

» • 9 (*, /г, Л) > 4 | |Р 1 /г,12 ­ 2 ;|Р, / / f ­f 2 Р., hŗ = Щ\ • 2 Щ\ . 
Следовательно, в силу теоремы 9 4 из [1] существует единственное л0£Н 
такое, что 

grad 9 (г„) = 0 . 

Отсюда так же, как при доказательстве теоремы 3, получаем 
г/и = A F (v/J, 

где щ = (А ) ­ л(>£Е. Теорема доказана. 

Т е о р е м а 5. Пусть выполнены следующие условия: 
1) Бочечное полуполное пространство Е удовлетворяет условию (/.). 
2) Линейный оператор А вполне непрерывен изЕ' в Е, причем его суже­

ние АИ есть самосопряженный и положительный оператор в Н. 
3) Оператор F = grad / действует из Е в Е' и позитивен, т. е. 

<F(y),y > 0 при у фК* 
4) Функционал / непрерывен по отношению к каждому ограниченному 

множеству из Е, 
Тогда, какова бы ни была сфера | ] а ; ] [ = Д пространства Н, на ней 

Найдется по меньшей мере один вектор as такой, что yR = (Ан)^лп£Е 
является собственным вектором оператора A F , соответствующим 
положительному собственному значению \jr = R~~ < F (yR), унУ . 

* Отсюда следует, что F(B)=e. Действительно, для прогзвольного у£Е 
dl Un) f{tļi+ Ыф— /(<•/) , .. х <F(/y). !!/•> 

при I > 0. Следовательно, / растет вдоль любого луча, выходящегося из нуля, т. е. фумк-

г//(в) 
штопал / имеет минимум в точке в. Поэтому — g j — = 0 и для любого h ŗ Ь 

<F (в), Л> = Dj (в, h) = 1im
 f ~ '

 ( в ) = 0. 
t ­»0 1 



Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 4, функционал / ( ( А я ) ¥ х) слабо 
непрерывен по отношению к каждому шару пространства Н. 

Пусть Н0 — подпространство пулен оператора А н , Н{ ~HQII0. Д л я 

х £ II х при х ф G будет (\" х. х) = ((Xйf х, (AHf х) > 0, значит, 

(А у хф 0 . Следовательно, для х£Н в силу (4) имеем: 

( g r a d / ( ( A H f . ,) = ( A * F ( ( A H ) * , ­ ) , х) = < Г ( ( А Я ) ¥ х), ( А я ) ^ > > О, 

хф& 

х 
т. е. Ф (.<•) = grad / ( (А )"• ' ' ) есть позитивный градиент слабо непрерыв­

ного функционала. Согласно теореме 15.1 из [1] оператор Ф (х) имеет в 
Ну собственные векторы с любой нормой, отвечающие положительным соб­

ственным значениям, т. е. при любом R > 0 будет 

или 

Н*в = A ~ F ( ( л И ) " **>• r ^ e [] xR\\ = R , (15) 

откуда 

И» (**. *В> = ( Л * F ((А Й)Ч). *«) = F ( A H ) ­ ^ ) . ( А Н ) } :> д> > 0_ (16) 

Применяя к обоим частям равенства (15) оператор (А ) у = [А J8 и учи­

тывая, что, в силу 1° ]А 1­ А 2 —­А, получаем 

V.R(AHČxR = AF((AH)*xR). 

Отсюда и из (16), имеем 

V-r Ув = A F [Ув) 1 1 * Л " 2 < F »я> > 

где yR = (А ) J х £F . Теорема доказана. 

4 ПРИМЕР НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 
В качестве примера применения вариационного метода, рассмотрим 

вопрос о существовании бесконечно дифференцируемого решения урав ­

нения 

«(*) = / Z D \ к & у) • fl (" (У)'Du (У)' D~u (у)' ­ • •> d N » Ш У) аУ (17) 

Здесь суммирование по i производится от 0 до причем сумма содержит 
п. ­!­1 член, где и ­•­ 1 — число всех частных производных функции 
"(Ур 2/2> • • •>2 / т )

 д о
 п о Р я Д к а

 А7 включительно. 
Будем предполагать, что А" (г, у) есть симметричная бесконечно диффе­

ренцируемая функция, носитель которой содержится в топологическом 
произведении ы х со где м . и &>, — к о м п а к т ы , принадлежащие соот­

х у х у 
ветственпо m—мерным эвклидовым пространствам А ' т и Ym. Отсюда 



следует, что если существует решение и (.<•) уравнения (17), то оно также 
будет финитной функцией с носителем, содержащимся в компакте о^, а 
подинтегралыюе выражение будет равно пулю вне компакта со . Поэтому 
(17) принимает вид: 

« (*) = fZ 'I
 К ( * У) • St (и (у), Du (у), Dhi (у), DNu (у), y)dy = T и 

«у ' (18) 
Далее предположим, что функции и ,у) непрерывны 

по совокупности переменных (щ, щ и ) почти при каждом у и изме" 
рнмы по у при любых фиксированных и,, и.­,, . . ., vj, а функции от у: 
sup ­g4 (ui;, uL, иг, un, y)\ суммируемы по у па со при любом а. 

Как показал И. В. ШрагйН [10], последнее условие необходимо и доста­

точно, чтобы оператор Пемынкого hi (и) = gt (ы0 (у), и, (у), и2 (у), . . ., | i (у), у) 
действовал из пространства непрерывных вектор­функций Сн , («О в L (» г / ) . 

Д л я доказательства существования решения уравнения (18), принадле­

жащего £ > Ф х , представим рассматриваемое уравнение в следующем виде 

и (х) = <А' {х, у), F (и (у))У 

где F — о п е р а т о р , действующей из пространства Dw в пространство 

и определяемый равенством: 

< F (и), w> = 2 < Ф (У)Л>и (у), D*a (у), . . D \ (у), у), w (у)} ­

i 

= Z(­1)' Ф* $i (и № (У). в (у), ...,DNu (у), у). wy 
i 

для всех w^TJ0) , а линейный оператор А, АТ ­ < А (х, у), Ту действует из 

пространства Dm в пространство/)„ , . Заметим, что из симметрии ф \ н к ­
v х 

ции К (х, у) витекает совпадение пространств Dw и Dm . 
Л е м м а 7. Оператор А, А7' = <А'( х, у), Ту вполне непрерывен из 

Я'„ в D„ . 
V х 
Д О В а з а т е л ь с т

 в °­ Заметим сначала, что оператор А непрерывен 
из Dm в Dm . Действительно, выберем окрестность нуля U (/, г) с L) , т. е. 

у х х 
множество функций (р^Т>,„ таких, что | # р ф (•') < е д л я / > < 2 (1~произволь­

ное натуральное, е — произвольное положительное число). Д а л е е рассмот­

рим ограниченное множество BKcDu, , состоящее из функции Ч ' р х(у) — 
= Z>£ К(х, у), р < /, ./•£ <­,х, где р « i являются параметрами. Произве­

дение поляры Ик множества Вк на е обозначим через 1 Я . Тогда для 
Т £ Г х имеем: | (ОхК (х, у), Г> ļ < е для т. е. AT£U (I, с). 

Рассмотрим, теперь, билинейный фгнкциоиал <AT,iS> где , č7 £ • 
у ж 

Пусть с? пробегает произвольное ограниченное множество В с l/m Тогда 

поляра В" есть окрестность нуля в D(r и, в силу непрерывности А, найдется 

окрестность нули У с £ > „ , такая , что для всех У £ Г будет A J c В 0 . З н а ­

чит, для всех Т£\~, S^B имеет место неравенство | • А Г, Sy | < 1 , т. е. 



когда Я пробегает В, отображения Т * (AT,Sy образуют равностепенно 
непрерывное множество. Т а к как, кроме того, для каждого Т (~Ою били­

у 
нейный функционал непрерывен относительно $, а D и D„x являются пра­

вильными пространствами Фреше, то согласно теореме 9 из [9], билиней­

ный функционал <­177, > непрерывен на / ) х DWx. Поэтому найдутся ок­

рестности нуля Г 0 с Dm и И'„ с2> ( , . х такие, что для J £ Г ц , S с И'„ имеет 
место i <А7\ Sy Н о тогда для всех TfVr имеет место включение 
АТ£ (W,,)°, т. е. оператор А отображает окрестность нуля F 0 из Z) ( в 
ограниченное миожестпо из Z)^ . яааяющееся, как известно, относительно 
бикомпактным. Лемма доказана. 

Л е м м а 8. Оператор F (и) = J£ (— l ) f Dl g. (и (у), Du (у), D"u (у), . . . 
г 

.. ., D и (у), у), определенный выше, непрерывен из Л,п в JO ' , 
Д о к а з а т е Я ь с т в о. Пусть задана окрестность пуля I­ = Bz с Da' , 

где В— заданное ограниченное в Пш множество функций <р таких, что 

\DP <р (у) ļ < М? для р 4 V, у € « у (v = 0, 1, 2 , . . .) 

Пусть ы.('!) (с&щ. Рассмотрим окрестность нули Uļ (.V. с Day, т. е. мно­

жество функций 1*(;Л<»у таких, что 

|Z>P 4 r ( < / M s t для £ А, у£ соу. 

Так как функции и^ (i/), Du^l (у), 1)2и^ (у), . . . , (г/) непрерывны 
на % , то существует «„ > 0 такое, что для всех у £ <•)„ будет \1УиЛп(у) < а„, 
/ ^ А\ Н о тогда для всех u£Dmy таких, что и — ии£ L\ (Аг, s t ) имеем: 

| Dv и (у) ­ Dv ц<« < е,, ? ^ А, ^ м „ , 

откуда 

Поэтому 

I в, (мот о/). #"гш &) ««»(у), ^ sup ļ g. « l r ц 2 , ... 
­ I «v I ̂  а

О 
• • « а , ff)| « 

и для и£ иШ + (Л\ £ļ) 

i ( « (У), D

U Ы- ••; *J
N

U (у), у)\ < Sl ip ļ £. (».„, И „ » 2 , . . . 

«» , */)| = Ф,­,аа j ­ s , 

где в силу условий, указанных в начале п. 4, функции Ф,­ а (у); Фг­ <J i \ (у) 
суммируемы на ы у . 

Рассмотрим выражение 

fn = 2j Щ («<</), Du Cv), (у), г г \ (у), у ) - ai 

­ gt(ufto (у), Dul»> (у), DS№ (г/), .... DNuW (у), у)) // w (у) dy (19) 

где Ш — измеримое подмножество множества «а,, и ии£ U, (.V/e.) и 
Ю^Д а поэтому | / ) ' и > ( ^ ) | ^ Ms для i'̂ .V. 



Оценим / э д : 

i чiщ *я s f i i *• Du w . од­ • в Д Г " ̂  Й ; + 
i «г 

+ | g. (ļ№ (y), Du«» (y), Dhi^ {y); / >
л

> > (у), y) ) dy < 

Ж i 

В силу суммируемости па щ функции ^(Щ, "т" ^l ,*o : г, (2/)' Д л я 

i 

заданного Л / w найдется ц > 0, что для любого .л с ы у такого, что mos Зй < у; 

будет {£(<Pi,HW I Ф ; , Я и ei(//)) "'.У < vJtT' a поэтому 

| Im | < 4 " Для всех и £ г/,, + ГУ, (.У, е , ) . 

Так как gt (и„, н р иг, • • •, Щя, у) являются (II) — функциями 11], то. со­

гласно теореме 18.2 из [11, найденному т] > 0 соответствует замкнутее 
подмножество F с иу такое, что nit«s /•' > mos ioy— г, и на топологическом 
произведении множества F и (п ­ Г) — мерного эквлндова пространства 
переменных (ы 0, uv и.,, . . . , м„) функции g. (u<v u „ ut, ..., ы„, у) непре­

рывны по совокупности всех аргументов. Д л я непрерывных па ta функций 
uW {у), ВШ (у), / j V ' » (>/) положим р. = max />* и&>{у)\, 13 = гаах^, 

я = 13 + 1. 
Топологическое произведение множества / ' и (п ­ ­ 1) — мерного куба: 

ц„ 1<я есть бикомпактное множество Л" с 1{п 1 .поэтому функции gj (и0, 
•••>ип,у) равномерно непрерывны на К. Следовательно, найдется 

положительное § < 1 такое, что для любых пар точек [uĻ u'v • • - , и'п, у), 
(и^, u'ļ, и", . .., и"п, у) с К, для которых и' — a^J < 8, имеют место нера­

венства 

I й. («•', и',, и' . . ., и'. Ч/) — Р. (и'', «'/• 'С • • •• '/)' < —ГТ7 " 
b

i
 v и' 1' 2' ' п •" "г

 v и I ­! л •' ­ г\­ •
 ю

у 

Пусть (У2 (ЛГ, Щ ­ окрестность пуля в /> такая , что для Т £ с 7 2 будет 
DP

W (у) ', ^ S при р ^ Л Г . Тогда для всех №­£v0 + (Аг> §) имеет 
место неравенство ļ / J p u (/ /)—/J p «f D ) (у)\ ^ 8 для всех p^N и у£ыу, а поэ­

тому для у £ 7' получаем 

| ^ (ii (у), / J a (//), D­u {у) I)Nu (у): у) ­ g. (и<Щу), Du<^(y). ВШЩ .. . 

Положим С/" = i7j (Лг, Е,) п (7 2 (Лг, S). Тогда для ы £ иа + / ' и v £ Z? 
имеем: 

ļ < F (и) ­ F К > ) , «;> ļ = 

= ļ 2(~ 1)* <J)% (» 0/), £>« (у), ...,DNa {у), у) - D{

 g ļ • • • 
i 



Й*п№ (у),у),и­ (у): 

= | žf & (" (у)'
 D u Ш * V • • • >

л *) ­ ^ «
( 0 ) &». 

[ 

DNu(V(y),y)]Diu­(y)dy ( 

г 1 

< { / # 1 4 ­ f / * f _ j { « n J Z „ U a , v T m ^ 7 MNdy ­V \I«V -F^ < 
F 

1 IIU'4 F 1 

• v / ; . . + — < ! • 

ибо mos (coj, — r5") < Значит для всех ; j £ ­f L" имеет место включение 
F (u) — F £ / i c = V. Л е м м а доказана. 

5. ПОТЕНЦИАЛЬНОСТЬ ОПЕРАТОРА F (а) 

При некоторых дополнительных предположениях относительно функций 
gi (и0, uv и2, . .., ип, у), подоб!ю тому, как в [1] можно приттн к достаточ­

ному условию потенциальности оператора F (и) из Dv, в D№ • Таким 
условием является существование функции g (иЧ;, и{, и2, ип,у) такой, 
что 

(и,, uL, иг, . .., ип у) = rjz— g [щ, uv u2, . .., un, у), v = 0, 1,2, . . . , n 
dut 

(20) 

Покажем, что условия, сформулированные в начале п. 4, и равенства (20) 
обеспечивают потенциальность операт' pa F (и). 

Л е м м а 9. Если функции g (иг/1; ;/.„ . . ., ип, у) удовлетворяют 
условиям, указанным в начале п. 4 и равенствам (20), то оператор F (и) 
является градиентом функционала 

/ (и) = f g(u (у), Du (у), Dhi (у), D"u {у), у) dy, 
К у 

непрерывного по отношению к каждому ограниченному множеству из 
D,, . 

' v 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы 4 . 1 работы 14] вытекает предложе­

ние: для того, чтобы непрерывный оператор F (и) был потенциальным, не­

обходимо и достаточно, чтобы интеграл J < F (и). du.y по любому отрезку 

[uv u2\cD„hj зависел лишь от концов этого отрезка. 
Рассмотрим теперь криволинейный интеграл по отрезку [u<°>, u^i ­1­ г>(°>], 

представление которого есть w<u) ­f­ te(0J (0 < t < 1), где « ( , J>, v m — про­

извольно выбранные элементы из Dm . Тогда 

, t 
/ = / < F (и), rfu> = j < F (в(« ­f­ ^<°>), Й (u<°> + ^< u>)> ­



1 

= J <F (u<°> ­г Ы 0>, р»>)> Л ­­= 
о 

i 

= ?i ( М 0 , ) (У) + / Г ; ( 0 ) (У)'
 D ( "

( 0 ) (У) + * * * Ш • • • 

О <щ г 

. . ., # * | ( # ) (у) + Ф (Z/)), p ) j J V » (у) Chj. 

И з м е н я я порядок интегрирования, согласно теореме Фубипи, и учиты­

вая (20), получим: 
i 

/ = fdyf ļ- g (u(0) (у) + (*М (у), / ) (у) + ft*» (2У)), • • • 

D * ( j ) 4 ­ ^ ) ( у ) ) > г / ) Л = 

­ / g ( " ( 0 ) (ž/) + »«> (*/),£> (u<°> (у) + т (у)), . . .,£> >< 0 ) (г/)­гг:(0) (y),y)dy­

— J $ (й<°> [y),DuW (у). .. .,DN и.т (у), у) dy = Ф (// + г№) — Ф (и<°>). 
СМ у 

Значит, согласно вышеуказанному предложению, оператор F, F (и) — 

= 2(— 8i(и Ш
D u Ы> • • Ш у)'

 г

д
е ­?г К . «у «*• • • •> • У) 

i 
удовлетворяют равенствам (20), является потенциальным. Е г о потенциал 
тогда находится по формуле 

i 
/ (и) = 4 гТ <F ( 0 й & u> с// , / 0 + j " g (ы (y), Du (//), . . . ,Z>WU (у), y) dy ­

о „.v 

­ У ff (0, 0, 0,y)dy, 

где /„ — произвольная постоянная, которую можно положить равной 

| g (0, 0, 0, . . . , 0, у) dy . Значит F = grad /, где 

•у 

/ ( « ) = / g ( " (i/)­ £ 2 « (.'/)• • ­I <•"'• У ) 

В силу следствия из леммы 1, функционал / непрерывен по отношению к 
каждому ограниченному множеству из Dt,tļ/. Л е м м а доказана . 

6. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ 

П р и м е н я я полученные выше результаты, мы приходим к следующему 
предложению. 

Т е о р е м а 6. Пусть выполнены следующие условия: 
1) К (х, у) — симметричная бесконечно дифференцируемая функция 

с носителем, содержащимся в множестве йХ ч где с о — к о м п а к т т — 



мерного эвклидова пространства, определяющая в 1} (со) положительный 
оператор 

Ани = j К (ж, у) и (у) dy. 
ш 

2) Функции gi (и^, uv и0, . . ., и_а, у) вещественны, непрерывны по 
совокупности u v £ (— оо. оо), v = 0, 1 ,2 , . . . п, почти при каждом 
у £ со и измеримы на со по у при любых фиксированных (ип, и17 ы 2, . . . и ), 
причем функции Ф; а (у) = sup (м ц, щ, ...,ип,у) | суммируемы на 

I м, | < а 
со при любом а. 

3) Функции g. (ii ļ i ; itļ, и,, . . ., ы у) удовлетворяют условию (20), 
причем 

2 g (1ц, ы ( 1 ы 2, . . . , i i n , у) к а ^ + й (у) ļ u 0 ; а + с (у), (21) 

где а < XL {ХЕ — наименьшее характеристическое число оператора А Н ) . 

0 < а < 2; 0 4 Ь (y)£Lr (со), у ­ : 0 < с (y)£L(<t) 

Тогда уравнение 

» N = / ° у к (тУ) • Щ (« »«№. • • •. Ь*# (у), у) dy 
т i 

имеет по меньшей мере одно решение, принадлежащее пространству Dm. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассматриваемое уравнение можно перепи­

сать в виде 
и = A F (и), 

где оператор А , А Т = < А ' ( :г. ;/). Г> , в силу леммы 7, вполне непрерывен 
из Вы в Dvt, а F (и), в силу лемм 8 и 9, есть непрерывный потенциальный 
оператор из /)„, в Л,,,, причем его потенциал / непрерывен по отношению 
к каждому ограниченному множеству из DM. Д л я доказательства данной 
теоремы, согласно теореме 1 остается проверить выполнение неравенства 
(5). Д л я этого воспользуемся неравенством (21): 

2 / (и) = 2 j g{u (y),Du (у), Dxu (у), у) dy < Щ ļ и
2 {у) dy А -

+ j Ь [у) \ и (у) + J с (у) dy . 

Ш щ 

Согласно неравенству Гельдера, имеем 

J Ь(у)\ и (у) р Щ 
01 

2 2 - а 

< (/ {НУ))2"" dy) 'Г{[\и(у)\а 

Ш I!} 

Х Щ ~ = Ь [и, и)2 , 



где b= ļj (b (у))1dyy , J и2 (у) dy = (а, и). Обозначив, далее 

Т I» 

J с (у) dy = с, получаем неравенство (5). Теорема доказана . 

Подобным образом из теорем 2—5 можно получить соответствующие 
теоремы для уравнения вида (18) и оператора Г. 

Пользуясь случаем, выражаю глубокую благодарность Д . А. Р а й к о в у 
за ценные указания по некоторым вопросам общей теории, связанным с 
настоящей работой. 

I 
20 I 1959 Кафедра общей математики 

Л И Т Е Р А Т У Р А 

[ l ļ . М. М. Вайноерг. Вариационные методы исследования нелинейных операторов. 
Госте.хиздат, 1956. 

[2J. Л1. М. Вайноерг. О некоторых свойствах квадратичных форм в пространствах 
l.q(g^2). ДАЦ СССР, 1955, 100, № 5, 845—848. 

[3]. .<И. М. Вайноерг. К. вопросу о вариационной теории собственных значений для 
нелинейных интегральных уравнений. УЛШ, 1952, т. 7, в. 1 (47). 144 ­146. 

[4]. Я­ Л. Энгельсом. О потенциальных операторах в линейных топологических про­
странствах. Уч. зап. Латв. Гос. У нив., 1958, т. XX, в. 3, 27—45. 

[5J. Я. Л. Энгельсом. О квадратном корне m линейных операторов в линейных топо­
логических пространствах. Уч. Зап. Латв. Гос. Уннв., 1956, т. V I I I , в. 2.. 7 3 ­ 7 9 . 

[6]. Л1. М. Вайноерг и Я- Л. Энсельсон. О квадратном корне из линейного оператора 
в локально выпуклых пространствах., ДАН СССР, 1958, т. 122, Ко 5, 755­ ­758. 

[7J. N. Bourbaki. Espaccs veetoiiels lopologiques, cbap. IIJ­V, 1955. 
[8 Sr.huartz. Theorie dea distributioas, 1. I. Paris, 1950. 
[9]. / . Dieudonnr, L. SRHVARTZ. l.a dualite dnns Ies espacos (F) ei (I.F). Ann. Inst. Fourier 

(Grenoble), 1950, 1. 61—101. Есть русский перевод в сборнике Математика, 
1958, в 2:2, 77—107. 

[101. И. В. Шрагин. Об одном нелинейном операторе. Научные доклады высшей школы, 
физико­математические науки, 1958, № 2., 1 0 3 ­ 1 0 5 . 

[11]. И. М. Ге/.ьфакд, Г. Г.. Шилов. Обобщенные функции, в. 2: Пространства основных 
и обобщенных функций. Гос. над. физ.­мат. литературы, Москва, 1958. 

[12]. / . Dieudonne. l.a dualite dans Ies espaces vecloriels topologiques. Апп. ecole nonn. 
(3). 1942, vol. 59, 107—139. 

DAŽI .NELINEĀRI" V I E N Ā D O J U M I * V A R I Ā C I J U T E O R I J A S 
J A U T Ā J U M I L O K Ā L I I Z L I E K T A S T E L P Ā S 

/ . Engelsons 

(Kopsavilkums) 

Pamato jo t ies uz rakstu [4], [51 un [61 rezul tā t iem, darba pierādīta virkne 
teorēmu par alr is inājuma eksistenci vienādojumam 

II = A F {y), 

kur F — potenciāls oporators, kas darbojas no lokāli izl iektas telpas E uz tās 
saist ī to telpu E', un А — lineārs oporators, kas darbojas по E' uz E. Boz t a m 
pierādī ta teorēma par operatora Г = A F īpašvektor iem. 



K a piemērs apskat ī t s integro­diferencialvienadojums 

и (х) = f 2Dv К {*> У) • $ (" (У), Du(y), D*u (у),.. .,DNu (у), у) dy, 
№у i 

kuram pie zināmiem nosacījumiem pierādī ta bezgalīgi diferencējama atr is inā­

juma eksistence. 

5 — 454 





Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Н Р С И Т Г Т И М Е Н И П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XXVIII, ВЫПУСК 4, 1S50 ГОДА 

А С И М П Т О Т И Ч Е С К И Е Р А З Л О Ж Е Н И Я Д Л Я В Е Щ Е С Т В Е Н Н Ы Х 

К О Р Н Е Й Н Е К О Т О Р Ы Х Т Р А Н С Ц Е Н Д Е Н Т Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 

Э. РИЕКСТЫНЫЛ 

Многие задачи приводят к решетило уравнения 

sin ķ + to) ļjx) + сое (ж + и) ),(..) == /.,(.<•)• (<>• О 

Если в уравнении такого типа аргументы тригонометрических функций 
отличались бы друг от друга сдвигом фазы, то при помощи элементарных 
преобразований мы могли бы такое уравнение тоже привести к виду (О I). 

Частные случаи этого уравнения при % (х) = 0 часто рассматривались. 
Тогда уравнение имеет бесконечно много вещественных корней, и большие 
корни ищутся при помощи асимптотических разложений, при чем обычно 
это делается формально, без всякого обоснования. Одним из первых такой 
метод применил Стоке | 1 | для асимптотического представления корней 
функций Бесселя, поэтому этот метод иногда называют методом Стскса, 
После него тем же методом асимптотические разложения для корней более 
общих уравнений с цилиндрическими функциями получил Мак­Магон [2]. 
Вероятно, первым, давшим строгое обоснование этого метода на частном 
примере, был Горн [3]. Он таким ж е путем получил асимптотическое пред­

ставление собственных значений задачи Штурма­Лиувиллн. 
Во всех указанных работах fļ-(ajļ ss О* Ввиду этого, уравнение приво­

дится к виду 
tg (х ­:• to) ­ g(x), (0.2) 

что невозможно для общего случая (0.1). Оказывается, что можно видоиз­

менить метод Стокса и найти асимптотическое разложение корней и для 
(0.1), причем такое видоизменение желательно и для случаи / ; 1 = £ 0 . ' Рас­

смотрению и обоснованию этого метода для общего уравнения (0.1) посвя­

щена настоящая работа. Во втором параграфе будут прнседены некото 1 

рые конкретные уравнения . Еще один случай уравнения (0 1) рассмот­

рен в другой статье автора [4J. 

§ 1­ и 
1. Сначала напомним некоторые факты из теории асимптотических рядов. 
О п р е д е л е н и е . Р я д 

Ж'­Г К # 0 , *ft < « f t ^ o o ) (1.1) 
х

 h 

называется асимптотическим для функции / (х) при больших л, если для 
любого целого п ^ 0 имеет место соотнон1ение 



Часто пишут 

(1 .3) 

ft=0 
Подобным образом определяется асимптотическое разложение при 

малых х: 

(1.4) 

ft=U 

Может случиться, что в разложении (1.3) х принимает только дискрет­

ные значения хт (хт ­> оо) , и функция / (х) в общем разложения типа 
(1 1) не имеет. Так и будет всюду в нашей работе. Легко видеть, что опреде­

ление и свойства разложения (1.1) от этого не меняется. 
Н а д о подчеркнуть, что во избежании дальнейших оговорок, функция, 

у которой все ак = 0, по определению считается не разложимой в ряд 
типа ( 1 1 ) . Класс функций, которые допускают разложение типа (1.1) 
(хотя бы для дискретных значений х), не весьма широк. Д а ж е рассмотрение 
уравнения (0.1) в комплексной плоскости требует более общих асимптоти­

ческих разложений. Случай комплексных корней будет рассмотрен в другой 
работе автора. 

Напомним свойства р я д о в (1­1), которые используются в дальнейшем. 
Обычно доказательство этих свойств дается в случае целых a f e (например, 
15, 6, 7J), но перенесение их на общий случай не представляет труда. 

( О ) . Если функция / (х) допускает разложение в р я д типа (1­1), то 
такое разложение единственно. Это следует из того, что при всех п 

И т 
Х­» со 

(1.5) 

(С2). Если КЩ~ V /,(*)- У ­ f , то функции A1j1 ­f­

Т~ ,, h .h 
h = 0 •' ft=0 J ­

+ Ajļf*t fi • U_ разлагаются в ряды типа (1 .1) , причем соответствующие 
разложения получаются при помощи соответствующих формальных действий 
и перегруппировки членов в порядке убывания . 

оо 

(СЗ). Е с л и / ( я ) ~ V — , то функция [/(.с)]1"1 тоже имеет асимптота-

ческое разложение для любого вещественного а, причем разложение 
можно получить по следующей формальной схеме: 

2 7 -
fe=i 

t+

|ffiPf(l.^f] 
СО ОО у" м ОС 

1 "Г" Е Ф 
3=1 *

1 

(1.6) 



Возведение ряда в целую положительную степень происходит согласно 
(С2), а окончательный р я д получается после перегруппировки членов. .., • 

оо ОО ^ 

(G4). Если Д (х) ~ 2 1 Г ' ^ х ) ~ В Т' ПРИЧ6М Ро < °' Т° 
ft=0 ж Й й = 0 " 

также имеет асимптотическое разложение, которое получается формальной 
подстановкой ряда в ряд, использованием (1­6) и перегруппированием 
членов по следующей схеме: 

ОО ОО з ОО д
 0 0 v ' ' 

1 h=ū * 

3 = 0 

(1.7) 

(C5). Если fl{x) fv ^ ah^k При a­­>0, / , ( . 7 ) ™­ ­ ~ при а:­* с о , 

причем |3 0 > 0, то f1(f2{x)) тоже имеет асимптотическое разложение при 
2—voo, которое получается формальной подстановкой ряда в ряд , ис­

пользованием (1 ­6) и перегруппированием членов по схеме, подобной (1­7), 
если только v.k заменить на — o.k. 

cc 
(С6). Если f (х) ~ V ­—, /'(.г) непрерывная функция при а ^ а о > 0 

W «k I . 
ft=0 Х 

и /'(.г) допускает разложение в р я д типа (1­1), то ряд для / (х) можно 
почленно дифференцировать, т. е. 

ос 

/#(;,)~ Z ~ ļ h - f T - ( 1 - 8 ) 

ft = 0 Х 

(С7). Если / (х) допускает разложение в ряд типа (1 . 1), то функция / (х) 
при достаточно больших х сохраняет знак. Однако / (.г) не обязательно 
непрерывна или монотонна, как это показывают следующие примеры: 

/ » = 1 ­ н ­ 1 )
[

*
1

ы < г * м , 

/.,(Э;) = i -i- е ~ * S i n , ~ 1. 

2. Переходим теперь к уравнению (0.1), которое перепишем в форме 
F(x) = sin (х + 0) ft\4 + сов (х + со) / .да ) — jĻJgj = 0. (1.9) 

Предположим, что 
а) при х—>• оо 

со 

№**У!& (i 10) 

Без ограничений мы можем считать, что по крайней мере один из а 0 , f}0, у 0 

равен нулю, а остальные из этих трех показателей степени неотрицательны, 
ибо в противном случае мы могли бы умножить уравнение (1­9) на соот­

ветствующую степень х и привести к такому виду. 



Предположение а) исключает возможность, что одна из рассматрива­

емых функций тождественно равна нулю. Н о легко видеть, что все даль­

нейшее в этом параграфа относится и к таким частным случаям, если в 
асимптотическом разложении для такой функции первый показатель степени 
считать бесконечно большим. 

б) При достаточно больших х функции fx (х), /2 (х) и /.­ (х) непрерывно 
дифференцируемы и их производные допускают разложения типа (1­1). 

В уравнение (1.9) формально поставим разложения (1­10) и выделим 
главную часть — члены, не содержащие степеней х. Согласно сказанному 
о а ( ), щ, у 0 . по крайней мере один такой член в уравнении имеется. 
Обозначая главную часть через Ф[х), имеем 

/ • 'И Ф И "( i ) ­ (1.11) 

Ниже мы убедимся, что во всех случаях, когда сокращенное уравнение 

Ф(у) = 0 (1.12) 

имеет вещественные корни, их бесконечно много и они имеют вид 

уа=­ я ­ s ­ f х . (1.13) 

причем либо s \, либо I = 2. 

3. Имеет место следующая теорема: 

Т е о р е м а 1. Уравнение (1­9) при предположениях а) и б) имеет 
екать угодно большие вещественные корни, если сокращенное уравнение 
( 1 1 2 ) имеет вещественные корни вида (1 .13) , где s ­ I. Если уравнение 
(1.12) не имеет вещественных корней, то корни (1.9) ограничены в сово­

купности. Корни имеют асимптотическое разложение 

' ­ .'/„ V 0). (1.14) 

причем lk и Xj определяются формальной подстановкой (1 ­14) в (1.9) и 
использованием (Cl) — (С5). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ниже мы будем анализировать отдельные 
случаи, когда (1.12) имеет вещественные корни и более подробно покажем, 
как формально определить l k и lk в ( 1 1 4 ) . Построение этих коэффициен­

тов покажет справедливость соотношения 

F 

а также соотношения 

К 
ļ = 0 » n / Wn / 

\ j=,i Уп

} Уп I 

для любых целых k& 0 и вещественных 0 . 



Далее, применяя формулу конечного приращения, в силу (1.15) и ( 1 1 6 ) 
имеем: 

( о < 0 < 1) 

Отсюда мы видим, что при достаточно большом п уравнение (1.9) имеет 
по крайней мере один корень в промежутке 

" 1 /. i * ' ,. i 
+ < ос < уп + У * ­ г — • (1­18) 

Так к а к в (1.17) можно брать любое А­, то для этого корня имеем 

еЩг
 1 °НУ h i 4 - + 

что доказывает справедливость разложения ( 1 1 4 ) . 
Согласно формуле (1 ­16), F{x) в промежутке (1.18) сохраняет знак, 

поэтому F (х) в этом промежутке строго монотонна и мы имеем в этом про­

межутке ровно один простой корень. Вообще, номер этого корня не совпа­

дает с п, но начиная с некоторого п разность между п и номером корня 
станет величиной постоянной. 

Если уравнение (1 ­12) не имеет вещественных корней, тоФ(.г) сохраняет 
знак. В силу (1.11) при достаточно больших х знак будет сохранить и F (х), 
и поэтому уравнение (1 .9) в этом случае не может иметь больших вещест­

венных корней. П о той ж е причине ясно, что уравнение (1 9) при больших х 
не может иметь других корней, кроме указанных в (1.14). 

4. Переходим к рассмотрению отдельных случаев уравнения (1.12). 
Не ограничивая общности, мы можем считать, что а0 -- 1, так как в против­

ном случае мы можем уравнение разделить на а0. 

I. а 0 = О, Р 0 , у» > О­ Ф N = ВЬ (х 4­ со). 

^ ­ я т т ­ с о . (1.19) 

Подставляя в уравнение (1.9) формально 

х ~ « — V = у + s , 
к - о

У п 



получаем согласно (С5) и (СЗ): 
ос 

sin [х + ш) = siii (п­ ­г s n ) ­ ( ­ l )»s in sn = ( - Uŗjg! ( - 1)* = 

k -- о n 

г — о ft = o ­ ' 7 1 

COS (x 4­ со) = COS (rt 7Ī 4­ S „ ) = ( — 1)" COS S„ = 

со 

i -1 
со ew 

+ 27 M)< A C S ^ ļ - ( -» • [ ' + 
i - 1 h-o Уп 

оо со 

О i - i k 

\ ^ 7 l I ļļ / 

4 - o fc =s о У?ь ' J J - o 
со оо 

со со со 

+ 1 7 ( - . » ' ^ 2 7 - ^ Н ^ ^ [ 1 + 

l i ­ О "n i * о " 
со оо 

1 = 1 h=.-o " 7 1 J - о 9n 1 

+ i ( ~ ? ) i ^ H ^ a < 1 2 0 ) 



После перемножения рядов , соберем члены с наивысшей степенью уп и 
приравняем Х0 этому показателю степени. П р и р а в н и в а я нулю общий коэф­

фициент при этой степени, получим / 0 . Продолжая процесс таким ж е обра­

зом дальше и учитывая при этом также уже определенные Xk, определяем 
следующие коэффициенты и показатели степени. Отсюда видна и справедли­

вость формулы (1.15). 
В общем случае можно найти только несколько первых коэффициентов, 

ибо надо считаться с разнообразием возможностей при сравнении показа­

телей степени. У к а ж е м для примера первые два значения X: 

а) Ро < Tai \,= iV l

o = — К \ = m i n [,
э

о +
 а

и
 3

?о.
 2

Ро т Ы Tnl­

б

) То < Ш Ч = T#i h = Н ! ) " с
о> X

i = m i n h0 + «i, Зу 0 , 2у 0 + 1, Y l , р 0 ] . 

в) У0 К= То = К = ( ­ 1 )
п 4 - К h = min [р 0 + 

­'г а 1 ? 3%, 2 & ­j­ 1, jjĻ T l l . 
Но в каждом конкретном случае эта работа не трудна . Если некоторое из 
разложений (1.10) имеет только один член, то следующий показатель степени 
в этом р я д у надо считать бесконечно большим. 

В случае в) может случиться, что с 0 = й п. Тогда корни надо раз ­

бить на 2 подпоследовательности по четным и нечетным п. Д л я одной из 
этих подпоследовательностей (— ' )"

с

о — % = 6 и л 0 = min (&, Yj), если 
только не имеют место ^ == Yx 1 1 (— ЦЛ

 c i — — 0. В последнем случае 
процесс для определения л 0 в этой подпоследовательности корней продол­

жается таким же путем, за исключением случая, когда / 2 ~ ± / 3 . Тогда 
эта подпоследовательность корней состоит из уп (причем берутся только 
четные или нечетные значки) . 

В силу соотношения 

F (х) = cos (х + to) Ķ + Щ i м „ (X + « ) (/; ­ / 2 ) ­ / ; (1 ­21) 

подобным образом, как в (1.2U), легко убедиться в том, что 
h И 

f- L + z ­ 4 ­ + ­ г — ) m (­ ^ + 0 № 

имеет место для всех целых k £ 0 и любого фиксированного 0 . Тем самым 
показана справедливость формулы (1.16). . ,•• 

I I . р 0 = 0, «„, у , > 0. 

Если сделать подстановку to -~ ~
 J

- з х , то уравнение приводится к 

предыдущему случаю. Имеем 

уп = п­к -ļ- ~ w. (1.22) 

Ш . а п = р 0 = 0, Yo > 0­ Ф(«) ­ sin (я -ļ- to) + й„ cos (.г -ļ to). 

Положим b0 -tgņ ļ Ļ- < 9 < -~ļ. Тогда 

2/r, - ņ - — to — о. (1.23) 

Уравнение приводится к случаю I следующим образом: 

F(x) = sin (х + to -i- 9 — 9) fļ -i- cos (ж + to -f 9 — 9) / 2 — f3 = 
= sin (x -ļ- to (- 9) [cos 9 • /j -f sin 9 • /._,] + cos (x -ļ- to -ļ- 9) [— sin 9 • / x -ļ-

+ cos 9 • fj - /3 •-= sin ( * + w + 9) g-j -f cos {z + to + 9) ? , — / , . 



Если уравнение (1.9) умножим на cos 9 = = 1 — , то 
у ш1 

со со 

§1 **" — > &2 — • 
Р Р Й = о ЗГ* x

r

k 

причем « 0 = 1, р 0 = 0, р г — min [eLj fļ.) > 0. 

IV. «о = То = 0, > О­ Ф Щ =• sin (.с 4­ со) — с 0 . 

Очевидно уравнение (1.12) имеет вещественные корни только тогда, когда 
| с й | < 1. В случае | с 0 = 1 в (1.13) имеем s = 2, поэтому здесь предполо­

жим, что ļ с0 \ < 1. Пусть r 0 = s u i ф ļ ļf- < ф < -ļ̂ ļ • Тогда 

^ ­ л т с ­ со 4­ ( ­ 1 ) » ф . (1.24) 

Дальше поступаем следующим образом: 

sin (?/ — s ) = sin о cos s 4­ (• • 1)" cos i sin s . 

cos ( y n — s ) = (— 1)" cos ф cos s — sin ф sin s 

У ?
 F (Уп + g = sin [/1 + sn) ­ (­ 1)" <g ф / 2 fcy ­ r *„)] ­f 

где 

причем 

c o s *„ [/a (ž/,i ­ О + ( ­ 1)" А (Ул + *„)] ­ ( ­ 1)" r g i ­

4­ [cos — 1] g2 (yn 4­ s j — g : { (y n 4­ s n ) , 

«0 = 1. Po °­ t 0 = min [ a r ^ Y ] ] > 0. 

Дальнейшее нахождение X h и 1± происходит как в случае I, и с малым из­

менениями можно использовать уравнение (1 ­20). Таким ж е путем показы­

вается справедливость формулы ( 1 1 6 ) , где Л = созф ф 6, 

V. fiD^To = 0, « u > 0 . 

Если ввести подстановку со= 44 4­ Щг 8 уравнение (1.9) разделить на 

— 6 0 , то уравнение приводится к случаю IV. Имеем условие разрешимости 

I со I < I К \­ Полагая sin с t = — , 

ул = п­~ Ш 1 + ( ­ 1 ) » + г Cf 25) 

Vt <*u = p n = Yp = О­

Полагая i 0 = ^ ср и выполняя преобразования, указанные в случае I I I , 

после умножения на cos 9 — — = получим случай IV. Условием раз ­

решимости будет ļ <•„ | < 1/ 1 4- . Полагая sin i{* 

у , 1 = п ­ ­ ы ? i I)»*,. (1.26) 



Этим исчерпываются все случаи, когда уравнение (1.12) имеет вещест­

венные корни и s = l . Тем самым теорема 1 доказана . 
5. Далее рассмотрим случаи, когда s = 2. Имеет место 
Т е о р е м а 2. Уравнение ( 1 9 ) при предположениях а) и б) и в слу­

чае, когда сокращенное уравнение (1.12) имеет корни вида (1 ­13), причем 
s = 2, имеет сколь угодно большие вещественные корни, имеющие асимп­

тотическое представление (1.14), если формальной подстановкой (1.14) в 
(1.9) можно определить вещественные коэффициенты Ik­ Каждому п в 
(1.13) соответствует 2 корня уравнения (1 9), т. е. имеем 2 подпоследова­

тельности коэффициентов lh • 
Можно заметить, что кроме некоторых исключительных случаев, вещест­

венность или невещественность коэффициентов выясняется уже при опреде­

лении 10 —­ если 10 вещественное, то вещественны и дальнейшие l h . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Значение s = 2 может появиться в случаях 

IV, V и V I , если i с01 = 1 (IV), \c0\ = \b0 \ (V) или | с 01 = j/t + Ц .'­фЩ 
Во всех этих случаях справедливость формулы ( 1 1 о) уже установлена. 
Ниже мы покажем, что* кроме некоторых исключительных случаев, сущест­

вуют такие постоянные А и а (0 < с < i j ) , независящие от к, m и ©, что 
соотношение 

ft­f­ m­f 1 

(1.27) 

имеет место для любых целых к, m ^ 0 и вещественных 0 . 
Если выбрать определенное А, то для него всегда можно найти такое пг, 

ч т о Х й ^ _ т ^ 1 — Xft i > с. Фиксируя такое гп, мы точно так ж е как в (1­17) 
получаем 

ft+mfi 

Дальнейшие*рассуждения проводятся точно так же, как в теореме 1. Фор­

мула (1­27) показывает, что корни будут простыми. 
В указанных исключительных случаях в формуле (1.27) либо для некото­

. „ , А 
рых начальных значении, лиоо для всех значении к надо заменить на 

а 
Уп 

4 & 
—­г . В первом случае для следующих значений к сг < ; ļ . Но 

так как для каждого фиксированного к можно найти такое т, что 
Xft+m•; i > 2 A f e _ t , то прежние заключения остаются в силе, кроме свойства 
кратности корней. 

По поводу кратности корней будем судить следующим образом: Если 
формулу (1­27) надо видоизменить только для некоторых начальных зна­

чений А
­

, то начиная с некоторого к мы можем фиксировать ст ^ лг и А, 
и поэтому F' сохраняет знак в достаточно малой окрестности корня и тем 
самым F в этой окрестности монотонна. Значит, в первом случае опять 
имеем простой корень. Во втором случае мы не можем гарантировать, что 
F' сохраняет знак в окрестности корня , поэтому уравнение (1­9) может 
иметь кратные большие корни. Что такие случаи могут быть, показывает 
простое уравнение 

sin х + cos х = ]j 2, 

для которого корни х = 2nrt ­f­ —г- яатяются кратными. 



Можно легко показать, что в общем случае уравнение (1 .9) имеет крат­

ные корни, если имеет место соотношение 

n + n = t% . ' 

Нахождение этих корней в таком случае можно привести к решению у р а в ­

нения типа (0­2): 

tg (х + со) = Ķ , 

но практически ничем не х у ж е воспользоваться нашим приемом. Д л я 
коэффициентов lh тогда имеем только одну подпоследовательность. 

6. К а к уже показано в п. 4, случаи V и VI приводятся к случаю IV. 
Поэтому будем более подробно анализировать случай IV, и в остальных 
случаях указывать только значения для уп. Имеем а 0 = у 0 = 0, (3 > 0, 
| :с 01 = 1. Положим c u = sigu с 0 = s. Тогда 

уа= 2птс­ со + г ~ ­ i (1.28) 

Имея ввиду формулу (1.14), получаем 

sin (х ­1­ со) = е cos sn ; cos (./; + со) = — г sin sn ; 

F (уп т sn) = s (cos sn —­ 1) f1 (yn+ sn) — £ sin sn f2 (yn + sn )+ 

+ s / i (Уп + Sn) ­ U (Уп + sn). (1.29) 

Подставляя в (1.29) соответствующие разложения , получаем выражение, 
похожие на выражения для F В (1.20). Введя обозначение щ = min (<x.v Yl), 

мы видим, что при определении Х0 надо различать 3 подслучая : (а) Р 0 < тт ; 

(б) р о > (в) !3U = . Рассмотрим эти случаи подробнее в отдельности. 

(а) р 0 < ­н±. П р и р а в н и в а я показатели степени Х0 + р 0 и 2 / „ , имеем 

Х0 = 130, и для определения / 0 уравнение Щ ­]'­ 2 / 0 Ь0 = 0, которое дает 
^ 0 = — 2Ь0, ЙФ== 0. Дальнейшие показатели степени и коэффициенты 
определяются уже известным путем. При определении Х й надо прирав­

нивать наибольший показатель степени у,,, который остается после опреде­

ления Хй_i и не содержит соответствующему показателю степени 
оо 

ряда — г (č0 + Ь0) _ У —- Ā ••• • Д л я первой подпоследовательности кор-

ней Ķl) = — 2b0, для второй = 0, и в обоих случаях коэффициент 
в скобке при этой сумме не обращается в нуль. Т а к как в этом ряде 
встречается только в первой степени, то все коеффициенты вещественны. 
Следовательно, в случае (а) имеем сколь угодно большие вещественные 
корни. 

Рассмотрим подробнее определение дальнейших коэффициентов для 
второй подпоследовательности корней. Имеем F2) = 0. Впрочем, это не 
противоречит нашему определению асимптотического р я д а , ибо иаше 
асимптотическое разложение имеет уже один член — у,,.. Легко видеть, 
что Xj = %ļ — 3 0 > ĒL, Если в частном случае а1 = с } = 0 (т. е. fr z 1, 
/ , = : е), то имеем Щ = 0 (k ^ 1). Тогда уравнение (1 .9) имеет в ка­

честве одной подпоследовательности корней последовательность уп, 
в чем легко убедиться также непосредственно. 



Положим, что а\ 4­ с\ ф 0. Тогда lf> ф 0, кроме случая, когда 
/Л = а1 = у х , и == s q . Н о в этом частном случае вместо fcj следует брать 
х 2 = min (а 2 , у 2 ) и продолжать рассуждения подобным образом. В исклю­

чительном случае может быть, что при всех к имеем ak = е ch, т. е. 1г ~. е / 3 . 
Тогда одна подпоследовательность корней опять будет уп. Заметим, что 
при соотношении / х — е'./. всегда будем иметь случай (а). 

Определение дальнейших показателей степени и коэффициентов про­

исходит по обычной схеме. Так как Ķf> = 0, то мы могли бы заменить в этом 
асимптотическом разложении индекс суммирования к на к— 1. Любопытно, 
что разложения для обеих последовательностей корней начинаются с раз­

личных показателей степени. 
Л е г к о убедиться в том, что составляя F' (г) , в формуле (1 ­27) получим 

ст = Х0 < \ . 

(б) (30 > ­—. ) 0 определяется из соотношения 2 а 0 =­/ . 1 ; Х и = ­у­ < (30. Д л я 

/ 0 получаем следующие формулы: если xj = 04 < yv то l0= ± 1/2^; если 
*!= Ti<ai> т о h = i У — 2 s Cjj если j = = atj = у , , то = = ± ļ,' — 2 ( а х — e c 4 . 
Очевидно, / 0 будет вещественным, если соответствующее подкоренное 
выражение будет положительным. Это и является добавочным и достаточным 
требованием для того, чтобы уравнение (1-9) имело большие вещественные 
корни. Это утверждение следует из того, что при определении дальнейших 

со 

показателей степени используется ряд — е / 0 У} и поэтому ко-

эффициенты lk (к > 0) будут вещественными. 
Подкоренное выражение может равняться нулю только при х, — <хх = Y l , 

и flļ = е cv Тогда надо сравнить величины р = min (J3U, a.ļ 4- 1, Yj + 1) и 

--^-х2= — min (а 2 , у 2 ) точно так же, как мы в начале сравнивали р 0 и у . 

Здесь снова может получиться либо случаи (а), либо (б), либо (в), и в к а ж д о м 
из этих случаев тогда дальше надо поступать согласно нашему анализу 
для этого случая. Частный случай fL ~ а /., относится, как уже^ сказано, 
к случаю (а). 

Составляя F' (.с), в формуле (1.27) имеем а — 

(в) р = Имеем Я,, = 3 0 = ~ . Д л я / 0 пол\чаем следующие формулы: 

если х х =• « j < Y l > то / и = — b f l ± V 6g ­I­ ās^; если ж е у ч = Y l < а х , то 
* о = — &о Ь \' Щ­Чгсу: а если ъх = * г = ъ , то /„ = — Ь0 ± УК+Ъ^—гс^. 
Положительные подкоренные выражения и здесь обеспечивают существова­

ние сколь угодно больших вещественных корней, ибо также ка\ ' в случае 
(а), здесь при определении дальнейших показателей степени решающую 

со 

роль играет ряд — е (l(> -ļ- Ьв) У ~­.­Lh~— 

Определение дальнейших коеффицнемтов усложняется, если подкоренное 
выражение равно нулю. Тогда 10 = — Ь(), и исчезнут те члены, которые 
до сих пор определяли дальнейшие Xh. Если Xj = av то для определения 

\ надо сравнить о = min ( 2 3 0 ­f I, З х ) и ­ ' ­ ­/.„= 4­ min ( 3 3 0 ­ 4 1 , £ „ 4 ­ ^ , 
. i 

зс2, Yi) точно так же, как мы раньше сравнили {^и — v.v и, следовательно, 
при определении дальнейших коэффициентов мы можем опять иметь один из 



случаев (а), (б) или (в) . В каждом из этих случаев обычно / L будет иметь 
2 значения (назовём это нормальным случаем). Тогда каждому п будет 
соответствовать 2 корня. Д л я вещественности полученных 1г будем иметь 
соответствующее условие, которс е будет и достаточным для Е с т е с т в е н н о с т и 
корней уравнения (1.9). 

Могут быть еще дальнейшие усложнения. Это тогда, когда имеем либо 
случай (б), либо (в) , и подкоренное выражение опять обращается в нуль. 
Тогда либо Aj еще не определено (случаи (б)), либо имеем только одно X, 
(случай (в)). П о как п первом, так и во втором случае приходится 
выполнить дальнейшие . сравнения, и вопрос о вещественности всех 
коэффициентов еще не решен. В общем тогда дальше имеются 2 возмож­

ности — либо на некотором шаге пол) чаем нормальный случай, и тем самым 
решается вопрос о существовании больших корней, либо исключительный 
случай продолжается неограниченно. Тогда имеем Естественные кратные 
корни. 

Если 7 П — ­л,, то в выражении для ­/„ надо поменять местами букгы 
а и у, а в случае — у, = а, надо заменить Y l на у 2 ; р по всех случаях 
остается таким же. Можно заметить, что при vY = !*1 = у, и at = г сг мы 
фактически имеем случай (а), ибо р о надо сравнить с х г min (&..г 

1 1 0 Ь = "X < Т' 

Составляя F' (./•), в формуле (1 27) в нормальном случае имеем а ­ X t, 
Из уже сказанного об исключительном случае видно, что тогда дли F' (;<) 
могут получиться разные оценки. Если после конечного числа шагов уста­

новится нормальный случай и все коэффициенты вещественны, то мы можем 
фиксировать а ^ ?.,, в противном случае для /*' (ж) при всех значений А­

надо довольствоваться оценкой О 

Уже сказано, что случаи V и VI приводятся к случаю IV. Тем самым 
теорема 2 доказана. 

В случае V, полагая bu = е си (с ­•• ± 1), имеем 

уп = 2 птс ­4­ (1 — е) — ы, 

а в случае VI , полагая ^ ­•­ ŗ V ] 4­1й н cos© ­ ­­ ! , 

В заключение этого параграфа отметим, что подобным образом можно 
исследовать различные другие уравнения. Например , можно рассмотреть 
более общее уравнение 

sin {.г + со) f ros(aa­ -ļ- со) Цг) = / 3(.г), 

а также уравнение, в котором функции /-(ж) разлагаются В аснмптотнчес-

скис ряди вида У] — k . Эти уравнения подробно исследованы в дни-

h= о 
ломпон работе 1>. Баркана . 



§ 2. 

1. Рассмотрим задачу Штурма­Лпувилля для уравнения 

/ . С ) • [Х 2.» я + Р ? (г)] v = 0 (2.1) 
при УСЛОВИЯХ 

г (о) = v (г) = 0, (2.2) 

где а > — 2 , 3 > — 1, #(.­•)— в [0, /•] аналитическая функция. Можно 
заметить, что к такс?.!}, сравнению при помощи подстановки приводится 
более общее уравнение 

у" .­ [Х 2г* 9 а (О Ч- Ф (01 У ­ 0. ( 9 > 0 ) 

При а. — 0 и 3 = 0 асимптотические разложения собственных значений 
и собственных функций задачи впервые были получены Горном 13]. Их 
можно получить в качестве частного случая также из более общих разложе­

нии для иптегроднфференциального уравнения [41. При я = 1 и 3 = 0 
асимптотическое разложение для решений уравнения (2.1) получили Лейнд­

жер [8J и Черри [9|, а в случае а = 2 — Мак Кельви [101. 
Сначала выясним, как далеко можно распространить метод Лейнджера 

па уравнению (2.1) , и влияет ли каким­либо образом па исследование по­

казатель степени 3. Потом выберем соответствующие значения для а и 8. 
Д л я этого возьмем функции 

ч (•<•• Щ ­ (., х) % fgg + щ (,. х) % Щг (i = i ,2), (2.3) 

J \_ 
где обозначено ц = ^ ^ Ц ­ , < 7 , = 4 " \~'

 J у. 0­ № л 1 1 ) . ^ » = * р У ^ (Ху ) , 
2 2~ 

составим t (у/) и выберем функции и fi2ft так, чтобы имело место 

Используя эту опенку, мы потом покажем, что в соотношении 

г . ( , ' .Х) = г . ( , , А) 4­3. (,­.>.) (2.5) 

имеет место 

и тем самым, заменяя в (2 .3) в па оо , мы получим асимптотические разло­

жения для г­, (.г, X). Потом уже весьма просто получить асимптотическое 
разложение для собственных значений. 

При составлении L (yj.) надо учесть, что U. (,ī\ X) являются линейно не­

зависимыми частными решениями уравнения [11) 

U" ­;• X* л
л U = 0. (2.7) 

Тогда получим 

r . V [ ­ 2 / ­ ^ . ­ ­ 3 + . 1 ^ - « . « ' 1 - | В 2 й + ­ 4 2 Л : Г ^ { , ) ] 

+ *S ^ [ Ц * + 4 № + * * * * 8 И)] isT" i ­
8

) 
Й­о 



Отсюда следует: 

Л0 = 1, В0 (х) = -±- а Г * } g (t) t9~^dt, 
О 

X 

Aļķ (х) = - ~ j VB':k-Z (l) (t) 5 2 A - 2 (01 dt, (2.9) 
О 

X 

Яи Щ = - ŗ » ^ j W £ (0 + A „ (0 g (t) fi] A 

0 

(k=\, % n) 

Если ввести обозначение 

то B0 = č> (.:ts), причем для сходимости интеграла в 7?0 необходимо S 4­

+ 4­>°­ Далее при х ~> 0 имеем Л 2 ь = 6» ( . c 3 ­ ( 2 u ­ i ) ­ ( f t ­ i ) о), B2h = 
= t9 (x^"h<­2 i"«)), если показатели степени не яапяются целыми. Отсюда 
видно, что при достаточно большом Л­ показатели степени станут отрича­

тельными, следовательно B­ih станут неограниченными в окрестности х = 0. 
Поэтому показатели степени в оценках д л я ­ Ь Й И В2и необходимо должны 
быть целыми. Н о легко видеть, что при всех А'это будет иметь место только 
тогда, когда 8 и я целые (причем 8 > 0), следовательно целым должно 
быть и (3. 

Далее легко видеть, что при (3 = ­ — 1 можем брать только а = — 1, так 
как в противном случае получаются расходящиеся интегралы. Если (3 ^ 0 
и а > 2, то при некотором А; имеем Bih == С (1) или ж е B2k — # (•'')• Тогда 

i­2 = О (х), а для Ййа+з получается расходящийся интеграл. Отсюда 
видно, что мы можем брать только значения « ­ = — 1, 0, 1, причем в послед­

них двух случаях надо брать 13 р 0. Очевидно, достаточно брать (3 = 0, 
так что [3 = — 1,0. Этим и исчерпываются все возможности построения асим­

птотического разложения вида (2.3) для решений уравнения (2.1) . 
В случае а = — 1, (3 — — 1 уравнение (2.1) можно переписать в форме 

где 
Ц = X2 + g (о), g l (х) = х " ! [g (,.;) _ g (о)1, 

так что этот случай приводится к случаю а = — 1, 13 = 0. Поэтому оконча­

тельно следует брать только (3 = 0, как мы и будем впредь делать. Это надо 
учесть и при использовании формул (2.9) . К а к видно, введение множителя 
Ш не расширило круга исследуемых задач. 

По сравнению с уже известными разложениями новые результаты у нас 
получатся только при « = — 1, по кроме того у нас все три разложения 
получатся совместно и более просто, чем в цитированных работах. Следует 
отметить, что при а = 2 Мак­Кельви применил другие эталонные функции, 
поэтому в этим случае нет противоречия с нашими исследованиями. 

Еще некоторые новые возможности пояшшотся для уравнения 

Ьх (и) — и" ­г [Ха ­!­ аГ"1 + ЬГ1 ­i­ k (/)] и = 0 (2.10) 



при весьма частных значениях а и а 0 : 

i о = ~ ļl Ļ̂ļ и а 0 = ŗ i 2 (г = 1, 2, 3, гг — натуральное). 

Тогда при помощи подстановки 

г = ж'
г

, u(t) = v (х) X 2 

получим уравнение (2.1) , в котором X надо заменить на гаХ и а = (2 + 
+ а 0 ) га — 2. 

2. Если в (2.8) подставим выражения (2.9) , то легко убедиться, что при 
указанных значениях 

а = _ 11 0, 1; р = 0 (2.11) 

£ (li) = + % g] = ^ р (х) ­ О ( 7 ž i F 2 ) f/;. (2.12) 

Отсюда видно, что *& удовлетворяют следующим интегральным уравне­

ниям: 
х • 

т.(х, X) = (7. (х, X) ­ ( £ (х, т. Х ) р ( т ) с7! (v, X) <*т + 
о ! 

+ / А' (х. +, X) t Й yj.(t; X) r b , (i = 1,2) (2.13) 
О 

где 
А (х, т, X) = U1 (ъ X) U2 ( X ) ­ U, (х, X) Ь\ (т, X). (2.14) 

• 

В силу (2.1) функции щ (х, X) удовлетворяют уравнениям 

х 

14 [Щ X) = Щ (х, X) 4 / А (х, т, X) Г | (т, X) g (т) схЧ. (i ­ 1, 2) (2.15) 
О 

Н о тогда согласно формулам (2.5) , (2.13) и (2­15) легко видеть, что функции 
Zi(

x

,ty удовлетворяют интегральному уравнению 
х 

­i = т 2 ' ( • > • , т,X) р щ г ; ( т , х ) * * + 

+ IК (х, т , X) g (т) s, (т, X) df. (i = 1, 2) (2.16) 
о 

Легко убедиться в том, эчто эталонные функции L'i для всех Х^ Л > о 
и х а [0, г] имеют оценки т 

< К Л № <
л л < i • х ' м / (/ = 1,2), 

где v. ­> max ļ j - , - j - ļ , а Л/ означает фиксированную постоянную. 

6—454 



Поэтому, если будем искать решение уравнения (2.16) в виде ряда 

Zi(x,l)= £ ^ ( х , 1 ) , (2.17) 

fe=o 

где 

Kio *) = -2,1т2 {
 К & ^

 Х

) Р Ы К К *) 
О 

X 

Си (х, \) = jļ* (х, v, X) g (т) Ц ц-i (т, X) rfT, 
О 

(г = 1, 2; А-= 1, 2, . . .) 

то ряды имеют мажоранту 

что доказывает возможность разложения (2 .17) . 
Так как при наших значениях а ц ^ 2, то очевидно 

Z i ( a f , X ) = o ( — ' , - ) • ( i = l , 2 ) 

Тем самым показана справедливость соотношения 
• п—-1 

г Ч (х, X) = £Л (х, X) % + В? И X) £ ^ | f о ( _ * - ) (2.19) 

для всех и ^ 0 (при и 0 вторая сумма отпадает). 
3. Уравнение (2.15) показывает, что 

щ (О, Xj Ui (О, X). (i = 1, 2) 

Поэтому первому граничному условию удовлетворяет только функция 
ņ; (х, X). Второе граничное условие дает уравнение для определения соб­

ственных значений задачи Штурма­Л иу вилл я. Если г\ (х, X) переписать 
в форме 

Ъ (х, X) = Ut (х, X) А (х, X) + U[ (х, X) В (х, X), (2.20) 

то второе условие дает 

^ ( / • Д ) А (/­,Х) ­ : Щ (г, X) В (г, X) = 0. (2.21) 

Н о функции Ux (г, X) и 171 (/•. X) при больших X имеют следующие асимп­

тотические разложения: 

Ь\ (г, X) = 1 - 1 7 / ^ (Ха Ō ~ ц [cos ( х 0 ­



-ļ sin (Х« ­
2h 

(» + 1) т. 

)2 
Ā=0 

2k 

а Ā) 2 

< ­ ! > * ( ­ £ ­ . 2 * ­ н ) 

+ ļ -J- , 2 / c + l ) (4 A + 3 - у ) ] ) + c o s ( л а -

ОО 

ъ = о Лй Г 2
 J 

(1+1 

где 

Поэтому уравнение (2-21) после умножения на ~ļ/—^~ приводится к 

виду 

sin (л а - J t ± L wļ Д (л а) + cos (Ха - - ) / 2 (Хл) = 0, (2.22) 

где 
ОО dō 

ft=o iķ=e 

но это наше уравнение (1.9) в случае I, если положить у 0 = оо . 

Отсюда 

2/ (2.23) 

причем 

Хп ~ 2 f c - Ļ 1 

ft=D 

(2.24) 

' i = ~ 14" Ч + го + l

o Ifh W «2 ­ i fr* ­ * ) ­ 9) ­

­ ё (4 ^2 - v + Щ 5« w] + f s

2 и + ­f ^ ­ 1 ) 4 , (r) ­

( ( A 2 _ 1 ) ( | 1 2 _ 9 ) ( ^ _ 2 5 ) ­ ^ ( f , 2 ­ l ) [ ļ ( ^ - 9 ) + 3 - u ] 5 0 (r)}. (2.25) 30T2 



Практически в конкретных случаях более удобно сначала определить чис­

ленные значения некоторых первых коэффициентов Счь. и $ г л ­ м и только 
потом определять значения чисел 1и­

Из наших прежних рассуждений видно, что при «с ф 0, ± 1 асимптоти­

ческое разложение вида (2 19) для решений уравнения (2 1) получить не­

возможно. Но зато для решений этого уравнения при всех ос > — 2, к а к 
это показано в работе А. А. Дородницына [12], при граничных условиях 
(2.2) имеем 

а „ = У п + о ( 1 ) . (2.26) 

Используя асимптотические оценки, полученные в другой работе автора 
[11], можно показать, что асимптотическая оценка (2.26) сохраняется и для 
собственных значений задачи Штурма­Лиувилля в случае более общего 
уравнения 

v" + 1(1* хя + ах-2 4­ д:2а-2 g (а:)] v = о, (2 .27) 

где а > — 2, а < ~ , v = ­~ У 1 — 4а, й > 0,g (г) — непрерывная функ­

ция, если условие г ; (о )=0 заменить на условие v (х) = О (xlL 2) п р и х ­ > 0 
и в формуле (2.23) заменить ~ ­ на —'"" \ При дополнительных огра­

ничениях относительно параметров и функции g (х) можно получить и 
более точную оценку остаточного члена. 

Очевидно, подобным образом можно найти асимптотическое представ­

ление собственных значений и в случае других граничных условий. 
4. Рассмотрим еще в качестве примера асимптотические разложения 

для корней некоторых трансцендентных уравнений , встречающиеся в ма­

тематической физике. Вычисления для этих уравнений частично выпол­

нили В. Баркане и А. Станкевича. 
При исследовании колебаний пластинок встречаются частные случаи 

уравнений 

^ r 2 j 4 - v / v M = 0 , (2.28) 

К Щ Ļ N г Ķ | 2 в* i Й 4 (•'•) •• 0, (2 .29) 

Л ( ' ) / ; ! • ) • / . > ) / . , . И 0. (2.30) 

Если в этих уравнениях вместо бесселевых функций поставить их асимп­

тотические разложения, то получим уравнение типа (1­9), причем во всех 
случаях /., = 0. Поэтому для асимптотического представления корней этих 
уравнений можно было применить и метод Стокса, но практически выгоднее 
для этих уравнений применить наш метод. 

Во всех этих уравнениях 

h = А 4­ 1. 

Д л я (2.28), вводя обозначение v ~tg у ļ-

• • 1 / — _L !£i Z m ' | ) + ":(v'-1) • 
• : . • i ' о- 2 . 1 + v- ' '' 

,'- < 9 < p-j , имеем 



h = Ц^ръ [*, К*. 1) 4­ (v + 2 m, 1) + 1] + 4" [ К 2) - (v + 2m, 2) ­

­ 3 ( v + 2 ™ , ! ) ] ) • 

В случае v = 0 получаем разложение Мак­Магона [2], и l^h-i = 0. 
Д л я (2.29) имеем 

Уп ^ + l) , 
/ 0 = 4"

 { Ь 1)'П ^ - ( к ' 1>] ~ [( v' 1) + (v + 2 m + 1, 1)]}, 

& = 4" '° И + & Ч ^ И [ ) m Uv + 2 М + 1 . 1 ) ­ (V, 1)1} + 

+ -Ļ {(v + 2m + 1, 1) (х, 1) + (М) (V, I) + Н К», 2) + (v, 2) ­

_ ((л, 2) ­ (v ­ 2m + 1, 2))}. 

Если в частном случае при у = 0, и, = х = 1, /п = 0 по полученным 
формулам, используя также значение для / 2 , вычислить численные значения 
некоторых первых корней уравнения (2.29) и сравнить их со значениями, 
полученными интерполированием из таблиц функций Бесселя ЦЗ], то имеем 
следующую таблицу: 

п Асимпт. Табл. 

0 3,19605 3,1961 
1 6.30645 6.3064 
2 9,43950 9,4395 
3 12,5765] 12,577 
4 15,71601 15,716 

1 
Это сравнение показывает, что для данного уравнения (и, очевидно, иногда 
и для других уравнений) полученные асимптотические формулы с достаточ­

ной точностью можно успешно применить для нахождения первых корней. 
Д л я уравнения (2.30) имеем 

У„ = ~ ļ« - + lļ , 

/„ = - 4 - (v> о. v - 4 - [ ^ V -

В частном случае v = у. = 0 мы, очевидно, получаем предыдущий численный 
пример. 

20 I 1959 Кафедра общей математики 
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DAŽU T R A N S C E N D E N T U V I E N Ā D O J U M U R E Ā L O S A K Ņ U 
A S I M P T O T I S K I E A T T Ī S T I J U M I 

E. Riekstiņš 

(Kopsavilkums) 

Darbā pēt ī t i gadījumi, kad v ienādo jumam (0.1) ir bezgalīgi daudz reālu 
sakņu . Pēt ī jumu rezul tā tus izsaka 1. un 2. t eorēmas . Reizē ar to dota formāla 
me tode v ienādojuma sakņu as imptol isko a t t ī s t i j umu a t rašana i . Šī metode a t ­
šķiras no līdz šim pazīs tamās Sfoksa metodes un ir v ienkāršāka par to. Stoksa 
metode bez t am ir derīga t ikai gadījumā, kad f;ļ = 0. 

Darbs otrā paragrala noskaidrots , kādos gadī jumos v ienādojuma (2.1) 
a t r i s inā jumam var a t ras t as imptot i sku a t t ī s t i jumu, lietojot cil indriskās funkci­
jas. Tālākā gaitā a t ras t s at t iecīgais asimpt. t iskais a t t ī s t i jum» (2.19), un to 
izlietojot parādī ts , kā kons t ruē t Š turma — Liuvila p rob lēmas īpašvērt ību 
asirnptot isko at t īs t i jumu. Apskat ī t i ari dažu citu t ranscenden tu vienādojumu 
s a k ņ u asimptot iskie at t īst ī jumi. 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XXVIII, ВЫПУСК 4, 1959 ГОДА 

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ И 
СОБСТВЕННЫХ Ф У Н К Ц И Й ЗАДАЧИ ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ ДЛЯ 

ОДНОГО ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ПРИ 
БОЛЬШИХ З Н А Ч Е Н И Я Х ПАРАМЕТРА 

Э. РИЕКСТЫНЬШ и Р. ЗОЛБЕРГА 

Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение 
X 

(ру')' + (X
2 г - q) у = I G (x,Ķ) у (5, X) d I (0.1) 

при условиях 
у(а,к) = 0, у {Ь, X) ~ 0, (0.2) 

причем р (х), г (х), q (х) — В [а, Ъ] сколь угодно раз дифференцируемые 
функции, р (х) > 0, г (х) > 0, а G (х, Ķ) — в квадрате х 6 [а, b], Ķ 6 [а, Ь] 
сколь угодно раз дифференцируема по х и Ķ, 

При помощи подстановки 

ļ - d~, u = ļ p(x)r(x)y (0.3) 

задача приводится к решению уравнения 
t 

L (u) ~ u" + [X
2

— со (г)] и — j К (t, t) U (­, X) ch = 0 (0.4) 
о 

при УСЛОВИЯХ 
u(0,X) = 0, и ( l , X) = 0 , (0.5) 

b 

где 1 = j ]j у d ~, а функции со it) и К (t, ­ ) при t с [0, I), т 6 [0, l] 
а 

также имеют вышеуказанное свойство дифференцируемое™. 
В настоящей статье исследуются асимптотические разложения собствен­

ных функций и собственных значений уравнения (0.4) при условиях (0­5) 
для больших значений параметра X. Можно отметить, что условия типа 
(0­2) взяты ради простоты изложения. Подобным образом можно было 
исследовать случай общих граничных условий Шт\ рма­Лиувилля . 

1. Уравнение (0.4) с учетом условия и (0, X) = 0 приводим к эквива ­

лентному интегральному уравнению 
t 

и (t, X) = А sin X t -ļ- yJ s i n X (t — r) со (т) и (т, X) dz + 
о 

t -

-f - f / suiX ( / -t)</t ļ K(r,z)u(z,A)dz. (1.1) 



В дальнейшем удобно выбрать А = (а фО). Если уравнение разделить 

на а, и вместо -~- ввести новую функцию, которую опять обозначим через 

и, то получаем уравнение 
t 

и (t, X) = - ļ - s i n 1 1 + Г / p i n 1 — т) со (т) U (т, X) + 
О 

t 

+ - i - /" sin X (* — т) d t f К (z,z)u (z, X) dz. (1.2) 
о 0 

Очевидно, функция и (t, X) удовлетворяет условию 

и' (О, X) = 1. (1.3) 

Изменяя порядок интегрирования в повторном интеграле и вводя 
обозначение 

t 
К* (t, т, X) = sin X (t — т) со (т) + ļ К (z, ­) sin X (t — z) dz, (1.4) 

1 

приводим уравнение (1­2) к стандартному уравнению типа Вольтерра: 

и (t, X) = 4 sin X t 4­ 4- f С­ ~ Я ) «* С1 ­ 5 ) 
О 

И з общей теории интегральных уравнений следует, что уравнение (1.5) 
для каждого X имеет единственное решение, которое разлагается в р я д 

оо 

" С , Х ) = £ т4г М ' А ) , ( ! ­ 6 ) 
п = о 

причем функции u„{i, X) можно задавать либо при помощи рекуррентных 
соотношений, либо при помощи повторных ядер. 

2. Р я д (1­6) в то же время дает уже асимптотическое представление 
решения и (t, X) при больших X. Н о ввиду сложной зависимости функций 
Un (t, X) от X, для исследования собственных значений этот ряд не весьма 
удобен. Интегрируя по частям выражения для un(t, X), можно было полу­

чить асимптотические представления для функций ип, но это приводит 
к весьма громоздким выражениям. Впрочем, так поступил Горн [1] в случае 
дифференциального уравнения , когда А" = 0. Проще всего пользоваться 
методом эталонных функций, как это делает Лейпджер [2] в случае К = 0. 
Надо отметить, что этот метод имеется уже у Горна, ио для доказательства 
асимптотического характера полученного разложения Горн его сопостав­

ляет с первым методом, что потребует громоздкого математического аппа­

рата. 

Возьмем функцию 

г: (t, X) ­ sin X * 2 ~ 2 k T r +
 Ш 1 2 — г * * — + 2 ­7§i~

 ( 2 Л ) 

(п =* 1, 2, . .) 

h-1 h—1 k= 1 



j cos X т / (т) dx = sin X t X / (2 i ) П) + c o s Х1 2 ( ^ ' / ( 2 i _ 1 ) (0 + 
о i = 0 i = i 

U t 

+ 2 4 ^ / ( 2 ^ 1 } ( о ) + ( = ^ ~ / c o s * т / ( 2 п ) ( т ) d т ' 
i = l о 

t п— 1 п 

( s i n X т / (т) rfT^sin XI % /(2i И )

 (0+cos X t £ С ~ ' У р ) (0 + 

i = 0 i 
полученные интегрированием по частям. 

Тогда, вводя обозначение 

Bit 2k С, т) = ķ т) 9 2 f t (т) 4­ ±- А­ (*, т) 9 2 * ­ 1 (т ) ] , (2.3) 

имеем 

L (v) = sin X t f f ^ , ­ 2 Ф ; Й ­ « ? 2 f t _ , ) ­

ft=i 

n—1 n n—i 

-2 2 г й Ь я 2 ; , 2 , ( г . о 1 'r mii [ 2 9 ; ­1­ 2 ^ r « f i " + 
i = G fc=­1 ft=l 

n 
+ 2 ? 2 f t | 1 ­co9 2 f t ) ­ ! ­ C 0 ? 2 n ) . L ^ _ 1 _ 9 2 f t _ ļ A ' ( / , / ) -

ii n n—i 

- 2 2 «.0]­г­[ф2щ + 2­k­ Ш + m*-

­<**W + ­ t ­ Й v 2 J ­ j f "ж1жT>^ 
A ii n 

" 2: ^ Ā ­ ^ ­ l ^ A ­ M ) ­ ^ 2 - 1 Й ж ­
Я

« ­ 1 , 2 й и , 0 ) 1 ­

J n 

­ ( ­ 1 ) " J* cos 1 v J l -2šW # 2 n > 2* С, T) rfT. (2.4) 

и выберем функции 9ь(0 и фгл (0 так, чтобы L (v) при больших X по воз­

можности меньше отличался от нуля. Кроме того потребуем 

у (О, X) = 0, г;' (О, X) = 1. (2.2) 

Подставим (2.1) в (0­4) и применим следующие формулы 
t п—1 п 



Преобразуем еще двойные суммы. Если ввести обозначения 

Фгл+i (t, т) = 

Ф2Й У, т) = 

21 ( ­ 1 ) * tf2i, 2ft­2i (t, т) 1 < А < га, 
i=0 
n—1 

2 Им, 2k­n (t,z) n + 1 < А « 2ra ­ 1, 

(2.5) 
s— i 

t=l 

^ ( _ l ) i+ i H 2 i _ i : 2 h ­ 2 i (t, т) n + 2 < А С 2ra, 
i= fc—tl 

то имеем 
n—1 n 2л— i 

n n 2n 

2 2 ~ 0 к ~ н ^ . ^ ' * ) = 2 -tL­ o . 
i = i ft=l k=2 

n n 2n 

Z 2 - ķ & r *±*m о ) = - 2 - ? r Чш& о ) . 
i = l ft=l ft=2 

Определим теперь (t) и фэд (i) из соотношений 
Щ = 0, 2 īri - ļ - to Oļ = 0, 

9з ' 4 2 9g — to 9 2 — 9 X К (t. t) =» 0, 

<?2k­i ­ 2 ? 2 A ­ W <P2ft i ­ Ф » ­ 1 (t, t) ­ 0, (A = 2. . . . . ra — 1) 

q>2h + 2 ?2fc­M ­
t t

W + ? 2 A ­ i * Щ 0 ­ Ф ­ Р. 0 = 0. (А = 2 , . . ., п — 1) 

Ф 2 = 0 , ф 4 = ? 1 ( 0 ) А " ( Л 0), (2.6) 

Y

2ft 

­ <? 2*­i (0) £ Ŗ. 0) + Ф 2 А № °) = 0­ (А = 2, . . . . га — 1) 

Тогда : .) ' 

L и ­ sin 1 1 о ( ­ L , ) + » » х i о (­̂ ­1 + о ( ­ J ­ ) = 



Из формул (2.6) функции ерь получаются интегрированием, а ф2ь непо­

средственно. Постоянные интегрирования определяются из требований 
(2.2). Они дадут: 

<?! И *f 1 i Ц (°) = ° i <?з (о) = — <р2 (о); 

Ф2Й(О) = ­ ф 2 А ( о ) , ( А = 2 , 3 , п — \) (2.8) 

92A+I (о) = - 9 2 Й (о) ~ Ф 2 А (о). ( А = 2 , 3 , • . . , п ­ 1) 

3. П о к а ж е м теперь, что v (/, X) с точностью до О ļ ?21.:1| аппроксими­

рует функцию u (t, X). Д л я этой цели сначала заметим, что в силу (2­7) функ­

ция 9 (t, X) удовлетворяет интегральному уравнению 
i 

г­ (t, X) = — ­ sin X t 4­ ­у­ J sin X (t — т) p (т, X) т. 4­

0 

+ " Г ­ Х ) Н т , Х ) ^ т . (3.1) 
о 

Далее положим 
(i = г ­г гг. : (3.2) 

Подставляя это выражение в (1.5) и учитывая (3­1), имеем ; . ; 

t t 
w ( Ц Х ) ­ j - j sin X (? — t) p (т, X) r ir + ­J* / A* (*, т, X) № (т, X) d т. (3.3) 

о о 

Если уравнение ( 3 . 3 ) решить подобным образом, к а к уравнение (1.5) , 
то в силу оценки (2.7) для р (t. X) легко убедиться в том, что 

w(t,X) = 0 ^ : i y (и = 1 , 2 , . . . ) (3.4) 

Это показывает, что функция г (t, X) является асимптотической функцией 
для и (t, X), или ж е и (f, Щ имеет следующее асимптотическое разложение: 

со с о ОС 

II (*, X) ~ Si l i A i Z ­ Т 2 Х ­ + ™ S * ' 2 ^ i ī " + 2 r Н й Т " ­ ( 3 ­ ° ) 

ft=l ft=i ft=2 

4. Чтобы найти собственные значения, надо учесть условие 

и (I. X) 0. 

Умножая это уравнение на X, получим уравнение 
s i n X / / 1 ( X ) 4 ­ c o s X / / 2 ( X ) = / 3 (Х) , (4.1) 

где / х (X), / 2 (X) и / 3 (X) имеют следующие асимптотические разложения : 
оо со оо со 

/i V-) ~ — Щ Zj ~тиг> я W "~ X­ ^2ft=ī ­ 4* I2A~4 : 



Согласно общей теории уравнений типа (4-1) [3], большие собственные 
значения имеют следующее асимптотическое разложение: 

со 

причем коэффициенты c2k-ļ-\ папучатся формальной подстановкой (4.2) 
в (4 .1) и последующим приравниванием коеэффициентов при одинаковых 

степенях ~ . Таким путем получаются 

С , — 44 с, = 4 [ ( ­ 1 ) » у , ­ + P l { ļ - + о , ) ] ; 

с 5 = - ļ - [ М ) " Y» + ( ­ l ) n T * ( ­ Т ^ + ^ ­ а *) ~ & + Ь ( ~ Р ? ­

и т. д. 

Асимптотическое разложение соответствующих собственных функций можно 
получить, подставляя Х п в (3­5). 

Очевидно, при больших п собственные значения у р а в н е н и я (0­4) мало 
отличаются от собственных значений уравнения 

и" + X2 и = 0, 

что можно было уже ожидать заранее. Н о разложение (4­2) хорошо пока­

зывает влияние функции со (I) и ядра К (t, -г). 
Заметим еще, что разложение (4.2) доказывает существования беско­

нечно многих вещественных собственных значений. Н о этого недостаточно, 
чтобы утверждать, что все собственные значения уравнения (0.4) веще­

ственны. 
5. В качестве примера рассмотрим уравнение 

t 
у" + X2 у Ф а J U­z)y(z, X) d т. (а ф0) (5.1) 

О 

у(0) = 0, у'(0) = 1, 
решение которого легко получить методом операционного исчисления. 
Имеем 

У (t, X) = 

где 

JĢL sh )ļ p t+ J1L sin V q t при а > 0, 
p -г q '  r Р--Ч  1 1 * 

- i
 p sin У — p t -ļ *—LL- s j , ļ 1/ q t при я < 0, 

p-r Я 

Если еще брать граничное условие 

V (1) = 0, 

(5.2) 

(5.3) 



получаются по фор-

• •• КЗ \ И; 
• • ' . • ; ' . ( • . • •• ' • > , ' i 

f . t . i . м П 

i t f j " . ' i ; : 

. w ļ ' ; t 

' (5.5) 

Уравнение (5.5) тоже является частным случаем уравнения типа (4.1), 
поэтому для его корней существует асимптотическое разложение в, виде 
1 * 1 • ° 0 . ! . , Г I ' * I ' I I I Г ļ J 

^ ( ™ + ^ ; ( 5 " б ) 

fe=0 

Легко найти, что 

h = 0, / 3 = ( ­ 1 ) » + Ч z 5 = и т. д. г | и 1 

­ ­ м ­ ­ I
 [ • i; 1 я

:

1 и я 1 rhl «tetfrt 1 1­е!. jjind 
: . , • • • • • , 1 . „ i ; -ci.l 

Подстэеляя формально разложение (5­6) в (5­4), мы'получаем асимпто­

тическое разложение для Хп : , .* „ . , : •: >., 

I ­ t i I I (•5(<1 * ī­!i t ' j l i r i f c ,T.:('ftJ. • ' • * ' ! ' г . • ' • .'
 1 i i » i ? ' ! ! l j

,

„
, T ' . " C ! 

ft=0 

причем C l = 0, c 3 = o [ ( ­ 1 ) » ­ 1 - - ļ - ļ c 5 = ( - l ) " - 1 - ^ - , и т . д. (5.8) 

Используя формулы (2 .3) , (2.5) , (2-6), (2.8) , для решения уравнения 
(5 .1) найдем следующее асимптотическое разложение: 

,. ,. , . Г 1 Зя (tttf . I | , , Гц! 

у (t, X) ~ sin л t ļ— - ф ­ 4­ . . . J + cos X г — 

Легко убедиться в том, что используя (5.9) , в разложении (5 .7) получаем 
прежние коэффициенты (5 .8) . 

Еще отметим, что в случае а < 0 уравнение (5.5) имеет один вещест­

венный положительный корен, и поэтому задача Штурма­Лиувилля для 
уравнения (5 .1) имеет также чисто мнимое собственное значение. Остальные 
корни уравнения (5.5) в этом случае чисто мнимые, а л„ — вещественные, 
причем опять справедлива асимптотическая формула (5 .7) . 
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то в обоих случаях (5.2) собственные значения 
муле • , 

где zn — корень уравнения 

sh т— = — У а z2 sin 1/ а z. 
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5 T U R M A ­ L I U V I L A P R O B L Ē M A S Ī P A S F U N K C I J U U N I P A S V Ē R T Ī B U 
A S I M P T O T T S K I E A T T I S T Ī J U M I P I E L I E L Ā M P A R A M E T R A V Ē R T Ī B Ā M 

D A Ž I E M I N T E G R O — D I F E R E N C I Ā L V I E N Ā D O J U M I E M 

E. Riekstiņš un R. Zolberga 

(Kopsavilkums) 

Darbā iegūts v ienādojuma (0.4) a t r i s inā juma as impto t i sks at t īs t ī jums, 
ku ru dod formula (3.5). Izlietojot šo formulu, parādī ts , ka eksistē Š tu rma-
Liuvila problēmas īpašvērt ību as imptot isks a t t ī s t ī jums, un a t ras t i a t t īs t ī juma 
pirmie koeficienti. Darbā izlietotas Horna un Lēndžēra idejas, kuras autori lieto 
a tb i ls tošam diferenciālvienādojumam. Salīdzinot ar minēto au toru darbiem, 
ievērojami vienkāršots a t t īs t ī juma as imptot iskā r aks tu ra pierādījums. 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П. СТУЧКИ 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, Ю М ХХУШ, ВЫПУСК 4, 195Э ГОДА 

О ЦЕЛОЙ ЧАСТИ Р А Ц И О Н А Л Ь Н О Г О ЧИСЛА 

Ю.И.ВОЛОШИН 

1. Пусть п — натуральное, тп — целое число. Рассмотрим ļ̂ ~] как 

функцию от тп. 

Л е м м а 1. Пусть f (тп) = |4~]' тогда имеет место соотношение: 

/ (тп) + / (тп + 1) + . . . + / (тп + п ­ 1) = тп. (1) 

Соотношение (1) является следствием известного тождества; 

М+[* + ±] + [* + ±] + . . . + [х + ' ^ ] = \пх), 

из которого (1) получается, если х = 

Л е м м а 2. Линейная система уравнений 

«о + * i 4­ % + • • • — * n ­ i = « 0 ; 
а о + K i £ "г А 2 s 2 • • • + °Ц» ­ i е 7 1 " 1 = « х ; 
а 0 + а х е 2 + щ е 4 4 i . 4 ­ хп—\ £ 2 ( ' 1 " 1> — а а ; 

а и + e f t

­f­ а , е « + . . . + е * * ­ * ) = я й ; 

'hzi 

относительно оц (i = 0, 1, . . ., я — 1), где е — е 7 1 , «i (t = 0, 1, ..., п — 1) 
— произвольные числа, имеет решение: 

«i = 4 " < а° + " i г " " ! + а > £ 2 ( п ~ ° + • • • + (2) 

(ļ = D, 1, . . . . n - 1 ) . 

В справедливости этого утверждения можно убедиться непосредственной 
подстановкой. 

2. Соотношение (1) показывает, что функция f(m) = j^~ļ удоапетворя-

ет следующему уравнению в конечных разностях: 

/ (тп) + / (тп + 1) 4- . . . 4- / (тп + п - 1) = тп. 

Характеристическое уравнение 



имеет корни: 

\ } = £ i , | М е

 п , / = 1, 2, п — 1. 

Следовательно, решение уравнения (1) ищем в виде: 

* № = ["Г"] = 4 Г +
 а

° +
 a

i
 £

™ + *"
 £ 2 т + • • • +

 а

" ­
1 £ т ( и _ 1 )

­ (
3

) 

Д л я определения' коэффициентов щ (i = О, 1, ..., п — 1) получаем из на­

чальных условий 

/ ( 0 ) = 0 

/ (1) = О 

/ (п ­ 1) = О 

алгебраическую систему: 
f 

а

о + « i + « 2 + • • • + « n ­ i = 0; 

а

о +
 a

i
 £ +

 а 2 £ 2 + • • • 

а 0 + и, £

2 4­ а, £

4

+ . . . + Щ ­ i = 

а 0 4­ а 2 e
f t 4­ а 2 £ 2ft 4_ . . . _[_ e f t (n­U 

Обратимся теперь к лемме 2. Числа a f t в нашем случае таковы: 

ak 
— , А- = 0, 1, 
71 

И — 1. 

Следовательно, решение системы по формуле (2) имеет вид : 

a f t = — ­ V {zn~b 4­ 2 е 2(» ­й ) ­f З г 3 ( " ­ ^ 4­ . . . 4­ (« — 1) е ( к ­ 1 > ( " ­ « ) ; 

Отсюда 

Л = 0, 1, л — 1. 

a 0 = - ļ ( l + 2 4 - 3 4 - . . . 4 - n _ l ) = _ ^ ; 

«/Г ,; А = 1, 2, п _ 1 . 

Подставляя эти значения в формулу (3), получим 
п—1 

[ т ļ т п — 1 1 X"* 

п J Я 2п п ~ J 

mk. 

2п i 

где s — e n . 

A = l 

(4) 



Переходя к тригонометрическим величинам в формуле (4), получим: 
п — 1 

[ m ļ m п — 1 i 1 - v t 2 • km . 
= з h i r " • > COS H 

h=i 
n—1 

, 1 - r - , . 2 я km n к ... 
+ - = - • > ' Sili • Ctg (o) 

1 l n n ° Я 
П р и м е р ы : 

[ m l m. 1 , 1 , . , _ m 1 . 1 

-^\ = - ī - T + Т<-ЪШ = ~2 4 4~
 C 0 S 7 1 m

' 
r_m ļ _ _m_ I , / - 1 + VTi i\m , 3 + V~i i i - 1 — У~Я i\

T 

[ 3 J ~~ 3 3 + 18 ' \ 2 / 18 \ 2 / 
1 , 1 2тс /h , 1 . 2я щ 

-i- + -ŗ COS 5 h . — 7 = • Sin 
з

 1 з 3 1 з v^U з ' 

m 3 . 1 , 1 л я , 1 irm 
= - ļ ģ- + -ģ - cos n m 4 - - г - cos *w- -+- - j - sin -ģ- • . 

3. Используя выражения для [ - ļ r ] и [~ļ~]> м о ж н о связать их алгебраи­

ческой зависимостью. Действительно, исключая из вышеприведенных 

соотношении для ļ-ģ- и ~ и с о о т н о ш е н и я c o s ~ y ' S l n ~ г = * в е ~ 

личины cos - у - и э т - ^ - получим: 

4 № ! + 5 И " + * - 4 И • И - * • И + 

+ ' * 1 х 1 + [ х ] - * - * <6> 
Выражение (4) может быть использовано в теории сумм Дедекинда . Сумма 
Дедекинда S (а, Ь) определяется следующим образом: S (а, Ь) = 

ь—i 

= 2~ь ' (("У"))' г д е = 1' a символ ļļ—ļļ определен таким обра­

зом: 
п—1 

l ( x ) ) = v ­ [ v ] 2/i 

Используя (4), £ (а, V) можно преобразовать к виду 

l ( e , * ) * 4 . T j L ' г д е е = е * . 

h = l 

Это выражение удобно, для различных приложений. 
С помощью формулы (4) можно дать представление эйлеровой постоян­

ной С в виде некоторого предела. Используя результат Дирихле 
п п 

2 НИ = 2 т W = " ( l n * + 2С ­ 1) + О (V и), 
А=1 й=1 



где т (к) — число делителей числа к, при помощи (4) получаем 
п i—i г—i 

п 1 , ,. 1 v~r 1 / 2я кп. . 2п кп , i Н 
с = Т ^ ^ ^ 0 0 3 — + 2 s i n — • c t g T - ) -

г=2 ь = 1 ā=i 
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P A R RACIONĀLA S K A I T Ļ A V E S E L O D A Ļ U 

/. M. Vološins 

(Kopsavilkums) 

Darbā izvesta formula (5) racionāla skai t ļa veselai daļai. Ar šīs formulas 

palīdzību iegūta algebriska t āpa t ība (6), kas sa is ta ļ^r] u n Norādī ts uz 
iespēju pielietot iegūto rezul tā tu Dedekinda s u m m u teorijā. I egū ta izteiksme 
Eilera konstante i C. 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XXVIII, ВЫПУСК 4, 1959 ГОДА 

НЕКОТОРЫЕ СЕМЕЙСТВА ПОЛИНОМОВ, РОДСТВЕННЫХ 
ПОЛИНОМАМ ЛАГЕРРА 

Г. К. ЭНГЕЛИС 

В настоящей статье рассматриваются некоторые из многочисленных вст­

речаемых в литературе обобщений последовательности полиномов Лагерра . 
Общим источником этих обобщений является простота изображения поли­

номов Л а г е р р а при преобразовании Лапласа , которая наводит на мысль 
при рассмотрении оригиналов более сложных функций пытаться применить 
методы так или иначе обобщающие те приемы, которыми решаются аналогич­

ные задачи для полиномов Лагерра . 
В первом параграфе изучается некоторое семейство патиномов, содер­

жащее в качестве частных случаев кроме полиномов Л а г е р р а еще другие 
последовательности полиномов, применяющиеся при изучении систем теле­

графных уравнений и так называемых канатных функций. Автору кажется, 
что свойства упомянутых полиномов и их взаимные связи становятся более 
прозрачными, если их рассматривать в рамках более общего семейства 
функций, характеризуемого соотношением (1). В частности, так можно 
показать, что большинство рекуррентных формул, выведенных для упо­

мянутых последовательностей полиномов, весьма просто вытекают уже из 
основных соотношений (4) и (8). 

Во втором параграфе рассматривается другой класс функций, имеющих 
простое изображение по Лапласу, и устанавливается связь этих функций 
с полиномами Бесселя и одним классом полиномов, изученным в первом 
параграфе. 

§ 1­

I, Рассмотрим последовательность полиномов jr = уп (а, b, ch; х) 
характеризуемую тем, что последовательность соответствующих изсбраже­

сс 

ний по Л а п л а с у zn(p) [zn(p) = £ (уп) = J е~1' { уп (а, b: ch: t) dtj опреде­

о 
ляется рекуррентным соотношением 

ж. (р) = (р) (а + Ър~1) ­:­ спр­> ; я = О, 1, 2, . . . (1) 

При этом всегда будем считать = 0 , соф0, b ф 0, в остальном а, b, ch— 
произвольные комплексные числа. Л е г к о видеть, что в явном виде 
zn (р) выражается так : 

zn (Р) = (ар ­ b)np­n­i h n [ р { а р + b)-i]; ( 2 ) 

где 
п 



По общеизвестным свойствам преобразования Л а п л а с а из (1) следует, что 
уп удовлетворяет уравнению 

У'п =  аУ'п-\ + Ь У ъ - \ ( 4) 

с граничными условиями 
в 

У о М ­ с0, уп (0) ­ Сп = ^ c f c o » ­ * . (5) 
ft=0 

Нетрудно убедиться, что для всех комплексных а, (3 

2/п {а, Ь, <* S, + Р fiļ ; - r) а 2/„ к Ь, c'ft; х) 4­ (3 у д (а, 6, c'fe ; г) (6) 

и также, что при т 

Уп (я> / ;­ c'ft; г ) + У т
 b> c'h '

 х ) =

 Уп ( а'  Ь'
 с й ; х ) ' ( 7 ) 

где ch № ŗ'f t при k ^п— т и c f e = с'А 4­ c f t ' L n + m при к ^ п — т. 
И з (6) и (7) следует важное для дальнейшего соотношение 

t „ (.«, c

f t ; *) — («> b

>
 c

k' x) = Уп t* b

'
 A c

k'
 x

)- (
8

) 

Здесь Д с й = ck — ck_v c_ ļ = 0. Применяя (8) /г раз, получим 
n 

ŗ_ (а, 6, ch; i ļ Jg1
 г / п _ , (а, 6, Д с л ; з ) . (9) 

Введем обозначения 

y „ ( 0 , 1, c f t ; , ) • «„ ('­„• *)• (!°) 

y n ( l , ­ 1 , c f t ; x)=Ln(ch. x). (11) 
Полиномы г/п, соответствующие другим п а р а м значений а, b имеют вид 
~(п

 а

п ( с й ; и л и "(п^,Л ск- ^ г)> г д е Т 1 ^ просто выражаются через а, Ь. 
Последовательность ch в дальнейшем почти всегда будет следующего вида 

ch= f(k)qh= 2«jk>qb (12) 

где а., ^ — произвольные комплексные числа, при этом под 0h(k= 1, 2, 
3, . . .) будем понимать общий член последовательности 1, 0, 0, . . . . Н а ос­

новании (6) можно ограничиваться случаем, когда / (к) принадлежит не­

которому базису множества полиномов. Удобнее всего оказывается взять 

/ (к) = 1Л

+
а

) = (к + а) (к + а ­ 1) . . . (к + 1) | а!, (13) 

считая 

(*И (*_.')­0

'­
И з (10), ( И ) , (2) и (3) следует 

S [ап (/ (к) qk ; я:)) = gn (др) р —
1

, (14) 

2 ( М / (*) 9* ; г)) = О — 1 ) » / , ­ » ­ » g n | ф О - ! ) - < ] , (15) 



где 
п 

gn(') = Zf{Ii)tk- (16) 

ft=0 

(14) показывает, что при изучении полиномов ап параметр q существенной 
роли не играет, поэтому можно вместо ап (/ (k) qk; х) рассматривать 
ап (/ (к), xq—(), что несколько удобноее. 

Введем еще обозначения 

«„ ( ( A " t a ) ; х ) = я » ( а ' г ) ' « *= — ° ­ S* • • • < 1 7> 

Ln ļ ļ ^ ļ ^ ļ : =J = </, а:), а ­ ­ 1, 0, 1, . . . (18) 

Некоторые частные случаи полиномов Ln хорошо исследованы. Так, 
Ln(a., \, х) — Lfx

+X (х) (обобщенные полиномы Лагерра , см. [2]), полиномы 
Larl(x,X), применяемые при решении систем телеграфных уравнений (см. 
[7]), совпадают с XLn(0, 1 — X, Хх), а полиномы Мп(х) и Уг„ (х), увязанные 
с канатными функциями (см. [4], [5], 16]), имеют вид : 

Мп (х) Ьп (2 ( ­ 1>* ­ 0" ; х), Ш* (х) = Ln (Ak ( ­ i ) * + Б* ; х). 

2. Рассмотрим подробнее функции ап(ск\ х). Уравнения (4) и (5) 
дают 

а'а (ch ; х) = a „ _ i (с* : х), (19) 

Чп (ск. 0) *= с„. 
Из (19), (10) и (8) следует 

В, (с А ; х) — а'п (ск ; х) = ап (Д с А ; х). (20) 

В связи с очевидным равенством 

— я„ (ск : г.г) = (ск ; .г) (21) 

из (20) вытекает 

-jļŗ a „ ( c f t ; гх) = г [«„ (,­.:/. гх) — а„ (Дс й ; гх)]. (22) 

Комбинируя (20) и (21) можно получить также соотношение 

­g [е~гхап (ек: гх)] = — ге~г:;ап (А ск: гх) 

или 

a „ ( e f c ; гх) = [ е­"аЛ(±ек; /•/) dl. (23) 

Перейдем к частному случаю, когда имеют место (12) и (13). Т а к как 
д 1 А + а 1 = ļ ^ y l ļ , то (20), (22), (23) дают 

ап (а , х) — а'п (а, .г) = д., (а, х) — я „ _ , (а. х) ­ a „ _ t (а — 1, .г), (20а) 

• 



d ­ ап (ос, гх) = г [ап (а, гх) — ап (а — 1, rx)], (22а) 
dx 

ап (а, гх) = reTX i e~
Tt ап (а — 1, rt) dt. (23a) 

г 
Если в (8) преобразовать дальше правую часть равенства, то получим (учи­

тывая (10) и (17)) 
а 

ап («, х) = £ (« — /, я) 4­ я„ (— 1, х). (24) 
/—•о 

Отметим некоторые частные случаи: 

я» (— Е ­''­:) 1 ? %*fnt\ 
п оо 

а„ (0, х) = ^ z f t/A\ = ех j е~{ г» и! dt = Г (/г 4­ 1, я) e*/n!, (25) 
ft=fl х 

-

и сс 

4 , ( 1 , я) = £ (п + i ­ * ) = * / s Ч , ( о , о Л . 
А = 0 .­с 

Найдем изображения полиномов а п ( а , а), а & 0. (13) и (16) показы­

вают, что 

«г.»f i (i"•' ­)ы ­ i (s «* Г ­ «Jr ( л ^ р ­ Т • <*> 
Индукцией по а легко доказать равенство 

а 
»'! £ ("О"' ( { ) < 7 n W О» ­ а ­ 1)! (,п ­ /) + ( _ 1)*+' а! 

Учитывая еще (14), после небольших преобразований получим 

»(ап(х,х)) = 

(«­i­1) | (­ #j;ļ />" • ад / ( « 4 ­ . + а­ / )4­(­п«+' 

" ы у • ( 2 8 ) 

Простейшие частные случаи дают 

« К ( 0 , я ­ ) ) = f ; + 1 ( ^ ' ļ ) : (28а) 

S ( a „ ( i , * ) ) 
( я + 1 ) р " +

2

­ (п­;­ 2)j>' 

P " t 1 о > - i)* 

Числитель правой части равенства (28) громоздок, но в принципе просто 
построен: к ( — ļ ) « + J добаатяется выражение Ап+1 p n 4 J 4 ­ Ап..2 рп+2 4 ­

4 ­ . . . - f - . 4 „ _ ļ _ a l l 1 , Г д е коэффициенты Л 4 подобраны так, чтобы 
сумма делилась на (р — 1)«~ 1 . 



Отметим ещё, что полиномы я„ (а , х) удовлетворяют некоторому прос­

тому линейному дифференциальному уравнению. Именно, исходя из того, 
что ап ( — 1 , гх) является решением уравнения 

ху' => пу 

и учитывая (22а), индукцией по а легко убеждаемся, что ап (а, гх) удовлет­

воряет уравнению 
а И »+1 

X 

; ' = 0 3 = 0 
х £ (­ 1У {*+Ч г > Г >• п 2 7 ( ­ 1У ( " j 1 ) ' ­ j Уи)­ (29) 

3. Перейдем к многочленам Ln (ch: х). Уравнения (4) и (5) теперь дают 

Ln (ck; 0) = Сп ­ 2 Ch- ^ 
Из (30) следует 

кк- ­ 2 7 / ' " > Ш Л ( 3 2 ) 

3=1 

Кроме того (8), (9), (11) позволяют написать тождества 

L„ (c f t; х) — (ck; х) === LH (Д c f t : ж) (33) 

L я ( с Л ; .г) = V £„. ^ (Дс„:,­) ­ L ' , (Д с / ; ; .г). (34) 

Пусть теперь c f t : ļ A ' ļ a ļ g f t , q ф 0. Тогда Д а ļl — -̂ j ļ^ļ^ļ qh \-

+ (̂ J*J"*ļ 1* и из (33) получим 

Ln((x., q, x)—Ln-i (а, ŗ, r) = ļl -J L„ (а, g, j ) + LH(x — 1, я, .<) 

или 

1я (а, g, ./•) — <jr/,„ 1 (а, q, x) Z K (а — 1, «7, .»/). (33a) 

Аналогичным образом из (34) выводится 
п—1 • 

U (а . Я, г) = (q ­ 1) V (а, q. х) + У (а _ L ? > г), (34а) 
з=о з=о 

что, в связи с (32), дает 

Ь„ (а, q, х) = (1 — q)L'n (а, ,r) — V (а — ] , г/, э:). (35) 

Применяя (33a) п раз, получим д р у г о й аналог равенства (34) 
п 

Ln (а, Ь
 г) = 2 9' ( а ~ q' * (346) 



Формулы (33а), (34а), (346), (35) обобщают известные свойства полино­

м о в Л а г е р р а (см. напр. [2]). 
Изображения полиномов Ьп (а, д7 х) с учетом (15), (26) и (27) получаются 

в виде 
S (Ln (а, q, х)) = ( 3 6 ) 

Принцип построения числителя таков же, как у полиномов а„ (а, ж): к 
(—I)*­'­1 (р — 1 ) « ­ а + 1 добавляется такая линейная комбинация величин 
р1 (п 4­ 1 < 1 ^ п 4­ к 4­ 1), чтобы результат делился на [(о — 1) р 4­ 1 ] * + 4 . 

Отметим частные случаи 

S ( L „ ( « ­ 1, I, •<)) = S (•')) = 

« С-*} 2 ("7') (1 ~ ; , ) ' ( , i + а ~ й _ ь ( ~ 1 ) а ( р ­ 1 ) П + а 

_ ^ 0 

#*' 
S (Ln (0, *, я) ) == i £ ~ ° ~ • (37) 

Нашей дальнейшей целью будет вывод некоторого соотношения между 
L„ (а, </, х) и а„ (а, ж), в частном случае приводящего к известной формуле 
Родрига для полиномов Лагерра . Используя (28а), общеизвестные свойства 
преобразования Лапласа и равенство 

[ е ­ * й Д 0 \ rx)]\x=0 = ( r ­ i y 

(которое следует из (25)), можно вывести что 

й \+ (е * аР (0, / ­ , )) '""1 , г '> п

 ( ^ ­ ' > • (38) 

(Производная берется по .г). Если здесь положить т — * + i , <79^1 и 

= (i ­ g ) ­ t , (39) 

то правая часть равенства (38) с точностью до постоянного множителя сов­

падает с правой частью равенства (37), и мы получили 

Ln (0, (?. / ) ­ — г­» б* [ е ­ * я„ (0, г х ) ] ^ 1 ' . (40) 

(Здесь и в дальнейшем, если д и г встретятся в одном равенстве, будем 
считать, что выполнено (39)). 

Используя (40), можно доказать более общее соотношение 
Ln(a., q, *).fc= (—1)» •­' г ­ » е х [ с ­ А " я п ( я , rx)Yn И f a > . (41) 

Д л я этого отметим, что, согласно (21), (19), (20а) и (39) 

[е~* а„ (а, гх)] ' = е ­ * [— а„ (а, гх) 4­ a „ _ i (а, гх) ­ j ­ (г — 1) a „ _ i (а, гх)} = 

= — е~х ап (а — 1, гх) + г е _ л a n _ i (а, гх). 



Поэтому правую часть равенства (41) можно преобразовать следующим 
образом 

( _ 1 ) а ­ 1 r - n ех [е-х Я п A r ) ] ( i i f а + 1 ) =я 

= (— 1)я ?—'i е
х [е-

х ап (а — 1, гх)](»+а) ­f 

­4­ ( _ 1)а­Ь1 q r - n \ 1 е.х [е-х ū n _ ļ ^ га­)](­г­1­Ьа+1)= . . . = 

п 

= ^ (— 1)« qj /• ' с­х' Ье­­* «„_.,­ (ос — 1, r.r)Yn

~i--a) — 

7=0 

У — i , i , х). 

(Последнее преобразование законно в силу допущения индукции.) Оста­

ется применить равенство (346). 
Уравнение (41) верно также при ос = — 1, г — 1; тогда оно обращается 

в формулу Родрига для ī.,,(x): 

Ln (— 1, Ч, х) = Ln (х) = ех [е~х ап (— 1, х)]("> = ех [е~х хп/п[](п\ 

Последнее равенство нарушается при других значениях г, так­ как левая 
часть фактически от q не зависит. 

Уравнение (41) не имеет смысла при q — i. Но можно формулу Родрига 
для обобщенных полиномов Л а г е р р а написать в виде 

Ln (а, 1, х) ­ k * M ; ф [,_., ū n , ̂  ( ( а > . r ) ] ( , , ha+ i ) . 

В этом можно убедиться, применяя к правой части а 1 раз формулу (20а). 
Используя (41) и (29) легко найти линейное дифференциальное уравнение, 

которому удовлетворяет Ln (а, q, х). Проделаем выкладки для а = 0. 
Формула (29) показывает, что йп (0, гх) обладает свойством 

х ^ 5 ап (0, гх) — (;­х 4­ п) ­~ я„ (0, Щ ­f пг а„ (0, гх) = 0. 

Пусть я„ (0, гх) == и (х) ех . Тогда можно убедиться, что 

хи" + [(2 — г) х ­ п) и' + (1 — /•) (х — и) в = 0. (42) 

Продифференцируем последнее равенство п ­| 2 раз и введем обозначение 
ыо»­И) = г; (,»:). Это дает 

x V " + [(2 — г) х + 2] Г " ­ [(1 ­ г) х ­ л — 2/­ • 4] г' 4­

+ (п + 2) (1 ­ /•) v ­ 0. 

Наконец подставляем v г~х у. Тогда у удоатетворяет уравнению 

ху'" ­ I— (1 ­г г) х 2] у" ­ г [гх 4 ­ в ­ 2г) у' — пгу ­­ 0; (43) 

но, с другой стороны, Ln (0. q, х) отличается от у только постоянным мно­

жителем. 
4. Д о сих пор мы рассматривали многочлены Ln(ch: х), обладающие 

простыми последовательностями ch. Н о из (30) и (31) ясно, что многочлены 
определяются также последовательностью Ск и естественно рассматривать 
случаи, когда эта последовательность проста. Обозначим через Мп (а, q, х) 

те Ln(ch; х), для которых Ch = ļ A ļ a ļ 9 f e> a 



Так как г^ = Д С 1

й , то 

мп(*, ч, •') ­ lJ& '/'•'; <) (44) 

и из (33) и (34) следует 

Ln{a., q, x)—Ln j (ос, q, Щ­= M„{%, q, ī ) , (45) 

4 t («, | Sfeļ = J£ Mn-i К ī , ^ == — M'n f.ļ (*, # •*). (46) 

и преобразования, следующие после формулы (34), показывают, что 
Мп (а, q, х) = ­ (1 — су­') Ln (а, q, х) + q­{ Ln (ос — 1, су, ж). (47) 

Из (45) или (47), используя (41), легко доказать , что 
М„ (а, q, х) = (— 1)о­г­ " ех [ег** аа (ос, к»)|<*+*1, (48) 

Комбинируя (47) и (34) мы видим, что в числителе изображения полинома 
Мп (а, q, х) будут, кроме других, слагаемые 

( _ 1 ) * + 1 q­i r­l (р _ l ) n + a + l ­f ( _ 1)а q­i ( _ г ­ 1 р ­f ļ ) (р _ 1)п+а „ ' 

— (— 1 ) а $Г 1 ( — г~1 + И (р — 1 ) а • 

Итак, числитель изображения й (Л/„ (а, q, ж)) содержит (р — 1)'­ * и ли­

нейную комбинацию величин pl,n~, 1 < / < п ­\ ос + 1, подобранную так, 
чтобы сумма делилась на \(q—1) р — 1 1 я " 1 . Например , 

Дифференциальное уравнение для Мп (ot, q, х) можно вывести по образу 
уравнения (43). Так, для Мп (0, д, х) получим (теперь (42) надо диффе­

ренцировать п + 1 раз) : 

ху'" + [— (1 + г) х ­| J1 у" + (л/: 4­ п — /•) у — пгу ­­ 0. (50) 

Комбинируя соотношения (44) — (48) и (41) можно патучить р я д соотно­

шений, связывающих Мп (а, су, х) с другими изученными в этой статье 
полиномами. Приведем лишь один пример. Т а к как по (20а) 

1е­х Щ» (ос, гх))' = е~х [(/• — 1) ап (а, /­.г) — Г аи (а — 1, .<)], 

то из (48) нетрудно получить 

М'п (а, су, .г) = г Л / » ( а , су, ./) ­J­ / ' Z „ ( a — 1, су, .г). (51) 

Отметим, что Мп (0, — 1, .г) = Л/„ (.с) (полиномы Н. И. Денисюка, см. 
[4J, [5]), Ln(—1, су, х) = Ln(x) (многочлен Л а г е р р а ) и (51) в этом случае 
сводится к уравнению 

2 4 Г (,:) .l/J. 'j ' / . „ ( ' ) 
которое позволяет изучение Мп(х) полностью свести к теории полиномов 
Л а г е р р а . 

5. Метод, примененный в предыдущем пункте для изучения функций 
Л/ и(ос, q, х), применим также для изучения других подобных систем поли­

номов. Так , если ввести обозначение 

Nn(*, q, х) = L n /дг ļ / l ļ * j су*; x \ , а > 1, 



то из (44), (33), (34) следует 

Мп(щ, q, х) — (ос, q, х) = Л
т

п (а, q, х), 
I Т1 

Л/„ (а, ф .г) = 2  N » ~ J (
а

> * # = ­ '
Л

7 , | 1 ( а

> *» 

и подобные соотношения. Аналогично (48) имеем 

.V,, (а, q, х) = (— i ) ? ­
1 7—» e** [<*­* fln («, ^ а _ | ) • 

Изображение £ (ЛГ„ (а, g, ж)) в числителе содержит (р — 1)»+а—i и линейную 
комбинацию величин р1, п + 1 < I < в + а + 1, подобранную так, чтобы 
сумма делилась на \(д — 1)jp + 1 ] 3 + 1 и Т . д. Полиномы 2 Л Г „ ( 1 , — 1 , ж) 
совпадают с Ш*,(х), изученными И. Н. Денисюком [6]. 

§ 2. 

1. В этом параграфе рассмотрим некоторые функции Hk (х), k = 1, 2, 3, 
изображения которых имеют вид 

Р(Р) 

rjļeP(p) — полином степени не выше тп ­!­ п «ļ- 1- По известным свойствам 
преобразования Лапласа 

///< (•') Л/­.!»'­ ­ / / ; . ( ' ) ' ­
 Ь х

­

где Ah, Bk — полиномы степеней не выше тп и п соответственно, так что 
всё сводится к изучению этих полиномов. 

Начнём со случая Р (р) = 1. Итак, пусть 

S ( Ж (.г)) = р г • (52) 

В этом случае, используя известные формулы (например 11], стр. 158, фор­

мула 116), получим 

Н, (х) К—V г Fm (п, ( — а | Ь) х) е~ах + 

Л ( ,- FAm, (а - в) х) г 
(53) 

•Ьх 

где 

s (п г) - V ("'-г "-*)'(-*)* Г > / л 
ft=0 

Для дальнейшего важно отметить, что 
#(Л (0) =. 0, 0 < /' 4 m + «. (55) 

Это следует из того, что разложение по степеням величины правой части 
(52) начинается с члена р ^ откуда следует, что рааложение по степеням 
величины х функции / / , I". j начинается с члена £ V * t « + i . 



Пусть теперь 

Тогда 

£ (Н2 (х)) = ( / ' j r ) k т т ­ , 0 < f t < m + n + l . 

Я ( Я 2 (i) е«) = 

(Последнее преобразование законно в силу (55)). А из этого следует 

Н2 [х) = е ­ " \ е ­ * Н г (ж) ](« (56) 

откуда, в свою очередь, вытекает 

и аналогичное выражение для В.2 (х). При а = 0, Ъ — с = — 1, А = m + 1, 
и = 0 полином А 2 (ж) совпадает с полиномом Л а г е р р а Lm (х). 

Аналогичные рассуждения применимы для изучении функции Н3 (х), 
заданной соотношением 

Я ( # 3 (х)) = (рЛ~ ( p ~ r l ) l . , к + Ыт + п + 1. 

Из (55) и (56) следует, что 
Hf (0) = 0, 0 < / < т+п — А. 

Поэтому: 

й Ш3 (х) е**) = sMJ- Я " 1 ( (f+f­'O* \1 

отсюда: 
Я 3 (х) = e ­ d x { e < d ­ c ) x [есхН1 {x)]W}W 

и наконец 
, П71 (a ­d )* < Г , Л<А))С> 

^
 = ,,, ( . ­ ь ^ Т Т Г ­ Г ( ^ ­ ^ [ е <

с

­ ^ ^ (п, (­а+Ь) х)\ } . (58) 

Очевидно аналогичные рассуждения применимы и в случае, когда число 
различных множителей в числителе изображения больше двух . 

Применим (58) к частному случаю, который рассматривали И. И. Денисюк 
[3] и Э. Я­ Риекстыныи [8], именно к = I = т = п, а = — с = л, Ъ = — d = 1. 
Полином А3 (Х) при этом был обозначен через А 7 ! (2х, л). Тогда получим 

Aa(x)= ( > е \eb­K\e­r**Fn(n, (l­\)x)Y>4 , (59) 

или, так как в (58) пары чисел с, к и d, I всегда можно менять местами: 

Л, W = J _ , ) а „ + 1 \
e(l

-'-
)x I*-*** F r i { п > (1 _ X) x)Y»j . 

Отсюда можно подсчитать коэффициенты полинома As (х), но так как 
полученные выражения не проще тех, которые в 18] были найдены другим 
путем, они здесь приведены не будут. 



2. Отсановимся на полиномах Fn (m, ж), играющих существенную роль 
в (53), (57), (58). Учитывая перестановку букв тип, получим из (54) 

Н о с другой стороны можно убедиться (см. [9]), что и 

­j£ е ~ ж"­"» ( е ^ ^ n + c m ­ n ^ n ) = ( ­ 1)" J (
"\1_1)!

А.1ГГЛ 
Л е в а я часть предыдушего равенства представляет так называемый обоб­

щенный полином Бесселя, который обозначим через Bi™~n> (х). Итак 

хп Fn (ira, ж " 1 ) = ( ­ 1)" (ж) 

или 
( т , ж) = (— 1 ) ™ * " ( ж ­ 1 ) . (60) 

Другое выражение для Fn(m, х) получается при помощи полиномов 
ап(0, ж) из первого параграфа этой статьи. Именно 

Fn(m, х~1) ­ :<п |'«*Н
 п ап(0, — x~l)YmK (61) 

(60) и (61) вместе дают новое выражение для полиномов Бесселя: 

BW (х) = (— 1)» [ш»Н­*в* (0, — ж ­ 1 ) ] * " 1*4 

Так как для изучении полиномов Бесселя можно применить почти все 
методы теории классических ортогональных полиномов (кроме ортогональ­

ности на части вещественной оси), то вполне аналогично можно исследо­

вать т а к ж е полиномы Fn(m, ж). Например , известно, что В(™~п) (ж) 
удовлетворяет дифференциальному уравнению 

ж2 у" + \(т — п + 2) ж — 1 ] у — т (п + 1) у = 0. 

Используя (60) отсюда получим, ч т о F n ( m , х) является решением уравнения 

ж2 у" 4­ [х2 — (т 4­ п) ж] у' 4­ [ — пх 4­ (га — т ) ] г/ = 0. 

20 I 1959 Кафедра математического анализа 
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DAŽAS P O L I N O M U SAIMES, R A D N I E C Ī G A S L A G E R R A 
P O L I N O M I E M 

G. Eņģelis 

(Kopsavilkums) 

Darba pirmajā paragrāfā aplūkotas pol inomu saimes, kuras raks turo vien­
kāršā sakar ība (1) s t a rp divu sekojošu polinomu a t tē l iem Laplasa transformā­
cijā. A t ras t a virkne šo polinomu īpašību, kas speciālā gadī jumā pār ie t pazīs ta­
mās Lagerra polinomu īpašībās. Otra jā paragrāfā parād ī t s , ka funkcija, kuras 
a t tē ls ir racionāla funkcija ar diviem poliem, izsakāma ar Beseļa polinomiem. 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XXVIII, ВЫПУСК 4, 1959 ГОДА 

ОБОБЩЕННЫЕ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ДЛЯ 
ОДНОГО КОНТУРНОГО ИНТЕГРАЛА 

В. РИЕКСТЫНЯ 

В различных математических дисциплинах большую роль играют асимп­

тотические оценки, причем иногда приходится рассматривать обобщенные 
асимптотические разложения, т. е. асимптотические функциональные 
ряды. В настоящей работе обобщенные асимптотические разложения будем 
понимать в смысле статьи [1]. В работе будут исследоваться асимптотиче­

ские формулы для контурного интеграла F (t) = ~ { е?1 f (р) dp при 
г 

больших значениях действительного аргумента г, при помощи асимптоти­

ческих свойств функции / (р) в окрестности конечной особой точки. Рас­

смотримтри случая, когда упомянутая особая точка является , соответственно 
1) существенно особой точкой, которая может быть также и точкой раз­

ветвления (теоремы 1 и 2) ; 
2) алгебраической точкой разветвления (теорема 3); 
3) логарифмической точкой разветвления (теорема 4). 
Теоремы 1, 3, и 4 опубликованы без доказательства в статье автора [1]. 
Д л я облегчения доказательств дальнейших теорем докажем следующую 

л е м м у. 
Пусть 
1) функция / (р) абсолютно интегрируема вдоль каждой конечной 

дуги контура Г, состоящего из лучей (/ = V 2) arg (р — р0)\ = ф, < 

< <Ļ ^ тс1 и дуги окружности Уз [\р — / ? 0

! = § > 0] с обходом точки в по­

ложительном направлении (см. рис. 1); 
2) существует число К > 0 такое, что на лучах у_,­ имеет место оценка 

| / (р)\ < е к Щ. ' 
Тогда интеграл 

ļ jE j / &4{p)dp (1) 
Г 

сходится для всех действительных, доста­

точно больших t ^ Т > 0 и на лучах у,­

имеет место оценка 

4fi j e p t

f ( P ) d p = 

Ь 
^ o ( t > T ) x \ e > < ^ I MJ (2) 

(/ = 1, 2). Рас. 1. 



Имеем 
оо 

J ļ - f ev* / (р) Ар < е^кļ e**cos ф + Kxdx = 

Ti 

= ~ ехр [ |р 0 |ЛГ + 8 ( * с о 8 ф + , К ) Ь — ^ 

если только t > = Г. Точно такую ж е оценку получаем для инте­

грала по контуру у 2 . Поэтому 
1 

2п i J evtf{p)dp = o ( t > T ) o o (е p.i+8 tcos 

где / = 1, 2. Принимая во внимание полученную оценку, соотношение 
2 

j eP4(p)dp = 2 f ept

f(p)dp+ fev'f(p)dp 

и то, что / (p) абсолютно интегрируема вдоль каждой конечной дуги контура 
Г, можно утверждать, что интеграл (2) сходится для всех t > Т. 

Т е о р е м а 1. Пусть 
1) функция / (р) регулярна в области \р — р Г | ' < 8 за исключением 

точки р0, которая является существенно особой точкой для f(p); 
2) в окрестности точки р0 для каждого N (N = 0, 1, 2, . . .) имеет место 

соотношение 
N 

/ (р) = ехр [— с (р — р0)~Р] 2 ak(p— Po)Xh + 
ft=0 

+ 0 ( ! Р ­ Р „ [ < S ) <
е х

Р I— с (Р — Р о ) ~ ^ (Р — Р о ) М , 

где с > 0, [i. > 0, ) 0 < Xj < l ļ < . . . действительные числа, комплекс­

ные числа, (р — p0)Āft = ехр [X h l n (р — р„)], а для функции ln (р — р0) 
выбрано главное значение с разрезом из точки р = р0 до бесконечности 

вдоль прямой расположенной вне сектора arg (р—р0) | < ф ļ ~ < ф < тс|; 
3) функция / (/>) удовлетворяет условиям леммы; 
4) контур Г выбран согласно рис. 1. Тогда 

1) интеграл 

* * 0 ~ 2 Д / е р ' / ( р ) dp (4) 
i' 

сходится для каждого действительного достаточно большого t > Т > 0; 

2) для каждого N 
N 

F(t) ­= **%1ЛщГ-Ъ~* J ^ . h ­ i (<* с) + о „ 1 э о [ е х р \p0t + 

­ ) г т я ] , (5) 

й = 0 



1-**г-1 7 * s ^ , ( с ^ ) = 0 ( f ) o o [ ехр а № + ' cos - i r*ļ (6) 

где 

m = 0 

- I i i
 1 1 

A

W "
r I

+ 2 
Y * - - 7 + 1 — 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Соотношение (6) следует из асимптотического 
разложения функции (t) [2]. Сходимость интеграла (4) следует из 
леммы. Выведем формулу (5). Из формулы (3) следует 

N 

f (р) = ехр [—с(р — p0)~v] \]?ah (р — p0)U +(р— poy~N р[р— / j 0 ) ļ , 
А=0 

где p (p—p0) регулярная функция в окрестности \р—7?0|<8*за исклю­

чением точки р0 и р (р — р0) ­> 0, когда \р — />01—>• 0. В силу этого имеем 

F^ = iīlePt

f(P)
d

P=^īZa

b J e P

'
e x

P l-c(p-pJ~
,

4(p-pJ
Xh

dp+ 
г ft=o г 

+ iki S e P < 6 X p l

^
 c

(P-Po)~^iP-Po)
XN

piP~Po)dp. 
Г 

Легко проверить, что 

J L I evt ехр [ ­ с (р ­ РоГП (р - р0)
х

Ыр = Г"** ­ 1 еР.' _ 4 с). 
Г 

Отсюда 

F (0 = е р . ' ^ й л f ­ A , ­ l Jt: . . . с) + i? (0, (7) 
А=0 

где 

Л W = l i ? /
 е Р

'
 е Х

Р
 [

~
С

( Р - РоГ^ (Р - Po)
XN ? (Р ~ Ро) dp. 

г 

Оценим остаточный член R (г). В силу свойств функции р (р — jo 0), для 
любого Ē > 0 найдем число а > 0 такое, что ļp (р — р0)\ < г, если только 
\Р —р4 < ст < °*. Контур интегрирования Г согласно теореме Коши можем 
изменить так, что дута окружности у 3 имеет радиус г < а. Из третьего 
условия теоремы при фиксированном N легко следует существование такого 
Кг > 0, что на лучах Yi

 и T I 

ļ ехр [ - с (р - р0ГП (р - ptf* р (р _ pt) | = 

N 

= / (р) - ехр [ - с (р - pģ Щ У ak (р - р / * 

8 — 454 



Используя лемму, получаем 
R (0 = о ( | ) в о

 С 0 3 Ф) + Ях (0 , (8) 
где 

г? 
1 1 

Возьмем t настолько большим, чтобы ļ-^ļ !1+i < ст. Выбирая г = ļ̂ pļf .̂ 
на уд имеем р—р0 = Далее 

- / ., . \ A^llL Л * (COS <р — COS'-Л <f ļ 
t f l i f l ^ t e ^ f ^ p t f J ^ • (9) 

О 

где 
i 

* — i#e (10) 

Можно показать, что функция 

g (9) — cos 9 — cos р. ф (11) 

при и. > 1 в точке q> = —т—~ принимает наибольшее на [0, ъ] значение, 
}1 -г i т. е. 

i (jļj) = ( i + - i - ) ^ g ( ф ) . (12) 

Д л я того, чтобы неравенство (12) можно было использовать для оценки ин­

теграла ( И ) , необходимо рассмотреть случаи, р. > 1 и j * < ļ . 
I. (л > 1. Представим интеграл (9) в следующей форме: 

7t Г. ф 

1 = 2 t**№df+Z ' е х ? ( > ) ^ 9 П - 2 / * * f W ļ f c * L 

Д л я упрощения дальнейших оценок целесообразно выбрать 

Р = т л . (13) 

Преобразуем подинтегральную функцию при помощи формулы Тейлора: 

* « » - •* {* [ « Ш - 4 г Ыт) (• - тттГ -

так как 



Принимая во внимание последнюю оценку, получаем: 

Оценивая оставшиеся интегралы, мы используем непрерывность подинте-

гральной функции, а т а к ж е то, что / можно выбрать сколь угодно большим. 
Поэтому 

* в 

1 ) е - ' л - г Ч , (15) 

р) > 0. 

Подобную оценку получаем для последнего интеграла. Полученные оценки 
(14) и (15) дают" 

Сосласпо оценке (9) имеем 

а 

R (0 <* 

Так как 

ļ* > 1, 

и 

с о я ф - ? ( 7 ^ т ) < 0 , 

то 
1 

* е о 8 ф - ( ^ г ! , С 0 8 ф = r g ļ ^ ļ + 

+ т [ с о 3 ф _ ? ( 1 Г 1 - г ) ] > ^ ( 7 1 т ) 



R (0 = 0{t)JeXV[p0t + ( С 14 $f М (l + - ŗ ) COS 
г л-1 

Оценка для R (t) и формула (7) показывают, что в случае ц. > 1 теорема 
доказана. 

II. а < 1. В этом случае, преобразуем формулу (8) для Яг (/): 

( ехр с)*1 ' ŗ - И + (^л-+ 1) z ] р Y ( - f ) Н (16) 

i 

.. 4 u t a я 

- t t r 

1 
.. 4 u t a я 

- t t r 

Рш: 2. 



Д л я оценки интеграла используем метод перевала. Рассмотрим две точки 
перевала z0 = » J_ | 4­ i ~ ̂  | ; z _ i = 1 . ln ŗx — i * • функции 

р 4 1 ' " р. i­ i 
5 (г) = (*— »****. (17) 

Уравнение ImS(z) — 7mc7(z 0 ) дает две линии, Z и / проходящие через 
точку z 0 (рис. 3). На кривой Z (см. рис. 3) функция /г<?С? (г) достигает своего 
наибольшего значения в точке z 0 . По теореме Коши кривую Lx можно за­

менить контуром, состоящем из выше упомянутой линии и прямолиней­
1 

ных вертикальных отрезков, проходящих через точки — ln \r 
i 

ln ļV ("j 1 1^ ' ] + ' ' т е ( с м ­ Р и с ­ 4). Разделим этот новый контур на отдель­

ные части, как показано на рис. 4. Положение концов кривой 1Х мы опре­

делим ниже. 

4 

Рис. 4. 

Интеграл по дуге lk обозначим соответственно символом Ih(k = 1, 2. 
1 

3, 4, 5) и введем еще обозначение (г11 с ) 1 1 " " 1 — т х . Тогда 

/ "°*
 1>Z

? [<* Ш^Щ dz = / , ­f­ / 2 + / , 4 / 4 Т jĻ 

Очевидно, главную часть оценки даст интеграл 1\. Чтобы оценить инте­

грал / х , проведем окружность 
2 ^ _ 

(18) _ - = г — / 5(ii ­f 1) 
-о ~

 Ļ о ~ ' 

Эта окружность пересекает 1Х в двух точках, которые будем считать концами 
дуги 1у В точке z 0 проведем касательную к 1Х и контур 1Х заменим отрезком 
касательной, содержащимся в этом круге и дугами окружности, соединяю­

щими концы lļ с концами отрезка касательной. Этот новый контур обозна­

чим Ļ. Преобразуем функцию c^s z> подинтегрального выражения при 
помощи формулы Тейлора. Согласно допущению (18) получаем: 

е : , а д = / ' 1 А Д П 5 " 1 Г ' ) ( ! - " " ] 0 ( ( ) М ( 1 ) | 



< •; 

Принимая во внимание, что: 

1) на рассматриваемом контуре lt ļ p £ e Z (^Г)1 1^ 

2) па касательной % — ц = с?1*, где X — упал между касательной и 
действительной осью; 

3) па дугах кривой г— z„ — v0 

4) S" (z„) = yL^^' 1 e r** 1 (1 4­ p,), используя обозначение (10) и аси­

мптотическую формулу для интеграла вероятностей 13J, мы получаем 
оценку 

% i (1); * | j | Л S ' V o ) . , ­ , o ) = ­ H ; ^ Й> «j.ļ rf2 с 

/° "".У c , s ( - ? Т - 2 Х ) (1 . У > ' 

-Д1 г -

- соз -
£ С С 1 1 ( е % (1) 

9 

где В > 0 не зависит от t, D = — 1 1 ,?

 1 со? ļ - л

 ļ + 2/1 > 0. Принимая 

во внимание формулу (18), получаем: 

, * ( i + х ) _ 4 ­соз 
Л = о ( , ) о о ( е ^ ' Г Т ­ >• (19) 

Оценки для интегралов /., и / 3 получаются таким ж е путем, каким мы полу­

чили формулу (15). Интегралы 1.2 и / а , а также 1Л и / 5 по сравнению с / ļ 
являются 

, « « ­ * ­ ( , r ­ L ) 

Стедователыю 

1.1 

Точно такую ж е оценку получаем для интеграла по контуру L2, используя 
точку перевала z _ i . Согласно вышесказанному, в силу формулы (16) 
имеем 

^ ( 0 = ^ ( 6
 ? / 1 1 1 + 1 • 



Так к а к cos ф < 0, то оба члена в формуле (8) можно объединить. Полу­

чаем 

где 

2 
JN 1 

чем и завершается доказательство теоремы. 
З а м е ч а н и е : этот метод можно было употреблять также при 1 < [х < 8. 

Если у. > 3, то этот метод уже не применим. 
Т е о р е м а 2. Пусть 
1) функция / (р) регулярна в области \р — р 0 \ 4 8 за исключением точки 

р 0 , которая является существенно особой точкой для f(p); 
2) в окрестности этой точки для каждого Л* (N = 0 , 1 , 2, . . . ) имеет место 

соотношение 
Л' 

/ (р) = ехр [с (р — р0) ­ц] V "h (P — Po}1

* "i 

+ °(,р­р0%5)Р, ( ° х р I е (Р — n)~~ti ip -*я&Щ* (20) 
где с, |л, Xft, « й , Qr> — PoY''h определены в теореме 1; 

3 ) функция 1 (р) удовлетворяет условиям леммы; 
4) контур Г выбран согласно рис. 1. 

Тогда 
1 Г 

1) интеграл F (/) = TJ— / еР'/(р)с!р сходится для каждого действи­
г 

тельного достаточно большего t > Т > 0; 
2) для каждого N 

N _(!_ 
­i ,~'!Nļ 

где 

/- (0 = £ tr-U-i ftXļt _! 0* с) + о ( 0 о о ( С Р . ' : « Ī ' > (21) 
ft=u 

r ' K N ~ l Д Ц г . C:i c) = ō , ( , . ; ( / " ' : " Г™), (22) 

* N + 1 i. i
1 

t > = ­

При доказательстве этой теоремы нет необходимости отдельно рассматривать 
случаи ļj. > 1, и 0 < р, < L Доказательство теоремы почти полностью 
аналогично заказательству предыдущей теоремы для случая u. > 1, по­

этому рассматривать его не будем. 
Следует отметить, что частный м у ч а й этой теоремы при и. = 1 рассмот­

рен в работе [4], где теорема доказана другим методом и получена более 
грубая оценка остаточного члена. 



Т е о р е м а 3. Пусть 

1) функция / (р) регулярна в области \р — i | < 8, \р + i\ Ķ § за исклю­

чением точек 4­ i, — i, которые являются алгебраическими точками разветв­

ления ; 
2) в окрестности этих точек для каждого N ( Л г = 0 , 1, 2, 3, . . . ) имеют 

место соотношения 
N 

f (р) = 2 7 « Н Р 2 + 1 ) ' й + °<;р­> « « * и?2 + цщ 

ft=0 

N 

i(p) = 2 ч (Р2 + if* + °wm>^i  [(Р" + *гЧ №) 
где ah, 'Lh, (р2 + определены в теореме 1 и разрезы из точек + i и — i 
до бесконечно удаленной точки взяты вдоль прямых лежащих вне секторов 
! arg (р — i) | < ф, | arg (р 4­ £) | < ф, < ф < J ; 

3) на каждом конечном отрезке лучей | arg (р 4­ /) ļ — ф, | arg (p — i)\ = ф 
функция / (р) абсолютно интегрируема и существует такое число К > 0, что 
на этих лучах 

| ļ(p) | < ек^\ ; (24) 

4) контур С выбран согласно рис. 5. 

Тогда 
1) интеграл 

F (О = - ģ ļ i / & (25) 
с 

сходится для каждого действительного достаточно большого г > Т > 0; 
2) для каждого N 

F (О = ^ 1 « А Ш** : Т + ^ [Г"*­"*) (2.) 

и 

Если некоторые из 1д являются целыми числами, то полагаем , 1 .­ = 0. 

З а м е ч а н и е . Теорема сохраняет силу, если вместо точек -J берем 
соответственно точки ± 1 , и в соотношениях (23) вместо выражения р% 4­ 1 
берем/? 2 — 1. Тогда в формулах (26) и (27) вместо функций должны 

стоять функции i_; остаточные члены в этих формулах надо умно­

жить на ei . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим ту часть контура С, которая нахо­

дится над действительной осью, через Сг, а часть, которая находится под 



действительной осью — через С2. Так как функция /(/ ;) удовлетворяет ус­

ловиям леммы, оба интеграла 

~ I ertf(p)dp Jr-ģŗļ epi / (р) dp = F (О 
С , С, 

сходятся для достаточно больших /. 

И з условий (23) следует, что 

.,.7 / = 

+ 2^7 / e p t (Р
г +

 [У'" h (Р + 0 d

P, 

ГДЕ PI &• — О и PA (Р + i) регулярные 
функции в областях \ р — /, < 3, ' р ­'­ г" < 
за исключением точек i i , кроме того 
PI ( Р — Ц •** 0» если /?—г| ­ > 0 и Р2 (/з ­­/) ­> О 
если \ р 4­ iļ 0. Используя теорию бессе­

левых функций [51, можно вычислить интег­

рал 
Ркс. 5 

с 
i / _ (0 

о , если л/ : 0, 1, 2, 

Оба эти случая можно объединить в одной формуле, если считать, что 

Следовательно 
л* 

А=0 
1 J >, : , / ! > ( ^ > й , (/) 4 ­ 7 ? а ( / ) , (28) 

где 

4 О ­ ļĵ j ( ^ (Р2 + IK-
Y ?! (Р - ') dp 

с, 

Ķ (0 = ~ / **' ( Г т 1) А Л ' р., </> + 0 dp. 
с, 

Остается оценить 7ft (/) и Л 2 (0­ Рассмотрим интеграл fix (/). Согласно свой­

ствам функции Pļ (р — 0, для каждого г > 0 можно найти такое число 
§ > 0, что |р , (р — /) | < е к а к только \ р — г" ļ < X. Выбираем число 0 < г < 8 



и возьмём t настолько большим, чтобы — < /\ По теореме Коши контур 

интегрирования С\ можно изменить так, чтобы радиус круга был Легко 

доказать, что существует такая постоянная Кх > 0, что на л у ч а х 
N 

№ + if * ?х (Р ­ 0 | ­

ft=0 

Используя лемму, имеем: 

X (хе^ + 2£)х

« 9l {хе^) dx + 
i 
t 

+ _ i _ J eKxe-iHi) jl­N e — i^ff - f - 1)ф ^ е - г ф + 2 i y ­ w ? i ( a ; e ­ i | ) 
г 

Ф 

или 
r 

trim .. I 

t 

—cos ф 

Учитывая, что c o s у < 0, из последней оценки получаем 

= ' V ^ C " " " " " ' ) ­ (29) 

Совершенно аналогично получаем оценку для интеграла / ? 2 (t). Формула 
(27) следует из асимптотического разложения функции Бесселя [5]. Тем 
самым теорема доказана. 

Т е о р е м а 4. Пусть 
1) функция / (р) регулярна в области р—р0\ < § за исключением 

точки р0, которая является логарифмической точкой разветвления для /(р); 
2) в окрестности этой точки для каждого N Ļ\ = 0, 1, 2, . . .) имеет место 

соотношение 

/ (Р) = £ (р ­ Рг) (р — р0у* + 

+ ° ( | Р ­ Р . ' < 8 ) р „ (р­Ро)(р­ Ро)^'+Ц, (30) 



где Xft, ah, (р—p0)
Xh имеют прежние значения и разрез из точки р = р0 

до бесконечности взят вдоль прямой, лежащей вне сектора 'arg (р — р 0 ) ! ^ Ф 

3) функция / (р) удовлетворяет условиям леммы; 
4) контур Г выбран согласно рис. 1. 
Тогда 

J) интеграл FU) — J evl / (р) dp сходится для каждого действи­

t 
тельного достаточно большого / > Т > 0; 

2) для каждого Л' справедливо соотношение: 
N 

F (/) Ы J£ ah Фк (Xk, t) h Офж [tPo t (1„ й>л?1 Г~*# ­ 1 ­
1 ], (31) 

ft=l 

если ж ļfc 0, 1, 2, . . . , и 
й­г—i 

л ­ 1 —О— 

1=0 j=o 

== (— 1)
тJ

^
k t-™-

1 к Г [т + 1) (1н + о ( ( ) о о ( ln f t ­ 1 г t-m-i) (33) 

если ж = т = 0, 1, 2, . . . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сходимость интеграла F (t) = ļ f(p) dp 
Г 

следует из леммы. Согласно формуле (33) 
Й 

ft­t Г 

где 

W = l k ī f
 eI" (P­PoY'y 1 I»* 1 : 1 (P­P„) h (p ~ Po) dp, 

h (p­­p0) — регулярная функция в окрестности ļ j ļ—р$ \ < S за исклю-

чением точки р0. Кроме того существует число щ > 0 такое, что в этой 
окрестности 1 h (р — р0) < М. Остается оценить остаточный член R (l) и 
вычислить интеграт 

~ ļеРЧп
к(р-р0) (р—рг>)хЧр=4^- I h^zdz, (35) 

где Г 0 образ контура Г при подстановке р — р0 = z. Если Xh не является 
целым числом, то очевидно 

Г 0 



Далее 

Фк (lh, t) rģj i X k ' 1 J t'i j & (1,. ļ - Iii ffdq 

f-Ah " I 

Здесь Г\ контур подобный контуру Г 0 . Если ж е /./t целое число, то 

Ф* Й«* 0 = l i j / « ­ »** l n f e * * ­ ' ­ ^ / * « ^ * (ln q — ln ' ) * «f« 

I'o l'i 
fc­1 

^ « Е ^ ^ И Щ Ы ^ / eiqh \uh­lqdq 

/ i — 1 OO 

= l £ ? И Г * * * ' Z ( f) (*){ / ­ (ln x + irc)*­> 

OO 

— J Г * (ln X — i x)k­l ftļ = 

ft-l l 2 J 

= ( _ l)ft:->.ft t ~ U ~ ^ Л­ lii^—i / Г ( / Л + 1) + o{t^(\n*­4. Г'^­1). 

Оценку для R (t) получаем аналогично тому, к а к при доказательстве преды­

дущей теоремы мы получили формулу (29): 

R (i) 0(l)^ (в* 1 1,Л '/ t ; д 

Из оценки /? (/), выражения Ф/ £ (л ; г . (), формул (34), (35) следует утверж­

дение теоремы. 

Теорема 4 доказана Г. Дёчем [6] для случая , когда N = 1. В работе 
[4] другим методом получены асимптотические разложения для двух кон­

кретных функций, для которых 

/ М = Т ^ Ь " /(/») 
I 

З а м е ч а н и е . Все предыдущие теоремы верны, если f (р) яачяетея 
изображением F (/) по Лапласу, / ( / /) удовлетворяет требованиям соответ­

ствующих теорем и можно применить формулу обращения, в которой пря­

мую интегрирования можно преобразовать в контур интеграла (1). При 
этом при преобразовании пути интегрирования могут появляться некоторые 
дополнительные члены за счет вычетов в особых точках / (р). 



о 
t 

П р и м е р . Найдем асимптотическое разложение функции 
t 

f «« Jo 
О 

где i > 0 и а ф 0 действительное число. Сначала рассмотрим вспомога­
t t 

тельные интегралы / sh а (t — т) / 0 (т) di и г J* cli а (t — т) / „ (т) dr, для 
о о 

которых существуют изображения 
t 

f sha(t—x)J0 (x)dx^— ~^r== = fi(P), 
J (p

1 — «
2

) У р-т i 
0 

• / * . « - T ) Ы * 3 g g ^ + f (p). 
0 

Функции и /2(уо) удоачетворяют условиям теоремы 4, имеет место 

о с 

о с 

и кроме того 

fc = Ō 

ft=0 

Получаем 
l _ и 

sh id a \ тс ­у J.,.t.:,.... { 2 \
h J-k(t) 

r c h „ ^ ­ T ) / n , T ) f / T = ­ ^ + ^ + 

J } a ! r 1
 n +

 1 

I* 

ļ-'u у 2 k я= - 1 / 2 И (?) , ,,-Л'+4 



Вычитая первое выражение из второго и замечая , что = (— \ ) h х 
X Jh (t) получаем искомое разложение: 

N 
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K Ā D A K O N T U R I N T E G R ALA V I S P Ā R I N Ā T I E A S I M P T O T I S K I E 
A T T Ī S T U UMI 

V. Riekstiņa 

(Kopsavilkums) 

Darbā iegūti vispārināt i as imptot iski a t t ī s t ī jnmi kontūr in tegra l im F (t) = 
= J eP' f(p) alp lielām reālā a rgumenta t vēr t ībām, bals tot ies uz funkcijas f(p) 

r 
as imptot i ska jām īpašībām gralīga singulara p u n k t a apkā r tnē . Aplūkot i gadī­
jumi, kad minētais singularais punk t s ir 1) bū t i sks s ingulars punk ts , kas va r 
b ū t ari sazarošanās punkts (1. un 2. teorēma) ; 2) algebrisks sazarošanās punk t s 
(3. teorēma); 3) logaritmisks sazarošanās p u n k t s (4. teorēma). 



Л А Т В И Й С К И Й T O C V Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XXVIII, ВЫПУСК 4, 1959 ГОДА 

О ПРИМЕНЕНИИ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА К 
РАЗЛОЖЕНИЮ В ОБОБЩЕННЫЕ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЯДЫ 

В. Ж. РИЕКСТЫНЯ 

В настоящей работе изучается вопрос об обобщенных асимптотических 

рядах изображения / (р) для больших р\ в секторе a r g / ) ļ ^ - ^ 8 ļo < 

< 8 < ~ у Д л я получения этих рядов мы используем асимптотические 

свойства оригинала F (г) при матых значениях t. Определение обобщенных 
асимптотических р я д о в дано в работе [1]. Метод, который применяется в 
настоящей работе аналогичен методу, который описывается в работе [2]. 

оо 

Т е о р е м а 1. Пусть интеграл Лапласа / (р) = \ е—''1Е(1) dt схо­

в 
дится при всехр , для которых Rc p>q 0, и пусть для всех А' ( А г = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

N 

F (0 = Z ^ [t (I + ^r) f
Ā + <>«>*), # 4 (1) 

где b > 0, t > 0, Xh действительные числа (/.„ > — 1 , Xh < Xk _i, /.,,­>­ oo), 
a ah комплексные числа, тогда 

лг 

f(p) = ) / ļ ebp Z Ц* Г (Xh - i)p->><~T K.k i_ (bp) + 

И 

c b p p - ^ N - ~ K ( Л р ) = Ō ( ; a r g P | < 4 _ 3 ) ( р - ; л ' - , ) | (3) 
•Я ' 2 - ее 

где 

0 < 8 < 
2 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из формулы (1) следует, что 

h=0 



где р (0 ­> О, когда / ­+ 0. Поэтому 
iY со 

fc=ō 0 

R (p) =* j r­pt £•$ p (/) dt. 
0 

Используя свойства функции K} (t) [3], получаем соотношение 
СО 

0 
поэтому 

iv 

/ W j / ~ »» 2 Г ft* + !) *f** ~ F K-AR ļ + й ДО № 

Оценим остаточный член R (р). Из определения функции р (/) следует, что 
для выбранного с > 0 можно подобрать число Т0 так, что ļp (/)| < Е, если 
I < Т0. Пусть Т < Т0, тогда 

Т оо 

R (р) = j e-V р (/) Л 4- J е - Р ' Л * р (/) dt = 
о г 

Т оо 

= У е Р< *М р (О Л + е~
рТ j в р -. (Ч -|- ту-л' р (т + 7) сГт-

о и 

Из свойств преобразования Лапласа |4] следует, что 
со 

и 

Осталось оценить первый интеграл в выражении для R (р): 
т т 

U е >'4'-
N

 9(t)di <г J е- -*"р* t'* dt < 

Сделанные преобразования и оценки имеют место, если ļargpļ — § . Тогда 

Ле/> = \р\ cos (a rgp) ^ ,р | sin 8, 

И 

« W = V . » : * ^ ) J l ' ' l r i " , J ' ' ( 5 ) 



Из соотношений (4) и (5) вытекает (2). Используя асимптотическое разло­

жение функции Макдональда [3], можно получить (3). 
В теореме 2 ) . h и ak означают то ж е самое, что и в теореме 1. 

оо 

Т е о р е м а 2. Пусть интеграл Лапласа / (р) = ļ е~1
Л F (t) dt схо­

о 
дится для Rep > q ^ 0 и пусть для любого N (N = 0, 1, 2, . . .) 

N 

F(t) = Z ** {'~h &Н i "г oit „ 0>. U ; " Y (ln tf»] (6) 

(и А ^ О целые числа, nh < raft+i), тогда 
N 

f(p) = 2 a" P~'U~l * ­ i £P­ ^ + « ( ^ g p ^ l ­ a ) ^ t b | p ; (7) 
ft=0 

и 
p " X 2 v _ 1 ? „ A (р. ы = % r B P ^ s ) ^ > : p ­ ^ ­ 1 ] , (8) 

где 
niV 

9nk (P, Ы = ^ ( А ) ( ­ l ) f t b r V Г ^ А З + i ) . (9) 

Доказательство теоремы 2 подобно доказательству теоремы 1, поэтому 
подробно рассматривать его не будем. Подставим выражение функции 
F (г) в интеграл Лапласа , тогда будем иметь 

N оо 

/ (Р) = £ . Ш ļ ^ ln n* l dt ­г R (р), 
fc=0 и 

где 

Л (р) = |* srpt ф8 ]„ r t.v | р (/) dt 

(р (г) ­ > 0 при t ­> 0). 
Так как 

j е -Р' te** (<# ­ ~ 1 i е ­ ' z
}

-
h (1н г — ln pf

h dz 
о p 

= P " U " ' ^ ( m ) ( ­ l ) ­ ln ' * ? r< n *­ w ) (\h + \) = 

­ P" 1 9„h (P, 
то имеем 

f (P) ­ J £ «* P~U " ' (P­ Ц ) + * (P>­ (9) 
A = 0 

Остаточный член Л (p) оцениваем так ж е как в теореме 1. 

9 — 454 



•Случай когда nk = 1 [к = 0 , 1 , 2 , . . .) рассмотрен Г. Дечем в работе [2]. 
З а м е ч а н и е . Требование аналитичности функции F (i) в секторе 

— ос ^ arg t ^ ' Р (0 < а < тс, 0 < р ^ тс) за исключением начала коорди­

нат, в окрестности которого имеет место соответствующее асимптотическое 
разложение F (I), дает возможность расширить область, в которой имеет 
место асимптотическое разложение функции / (р). Это расширение можно 
реализовать поворотом пути интегрирования в секторе — а ^ arg t ^ р. 

20 I 1959 Кафедра общей математики 

Л И Т Е Р А Т У Р А 

[11. В. Ж. Риекстыня. Об одном обобщении асимптотических разложений. Ученые за­

писки ЛГУ, .1958, т. XX, 145—1.512. 
[2J. G.Doetsch. Handbuch der Laplace­Transformation, Bd. 2. Basel, 1955. 
F3ļ. H. H. Лебедев. Специальные функции и их приложения. Москва, 1953. 
[4.] G.Doetsch. Theorie und Ainvendung der LaļJace-Transformation. Berlin, 1937. 

PAR LAPLASA T R A N S F O R M Ā C I J A S I Z L I E T O Š A N U 
V I S P Ā R I N Ā T I E M A S I M P T O T I S K I E M A T T l S T Ī J U M I E M 

V. Riekstiņa 

(Kopsavilkums) 

Darbā aplūkota dažu attēla funkciju / (p) v i spā r inā to as imptot isko at l īs t ī-

j u m u iegūšana lieliem \p \ sektorā \&rgp\ < - | 8 ļl) < 8 < -—-ļļ, bals tot ies 

uz oriģināla F (t) as imptot iskajām īpašībām m a z a m a r g u m e n t a t vēr t ībām. 



Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XXVIII, ВЫПУСК 4, 195Э ГОДА 

БЕСКВАДРАТУРНОЕ НОМОГРАФИРОВАНИЕ ОБОБЩЕННОЙ 
Ф У Н К Ц И И К. Я. ЗАЛТА 

Посвящается памяти латвийского номографа Карла Яковлевича Залтс 

И.А.ВИЛЬНЕР 

§ I 

К- Я- Залтс первый рассмотрел функцию [1] 
0~.F1 К23 4- F2 L31 4- F3 Л1,,. (1.1) 

Предполагая , что функция (1.1) не вырождающаяся, отметим, что она 
допускает следующие преобразования: 

1) умножение на <Pj (zL) <р, (z 2) o 3 ( z 3 ) ; 
2) замену, полагая л = 3t (z3), ļjt = ;j. (z.,), v = v (zx): 

Ф у н к ц и я (1­1) почти так же важна, как и функция с распределенными 
переменными 

F­zF^U + G ^ + H^K, (1.3) 

неоднократно рассматривавшаяся многими авторами (Келлог, Булад , 
Серро, Молдавер, Залтс [4] и другие). 

Действительно, если функция "(1­3) может быть результатом разложения 
некоторого определителя Массо по элементам 3­й строки, (во< бще любой 
строки), то функция (1­1) может быть разложением определителя Массо по 
элементам первого (вообще, любого) столбца. 

Мы условимся дальше указывать нижними индексами номера перемен­

ных %, z 2 , %j от которых зависят рассматриваемые функции, а условные 
производные* будем указывать ш т р и х а м и при соответствующих индексах, 
например: 

= A 9 , v , ­ 5 — = А и т. д. 
dz­,dz3 ­ 3 " д * 

Мы дадим инвариантное бесквадратурное решение методом условных 
производных задачи эффективной анаморфозы функции Залта, выделив 
его из наших общих рассмотрений бесквадратурной номографии 13], заодно 
уточнив результаты К. Я­ Залта. Решение задачи, конечно, как это и отме­

чает К­ Я. Заттс в своей статье [1], заключено в наших общих формулах 
(например в работе [2]), не натагающих ограничений на структуру функций 
в (1 .1) . Кроме обобщения, мы даем и сами представления в эквивалентных 
видах (1 .5)—(1.9) . 

Сначата рассматривается случай анаморфозируемости уравнения (1­1) 
при X = (i = v = 0, когда непосредственно можно положить 

К

-гз = (?2 — <Рз) Ф­2 *и ­̂ 31 = (?з — ?i) *з К М

1* = (?i — Фа) К Фг> 
Fx = Д lh, Ķ = U. Ф», F3 = /313, (1 .4) 

где 9i, /t (i — 1,2,3) , hv ф 2 , / 3 — пока неизвестные функции, определяющие 

* По поводу условных производных см. [6]. 



предстакпение Массо. Решение системы функциональных уравнений (1.4) 
методом условных производных автором [6] приводит в результате выкла­

док к одному из шести коллинеарно­эквивалентных представлений Массо 
<1.5)—(1.9) для уравнения Ф = 0: 

F2 

F. 

^2 

р. 

K2,3f 

K2'S' 

А31 *23' 

А'2/3 L y i , 

К2'У  М\'2' 

К 23 Щр\ 
Л/ 1 2 А2/3/ 

Mļ о, 

'2'3' 

1'Я 
А 2 '3 ' 

А'2/3 

м 
12' 

К2'3' 

А 23 'V12' 
А 2'3' ^31 

А2,3 

А"2,3, 

= 0, (1.5) 

- 0 , (1.6) 

^2 

-3'1 

Л~23' 
А"2,3, 

£3 1 А'23, А ПО А 

Л/12А2,3, 

Л/12 А 9/3 А23 MĻŖJ, 

А31 

/(Го' 
2'3 

= 0, ( 1 . 7 ) , 

L3'l 
La,ļr 

К23' 
L3,ļ, 

Ļ&i А 23' ~~ А 23 Lyļ 
Л^12 Lyļ> 

Wl2 4i A 3 1 My2 

L23 -V1'2' 

. 1 / 1'2' 

-31' 

™Va A 3i ' — *™t*i 
А 

23 

•£-31' 

— i l / 1 2 , 

A" 2 3 , U ļ 2 , Л / 12 A_2'3 
*31 

A'o/ 2'3 

= 0, (1.8) 

= 0. (1.9) 

Д л я того чтобы функция (1.1) была непосредственно анаморфозируема, 
необходимо и достаточно, чтобы удовлетворялись любые д в а из трех равенств 
в инвариантной форме (условные дифференциалы): 



dL 
7"31  К2У Л" 2 3 L y ļ 

М О, А± 

А 23 - 1 7 12' ~ Л 2 '3 

'31 

^31 ^ t ' J " • W 12 7 ' ЗГ 
Л" 

0. 
23 

(1.10) 

Наше обобщение результата Залта заключается в абстрактности переменных 
и в отсутствии: требования о дифференцируемости функции. Преимущества 
эти, даваемые методом бесквадратурной анаморфозы, указаны в нашей 
работе [9]. 

Н а ш е уточнение результата К. Я. Залта заключается в том, что если 
условия (1.10) не выполнены, то функции X, р., v, если задача разрешима, 
эффективно получаются из этой системы уравнений, по замене в них К23, 
L31, М12, на К*у Lļļ7 Mļ0 согласно формулам (1.2) . Это рассмотрение бу­

дет дано в более обширном изложении статьи. 
Наши функции К23, LS1, Л112, Fv F2, F3 и переменные zv z2, z3 — абстракт­

ные. Значит охвачены в частности и номограммы уравнения (1.1) с любыми 
шкалами и полями. 

Доказательство необходимости условий (1.10) получается так. 
Из первых трех уравнений ( 1 4 ) легко получаем 

К23 l h + L3l ф 2 + Л / 1 2 1 3 = 0. (1.11) 

„Дифференцируя" по z­u найдем 
А 2 3 h,, + L3l> ф 2 + М[ч h = 0. (1.12) 

Система уравнений (1.11) и (1­12) относительно К23, ф 2, 13 даёт 

L3l М12 

: К,3 

Ml2 Ķ 
ф 2 = (1.13) 

„Дифференцируя" (1.13) сначала по z2, а потом по z3, получаем 

: Ко'з 
M12'lh 

: 
hļ £31 
hļ' Lļ{' 

h. (1.14) 

-f-3'i Щи 
:А%з' 

Mļ2 hļ 

Mļ>2 fn 
Щ = FCR. (1 .15) 

Из равенства (1.14), с одной стороны, и из равенства (1 15), с другой 
стороны, вытекает, что 

Ы 3/l2' 

L-yļ> M ļ>2 
A 2 3 < = 

фу, (1.14') 

(1.15') 

„Дифференцируя" (1.14 ') по zs или ( 1 1 5 ' ) по г 2 , получим 

Z.3'1 М12' 

L­yt> Mļ'i' : Ж»» «= Л/12' 'И 
M-jhļ. 

(1 .14") 



Равенства отношений (1.13), (1.14), (1.15), (1 ­14'),(1 ­15'), (1­14") , (1 ­15") 
образуют одну цепь равенств, т. к. в них имеется по р ав н о му отношению. 

Отсюда следуют равенства 

L31 М\ъ 
1 .31' ЛГi» 

L3i Mļ? :KV 2/3- KļV = 

Lļ'i' M\'2' 
: Kļ'3', (1.16) 

которые выражают одно и то ж е свойство независимости первого из отноше­

ний (1.16) от переменных zv и %. Это выражается проще условием 

Mļ'2 U'V 
M l ō ' 

Mļ'2' 
К vi (1.16 ' ) 

где справа — совокупное „дифференцирование" левой части по второму 
и третьему аргументам, которое в силу принципа произвольного толкования 
условных производных может пониматься и к а к дифференцирование по 
одному (любому) из этих аргументов. 

Поэтому условие (1.16') может быть выражено в инвариантной форме 
первым из равенств (1 ­10). В силу полного равноправия переменных вполне 
аналогично доказываем необходимость и двух остаяьных уравнений (1.10). 

Перепишем подробно условия (1.10). 

Щ\
 Л 2 3 ' — А 2 3 %_J _ L

3l-
 h­l­X— А ' 2 ­ 3 7 ­ . Т 1 ' ^ 

(1.18) 

(1.19) 

Л 23 Л 

Ма л / , , 2 , 

А 2 3 М

\2' -
 М

12 А 2 ' 3 А 23 ' Л/, ' 2 ' " j V l ' 2 А 2 ' 3 ' 
А 3 1 " 

А 3 1 Л/,­2 ­ Л / 1 2 А З Г _ А 3 ' 1 Л/ ' 2 ' — • ­ 1 / 1 2 ' А 3 ' 1 ' 

При помощи простых алгебраических преобразований нетрудно убедиться 
в том, что каждое из этих условий является следствием д в у х других. 

Чтобы доказать законность основного представления для (1.1), нам 
понадобятся простые следствия из условий (1 ­17), (1.18), (1.19) . 

Разрешая эти уравнения относительно К23, находим из (1.17) и (1.18) 

ш> А 3 1 А 2 3 ' А 3 1 ­ Л / 1 2 А 2 ' 3 ' , Щ% у /,. , 7 ' ч 
Л . , 3 = г­ [­ ­ П Л 2 ' 3 ' , ( i ­ 1 ' ) L3,ļ b j . ļ iMļ'2- J-3'l - ' ' 1 -2 ' 

is Мц K , А 2 3 ­ Л / 1 ­ 2 ­ ; 3 1 A 3 1 Л / 1 ­ 2 v ио 'ч 
A 2 . 3 = -r,— A 2 ­ 3 ­ i = r, 1 77 л 2 ' 3 ­ ­ ( l ­ l o ) 

Подчеркиваем, что правые части равенств (1­17') и (1­18') должны быть 
равны в силу условий (1.17), (1.18), (1.19), но не тождественны по К, L, М. 

„Продифференцируем" еще раз обе части равенств (1 .17 ' ) и (1.18 ') по 
zy, рассматривая уже ранее введенные дифференцирования по zv как пос­

тоянные. Эта операция вызывает значительные формальные усложнения 
При обычном дифференцировании, но естественно и незаметно укладыва­

ется в выкладки при условном дифферецировании. 



A 3 i ' А 23" MV2 , Л / 1 ' 2 A 2 ' 3 

A'2­З­ L3.v А' 2. 3­ MV2, A 2 ­ 3 , 

щ Д / 1 , 2 Л 2­;j , >,,V Л' 2 3 , '.чг Л/ , . 2 

к2,,. MV2, Л' 2. 3. 1 Wv A 2 ' 3 ' л , , , . мУ2, 

После разделения обеих частей равенств на А^­з­ Ф 0, получим 

(1 .17") 

(1 .18") 

Из (1.17) и (1 .19 ' ) , разрешая эти уравнения относительно / " " и затем 
Л 2 ­ з ­

полагая в получившихся уравнениях z 2 = z 2 ' (т. е. „дифференцируя" обе 
части по z 2 , не изменяя ранее введенных „производных" по s 2 ) , получим 

/­31 _=

 Л ~2­3 А З Ч _ L

 7 ­ З Г Л / 1 2 ­ _
 К2'3 7 ­ 3 ' Г Д / ! 2 ' ( ļ 2 у\ 

А 2 ' 3 ' А ' 2 ' 3 ­ А 2 ' 3 ' Л / г 2 ' Л ' 2 . у Л/,­2­ Л"2­3' А 2 ' 3 ' ' 

(1.21) 
М[2. / . , . , Л 2.i ­ 1 / 1 2 ' А 2 ' 3 А 3 ' 1 ' 

А 2 ' 3 ' Л 7 Г 2 ' А'3­х ' Л 2 ' 3 ' Л 2 ' 3 ' Г 2 ­ А ' 2 ' 3 ' А 2 ' 3 ' 

Теперь разрешим уравнения (1.18) и (1.19) относительно ­ ^, " , пола­
л 2 > 3 . 

гая затем z?i = з,у, т. е. произведя „дифференцирования" по г 3 , не изме­

няя ранее введенных „дифференцирований" по z3. Получим 

(1.22) 
MV1 

4i &h>2 
/ , 3 . 1 % J К А 23' д / ) 2 . Л' 2 3 . 

к2,3. А 3 ' Г А 2 ' 3 ' Л' 2. 3' А 2'! v 7 з ­ г А 2 ' 3 ' А 2 ' 3 ' 

А­23. Д / , 2 , А 2 : Г 2­ С , мУ2 /.зч 

А 2 ' 3 ' " А 2 ' 3 ' А 2 ' 3 ' А 2 " г А з ­1 • А 2 ' 3 ' "* / 3 . , . А 2 , 3 , 
(1.23) 

Заметим, что в парах (1­17") , ( 1 . 1 8 " ) ; (1­20), (1.21) и (1.22), (1.23) ре­

зультаты совпадают, но как легко проверить, это является следствием пос­

ледних „дифференцирований", до выполнения которых мы имеем разные 
по форме выражения. 

Рассмотрим вопрос об эквивалентности условий (\ .17"), (1 .20) , (1.22) 
условиям (1.10), Эти условия можно переписать соответственно в одно 
из д в у х равносильных видов каждое 

V I _ Г 7." \ 

(1.24) 

(1.2.3) 

(I .26) 

(1.27) 

ļ К 2 3 М п , ļ A - a ; , v , a . - ( ļ щ 

Условия (1.26) и (1.28) показывают, что из них следует условие (1­10 а ) . 
Аналогично можно вывести и ( l ­ lOj) и (I.IO2). Т а к и м образом, совокуп­

ность условий (1 .17") , (1.20) и (1.22) равносильна совокупности условий 
(1.10) . ' 

А 2 3 — / 3 
1 А 2 3 ' 

Мгг 

А' 2 3 Л/| 2 — А'2 ... . 1 / , , 

' . г * И - 2 7 З Г 

А 2 3  Li-\ ~ А 2 3' А 3 1 

­ л/, 2 ЧУ 

Л~23 **TS , — К, 

Ut 



§ 2. 

Перейдем теперь к доказательству представлений (1.5) — (1 .9) . А именно, 
обозначая в каждом из пяти случаев (1.5)—­(1.9) определитель, стоящий в 
левой части соответствующего равенства через Д, покажем, что из условий 
(1.10) вытекает, что 

Д ~ а Ф , (2­1) 

где Ф — функция, определенная равенством (1 .1) , а с — анаморфозирующий 
множитель, выражение которого мы найдем в к а ж д о м из этих случаев. 

Мы увидим, что между каноническим представлением (1.5) и представ­

лениями (1.6)—(1­9) имеется принципиальная разница. Интересно сразу 
ж е отметить, как это будет вытекать из дальнейшего, важное принципиальное 
свойство определителей Д, определенных левыми частями равенств (1­6)— 
(1 .9) . Оно заключается в том, что они соответствуют принципу автора игно­

рирования критериев. Это значит, что тождество (2.1) в случаях (1 .6)— 
(1.9) имеет место независимо от выполнения или невыполнения условий 
(1.10) . Равенства (1.6)—(1­9) все равно определяют номограмму из вы­

равненных точек уравнения Ф = 0. Н о только при невыполнении условий 
(1.10) номограмма будет содержать две шкалы, з а в и с я щ и е от всех трех 
параметров в,, z2, z:), что без труда усматривается из любого из определителей 
(1 .6)—(1­9) , одна строка которого в общем случае зависит от одного аргу­

мента, а по одному элементу из каждой из двух строк зависят от, вообще 
говоря, всех трех переменных zx, % z.A. 

Заметим, что представление (1.5) в отличие от (1­6)—(1­9) определяет 
номограмму из трех однопараметрических шкал — шкалы t , , шкалы z 2 , 
шкалы z3. Однако, зато зависимость (2.1) в этом случае гарантируется только 
выполнением условий (1.10). 

После этих замечаний перейдем к доказательству соотношения (2.1) . 
С этой целью разложим по элементам первого столбца каждый из опреде­

лителей Д в каждом из пяти случаев (1­5)—(1­9) . 
Получим после вычислений для определителя, стоящего в левой части 

равенства (1.5), разложение 

Мļ>2' А 2 ' 3 ' ­ ^ Г 2 ' ' ч 2'3 ' А 3 ' Г 

+ Л ( Ž* ­ — + + (2 ­2) ­ у Л 2­3­ MV2, А 2 . з , 1 / г 2 , А ­ | з ) ' 

+ f I *з­1
 Л / Г 2 _ А ' 2 3 . 7 . 3 M MV2. + д ­ 2 3 , Д / 1 2 . \ 

\ Л­­­!' Щ* l­.vv ' Щ% ) ' 

Но согласно равенствам (1 .17") , (1.20), (1.22) тождество (2.2) примет 
вид 

А _
 A

i А­оз + F2 А 3 1 ­ F3 Л/ 1 2 

* 2' 3' 

т. е. вид (2.1) , где анаморфизирующий множитель 

(2.3) 

- а:,;,- (2.4) 

Из (2.2) видно, что без равенств (1 .17") , (1 .20) , (1­22) , являющихся 
эквивалентными условиям (1.10), тождество (2­3) не имело бы места обяза­

тельно. Н о эти три условия в совокупности достаточны для существования 
представления (1­5). 



Если образовать возможные подстановки из цифр 1, 2 и 3 с одновремен­

ной соответственной перестановкой букв К, L, М 1например ļ ^ ļ ^ f / ŗ j j ' 

то из представления (1 .5) получим еще пять представлений, т. е. всего шесть, 
но они попарно совпадают. Поэтому вместо (2.4) можно брать а = —­^— 

L3.v 

или ж е а = ­,­„­
Л / Г 2 . 

§ з. 
Перейдем теперь к доказательству соотношения (2.1) для каждого из 

определителей (1.6), (1.7) , (1.8) , (1 .9) . 
Разложим по элементам первого столбца определитель Д, равный левой 

части равенства (1­6), (1­7), (1.8), (1­9) соответственно. 
После некоторых выкладок найдем, не опираясь на условия анамор­

фозы : 
д ,л 1 ļL3'\KZ3 А 2 3 L

3'i
 М

12' л

 К

%3'
 Л / 1 2 ' \ (Р ХГ I 

А (1 -6)=iķ; \и й мп + ^ T c r i { F * K ™ + 

+ F2L31+F3M12), (3.1) 
Л ,t 7 \ 1 IK

i'3
 L

3'l
 A 2 S L

3'i
 M

i2' , A 2 3 ' AI

i2'\ ,v v , 
( 1 , 7 ) = \ — ū x fc Щ + T S T * + 

+ F2L31+F3M12), (3.2) 

Л (\ Q\ 1 lM

i'2 L

3'i , A 2 3 ' L

3i'
 L

3l
 K

23'
 i V / l ' . 2 \ l v v . 

д ( l ­8 ) = \~~мТ2 Щ мик» } ^ к ^ + 
+ F2L31 + F3M12), (3.3) 

Л / i Q\ 1 / Х 3 1 '
Л /

1 2 ' ,
 Л /

1 ' 2 А 2 ' 3 М

А2
 L

3V
 К

1'3 \ , т? rŗ , 
Д & - 9> = м ^ Г \ — I T " + л г в £ « ) ( ^ * г з + 

+ F2L31 + F3Mn). (3.4) 

Таким образом соотношение (2 .1) доказано без использования (1­10). 
Представления (1­7), (1.8) , (1.9) переходят одно в другое при применении 
круговой подстановки к подстановке (1 2 3). Таким путем можно найти 
родственные (1.6) еще 2 представления, т. е. для (1.1) мы нашли девять 
представлений. Легко видеть, что представления (3.1)—(3.4) с учетом (1.10) 
различны лишь по форме. Например, множитель в (3.4) при помощи (1.19) 
и (1.26) приводится к единице; аналогично будет в остальных представ­

лениях. Оставим эту выкладку читателю. 

§ 4. 
Замечательно, что найденные в § 3 множители о превращают функцию 

Ф в определитель третьего порядка в самом общем случае. Однако, этот 
определитель типа Массо будет определителем Массо, каждая строка кото­

рого зависит лишь от одной из трех абстрактных переменных, только при 
условии выполнения равенств (1.10) . 

В связи с последним заметим, что в форме (1.1) или (1.2) можно пред­

ставить любое уравнение 
F(Zl; z 2 ; г 3) = 0. . (4.1) 



Действительно, выбирая неравные тождественно нулю функции Fv F2, 
Fs, К23, Lsv М такие, что уравнение 

F1K23+F2L31+F,M = 0 (4 .2) 

есть следствие (4.1), найдем из (4.2) 

М = - + . (4 .3) 

З а м е н я я в правой части этого равенства z3 через я в н у ю функцию от 
Zļ и щ, определяемую уравнением (4.1), мы найдем 

М = М12. (4 .4) 

Затем, согласно § 3, можно построить всего девять определителей Массо. 
Номограмма будет идеальной, если строки взятого н а м и определителя 

не будут содержать повторений переменных. А это будет при выполнении 
условий (1­10). 

Уравнения (1.10) превращаются тогда в функционатьные уравнения 
несколько суженной проблемы общей анаморфозы, в основу которой можно 
положить и более естественные уравнения (1 .2) . Н о это не входит в цели 
нашей элементарной работы. 

Из предыдущего вытекает простое построение определителя Массо для 
(1.1). Д л я этого зададим тождественно равный нулю определитель 

Л / 1 2  L 3 i ' ~ L 3 i  M i ' 2 л/т г 

— Л» 12' ^ 3 ' 1 

к2гмп,~м,2к2.ъ „ 

т ту
 7 j 3 1 ^ 2 3 ' ~ А 2 3 ^3 '1 

­ ^ 3 1 ' Л 2 ' 3 — 

•0. (4.5) 

ftfi 
Адъюнкты элементов любого столбца пропорциональны, как легко про­

верить, К23, LS1 и М12. Следовательно, замена элементов любого столбца 
сверху вниз на Fx, F2 и F3 приводит к (2.1), что видно из равенств 
(1.5)—(1.9). П р и этом, выполнение условий (1.10) гарантирует , что имеем 
шкальную номограмму. 

Мы указали, что разбираем в этой работе случай непосредственной 
анаморфозы функции Залта и что наше уточнение результата Залта заклю­

чается в том, что общая анаморфоза функции Залта заключается в опреде­

лении функций Я, (л и v в преобразованиях (1­2), при которых для новых 
функций К L ļ v М*2 выполняются условия (1 .10) , которые можно~запи­

сать в виде системы уравнений относительно неизвестных функций 1, р., v, 
в х о д я щ и х в формулы (1.2). 

Однако, решение этих уравнений относительно X, \х, v ' в р я д ли является 
методологически удачным подходом к проблеме общей анаморфозы функции 
Залта, т. к. уравнения эти сложны, между тем как имеется общее эффектив­

ное решение автора проблемы анаморфозы любых невырожденных функций 
(4 .1) , изложенное в разных формах в многочисленных работах автора [2, 3, 
7, 8, 9]. 

Используя критерий автора общей проблемы анаморфозы ф у н к ц и й , 
изложенный в работах [3, 10], и полагая 

Ф123 s РгК23 + F2L31 4 ­ F3М13, 
читатель без т р у д а получит общее решение проблемы анаморфозы функции 
Залта с точностью до анаморфозирующего множителя, зависящего от д в у х 
переменных zx и z2 (либо г 3 и z3, либо Zj и z3). :

 1 

2 0 I 1959 г . Москва, Всесоюзный заочный политехнический институт 
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Л А Т В И Й С К И Й Г О С У Д А Р С Т В Е Н Н Ы Й У Н И В Е Р С И Т Е Т И М Е Н И П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XXVIII, ВЫПУСК 4, 1959 ГОДА 

ОБ ОДНОМ СЛУЧАЕ ПРИМЕНЕНИЯ МАТРИЦ В 
НЕБЕСНОЙ М Е Х А Н И К Е 

К. ШТЕЙН С и С. СТУРЕ 

Впервые матрицы „краковианы" в астрономию были введены Банахеви­

чем. В настоящее время в астрономии как матрицы, так и некоторая их 
модификация „ к р а к о в и а н ы " получили всеобщее признание [1]. В настоящей 
заметке рассматривается вывод уравнений для перехода от углов Эйлера, 
относительно оси симметрии Земли, к углам Эйлера'относительно мгновенной 
оси вращения . Вывод соответствующих уравнений дал Оппольцер [2] в 
сложном виде. При помощи этих уравнений Оппольцеру удалось показать, 
что упрощения допускаемые при переходе от уравнений Эйлера к уравнениям 
Пуассона вносят незначительные ошибки. Ввиду^_сложности вывода этих 
уравнений, в дальнейшем в литературе анализ уравнений Оппольцера не 
был повторен. В последнее время в связи с работами по Международному 
Геофизическому Году (1957—1958) теория прецессии неоднократно дискути­

ровалась, однако уравнения Оппольцера были выпущены из вида. Поэтому 
мы считаем н е л и ш н и м обратить внимание на уравнения Оппольцера и дать 
краткий их вывод в матричном виде. 

—> 

Пусть р, q, г суть проекции угловой скорости" со на оси системы координат, 
которая связана неподвижно с Землей и ось z которой направлена по оси 
симметрии Земли. О — угол нутации, ф — угол прецессии, <р — угол соб­

ственного вращения в смысле Оппольцера. Если мы переходим на мгновен­

ную ось вращения , то соответствующие углы обозначаем через ® у и <ĻV Связь 
между этими величинами получим, если рассмотрим тождество 

—> —> 

со = со, (1) 
—» 

при чем в левой части со выражается через со, 0 Х и ф ъ а в правой через про­

екции угловой скорости на подвижные оси, т. е. 

г ( ­ «М Р = г ( ­ ф ) р (О) г (—<р) 

где г(—$0 и р (0j.) суть матрицьГ вращения [1] 
cos iļiļ"— sin <Ļļ О 
sin ķj] ' cos ф) 0 

0 9 1 
. Pl©i) = 

1 0 0 
0 cos 0 X sin Oļ 
0 —sin 0 ļ cos 0 j 

(2) 

Дифференцируя это тождество получаем 

P ( © i ) 
0 i 

со 
d9 
f + Г(­ф1)Р(©1) 

d № 
~dī 



так как 

= г ( _ ф ) р ( 0 ) Г ( - ф ) 

dp 
dt 

dl 
dr 

, dt 

(4) 

d <o d (о , ,.. d * 
(5) 

u'9ļ d to 
dt и - ļ - следует эту сис­Чтобы решить уравнения (4) относительно 

тему умножить на i—
1 (—ф^ и р

— 1 ( 0 j ) . Д л я матриц вращения т~1 (<\ij)~ 
= г' (ф), где „ ' " обозначает транспонированную матрицу. Так как 

-
1 ш 

1**1 

1~1 

то получаем 

(в,) 
g Р (Si) 
de. 

0 —1 0 
1 0 0 
0 0 0 

0 0 0 
0 0 1 
0 —1 0 

(В) 

(7) 

— со sin 0 ± 
dt 

со 
de. 

(8) p ­ t ( 0 ļ ) r - i г р { 0 ) г ( _ ф ) 

• dto 
•• - 17Г 

Оппольцер рассматривает случай, когда в правых частях уравнений пред 

полагается ' ф г = ф, 01 = 0 и ~ŗ = 0. В этом случае г -
1 (—ф :) г (—ф)= 

ш 
dt 

i i . 
dt 
dr 
dl 

E, p -
1 ( 0 ļ ) p ( 0 ) = E следовательно, 

r\ d Ф i 
— со sin 0 , ~ 

tfl 

61 rf' 
d 0 ) 

= .r ( — 9 ) 

dp 

di ( 9 ) 

Соотношение (9) дает основные уравнения Оппольцера. Аналогичную 
задачу следует решить при состаатении дифференциальных уравнений опре­

деляющих оскулирующие элементы при помощи основной операции [3]. 

. . . 
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MATRICU P I E L I E T O Š A N A S P I E M Ē R S D E B E S S M E H Ā N I K Ā 

К. Steins un S. Stūre 

(Kopsavilkums) 

Tiek dots īss pierādījums Opolcera sakarībai zemes rotācijas teorijā un t iek 
vērsta uzmanība uz to, ka Sta rp tau t i skā Ģeofizisko gada pētī jumos Opolcera 
izdar ī tā analīze, kas ba ls tās uz šo sakar ību net iek ņ e m t a vērā. 
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УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ XXVIII, ВЫПУСК 4, 1959 ГОДА 

К ВОПРОСУ О РАСШИРЕНИИ АССОЦИАЦИИ 

К. ШТЕЙНС а М. АБЕЛЕ 

В нашей предыдущей статье [1] мы дали формулу для определения кон­

центрации звезд в ассоциациях в случае радиальноизотропного расширения 
н показали как возможно по концентрации звезд определиь возраст ассоциа­

ций. Известно, что имеются ассоциации, которые имеют форму отличную 
от круга . В настоящей заметке мы обобщаем наш метод на эллиптические по 
виду ассоциации. Вполне возможно, что наши предположения носят фор­

мальный характер. Мы старались применить построенную теорию к ассоциа­

ции Ориона, однако не получили положительных результатов. П о нашему 
мнению это объясняется тем, что в ассоциации Ориона звезды продолжают 
рождаться также в настоящее время, притом в очень большом объеме про­

странства. 
Предположим, что проекции скоростей на две взаимно перпендикуляр­

ные оси проходящие через центр ассоциации распределяются по закону 
Гаусса, т. е. 

А fop) ­ ехр ( ­ ­ J | ­ j , Д, Ы ~ охр ( ­ - j ķ j • (1) 

В статье [1] мы рассмотрели случай, если дисперсии 2 * = . 
Если возраст ассоциации обозначить через Т, то в настоящее время 

звезда имеет координаты 

х = ļ i , 7', у = ļiy Т. (2) 

Пусть средняя квадратичная ошибка измерения собственных движений 
есть а, т. е. соответствующие функции распределений имеют следующий вид 

Н (4 м4 -
 е х

Р ( j ^ - ļ - 9ш (Ā^«) ~
 е х

Р ( ' (3) 

Согласно разработанному нами методу, звезды ассоциаций должны 
> —•> 

быть перемещены в обратном напраатении со скоростью pt­4­A(*t следо­

вательно 

г = R ­i ­(jT­r А ļT) t = р (Т + t) Ч­ Д f»fc (4) 

Вероятность того, что звезда в момент времени t имеет координату в про­

межутке х, х ­f­ dx, есть 

­ £ , е х р ( 5 — \, (5) 

10 — 454 



где Сх —• некоторая постоянная. Д л я у имеем аналогичное выражение. 
Чтобы определить плотность звезд, учтем следующие соотношения 

-f-oo -j-oe 

C-L С2 j j ехр ( - ехр ( - dx dy -

—oo СО 
-f-oo -f-oo 

= [ j P ķ у. 0 <fy = я, (6) 

где в общее число звезд и а = Уц (Г + tf + tr2 č2, 6 = 1/22 (T+tf+a* /2. 
Л е г к о получить, что 

? ( ­ ^ ' 0 = ^ e x p ( ­ ­ Ž ­ ­ ­ w ) ­ <
7

> 

Из формулы (7) следует, что кривые одинаковых плотностей р = с явля­

ются эллипсами. Направление главных осей и соотношение между ними 
возможно следовательно определить из наблюдений и таким образом опреде­

лить направление осей х и у. Если в предыдущих формулах сделаем под­

становку х = ах', у = Ьу', то наша задача станет тождественной с задачей 
рассмотренной в [1]. Поэтому, если определить концентрацию согласно 
формуле 

­j­o* ­1­оо 

К (0 = j / dxdy, (8) 

—со —со У ab у r~ŗ ' 
б

2 

Т О 

К (0 = ļ . ( 9 ) 

Формула (9) при 2 Ж = 2 У совпадает с формулой (8) в нашей работе Щ. 
Формуле (9) можно дать другой вид, если ввести в формулу (8) другие 
множители. 
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PAR ASOCIĀCIJU I Z P L E Š A N O S 

К. Steins un M. Ābele 

(Kopsavilkums) 

Tiek vispār inā ta autoru i zs t rādā tā metode [1] asociāciju izplešanās pētī­

šanai uz eliptiskas formas asociācijām. Parād ī t s , ka izmešanas ā t r u m u sadalīju­

ma (1) gadījumā veidosies eliptiski homogenas asociācijas, k u r u koncentrā­

cijas a tkar ību no la ika dod formula (9). 
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