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Работы по теории функций и краевым задачам. Рига 1968 

ОБЗОР В Ы П О Л Н Е Н Н Ы Х В РИГЕ ИССЛЕДОВАНИЙ 
ПО АСИМПТОТИЧЕСКОМУ ПРЕДСТАВЛЕНИЮ ФУНКЦИЙ 

Исследования по асимптотическим разложениям в Риге начали 
проводиться с середины 50-х годов. С 1904 года при кафедре общей 
математики Латвийского государственного университета им. 
П. Стучки работает семинар по асимптотическим разложениям. 
Поскольку тематика исследований разнообразна и материалы 
опубликованы в различных журналах , то целесообразно дать 
обзор основных результатов, затрагивая также некоторые работы 
других авторов, связанные с рассматриваемыми направлениями. 
Однако работа не претендует на полноту обзора исследований 
по темам, затронутым в этой статье. 

1. О П Р Е Д Е Л Е Н И Я А С И М П Т О Т И Ч Е С К И Х Р А З Л О Ж Е Н И Й 

В литературе по асимптотическим разложениям не приведены 
полные сведения о развитии определения асимптотических разло­
жений. Поэтому дадим краткий исторический обзор. 

1) Общеизвестное определение асимптотического степенного ряда 

данное в 1886 году одновременно Стильтесом [65] и Пуанкаре 
[38], уже в то время не было применимо ко всем известным асимпто­
тическим разложениям, например к асимптотическому разложению 
для функций Бесселя. В 1922 году в работе Карлемана [231 дается 
существенное обобщение упомянутого определения, в котором 
допускается, что в ряде (1.1) а?, являются периодическими функ-
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(1.1) 



циями от х с одним и тем ж е периодом. Р а з л о ж е н и е (1.1) понимается 
в следующем смысле: для каждого целого п ^ О 
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[*"(*)-2 ^ Ь п - 0 при х^о 
к=0 

В том же году в работе Меллина [33] приводится разложение 
оо г 

2 ~~ай Р к ^ ' г д е а к ~~~ к о м п л е к с н ы е числа; Ко ак->оо и 
Р1:(у)—полином степени к относительно у. 

Свое определение Карлемаи в 1926 году обобщает в работе 
[24]. Он вводит общую асимптотическую последовательность функ­
ций (шкалу) (ф у, (х)}у обладающих следующими свойствами: 
1) Фп Ы) в некоторой окрестности точки х^оо) 2) ф п _ к ( # ) : 
: ср и ( ^ ; ) ->0 при х-^оо для всех целых /г ^ 0 . Тогда р я д 

ОО 

Ь = 0 

называется асимптотическим разложением для функции Р (х) при 
х->оо, если для всех целых п ^ 0 справедливо соотношение 

п 

^ И - 2 : Щ 0 П Р И * * * * * 

Несмотря на общность шкалы, определение не допускает раз­
ложений, в которых члены ряда в каждой окрестности точки х = оо 
имеют пули, например разложение 

7 " У - ~ & I — ^ й ~ - (1.3) 
Л=0 П 

при х -> оо, которое получается кратным интегрированием по 
частям и применением формулы (Л7 г .) '-----— ^ V ^ V _ ^ . 

В 1953 году Деч несколько обобщает определение Карлемана, 
допуская для данной функции разложение в конечную сумму 
рядов типа (1 .2), причем каждый р я д может иметь колеблющийся 
множитель [12]. Однако и это расширение не помогает при опреде­
лении смысла разложения (1-3). 



2) В 1934 году Шмидт [62] рассматривает разложение 

2 **ЫшЫ П Р И Х~^ЧУ С 1 - 4 ) 
к = 0 

где от функций ак(х) следует требовать определенных свойств. Эти 
требования указаны в работе [631. Коэффициенты ак(х)у согласно 
Шмидту, принадлежат следующему классу А : 

а. класс А содержит поле чисел А"; 
б. если к\ б Ку 1x2 ё Щ, аг(х) € .4, Я2(;г) € 4> то 

(:г) + Л%>а2 ^ Л ; 
в. если а Щ 6 Л7 то а (.г) = О (1) при ж -> # 0 ; 
г. единственная функция класса А, обладающая свойством 

а(х) о(1) при .т->ж 0 , ж € Х , тождественна нулю. 
Разложение (1 Л) называется асимптотическим разложением 

для функции ^ (я) при х->х0> х с X, если для каждого целого 
/г > 0 верно соотношение 

П < 0 - 2 йц(ЩтЩ= о(((„(х)). (1.5) 

Сначала на это определение не было обращено достаточного вни­
мания. Однако разложение (1.3) не подходит также и к этому опре-

делению, так как в нем Щь (х) = х •—: , 

1 * 

при х->оо и х* ( / у + л - + 2 + 6 -1 согласно свойству «б». 
Хотя не удовлетворено требование «г», однако оно существенно 
для практической применимости разложения. В противном слу­
чае коэффициенты ак{х) могут стремиться к нулю при х-+х0 с 
различной скоростью, и члены ряда (1.4) либо могут стать при 
х~^х0 возрастающими, либо все одновременно при всех п ^ п0 

подчиниться оценке о (фпЛ*))» где щ сколь угодно большое. 
Например, можно было написагь разложение 



к=1 

Ясно, что приведенные разложения не дают никакой полезной 
информации о поведении разлагаемой функции в окрестности точки 
х0, и поэтому они с практической точки зрения бессмысленны. 

Такой отказ от требования «г» имеется в определении, данном 
недавно Эрдейи [15]. Р я д 

СО 

к=\ 

согласно Эрдейи, называется асимптотическим разложением для 
функции Р (х) относительно шкалы {<рА.(.г)}, если для каждого це­
лого п > 0 имеет место соотношение 

п 

к = 0 

Формальное отличие ряда (1.7) от разложения (1 -4) исчезает, 
если положим 

Фл V*; 

Подобное определение встречается т а к ж е в работе Ван дер 
Корпута [9, стр. 385] и обобщается Эрдейи и Вайменом [161 в случае 
нескольких переменных. 

Учитывая указанный недостаток, разложение (1.7) целесооб­
разно называть слабоасимптотическим разложением. В работе 
[53] показано, что для любой функции и почти для каждого фор­
мального разложения можно найти т а к у ю шкалу, относительно 
которой р я д (1.7) является слабоасимптотическим разложением 
данной функции. Поэтому, пользуясь слабоасимптотическими раз­
ложениями, трудно о каком-то формальном разложении утверж-

где 

или ж е 

где 



дать, что оно не является асимптотическим разложением для дан­
ной функции. Тем самым теряется смысл понятия «асимптотическое». 

Недостаток слабоасимптотического разложения виден также в 
работе [16], где некоторые разложения по существу похожи на раз­
ложение (1-6). Об этом подробнее сказано в работе Т. Т. Цирулиса 
[7], где показаны еще и другие примеры разложений, обладающих 
указанными недостатками. 

3) В середине Г)0-х годов В. Ж- Риекстыней было дано опреде­
ление 1391, более общее, чем определение Шмидта. Д л я удобства 

целесообразно ввести символ О (ф (х)), означающий следующее: 

Ж '~(ф ш 
если 

а) / (х) - О (ф (х)) при х -> х0, х ^ X, где X — множество 
комплексных чисел, х0 — его предельная точка; 

б) Существует постоянная т > 0 такая , что па каждом луче или 
отрезке, исходящем из х0, для каждого 8 > 0 можно найти такую 
точку х6 ^ X, | хь — х01 < $, для которой справедливо неравен­
ство 

\1Ы ! > т ф Ы . (1 .9) 
Тогда ряд 

2'•*/,(•<•» (1-Ю) 
называется асимптотическим разложением для функции Р (г) при 
х->х0> если }к(х):ф0 в X и для каждого целого п > 0 можно 
найги такую шкалу (фА. (*)}, что 

п 

/, (х) = О (Ф/, Щ • Р («) - 2 с„1к (х) = о ( Ф , (х)). (1.11) 

Так как и здесь ск]к (х) = ак (х)цк (х), то ак (х) удовлетворяет 
требованиям «в» и «г» определения Шмидта, по отличие в обоих 
определениях состоит в том, что не требуются свойства «а» и «б» 
функций ак (х). Эти свойства гарантируют единственность разло­
жения относительно данной шкалы. Однако единственность разло­
жения не так существенна в практических расчетах. 

Эквивалентное определение в случае вещественного яз было 
дано в книге М. Л. Евграфова [18], где вместо (1.9) дано соотно­
шение 

№ 1пп 
ж-»х«, а; (- X Ф ( * ) 

с; 0 < с < о о . (1.12) 



Последнее перенесено на комплексную плоскость при х0 = оо 
и немного изменено М. А. Лаврентьевым и Б. В. Шабатом [31]. 
Оно требует, чтобы 

= с > 0 , (1 .13) 

причем здесь не требуется, чтобы последнее из соотношений 
(1-13) имело место па каждом луче. Это допускает случай, когда 
все точки х'ъ в неравенстве (1-9) помещены на одном луче, а на 

других лучах возможно — - т — >0 при х^оо. Это эквива-
ЧЧ: Ы 

леитио тому, что может быть ак (х)->0 при х ~> х0 в некоторой 
подобласти области X. Такой дефект допускается также в опреде­
лении Шмидта, поэтому и в этом отношении оно отличается от 
определения В. Ж- Риекстыпи. Н а п р и м е р , коэффициенты ак (х) = 

=*? к\ е 2 к при а ; ->оо в секторе ^ аг# х < я удовлетворяют 

условию «г» определения Шмидта и не удовлетворяют в сек­

торе — + 8 ^ аг^' х ^ я , 8 > 0. 

4) Учитывая то, что в последнее время встречаются разложе­
ния, содержащие несколько переменных, а т акже параметры, в 
работе [53] дано общее определение асимптотического разложения . 
В нем рассматривается функция Р {ху Т) на множестве О. п + но­
мерного нормированного комплексного пространства, где х — т о ч к а 
п-мерного множества X, имеющего х0 в качестве граничной точки; 
г — т о ч к а т - м е р н о г о множества, характеризующая параметры. 
Стремление х^х0 понимается по норме, т. е. || х — ^ 0 | 1 ^ ^ > 
в случае, когда || я Ц ->оо, считается, что х0 = оо. При фиксиро­
ванном х величина г может измениться в множестве Пересече­
ние этих множеств при х ^ Хп обозначим через Ъ (Хп). 

Класс А0 функций а (х, г)у (ху 2) ^ определяется следующим 
образом: 

а) функции а (х, х) ограничены па О ; 
б) при к а ж д о м фиксированном г^2(Х) для каждого (1^А0) 

кроме а = 0, имеем 

а (я, %}ф о (1) при ф-> %; х^Х. (1 .14) 

Рассмотрим случай, когда X — несчетное множество. Обозна­
чим класс коэффициентов через А 1 У если условие б) заменяется 
на следующее: 

И ш Ц ^ ^ О и П 111 
я—><х> 



б') при каждом фиксированном ъ(^Ъ (X*) для каждого а^А1 г 

афО, имеем 
а(х, г)фо(\) при х-~* х(^Х*у ( 1 .14 ' ) 

где X * — л ю б о е несчетное подмножество множества X, имеющее 
х0 в качестве предельной точки. 

Асимптотическая последовательность Ф функций ц>к(х)у х^Х 
называется асимптотической шкалой, если функции фЛ. (х) при всех 
целых к ^ 0 обладают следующими свойствами: 

а) функции фд. (х) в области X не обращаются в нуль, но могут 
стремиться к нулю при х-> х0; 

б ) ФЛ;-Ы ( Х ) : ^ 0 (фл ( х ) ) ПРИ X - > Х{), к > 0. 
Тогда р я д 

где ак (х, - ) ^ Л 0 , ф / с ( .х)([Ф, или ж е в случае надобности видо­
измененный ряд , полученный из (1 .15) группированием членов, 
называется обобщенным асимптотическим разложением для функ­
ции ^ (х, 2) при х->х0 относительно шкалы {ф ;, (х)}, если для к а ж ­
дого п ^ 0 можно найти такую область X,, ( | X , имеющую х0 в ка­
честве граничной точки, и такую последовательность тПУ тГ1 + г ^ т]1У 

тп-+оо, что в области Хп равномерно относительно ъ ^ 2 (Х п ) 
справедливо соотношение 

или ж е соответствующее видоизменение после группировки. 
Если Р (ху г) является конечной суммой функций, то для каждой 
из них можно дать разложение вида (1 .11) со своей шкалой. Если 
коэффициенты ак(хУТ) принадлежат классу Ао , то разложение 
(1.11) называется силъноасимптотическим разложением для функ­
ции Р (ху 2). 

Силыюасимптотическое разложение является непосредствен­
ным расширением определения В. Ж- Риекстыни. В работах риж­
ских математиков почти без исключения встречаются только силь­
ноасимптотические разложения . 

5) Во многих работах Ван дер Корпута рассматриваются 
асимптотические разложения со шкалой {лг 9 *} в видоизмененной 
форме. Согласно [91, р я д (1,7) асимптотически сходится к функ­
ции Р (х)у если существует такое п0 ^ 0, что при всех п ^ п0 можно 

(1.15) 

Г (.г, г) — 2 ак (л; 2) Щ = О Щщ (.г)), (1 Щ 



найти такое вещественное число дп) цп - > о о , что 
отношение п 

оо, что справедливо со-

=-0(х-*п) при ОО. (1.17) 

При таком определении все функции порядка О (е~~ах), а > О 
считаются асимптотически равными нулю, поэтому определение 
(1 .17) не охватывает часть практически встречающихся рядов. 
В той же работе 191 дается более подробное сравнение определения 
(1 .17) с определением Шмидта, если в нем возможно следующее из­
менение шкалы: фА. (х) : ф 0 (я) = О (| ф х : ф 0 \яь) О (%Гдь). 

В определении Ван дер Корпута не требуется, чтобы дп + г 
Это придает р я д у (1.7) коммутативное свойство, что в работе [ 9 ] 
считается достоинством. Однако частичная сумма после переста­
новки членов может не дать практически достаточно хорошую 
информацию о разложимой функции, так как коэффициенты не­
которых передвинутых назад дальнейших членов могут быть уже 
слишком велики. Кроме этого недостатка, в той ж е работе пока­
зано, что в некоторых с л у ч а я х р я д (1-7) может сходиться, но не-
иметь ту ж е асимптотическую сумму. 

Щ Иногда в численных расчетах встречаются расходящиеся 
ряды, не являющиеся асимптотическими. Такие ряды приведены 
в работе [511 и они названы аппроксимирующими. Р я д (1-7) назы­
вается аппроксимирующим для функции Р (х) в области ^2, если 
при некотором малом фиксированном е > 0 для каждого х^О, 
можно найти такое п = п (х), что имеет место неравенство 

Сходящиеся и сильноасимптотические ряды в некоторой окрест­
ности точки х0 являются аппроксимирующими. 

В обзоре материал распределен в зависимости от вида, каким 
задана исследуемая функция . Ради удобства в дальнейшем будем 
считать, что х означает действительное переменное, 2 — комплекс­
ное переменное. 

2. А С И М П Т О Т И Ч Е С К О Е П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Е И Н Т Е Г Р А Л О В 

В Риге исследовались асимптотические разложения различных 
типов интегралов, характеризующих соответствующие интеграль­
ные преобразования. При этом обобщались у ж е известные методы 
и даны также новые. 

п 

(1.18) 

2 . 1 . Интегралы, зависящие от параметра 



1) Б работах [39, 40] В. Ж- Риекстыней рассмотрены разложе­
ния функции 

ь 

при х-^оо, где Ь — некоторый бесконечный контур в комплексной 
плоскости I. Используется разложение функции / (I) в окрестности 
1) существенно особой точки, 2) логарифмической точки ветвления 
или 3) алгебраических точек ветвления. 

В первом случае разложение для Р (х) получается по обобщен-

2 (—1) 7 П ХМ 

то! Г (\1т+Х^1)' в 0 В Т ° Р 0 М 

ф Г х~г~{ 1 
случае — по функциям | р — ^ ) \ П ^ И Ф и к с и Р о в а н п ы х - По^ 

лученные разложения являются более общими, чем разложения , 
имеющиеся в работах [12, 21]. 

В третьем случае применяемый прием отличается от обще­
известного тем, что / (I) разлагается одновременно в один и тот же 
р я д в окрестностях двух точек ветвления, что дает разложение 
функции Р (х) по функциям Бесселя. Эта идея является повой, и 
ее можно было бы использовать также в некоторых других случаях . 
Обычный метод разложения в случае алгебраической точки ветвле­
ния применяется в работе [47] для асимптотического разложения 

функций Ломмеля их, (7, у) = ^ ( | / — ) ^ у -:- ( - У Щ ) • г д е 

к = 0 У 
/ = а х , у $Х, Х >оо, V = 0, 1. 

2) В работе [41] В. Ж, Риекстыня рассматривает разложение 
интеграла Лапласа 

00 . 

Р(г) т ^ е-** 1(1) а1! (2 .2) 
о 

( л ->оо, ! йЩ$ | ^ 8 > 0 ) , причем используются разложения 

функции / (/) в окрестности / = 0 не по степеням /, а по некоторым 

другим функциям: 12 ^ \ + - ^ - | | кили ж е 1хь ( Ы ) п а , ч т о является 

продолжением предыдущей идеи. 
Эта ж е идея применена в работе [55] для асимптотического иред-

у 

ставлепия интеграла \ Т (х!) / Щ (И, где Т (х1) — осциллирующая 



функция. В работе обобщается идея Сеге, примененная к интег­
ралу Дирихле—Мэлера [67]. Интересно отметить, что во многих 
случаях полученный р я д не является сильноасимптотическим, 
хотя может быть сходящимся . 

3) Асимптотическое разложение интеграла Лапласа изучено 
во многих работах. В работе [50] рассматривается асимптотическое 
представление более общего интеграла 

Р (:/) - ] Ф Щ (/)) ср Щ с11 при х ->оо. (2.3) 
о 

00 

Различаются случаи, когда ^ 1аФ(1)с11 сходится при всех а > О, 
о 

и случаи, когда этот интеграл расходится , начиная с некоторого 
а . В первом случае без больших изменений можно применить об­
щеизвестный метод Л а п л а с а , а во втором случае, обобщая идею 
А. М. Тихонова [08], имеем обоснование формального метода Вил­
лиса [70], в котором для определения коэффициентов разложения 
к функции Ф (/) применяется преобразование Лапласа . Согласно 
идее работы [50], функция ф (/) аппроксимируется при помощи 

п 
функции & ^ аКСГ~^к\ где и.̂  — произвольно выбранные 

положительные числа, а коэффициенты ак подбираются так, чтобы 
фш) щ = ^Т) Т ^ ^ П д \ о ж н о было в этой работе вместо 
Ф (/) брать т а к ж е более общую ф у н к ц и ю ф (х, I) и считать 
коэффициенты ак функциями от х. 

После работы [50] некоторые результаты относительно интег­
рала (2.3) были получены в работах Хсу [19, 20]. Обобщение ре­
зультатов работы [50] с использованием теории нейтрис для более 
общего интеграла 

СО 

Р(х)^ | К(х, 1)11 (у, 1)с» (2 .4) 
о 

дано Бергом [3]; результаты Берга несколько расширены в 
работе [53]. 

Результаты работ !50, 53] все же не полностью перекрываются, 
так как по второму методу требуется аналитичность изображения 
по I функции К (х, I) в окрестности точки р = 0, где р — параметр 
преобразования, а по первому методу требуется лишь существо­
вание асимптотического разложения изображения функции Ф Щ 



в этой окрестности. В работе [50] приведен пример для такого слу­
ч а я : рассмотрено асимптотическое разложение интеграла 

СО 

§ 7 у ( х / р ) ^ - 1

Ф ( А ^ ; Р ^ 1 , - ^ < [ х < 4 ф ( 2 . 5 ) 
о 

Изображение функции Л / №~[ в окрестности точки /; = 0 имеет 
расходящееся асимптотическое разложение, если р > 1, поэтому 
разложение для интеграла (2.5) нельзя получить методом Виллиса. 

4) Подобное расширение, которое получаем при рассматривании 
интеграла (2.3) вместо интеграла (2 .2) , можно получить и в том 
случае, если вместо интеграла 

асимптотическое представление которого получается методом пере­
вала, рассматривать интеграл 

а 

Р(г)= У Ф (гк (/)) ф (I) (П. (2 .8) 
С 

Асимптотическое представление этого интеграла при % -> оо, 
2 ^ 2 , где 2 задано неравенствами | г | > # 0 , | аг# % \ < 8, в некото­
рых частных случаях рассмотрено в работах Т. Т. Цирулиса [6, 7]. 
При этом подынтегральные функции предполагаются аналитически­
ми в некоторой области плоскости /, содержащей точки с и г/, а 
функция Ф (2) обладает оценкой Ф (г) = е$гП ф (я) [1 + о (1)], 
2 ^ 2 , и ф (2) подчиняется некоторым дополнительным условиям. 

Сначала рассматривается случай вещественных с и й и показы­
вается, что главный в к л а д в значение интеграла дает интеграл по 
отрезку \Ь — е* Ь], если к (Ь) > к (а), или же по отрезку [а, а + е], 
если к (а) > к ((А. В случае комплексных с и Л путь интегрирования 
деформируется так, чтобы он шел по векторным линиям для #гас1 
| к (4 | и приводится к прежнему случаю. Таким путем удается 
весьма просто получить асимптотическое представление для функ­
ции 7)Р,п+л (*), 

В работе [7] более подробно анализируются возможности при­
менения градиентных линий в качестве пути интегрирования и 
метод обобщается на случай, когда положение критических точек 
зависит от параметра. Приводится также подробный анализ дру­
гих методов выбора пути, в том числе и метода линий Лапласа , 
предложенного Вайменом [73]. На примерах показано, что эти 
методы иногда могут дать только слабоасимптотические разложе­
ния. 



В работе Т. Т. Цирулиса [8] рассмотрены случаи, когда подын­
тегральная функция ф (I) в (2 .6) в точке перевала имеет особен­
ность — алгебраическую или же существенно особую, и даются 
соответствующие видоизменения метода перевала. 

В работе Л . И. Рубинштейна [01] применяется двойной метод 
перевала для асимптотического представления при п — оо инте­
грала 

/ е— п(1 — I 1п 0 - ^ 1 Г е п [ П — ш — 1 — 1п(й — ©)] ЕгГс ^ _ 

где Я2 «* $ Ь а:)2 + г/2; х, г/, 2 — параметры; & — замкнутый кон­
тур, охватывающий точку о) = /? . 

5) Совершенно иной метод для асимптотического разложения 
интеграла 

ь 

РЩ^ { Ф < 2 > 1)^{^1)сП (2 .7) 
А 

предлагается в работе [Г>4]. Пусть ф у н к ц и я Ф относительно / в 
области в которой л е ж и т путь интегрирования, удовлетворяет 
функциональному уравнению 

1 Ф ( 2 , /) - (X (2 .8) 

где Ь — некоторый оператор, и для него существует сопряженный 
оператор такой, что справедлива формула 

I (иЪи - и1,*и) йХ = О (и, V) \а , (2 .9) 

где О — оператор, действующий на а и V. 
Если уравнение 

Ь * г ; - ф ( 2 , /) (2 .10) 

в области имеет такое решение г? (г, I), которое при 2 - > о о имеет 
асимптотическое разложение , с которым можно почленно выпол­
нить действия, содержащиеся в С, то формула 

ь 

IФ (2, /) ф (а,1) М « . - - О (ф , и) |* (2.11) 
а 

дает формальное асимптотическое представление для функции 
/ " ( г ) при г - > о о . Метод назван методом сопряженных операторов, 
и его можно применить в случаях , когда подынтегральные функ-



ции зависят от параметра % весьма сложным образом. Например, 
в работе [54] найдено асимптотическое представление при / г - ^ о о 
для функции 

1 

Ш Г7 П[(

п1'иПП) I I, (2пи Щ сП, 

где и — некоторый комплексный параметр; и^17. 
Указан путь для оправдания полученных разложений. 
6) Интегралы, зависящие от параметра, встречаются т а к ж е 

в работах В. Ж- Риекстыпи [42—40]. 
В работах 142—451 рассмотрено асимптотическое представле-

00 

ние некоторых классов нелых функций Р (з) = 2 (—^)п\^(п) гп

у 

11=0 

о чем подробнее будет сказано в разделе 4. Здесь отметим только, 
что в этих работах встречаются интегралы 

I 1х(!)",*—^-сПи—!— [ и ( / ) ^ с , 1 д я / г / / . (2 .12) 
1т ^ 1 х 7 ып т 2,111 ^ 1 

с с 

асимптотическое представление (или разложение) которых полу­
чается методом перевала, если вместо и. (?) подставить его асимпто­
тическое выражение и пользоваться также особыми точками функ­
ции н, (I). 

В работах [45, 46] эта теория применяется к асимптотическому 
представлению интеграла (2.0) при з - >оо , | \ < я , если 

СО 

Ф ( 0 2 У~^)пё(п) / и > г Д е # ( 2 ) является произведением рацио-
п = 0 

налыюй функции, показательной функции и отношения продуктов 
гамма-функций. Используя р я д для функции Ф (/), интеграл (2.6) 
разлагаем в степенной р я д по степеням г и применяем теорию 
целых функций. Используются т а к ж е асимптотические разложе­
ния функции Ф (/) в окрестностях концов пути интегрирования. 
В зависимости от вида функции %Щ надо различать несколько 
отдельных случаев. Этим методом \*ожно получить много новых 
асимптотических представлений и обобщить у ж е известные при 
более слабых условиях. Например, для интеграла Фурье вместо 
аналитичности в концах пути можно требовать только существо­
вание асимптотических разложений в окрестностях этих точек 
[45]. В некоторых случаях можно пытаться перенести этот метод 
на двойные интегралы. 



2 . 2 . Интегралы с переменным пределом 

1) Д л я асимптотического разложения интегралов с переменным 
пределом иногда можно применять весьма элементарные методы: 
интегрирование по частям или подставление под знак интеграла 
асимптотического р а з л о ж е н и я и последующее почленное интегри­
рование, а в случае надобности — дополнительное интегрирование 
по частям. Но если нижний предел интеграла равен нулю, то эти 
действия обычно выполнить нельзя, т а к к а к получаются расходя­
щиеся интегралы. Однако , если не учитывать этот нижний предел, 
то часто получается правильный результат. В работе [53] при по­
мощи теории нейтрис оправдан этот формальный метод и показано, 
что иногда к разложению надо еще добавить некоторую постоян­
ную. Указывается путь определения этой постоянной. В качестве 
примера получается асимптотическое представление функций Лом-
мел я иу;(1у /у), V ^ 0. Это проще указанного в п. 2 . 1 . 1 пути. 

2) Асимптотическое представление при х^>оо для одного 
интеграла типа свертки 

х х— г / х — г _ х — п / $р \ у охр [ - и и % I ) - 1 ] (е ы — с ^ ) ^ — 

о 

где (х> 0, к^>0 — заданные параметры, появляющиеся при 
исследовании происхождения комет, получено в работе [59| . В ра­
боте Л. К- Лауцениека [30] рассмотрено асимптотическое представ­
ление немнсго обобщенного интеграла . 

Этим ж е методом легко м о ж н о получить асимптотическое пред­
ставление более общего интеграла типа свертки 

X 

У Ф ( / ) ф ( . г - 1)с11, (2 .13) 
о 

-если функции Ф и ф обладают следующими свойствами: 
а. Ф ( г ) абсолютно интегрируема в каждом конечном промежутке 

10, Т] и Ф(х)^о(х-х) при х->оо и любом натуральном М\ 
б. ф ( / ) определена при / ^ ( — о о , оо) и имеет представление 

ф ( / ) ^ , 1 № Н - Г - ' г (*), 

где п ^ 1, | г (*) | ^ М при Щ (—оо, оо). 

Тогда при х ->оо 



•о 

Действительно, легко установить, что ^ Ф Щ ф (х — I) с11 су-
х 

СО 

ществует и что / Ф (/) ф (х — I) йь ~ о ^гЩ, Поэтому 
х 

X со 

§ Ф ( / ) ф ( з — 1)сП = ^Ф(1)[Л(х— 1)п + (х— 1)п~хг{х— + 
0 о 

СО 

+ о ( я ~ - А г п У" Ф (О СП 4- О С ^ 1 - 1 ) . 

3. А С И М П Т О Т И Ч Е С К О Е П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Е Р Е Ш Е Н И Й 
Р А З Л И Ч Н Ы Х Ф У Н К Ц И О Н А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 

3 . 1 . Решения дифференциальных уравнений при больших значениях 
аргумента 

Асимптотическому разложению решений обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений посвящено много работ, и получены далеко 
идущие результаты. В работе [501 видоизмененным методом по­
путно получены известные асимптотические разложения для реше­
ний дифференциального уравнения 

у " + / ф ) 0 ' + д ( * ) » = / ( * ) , (3 .1) 

где функции р (г), д (г) и / (2) я з л яются аналитическими в области 

а: | аг|? г\ < т], г] > 0, |#1 > 7^ > 0, и заданы в этой области 

своими асимптотическими разложениями при г~>оо по степеням 
2. Главная цель упомянутой работы — получить асимптотическое 
разложение для решения уравнения (3.1) в р я д вида 

2 (3.2) 

где ш Щ — некоторая аналитическая в о функция , обладающая 
свойством ш{г)->0 при з - > о о , а функции !>к(ш) в области а 
являются аналитическими и ограниченными. Показано, что фор­
мально полученный р я д (3.2) действительно является асимптоти­
ческим разложением решения. 

2 - 1 1 8 3 17 

[_ату11ае 



В р я д типа (3.2) остаточный член асимптотического разложения 
по степеням ъ разлагается для того, чтобы можно было для нега 
получить некоторую оценку. В качестве XV (т) практически взят 

и) (г) = — , и анализируется прием введения ш в данное уравнение . 

Подробнее об этом будет сказано в разделе 5. 

3 .2 . Дифференциальные уравнения с большим параметром 

1) Много работ посвящено т а к ж е асимптотическому представ­
лению решений однородных линейных дифференциальных урав­
нений при больших значениях параметра X. За последние 40 лет 
усиленно изучались случаи, когда коэффициент при большом пара­
метре в некоторой точке (точка поворота) обращается в пуль или 
же имеет полюс. В этих случаях решение в различных секторах 
окрестности такой точки может иметь различные свойства. Требу­
ется найти равномерное асимптотическое представление решения в 
этой окрестности при Х - ^ о о . 

Метод для асимптотического представления решения в этом 
случае был разработан в ряде работ Лапгера , где получено асимп­
тотическое представление решения при помощи цилиндрических 
функций, которгле можно называть эталонными функциями для 
решения. Наиболее общее уравнение было рассмотрено в работе 
[20]. В 1949 году в работе [27] Лапгер в одном частном случае дал 
асимптотическое разложение решения по отрицательным степеням 
параметра Ху содержащее в качестве множителя эталонную функ­
цию и ее производную. В том ж е году Черри [5] дает своеобразное 
асимптотическое представление для решения того же уравнения в 
иной форме, где аргумент эталонной функции — бесконечный р я д . 

В работе 148] рассматривается уравнение 

1->У - [Г -+- °> (З.з> 

где з € И Ш К > 0 , П(х) = х«гЦх), а > - 2 , г (х) > 0, 
<? (х) :*г~ д (х)у д (х) - а0 + Ь0 х + $0 (х) х\ а0 ф 0, | - 0 (х) | < М> 
или же д (х) 0 \Ь0 + ж# 0 (х)\, /;0 ф()} 0 < р ^ 2. Рассмотрен­
ный случай является более общим, чем случай в упомянутой 
работе Лапгера [20]. В работе [48] анализируются различные 
подходы к выбору эталонных функций и получено асимптотическое 
представление решений уравнения (3 .3) . При этом в различных 
промежутках остаточный член имеет разные оценки. Если 
л о € 0> — > т о Д Л 7 [ остаточного члена получается единосбразная 



оценка, и в этом случае одновременно можно рассмотреть более 
общее интегро-дифференциальное уравнение 

Полученные представления уточняются двумя разными путями: 
а) следуя методу Л а н г е р а , добавляется еще один член, содержа­
щий производную от эталонной функции; б) следуя идее Черри , 
аргумент эталонной функции берется в виде суммы. Показы­
вается, что в пределах погрешности оценок полученные резуль­
таты по обоим методам совпадают. Подобным образом исследуются 
возможности асимптотического представления для решения более 
общего уравнения 

В работе [49] исследуются возможности получения асимптоти­
ческих разложений для решения уравнения (3.3) методом Лангера 
в более общем случае, чем в упомянутой работе 127]. Оказывается, 
что, применяя в качестве эталонных функций цилиндрические 
функции, за исключением некоторых частных случаев, когда а0 

принимает специальные значения, это возможно только тогда, 
когда а = — 1, 0, 1 и (3 = 0 или же Р = — 1, если а — 1, по этот 
последний случай приводится к случаю, когда а = — 1 , р 0. 
В упомянутых случаях таким же путем получены асимптоти­
ческие разложения для решения по отрицательным степеням X; 
в них включен упомянутый результат Лангера . При других целых 
значениях а следует выбрать другие эталонные функции, что де­
лается в работах других авторов. 

В 50-х годах почти одновременно с. работой [48] появилось много 
работ, посвященных различным обобщениям рассмотренной задачи 
как для уравнения 2-го порядка , так и для уравнений высших 
порядков и систем уравнений. Обзор этих исследований можно 
игйги в работах Эрдейи [13, 14]. 

2) Асимптотические разложения решений неоднородных диф­
ференциальных уравнений по большому параметру встречаются в 
работах [54, 58], причем все коэффициенты уравнения содержат 
большой параметр. Формальное асимптотическое разложение по­
лучено методом неопределенных коэффициентов по степеням не­
которого выделенного главного множителя со (х), где х — большой 
параметр; (о (х) -» 0 при х-^оо. 

о 

и" + \Х2 К (х) + ХР (х) + <? (я)] и = 0. (3 .5) 



3 . 3 . Интегро-дифференциальные уравнения с большим 
параметром 

1) В упомянутой работе [48] рассмотрено асимптотическое 
представление решений уравнения (3 .4) . При столь общих пред­
положениях асимптотическое разложение решения применяемым 
методом получить невозможно. Поэтому в работе [00] рассматри­
вается более простое уравнение 

X 

и" + [X2 — (л(х)]и=-- Л К(х,1)и(1)с1.1 (3 .5*) 
о 

и построено асимптотическое разложение при X -> оо решения 
задачи Коши для этого уравнения . Р а з л о ж е н и е состоит из трех 
рядов по отрицательным степеням параметра X, причем два ряда 
содержат множители соя XI и ^'и\Х1. Полученное разложение 
используется для асимптотического разложения собственных зна­
чений и собственных функций задачи Ш т у р м а — Л и у в и л л я для 
уравнения (3.5) при условиях и (0) = и (I) *== 0. Подобным образом 
задача решается при более общих граничных условиях. 

2) Интегральные уравнения используются также к а к вспомога­
тельное средство в работах, упомянутых в пп. 3 . 1 — 3 . 3 . Идея 
этого метода состоит в том, что для остаточного члена в формально 
полученном асимптотическом разложении или ж е представлении 
составляется интегральное или интегро-дифференциальное уравне­
ние, которое можно решить методом последовательных приближе­
ний и получить таким образом требуемую оценку для остаточного 
члена. Этот метод в работах автора настоящей статьи получил 
некоторые видоизменения и упрощения . 

3 . 4 . Асимптотическое представление неявных функций 

1) В работе [57] рассмотрено асимптотическое разложение при 
х-^оо неявной функции, заданной уравнением 

Р(у,х) = (\ (3 .0) 

Р (У, щ = 2 & Ш + ~д^Г & (у>т); & (У) ~ + 2 У11'* 

при различных предположениях относительно коэффициентов с п к 

и показателей степени \ х п к . 
Асимптотическое разложение функции у (х) находим в виде 

оо 

й = 0 



либо методом неопределенных коэффициентов, где одновременно 
последовательно определяются как неизвестные коэффициенты, 
так и неизвестные показатели степени, либо методом асимптоти­
ческих итераций. Д л я этого уравнение (3.0) перепишем в виде 

у---сР(у,х)+у, (3 .0 ' ) 

где с — подходяще выбранный коэффициент, а итерации вычис­
ляем по формуле 

Ук+1 » сР(ук, х) + ук — Пк, 

в которой Вк означает сумму отброшенных членов в выражении 
сР(Ук>х) -г- Уку имеющих оценку определенного порядка. При 
этом наиболее рациональным оказывается отбрасывание членов 
так, чтобы /с-я итерация совпала с А>й частичной суммой, получен­
ной методом неопределенных коэффициентов. 

Д л я обоснования формально полученных разложений для оценки 
остаточного члена применяется либо метод математической индук­
ции, либо метод, который назван методом верхних и нижних функ­
ций и развит для решения численного уравнения в работе [49]. 
Согласно этому методу, к функции Р (//, х) после подстановки 

к 
вместо у выражения / . -Ц- ± -тт—гг , где х — некоторое фик-

X I X к 
3 = 0 

сированное число, применяется формула конечного приращения. 
Из полученного выражения можно заключить, что Р (у, х) при 
фиксированном достаточно большом х в рассматриваемом малом 
промежутке 

1 — < у < у ^ + _ ^ _ 

з=о з=о 

меняет знак . Отсюда следует, что существует функция у* (х), 
имеющая представление 

3=0 

и удовлетворяющая уравнению (3 .0) . Этим методом удается одно­
временно доказать и существование неявной функции, причем 
и в тех случаях , когда классические условия не выполнены. 

В качестве примеров в работе [57] рассмотрены уравнения 
00 

/ Ф (хх) к (у (х) т) йх = ср (х) и 6 (х) Ф (у (х)) - рС (у (х)) Ф (.г) = О, 
о 



поределяющие при некоторых предположениях неявную функ­
цию у (х). 

2) В упомянутой работе [58] рассмотрена неявная функция , 
асимптотическое представление которой нельзя получить в виде 
степенного ряда . Эта функция з а д а н а уравнением 

у^х+Ъ]пу+}(у), П . 8 ) 

где / (у) ~ ^ & - при у ->оо. К асимптотическому разложению 

функции у (х) применяется метод асимптотических итераций; 
получено разложение 

к=1 

где Ак (/) — полином степени к. Справедливость разложения (ЗЛ)) 
авторы доказывают, оценивая методом индукции разность у — у„ 
как в обычном методе итераций. Д л я того, чтобы при применении 
формулы конечного приращения не надо было требовать от 
функции / (у) дифферепцируемости, она представляется в виде 

с достаточно большим УУ, и формула конечного приращения 
применяется только к частичной сумме. Это видоизменение можно 
применить и для метода верхних и нижних функций. 

К уравнению (3.8) можно привести задачу об асимптотическом 
представлении обратной функции к такой функции, асимптотиче­
ское разложение которой в качестве множителя содержит показа­
тельную функцию. Например, для интеграла вероятностей имеем 

Логарифмируя это соотношение и введя обозначения 
1 

Р т У) 1м — — 1п (1 - и) - Щ 
1/л 

получаем уравнение 

У ~- Ш + у \&Щ Ь ф (/у), 

для решения которого можно применить прежние результаты. 



3 .5 . Асимптотика корней трансцендентных уравнений 

1) В работе [49] рассматривается уравнение 

Р Щ 5111 (X + 0)) / , (Г) + соя (г + 0)) / 2 (.г) - / 3 (а) - 0, ( 3 . 10) 

где функции (х), /* (х) и / 3 (х) при х ->со заданы своими асимп­
тотическими разложениями по дробным степеням х. Ищем асимп­
тотическое представление последовательности вещественных кор­
ней этого уравнения при больших значениях индекса. Д л я этого 
Р (х) представляется в в и д е / 1 (х) ~ Ф (х) + о (1) и рассматривается 
сокращенное уравнение Ф (у) •— С. Если это уравнение имеет 
вещественные корпи, то данное уравнение — бесконечно много 
вещественных корней, и можно получить асимптотическое разло­
жение корней 

со 

/1 = 0 ШП 

где уп — пл8 -|- х ; 5' ^ 1 или же $ 2; х — заданное число. 
Коэффициенты ! к и показатели степени Хк одновременно опреде­

ляются методом неопределенных коэффициентов, и к обоснованию 
полученного разложения применяется метод верхних и нижних 
функций. В каждом из случаев, когда $ == 1 или ж е § 2, надо 
различать 6 поделучаев, причем некоторые из них в свою очередь 
еще подразделяются па по дел у чаи. 

Развитая теория применяется к решению некоторых уравнений, 
содержащих цилиндрические функции, а т а к ж е в работе [60] к 
асимптотическому ' разложению собственных значений задачи 
Штурма—Лиувилля для ранее рассмотренного интегро-дифферен­
циального уравнения (3 .5) . 

2) В работе [52] попутно рассматривается уравнение 

2п Щ х — 1§ 2>и\ 

которое на сегменте ж ш , 4̂-| имеет п корней. Асимптотические 

разложения для первых и последних из этих корней при большом 
п получены по вышеизложенному методу. 

3.6. Общая теорема об асимптотике решений 
функциональных уравнений 

В последнее в р е м я появилось несколько работ , рассматри­
в а ю щ и х асимптотику решений функциональных уравнений с об­
щей точки зрения [4, 10]. 



О б щ а я теорема относительно оценки решения некоторых 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х уравнений имеется в работе [58]; в более 
общей формулировке она д а н а в р а б о т е [54]. 

Если а н а л и т и ч е с к а я относительно / в области ^ функция 
у(х, /) при всех х^х0 у д о в л е т в о р я е т в этой области уравнению 

</(*, /) = ^ / 0 ( х , 0 + д г М " ( * , 0 1 Р > 0 , 

где /о(х, /) — в области Й р а в н о м е р н о ограниченная относи­
тельно х^Хо функция и 1*о — линейный д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы й опе­
ратор с коэффициентами , о б л а д а ю щ и м и т а к и м и ж е свойствами, 
к а к функция / 0 , или ж е интеграл с конечными пределами от та­
кого д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о о п е р а т о р а , и, кроме того, в области й 
при х^Хо известна оценка 

\у(х, / ) | < М 0 ^ , К Н . 

т о в области ^ е д л я к а ж д о г о ф и к с и р о в а н н о г о е > 0 имеет место 
т а к ж е оценка 

\у(х, 0 1 < М ( е ) — • 

&е а& о значает область , точки контура которой находятся на 
расстоянии е от точек контура области 

4. А С И М П Т О Т И Ч Е С К О Е П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Е Ф У Н К Ц И Й , 
О П Р Е Д Е Л Я Е М Ы Х Р Я Д А М И 

4 . 1 . Асимптотика некоторых классов целых функций 

1) В уже упомянутых работах В. Ж . Риекстыни [42—45] рас­
сматривается асимптотическое представление целой функции 

СО 

#Ы « 2 ( - 1 ) п | л ( й ) з » (4.1) 

при 2 - > о о , если функция \1 (/) аналитична на плоскости /, кроме 
некоторой последовательности особых точек, и при / ->оо , 
| аг§ I \ < я — л , г) > 0 имеет представление 

1^(0 - , 4 * а е " - ^ ' 1 п ' ] п * * [1 + г ( / ) ] , (4 .2 ) 

где г ( / ) - > 0 при / - > о о ; а, х — действительные числа; Л, Ь — 
комплексные числа. Функция Р (г) связывается с интегралом 



1 
2 л I 5111 %1 

где контур С охватывает бесконечную часть 
с 

вещественной оси в некоторой правой полуплоскости и дефор­
мируется так , чтобы на нем находилась точка перевала функции 
е—ч1Ы1+ы 2*. Потом методом перевала получается асимптотическое 
представление интеграла и вместе с тем также функции Р (г) в 
секторе 0 < » ^ | аг# % | ^ я . В остальной части плоскости 2 асимп­
тотическое представление функции Р (г) получено в работе [421, 

при рассмотрении ряда X \х (п) ъп и связывании его с интегралом 

В работах [43, 44] используются т а к ж е полюсы и точки ветвле­
ния функции м- (0- Учитывая возможные расположения точки 
перевала, различаем случаи, когда у > 2, 1 < у ^ 2 , у = 1, 
О < у < 1. Некоторые обобщения упомянутых результатов и упро­
щения метода даны в работе [45]. 

2) Подобные исследования и результаты встречаются в работах 
Райта (71, 72], но он применяет иной метод. Следуя идее Ват-
сона и рассматривая интеграл по некоторому замкнутому кон­
туру от некоторой вспомогательной функции, Райт исследование 
ряда типа (4 .1) , в котором условия для функции \х (I) несколько 
отличаются от (4 .2) , приводит к исследованию более простого ряда , 
в котором у = 1. Это получается так, что интеграл как сумма вы­
четов в пределе дает сумму обоих рядов , а сам интеграл оценивается 
и входит в остаточный член. Асимптотическое представление нового 
ряда получено весьма сложным путем и другим методом, чем в 
работах В. Ж- Риекстыни. 

Результаты Райта и В. Ж- Риекстыни не полностью перекры­
ваются, так как у Райта взят х = 0, и некоторые оценки, когда 
|ы (I) не имеет полюсов, у него слишком грубые. С другой стороны, 
в работе [721 рассмотрен случай, когда и. (/) в представлении (4.2) 
содержит полином в показателе степени показательной функции. 

Как у ж е упоминалось в п. 2 . 1 , полученные асимптотические 
представления в работах [45, 40] применяются для асимптоти­
ческого представления интеграла (2 .6) . Все упомянутые резуль­
таты составляют основную часть кандидатской диссертации 
В. Ж . Риекстыни*, в которой получены также некоторые более 
общие результаты. 

* В. Ж- Р и е к с т ы н и . Асимптотические разложения некоторых типов 
интегралов. Канд. дисс. Рига, 1967. 
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4 . 2 . Остаток и частичная сумма степенного ряда для 
целой функции 

В работе [58] рассмотрено асимптотическое разложение при 
большом индексе для частичной суммы и остатка степенного ряда 
целой функции, для которой известно дифференциальное уравне­
ние. При использовании этого уравнения получается соответствую­
щее уравнение для остатка или частичной суммы, от которых отде­
лен некоторый множитель. Из этого уравнения методом неопреде­
ленных коэффициентов получается искомое разложение по отри­
цательным степеням индекса. В обосновании полученною разложе­
ния используется теорема, приведенная в п. 3 .0 . Решается т а к ж е 
вопрос о том, каким должен быть индекс, чтобы остаток ряда имел 
заданную оценку малости; для этого надо решить уравнение (3 .8) . 

5. О Ц Е Н К И ОСТАТОЧНОГО Ч Л Е Н А АСИМПТОТИЧЕСКОГО Р Я Д А 

5 . 1 . Преобразование асимптотических рядов 

1) Известно, что при практическом использовании асимпто­
тических рядов результат не всегда получается с желаемой точ­
ностью. Оценка остаточного члена, которая получается при дока­
зательстве, что полученный р я д удовлетворяет определению, обычно 
указывает только на порядок этого члена и для практических 
целей неприменима. Поэтому большое практическое значение 
имеет точная опенка остаточного члена. 

Одним из методов для такой оценки является преобразование 
асимптотического ряда , при помощи которого остаточный член 
разлагается в асимптотический р я д другого вида, который удоб­
нее применять для численных расчетов. 

Преобразование асимптотических р я д о в можно выполнить раз­
личными способами. В работе 151.1 рассмотрены некоторые общие 
приемы преобразования асимптотического степенного ряда 

со 

Один из методов состоит в том, что коэффициент ак представляется 
к со 

в виде ик = ^ Ь-к, причем известно, что & (г) ~ ^ ~77Г * 
г=() к к = г 

Если, в частности, ак т У ; с1как~/(, где ос — некоторый пара-

метр, то этим преобразованием можно получить формальные ряды, 



примененные Эйри [1] в различных численных расчетах. Если 
к 

ввести числа § ь — , 8А. =•• (—1)к&кс10, то ак = ( — • ) У| 
С 7. \ V I 

К- 1 = 0 
и получается преобразование, из которого при с-с^ (—1) А : имеем 
хорошо известное преобразование Эйлера. Поэтому последнее пре­
образование названо обобщенным преобразованием Эйлера, ко­
торое с иной точки зрения рассмотрено в работе Ван Вийнгар-
депа [09]. 

Второй метод преобразования заключается в том, что преобра-

1 I V I 
зуется множитель т. е . ^ г ~ > , Ьи.к-(^). Если взягь щр) 

г=к 

-тт , то получается преобразование Стирлинга, 
2(2+:!) . . . + 

1 
но при Щ (2) = т | ^ ^ снова получается преобразование Эйлера. 

Показывается , что, применяя к данному ряду бесконечно много 
раз преобразование Эйлера и оставляя при этом на каждом шагу 
один член без преобразования, можем получить преобразованием 
Стирлинга. 

Рассмотренные преобразования применяются к некоторым кон­
кретным типам рядов, наиболее часто встречаемым на практике . 
Д л я ряда I! — 2! + 3! — . . . этим путем получено значение 
функции с 8 верными знаками. 

Непосредственные преобразования асимптотических рядов , более 
или менее связанные с упомянутыми в эгом пункте методами пли 
же основанные на других идеях, встречаются во многих работах 
других авторов. Наиболее сильным часто является е-алгорифм, 
-связанный с преобразованием ряда в непрерывную дробь и раз­
витый в большем цикле работ Виниа. Понятие об этом методе можно 
получить из работ [74, 75]. 

2) Преобразование асимптотического ряда (5.1) можно выпол­
нить т а к ж е , используя дифференциальное уравнение для разлагае­
мой функции Р (г). При помощи этого уравнения можно получить 
дифференциальное уравнение для фактор?. Лп (2), определяемого 
соотношением 

ь=о 

Этот фактор другими авторами неправильно назван «фактором 
сходимости» (еопусгдтег 1'ас1ог), так как никакой сходимости ряда 



здесь нет; кроме того, такой термин в другом смысле употребляется 
в теории суммируемых р я д о в . В работе [51] он назван «фактором 
точности ». 

В работе [5С| указанный метод рассмотрен в случае, когда функ­
ция Р (т) удовлетворяет уравнению (3 .1) , о чем кратко было ска­
зано в п. 3 . 1 . Функция Нп{т) разлагается в р я д вида 

ШтЩ - 2 — 1 Г ~ - 1 (5-3) 

где функции § к определяются рекуррентным соотношением. В 
зависимости от того, в каких местах в дифференциальном уравне­
нии и выражениях для производных Н'п и Н"п ввести величину 

ю = — , для одной и той же функции Нп ($) можно получить разные 

разложения. 
Этим методом в некоторых частных случаях получены такие ж е 

разложения, как и преобразованием рядов , однако здесь откры­
вается больше возможностей, если только для разлагаемой функ­
ции известно дифференциальное уравнение. В частности, получено 
формальное разложение Слейтера [64] для вырожденной гипергео­
метрической функции, и можно было бы т а к ж е получить результаты 
Миллера [34] для функций параболического цилиндра. В последней 
работе впервые высказана мысль об использовании дифференци­
ального уравнения. 

3) Остаточный член ряда иногда можно представить в виде 
интеграла и, применяя некоторые формальные приемы, интеграл 
разлагать в р я д другого вида. В работе [511 в одном частном случае 
этим методом получен такой же результат, как методом преобразо­
вания Эйлера. Однако такой прием можно обобщить и видоизменить 
для более общих случаев . Кроме того, этим методом можно получить 
также разложения , которые являются не сильноасимптотическими, 
а аппроксимирующими. 

5 . 2 . Некоторые другие приемы оценки 

1) Ради полноты приводим некоторые сведения о приемах для 
оценки остаточного члена, примененных другими авторами. Стиль-
тес [65] предложил разложить остаточный член гп (х) для некоторых 
простейших рядов по отрицательным степеням индекса п исходя из 
его интегральной формы. Этот метод позднее был обобщен несколь­
кими авторами. Наиболее сильные результаты по этому методу 



имеются в малоизвестной работе [66], в которой по степеням индекса 
разлагается остаточный член асимптотического разложения для 
функции Уиттекера ]^и^т(ъ). 

В работе Джефриса [22] имеется попытка оценить остаточный 
член г., (х) в более общем случае для интеграла Лапласа (2 .2) , 
представляя гп (х) обычным приемом в виде интеграла и используя 
асимптотическое представление для / ы (/) в окрестности особой 
точки, ближайшей к началу. Однако это представление применяется 
на всем интервале интегрирования, поэтому неизвестно, в какой 
мере точна полученная оценка. 

В. И. Левин [32] и Л . С. Ларичева [28, 29] рассматривают раз ­
ложение 

которое получено общеизвестным методом при помощи преобразо­
вания Лапласа , используя представление изображения функции 
Р (х) в окрестности точки ветвления. Остаточный член гп(х) выра­
жается в виде интеграла обращения и его можно методом перевала 
оценить при больших х и п. 

Во всех указанных, а также в некоторых других работах, по­
священных этой тематике, содержится мысль о том, что остаточный 
член берется примерно при наименьшем по модулю члене, что будет 
верно при определенном соотношении между индексом п и аргу­
ментом х. Это соотношение фиксируем, вводя в него дополнитель­
ный параметр ц. Если этот параметр фиксировать, то при п^оо 
также х^оо и наоборот; поэтому надо иметь в виду, что в ряде 
имеются 2 переменные — х и п, которые встречаются и в прежних 
членах, и следует пояснить, в каком смысле понимать полученное 
разложение или представление. В упомянутых работах это не де­
лается. 

Если, напротив, фиксировать в остаточном члене х, то при 
п->оо т а к ж е 7 3 ^ 0 0 . Поскольку у\ ВХОДИТ В коэффициенты получен­
ного разложения , то обычно это разложение не является сильно­
асимптотическим. Такие формальные разложения , полученные 
преобразованием рядов, также встречаются в упомянутых работах 

Следует отметить, что общепринятое утверждение, что наиболь­
шая точность оценки остаточного члена получается при наимень­
шем члене, в общем неверно. В п. 5 . 1 отмеченный пример для ряда 
1! — 2! + 3! |- . . . показывает противное: чем дальше брать 

СО 
(5 .4) 

[1, 34, 641, 



частичную сумму этого расходящегося ряда , тем точнее можно 
оценить после преобразования остаточный член. 

2) Д р у г а я идея для оценки остаточного члена в интегральной 
форме применяется в работах Ван Вийнгардена [69] и Дингля [11]; 
в них для специальных типов рядов интеграл в остаточном члене 
выражается при помощи некоторых стандартных специальных 
функций, которые можно табулировать . Таким образом, остаточ­
ный член для этих типов р я д о в удается вычислить с большой точ­
ностью. К сожалению, стандартные функции зависят от параметра, 
который может принимать различные значения, поэтому требуется 
составлять много таблиц. 

3) В работах Ольвера [35 — 37] рассматривается оценка остаточ­
ного члена в асимптотическом представлении для решения одно­
родного линейного дифференциального уравнения , где асимпто­
тическое представление получается методом ИГА7Л Оценка справед­
лива для всех рассматриваемых значений параметра и аргумента, 
и в частных случаях ее можно получить достаточно точно, как это 
получено в [37] для цилиндрических функций. 

В работе Эванса 117] рассматриваются решения однород­
ного линейного дифференциального уравнения в случае, когда 
решение разлагается непосредственно по отрицательным степеням 
аргумента. Используя рекуррентную формулу для коэффициентов, 
для остаточного члена можем получить неоднородное дифферен­
циальное уравнение, степень которого па е д и ш ш у ниже, чем степень 
данного уравнения. Если данное уравнение второго порядка , то 
остаточный член можно выразить при помощи квадратур и получить 
требуемую оценку. Оценка иногда получается недостаточно точ­
ной, но этот метод применим т а к ж е для того, чтобы доказать со­
ответствие пол учен него формального разложения определению. 

4) В заключение следует отметить, что некоторые небольшие 
оригинальные результаты, которые в Риге получены в студенческих 
курсовых и дипломных работах, пока не опубликованы, т а к как они 
по некоторым причинам остались незаконченными. Среди них 
можно отметить следующие работы: П. Зелча об асимптотическом 
представлении решения уравнения (3.3) в случае двух точек по­
ворота; В. Баркана об асимптотическом представлении решений 
некоторых трансцендентных уравнений ; Я. Япсопа о некоторых 
интегралах типа Барнса ; X. Калиса о некоторых типах интегра­
лов, содержащих большой параметр ; Б. Силини об асимптотическом 
представлении некоторых типов конечных сумм и работу М. Му-
рини об асимптотическом представлении решений некоторых раз-
ностно-дифференциальных уравнений. 

Результаты П. Зелча перекрыты более сильными результатами, 
имеющимися в работе [251. 



И з перечисленных работ приведем интересный результат 
Я. Янсона, в котором рассматривается интеграл типа Барнса : 

V 

СОЗ 7\1 V (/) П Г (й} — О 

— _ — т г - г * ( ц ^ р > ( 1 + ^ 

П гщ—1) 
;*=1 

• , Ьд — различные положительные числа, р а з ­
ность которых не равна целому числу, и 0 < а < ппп а$ Интеграл 

сходится, если [ я | > I. Передвинув контур вправо, получаем 
формальное разложение 

л Г (аг \ Щ П Г (а, - АГ - Щ 

7 (г) ~ соя я о Г > , , 

Г = 1 А = о Л/ Г ] Г - — /с) 

а передвинув контур влево, получаем разложение 

о о П П « н - Ш 
7 ~ ^ | Я А7 " 

М П Г + *) 

Но ни одно, ни другое из них не являются сильноасимптотическим 
разложением, так как остаток ряда при всех индексах имеет оценку 
одного и того же порядка . Правильное асимптотическое разложе­
ние функции / (я) получено в работе Т. Т. Пирулиса !81. 
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Э. Я. РИЕКСТЫНЬШ 
К а ф е д р а о б щ е й математики Л Г У им. П. Стучки 

Обобщается метод, данный Сеге, для полиномов Лежандра [5], 
для интеграла (0.1). Выясняется, что во многих случаях полученный 
ряд не имеет асимптотического характера, хотя он может сходиться 
в данном интервале. 

Часты случаи, когда надо получить асимптотическое представ­
ление при большом х интеграла 

у 

(-> (•'•'. у) -- / Т(.гЛ)Р(1)сП! у>0, (0 .1) 
О 

где Т (I) — осциллирующая функция . 
В настоящей работе рассмотрены некоторые приемы для реше­

ния этой задачи в некоторых частных случаях . 

1. И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е ПО Ч А С Т Я М 

Простейшим споссбом для асимптотического разложения инте­
грала (0.1) является интегрирование по частям. Если функция 
Р (/) на сегменте [0, у] имеет непрерывные производные до N + 1 
порядка включительно, то, интегрируя (0.1) .V + 1 раз по частям, 
получаем 

N 

" & У) - 2 ^ Т Г Т-к-г (ху) № (у) -

N у 

А = 0 ' ' 0 

(1 .1) 



Г Д е Т^Т, ^ Т.к., К'^.ЪХ... (1-2) 

Если функции Т_к (х) ограничены при всех х > 0, то остаточный 

член в формуле (1.1) имеет оценку О у~щ^ ) • Если, кроме того, 

можно найти функции ф Л (я), для которых при х^оо 

Фа- Й й 
и функции - р ^ образуют асимптотическую шкалу , то суммы 
в этой формуле дают асимптотическое представление для функции 
• (ху у) согласно определению в работе [1]. Если указанные 
свойства существуют при любом N. то получим асимптотическое 
разложение. 

Точнее характеризуя поведение функций Т~п"х и полу­
ченную оценку остаточного члена можно уточнить, но это для пас 
не имеет существенного значения , так к а к формула (1.1) имеет в 
этой работе вспомогательный характер . В работе [2] даны достаточ­
ные условия, при которых функции Т-к(1) обладают требуемыми 
свойствами. Достаточно, что функция Г (/) имеет вид 

Т (I) = А 8 Ш шг + В соя со/ + Т*(1), 

где Т* (I) интегрируема в [0, оо) и при I - > о о имеет асимптотическое 
представление 

А 

Ь = 0 " к=0 

где ак и Р/. образуют монотонно возрастающие последовательности 
и о с 0 > 0, р о > 0. Тогда можно брать 

Впрочем, этим УСЛОВИЯМ удовлетворяют функции 8 ' " - , 0 < р. < 2, 

С08 I 
, О < (1 < 1, Д , (/) г*1-1 | V - — 1 , — V < [ л < В этих слу­

чаях в формуле (1.1) функции Т^к(ху) можно разлагать в асим­
птотические ряды и перегруппировывать члены по убывающим 
степеням х. 



2. Р А З Л О Ж Е Н И Е Ф У Н К Ц И И 

Все же могут быть случаи, когда, начиная с некоторого порядка , 
функция Р (I) в концах сегмента [0, у] имеет бесконечные произ­
водные. Здесь типичен случай, когда 

Р(1) = Ф а ( 0 , (2 .1) 

где Ф (/) — аналитическая в 10, у] функция ; а — нецелое число; 
Ф может зависеть т а к ж е от у. В точках, в которых Ф (/) = 0, про­
изводные порядка Ы + А-, к =--- 1, 2, . . . не существуют, и интегри­
рованием по частям получаются расходящиеся интегралы. 

Простейший прием в этом случае — разбиение функции Ф а (I) 
на два множителя, один из которых является аналитической функ­
цией, а второй имеет упомянутую негладкость. Однако найти явные 
выражения для функции Т_к(1) в т аких случаях, кроме интеграла 
Фурье, весьма затруднительно. Поэтому вместо интегрирования по 
частям можно пытаться применить другой прием: разложить функ­
цию 7** (/) в р я д по подходящим образом выбранным функциям, 
интегрировать р я д почленно и выразить каждый из полученных 
интегралов при помощи некоторой знакомой специальной функции. 
Эта идея не нова. Например, для интеграла типа Лапласа и его 
обращения такой метод применяется в работах 13,4] . 

В настоящей работе будет обобщаться идея Сеге [5], приме­
ненная к асимптотическому разложению функций Л е ж а н д р а по 
функциям Бесселя, исходя из интеграла Д и р и х л е — М э л е р а . Д л я 
более общих функций Л е ж а н д р а метод Сеге применен в работах 
Н. К. Ч у х р у к и д з е 10, 7] . 

Рассмотрим отдельно три случая . 
1) Ф (/) — четная, аналитическая в [0, Уу~2\ функция. Мы 

имеем разложение в р я д Тейлора 
ОО 

Ф0 ,У7 )= 2 (2-2) 
где 

{ у ) ^ & 1 Ф { у к °> V - < 2 * 3 ) 

Р я д сходится для 2 $ [0, 21. Взяв 2 — — г , получаем 
У 

ОО 00 

ф . Й = 2 (У2 - ЯР - 2 V* ш (У2 - /2)Й- (2 •4) 

Этот р я д сходится при / ( 4 0 , у ]/2]. 



Рассмотрим далее разложение для Р (/). Если Ф (/) в некоторых 
точках сегмента 10, у] обращается в нуль, то значения а надо огра­
ничить так, чтобы интеграл ( 0 . 1 ) сходился , в противном случае а 
может быть любым вещественным числом. Если у 0 ф 0, т. е. Ф (у)ф®> 
то имеем разложение 

ОО 

В работе [81 доказана рекуррентная формула 
к 

2 [(а + 1 ) / - А : ] Т ^ , _ ^ 0 , к * 1, 8 0 - у« ( 2 . 0 ) 

в случае, когда а— рациональное число. Т а к как каждое иррацио­
нальное число а можно выразить к а к предел последовательности 
рациональных чисел { « Д то, записывая последовательность раз­
ложений ( 2 . 5 ) для ак и переходя к пределу, легко доказать, что 
соотношение (2 .6 ) справедливо для любого а. 

Еще следует отметить, что в работе 18] некорректно доказана 
справедливость формулы (2 .0 ) для целых а, на чем основывается 
дальнейшее доказательство. В работе применяется математи­
ческая индукция исходя из значений а = 0, поэтому следует до­
полнительно доказать, что формула (2 .0 ) справедлива для целых 
отрицательных а, что легко можно сделать , применяя в работе 
[8] использованный метод. При помощи формулы (2 .0 ) коэффи­
циенты 8 Й легко вычислить на ЭЦМ. 

Если же у 0 = 0 и первый коэффициент в (2 .4 ) , отличный от 
нуля, имеет индекс га, то вместо ( 2 . 5 ) имеем разложение 

ОО 

Ф - ( о ^ ( ^ - п ^ 2 Ч ^ Ш ^ - ( 2 - : о 

к=0 

где 8^ определяется подобным образом к а к <\. В частности, в 
работах [5—71 рассматривается случай, когда т 1, т . е. Ф (/) = 
= ± [ Ф 0 ( / ) — Ф 0 (у)]У где Ф 0 (I)—четная функция (соя / или ж е 
сЬ Л. 

Выясним вопрос об области сходимости / ) ряда (2 .5) . 
А. Пусть а — натуральное число, или ж е функция Ф (у у*) 

как однозначная функция от комплексного я не имеет нулей в кру­
ге | з — 1 | < 1, за исключением точки 2 = 1, т. е. функция Ф (/) 
не имеет нулей в области комплексной плоскости /, определяемой 
неравенством | I2 — у2 | ^ у2, за исключением точки / = у. Тогда 
функция Ф А (у V 2) или же та ее ветвь, которая принимает вешест-



венные значения при 2 > 0 , аналитична в упомянутом круге_и 
В = №, у ]/ 2]. Точка 2 = 1 может быть нулем функции Ф (у ]/ г), 

Гф (р |/г ) 1 а 

так как тогда функция ^ ^ в точке 2 = 1 имеет устранимую 
особенность, а в остальных точках круга | я — 1 | ^ 1 аналитич­
ность не нарушается. 

Б. В остальных с л у ч а я х функция Ф а (у У 2) в круге I 2 — 1 | ^ 1 
имеет либо полюс (а — целое отрицательное), либо точку ветвле­
ния (а — дробное число), и область сходимости ряда для функции 
Ф а (У ]/ 2 ) определяется неравенством 

| 2 - 1 | <\1-1(у)\^г(у)7 (2 .6) 

где I (у) — ближайший к точке 2 = 1 нуль функции Ф (у У 2). 
Поэтому р я д (2.5) сходится в области, где 

! ? 2 - Г ! < г (у) У^ ( 2 Л ) 

Т а к как г (у) ^ 1, то эта область, ограниченная овалом Кассини, 
не содержит весь сегмент [0, у], и р я д (2.5) или же (2 .5 ' ) в части 
промежутка интегрирования расходится. 

В. Однако надо иметь в виду, что положение ближайшего к 
точке 2 = 1 нуля | (у) функции Ф (у У г) зависит от у, и, может 
быть, что при некотором у эта точка находится вне круга 
\г — 1 | ^ 1, и тогда имеем случай «А». Поэтому независимо от 
значения а р я д (2.5) сходится в сегменте [0, у] при тех уу которые 
удовлетворяют неравенству 

Подставляя формально р я д (2.5) или ж е (2.5 ' ) под знак инте­
грала (0.1) и интегрируя почленно, получаем р я д 

оо у 

2 1д / ТЫ) (у*.-1*)"-\Ч1, (2 .0) 
ь=о о 

который сходится, если а — натуральное число или же у удов­
летворяет (2 .8) . Асимптотический характер этого р я д а исследуем 
псзже. 

Иногда члены ряда можно выразить при помощи известных 
специальных функций, причем функция Т (х1) не обязательно 
должна быть осциллирующей. 

2) Если ж е функция Ф (I) нечетная и остальные свойства ее 
сохраняются , то Ф (I) = I ф (1)9 где функция 4 х (I) четная , и можно 



ее разлагать в р я д типа (2 .4) . Ф у н к ц и я ф а ( * ) имеет разложение 
вида (2 .5 ' ) или ж е (2.5) , поэтому получаем формальный ряд 

оо у 

2 Лк { Т (х1) 1« (у2 - 12)к+* (П. (2 .10) 
к = 0 0 

3) Может быть случай, когда Ф (/) = Ф 0 (/ — у/2), где Ф 0 (т) — 
четная функция от т. Тогда Ф 0 (т) можно разлагать в р я д по сте­
пеням т 2 — г/2, а Ф (I) разлагается по степеням I (у — /) и для инте­
грала (0.1) получаем формальный р я д 

со У 

2 О * ] Т (х1) 1к к ( у - Щк л Л сП. (2 .11) 
Ь = 0 0 

Если же функция Ф 0 (т) нечетная, то Ф (/) в точке / = у/2 
меняет знак, и поэтому вещественные значения подынтегральной 
функции получаются лишь при специальных значениях ее, в част­
ности, в случае, когда а — целое число. В случае нечетной Ф и (т) 
получаем разложение 

оо У 

2^ '\ ТЩ (21-у)« 1 ^ ( у - г ) ^ аи (2 .12) 
Ь = 0 0 

Разложение для функции Ф Щ по степеням I (у—/) можно 
получить, пользуясь разложением этой функции по степеням I и 
методом неопределенных коэффициентов. Этот метод можно при­
менить и тогда, когда Ф Щ не обладает свойством симметрии от­
носительно точки I = у/2, но полученный р я д не может сходиться 
к функции Ф (/), так как сумма его должна обладать указанной 
симметрией. 

3. О Ц Е Н К А ОСТАТОЧНОГО Ч Л Е Н А 

1) Рассмотрим случай, когда функция Ф (/) четная и не имеет 
нулей на отрезке [0, у]. Так как функция Ф а (I) четная, то четной 
будет и функция (0> определяемая формулой 

Ф " ( 0 & 2 <И - 1")к + (У2 - ' 2 ) " + ' (0- (3-1) 
к = 0 

Л е г к о видеть, что функция 7 ? # - м ( 0 на отрезке [0, у] имеет все про­
изводные, причем существование производных в точке / = у сле­
дует из того, что, согласно (2 .5) , Лх+х (О в некоторой окрестности 
этой точки разлагается в сходящийся р я д по степеням у2—I2. 



Представим р я д (2.9) при % = 0 в виде 
N у у 

2 / Т И (у 3 - 1й)к М 4 - ] Т Й (г/2 - г 3 )"+' Д * - и (г) л (3 .2 ) 
ь=о о о 
и воспользуемся для последнего интеграла формулой (1 .1) , где 
Р (I) = (г/2 — / 2 ) 7 У + 1 7 ? ^ - | - 1 ( 0 - ЁШя функция Г (/) четная, то функ­
ции Т_к можно выбрать так , чтобы функции Г_2д. были четными, 
а Т^2к-\ — нечетными. Учитывая то, что Р(2к) (/) четные, а 
р(2к+\> щ _ н е ч е т н ы е функции и Р(к) (у) = О, & ̂  ЛГ, видим, 
что суммы в формуле (1 . 1 ) обращаются в нуль и 

у 

О 

Если ж е функция Т (I) не является четной, то остаточный член 
в (3 .2) , согласно (1-1) , при всех N в общем случае имеет оценку 

(̂~зг)' И н е ^ а е т а с и м п т о т и ч е с к о г о разложения , хотя он 

может быть сходящимся . 
Если Ф (у) = 0, то в разложении X ф 0, по это мало изменяет 

прежние рассуждения. При Х>0 имеем оценку рлг = о{ Л,• г П ) , 

—щ* так как ради сходимости необхо­
димо, чтобы к > — 1. Но если Ф (т) 0 при (0, у), то Ф а (I), 
а также Л д г + 1 (/) в точке т является аналитической лишь в случае, 
когда а — натуральное число. В противном случае при оценке 
можно интегрировать по частям только определенное число раз (при 
а < 0 это вообще невозможно), и начиная с некоторого Л г оценка для 

больше не изменится. Псэтому и в этом случае р я д (2.9) не дает 
асимптотического разложения . Более подробное доказательство 
такого утверждения требовало бы больших выкладок , поэтому 
вопрос об асимптотическом представлении функции ( 0 . 1 ) в случае, 
когда функция Р (г) на концах промежутка интегрирования име­
ет особенности, будет рассматриваться в другой статье. 

2) Подобным образом анализируется случай, когда функция 
Ф (I) нечетная. Однако результаты получаются другими, так как 

у 

9 * = $ Т (х,1) (г/ - Г-)"+1 (О <**• (3.3) 
о 

где относится к функции ф а (/). Если а не является нату­
ральным ЧИСЛОМ, ТО Ф У Н К Ц И Я Р (I) а* (*/2 — г 2 ) ^ * 1 1а Щ 



имеет в точке I = 0 только конечное число производных, поэтому 
начиная с некоторого N оценка для не изменяется и р я д (2.10) не 
является асимптотическим, хотя он может сходиться. 

Если а — 2л, то Ф а ( 0 > я т а к ж е * а / ? ]у -и(*) — четная функция и 

для получения оценки = О | р у ф | | функция Т (I) должна быть 

четной. При а — 2п -]

г 1 1аЛн+\ — нечетная функция , и оценку 

р# — О (^1уТг ) получим при нечетной функции Т (I). Если эти 

условия относительно Т (/) не удовлетворены, то р я д (2.10) при 
а, п тоже не дает асимптотического разложения , но всегда схо­
дится, так как, согласно случаю «А», надо почленно интегрировать 
равномерно сходящийся ряд . 

3) Если Ф ( 0 разлагается в р я д по степеням I (У — /) , то функ­
цию / ? ^ - ы ( 0 можно определить формулой 

ТУ 

Ы (/) =* 2 Щ ** (У - *)* + (// - (/). (3 .4) 

Эта функция будет иметь на сегменте [0, //1 все производные лишь 

тогда, когда р я д ^ &К г к (У— г)к ш э т о м сегменте сходится, а это 
К=0 

означает, что функция Ф 0 ( т ) и а должны обладать свойством, ука­

занным в случае «А». Тогда оценка рлг^- о | ^ ^ - | д л я остатка ряда 
(2.11) при % 0 получается без каких-либо дополнительных тре­
бований о четности или нечетности относительно функции Т (I), 
В случае ХФО получаем в оценке р̂ у соответствующие изменения. 

4. К О Н К Р Е Т Н Ы Е Ч А С Т Н Ы Е С Л У Ч А И Ф У Н К Ц И И Т(1) 

Подстановкой / = т У приводим интегралы в Формулах (2 Л)), 
(2 .10) и (2.11) к виду 

УК-\-^ \ ^ 7 (ГУТ) (1 — т 2 ) ^ 1 (Н- (4 .1) 

о 
1 

уЪ+Л+шф { Т(ХУТ) т а ( 1 — т 2 ) Л ' я с1х; (4 .2) 
о 

I 

у2Н~2^-Х ^Т^УХ) т * - ^ ( 1 _ Х)Ь\ЧТ. (4 .3) 



В некоторых частных случаях функции Т (I) эти интегралы 
можно выразить при помощи цилиндрических функций. 

1) Т (1\ = со5 I. Пользуясь формулой [9] 

1 

(4 .4) 
о 

получаем 
оо 

Я (*, У) ~ 4 " V~Щ 2 8 , Г (А* + А, 4- 1) {ху) (^-) 
* = 0 (4.5) 

Этот случай при Ф 0 = соз I рассмотрен в работах [5—7]. Асимпто­
тический характер р я д (4.5) имеет в случае, если Ф (I)—четная 
функция . Формулой (4.4) можно воспользоваться для представ­
ления интеграла (4.2) в случае, когда функция Ф (I) — нечетная и 
а — четное число; тогда 1а в интеграле (4.2) надо представить 
как конечную сумму степеней у2 — I2. 

2) В случае , когда в интеграле (4.2) а — нечетное число и 
Г (г) = соя / , можно отделить множитель т и интегрировать по 
частям, а после того пользоваться формулой [9] 

1 

/ * ш « г ( I - 1 2 ) ' ~ * й г ~ 4 - \ / й г + - 1 ) В 4 4 , V > - ^ , 

о 

где Вы(%) — ф у н к ц и я Струве. Р^Щ 
3) Д л я интеграла (4.2) можно воспользоваться формулой [9]: 

1 

I (Щ ( Н 1 ( 1 - И - '» Г (X -!- 1) / д 2 - ^ ( , 

%>-1, р > - 1 , (4 .7) 

если Т(1) = и а — (я 1 - 1; д. — целое число. Если р, — не целое 
число, то можно воспользоваться тем, что функция / ц (г/) №1—д-
четная или нечетная. 

4) В некоторых других случаях, когда Г(*) = / ц ( / ) , можем 
воспользоваться формулой [10] 

1 

/ 7 „ ( 2 т ) т 2 ^ " 1 (1 - ху-^-1 г1х = 

^ 1 Г ( Р ) Г ( у - Р ) . | « у * / л ^ 



Асимптотическое р а з л о ж е н и е для функции ХГ2 ( я , Ъ, с,— 

при г-+-\-оо можно получить из более общего разложения для 
гипергеометрических функций, имеющихся в работе [ И ] . Однако 
там не указаны все в ы р а ж е н и я для коэффициентов. Пользуясь 
результатами, полученными в работе [12], легко установить справед­
ливость р а з л о ж е н и я : 

/ г \ ~ 2 ( А + Т ) , ( , Л г щ г ( ^ ' - ' ) т и 4 ) 
0, \А, Ь, С, - ^ ~ г ^ и | г ( - « - » . + » ) Г ( - а - т + < ! ) Т 

Т = 0 

, Г (й) Г (с) V I , а - ь - с + ^ - т Г я / , 1 \ 1 
+ Г (а) ^ ™ 2 0 0 8 Г Т Г ~ 6 ~~ С + Г " " 7 ] ' 

где (4.8) 

( — 1 ) т „1-+<-в~4 V 1 / ч / , г . М 

Д л я интеграла (4.2) при 7' ( 0 ^^^ (/) можно брать р = 
ц 

У А- + X + р + 1, а для интеграла (4 .3) у = 2р р = к + 
т ^ + - у т 1 при Г (х1) = (# УО. . и — четное число. 

В заключение отметим, что рассмотренный метод применим 
т а к ж е к асимптотическому представлению при х->оо интегралов 

вида ^Е(х1) Р(1) сН, если функция Е (I) экспоненциально убывает. 
у 

Один частный случай этого метода, когда разложение содержит 
функции Макдональда , рассмотрен в работах [5—7], а его обоб­
щение дано в работе [4]. 
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Работы по теории функций и краевым задачам. Рига 1968 

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ НЕКОТОРЫХ 
Ц Е Л Ы Х ФУНКЦИЙ И ИНТЕГРАЛА ФУРЬЕ 

У/. Ж. РИЕКСТЫНЯ 
Вычислительный центр ЛГУ им. П . Стучки 

оо 

Получена асимптотическая оценка целой функции / ' (I) — \ ) п Х 

Х\л(п) 1 п во всей плоскости, когда | / | ~ > о о , при условии, что функция 
р ( 2 ) является регулярной функцией в полуплоскости Не г > Ь, за 
исключением конечного числа полюсов и точек ветвления, и имеет 
асимптотическую оценку (1). Если для функции (.1(2) дано асимпто­
тическое разложение по функциям, для которых справедлива оценка 
(1), то в некоторых случаях получено и обобщенное асимптотическое 
разложение Е(1). 

Получено асимптотическое разложение интеграла 
ь 

Е (т) I с~{рХ / (р) с!р ( — со < а < Ь < со, ( Г < т ->со) . 
а 

Концы промежутка (а, Ъ) для функции /(р) могут быть точками вет­
вления алгебраического или логарифмического характера, в окрест­
ностях которых дано асимптотическое разложение функции /(р). 

Многие авторы исследуют асимптотическое разложение целой 
функции 

ОО 

НО - % ' Ш * 

при больших значениях аргумента. Главным образом рассматри­
ваются конкретные функции, например, в работах [1—41 и в неко­
торых других. Наиболее значительными являются работы Барнса 
[5] и Ватсона [6], где рассматриваются уже более общие функции 
и по поведению коэффициентов \1 (п) ряда можно судить об асим­
птотическом разложении суммы р я д а / ( / ) . Метод, рассмотренный в 
[51, получает дальнейшее развитие в работах [ 7 - -9], метод, рассмот­
р е н н ы й ^ [6], — в [10—12]. 



Большие трудности для получения асимптотического разложе­
ния целых функций представляют секторы, где целая функция 
имеет бесконечно много нулей. Эти трудности для функций опреде­
ленного класса преодолевает Райт и получает асимптотическое 
разложение во всей плоскости. Мы наложим на функцию р (2) 
условия, сходные с теми, которые даны в работах 110, 13—15], 
и обобщим их с целью расширить класс функцией \х (2). Асимпто­
тическую оценку суммы р я д а получим так , как в ИЗ—151. 

1. 

Д л я наглядности введем некоторые классы функций. 
I. Функция \1(1)^Б, если 

1) функция р. щ регулярна в области Об> где Об есть общая 

часть сектора | аг# г \ ^ Л и полуплоскости К е 2 > с г> 0; 

2) в области 0 Б функция и. (2) имеет асимптотическую оценку 

\1 (2) = А схр [— Г ? ]п 2 + Щ 2 а 1п* 2 (1 + г (2)) (1) 

ПрИ | 2 | - > 0 0 , у > Т о > 0 , 

где г (2) == о ( 1 ) ; А, (3, а — комплексные числа; х — действитель­
ное число (под 1п 2 понимается его главное значение) 1 . 

I I . Функция и (2) ^ / ? 0 , если для к а ж д о г о достаточно большого 
целого N > 0 можно найти такое, число о 4 ^ > 0, что 

1) | 1 Щ- р е г у л я р н а я функция в полуплоскости К е 2 ^ — 

кроме конечного числа полюсов Х2> • • • Длг (Ко Хг ^ КеЯ. 2 ^ 
> . . . > Не и полюсов в точках 0, 1, 2, 3, . . . ; 

2) в полуплоскости К е 2 > — 8 ^ справедлива оценка 

|1 (2) = охр [ - У 2 1п 2 + р2] 2 а <9(1) при | 2 | -^оо; (2) 

3) в общей части областей К е 2 < — 8^, + т) ^ | аг§ г | ^ л 
и (2) ^ 

функция . имеет бесконечно много изолированных полюсов 
Я Ш Я 2 

в точках 

ХйГ^ф ^дг + я, . . . , (Ве Ядг-1-1 ^ ВС . . . - > — ОО при А ^ О о ) . 

I I I . Функция 1 1 1 ( 2 ) ^ ^ , если для к а ж д о г о достаточно большого 
целого Аг > 0 можно найти такое число 8 д г > 0, что 

1 Эти обозначения используются и ниже. 



1) г Э - ~ регулярна в области Ов> где О в есть сумма 

сектора | аг§ 2 | ^ - т р + Л> и полуплоскости К е 2 ^ — 8^, кроме ко­
нечного числа полюсов ХЪ Я 2 , - . Х # ( Н е Я 1 ^ КеЯг > . - . > К е А,^) 
и полюсов в точках 0, 1, 2, . . . ; 

2) в области Ов справедлива оценка (1); 
л 

3) в общей части областей Ке 2 < — 8^> — + г] < | % I < я 

функция т ^ имеет бесконечно много изолированных полюсов 
5111 Я2 

в точках 
^N+2, • • • (Ке Х^-и ^ Не д̂г-ь2 — с о при Л^-^оо). 

IV. Ф у н к ц и я |л (2) ^ Г, если 
1) — — регулярна , кроме, может быть, конечного числа 

3111 Л 2 
полюсов Х 2, . . . , 5^ и полюсов в точках 0, 1, 2, . . . ; 

2) в секторе | а г § 2 ] ^л—т\ существует асимптотическая оценка 
(1); 

3) в секторе л — г] ^ | а г # 2 | < л справедлива оценка (2). 
V. Будем говорить, что функция \1 (2) удовлетворяет условию 

П, если 
4 Ч ^ (2) I 

1) . — регулярна в окрестности [ я — $ | ^ р некоторой 
31П Л2 

точки 2 = 5, за исключением точки 2 = 5; 
2) в этой окрестности 

3111 Л 2 
Ь = 0 

(^о < V! < . . . ->оо, с л — комплексные числа; (2 — $ ) У п = 
= ехр [ у п 1п (2 — $)], а для функции 1п(2 — 5) выбрано главное 
значение с разрезом из точки г — $ до — о о вдоль прямой 1 т ъ = 
= 1 т 5). 

V I . Функция \х(2;)^иъ если 
1) Iх ( 2 ) удовлетворяет условию П ; 

2) на интервале (Ке 5 — р ; Ке 5) существует число 8 ^ > 0 

такое, что функция г- Ш регулярна в полуплоскости К е 2 ^ — 8^, 
8111 Л 2 < 

за исключением точки 2 = 5, полюсов в точках 0, 1, 2, 3, 
и кроме, может быть, конечного числа полюсов ХЪ Х2, Х^] 

3) 11(2) в полуплоскости Ке 2 > — 8 ^ удовлетворяет условию 
( 2 ) - ' 
4 - 1 1 8 8 4 9 



V I I . Функция и , ( 2 ) ^ П 2 , если 
1) М^ 2) удовлетворяет условию П ; 
2) на интервале (Не 5 — р; Не г) существует число — 8 ^ такое , 

\Х (2) 
что функция — [г-^- ?— р е г у л я р н а в области Вп2> где О п есть 

8П1 Я2 " д 
сумма сектора | аг# 2 | < + г) и полуплоскости Не 2 ^ — 8^ , 
кроме точки 2 = я, полюсов в точках 0, 1, 2, 3, . . . , и, кроме того, 
может иметь конечное число полюсов ХЪ . . )Х!^(({ЕХ1 > В е А 2 > 
^ . . . ^ Не А,л); 

3) \х (2) в о б л а с т и / ) п 2 удовлетворяет условию (1). 
В настоящей работе будем изучать оценку суммы степенного 

ряда 
оо 

^ ( 0 = 2 ( - 1 ) " Й («) « при ! 11 ни оо, (3) 
тг=0 

если (и (2) принадлежит к одному из классов Б, В 0 , В, Т, П 1 ? П 2 . 
По сравнению с работами [13—15] уменьшим область регулярности 
функции \х (2) и освободимся от требования , что последователь­
ность полюсов функции \1 (2) и точка ветвления должны находиться 
на отрицательной части действительной оси. Так как получение 
асимптотической оценки р я д а (3) совершенно аналогично работам 
[13—15], то результаты сформулируем в виде теорем без доказа­
тельств. 

Введем обозначения: 

/ (г, V , а, х) = УЩ в 1 1 & # Ы г (1 + о (1)); (4) 

2 + = б V ; 2 _ « в V ; 

71=1 Л 

Асимптотическое р а з л о ж е н и е понимается, как в работе [16Ь 

Т е о р е м а 1. Пусть и (2) ̂  Б , у > 2. 
Тогда в секторе 

| аг§ / + 1 т 6 | < я 
щ 

^ ( 0 = 2 ( - 1 ) 7 1 И И * п - # (*+> Т> а > х) 4* # (*-. т . а > *)• 
т»=0 



Т е о р е м а 2. Пусть |х (г) ^ Б , 0 < у 0 ^ у ^ 2 
Тогда при | I | ^ о о в секторе 

— л ал* г + 1 т р ^ — л | 1 тр) — п 

ОО 

?щ =*12 (~1)71 ? / п = * а ' х ) ; (5) 

п = 0 
в секторе 

л 11 — — - | + Л < аг§ / + 1 т р ^ л 

/ • ( О = Л / ( 2 _ , у, а , х ) . (6) 

Т е о р е м а 3. Пусть [х (г) ^ 2', 1 < у < 2, 
то при | ^ | —> оо в секторе 

— л 11 Ы — л ^ * + 1 ш Р < — Л 

Р (/) = - л У & Ц У + - 1 / ( * Ч у . а, х ) ; (7) 

г] ^ ВДВ * + 1 т Р ^ « ( 1 Й + Л 

^ (/) - л У & Ц Ц ) + . 4 / у, а , х) . (8) 

в секторе 

Т е о р е м а 4. Пусть и (2) ^ 2 \ 1 < 2 

то при | I | - > о о в секторе 

| а г в * + 1 т р | ^ г| 

Р(1) т — л У ( / , + Л/(*Ч-, V» «, н) + Л / ( г _ , у, а, х ) . 

Т е о р е м а 5. Пусть \1 (2) ^ Г , 0 < у ^ 1, 
то при | I | - > о о в секторе 

— л 11 — — л <2 аг§ ^ + 1 т р < - л (1 — у) — г] 

РЩ^и ПУ (*, X* У + 4 ? ( * Ь У / а , х ) ; (9) 

в секторе 

л (1 — у) + Л 4 аг^ ? + 1 т р ^ л |д - -^ - ) + г] 

# (,) = _ п у щ ^ х , ) + -1/(2_, у, а , х ) ; (10) 



в секторе 
—- я (1 — у) — т) < аг& I + 1 ш р < — я (1 — у) 

р щ = _ я у & > п ? к к ) + 7 у, а , х) О (1); (11) 

в секторе 
я (1 — у) ^ а г ^ I + 1 т р < я (1 — у) + г\ 

Р (I) = - я У & ^ , Ь 4 ) + 7 ( 2 _ , у , а , х) О (1). 
Т е о р е м а 6. П у с т ь р, (2) ^ Ту О < у < 1, 

т о п р и | * | - > о о в секторе 
| щ г + 1 т р | < я ( 1 — у ) 

Р(1) = - я У & Хъ кк) + ехр [— уе* + ж ( к е а + ^ - ) ] я* о (1), 

где — 
ех= \1\ *©*р [ ( К е р — у ) у " Ч . 

Т е о р е м а 7. П у с т ь р, (2) ([ В0у 0 < у < 2, 
то при | г | - > о о в секторе 

| а г ё I + 1 т р | ^ я | 1 — — г] 

/ • ( г ) = - я У ( * , М + о ( | 1 | х л ) . 

Т е о р е м а 8. П у с т ь ц (2) ^ В, у = 2, 
то п р и | г | - > о о в секторе 

| аг# / + 1 т р | ^ г) 

Р{1) = — л У (/, ^ Ь у ) + О {\1 М + 

+ Л / ( 2 + , у , а , х) + А1 ( 2 _ , у, а , х ) . (12) 

Т е о р е м а 9. П у с т ь ц (2) ^ 7?, О < у < 2, 
то при | / | - > о о в секторе 

— п( 1 ~ ~г)~~11 * а г § ' + 1 т р * — я(*""г)+ п 

р щ •„ _ я у ^ ^ ) + о (! г $Щ + Л 7 ( 2 + , у, а , х ) ; (13) 

в секторе 

л | 1 — 4") ~ П Й а г § I + 1 т р < я | ( — Х | + л 

Р(1) = — л У $ У + о(\1 -!- .47 ( 2 _ , у , а , х ) . (1/.) 



Т е о р е м а 10. Пусть \1 (г) ^ Иъ 0 < у < 2, 
то при | I | - * о о в секторе 

| а г 8 * + 1 т р | ^ я ^1 - — т| 

с о 

Р (о ~ - я у (и х1У кя) + ь8 2 т(-ч ) ( 1 п 

Т е о р е м а 11. Пусть |л (2) ^ П 2 , у — 2, 
то при | I | - ^ о о в секторе 

| аг# г + 1 т р | ^ г| 

Р(1)~-лУ(1, Хъ Хм)+А1(2+1 у, а , х) + 
со 

+ А1 ( 2 _ , у, а , х) + Р ^ Г & ч ( 1 п О"4"-1-

Т е о р е м а 12. Пусть [х (2) ^ П 2 , 0 < у < 2, 
то при | < | -»-оо в секторе 

— я | 1 — — т] < аг§ г + 1 т р < - л | 1 — + л 

Р(1) ЛУ (г, кь Хк) + А1 у, а, х) + 
ОО 

в секторе 

я | 1 — - т] < агв « + 1 т р < я | 1 - + ц 

>(*) А* + Л / ( 2 _ , у, а , х) + 
с о 

+ 1 $ 2 г й н ^ № * ( 1 5 б > 

Т е о р е м а 13. Пусть ц (я) й 0 , у = 2; в полуплоскости 
Ке 2 ^ — 8^- справедливо разложение (1). 

Тогда при и | - > о о в секторе 

| аг§ г + 1 т р | ^ г) 

Р (I) =• — Я У (/; Хь Щ + О (| I |"М + О + 

+ - 1 / ( 2 + , у, а , х) + А1(^_> у, а, х ) . 



Т е о р е м а 14. Пусть р (2) ^ # 0 , 0 < у < 2 ; в полуплоскости 
Ке 2 ^ — 8# справедливо разложение (1). 

Тогда при | I | -> оо в секторе 

^ (*) = - я У ^ М + о (! /- Г**) + 
+ 6> ( е < К е а + 4 А1 у, а, х ) ; 

в секторе 

я | 1 - - л < аг§ / + 1га р ^ я ^1 - Щ + л 

$Щ = -пУ(1, Хъ Щ + о(\1 гЩ + 

Т е о р е м а 15. Пусть Ц (2) ^ П 1 ? у = 2 ; в полуплоскости 
Ке 2 ^ — 8 ^ справедливо разложение (1). 

Тогда при | I | - ^ о о в секторе 

| аг§ г 4- 1 т р | ^ л 

$Щ к у ^ х±, ХЫ) + 0(е(***+»*) +Л1(г+1 у, а , х) + 
00 

+ . 4 / ( * _ , у, а , х) + ^ г 7 ^ Г Т ( 1 п г ) " У ' 1 " 1 -
Ь = 0 

Т е о р е м а 16. Пусть |ы (2) ^ П ъ 0 < у < 2; в полуплоскости 
Ке 2 ^ — $ # справедливо р а з л о ж е н и е (1). 

Тогда при | I ! -> оо в секторе 

- я К — — л ^ аг§ г 4 1 т р < — я | 1 — + л 

Р(1) л У (I; Х1У % ) + / 1 / (2_ ь , у, а , х) + 

00 

+ о ( е ( к с а + 1 ) я ) + г з V с * (1п / ) - ^ - ' ; 

в секторе ь=о 

л | 1 — Щ — % < аг§ М - Щ р ^ я. | 1 — + -п 

^ ( 0 ~ — л Г (г; кя) + А1 у , а, х) + 
с о 



Чтобы получить асимптотическое разложение суммы ряда (3), 
должен быть задан асимптотический р я д функции \л (2). Рассмот­
рим несколько примеров, которые покажут, какие обобщенные 
асимптотические разложения ц (2) могут дать асимптотические 
разложения суммы ряда (3). Д л я оценки остаточного члена вос­
пользуемся теоремами 1—16. Очевидно, члены асимптотического 
ряда функции \х (2) должны быть функциями, оценка которых 
задана формулой (1). 

1. В работе [10] рассматривается р я д 

ОО 

2 » (п) 1п, (16) 
п=0 

Ро, V — комплексные числа; В е у > 0 ; 
б) существуют такое целое фиксированное число М > 0 и такие 

комплексные числа П19 7>2, . . Ом, сс., а 2 , . . ам, а м + л , что 
Вс а А ^ Ве а 2 ^ . . . < В е ам < Во а м + 1 и 

м 

При I 2 | —> СЮ. 

Положим, что представление (17) справедливо для каждого 
целого М > 0, и покажем, как оно применимо в нашем случае. 
В дальнейшем через Ат и ат (т — 0, 1, 2, . . . ) обозначим комплекс­
ные числа. 

Т е о р е м а 17. Пусть 
1) &(&)$В9 у > 2 ; 

2) в области ОБ для каждого целого М > 0 функция ц (2) имеет 
разложение 

м 

^ 2 ) = ?0 + + г ( г * + « - + . ) ' ( 1 8 ) 

где г м (г) О (1) при | 2 | ^ оо ? Ве а0 ^ В е а А ^ В е а 2 < . . . ->оо . 

где 

Ре) 



Тогда при | I ! ~ ^ о о в секторе 

| а г ^ I | ^ л 
оо 1 оо 

1 — 1 — а т 

у 
п=0 т=0 

1 со 
1 — ат | —или 

+ ± е а ^ У 2]с1т(1е-*)~^~. (19) 
' 771 = 0 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Р а з л о ж е н и е (18) подставим в р я д (3). 
Имеем оо 

$Ш
 = 2 4 5 (ъ + й м (о, (20) 

7П= О 

где 

* * ^ - 5 ^ 1 т ^ Й г ' ! <21> 

71 = 0 
СО 

Вм(1)= 2 ( - ^ Ф ^ ) ' 7 1 ; (22) 
м 

_ 1 г м (2) 

771 — 0 

, ?'М+1 (̂ ) 
Г ( у г -I- а м + 1 ) Г ( у г + а м + 2 ) 

(23) 

г м + 1 (^) = О (1) при | 2 | оо . 
Так как |л (г) ^ Б и 

1 

Г ( у г + а м + 1 ) 

- (2п)~^у^м + 1 + ^ г у 2 ~ а м ^ ^ е ( у - у 1 п у ) г (1 + о (1) ) 

при | 2 ] - > о о в секторе | аг§ 2 | ^ л — т], то ф м ( г ) 6 ^ > 
где 

.4 = й м + 1 ( 2 л Г ^ " у " " ^ + 1 + ^ ; Р = ^ - у ! п у ; 

, 1 П 



Из теоремы 1 следует, что в секторе | аг& I | ^ я 

со 

п=0 

+ А1 (*_, у , - а м + 1 + ^ , 0), (25) 

где / (я, у, а , х) определяется формулой (4) и 

1 . 1 1 : а 

Асимптотическое разложение функции 
со 

* (Т> а т > 0 - 2 "Г 
п=0 

при 11 | - ^ о о получено в работе [10]. В нашем случае для каждого 
целого Ь > 0 и для всех / Ф 0 

5 (у, 0С Ш , — 0 = — 2 ехр ( / е г я ( 2 Л + 1 ) ] У х 

Т | - 1 [ а г & ^ + л (2Л+1) ] | <л 
V 

1 — а т 

где 

р(0 = 0 ( 1 ) при | * 1 - ю о . 

Первая сумма распространена на те значения /с, для которых 

(26) 

(27) 

-у [ а г ё ^ - | - я ( 2 А : + 1 ) ] < я . 

В частном случае, когда ат = 1, получаем функцию Митаг — 
Лефлера Еу (I) =-",9 (у, 1, 2). 

Разложение (26) и оценку остаточного члена (25) представим 
в (20). Т а к к а к мы рассматриваем сектор | аг§* I | < я , то 

акт I + я , я А аг# ^ — я 
—-—-— = у ^ — > о и — 

Т У Т 
у ^ о. 

У 

Легко заметить, что главную часть разложения Р (I) дают члены, 
для которых К = 0 и К ~ — 1 . Все остальные члены (26) можно 
присоединить к остаточному члену. Теорема доказана . 



Т е о р е м а 18. Пусть 

1) 0 < Т о ^ у < 2; 
2) в области О б для к а ж д о г о целого М > 0 функция ц (я) имеет 

разложение (18). 
Тогда при | I | - * о о в секторе 

тс < аг^ I ^ 

со Л . оо 1~атп 

Р(1)= ^ (—1)" (1 (я) 1п ~ — «2« е г Я ) V ^ О е * " ) - V - ; (28) 
п = 0 Т = 0 

в секторе ^ ^ у _ | _|. ^ ^ а г ^ ^ л 

1 ~ а « 

V 

— Щ \ " / 

Т = 0 

Доказательство совершено аналогично доказательству теоремы 17. 

Т е о р е м а 19. Пусть 
1) |а ( 2 ) 6 / Л У = 2; 
2) в области 1>в для к а ж д о г о целого М > 0 функция (х (г) имеет 

разложение (18). 
Тогда при | г | - > о о в секторе 

* - я 2 / г )+т е х р [/е'гя]^ 2 **х 

Ь= I гп = 0 

1 ~ а 7 > 7 . 1 оо I— 

771 = 0 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Р а з л о ж е н и е (18) подставим в р я д (3). 
Получаем формулу (20). Очевидно, что ф л П я ) ^ Л. А, а, р, х 

з аданы формулами (24). Из (23) следует, что функция ^ м ^ 

имеет полюсы при Л.*, А^, — 1 , - 2 , — 3 , . . . 



Оценка для (22) следует из теоремы 8 : 

Л м (0 = 2 ( - 1 ) " * м (") 1п = - п 2 гее - | ^ Ь I* + 
П=0 Л=1 А 

М 

+ я 2 г е з [ — 2 - г А — г ! + ° ( м о 1 » + 

•4- А1 у, — а л л - 1 + - у , 0) + Л1 (г_, у, — в о д + -тг I °) = 

1 1 
+ 4 / у, — а м + 1 > °) + Л / у, — а ы + 1 + - у - °) + 

+ (29) 

Согласно формуле (26), 

М , 1 

т = = 0 |_1_[аге*+я(2к+1)]| <я 

М I. 

- 2 *»» 2 Г(
(ГТ

1
/
)'+1т) + ! » г * 1 1 0 с 1 )+ д

м (/). (зо) т = 0 

Главную часть разложения ^ (/) дают члены, для которых 
к = 0 и й г = — 1 . Так к а к формула (26) справедлива для каждого 
& > 0, возьмем Ь = [8#1> и приходим к утверждению теоремы. 

Т е о р е м а 20. Пусть 

1) И * ) € ' Л 0 < Т < 2 ; 
2) в области В в для каждого целого М > 0 функция ц (г) 

имеет разложение (18). 



Тогда при | * | - > о о в секторе 

Р(1) Л V ГС* ( Ш Л , 

« г=Хк Щ% Я2 1 I Т 

1 _!_ °° ' " " а 

+ — е х р [ < е - * я ] ^ 2 с1т(1е-м\ V • (32) 

Доказательство совершено аналогично доказательству тео­
ремы 19. 

П р и м е ч а н и е . Теоремы 19 и 20 справедливы и тогда, когда 
вместо условия и. (2) ^ В имеем условие \л (2) <^В0 и требуем, чтобы 
разложение (18) было дано на полуплоскости К е 2 ^ — 8^. 

В этом случае для оценки остаточного члена можно использо­
вать теоремы 13 и 14. 

Т а к как разложение (18) совпадает с разложением (17), т а 
результаты теорем 17, 18, 19 и 20 полностью совпадают с резуль­
татами работы [10] с той только разницей, что у Райта у — комп­
лексное число. 

Метод Райта отличается от метода, использованного в настоя­
щей работе, следующим: 

1) оценкой остаточного члена ; 
2) чтобы получить асимптотическую оценку в секторах у + 

. я я я я , ^ 0 

+ ~2 Ч и У ~ & ^- + т1» Раит пользуется методом 
Ватсона, т. е. р я д (16) сводится к такому ряду , в котором у = 1. 



я я 
Надо отметить, что в работе [12] для секторов у -\ < — г\ 

л л , У -
и у > гр + Л получено асимптотическое разложение 

У 2 

функции (16), если 

^ 

при \г | - ^ о о , где 

Т е о р е м а 21 . Пусть 
1) рШЪь 0 < у < 2 ; 
2) в области К е г > — 8Лг для каждого ЛГ > 0 функция р. (2) 

имеет разложение (18). 
Тогда при | I \ - > о о в секторе 

* Ч 0 я У гез / 4 ^ ' 2 \ + — е х р [ ^ 1 я Г х 

т = 0 Ь = 0 

1 2 . " 
/ ( 0 я У Ц ад + — ехр Г«Г«»] V ^ т Х 

771=0 

в секторе 

Доказательство теоремы 2 1 , т акже к а к и доказательство всех 
последующих теорем, совершено аналогично доказательству тео­
ремы 19. 



Т е о р е м а 2 2 . Пусть 
1) Ш&#1> У = 2 ; 

2 ) в области Ке 2 ^ — 8 ^ для к а ж д о г о М > О функция р. (2) 
имеет разложение (18). 

Тогда при [ I | - > о о в секторе 

! а г в г••] < Т) 

со 
Р{1) тс У (I, Хь Ы + * 2 г А \ О " + 

л I — 1 ~ « | В 

?/г = 0 
I 0 0 ] —ат 

Ь — елр [1е-1л] У ^ 

771=0 
Аналогично можно получить асимптотические разложения в тех 

случаях, когда \х (г)^Т, только тогда необходимо сделать допол­
нительную оценку остаточного члена ( 2 7 ) относительно Ь. 

2. Дальше вместо р а з л о ж е н и я (18) рассмотрим другие асимп­
тотические разложения и (2). Следует отметить, что для каждого 
типа разложений ц (2) так же , к а к и для разложения (18), можно 
было бы образовать целые группы теорем, но мы этого делать не 
будем. Получение асимптотического представления Р (I) покажем, 
главным образом, для случая \1 (г)^Б и у > 2 . 

Т е о р е м а 2 3 . Пусть 
1) , ! ( * ) € * , у > 2 ; 
2 ) в области Д б для к а ж д о г о целого М > 0 функция (2) имеет 

разложение 

и ( 2 ) - * V с 1 т 4-
• К ) - Г ( 2 + 1 ) ^ Г [ ( у ~ - 1 ) 2 + а т ] + Г ( г + 1 ) Г [ ( у - 1 ) М - а м - Ь 1 Г 

т = 0 
( 3 5 ) 

где гм(%) = 0 ( 1 ) при | 2 | - ^ с о , К о а 0 < К е а х < К е а 2 ^ . . . ^ о о . 
Тогда в секторе 

| аг§ г\ ^ я 
со со 

^ ( о = 2 (-1)П(*(«)<п~2 {1)> ( 3 б ) 

771 = 0 7П==0 

71=0 



Доказательство теоремы 23 аналогично доказательству теоремы 17, 
только дополнительно надо показать, что разложение (36) асимпто­
тическое по определению [16]. Т а к же , к а к и в доказательстве тео­
ремы 17, получаем 

М - 1 

/ • ( 0 = 2 ^ - С - . ( < ) + 
771=0 

. 1 

+ ПМ " 2 П
 } " [I Ъ - « м , 0) + 7 ( * _ , у , - а м , 0 ) ] , 

где 
1 17С 1 гя 1 —V 

2-| = ^ ; 2 _ . - ^ Г - V ( 8 ^ ( у — 1) V . 

Из (4) следует, что 

Т 7 ~ _!_ _гЯ I гК ] 
^ { е х р ( у * / * «V) ( „ V «V) + 

[ — / _ \~1 ~ Н е а м + т " 
8 [ * | V сое \у + — Н [ | I * о (1)}; 

/<*_, у , -*м, о ) = 1/5 2 : а - н ( 1 + 0 = 

— {охр [у51У е~У] (АВ в-У) " М + * + 

* « к ф * | * г ' * С О Й ^ - — 11 \1\У 0 ( 1 ) } 

1 Ы 
при | I | -»-оо, где // = — АТ§ I, 6 - - ( у — 1) V . 

Т а к как , согласно теореме 1, 

V ' ( ' ) - 2л Г ( л + 1 ) Г 1 ( у — 1 ) л + а м ] 

= ( У ~ 1 ) ~ а Д ' + Т [ / ( 2 - | - , у , - « м , 0 ) + / ( * _ , у , 0)] 



при | I | - > о о в секторе [ агд г | ^ я , то условия определения [16] 
выполнены. Теорема доказана . 

Т е о р е м а 24. Пусть 

1) * л ( 2 ) € 5 , У > 2 ; 
со 

2) ^ ( 0 =2 ( - 1 ) п ^ ( « ) * п ; 

СО 

3) й ®г ̂ 2 ( - 1 ) " |* й *(,») 

СО 

4) ^)~2^ е~ Ч г <37) 
ь = о 

я 
при | 2 | - > о о в секторе | аг§ 2 | ^ т ] Д 0 <А, Х < Х 2 < . . . ->оо; 

5) #(2) — р е г у л я р н а я функция в области # б -
Тогда при | I | -> оо в секторе | аг§ I + 1 т р | ^ я 

оо 

Д о к а з а т е л ь с т в о . И з (37) следует, что для каждого це­
лого К > О 

к = 0 

г д е гК(и) = 0 ( 1 ) = с ? к + о ( 1 ) при | 2 | - > с о . Имеем 
К - \ оо 

Из теоремы 1 получаем 

& 0 ) = 2 0 + Л / ( 2 + , у , а , у) + Л7 ( 2 _ 7 у , % ус) 
к=0 

в секторе (аг# I + 1 ш Р ) ) # я . То , что разложение (38) является 
асимптотическим по определению [1С], можно показать совершенно 
т а к ж е , к а к в доказательстве теоремы 23 . Теорема доказана . 



Ь = 0 

X—1 

/ (Р) = 2 М * ~ РГ" + (Ь - Р)°кгь (Ь - р, К), (41) 
Ь = 0 

где 
га{р-", К) = О (1) при | р - а | - О, 

г ь (*>-/>, Я) = 0 ( 1 ) при | Ь _ р | - > 0 , 

а А , 6 А , о Л , Хк — комплексные числа, такие, что — 1 < Ке ш 0 < 
< Ке й>! < . . . оо, — 1 < Ке к0 < Ке Хг < . . . - > оо при А оо . 

Пусть функция / 1(Ь — а) е~и + а] = # (и) регулярна в секторе 
| аг# и I < т), за исключением, может быть, точек и = О и и = о о . 

Нетрудно убедиться, что 

1 

р (т) = (Ь - а) е"* Т а ^ * / [(Ь — а) и + а] й/л 
о 

Поэтому 
со 

Р (т) = (Ь - а) И * ^ ( - 1 ) " К (") 4 '(42) 
п = 0 

где 

И<*) = Г ^ + 1) ; 1-{Ъ~а) тЛ; 

ф (2) == { {[\ъ — а)и + а] Vх (IV. (43) 
о 

1. Найдем асимптотическое поведение при т - > о о функции 

ь 

Р(т) = / е-^Цр)(1Р, (39) 
а 

(— оо < а < Ъ < с о , т > 0 ) , если для каждого целого К > О 

/(р) - 2 а *<р - а ) 4 + (р - а ^ к г * ( р - а> < 4 °) 



Чтобы получить асимптотическое р а з л о ж е н и е функции (43), 
используем разложение (41). Получаем 

ф ( * ) - ^Ьк(Ъ — а)^ь ^ р*4%^&"Ыцф 
к=0 О 

1 

+ (Ь -- а)»к У $ (1 — и)<»к гъ [(Ь — а) (1 — Щ% К] Ль = 
о 

V Ъ (И л у у г < 2 + 1 ) Г (щ + 1) 

/1=0 
где 

I 
7? ь ( # , 2) - (Ь — а ) ш * ^ г * + У « (1 _ е-и)<»к гъ [<Ъ - а) х 

X (\ — е~и), К]йи 
или 

00 

Г 

где р (и) 0 ( 1 ) при и - > 0 . Согласно [17] (стр. 45, теорема 1), по­
лучаем 

ЯЬ(К, ъ) = ъ-<*к-х (9(1) при | г | - > о о (44) 

в секторе ] аг# я [ — - % 

Если функция / [(6 — а)е~и + а] = # (и) аналитична в секторе 
| аг^ и \ ^ Щ исключением, быть может, точек и=0 и и = оо , и 
функция / (р) имеет р а з л о ж е н и я (40) и (41), то, согласно работе [171 
(стр. 48 , теорема 0), можно показать* что формула (44) справедлива 

я 

в секторе | ап* " I ^ "«г + Л и Функция ф (я) регулярна в секторе 

I а г § 2 I < + Л е г к о видеть, что интеграл 

1 
ф ( ; ) = § ^[(Ъ — а)V+а\V2с^V = | г ( г Ь 1 ) у / [ ( 6 - а ) г и + а] Ли, 

я 
определяет аналитическую функцию ф (ъ) в секторе | аг# ъ | ^ - ^ — т | . 



Сделав поворот пути интегрирования, можем доказать, что инте­
грал еГГ\О 

Ф (2) - У е^г{) и / [(Ь — а) е-и + а) с!и (45) 

я определяет аналитическую функцию ф (г) в секторе ^ Л ^ 

^ аг& г ^ — т] и является аналитическим продолжением интеграла 
я 

(43). В секторе г] ^ аг# ъ ^ + г\ интеграл 

О 

определяет аналитическую функцию и является аналитическим 
продолжением интеграла (43). 

Полученный результат сформулируем как лемму. 
Л е м м а 1. Пусть функция / (р) абсолютно интегрируема в 

интервале (а, Ь) и пусть для каждого К > О имеем разложение (41). 

Тогда в секторе | аг# ъ \ % 4ч г) при | т, \ оо для каждого 
К > 0 1 

1 

Ф (г) = У* V* / [(6 — а) V + А] ёЬ = 
О 

Г ( 2 + со, + 2) 
Я—О 

Если же, кроме того, функция § (и) = / [(6 — а) е _ п + а)1 
регулярна в секторе | а г § и | ^ т], за исключением, быть может, 
точек и = О и и — о о , и 1^р)=0(\р — а I Х о ) при | р — а | - > 0 , 

я 
Х0 > — 1, то разложение (47) справедливо в секторе- |аг§ ъ ] ^ + 
+ )] и ф (г) — регулярная функция в этом секторе, определяемая 
интегралами (43), (45), (46). 

Д л я написания асимптотической формулы Р (т) нам остается 
Ф (яЛ 

определить полюсы для функции и. (2) = Г (2 ~ М ) ^ ^ 3 3 " 
ложения (40) следует, что для к а ж д о г о натурального К > 0 при 
| и | > Г в секторе | аг§ « | < г| (2 ' > 0) 

5* 6 7 



тяе\рк(и)\ш^М ( М > 0 ) . Так как /(р) = / 1(Ь — а) е~и + а] 
регулярна в секторе | аг# и \ < ц; за исключением точки и == 0, то 
р.к(и) непрерывна при Ке а ^ У и 1 т и = 0. Легко видеть, что 
функция т 

^ е - и + 1)и I {{р _ а ) е-и + а ] а и ^ а щ 
О 

является регулярной для всех конечных значений 2 . 
Таким образом, 

оо 

Ф ( г ) = 0 ( 2 ) + § е-(г+{>и Л(Ь-а)е-и + а]с!и = 
т 

2 Р-{\ъ 4 - 2 + 1) Т 

а , (6 - а) Н ' + 
ь=о Ч + 2 + 1 

00 

т 

Отсюда, на основании известной теоремы теории функций комп­
лексного переменного об аналитических функциях, представляе­
мых интегралами, следует, что ф ( 2 ) регулярна на полуплоскости 
В е 2 > — 1 — Не Хк> за исключением точек 2 = — 1 — (А: = О, 
1, X — 1), которые являются ее простыми полюсами. При­
нимая во внимание, что К > 0 может быть любым целым чис­
лом, мы можем утверждать, что ф (г) регулярна в каждой полу­
плоскости К е ъ > — 1 — Не к к (К = 0, 1, 2, . . . ) , за исключением 
2 = — 1 — Хк (к = О, 1, . . . , К — 1) и гея <р (г) = ак (Ь — а)кк. 

Полученный результат сформулируем как лемму. 

Л е м м а 2. Пусть 
1)> функция / (р) интегрируема в интервале (а, Ь)\ 
2) / (р) =^ / [(Ь — а) е~и -+- «1 непрерывна в интервале Т > 0 

и при и оо имеет разложение (40). 
Тогда у функции 

Ф ( 2 ) == ^ г/2 / [(6 — а) V -г а] 
о 

существует аналитическое продолжение в полуплоскости Ке 2 > 
> — 1 — 1к, за исключением точек 2 = — Хк — 1 (к = 0, 1, . . . , 

1), которые являются простыми полюсами, и 

гез ф ( 2 ) = ак(Ь — а)хк. (48) 



Из лемм 1 и 2 следует, что \ь (г) = р ^\ € % У = 4. 

Так к а к агд * — _ и функция и. (2) удовлетворяет требованиям 

теоремы 20, то 

ь 
-гха х { е-«» 1(р)с/р~(Ъ-а) 

а 

00 

+ охр [*Г**{ 2 Ь * (Ь — аУ*к Г + *•) Ое-131)-"*-1} 

или 
Ь оо 

У е-ъ-<Цр)1!р~е-"* 2 Г ( ^ . + 1 ) х 
00 

X ак (т Д ) " 4 " ' + е " 1 ь г 2 Ьк Г (со, + 1) (т # 7 * $ Г ^ « (40) 

Аналогично получаем 
Ь со 

/ ^ / (р) с!р ~ 2 **г *• <з (т г ^г 4 - 1 + 
й = 0 

#* 2 ^ Г ( ш , + 1) ( * е * > ) 7 ? И . (50) 
А = 0 

Разложение (50) при целых Хк полиостью совпадает с разложе­
нием интеграла Фурье, полученным методом повторного интегри­
рования по частям (см., например, работы § 2 . 8 118]). 

2. Найдем асимптотическое поведение при т - > о о функции 
ь 

р ( т ) = ^ е-м / (р) с!р (- -оо < а < Ь < оо, т > 0), 

если функция 
1) д (и) = / [(Ь — а) е~и + а] регулярна в секторе | аг& и | ^ т|, 

за исключением, может быть, точек и = 0 и и — о о ; 



1 

ф Щ г= § Уг1 1(Ъ — а) V + а] т = 
о 

К-1 
== ^ Ч (Ь - а ) ^ / * Л 1п% * + 7?* (2), (53) 

/1=0 

где 
! 

Ек (2) = (Ъ - а ) * х / У г 1 д х | ь г " 5?» ( Ь ~ а ) $ й и -

2 ) д ) л * Ъ\*к при ! р — а | ^ 0 ; (51) 

СО 

/ (Р )~2 М * > - / > Г * п р и | й _ р ! - > 0 , (52) 
Ь = 0 

где 

— 1 < К е ^ 0 < К е ^ < . . . - > оо ; 

— 1 < Ке (о 0 < К е < . . . - > о о ; 

х , > 0 (к -= 0, 1, 2, . . . ) , х А . ^ = / г (/г = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

Т а к же, к а к в предыдущем примере, найдем разложение Р (т) 
постепенному р я д у . Получаем формулы (42) и (48). Функция ср (г) 
имеет асимптотическое разложение (47). Определим полюсы для 
функции 

Г ( 2 + 1) ' 

Используя разложение (51), получаем 

а,. (/> — а) Л * —• 1- (р — а ) я к \п"к х 
'1 р — а р — а 

ь=о " ' 

X г 0(А^ 7 р — а), 

где г а ( # , р — а) — О (1) при | р — а | -> 0 для каждого целого 
7Г > 0. Поэтому 



Очевидно, что Кк(г) является регулярной функцией в полуплос­
кости Ке г > — Хк. Преобразуем формулу (53): 

К~\ Ъ—а 

<р( 2) ^ 2 а к ( Ь — а)-*-{ [ т*ГЧ \ с 1 х + 

Л=<) о 

К~\ 1 

Л = 0 о 

, где 

й = 0 I 

— есть р е г у л я р н а я функция в полуплоскости К е г > — Хк. 
Из формулы (54) следует, что точки Щ = --- Хд. — 1 (/с =*=Ь, I , . . ., 

^ — 1) являются точками ветвления функции ср (2), в окрестности 
которых 

[I (2) _ ф (2) 1 
— : ~ 7Г7—, , ч - : — — А ( — г ) ф (2) ~ 

5111 Л2 8 П 1 Л2 I (2 + 1) Л 4 ^ V / 

оо 

_̂  2 ( - 1 ) ^ ( ^ - 1 - 1 ) ( 2 .4.. % к + ] Г к + т - 1 ч Г { Х к + 1 } х 

771 = 0 
X (Ъ — а)-*-1 + о* (2), 

где р А : (2) регулярна в точке 2 - — — 1 функция и в ее о к р у ж ­
ности 

, М - Ё ( , + х . + О - . 

7/1=0 

И з всего сказанного следует, что функция р, (2) удовлетворяет 
условиям теоремы 21 . 

Теорема 21 доказана для случая , когда у функции и, (2) имеется 
одна точка ветвления, но в нашем случае функция р (2) и м е е т е — 1 
точки ветвления, где К > 0 — любое целое фиксированное число. 
Легко видеть, что доказательство теоремы 21 не меняется, только 
для каждой точки ветвления в формулах (33) и (34) добавляется 
соответствующий асимптотический р я д . Регулярные функции рк(г) 



на результат не влияют. Т а к к а к в формулах (33) и (34) функции 
рк (я) будет соответствовать р я д 

1 
и г = - ~ = 0 (т = 0, 1, 2, . . . ) , то все члены р а з л о ж е н и я анулиру-

1 ( — т ) 

ются. Теперь можем написать окончательный результат . Так к а к 

I = у « 1, то берем формулу (34): 
Ь оо 

? ( т ) = У е- 1 ТР Цр)с1р = (Ь — а) е~1ха 2 ( — 1 ) п Й ( й ) ^ ~ 
а 71= 0 

СО 

~ (6 — а) е-1ха {ехр [/е* 1 ] 2 ( й — а ) в * Г 1) (*<Н я )-**г 1 + 

_ а 2 ^ * | Ь _ а ] ^ т / Г ( х 4 - т + 1 \рьЩ \ 
г — 

Учитывая обозначение / *=* (Ь — а) х е 2 , получаем при т - > о о 

Р{х) ~ е-** ^ Ь * Г ( а > 4 + 1) ( т е 1 ' Г * * - ' + 

00 

+ е-1в*2 « Н ^ ^ Г ^ - 1 Г ( « * + 1 ) в А ( т ) , (55) 
Ь = 0 

где функция 6 л ( т ) дана в виде асимптотического ряда 

у ( - 1 Г Г < ™ > ( ^ + 1) од 

т - 0 х к 1 7 

при Т - > о о . 
Если щ — целое положительное число, то вместо асимптоти­

ческого ряда (56) получаем конечную сумму. 
Частный случай, когда / (р) = 1п (р — а) § (р), рассмотрен в 

работе [19], где использован метод повторного интегрирования по 
частям. Результаты совпадают. 
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а Пш1е пшпЪег оГ ро1ез апй Ьгапсп р о т Ь з , апа* 1Ье азутрЬоЫс ез1лта1.е 
(1) ЬоЫз 1ог Н. И 1Ье {ипсИоп \х (г) 18 ехрапйей 111 1егтз о1' гипсИопз 
Гог \ У Ы С Ь 1Ье евИтаЪе (1) 18 уаИД, а^епегаПзеЛ а8утр1о1Лс ехраизшп 
-оГ Р (I) 13 о Ы а т е о 1 1ог зогпе оссазшпз. 

ТЬе азутр1о1лс ехрапзюп р | 1Ье тЪе§га1 
ъ 

Р (т) — ^ ехр (— ьрх) / (р) с1р (—оо < а <Ъ < оо, 0 < т -> оо) 
а 

13 оЫашеД. ТЬе 1егпипа1з оГ 1:Ье т!:егуа1 (а, 6) т а у Ье а1§еЬгак ог 
]о^ап1Ьт1с ЬгапсЬ р о т Ь з оГ ЪЬе 1'ипсЦоп / (/?), ап азутрЬоИс 
ехрапзюп оГ /(/)) Ъ е ^ т ^1уеп 1Ье лчснпЬу оГ 1Ьезе р о т 1 з . 



Работы по теории функций и краевым задачам. Рига 1968 

О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА ПЕРЕВАЛА 
В НЕКОТОРЫХ ОСОБЫХ СЛУЧАЯХ, 1 

Т. Т. ЦИРУЛИС 
К а ф е д р а о б щ е й математики ЛГУ им. П. Стучки 

Рассматривается применение метода перевала в случаях, когда 
подынтегральная функция в седловой точке имеет алгебраическую 
или простейшую существенную особенность. 

При нахождении асимптотического разложения интегралов 
вида 

где к (/), / (I) — аналитические функции в области, содержащей 
путь интегрирования Ь> кроме, быть может, отдельных изолиро­
ванных особых точек, наиболее удобным оказывается метод пере­
вала. Д л я этого деформируют путь интегрирования Ь так , чтобы 
он по возможности состоял из линий наибыстрейшего спуска для 
ехр { — хк (I)}, т. е. градиентных линий для | ехр { — хк (I)} | , 
а асимптотическое разложение для (1) в этом случае равно сумме 
вкладов критических точек, которыми могут быть концы пути 
интегрирования Ь и седловые точки. Седловые точки в простейших 
случаях могут быть найдены из уравнения к' (I) = 0 11, 2]. 

Однако может оказаться , что в некоторой критической точке 
* ~ 1к функция / (I) имеет т а к у ю особенность, что контур интегри­
рования через нее проводить нельзя. 

Цель статьи — вычисление вклада в асимптотическое разложе­
ние интеграла (1) окрестности подобного вида критической точки 
в случаях простейших особенностей функции / (I). 

В дальнейшем будем считать, что вне круга | I | == Я путь ин­
тегрирования Ь по некоторым линиям наибыстрейшего спуска 
Для ехр { — х к (ь) } уходит в оо. Это не умаляет общности задачи, 
так как в к л а д ы концов пути интегрирования в случае конечного 
контура могут быть найдены обычными для метода перевала 



приемами. Исследуемую точку будем считать I --=•• О, и, кроме того, 
предположим, что 

Л < 0 - = ' Р М 0 ; р= 1,2, (2) 

Кг{1) = 1 + Аг1 + а 2 Г 2 + . . | * | < Л (3) 

и в круге | I \ <П, кроме 1=0, нет других седловых точек функции 
И (I) и особых точек функции / (I). 

С Л У Ч А Й А Л Г Е Б Р А И Ч Е С К О Й ОСОБЕННОСТИ 

Предположим, что 

/ ( 0 

где р > 1 и 
Ф (/) - Ь0 + Щ + 

В этом случае путь интегрирования Ь в (1) деформируем согласно 
методу перевала, с той лишь разницей, что через I = 0 путь не 
проводим, а обходим точку I •= 0 по некоторой дуге окружности 
\ 1\ = г при г < 7 ? . Если (1) интегрировать по частям, то в силу 
выбора концов пути интегрирования на л и н и я х наибыстрейшего 
спуска в оо получаем 

1 ( х ) ~ р ~ ~ Г / ф ' ( / ) е х р { " Х К Щ ( П ~ ( Г = 7 х 

X [ Ф Щ Ы Щ ехр { - ХК (/)} (6) 

I 

если §ф 1. (В случае р = 1 получаем, соответственно, вместо 

р 1 множитель 1п /.) 
Так как при интегрировании по частям положение седловых 

точек полученных интегралов такое же , к а к у исходного интеграла, 
то, применяя интегрирование по частям к раз , при подходящем 
выборе к можем добиться того, что в к а ж д о м из полученных инте­
гралов контур интегрирования у ж е можно проводить через ^ 0 и 
для дальнейших вычислений применить метод Лапласа . 

Покажем это на примерах. 

С Щ * $ Цг ехр { - .г/ 2 (3 - /)} а1 (7) 

ф ( 0 

I I \ <П, Ь0ф0. (5) 



при х^ос, | ащх \ < ~2 А> ^ < ^ < ~~2> г д е к о н т у р е конечен, 

расположен в полуплоскости 1тл I > 0 и соединяет 1= — 1 с I = 1. 
Непосредственно применить метод перевала нельзя, так как вдоль 
линии наибыстрейшего спуска 1 т I 0 интеграл расходится. 

В силу того, что вклады концов I = ± 1 и другой седловой 
точки г = 2 имеют порядок о (ехр {— е | х\}) при 0 < е < 2, то 
после интегрирования по частям и простых преобразований 

1 

С (х) = - щ - 2 Г 4- [е- 3 ** 2 зЬ я / 3 ] 1п » $ -

- 3 х \ (1 + 0 (2 - /) в* 1 ' йГ8**) Ш + о (е~ е1*1). 
- 1 

Первый из интегралов проинтегрируем еще раз по частям, а за­
тем применим к обоим интегралам метод Лапласа. Выписывая 
только первые члены разложения, получаем 

6(х) = -ет + У & ^ | 2 - + О ( ж * ) , ж - о р | | а г в х | < - 5 _ _ Д . 

(8) 

Подобным образом может быть получен весь асимптотический ряд. 

2) 

а — гоо 

Р 

С 0 5 Я * Г ( * + 1) П Г(я; — *} 

№ - 1 — I {Щ 

где а 1 ? а 2 , а 7 ,— различные положительные числа, разность 
которых не равна целому числу, и 0 < а < ппп д.. Нетрудно 

установить, что функция / (Л является аналитической в I = 0. 
Интеграл (9) сходится для | г | > 1. 

Найдем асимптотическое разложение (9) при 2 - ^ т о о и тем 
самым покажем, что ни одно из двух формальных разложений, 
получаемых по образцу метода Барнса передвижением контура 



интегрирования вправо или влево, не является асимптотическим 
рядом для (9). Этот пример приведен т а к ж е в [4]. 

Обозначим г = ех

} проинтегрируем один раз по частям, а затем 
передвинем контур интегрирования на ось К е I т 0. Тогда 

1 + С ° 

— оо ' ' 

со 

= 4 - / ( ° ) - - 2 ^ Г / ^ { Г / И - / Ы т ) ] е — ' } 1 п т г / т = 

— 8Л1 , 
V 

Очевидно, члены, содержащие 1п х} исчезают. 
Если предположить, что 

ПЩ--- \<\<г> (Юа) 
к=0 

то после замены х 1п т> получаем р а з л о ж е н и е 

Ш ~ 4 - / ( 0 ) ~ - 4 ^ Г % В Л Х п г ) ( И ) 

(и) 

Асимптотичность (11) следует из известной леммы Ватсона Щ* 
Как видно из формулы (11), для интегралов типа Б а р н с а наличие 
седловок точки I — 0 у ядра тг1™ (тп^2) существенно меняет ха­
рактер асимптотического поведения в отличие от случая т = 1, 
когда нет седловых точек у ядра . 



С Л У Ч А Й ПРОСТЕЙШЕЙ С У Щ Е С Т В Е Н Н О Й ОСОБЕННОСТИ 

Предположим, что 
1(1) « ехр { - с * " " } , (12) 

где ф (I) удовлетворяет условию (5); р, и с — некоторые комплекс­
ные постоянные; сфО\ а — натуральное число. 

Д л я получения асимптотического разложения интеграла (1) 
вклады от критических точек, лежащих в области | I \ > К, могут 
быть получены обычными для метода перевала приемами, поэтому 
следует вычислить лишь в к л а д в интеграл (1) окрестности I = 0. 
Присоединим множитель ехр {—с / _ а } к ядру ехр {— х к (/)}, тогда 
критические точки будут определяться функцией ехр {— хк(1) — 
— с 1~а). Фиксируем а г д я = 0 , где 6 0 ^ в < в 3 | и вводим з а ­
мену переменной 

1 
I - х А + Р щ (13) 

где 
^1 _\ 1в 

Тогда 
ММ _с^_ 

I (х) - • х / охр {• - ха Р (и* } си~а)} X 

X е х р { — ФЩ и?+* к2 (их а+*>)} ф ср (ш (14) 

где 

Ь, (/) Ш ЩФ ; (15) 

к± (/) определяется формулой (3). 
В силу того, что точные расположения седловых точек нахо­

дятся из уравнения ' 

1 1 

рыМ — саи~гл-[ — х А Р (р + 1) ир к2 (их *+» ) + 

2 _1 
+ х А + Р и*^ к'2(их 0, (16) 

для больших значений | х | интересующие нас седловые точки в 
первом приближении могут быть найдены по формуле 

са а + р охр | 4 \ Ч; * =* аг§ с, к *= 0, 1 , . . а+р—1. 

(17) 



(Точные координаты седловых точек равны ик + гк (х), где 
гк(х)->(^ при х-*оо.) Будем считать точки и = ик критическими 
и определим вклад дли каждой из них соответствующим интегра­
лом по контуру Ьк, где Ьк представляет отрезок прямой длины 2е , 
своей серединой касающийся линии наибыстрейшего спуска для 

а 
ехр { — # а + р (и? + си~а)} в точке и ^ ик. Уравнение этого от­
резка — и = ик + 2Е1ч>к} — е ^ г е, где 

ук = —{±—:—и± 1 • М +пп\ (18) 
^к 2 \ а + р а+р \ х 1 

в = агд х, д = аг§ с, = 0, + 1 , + 2 , . . . 

Введем обозначения: 

"*)(х) =^Г» [ и Р + 1 к 2 ( ™ ~ ^ » = и к ; (19) 
• 

Л ^ = Т ! ^ ^ + - - а ) - и Л ; ( 2 0 ) 

Очевидно, что ?^п) (х) = о (1) и М7^ п ) (х) да о (1). Если вклад точ­
ки а ; . обозначить через 1к (х), то после замены и — ик + 2е*ф* 
получаем 

__ 1 + М- а а— 1 

Iк (х) --= х а+Р ехр { - х?+* — V^ (х) х а + 1 } е*ф* X 

е 

/
а д— 1 

ехр {— | х \а+*> | А (^\ 2 2 } ехр {— х а + ? ^ (х) ге^к} X 
X Ф (х, 2в{*к) йг, (22) 

где 
ОО . 

а а —1 

Ф (х, Г) = ехр { - / 3 2 л ^ + 3 ) / п > е х Р < ~ * а + Р ^ х 
п « 0 

х 2 ̂ + 2 ) И « ( ^ г Ф я ^ Сг-) * " ) ( 2 р йГ* Ц (23) 



Ряды в (23) сходятся , если | I | ^ е < 

краткости 

ас 
. Обозначим для 

ак{х) = х^«+» ( А Й } (24) 

** * 4" р™ (х)- ( 2 5 ) 

Очевидно, гк — о (ак(х)). После замены ъ = | ак (х) I / с учетом 
того, что аг^ссд. (я) = — ф & , получаем 

а + 2 д + 2 _ 1 а а —1 
/ Л ( # ) = х 2 ( а + Р ) ^ ) 7 ехр {— Х"+Р - Х*+Р (х)} X 

е \ак(х)\ 

х У* охр {— Г2 — 2ПК (х)} Ф (х, 1аъ] (х)) ЛИ (26) 
— е|аь(х)| 

Р а з л а г а я Ф (#, г а ^ 1 (х)) в р я д по степеням Г, согласно (23) и 
интегрируя почленно с заменой пределов соответственно на — о о 
и + оо, получаем разложение 

1к(х) ~Р (Щ ^ Щ Щ № Щ х~~ ^ ' ( 2 6 а ) 

х -> оо, аг^ х ~ 0 , 
где 

т - а + 2 И + 2 а а - 1 

р  { х ) = 2 ( а + р ) е х р { 2 * ( : г ) ~ А ^ * а + р ~ ^ 0 ) ( ж ) * а + р > " ( 2 ? ) 

# ь п ) (а:) являются коэффициентами разложения 

со 

Ф 1а~1 (х)) = ^ ^ А Л ) (х) хГ2«*+м 1п

у (28) 

т а к к а к 

) 1п ехр {— * 2 + Л = уя .2~" ^ е - 2 " Я и (г). (29) 

« — 1183 81 



Из (23), учитывая (24), нетрудно проверить, что Вк

п) (х) О (1)„ 
но вообще В(

к

п) (х) ф о (1). Покажем, что (20а) является асимпто­
тическим разложением, согласно определению [3], относительно 

п 

шкалы {Р (х) х а " Ь Р }, если 1 К (х) ф о (1), и относительно шкалы 
_ ап 

{Г (х) х а+р }, если 2к(х)=о(1), так как в этом случае формула 
(20а) может быть представлена в виде 

0 0 ( \ \ п ап 

п = 0 

+ _ 1 _ х ШЗфьуъ (,: 2, (*)) Б к 2 п + 1 ) (*)]-

Действительно, для случая ък (х) ф о (1) имеем 

N п 

л .V ( , ) - / , ( . / • ) - / • ( . ' ) 2 ^ . я ^ Т В ^ Щ Г Ш ® ' * * 

N -[-оо 

= 1к(х) - Р (.г) схр { - я* (а)} 2 И ж"1^ / *• х 
п = 0 —оо 

X ехр { - е - 2ик (х)} & 

Если заменить пределы на — г \ак (х) \ и е | а Л . (:г)|, то можно 
найти такое 8 > 0, что 

4 - 0 0 I ,» е х р { „ / 2 _ 2 / ^ . (,•)} (11 ^ о ( С х р { _ § | щ Ц ^ , ( 30> 
г\ак(х)\ 

Из (24) и (25) видно, что 

ехр { - 4 (а)} У ехр {-1*-21гк (*)} $ - о (*-**), (31) 
е | а А (эс)| 

так как г А (х) = о (ак (х)). Аналогично можно оценить ( 
— 00 



Подставляя 1к(х) из (26а) и учитывая (28), получаем 
г\ак (х)\ 

а (Лг-Н) Г 

Шн (X) - Р (х) е х р { - ъ\ (х)} х 2 ^ 5 ^ е х р | . _ / 2 

-Е|А Л(ЭС)| 

- 2 4 (.г) (х, 1)(11+Р Щ о (32) 

где (?н(х, I) = 0 ( 1 ) равномерно по I во всей области интегриро­
вания. Т а к как шкЩ = о (ак(х)), то после замены I = и — 1к(х) 
из (32) получаем 

е\ак(х)\(1 + о(\)) 

(я) г 2 ( а + р ) I [ и - ^ ( х ) ] ^ - Н 

-4{х))с1и+ Р(х)о(х~М). 

Оценивая последний интеграл методом перевала, находим 
нужную оценку 

а (N+1) _ ТУ-К 1 

Хх№---Р(х) х 2 (М-Р) [ ч ( . , - ) Р - Н 0 ( 1 ) - « + Р 0 ( 1 ) . (33) 

Аналогично доказывается асимптотичность в случае %к (х) = о (1). 
Чтобы найти, какие из критических точек ик нужно брать для 

получения всего вклада окрестности и 0 в искомый интеграл 
(14) или (1), если / (I) определяется по (12), необходимо исследовать 

а 

положение градиентных линий модуля функции охр {— ж А + Р (ир-\-
+ си~а)}. Д л я этого чертим в плоскости и 2р лучей аг^ и = зХ9 

2.а лучей аг$ и & где 

хл 6 а 
х р р(а+ р) 

; х = 0 , 1 , 2р-1; (34) 

/ х = 7—;—г» х-== О, 1, . . . , 2 а — 1 (35) 
х а а /> ( а + р) 4 7 

и седловые точки и ик, где ик определяются* из (17). Точка и = О 
а 

для градиентных линий | ехр {— ;г а +? (ы р 4- си~а)} | является 
мультиполем порядка 2а , поэтому эти градиентные линии каса­
ются лучей аг§* и = 1Х в точке и = 0, причем направления , 

А 
вдоль которых | ехр {— ,?; а + р (ы р + си~а)} | возрастает, череду­
ются с направлениями, вдоль которых модуль этой ж е функции 
6' 83 



убывает. Д л я больших [ и \ поведение градиентных линий близко 

к градиентным линиям функции |ехр { — х а + Р ир} \, т. е. они 
асимптотически приближаются к лучам а г ^ ^ ^ = б х . Так как по­
р я д о к каждой из седловых точек и == ик равен 1, то легко постро­
ить линии наибыстрейшего спуска, по которым возможно деформи­
рование пути интегрирования Ь' в (14). После этого, учитывая, по 
каким направлениям в круг | I \ <К входит путь интегрирования 
Ь для (1), из (13) можем легко установить , по каким направле-

_! 
ниям в круг \и \ <В\х\а+1Р входит путь интегрирования Ь\ 
а затем и сами точки ик. Например , на рис. 1 дано положение линий 
наибыстрейшего спуска при р = 2, а = 3, 6 — 0, — я < Ф ^ 0 : 

где сплошные линии являются линиями наибыстрейшего спуска, 
по которым нужно деформировать контур интегрирования, а стрелки 

а 
указывают направление возрастания |ехр {— ха^-р(и'р+с11~~а)}\. Если 
в плоскости и контур интегрирования Ь' начинается в и = —В, 
проходит по верхней полуплоскости в и = В, где В достаточно боль­

н ы 

Рис. 1. р — 2, а = 3, аг^ х — 0, аг# с = Ъ. 



шое положительное число, то нужно считать вклады в точках и~их 

и и === иг. Если ж е контур проходит по нижней полуплоскости, 
то в точках и 4 и и0 (точка и = щ занимает исключительное положе­
ние) ее в к л а д может быть нужным лишь для несобственного инте­
грала , контур которого проходит в и = О по соответствующему 
сектору. В случае р = 2, а = 5 подобное положение занимают 
точки и0 и щ (рис. 2). В случае р = 4, а = 1 подобных точек 
вообще нет (рис. 3). 

Рис. Щ р - 2, а — 5, аг& х —- 0, аг# с = 

Д л я завершения доказательства вышеприведенного метода оста­
лось лишь показать, что интеграл вдоль каждой из линий наибы-

стрейшего спуска Тк для ехр { — ха+р (цр + с м ~ а ) } , которая 

проходит через и .̂ и лежит в круге \и\<К \х\а^у асимптотичес­
ки равен 1к{х)у т. е. вкладу точки и=ик, определенному н а 
стр. 80, асимптотическое разложение которого дается формулой 
(26а). 

а-



Эти 

Рис. 3. р •= 4, а ] , аг# х и 0, аг# с = 

Деформируем линию Тк следующим образом : сначала идем по 
отрезку ВкУ дающему в к л а д 1К (х), затем из точек у / с == ик ± еегЦ>к 

а а 

вдоль линий |охр { — х а + р ( и р + ш"~ а )} | = сопз1 |ехр {— # а + р ( у Р + 

+ с у ~ а ) } | , которые соответственно обозначим через и Л/^-4 

а 

и которые ортогональны к градиентным л и н и я м | охр { — т&+$ (ир-\-
+ ш ~ а ) } | , опускаемся па Г д., а дальше — по самой Тк. 

В силу выбора отрезков Ьк для фиксированного достаточно 
малого е > 0 найдется такое 8 0 > 0, не зависящее от | х |, что 

а а а 

К е { — ха+Р (цр + си~а)} — Ш { — з№* ( у | + с у ~ а ) } > 8 0 | ж | а + р • 

(30 

Так к а к на линиях М~ и | ехр { — ( м р + с и _ а ) ! = с о п з 1 , 

8 6 



а на линии Тк — монотонно убывает по обе стороны от и — икУ 

то, учитывая, что т,к (х) = о (ха+Р), из (36) имеем 
_ 1 1-д Г а 

В (х) = х
 а - Ъ р / ехр { — Х " + Р (и? + 

а — 1 1 
+ сига)) охр { — ха^Ры?^[ к2 (их «+р )} X 

1 а 

X мм- ф (и х а + Р ) г/а — 1к (х) « е х р {— я а + Р (и* + с г г ^ а ) } X 

а 

X о ( е х р { - 8\х\^>}); 0 < 8 < 8 0 . 
а 

Т а к как - о (^^+ р _ ) , то из (27) получаем В(х) =РЩ о(х~м)у 

где М — любое положительное число, что и дает требуемую оценку. 
Рассматривая функции к (/) и / (г), а также седловые точки ик 

на некотором листе римановой поверхности, метод может быть 
перенесен в некоторых случаях на нецелые положительные а и р. 
Если Л(

к

2) ф 0, т. е. р (р — 1) + а (а + 1) ф 0, вычисление Iк (х) 
аналогично приведенному выше. Несколько сложнее обстоит дело 
с выбором нужных для разложений точек икУ т ак как некоторые из 
линий наибыстрейшего спуска могут быть расположены на различ­
ных листах соответствующей римановой поверхности. 
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Работы по теории функций и краевым задачам. Рига 1968 

ОБ АНАЛИТИЧНОСТИ ПО ПАРАМЕТРУ ГРАНИЦЫ 
РАЗДЕЛА Ф А З В З А Д А Ч Е О КРИСТАЛЛИЗАЦИИ РАСПЛАВА 

ПРИ ПОГРУЖЕНИИ В НЕГО ПЛАСТИНКИ 

X. М . ГЕЙМАМ 
Вычислительный центр ЛГУ им. П. Стучки 

Д о к а з ы в а е т с я аналитичность решения краевой з а д а ч и 

&2 (*) Охх ^ &%\ ~\ < х < $(1), хфО, I > *0; 

и\г= ~^(х)\ - 1 < х < / , 1щ 8(и), ЩО^-О, Ц(—1) = 0; 

___ А . , | I 1 ди ди 
дх 

, ди 
— Л." 2 

= —0 дх 1-о 

ди 
— — — а -\- е 
аЧ дх Х= 5 ( / ) 

, > / V (а — • • • —1 < х < 0; а = сопз1 > 0; А\-=сол81 > 0; Ь2 (х) *=я { 

I ] . . . 0 < х < 8(1); е = сопз* < 0 ; (г ] , 2) 

по параметру е. 

Рассматривается задача о кристаллизации расплава при погру­
жении в него пластинки из более тугоплавкого материала с началь­
ной температурой Т0 <Тк, где Тк—температура кристаллизации 
расплава И — 3 ] . 

Предполагается, что ядро расплава поддерживается при по­
стоянной температуре интенсивным перемешиванием, что задан 
постоянный поток тепла из ядра расплава к твердой фазе и что 
в пограничном слое, отделяющем ядро расплава от твердой фазы, 
температура изменяется линейно в направлении нормали к границе 
кристаллизации. 

Предполагается также, что имеем дело с такими веществами, 
которые изменяют фазу при единственной температуре. 

Пренебрегаем диффузией, изменением термических свойств и 
плотности с температурой и химическим взаимодействием между 
веществом расплава и пластинкой. 



При сделанных предположениях процесс будет немонотонен. 
В некоторый момент времени толщина корки, выкристаллизо­

вавшейся из расплава , достигнет максимума, после чего начнется 
обратный процесс ее расплавления . 

Будем считать процесс одномерным. 
Индекс г = 1 отнесем к погруженному телу , г 2 — к закристал­

лизовавшемуся слою. 
Пусть Ть к1у сь № и а\ = 

с ь 9% 
— соответственно температура, 

коэффициент теплопроводности, удельная теплоемкость, плотность 
и коэффициент температуропроводности г-н фазы (I = 1, 2). 

Будем пользоваться декартовой системой координат с осью г, 
нормальной к границе пластинки, и началом в ее срединной пло­
скости. 

Обозначим через Ц — С0П§1 поток тепла от ядра расплава к 
твердой фазе, а через X — удельную скрытую теплоту кристал­
лизации. 

За начало отсчета времени т 0 примем момент погружения 
пластинки в расплав . 

Пусть в момент т 0 > 0 известно распределение температур в 
пластинке и выкристаллизовавшейся корке и толщина корки. 
Дальнейшее течение процесса будет описываться системой урав­
нений : 

д*Тл ПТ1 

1 дг2 дх ; 0 <>- < # о (1 .1а) 

дП\ дТ2 

2 дг2 <)х 

ЦХт\ / 0) = Ф('-); 0 <г <В ( т 0 ) , 7? (т 0 ) 

г, с1В ' с) . 
Х 9 г - ^ = — Я + К2 -^Г2\Т=п(Т), 

•Яа 

где 2Я0— толщина стержня . 
В безразмерных переменных 

а 

Т 

-«/До 
1 2 ' 
Л р 2 « 2 

0 = 1 ,2 ) ; 

* 2 (У 0 - ?';,-) 
Л р 2 Д-2 

а- = 

(1.16) 

(1 .1в) 

(1 .1г) 



З а д а ч а определения и- сводится к краевой задаче : 

6 й Щ т ^ и1 П Р И — 1 <•'" 1 > 4>> (2.1) 

ц{-ВДЬ = < |ф) при - 1 < / , где / - * Щ (2 .2) 

^ | х = - 1 - 0 ; (2 .3) 

и\х=-о = и\*=+о; (2 .4) 

А\ | ^ __0 - к2 их | ^ + 0 ; (2 .5) 

и\х=811)=0; (2 .6) 

с1в , 
— — — а + е-
с/1 дх 

(2 .7) 

где 
и (х. I) = 1 М * , 0 - - - " 1 < - < 0 ; ( 3 | } 

\ и2{х,() . . . о <а <«(*); 
Г а * . . . - 1 < * < 0 ; ( 3 2 1 1 . . . 0 < х < Щ . 

В прикладной литературе [4—(>] для задач подобного рода были 
предложены приближенные методы, основанные на разложении 
в р я д по некоторому малому параметру в предположении, что 
решение есть аналитическая функция этого параметра. 

Доказательства аналитичности в работах [5, 6] не давалось. 
В работе Фридмана [4] об испарении сферической капли, содер­

жащей строгий математический анализ проблемы, была доказана 
аналитичность решения по малому параметру. 

Ниже мы переносим с некоторыми изменениями метод [4] для 
доказательства аналитичности решения задачи (2.1) — (2.7) по 
параметру е. 

Вместе с тем доказывается существование и единственность 
решения задачи (2.1) — (2 .7) . Заметим, что в 13] это доказательство 
не дано. 

Следуя Фридману, разобьем доказательство на следующие 
этапы. 



1. Редуцируем задачу (2 .1) — (2.7) к задаче решения некоторой 
системы интегральных уравнений, с л у ж а щ и х для определения 
величин в (Л — ^ (*( ' ) ,*) и у-^—г *и(з(1),1) величин щ (/), Ш , д х и ]/1 10 — . 

2. Докажем существование решения этой системы на некото­
ром интервале 10 ^ 2 ^ а ' изменения времени при комплексном 
значении параметра е ( | е | <Е). 

3. Докажем, наконец, что эти решения являются аналити­
ческими функциями от г. 

При этом используется восходящая к Ж е в р е 171 идея аналити­
ческого продолжения решения параболических уравнений в ком­
плексную область. 

И Н Т Е Г Р А Л Ь Н О Е П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Е Р Е Ш Е Н И Я 

Обозначим область — 1 < х < 0 через О*, а 0 < х < я (I) — 
через В\у где 6-(/) — непрерывно дифференцируемая функция . 

Пусть и (х, I) определена и непрерывна в замыкании В\ И Ог

2> 

причем г ~ - непрерывна в замыкании к а ж д о й из областей Щ 

(I = 1, 2) всюду, кроме, быть может, точки (5 ( / 0 ) , 2 0 ) , и внутри 
области В\ 1Ш* выполняется уравнение (2 .1 ) . 

Будем предполагать, что ф (х) — непрерывная функция , имею­
щая ограниченные непрерывные производные до третьего порядка 
включительно в каждой из В\ (г = 1, 2), удовлетворяющая усло­
вию сопряжения (2.4) и (2 .5 ) и условиям согласования 

Ф (I) = О, Ф ( - 1 ) = 0. (4) 

Пусть О (:г, 1\ | , х) — фундаментальное решение или к а к а я -

либо функция Грина уравнения б 2 (х)~^г > определенная для 

областей Щ и / ) * или для любых областей, их покрывающих. 
Тогда справедлива фундаментальная формула 

и(х, I) при ^ 

0, если х не п р и н а д л е ж и т Б \ ; 
Г \ — граница о б л а с т и / ) ? . 

+ 6 и с1% = 



Применим теперь (5) к каждой из наших областей Б\ и й [ : 
* о 

Ч <*, О = | -* [в | - и 4|) | ̂ * + I ив | ^ 4 6 ; (6а) 

и 

+ I иС | 6 = 5 ( т ) 5' (т) ^ + ^ « в | & (66; 

«. о 
Сложив (6а) и (66), получим следующее интегральное пред­

ставление решения: 

С , , 96 
— и 

! = - о 

дС \ 

Л* 
дб 

1 91 

6 = - 1 

1 = - 0 
•в 

ди 
91 

\йх — 
1 = + о / 

I 

/
ДС 

— 1 

| = 8 ( Т ) 

&-'(т) ф. 

Возьмем в качестве С (х, 1\ |* т) решение следующей краевой 
задачи: д2п д п 

Р ® ^ ~ Т Г П р и _ 1 < ^ < 0 0 ' Е ^ = 0 ; (7,) 

^ - 0; (7 2) 
5 = - 1 91 

К2 « 2 6 | | = _ о — КГ С\ Ъ = + 0 ; 

91 
_дС 

Б = - о ~ 91 1 = + о 

(7 3 ) 

(7 4 ) 

(7.) 



Такая функция Грина построена в 18]. При этом 

Здесь X = к2 й 

1 1 ( , Г ( 1 - 6 - 2 ) 4 , 

^ ' [ - « г Ь Ч - ^ г ] + 

при - I < х\ | < 0 ; 

— 
а I 

а (1 4 к) У 

Е * 
Я ( / — / 0 ) { 

+ о(ехр 
I — I, 

при —1 < | < 0 <х 

(1 + X) У 

+ о | о х р |̂  I — и 
при — 1 < х < О 

при 0 <.>;; 1 < о о . (8) 

1-Х 

Используя условия (2 .2) , (2.3) и (2 .6 ) , окончательно получим 

г 

и{х,1)---- § С(х,1, * ( т ) , т) иг(8(х), т) с1х + 
и 

I 

+ { ф ( | ) 6(х,1; | , (9) 



Пусть §(х, I; | , / 0 ) определена условиями 

д%_ _ дС_ 
Щ ~~ дх ' 

е\ е — 1 = 0 . (Ю) 

Дифференцируя (9) по х, совершая интеграцию по частям с 
учетом (4) и (10), получим 

Ч & 9 я * / в , (.г, *; 5 (т), т) ^ (8 (т), т) йх 4-

+ / I, У Ф о Ш ^ Е . (11) 
— 1 

Положим 
Щ = и 4 ( « ( т ) , т ) . (12) 

Перейдем в (11) к пределу при ж г - * .<? ( / ) — 0 , пользуясь теоремой 
о разрывах потенциала двойного слоя, согласно которой 

г 

1пп Г у ( т ) С ,ф- , /; з ( т ) , т) с(х = 
Х-> 5 (*) — 0 Э 

и 

Получим 

>;(/) = 2 / С д * ( 0 . х)и(т)с1х + 

I 

+ 2 | ф ( ! ) , ( , ( О , / ; & , # 4 & (13) 

К (13) следует присоединить условие (2.7) в интегральной 
форме, т. е. 

г 

8(1) = / — а ( ^ — / 0 ) + г ^ и(х)с!х. (14) 

Н и ж е нас будут интересовать величины 

№ | р у ( 0 > У ^ Т о » ( 0 -



Поэтому построим систему для их определения. 
Пусть 

т ( 0 = Ь — Ч Ь ( 0 ; 
(15) 

2 ( 0 = 8(1). 

Из (13) видим, что 

Заметим, что 

V ( у - ф (г). (16) 

ас во . дв • 
" 1 Й + Ж 8 ( т ) - ( 1 7 ) 

Дифференцируя (13) по /, пользуясь (17) и (7.1), совершая в 
нужных местах интеграцию по частям с учетом (16), получим 

<11> 
1Г = - 2 ф (I) е (8 (I), I; I; д I (/ 0) - 2 ф (I) § (в (/), *; /, *0) 

+ 2 I ф ( | ) 5 (0 С ( 5 ( 0 , ?; 6 , О # И" 2 / Ф ( I ) б (« ( 0 . I 'о) -

- 2 8(х)9х)$(1)-Сх(8(1)^-9 # ) > т ) * ( т ) П ( т И т ) й т -

и го 

+ '%/ [ С ( 5 ( 0 , < ; * ( т ) , т ) ^ ( т ) ] * (т )с*т . 

Учитывая, далее, (15) и следующее из (2.7) равенство 

№ (т) 
( т ) = ^ а _ , (18) 



получаем окончательно 

ю (I) = - 2 [ф Щ г (10) 4- | (/)] У Г = Г ^ | (* (<), /, 10) + 
I 

+ 2 / | ' ф ( I ) г С* ( 0 , * ; 5- 'о) + 1 Ш г ( о с ( * ( о , * ; §, д ] У 7 ^ 7 0 ^ -

I 

- 2 / *5 х)г(1)~Ох{в(1),1;в(Х),х) г(х))]/Т^Т0х 
и 

I 

X%\<x)V{x)Аx+2 ^ {С(з{1),1; я ( т ) т) г (*)—[в» (т) + г (т)] X (19) 
и 

х$(Щщ х ( т ) , т ) > " | / 1 = А ' и , ( т ) | г т + 

+ 2 Г с , ( * ( ' ) . ' ; ^ (т) , т) тЛЕД^-^л^ 
^ К т — ' о 

5 

- IV Ш | , ф, I, г, щЩщ^к Щ 

Таким образом, получим систему 

* ( / ) = / + / 2 (т) о!х; 

г{1) = — а + 

1 = 1 

(20) 

* ( 0 = Ф (0 + Г Т 7 ^ = в V (//ф, ш); 
й V * - 'о 

№ (*) = И^(//ф, ф, ф, 5, 2 , У, и;), 

где И^(/ /ф, ф, ф, 5, 2 , «у, г#) определено в (19). 
Аналогично тому, как это сделано в [9], можно доказать следую­

щую т е о р е м у эквивалентности. 
Если 5 ( / ) , г (О, V (I) и IV (I) — решение системы (19), (20), причем 

й (0 и ю (/) ограничены при I > / 0 , а и (я, /) определено из (9), то 
и (х, I) и з (I) — решение задачи (2.1) — (2.7) . 

И обратно: если и (х, I) и $(*) — решение исходной задачи, а 
г (1)у у (I) и ю (/) определены равенствами (12), (15), то я (/), 2 (г), 
^ (Й и ш (I) являются решением системы (19), (20). 
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А Н А Л И Т И Ч Н О С Т Ь Р Е Ш Е Н И Я ПО П А Р А М Е Т Р У е 

Д л я доказательства аналитичности и (х, I, е), * ( / , е) по пара ­
метру е будем доказывать более сильное утверждение, а именно 

ди (х, / , к) 
докажем, что ] / 1 — / 0 ^ - — - есть аналитическая функция па­
раметра 8. 

Отсюда будет следовать необходимая для нас аналитичность 
и (ху 1У е) для 1> / 0 в предположении, что и (х, ? 0, е) = ф (ху е) 
есть аналитическая функция параметра г. 

п ди (:./\ ?, е) ; " 
Д л я нахождении — 1 воспользуемся выражением (У) для 

и (ху (у е) и продифференцируем его по считая — 1 <х < $(^). 
Воспользовавшись (17), совершая в нужных местах интеграцию 

по частям, учитывая (7 .2) , условия (4), (10), формально получим 
в обозначениях (15) 

- ^УТ^Т0 & { $ /; 8 (т, е), т) ъ (т, 8) У Гт, е) г/т + (21) 

и 
I 

Пусть е принимает комплексные значения, причем | в | <СЩ 
Правая часть (21) есть совокупность тепловых потенциалов 

простою и двойного слоев и интеграла Пуассона, являющихся , как 
показано Ж е в р е [7], аналитическими функциями от х при х ф в (I). 

Очевидно, что если *(*,*••) аналитично по е и одновременно 
аиалитичны по 8 и г (г, е ) , V ( / , е) и и? (/, е), т о все интегралы в (21), 

лп г ди (х> *• 8) 

а вместе с ними и у* — / 0 ^— оудут аналитическими 
функциями от В при — 1 + 8 ^ .г < $ (г) — & < $ (;), где 8 > О 
произвольно мало. 

Д л я доказательства аналитичности в (/, е), 2 (I, е), у (&, е) и 
м>(/, в ) : 

I) формально продифференцируем (19), (20) по г и докажем 
существование решения системы, продифференцированной по пара­
метру в интервале г0 ^ I < а " ; 



2) докажем, что в некотором интервале / 0 ^ I ^ а0 ^ а " 

з(1, в) - 8 ( 1 , г') 
е - 8 ' 

у (I, е) — у(1, в') 

в) — в ' ) 
е — е' 

е)—ц?(г, в') 

сходятся при е—• е' к решению системы, продифференцированной 
по параметру, т. е. к $ е (/.), з е (*), пЁ (*), ю в (*). 

Д л я сокращения записи в дальнейшем не будем указывать 
зависимость от е, если в этом не будет особой необходимости. 

Существование решения в малом системы (19), (20) при ком­
плексном 8 . 

Пусть С%\щ— пространство непрерывных при 10 ^ / < —& 
функций V (/) с нормой || и |! = т а х [ у (I) | , причем || V || < Л ^ ' . 

Пусть, далее, Са\^х, ю ^ С0<гк2 и С0> является топологическим 
произведением пространств Са\ лт

х и С0'г л- в с нормой = 
- ш а х | | , | | ш | | } . 

Покажем, что операторы V и № осуществляют преобразование 
пространства С а ' в себя и являются преобразованиями сжатия . 

В таком случае Са> имеет одну неподвижную точку х =±= (у, до), 
что доказывает существование единственного решения системы 

19), (20) в промежутке 10 Ц г ^ а ' . 
Итак, пусть 

ф | , | - ф | , | ф | , | ф | <м-
V] < Л Г

Х ; \Щ\ <К2 

(22) 

для г ^ [/„, Т]. Считаем Т < 1. 
Покажем тогда, что 

Из (20) имеем 
\Щ | < 2 | е ! ^ , (23) 

1 а 1 

если Л , > Н — г > а т акже 
I е | 

| 8 ( / ) - 5 ( т ) ! < 2 [ 8 1 ^ ( 1 - т). (24) 

ПуСТЬ 5 (I) = «1 ( 0 4- I &2 (*)• 
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Тогда из (20) следует: 

, 3 х ( * > > 1 - 2 \ г \ М 1 ( 1 - 1 0 ) ; 

\в2{1) \ <2\Е\М1(1-10). 

Поэтому в промежутке времени 10 < / < Г ' где Т'й <10 + 
I 

+ 5 - ! — г ^ г т - , имеют место неравенства 
4 | в [' Щ 

I «2 ( О I < «1 ( О I — где 8 > 0; 
! «1<0 I > Р > 0 , где р = р ( 1 е I, Л^), т. е. 

| К е ( 8 ( 0 + * (т ) ) | > 2 Р > 0 . 

Вследствие этого имеем 

[в ( 0 + в ( т ) > 

(26) 

(27) 

ехр 4. (* - т) 

< ехр | 

< 

[ « 1 ( 0 + $1 ( Т ) 1 2 — и2 ( / ) + 5 2 ( Т ) 1 Э 

4 (^ - Т ) 
1. (28) 

Далее , 

е х р { 4 а — т) / 

*(*) -« (*) 

< е х р | - И е } < 

< ехр 4 (г - т) 

Н и ж е воспользуемся обозначениями: 

4 (г 

* < / ) - * ( т ) |} (29) 

С ! . . . - 1 < х ; | < 0 ; 

62 . . . - \ <% <0 <х; 

Щ . . . - 1 < * < 0 < ^ ; 

С 4 . . . О <х; I < о о ; 

^ . . . — 1 < ; г ; | < 0 ; 

# 2 . . . — 1 < | < 0 <х; 

§ 3 . . . — 1 <х < 0 < $ ; 

§-4 . . . О < ж ; | < о о . 

(30) 

Учитывая полученные неравенства, оценим величины | \Р\ |, 
= 1, . . . , 5). Все они оцениваются аналогично. В качестве образца 

приведем оценку I IVЬ |: 

< 2 у* | « , ( т ) | у± 
«О 

^-0А(*(1), г; 8 ( т ) , т) 

<**ШГТ* ( 1 Л 1 + 1 Л 1 ) . 
\ Я 



Здесь 

<\г\^яКф1), 

/ 2 | < § Г 2 | 8 ( Р + 8 ( Т ) | • | 8 ( 0 + 8 ( т ) 
X 

X ехр 
I Г « ( р + * ( т ) П 
1 4 ( / - т ) / 

Обозначая ал ад т а х а ехр (—ос) и учитывая (27), (28), получим 
0 < а < да 

р 

Итак, 

I ^ б К « 5 ( | е | . * * М ШР%>-

Произведя оценку остальных членов в (19), используя (22) — 
(29), получим 

! \У | < А (| в |, М % , Щ + В | | е |, Л/ , М2, 1 / Г = Т 0 . 

Имеем т а к ж е 

I У I < Л / + 2,У 2 У ^ Т 0 . 

Выберем Л \ > шах 12Л/, и зафиксируем Л г

х . Выберем те­

перь Л г

2 так , чтобы было Л г

2 > Ы (\ е |, А/, А\) при | е [ <Е и 
зафиксируем его. 

При фиксированных МХ и Л г

2 можно выбрать так, что при 
^о> ^о!» г Д е = С1 -1 Щ > Ч^о )> будут выполняться одновре­

менно неравенства | У | < А Г

1 и \Ш\ < Л Г

2 , что и требовалось 
доказать. 

Докажем теперь, что операторы V и IV осуществляют сжатое 
отображение. 



Пусть 
| V — 1>„ | = Ц# | Ю — Щ | = А 2 . 

Тогда из (20) следует 

2 — 2 П 

Имеем 
« — «о I < | е | А, (I — д . 

А 2 = 2 8 = 2 ̂  - И' 

(31) 

(32) 

г'0> 

2=1 
где И7

г- определены согласно (19), а И 7

 0 получены из них подста­
новкой 5 0 , 2 0 , У 0 , Ц70 ВМеСТО 5 , 2 , У, IV. 

Оценивая | 8 IVГ | , легко получим 

| 8 И ^ | <Ъ1(\*\,М)А1 Ь-Ч-

Далее , 8 ^ 2 = Ь\У2 = + 8 И ^ , где 
о 

Щ=2 I [ф ( | ) ^ 2 ( * ( 0 , <; 5, /0) + Ф ( I ) х 

Ж! 
х г (г) С 2 ( * 0 ) > * ; 1 , д 1 К* 

= 2 1 ф ( 1 ) * 4 ( * ( ' М ; 6 , д + Ф « ) х о 

Покажем оценку 
о 

X 2(1) С 4 ( * ( / ) , У*—Ч# 

/ | = 2 | / 
— 1 

2 М 

й (1 + X) |/ 
1 2 (?) - ч ( 0 

2 0 ( / ) С 2 ( 8 ( о , < ; 5 , д ] у / ->о^1 ; 

К 4 Т ехр 

о 

+1 
— 1 

1 [»«>Ч]Ч 
ехр — ехр ехр 

1 4 ( * - д 1 
— ехр 

1 4 ( * - д 1 4 (* - д 

2 А/ 

а (1 + X) 1/ я (1Л1 + | / 2 |>-



Здесь | 1\ | < | е | Д 3 ; 

О а 

Делая замену ^ = 2 + $ 0 , получим 

О 5— 5« 
12 \ < 2 а \ в \ 1 \ 1 1 4$щ\ I ехр 

-1 О 

_[2 + 8°~̂"1 
= 2а | е ! ЛГг 

8 — $ 0 

| о х р 

* С* - 'о) 

6=о 

йг\ = 

< 4 ( * - / „ ) ^ | = _ , 
О 

< 2 я ! 8 | Ш% • \ 8 | Л Л V ' — ^ 
Итак, имеем 

| / | < С 1 ( | 8 | , Д^Ч^Ц], Л^Л^ДЛ^ 'о . 
Проведя аналогичным образом оценки остальных членов в 

[ $\У2 I, получим 

| И Р , | <Ъ'2 (! 8 |, М ) Л А + Ъ"2 (| г !, Д № } А Д У^То' 

Д л я [ 8И Г

3 | имеем 

ЮГ. !•< 2 8, ($(*), Г; * ( т ) , т ) ! 
г ( 0 - г 0 (о | 

г - % | з (т) | х 

X | и(х) \ах+ у* П|1&{лф, I- ,.(Т), Т) I . | | + 

+ | | Г С 4 ( 5 ( / ) ; 5 ( Т ) ' Т ) | ' ! г о ( т ) | ] • \^х)-г0(х)\\и(х)\]1Г^Т<)с!х + 

+1 [ Ь$гЛ ^ С 4 ( * ( / ) , / ; * (т) , т) X 



X |%(Т}|1 • I У ( Т ) — ^ 0 ( т ) | • | «о ( Т ) | \1-10Лх + 

+ /"П^Г^(«(0.*: * ( т ) , г)-~ё4(8о(1),1- з0(х),х)\ -\г0(1)\ + 

да: 

X »о(*)1 • [4**11 • Р^#*\=\$Щ-т- + + | 8 И ^ 

Можно показать , что 

+ \ ЬЩ | + | 8 И 7 | <Ь'3 \\ е |, №Ь — )А1УТ^70. 
Р 

Оценим | 81'73* |: 

д 
/ I = X 

Здесь 
х|%(01 •{%(*)! -1%(т)| 1 ^ - ^ ^ = <1Л1 + (4№ 

Л 1 < ^1^г т , / 1 Й ^ И р { _ ' - ( 0 - ' ( ^ } _ 
У я (у 2 — I 4 ( * - т ) | 

- Л х Ш о х р { - м о - « о № 1 I * < 
< Ь " (| е 1, Л',) А , ]/1-10 ; 

4 8 | е |2 .У? /• I , ( й + 8 ( Т ) Г [-8(0+ « ( т ) П 

' / 2 | < — | Т ^ 4 С Х Р Г 4 ( 1 - т ) | 

2(1- * ) 8 ' 2 \ 4 (*— т) | | 

2 УТ^т 

дг 
(г ехр {— г 2}) йЛйх. 

-1-^(т) 



Д е л а я подстановку г , получим 
2]/1 — т 

| / 2 | < ^ т - 1 1 / ' - ^ — I ] «и га 
/о 50(г)-Н50(т) 

Н о "А"^)))" 
Т^~% ' « ( а у А - г е т р { ~ 4 С — ч)}) | = 

где Л ( р ) - > о о при р - > о о , т. е. 

| / 2 | < ь ' 3 " ( | е | , ШША^ШкШ^ 

Итак, | 8 И \ з | < Ь з (| е |, Л ( р ) ) А 1 У/ — / 0 , следовательно, 

| « Г , . | < М 1 Е 1 > л г 1 ? У7^70. 
Далее , 

г 

\Ь\\\\<2 I {( 2 ( 0 — 2 о ( 0 | | <54 ( 5 ( 0 , /; .V (т) , т) | + 
и 

+ [ | е | | У ( Т ) - Р О ( Т ) 1 + | 2 ( Т ) - 2 о ( 0 ! 1 М * М 0 * 
I 

X \ю(х)\с1х + 2 У {| щ ( 0 | • |6 ' 4 (* ( / ) , »; 8 (т), т) | + 
(о 

+ [I е ! | щ (т) | + 1 ч Ш1\ I I ( * е м ; « ы , * » ]/-^Егто |ш (т) -
- ш 0 (т) | с/г -1- 2 ] ( | 2 0 (/)! [ О Д (/), / ; 8 (т) т) - ОД С). <Й + 

п 

+ [| е ! | У 0 ( Т ) ; + | г 0 (т ) ! ] | , ? 4 (» ( / ) , / ; *(т) , т) - /; к 0 ( т ) , т)|}Х 



Л е г к о получить, что 

I ! = ( ! / , ; - I - ! / 2 . | ) , 

Ц,] < ЩШ*$Я УТ=Т0 (Л | + | и |). 
у л 

8 ( 0 — ИХ) 

где 

Здесь 

ВО! 0 —.«.••>< т) 

< 

< а 2 

2 У I - т 

9 ( Т ) . 9 0 ( / ) - * 0 ( т ) 

/ Т 2 — т 
(1х < 

где а 2 ш а х а ехр { - а 2 } ; 

<2а2 | 6 | Д 3 У / 

Д ( / ) - Г 8(Х) 

МО-(-АО(Т) 
2 У * - т 

= 28 Г 1Т I Г 
воин ™*в(т> 

4 | / « - Т 2 

< 
28а х я 

^ { - 4 ( 7 ^ } - ^ 

Т а к и м образом, 

<С (| *'!, Х2, у) А1У 

8 ! Д 2 ]// — 

а следовательно, оценивая | / 2 | так же, как | 1Х | , получим 



Аналогично предыдущему можно показать, что 

Собирая все оценки, окончательно получим 

Д2 <В (I е |, М) А, + С (| е |, Щ ДГ„ Ы2, Л (о)) Д5 Ь - 10 + 

Д 2 <А (| е |, М , N2, А ( Р ) ) Д 2 С 

т. е. если I ^ [*0, Т™\, где Г* 1 1 достаточно мало, то операторы 
V и IV осуществляют сжатое отображение Са> в себя, где о ' = 
= пап (Т0, Г » 1 ) . 

Это означает существование единственного решения системы 
(19), (20) в круге | е | <Ё д л я 1% [/„, о ' ] . 

Здесь Е > 0 — некоторая, произвольным образом выбранная 
константа, а' зависит от Я и стремится к нулю с .Е -> оо, р -> С. 

1. Дифференцируя (19), (20) формально по е, получим следующую 
систему для г (/) = « е (/), /> (г) = ъ г (I), д (г) - » е(*), 0 (/) - ше (1): 

Но из (20) следует, что Д г < 2Д 2 \1 — (0. Таким образом, 

и 

у (г) + вд(1); 

в ( т ) 
(33) 

9 ( 0 

ео) = ^ о ; ф , ф / ф , ^ ф , ^ Ф , ^ ф, 5, 2, V, IV, Г, />, д , 0 ) 



где 

Д т - 2ЩШ* (к) + Ф ( 0 Л С о ) + ̂  ф ( 0 1 / 0 8 С* ( 0 . » ! ^ ' о ) -
_ 2 [ ф ( / ) 2 ( ( 0 ) + ф ( г ) ] у г ^ т ; 1,!.0)г(1) + 

— 1 

I 

+ 2 у [ ф ( 1 ) / ; | д + ф ( 5 ) 2 ( 0 С г ( 8 ( 0 , * ; I , д ] / - ( 0 У * = Г 0 ^ -
-1 

'о 

( * ( 0 , * ; 5 ( т ) , т ) р ( / ) 

— ^ ( * ( 0 , 8 (т), т) р (т) ] У « - 10 2 (т) у (т) их — 

- 2 ^ ( « ( 0 . ' ; * ( т ) , т ) г ( 0 - 6 , ( 8 ( 0 , 8 ( Т ) . Т ) Г ( Т ) 1 2 ( 0 -

- [ ^ ( « ( о , * ) ' • ( О - (34) 

-*/(«('). *; ^х)х)г{х)\^Лх)\УТ~Г0г(х)р(х)йх-

- 2 у* Е & ' & в Н ; « ( г ) , т ) 2 ( о -

- 6Х ( 8 ( 0 , / ; 8 (т), т) 2 (т)] • [р (т) V (х) + 2 (т) д (х)} ]/1 - 10 с1х + 

+ 2 I {Я(*<*>,*; . < , ( т ) , т ) / , ( 0 -

(о 

~ И * ) + е д ( т ) + / > ( т ) 1 г ( * ( / ) , / ; | ( т ) , т ) } ] / ^ ш ( т ) < / т + 

+ 2 Г ) [ 6 ' , ( 8 ( 0 , / ; В (т), т) /• (/) — $ х (я ( 0 , / ; * (т ) , т ) г ( т ) ] * ( 0 -

- [ е р ( т ) + г ( т ) ] [ ? х ( * ( 0 . « (т), т) г ( 0 -

- 6 Х ( 8 ( 0 , / ; в ( т ) , т) г ( т ) ] } 1 / 1 ^ 2 - » ( т ) + 



*(т) , X) 2,(1) — 
г 

+ 2 | {б (*(*),'*; 
« о 

- [ 8 у ( т ) + 2 ( т ) ] * (т ) , т)} 1 / ^ 2 В (т) + 

+ 2 I Щ, т)г(1)-

— * , ( « ( < ) , 8(1?), Т ) Г ( Т ) ] ш (т) г/т + 

+ 
I 12 

Пусть С0» = С«>л М х С0»г М я — пространство, определенное вы­
ше. Пусть, далее, д ( 0 6 с

0" . м 4 ' 6 <Ч € С 0 " 
Докажем, что операторы и Н преобразуют С а » в себя и осу­

ществляют преобразование сжатия . 
Итак, предположим, что 

д • д ••• 
<М0; 

\д(1)\ <М1; | 0 ( / ) | <М2 

при I ^ [ < 0 , а ' ] и докажем, что \ Щ \ <М1 и | В \ <М2. 
Д л я доказательства нам потребуются неравенства, которые 

следуют из (33): 

\Р(1)\ < ^ 1 + | Е | Л / 1 ; 

| / - ( 0 ! <(М1+\г\М1) {( — ф, 

[ г ( 0 - г ( т ) | <№1+'1*\Щ 

Используя (35), а т а к ж е (22) — (29), получим 

\Я\<В1(\г\, М^М^МА + 

(35) 

Н о из (33) имеем \0\ <М0 -|- 2М2 ]//. — 10. Выберем М , > 2Л/ 0 

и зафиксируем его. Выберем теперь Л / , так , чтобы выполнялось 
Мг >2В1 (| г |, М0, М, Щ, МЛ при | е | <Е. 



При фиксированных Щ и Ы% можно найти такое Т% , что для 
будут одновременно выполняться : \()\<М1\ \Я\<М2. 

Д л я доказательства того, что операторы (? и Я осуществляют 
преобразование сжатия, обозначим 

I 4 — Яо I = Ш т ) 

I в - в 0 | = у 2 . V ) ; 

Из (33) следуют неравенства: 

\Р — Ро I < I е 1 Ух; , 0 > ? > 

\г — г0 | < ! е | VI 0 - /<,)• 
1Й 12 

Имеем уз = = 2 Л * ~~ Л*о» г д е % определены согласно 
2=1 1 = 1 

(34), а Л / 0 получены из них подстановкой г 0 , у;0, </0, в 0 вместо 
г, />, 9, 0 . 

Используя (37) и предыдущие оценки, можем получить 

У2 < 6 \ ( | е | , М ) + С 2 | е | , Л/0, Л/, Л\, >У2, — VI Ь - V I " 

Но из (38) следует, что V I < 2 у 2 V' 'о> откуда 

^ < е | | 8 | , Л/0, Л/, $ р А Г 2 , у | V? К* — I » 

т. е. для достаточно малых 2 ( : [*о>^о*] операторы () и Я осу­
ществляют сжатое отображение Са~ в себя, где 

а" - пин ( а ' , Т*, Тр. 

Таким образом, мы доказали существование единственного 
решения г (/), р (О, ® ( 0 систем (33), (34) при комплексном 
е, | е | < Е в промежутке времени / ^ / < о" . 

2. Пусть параметр принимает значения е и е \ 
Рассмотрим промежуток времени / 0 ^ I ^ а" , т. е. когда одно­

временно существуют решения систем (19), (20) и (33), (34). Введем 
обозначения: 

г) — у(1,е') _ 8 ) — * ( * , * ' ) 

* * * " ; ~ 8 ~ ^ 7 ' 

V (/, е) — V (/, е') в _ ю (I, г)—ш (/, г') <38) 

****—^—; 
п о 



Пусть 
II Щ# " *>е II = Чъ 

П 10ЕЕ> — Я* || === Г|2, 

где под нормой / понимается шах | / | . 

Необходимо доказать, что 1 ) г - > 0 , т | 2 - > 0 , 

II ^ее' — ?с |! 7**$* 11 %гг' — -е ! | ~> % КОГДЗ 8 ' 8 . 

Д л я доказательства получим некоторые неравенства. Имеем 

* е ( 0 - и(1) + е М О ; 

( / ) - е ) -!- &' № г ( в . 

откуда 

| 2 е е ' — ^е| 3 [ * Ч | % # ~ % 1 + Щ ' |е — в7] < | В | Г|д + [ Е•— е' \т 

(40) 
где | е | = т а х (| г |, | $' !); 

! - %1<(\ *\Ш + Мг | в - 8 ' |) (/ м- д . (41) 

Далее , 

I 2 Щ е) - в') ; < [ е - в' || 8) | ф ! 8"| | Г & е) - * ( * , в') | . 

Получим оценку для | У(1, Е) — и(1, е')\. Положим, 

е ) _ 2 ( / , 8') | - 8 ; 

| в) - / ; ( * , 8') | - 8,; (42> 

е ) - ш ( / , е') | - 8 2 . 

Проведя оценки таким ж е путем, как в разделе «Существование 
решения в малом системы (19), (20) при комплексном 8 » , при до­
казательстве того, что операторы У и IV осуществляют сжатие, 
получим 

8 2 < Я , (| е |, М9, Щ | 8 - 8 ' | + # 2 (И) 8 + 

+ Ов (\ 8 I, Л/, ДГад Л ( Р ) ) 8 У Г ~ ^ + 

+ / ) 4 ( 1 8 1 , я* йй , 1:| 8, \/Т~Г0 + Д . 11 I I, Л \ , | 8 2 в 



Но из (20) имеем ^ < М0 | е — е' | + 2 §2 У * — /0. 
В наших обозначениях 8 < | е | 8 Х + 1 е — е' |. 
Тогда для 8 2 получим 

3 2 <П\ (| е |, Л / 0 , Л/ , # * 7У2, А (р)) | г - е ' | + 

+ я 5 (| е}, «г; #* уу 2, 4 ( Р ) ) 8 2 У 7 ^ 7 0 . 

Следовательно, можно найти такое ст^, что при I [/0> ^ 1 
5 2 < / ) (| е !, Л / 0 , Л/ , ЛГ 2 | А (р)) | е — е' |, а отсюда 

е ) - * ( * , в')| < Д 0 ( ! е | , М 0 , М, Л\} 7 У 2 , Л (р)) | е - е ' | ; 
(43) 

I 8 С е) — « ( / , е') | < / ) 0 ( 1 е |, М0, М, Щ, №г,А(р)) | е — е ' | (1—10). 

Нам потребуются также неравенства (23) — (29), (35) и неравен­
ство 

I ( 0 - Н* (т) | < №г + | е | ЙГ, + 1 7 | т Ь + Мх | е - е ' | ] (I - х). (44) 

Будем в дальнейшем проводить доказательство для 1^ [10, а1], 
где Оо = Ш 1 П (а" , а'0). 

И з обозначений (38) и выражения (19) для ю (I, е) имеем 

т» ( 0 = - 2 ф (*) 2 (1й, е) + ф (/, в') 2 е е . + 

+ А Ф (/)| [/^т;г(8(/1 е)> г. /, ,о) _ 2 [ф (г, 8 ' ) 2 8') + 
4 ф (/, е ' )1 УТ=Т0

 е ) ' м ' УЬхЩе')'*;г- + 
8~ • 8 

I 

+ 2 у* ИМ & и0) + [ ^ Ф Ш + Ф(Е, е ' ) 2 в е . ( 0 ] х 
— 1 

К С (я ((, е), ^ 5, (0) } V' — ' о « ? 5 + 

у " 7 ^ ^ е) , I; Е . * о ) в V ; | у + 

Ф ф а е ' ) 2(I , в о щ „ — • ^_ 

+ 2 

— I 



2 | * к х («(*, е), I; з ( т , е), т ) ггъ- (I) — 

— 6х(з(1, г\1;и(т, е), т ) 2 е 8 - ( т ) ] У* — /„ г ( т , е) у ( т , е) йх — 

— 2 с ' ) & < 5 ( * » Б ) ' / ; 5 ( т> е)> т ) ~ Ц % Ш Ё')'1' ! (т'е')' т) 

_ _ 2 ( т е , } 1 (* (Л в), и * ( Т , в), Т) - ^ (б- Ц ь'), /; 5 ( Т , в'), Т) | х 

X У* — * 0 2 ( т , е) » ( т , в) г/т - 2 "Л» (*, е') § х (« & е'), I; 8 ( т , е'), т ) -

- г ( т , е') 6х(х(1, г'), /; * ( т , &'), т ) ] [ 2 „ . ( т ) р ( т , е) + 

I 

+ 2 ( Т , б') У е е - ( Т ) ] У / - / 0 с / т + 2 е ) ' т ) 2 е е < ( > ) -

— [У ( т , е) + е'Уее- ( т ) ;+• (45) 

+ ( т )1 & е). *: Ч ( т , в), т ) } 1 / ^ — | № ( т , г) с1х + 

* 

- [в'г> ( т , е ' ) + г ( т , в')] ? < * ^ , е ' ) ,Й ф е'), х)\ | Д ^ ш Е е . ( т ) + 
I 

Г в ) , *; е), т ) - С , ( ф , в'), /; .<т , е' ) . т ) - | / / - г 0 , „ ( т к ) ^ г + 

о 

г 12 

'о 

8-1183 Н 3 

-1-2 



Вычтем (34) из (45) и будем оценивать 

12 12 

2 \ к , ~ в , \ = 2 \р, 
1 = 1 1=1 

Приведем оценки | Р* | и | РП\. Остальные [ Р€ | оцениваются 
аналогичным образом. Поэтому оценки их мы опускаем 

\Р2\ - 2.|ф (/, е') г ( д е') + % (I, 8 ) | р - д 

5 (I, 8 ) - 8 ( / , 8 ' ) 8 — 8 

- ^ # 4 ( « О М ; Ь Ч) М О 

< а 1 ( | е.!, М ) У * - * 0 да; Ы М О . ' ; 1>Ч) [ * е е - ( 0 - 8 в ( 0 1 + 

^ ^ («1(0< % 1> Ч) - И («(О, Ц 6 Щ *е (О 

«ее- ( 0 < 

где 

Здесь 

<й 1 ( |8 | , М)]/(- / 0(!/1!+ I /2 | + I /3 !), 

51(0. «2(0 € (»& е), 8 (г, г')). 

Л 1 < М е 1 ) Л 1 + *>',' {Щ | е - 8 ' | ; 

/ 2 I < т а х г, д К ( * ) - * ( ' , е ) ! • 1 М 0 I. 

где 
* з ( 0 € № е), 8(1, г ' ) ) . 

Из (43) и (35) следует, что 

/2 | < Ь2 ( | е |, ИЪ МХ, В0) | е - е' | У* - д 



Оценивая | / 3 1 , получаем 

17а" I < 

+ 

д2 #4 

Рщ (I) I < 

< шах 

< Ъз (| г |, Д 0 ) 1 Ь Щ - 10 + Ъг (| е |, # ь М>. Я 0 , о ? ) | е - в' | • 

Т а к и м образом, 

\Р2\<«\ (| е к Ж ) г, х + ( | 8 |, М0, М, Л\, АГ2, Л (?))1)11/1-1л + 

+ я'," (| 8 |, Л / 0 , Л/ , .V,, АГ* Л / 1 ; Л (р), о*о) | е - е' |. 
Далее , 

! Рп! < 
Ы2 Ь - 10 

л 11 
с1т 

ё< (а {I, в'), I; Щ (т) , т) (т) _ * в (т)] + 

/|[-
8Л(8(1, в),1; х ( т , е), т 8 е ( т ) + 

^$ЛъШ;Ф, ^ -г)] . ( 0 -

^Г 4(х(/, е ' ) , / ; 8а ( т ) , т) I « „ . (т) 

| Ы 
с1х 

^а1[1г-<'(|/1| + |/а| + !/.|). 



Имеем вА=- &\+С'1, # 4 = §\+ #' 4 ', причем С[= С"к =—%\. 
Разобьем оценку \ на три части; а именно: 

•ЗГ ё\ (« (*. О , &; «, (т), т) [$ е б , (т) — $Е (т)] 
01 6* 

I 

с1х 

Ь-ч + 

+ /I* С". ( ^ ( 0 , <; 8 ( Т , 8 ) , Т ) « е е ' ( 0 — «е ( О 
с/т 

Ь-ч 
4-

/
I ^ «ее' (Т) - 8 8 ( Т ) | 

йх 

\ г - Ч 

! /; I + 1 й I + 1 /; I-
Здесь 

I /; I < 

I 

(3,(1), I; зг(х), X) «ее ' Щ — «е (0 ~ 

— « е е ' ( т ) + 8 е (х) 

где 
Ь~Ч ' 

«1Щ — «1 (т) € (« & е ) — 8 ( т - е ) - 8 С> е') - 5 (т> в'))-
Учитывая (40), получим 

I 

|/;|< Г 0 1 /
( 1 + 2" 1 ) (\~г\г11-\-М1\г-г'\)с1.х^ 

( 1 1 1 ) 1 1 + Ь\ Щ | е - е ' | . 

Д л я |/" 2 | и ] / 3 | нетрудно получить следующую оценку: 

I /'2 ! + I й ' 1,А).*.Г * — *0 + N (Ми — . О I 8 _ 8 ' 

т. е. 

\0х\ < М 1 О 4 1 + М 
116 

1 — 4+ ЪйШъ —, ао ) | в—е ' | 
Р 



Разобьем | / 2 1 так же , как при оценке 11 Х |, на части: 

|/2к 
х [ « 8 ( / ) - в 8 ( т ) | + (Щщ ($1 Ш 8 е ) . т ) • 

— С 4 ' ( 5 (г, б), 1;в(х, е), т) | х е ( 0 йх 

г 

— - ^ 7 ^ 4 е), I; 8(тг, е), т) | | в в (т) 
<1х 

Ух-10 

- 1/71 + № I + 1/'з 

Оценим первый из интегралов: 

I / , I < 
/

т а х д 2 Я *4 

т вл 

йх 

Используя (24), (43) и (35), получим 

\Г; I <с\ (| е | , Л / 0 , Л/, ^ ;У 2 , Л/ , , Л (р), Ш%) | 8 - в ' |. 

Проведя аналогичные оценки для | / 2 ' | и | § |. получим 

| /2 | < сх (| в ], Л / 0 , М , % Л/ , , у1 (р), а5 ) ] в - е' |. 

Используя (44) и оценивая | / 3 1 подобно предыдущему, нетрудно 
получить 

/3 | < с!л (| е |, Щ, Щ Л\7 Л г

2 > А (Р)) ш 1/Т=Т0 + 

с12 ( | 8 |, Л/ 0 , Л/, ^ ДГ2> Л / 1 ? Л (р), сто) | е - - в' |. 



Таким образом, 

I К\ < > ; , (I в |, м0, л/, ^ л (?)) % у* - /0 + 

+ 4; (| в |, Л / 0 , Л/ , $к 1\2, М±1 Л(р), оЪ)\е- г' |. 
Оценивая все остальные | Рг | и учитывая , что % < 2ц2 

окончательно получим 

Ч 2 [1 - ^ ( | 11, л/0> л/, л\, лч, 4 ( Р ) ) < 

< 7 ? 2 ( I в !, Л / 0 , Л/ , Щ &Ъ А (р), ст 0) | в - в' |. 

Теперь можно выбрать такое сг0 < а*0, что г)2 -> 0 при / ^ и 0 , сг0] 
и тем более % 0 при | в — в' | -> 0. 

Из (40) и (41) следует т а к ж е , что | | $ е е - — $ 8 | | 0, | ^ е е - — гЕ\\ 0 
при | в — е' | -> 0, что и требовалось доказать . 

Итак , нами доказана аналитичность по в при | в | <Е и(х} I, г ) , 

ди (.г\ I, в) дг и (х, /, в) ди Щ % в) 
- , Н - , -—Щ;—- т интервале 10 < <т0. 

дх Ох* д1 
Внося их разложения в р я д ы по е и сравнивая коэффициенты 

при равных степенях е, получим систему уравнений, которая может 
быть использована для построения приближенного решения рас­
сматриваемой задачи. 
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( Ж Т Н Е Р Н А 8 Е Б О Г О И АNА^УТIСIТУ Л\ 1ТИ К Е З Р Е С Т ТО А 
Р А К А М Е Т Е К Ш Т Н Е РКОВЬЕМ О Р Т Н Е МЕЬТ С К У З Т А Ы Я А Т Ю Х 

С А Ш Е Б ВУ Т Н Е 1 М М Е К 5 К Ж ОР А Р Ь А Т Е 

Н. 0Е1МЛН 

А п п о 1 а I \ о п 
ТЬе ргоЫеш 

Ь2 (х) ихх = щ- - 1 < х < 8 (*), X фО, / >/0 

и | , = ,0 - ф (;/:); - 1 <х <1, 1= з(10), ф (/) = О, ф ( - 1 ) й? О 

ди 
дх —I 

0; н | л , = . _ 0 ^и=-!о; А ч - ^ Й2 

! . г = 5 ( ; ) - 0 = о 0 8 — а + б 

х = -О 

ди 

ди 
дх 

& (X) 
а2 е = СОП51 — 1 < 5: < 0; а СОПЙ1 > 0 ; кь = с о ш Ь > О 

1 О < < 5 ( 0 ; г - сопз*. < 0; (« = 1, 2) 

8 соп81с1егес1. ТЪеге 18 § 1 у е п 1Ье ргооГ оГ 1Ье а п а Ь И с К у оГ 1Ье зо1иЫоп 
\уШг г е 8 р е с 1 Ьо 1Ъе рагате1ег е. 





Работы по теории функций и краевым задачам. Рига 1968 

ОБ ИСПАРЕНИИ ИЛИ КОНДЕНСАЦИИ ПАРА ЖИДКОСТИ 
И З БИНАРНОГО СФЕРИЧЕСКОГО П У З Ы Р Ь К А 

Л. И. РУБИНШТЕЙН, Э. X. ЕПИКЕЕВА 

Вычислительный центр Л Г У им. П. Стучки 

Доказывается существование в малом н единственность решения 
задачи об испарении или конденсации сферического пузырька в би­
нарной системе, рассмотренной в работе [1]. 

Рассмотрение проведено в предположении, что в начальный 
момент времени распределение концентраций и температур удовлет­
воряет некоторым условиям согласования, обеспечивающим непре­
рывную дифференцируемость рассматриваемого решения в замыка­
нии области их определения. 

Доказательство проводится путем редукции задачи к системе 
интегральных уравнений посредством тепловых потенциалов. 

В недавней работе [1] было дано приближенное решение задачи 
о динамике неизотермического испарения монокомпонентной жид­
кости А внутрь бинарного сферического пузырька. 

Авторы предполагали, что 
а) пузырек образован паром компонента А и инертным, нера­

створимым в А газом В\ 
б) перераспределение концентраций в газовой фазе происходит 

посредством молекулярной диффузии; 
в) перераспределение температур в жидкой фазе происходит 

посредством молекулярной теплопроводности с конвекцией, вы­
нужденной движением границы раздела фаз ; 

г) вязкостью и термическим расширением жидкой фазы можно 
пренебречь; 

д) газовая фаза не поглощает тепловую радиацию. 
Коэффициент теплопроводности газовой фазы равен нулю. 

Таким образом, газовая фаза считается термически изолированной 
от жидкой фазы, и поглощение скрытой теплоты испарения (выде­
ление скрытой теплоты конденсации) влияет только на перерас­
пределение температур в жидкой фазе ; 



е) размер .пузырька достаточно велик для того, чтобы можно 
было пренебречь влиянием кривизны поверхности раздела фаз на 
величину упругости пара ; 

ж) процесс испарения (или конденсации) достаточно медлен­
ный для того, чтобы можно было считать, что на поверхности испа­
рения (или конденсации) температура ж и д к о й фазы и концентрация 
пара компонента А связаны кривой фазового равновесия. Зависи­
мость равновесной концентрации от температуры считается линей­
ной 1 ; 

з) имеется радиальная симметрия. 
" В цитируемой р а б о т е Ш начальная температура в жидкой фазе 

и концентрация в газовой фазе считаются постоянными, не связан­
ными диаграммой фазового равновесия . Эти два обстоятельства и 
вызывают процесс испарения (или конденсации), развивающийся 
асимптотически до равновесия при г - > о о . 

Как отмечено выше, в 111 было дано лишь приближенное реше­
ние задачи 2 . В точной трактовке уга задача принадлежит к классу 
задач Стефана «с усиленной нелинейностью» | 2 | , по в варианте, 
не подвергавшемся до сих пор строгому математическому анализу. 
На пути ее решения встречаются два затруднения принципиаль­
ного характера : 

1) начальные условия не согласованы с условиями равновесия 
па границе раздела фаз. Это приводит к неограниченности градиен­
тов температуры и концентрации и, как всегда в подобной ситуации, 
весьма сильно затрудняет анализ 13]; 

2) на границе раздела фаз задается три условия : два — типа 
условия Стефана для концентрации и температуры, связывающие 
их градиенты со скоростью перемещения границы раздела фаз, 
и одно — условие связи между концентрацией и температурой, 
определяемое диаграммой фазового равновесия . Это последнее 
условие придает задаче характер , сближающий ее с подвергав­
шейся детальному анализу задачей Веригииа 15, 6] — двуслойной 
задаче с классическими условиями непрерывности «температур» и 
«потоков тепла» на неизвестной границе раздела фаз . Однако 
граница раздела фаз в рассматриваемой задаче является линией 
разрыва этих величин, что сближает ее с классической двухфазной 
задачей Стефана. 

Это промежуточное положение рассматриваемой задачи придает 
ей особенности, требующие развития специальной методики реше­
ния и делающие ее нестандартной. В то ж е время рассматриваемая 
задача может считаться одной из простейших в широком классе 

1 См. уравнение (1.8). 
2 Решение найдено методом интегральных соотношений в квазистационар 

ном приближении. 



з а д а ч о динамике неизотермических фазовых переходов в поликом­
понентных диффузионных системах. 

К а к и в рассматриваемых ранее задачах Стефана с условиями 
на границе раздела фаз , несогласованными с начальными условиями, 
преодоление затруднений, связанных с неограниченностью градиен­
тов, может быть, по-видимому, осуществлено с помощью приема, 
восходящего к Ж е в р е 17]. Именно, рассматривают монотонно 
сходящуюся к нулю убывающую последовательность }. К а ж ­
дый из моментов 1п принимается за начальный, и для него в 
качестве начального состояния берется состояние, удовлетворяющее 
условию согласования на границе раздела фаз. Если при этом 
последовательность начальных состояний системы сходится при 
п~>оо к начальному состоянию в исходной системе, то обычно 
удается доказать сходимость последовательности решений постав­
ленных таким образом вспомогательных задач к решению исходной 
задачи 13]. При проведении подобного анализа предполагается 
доказанной теорема существования решения в случае согласования 
краевых и начальных условий на границе раздела фаз. Цель насто­
ящей работы и состоит в доказательстве этого факта для задачи 
В. С. Арпачи, И. А. К л а р к а и П. С. Ларсепа [!]. 

К результатам, сообщаемым ниже, надлежит относиться только 
как к доказательству теоремы существования, не претендующему 
на одновременное у к а з а н и е эффективного вычислительного алго­
ритма. 

Нас интересует здесь одна лишь математическая сторона во­
проса. Н и к а к и х выводов физического характера мы не делаем. 
В связи с этим мы не воспроизводим деталей постановки задачи, 
отсылая к оригинальной статье [1]. 

1. М А Т Е М А Т И Ч Е С К А Я П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч И 

Введем обозначения: 
С (г, т) — концентрация пара в пузырьке; 
Г (г, т) — температура жидкости; 
V (г, т) — радиальная скорость жидкости ; 

к — теплоемкость жидкости ; 
X — скрытая теплота парообразования; 
\1 — коэффициент температуропроводности; 
О — коэффициент диффузии; 

Н (т) — радиус п у з ы р ь к а ; 
В 0 — начальный радиус пузырька ; 

^ о ( г ) — начальное распределение концентрации в пузырьке; 
( г ) — начальное распределение температуры в жидкости; 



р — плотность ж и д к о с т и ; 
р " — плотность г а з а ; 
г — пространственная координата ; 
г — время. 

В этих обозначениях з а д а ч а из [11 запишется следующим обра­
з о м 1 : 

С(г,0) - - С 0 (г); 0 « г 

~= 0 ; т > 0; дг 
г = 0 

< г < о о , т ^ 0; 

Д ( т ) = 

У(Г ,0 ) Д 0 ^ г < о о ; 

1 - С (В (х), х) дг Г = К ( Х )

 ; т ? 0 : 

р " А 
; т ^ 0, Д ( 0 ) - Я в ; 

г = К(т) 

Г (Я (т) , т) = а + р" С (В (т) , т ) ; т > 0, а = сопзЬ, 6 = сопз1. 

1.1) 

1.2) 

1.3) 

1.4) 

1.5) 

1.6) 

1.7) 

1.8) 

Условие (1.6) выводится из уравнения материального баланса 
на границе раздела фаз, условие (1.7) — из уравнения теплового 
баланса на этой границе. V легко находится из уравнения нераз­
рывности и условия материального баланса на границе раздела 
фаз 

(1 .9) 

Вывод условий (1.6) — (1 .8) и выражения (1.9) для радиальной 
скорости имеется в [1]. 

1 В [I] в условиях (1.2) и (1.5) принято С0 = сошЬ, 7о== сопзЬ. Мы пред­
полагаем, в соответствии со сказанным во введении, что Со(г) и Т 0 (г) удовлет­
воряют введенным ниже условиям согласования. 



В системе (1.1) — (1 .8) перейдем к безразмерным координатам 

В 

в (х, I) 

В2 

Т (х, I) 

и после этого выполним замену переменных 

их (х, /) — хС (х} / ) ; и2 (ху I) = х@ I). 

Если в полученной системе мы введем обозначения: 

Т (х) 

2 . 

Л о ' 
а \ " Г " % Р = ^ = сопвЬ > О, 

* Л р 

то система (1.1) — (1.8) примет вид 

щ и (х, I) = а а (./) и (х, () + | р (ж, у, г, и, а); 

О ^ х <у(С), у(1)<х<оо,1^0; 

и (х, 0) — ф' (х); 0 ^ ж < 1. 1 < х < о о ; 

и (0, I) = 0; * > 0; 

»1 ( 0 ( 0 

*(*) = 4 

гг>2 (I) — => Ьу(1), I > 0, 

(1 .10) 

(1 .11) 

= Ь; ) (1 .12) 

(1 .13) 

(1 .14) 

(1 .15) 

У - г Щ + г/ (/) 2 ( 0 ; г > 0 ; (1 .16) 

^ о . г / ( 0 ) - = 1 ; ( 1 .17 ) 

( 1 . 1 ? ) 
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где 

\ и2(х,1); уЩ <х со; 

дх 
=-- Я((х, I); 1= 1 , 2 ; 

\ 0 ; у ( 0 < ° ° ; 
И?, ( / ) (у ( 0 , /); и» (/) ^ 0 , (Л, /) ; у ( 0 - % (/); 

а2 (х) 
М ; О 

14; > У 0) < с < о о ; 

Г I?.' (аг, (/, 2 , щ , с?1) щ 0; 0 < * < г/ ( / ) ; 

Р'{х, у, 2 , и, д) = ^ 2 (ж, 2/, з , ы 2, # 2 ) [ » 2 (а?, 
х 

I) 

- 2 . У 1*3 <ж< ОО. 

(1 .19) 

1 — < 7 2 ( * , 0 

Обозначим через Ог область 

Вл - {0 < * <* , ( / ) , С < * <Т), 

а через / ) 2 — область 

В2 - <:/; < о о , 0 < * < Т } 1 . 

1)Г — з а м ы к а н и е 
Решение задачи (1.13) — (1.19) будем искать в следующем 

классе А ф у н к ц и й : 
1) У ( 0 дважды непрерывно дифференцируемая в [О, Т] функ­

ц и я ; 
диг диг д2щ д2их 

Щ Щ) Щ > Д Х 2 > Д 1 Д Х 

я ̂ й** - ^ т > - ^ г > - д и 
номерно ограничены в ней. 

непрерывны в Ог> 

непрерывны в Б2 и рав -

1 Интервал времени Т будет определен в разделе 3. 



2. И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Е У Р А В Н Е Н И Я З А Д А Ч И . 
Т Е О Р Е М А Э К В И В А Л Е Н Т Н О С Т И 

Задача (1.13) — (1.19) решается с использованием метода 
интегральных уравнений, развитого в 12, 3], и приема преобразо­
вания неизвестной границы в прямую, примененного для решения 
задачи Веригина (51. При этом условия сопряжения (1.!(•>) — (1 .18) 
должны выполняться на прямой х = сонз1. 

Прямое применение метода из [51 потребовало бы использова­
ния дифференцируемое™ по I ш,- (I), что связано с серьезными 
техническими затруднениями. Д л я избежания их ниже использу­
ется функция Грина двуслойной задачи уравнения теплопровод­
ности для границы х 0, введенная в [41. В результате получаются 
интегральные уравнения , не содержащие тепловых потенциалов, 
имеющих плотность щ (1) и ю{ (I). 

Переходим к редукции задачи (1.13) — (1.19) к системе инте­
гральных уравнений. Выполним замену переменных 

Вследствие этой замены переменных неизвестная граница х = у (I) 
с неизвестными на ней значениями и± (я, /) и и-г (х, I) перейдет в 
границу | — 0. Граница х = 0 перейдет в неизвестную границу 
I = — У на которой задано значение и (^, /): и (—у (/), /) 0. 

После применения замены (2.1) к задаче (1.13) — (1.19) в полу­
ченной системе переобозначим | = х. Тогда задача (1.13) — 
(1.19) примет вид : 

(2 .1) 

у(1) ^ х < 0 , 0 < . / < о о , I >, 0; (2 .2) 

и (а?, 0) = 9 (х); - 1 ^ х < 0, 0 < х < оо ; ( 2 . 3 

и (-У (1)^1) 0; I Ъ 0; ( 2 . 4 ) 

(2 .6) 

(2 .5) 

— ш2 (/) --- Ьу(1), I > 0, (2 .7) 



где (после перехода к новой системе координат индекс у ср! 
опущен) 

и(х,1)= 1иЛх'*У> ТЩ '* * < 0 ; 

\ и2 (х, I); 0 < х < о о ; 

« * ( 0 = т (о, 0 ; щ ( 0 =-- ( 0 , 0 ; « = 1 , 2 ; 

( а | ; о <х < о о ; 

\ Ф 2 (ж); 0 < х < оо ; 

Р(х, у, 2 , и, <?) 

П о л о ж и м 

Рх (*, я ( 0 дх (ху / ) ; - г / (I) < х < 0 ; 

+ + у ( 0 
0 <х < о о . 

1 д ( Г Л^ШЙ . 

( 2 . 8 ) 

Ь {-У (I), 0 = Р ( 0 - ( 2 . 9 ) 

Введем функцию Грина 6 (х, | , а 2 (г — т)) для двуслойной 
задачи с границей х — 0, построенную в [41: 

Е(х-1, 1-х) + % 1-х); 
— оо < х , 5 < 0 ; 

С (ж, 5, а 2 0 - т)) 

(1 + ЬЩ 4 * -

оо < | < 0 < х < с о ; 

а* )•• 

( 2 . 1 0 ) 

— о о < ж < 0 < | < о о ; 

* ф ((-г)) - 8Е(:с + 

+ — т ) ) ; 0 < а ; ) 1 < о о . 



и функцию 

Е(х-1, 1-Г)-ЬЕ(х+1У 1-х); 
— оо < . г , | < 0 ; 

- оо < | < 0 < х < оо; 

« 2 

с* Б, а 2 (/ — т)) = • ш~т1*^л~ г ) ; 

— оо < х < 0 < | < оо; 

§ . ( * - | , 0 2 ( / - т ) ) -I- * / • : ( ' • 

+ -г)); 0 <х,1 < о о , 

(2.11) 

где 

8 =- 1*2 ^ 2 

« 2 + 

(2 .12) 

С (;г, | , а 2 (г — т)) сопряжена с С* (я\ | , « 2 (/ — т)) в смысле 

дСт* дО 
91 дх ' 

причем О*->0 при | - > о о или , г - >оо ; 
аг -> оо. 

дв* 
д1 

(2 .13) 

О при | - >оо или 

Легко проверить, что по переменным х, I С (х, ^3 а2 (/ — т)) 
удовлетворяет уравнению 

д26 дС 
01 \ х ф 0, % > б 

с УСЛОВИЯМИ: 

дС 
дх 

; да 

(2 .14) 

(2 .15) 

По переменным ^ т (т (х, 1=, а2 (I — т)) удовлетворяет сопряжен­
ному уравнению 

9 - 1183 

(2 .16) 
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и условиям: 

2 « I 1 = 4-0 

дО 

6=-о 2 ^ 5 = + о 

(2.17) 

причем 
С-> 0 при ^ -> оо ил и х - » со; 

-О при ^ ^ о о или . г - >оо . 
(2.18) 

Пусть иъ иг, у — решение задачи (2.2) — (2 .8) . Если мы вос­
пользуемся функциями Грина (2.10) , (2 .11) и условием согласова­
ния ф х (0) — о 2 (0) Ъу то, поступая т а к же , как в [2], сведем задачу 
к следующей системе интегральных у р а в н е н и й : 

|7г 

г со 

Н- / Г/т У Г ( 1 № 2, и, д) С (г , Ъ а2 (I - г)) с11 = 
0 - у ( т ) 

= Щ (х, 2 / и , , ^ , дъ щ р, ъ, у), I = 1, 2 ; (2.19) 

о 5 I &=-о о 
г со 

+ / ^ | ^ ( т ) ^ 4 - / ф ( | ) <?*(.*,!, а 2 0 < ^ ~ 
1Е=-!/(Т) 

Г ОО 

/ Й / ^ а ^ ^ г г ^ ) ^ - С * ( ^ Д , " 2 ( ^ - г ) ) ^ = - г/(т) 

= ^ ( х , I I и21 дъ ( / 2 , ^ 1 , У 21 А г/, г), I = 1, 2 ; (2 .20) 

( 1Л*'4-1 § 
Щ (0 ^ Ц | % Щ + (0, * / "2, 01, 02, Р) ^ У) = 

• Щ4$}и%< дъ д2, г;2,7>, й 2), г = 1, 2 ; (2.21) 



/ л 1 [ 1 + 8 / л , / 1 + 8 г , л 

—у (г)] — а 7

3 [и\ (I) — у(1)] <?2 (О, I / и 2 , д 1 ( д 2 , р, г, г/) == 

= 7 ! {I I и2, д 2 , и?!, и>2, /?, 2 , у); ( 2 . 2 2 

+ (>2 Ф, 1 I Щ, ЧЬ Р> 2 , = У2{11 и2, д 1 ( а^, № г, р , г, у); (2.23) 

Р (*) = 2 < ? 1 (—У ( 0 . * / " 2 , 9 2 , «&, »2, р, г, г/) = 

= Р{1) и2, о 2 , И,» V2, р, у, г); ( 2 . 24 ) 

< / 2 < ? 2 (0, <12>Р, & д 2 ,и? 1 ? ш 2 , /?, я, г/1 .25 - к 

» ( / ) = 1 + / * ( т ) с / т - У (* /*) . (2 .26) 
о 

Справедлива следующая теорема эквивалентности. 
Т е о р е м а . Если существует решение задачи (2 .2 )—(2 .8} , 

принадлежащее к классу Ау то существует дифференцируемое ре­
шение системы интегральных уравнений (2 .19)—(2.26) . Обратно, 
если существует дифференцируемое решение системы (2 .19)—(2.26) 
то иг (ху 1)у I = 1, 2, у ( Д определенные формулами (2 .19)—(2.26) , 
являются принадлежащими к классу А решениями задачи ( 2 . 2 ) — 
(2.8) . 

Доказательство теоремы эквивалентности проводится так ж е , 
как в [2, 3] . Поэтому мы его опускаем. 

1 Из (2.20), I = 2, при я—>-0 получаем уравнение 

1 - М 
Ш (0 ---- - [11 (0 Ш (01 + < ? 2 (0, / Л / о , 7 1 , ^ъ р, 2 , У ) . 

Отсюда и нз (1.16), (1.17) следуют уравнения (2.22), ( 2 . ° ° ' '? 9 
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3. С У Щ Е С Т В О В А Н И Е Р Е Ш Е Н И Я В МАЛОМ 

Докажем теперь существование такого Т, что для 0 ^ / ^ Т, 
— у (I) ^ х < 0 , 0 < х < ее задача (2 .2)—(2.8) имеет принадле­
жащее к классу А решение, или, что, в силу теоремы эквивалент­
ности, то же самое, — система интегральных уравнений (2 .19 )— 
(2.26) имеет в замкнутых областях определения дифференцируе­
мое решение. 

Наложим на начальные условия задачи следующие ограниче­
ния : 

9; (*)» I = 1*2, пять раз непрерывно дифференцируемы в 
замыкании областей их определения . 

2. Имеет место неравенство 

1 [/; + ф 1 ( 0 ) + ф 2 ( 0 ) ] ^ 1 . (3 .1) 

3. у|Ю (— 1), о<*> (0), к = 0 , . . ., 5 , % е= 1, 2, удовлетворяют 
условиям согласования, обеспечивающим непрерывность первых 
и вторых производных пешеиий системы (2 .19)—(2.20) в точках 
( - 1 , 0 ) , (0,0)4 

Рассмотрим следующий итерационный процесс. Пусть 

Щ>%Щ%>. 01.о0, 02>о(щ 0 , % г ( Й > | 2 

">2,о ( 0 . » 1 , п ( 0 . ^ > 0 ( / ) , /> 0 ( /) , (3 .2) 

% ® , < / о ( 0 

произвольные дважды дифференцируемые функции, удовлетворя­
ющие при 0 < X < Тл неравенствам 

I «2 .о <х, О I « | д , (.х, 0 | < ,У2; | 02>о /) | < Л' 3; * 
Я < * < < » — р , < х < 0 0<?*<=° 

I "'2,0 ( О I < Я» 

^2,0 ( 0 I « л г

7 ; 1А, ( 0 1 <§ л'в; 

9'«С '01 < * '= 1,2; Л = 0 , 1 , 2 , 3 , 0 , 

"1,о ( 0 1 < ^ 6 ; 

ч ( 0 ! < Щ 
(3 .3) 

1 Эти условия, а также значения (0), г?/(0) и И будут выписаны Ё 
процессе доказательства. 

Решение строится как предел последовательности функций, дважды не­
прерывно дифференцируемых в замыкании областей их определения. Отно­
сительно этих пределов известно, однако, лишь то, что они непрерывны вместе 
со своими первыми производными, удовлетворяющими условию Липшица. Сам 
факт существования и непрерывности вторых производных оставлен с целью 
упрощения рассмотрения недоказанным, хотя и не вызывает никаких сомнений. 

2 Мы не рассматриваем и{ 0(х, I), так как она не входит ни в одно из урав­
нений системы (2.19) — ( 2 . 2 6 ) . ' 



- Р 2 < Х < 0 

д_ 

~дх 

д_ 
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: ? 2 , о (*> О 
0 < Х < оо 

№ 
и 2 0 ( х , I) 

0<Х<оо 

< ^ 5 ; 1 ^1 ,0 ( О К ь в \ 

- Р 2 < Х < 0 0 < Х < оо 

\Щ,о№ « I ^ 1 > 0 ( О I < 7 - 8 ; I У 2 , 0 ( 0 I ^ ь * 

д1дх 

— Р 2 < Х < 0 

: Я2,о ( * . О 
0<СХ<<» 

</? 4 ; 

0 2 

§п ^ 2 , 0 0 < # 2 ; 

0<Х < оо 
Г " 2 , 0 № О 

0<Х<оо 

< я 5 ; 

0 / 

с>/ 2 

« 1 . 0 & О 
- Р 2 < Ж 0 

« 1 , 0 О < Д в ; 

г?2 

Р ,<ж<0 

!"'-2 ,о(0 I < # 9 - > < Я 7 ; I «1,о ( О I < Л 8 ; 

^1,о ( 0 I < Я ю ; I й у г Й I < Л ц ; \ЪЩ I < Ш м * I *,Щ I < • % » 
(3 .5) 

где 1 < р 2 < 2; Л г , (.• = 1 9 ) ; < « « ! , . . . , И ) ; Щ 0 = 1 , . . . 
13) — некоторым образом фиксированные постоянные, и усло­

виям 
ИМ (0, 0 = %ф ( 0 ; ' - 1 , 2 ; Иад (0, 0 * * щ ( 0 ; 

<Ы—в(М *•:*»<(% } 
РоФ) = 91 ( - 1 ) ; ^ . 0 ( 0 ) - ф<(0); I - 1, 2; ш 2 ( 0 ( 0 ) - ф 2 ( 0 ) ; 

} (3.7) 
Щ,оФ)-т,0Ф) = Ь; г/0 (0) - 1; 

91 (О) + Р, & (0), У 1 > 0 (0)) - « | ф 2 (0) -

- * \ (0, </0 (0)- Ч Ф), Шм (°)- Щл Ф)) - Ъ Ч (0); (3 .8) 

3 

9: (0) + а\ ш Р< (.к, </0 ( 0 , з 0 (/), (ж, I), д м & / ) Ь = о « 1 

= Ч о ( 0 ) ; 1 % ; [ (3 .9) 

№ е - Ф + Л (20 ( 0 , 51,0 (я '))*=<> = Ро Ф); 



д2 

91 (0) + ( « о ( 0 , 91,0 & 0 ) <=о + 
С/Х ЭС = 0 

+ (*0 ( 0 . «1.0 ( * , 0 ) * = 0 - « 1 "ф2 (0) -
ж = 0 

— Я? 
д2 

— (.Г, ^ 0 (/), 2 0 ( 0 , ^2,о & 0# ^2,0 (*> 0 ) * = 0 = Ь 2 0 ( 0 ) . (3 .9*) 

Условия (3 .6 )—(3 .9*) обеспечивают непрерывность операторов 
# 2 , ^ 1 , • • •, ?>,У и их первых и вторых производных в своих замкну­
тых областях определения. 

Определим далее и 2 , п > 0 1 > п , 0 2 , п , • равенствами 

1>2, п = ^2,п\ Рп ^ Р п \ % 

Уп 
где 

г ' ч м. 

2, » 

^2,)1—Ъ 01, ц—1, 02,/4~1, ^1,^—1, ^2, и— 1, • 

Й*ГТ# 2 и-1» У 11-1)1 * = 1>2; 

?72 * / и 2 , п - 1 01, / / - 1 , 02,72.-1, ^1,7^-1» У 2,„-1 

Ртг-1, Уя-д* 
Рп=Р{Ча2п, 01,н-1, 0 2 , г ^ 1 , г ; 1 ,» -1 , ^2 „ - 1 , , / \ - 1 , 

2 д - 1 , 1/7,-1); 

Щ к ^ % ^ ^ т 01 ,7 , - 1 , 0 2 , 7 , - 1 , ^ 2 , и > Р-№ 

%гЪ Уп-х), 1= 1 ,2 ; 

^ 1*1Щ,П> 0 1 , Л - ^ 0 2 , 7 2 - 1 , ^ 1 , / , , ^ 2 , 7 , , Рп^п-Ъ 

Уп-г)\ 

^^,п — ^^{X1^Iи2,ю Я1,п-\> Чъ.п-ь 1\,п> Щ,Щ Ргг 

1*1 * = 1, 2 - . 

(3 .10) 

(3 .11) 



Д л я доказательства существования дифференцируемого решения 
системы (2 .19)—(2.26) нам нужно показать равномерную сходи­
мость подпоследовательностей производных от (3 .10) . Продиффе­
ренцируем уравнения (2 .19)—(2.26) . В результате получим 

^ 

дх 
Ш - Щ ( ( т ) ~ Ш ( т ) 1 6 I * = - о ^ 

-^р{х)С\ 6 = _ у ( т ) йх - 1 И т ^ Ш М , **Ш Щ°\ 5=-о $Х -

о о 

™ I а\ П (0, у (т) , г (т) , и>2 (т), щ (т)) 02 \ ̂  с1х + 

о 
оо 

+ ( ФЩ (I) С (х, 1УаЧ)сЦ-

0 —1/(Т) 

= ()1х (х, 1\и2, щь ш2, г2, г, у, щ# д2и:1 % % />)> г" ! , 2; (3.12) 

— ± = и а = I [ь\{х)—(12г2(х)]Ст\1==_0с1х + 

о 

о о 

- / 1Р(Т)-*(Т)Р1(2(Т),Р(Х))6\ 1 = _у{х) йХ-

о 

- ( * ( О К ( Т ) - 4 ^ ( т ) ] щ - Я* | | = _ 0 йх + 

о 

+ 7 2 ( т ) р ( т ) ^ - е | | = - ^ ) ^ т + 

о 



г да 

+ 1 ШШ ^ * | | _ у ( т ) Л т + I * ( 0 Ф Ш С * ( ' , 1АЧ)гЦ + 
0 - 1 

оо 

+ I \п^(1)+Р{1Уу(х), г(т)и{1, *},«?(!, т ) ) 1 т = 0 С ( * . ^, « 2 , 0 ^ 6 + 
—*1 

О — У(г) 

д 

О — !/ (Т ) 

- т)) (1\ = г/,-, (.г, / / щ, д г , г;1 ; у 2 , р , г, </, щ{, д и , а 2 / , у,. у 2 , /Л г ) , 

' = 1 , 2 ; (3 .13) 

^±-=ди., Ъ I г (г) С* | 6 = _ 0 <Ут + 

О 

+ ^ $ ( О I ^ - ДО» < т)^ г ; I г = - о ' / т -

о 

| \р ( Т ) 2 (т) + р (т) 2 ( т ) ] С* | 5 = _ у ( т ) -

0 

— Г а ( О Р (т) С | ^ - „ ( ^ г/т — 

о 

- ( х(1) [Ь — Р± (г (т) , Ч (т))] - | О | 6 ^ й т -

о 

/ в | * (т) 3 , (0, у ( т ) , г ( т ) , ш 2 (т) , у 2 (т)) А С | 5 = . ; - 0 (1т + 



+ 1=-у(х) ах + 

00 - у* [а 2 ф 

— I 
ш + 

+ —Р(1у ( Т ) , 2 (т), и ( | , т), д Ц т ) ) ] т = 0 С* {«; | , аН) Щ + 

ОО 

+ 1 аЧ(1)<?а)0(х, 1,аЧ)сЦ-

— 1 
г оо 

~ \ л х I ( Е ? у ( т ) > 2 ( т ) ' и * т ) > д ( ё ? т ) ) ^ ( л ' ^ а 2 ( / ~ т ^ т ~ 

- ^ (Ъщ? & У И » а (т), а т), д {% х)) Щ С(х, \, а* (I-

0 - у ( т ) 

— т)) (]\ = ()и {х, 11 и2, дъ д2, й>», г ; ь у г , р , г, г/, и21, ди, д2{, 

щ, щ, р, г), г = 1, 2. (3.14) 

В уравнениях (3 .13) , (3.14) считаем х =— у (I) либо х = 
= сопз1 ^ (—у ( 0 , оо). 

/ _ | \ г + 1 _ § 

Щ { 1 ) = ^ ^ %:МЩ + 

+ * / «2, 91, ?г, ^1 , ^2, Р, г, г/, ди, ь\, у 2 , у?, г) = 

=№.Л(1и2, дг, д2, Щ и2,р, г, г/, и2ь ди, д21, ьъ и2, р, г;, I = 1,2; (3.15) 

'•1 (0 = 
I. 

У(1))г(1) 

1 + а а>2 ( О 1 + 8 
+ 4» - у - ("'1 (0 - У (0 ) - й К ОУ 

т (О | ш 1 + § и, а (0_ К ( 0 - ^ ( О ) -г/МО ^ г/(О 
— <?2 (0, г / щ, дъ д2, р, г, у) 4 (г^ («) — г (/)) — 

— с?2 (и»! (О — г/ ( 0 ) <?г< (0, / / и2, д ь д2, р, г, у, и 2 1 , д и , д 2 1 , у , г) [г/ ( О — 



1 — 8 

— мо1 + \т 
1 — 8 

Щ ( 0 1 < М 0 + 

^ 1+_1<̂ 1_к ( / ) _ у ( / ) ) _ ̂  (0 ,« / „ 8 , ̂  Ы р, 5, у) к ( 0 -

«я ( 0 = 

У(1) 

= % (I! и-1, <1п 44, Щ, Щ, Р, *, I/, "г/, Чхь Яи, Щ, Щ; р, г ) ; 
(3 ,16 ) 

1 

Г _ 1~* VI Щ 
[ - 2 у (I) I 

1 — 8 щ (I) 

Ц 2« 3 у (I) Г 2йа г/2 (о • ^ " 

2 у2 (О 
1 — 8 ц; 2 (/) 

К ( 0 - г/ (<))+ т 1Щгг (О К (/) - г/ ( 0 ) -

X 

2 УЧ>) 

1 - 8 и Ч ( 0 | 
2 1/0) ] 

2 г/ 3 ( 0 

(«'1(0—г(0)-г(?2/(0, *1щ,4к,ШШ> 5>У-- "2/, « к ? & » Р> з ) | 

^ ( 0 «у?ит~ 

X 

1 — 8 

2 Ы О 
у9 (О 

1[ 1 + * « М 0 Л 2а 2 

- Ц - ^ ( / > " * ^ + & & ' ' " 2 ' ' 7 1 ' 9 2 ' Р' 2 ' у ) ] } = 
• • • 

= У 2 9х, 12, Р, &ъ> щ & у, ч2„ д и (12ь &ь & С 3 - 1 ^ ) 

Р (О = 2 (—У (0> ' / "г, «Г», и>2, 1>ц 9*, р , з, у, и 2 / , д 1 < ( д 2 / , 

Ьг, "2, Р, з) = Р (I! и2, дх, </•>, и>2, Ц*, *з> р , г, (/, д,.,., ^ и21,дг1,д2„ 

(3-18) 

2 ( 0 

1 - 8 ^ 1 + 8 МО. .1+1. МО 

+ ^ 2 <?2, (0, г / ц2, д ъ 92| р , г, г/, и2„ д 1 4 д 2 „ р , г,)^у (I) — ^ - ^ и ^ ) | - = з 
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(I) (Щ —Ш Ш+ 

+ (?2 (О, 11 и2, дъ д2, р, г, г/)]} = 
= 2 (* • / иг, й , д 2 , « 1 , «г , />, г, г/, г/ 2 (, 81» Ч2ц Щ, и2, Р, г). (3 .19) 

Заметим, что в уравнениях (3 .12)—(3.14) а2, о ( I , У, г, и, д) 
определены следующим образом: 

о _ м , - # 6 М | . ; < р ; Г ф Л е ) , - ! ^ Е < 0 ; 
й " ~ \ д | , 0 < | < о о ; Ф Ш и 1 ( | ) , 0 < | < о о . 

^ (г (т) , дг (I, г)) = 2 (т) & & т), - у (т) < 

* 5 < о ; 

^ 2 (ь, У, г, (т), щ ( | , т)), д 2 (I , т) = 
/ • ( | , </, 2 , », у) -

= 2 (т) д 2 ( 5 , т) + [ М И 

92 ( I * Т) 8 2 (т) у» (т) + г/(т) 
ъ < ° 0 . 

(3.20) 

Уравнения (3 .12)—(3.14) выведены в предположении, что и2 

Щ (х, /), щ(1), ( г = 1,2), />(/.), 2 (г), г/(/.) удовлетворяют условиям 
(3 .6) , (3 .7) , а (Г 1,2), (I = 

2)> Л (0» *(*) — условиям (3.8) . 
Пусть теперь 

0 ; ^ / , о ( ь 0 ; щ. о ( 0 ; 

^ 2 > о ( 0 ; % в ( 0 ; " 2 , 0 ( 0 ; 

производные функций ( 3 .2 ; и 

(3.22) 



где 

<?г*,п ^ <?гх(Х1 1 ! и 2 , т 01, т г » 0 2 , я , Щй *Ц " 2 . *> 1 

0 1 х , п-Ъ Я2Х, Щ, п—Ъ У 2 , п - 1 » Рп~д> * ~ 2 ; 

, »• 7^/1' ^Н» |Г«1 ^ 2 / , Л — 1, 

01/, 7 4 - 1 , 02/ , 71 -1 , ^ 1 , 7 1 - 1 , У 2 , й - 1 , Рп~Ъ 2 я - 1 ) , ^ = 1 , 2 ; 

^ 2 / ( ^ , * / " а , * , 0 1 , 7 4 , 0 2 , « , ^ 1 , 7 4 » гл 2 , 7>> Ри, 2п> I/», 

" 2 / , 71-1, 01/, п - 1 , 02/ , 7г -1» Ь \ , 7 * - 1 , У 2 , ?>-1» />л. -1» ^п-г) \ 

Р П = ? ( ' / М 2 , „ , 0 1 , И , 0 2 , „ , ^ , В 1 Р*М **1 V»! 0 1 * , » , ^3 

02.г, , г , ^ 2 / , „ . 01/, п-Ъ 0 2 / , 1> У 1 , 74 -1» ? ; 2 , / 1 - 1 , 7 ° л - 1 » ; 

м 2 , п , 0 1 , и » 0 2 , 7 « » ^ 1 , 7 г , и ? 2 г П , Р т У т ^ т и 2 1 , т 

01/, Л - 1 > 02/ , т г - 1 , ^ 1 , п » ^ 2 , ДО А*, 2 / > - 1 ) » ' = 1 » 2 ! 

^ 2 0 / " 2 , 7 4 , 0 1 , п , 0 2 , н , " > 2 . , „ % " 2 / , й , 

01/, я - 1 , 0 2 / , 7 4 - 1 » ^ 1 , /4» ^ 2 , л , Ргп ^п-х) \ 

' / " 2 . " > 0 1 , , , 0 2 , п , ^ 2 , п , *>1,*м *>2. « « I 

0 1 л , 74» ЬХ.ПУ и21>п> 01/, л - 1 » 0 2 / , 7 4 - 1 » 0 1 , и» г ; 1 , * » ^ 2 , 7 4 , 

Нашей ближайшей целью является доказательство существо­
вания Т > О такого, что семейства функций 

| 0 1 х , п| , {Яп. и } в области — р 2 < х < 0 , 0 < I < Т, 

| 0 2 х , п } » { 0 2 / , * } » { " 2 / , 7 1 } в области 0 ^ X < оо. 

О ^ К Т и к , 7 4 } » К ,Х 0 ' = 1,2), К! 

на 10, Т] равномерно ограничены и равностепенно непрерывны. 
Отсюда, из теоремы Ар цел а и из непрерывности операторов 
(?1.г, <?2х-> " 2 / 1 - 2 будет, очевидно, следовать существование в 
малом дифференцируемого решения системы (2 .19)—(2.26) . 

а) Итак, докажем существование Т0 > 0 такого, что если иъ 

д 2 , и;2, Р%* г'о, 2 удовлетворяют условиям (3 .3) , а д 2 х , . . А 
— условиям (3 .4) , то этим ж е условиям удовлетворяют операторы 
1Т

2, ..., X и (}Хх) @ 2 л , . • 2 соответственно. 
Докажем сначала, что С/2» • • $ удовлетворяют условиям 

(3 .3) , если и2, д ъ . . 2 удовлетворяют этим ж е условиям. 



Возьмем Т2 ^ Тг столь малое, что 

О < р А ^ 1 - А\Т2 < 1 + ЛГ 9Г 2 ^ ? 2 у (3 .24) 

где 
р х — сопзЬ; 0 < р х < 1. 

Тогда заведомо 
г 

О < р, ^ г/ - 1 + / 2 (т) (Б р 2 . (3 .25) 
о 

Пусть о; ( 0 и | (т) — дифференцируемые функции такие, что 
при 0 < т < / < Т2 

Р± < \ I < № ?1 Щ \х(1) | < р 2 ; 

\Ш \ < Л Г е ; 1 * 0 ) : < ^ 9 -
} (3.26) 

Если х = с о п 8 Ь , то — у ( / ) < . т < о о ; если § = с о п з 1 , то — 
— У Ы < I <°°-

Если х = ^ с о п з Ь , то х = — ^ ( г ) ; если | 9 ^ с о п з 1 , то § = — * / ( т ) - В 
выражения операторов 112, ИЛ (). , ^ (Ё — 1,2), 2 , Р, 112и (}и, ()иу 

\ у 1 у (г = 1, 2), 2 , /> (2 .19)—(2.25) , (3 .12)—(3.19) входят интег­
ралы следующих т и п о в : 

/ НщЩ т)С(хЛ,а*(1-т))(1т-
о 

г 
| / ( . г , Г, §, т) С* (а, & а 2 (* - т ) ) й т ; (3 .27) 

о 

о 5 

// (Щ (, I, т ) С * (х, I а 2 (г - т)) с1х; (3 .28) 

г г 

Г / С М , т ) С ( 2 - , | , а 2 0 ^ ; Г / ( * , * , | ) С* (*, 2Л а 2 г № (3 .29) 
Г г 



I Т 

/ у / (х. I, % х) С Щ I, а 2 (/ - т)) сЦ-
0 I (т) 

г со 

/ 4 ? $ / (.,:, I» Ь Т) С* (*, Ь а 2 (I - х ) ) (3 .30) 
о Нх) 

г т 

1 с1х I / (х} г? I, х ) А С ( , ; , | , а » ( / - т ) ) ^ ; 
Ь Их) 

I с о 

/ </т / / ( г , / Д , т ) ^ С * ( х Д , а 2 ( / - т ) ) (3.31) 
0 ИТ) 5 

где С (я, 6, я 2 (/ — т)) и 6Т* (з?, а 2 (I — х ) ) определяются по фор­
мулам (2.10) , (2.11) и I, | , х ) — функциональный аргумент, 
удовлетворяющий неравенству 

| / ( * , / , Б , т ) | < Л / (3 .32) 

при — р 2 < X < оо, — р 2 ^ | < со, 0 < т ^ / < Т2. 

Интегралы (3 .27)—(3.31) оцениваются так же, как в [2, 3], 
поэтому их оценки выпишем без вывода : 

/(*, I Х)0(х, 1,0* (1-Х)) их 
М — 

< у ^ = - ( 1 - | (3 .33) 

X 

/ (х, *, I т) С* Г*, §, а* (/ - т)) их I < у (1 + | 8 | % (3 .33*) 
I Г я 

Оценки интегралов (3 .28) приведем только при | = ± 0 и 
| — — # (т), т. е. при тех значениях | ? при которых они входят в 
уравнения . 

а) | = ± 0 ; —$Щ ^ х < о о 

о 

^ 

< 

/(./• », № 3 * (.г, | , я 2 ( * - т ) ) < * т < 
М ( 1 + | 8 | , ^ , а " 

% 7 — - е г Г с - ^ = - ; (3.34*) 



б) 5 = — у (г): —у(1) < х < О 

< л/ 

А в, ог!с 1»(0 + И 0 1 + | 8 ; л егГс (М^Ш I ; (3.35) 

/ Щ (, | , т ) — С* (х , I , й « ( Г - ^ Ь Л/ 
2 у я 

+ л е 2 сгГс \ ^ Т Ш Т + | 8 | ,1 ег!с 

О 

V 
в) | - — У ( т ) ; 0 < .г < о о 
( 

/ (х , I, ЫЩ® Щ % « 2 § - т)) сН 

; (3 .35*) 

/ ( х , /, ? л ) ^ - С * ( х , | , а« (< - т)) </т 

/ ( х , /, | ) С* ( х . | , аЧ)<Ц 

< М 1 + 1 ^ Х ^ 7 ; (3 .36) 
|/ Я Р1 

< М Ш Х у т : ( з . 3 6 * ) 
V Я Р1 

< М ( 1 + | 8 !); (3.37) 

< Д / у ( 1 + ! 8 | ) ; (3 .37*) 

[ . / * ? / / & *• ё, т) С (.г, я 2 (I - т)) й$ 
О 1(Х) 

I Т 

\{с1х / (х , *; У, х) С* (х, У, А* (I - х)) сЦ 
О I (X) 

^ г 

< М ( 1 + | 8 | ) / ; (3 .38) 

< Л / у ( 1 + | 8 | ) / ; (3.38*) 

ГС*) 
* г 

О I (X) 

С (х , Ь а 2 (4 - х))(Ц <%С<1 + 
[/я 

х))(Ц <%С<1 + 
[/я 

(3 .39) 

С * ( х , 1 , а 2 ( * - т ) ) ^ < 2 у ^ ( 1 + - 1 8 1 ) 1/1. т ) ) ^ < 2 у ^ ( 1 + 

(3.39*) 
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В оценках (3 .33)—(3.39) , (3 .33*)—(3 .39*) введены следующие 
обозначения: 

у = шах | а 2 > Д| ; В - ппп к, гЛ ; (3 .40) 

= | 1 при х ^ 0 , | 1 при х(1) + у(1)ф0 
1 1 0 при х = 0 ' 2 1 0 при х (I) + у (I) = 0 " 

Л = - А - е х р Д ^ - 9 . (3 .42) 

Сопоставляя оценки (3.25), (3 .26 ) , (3 .33)—(3 .39) , (3 .33*)—(3 .39*) , 
а т акже (3.3) с уравнениями (2 .19 )—(2 .26) , получим следующие 
оценки операторов: 

! Щ ! < 1 +

2 ' 8 ' (Ьр2 + Ш) + Вх М~1 ; (3 .43) 

I & I < 1 +

2

1 8 1 № + Г^2 ЛГ, + + 4уЯ) + В2 ]/1; I = 1, 2 ; 

(3 .44) 

I НГ| I < 1 +

2 ' 8 1 ( & Р 2 + 4Я) + В 3 1/7; ! = 1, 2 ; (3 .45) 

ш 1< — , * 1 + 181 №+ 
№111 ^ 1 - г % + ч>1 (°) + * (°)) I ~ в * V ц 

+ 4^ (#« + М + А ( ^ 4 + Р2) # т + въ у / ] ; (3 .46) 

|| 1 - ^ ( М - Ф 1 (0) + <?2 (0)) | - в 4 У 7 | I 2 " 2 р 1 

+ + Ра) + Ку + В% V /1 ; (3 .47) 
РТ I 

\Р\$А(1 + \Ъ\)уК+В7У1; (3 .48) 

Р 1 | | 1 - ^ т - ^ + <Р! (0) + 9 2 (0)) 1 « 1 / " 1 2 р 1 

Н - ^ ^ + ^ у + Я в У Т ] . (3 .49) 



Здесь (е = 1, . . . , 8 ) — положительные непрерывные ограни­
ченные функции от х, 1У и2, д 2 , ^г> *"2> ^1» г ;2,/ ), г, г/ в замыкании 
областей их определения. 

При выводе оценок (3 .46) , (3.47), (3.49) мы использовали пред­
ставление в виде 

И»1 0 = 4 - ^ + ^ 1 ( ° ) + Ъ ( 0 ) 1 - Ъ (°) С,'{С + 

+ \ С\ь—о (т) — </ 2 У 2 {т))йг— I С I | ^ _ у < х > Р (т) + 
( / [ М ^ 1*-о 

оо 

+ / [ 9 ( Е ) - < р ( 0 ) 1 ( 7 ( 0 , § > * ) ч 2 | + 
— 1 

/ со 

+ Т # г У ^ ( | , г / , 2 , ^ д ; С С г Д , а 2 ( / - т ) ) ^ (3 .50) 
О - у ( т ) 

и оценки 
г 

О < Г |#(0; |, «**) 3$ < С |/7, 0 < С = сопз1; | у (I) — г/ (0) | < А\ (. 

(3 .51) 

Далее , при выводе (3 .43)—(3.49) использовано неравенство 

сгГс Л . < огГс -Л~ < ^Е, 0 < « = сопяГ. ^3.52) 

Потребуем теперь выполнения неравенств 

1 + I 8 ! , N. N. ЯХ А _ 

и зафиксируем Л^2, Л^ , Л^б. Зафиксируем далее ЛГ8, удовлетворяющее 
неравенству 

4 ( 1 + | 8 | ) у А ' < < 3 - 5 4 > 
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и выберем Лт

в, Л г

7 и И9 так , чтобы выполнялись неравенства 

1 + 18 1 ГЛГ4 (12Ы5 

Г Г Х 9 Г 9 ( ^ « Т р 2 ) т 

^11-1-^ + ^ ( 0 ) + 9 а ( 0 ) ) | 1 • " р 1 

1 + 1 § 

1 - * ^ (6 + ^ ( 0 ) + 9 2 ( 0 ) ) | 

+ Л2 (Ж4 + р2) А'у| . 

[ 2 я 2 и 

1 8 

<>1 
1 — 8 

(6 + Фг(0) + 9 2 ( 0 ) ) | 

+ рг) + #у 
\ (3.55) 

Наконец, фиксируем На и N3 такие, что 

1 + I 8 Л' 2 . Л г , 
2 ^ № + Т^2 -V: + ЛЯГ* ••!• 4 ^ < ^ < • (3.56) 

После того как зафиксированы все Щ (г — 1, 9), можем, 
очевидно, выбрать Т'й ^ Т2 такое , что при 0 ^ % ^ Щ одновременно 
выполняются неравенства 

Щ 0 < ^ г ; ШЩ < " X " ; Цщ№ < 41; 

о < в4 у / < р3 < 1 - Ч т (Ь + ?х (0) + о2 (0)) 

(1 + I 8 |) V" 

Р1 II 1 - Чг ( & + ?1 Ф + ° 2 С 0 » I - М 

0 < рз — соп?1; 

в» + 

+ 
Р1 

(Л ' 4 • Р 2 ) ^ ( ^ - ! - Р 2 ) # У ] Д 4 

— а (й + ф 1 ( 0 ) + 9 2 ( 0 ) ) | 

(3.57) 



? 1 

(1 + ! & 1) У I 

(6 + « , (0) + ср2 (0)) | - 9 я 

[ 2 а 2 Р1 ' Р] 
(N4+ р2) + Ку\В, 

• ( М - Ф ! 10) + 92 (0)) 

( И - | 8 I) V * 

!! 1 -
1 — 8 

(й + 9 г ( 0 ) + 9 2 ( 0 ) ) | - р 3 } 

N. 

"?1 + /Л 

+ 9 1 ( 0 ) + 9 2 (0 ) ) | 

р! < 1 — Л' в г < 1 + # в г ^ Р , , 

Яш 

(3.57) 

что приводит к выполнению для операторов &'•>, (),-, (г =• 
= 1,2), Р, 2 оценок ( 3 . 3 ) : 

(Шь\4 М » ! <?11 < Лг

2, |, & М Л'8. 

! « г , I < # * ! 1 < л - 5 , ; Г , | Л'*, 
I г 2 1 < .V,, ! /> | < # ? ) | 2 | < ЛГВ. 

Доказательство равномерной ограниченности последователь­
ностей \и21г [ди9П\, Щъ, пЬ К><}> К 4 ( * ^ : 1 > 2 ) , {^4, 
проводим аналогично. Таким образом, существуют Г 0 < 7 ' ^ и //,-(1 = 
= 1, . . . , 11) такие, что при 0 ^ / ^ Т0 неравенства (3.4) влекут за 
собой аналогичные неравенства для значений соответствующих 
операторов. 

б) Л е г к о убедиться в том, что операторы &Т2,<?,;, У;. ( | = = 1 , 2), 
^Р, Я удовлетворяют условиям согласования (3 .6 )—(3 .9) . Дифферен-
цируя (3 .12)—(3.19) , используя (3 .0)—(3.9) и проводя оценки, 
подобные предыдущим, убедимся в равномерной ограниченности 
последовательностей всех вторых производных от и 2 у Щ ^ т 
1)г,п 0" = 1, 2), р п , гп, а значит и в равностепенной непрерыв­
ности последовательностей |Ыя « ; 4 » \Ягх,п\у •••> \%п\- Из доказанной 
равномерной ограниченности и равностепенной непрерывности 



этих последовательностей следует, к а к отмечено выше, сущест­
вование в малом дифференцируемого решения рассматриваемой 
системы. 

Замечание. Выше условия согласования не были выписаны 
подробно. Эти условия означают, что на начальные данные задачи 
накладываются весьма жесткие ограничения . Именно ср (х) должна 
быть задана так , чтобы выполнялись условия (3 .7 )—(3 .9*) . Кроме 
того, должно быть гарантировано выполнение при 1^0 равенств 
(1.16), (1.17) и равенств, получаемых из них двукратным диффе­
ренцированием. 

Из I) = 0 следует, что 

ф 1 ( - 1 ) - 0; ? х ( - 1 ) - 0; ( - 1 ) - 0. (3 .58) 

Д л я выполнения условий (3.7) необходимо, чтобы 

91 (0) ™ 92 (0) - Ь. (3 .59) 

Д л я выполнения условий (3.8) необходимо т а к ж е , чтобы 

, п . _ | » (0) — «1 Фа (0) п т 

е92(0) + { 1 - е ) ^ ( 0 ) + Ь-ф1ф)' 1 ' 

С другой стороны, из уравнений (1.16) и (1.17) при I = 0 имеем 

Фх (0) - ? 1 (0) + щ (0) % (0) - 2 ( 0 ) = 0; (3.61) 

2 ( 0 ) = ая | ф 2 ( 0 ) - 9 2 ( 0 ) ] . (3 .62) 

Исключая из уравнений (3 .61) , (3.62) 2 (0) и используя (3.60), 
получим 

? 1 ( 0 ) - д ! ф а ( 0 ) т ф 1 ( 0 ) - ф 1 ( 0 ) 
е ф 2 ( 0 ) 4 - ( 1 - е ) ф 2 ( 0 ) + Ь-ъф) 1 ф 2 ( ) Р 2 ( ) 1 ~ 1 - 9 1 ( 0 ) • 

м ( 3 - 6 3 ) Мы полагаем, что 

1—Фх ( 0 ) ^ : 0 ; 1 
М ' (3 .64) 

Щ 2 (0) + (1 - е ) ф 2 (0) + Ъ - % (0) ф 0. ) 

Дифференцируя, далее, уравнения (1.16) и (1.17) в точке I = 0, 
получим вместе с (3 .9*) три представления г (0), приравнивая 
которые, придем к выражению вида 

В» (91 (0), 92 Щ 91 (0), 9 2 (0), 91 (0), ф 2(0), ф^О), ф 2 (0) , 91фШ0)) = 

- • « « ( М О ) , 91(0), ф , ( 0 ) ^ ( 0 ) ) = й в <Ф2. (0 ) , ф 2 (0), ф 2 (0 ) ,ф 2 (0 ) ) . (3 .65 ) 
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И, наконец, дифференцируя (1.16) и (1.17) дважды по I в точке 1 — 0 
и исключая 2 (0), г (0), г (0), придем еще к одному условию для 
Ф (*)': 

Ов '(<?! Ф% 91 (0), с Р 1 (0), ФЧ (0), ф, (0), 9 1 (0)) = 

= <} 7 ( ф 2 (0), ' ф 2 (0), & (0), ф 2 (0), ф 2 (0), 9 2 (О))1. (3 .66) 

Таким образом, ч> (х) должна удовлетворять условиям (3 .1) , 
(3 .58) , (3 .59) , (3 .63)—(3.66) . 

4. Е Д И Н С Т В Е Н Н О С Т Ь Р Е Ш Е Н И Я 

Д о к а з а н о существование в малом принадлежащего классу А 
решения задачи (1 .13)—(1.19) или, что то же самое, существование 
дифференцируемого решения системы (2 .19)—(2.26) . Докажем 
единственность дифференцируемого решения этой системы. Пусть 

и 2 , Яъ Яг, Щ> 1'2,Р, 

и\, д*, д*, ш*, г;*, у*, р\ 2* , г/* 

два таких решения. 

Обозначим 

А/ (*(/) , /, | <* ) , т) = / * ( * * (/), г, | * (т ) , т) - / (х (/), г, | (т), т); 1 

А * / - т а х А / ; 0 ^ г ^ Г ; ппп (—г/* (/), у (/)) ^ ж < с о . / 

Р а с с у ж д а я так же , к а к в [2], получим следующие оценки ва­
риаций операторов: 

А*172<К1у1(<\*и2 + А*^-Д*д2 + &*щ + Д*У2 + А*р + Д*з); (4 .2) 

&+Щ < ^ 2 У Т (А*и 2 +Д*д1+Д*?2 -+-А*г; 1 +А*у 2 - ! -А * / > Н -А*2;); 
, - - = 1 , 2 ; (4 .3) 

А*Р<К3]/1(А*и2 +А*д2 + - А * ^ + Д*у2 + А*р -|-А*г); (4 .4) 

А * % <ЛГ4У7(А*И2+А*?1 + Д*?2 +А*/> + Д*2) + Х 4 ( А * ш х - ~ А*ш 2), 
г - 1, 2; (4 .5) 

Д*2 <Аг
5У7(А^/2 4 Д*̂  + Д*?2 +А*р + А*1,)+Къ(А*1и1 + А*и>2)', 

(4 .6) 

А * У < * Д * г ; (4 .7) 
1 Выражения %, 1= 3, 4, 5, б, 7 мы не выписываем ввиду их громоздкости. 



А * < ? 1 < Л ' в | / 7 ( А * и 2 + Ь*дг +й*& + Д*г) + А " в ( Д * ^ + А * ^ 2 +А*р); 
(4 .8) 

А*(?2<К7 У7(Д*а2 4&*дг -I А*д 2 + А* 2 ) 4 / Г 7 (Д*уА [- Д*у 2 ) . (4 .9) 

Здесь Ж4> * *= 1, 2, 3, 5, В, 7 ; ЙГг, I т 4, 5, 0, 7 — константы, 
не зависящие от вариаций. 

Так как 

А*112 = Д*и 2 , Д*(); ~&*^А*Щ = А * Ц ; 

Д*У< =Д*17< (*--- 1,2) Д * Р - Д*/ ) ? Д*2 = - Д * 2 , А * У = Д * у , 

то. обозначая 

А т п 1 (Д*и 2 , Д*# 1 } Д * д 2 , Д * &*и>2} Д*г>1, А*г%, Д*р,Д*з) ; 

А = т а х ^ ^ Д ? ^ , ^ ^ 

Ж = т а х Л~2, А г

3 ) ; 

видим, ЧТО для 

/ ^ 7 * „ — ( 4 . 1 0 ) 
49 К А 2 

оценки (4 .2)—(4.4) невозможны. Полученное противоречие пока­
зывает, что 

т '=* и! 0 ^ х < о о , 0 < / ^ Г 1 
(4.11) 

щ^т*, / - 1, 2, /> Ыг^Т, \ 

Р а с с у ж д а я совершенно аналогично, из (4 .11) , (4.5) и (4.6) по­
лучим 

МЗ)"ФЗД г (I) = г* (/), (4 .12) 

а отсюда и из (4 .7)—(4.9) следует, что 

у т = р т> щ {щ о = й ^ о, * - 4, 2* 0-13) 
На этом завершается доказательство единственности дифферен-

цируемого решения системы (2 .19)—(2 .26) . 
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ЕУАРОКАТЮХ ОД СО№Е \ 8АТЮХ ОГ У А Р О Ш ОГ 
ь н ^ ш о р в о м а в и х а в у з р н е ш с а ь вЩйув 

А П II о I а I 1 О 11 

1п 1Ье гесепЬ риЬКсаЬюн [1] Ьауе оЬЫпсс! ап арргсшшаЬе зо1и-
Поп о! ЬЬе р г о Ы е т он ЙЬе йупаппез оГ ^ав-уароиг ЬиЬЫез т Ыпагу 
зувЪетз. 

ТЬе е х 1 з 1 е п с е ш 1Ье зта11 апс! ЬЬе шшршпсзз Й ЬЬе (ШГегепЬдаЫе 
зо1иЫон о1 1Ье р г о Ы е т аге ргоуес! он еошНЫон 1Лга1 1 Ь е шШа1 сИз1п-
ЬиНон о\ соцсеаЬгаЫоп апс! ЬетрогаЬиге заИзПез 1Ье соиДШопз о!* 
адгеешепЬ епзипп^ 1Ье сонЬтиоиз сШГегепИаЫШу 61 ЬЬе 5о1и1шп 
Ш ЬЬе с1озиге о! 1Ье г е ^ о и о!" Из ДеИпШои. 

ТЬе ргооГ 1з Ьазес! он 1Ье геДистлоп о!' ЬЬе р г о Ы е т Ьо ЬЬе зузЬет 
оГ тЬе^га! ециаЫопз Ьу т е а п з Ш ЬеаЬ роЬепЫа1з. 
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