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6 сборнике представлены работы по расчету тем­
пературного поля л нефтеотдачи многослойных нефтяных 
пластов при нагнетании в них горячей или холодной 
воды с поддержанием заданных расходов или забойных 
давлений. Подробно описана разработанная авторани 
методика расчета на ЗЬЦш, позволяющая прогнозировать 
нефтеотдачу в течение длительного периода эксплуата­
ции. Обнаружен ряд эффектов, свидетельствующих о зна­
чительно большем влиянии неизотермичности условий 
фильтрации на нефтеотдачу многослойных пластов при 
поддержании заданных забойных давлений, чем в об ­
следовавшемся ранее случае поддержания заданных с к о ­
ростей фильтрации в каждом из пропластков, слагаю­
щих пласт. Помимо того, в сборнике обоснован конечно-
разностный метод определения температурного поля 
однородного пласта и окружающих его пород по схеме 
сооредоточенной емкости в случае непостоянства ско ­
ростей фильтрации и дано доказательство существования 
решения задачи об определении нефтеотдачи нефтяного» 
пласта на баев теории двухфазного потока Ьаклея-ле-
в ретта в неиаотеумичеоком случае. 

Соорник предназначен для работников вычисли­
тельных центров, научных раоотников, изучающих про­
блемы теории фильтрации, студентов и аспирантов 
нефтяных вузов и инженеров, занимающихся вопросами 
разработки нефтяных месторождении. 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

Задача исследования температурных полей и нефтеотда­
чи ь неизотермических условиях фильтрации за последние г о ­
ды приобрела весьиа большое значение. Этому способствова­
ла как установленная рядом экспериментов перспективность 
термических методов воздействия на нефтяные пласты с целью 
повышения их нефтеотдачи, так и т о , что практика площад­
ного заводнения на крупных месторождениях, связанная с 
нагнетанием в пласты больших масс холодной воды, застав­
ляет считаться с возможностью существенного снижения 
нефтеотдачи многослойных пластов вследствие охлаждения 
малопроницаемых пронластков. 

Особенно остро проявилась необходимость анализа 
температурных полей и нефтеотдачи в неизотермических у с ­
ловиях фильтрации при составлении генеральной схемы раз­
работки месторождения Узень I полуостров Мангышлак), плас­
ты которого насыщены высокопарафинистой нефтью при тем­
пературе начала кристаллизации парафинов. Ь этих услови­
ях вероятность катастрофически вредных последствий наг­
нетания в пласт хблодной воды особенно велика и потому 
анализ температурного поля и его влияние на нефтеотдачу 
совершенно необходим. 

Указанные соображения привели к признанию необходи­
мости считать расчеты температурных полей к нефтеотдачи 
в условиях нагнетания воды с температурой, отличной от 
начальной пластовой температуры, столь же обязательным 
элементом составления проекта разработки месторождений 
( во всяком случае таких, которые обладают специфически­
ми особенностями, подобными особенностям месторождения 
Узень) как и обычные гидродинамические расчеты. 

Для того , чтобы расчеты температурных полей и неф­
теотдачи ь неизотермических условиях фильтрации могли 
проводиться при проектировании систем разработки нефтя­
ных месторождений, необходимо располагать методикой, д о ­
пускающей многовариантный счет на 9ВЦМ среднего класса, 



которыми оснащены вычислительные центры научно-исследо­
вательских и проектных институтов Министерства нефтедо-
быьающей промышленности. Уто значит, прежде всего , что 
счет должен Оыть достаточно быстрым, в то же время иметь 
достаточно высокую точность. 

Ь точной постановке задача расчета температурного 
поля при нагнетании в пласт теплоносителя неотделима от 
задачи определения поля нефтенасыщенности. Совместное 
определение этих двух нолей с помощью наиболее простых 
вычислительных алгоритмов, каковыми являются конечно-
разностные алгоритмы, предъявляет столь высокие требования 
к объему оперативной памяти ЭЬЦМ и связаны со столь 
большими затратами машинного времени, что многовариант­
ный счет делается практически нереализуемым. Однако 
проведение расчетов температурного поля и поля нефтена­
сыщенности в точной постановке задачи заведомо нецеле­
сообразно. Дело ь том, что к определению поля температур 
и поля насыщенности должны предъявляться существенно раз ­
личные требования. Расчет температуры может проводиться 
весьма грубо, поскольку влияние погрешности определения 
температуры на погрешность расчета нефтеотдачи невелико. 
Определение величины нефтеотдачи , наоборот, должно про­
водиться с высокой точностью для того , чтобы сделать в о з ­
можным выявление малых влияний неизотермичности условий 
фильтрации на нефтеотдачу. 

При использовании конечно-разностных алгоритмов 
счета требование высокой точности определения иоля насы­
щенности приводит к необходимости работать с малыми шагами 
по времени и пространству. Поскольку при этом прогнозиро­
вание динамики изменения нефтеотдачи должно проводиться 
на промежутки времени, близкие к длительности разработки 
•'ефтяных месторождений, применение стандартных расчетных 
•:сем сопряжено со столь большими натратими машинного ьре-
«ени, что «йогов.*)риаитн'л1 пчет оказывается тактически не­
реализуемым лаже тогда, когда поло тиминрат.у! «ожят счи­
таться 'фвляадавнш. 



Сказанное объясняет необходимость тщательной отра­
ботки всех методических вопросов, возникающих при расче­
тах на ЭЬЦМ" полей температуры и нефтенасыщенности в много­
слойных пластах. Предлагаемый вниманию читателя сборник, 
посвященный решению именно этой задачи, включает две ста ­
тьи А.А. Ьуйкиса, содержащие разработку методики и резуль­
таты расчетов неиэотерлической нефтеотдачи многослойных 
пластов как при задании постоянных расходов нагнетатель­
ной галереи (скважины), так и при задании перепада давле­
ний между нагнетательной и эксплуатационной галереями 
(скважинами), и статью Н.А. Авдонина и К.С. ьелоглазова, 
в которой содержится обоснование приближенного приема 
расчета температурного поля однородного пласта при задании 
забойных давлений, входящего в качестве существенного эле­
мента в методику расчета нефтеотдачи, разработанную А.А. 
Ьуйкисом. Это статья имеет, впрочем, и самостоятельный 
интерес, поскольку содержит обоснование и отработку ко­
нечно-разностного метода расчета температурного ноля 
пласта по так называемой неполной схеме сосредоточенной 
емкости в случае переменной скорости фильтрации, т . е . 
тогда, когда отсутствует аналитически замкнутое решение. 

Расчеты А.А. Буйкиса проведены по широкой программе 
на модели двуслойного или трехслойного пластов, сложен­
ных термически контактируощими, но гидравлически разоб­
щенными нропластками, проницаемости которых относятся 
как I :10 или I : 10 : 2 соответственно. Рассмотрены слу­
чаи нагнетания холодной воды с температурой, близкой к 
температуре полного застывания нефти, или температурой, 
существенно более низкой, чем температура полного застыва­
ния, случай нагнетания в пласт горячей воды в течение 
всего времени эксплуатации или одного лишь начального 
периода с последующим переходом на нагнетание холодной 
воды и случай раздельной эксплуатации пропластков. Вы­
явлены значительные эффекты перераспределения скорости 
Фильтрации между пропластками при поддержании заданных 



забойных давлений и, как следствие их, существенное влия­
ние неизотермичности на нефтеотдачу малопроницаемых про-
пластков. показано, что возможны случаи полного выклю­
чения малопроницаеных пропластков из эксплуатации. Пока­
зано, наконец, что создание горячего температурного ва ­
ла не компенсирует вредного влияния 'охлаждения на неф­
теотдачу малопроницаемого пропластка. ^се эти результаты 
являются существенно новыми. До сего времени проводились 
расчеты нефтеотдачи многослойных пластов лишь при задании 
постоянных скоростей воды в каждый из пропластков, когда 
все эти эффекты практически отсутствуют. Таким образом, 
результаты, полученные А.А. Буйкисом, далеко выходят за 
рамки одной лишь методической работы, и проливают совер­
шенно новый свет на влияние неизотермичности условий филь­
трации на нефтеотдачу многослойных пластов. 

Статьям А.А. Ьуйкиса и П.А. Авдонина и К.С. Ьелогла 
зова предпослана в сборнике имеющая чисто математическое 
значение статьяЛ.Й.Рубинштейна, в которой устанавливается 
теорема существования решения задачи об определении 
нефтеотдачи в неизотермических условиях фильтрации на ба ­
зе теории двухфазного потока Баклея-Леверетта в случае 
предзадания температурного поля. Целесообразность вклю­
чения этой работы в сборник обусловлена как тем, что 
все расчеты А.А. Ьуйкиса, как и более ранние расчеты 
Н.А. Авдонина и Л. И. Руоинютейна^, базируются на теории 
Баклея-Леверетта, так и тем, что в литературе по в о ­
просу укоренилась ошибка, состоящая в перенесении 
способа определения величины и положения скачка насыщен­
ности в изотермическом случае на случай неиаотермический. 

^Н.А. А в д о н и н , Л . I.. Р у б и н ш т е й н . 
НТС по добыче нефти, <28, М., "Недра", 1965; 
Теория и практика добычи нефти. "Недра", М., 1966. 



Эта ошибка имеется как в известной работе Фейерсач, так 
и в названных работах И.Л. Авдонина и л.И. Рубинштейна^). 

Публикация настоящего сборника является итогом мно­
голетних работ по расчету температурных полей в нефтяных 
пластах и нефтеотдачи при неизотермических условиях филь­
трации, проводимых отделом инженерно-физических проблем 
вычислительного центра Латвийского государственного уни­
верситета им. П. Стучки по договорам с объединением 
"ьашнефть" (1961-1963 г г . ) и Всесоюзным научно-иссле­
довательским нефте-газовым институтом министерства неф­
тедобывающей промышленности СССР ( ВНИИ-Нефть) (196*-
19о9 г г . ) . Пользуемся случаем отметить, что постоянный 
контакт с заведующим отделом гидродинамики ВНИИ-Нефть 
профессором И .Д. Розенбергом, сотрудниками этого отдела 
профессором Ю.И. Борисовым и кандидатами техн. наук А.К. 
Курбановыы и В.С. Орловым, проявляющими неизменный инте­
рес к этим работам и в значительной мере повлиявшими на 
их направление, был чрезвычайно полезен. Составители 
сборника обязаны им, в частности, постановкой задачи о 
вытеснении нефти из многослойного пласта водой, имеющей 
на забое нагнетательной скважины температуру, меньшую 
чем температура полного застывания пластовой нефти. Ли 
рады принести нашу благодарность всем названным лицам. 

Л.И. Рубинштейн 

^ а у в г з Г.З. -Т. *1и1<1 МесЬ., 13 ,1962 , N 0 . 1 , р . 6 5 - 7 6 , 
2) Ошибка в определении положения и величины скачка на­

сыщенности в названных работах Н.А. Авдонина и Л.И. 
Рубинштейна не сказалась на результатах проведенных 
числовых расчетов. 



К ВОПРОСУ ОБ ОПЕРВДЕЛЕНИИ ВЕЛИЧИНЫ И ПОЛОЖЕНИЯ СКАЧКА 
НАСЫЩЕННОСТИ В ЗАДАЧЕ О РАСПАДЕ РАЗРЫВА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 

БАКЛЕЯ-ЛЕВЕРЕТТА В НЕИ30ТЕРМИЧЕСК0М СЛЧАВ 

Л.И. Рубинштейн 

Цель настоящей заметки состоит в доказательстве 
существования решения задами об определении распределе­
ния водоннсыщенности в однородном пласте в случае нагне­
тания в него несжимаемой жидкости через прямолинейную 
галерею с заданным расходом. Предполагается, что темпера­
турное поле пласта предзадано • что распределение на­
сыщенности следует теории двухфазного потока Баклея-Ле­
веретта. 

В такой постановке задача определения нефтеотдачи 
сводится к решению задачи Ноши 

и ( х , о ) = и 0 ( х ) ; - » о < : х < о о , 

для уравнения Баклея-Леверетта 

ди_ . 12_ _ _ 
" а Г + э7~ = 0 ' 

( I ) 

(2 ) 

где 

$ > 5 с р ( и , ^ ) = ( 1 + _ [ ( и ) } » ) , (з) 

и - водонаоыиенимть ; -[(ц) - относительная проницаемость 
для нефти и воды и |А - относительная вязкость воды и неф­
ти. Поскольку температурное поле принимается предзадан-



ным можно считать, что у. является заданной гладкой функ­
цией от х и 1 .Ниже считаем, что е?(и,ц)в(р(и ,к ,Ь) опре­
делена при 0 < х < о « ; о ^ Н Т и 0 6 1 1 4 1 , причем при 
всех х и 1: 

<Р=0 при 0 $ и $ и „ ; - ^ > 0 при и 0<и <и, ;<р=1 при и,^и41 (4) 
Примем далее 

Г 1 ; х < 0 ; 
и о ? х > 0 . ( 5 ) 

Заметим, что из (4) следует, что постоянные и = и - . (1 = 
являются решениями уравнения ( 2 ) . 

Будем предполагать, что < р ( и , х , т ) дважды непре­
рывно дифференцируемая по совокупности своих аргументов 
функция при 0 4 х < о о , 0 * Т 4 Т , 0 $ и ^ 1 , причем 

| ^ - < 0 при и 2 (х ,т )<и<1 ; - 0 > О при и г ( х , г ) > и > ц 0 (6) 

Так поставленная задача является частным случаем за ­
дачи о распаде произвольного разрыва, рассматривавшейся 
И.М. Гельфандом [г] в предположении, что <р зависит явно 
только от и и не зависит явно от х и 1 . Б этом предполо­
жении И.«|. Гельфанд выделил класс разрывных решений зада­
чи о распаде, удовлетворяющих интегральному закону сохра­
нения, и нашел условия, при выполнении которых разрывное 
решение этой задачи определяется однозначно. Именно, до ­
пустимые разрывными решениями являются решения с не б о ­
лее чем конечным числом кусочно-гладких линий разрыва, 
которые могут быть получены как предел при е-»-0 решений 
задачи Ковш 

(?) 

для уравнения с исчезавши малой псевдовязкосгьв 5 > 0 



И.М. Гельфанд показал, что это требование равносильно вы­
полнению двух условии: 

условие А. Пусть индексы + и - означает право - и 
левосторонние ( по отношению изиенения х ) пределы на лиг 
нии разрыва. Тогда вдоль линии разрыва 

(И и + - и _ * (8) 

условие Е. Пусть Ь - пряная на плоскости ( и , 
<Р) соединяющая точки ( и + , < Р + ) и ( и _ , < Р - ) . Тогда 
вдоль допустимого разрыва кривая ( и , ср(и )) располага­
ется на интервале ( и . , и + ) над прямой Ь , если и . < 
и + м под Ь , если и _ > и + • 

Независимо показывается, что условие А выражает 
локально закон сохранения. 

Ь работе 'А.л. Гельфаида допускалось, что кривая 
(и,(р(и)) , имеет любое конечное число точек переги­
ба. И.М. Гельфанд не доказывал единственности допустимого 
решения задачи о распаде разрыва. Он описал просто алго­
ритм его построения, из которого единственность решения 
следовала с полной очевидностью. В случае же задачи Ко­
ни с произвольной начальной функцией и 0 ( х ) , имеющей 
произвольное конечное число точек разрыва, единственность 
решения в классе функций, удовлетворяющих на линиях раз­
рыва условию А всюду и условию Е всюду, за исключением 
конечного числа точек, была доказана О.А. Олейник [2] 
для <р , зависящей явно не только от и , но и от х и 
1; . ^ходимость решений задачи Коши с исчезающей вязко­

стью к решению задачи Коши (1)в рассматриваемом классе 
•взрывных реаений была установлена О.А. Олейник [3]для 
^ ( и . х , * ) выпуклой по и и А.С. Калашниковым [4] 
для (р , имеющей произвольное конечное число точек пере­
гиба, но не зависящей явно от х и 1" . Общая задача Ко­
ни для квазилинейного уравнения типа (1)с < р ( и , х 
обладающей произвольным конечным .числом точек перегиба, 



и даже ее частный случай - задача о распаде разрыва 
для функции Баклея-Леверетта, обладающей только одной 
точкой перегиба, остались, по-видимому, не проанализи­
рованными. 

Предлагаемый ниже анализ восполняет указанный про­
бел теории именно в этом частном случае, мы доказываем 
теорему существования разрывного решения задачи ( 2 ) , 
( 1 ) , ( 5 ) , при выполнении условий (ч - )дь) в малом, сущест- . 
венно используя предположение о единственности точки пе­
региба функции <р . При этом алгоритм построения решения 
является точным аналогом алгоритма, развитого в цитиро­
ванной работе И.М. Гельфанда для (р = <р ( и ) , и не 
предполагает введения исчезающей вязкости. Сходимость 
метода исчезающей вязкости, подтверждаемая счетом, в за ­
даче об определении неизотермиаеской нефтеотдачи по Бак-
лею-Леверетту остается недоказанной. Вопрос о существова­
нии решения в большом на произвольном интервале времени 
также остается открытым. 

Перейдем к доказательству существовании решения 
рассматриваемой задачи. Не ограничивая общности, можно 
считать, что на интервале 0 < х : < Т проекции на плос­
кость ( х , 1: ) характеристик уравнения ( 2 ) , прохо­
дящих через интервал 1 = 0 , х = 0 , и 0 < и < и 1 , , не 
пересекаются. Существование такого Т > 0 следует на 
единственности локального решения задачи Коши для всяко­
го квазилинейного уравнения первого порядка с достаточ­
но гладкими коэффициентами. 

В предположении (ч ) характеристики уравнения ( 2 ) , 
определяемые условием ( 5 ) , совпадают с прямыми 



Разрывная функция 

1 при х < 0 ; 

и 0 при х > 0 (Ю) 

не является допустимый решением уравнения (2 ) в силу у с ­
ловия Е . Действительно, прямая, соединяющая точки (1 ,1 ) 
и ( и „ , 0 ) плоскости ( и , (р ) при любых фиксированных 
х • и { пересекает кривую / и » У ( и . * . * ) / , между 
тем как для допустимости решения она должна была бы ле­
жать над этой кривой, поскольку и, > и 0 . 

Очевидно, что при х = 0 осуществляется допустимый 
скачок от и = щ : ц, . При таком скачке прямая, с о ­
единяющая точки (1 ,1 ) и ( и, ,1) плоскости ( и , ) , 
совпадает на интервале и / и < 1 с кривой / и , <р ( и , 
х , ! ) / , что согласуется как с условием А_, так и с 

условием Ё . 
Невозможность перехода от и = и, к и = и 0 с п о ­

мощью скачка указывает на т о , что такой переход должен 
осуществляться не только с помощью "ударных скачков", 
но и непрерывно, по "волнам разрежения" ( мы пользуемся 
здесь принятой в литературе по теории квазилинейных 
уравнений первого порядка газодинамической терминологи-

Переход по волне разрежения из области выпуклости <р 
в область ее вогнутости при X > 0 достаточно малых не­
возможен. Действительно, волна разрежения определяется 
как область, занятая интегральными кривыми системы ха­
рактеристических уравнений 

е й ) . 

проходящих через отрезок 



где V1 и \ / " - некоторые константы. Таким образом, вдоль 
волны разрежения 

о 
Г 

о 

Отсюда 

ах п-_э2у_ аи . а г у 
о 

г г У У аи , а*у дх 1 Н . . 

1 ^ 1дхди ду + а х г а* - 1 а л -

( 1 6 ) 

о 
При заданных непрерывных и ( * , V ) И Х ( Г , 

V ) система (I*) может трактоваться как система интег­
ральных уравнений для определения дх / дч и ди/дч . 
В силу ограниченности Э г < р / д и 2 , д2<р/дид* идг<р/д*2 

из ( 1 4 ) следует, что 

1 ^ - й г * ( * > ) = 0 ; ^ - ^ ( Г ^ Ы . { 1 5 ) 

Г—О " т—О 
Таким образом, по непрерывности заключаем, что при Г > 0 
достаточно малом и ( Т , V ) является монотонной функ­
цией от V . Из ( 1 5 ) следует далее, что 

и, следовательно, при Г > 0 достаточно малом 



если только у (м,о,0)фЦ . 
Итак, иы заключаем, что если в области, занятой 

волной разрежения,иеняется направление выпуклости <р , 
то х как функция от V иеняется немонотонно, а и мо­
нотонно. Но это означало бы, что для каждого достаточно 
малого Т > 0 нашлись бы у,>и 2 (о, 0 ) и чг < и 2 ( 0 , О ) » 
которым соотвествовали бы характеристики с пересекающи­
мися проекциями на плоскость I х , Т ) , причем в точках 
их пересечения значения и ( Т ( V, ) и и ( Г , у г ) 
были бы заведомо различными. Но это противоречило бы 
теореме единственности решения задачи Коши для квазилиней 
ного уравнения первого порядка, доказанной О.А. Олейник 
[2]. Это показывает что, рассматриваемый переход действи­
тельно невозможен. 

Таким образом, при Т> О достаточно малом, переход 
на области выпуклости 'У в область ее вогнутости возмо­
жен только с помощью ударного скачка. 

Покажем, наконец, невозможность достижения насы­
щенности и 0 по волне разрежения. Действительно, такая 
возможность означала бы, что для каждого • > 0 сущест­
вует такое У0 ( { ) , что 

У о ( г ) < и 2 ( О , 0 ) ; 

*[т,У в(*)]>х[«г,у] при у > и 2 ( о , 0 ) ; о<%<1; ив) 

Здесь х / Т , \/„ ( * у и / Г . V , ( г ) / - характе­
ристики, определенные начальными условиями 

= 0 ; и 
Г=0 Т=0 V » ) 

По предположению, при 0 4 Т 4 Т решение системы 
характеристических уравнений однозначно. Следовательно, 



если взять фиксированное г „ < Т и рассмотреть интеграль­
ную кривую, определяемую условиями 

(20) 

И " - • 
то эта интегральная кривая должна совпасть с кривой 

х = х[г, ^ ( * , ) ] ; и = и [ Г , У , (О] . ( Л ) 

Но 

х = Х [ { 0 , У 0 ( 1 - О ) ] $ " = и 0 ( 2 2 ) 

является интегральной кривой, ибо У ( и „ , х , 1 : ) - 0 . 
Таким образом, мы пришли к противоречию, которое и дока­
зывает невозможность достижения величины и в вдоль волны 
разрежения. 

Итак, характер решения определяется следующим обра­
зом. При х = 0 имеет место скачок от и= I к и= и , . 
Далее идет область 0<х<х, , (т") ; и, > и > и . Ц х ) > и г ( х 4 ( * ) , * ) , 
занятая волной разрежения. При х = Х 4 ( X ) происходит 
скачок до величины и = и ^ ( | ) < и г ( х 4 ( г ) , { " ) . Далее 
априори возможен переход в область и < и* ( I " ) с помо­
щью чередования волн разрежения и ударных скачков, но 
такой, что достижения насыщенности и = и 0 осуществляет­
ся с помощью ударного скачка, правее которого лежит об* 
ласть и н и о 

Б частном случае ср ( и ) , не зависящей явно от х 
и 1' , возможен только один скачок, ибо он располагается 
вдоль характеристики и = иА = сопзг ; х Д ср ( 1 1 ^ ) , 

Покажем, что и в рассматриваемом случае в окрестности 
X = О существует один и только один скачок и одновре-



менно , построим алгоритм, позволяющий определять как в е ­
личину ударного скачка, так и его положение. 

Пусть х = х 4 ( X ) - положение скачка и и = и 4(1" )-
величина насыщенности перед скачком. За скачком насыщенность 
равна и„ . Зафиксируем момент X = X и рассмотрим харак­
теристику, выходящую из точки Т = 0 , х = 0 , и >» V ( * ,) 
н приходящую в точку г = 1 , х = х 4 ( г ) , и = и 4 ( г ) . 
Эта характеристика определяется равенствами 

X 
х ( Г , у ( т ) ) - С ^ г у [ и ^ , у Ш ; , х ( л , у ( т ) ) , л ] аА 

I т 

о 

Отсюда х 4 ( т ) = | ^ ^ [ и ( л , у ( т ) ) , х ( ь , х ] а л 
1 

о 

Согласно условию А, скорость распространения ударного 
скачка задается равенством ( 3 ) , сводящимся, в силу ( 4 ) , к 

<Р к 1 (25) 
сИ " и _ , ( т ) - и 0 

Отсюда 

ж _ Г У [ и 4 ( П х а ( Г ) , Г й 

Значения *1 Ц ) , определенные равенствами (2ч) 



и (26) должны совпадать тождественно. Вместе с теы должны 
совпадать и их производные. Дифференцируя х 4 ( {- ) , из 
(24) получим 

(27) 

Поооким 

( } и 4 (А)-и в ^ Г ^ ^ Н . * ] ; 

(28) 

Ф М ^ с р [ и , х , г ] | ^ ^ Т [ и , х , г ] ^ , 
диг ду 

Г Д Е У « У ( х ) Г и * И ( т # У ( л ) ) ; х=х ( Г , * (а*); 

М * ) = и(А,*(л)) ; х / 1 (л) = х ( л , у ( л ) ) . ( 2 9 ) 

Приравнивая правые части (27) и (28) и учитывая ( 2 5 ) , 
получии 

(30) 

откуда 

(-а1у'1яз 

В » В 1 _ 1 0 Т Е < А ! 



Заметим, что в предположении ограниченности 
из (28) следует 

?(о)=0. (32) 

Отсюда и из равенства 

Мо) = 0 ; М о ) ^ ( 0 ) (зз) 

найдем, что V( О ) является корнем трансцендентного 
уравнения 

^ ( о ) , о , о ] х У Г 0 ^ 
у(о ) -и 0 8 Ц т 1 {и>' V -> ' ,34) 

Поскольку, по условию, <р( и , 0,0 ) имеет единственную 
точку перегиба и = и 2 ( 0 ,0 ) , выпукла при и 2 ( 0,0 ) < 
и < 1 и, кроме т о г о , и „ < ц 2 ( 0,0 ) , то очевидно, 

что 

\/(о) > и 2 ( о , 0 ) . (35) 

Очевидно также, что лри Ь У и достаточно малом V ( 1" ) 
возрастает. Действительно, в области выпуклости у Р < 0 , 
ибо ^ ( и , , х , 1" ) * 0 . Б то же время, как показано 
выие, знак ф совпадает со знаком Э г у / д и 2 , т . е . 

Ф < 0 . 
Б выражение ф входят производные по V от и(т,\/(Т)) 

и х(Туч(Т)) при 0 < Г 4 1 " • Они подлежат определению 
И8 равенства ( 1 4 ) , в которых надо заменить V на ч (X) и 
считать 0 < Г ^ " Г 4 Т 

Итак, если существует решение задачи ( 2 ) , (5) о 
распаде разрыва с неподвижным разрывом при х = 0, одной 
волной разрежения и одним ударным скачком, отделяющим 
ату волну от области и = и 0 постоянных значений и , то 
это решение описывается как решение системы уравненил 



О 

и ( х , т ) = 1 при х < 0 5 и ( х , г ) = и 0 при х > х 4 ( т ) ; (зб) 

(37) 

хЛт) = х ( М ( г ) ) ; и Д т ) * и # , У Г * ) > , (39) 

где V,,- корень уравнения 

Уко.оЗ = ^ _ у { ; у > 0 > о ] (чо) 
V»- и „ д и ~ и -1 

н в (37) 

У = с о п б г 5 У . ^ Ы и * } 0 4 Г 4 т ; . ( « ) 

Далее 

( « ) 



о 1 

Очевидно и обратно, что всякое решение системы ( 3 6 ) -
(39) является решением исходной задачи описанного типа. 

Докажем теперь существование и однозначную опреде-
ленноств решения этой системы вблизи г = 0 . С этой целью 
заметим, что при сделанных относительно < р [ и , х , г ] 
предположениях решение х , и системы (37) однозначно 
определено при всех V , удовлетворяющих ( 4 1 ) , • при 
06 т 6 Т достаточно малых. Функции эти можно счи­
тать известными, поскольку они определяются из системы 
(37) независимо от (38).Следовательно,для доказательства 
существования решения нашей задачи достаточно докааать 
существование решения уравнения ( 3 8 ) , проходящего через 
точку т = 0 ; V = V,,. 

Точка { = 0; V = х/0 является особой точкой уравне­
ния ( 3 8 ) , ибо, в силу ( 4 0 ) , ( 4 2 ) и ( 4 3 ) , 

линейными членами разложения Р и ф ( в ряд по степеням г 
и V - у 0 I если характеристическое уравнение 

( 4 4 ) 

Д = 

имеет отличные от нуля действительные корни, причем 



(46) 

Особая точка будет седло» 
деке Пуанкаре 

узлом, если при этом ин-

равен - I или I , соответственна. 
Из (14) и (37) следует, что 

дТ (48) 

I 

Отсюда и из определен»! (*с))-(*5) следует 

Бнося эти выражения в ( 4 5 ) - * 7 ) , найдем, что корни харак­
теристического уравнения раита - <^( \]0% 0 , 0 ) и ин­
декс Пуанкаре п = - 1 . Такяж образом, г в рассматриваемом 
случае особая точкч является седлом. 

Обычно, з качествекиой теории дифференциальных 
уравнений, при исследовании еитсемы автономных уравнений 

(49) 



уравнения 

Р 
и 

Ф (51) 

считаются эквивалентными. Тогда седдовая точка характери­
зуется тем, что в нее входят две интегральные кривые, . 
служащие асимптотами интегральных кривых в ее окрестно­
сти. В нашем случае одной из таких кривых является, оче ­
видно, ось ± = 0. Однако, с точки зрения Исходной зада­
чи, ось I = 0 не является решением, так что уравнения 
(51) следует считать неэквивалентными. Для Нас прбдстав.-
ляет интерес лишь та интегральная кривая, вдоль которой 
время т, монотонно возрастает. Таким обравом, существует 
одна и только одна допустимая интегральная кривая, про­
ходящая через точву - 1 = 0 , V = V ( 0 ) , а вместе с ней и 
единственное решение системы ( 3 6 ) - ( 3 9 ) . 

Для эффект вного построения этой кривой поступим 
следующим образом. Определим С*в И 7 „ равенства/и 

( 5 2 ) : 

и V* ( X ) условиями 

(53) 

Тогда искомое V ( * ) определится как предел 

г—о (У») 



Ив творены о непрерывной зависиыости интегральной кри­
вой от начальных данных следует, очевидно, что предел 
(54) является искомым решением. 

литература 

I . Г е л ь ф а н д И.М. Некоторые задачи теории квази­
линейных уравнений. - УЫН, 14, 1959, 2 . 
2.0 л е й н и к О.А. Об единственности и устойчивости 
обобщенного решения задачи Коши для квазилинейного 
уравнения. - У:4Н,14, 1959 , 2 . 
3.0 л е й н и к О.А. О построении обобщенного решения 
задачи Коши для квазилинейного уравнения первого поряд­
ка путем введения исчезающей вязкости. - У*Ш, 14, 1У59,2. 
4 . К а л а ш н и к о в А . С . Построение обобщенных решений 
квазилинейных уравнений первого порядка бег условия выпук­
лости как пределов решений параболических уравнений с ма­
лым параметром. -ДАЙ СССР, 12?, 1959, I . 
5.Г р и к о м" и Ф. Дифференциальные уравнения. Л.,ИЛ, 1962, 



ПРИБЛИЖЕННЫЙ РАСЧЕТ ТЕМПЕРАТУРНОГО НОЛЯ 
ПЛАСТА ПРИ ПЕРЕМЕННОЙ СКОРОСТИ ФИЛЬТРАЦИИ 

Н.А. Авдонин, К.С. Ьелоглазов 

Расчеты нефтеотдачи при задании забойных давлений 
требуют'совместного решения уравнений для насыщенностей 
и температуры. При этом суммарная скорость фильтрации V 
является искомой функцией от времени X . В случае опре­
деления поля температуры это приводит к уравнению тепло­
проводности с переменными коэффициентами, что не позво­
ляет для расчета температур использовать известные при­
ближенные формулы ( такие, как формула Ловерье, формула 
Авдонина и д р . ) , выведенные в предположении V = сопзг. 
Решение же уравнений с переменными коэффициентами в о з ­
можно лишь конечно-раэностными методами, что наряду с 
чисто техническими трудностями требует больших затрат 
машинного времени, ограничивая тем самым возможность 
серийных расчетов. 

Ь настоящей заметке обосновывается разностный метод 
расчета температурного поля пласта в постановке неполной 
схемы сосредоточенной емкости. Используя предложенную 
схему, путем расчетов и сравнений показывается возможность 
приближенных расчетов теипературного голя пласта при пере­
менной скорости фильтрации по формулам Ловерье, Авдонина 
и д р . , если в них подставить определенным образом осред-
ненную переменную скорость фильтрации. 

Выпишем уравнения для тепловой задачи, полагая, что 
скорость фильтрации у(*)предзадана. Задичу ставим в пред­
положениях неполной схемы сосредоточенной емкости, приня-



тых в работе [1] : 

* * * * * * ( 2 ) 

т 1 м о = Т о ; т ^ г , . (з) 

Здесь 

с ( * ) = ( 1 - т ) С п + т б С 1 ) с в + т ( 1 - а ( 0 ) С н ) ( 4 ) 

где с „ , с в , с н - соответственно теплоеикости пласта, воды 
и нефти; VI и V,, - скорости фильтрации воды и не^ти, 

у н ( { ) = у ( { ) ! *ш - пористость пласта; 0 - водонасы-
щенн-х-ть; Н0 - мощность пласта; а 0 и л - теплопровод­
ности пласта и окружающих пласт пород. Для численного р е ­
шения этой задачи была принята следующая разностная схема: 

а * 2Т» * т у , Тц -Тц 

о к 

*П) = т„ , т 0 0 =т, . 
Присоединим дополнительно условия на границах: 



Здесь _ М_9= _ Н 0 ; М(ГК) = М(*„-,) + сопбГ, 
где М определяется из усло>ия Т^ ( < ) о = О 

Счет по этой схеме производится следующим образом: 
вначале осуществляется горизонтальная прогонка уравнения 
( 5 ) , затем производим М вертикальных прогонок уравнения 
( 6 ) , причем в качестве граничных значений при 2 = и б е ­
рутся значения функции Т * * / г , полученные после горизон­
тальной прогонки. Такую схему решения задачи можно рас ­
сматривать как некоторую модификацию схемы переменных 
направлений. Покажем условную устойчивость этой схемы. 
Полагая ' 

и подставляя это значение в уравнение ( 5 ) , найдем, пос ­
ле некоторых преобразований, значение оператора шага 

см. [2] ) : 

(II)) 

Вычислим квадрат модуля числителя выражения 

= 1 - 4 1 И + * ( Щ - 1 ) • 

Это выражение меньше единицы или равно единице, если 

Так как абсолютная величина знаменателя выражения (К) ) 



всегда оольше единицы, то для |о, при условии выполнения 
ограничения ( I I ) справедлива оценка 1Р||И «Для операто­
ра шага уравнения (6) имеем 

Р * 1 _ _ _ _ _ 
?*ШТ^*ШЩШ*Ф~. (12) 

так что Рг < 1 - Отсюда следует, что для р= р, рг =^ < /^ >" 
справедлива общая оценка |р|41 , если выполнено условие 
( I I ) , и тем саиыы доказана условная устойчивость схемы 
( 5 ) - ( 6 ) . 

Рассмотрим теперь вопрос об аппроксимации дифферен­
циальных уравнений ( 1 ) , ( 2 ) конечно-разностной схемой ( 5 ) , 
( б ) . Аппроксимация уравнения (2) разностным уравнением (6) 
очевидна.Чтобы показать аппроксимацию уравнения ( I ) заме-
тим, что Т|] = для ьсех \ / О , ибо линии 2,3... в 
горизонтальном направлении не прогоняются. Для линииро 
справедливо равенство Т*в =Т^'Л . Тогда, добавляя и 
вычитая в уравнении (5) выражение дТ' ; „ , уравнение 
( 5 ) можно записать в виде 

Т^т\ПИВ *Ты + 11 -ю/ -—— I " 1 • - « > / -

--—1т„ -т„ (т(1 -т ,о / - | -(т 1 в - т ( 0 

Последнее слагаемое в уравнении V15) имеет вид 

(13) 

9 ( т " ; т ) 
следовательно, если Т , например, порядка у2 , то урав­
нение ( I ) аппроксимируется конечно-разностным уравнением 
(5 ) с порядком ОС* ) + ы(д ) + ОСТ ) . Ксли же ^ ^ с о л в г . 
то аппроксимируется не (!э), а другое уравнение, отличаю-
щееся от (5 ) дополнительным членом | Ь • П Р И принятых 



в наших расчетах значениях коэффициентов аппроксимиру­
ется уравнение 

где с = с - 0 , 0 1 С . А так как решение задачи ( 1 ) - ( 3 ) 
при постоянных коэффициентах очевидно непрерывным о б ­
разом зависит от коэффициентов, то при такой аппрокси­
мации следует ожидать малой погрешности для Т . 

Перейдем теперь к изложении некоторых результатов, 
полученных при использовании данной схемы. Сначала 
сравним результаты расчетов, проведенных по описанной 
выше методике при У = СОП5Г с решениями, получаемыми 
по формуле, выведенной в работе [1 ] . 

Рис.1. Сравнение расчетов разностным методом 
(кривые 1,3) с точным решением по неполной 
схеме сосредоточенной емкости (кривые 2,ч) 

Итоги этих сравнении видны на рис .1 , где приведены ре-



зультаты расчетов дли двух значении времени. Как видно 
из этого рисунка, конечно-разностный метод дает вполне 
удовлетворительный результат. Средноинтегральная (.по х ) 
погрешность, полученная при сетке Ь = 2н, д = и,5 и, 
Т = 5 сут . не превышает З/о.Отметим, что все эти рас ­

четы, проведенные по схеме ( 3 ) - ( 5 ) оыли сделаны при уп­
рощающем предположении равенства теплоемкости воды и 
не^ти. Как ьидно из формул ( 4 ) , это предположение поз ­
воляет ликвидировать зависимость коэффициентов уравнения 
( I ) от насыщенности 6 , а следовательно и от х и г . 
Однако предложенная схема диет возможность расчетов 
. .р . ' . переменных коэффициентах, в частности при с „ ? с , 
пользуясь этим определим погрешность, даваемую пред­
положением с в = с м . На рисунке 2 щ>иведины результаты 

Рис.2. Влияние учота различия теплоемкостей 
води и нефти на расчет температуры пласта. 
1 - расчет прь различии теплоемкостей(с 6 / с н ) ; 
2 - расчет при осреднепной теплоемкости с с р 

( с с р - с , = с„ ) ; 1: = 565 сут . 
двух просчетов при V* у 8 + у н = согЫ ; одного, когда с в = с н 



и другого - когда с 6 ^ с Ы | причем в этом случав значе­
ние водонаоыщеннооги рассчитывалось по формулам I отно­
сящимся к изотермическому случаю) работы [з].Э*и результа­
ты показывают, что подоснов упрощение приводит к искаже­
нию результатов не Солее, чем на 6#. Наконец, отметим, 
что указанная методика дает, в сравнении с разностным 
счетом "точной" I [*]) двумерной задачи приолизительно 
трехкратную экономию машинного времени. 

лак уже указывалось выше, не существует достаточ­
но простых и Эффективных методов расчета температурного 
поля в случае, когда скорость фильтрации зависит от вре­
мени. Изложенная выше методика является некоторым шагом 
на.пути создания подооных методов или схем. Однако к с у ­
щественному упрощению расчетов поля температур пласта 
привело бы использование формул, подобных формуле Ловерье, 
формуле работы [1]и д р . , в которых на месте постоянной 
скорости V стоят некоторые, соответствующие каждому мо­
менту времени 1: , значения скорости V* , подооранные 
так, чтобы ведичииа|Т(х,+,у(())-Т(х1*,\'1]| была наименьшей. 
Оказалось, что если в качестве выбирать мгновенное 
значение скорости ^ =ч(Ъ) , то мы получим завышение 
температур. 

Физически более оправдана средноинтегральная ско ­
рость . 

V. = - Я X 
(15) 

однако и она для оольших времен не дает достаточно хоро­
шего приолижения. Среднеарифметическое же этих двух зна­
чений скорости 

V, = а 
2 * (1Ь) 



дает вполне удовлетворительный результат, в чей можно 
убедиться, рассмотрев рисунок 3, на котором приведены 
результаты сравнений описанных выше расчетов с расчетом 
при у = у ( { ) для двух значений времени. 

РиС.З. Сравнение расчетов температуры при 
переменной скорости фильтрации V ( + ОЯИО-Т.) 
(кривые л ) с приближенными расчетами при различ­
ных моментальных значениях скорости (а-при^=у(Г) 

Ь-при ^ } ^ ( т ) а г ; с - при ^ = ̂ г(Ы{) + ^ ( Г ) А Г ) . 
• О 

Заметим, что все расчеты при предложенных выше 
значениях скорости проведены по предложенной разност­
ной схеме. Ьыше оыло показано хорошее совпадение таких 
расчетов с точной формулой работы [ I ] . Так как поле 
температуры при точном значении скорости счита­
лось по той же разностной схеме, то при сравнениях это 
исключало ошибку иегс-да сеток. 

Отметим, наконец, что все расчеты проводились в том 
случае, когда скорость V (*") изменялась по линейному з а -



коиу 

где ос = О Т - 0 , 4 , {Ь= 1_~3 -Т- 1и~6, что соответствует и з ­
менению скорости, имеющему место в действительности. 

Авторы выражают искреннюю благодарность профессору 
Л.И. Рубинштейну за цепные советы и существенную помощь 
в работе. 
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МЕТОДИКА РАСЧЕТА НЕФТЕОТДАЧИ НА ОСНОВЕ 
ТЕОРИИ БАКЛЕЯ - ЛЕВЕРЕТТА ПРИ ЗАДАНИИ 

. РАСХОДОВ ИЛИ ЗАБОЙНЫХ ДАВЛЕНИЙ 

А.А. Буйкио 

§1 . Методика расчета нефтеотдачи в неиэотермичес-
ких условиях фильтрации при задании постоянного 
расхода нагнетательной галереи 

п1. Обзор литературы. Согласно Ьаклею-Леверетту [I] , 
поде водонасыщенности (э ( х , г ) однородного однослойно­
го пласта, вскрытого прямолинейной галереей, определяется 
условиями 

где 

1 Мб)'мг) 
Здесь Ы 6 ) » Я » 0 " ) Л и ( б ) , Я м ( Т ) " Фазовая проница­
емость и вявкость для воды и нефти соответственно;|д(Т) = 

= ^(,{Т)/)*н (Т) ~ относительная вязкость; Т ( х , {•)-
температура пласта в момент времени I в точке х (х= О 
соответствует месторасположению нагнетательной галереи); 
V - расход нагнетательной галереи на единицу мощ­
ности и единицу длины галереи в одну сторону ( други­
ми словами, V - суммарная скорость фильтрации, принимае­
мая постоянной);гп - пористость; 0 , - насыщенность связан-



при 

а при X >\/_1" 

Ъ(*Л) . ( 6 ) 

Здесь 

Т дб 

а <55определяется как больший из двух корней трансцендент­
ного уравнения 

( 8 , 

(Меньший корень уравнения (8) не удовлетворяет условии 
единственности - "условие К" по терминологии [ б ] ) . 

Таким образом, решение ( водонасыщенность <5 ( х , 
1 ) ) в изотермическом случав в точке 74 = \/$ 1: имеет 

скачок от в5 до начальной водовасыщенности С, . 
. Если многослойный пласт сложен гидравлически 

аой ( реликтовой) воды; <Зг = I - 5 2 , где 5 , - остаточная 
аефтенасыиенность; Т„ - начальная температура пласта. 

При изртермических условиях фильтрации 

Т ( х , т ) = Т„ . ( 4 ) 

В атом случае, как хорошо известно ( см. [2 - 5 ] ) , 
водонасыщенность б ^ х , { ) определяется из трансцен­
дентного уравнения 

г - - г = ^ г « 

0 4 х П 5 1 , § ( х , т ) > б , 



разоощенными пропластками ! ) , то расчет насыщенности при 
изотермических условиях фильтрации в нем ничем не отли­
чается от такового в пласте однородном. Действительно, 
наличие между отдельными пропластками непроницаемых про­
слоек позволяет рассматривать каждый пропласток как не­
зависимый однородный пласт со своей определенной прони­
цаемостью . 

При неиэотермических условиях фильтрации к ( 1 ) - ( 3 ) 
должно добавляться уравнение для определения поля темпера­
туры, которое должно решаться совместно с уравнением 
для насыщенности. 

Нам известна лишь одна работа, рассматривающая за ­
дачу нахождения поля насыщенности совместно с задачей 
определения поля температуры, ье автор ч-ейерс [ ? ] рас ­
сматривает теплоизолированный пласт. Однако многократны­
ми исследованиями показано I см..например, [8 , ^ ] ) , что 
поле температуры теплоизолированного пласта качественно 
отличается от такового в пласте ^изолированном.Отмстим, 
кроме того , что условие для скорости передвижения скачка 
насыщенности Фейерс записывает в виде 

( х 5 - месторасположение скачка насыщенности, индексы 
п + п и н _ п означают предельные значения соответствующих 
величин слева и справа), ссылаясь ни «нигу А. Шейдег-
гера II.)] , в которой это выражение приведено для изотер­
мических условий фильтрации. При неизотермических усло-

Наконец, уейерс принимает, что скорость перемещения скачка 
температурного поля равна скорости перемещения скачка 
насыщенности.Однако скорость перемещения "фронта тем-

^Всюду ниже мы рассматриваем только такие многослойные 
пласты.Неизотерническая фильтрация двухфазной жидкости 
в слоистых гидравлически не разобщенных пластах, насколь­
ко нам известно, никем не рассматривалась. 

4*> -у Ш - у -

виях фильтрации зто соотношение 



пературы" в однородной неизолированной пласте ь несколь­
ко раз меньше скорости передвижения скачка насыщенности 
[12 , 13] .Все это не позволяет делать на основе работы 
Фейерса каких-либо количественных суждений о влиянии не­
изотермичности условий фильтрации на процесс вытеснения 
нефти водой из однородного пласта. 

Другие авторы.рассматривавшие задачу о ьытеснении 
нефти водой на базе теории Баклея-Леверетта при неизо-
териаческих условиях фильтрации, температурное поле пред-
задавали. При этом делались следующие допущения. 
1. Коэффициенты термического расширения и сжимаемости 
воды и нефти равны нулю. 
2 . Скорость фильтрации воды V, и нефти чг подчиняются 
обобщенному закону Дарси: 

где к - проницаемость пласта. 
3 . Пласт имеет постоянную мощность. 
4 . Температура нагнетаемой ьоды на входе в пласт Т, 
постоянна. 
5 . лежфазный теплообмен проислодит с бесконечно боль­
шой скоростью. 
6 . Теплофизические характеристики фильтрующихся жид- , 
костей, пласта и окружающих пород не зависят от темпе­
ратуры. 
7 . Объемная теплоемкость и коэффициент теплопроводности 
нефти равны объемной теплоемкости и коэффициенту теплопрод-
ности воды. 
8 . Термические характеристики пород, слагающих кровлю и 
подорву пласта, одинаковы. 
*э. Вязкость воды и нефти зависят только от температуры. 
10. базовые проницаомости воды и нефти зависят только 
от Насыщенности. 



11. Суммарная скорость фильтрации 

V = V* + У г (.11) 

постоянна. 
12. Температурное поле пласта вычисляется на основе с х е ­
мы ловерье [14] . 

В первой части нашей раооты сохраняются все пере­
численные здесь предположения. Ьопрос о их допустимости 
оОсуждается ниле ( с м . § г ) . 

Нам известны только работы [12 , 15 , 1 ь ] , (. п о ­
мимо цитированной выше раооты уейерса ) , рассматриваю­
щие задачу о вытеснении из пласта нефти водой с темпера­
турой, отличной от начальной пластовой. Однако, предло­
женные в них алгоритмы чизленного решении атой задачи 
остались методически не разработанными. 

Именно, в [1с] для решенич уравнения ( I ) для одно­
родного пласта предлагалась схема Лакса [ I V ] , т . е . урав­
нение ( I ) аппроксимировалось следующим конечно-разност­
ным: ' к ' к 

(12) 
Здесь введены принятые обычно ооозначения: б*= С(х ; , | к ) , 

У " я > Н ( т ( х 8 , г к ) ) ) • Д л я устойчивости 
этой схемы пвооходимо выполнение условия 

ц-»» . , да» 
где ч$ - скорость перемещения скачка насыщенности ( в изо­
термическом случае \/5 дается соотношением (7) ) . Оказа­
лось, что счет по схеме Лакса для л о й задачи требует 
соолюдения условия (13) с высокой точностью. В неизотер-
мических условиях скорость перемещения скачка насыщен­
ности " 5 заранее неизвестна, а небольшая погрешность, 
возникающая при определении ч/5 ( I ) во время очета, нсхо-



дя аз решения конечно-разностного уравнения ( 1 2 ) , вызы­
вает неустойчивость. 

Фурнье [15] рассматривает уравнение ( I ) в лагран-
кевых координатах и решает соответствующей конечно-раз­
ностное уравнение схемой предиктор-корректор. А ь этом 
случае возникают колебания вблизи месторасположения 
скачка насыщенности ( это отмечает сам автор работы [ 1 5 ] ) . 

С прикладной точки зрения особенно интересным яв­
ляется вопрос о неизотерыической фильтрации в слоистых 
пластах. Насколько иаы известно, 1 лаяние неизотермичности 
на нефтеотдачу слоистых пластов рассмотрена лишь I. работе 
Н.А. Авдонина и Л.И. Рубинштейна [Го] . Б этом случае 
большие дополнительные трудности вычислительного харак­
тера представляет расчет температурного ноля, так как 
имеет место взаимное температурное влияние отдельных про­
пластков не другие пропластки. Учитывая, что прямой расчет 
двумерного температурного .юля ( например, методом конеч­
ных разностей) по сравнению с расчетом поля насыщенности, 
одномерного в отдельных пропластках, потребовал бы 
неоправданно большого расхода времени при использовании 
ЭЬЫ, а также то , что для расчета температурного поля 
нужна относительно невысокая точность ( небольшие возму­
щения температуры практически не сказываются на величине 
нефтеотдачи ) , в работе [16] оыл предложен приближенный 
метод определения температурного ноля многослойного 
пласта, названный "формулойаддитивности". Для простоты* 
записи рассмотрим ее для пласта, состоящего из двух 
пропластков с расходами а,, и < г̂ нагнетаемой в них воды 
и мощностями п< и Н 2 I разделенных непроницаемой прослой­
кой толщины И, 2 . Нормированная к единице темиература 
(-го( 1 = 1 , 2 ) пропластка и, (. х , т ) по "формуле ад­
дитивности" определяется тогда следующим образом: 

и и ' х . т ) - - ^ ! ! , ^ . ^ ^ ^ ^ . ^ ) , 1 . . ^ . к , г ) < 

ич) 



с. е с 1 _ _ М _ _ , - Ш к /, , I 

ГД8 , , |Х=Ь 

СО (15) 

О, Х 4 0 

К; - теплопроводность; с,- - ооьемная теплоемкость (индекс 
"О" относится к нагнетаемой жидкости, " I " - к пласту, 
И 2 И - к окружающий пласт породам). Таким образом, по 
"формуле аддитивности" предполагается, что температурное 
поле отдельного пропластка получается суперпозицией тем­
пературного поля его самого ( рассчитанного по формуле 
Ловерье [14] ) и осредненным по его мощности температурным 
влиянием других пропластков ( температурное поле их также 
вычисляется по формуле Ловерье), причем, если эта супер­
позиция дает величину, оольшум гозможной ( т . е . единицы), 
то принимается, что нормированная теипиратура в точности 
равна единице. 

В раббте [1б] был проведен расчет нефтеотдачи четы-
рехслойного пласта для нефти арланского месторождения. 
Так как распределение ьодонаслденности ^ ( х , + ) в изотерми­
ческом случае известно ( формулы ( 5 ) , ( о ) ) , авторы пред­
лагали вычислять непосредственно разность насыщенноотей 

»<*(*,*)- О ( 1 6 ) 
при неизотериических и изотермических условиях фильтра­
ции. Для л ( х , | ) имеем уравнение 

* ? 1 й 1 - Н « , ? ) - 0 (17) 

\2 ,г=Н«'Н; 



с условиями 

\Л/| = \Л/| =\ЛУ| . = 0 , (18) 

которое аппроксимируется следующим конечно-разностным 
уравнением 

^ ^ Ш Ш ' ^ . О » ) • 
Здесь 

ФвдЬ <Р(ё**'>Р)-1Г(е:р*). (2о) 

Последнее из условий (18) показывает, что, основываясь 
на проведенном ранее в [12]расчете распределения насыщен­
ности в однородном пласте, авторы предполагают, что скач­
ки насыщенности при изотермических и неизихермических 
условиях фильтрации практически совпадают вследствие от ­
ставания фронта температур от скачка насыщенности. Однако 
оказалось, что для наименее проницаемого пропластка тем­
пературный фронт и скачок насыщенности практически совпа­
дают, что привело к неустойчивости счета по конечно-раз­
ностной схеме (19).для нахождения распределения насыщенно­
сти в этом пропластке авторы предложили метод линеариза­
ции - разложение функции <^(б\>л/ в ряд Тейлора, 
в окрестности точки (<*Г,и,), ограничиваясь линейными члена­
ми разложения. 

Однако ясно, что конечно-разностная схема (19) при 
заметном влиянии аеизотерничности вообще непригодна для 
расчета, так как функция у у ( * , * ) В этом случае терпит раз­
рывы в отличающихся друг от друга местах расположения 
изотермического и неизотермического скачков. Априори 
ясно также, что линеаризация уравнения (17) пригодна 
лишь в предположении малости функции <м(у, \) . 

• Таким образом, вопрос с разработке методики для 



расчета нефтеотдачи при неизотермических условиях филь­
трации осатавался открытым. 

п 2. методика расчета нефтеотдачи однородного пласта 
В 1950 году Дк. фон Нейманом и Р.Д. Рихтмайером [18] для 
расчета разрывных решений уравнений газовой динамики было 
предложено ввести в эти уравнения члены вязкостного типа, 
которые сглаживают разрывы. Из периодической литературы 
известно несколько работ, доказывающих при различных 
предположениях сходимость решения уравнения о "искусст­
венной вязкостью" к разрывному решению исходного уравнения 
когда коэффициент "псевдоьязкости"стремится к нулю. 

В [19,20] в предположении выпуклости функции Ц>(6,х>Ъ 

96- 5 
> 0 

доказана сходимость, в частности, решения задачи 

_' Г <э, , х > о 
И-о I 32 , х < 0 

при а2—• 0 к решению уравнения 

(21) 

(22) 

дб-
Эх (23) 

с тем же начальным условием ( 2 2 ) . 
С другой стороны, А.С. Калашников [21]дока-ал 

сходимость решения задачи ( 2 1 ) , (22) при о 2—» 0 к р е ­
шению ( 2 3 ) , и'2) без предположения выпуклости по 6 
функции <•'{, но при условный, что она но зависит явно от х 
и 1: , т . е . в интересующей нас постановке - при изотер­
мических условиях фильтрации. 



Так.ш образом, при неизотермических условиях филь­
трации, когда функция ^ ( б " , р!)имеет точку перегиба и в то 
хе вршя явно зависит от х и г , отсутствует доказатель­
ство сходимости уравнения с "нсеьдоьязкостыо" к решению 
исходного уравнения Ьаклея - Леверетта при а 2 + 0 • 

Метод введения "псевдовязкости" был опробован для 
расчета влияния неииотерличпости на нефтеотдачу. Именно, 
в уравнение ( 1 7 ) для '//С* ,<") =с5"(х , т ) - < У ( х , т ) был 
введен член а 2 Э а \л/ /Зх 2 , а правое краевое условие 
перенесено с точки х 5 = ч5 г в точку х 5 = У 5 1 + с 
причем с(Х) выбиралось с таким расчетом, чтобы с доста­
точной точностью можно было считать, что 

Полученное таким образом уравнение 

Щ+жЖ~?<УЩ'* (25) 
о условиями 

и условием ^2ч) заменялось следующим конечно-рааностным 
уравнением: 

р 

которое решалось истодом прогонки, причем, как и в рабо­
тах [12,1ц] , соблюдалось выполнение условия 

! Г • ? . . ( Г 8 ) 

Таким оиразом оыла рассчитана нефтеотдача двуслои-
НОРС пласта, когда проницаемости пропластков отличаются 



в 10 или 20 раз. Результаты этих расчетов совещаются в 
[22]. 

Однако в некоторых случаях рассчет но схеме ( 2 7 ) , 
такие как и в раоотах [ 1 2 , 1 о ] , становился неустойчивым. 
Это заставило обратить серьезное внимание на вопросы 
методического характера, связанные с ыьОорон конечно-
разностной схемы, численной проверкой сходимости и 
устойчивости е е , выбором а 2 и т . д . 

В еявзи с этим возникает несколько вопросоь.Напри­
мер, как влияет разрыв в уравнении (25) на точность полу­
чаемых результатов ( несмотря на введение в это уравнение 
сглаживающего члена агЪ2\ы/Ъ*г и обеспечения тем 
самым непрерывности функции >л/(х,0 , остается разрыв 

• функции Р(6-, и) = ч7(ёч иод)-Чр(б, и . ) в точке х = 
- и б г ) . Далее, каков должен Сыть критерий выбора 

"оптимального" а 3 в уравнении (25) ( или(21) ) (.т.е. 
с одной стороны, не слишком большого а' , чтобы решение 
уравнения с "псевдовязкостью" не очень отличалось от р е ­
шения исходного уравнения Ьаклея- леверетта, но, с другой 
стороны, и не слииком малого, чтобы не возникала неустой­
чивость в соответствующем конечно-разностном уравнении). 
Кроме того , бак задать краевое условие на эксплуатацион­
ной галерее, так нак условие тина условия (2ч) вызывает 
увеличение количества точек сетки по х , что приводит 
к необходимости увеличивать шаг по х через определенные 
промежутки времени, вследствие чего снижается точность 
расчетов. Наиболее сложным в задаче исследования влияния 
неизотерничности условий фильтрации на процесс вытеснения 
нефти водой, на наш взгляд, является вопрос о сохранении 
достаточно высокой точности расчетов для промежутка вре­
мени, равного длительности эксплуатации реального неф­
тяного месторождения ( как известно, этот промежуток вре ­
мени равен 10-20 годам). Эта трудность еще возрастает при 
рассмотрении слоистого пласта, когда в нем контактируют 
проиластки существенно различной проницаемости. Напри­
мер, как показывают расчеты, проведенные для случая за -



дания забойных давлений ( си . нашу статью ь настоящей 
сборнике о результатах расчета неизотериической филь­
трации в слоистых пластах), если проницаемости соседних 
пропластков различаются в 10 раз , то к 5-8 годам вытес­
нение нефти из более проницаемого пропластка практически 
кончилась, т . е . его эксплуатацию можно было бы прекратить 
( причем к этому времени нет практически никакого влияния 
неизотермичности на нефтеотдачу рассматриваемого двуслой­
ного пласта), однако, к 15 годам кончается лишь безводная 
эксплуатация менее проницаемого пропластка и только к 
этому моменту времени влияние нагнетания горячей или х о ­
лодной воды на величину нефтеотдачи становится значитель­
ным. Таким образом, проблема состоит в расчете влияния 
весьма лалых эффектов, но таких, которые, суммируясь, со 
временем могут достичь значительных величин. С другой с т о ­
роны, методика расчета должна оыть такой, которая позво­
ляла бы проводить серийные расчеты на аЫ|4 средней мощно­
сти. 

Рассмотрению этих вопрооов предпошлем краткий ана­
лиз сформулированных в п I . исходных допущений теории. 
Среди этих допущений обсуждению подлежат, очевидно, сле ­
дующие. 
х. Принятие бесконечно большой скорости межфазового т е ­
плообмена. 
2 . Приравнивание объемных теплоемкостей воды и не^ти. 
3. Независимость фазовых проницаемостей от температуры. 
4. Постоянство суммарной скорости фильтрации. 
5. Принятие для расчета температурного ноля схемы Ловерье. 
6. Пренебрежение сжимаемостью и термическим расширением 
воды и нефти. 

Остальные допущения не имеют принципиального харак­
тера. Так, например, расчет температурного поля при зада­
нии постоянной температуры на входе ь пласт может оыть 
заменен, с сохранением всех остальных допущений, расче­
том его при гадании полного количества тепла, вносимого 



в пласт при нагнетании воды [ 2 3 ] . Однако оказывается, 
что разница в распределении температур при этих двух 
способах расчета проявляется лишь в течении времени, 
малого по сравнении с рассматриваемой длительностью т е ­
чения процесса. Поэтому нецелесообразно идти на усложнение 
расчета поля температур за счет отказа от задания ку­
сочно-постоянной температуры на входе в пласт. То. же 
относится к остальным неперечисленныы здесь предполо­
жениям. 

Обоснованность пренебрежения различием температуры 
твердого скелета пласта и пластовой жидкости следует из 
оценок, проводившихся рядом авторов [ 2 4 , 2 5 ] , и потому 
здесь специально не оосуждаотся. 

Допустимость приравнивания, п,.н расчете темпера­
турного поля, объемной теплоемкости нефти к объемной теп­
лоемкости воды подтверждаете.", количественным анализом, 
основанном на рассмотрении поршневого механизма вытес­
нения нефти водой, одесь укажем .'олько, что малость вли­
яния учетт различия теплоемкости воды и нефти аа тем­
пературу в пласте обусловлена сильным отставанием "темпе­
ратурного" фронта от "фронта нагнетания" в пропластках с 
максимальной проницаемостью. (См. также [26] ) 

Допустимость расчета температурного ноля по схеме 
Ловерье ( т . е . с принятием предположения о том, что теп­
лопроводность илиста и внешних пород в направлении прости 
рания пласта равна нулю, что в вертикальном направлении 
теплопроводность окружающих пород равна их истинной теп­
лопроводности, а теплопроводность пласта бесконечно ве ­
лика) была предметом рассмотрения многих авторов [ 8 , 9 , 
27 , 2 8 ] . Оказывается, что при нагнетании ьоды конвек­
тивный перенос тепла в пласте играет основную рол: , и 
поэтому допущение Ловерве приводит к вполне удовлетвори­
тельной аппроксимации температуры пласта в течение вре­
мени порядка возможной длительности разраоотки нефтяиых 
месторождении. 



Допущение постоянства суммарной скорости фильтрации 
является следствием задания постоянных расходов в каждый 
иа пропластков и пренебрежения тердичесг.им расширением 
воды и нефти. Нике (§2) специально рассматривается зада­
ча при задании забойных давлений, а не расходов. Таким 
образом, это допущение при обсуждении постановки задачи 
может не рассматриваться. 

Допущение о независимости фазовых проницаеностей 
от температуры с методической точки зрения не обязательно, 
именно, оез всяких существенных изменений алгоритма сче ­
та можно считать нривые фазовых проницаеностей воды и 
нефти зависящими не только от насыщенности, но и от 
температуры. Однако количественно учет зависимости фа­
зовых проницаеностей от температуры может оказаться зна­
чительным ( см. уже упомянутую нашу статью в настоящем 
сборнике). Все же практически полное отсутствие экспери­
ментальных данных о зависимое™ фазовых проницаеностей от 
температуры не позволяет проводить обоснованное количест­
венное исследование с учетом этой зависимости. (Нам из­
вестны линь два указания на зависимость фазовых проница­
еностей от темперетуры. Одно из них содержится в работе 

[ 2 9 ] . второе - в неопубликованном еще докладе А.А. Ко­
ненкова и В.И, лоыутова [30] . В этом докладе сообщалось 
об экспериментах, в которых конечная нефтеотдача менялась 
с температурой на 15-20)1, Ь первой ке работе рассматри­
валась задача о циклической обработке нефтенасыщенного 
песчаника паром и приводилась таблица зависимости ра­
зовой проницаемости нефти от температуры, включающая 
интервал двухфазного состояния воды. Поэтому в наших рас­
четах эта таблице не могла быть использована). 

Таким образом, остается оправдать только пренебре­
жение сжимаемостью и термическим расширением воды и ие.уги. 
Очевидно, что эффект термического расширение и, тем более, 
сжимаемости является эффектом "второго порядка малости" 
сравнительно с аффектами изменения фазовых проницаеностей 



- ч.? _ 

и вязкоетай воды и нефти. Ь самой деде максимально в о з ­
можная, при рассматриваемом интервале изменения темпера­
туры пласта ( на ± чО-5о°С) , дополнительная отдача нефти 
за счет ее теплового расширения не может превысить 1-1,5,6 
от начального ныфтесодержания пласта. В действительности 
же даже в менее пронимаемых пропластках весьма значительная 
часть нефти вымывается из пласта при температуре, весьма 
близкой к начальной пластовое температуре. Если для осталь­
ной массы нефти принять максимальное изменение температуры 
* чО-50°С, то это приведет к дополнительной нефтеотдаче в 
й,1-^,Ч/й при нагнетании горячей воды ( соответственно , к 
уменьшении при нагнетании холодной воды). Очевидно, что 
считаться с этим при постановке задачи нет смысла, во вся­
ком случав, на современном уровне исследования проблемы 
( особенно, если принять во внимание, что учет термического 
расширения или сжимаемости привел бы к существенному у с ­
ложнению алгоритма счета) . 

Перейден к рассмотрении перечисленных выше методичес­
ких вопросов. Отметин, прежде всего , что методические в о ­
просы по выбору конечно-разностной схемы были неучены для 
схемы, аппроксимирующей уравнение Ьаклея-леверетта при 
изотермических условиях фильтрации, так как в этом случае 
имеется возможность проверки точности расчета по выбранной 
конечно-разностной схеме путем непосредственного сравнения 
полученных результатов с известным точным решением ( фор­
мулы ( 5 ) , (6) ) . При неизотернических условиях методика 
расчета 0 ( х , {- ) остается прежней, но дополняется 
определением температурного поля. 

Заметим далее, следующее. Теория Ьаклея-леверетта 
считается с наличием нагнетательной галереи и игнорирует 
наличие галереи эксплуатационной. Иными словами, поле на­
пыщенности (7 ( х , | ) определяется в области 0 <.х<.«=— 
Вместе с тем уравнение Ьаклея-леверетта с "нсевдовявкостью" 



нужно интегрировать в ооласти о1 < х <1 оо , у поэтому 
к начальному условии 

и условию на нагнетательной галерее 

должно быть присоедено условие на оесконечности 

б | х - , _ = Е 1 » + ^0 (32) 
Переход к конечным разностям требует усечения бес ­

конечной области до конечной. Это может сыть осуществле­
но заменой условия (32) условием 

?\**# . * > 0 , (35) 
где достаточно велико но сравнению с размерами интере­
сующей нас области. 

Введем сетку 

Тогда условия (30 ) , (31 ) записываются в граничных узлах в 
виде 

в°=6, . 1 - 1 , 1 , ..V, . < =0,1, 

Здеоь, как и выше, введено обычное обозначение 
(35) 

0 " - е ( * , - ( 3 6 ) 
Граничное условие (33) должно быть заменено услови­

ем 

• в , . - * . (37) 
Однако практически пользоваться этим условием неце-

лесэооразно, так как оно приводит к неоправданному рас­
ширению той ооласти, в которой определяется насыщенность 
0 ; -.Действительно, скорость изменения насыщенности 



- ад -

1- конечно-раоностной аппроксимации конечна и поэтому 
расширяющаяся с переходом от очного временного слоя к 
другому сетчатая ооласть, в которой б * > 6\ , в на­
чальной момент вырождается в точку <3"0 =6"2. Ь связи 
с этим условие (35) заменяется условием 

где Ы0= 1, а Ыц., определяется следующим образом. Пусть 
I к определено условинми 

'Р»<Щ$ 4 6 , 6,1л >* , (39) 
( с > 0 - ьыбранная точность ) . Тогда 

(40) 

При таком сиосоое задания ооеспечиьаътсн выполнение 
не только условия ( 5 8 ) , но и условия 

к>м»«1 ~ " N « « 1 ' ^ ^ 

г . д х 
Заметим, далее, что такой способ перенесения кра­

евого условия (57) на подвижную границу целеооооразен 
лишь для тех временных слоев, на которых эта граница ле­
жит между нагнетательной и эксплуатационной*)галереями, 
ьели же М к,..;> > • и , то с увеличением времени сохра­
нение условия (58) привело бы к неоправданному увеличе­
нию объема вычислительной работы и необходимости работы 
с переменной сеткой ( с увеличивающимися расстояниями 
Между пространственными узлами). Расчет с такой пере­
менной сеткой связан не только с усложнением программы, 

Напоминаем, что теория не учитывает наличии о т б о р а . 
Таким оормзом, говоря о наличии эксплуатационной га­
лереи, мы говорим оо условном месте возможного отбора. 



но и с существенный снижением точности. 
мы уже отметили выше, что в постановке задачи по 

Бакдею-леверетту эксплуатационная галереи фактически не 
рассматривается. Поэтому замена краевого условия (37) 
на подвижной границе каким-то условием на границе фикси­
рованной, расположенной ьолизи эксплуатационной галереи, 
но за ней ( чтобы уменьшить возможное накопление ошибки 
из-за введения такого краевого условия), нужно формули­
ровать исходя из предварительного рассмотрения задачи в 
неограниченной ооласти. Расчеты показали, что на рассто­
яниях, сравнимых с расстояниями между нагнетательной и 
эксплуатационной галереями, сеточная аппроксимация насы­
щенности 6 ( х , { ) является локально близкой к линей­
ной по х функции-Это значит, что можно воспользоваться 
краевым условием вида 

Эх1 
= 0 . 1*1) 

1 Х - Ь , 

В конечно-раоиостной аппроксимациии использование 
этого условия приводит к счету но следующей схеме 

• и»» х „ . , « Б , - * » х„ = И, 

х * 
т . е . значение б при X = Ь , определяется явным образом 
из уравнения , 

(42) 

Здесь 

Ф Ш , Я М * . . *...))). (43) 
Ьеличина Ь, выбиралась равной И ( 1 т Д ) , Д з о , 1 

Ори таком выборе Ь, расчет расаиряющейсн со временем о б -



ласти ( т . е . без введения условия (41) ) и расчет с 

введением этого краевого условия довали практически 

совпадающие между соооИ величины. 

па 

0,6 — 
«• 1 

«г 
1 . 1 1_ 

1 
\ 1 _ Л- ±, \ ^~ 

о юс гоо зоо ».н 

Рис.1. Поведение конечно-разностной схемы с 
разностью "иаг вперед". ^ =730 суток, Дх =2,5и. 

точное решение; а* =2и ! / сутки; 
а г = I м 2 / сутки. 

Для расчетов по методу конечных разностей была вы­
брана следующая аппроксимация уравнения ( 2 9 ) : 

2б-Г'-б.-, , *ЗЙ«*> я д »йи , -ггГфГ (44) 
2&\ т 2 д х и Щ * У 7 ' 

Ьыбор схемы (44) был продиктован следующими соображениями. 
Гак как решение уравнения (29) должно мало отличаться от 
решения исходного уравнения ( I ) , терпящего разрыв в точке 

х 5 ( [ ) , что в окрестности этой точки решение урав­
нения (29) будет меняться весьма резко, поэтоиу для ао -



проксимации произьодной 3 6 / йг выбрана разыосхь Лакса 
( 2 б ' [ : * 1 - 6 " ; ! 1 - 6 г

и
к , ) / . Дилее, так как о рос ­

том времени характеристики уравнения I I ) . несущие опре­
деленные значения 6 , движутся вправо, то априори 
ясно, что неестественной является аппроксимация нели­
нейного члена I Зх разностью'шаг вперед' 
[ Й | ^ й » ^ * 0 подтверждает численная проверка ( рис. I ) К 
Учитывая упомянутый характер движения характеристик 
уравнении ( I ) , надо оыло бы, следуя С.К. Годунову [31,32] 
аппроксимировать / дх разностью "шаг назад".С 
другой стороны, Р.Д. лаке [I?]рекомендует ь "законах 
сохранения" механики сплошной среды аппроксимировать 
члены типа 3 ( р / б х центральной разностью вйД-^йД.) / 
2 Дх . Ьыоор мведу этими двумя возможными аппроксима­
циями оыл сделан путем численного зкеперимента. Оказы­
вается, 480 они обе дают практически совпадающие резуль­
таты ( рис. 2 ) . Предпочтение было отдано схеме ( ч ч ) , 
так квк она оказалась несколько более устойчивой при 
иалых аг . Точнее, колебания в распределении насыщен­
ности вблизи точки разрыва х , ( I ) • решении уравне­
ния ( I ) при ьыооре схемы (4ч) возникали при меньших аг , 
нежели при выборе схемы с разностью "шаг назад". 

Как известно, предпочтительнее пользоваться дивер­
гентной формой записи уравнений при решении их методом 
конечных разностей. Этот факт подтверждается и в нашем 
конкретном случае: ...амена дивергентной ^ормы уравнения* 
(2? ) недивергентной 

Эт т ( Э5 дх д|» дх / и Эх* 

^6 подписях к рисункам указаны значения только некото­
рых параметров; численные значения остальных параметров 
а также положенная в основу расчетов модель пласта, опм 
саны в следующей отатье настоящего сборника. 



и аппроксимация ее конечно-разностным уравьением 

2 _ г * I й5 Ь 2лх Э р ! , 2 Д Х / " и ( Л х ) г 

дает, как это видно из рис. 3, крайне неудовлетворитель­
ные результаты. 

Рис. I. Сравнение конечно-разностных схем с 
центральной разностью ( ) и разностью 
"шаг назад" (•>«•• ) ^ = 730 суток ; 
Дх = 2,Ь 4; а*= 1,5 шг/ сутки, точ­
ное решение. 

Таким образом, для дальнейших расчетов на основе 
теории Ьоклея-Леверетта оудем пользоваться конечно-раз- ' 
ностной схемой ( 4 4 ) . 

После выбора определенного нага по пространств; дх 
шаг по времени _г в (4ч) выбирался так, чтобы выполня­
лось соотношение 

Дх у 



где \/я определяется из уравнения ( 7 ) . 

Рис. 3. Сравнение точного решения ( ) с 
расчетом по конечно-рвйностнои схеме, аппрок­
симирующей недивергентную форму уравнения Ьак-
лея-Леьеретта ( ) . Значения параметров 
те хе, что на рис. 2 . 
Введение псевдовязкости в уравнение ( 1 ) существенно 

ослабляет требование точности соблюдения условия (13), 
( по сравнению, например, с работой [12] ) . При отработ­
ке методики расчета величина ^ 8 ( {" ) варьировалась на 
10-2СМ. При этом результаты оказались практически с о в ­
падающими, ото позволило в целях упрощения счета пользо­
ваться вместо (15) условием (ч5) и, тем самым, не опре­
делять У 5 ( (" ) на каждом временном олое. 

Отметим, что, как видно из (чЗ) , выбор аргумента 
6 ( х , г ) из предыдущего временного слоя [ к при вы­
числении функции у ( & , у ) для определении поля насы-

денаостн на ю I -ом временном слое по конечно-разностной 



схема (44) позволяет избежать необходимости делать ите­
рации. 

Поскольку схема (44) неявная, то для ео решения 
применялся метод прогонки: иа соотношений 

в = О 
1 - о м * В, 1-Я 

к-И 
(46) 

1 ° ' - ^ В 1 ^ 

вычислялись црогоночные коэффициенты 
уравнений 

к*< к«1 к+1 

« • 1 1С.1 

0,1 Н - 1 (47) 
Здесь 

2 а
г + (дх)'/_,г 

2 2аг
 + (Лх )У_Л ' (48) 

М = Ш1п ( М < 4 , , Ы ) , 
где М , + < определяетоя из ( 3 9 ) , ( 4 0 ) , а 

Если И = т 1 п ( ^ Ь . 1 ) ^ ) = Ы К М 
мучение поля насыщенности до точки 
л о ) , то , по определению (38 ) , <5"м* 

6{><э, ) , го в"* 

(Т .е . если воз-

( т . е . 

х = Ь, еще не дош-
(з, . ьсли же И * N , 

определяетоя иа уравнения ( 4 2 ) . 
Подставляя найденное таким образом ( из (38) или'(42) ) 

в (47) при 
подставляя 0 

до б * " 

I = М - 1 , вычисляем б" м _ , , затем, 
в (47) при 1 = М - 2 , находим 6" К + 1 

М - 2 

I И Т . Д . 

Заканчивая обсуждение вопроса о выборе конечно-раз­
ностной схемы для численного решения уравнения ( I ) , за ­
метим, что выбор уравнения (29) с псевдовязкостью для ап­
проксимации уравнения ( I ) оыл продиктован не только с о о б ­
ражениями вычислительного характера. Если учитывать кадил-



лирный скачок давления Рс ( 6 " ) , т . е . различие локальных 
средних давлении в ьоде и в нефти: 

Р н - Р в = Р с ( б ) , Ш 

то в этой случае процесс вытеснения нефти водой описыва­
ется уравнением Лиса-Рапопорта [зз] 

где 

Уравнение Ьаклея-Леверетта (1) получается из уравнения 
Лиса-Рапопорта, если в последней принять Рс(6> ) 3 0. 

Заменяя ь уравнении лиса-Рапопорта (5и) функцию 
•И6»и) н а какое-то среднее ее значение а2 , получаем 

из него уравнение ьаклея-леверетта с исевдовнзкостьо 
(уравнение (29) ).Таким образом, введение псевдовязкос­
ти в уравнение ьаклен-Леверетта позволяет приолиженно 
учесть капиллярные эффекты, учитываемые теорией Лиса-Ра-
лоиорта. 

Оценим оптимальную величину а 1 для расчета по к о ­
нечно-разностной схеме ( ч ч ) . После линеаризации ее полу­
чаем » 

( где <р - значение ^тЬ^/дб в какой-то пока неопределен­
ной точке ( <5,у )). Ьудем искать (5)* в виде 

б/= XV* ( 5 3 ) 

( здесь А является Функцией I , д х , &1 ) , т . е . восполь-
• 1 



зуеыся методом интеграла Фурье, применяемым для нахожде­
ния необходимых условий устойчивости конечно-разностных 
схем, аппроксимирующих линейные дифференциальные урав­
нения ( см. например, [34 , дополнение] ) . Необходимое 
условие устойчивости оаключается в требовании |А| < I . 

Необходимо отменить, что в нашем случае имеется 
некоторая особенность при нахождении необходимого условия 
устойчивости конечно-разностной схемы. Обычно величина а2 

задана, и для выбранного Дх из требования |А| < I опре­
деляются допустимые д!" . В этой задаче ситуация противо­
положная: условие (45) при выбранном д х фиксирует д!" и 
задача заключается в определении минимального а 2 , удов­
летворяющего необходимому условию устойчивости. 

Подставляй (53) в ( 5 2 ) , получаем 

ГдТ~ + Ф~2д7 -а • ( д х ) * ' 
которое после несложных преобразований принимает вид' 

Условие |А| < I оудет выполнено при 

и, тем более, при 

< I Щ[{йЩ-1)- 1. (54) 

Это неравенство должно иметь место для всех ф . Выберем 
в качестве неопределенной точки ( 6 , ц ) точку ( < 5 5 , ц 0 ) , 
так как в этой точке в изотермическом случае функция ф 
принимает максимальное значение на "волне разрежения".рав­
ное \'5 . Тогда из (54) с учетом соотношения ч 45) получаем 



Это дает следующее неравенство для 

а* ^ дх у 5 , — /СЕЧ уГ1Т^-1 • ( 5 5 ) 

Нижний предел для ^ в (55) на "волне разрежения" равен 
агсгд -|— , т . е . приближенно т д | > -~— . Учиты­
вая, что5правая часть (55) является убывающей функцией 
от , иы должны наложить следующее требование на аа 

( чтобы не вводить зависимость а 2 от х ) : 

Необходимое условие устойчивости конечно-ревност­
ной схемы (Чч), таким образом, имеет вид 

- ^ ™ 1 р ^ ? • ( 5 б ) 

Отметим, что "оптимальное" а* , найденное на ЭВЦМ 
путем численного эксперимента, с точностью до Ь> совпа­
дало со значением а° , которое дает равенство (56 ) . ' 

Введение в уравнение ( I ) псевдовяакооти дает даже 
при минимальном а 1 , определяемом из ( 5 6 ) , существенное 
завышение величины водонасыщенности 6 ( х , { ) в 
окрестности нагнетательной галереи*) ( см. рис. 2 ) . 
Вследствие этого интересующая нас величина нефтеотдачи 

За истинное значение водонасыщенности принимается т о , 
которое дается теорией Беклея-леверетта, т . е . т о , кото­
рое должно вычисляться оеэ введения псевдовяэкости. 



вычисляется с абсолютной погрешностью (завышением), 
которая непрерывно увеличивается, достигая к концу ин­
тересующего нас промежутка времени величины порядка 10/6 К 

Легко видеть, однако, что точность вычисления неф­
теотдачи при введении псевдовязкости в уравнение Ьаклея-
Леверетта может быть повышена. С этой целью проинтегри-
руеи уравнения (I) и (29) по прямоугольной ооласти |о«Т 
^ г , 0 4 * 4 1 - ) ."'8*0 дает 

т . е . 0 0 

И ' - ^ м ^ п И г - г ^ и ^ ) (57) 
о 

для уравнения (I) и 

Ь (1 - б - 1 ) , ( * ) - ^ ( 1 - 1 У | в . 1 й т ) + а ^ | х ' и

( | г (58) 
о о 1х = о 

для уравнения (29 ) . 
Сравнение (57̂  и (58) показывает, что если прене­

бречь различием [ у | х ц , то оба эти выражения 
отличаются интегралом а1 

Поэтому нефтеотдачу п°ри расчете (У ( х , ^ ) по 
конечно-разностной схеме (44) определим следующим образом 

Напомним, что под нефтеотдачей 4 ( к ) мы понимаем 
количество извлеченной нефти но отношению к началь­
ному нефтесодержанию пласта, т . е . 

I. 

г ^ ' Ц ' Ы ) К б ' М Ь е ф х . ( 5 ? ) 



Это дает следующее неравенство для 

- Е 5 5 
а % А Х У 5 ••, — / с е ч V 1 + ^ - 1 • С 5 5 ) 

Нижний предел для 4̂  в (55) иа "волне разрежения" равен 
агсгд -|— , т . е . приближенно т д | > . Учиты­
вая, что*правая часть (55) является убывающей функцией 
от , ыы должны наложить следующее требование на а3 

( чтобы не вводить зависимость аг от х ) : 

Необходимое условие устойчивости конечно-разност­
ной схемы ( ч ч ) , таким образом, имеет вид 

Отметим, что "оптимальное" аг , найденное на ЭЬЦМ 
путем численного эксперимента, с точностью до 5> совпа­
дало со значением аг , которое дает равенство (56 ) . ' 

Ьведение в уравнение ( I ) псевдовяакости дает даже 
при минимальном а 1 , определяемом из ( 5 6 ) , оущественное 
завышение величины водонасыщенности в ( х , ( ) в 
окрестности нагнетательной галереи*)( см. рис. 2 ) . 
Вследствие этого интересующая нас величина нефтеотдачи 

За истинное значение водонасыщенности принимается то , 
которое дается теорией Баклея-леверетта, т . е . т о , кото­
рое должно вычисляться оез введения псевдовязкости. 



вычисляется с абсолютной погрешностью (завышением), 
которая непрерывно увеличивается, достигая к концу ин­
тересующего пас промежутка времени величины порядка 10уК 

Легко видеть, однако, что точность вычисления неф­
теотдачи при введении псевдовязкости в уравнение Баклея-
Леверетта может быть повышена. С этой целью проинтегри­
руем уравнения ( I ) и (29) по прямоугольной ооласти { ( Н С 
4 г , 0 4 х 4 1 _ ] . Э т о дает 

\ Ш ) *и$(<?\-М.) ас] 

т . е . 0 *"° ^ 

для уравнения ( I ) и 

ь ( ь ^ # Ь * ( ь ^ | ж ^ ф < ^ ^ ( 5 8 ) 

о о 1х = 0 

для уравнения (29 ) . 
Сравнение (57,) и (58) показывает, что если прене­

бречь различием [ <ч? | х и • *о бба эти выражения 
отличаются интегралом а 1 У - ^ ) * " 1 ИГ 

Поэтому нефтеотдачу при расчете б" ( х , г ) по 
конечно-разноетной схеме (ч4) определим следующим образом 

? ( * Ь Г ( , к , { Я б ( х ( г ) - ^ х - а ^ Г ' ^ ( . (59) 
0 о '*=о • 

Напомним, что под нефтеотдачей г? ( с ) мы понимаем 
количество извлеченной нефти по отношению к началь­
ному нефтесодержанию пласта, т . е . 

I. 

г ^ ' ф щ $Ш*}*Ф*''. (57) 



- ш -

Оказывается, что в изотермическом случае величина 
нефтеотдача, определенная подобным образом, отличается от 
истинного ее значения, получаемого из (57) или интегри­
рованием по б в уравнении ( 5 ) , не более на 0,5 - 1> от 
порового объема пласта. 

Из этого , однако не следует, что ошибка в опреде­
лении разности нефтеотдач 5^( \ ) при неиэотермических 
и изотермических условиях фильтрации достигает погрешно­
сти^ в вычислении \ (1 ) . действительно, интеграл 
° ' | "§7" |*"„ аТ П Р Й изотермических и неиэотермических 
условиях фильтрации принимает близкие значения одного и 
того же знака. Погрешность хе в определении отклонения 
неизотермической нефтеотдачи от изотермической, вызван­
ная введениеи псевдоьязкости, определяется разностью та ­
ких интегралов. Цри величине $1 ( ^ ) = 5-10^> от 
начального нефтесодержания пласта разность этих интег­
ралов оказывается, по расчету, величиной порядка 0,1 - :,•>. 
Это означает, что погрешность при вычислении разности 
нефтеотдачи 8<] ( 1" ) приблизительно на порядок ниже, 
чем при вычислении самой нефтеотдачи. 

Уточним, что мы понимаем под погрешностью счета и 
под " И С Т И Н Н Ы М " значением нефтеотдачи. 

Ошибка в вычислении нефтеотдачи складывается из 
нескольких погрешностей. Это, во-первых, погрешность 
самой теории, которую мы не рассматриваем. Ьо-вторых, 
это только что оцененная погрешность, вызванная введе­
нием псевдовяакости в исходное уравнение Баклея-Леверет-
та. Ь-третьих, это погрешность, вызванная приближенным 
вычислением температуры. Теоретическая оценка возможной 
ее величины дается в следующем параграфе, а вычисление 
- при анализе результатов расчетов. Ь-четвертых, это 
погрешность, возникающая при решении на ЭЬЦМ конечно-
разностного уравнения (4ч) для 6? о последующим ин­
тегрированием насыщенности по формуле ( 5 9 ) . Именно 
эта погрешность подразумевается под погрешностью счета. 



а под истинной величиной нефтеотдачи понимается величина 
ее , получающаяся в итоге решения на ЭЬц4 конечно-разност­
ного уравнения для (5* и интегрирования полученного дис­
кретного поля насыщенности по "исправленной" формуле (59) 
для нефтеотдачи. 

При задании расгодов расчета нефтеотдачи отдельных 
пропластков многослойного пласта проводится также, как в 
пласте однородном, только расчет температурного поля 
ведется не но формуле доверье, а по "формуле аддитивности". 

§2.Расчет нефтеотдачи при зидании забойных давлений 
п1. Оозор литературы.При постоянном расходе ( т . е . 

суммарной скорости фильтрации) ь каждый пропласток а 
предзаданноы поде температуры для определения нефтеотда­
чи неосходимо лишь знание распределения насыщенности. Вы­
числение поля насыщенности на основе теории Ьаклея-леве­
ретта при таких предположениях и являлось предметом изу­
чения всех работ, рассмотренных в §1 нГч-етодика, пред­
ложенная в п2 предыдущего параграфа, также относилась к 
случаю задания постоянного расхода в каждый пропласток 
и предзаданию температурного поля. 

На практике, однако, задаются не постоянные расхо­
ды нагнетательных скважин (галерей), а забойные давления. 
Таким образом, необходимо разработать методику расчета 
нефтеотдачи многослойного (и даже однослойного) пласта 
в неизотермическом случае при задании забойных давлений 
на нагнетательной и окснлуатационной галереях. Эта за ­
дача является существенно оолее сложной, чем задача оп-

%ак уже отмечалось, Фейерс[7]не считает поле температу­
ры предьаданным. Однако и он рассматривал задачу при 
постоянной суммарной скорости фильтрации. Кроме того , 
он сильно упростил задачу совместного определения полей 
насыщенности и температуры, пренебрегая потерями тепла 
) окружающие плпст породы. 



ределения нефтеотдачи Б неизотермических условиях при за ­
дании расходов: оказывается невозможным рассматривать рас­
пределение температуры независимо от распределения насы­
щенности ( даже при сохранении предположения о совпадении 
теплоемкостей воды и нефти). Действительно, в этом случае 
поля насыщенности б ( х , т ) , температуры Т ( х , т ) 
и суммарной скорости фильтрации однородного пласта подле­
жат определению из условий 

Ч . . " 5 ' . ° < х < ~ ' (61) 

1 
(63) 

"о Я(т) Н«(Т) 

К 2 "дг * " С 2 а Г ' о<*,г<*~ • | " > 0 ' ^ 

Т| 4 = о = Т 0 , 0 4 Х , 2 ^ - , (66) 

Цу Т Ц е 0 » Т , , * > о . Щ 

Здесь др (1 ) - перепад давления на расстоянии 1_ млду 
нагнетатедьнсй и э»сплуа1ационной галеренми; координатах 
направлена ьдоль пласта; 2. - перпендикулярно ему. 

Ь уравнениях (6ч-), (65) сохранена схематизация Ло-
херье. лак ьидьо ио ( 6 и ) - ( 6 7 ) , поля насыщенности и темпе­
ратуры зависят о? суммарной скорости фильтрации V (1 ) , 
котсран сама зависит как о* температуры, тьк и от носы-



ценности. 
В изотермическом случае замена временной перемен­

ной I по формуле [4, 35] 

с точностью до обозначений временной переменной переводит 
уравнение (60) в ( I ) , поэтому в изотермическом случав в о -
донасыщенность <5 определяется в функции х и Г . Зная 

б ( х , Т ) ( по формулам (5) и (6) ) , можно определить сум­
марную скорость фильтрации V в функции от Т , а затем, с о г ­
ласно ( 6 8 ) , и зависимость { от Т : 1 

1 I т • 

Это означает, что задача определения поля насыщенности при 
задании давлений в изотермическом случае сводится к зада­
че с заданием постоянной скорости фильтрации путем пере­
счета времени. 

В неизотермическом случае подстановка 0,6) задачу 
не упрощает. Действительно, поле температуры, а вместе с 
ним и относительная вязкость у в функции от времени Т , 
определенного согласно ( 6 8 ) , не известны. Это значит, что 
трудность расчета подстановкой (68) переносится на вычис­
ление температуры, а задача определения поля насыщеннос­
ти не отделяется от задачи определения температурного поля. 

Нам известны только две работы, относящиеся к рас­
сматриваемому вопросу. Это, во-первых, книга [ 3 6 ] , ьо -вто-
рых - работа [37_|. 

В начале гл. У1, своей работы А.А. Аббасов[зб]рас­
сматривает однородный пласт, заполненный однофазной жид­
костью, которая поршневым ооразом вытесняется жидкостью, 
обладающей теми же физико-хиьическими свойствами. В наг­
нетательной скважине поддерлинаются заданное постоянное 
давление и температура, отличная от начальной пластовой. 



Изучается влияние температуры на изменение .-о времени о т ­
носительного расхода Я / ( 1 ) = й ( г ) / 0 . о нагнетательной 
( или эксплуатационной) скважины ( й 0 - расход скважины 
до нагнетания горячей воды). Расчет температурного поля 
пласта ведется ъ двух различных постановках: 

а) "точной" схемы ( в смысле [зфи 
б) теплоизолированного пласта. 

Ъ [Зо]ь таблице автор приводит зависимость ц (X ) от 
оезраомерного времени Т . При изменении 1~ от нуля до 
200 Ц ( 1" ) возрастает более чем в 1,5 раза, однако 
раоница ь величине С}Д Т ) при учете потерь тепла в ок­
ружающие породы по "точной" схеме и без учета тепла не 
превышает 1,5/6.Основываясь на этом, А.А. Аобасов при рас­
смотрении задачи о вытеснении нефти горячей ьодой вычис­
ляет температурное поле без учета потерь тепла в окружа­
ющие пласт породы. 

Оказывается,однако, что безразмерное время Т =кио 
соответствует реальному времени порядка 311 суток для ве ­
личин теплофизическнх констант, характерных для нефтя­
ных пластов. За такое незначительное время, по сравнению 
со временем разработки нефтяных месторождений ( 1и-2ияет), 
влияние потерь тепла в окружающие пласт породы на темпе­
ратурное ноле его очень незначительно. Кроме того, ссы­
лаясь на работу В..А. Авдонина и Л.И. Руоинштейна [1ь] , 
А.А. Аббасов предполагает практическое совпадение скач­
ков насыщенности при изотермических и неизотермических 
условиях фильтрации. Зто предположение ь данной ситуации 
остается совершенно неооосиоьанным, так как вывод о прак­
тическом совпадении скачков насыщенности при изотермичес­
ких и неизотериических условиях фильтрации в [1С)] относил­
ся к однородному пласту при задании постоянных расходов, 
а не забойных давлений. Поскольку предположение о совпа­
дении скачков насыщенности при изотермических и неизотер-
иических условиях фильтрации имеет для методики А.А. Аб-
басова существенное .значение, ее нельзя признать сколько-



няоудь удовлетворительной. Количественные же результаты 
ее не позволяют судить о влиянии условий неизотермично­
сти фильтрации на нефтеотдачу в реальных условиях экс ­
плуатации пластов из-за отмеченной краткосрочности прог­
нозирования. 

Авторы второй р'.боты [37]А.Г. Спилетт и Р.л. Нильсен 
ставили перед собой конкретную цель - приблизиться как 
ао.кно ближе к условиям эксплуатации месторождения окуне-
бик. /1ми был выделен участок реального пласта, на котором 
было расположено четыре эксплуатационных и дье нагнета­
тельных скважины. Расчет полей температуры и насыщенно­
сти проводился конечно-разностным методом, при этом в на­
правлении простирания пласта было размещено Зч узлов к о ­
нечно-разностной сетки, так что иежду некоторыми скважи­
нами располагалось не более 1-г узлов. Очевидно, что при 
такой сетке можно рассчитывать на получение лишь весьма 
приближенной Информации о распределении насыщенности ь 
пласте. Между тем, авторы, не задумываясь над вопросом 
о целесообразности этого , учитывают множество деталей, 
заведомо вносящих минимальный вклад ь отклонение неизо-
териической нефтеотдачи пласта от нефтеотдачи изотерми­
ческой. Так,они учитывают сжимаемость воды и нефти, их 
термическое расширение и т .п . I то же время температур­
ное поле они рассчитывают с большой погрешностью: ошиб­
ка на отдельных участках может достичь величины порядка 
1ш° Р при температуре нагнетаемой воды чьи 0 Р . При 
столь приближенном расчете температуры л выбранной сетки 
учет всех перечисленных деталей совершенно нецелесообра­
зен. Таким образом, публикация работы Спиллета и Нильсе­
на в методическом отношении никак не продвинула вперед 
решение проблемы определения влияния термических фак­
торов на нефтеотдачу пластов. 

н<* .Методика расчета нефтеотдачи однородного пласта 
Решение задичи ( ьи ) - ( 67 ) требует весьма оолынх 
затрат машинного ьремени при применении ЬЬЦМ. Цель же 



нашей раооты состоит в разработке методики, пригодной 
для серийных расчетов на ЗЬЦй среднего класса. 6 связи 
с этим необходимо пользоваться каким-то приближенным 
алгоритмом, не приводящим к существенным погрешностям. 
Для задания такого алгоритма воспользуемся соображениями 
по аналогии. 

В одной иа ранних работ [ЗУ] , посвященных анализу 
температурного поля однородного пласта при нагнетании в 
него через скважину жидкости с температурой, отличной от 
начальной пластовой, температура пласта определялась с 
помощью коэффициента теплообмена а между пластом и окру­
жающими его породам*.. Этот постоянный коэффициент тепло­
обмена сС в [ЗУ] определялся исходя из априорных с о о б ­
ражений. Г.Е. малофеев [ 8 ] сопоставил решение аналогичной 
линейной задачи ( с постоянным ос ) с экспериментальными 
данными, полученными им на линейной модели пласта. Ока­
залось, что решение линейной задачи дает удовлетворитель­
ное совпадение с результатами эксперимента лишь для ма­
лых времен. Однако он показал, что если в это решение 
внести коэффициент « : ( + ) , зависящий от времени и опре­
деленный путем наложения теоретической кривой на экспе­
риментальную, то расчет по такой "исправленной" формуле 
дает вполне удовлетворительные результаты. 

Этот вывод Г.Е. малофеева позволил предположить, 
что если в формулу Доверье, полученную интегрированием 
системы (6ч) - (67) при постоянной V ввести V ( т ) пе ­
ременную, то результат должен оказаться слизким к тому 
результату, который оыл бы получен интегрированием ее 
при этой переменной V ( I ) . это предположение оыло 
проверено Н.А. АРДОНИНЫМ и К.С. Белогдазовым [гб] . 
Оказалось, что для получения зтим методом хорошего 
совпадения результатов расчета с решением системы ( 6 ч ) -
(67) методом конечных разностей, необходимо в формулу 
Ловерье ввести скорость фильтрации ~> ( Г ) , осреднен-
ную.следующим ооразом: 



о 

Это означает, что температурное поле однородного пласта 
определяется нами по следующей приближенной формуле 

( Обозначения теплофизических констант такие же, как в 
формуле (15) ) . 

Б дальнейшем мы пользуемся следующей методикой ре­
шения системы ( ь 0 ) - ( о 7 ) . Пусть известны распределения тем­
пературы Т I. х , т к ) и насыщенности б \, х , г к ) для 
момента времени г<и суммарная екорость фильтрации V ( т } ) 
для ] = 1 1 , 1 , . . . , к. Принимая Т ( х , т к ) и б ^ X , 
г*. ) постоянными за промежуток времени от г* до г к + , , 

из уравнения (63) находим V ( г к + 1 ) • После этого по фор­
муле Ловерье с V ( ) , определенной согласно ( 6 9 ) , 
вычисляем поле температуры Т ( х , 1:к+-1) • Зная у ( кк+\ ) 
и Т ( х , 1 > . ) , из конечно-разностной аппроксимации 
уравнения (Г>0) находим распределение насыщенности б ( х , 

*х + 1 ) • 

Для численного решения уравнения Баклея-Леверетта 
использовалась его конечно-разностная аппроксимация ( 4 4 ) , 
иодрооно исследованная в предыдущем пираграфе. единствен­
ное отличие заключалось в том, что шаг по времениДг к + 1= 

- 1 К выОирался переменным исходя из условия 

д1р = ) (71) 

где у 5 ( 1 К -ц ) нолучзно из ( 7 ) , если в это уравнение 



вместо V подставить V (+*• ! )> 
Нахождение V (. г к + 1 ) из уравнения (63) не представ­

ляет затруднений вычислительного характера. 
Небольшое изменение предложенной выше методики поз ­

воляет на основе теории Баклея-Леверетта рассчитывать так­
же вытеснение загустевающей нефти, если не происходит ее 
структурирования. Действительно, пусть при температуре Т 3 

( Т, < Т } < Т„ • где Т 0 - начальная температура пласта, е 

а Т, - температура нагнетаемой воды) кривая вязкости неф­
ти имеет вертикальную асимптоту, т . е . при Т ( х , н е ф т ь 
становится неподвижной; пусть далее, для "Пх>т)>Т }нефть 
остается ньютоновской жидкостью. Тогда в области, где 
Т ( х , г ) < Т} из основного уравнения ( I ) получаем 
ЬУ/ъ* = 0 ( так как <̂  = I при =.Нв/ин = и ) « ' г ' в ' 
ЪуЪ\ • 0| что и означает застывание нефти. Введение 

псевдовязкости в уравнение ( I ) нарушает условие д%^=0 
при Т(х,|)< Т} ( так как в этом случав из уравнения 
получаем М/ы^а* д*&/дх* ) , поэтому расчет следу­
ет вести следующим образом. На каждом временном слое 
^x определяется точка х{ разноетной сетки, такая, 
что Г ( Х 1 ' , * < ) 4 Т 3 , а Т С^'+Дх.тк ) >Т 3 . После э т о ­
го расчет по конечно-разностной схеме (4ч) ведется толь­
ко в области справа от точки X;'. 

В предложенной методике расчета неиаотерыической 
нефтеотдачи однородного пласта самым существенным упро­
щением является расчет температурного поля по формуле 
Доверье (70) с переменной скоростью фильтрации, осред-
ненной по формуле ( 6 9 ) . Поэтому неооходимо оценить вли­
яние погрешности в вычислении температурного поля на точ­
ность определения нефтеотдачи. 

Обозначим через Т ( х , ! ) вычисленную температу­
ру, черев Т ( х , г ) - , ,истиниое"ее значение, а через 
6 ( х , г ) и . 0 * ( х , 4 ) - соответствующие ин поля насы­
щенности. Пусть далее, 4 ( I ) и I ) - соответствующая 
нефтеотдача ( определенная согласно ( 5 9 ) ) . Наконец, че-



рез й ( г ) = 1 2 ( г ) - 2* I % ) обозначим погрешность ь 
вычислении не.ртеотдачи, вызванную погрешностью в вычисле­
нии ноля температуры. 

Интегрируя уравнение Ьаклен-ловерегтз (60) по х 
от нуля до Ь , получаем 

о 

соответственно 

Отсюда 

Разложим / И .) у> С "̂*, >»*)|х_ в окрестности точки ф)ф(б,$ 
в ряд Тейлора, ограничиваясв линейными членами разложения 
и пренебрегая разностью V V ^ ) - У\ т ; I поскольку V ) 
менее чувствительно к возмущениям ноля насыщенности, чем 
<Р ( 0 , ц )). Получаем 

Приближенная замена (б* - (Г )| Х г 1 ^ иа ~^(в '-б)(1>с 
дает о 

( б ' - б ) | Х г 1 = - 2 ( 1 - ^ ) Г г Ш . 

Таким образом, получаем следующее обыкновенное дифферен­
циальное уравнение первого порядка относительно 8*п(Х); 

^8\(Ь)*Г(Ц8\(*) + фЦ) = 0 , ( ?2 ) 



где • 

Интегрирование уравнения (72) дает (с учетом начального 
условия о"*^ (0) = 0 ) 

* _Гр(л)<М , 

о 

аак видно из ( 7 3 ) , величины Р ( г ) Ц ф ( I ) , а 
значит и с?*^ ( 1 : ) , зависят от изменения во времени вели­
чин V ( Ь ) , ( Т - Т * ) | х = и и 6 (1 - ,+- ) . Поэтому да ­
дим лишь несколько общих соображений о характере измене­
ния величины 8 ч 11") • 

Во-первых, из (73) видно, что 8*1 ( {- ) = и до тех 
нор, пока ( Т - Т * ) | х , ь = 0 ( т . е . пока возмущение тем­
пературного поля не дошло до точки х = 1_ ) или пока 
0 ( Ь , " Ь ) = б , ( так как в этих случаях ф ( I") = 0 ) . 
Ео-вторых, после того, как (3 ( х » * ) ] , , , . стало близким 
к 6"г, ф I т ) и Р\ г ) практически равны нулю, так как 
производные функции«/( б",у ) равны нулю при предельных 
значениях насыщенности. Это означает, что характер изме­
нения 8 у ([) таков: при т < 1 8*г^ ( ( ) г 0, при 
1 ; < 1 < 1 8*4 ( с ) является непрерывной, хотя и, оыть 
может, не монотонной функцией времени ( так как ф к I ) 
может менять знак в зависимости от знака разности 
( Т - Т * ) | х = 1 ) . При "I >{ 8*у(\) практически уже 
не меняется, т . е . остается равной 8 

1)замдтим, что Р ( * ) > 4 и, т . е . всегда 
ехр[ - | Р ( Л ) С ! Л ] < 1 . 



пЗ. Применение разработанной методики для расчета 
нефтеотдачи многослойного пласта.лак ухе указывалось, 
мы рассматриваем многослойный пласт, сложенный из плос­
копараллельных гидравлически разоощенных, но термичес­
ки контактирующих пропластков. Такая схема далека от струк­
туры реальных неоднородных пластов, тем не менее рассмот­
рение ее имеет существенное прикладное значение, посколь­
ку позволяет делать выводы об условиях фильтрации в реаль­
ных пластах. Заметим, прежде всего, что с прикладной точ­
ки зрения интересно рассматривать такие модели многослой­
ного пласта, на которых термичеокие аффекты могут прояв­
ляться наиболее отчетливо, - модели пластов, в которых 
контактируют пропластки резко различной проницаемости.С 
инженерной точки зрения очевидно, что пласты, в которых 
колебания проницаемости невелики, при расчете следует 
трактовать как однородные. 

Наши расчеты проводились на модели двух- и трех­
слойного пластов при отношении проницаемостей отдельных 
пропластков 1:10 и 1:10:2 соответственно ( результаты 
этих расчетов сообщаются в следующей статье настоящего 
сборника). Расчеты показали, что если начальные скорости 
фильтрации в соседних пропластках отличаются больше, чей 
в 3-5 раз, то влиянием менее проницаемого пропластка на 
более проницаемый можно полностью пренеоречь. Зто поз­
воляет вести расчет нефтеотдачи многослойного пласта при 
задании забойных давлений в два этапа. Сначала рассчиты­
вается нефтеотдача ^ ( г ) и суммарния скорость фильтрации 

V (•(• ) в наиболее проницаемом пропластка с пренебрежени­
ем влияния нагнетания воды в пропластки менее проницаемые. 
Таким ооразом, на нервом этапе расчета аласт рассматрива­
ется как однослойный однородный. На втором этапе расчета 
вычисляются нефтеотдачи и скорости фильтрации менее про­
ницаемых пропластков. Влияние температурных полей более 
проницаемых пропластков учитывается посредством "форму­
лы аддитивности", так как распределение скоростей филы-



рации в этих пропластках ухе найдено. Возможность рас­
смотрения наиболее проницаемого пропластка как однород­
ного пласта основывается на том, что температурное воз ­
мущение менее проницаемых пропластков свазывается лишь 
в окрестности нагнетательной галереи, причем со вре­
менем это влияние становится менее заметным, так как 
увеличение скорости фильтрации со временем в более 
проницаемом пропдастке происходит намного быстрее, чем в 
пропластках менее проницаемых. 

Заметим в заключение, что вся методика расчета без 
изменений переносится на радиальный случай. Действитель­
но, замена пространственной переменной по формуле 

( - расход нагнетательной скважины на единицу мощности 
пласта) переводит уравнение Ьаклея-леверетта и формулу 
Ловерье из линейного случая в радиальный (см..например, 
[ 1 2 ] ) . 

Автор пользуется возможностью выразить свою искрен­
нюю благодарность научному руководителю профессору Л.И. 
Рубинштейну за постоянную поддержку и помощь в этой работе. 
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РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА НЕФТЕОТДАЧИ ПРИ 
ПОСТОЯННОЙ И ПЕРЕМЕННОЙ СУММАРНОЙ 

СКОРОСТИ ФИЛЬТРАЦИИ 

А.А. Буйкис 
§1« Исходные модели пласта и значения параметров 

Расчеты нефтеотдачи при неиэотермических условиях 
фильтрации проводились для моделей двух- и трехслойного 
пласта.. Ь обоих случаях принималось, что пласт состоит 
из соприкасающихся, но гидравлически разобщенных про­
пластков одинаковой мощности И=5м и пористости т =и,2. 
Проницаемости пропластков принималась равными 25 и 250 
нилидарси (мд) для двухслойного пласта и 25,250 и 50 мд 
для трехслойного пласта, причем в случае трехслойного 
пласта центральным являлся наиболее проницаемый пропла­
сток (250 мд).Расстояние Ь между нагнетательной и эксплу­
атационной галереями принималось равным 376 м. Краевое ус­
ловие (1 .41) для конечно-разностной схемы (1 .44) зада­
валось при Ц= 4цо и . 1 ) 

Ооъемныс теплоемкости воды с„ , пласта с , , и ок­
ружающих пласт пород сг принимались равными 1000,750 и 
650 ккал/м 5 о С, коэффициент теплопроводности окружающих 
пород *г= 36 ккал/м сутки ° С , начальная температура пла­
ста Т 0= 60°С, температура нагнетаемой в пласт воды 

Т, = ЮбС или 100°С. 
Фазовые проницаемости воды ^ ( 0 ) я нефти ( 6 " ) 

|ри ссылках на формулу из первой налей статьи в насто­
ящем сборнике, перед номером соответствующей формулы 
в скобках ставится Т. 



задавались выражениями ( б - водонасыщеиность) 1) 

( " 8 ( 6 - 6 , ) Ч б > Я , ; а, = 1 ,55; 
( I ) 

б»<5г; 
3В = 2 , 2 0 ; 
6, щ 0,80. 

(2) 

Ьязкости воды р в(т)и нефти^н(т)в функции от темпе­
ратуры задавались равенствами 

с , = 0,419 ; 
Й $ - 0,0315; 

( 3 ) 

Си +бнТ 

С Й = - 0,049 ; 
4н* 0,0053 • 

(4) 

Для иллюстрации характера этой зависимости приведем 
значения для нескольких значений Т . 

•^Зависимость фазовых проницаемостей от насыщенности по ­
лучены методом наименьших квадратов из эксперименталь­
ных данных, полученных Уфимский нефтяным институтом для 
сцементированных песков. При выбранных фазовых проница-
емостях максимальная возможная нефтеотдача равна 7ь,74?». 
Здесь и везде в дальнейшем нефтеотдача дается в ,» от на­
чального нефтесодеркания пласта ( т . е . 7 ( 1 ) в равенствах 
(Т.57) и (1 .59) должно умножаться на 1Ш). ' 
ЗДа интервале 40-140°С температурная зависимость вязкости 
нефти совпадает с кривой гязкости пластовой нефти из сква­
жины »е245 Х1У горизонта месторождения Узень ( по данным 
Всесоюзного нефте-газового научно-исследовательского ин­
ститута (ВНИИ)). На интервале 11МООС ход температурной 
зависимости получен с помощью экстраполяции. 



Т ( 0 С ) 9,25 ю 15 30 40 60 100 
ОО гъь 33 9,1 6,1 3,7 2,1 

Таким образом, в области низких температур рассмот­
рена быстро загустевающая нефть, а в области высоких -
маловязкая. Ь рассматриваемом интервале изменения темпе­
ратуры.(от 10 до 1ао°С) вязкость нефти изменяется в 121) 
раз, в то время как вязкость воды только в 5 раз ( от 1,4 
спз при Ю°С до 0,28 спз при ЮО°С). 

При расчете процесса вытеснения загустевающей неф­
ти рассыатривалисв два случая: I ) нефть застывает при 

= 21РС; 2) застывание происходит при 30°С ( вяз­
кость нвцли в области температур, больших 4ооС, оставалась 
прежней, т . е . рассчитывалась по формуле ( 4 ) ) . 

Тогда в первом случае имеем 

сн
 г - 0,163 ; гО*С<Т4 4 0 ' С , (5 ) /1и - 0.00815 5 

во втором 
С Н = - 0 ,489; 

4м' 0,0163 ; 
3 0 ' С с Т 4 40°С (6) 

Примем для дальнейшего следующие обозначения. Ин­
декс " 1 " относится к высокопроницаемому пропластку 
(250 мд) , " 2 " - к наименее проницаемому (25 мд) , а "3 " -
к пропластку с проницаемостью 50 мд. онак над какой-
нибудь величиной обозначает ее значение при изотермических 
условиях фильтрации. Через (1) обозначим точное значе­
ние нефтеотдачи 1-го пропластка, определенное интегри­
рованием уравнения (1 .5 ) ) при задании постоянного рас­
хода) . Наконец, через ошЭДФчК*)) обозначим разность 



между нефтеотдачей при нагнетании воды с температурой, 
большей (соответственно, меньшей) начальной пластовой 
температуры и нефтеотдачей при изотермических условиях 
Фильтрации, а через 6 Г ^( { ) обозначим (5^1 ( г )~ 8*1' (^)-

§2 . Результаты расчета нефтеотдачи при постоян­
ной скорости внедрения воды в каждый пропласток 

п1. Результаты расчета нефтеотдачи двуслойного пла­
ста . Для расчетов при постоянной скорости фильтрации V 
оыли заданы следующие ее значения: для высоколроницаемого 
пропластка 0,41 м/сутки, для малопроницаемого - и,041м/сут-
ки. Заметим, что приняты весьма большие значения скоростей 
фильтрации в обоих пропластках: потребовался бы перепад 
давлений порядка 300-400 атмосфер, чтобы обеспечить такие 
их величины. Столь большие скорости фильтрации были выб­
раны из расчета, чтобы скачок насыщенности прошел эксплуа­
тационную галерею в малоироиицаомом пропластке через 2-3 
года - иначе счет стал бы бессмысленным: из материального 
баланса следует, что при задании расходов &у(1)= 0 , если 
скачки насыщенности эксплуатационную галерею еще не прошли 

В таблице I приведены результаты расчета нефтеот­
дачи малопроницаеиого и высокопроницаемого пропластков. 

Таблица I . 

1 (годы) 2 5 8 10 

Ш*) 46,86 56,45 59,85 61 , ЗЬ 

Ь ( г ) 47,55 56,50 53 , 5 9 60 ,У1 

6Чг(т) -0 ,01 0,23 0,35 0,38 

Мг\\) 0,02 - 0 , 3 5 -0 ,67 -0 ,82 

-0 ,03 0,5В 1 , 0 2 1,20 

ъ ш 65,56 69,88 71,54 72,21 



Сравнение ^, ( г ) с ц* (т) показывает, что в этом 
случав погрешность в вычислении нефтеотдачи по конечно-
разностному уравнению (1.44) не превышает 0,7> от поро-
вого объема пласта.Величины ^ 2 ( г ) = - 0,01# (соответ­
ственно 1 _ 0 2 ( Ч ) • 0 , 0 2 » при 1 = 2 года - погрешности 
счета, так как к атому моменту скачок насыщенности экс ­
плуатационную галерею еще не прошел. Таким образом, хотя 
ошибка в вычислении самой нефтеотдачи к этому моменту до­
стигла максимума ( 0 , 7 » , ошибка в определении о°^(г) на 
порядок меньше и составляет лишь и,03,6 ( это отмечалось 
также в предыдущей статье ) . 

В таблице не приведена разность между нефтеотдачей 
при нагнетании горячей и холодной воды 6^,(г)для более 
проницаемого пропластка, так как с точностью до погреш­
ности счета она равна нулю на всем рассматриваемом интер­
вале времени. 

Напомним, что на рассматриваемом интервале темпера­
тур ( от 1и до 16\>бС) относительная вязкостьц(Т)=и в(т) /ф м(т) 
изменяется очень сильно ( в 25 р а з ) : 

6 , 55 -Ю' 2 4 у (Т) 4 0,135 . ( ? ) 

Несмотря на такое изменение ц ( т ) , нет никакого 
влияния неизотермичности на нефтеотдачу в более прони­
цаемом пропластке. Это мозволяет утверждать, что в од ­
нородном пласте при гадании постоянной суммарной скоро­
сти фильтрации можно пренебречь влиянием неизотермично­
сти условий фильтрации на нефтеотдачу, т . е . подтвердить 
;.ывод, сделанный в работе [1]для рассмотренного в ней 
конкретного случая. 

Как видно из таблицы I , влияние нагнетания горячей 
или холодной воды на нефтеотдачу незначительно также и в 
менее проницаемом пропластке - к 10 годам разница 0^2(О 
достигает только I»2,о. хотя к атому времени через более 
проницаемый пропласгок прошло 20 поровых объемов воды 
и охлаждение ( или прогрев), как видно из рис .1 , ухе 
существенно сказывается на ноле температуры в менее про-



ницаемом пропластхе. 

Рис .1 . Распределение водонасыщенности ёг(хд) 
(кривые I ) и нормированной к единице темпе­
ратуры и ( х , * ) (кривые с) вдоль малонроница-
емого пропластка. 
а - 1=1 года; 6 - \ = 5лет; В - с =1и лет. 

Из этого можно сделать следующий общий вывод. Если 
суммарные скорости фильтрации в каждом пропластке поддер­
живаются постоянными, то влияние неизотермичности «слоьий 
фильтрации незначительно не только в высокопроницаемом, 
но и в менее проницаемых проппастках. Только в особых 
случаях ( когда, например, малопроницаемый пропласток 
малой мощности расположен между двумя высопроницаемыми 
или когда рассматривается чрезвычайно вязкая нефть) 
нагнетание холодной или гооячей воды может заметно пов­
лиять на нефтеотдачу малопроницаемых пропластков. 

Эта незначительность влияния неизотемичности на 
нефтеотдачу обусловлена тел, что в принятой схеме (ког ­
да поддерживается постоянство ьо -времени суммарной с к о -



рости фильтрации в каждой пропластке ) не учитываются 
различные изменения во времени фильтрационных сопротивле­
ний этих пропластков, а следовательно, и ..вменение со вре­
менем отношения скоростей фильтрации в них. Учет изменения 
фильтрационных сопротивлений отдельных пропластков приво­
дит к совершенно другим выводам о слиянии неизотермич­
ности на нефтеотдачу в однородных и слоистых пластах 
( см. § 3 ) . 

п2. Оценка погрешности расчета. Для окончательных 
расчетов по конечно-разностной схеме (1.44) были выбраны 
следующие величины шага но пространству и псевдовязкости: 
Ах = 2,5 м, а г = 1,5 м^/сутки. Так как величина скачка 
насыщенности б 8 из уравнения (1 .8 ) при т 0 = 60°С равна 
0,4926, а У5 = 0,4888 м/сутки, то условие (1.45) дает для 
шага по ьренени величину = 5,115 суток. 

Для вычисления погрешности найденной величины нефте»-
отдачи малопроницаемого пропластка, вызванной ошибкой в 
определении температурного ноля, воспользуемся приведен­
ными на рис.1 кривыми распределения температуры и насы­
щенности в нем. Рассмотрим для определенности случай ох­
лаждения, как видно из этого рисунка, к двум годам темпе­
ратурное влияние на эксплуатационной галерее еще не сказа­
лось. Разность ( т - Т * ) | х = и становится отличной от нуля 
приблизительно через х =2,5 года. К этому времени б|,(.?0,4 
и Р = 0,4 Ю - 2 . К пяти годам <5| Х е Ь 20 ,55 , Т | „ ь =520С. 
лак следует иа оценок, приведенных в [ 2 ] , ошибка в опре­
делении температуры при принятых скоростях фильтрации не 
превышает 1:ь, т . е . ( т - т* )| < 0,5°С. Это означает, что к 
пяти годам Р =0,17 Ю - 2 ; " "ф =0,11 10-4. Подотавляя в 
интеграл (1 .74 ) средние за этот промежуток значения Р(т) 
и фЦ) , получаем м о о 

900 
т . е . ошибка в определении нефтеотдачи малопроницаемого 
пропластка к пяти годам может достичь 0,16$ от начального 



нефтесодеряания пласта.Очевидно, что с прикладной точки 
зрения с такой ошиской можно не считаться. 

Ь связи с ма.юстью влияние неизотермичности условий 
фильтрации на нефтеотдачу двухслойного пласта расчет ее 
для трехслойного пласта при задании постоянной скорости 
внедрения в каждый пропласток не проводился. 

§3 . Анализ результатов расчета нефтеотдачи и с к о ­
рости фильтрации при задании ьабоиных давлений 

и ! . Вытеснение не.ди водой из однородного пласта. 
Наиболее проницаемый (250 мд) пропласток двухслойного (или 
трехслойного) пласта можно рассматривать при расчете как 
однородный пласт, так как влияние на него температурных 
полей менее проницаемых пропластков пренебрежимо мало 
( при выбранных параметрах). 

Примем для дальнейших расчетов^), что перепад давле­
ний лр(т) между нагнетательной и эксплуатационной галере­
ями постоянен и равен 40 атмосфер ^одинаков для всех про­
пластков) . 

На рис.2 (кривая I ) показана нефтеотдача наиболее 
проницаемого пропластка "ри изотерических условиях фильт­
рации, а в таблице 2 приведены величины нефтеотдачи, ха ­
рактеризующие процесс вытеснения ие^ти из этого пропластка. 

Таолица 2 . 

1; (годы) 2 5 8 10 15 2и 

Ь (т) 47,7 57,5 60,8 62,и 63,о 64,5 

0 о,г 0,3 0,4 0.5 0,6 

&(*) 0 - 0 , 4 - о ,6 -и ,8 - 0 , 8 

о 0,6 0 , 9 1,1 1,3 1,4 

величины параметров расчета (шаги конечно-разностной 
сетки, а 2 ) приводятся в конце этой статьи ( §5 . ) . 



Рис. 2 . Нефтеотдача при изотермических усло­
виях» фильтрации. 
1 - высокопроницаемый иропласток (251ыд); 
2 - малопроницаемый пропласток (25 мд); 
3 - пропласток с проницаемость») 50 мд. 

Влияние"на нефтеотдачу погрешности в вычислении тем­
пературы начинает сказываться только через 10 лет эксплуа­
тации, причем максимум функции Ф(т)( из ( 1 .74 ) ) достигает 
только 1о -10~°( это связано с тем, что к этому моменту 
времени б| х = и > и ,7 , т . е . Эч ' /ЭТ весьма мало). Отсюда 
ясно, что с ошибкой в определении нефтеотдачи высокопрони­
цаемого пропластка можно не считаться. 

На рис. 3 показано изменение во времени суммарной 
скорости фильтрации в этом пропластке. Как видно из рисун­
ка, до двух лет скорости фильтрации при нагнетаниь горя­
чей и холодной воды практически совпадают ( к двум годам 
кончилась безводная эксплуатация высокопроницаемого про-



ялаетка. и нефтеотдача его достигла почти 5о>ь, т . е . 2/3 
от 1*зможной)1 Поэтому разность в нефтеотдаче при нагнета­
нии горячей и холодной воды невелика ( к 20 годам она мень­
ше 1,5/4, хотя к этому времени скорости фильтрации различа­
ются более чем в два раза, причем при нагнетании горячей 
воды через пропласток прошло 18 норовых объемов воды, а 
при холодной - только I I ) . 

— 1. I I -

Рис.3. Скорость фильтрации в однородном 
пласте (пропласток с проницаемостью 251) мд). 
1 - нагнетание горячей воды ( Т, = 1Ш°С) ; 
2 - изотермическая фильтрация ( Т = 6 0 % ) ; 
3 - нагнетание холодной воды ( Т, = Ш ° с ) ; 
4 - застывание ( Т 3 = 20°С,Т,« Ю°С) ; 
5 - застывание (Т 3 = 30°С, Т ,=5°С) ; 
6 - "тепловой вал". 



Рассмотрение задачи совместного определении полей 
насыщенности, температуры и скорости фильтрации приводит 
к картине, качественно отличной от той, которая имеет 
место при задаиии постоянных расходов: при учете изменения 
Фильтрационного сопротивления пропластка обнаруживается 
различное протекание процесса вытеснения нефти водой в 
зависимости от того, выше или ниже температура нагнетаемой 
коды начальной пластовой температуры. 

В первом случае (когда Т , > Т 0 ) скорость фильтра­
ции непрерывно растет. Ьхо объясняется двумя причинами: 
во-первых, тем, что нефть замещается водой, обладающей 
меньшей вязкостью, чем нефть; во-вторых, тем, что в любой 
точке пласта с ростом времени температура увеличивается, 
вызывая уменьшение вязкости воды и нефти и,тем самым, 
дальнейшее уменьшение фильтрационного сопротивления 
пласта.При нагнетании холодной воды температура пласта 
постепенно понижается и через некоторое время, когда вы­
теснение нефти уже протекает медленее (поскольку основная 
масса нефти наиболее проницаемого пропластка вытеснена), 
фильтрационное' сопротивление этого пропластка начинает 
увеличиваться ьвиду увеличения вязкости воды (и остав­
шейся нефти). Из рисунка 3 ьидно, что при выбранных па­
раметрах фильтрационное сопротиьление начинает увеличивать 
ся через 10-12 лет с начала эксплуатации. Этот момент 
достигается тем быстрее, чей меньше отношение вязкости 
нефти к вязкости воды (при прочих равных условиях). 

На рисунке 3 показано также влияние застывания 
пластовой нефти на изменение скорости фильтрации в этом 
пропластке. Кривая ч относится к случаю, когда температура 
застывания Т, = 200С, кривая 5 - к случаю Т 3 = 31)°С 
( при Т} =30°С температура нагнетаемой воды Т, , принима­
лась равной 5°С) . Как видно из этого рисунка, влияние 
застывания не /̂ти на скорость фильтрации ( и, тем самым, 
на нефтеотдачу) при Т 3 = 2оос весьма мало. При Т,=30°С 
и Т , =5°С это влияние более значительно, однако нет качает-



венного различия между охлаждением пласта ( т . е . нагнетанием 
холодной воды) и охлаждением пласта с учетом застывания. 
Подчеркнем еще раз, что при расчете предполагается, что, 
во-первых, при температурах, больших температуры застывания 
Т 3 , нефть является ньютоновской жидкостью, во-вторых, 

при застывании не выделяется скрытая теплота кристал­
лизации (учет теплоты фазового перехода приводит к рас -
смотернию более общей системы уравнений [ 5 ] ) . 

Из проведенного расчета вытеснения нефти водой из 
однородного пласта при задании забойных давлений можно 
сделать 'следующие выводы. 

Ь однородном пласте при задании забойных давлений 
неизотермичность условий фильтрации не оказывает значи­
тельного влияния на его нефтеотдачу, эта незначительность 
влияния обусловлена той же причиной, что и при задании 
постоянного расхода: фронт температуры в однородном пла­
сте отстает от скачка насыщенности в несколько раз. При 
задании давлений весьма существенно, однако, меняется 
скорость фильтрации: для выбранных параметров скорость 
фильтрации аа 21) лет при нагнетании горячей воды возра­
стает в 7 раз , при изотермических условиях фильтрации -
в 5 раз,( при нагнетании холодной воды скорость фильтрации 
меняется немонотонно). Аз столь сущестьенного изменения 
скорости ^льтрации следует, что выводы, полученные из 
расчета при заданной постоянной скорости фильтрации, 
нельзя применять к случаю, когда заданы забойные давления. 
Например, при задании постоянной скорости фильтрации раз­
ность между нефтеотдачей при нагнетании горячей ьоды и 
нефтеотдачей при нагнетании воды холодной, как уже отме­
чалось, тождественно равна нулю до тех пор, пока скачки 
насыщенности не прошли эксплуатационную галереи. 1|ри 
гадании забойных давлении это уже не имеет места. 

п2. Не.ртоотдача двухслойного пласта.Так как чис­
ленная проверка показала, что влиянием «алопроницаемого 
(25 мд) пропластка на высоколроницаемый (2ЬУ МД) можно 



пренебречь, то для последнего остаются в силе результаты 
предыдущего пункта. 

Рассмотрим вытеснение нефти из малоироницаемого 
пропластка. Нефтеотдачи его при изотермических условиях 
Фильтрации показана на рисунке с' (кривая 2 ) . Ь таблице 3 
приведены величины г[({), 6^(1) , ) , 8 ч ( т ) этого 
пропластка для некоторых моментов времени. 

Таблица 3. 

г (годы) 3 5 8 10 12 Г5 1о 18 20 

? г С * ] 6,6 11,3 18,7 23,9 29,ч 38,2 41,4 48,0 49,8 

Тф) №,1 0,2 0,7 2,6 5 , - 6,2 2,4 2,2 

-0,1 - о , 3 - 1 , 1 - 1 , 5 - 2 , 5 -4 ,9 - 5 , 7 - 7 , 5 -*.з 

б ? 2(0 0,2 0,5 1,8 З.ч 5,5 10,0 И , 9 9,9 6,5 

Разница между вытеснением нефти горячей и холодной 
водой наглядно представлена на рисунке 4, на котором пока­
зано распределение водонасыщенности вдоль малопроницаемо­
го пропластка. Для сравнения показана каотина распределе­
ния водонасыщенности в более проницаемом пропластке. Из 
этого рисунка видно, что к 15 годам нефто практически 
полностью вытеснена из более проницаемого пропластка. В 
малопроницаемом же пропластке водо-нефтяной контакт при 
охлаждении находится еще на расстоянии 100 м от эксплуа­
тационной галереи и даже при нагреве нефтеотдача этого 
пропластка достигала лишь 57# от возможной ( при выбранных 
кривых фазовых проницаемостей). 

Из рисунка 4 и таблицы 3 видно, что в малопроница-
еном пропластке нагнетание горячей воды дает весьма с у ­
щественную дополнительную нефтеотдачу по сравнению 
с нефтеотдачей при нагнетании холодной воды. Максимальная 
величина 5»2(+) достигается в момент, когда зона резкого 



изменении насыщенности при нагнетании горячей воды дости­
гает эксплуатационной галереи. Это происходит при I =16,5 
лет и в этот момент величина щ достигает 12,3/с от началь­
ного нефтесодержания пласта. 

в ад А» I ' «> 

Рис.ч. Распределение водонасыщенности вдоль 
пласта к моменту времени 1Ь лет. 
I - изотермическая фильтрация в высокопрони­
цаемом пропластке; 2 - нагнетание горячий 
воды в малопроницаемом пропластке; 2 - наг­
нетание холодной воды ь малонроиицаеыон про­
пластке. 

Столь сильное влияние неизотермичности условий 
фильтрации объясняется тем, что к моменту окончания 
безводного периода эксплуатации малопроницаемого про­
пластка скорости фильтрации при нагреве и охлаждении отли­
чаются почти в два раза (см. кривые 1и 3 на рис. 5 ) . 
Различия же в скоростях Фильтрации вызваны сильным нагре­
вом (соотвестленно охлаждением) соседним высокопроница-
емым пропластком зоны, богатой нефтью: при нагреве тэм-



пература на водо-нефтяном контакте к 15 годам достигает 
1Ъ!о от максимальной, а область вблизи нагнетательной га ­
лереи, в которой еще находится почти 1и> нефти, содержав­
шейся в этом пропластке в начальный момент, нагреты I ох ­
лаждена при нагнетании холодной воды) оолее чем на 80#. 

1 1 . 

3 • 0 (МЬ> 

Рис .5 . Скорость фильтрации в малопроницаемом 
пропластке. 
1 - ь - то же, что на рис.3; 7 - раздельная 
эксплуатация V. Др= 60 атм). 

Расчет при задании расходов (§2) показывал гораздо мень­
шее влияние нагрева (охлаждения) малопроницаемого про­
пластка при том же соотношении проницаеностей (1С : I ) . 
Это кажущиеся противоречие объясняется следующим. При 
задании забойных давлений начальное отношение скоростей 
фильтрации ь отдельных пропластках (равное отношению прони­
цаеностей этих пропластков) не остается неизменным. Оно оо 
временем существенно меняется в пользу более проницаемых 
пропластков. Изменение отношения скоростей фильтрации 
обусловлено те* , что в высокопроницаемых пропластках вы-



твснение основной массы нефти происходит за более корот­
кий промежуток времени. Изменение со временем отношения 
скорости фильтрации в высокопроницаемом пропластке к с к о ­
рости фильтрации в малопроницаемом пропластке для некото­
рых моментов времени отражено в следующей таблице 4 . 

Таблица 4 . 

т (годы) и ь Те) 15 20 

Т, = 1Ш°С 111,11 32,6 37,9 3 4 , 4 27,8 

Г э 60°С ю,и 32,2 37,0 34, 8 29,5 

т , = ю°с ю . о <>9,9 3 3 , 0 31.3 28,4 

Т 3 = 20°С 10,0 29,7 32,3 31),5 27,9 

Хотя изменение со временем отношения скоростей 
фильтрации весьма значитзлвно, оно мало зависит от того , 
рассматривается изотермическая фильтрация или нагнетание 
горячей или голодной воды. Это дает возможность следующей 
приближенной оценки процесса вытеснения нефти водой из 
слоистого пласта при неизотермических условиях фильтрации: 
из рассмотрения фильтрации при изотермических условиях 
находится изменение со временем отношения скоростей, пос ­
ле этого вычисляется изменен 1е скорости в однородном пла­
сте ( т . е . в высоколроницаемон пропластке) при иеизотермичес 
ких условиях. Знание скорости фильтрации в высокоироницае-
мом пропластке позволяет оценить изменение скорости фильт­
рации в малопроницаемом пропластке. Необходимо, однако, 
сразу подчеркнуть, что так*»й прием определения скорости 
в малопроницаемом пропластке при неизотермических услови­
ях может привести иногда к неверным выводам. Это иллюстри­
рует расчет двуслойного пласта, когда температура застыва-



нин нефти Т, принииаетоя равной Зи°С, а Т, = 5°С. Из харак­
тера изменения скорости фильтрации в высокопроницаемом 
пропластке ( кривая 5 на рис. 3 ) , если воспользоваться 
указанным приемом, следовало бы, что скорость фильтрации 
в малопроницаемом пропластке должна быть практически но-
стоянной во времени. Иа самом деле скорость фильтрации в 
этом пропластке меняется совсем иначе: через 7 лет она на­
чинает резко уменьшаться и к 1и годам становится равной 
нулю, т . е . происходит "замерзание" малопроницаемого про­
пластка (его нефтеотдача не достигла даже 20/>).. Последний 
расчет показывает возможность исключения из эксплуатации 
малопроницаемых пропластков слоистого пласта щ тех слу­
чаях, когда уче некоторое время продолжалось вытеснение 
нефти водой из них. Напомним, что в нашем- расчете не учи­
тывается структурирование нефти, могущее только ухудшить 
условия фильтрации в малопроницаемых ироплаотках. 

С целью не допустить охлаждения зон пласта, богатых 
нефтью, Э.В. Чекалюком с сотрудниками в 195ч г. был предло­
жен метод "теплового вала" 4 , заключающийся в том, что в 
течение некоторого времени с начала эксплуатации в пласт 
нагнетается горячая ьода. через определенный промежуток 
времени авторы метода рекомендуют перейти на нагнетание 
холодной воды, так как нефть будет вытесняться подогретой 
водой. Расчеты температурных полей в однородных и слоис­
тых пластах подтвердили последнее предположение [ 5 , 6 ] . 
Однако эти расчеты проведены при задании постоянных рас­
ходов и, следовательно, не учитывают изменение фильтра­
ционного сопротивления пласта. Проведенный нами ресчет 
изменения скоростей фильтрации и нефтеотдачи в двухслойном 
пласте, когда в него в течение пяти лет нагнетается горя­
чая вода (Т,=100°С) с последующим переходом на нагнетание 
холодной воды с температурой Ю°С, показал, что после пере­
хода на нагнетание холодной воды резко уменьшаются(по срав­
нению со случаем, когда все время нагнетается горячая вода) 
скорости как в высокопроницаемом, так и в низкоароницаемом 



пропластке (си. кривые б на рис. 3 и 5 ) . Уменьшение с к о ­
ростей фильтрации можно объяснить изменением вязкости 
нагнетаемой воды ( при 111°С вязкость ьоды в пять раз 
превышает вязкость ее при 11А)°С). На рисунке 6 показа­
на нефтеотдача иалопроницаемого пропластка при режиме 
"теплового вала" (кривая 3) и нефтеотдача при нагнета­
нии горячей или холодной воды (нефтеотдача высокопроница-
еиого пропластка в этом случае практически совпадает с 
его нефтеотдачей при изотермических условиях фильтрации). 

Рис.ь. Нефтеотдача малопроницаемого про­
пластка. 
I - нагнетание горячей воды; I - нагнета­
ние холодной воды; 3 - "тепловой вал"; 
4 - раздельная эксплуатация ( д р - 6 0 атм). 

Не обсуждая здесь вопрос о возможности практической 
реализации, мы приводим результаты расчета нефтеотдачи 
иалопроницаемого пропластка при дифференцированной по дав­
лению раздельной закачки холодной воды ( как это предпола­
гается в работе [7 ] по отношению к месторождению Ромашки-



но) . В последнем расчете принималось, что перепад давлений 
между нагнетательной и эксплуатационной галереями в налопро-
ницаемом пропластке равен 60 атмосферам ( в высокопроница-
емон пропластке принималась обычная для наших расчетов 
величина др = 40 атмосфер). Нефтеотдача малопроницаемого 
просластка показана на рисунке 6 (кривая 4 ) , а скорость 
фильтрации в нем - на рисунке 5 (кривая 7 ) . Расчет пока­
зывает весьма большую эффективность раздельной эксплуата­
ции. 

нЗ. Расчет нефтеотдачи трехслойного пласта.Влияние 
температурных полей менее проницаемых пропластков друг на 
друга, как показал расчет, весьма мало. Например, влияние 
температурного поля пропластка с проницаемостью 50 мд на 
распределении температур в малопроницаемом пропластке к 
15 годам проявлялось лишь на расстоянии 20 м. 

Приведем результаты расчета нефтеотдачи среднего 
по проницаемости (50 мд) пропластка. 

Таблица 5. 

* (годы) 2 5 8 12 16 20 

ЧьШ • 8,5 23,6 41,2 51,2 54,5 56,8 

Ч№ 0,1 0,8 3,3 1,6 2,5 3,2 

Приведенная таблица показывает, что разность между 
нефтеотдачей при нагнетании холодной и горячей воды резко 
падает в момент окончания безводной эксплуатации этого 
пропластка ( 8 лет ) , но потом опять постепенно возрастает. 
Однако влияние на нефтеотдачу его неизотермичности 
условий фильтрации существенно меньше. Влияние учета засты­
вания нефти при Тз • ЗОбС также весьма незначительно - с к о ­
рость к 10 годам при нагнетании холодной воды равна 0,0114 
м/сутки, при застывании - 0,0103 м/оутки. Изменение скоро­
стей фильтрации показано на рисунке 7. 
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Рис. 7. Скорость фильтрации в пропластке 
с проницаемостью 50 мд. 
Обозначения те же, что на рисунке 3. 

§4. Результаты расчета нефтеотдачи двухслойного 
пласта при зависимости (разовых проницаеносте.. от 
температуры 
Как мы отмечали при обсуждении постановки задачи в 

первой налей статье (§1 , п 2 ) , учет зависимости фазовых 
проницаемостей от температуры не вносит в расчет никаких 
методических затруднений. Но отсутствие обоснованных экс ­
периментальных данных не позволяет проводить убедительное 
исследование влияния такого учета. Поэтому мы ограничива­
емся проведением только иллюстративного расчета^). 

#1ри проведении этого расчета нефтеотдача вычислялась 
по формуле ( I . 57 ) , а в формуле ( I . 69) принималось 
У С 0 » У ( Т ) . .ЭТО , однако, практически не отразилось 

на величины буЦ) • 



Расчет проведен в предположении, что фазовая прони­
цаемость воды не зависит от температуры, а конечная нефте-
насыщснность является линеИной функцией теалературы: 

<ог = 6го + а ( т " т ° ) > б ? ° = <* = 0,001 (°С'Л), (В) 

что приводит к изменению конечной нефтеотдачи на 11> на 
рассмотренном интервале изменения температуры. 

В этом случае разница в нефтеотдаче при нагреве и 
охлаждении высокопроницаемого пропластка достигла к двум 
годам З/о, а к 15 - 7,о?ь (напомним, что к 15 годам эта 
разница составляла 1,3?* при независимости фазовых прони-
цаемостей от температуры). Ь малопроницаемом пропластке 
разница в нефтеотдаче к 15 годам достигает 16,5$ (вместо 
1 0 * ) . Таким образом, суммарная потеря в нефтеотдаче по 
обоим пропласткам к 15 годам возросла в два раза. 

Подчеркнем еще раз, что мы не придаем, однако, ко­
личественного значения этим результатам, так как они ба­
зируются на применении произвольного допущения о харак­
тере зависимости фазовых проницаеностей от температуры. 
Они указывают лишь на необходимость серьезного экспери­
ментального изучения этой зависимости для воды и конкрет­
ных типов нь^ги. 

§5 . Некоторые харектеристики программы 
Все расчеты проводились на ЭВЦМ типа ьЭСм-2.*. Окон­

чательно оыли выбраны следующие величины шага по простран­
ству и коэффициента псевдовязкости а 2 в уравнении ( 1 . 4 4 ) : 
для высокопроницаемого (250 мд) пропластка ДХ=5м; а 2 - 5 
м^/сутки, для среднего по проницаемости (50 ид) пропластка 
Дх = 2,5 м; а г = 0,5 м 2 /сутки , для малопроницаемого (25мд) 
пропласткадх = 1м, а 2 =0,1 м^/сутки. Шаг по в р е м е н и о п р е ­
делялся из условия ( I . 71) и колебался в пределах от двух 
суток ( в высокопроницаемом пропластке при нагреве) до 
50 суток ( в менее проницаемых при вастывавии). 

Для получения всех результатов, приведенных » §3 по-



треоовалось около 55 часов машинного времени. Расчет 
одного варианта (например, скорости фильтрации и не,[теот-
дачи высокопроницаемого пропластка на промежутке времени 
эксплуатации до 20 лет) требовал в среднем двух часов 
машинного времени. Сюда, естественно, не включено вре­
мя на вариацию шага по пространству для проверки точности 
расчета. Выбор для высокопроницаемого пропластка лх =1иа, 
а*= 7м 2/сутки уменьшает машинное время в 2 - 3 раза по 

сравнению с расчетом при дх=сг=5, причем расхождение меж­
ду этими расчетами не превышает 7>. 
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