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Гомологии в. безразмерной проективног. 
пространстве 

Ш.Д.Трупин 

ива р а з и рное линейное векторное пространство V над 
полеа комплексных чисел введено к.'.А.Лопшицем в работе / I / . 
^ыу также принадлежит идея построения безразмерного проектив­
ного и аффинного пространств . Некоторые простейшие свойства 
безразмерного проективного пространства Р рассмотрены в рабо­
те автора настоящей статьи /г/. Подобно тому, как это д е л а е т ­
ся в проективном пространстве "Р*. конечной размерности ^ ( см . , 
например, / 3 / , / V , / 6 / ) , автор ставит себе целью рассмотреть 
некоторые простейшие свойства гомологии и "»г -гомологии в б е з ­
размерном проективном пространстве Р. 

Эта статья написана на основе бесед с А.М.Лопшицеи, кото­
рому принадлежат основные идеи работы. За руководство и помощь, 
оказанную мне, считаю своим долгом выразить ему свою глубокую 
благодарность . 

§ 1 . Гомологии 
Пусть в безразмерном проективном пространстве Р задана 

коллинеация Г, при которой прямая, соединяющая произвольную 
точку Х(*.) с ее образом % иД проходит через некоторую 
определенную точку Х . 1*о> . Тогда коллинеацию Г будем называть 
г о м о л о г и е й , а точку К„ - ц е н т р о м этой го ­
мологии. Саму зту гомологию запишем следующим равенством: 

(Ы) 

Гомология Г, как и всякая коллинеация П безразмерного 
проективного пространства Р, индуцируется некоторым аффинором 

* Е исходном безразмерном линейном векторном пространстве 
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\/ , а потому равенство 

- & х ( 1 . 2 ) 

будет нам служить аналитическим заданием гомологии Г. Для 
краткости формулировок, мы в дальнейшем будем говорить, что 
аффинор & осуществляет гомологию Г. 

Прежде в с е г о , нам необходимо выяснить структуру аффинора 
С* . Для этой цели докажем следующую теорему. 

Теорема 1 . 1 . Аффинор Сг , осуществляющий гомологию Г, оп­
ределяется равенством 

Сг х = х.-ЧЖ + х, ( 1 , 3 ) 

в котором вектор х„ определяет центр ^ „ гомологии, а Ц? -
некоторая л и н е й н а я скалярная функция, не равная тож­
дественно нулю. . 

Действительно, согласно определению, точки X , X и Х 0 

должны быть коллинеарныын, т . е . 

л '* Сгх= \ и ) . ч „ + р - х . ( Ь 4 ) 

где \ о о - некоторая скалярная функция от х , а р - ^ о -
некоторый с к а л я р . Следовательно, для любой точки Х<*) прямой 
Х Х 0 должно выполняться равенство 

Используя теперь теорему о компланарности двух аффиноров 
с системой линейно независимых векторов ( с м . / 1 / ) х \ мы полу­
чим: 

где - некоторая л и н е й н а я скалярная функция, не 
равная тождественно нулю, А - произвольный^скаляр, отличный 
от нуля. 

В ваяем случае А=Сг , В=х, 
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Сравнивая ( 1 . 4 ) с ( 1 . 5 ) , видим, что V*) - ч>* и что 

справедливо равенство ( 1 . 3 ) , т . к . аффинор Сг определяется 
с точностью до скалярного множителя. 

Следствие I . Гомология Г переводит точки гиперплоскости 
ц> в самих себя . Эту 1япзрплоскость мы будем назявать н е -

п о д в и ж н о й г и п е р п л о с к о с т ь ю гомо­
логии Г. 

В самом деле , для произвольной точки У этой ги ­
перплоскости имеем: =0, а потому из ( 1 . 3 ) получим 

т . е . точки *Ч л % совпадают. 
Следствие с. Центр К 0 также является неподвижной точкой 

гомологии Г. , 
Действительно, для точки X, ЩЦ , соответствующей точке 

Х 0 , мы имеем: 

х0' = Сгх .~х . • ^ х « = V * - " ( 1 . 6 ) 
где 

Х » . * * ^ * " ( 1 . 7 ) 

Постоянное Х„ мы будем называть и н в а р и а н т о м 
гомологии Г. Из ( 1 . 6 ) видим, что точки Хв и Х„ совпадают. 

На основании вышеизложенного приходим к выводу, что с л е ­
дует различать два случая: 

I ) Центр X , гомологии Г не принадлежит ее неподвижной 
гиперплоскости, т . е . 

< р х , * о . ( 1 . 8 ) 

В этом случае гомология Г называется н е в ы р о ж д е н ­
н о й . 

г.) Центр X , лежит в гиперплоскости ф : 

Ч>х. = о . (1*9) 

А.'ОМОЛОГИЯ с центром, лежащем в ее неподвижной гиперплоскости, 
называется в ы р о ж д е н н о й или э л а ц н е й . 

Для невырожденной гомологии докажем несколько теорем, 
ьаясняюцих ее свойства . 



Творена 1 . 2 . бит точка Л С*) не принадлежит неподвиж­
ной гиперплоскости ^ , то и ее образ К ЫЗ в нзвырожден-
иой гомологии Г также ие принадлежит этой гиперплоскости. 

Б самом д е л е , если 

то из ( 1 . 3 ) выводим, что 

Теорема 1 . 3 . Любая прямая, проходящая через центр Х„ не­
вырожденной гомологии Г, пересекает ее неподвижную гиперплос­
кость Ц . 

Пусть А1*3 - произвольная точка пространства Р , не при­
надлежащая гиперплоскости Ц> , т . е . выполняются неравенства 
( 1 . 1 0 ) . Для любой точки Мо.)) прямой X X , имеем: 

«л •=, * + м. * а . ( I , I I ) 

Так как уравнение 

» ^ я >Ц%, - о, ( 1 . 1 2 ) 

в силу условий ( 1 . 1 0 ) , всегда имеет решение 

видим, что точка Ч , для которой 

г — ; 
принадлежит пряной ш гиперплоскости' 9 

Таогзма 1 .4 . Прямая, соединяющая две соответственные точ­
ки X я X' невырожденной гошэлогии, является и н а а р в а н 
н о й (неизменной) прямой этого преобразование (т .е . , всякая 
точна 4 этой нраиой переходит в точку Ч'", принадлежащей то 
этой же прямой), рэ 

действительно, согласно условию, точки ? , л и X, 
кождииеарны, а потому 



Следовательно, 

6-^ » \ (я* 4 [..•<» + 

Теперь из коллинеарности точек Н , К и X. выводив, 
что тачка М' принадлежит прямой XX'. 

Обобщением теоремы 1.4 является следующая 
теорема 1 . 5 . Любая к-плоскость Р я , проходящая черев 

центр невырожденной гомологии Г,является инвариантной. 
Пусть к-плоскость Р к определяется линейно ие&аэдс^ншзя 

точками Х.(хо , Х ; 1 * И = 

Тогда для любой точки этой к-плоокооти имеем; 

а для соответствующей ей точки У Щ) : 

где 

| Из равенства ( 1 . 1 5 ) убеждаемся в справедливости теоремы. 
Таким образом, приходим к выводу, что через центр /ч„ не ­

вырожденной гомологии Г можно провести бесчисленное иноявстзо 
инвариантных к-плоскостей произвольной конечной размерности 
к. 

Нетрудно убедиться в том, чт» теорема 1.5 верна также и 
для вырожденной гомологии. 

Теорема 1 .6 . Если прямая, соединяющая две соответственные 
точки X'.*) и X.'г*') невырожденной Г О М О Л О Г И И Г , пересекает 
ее неподвижную гиперплоскость 10 ь точке Ч с д ) , то 
двойное отношение } =. у .ХХ'Х, ,» ) равно инварианту \ . 

В этой гомологии ( с м . { 1 . 7 ) ) , т . е . не зависит от выбора точяя X. 
В сэыон деле , точки %ш , X Ш $ иожжжр.евраы, а ко-

тому имеет место равенство ( 1 . 1 1 ) , Кроме того , выполняется 
равенство ( 1 . 1 2 ) , т . к , точке "У армаадлаияг гнпврцдосвовяя ^ 
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Следовательно, для этой точ..и 

• другой стороны, для соответственных точек У и X имеем: 

( 1 . 3 ) 

1з ( 1 . 1 3 ) я ( 1 . 3 ) находим, что 

следовательно , в силу ( 1 . 7 ) , 

Таким образом, мы получили геометрическое истолкование инва­
рианта К„ , 

Творена 1 . 7 . Аффинор Сг . осуществляющий невырожденную 
гомологию Г, удовлетворяет соотношению 

^ С г - Е ) ( а - Х . Е ) = о , ( 1 Л 7 ) 

з котором единичны и" аффинор ( т . е . аффинор, который каж­
дому вектору х ^ У относит колливеарный с ним вектор: 

Е х = Х - х , а скаляр Х 4 - инвариант гомологии. 
Действительно, из формулы 

!1аходии, что 

Сг*Ч * = Х , - Ч * Х ' * ^ = ч Д к . - Ч > Х - г Х ) - » - х . ^ х + х р , 

откуда, и силу ( 1 . 7 ) , 

( 1 Л 8 ) 



Умножив равенство ( 1 - 3 ) на .. вычтя подученный 
результат из равенства ( 1 . 1 8 ) , мы получим соотношение 

С Л - ( А - и ) . ^ х + \ . Ь о, < Т Л 9 ' 

которое равносильно соотношению ( 1 . 1 7 ) . 
Подобно тому, как это имеет цесто в проективном простран­

стве конечной размерности, можно говорить о циклических ко7<-
линеациях также и в безразмерном проективном пространстве . 
В частности, можно говорить и об инволюционных колдадеацущ;, 

Легко убедиться в том, что справедлива 
теорема 1 . 8 . Невырожденная гомология Г тол-да и только т о г ­

да является инзолюциоыной, когда ее инвариант X. = - 1 , 
В самом д е л е , если Г-инволюаионная гоиолог-ыя, 1-е. 

6 Л = Е х = ; а . х , ( 1 . 2 0 ) 

т о , в силу ( 1 . 1 8 ) и ( 1 . 2 0 ) , мы выводим, что 

Так как точки \ ' 0 и X не совпадают и . кроме т о г о , ЩФО 
(тождественно) , то из ( 1 , 2 1 ) найдем, что 

т . е . Х«-г — 1 . 
Обратно, если , то из ( 1 . 1 9 ; следует , т о 

Из приведенных теорем, характеризующих важнейшие свойства 
невырожденных гомологии, можно прийти к выводу, что имеет 
место их большое сходство с аналогичным*! свойствами конечно­
мерного проективного пространства. Однако, как упоияиуто в 
работе / 2 / , в безразмерном проективном пространстве не имеет 
места принцип двойственности, а потому для приведенных тво­
рен нельзя вывести им двойственные.Следует также обратить 
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внимание на то обстоятельство , что важная формула ( 1 . 3 ) для 
аффинора Ст выведена при помощи средств безразмерного ли­
нейного векторного пространства V . 

1 

§2 . ш -токологии 

Как известно , в проективном пространстве конечной размер­
ности а. невырожденная т -гомология определяется кок т а ­
кая коллинеацик, при которой имеются неподвижные - п л о с ­
кость и ( п . - г п - 1 ) - п л о с к о с т ь ( с м . / З / ) . Проективное пространство 
Р безразмерно и в нем не имеет места принцип двойственности. 
По этой причине нам придется пойти по несколько иному пути. 
Тем не менее, мы убедимся в том, что многие свойства *к - г о ­
мологии в пространстве Р аналогичны тем, которые известны для 
проективного пространства конечной размерности. 

Пусть в безразмерно;! проективном пространстве Р задана 
лоллккеация 

' " - ' У ( р '• Х' = Г ( Х ) , ( 2 Л ) . . 

при которой прямая, соединяющая точку / : х ) с ее образом X (х'У, 
пересекает некоторую заданную ( т - 1 ) -плоскость Т%,„,4 . Тог­
да коллинеацкю Г ми будем называть «>-г о м о В о г а е й , 
а заданную / -плоскость - ц е н т р а л ь н о й 
я а о с к о с т ь а этой »л - гомологии. 

Допустим, что '*л -гомология Г индуцируется некоторым аф­
финором (х в исходном линейном безразмерном пространстве V | 

х' = Сгх, ( с . 2 ) 

Трзбуется определить структуру этого аффинора 'л найти прос­
тейшие свойства определенных таким образом , 1 а - Г О М О Л О Г И И . Для 
этой цели докажем, прежде псего , следующую теорему, которая 
аналогична теореме 1.1 а является ее обобщением. 

Теопеыа 2 . 1 . Аффинор <-г , осуществляющий " I -гомологию 
( 2 Л ) , определяется равенством 

(*х х ; - и с - 1 - х , ( 2 . 3 ) 



в которой линейно независимые векторы X; определяют цен­
тральную плоскость Т >

Л ) . Ч *л-гоыологии, а >у; -некоторые с к а ­
лярные линейные функции от я , не равные тождественно нулю. 

Б самом д е л е , согласно определению, прямая XX' псресо-
кает центральную плоскость " Р ^ ^ в некоторой точке 2 ( 2 ) , 
а потому 

и, кроне того , 

причем 

( 2 . 5 ) 

( 2 . 6 ) [*, х , . . . . Х~] ф о. 

Из ( 2 . 4 ) и ( 2 . 5 ) следует , что 

Используя теперь упомянутую выше теорему о компланарности 
двух аффиноров с системой линейно независимых векторов , мы 
найдем, что 

Тем самым доказана справедливость равенства ( 2 , 3 ) , так кап 
аффинор Сг определяется с точностью до скалярного множителя. 

При ч* =1 формула ( 2 . 5 ) созвалает с формулой ( 1 . 3 ) , а по­
тому 1~гомология в пространстве Р является просто гонологаей 
с центром Х^ и неподвижной гиперплоскостью <р4-

Следствие I . и\-гонология ( 2 . 1 ) переводит каждую точку 
некоторой (*л-1) -плоскости в самое себя . Эту (•*» -1)-плое»-
кость, которую обозначим через 5 ыи будем называть 
н е п о д в и ж н о й п л о с к о с т ь ю *п-гомологам. 

Действительно, если в пространстве Р выбрать 2 качества 
"базисных" таких линейно независимых точек Ч- 1«Л 
для которых 



Щ} - 0 , ч - - ! - г, -• Ч ( 2 . 7 ) 

то для каждой точки ( *Л -1) -ллоскости ^ V ^ - 1 . , опре­
деляемой уравнением 

I • 
иы будем иметь: 

а потому для соответствующей зк точки Ч , получим 

Следовательно, каждая точка плоскости О1*"-!. ( 2 . 8 ) явля­
ется неподвижной. 

Следствие Центральная плоскость *Рг,ч^,_ «\-гоаологии Г 
является ее и н в а р и а к т н о У п л о с к о с т ь ю . 

Плоскость ^м.-! . определяется базисными точками У ̂  «.«с). 
для которых выполняется услозие ( 2 . 6 ) , д о к а ж и сначала , что 
точки Х'ч (х'{) , соответствующие оазисным точкам, принад­
лежат плоскости ? г л _._ . 

действительно , 

Й 

Р * 1 р *' а 

где 

• произвольна?, течка плоскости Щ^щ % 

1 = 1 

Пусть теперь п. (г) -
т . е . 



где 

Следовательно, точка 2 <.г') принадлежит центральной плоскости "Н*., 
О . 

Теорема 2.с Пряная X X , соединяющая две соответственные 
точки X и X' * \ -гомологии, тогда и только тогда пересекает 
ее неподвижную плоскость > когда и центральная плоскость 

является неподвижной. , 
докажем сначала , что если прямая XX пересекает непод­

вижную плоскость , то и центральная плоскость *Р.*_А 

неподвижна. Для этой цели допустим, что прямая X X пересекает 
центральную плоскость в некоторой точке 2 и ) • 
.Это пересечение должно иметь место согласно определению « г - г о ­
мологии. Тогда 

111 

*'= 6 х = %Ч ° ( 2 - 3 ) 
Г ' 

можем полагать , что 

а потону для любой точки 'М (^) прямее X X будеи иметь: 

е " р# 1 . * 
Вели, кроме т о г о , точка Ч должна "ринадлежать неподвижной 
плоскости , то должны выполняться условия 

Ч > ; ' | = 0 . ' - > - 1 , 2 , - . , ~ 0 ( 2 . 9 ) 

Тогда по формулам ( 2 . 3 ) и ( 2 . 1 0 ) получим: 



т - 1 

а потому, в силу ( 2 . 1 1 ) , э т о т аффинор переводит таккз и лябуй 
точку 2.ит центральной плоскости в с е б я : 

«*1 .,1 

Следовательно, искомый скаляр б" должен удовлетворять с и с т е ­
ме уразнений 

2%*;-ЧМ * 11-1,г,--,*) ( 2 . 1 3 ) 
Н * * 

^сли подставим в эти равенства вместе вектора х такой 
вектор и-, для которого 1р. и - , где - символ 
Кронекера, то получим: 

^ ; у - + ( Г = 0 . ( 2 .15 ) 

Учитывая (2 .1*0 и ( 2 . 1 5 ) , система уравнений (2 .13 ) пере­
писывается следующим образом: 

С?; «-(/-М- + 5 ] = о . ( / 1 - 4 , 2 , . ( 2 . 1 6 ) 

Для произвольного вектора х с \ ' эта система имеет реше­
ние только в том с л у ч а е , когда 

ил?) 

о 
Рассмотрим аффинор Н, определяемый равенством 

• Н х = ^ > ; ( 2 . 1 8 ) 

Тогда, приняв во внимализ условия (2.1<0 и ( 2 . 1 ? ) , мы убедим­
ся в том, что аффинор П переводит базисные точки централь­
ной плоскости , в с е б я : 
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Теперь формула ( 2 . 3 ) , определяющая нашу т -гомологию Г, 
принимает вид: 

х ' г й х . Н ч ^ ( 2 . 1 9 ) 

и для произвольной точки 2(2-' центральной плоскости мы по­
лучим: 

Следовательно, если прямая ^ X пересекает неподвижную плос­
кость ( 2 , ^ , то и центральная плоскость являет­
ся неподвижной. 

Далее докажем, что если X -произвольная точка простран­
ства Р , а ?. -произвольная точка центральной плоскости , 
то прямая 2 Х пересекает неподвижную плоскость СЗ*-. , . 

Для произвольной точки Ч прямой 2 Уч мм имеем: " 

~ % * * в • ' . г +" °) 

Так как точка Б принадлежит плоскости Т&»*| , то 

^ * ' - - 1 ! у ^ . ( 2 - 2 1 ) 

йсли точка а принадлежит также и плоскости , то 
должны выполняться условии ( ^ . 9 ) , ( 2 . 1 4 ) н ( 2 . 1 5 ) , а потому 
должны иметь место равенства 

Для произвольного вектора х е ^ мьжем с ч и т а т ь , . ч т с ( ( > ; л * о 
(случай, когда О тривиален) , а потому искомое р . 
должно удовлетворять равенством 

О | 

О 
^ ~ Г Г У • ' , « . = 1 . , ? , - , ^ ' , 
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Подставив это значение [*. I ( 2 . 2 1 ) , т определим на прямой 
2 4 такую точку Ц ( у \ . для которой 

> о' 

причем выполняются условия ( 2 . 2 2 ) , а потому эта точ4а принад­
лежит плоскости 

Будем называть «*ч -гомологию Г с п е ц и а л ь н о й , 
если е з центральная плоскость также является неподвиж­
ной. 

Зсли , например, *ч =2, то для специальной 2-гомологии цент 
ральная плоскость и неподвижная плоскость $ 4 являются 
прямыми и мы имеем б и а к с и а л ь и у ю гомологию (см. 
/ 5 / ) . , 

Теорема 2 . 3 . Если прямая XX , соединяющая две соответ ­
ственные точки специальной п -гомологии, пересекает ее 
центральную плоскость в точке 2 , неподвижную плос­
кость в точке *Ч , то двойное отношение *-[Х.Х'2Ч) 
не зависит от выбора точки X • 

Действительно, используя равенство 

ч ' - * бе* Щ И х + х , (г.19) 

можем предполагать, что прямая X X пересекает плоскость 
Т ,

т _ 1 в такой точке 2 ( 1 ) , для которой 

2 = И х , . ( 2 . 2 3 ) 

а плоскость ^ « , - 1 - в точке Ч^Шч для которой 

^ Сги. ( 2 .^4 ) 

Так как точки X , г? и У -'коллимезрны, то 

( 2 . 2 5 ) 

й , следовательно, 
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±зким образом, в силу {с.2ч), Щ&ВЩ 

Так как - е Т 5 * , ^ , то имеет изсто равенство а потому 
из последнего равенства выводим, что 

*' •+ м.-(д-<г).г - х-л-м-г 

или, в силу ( г . 1 9 ) и ( 2 . 2 3 ) , 

2 -+• х + ^-С1-<Г)г = х + р * , 

Т У 

г - ^<т-2 = о. 

Так как 2 + о , то отсюда следует , что 

Г = 7 ' ( ^ . 26 ) 

На ( 2 . 1 9 ) и ( 2 . 2 3 ) следует , что 

г = ( 2 , 2 7 ) 

а используя (<;.26) и ( 2 . 2 7 ) , мы выведем из ( 2 . 2 5 ) , что 

причем С ^ о и такие С т= 1 (см. ( 2 , 2 0 ) ) , 
Теперь видим, что двойное отношение 

не зависит от выбора точки X 
Без доказательства сформулируем следующие теоремы. 
Теорема 2 . 4 . Прямая, соединяющая две соответственные точ­

ки щ. - Г О М О Л О Г И И , является инвариантной прямой. 
Теорема 2 . 5 . Специальная *\ - Г О М О Л О Г И Я однозначно опре­

д е л я е т с я , если заданы: 1)ее центральная плоскость -г 

2 ) е е неподвижная плоскость и 3 ) ее инвариант Я . 
-> 

В 1 В Ы О Т Ё К А 
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Условие 3)можно заменить за^знием одной пары соответственных 
точек X и X' , обязательно лежащих на прямой, пересекаю­
щей плоскости ' 4 , - 1 и С^т_ (_-

Теорема 2 . 6 . йсли при *\ -гомологии Г к а ж д а я пря­
мая, соединяющая две соответственные точки, является инва­
риантной, то Г- специальная -гомология . 

Следующие две теоремы аналогичны теоремам 1.7 и 1 .8 , 
доказанным в предыдущем параграфе. 

Теорема 2 . 7 . Аффинор От , осуществляющий специальную 
я -гомологию, удовлетворяет соотношению 

Теорема 2 . 8 . Специальная *г\ -гомология тогда и только 
тогда является инволюционной, когда ее инвариант ^ =-1. 



Д.Б,Березина 

Метрическая теория характеристической 
поверхности уравнения Пфаффа , 

БД/ -мерной евклидовом пространстве рассматривается 
уравнение Пфаффа класса г ^ . + 1 , где гь - *• /® *>* • 
Такое уравнение, как известно , допускает ( — Щ ~ А ) -
мерные интегральные поверхности, которые проходят через 
р-мерную характеристическую поверхность. В работе изучает ­
ся дифференциальная геометрия характеристической поверхнос­
ти» • 

§ 1 . Рассмотрим в Еф уравнение 

Коэффициенты уравнения ( I ) , определяют в поле в е к ­
тора С , Приложим в рассматриваемой точке пространства 
оргонор^ированны^ репер (4и так» чтобы вектор О-п, 
I иея направление вектора А , Тогда формы «Э*, , 

(^с- ^ д , • •• ,цы) являются главными. Имеем 

где независимые формы Щг

г'Щш> приняты за б а з и с . 
При таком выборе репера уравнение ( I ) принимает вид 

а внешнюю производную уравнения (3 ) можно записать в следующей 
форме 



где ^ _ • 

Кроме т о г о , появляются новые главные фору и 

разложение которых по базису ад, , - • •, с-^>^ частич­
но с к ш е г р и ч н о , а именно, симметричные матрицы образуют 

^коэДОвдиветы разложения по й 2 « / а > - • 

Допустим, что уравнение ( I ) является класса 2<^+1, где 
/ 2 — - р>1_ } тогда тензор (5 ) имезт ранг 2 < ^ 

и р-мерную нулевую область . Такси тензор определяет в 2<^-
нлоскости, ортогональной в е^, Ш нулевок области, 
иьаямно ортогональные 2-плоскости. 

Продолжим фиксацию векторов репера следуящиа образом. 
Расположим вектора % Шряя? з одной из указанных 
двухплоскостей, векторы &р+& _и в следующей и 
так д а л е е . Векторы и расположатся в п о с ­
ледней дзухплоскости. Первые /0 векторов репера при этом 
ломестятся в нулевой области тензора у^-ск. 

Такая фиксация приводит к канонической форме. 
Отличным от нуля будут только 

ОС= /Ог./. ' - ' , ^""^ > 

& * ^ > 4 , / ^ , - ( 6 ) 

и внешняя форма (4) принкмает вид 



Характеристическая поверхность уравнения ( I ) теперь опреде­
л я е т с я вполне интегрируемой системой 

< ^ > = о , ^ " О • , ( 9 ) 

Из внешних производных системы' (9) следует 

( Ю ) 

Заметки, что характеристическая поверхность 'отличается 
от обычной р-мернай поверхности в Е-п, наличием инвариантного 
вектора_^ о. и, а, взаимно ортогональных и ортогональ­
ных к О- дзухплоскостей з нормальной плоскости поверхности. 
Такое дополнительное оснащение индуцирует инвариантные образы 
свойственные характеристической поверхности. 

Каждая кривая на поверхности имеет нормальную кривизну 

и - *°»' 
т ~ Щ со, ' . ( I I ) 

которая определяется отношением двух инвариантных квадратич­
ных форм. С нормальной кривизной связаны и:,варианты и и н в а ­
риантные сети на поверхности, обычные для гиперповерхности, 
каждая из ^ пар тензоров А * ; ^ и индуцирует о б р а ­
зы, свойственные р-иеркой поверхности в (р+2)-мерном п р о ­
с т р а н с т в е . 3 частности, всегда имеем ^ . инвариантных к в а д ­
ратичных фотп> вида 

С^Л - - С*&& (12) 



Отношение каждой из этих форм к форме <Ч' определяет 
скалярный инвариант кривой на поверхности. 

§ 2 . Рассмотрим более подробно пример 

У- ЩП% - ( 1 з ; 

Б этом случае векторы е , и репера располоаены в каса 
тельной плоскости двумерной характеристической поверхности. 
3 пятимерной нормальной плоскости поверхности имеем инвариа 
ные нлоскости Г^з * • инвариантный вектор 

Системы ( 9 ) и (ТО) имеют вид 

АзуД/- \а1 , Ду/а, =• Луг/. 

Щ% = 4я/ * Йен = Д ^ со, * 
- Ага/ Хеш* Дб 

::иеем сдедую:у.е инвариантные квадратичные тогмы 

0 . = С ^ / ) ((«^0 (15) 



1У" « Й д ~ ( 1 6 ) 

У- ^ т / ^ ^ ^ ^ О ^ ^ Т (19) 

У > — *Ьь- (20) 

;ктор кривизны линии на поверхности имеет инвариантную про-
(цию) на вектор - нормальную кривизну, которая опреде-
тется отношением квадратичных форм (16) и (15 ) 

/ _ * Я/а- ^ / ( 2 I ) 

. лЗ выражения ( 2 1 ) , совершенно также, как для двумерной 
зверхности в Е3 , следует наличие средней и полной кривизны 

V 1 / / / ^ / / ^/Д, / С 22) 

вариантной ортогональной сети Л И Н И Й кривизны и асиыптоти-
зских линий. 

пара скалярных инвариантов криво» на поверхности 

/ ~ . ^я, С2Э) 

4 ' 1 * > (2<0 

чдуцирупт все образы, свойственные двухмерной поверхности 
с 

Сохранив для всех инвариантных д е р а з с ь названия, введен­
ное в / I / , присвоим плоскости / € ^ / название "пергой" , 
осе величины индуцированные наличием зтей плоскости назовем 



первыми. Так в плоскости С&з ^ у _ / имеем перзый"вектор с р е д ­
ней кривизны 

Я на поверхности следующие ортогональные сети: единственную 
ортогональную с е т ь , для которой первый зектор геодезического 
кручения перпендикулярен к первому вектору средней кривизны, 
единственная ортогональна* 7, с е т ь , для которой первые векторы 
нормальной кривизны параллельны, единственная ортогональная 
с е т ь , длл которой модули первых векторов нормальной кривизна, 
равны и единственная ортогональная с е т ь , для которой 
первый вектор геодезического кручения параллелен первому в е к ­
тору средней кривизны. 

Переносятся седа и все инварианты и теоремы о них, у к а ­
занные л /У, 

Аналогично, пара 

:^-о% с ^ Р * ^ > А с^щ^ г % 

Ш * " — в ^ Г о Б ^ - > ( 2 7 ) 

с в я з а н а я с инвариантной плоскость» / 6^. , Щ / , которую 
назовем ( ( второй, ' индуцирует вторую совокупность инвариантных 
о б р а з о в . Так в плоскости / Щ&'Щ / ииееи^БТорой вектор сред 
ней кривизны 

• (А*$ + \ ы )Мг + А// ( 2 6 ) 

ортогональную с е т ь , для которой второй вектор геодезического 
кручения перпендикулярен к второму вектору средней кривизны 
к т . д . -

Таким' образом, через точку характеристической поверх­
ности з касен случае проходят девять инвариантных ортогональ­
ных пар линий. 



§ 3 . В заключение» заметим, что инвариантные образы 
характеристической поверхности являются общими для всех и н ­
тегральных поверхностей максимального измерения уравнения 
( I ) и составляют часть инвариантных образов, связанных с по 
л е я вектора СЬ 

Л и т е р а т у р а 
V 

I . Л .Я .Березина . Классическая дифференциальная геометрия I , 
Изд. ЛГУ, Рига , 1 9 7 0 . г . 



Березина 11. Т. 

К теории линейчатых поверхностей и конгруэнции в 

п 13,... (п-Я) г 

I . В полуевклидовои пространстве /_*_/ 
вращение ортонормированного репэра задается следующим об­
разом: 

I / 
Уравнения движения ортонормированного репера имеют вид: 

\ *С^°С / 
Будем рассматривать только такие семейства прямых, у кото ­
рых образующие не ШШШ ни в одной из инвариантных плос-
кос^еЯ пространства» 

Под репером нулевого порядка семейства будем понимать 
такой ортоно «рованный репер , когда вершина репера на пря­
мой сеиайства, а §* направлен по прямой семейства. 
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Вращение ортонориированного репера кулевого порядка: 

- 6 

нетрудно подсчитать закон изменения вектора X П Р Й в Р а ~ 
щении ( 3 ) : 

Г7<С 

Перейдем к рассмотрению линеачатлх поверхностей, однопа-
рэметрических семейств прямых. 

Назовем поверхностью ^ -порядка ( ^ = 1 , 2 , * , г , а-р ) 
линейчатую поверхность, центральная нормаль которой принад­
лежит | р (^ - / ) ^ -мерной инвариантной плоскости. 

I. Рассмотрим поверхность (п-р^ порядка. Отнесем по­
верхность к реперу нулевого порядка,кроме того направим в в г -
Т ° Р Щ\. 1 1 0 Ц е ц т Р а л : ь и С ! й нормали поверхности ( с^€^ ) , 
тогда 

Поверхность обладает единственной инвариантной точкой, к о ­
торую назовем горловой точкой поверхности. Абсцисса горло­
вой точки: -л-у 

4- = - — сь) 
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Также следует отметить наличие инвариантного вектора 

/Г- со и) и -г С0 (7> 

который назовем вектором распределения поверхности ( л-р ) 
порядка. 

Ь. Рассмотрим поверхность Ь -порядка ( г~^А,-^ /?-р-/) 
Из определения поверхности & -порядка следует : 

Отнесем поверхность к реперу нулевого порядка, и вектор 
направим по центральной нормали поверхности: 

й « . « Л - - О ш 

назовем вектор о 

Г- со'е;*-ы&+... - *^#*ЗЬ ( 1 0 ) 

внутренним относительным вектором распределения поверхнос­
т и . Внутренний относительный вектор распределения зависит 
от выбора ё^,Жр^л С 

Назовем & _ А - „ - / , „ - * , , ^ 4 \ , _ $ ) 

внешним параметром распределения, а поверхность & -порядка 
с нулевым (п-$~) внешним параметром распределения - квааи -
торсом порядка ^ / 1 - 5 ) 

внутренний вектор распределения квазиторса порядка 

(л-р-Ь) ~ з с т ь инвариантный вектор поверхности. Точ­

к а , в которой 

назовем относительным центром поверхности. Относительный 
центр поверхности зависит от выбора .Щ^,- у ^» - / 

1-Сзждому инвариантному выбору €рт/^ у ^ соответствует 
инвариантная точка образующей. 
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Относительный центр квазиторса порядка (гь-р - — 
инвариантная точка поверхности. Назовем эту точку квазит 
цзнтром. 1Л. . . 1 

/) 12,1.. (/>-Ъ) 
4 . Конгруэнцией в пространстве ьо^ * будем 

называть / А - () параметрическое семейство прямых. 
Присоединим к конгруэнции ортонормированный репер нуле­

вого порядка. Разложение главных форм 1о^Ю%--) 
по О а з и с у ^ ' ъ>*.....и>^р] _ ' 

^ - Л л > К , ^ ^ 1 ^ (12) 

При вращении ортонормированного репера (3 ) имеем следующий 
закон изменения афинора ^^-б-^^-'у г>~1^ 

Назовем инвариантный вектор 

й-№7 , ,г Ру ( в ) 

основным вектором конгруэнции. 
Случай, когда основной вектор конгруэнции является ну ­

левым вектором, выделяет специальный класс конгруэнции. 
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Будем называть координатной поверхностью, линейчатую по­
верхность , центральная нормаль которой совпадает с одним 
из векторов репера ^ (-6 ~ )П-0 

Нетрудно з а м е т и т ь , что конгруэнции принадлежат р -коор -
динатных поверхностей первого порядка, одна координатная 
поверхность второго порядка, одна третьего порядка и т . д . 

Рассмотрим уравнение 

(15) 

т . к . 

• о • т 

то уравнение ( 1 5 ) выделяет параметрическое семейст­
во прямых, принадлежащее конгруэнции. 

Теорема. Конгруэнция содержит параметрическое 
семейство прямых, состоящее из поверхностей первого, в т о ­
р о г о , . . . *Сп-р-<1) порядков. 

Диалогично, доказываемся существование ( л - 3 ) пара ­
метрического , . . . ( р+ 0 параметрического, р -параметри­
ческого семейств прямых, принадлеасащих конгруэнции. 

Теорема. 
Конгруэнция содержит совокупность вложенных друг в 

друга семейств прямых, причем ^ -параметрическое семейство 
прямых ( р> р + 4у. } /?- Ъ ) содержится в ( & + У ) 
параметрическом семействе , образованными поверхностями 

(%-р + I ) порядка. 

5 . Рассмотрим возможность фиксации векторов ^ ^ . ^ <й 
Вектор ЯЖ можно направить по основному вектору конгруэн­
ции ( 1 4 ) . Тогда 

ГЧ""=-Ч'"̂  ( 1 7 , 
При оставшихся допустимых преобразованиях в (р-{) мерной 
инвариантной плоскости, ортогональной к основному вектору, 
внявляется вектор 



у л л / 3 а

 у'р /> (18) 

По вектору:; Щ можно направить ^ . Тогда 

*$±0 В » . 
и т . д . Следовательно, если фиксирован вектор &т (т^Ь&уу/э-^С) 
то в инвариантной ( уз-/*?)мерной плоскости, ортогональной 
к ^ , выделяется вектор 

по которому направляем вектор ^ . и 

^ л - ^ - / ^ (21) 

**** *4»^ ^ - - ^ 
Предложенная фиксация означает , что векторы ^Л/)

е^,.-) &р 
направлены по , ортогональным к основному вектору , централь­
ным нормалям поверхностей первого порядка, являющимися 
квазиторсами порядка один, порядка два порядка 

Теорема. 
Конгруэнция содержит поверхности первого порядка - к в а ­

зиторсы п о р я д к а ^ - 4}&у ••• •) р -1 ) чьи централь­
ные нормали взаимно ортогональны и ортогональны к ^ н о в ш з ^ 

^ В С К векторами ^ т

 с в я з а н Р я д инвариантов - модули этих 
векторов . 

6 . Исследуем некоторые классы конгруэнции прямых в 

& Рассмотрим класс конгруэнции прямых, все по­
верхности первого порядка которой - квазиторсы порядка один. 
Т в 

У "А-
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Тогда система (12) принимает вид: 

®^ЖФ%4* ' ' (25) 

Класс существует с произволом (п~&) функций от 
аргумента. 

Следующий к л а с с : конгруэнция прямых, все поверхности 
первого порядка которой - квазиторсы порядка д в а , т . е . 

4 - V — • ^ - 0 
Система (12) принимает вид: 

Класс существует с произволом / функций от ( / ? - / ) 
аргумента . 

Аналогично, исследуется существование классов конгруэн­
ции, у которой все поверхности первого порядка - квазиторсы 
порядка три, порядка ч е т ы р е , . . . , порядка ( л ) . 

Последний класс конгруэнции прямых: у которой все по­
верхности первого порядка - квазиторсы порядка ) 
т . е . 



* /Ч-1А-у/= \ (26) 
^ - р+ >, •) />-<; • 

Система (12.) принимает вид: , , 

Класс существует с произволом р-функций от ( / > - / ) аргумента. 
Для класса конгруэнции, все поверхности первого порядка 
которой являются квазиторсами порядка (п—р—Л ) , х а ­
рактерно, что величины л ? - / / , & , . р ) ' при врагде-
нии (3) меняются, как тензор Эвклидового пространства. Тен­
зор можно использовать для крепления векторов 
Тензор индуцирует инвариантные точки и направления, 
аналогично, как в ^ С^З 
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Березина 1Л.Т. 

О некоторой канонизации репера 
конгруэнции в 

Под конгруэнцией прямых как в $щ , так и в Ац будэм 
понимать трёхпараметрическое семейство прямых. 

Отнесем конгруэнцию в Ац к реперу $ , 0 следующим образом: 
поместим вершину репера на прямую семейства, а вектор & 
направим по прямой семейства . Уравнения движения репера ^ 
/ I / : 

с!А » иУе*т ючг* 
сШ* СО ц#Т 

( I ) 

Допустимые преобразования репера : 

% ^ ^ * (2) 

Основная задача работы будет заключаться в том, чтобы п о ­
строить в - такой полуканонический репер А?̂  , допустимые 
преобразования к о т о р о г о совпадают с допустимыми преобразова­
ниями репера к. пространства ЩГ* Тогда для конгруэнции 
з щ моано будет определить все найденные инвариантные об­
разы конгруэнции в Й . Ь раперэ Цс для конгруэнции 
имеем / I / : 
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Поместим вершину репера в центр конгруэнции, тогда 

Получим ре,пер (I , допустимые преобразования которого : 

Г ' - а " Г 

Цгорая частичная канонизация репера : за оснащающую плоскость 
выбираем касательную плоскость центральной поверхности (с1Ж) 
Аналитическое условие / I / : 

со" - о • ( 6 ) 

Получен репер Ц„ , с допустимые! преобразованиями: 

Далее необходимо отыскать инвариантную двухмерную плоскость , 
принадлежащую оснащающей плоскости. Эту плоскость будем ис­
к а т ь , как пересечение оснащающей плоскости с некоторой инва­
риантной трёхмерной плоскостью ("УП . Для построения инва­
риантной трёхмерной плоскости ) воспользуемся инварианта­
ми тензора ^ ' 

1 ^ л »' (8 ) 



Для фиксации^Г^требуется следующая частичная канониза­
ция: нормирование в е к / ф а ф 

Вычисляем / I / 

Положиц 

3-1 

4 

Тогда нормирован и 

\1 

- главная форма. • 9 

Допустимые преобразования полученного репера (I 

(Ю) 

( И ) 

( 1 2 ) 

О*-'/Г 
е- Я . * < 

(13) 

1 ^ / г - ' А » ) 
Нетрудно вычислить 

где 

(15) 

ко 



- 37 -
Уравнение (15) представляет инвариант с/-Уу , как Ь т р Щ 

контравариантяого вектора 'Щ? с ковектором . Ковектор 
определяет искомую плоскость . Построенная плос­

кость Л Г ) является касательной плоскостью поверхности, на 
которой сохраняется постоянное значение ^ . 

Назовем эту поверхность - поверхностью уровня, а плос ­
к о с т ь / ^ } ~ плоскостью уровня. 

Теперь возможна следующая частичная канонизация: положить 
векторы , щ . в двухмерную инзариантную плоскость 
- пересечение плоскости уровня со средней плоскостью (оснаща­
ющей плоскостью). 

Тогда 

и уравнение (15) принимает вид: 

Из уравнения (15*) следует , ч т о , е с л и , 

то и 

0Щ - О , 1 3 ) 

Т . е . вполне интегрируемое уравнение (18) выделяет двухпарамет-
рическоз семейство прямых, принадлежащее конгруэнция. 

Допустимые преобразования репера /2. : 

г Г-Г 

Г 1 с 
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Следующий шаг построения полуиаао*мческо»о рэвера 
ввести Евклидову метрику на плоскость %$$Ё&2 

В репере Яц формы (л)*; Со>,3- глазные, юс разложение 
по б а з и с у : „ , • 

* * в < 5 * , ( 2 1 ) 

Рассмотрим квадратичную форму %А (^^-'^^ 
Классификация формы проводится по знаку инварианта 

( 2 2 ) 

Когда форма положительно определена , т . е . /&>0 
возможно: 

( 2 5 ) 

Требования ( 2 3 ) эквивалентны системе 

матрица . а! ч#Л 
^ У 1 

( 2 4 ) 

(25) 

- ортогональна . 
Оставшиеся допустиные преобразования репера /V 



е'-Г 

(26 ) 

Последняя необходимая частичная канонизация: нормирование • 
вектора & . 

Для нормирования въ положим / I / 

Получен полуканонический репер Ц,^ . Его допустимые преобра­
з о в а н а : 

Л-Л 
(28) 

Допустимые преобразования построенного полуканонического р е ­
пера /2,^ конгруэнции б /\ц с о в п а д а ю т ^ допустимыми поеобразо-
ванияии полуканонического репера <С; конгруэнции в ^ 1 
где репер ^ направлен по прямой конгруэнции, верши­
на репера на прямой конгруэнции, причем фиксирован перенос 
вершины репера вдоль прямой конгруэнции. 

Полуканонический репер & может быть построен л другим 
путем, йместо средней плоскости может быть использована другая 
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оснащающая плоскость , а плоскость (2Г) построена с помощью 
других инвариантов конгруэнции. 

Теперь для конгруэнции в Д, можно отметить воз найденные 
инвариантные ооразы конгруэнции в А .̂ . 

Так, например, возникает классификация линейчатых поверх­
ностей, принадлежащих конгруэнции , потому лежат ли их цент­
ральные нормали в инвариантной плоскости г 2Г ] или ) , 
т . е . деление линейчатых поверхностей на поверхности первого 
и второго порядков. 

Как отмечалось выше, уравнение (18) выделяет двухпарамет-
рическое семейство прямых, принадлежащее конгруэнции, ьсе ли­
нейчатые поверхности этого семейства являются поверхностями 
первого порядка. 

Теорема. Совокупность поверхностей первого порядка, при­
надлежащих конгруэнции, образует дзухпараметричзскоз семейст­
во прямых. . 

В работе / 3 / для конгруэнции в Щ был определен ряд 
нормалей - инвариантных векторов плоскости (^2~) . Эти нормали 
и индуцируемые ими инвариантные точки можно указать и для 
конгруэнции в & • Рассмотрим, например, нормаль , 

система 

^ | > - -У, - 4~ - Ы 

определяет нормаль . йорлаль V, - центральная нормаль 
орто-распредйлительной поверхности / 3 / , вызывающая совпадение 

главной пары с Чх^ - нулевой парой. 
Теорема. Конгруэнция содержит две различные, совпавшие или 

мнимые орто-распредедитзльные поверхности, центральные нормали 
которых индуцируют совмз-дзниз Ы,] - глазной пары ; и. - н у л е ­
вой изрой. 

Лаалогичао, как нормаль оС;,для конгруэнции в 4Ч могут 
быть определены асе инвариантные образа , отмеченные в / 2 / , / 3 / , 
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Власова Р.К. 

Некоторые классы двухпараметрических семейств 
ПРЯМЫХ Сг в ,Су 

В статье / I / рассмотрено семейство / _ г двухпараметричес­
ких прямых первого порядка и принадлежащие им линейчатые по­
верхности первого порядка . В предлагаемой работе исследованы 
два класса прямых семейства щ , получены теоремы, связыва­
ющие скалярные величины, определяемые линейчатыми поверхностя­
ми первого порядка, принадлежащими этим классам. 

§ 1 . Класс А 

Рассмотрим п р я ш з , образующие линейчатые поверхности пер ­
вого порядка, стрикционные точки которых совпадают. Из семейст­
ва 1„2 класс .1 таких прямых можно выделить услозизм ( / 1 / , ( 2 6 ) ) : 

• 

с7;=Л*=о 0 ( I ) 

Дифференцируя основную систему ( / I / , ( 2 0 ) ) внешним образом и 
учитывая условие ( I ) , получим; 

(2) 

0& - 4 ъ>1 - Л1 ($-х\ о); г^]*[<ал -Л < * о 
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Для системы (2) ^ 1 - 5 , ^ - 8 , >5г=Ъ. Число Картана 
(2 - $ ->•-<? *Уг =11 . Нетрудно подсчитать , что произвол общего 

интегрального элемента /V =11. Так как 0=/У система (2 ) 
з инволюции. Решение системы дифференциальных уравнений 
класса к существует с произволом трех функций двух перемен­
ных. 

Предположим , что остальные инварианты семейства ^-г 
нэ равны нулю, причем 

Тогда для прямых класса А справедливы теоремы 1 -3 , 6 - 3 , 
Ш-13 семейства 1г / I / , но имеется и ряд отличительных . 
свойств . 

Абсциссы псевдофокусов прямых класса А определяются у р а в ­
нением ( / I / , ( 2 5 ) ) 

т . е . псевдофокусы класса А будут лежать-в точках с абсциссами 

, / г = - Д ( 5 ) 

Теорема I . 
Прямые класса А имееют псевдофокусы в различных действи­

тельных точках. 
Рассмотрим линейчатые поверхности первого порядка, принад­

лежащие прямым класса А. йз зестно , что стрикционные точки ЭТИХ 

поверхностей совпадают и имеют абсциссу ( / 1 / , ( 3 4 ) ) 

Теорема с. 
Стрикционная точка линейчатой поверхности первого порядка, 

принадлежащей классу А, совпадает с одним из псевдофокусов 
прямой этого к л а с с а . 



Теорема 3 . 
Классу А принадлежит одна линейчатая поверхность первого 

порядка, внутренний параметр которой равен кулю. 
Центральная нормаль этой поверхности образует с осью р е -

паре е 2 флаговый угол 

^ = - # 7 ^ (В) 
^г-Лз 

Исключая флаговый угол из формул внутреннего и внешнего 
параметров распределения линейчатых поверхностей первого по­
рядка , принадлежащих классу I ( / I / , ( 3 5 ) и ( 3 6 ) ) , получим соот­
ношение 

• • А - А - М ,« 

Теорема 4 . 
Для любой пары линейчатых поверхностей первого порядка, 

принадлежащих классу А, отшление разностей внутренних и внеш­
них параметров распределения одно и то же. 

Аналогично получим .соотношение 

Творена 5 . 
Для любой пары линейчатых поверхностей первого порядка, 

принадлежащих классу А, отношение разностей внутренних пара­
метров распределения и первых кривизн одно и то же. 

Внутренний параметр распределения линейчатой поверхности 
первого порядка„ принадлежащей классу А, вычисляется по фор­
муле ( / I / , ( 3 5 ) ) 



§ с. :(ласс И 

Рассмотрим прямые, которым принадлежат линейчатые позерх-
.зсти л е в о г о порядка с равными первыми кривизнами. 3*и пря­

мые оорэзуют класс н и выделяются из семейства 1-г. условием 

Зч - г33 = о ( п ) 

дифференцируя иившим образом систему ( / 1 / , ( ^ 0 ) ) и учиты­
вая ( I I ) , имеем: 

Цу- Ш1 *Щ1, ШШ ы!] = о 

ичя системы (12) имеем 3± =5, ^ =ь, ^ - 5 - Число лзртана 
<Э =11 , произвол общзго интегрального элемента /V = П . Р е ­

шение системы существует с произволом трех функций двух пере­
менных. 

для прямых класса В иыеют место теоремы 1 , 4 , 5 , 8 , 1 0 , 1 2 , 1 3 
семейства прямых при условии,что остальные инвариан­
ты семейства не равны нулю. Инвариант 3$ для прямых к л а с ­
са В принимает вид ( Д / , ( 2 8 ) ) 

Й = 2 г з (13) 

Первая кривизна линейчатых поверхностей первого порядка, 
принадлежащих классу Б, будет ( / I / , ( 3 ? ) ) 

Ау - %п • (14) 

Втору» кривизну этих поверхностей будем вичеслоть по фор-



Кл - На - ^ (18) 
$2) ~&22 2 3$ 

Т е о р д м а . ^ 
Для любой пары линейчатых поверхностей первого порядка, 

принадлежащих классу В, отношение разностей внешних парамет­
ров распределения и вторых кривизн одно и то же. 

Теорема 8, 
Для дибой пары линейчатых поверхностей первого порядка, 

принадлежащих классу В, отношение разностей абсцисс стрик-
циоэинх точек и вторых кривизн одно и то же. 

Л I т е р а т у р а ' 

I . Р .К .Власова . "Двухпарамзтрические семейства прямых / . 2 в г 
Учеиыа записки ЛГУ, т . 1 5 2 , 1971 г . 

Теореме 6 . 
Существует единственная линвйчатая поверхность первого 

порядка, принадлежащая классу Б, вторая кривизна которой рав­
на нулю. 

Центральная нормаль этой поверхности с осью репера 
образует флаговый угол 

6 * -
* 2 г'аз (16) 

для линейчатых поверхностей первого класса , принадлежа­
щих классу Б, справедливы соотношения 

" /?а ~ Л§— (17) 

муле ( / I / , ( 3 8 ) ) 



Герман Ы.'А. 

Элементы теории нестационарного поля 

Нестационарными называются поля , изменяющиеся во времени. 
Зти поля играют большую роль в механике. Для классической ме­
ханики удобно рассматривать•их в Галилеевом 4-х-мерноы про-
странстве( ) / I / . 

I . ^сли в каждой почке пространства Сту задан единичный 
доктор е (е, , ?ч,ёг, 4 } как функция от х , у , 2 и Ь , 

|то мы говорим, что задано полз единичного вектора . — > 

Уравнения движения ортонормированного репера Дё\ 9ш3з*4ч 

|в Сг^ и^еют вид: 

с!Т, - и, г7, 
с/К ~ и „К * о1.1?х 

Относим полз к реперу нулевого порядка следующим образом: 
[взршину закрепим в точке А, а вектор & ч направим по вектору 
поля е . . 

Формы Сс{ (' = ^ 2 » 3 ; ^ у возьмём за б а з и с . Тогда основ­
ная система примет вид: 

0. Л у/у Ц 
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Каше поле определяет в пространстве некоторую конгруэнцию 
кривых. Мений; принадлежащие этой конгруенции, или линии тока , 
определяются уравнением СО^ -Ю^ - Ы\ *0 1-й каноничес­
кий репер поля_тесно связан с этой конгруэнцией кривых. 

Вектор А/± ~ * Ч1ч е< - ' " Л у г » ? ! * - в е к т о р 
1-й кривизны линии т о к а . _ „ 

Направляя вектор (? 3 по N1 , получим репер 1-го порядка 
наиего поля. При этом ~киг.ч - Х414 ~ О , и , следова­
тельно* основная система имеет вид: 

=. 2ч,4 и/, -+- Ду/г .&Л * Я ч<ъ % 

. и Ч ъ - %ш.4$г" ****** ^ 

Вектор Д / г - ^ } I V ^ 4 ^г. - вектор 
второй кривизны линии т о к а . _ г 

Канонический репер поля теперь получим, направив 4?г по 
д/2 , то есть 3 ь ,ч - О 

2. Каждый вектор канонического репера определяет свою кон­
груэнцию кривых. _^ожно рассматривать поэтому и поле вектора /Р, 
и поле вектора А/[ , и другие поля , связанные с исходным полем. 
Приведем пример канонизации, оставив без изменения репер 1 -го 
порядка поля. 

Рассмотрим в репере 1-го порг.дка кривые, касающиеся векто ­
ра А/, . Для них Я* , , <?, * $ ъ±ъ Щ - вектор кривизны 
9 направляя по нему е" ь , получаем 2-й канонический репер. Он 
определится условием З»*% =0. 

Используя другаа векторы нашего репера , можно получить ряд 
других канонизаций. 

Л и т е р а т у р а 
I , Розвифальд Б.Д. "Неевклидовы пространства" , "г .аука", 1?69. 



Гоштейн В.ы« 

К вопросу о комплексах в под?евклидовой 
, пространстве Й п'Уо ^ р п-1 / 

§ 1 . 
а метрическом подпространстве афинного п-мерного прос­

ри транства К п 
репера Т ( А , е 

/ 2 / базисные векторы ортонорыированного 

— / 
е п ) меняются по формулам 

где матрица коэффициентов 
имеет вид 

а 

0 . 0 
0 • • • о 

а*.р.; • • а"'р'1 0 • . . 0 

„2 
О-п-р- • • а!ф я" 

ап 

-р 
р-. 

. . а 

• аТ1 р. 
п 
п-р 

причем и а; / й л » ^ , . . . ; 
ортогональные матрицы. 

Обозначим инвариантную плоскость е | , е а 

^зрез б . 4сдн прямая цзликсн лежит в 6 , будем называть аё 
прямой 1-го порядка, в противном случае - прямой 2-го порядна. 

Уравнения движения репзра Т имеет вид: 

л / 

о 
б 1 

к-п-р,... , 



йи будем рассматривать лишь такие семейства прямых, обра­
зующие которых яндяются прямыми 2-го порядка. Поэтому мы мо­
жем направить ось $ л репера по образующей семейства, а в е р ­
шину репера А поместить на образующей, В этом случае формы 
Пфаффа со 1 и? ... а т с^1 со! . . соп~' йудут г л а в -
нми.и. 

ВБЙДБЬ некоторые обозначения для однопараметричзского с е ­
мейства прямых - линейчатой поверхности в Я ^ * х 

Линейчатая поверхность , если она из является цилиндри­
ческой, ухе в первой окрестности индуцирует инвариантное на -
врввдаще - касательную гипзрсфзрического отображении образу­
ющих, иначе центральную нормаль поверхности. Будем различать 
линейчатые поверхности 1-го п П-го родов в зависимости от 
того , яышзтся лн центральная нормаль поверхности прямой пер­
вого или второго порядков, 

ДЛИ аонерхнооти перЕого рода в репере пулевого порядка мы 
не можем в общем случае указать на образующей инвариантных то­
чек , имеется лишь относительный центр / I / , положение которо­
го З З В И Я Й Х от выбора плоскости 

Поверхность же второго рода уже в репере нулевого порядка 
индуцирует на образующий инвариантную точку, которую назот-з.'! 
по аналогий с евклидовым пространством, горловой, или стрик-
пдовной точкой поверхности. Касательная к горловой линии линей 
пахои поверхности ортогональна центральной нормали поверхнос­
т и . . 

Назовем п р о а ш т в вектора распрздзлэния линейчатой поверх­
ности за плоскость б" внутренним вектором распределения, а втс 
рую составляодуп вектора распределения - внешним вектором рас­
пределении, 

Если поверхность 1-го рода является квазмторсон, т . е . зё 



§ 2 . 1 

Комплекс прямых К г мерное семейство прямых . р , . . . р . 
|1Ш начнем рассматривать при помощи репера нулевого порядка 4 

|вершина которого расположена на образующей семейства , а ось 
еп направлена по образующей. 

исключим из рассмотрения случай, когда 

С 4 Си 1 = 

Теперь мы можем основную систему дифференциальных уравне ­
ний, характеризующих комплекс в репере нулевого порядка, пред: 
ставить в виде: 

где с, ъ--

г \ о С . л • 1 / " 

к=п-Р, 

к ( 2 . 1 ) 

П-1 

Рассматривая изменение коэффициентов системы ( 2 . 1 ) при 
допустимых преобразованиях репера Т 0 , мы найдем ряд инва­
риантов комплекса: 

I ) инвариантную плоскость [ е п . р е,,.р<1 , . . . , ё п-1 .1 
определенную инвариантный выборок параметров оснаще­
ния а " : 

/ к = С к' ,;ия каждого в в Ы 
Ьху плоскость назовем главной нормальной плоскость*, кс+ш-

Iлакез К п . В случае р=Т мн имеяу инвариантное направление иря-
рой - главную нормаль комплекса. 

2 ) на образующей комплекса имеются инвариантные, Т О Ч К И , ко­
торые мы можем у к а з а т ь при помощи евкдкдоного тензора , 

(координаты которого из зависят от: параметров о с н а ^ а и я а*-• 

Ы + Ы? • -(Лп
пр1-*)=0 ( 2 . 2 ) 

I вектор распределения целиком расположен в б , то в данном 
случае уже в первой окрестности на обрчзующей имеется инва­
риантная горлоаая точка . 



^ 0 /2.2л-2-

П-р-1 1 

• Ж . 3 

Кроме инвариантных точек на образующий комплекса,тензор 
дает инвариантные направления (собственные, асимптоти­

ческие) и скалярные инварианты^ 
^сли мы поместим оси репера е̂ < / к = п - р , . . . , п-1 / 

в главную нормальную плоскость комплекса, то появятся новые 
главные формы о ) * , а основная система дифференциальных 
уравнений, характеризующих комплекс, примет вид: 

причем 

Г а о» $ ~\ * 
/ 5 . 2 п - 2 р 

1'̂  /1 

Появятся новые инвариантные направления: 

собственные.и асимптотические направления звклидового тензора 
У"^ • тан далее Скалярные инварианты; новые инвариант­

ные точки на образующей комплекса, например , 

р ^ 0 /2.2п-2р 

Чтобы выяснить геометрический смысл инвариантов, рассмотрим 
подмногообразия, принадлежащие комплексу. 



Рассмотрим совокупность линейчатых поверхностей комплекса 
1-го рода . Аналитически эта совокупность выделяется уравнения-
ив 

о ; = 0 / к = п - р , п-1 I у З Д 

внешние производные системы ( 3 . 1 ) удовлетворяются тождест­
венно в силу системы: 

Всд^ « [ > * д с о * ] *• ] - и#] = О / 

к 

гак как формы йс!^ тождественно равны нулю. 
Отсюда 

Теорема I . 
Совокупность всех принадлежащих комплексу линейчатых п о ­

верхностей 1-го рода является (п -1)-мзрным семейством прямых. 
Зададим произвольную линейчатую поверхность нашей совокуп­

ности, наложив ( л - 2 ) связи на оазисные формы 

: сг2
п : . . : = СОЗ & ! Ш Щ • - • ^ 

Таким образом мы задаем направление центральной нормали 
поверхности ( соь Ч*а й С Т Ь косинус угла между центральной 
нормалью поверхности и осью е л . ) и вектор внешнего распре­
деления поверхности. Так как положение осей репера ёа не 
является фиксированным, то м- без ограничения общности можем 
считать выбранную нами поверхность координатной. Пусть её цент­
ральная нормаль сонаправлена еа , тогда 

- / ^ « * * * Ь / ~ абсцисса относительного центра ; 

(1-Ь^)/ТСа ИГ* т * , / е

л - вектор внутреннего распределения; 

Щ.Жл - зектор внешнего распределения данной 
линейчатой поверхности. 



ьсли ыы поместим оси ел в главную нормальную плоскость 
комплекса, то положение относительного центра и вектора внут­
реннего распроделзния данной поверхности не о^дет зависеть от 
выоора вектора внешнего распределения. 

Таким образом: 
Теорема 2 . 
Для линейчатых поверхностей комплекса 1-го рода, централь­

ные нормали которых сонаправлзны, относительные центры, о т в е ­
чающие главной нормальной плоскости, будут совпадать и вектор 
внутреннего распределения, отвечающий главной нормальной плос­
кости, будет одним и тем же. 

Рассмотрим теперь более узкую совокупность линейчатых по­
верхностей 1-го рода , принадлежащих комплексу, а именно сово­
купность всех квазиторсов 1-го рода . Назовем её А-подмного-
образиеы комплекса. А-подмногообразие выделяется системой урав­
нений 

Го к - 0 г , 

внешние производные системы ( 3 . 2 ) удовлетворяются тождест­
венно в силу системы: 

» У?У" + И < ] ~ - ° 

Теорема 3 . 
Совокупность всех принадлежащих комплексу Кр квазиторсов 

1-го рода-является ( п - р - 1 ) параметрическим семейством пря­
мых. 

Произвольную поверхность А-под^ногоооразия мы задаем выбо­
ром центральной нормали и , так как эта поверхность является кьа-
оиторсом, то этим однозначно определяется положение её горло­
вой точки и вектора внутреннего распределения. 

инвариантные точки образующей комплекса ( ^ . 2 ) - (2..2п-2р-^ 
является инвариантными точками А-поднногообраз'ия. 



Инвариантная точка , абсцисса которой отвечает уравнению 
[1.2.), является центром А-подиногообраэия. 

оудем называть линейчатые поверхности с ортогональными 
центральными нормалями ортогональными поверхностями. 

( п - р - 1 ) ортогональных линейчатых поверхностей А-подмного~-
образия, центральные нормали которых сонаправлены собственным 
направлениям тензора Щъг » назовем, по аналогии с евклидо 
ъаи пространством, главками, поверхностями л-подмногообразия. 
. орлоЕые точки главных линейчатых поверхностей являются ин­
вариантными точками образующей комплекса и отвечают уравнению 

2п-2р-2). Две наиболее удаленные друг от друга горловые 
точки главных линейчатых поверхностей назовем граничными точ­
ками. Абсцисса горловой точки И б о й поверхности А-подинэгооб-
рвзия достигает экстремального значения в граничных течках , в 
адной из икс достигается минимальное значение, во второй - мак­
симальное. 

Теорема <•.. 
Все горловые точки линейчатых поверхностей А-подмногообра-

эия расположены ь закрытом интервале на образующей, ограничен­
ном граничными точками А-поданогообразия. 

Учитывая теорему 2 , получим 
Следствие I 
Для всех линейчатых поверхностей 1-го рода , принадлежащих 

комплексу Д р , относительные центры, отвечающие главной нормаль­
ной плоскости, не могут находиться вне закрытого интервала , 
ограниченного граничными точками л-подмногообразия. 

Линейчатые поверхности А-подмногообразия, центральные нор­
мали которых сонаправлены собственными направлениям тензора 

, являются торсовыми поверхностями, ах горловые точки 
отвечает уравнению 

п~р-1 

л г. - р -1 О 

"1 2 

Лп 
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3*0 фокусы А-нодмногообраэия. 
Других торсовых поверхностей 1-го рода у комплекса в общей 

случае быть не может. 
Иски линейчатые поверхности 1-го рода не принадлежат А-нод-

многообразию, но их центральные нормали сонаправлены собственным 
направлениям тензора г\р , то внутренние векторы распределения 
данных поверхностей, отвечающие главной нормальной плоскости, 
будут нулевыми, в то время как внешние векторы распределения от­
личны от нуля, т . е . поверхности будут псевдоторсами. 

§<*. 
Рассмотрим теперь линейчатые поверхности 2 -го рода, принад­

лежащие комплексу, центральные нормали которых расположены в 
главной нормальной плоскости. Чтобы выделить некоторую линейча­
тую поверхность с центральной нормалью в главной нормальной 
плоскости, наложим на базисные формы следующие с в я з и : 

< Р : . . . : = СО^л_р . . . . С * ^ М 

« > * » т | <** 

ЭТИМ МЫ задаем направление центральной нормали поверхности 
сой Ч*^ е ь , её горловую точку и внешний вектор распре­

деления. 
Внутренний вектор распределения поверхности ( 4 . 1 ) не з а в и ­

сит от выбора скалярных функций т " . Отсюда 
Теорема 5 . 
Для всех линейчатых поверхностей комплекса, имеющих сона-

правленныв" центральные нормали в главной нормальной плоскости 
комплекса, внутренний вектор распределения будет одним и тем 

Скалярный инвариант комплекса ( А " ) есть с у ш а 
квадратов модулей внутренних векторов распределения орто­
гональных линейчатых поверхностей с центральными нормалями в 
главной нормальной плоскости комплекса. 

Значит: 



Теорема 6 . 
Сумма квадратов модулей векторов внутреннего распределения 

для любых р ортогональных поверхностей с центральными нор­
малями в главной нормальной плоскости, будет одной и той же. 

^ыберз« на образующей комплекса некоторую точку К и зада­
дим линейчатую поверхность таким образом, чтобы эта точка би­
ла горловой точкой поверхности, а внешний вектор распределения 
Оыл бы нулевым. Назовем такую поверхность К-повзрхностью. Оче­
видно, что каждой точке К 0 будет отвечать бесчисленное мно­
жество {^-поверхностей, отличающихся направлением центральной 
нормали; в это же время существует бесчисленное множество К-но-
верхностей с сонаправленными центральными нормалями, но о т в е ­
чающих различным точкам К. 

Вектором геодезической кривизны К поверхности с централь­
ной нормалью шз %1ёГ будет вектор 

его модуль будем называть геодезической кривизной К-поверхности. 
Рассматривая изменение геодезической кривизны при меняющей­

ся точке К, получим 
Теорема 7 . 
Среди всех К-поверхностей, имеющих одинаково направленную 

центральную нормаль, но отвечающих различным точкам К, мини-
альную геодезическую кривизну имеет К-поверхность, горловой 

точкой которой слузит точка с абсциссой 

Любым р ортогональным К-поверхностям, отвечающим неко­
торой определенной точке К, мы можем сопоставить вектор 

Г - ( Л " . р , . 1 - р * + ?^п-1 п-1 3 % , 

гумму векторов геодезических крпзизн данных р ортогональных 
' -поверхностей. модуль вектора Р назовем геодезической кри-



визной совокупности р ортогональных К-поверхностей, отвеча­
ющих одной и той же точке .К. 

Теорема 8. 
Геодезическая кривизна совокупности р ортогональных 

К-поверхностей, отвечающих одной и той же точке К, достигает 
минимального значения, если совокупность отвечает инвариант­
ной точке комплекса ( 2 . 2 п - 2 р ) 

В случае р=1 точки ( 4 . 2 ) и ( 2 . 2 л - 2 р ) совпадают. Но в 
этом случае можно указать другие инвариантные точки образую­
щей комплекса, связанные с К-повзрхнсстяыя, например, горло­
вую точку поверхности, для которой векторы распределения и 
геодезической кривизны ортогональны. 

Рассмотрим совокупность всех поверхностей комплекса, цен­
тральные нормали которых лежат в главной нормальной плоскости. 
Её можно выделить уравнениями 

^ л = 0 ( 4 . 3 ) 

Для т о г о , чтобы эта совокупность была подмногоооразием комплек­
с а , необходимо, чтобы внешние производные системы ( 4 . 3 ) тождзст 
венко удовлетворялись в силу системы. 

&4 « К 4)* Ы О К 41Щ,<& * *Щ ] -0 

Следовательно, нам необходимо, чтобы выполнялись условия 

I р - * 
при любых ОС, I , К . 

исследуя на инволюцию систему дифференциальных уравнений 
(2. 2п-2р-1 ) с учетом условий ( 4 . 4 ) , получим 

Теорема 9 . 
С произволом (п-р-1) функций ( П ~ О - г о переменного 



уществует класс комплексов Кр, для которого совокупность 
шнейчатых поверхностей с центральными нормалями в главной 
нормальной плоскости комплекса является 2р-параметрическим 
: а м е й с т Б о м прямых. 

Л и т е р а т у р а 
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Гош теин 'а.'к\. 

Некоторые вопросы комплексов в Кг> 

Данная работа содержит обобщение некоторых р е з у л ь т а т о в , 
полученных для комплексов прямых в / 3 / на случай 
более общего полуевклидового пространства К ™ 1 ™ 2 ' / 2 / , 
где т ^ п - П з , т 2 = л - п 5 , 1 , - . , т ^ = п-п1; ....л й г п М . 

№* я 1 , . . . т . . 

§ 1 . В пространстве К л вращение векторов орт^ 
нормированного репера Т /а ,Щ ,9г,..., е л / з адается следующим 
образом: 

Г — ' 
= ар, е К 1 

а Р 2 е Р , + Ора е К з 
( 1 Л ) 

р4 — ~Р.г ЗР км -* 
1 е р 5 = °р$ е Р 1 * а я ^ щ а . 

[« - а9* е л ' е • 
Ц&4 

где для любого I ( с = 1 , 2 , 8 ) двойные индексы со вто­
рим индексом ь принимают значения от г\_,+ ] до п-ь , 
причем п 0 считаем равнш: аула ; матрицы 0$* являются 
ортогональными. В дальнейшем мы всюду будем приписывать двой­
ным индексам такие же з н а ч е н а . 

Уравнения движения репера Т имеют вид: 

<^ЯГ^рН* 

1О ^ , .Як Г 

( 1 . 2 ) 

где 

сОрХ - О при К | ^п1 * = О 



т1т2 .т3 

а пространстве К л имеется 5 вложенных друг 
л друга инвариантных плоскостей сх\ : я ] с а , с . . . с ос 8 , 
_..азмерности которых соответственно равны Щу. Я ^ , . . *• Щ. ± 

Назовем прямую, целиком принадлежащую плоскости схс 

прямой порядка 1 С , где ь с - минимальное значение среди 
г.сех возможных I . Прямую же, лежащую вне <хв , назовем пря -
о/. ( 8 + 1 ) - го порядка . , 

.Аы будем рассматривать только такие семейства прямых, 
образующие которых являются прямыми наибольшего, ( з * 4 ) - г о 
порядка. Поэтому мы и:;ееы возможность крепить репер Т к с е ­
мейству прямы;:, помещая вершину репера А на образующую и 
направляя по образующей ось вп . 

Лрежде чем перейти к комплексам прямых, введем некоторые 
рОозначения для однопараметричзского семейства прямых - л и -
::еачаток поверхности. Линейчатая поверхность в К п 

,13 б первой окрестности индуцирует инвариантное направление -
центральную нормаль, являющуюся пересечением соприкасающейся 
плоскости линейчатой поверхности и гиперплоскости, ортогональ­
ной образующей. 

Будем называть линейчатую поверхность поверхностью 3 - г о 
п р я д к а , если её центральная нормаль есть прямая 3 - г о п о ­
рядка ( 3 = ^ , 2 , . . . , 8+1) 

Разложим вектор распределения линейчатой поверхности 
1 - г о порядка ( ь = Ц 2. ,.. •, 3 ) на 2 составляющих, одну из 
которых - проекцию на СХ, -назовем внутренним вектором р а с ­
пределения поверхности, а вторую - внешним вектором распре­
деления. 

Поверхности + 1 ) - г о порядка в первой окрестности индуци­
руют и инвариантную горловую точку на о-'разуюдей. Для поверх­
ностей I - г о порядка^ = 1 , 2 , , . . , 3 ) ншоряЯЛПЦН течка на 
гЗрз зущей в репере > у левого порядка появится лишь у к з а э и -
-орсов, т . е . у поверхностей с "нулевым вне»вы вектором р а с ­
пределения. 



§ 2 . Рассмотрим П - п э р к ^ т р и ч е с к о ^ семейство пря­
мых - комплекс К ы . В репере нулевого порядка Т 0 , где ось 

е" п направлена по образующей комплекса, а вершина ропзра 
лежит на образующей, формы с о ^ -

 г с^"'1 , с ^ р " 7 с.ип~' (к=1 . 
2 , . . &') будут главными. 

исключим из рассмотрения случай , когда 

Теперь мы можем записать основную систему дифференциальных 
уравнений, характеризующих комплекс А,, в репере Т 0 , в 
виде 

со = Л Р ь с о Л * ЛпА<^п 

/ (• . К - 1 , 2 , . . . . . . 5 / 

Рассматривая, как меняются коэффициенты системы ( 2 . 1 ) 
при допустимых преобразованиях репера Т 0 , находим, что в 
первой окрестности имеется инвариантное направление ( 5 * 1 ) -го 
порядка 1 | ' р к

( Щ 1 + с п 1 — направление глазной нормали 
комплекса." " р 

Вектор .5 - г о порядка Л^Аер зависит лишь от переноса 
вершины репера вдоль образующей. 

На образующей комплекса имеется инвариантные точки, ин­
дуцированные аффинором Я в * , но зависящим от изменения 
положений вектора е"п-.' . Тензор Л р \ дает и скалярные ин­
варианты, например 5 

' * - Ы*Р* 
Ист направить вг :тор е „ . - по главной нормали комплекс-: 

форни с о ^ ; будут главными 

Соответствевво, кроие инвариантных иаправленн.1, связанных с 
текзорои и вектором Ап^" е Р ( , , появятся инвариантны 
ЕЧдравдвнка тензора ^п'\р,, » векторы 5 - г о порядка 



§ 3 . Рассмотрим совокупность линейчатых поверхностей комп­
лекса, центральные нормали которых принадлежат инвариантной 
плоскости Сх\ с ( и 0 г-. 4 , 2 , . . . , 5 ) I а векторы распределения -
п л о с ^ с т и СХ5 . назовем эту совокупность А ^ - п о д м н о г о -

'5разием, А-*- подмногообразие выделяется уравнениями 

/к* и/ 

- С О ^ ' - = 0 ( 3 . 1 ) 
л--< Й 

Внешние производные с и с а о ш ( 3 . 1 ) тождественно удовлет­
воряются в силу системы. Следовательно. 

Теорема. Д - подмногообразие ( с с = 1, 2 г . . . , 5 ) 
комплекса является 0 ^ - параметрическим семейством пря­
ных. 

Рассмотрим наиболее широкое яз I :оиенаах друг в друга 
А,_- . .однногоооразий - А 3 ~ подмногообразие. 
Все поверхности 5 - г о порядка, принадлежащее А3-

подмногообразшв, являются нвазйторсами. 
инвариантные точки образующей комплекса, индуцированные 

теизэром Я , являются инвариантный» точками обрззувваа 

Лл-1п-1 б р л (бинормаль комплекса) и л - л Л л - А е р < 
Появятся и новые инвариантные точки, например, точки,абсциссы 
которых удовлетворяют уравнениям 

*^Л-| п-1 Лп-1 и ( 2 . 3 ) 

Мы можем продолжать аналогичным образом фиксацкв векто ­
ров е" р до полной канонизации репера , положив вершину р е ­
пера в одну из инвариантных точек образующей комплекса. 

Чтобы выяснить геометрический смысл инвариантных образов 
комплекса, рассмотрим ряд принадлежащих комплексу подмного­
образий. 



Ад- подмногообразия. Так инвариантная точка, абсцисса ко­
торой отвечает уравнению 

А > А 2
2 + . . . ^ ^ п й с = 0 ( 3 . 2 ) 

является центром А3 - подьшогооорпзия, а инвариантные 
точки, абсциссы которых удовлетворяют уравнению 

т 0 , 
( З Л ) 

являются фокусами А 3 - подмногообразия, линейчатые поверх­
ности Л3- подиногообразия, центральные нормали которых 
сонаправлзны собственный направлениям тензора Лр* , явля­
ются торсовыми поверхностями, их горловые точки удовлетворяют 
уравнению ( 3 . 3 ) . 

В репере 1-го порядка, когда по главной нормали направлен 
вектор еп.1 , в Л 3 -подмногообразии , появятся новые ин­
вариантные линейчатые поверхности, центральные нормали которых 
сонаправлзны собственным направлениям тензора Л^рл 

Для этих поверхностей внутренняя вынуждзннгл кривизна равна 
нулю. 

Скалярный инвариант комплекса З1 е с т ь инвариант и Л^-
подмногообразия, это сумма квадратов модулей векторов распре­
деления ортогональных поверхностей 1-го порядка, принад­
лежащих А$ -подмногообразию. 

Теорема. Сумма квадратов модулей векторов распределения 
одна и та же для любых п1 ортогональных поверхностей 1-го 
порядка, принадлежащих ' А$ -подмногообразию. 

§4. Рассмотрим линейчатые поверхности комплекса, централь­
ные, нормали которых сонаправлзны главной Нормали комплекса. 
Чтобы выделить одну из таких линейчатых поверхностей, надо 
наложить на базисные формы следующие связи 

0 ^ = 0 / к = 1 , 2 , . . . , 8 / ( 4 Л ) 

СО" К о ) п 



Гаким образом, выделяя линейчатую поверхность, мы указываем 
гочку на образующей, которая я з л я з т с я горловой точкой поверх-
ности. Для_любой линейчатой поверхности ( 4 . 1 ) вектор Я п . | е Р к 

1влязтся вектором распределения. Следовательно, 
Теорема. Для всзх линейчатых поверхностей комплекса, 

цзнтральные нормали которых сонаправлены главной нормали 
«шплзкса, вектор распрздзлёния один и тот н е . 

Для линейчатой поверхности ( 4 . 1 ) , отвечающей инвариантной 
.очке ( 2 . 3 ) , взкторы распрздзлёния и геодезической кривизны 
поверхности ортогональны. 

Для линейчатой поверхности, чья центральная нормаль с о -
направлена главной нормали комплекса, а горлоьая точка зсть 
инвариантная точка ( 2 . 2 ) , вектор геодезической кривизны п о ­
верхности ортогонален взктору бинормали. 

Рассмотрим класс комплзксов К / , для которого имеет 
иесто слздующзз свойство : совокупность всзх линейчатых поверх­
ностей комплекса, чьи центральные нормали сонаправлены г л а в ­
ной нормали комплекса, и инвариантной поверхности комплекса -
-алиндра - является голономным подмногообразием, которое б у -
~т называть В -подмногообразием. 

Основная система дифференциальных уравнений, характеризу­
ющих комплекс с голономным В -подмногообразием имеет вид: 

,?Ц Л Р< Р* 1 Рк <И 
о = Л р ^ п * Л п-1 « л ( 4 . 2 ) 

~ ЛрЛ р^с * / I П - 1 п-1 ' - п 

Исследуя на инволюцяю систему ( 4 . 2 ) , получаем 
Тзорема. С произволом 2.(п-2) функции (п-{) - г о а р -

"уизнта существует класс комплексов У\± , для которого В -
••5диногообразя8 является двухпараыетрическия семейством пря ­
ных. 

Для любой из поверхностей ( 5 + 1 ) - г о порядка В-подмногс-
"'-разия азктср геодезической кривизны один я тот з з . 

Ьзктор блнориали для комплекса -акного класса не Опреда­
ли. 



СО 
.Рк - Я СО, + Г 

П - 1 

V Рл ,Л- 1 ( 5 . 1 ) 

где 
Л р , = 0 при с I, и = I , г , з 

По лемме Басенина, система ( 5 . 1 ) находится в инволюции 
с произволом / ъ функций П переменных. 

Теперь каждый из евклидовых тензоров А р 1 - , являющихся 
составными частями аффинора Я р " , зависит лишь от э в ­
клидового вращения векторов й р ^ и от переноса вершины р е ­
пера вдоль образующей. 

Рассмотрим /^ -подмногообразие комплекса. В репере нуле­
вого порядка оно будет аналогично п, -параметрическому семейству 
прямых в К л , Все инвариантные образы комплекса, связанные 
с тензором Л ^ 1 1 являются инвариантными образами А х -под­
многообразия. Так, все торсовые'поверхности 1-го порядка, 
принадлежащие комплексу, являются инвариантными поверхностями 

к± - подмногообразия. Их центральные нормали сонаправлены 
собственным направлениям тензора Я ш , горловые точки от ­
вечают уравнению 

л;+1. . . # 
о 

•Лп, • • Л" , ' + ^ 
м р в Ё Н й точки образующей комплекса, отвечающие урав­

нению 

2 

лГчЛп, 

§ 5 . Рассмотрим класс комплексов К\ , для которого 
имеет место следующее свойство: все линейчатые поверхности, 
принадлежащие А5 -подмногообразию комплекса из данного 
класса , являются квазиторсами. 

Основная система дифференциальных уравнений, характери­
зующих комплекс данного класса в репере нулевого порядка Т , 
имеет вид: 



являются граничнгмп точками А1 -подмногообразия, горло­
выми точками главных линейчатых поверхностей -подмного­
образия, чьи центральные нор:.:али сонааравлены собственным 
направлениям сииметрироъанного тензора Л«,, . 

Ливариантная точка образующей комплекса, отвечающая у р а в ­
нению 

( Л | I • сл "и 

является центром А А -подмногообразия, назовем ёё 1-цзнт-
ром комплекса. 

Для -подмногообразий комплекса, где I I , не бу­
дет такой строгой аналогии с евклидовом пространством. 

Направляя векторы е Р ь по собственным направлениям т е н -
юра Л р ' мы лишь фиксируем положение ер^ в плоскости 

[_ёр\] * но положение плоскости С е р ь 3 остается произ­
вольным. Линейчатые поверхности ь - г о порядка А с - п о д -
.-гяогоооразия, центральные нориали которых лежат в ( Л ' ^ * ^ ) -
-арной плоскости, построенной на одном из собственных направ­
лений тензора Л р ' и :лоскости СКм , нвляются псевдотор-
озми ( с - / ) - г о рода, т . е . их векторы распределения являются 
лрямыыи ( 1 - 1 ) - г о порядка. Горловые точки этих поверхностей 
.'вляются инвариантными точками Образующей комплекса 

Л , , + 1 Л; .1*1 
и 

Ш,- П, , / из псзвдоторсоз (1-1) - г о рода яьллю.ся 
ворсовыми поверхностями. 

две наиболее удаленные *руг от друга точки, отвечающие 
"авнзнию 



являются граничными точками А 1 -по„.чнзгоэурэзин, горлоаыл 
точки всех поверхностей - I - г о парадка» -подмногообра­
зия находятся между ними. 

ЛнЕаризнтная точка образующей комплекса 

есть I -центр комплекса, горловые точки / п . с - п ^ / 
ортогональных линейчатых поверхностей I - г о порядка А\~ 
подмногообразия расположены симметрично относительно I -иен 
ра . 

Таким образом, центр А$ -подмногообразия является 
своеобразным центром тяжести 1̂  -центров комплекса. Пусть 

Ц - абсцисса I -центра ( ^ = 1 , 2 , , , тогда 
абсцисса центра А 3 -подмногообразия Ь есть 

ц 

4ожно указать граничные точки, между которыми находятся 
горловые точки всех квазиторсов комплекса и - г о порядка 
/ 1 = 4 , 2 , .. . , 5 / это будут две наиболее удаленные друг от 
друга точки из совокупности граничных точек всех - П О Д М Н О 

гообразий. 
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Клейнштейн й.П. 

|?> 

Ипзар/антные плоскости конгруэнции пряжах в <УЧ 

Настоящая работа ЯЕЛЯЗТСЯ продолкзнизм статьи / I / , в к о ­
торой рассмотрено деление двумерных плоскостей пространства 

Я?цЬ на два вида. Плоскости,содержащие @Ц чзсут на сзбе 
флаговую метрику, а остальные евклидовую метрику. Для полу­
чения евклидовых двумерных плоскостей [ 6^ ] , в которых 
лежат центральные нормали линейчатых поверхностей, принадлежа­
щих конгруэнции, необходимо привести к нулю различные пары 
ьаличин инвариантных при преобразованиях ( 3 ) , ( 4 ) / I / . 

Отметим ряд таких величии 

И - -АО, 

-Л - А 

4-

л 
щ 

( I ) 

4 - № 

#1 

Совокупность линейчатых повзрхностзй, центральные нормали 
которых леаат в одной двумерной евклидовой плоскости, назовём 
совокупностью Р. 

Центр симметрии стрикционных точек нзиэотропных линейча­
тых поверхностей — • - назовем центром симметрии сово­
купности Р , а сумму внутренних параметров распределения 
пары неизотропных линзйчатых поверхностей - анормаялте^ом с о ­
вокупности Р. ^ ъ &ф л . х, 

I — . — _ назовём ассиммзтрией 
* 8 

Величину 
совокупности Р' 

Вектор { ^ 1 , ^ } - координатами которого являются внешние 
параметры распрздзлёния пары неизотропных линзачатых поверх­
ностей, назовем вектором внешнего, оаосведзления, в отличие от 



взктора распределения изотропной линейчатой 
поверхности. 

Линейчатые поверхности, центральные нормали которых лежат 
в плоскостях или р> (22 ) / 1 / , назовем поверхностями 
Р « или Р^,. 

Пару линейчатых поверхностей с перпендикулярными централь­
ными нормалями назовем ортогональной парой. 

Теорема I . Пара линейчатых поверхностей и Р^ь -
ортогональная. 

Приведением к нулю различных пар величин из ( I ) выделя­
ются евклидовые инвариантные двумерные плоскости конгруэнции, 
в которых лежат центральные нормали совокупностей Р. 

Рассмотрим пару 

Подставляя в (2 ) значения * %. >'- ' 1> л< 3 из ( 1 8 ) / 1 / 
получаем систему линейных уравнений 

Л | й * - Д 1 ^ -- ^ •— ( 3 ) 

- й 4 - ^ - . ^ 
Эта система имззт единственное решение 

1 ±Й>^кМ **** с ^ - " - ^ ' > 
ь ( * * ) * + ( А > ) ь ( (4) 

если выражение . ( Х ' ) х отлично от нуля. Отсюда 
получаем 

Теорема 2 . Если вектор распрздзлзния отличен от нуля, то 
конгруанцня содержит одну и только одну совокупность Р, акор-



иалитэт которой равен нулю, а центр счшвтиии совпадает с 
относительный центром изотропной линейчатой поверхности. 

Рассмотрим пару 

Додстазляя в (5) значения л * ш - * Д г ъ^ из 
„(18) / I / , получаем систему уравнений 

V > , | Ад * Аз " % А , 

х^О* * = 

(б) 

эыражая или С\9 из первого уравнения системы (6) и 
подставляя во второе уравнение, получаем систему линейных 
уравнений, которое имеет единственное решение 

(7 ) 

если ) 

отлично 0 - нуля. Сравнивая это выражение, с (23) / I / , модам 
сказать 

Теорема 5 . Если стрикцконная точка поверхности 9р не с о в ­
ладает с центром прямой конгруэнции, то конгруэнция содержат 
одну и только одну совокупность 2, центр симметрии которой с о в -



падает с относительным центром изотропной линейчатой поверх­
ности и вектор распределения кс-ллипзарэн вектору внешнего рас­
пределения,, 

подставляя значения (.<-, к*1,%,ъ-) из (18 ) / I / в 

получаем систему уравнений 

Подставляя первое уравнение системы (9) во второе уравнение, 
получаем систему линейных уравнений относительно й1 • , 
которая имеет единственное решение 

5 9 

если знаменатель л, \ ^ ь д»1 + ' * р ? Л ь

ъ | отличен от 
нуля. Сравнивая его с ( 2 4 ) / 1 / , можем сказать 

Теорема 4-. Если внутренний параметр распределения поверх­
ностей отличен от нуля, то конгруэнция содержит одну и 
только одну совокупность Р , центр симметрии которой совпадает 
с относительным центром изотропной линейчатой поверхности и 
вектор распределения ортогонален вектору внешнего распределе­
ния. 



Рассмотрим пару 

Ух! V Щ±Ж - V Р ^ I - С * + ~ х * V - о ( п ) 

;одставляя в ( I I ) значения л'-- (*• к • 2 • 6 ) из (18) / I / , 
получаем систему уравнений ' 

(12) 

.одетавляя значение а г или о., , найденное из первого у р а в ­
нения, во второе , получаем систему линейных уравнений, к о т о ­
рая имеет единственное решение 

(13) 

9 
и х1ГА,и 

;сли |дй д»^ отлично от нуля. Сравнивая 

это выражение с ( 2 4 ) / 1 / , можем сказать 
Теорема 5 . Если внутренний параметр распределения поверх­

ностей отличен от нуля , то конгруэнция содержит одну и 
олько одну совокупность ? , центр симметрии которой совпадает 

! относительным центром изотропной линейчатой поверхности я 
Асимметрия разка нулю. 

:юдстазляя значения Ц * . - * * * , * ^ из ( 1 8 У 1 / в 



< х л - 4 * Я / > ^ ъ - ^ А а ~ - < > (1ч) 

получаем систему уравнений 

Л ^ л . - Лсд.» -- - Ч ' 
(15) 

- х л - > ^ 4 - Л ^ ° 

Подставляя значение а'^ или а1;, , найденное из первого урав­
нения системы ( 1 5 ) , во второе, получаем систему линейных урав­
нений, которая имеет единственное решение 

; _ МЫ ^4$«№$Л ( * ^ - л & 5 ж 

(16) 

в** -

к и я 
если знаменатель 
нуля, можем сказать 

Теорема" 6 . *1сли внутренний параметр распределения поверх­
ностей |* отличен от нуля, то конгруэнция содержит одну и 
только одну совокупность Р, для которой анормалитет равен нулю 
и вектор распределения коллинеарен вектору внешнего распределен* 

Подставляя значения л? ^^|к.<:^,г,ъ) из ( 1 8 ) / 1 / в 

- 5 Ь * Л , ^ * ЭТ* - О (17) 

получаем систему уравнений 



где ^у-2^' - корни квадратных уравнений, а выражение 
ех^У' ~ коэффициент при 5'" . -оазн сказать 

(20) 

Теорьма 8 . йсли вектор распределения отлачек от нуля, то 
онгруэнция содержит две действительные, две совпавшие или два 

мнимые совокупности Р, для которых анораэлнт&т и ассаызтрлл рав-
№ нулю. 

Рассмотрим в ( I ) пару 

торая равносильна системе 

.4 -л > а ^ Л

+ С АА'^Л Аь) 4* ->• $ 3 < ^ | | | ^ * в с 

для которой ^д, , сх^ являются корнями квадратных урав-
аний я (Д) г * - коэффициентом при ( й ^ ^ С ь ) 1 • Имеегг 

Теорема 7 . Если вектор распределения отличен от нуля, та 
конгруэнция содержит две действительные, две совпавшие или 
:зе мнимые совокупности Р, для которых анормалитет равен нули 

:1 вектор распределения ортогонален вектору внешнего распреде­
ления. 

Подставляя значения ЩХЬ-ЪцЭу- из ( 1 8 ) / 1 / в 

получаем систему уравнений 



~Х1 = С , Лъ = о (22) 

Подставляя в (22) значения *Г 1 , 2 - , ъ > из ( 1 8 ) / : / 
получаем систему уравнений 

(л\ *Ф4 + л * ° ^ а * " л * а ^ ' & а* ' ^ " 0 (23) 

где а \ с ; - корень кубического уравнения и 

^ ; к ь + ъ ъ 1 ~ коэффициент при ( а - ) . Сравнивая 

это выражение с ( 2 ч ) / 1 / , можем с к а з а т ь 
Теорема 9 . Если внутренний параметр распределения поверх­

ностей отличен от нуля , то конгруэнция содержит одну дейст-
>вительную и две мнимых, три действительных различных или три 
действительных, из которых две совпали, совокупности Р , для ко­
торых вектор внешнего распределения равен нулю. 

Подставляя значения Ц,*-» из ( 1 8 ) / 1 / в 

| "у^ "\Ь I . ' , 2 . V X 

Ль лг> > 4 т 1 

получаем систому квадратных'уравнений 

откуда можем сказать: 
Тзорвма 10. Конгруэнция содержит совокупность Р , для кото 



рой вектор распределения коллинзарзн а к т о р у внешнего р а с ­
пределения и ассимметрия равна нулю. 

Подставляя значения Д.* -11.г1ь) из ( 1 8 ) / 1 / в 

Л, Ад, + 1 , ^ = 0 ; 

получаем систему квадратных уравнений 

откуда модем с к а з а т ь : 
Теорема I I . Конгруэнция содержит-совокупность Р , для к о т о ­

рой вектор распределения ортогонален вектору внешнего распре ­
деления и ассимметрия равна нули. 

Л и т е р а т у р а 

1. Клейнштэйн я . п . Инвариантные образы конргуэнции в Я ? ' Ь . 
Уч.записки ЛГУ, т . 1 5 2 , 1971 г . 

-л ~ъ 
=•0 (26) 



Клейнштейн 2 .5 , 

Конгруэнция плоскостей р Км 

I . Однопаоаметтмческое семейство двумерных плоскостей. 
Рассмотрим семейство двумерных плоскостей ( 2. )^не л е ­

жащих в инЕарканткой гиперплоскости ( 4 см } пространст­
ва К.'* , в котором базисные векторы ортонор-ароваяного репе­
ра изменяются по следующему закону: 

Каждая'двумерная плоскость 2± , принадлежащая семейству 
пересекается с инвариантной гиперплоскостью & 

по определенному вектору . Направим по нему вектор ^ о р т о ­
нормированного репера . При этом в ( 1 . 1 ) фиксируется часть п а ­
раметров. 

( I ) 

и уравнения движения имеют вид 

(2) 



другой стороны, используя ( I ) , получаем 

.авнивая (4 ) и ( 5 ) , получаем фиксацию 

а ч = о , о,ц = с 

(4 ) 

(5) 

(6) 

у с т а в л я я условия ( 3 ) , (6 ) в ( I ) , получаем закон изменения 
-азисных векторов ортокориирозанного репера в в,:де 

(7) 

*ц **Ч 

'ожзм с к а з а т ь , что семейство ( Ь ) отнесено к ортонорыиро-
занному реперу следующий образом. Векторы Чл, располо-

зны з двумерной плоскости г.1 , а аЬ/ ^ч - в плоскости г.. 
Й характера изменения базисных векторов (7) с л е д у е т , что 
носкости 2 _ , 2 а 1 - флаговые. Помечая вершину А репера з 

плоскость г-* определим его допустимые преобразования. ШШ 
шляются: 

I . Перенос вершины А репера в плслкости ^ 

1-- 1,Х, Ъ, Ч« 

2 . Вращение & л в плоскости ^ 1 

алее поместим вектор 2.^ в плоскость 2 . , В этом случае 
олмно выполняться условие 
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3 . Вращение й«. в плоскости ^ 

При преобразованиях (8) компоненты движения ортонормиро­
ванного репера изменяются следующим образом 

<53-- а ь + Ыь 3 > ^ 

Двухиндексные формы о>| остаются без 
изменения. 

При преобразованиях (9 ) компоненты движения изменяются 
так 

й * „ л* 1 . 3 $ - <Ц * ( 4 , ч А * 

Л ь 2>*« *~ , 4 * . *# ( 1 2 ) 
ч 

При преобразованиях (10 ) компоненты движения изменяются сле­
дующим образом 

, Щ-*:Ф4^ ( 1 3 ) 

Сравнивая ( I I ) , ( 1 2 ) , (13) замечаем, что 



главные формы. Положим 

(15) 

Коэффициенты системы (15) меняются также, как и стоящие слева 
формы. 

Для семейства ( 2» ) выражение 

является единственным инвариантом. При переходе к другому па­
раметру яислитель и знаменатель выражения (16) 

зовем К кривизной семзйства ( 2» ) . ' 
Выясним геометрический смысл коэффициентов системы ( 1 5 ) . 

Для этого рассмотрим новые геометрические образы. 
Каждая прямая ы , лежащая в плоскости г . семейства 

( 2 . ) , образует семейство прямых (ос) . Назовем многообразие, 
состоящее из однопараметрического семейства прямых ( о4 ) , 
через каждую образующую ос которого проходит некоторая 
плоскость 51 , совокупностью (ос ; ) / I / . 

каждый вектор ^ , &ч плоскости г . семейства ( Л ) 
описывает линзйчатую поверхность. 

Двумерная линейчатая поверхность ( оС„ ) , где прямые ы.а 

проходят через вершину репера параллельно инвариантному век­
тору ел , имеет центральную нормаль сонаправленную вектору 

сЛ е3. Поэтому для ( = х 0 , ^ ) вектор центральной нормали с о -
направлен вектору 

(16 ) 

получают множитель {.^/сШ^ который сокращается. На-

и?) 



4" ^ (21) 

на основания чего можэм сказать. 

являющимся инвариантным направлением в плоскости Г., , при­
чем сО^ - его модуль. 

лаждоыу выбору вектора %н соответствует совокупность 
( а и и ) . Двумерная линейчатая поверхность ( с*, ) , где 
прямые о<. проходят через вершину репера параллельно векто­
ру г и , имеет центральную нормаль сонаправленную вектору 

сЛе.ч • Для совокупности ( ы.; 2. ) этот вектор проецируется 
плоскости 2. и . Проекцию центральной нормали с о ­
вокупности ( ы, 2» ) на плоскость 2 1 

( 1 8 ) 

назовем внешней центральной нормалью совокупности ( ^ , 2» ) . 
Инвариант ( 1 6 ) выражает отношение площади параллелограм­

ма, построенного на векторах центральной нормали совокупнос­
ти ( =*:=., 2. ) и внешней центральной нормали ( 2. ) , как на 
сторонах, к квадрату модуля вектора центральной нормали 
( - ь ) . 

Теорема I . Отношение площади параллелограмма, построен­
ного на взкторах центрашьной нормали 1. ) и внешней 
центральной нормали ( с * , х» ) , к квадрату модуля вектора 
центральной нормали ( ыа>^ величина одна и та ае для 
всех (=><-., 2, ) . Рассмотрим возможные канонизации репера с е ­
мейства ( 2 » ) . 

Если вектор внешней центральной нормали ( о 4 , ) сона-
правлен изотропному вектору , то 

с о * - - О (19) 
Пусть после.преобразования (10) выполняется ( 1 9 ) , получаем 

^ - с4 О (20) 



(23) 

не зависит от поворота репера. Пусть после преобразования 
(8) выполняется система (23) 

С % • + ф : ^ - * # * О ( 2 4 ) 

А$ + Ьн ^ + л*-о 

откуда получаем координаты инвариантной точки семейства 
( 2 . ) , которые вычисляется по формулам 

**1 1 

\ 

(Л 

«Я 1* 1 
41 1 С -

4 щ 41 
Отметим, что при выполнении условий ( 1 9 ) , (22 ) и ( 2 3 ) , р е ­
пер наш канонизирован полностью. ^ 

Если вершина репера фиксирована, то формы *о и * ста­
новятся главными и значит одним, вполне определённым, выбо­
ром 0,„ можем обратить форму ^ 1 нуль, т . е . 

ч 

Теорема 2 . Если модуль вектора центральной нормали 
( ы - о , 2. ) , отличен от нуля, то через какдуй точку плоскос-

.ти 21 проходит одна и только одна совокупность ( с*, г. ), 
для которой вектор внешней центральной нормали сонаправден 
изотропному вектору. 

Если неизотропный вектор е А плоскости х , , сонаправ­
ден центральной нормали ( 21 ) ( ю это выразится у с л о ­
вием 

<& = О (22) 

Рассмотрим наличие инвариантных точек семейства ( 2* ). 
От переноса репера зависят только формы ^' , и)*' уравнений 
движения ( 2 ) . Система 
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Из условий ( 2 3 ) и ( 2 6 ) следует 

с1Л ? (27) 

откуда имеем, что Щ описывает ворсовую поверхность. В 
этом случае вершина репера, приложенная в инвариантной точ­
ке семейства ( Ь ) -фокусе, координаты которого определяются 
из ( 2 5 ) , при своём смещении описывает фокальную кривую. 

В дальнейшем нам потребуется система уравнений однопа-
раметрического семейства ( 1* ) , где за базис взята форма 

сО^ или «о* # Система ( 1 5 ) , в этом случае, примет вид 

та8 4&* ~*4 ^ ( 2 9 ) 

вектор внешней центральной нормали ( Л ) , 

^ + . ( 3 0 ) 

вектор центральной нормали ( .*ч 0 > ^ ) , причем Щ$ - его 
модуль. Соответственно для системы 

( 3 1 ) 

вектор 

является вектором внешней центральной нормали ( *1 ) . 

и ^ е , * (33) 

центральной нормалью ( © с в , 2* ) . 



2 . Конгруэнция плоскостей. 
Конгруэнцией плоскостей ( X. ) в четырехмерном простран­

стве называется двухпараметрическое семейство двумерных плос­
костей . 

Отнесём конгруэнцию ( г . ) к ортонормированному реперу 
аналогично первой части для семейства ( г . ) . Принимая формы 

1О3 сО̂ 1 за базисные, получаем основную систему в виде 
о 

* & Й# . (34) 

При преобразованиях (8 ) коэффициенты системы (34) изменяются 
следующим образом 

: Л ; - у 1 + 1 л ^ : Г , ( 3 5 ) 

Коэффициенты ( I . , ; = остаются без изменения. При пре ­
образованиях (9) коэффициенты системы (Зч-) изменяются так 

Эй - , <1 . ^ а и ^ > , -<<Й 

При преобразованиях (10) коэффициенты \ \ И . д * *.*•) сис­
темы (34) остаются без изменения, а \с* изменяются следу­
ющим образом 

й; = 'А-^ , V - ^ (37) 
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Для определения геометрического смысла коэффициентов с и с -
т е ш (34 ) рассмотрим однопараметрические семейства ( 2 . ) 
принадлежащие конгруэнции ( 2 , ) . 

Базисные формы <0 ,̂ и сг>% системы (34) являются к о ­
ординатами вектора центральной нормали совокупности (о<*,г. ) . 
Для однопараметрического подмногообразия конгруэнции ( ^ ) , 
которое определится условием Ц ^ О , вектор центральной нор­
мали ( < < 0 , 2 . ) сонаправлзн изотропному вэкт'уоу. Поэмцу 
назовеи однопараметрическое подмногообразие щ - =0 и з о ­
тропным, а подмногообразие сЛ^ =0 - нзизотропным. 

Для изотропного однопараметрического подмногообразия 
^=0 получаем из (34) систему 

Сравнивая системы ( 3 8 ) и ( 28 ) получаем, что , 
координаты внешней центральной нормали ( ы-, 2- )•> где ос 
проходят ч е р е з вершину репера параллельно изменяющемуся 
вектору &ц . 

Для некзотропного однопараметрического подмногообразия 
и)^ =0 полупази из (34) систему 

• " « « Ь Ч Ь , (39) 

Сравнивая системы (39) и (31) лолучаеи , что {х*.,*!^ 
координаты внешней ц е н т р а л ы Л нормали { ^ , ?и ) , где /Ь -
прямые, проходящие через вершину репера параллельно вектору 

» 

Модуль внешней центральной нормали ( а, , 2» ) изотропно­
го однопараиетрического подмногообразия к , А не изменяет ­
ся при допустимых преобразрваниях репера ( 8 ) , (9 ) и ( 1 0 ) . 
можем с к а з а т ь 

Теорема 3 . модуль вектора внешней центральной нормали 
( е * . , ь ) изотропного подмногообразия конгруэнции ( & ) 



к! К* 
О (40) 

инвариантное при преобразованиях ( 8 ) , ( 9 ) . После выполнения 
преобразования ( 1 0 ) , имеем 

1 & 

или 

^ - ( ^ ч г Э Д ^ 4 - м М г о (42) 

Дискриминант этого квадратного уравнения 

является инвариантом конгруэнции ( X. ) . Он мог"зт служить 
для классификации плоскостей конгруэнции в зависимости от 
своего знака , Можем сказать 

Теорема 4 . Конгруэнция плоскостей 1 ( 2, ) содержит две 
действительные, две совпавшие или две учимые совокупности 
( о С , 1л )) ( Й , Ъ ) , для которых внешние нейтральные нор­
мали коллинеарны. 

Условие к ; + ^ = 0

 11 т 

инвариантное при преобразованиях ( 8 ) , (9)^фиксирует вектор 
Щ в плоскости Ь 

Если выполняется 

является её инвариантом. 
Рассмотрим возможные канонизации репера конгруэнции 

( Б )• 
Ясли внешние центральные нормали подмногообразий конгру­

энции ( Ъ. ) коллинеарны, то выполняется условие 



инвариантное при преобразованиях ( 8 ) , ( 1 0 ) , то фиксируется 
вектор С А в плоскости л: , . 

При выпрлнении условий (44) и (45) получаем 
к"! - о , 4 - - о С*) 

и положение всех векторов репера креплено. 
; Условие 

, 4 = 0 (47) 

инвариантное при преобразованиях ( 8 ) , ( 1 0 ) , также фиксирует 
в-ктор е л в плоскости Ъ. 4 . 

Для определения инвариантных точек конгруэнции ( ^ ) , 
рассмотрим инварианты поворота репера. 

4 * ^ (48) 

А* (49) 

-А* Ль 
(50) 

Перенесём вершину А репера так, чтобы после переноса имело 
место 

& 5 $ * 6 , (51) 

Пгдставлкя в (51) выражения ( 3 5 ) , получаем координаты ин­
вариантной точки конгруэнции ( 2^ ) , которые вычисляются 
по формулам 

I л*(*',-»4>ц?и-»А|") ^ $ ^ 

Групгируя условия ( 4 0 ) , ( 4 4 ) ; ( 4 5 ) , (47) и ( 5 1 ) , получаем 
раэдичные канонизации репера конгруэнции ( Ъ. ) . 

Точки^з которых имеет место условие 

\* - О (53) 



ее 

инвариантное при преобразованиях ( 9 ) , ( 1 0 ) , называются фоку­
сами плоскости 2 1 » а с а м а кривая - фокальной кривой. 

Подставлял в (53) выражения (35) найдем уравнение фокаль­
ной линии 

^ ( Б 4 ) , 

Инвариант однопараметркческих подмногообразий конгруэнции 
( а ) - кривизна, определяется отношением ( 1 6 ) . Подстав­
ляя в (16) выражения ( 3 4 ) , получаем 

6 1 ? ( 5 5 ) 

Для наизотропного подмногообразия йЭ| - 0 конгруэнцжж ( -5 ) 
криакэка 

и г * . - . 4 < 5 б > 

Каждое одноп&раыегреческое подмногообразие имеот опреде~ 
ленный фокус, определяющийся из системы 

(57) 

Исключая отношение &щ из системы ( 5 7 ) , получим у р а в ­
нение фокальной кривой ( 5 4 ) . 

Для изотропного пода*логообраз?1Я бО^ = 0 из системы (57) 
получаем координаты фокуса 



Координаты фокусов (58) к (59) удовлетворяют уравнению (54) , 
Можем сказать: 

Теорема 5 . Фокусы одкопараметрических подмногообразий 
конгруэнции ( 2л ) лежат на ее фокальной кривой. 

Л и т е р а т у р а 

I , Березина Л".Я. Многообразия прямая - плоскость в 
Изв# вузов , матем. , 1971 , А 8 . 

Для неизотропного подмногообразия (0^= 0 координаты фо­
куса вычисляются по формулам 

а. а. г Л 
С- Е > е * * г % ( 5 9 ) 



У Чадревиц Л.И. 

Инвариантные подмногообразия конгруэнции 
прямых в р п , . 

§ 1 . Линейчатая поверхность 
§ 2 . Линейчатая поверхность ^ к ( К - Ь , Ч Й У-
§ 3 . инвариантная линейчатая поверхность 
§ 4 . йонгруенция прямых. 
§ 5 . Инвариантное дзухпарааетрическое, семейство И^-
§ 6 . /шварчантное трёхпараметрическоз семейство ! • « 
§ 7 . Р - параметрическое семейство Ыр. 

Отнесём семейство прямых первого порядка / I / в /> , к ор-
тонормирозанному реперу Я. (А, Г , : ) , . . . , /г , следующим об­
разом.: вершину А репера /I поместим на прямой семейства, а 
вектор направим по этой прямой. Уравнения движения р е ­
пера в р „ . к.,!з.ют вид: 

^ - * " И Г § ^ + А ь 

допустимыми преобразованиями репера являются; перенос 
вершины I по прямой 

$ФЩ , Г - € ( 2 ; и 

вращение репера вокруг прямой сзаьйства 



1 М ф ' * 

та — 

( 3 ) 

При переносе ( 2 ) , очевидно, двухиндексные формы ^ 
не изменяются, а одноиндзксные преобразуются по закону: 

ог = л , з , - . . . , 

При вращзк/.и (3) закон изменения компонент уравнений 
движения ( I ) имеет в и д : • сх)"1 

где ма ?рица является обратно;! матрице | ^ » * $ пре­
образования ( 3 ) , 

локпснзнты и ьЧг при вращении репера образуют 
коорд;:;-:ит~ контразарианткых в е к т о р о в , модулем каадого из ко­
торых соответственно являются иивар:.антаыз лилейные формы 

Ы « ^ • 
Однйпзра^етричзсксз се»з^.ство пряных назреем в далькей-

-.чатои поверхностью. Выделим такие линейчатые поверх-



ности, центральная нормаль каждой из которых расположена в 
инвариантной ( П-Ы.*^ )-мерной плоскости Т1Иг-
но не лежит в инвариантной (п-Ж) -мерной плоскости 
Г Ж У Р" 1 , вложенной в первую и обозначим их А, 

§ 1 . Линейчатая поверхность 

Рассмотрим линейчатую поверхность Ьх , центральная нор­
маль ШЩ которой расположена в плоскости [ <?3 , ^х],' 
но_^нз лежит в плоскости [Щ 1 -Вч Направим вектор 

Ж -по , вследствие чего будем иметь: оо/~0 ,си}ч=0, 
, оо? = О Ц г ) и 

Принимая форму Са)^ з а базисную, запишем: 

^=КЩ , °^' 3 <!!* N 
Точка прямой линейчатой поверхности 1л ̂  с абсциссой 

является её стрикционной точкой. На основании первого урав ­
нения с и с т е м ( щ ) уразнениа ( щ ) представляется о1 'но-
ыенизм инвариантных ланейных форм: 

Ж 
-А ^ т 

Коэффициенты ) Л д ( 1 Л системы \ ) я в ­
ляются координатами контравариантного вектора , который назове;. 
вектором распределения поверхности . Модуль Л% этого 
вектора, являющийся инвариантом допустимых преобразований р е ­
пера , соответственно назовем параметром распр-дзления. Из 
системы ^ ) следует , что параметр распределения поьэрх-



НОСТИ 1л 2, ^ 

является отношением инвариантных линейных форм 0> и Щ . 
В репере нулевого порядка формула ( % ) принимает вид; 

ы 2 " ь>* 

( О 
§ 2 . Линейчатые поверхности и к (к~ Ь,1!,-- ,Н.-<)), 

Для линейчатой поверхности прежде всего имеем; 

Л Тл - а ' / 5 + ЩГ*4!ы * + щК, 
, Щ 

•р 
сонаправим вектор -о* репера вектору центральной нор­

мали , вследствие ч е г о , получим: 

Принимая форму Ц1 за базисную, ыожем записать 

(по индексу К не суммируется) . 
При переносе варщины репера , очевидна," изгоняется лишь 

коэффициент Л^к по формуле: 
н л 

Вращение репере вокруг образующей для поверхности 
носит более сложны,', характер , чем для поверхности (-*х, • Про­
веряя изменение коэффициентов Л.к системы '•( 2$) при до­
пустимом лреоб??зозании ( 3 ) с учахом.условий ( 2 , ) -и '{ ,2д, •)., 



к 4 V I \ К - * 

найдем: коэффициенты -А к , , Л к образуют 
координаты контравариантноговектора в плоскости [ • € г \ 1 ^ 1 . . . . / ? ' ^ ^ 

Вектор 1 А\ ( л\; 1 , Л*к } н е з ави ­
сит от вращения осей 2^ / ^ ( / репера в плоскос­
ти [в'ц*1)^к^ €"».]. Назовем его внутренним вектором 
распределения. Модуль этого вектора, являющийся ин­
вариантом переноса и вращения репера — назовём параметром 
распределения поверхности ^ . Очевидно из системы ( 2 3 ) 

Р - У 1 -

т . е . параметр распределения равен отношению инвариантных л и -
ценных форм Ы и Си* 

Точку прямой линейчатой поверхности 1*к с абсциссой 

назовем её относительным центром. Абсцисса относительного 
центра зависит от вращения осой ) Щ , 

в плоскости ? < ] . 
Остальные коэффициенты Л К ^ Х^к* . . )Гк 

системы ( Л ' з ) образуют вектор, зависящей от всего преобра­
зования (3) и назовем его внешним вектором распределения. 

§ 3 . инвариантная линейчатая поверхность ^ п . 

Наконец, рассмотрим линейчатую поверхность ыщ. , цент­
ральная норыаль котороЛ сонаправлена инвариантному вектору 

ЖЩ**^'^ < ш^=01 СО^О) ,1Ц '=0 Щ 
Основная систзма реп'-ра данной поверхности имеет вид: 



Аналогично рассмотренным выше линейчатым поверхностей, найдем, 
что данная поверхность обладает вектором распределения 
{А1*. )^\_ .У1^1 ^ и параметром распределения 

Параметр распределения ( 3^ ) является инвариантом переноса 
и вращения репера. 

Точку прямой поверхности с абсциссой 

^ — - Х К

Л = — (Ьм) назовем её относительный центром 
и отметим, что положение его зависит от вращения осей 

§ 4 . Конгруэнция прямые в Рп. 

Конгруенцией прямых назовем семейство прямых первого по­
рядка , зависящее от ( Г---/ ) параметров. 

Основная система репера конгруенции имеет вид: 

а*=>^ *>/ ; ^ » м > * № где" 
формы Щ линейно независимые. ^ . 

Проверлн изменение коэффициентов системы ( ту ) 
при переносе вершины репера , найдем: 

При вращении ( 3 ) вектор - функция А» сопоставляет контра-
вариантному вектогу , кснтраваризнтный 
вектор [ и * ы?} • 

Инварианты 3 * : (л^М,....,*. , М = Д , 3 , . . . . ; Н-4 + А) 
аффинора А ^ были рассмотрены в / 2 / . Среди них »;азется ров­
но ( ) точечный инвариант. Точки полной конгруэнции, в 
которых эти инварианты обращаются в нуль, является инвариант­
ными образами, свойственными конгруэнции прямых в Рк . Кроме 



них, контруеиция обладает аффинными образами такими, как 
центр, критические точки и фокусы. 

для конгруенции прямых в р„ . имеем две инвариантные ли­
нейные формы ш1* И Щ** , а также одну инвариантную квадра­
тичную форму Ы Л / ш ь уф 

При любом выборе положения репера мы можом выделить (Л-—/) 
линейчатую поверхность, принадлежащую конгруэнции, центральная 
нормаль каждой из которых сонзправлена одному из векторов рб~ 
пера, Назовем такие поверхности координатными. Среди этих . 
координатных поверхностей имеются поверхности 
для которых справедливы все выше изложенные свойстве. Таким 
образом, инвариант конгруэнции = есть параметр распре­
деления поверхности , принадлежащей конгруэнции, 

С целью определения геометрического смысля инвариантов 
рассмотрим подмногообразия конгруэнции. ' 

§5 , Инвариантное двухпараметрическое семейство 
прямых 

Рассмотрим подмногообразие конгруэнции прямых, выделяемое 
системой уравнений: 

- О , ~ 0 , . . . , Ш* ~~0 Ш 
нетрудно проверить, что Ющ -О , а)щ-Ог — , **Щ ~д• 
а , ' с л е д о в а т е л ь н о , система ( ^ ) вложив интегрируема. 

Теорема. Линейчатые поверхности конгруэнции, центральное 
нормали которых лежат в инвариантной плоскости 

[•®я-1, образует двухоараметрическое семейст­
во прямых. 

Обозначим это семейство Но, 
На основании условий ( 51 ) бужем иметь то,- что от пе ­

реноса вертким репера будут зависеть ишь фо^иа ы' • Ш \ 
При вращении (>.; комповенх - к-,- ' и Й% образуют ЙО-

ордиивты иоитраЕзриаьтьоро згктора в абсояютяой ддэскости 
Г ^ ((сю№чая линеаиу» ззваениость форм о*/*'' к 



^ , запишем основную систему репера семейства 4*: 

Инвариантами семейства и ? пвляатся иннирианты конгруэнции: 

Л>1-1 А Н 

3 силу т о г о , что центральные нормали поверхностей 
и Ьк лежат в плоскости [ - ^ , _ < ( # « . ] , с л м о ь а т з л ь н о , они при­
надлежит семейству ь ^ . Геометрический с:.исл инварианта 
был определён выше, ^ля определения геометрического смысла 
инварианта полоним, что параметр распределения коор­
динатной линейчатой поверхности ь п ч равен нулю и-назовем 
такую поверхность нулевой. Очевидно, для нер л^езт несто: 

ил и 
\ 4 

1 Ап "!" - 0 . 
1)з последнего соотношения найдем: -

0 1 П-1 ' \К 'Л) 
Теоозма. Семейство прямых содержит розно одну куле 

вую координатную по:, .,-рхность Ь л 

Подставляя ( ^ ) в следующую координату X 3 

реннего вектора распределения поверхности 

} АХ 

1л 
впут-

п _ 1 , получим: 

Л П - 1 

А п-1 -Л' 

или Л , = 
П - 1 

1 & 

*П. -

сравнивая ( ( %• ) и ( ) , за01 - т е м ; 
Теорема. Произведение параметров распределения поверхности 

1>Л и нулевой координатной поверхности А й . 
является инвариантом семейства м- и конгруэнции. 

Такаа образом, направляя з зктор ^ ц . , репера по централь­
ной нормали нулевой поверхности !->н-4 ? получаги т о , что 



ассцпсса относительного центра поверхности 1->п. в а ш ш * т е ­
перь лишь от вращения ооей X #. 3? в плоскости 

Течку нрнмой семейства ^ с абсциссой _ Ак ^| 

назовем его относительная цзнтром. Очевидно он также зависит 
от вращения "% ' - ^ , • • - • / "^1-1 в плоскости 

I 6 . инвариантное трёхпараметричоское сеиейство 
прьмых Ид 

Рассмотрим семейство прямых, выделяемое системой уравне­
нии ш^-О, ш4

ъ' = о ... . ау"~ъ=0 (б,). Эта система 
вполне интегрируема, т . к . ®ш?=С , л) = ^ 7 3 , . . . , " - 3 . 
Следовательно, здесь имеет место аналогичная теорема, как 
для семейства нЧ: линейчатые поверхности, центральные нормали 
которых лежат в абсолютной плоскости [ ё'и-д , ^л.] 
образуют трёхрараметрическоз семейство прямых, которое обоз­
начим и^. 

Аналогично семейству |Ь» найден, что от переноса вершины 
репера зависят лишь формы Со1' А с и п ~ ' . I*)*' 

[1 ри вращении репера компоненты 1#4 , Щ Ш/ 
ооразуют координаты контравари»нтного Виктора в плоскости 

Г;С*-,4-М & | И 0 ; й Г а Я * ° р М Ы ^ « ^ 
линейно независимыми, запишем основную систему репера данного 
сзнзистЕа: 

Инвариантами сеыейстЕа а , являются инварианты семейства Й5 

и конгруэнции у п а 7 И _ , . хроме того семейству н^ 
принадлежит дополнительно инвариант конгруэнции • 



К-1 Л* 

М 

Ли, 

Геометрический смысл инвариантов 
Хл 

И 

у ! 
б Ы Л И В Й Д 8 Н 

в § 5 . Соответственно линейчатая поверхность 1>к и нулевая 
поверхность !-> п--\ принадлежит семейству 1Ц., Найдем третье 
инвариантное направление Ья-ь семейства м » , для чего пола­
гаем, что вектор направлен по центральной нормали 
нулевой поверхности 1*^.! , а для поверхности А . , ^ пред­
полагаем, что внутренний вектор распределения её 

{•^-АХ-Д , . . . . , ХЙЬ] л е ж и т з плоскости ГА*%,-">1й} 
Вследствие такого прздполокен.гя зуде.,; л.;зть: 

\ 4 Т 5 
= 0 или 

I \ * г-  Л~ 1 \ °* а / 1 - Я . 

Решая последнюю систему, откуда найдем С1у а 

которые затем подставим в формулу. Д д . » Учитывая соотноше­
ние ^ ) , получим: 

П-1 
^п-1 

'̂ 5с ;-ема. Существует ровно одна тройка координатных ли-
азачатых поверхностей 
параметры распрздзлёния которых являются инва­
риантами семз/.стза ш ^ . 

.Соординаткую линейчатую поверхность Ь Я . А для которой 



выполняются услоьип ( &ц ) назовем дважды нулевой, после 
такого выбора координатных поверхностей , / .щ-г, 
полуним, что абсциссы относительных центров этих поверхнос­
тей зависят лишь от вращения осей $ &з , • • , 
в плоскости Г , Щ, , . 

Точку прямой семейства И 5 с абсциссой / _ Хп-А+У'п-ч̂ Ап. 
назовем его относительным центром. 

ичевидно, абсцисса относительного центра семейства 
также зависит от вращения > . ^[ Ж„ , в плоскости 

Йз формулы ( (Ь5 ) следует : 
Теорема, инвариант У* копгпуэнши прямых есть произве-

дение параметров распределения координатной 
поверхности Ьк , пулевой поверхности 
и дважды нулевой поверхности . 

$7 . Р - параметрическое семейство прямых 

При рассмотрен/и семейств &ъ и были найдены инвариант­
ные линейчатые ноъерхностк кагдого из семейств, причем было 
показано, что число инвариантов и инвариантных поверхностей 
равно числу параметров р . • . 

Теперь рассмотрим Р-нзраметрическоз семейство ы"р 

Здесь и. е дальнейшем (П - П-р+1 , п.-р „ . . Я . 

2 сиду условий ( 7 ) найдем, что от переноса вереины 

репера зависят лишь форы и , ' 7 1 по закону: 

При врзценип репера получаем то , что компоненты СО и 
б̂ С*образуят координаты контра вариантных векторов соот-



ВЗТСТВ8КН0 Б ПЛОСКОСТЯХ 

инварианты у* 1= I, Ь Р + 1 • 

ютях [ 4 ) ? 3 ( / % ] и 

Осиозная система репера семейства Ц_ запишется: 

а ) " - л 1 < ш 
Проверяя изменение коэффициентов А т при переносе 

вершины репера, очевидно будем иметь: 

Лри вращении ( 3 ) Х т является винеййСЙ ззктор-функ-
цкэй. Наличке двухиндоксного тензора Х^т. приводит к р а с ­
смотрению трёх случаем: 

1 . Р<-тг- . б это:.! случае инвариантами семейства й_ 
будут лишь окаймляющие Л ^ определители порядков 4, р 

Семейство 1л имеет ровно Р инвариантных лккейчатых поверх­
ностей 1,^ , внутренний вектор распределения каждой из ио-
тооых будет лежать в плоскости \Ш 2? Т 1 

Ни один кз инвариантов Х -̂̂ -гД, этого семейства 
не зависит от переноса вершины репера . Геометрически каждый 
из инвариантов з с т ь П Р 0 И 3 1 ! " Д З Н И Э параметров 
распределения инвариантных линейчатых поверхностей 
/ / / 
ь , и п-4 +ъ , , " к . 

Абсц:-;сса относительного центра каждой из ;*квариан?ных 
поверхностей, образующих семейство Ур, залисит от вращения 
осей репера Щ, Щ , . . ., Ш#*.л в плоскости Щ$г~чЩ, 

2 . Пусть р = ̂  , что естественно имеет место при К. 
четном. 5 гтом случае , наряду с вьие изложен..ами инвариантны-
ни линейчатыми поверхностями, появляется ещё* инвариантная 
ВООрДВВКгчвя линейчатая поверхность Ьп-.->*1 , весь вкут -
рейьлй вектор распределения которой равен нулю, т . е . 

11,.,^. ~ ь 1 , « ~ ° > • Х : ; . г ° -



тсв 
Рассматриваемое семейство. ,\1 кроме диагональных инвариан-

^ имеет ещё инварианты л/ К 

К - р и , , П. Среди инвариантов 
имеется один инвариант 

3 
/ > + 7 

л р + 1 

•••Л к 
зависящий от переноса вершины репера. Точку прямой семейства 
... , в которой о рц назовем точкой стабилизации (ана ­
логичная точка была рассмотрена в ) . 

наличие инвариантов означает , 'что внешний 
взктор распрздзлёния -I \р**- ? поверхности 

ра. 
не зависит ни от перйноса, ни от вращения репе-

!. наконец, рассмотрим случаи, когда Семейство 
Цр содержит Р инвариантных линейчатых поверхностей / , П _^, + У ; 

Л „ ,, Д ь среди которых имеется ровно (&р-п + 1) 

поверхностей, внутренний вектор распределения которых равен 
нулю. 
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АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ЭЛЕМЕНТЫ В ЛИНЕЙНЫХ 

ЛОКАЛЬНО НЙЛЬПОТЕНТНЫХ АЛ ЛИБРАХ ЛИ 

Е.М.Левкч, Р.С.Лмянский 

1 . В настоящей заметке доказывается, что з линейной 
локально нильпотентной алгебре Ли над полем характеристи­
ки нуль совокупность всех алгебраических элементов явля­
ется идеалом. 

Приведем необходимые определения. Пусть А - а с с о ­
циативная алгебра над полем К характеристики нуль. 
Рассмотрим в алгебре А пространство 1_ , замкнутое 
относительно операции коммутирования. Ассоциативная под­
алгебра А ( 1 _ ) , порожденная в ассоциативной алгебре Д 
множеством 1_ , называется о б е р т ы в а ю щ е й лие­
вой алгебры 1_ . Алгебра Ли 1- в этом случае называется 
л и н е й н о й алгеброй Ли, Элемент Ь называется 
а л г е б р а и ч е с к и м , если он является алгебраи­
ческим элементом в - А ( Ц ) т . е . существует такой полином 
^{.Х) с коэффициентами из К , что ^{.а.)-0 

Авторы благодарны Л.А.Симоняну за обсуждение настоя­
щей работы. 

2 . Пусть 1_ - алгебра Ли, с*, , Обозначим 
через 

[а ,ис»] = а, [а , ио ]= [ саЗ , . . . , 
Л е м м а I . Пусть а - алгебраический эле­

мент а:;гебры Ли, т . е . а * " = О 1*>&}* Ь ^ I» , 
такой, что 

[ й , Е ( г * -о ] * р Д « . & ( - " 0 ] = О при т > 4 . 

ТогаЗ [а,1 Ы-О]" - О 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Из 
[ в , с ] 8 •- й С в . с ] 

следует, что [а^ЙСгО] есть линейная комбинация элемен­
тов вида 

где 2 ^ = Г , Отсюда 

где счесть линейная комбинация элементов вида 

причем хотя бы один из ^ > угк - 4 

Следовательно, Ц, * 0 , Более того , 

если к < 

Так как 2 . «*,- О? -» О т 0 

о - [ 2 . ^ с с , ь < ^ м » 1 « ^ й 1 ^ * ( ^ - * Й ч 

Не С. о 

Так как л ' ^ + О , го 

Лемма доказана. 

Д е и м а 2 . Пусть 1~ - линейная нильпотент-
ная алгебра класса нильпотентности п > { , а (X - алгеб­
раический элемент из I- , ие лежащий в ее центре. Тог­
да в центре 1_ существует ненулевой нильпотентяый э л е ­
мент. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из того" что 1_ 
иильпотевтнаа алгебра, следует существование'.-для любого 
элемента а, ь 1_ , не лех&дего в ее центре, таких э л е ­
ментов "о,, что элемент [о, &,(>,),..., 
леяит в веитре 1_ , причем п±>0. Применив (если необ­
ходимо и несколько раз) лемиу I , мы получии утверждение 
леини. 



Л 6 л 5 а 5 , Пусть Ь - линейная алгебра Ли, 
А ( Ь ) - ее линеаризация. Если 3 - такой идеал в [_ , 
что А П ) С Д ( Ь ) есть нильпотентная алгебра , то 
двусторонней идеал А ( У ) , порожденный А О ) | я в л я ­
ется нкльяо-тентнку идеалом в А ( ! _ ) , 

1 * 1 а з а т е л ь с т в о . Всякий элемент Щ, 
АСУ) можно представить в змде 

где о ^ е З , ^ « . ^ в Й У С Т Ь ^ - класс нильпотент­
ности алгебры А О ) , Покаже*, что А О ) является наль-
потентной алгеброй класса нильпотентности и* .Для этого 
достаточно д о к а з а т ь т что произведение любых п, элемен­
тов из А О ) равно нулю, т . е , Пи^-О. Используя ин­
дукцию и учитывая, что 31 е сть идеал \~ , можно легко 
п о к а з а » , что ; 

П г, - П а * , < 4 П Ы~>1г<' П<оП̂, 
где ^ 3 5 Ь , Но по условию леакы П й ^ * 0 $ 

следовательно 

3 
Лемма д о к а з а л а . 

Л е У а а | « Пусть и - линейная нильпотент -
чая алгебра класса нильпотентности у\>{ , а - а л ­
гебраический элемент з I , не принадлежащий ее центру. 
Тогда радикал Левицкого X ( А ) алгебры А Л Ь ) отличен 
о? нуля, * -

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно леммы 2 
з 1- найдется няльпотенгный элемент & - принадлежа­
вши центру алгебры Ь I - ш Пусть Ь * и Ц Х е К^} . Тогда, 
слевадно, А ( 6 ) является нильпотентной ассоциативной _ 
алгеброй и Ь е сть идеал а__1. * По лемме 3 идеал АСЬ) 
в ассоциативном алгебре А ( О , порожденный*-Д ( 6 ) , я г л д -



ется нилълотентньш. Тогда радикал Л ( А ) отличен от нудя 
[I] . 

Лемма доказана. 
Л е м м а 5 • Пусть I. - линейная нильпотенянея 

алгебра Ли класса нильпотентности п •? \ . Пусть а* • 
алгебраический элемент из 1_ , не принадлежащий ее Ц<ш~ 
т р у . Тогда [ллН^ССА)/ С̂СА) - радикал Левицкого 
алгебры А ( О / для любого *» * I , 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме * 
Рассмотрим А - А ( Х ) / & ( А ) ; Гомоморфизм АСО на А 
индуцирует гомоморфизм алгебры Ли и на алгебру Ли С , 
причем Д ^ А ( 1 ~ ) , Заметим, чт* вое алгебраические 
элементы I лежат в ее центре, ибо в противном случае 
в А имелся бы нетривиальный радикал Левицкого (лемма 
4 ) , что противоречит построечию Д" , Из этого замечания 
следует , что [ 5 , & ] « 0 для I € I % я . е, 
[ а . 4 ] * 5С(А) , где ^ , 4 ' • прообразы в I. эле­
ментов 3- § 2 * 

Лемма доказана . 

С л е д с т в и е 1 , Бели линейная иьтпоъ&Ш" 

ная алгебра Ли порождается конечны» число» алгебрам» 
ческизс элементов, то АС1-) является конечномерной ао« 
социативной алгеброй* 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Если все перощявщт 
элементы лежат в центре алгебры I. , ?,е* 1~ - кому~ 
тивная алгебра Ли, то утверждение очевидно» В протяж­
ном случае, радикал Левицкого # ( А ) алгебры А Си) об­
личен от нуля д ,мдеетея конечномерна ассоциативно*, ал­
геброй. Фактор алгебрД - А С О / < Ш ) являете коммута­
тивной полупростой алгеброй (лемма 5 ) о конечным Ч»СДОЙ 

образующих* Отсюда следует, что А * конечно*̂  ркая $&* 
социативная алгебра, а аозтоау я А ( 1 ) - кояечвдаерыад 
ассоциативная алгебра. 



Т е о р е м а . Б линейно*4 локально нильпотентной 
алгебре Ли I- множество 1Л всех алгебраических э л е ­
ментов образует идеал. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из следствия 11 выте­
кает, что М является подалгеброй, а из леууы 5 - что М 
есть идеал в 1_ . 

Теорема доказана. 

С л е д с т в и е , В линейной лскально нильпотент­
ной алгебре Ли множество всех нильпотентных элементов об­
разует идеал. 
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