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А Н Н О Т А Ц И Я 

В настоящем сборнике научных статей рассмотрена 
иробпаи» соударений комет с астероидами. Учитывая 
достаточно большую вероятность соударений и ' наличие 
негравитационных сил, устанавливается наиболее веро­
ятная эволюция орбиты кометы Даниэля и устраняется 
противоречие в данных об .изменении ее яркости. В свя­
ви с этим решены такхе следующие вадачи: определены 
минимальные расстояния между орбитами, найдены при­

ближенные формулы для определения возмущений в обрат­
ных величинах больших полуосей и найдены распределе­
ния величин, входящих в эти формулы. 



ЛАТВИЙСКИЙ ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМ.П.СТУЧКЙ 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ 137, ВЫПУСК 5, 1970 

К. А. Ш т е й н е и И. 9. З а л ь к а л н е 

О НАИБОЛЕЕ ВЕРОЯТНОЙ ЬВОЛЩЩ ОРБИТЫ л 

КОМЕТЫ ДАНШЛЯ 1909 1У 

Комета Даниэля /1909 1У/ была открыта 3 .Даниэ­
лем б декабря 1909 г. как довольно яркая туманность. 
Так как комету открыли спустя неделю после прохожде­
ния через перигелий, когда она удалялась от Земли, 
яркость ее быстро убывала,уже через месяц после оа> 
крытия комета была недоступна телескопам большинства 
обсерваторий, и только в Алжире и Ницце ее удалось 
проследить до середины марта 1910 г. Фотографические 
наблюдения велись до начала апреля. Материалы на­
блюдений, собранные на 30 обсерваториях с 6 декабря 
1909 г. до И апреля 1910 г.,состоял ив 202 визуаль­
ных микрометрических и 37 фотографических наблюдений. 
Это достаточно богатый материал и промежуток времени 
4 месяца наблюдений тамже соответствует достаточно 
большой дуге,чтобы получить вполне уверенную орбиту. 
Элементы, полученные А.Д.Дубяго [1] , легли в основу 
исследований Н.А.Беляева [2] об эволюции орбиты коме­
ты Даниэля šā 400 лет /1660 ­ 2060 г.г./. Учитывая 
только гравитационные силы,Н.А.Беляев исследовал ко­
мету с 1660 по 1909 год и показал,что она имела наи­
большее сближение в 1711 году, когда с нею Юпитер 
сблизился на расстояние 0,20 а.е. Ясно, что при 
столь больших значениях Ащ, никакие катастрофические 
изменения не произошли и она оставалась все время в 
сфере видимости. С.Г.Маковер £3] обратил внимание на 
то, что яркость коыеты Даниэля в "1664 г. должна была 



быть столь большой, что ее надо было видеть невоору­
женным глазом. По мнению С.Г.Маковера,комета Даниэля 
принадлежит к числу тех комет,у которых процесс дез­
интеграции, а также связанный с ним процесс векового 
уменьшения блеска ..происходит особенно быстро.По дан* 
ным каталога С. К.Всехсвятского [131комета в 1909 году 
была 9*5, а в 1950 г. 12* 8. С.Г.Маковер считал,что 
вековое изменение абсолютной величины кометы происхо­
дит линейно со скоростью 0*1 звездной величины в год, 
и на основе этого предположения получил, что она в 
1679 году, /предполагая расстояние 1 а.е, от Земли/, 
должна была иметь ­ Н^О.т.е. ее блеск должен был 
бы сравним с блеском Луны. Следовательно, она дол­
жна была бы быть открытой,~но это не произошло. 

В настоящей статье мы предложим наиболее вероят­
ную эволюцию кометы Даниэля, учитывая негравитацион­
ные силы в движении кометы, и постараемся объяснить 
фотометрический парадокс установленный СвГ„Маковером. 

§ 1. Чтобы выявить ускорение и замедление негра­
витациоиного характера применяются равные методы.Яр­
ким, положительным примером установления негравита­
ционных сил в движении кометы Аренда­Ролана 1957 Ш,' 
для которой на основе 500 астрономических наблюдение 
которые производились с ноября 1956 г.по апрель 
1958^вычислялись 9 орбит по последовательно­частично 
перекрывающимся дугам. На основе упомянутых вычисле­
ний З.Секанина [4] получил систематическое уменьше­
ние значения g". Установлено,что за промежуток времени 
в два года £ уменьшилось на 187.10"^ /а.е./~Ч Столь 
большое изменение обратного значения большой полуоси 
кометы Аре.зда­Ролагч объясняется тем, что эта комета 
является L O B O U, т.е. впервые пришедшей в Солнечную 
систему, 

В 1968 г. З.Секанина [5] привел список 20 комет 
с периодом обращения до 15 лет, у которых обнаружены 
эффекты негравитационных сил,и установил общие зако­
номерности, вызванные ими. Из общих свойств, приве­
денных З.Секанином, отметим те, которые, по нашему 



s 
мнению,имеют космогоническое значение, а именно: 

1. Негравитационные ускорения и замедления дви­
жения встречаются одинаково часто. 

2. Неизвестно щ одной комета, у которой замед­
ление менялось на ускорение и наоборот. 

Кроме того,на основе данных, приведенных З.Сека­
нином, и" ка основе величины замедления у кометы Арен­
да­Ролана, мы можем сделать следующее заключение: 

3. Чем молоке комета,тем больше у нее yqKopeHne 
или замедление. 

Относительно третьего свойства сделаем следую­
щее замечание. Результаты определений запаздываний 
ва большие промежутки времени связаны с ошибками ка­
талогов. Особенно большие систематические изменения 
в £ могут вносить ошибки в определение собственных 
движений. Поэтому заключения об изменениях £ за дол­
гие промежутки времени мало надежны. Б.Марсден [6] 
выявление негравитационных сил осуществлял при помо­
щи введения добавочных членов в уравнение движения 
И.Ньютона. Он вводил силу, модуль которой обратно 
пропорционален некоторой степени расстояния кометы 
до Солнца. Его вычисления велись главным образом для 
целей эфемеридной службы, т.е., чтобы по возможности 
согласовать наблюдения с теорией и, экстраполируя со­
ответствующие вычисления, более точно предвидеть по­
явление кометы. Б.Марсдену [б, ?, 8]удалось подтвер­
дить, вышеупомянутые свойства. Трансверсиальная со­
ставляющая определяется коэффициентом А^и, следова­
тельно, А а определяет в основном изменения негра­

витационкого характера, если считать, что негравита­
ционный импульс приложен в перигелии перпендикулярно 
радиус­вектору. Б.Марсден[6] рассмотрел также негра­
витационные силы у кометы Аренда­Ролака и получил 

m(+5<i9M*о,ъае)чо**$ кг*(+4,576$±ъШо)'Ют

* 

а для кометы Даниэля 



Приведенные данные показываютfчто замедление у коме­
ты Аренда­Ролана и кометы Даниэля примерно одинаковы. 
Отсвда следует, учитывая работу З.Секаникы,что изме­
нение обратной полуоси орбиты кометы Даниэля за один 
оборот должно быть порядка v 0,0002. Это примерно 
на порядок больше,чем у остальных короткопериодичес­
ких комет.Такие заключения кажутся нам преждевремен­
ными. Действительно, у кометы Даниэля за промежуток 
времени 1937, 1943­1944 и 1950­1951 г. сделанные на­
блюдения,по которым определено значениеkZ} плохо пред­
ставляются теорией даже при учете членов негравита­
ционного характера. Б.Марсден предположил,что наблю­
дении, сделанные в Каване 26 X и 20 XI 1943 г. непра­
вильно отнесены к эпохе 1940 года.Проверка педукции 
Казанских наблюдений Н.А.Беляевым показала,что пред­
положения Марсдена ь­'правильны. Общее число наблюде­
ний 26 ­ слишком vajio, чтобы точно определить значе­
ние А, и А г f к тому ­:е имеется расхождение между на­
блодекиями и теорией. Мы просто будем считать, что 
Б. Марсдену не удалось установить численное значение 
замедления кометы .Даниэля. &слк даже допустить, что 
Б.Марсден нашел правильное значение А г fто оно должна 
быть признано чрезвычайно большим и следует объяс­
нить почему это" так. 

§ 2 # Так как мы считаем,что замедление в движе­
нии кометы Даниэля не удаемся достаточно точно уста­
новить, то для исследования влияния негравитационных 
сил на движение этой кометы используем средние дан­
ные. Предполагая, что им^ет место закон прямой про­
порциональности, сможем легко рассмотреть и другие 
случаи. Если предположить,что импульс приложен в пе­
ривелик перпендикулярно к радиусу­ вектору, то меня­
ется только й и в , прччем coivbt. . Следовательно, 



Если взять средние данные ив работы З.Секанины Г5] , 
то среднее значение изменения обратной величины боль­
шой полуоси орбиты кометы равно 0,00002. К.А.Штей­
ном {£] оценена дисперсия негравитационных сил со­
гласно теории диффузии равной 0.00005." 

Эта оценка получена следующим образом.К.А.Штейнс 
предположил, что негравитационные силы изменяют ­g; 
случайным образом согласно нормальному эаксиу рас­
пределения, только приращения имеют в разных оборотах 
у одной кометы один определенный знак. К.А.Штейне в 
теории диффузии учитывал как гравитационные, так и 
негравитационные силы, а также дезинтеграцию комет. 
Сравнивая теорию с наблюдениями, он пришел к заключе­
нию, что для объяснения относительного числа почти­
параболических комет следует предположить, что су­

ществую* кометы с очень коротким временем существова­
ния и кометы, возраст которых равен 100 оборотам., 
Имеются некоторые трудности в согласовании числа ко­
мет с прямым и обратным движением с большими полуося­
ми орбит в пределах 65 ­ 40 а.е.Введением негравитаци­
онных сил это несогласие не устраняется, т.е., если 
предполагать, согласно наблюдениям что нет комет 
с обратным движением, у которых значения больших по­

луосей орбит находятся в пределах от 40 до 65 а.е., г 

то получается, примерно, вдвое меньшее количество с 
прямым движением по сравнению с наблюдениями. Предпо­
ложение больших негравитациодных эффектов ведет к 
полноцу несоответствию теории и наблюдений. К. Штейне 
показал, что если предположить, Что негравитационные 
силы во всех оборотах определяются нормальным зако­
ном распределения с одной и той же дисперсией.то при 
О­ * 0,00005 теоретические данные не ухудшаются по 
сравнению с теорией без учета негравитационных сил. 
Далее покажем, что это соответствует значению полу­

ченному на основе работы З.Секанины. 
Следуя методике К.Ш.ейна. рассмотрим негравитаци­

онные приращение Д ^ типа А*­ и ­Af­, где А< и А г не­
которые постоянные, а ft« 1, 2....т.е. номер оборота 



кометы. Значение rt, ж 1 предполагается для новей коме­
ты. Результаты вычислений следующие. Во­перзых, следу­
ет отметить, что вариант**/п дает очень малый верхний 
предел. Например, уке при к4» 6*~(п^ {) т 0.0003 получа­
ются худшие результаты, чем в случае, если допус­

тить , что негравитационные силы отсутствуют. сто 
значение противоречит данным для кометы Аренда­Ролана 
\9Ъ7 Ш. Вариант приводит к более интересным ре­
зультатам. Так, например,при возрасте П= 100 оборотам 
иА а = 6 Ч ^ , ) * 0,0С6, в интерзале 0,015 < ģ < 0,025 имеют­
ся соответственно 4 и 1 кометы для прямого и обрат­
ного движения. Таким образом видно, что с точки зре­

ния теории диффузии можно допустить для новых комет 
весьма большие значения негрДвмтациокных эффектов* 
т.е. примерно на порядок или два пооядка больше,чег 
старых комет в среднем, йсли предположить, что для 
кометы Аренда­Ролана 1957 111 имеем максимальный эффект 
незгравитациоинше сил, то мы должны признать, что вари­
ант А*­/пг допускает завышенные значения. Поэтому мы 
считаем целесообразным рассмотреть вариант А̂ Д Л̂» % где 

следует согласовать с значением Д д для кометы 
Аренда­Ролана. 

§ 3. В настоящее время нет определенного мнения о 
том, как происходит воздействие негравитационных 
сил, непрерывно по всей орбите или скачкообразно в 
Перигелии. В связи с этим мы рассмотрим в настоящем 
параграфе связь между суммой независимых положитель­

ных случайных чисел, их дисперсией и числом слагае­

мых. Таким образом, откроется возможность распреде­

лить импульсы по всей орбите или по отдельным прохож­
щрш si черев лериге­тай и получить в среднем предпола­
гаемый эффект. Чтобы избежать сложных выкладок в об­

ласти теории вероятностей, были проведены числовые ис­
пытания методом моделирования случайных процессов. . 
Мы построили суммы положительных случайных чисел рас­
пределенных по нормальному закону с данной дисперсией 
по стандартным программам ЭВМ и нашли статистику сумм 



у Таблица 1 
Суммы абсолютных значений случ^'чых величия, 

распределенных по нормальному закону 

(7V ­ 0.0003 O.0GOO3 

9 
50 L " 

1 
100 

* 
50 * 

100 

значе­
ние 
сумш 

юс 
ЧИС­

ЛО 

значе­
ние 
суммы 

их 
ЧИС­
ЛО 

знаяе­
i' е 
суммы 

их 
чис 
ЛО 

зна­
чение 
сумки 

их 
чис­
ло 

0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0,009 

7 
34 
46 
10 
3 

0.009 
0.010 
G.011 
0, 01.; 
0.013 
0.014 

2 
10 
37 
37 
9 

0.0004 
0.0005 
0.0006 
0.0007 
0.0003 
0.00G& 

7 
34 
46 
11 
2 

С. 0009 
0.0010 
0.0011 
0.0012 
0.0013 
0.0014 

2 
10 
37 

9 
5 

0.010 0.015 0.0010 0.0015 

2 
10 
37 

9 
5 

среднее 
якаче­
ние 3.006 0.012 0.0006 0.0011 

1 ­150 200 1 - 150 1 

200 
J 0.015 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 
0.020 
0.021 

3 
9 
25 
40 
20 
3 

0,021 
0.С22 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.023 

8 
10 
16 
26 
17 
15 
5 

0.0015 
0.0016 
0,0017 
0.0018 
0.0019 
0.0020 
0,0021 

3 
9 

25 
40 
20 
3 

0.0021 
0.0022 
0.0023 
0.0024 
0.С025 
0.0026 

.0.002Т 
0.0028 

1 
8 
10 
16 
26 
18 
14 

среднее 
значе­
ние ' 3.018 0.024 

i 
0.0018 0.0023 



Каждый эксперимент повторялся 100 раз.На основе этих 
опытов мы пришли к следующим заключениям: 

1. Максимальные, минимальные и средние значения 
сумм пропорциональны числу слагаемых. 

2. Максимальные,' минимальные и средние значения 
сумм пропорциональны величине дисперсии'. 

3. Среднее значэние сумм равно 0,4 nG^, гдеС4

*­

дисперсия, а п - число слагаемых. 
Интересно, что эта закономерность справедлива в 

очень большом интервале значений п и О . В таблице 1 
мы приводим значения О­ равные тем, которые имеются 
в случае негравитационных сил для Д ^ . Очевидно, что 
^ормута 0,4n<N весьма хорошо представляет данные чис­
ленного эксперимента.Сравнивая средние значения.лег­
ко проверить все перечисленные свойства суммы абсо­

лютных значений елуч: иных величин, распределенных по 
нормальному вакону А 

Чтобы выявить свойства варианта г̂ ,, заметим сле­
дующее. Если предположить, что в процессе эволюции 
орбит комет почти параболические кометы преобразуют­
ся постепенно в короткопериодические, то, очевидно, 
этот процесс происходит в течение многих оборотов ­• 
по крайней мере з течение 100, Однако преобразование 
почтипараболическтос орбит в орбиту с d ~ 40 а.е.про­
исходит в случае,если перигелий кометы равен пример­
но 5,2 а.е.Согласно К.А.Штейну дезинтеграция на рас­
стоянии Юпитера от Солнца г х>исходит примерно в 3 ра­
за медленее, чем на расстоянии 1 а.е. Таким образом, 
суммирование для короткопериодических комет надо на­
чинать с П> т 30, что, очевидно, приведет к меньшим 
значениям суммы, чем в случае, если предположить,что 
неграви^дционнне силы действуют во всех оборотах оди­
какрво. 

Если же предположить, что короткопериодические 
кометы произошли вследствие извержения с поверхности 
Юпитера, то суммирование надо начинать cft e 1. Одна­
ко и в этом случае не получится значения суммы значи­
тельно больше, чем з случае равномерного действия не­



гравитационных сил. Это потоку, что большие эффечты 
негравитационных сил действую* очень короткое время, 
что выражается формулой 

£ ^* ̂ & * ^ £ jļj/z ' 

В случае кометы Даниэля имеем 
за 

1 А* » о, оою, 

а в случае равномерного действия кегравитационных 
сил имеем для максимального воздействия со средним 
значением Ф** O.oooos 

£ OiHnC" щ О.0О06. 
гг­4 

Таким образом,случай с учетом постепенного уменьше­
ния действия негравктациониых сил для кометы Даниэля 
дает в 3 раза больший эффект, чем в случае равномер­
ного действия.. 

§ 4. Чтобы получились катастрофические измене­

ния орбиты кометы,комета должна подойти очень блиэло 
к Юпитеру. Каи мы уже отметили, Н.А.Беляев, учитывая 
только гравитационные силы, нашел, что в 1711 г^т.е. 
еще до открытия, комета Даниэля имела самое тесное 
сближение с Юпитером, а именно Д т * 0,20 а.е.,а после 
этого наиболее тесное сближение было в 1853 году,од­
нако тогда комета и Юпитер находились на расстоянии 
0,39 а.е. Без всяких вычислений ясно, что никакого 
захвата или извержения в 1853 году состояться не мог­
ло.Мв постараемся выяснить, могут ли негравитационные 
силы настолько изменить путь кометы,чтобы можно было 
бы предположить, что в 1711 году происходили катас­

трофические изменения или извержения.Для этого необ­
ходимо, чтобы, после учета негравитационйых еил^Д^О. 
Учитывая, что 



изменение в &т можно оценить по изменениям величин Я 
и cl • Займемся оценкой изменений этих величин. 

Сперва оц^им изменения Аза 30 оборотов, т.е* 
с 1909 по 1711 год. 'Среднее суточное движение 

Его изменение 

действует в зависимости от того, при каком по порядку 
прохождении оно было сообщено комете, поэтому сумму 
следует разделить на 2, т.е.учитывая сказанное в § 3 
имеем 

ДО? *%0AnOfr\-&fa t 

где Р ­ период обращения кометы в днях. Подставляя 
значения для кометы Даниэля, получим ( О • 0в0000б) 

АС1 * Э­ 40**11 . 
Найдем теперь, на сколько а.е. добавочно переместится 
комета по своей орбите. Для этого испольвуем формулу 

В афелии ^«ufi+ē) , следовательно, 

ja 30 оборотов имеем 

Используя результаты работы К.А.Штейна и И.В.Залькал­
не" [12], получим 

&da « 0,01. 

Очевидно, что, если предположить вариант извержения, 
т,е. примерно в три раза большие изменения,то соуда­
рения кометы с Юпитером не получается.Следует отме­



тить, что тесные сближения или соударения с Юпитероы 
•в 1711 году не решают фотометрическую проблему.т.к. 
по расчетам С.Г.Маковера до этого времени комета стат 
ла очень яркой. Мы можем предположить, что после эа­
хвата, скажем в 1711 году, с нею произошли некоторые 
бурные изменения,в итоге кс?орых увеличился и блеск 
и несколько изменилась ее орбита. Нами доказано 
[10 ­ 11] , что таким событием могло быть соударение 
кометы Даниэля с микропланетой или шлой планетой. 
Предположение, чтоА^Для кометы Даниэля Б.Марсден оп­
ределил правильно, ведет к тому же заключению, ибо 
очень большие значения замедления имеются только у 
молодых комет, а возраст кометы Даниэля, по нашехцу 
мнению, следует считать с момента соударения с малой 
планетой или микропланетой. 
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ЛАТВИЙСКИЙ ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННЫЙ. УНИВЕРСИТЕТ ИМ.П.СТУЧКИ 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ. ТОМ 137 ВЫПУСК 5 , 1970 

К. А. Ш т е й н е и И. 9. З а л ь к а л н е 
О ЧАСТОТЕ СОУДАРЕНИЙ. КОМЕТЫ ДАНИЭЛЯ С МАЛЫМИ 

ПЛАНЕТАМИ Й МИКРОПЛАНЕТ/ МИ 

§ 1. Нами был рассмотрен вопрос о частоте со­
ударений кометы Даниэля с микропланетами и доложен 
на международном симпозиуме МАС Ш 45 по движению, 
эволюции орбит и происхождению комет, который состо­
ялся 4­11 августа 1970 г. в Ленинграде [11* Решая эту 
проблему, было необходимо знать микроструктуру дуг ми­
кропланет в окрестности орбиты кометы Даниэля. Было 
предположено,что юс распределение представляется со­
вокупностью различно направленных пучков взаимно па­
раллельных дуг.Ив этого следовало,что плотность рас­
пределения минимальных расстояний дуг до орбиты коме­
ты является постоянной.В настоящем параграфе мы рас­
сматриваем более простую схему,где планеты считаются 
неподвижными и следовательно, не надо вводить столь 
гипотетические предположения относительно распреде­
ления орбит микропланет. 

Для грубой оценки столкновений предположим, 
что кольцо астероидов является тором со средним ра­
диусом Я = 3 а.е, и радиусом поперечного сечения 
Чо

 к 0,5 а.е., а также, что все астероиды неподвижны 
и распределены по тору с равномерной плотностью.Тог­
да среднее число астероидов в единице объема,считая, 
что масса меньшего астероида будет f2J 

Ā 

ci т. 
t.Z­iO 

Ai) 
Mi 



где 10е ­ объем тора, ­ число всех астероидов в ин­
тервале масс (htfiy !ītK) • ̂ ли путь кометы проходит 
перпендикулярно оси тора, черев его ось,то длина пу­
ти кометы через тор будет Z 7р. До пустим, что путь ко­
меты лежит в цилиндре,высота которого 2 7<>,а объем 1. 
Тогда будем считать, что столкновение кометы с пла­
нетой может произойти в том случае, если площадь ос­
нования циливдра минус сумма площадей проекций сфер 
всех астероидов, находящихся в цилиндре,на основание 
цилиндра,приведенная к одной планете, равна площади 
проекции сферы кометы на основание цилиндра. Таким 
образом условие одного столкновения кометы с плане­
той имеет следующий вид: 

ТЯ­

гле <fc­ радиус кометы, 5 ­ площадь основания цилинд­
ра, S* 1, ­ сумма площадей ппоекций сфер асте­
роидов на основание цилиндра, вообще говоря, такое 
условие нельзя считать очень надежным,так как площа­
ди проекций сфер малых планет могут пересекаться и 
виесте с тем будет гораздо меньше. Однако в нашем 
случае, т.е., когда рассматриваем микропланеты, кото­
рые намного меньше кометы,это условие достаточно хо­
рошее и ввиду малости St можно пренебречь этой вели­
чиной. Тогда условие соударимости будет следующее: 

Ив этого выражения нахсдим, что масса микропланеты,с 
которой может столкнуться комета Даниэля ($к* 1Ъ-i0~Ve.) 
при одном прохождении через кольцо астероидов, будет 
1,4 10" солне^ ых масс,т.е.комета может иметь стол­
кновение с планетой,у которой радиус примерно 2 f1 м. 
В работе ПЗ мы получили 0,9 м.Здесь.конечно, и не 
следовало ожидать полного совпадения результатов,по­
лученных по двум совершенно разным схемам. Но такой 



очень близкий результат,полученный по столь упрощен­
ной модели, какую мы рассмотрели в этом параграфе7, 
только подтверждает правильность схемы столкновения 
кометы с микропланетами,опираясь на формулу ­X.А.Нью­
тона и используя методы теории вероятностей. 

§ 2. Рассмотрим следующий вопрос* sa сколько 
оборотов у кометы Даниэля с достаточно большой веро­
ятностью произойдет столкновение с одной из малых 
планет, масса которой больше, чем масса этой кометы. 
Соответствующая вероятность не будет уточнена и ее 
модно будет примерно оценить из способа подсчета.Для 
решения проблемы используем распределения следующих 
величин: d ­ минимального расстояния между орбитой 
кометы Даниэля и орбитами малых планет,/* ­ расстоя — 
ния, которое должен пройти астероид до точки наи­
большего сближения орбит, когда комета в этой точке 
уже находится. Соответствующие данные возьмем из ра­
боты [2] . Условие, при котором произойдут соударе­
ния, есть 

где 0 угол между скоростью астероида и относительной 
скоростью кометы, 5V ' ?к " соответственно радиусы 
планеты и кометы, которые считаются сферами. Массу и 
радиус астероида связывает следующее выражение f2J 

Следовательно, 

Масса астероидов меняется в пределах от массы кометы 
th* ­ 7,8 10~ 2 0 до W * W ­ 2 . 8 К Г

1 1

. Следовательно, 
радиусы меняются в пределах от ̂ с

я

в ^
/ 3

д о ^
я

А ^ т ^ . 
Область интегрирования р находится между плоскостя­
ми пЬ^М-ты* ttl* тк у d- о и поверхностью (4) 
при d>0щ Границы области интегрирования показаны на 
рисунках 1а и 16. / A * '

e t e

^ \ 
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где С, и Саг.ляются факторами приводящими к плотнос­
тям распред 'ērai ļt-^ct) и ļl>z(h), т.е. 



ŗ = - -
' 1755 • о. 1 

- 0. 075, 

т.к. в интервале d.£[0\ 0,1 а.е.] ка 1735 ааль::: планет 
попадают 13, и 

т.к. планета,считая орбиту окружностью,должна на­

ходиться с одинаковой распределенной вероятностью в 
интервале zJlCt, Множител. С, и Cz приводят подсчет к 
области 1 (а.е.)^\ 

Интегрирование первой части дает 

но так как тх с< т т и х , то т;' г

*» t n ' ^ l i и 

Для интегрирования второй*части переходим ка поляр ­
ную систему координат, т.е. •> 

*** f i ^ f 

PZ(D) = 19-ю16

[\ īdijdf§ щ-
22

Ш]-

2 f t о aiK 

( £72/п£ 2

*Ц ~ 2.56 i " m $ ' 

Учитывая, что % ^ к получим 

"'' Ю i 5.12 Mt™ 2.56 J 

Так как mmat5>ttlK , то с достаточной точностью имеем 

15 



Но 

учитывая ранее сказанное, получим 

Подставляя в (б) численные значения БШГОДИТ, ЧТО 

Р(Т>) = 3.64 *iO'k

. 
Деля PčD) на число малых планет с массой,большей 
чем масса кометы, получаем среднее взвешенное значе­
ние по ļtiff. вероятности того, чтобы получилось соуда­
рение за один оборот. Следовательно, равенство 

m * р ц = i 

определяет число кокет, которое необходимо, чтобы эа 
100 оборотов С" одной из них получилось столкновение. 
Вычисления дают 

К = 27 /кокет/ 
Так как в настоящее время известно около 60 коротко­
периодических комет, и у этих комет максимальное вре­
мя существования меньше 100 оборотов, то можно 
предположить, что одна из них погибла вследствие со­
ударения с малой планетой. 
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Sadursmju biezums aprēķināts pieņemot, ka mlkroastero-
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ЛАТВИЙСКИЙ ОРДЕНА ТРУДОЙОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМ.П.СТУЧКИ 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОЙ 137, ВЫПУСК 5, 1970 

К. А. Ш т е й н е и И. Э. З а л ь к а л н е 

УПРОЩЁННАЯ ФОРМУЛА Х.А.НЬЮТОНА И СЦЕНКА . 
ЕЁ ТОЧНОСТИ 

§ 1. В ы в о д у п р о щ е н н о й ф о р м у ­

л ы Х.А. Н ь ю т о н а п р и п о м о щ и 
р а з л о ж е н и я в р я д ы п о с т е ­

. п е н я м в р е м е н и к о о р д и н а т 

Если комета при своем движении имеет ' тесные 
сближения с какой­либо планетой, то возмущающая сила 
этой планеты может изменить элементы ее орбиты. Так 
как орбита кометы в Солнечной системе проходит череэ 
кольцо малых планет, то она,очевидно,может встретить 
большое число малых планет и с некоторыми довольно 
тесно сблизиться.Точное вычисление возмущений невоз­
можно, так как не все малые планеты еще известны, а 
также учет каждой мало­; планеты вызвал бы очень гро­
моздкие расчеты. Поэтому в небесной механике созданы 
методы приближенного подсчета возмущений [1] , [21, 
[з], так как в космогонии при сравнении теории с на­
блюдениями во многих случаях о* вычислений не требу­
ется очень большой точности. X.А.Ньютон вывел сравни­
тельно простую формулу для определения приращений об­
ратной величины большой полуоси орбиты д£ 14] . Нас 
интересует вопрос,насколько точна формула Х.А.Ньюто­
на, чтобы с полной уверенностью можно было ее приме­
нять. Для этого результаты,полученные по этой форму­
ле,необходимо сравнить с данными,добытыми другим пу­
тег, ко описывающими один и тот же процесс.Чтобы по­



лучить такую возможность, вывод формулы Х.А.Ньютона 
произведем другим методом, который состоит в том,что 
координаты точек в задаче двух тел выразим как прос­
тые функции времени, т.е. разложим их в рнды по сте­
пеням времени и посмотрим, сколько членов необходимо 
брать, чтобы получить удовлетворительную точность 
результата. Упрощенный вид формулы X.А.Ньютона полу­
чается, если в степенных рядах для координат брать 
только члены первого порядка, т.е. 

где (uļĻffofZp,) и (Х-юУ&^я) ­ координаты планеты и коме­
ты в любой момент t , (̂*, и (Хг, ­ коор­
динаты пл. неты и кометы в ближайш.л точках между их 
орбитами в моменты и *г,/см.рис . 1/, 

Рис. 1 
Значительные возмущения со стороны планеты на движе­
ние кометы следует ожидать тог^а, когда есть возмож­
ность планете и комете тесно сблизиться, т.е. в об­
ласт:$ минимального расстояния cL между орбитами. Но 
вряд ли может так случиться,что комета и планета од­
новременно будут в точкахК% и Pt . Допустим, ч^о ког­
да комета находится в точкеХ, , планета или же не до­
шла еще до точки Pi , или уже ее прошла, т.е. $2.л& > 
a i ^ или ti >0 . 

Возьмем дифференциальное уравнение Эйлера для 



большой полуоси орйиты кометы f5] 

ИЛИ ДЛЯ д 

где 

fftjv ­ ыасса планеты. Таким образом, учитываем только 
главный член возмущающей функции /rt̂ F , а не учитыва­
ем, что система с началом, помещенным в центре Солн­
ца, не является инерциальной, т.е. не учитываем, что 
Солнце притягивается планетой. Подставим ь'(3) для 

их выражения из (1) , тогда 

где dP - (*'i~*2f+{lti + lļiT+(*.imZi)*' - минимальное рас­
стояние между орбитами кометы и планеты, K'i^ ­рас­

стояние, которое планета прошла от точки наибольшего 
сближения орбит Р4 /или должна пройти до Р< , k<0/ , 
когда комета находится в точке 3Ct , 1^ Ц 1ЯК ­ ско­
рости планеты и кометы, которые в точках наибольшего 
сближения ор&ит обозначены Vļ и 4^ f ­иЯ ­ угол между 
вектором скорости планеты и кометы, ­ относитель­
ная скорость кометы, 

что следует из рис ,2. 



Рис. г 
На основе свойств минимального расстояния имеют мес­
то следующие соотношения: 

V х , ­ * г ) + %Щ'Р + k = О , 
- * а ) - у2Су, - р * * a U , - о. 

Теперь правую часть уравнения (2) моано представить 
как явную функцию времени f , причем скорость комета 
будем брать равной ее скорости в точкеК{,т.е.l^lSJ'. 
Значит дифференциальное уравнение, определяющее об­
ратную величину большой полуоси кометы, следующее: 

di 
cd + b 

(4) 

где 

с^Ъ2, e* zhtikcosG, ( 5 ) 

а $ ­ угол мезду вектором скооости планеты t^,- и 
относительной скорости кометы 1^. Из рис.2 видно,что 

tos и? -

1?2 

( 6 ) 

Приращение обратной величины большой полуоси орбиты 
кометы от воздействия на нее гравитационной силы пла­
неты получим при помощи интегрирования вырахения(4): 



или в силу соотношении (5) 

что после учета (б) дает упрощенную формулу Х.А.Ныо­
тона, в которой большая полуось относительной орбиты 
кометы А = о, 

где S ­ ^ f . Случай, когда Л = О, т.е.А мала по сравне­
нию с /t и У. , нас вполне устраизает, так как значи­
тельная часть сфери действия лежит внутри малых пла­
нет.Эту же методику подобным образом применим опять, 
но только в степенных рядах О) добавим еще один член 
высшего порядка, т.е. 

и то же самое для кометы.Из только что указанных фор­
мул (8) следует, что в невозмущенном движении 

К - * Ч г С * , 

л -L-vm С ai
+ & Jt_ „„, „, ae -2cb. 



аз 
так как 

£ 2 = 

где 7* = ^ + у!' + . Поступая как и преаде и уже 
пренебрегая членами с t в третьей и выше степени, 
уравнение (2) примет следующий вид: 

Ие выражения (9) видно, что при учете членов второго 
порядка в решении уравнений невоэмущенного движения 
в форме степенных рядов имеется еще дополнительный 
член Aiz + &t , где 

и 

Функция будет иметь максимум, если выражение ci^et* 
^УА

е т минимальное.Условие минимальности 
выполняется, если t*~Tr • Влияние планеты на движе-



ние кометы будет проявляться в небольшом промежутке 
времени«так как сфера действия планеты слишком мала. 
Поэтому интегрирование уравнения (10) выполним только 
вблизи максимального сближения тел.т.е. от -ļk 
до +JĻ Z ° 

гс к 

«• ' £ (ci
z

+et + Cļ)3U 

„ г k tos 8 
+ 8 

§ 2 . О ц е н к а т о ч н о с т и п р и б л и ­

ж е н н о й ф о р м у л ы Х.А. Н ь ю т о н а 

Наша вадача­оценить ошибку, которая допускается 
при вычислениях по упрощенной формуле Х.А.Ньютона(7) 
и выяснить,есть ли необходимость усложнять вычисле­
ния и применять формулу (11). Для этого мы определя­
ли Д­^ по формулам (7) и (И) и для сравнения вычисля­
ли д £ ыетодом численного интегрирования уравнения 
Эйлера (2) , которое возьмем в следующем в небесной 
механике обычно применяемом виде: 



­компоненты возмущающего ускорения в так ориентирован­
ной системе координат, что ось ģ направлена по ради­
ус­вектору >1с возмущаемого тела в сторону увеличе­

ния fļt, ось 2 - п о перпендикуляру к радиус­вектору 1^ 
в плоскости орбиты кометы, ось ­ по перпендикуляру 
к плоскости орбиты кометы , а J , р f ^ ­ координаты 
воамущающей планеты, причем ^ ^ 

Для решения поставленной нами задачи была составлена 
программа для электронно­вычислительной машины.За ис­
ходные данные мы ваяли средние элементы орбиты коме­
ты Даниэля 0JK- ?°ļ &л* 70; I> 20; <f ­ 35;£^3,ба.е. 
и элементы орбит малых планет ив "Эфемериды малых 
планет на 1969 год" [б] л 

В первом блоке программы определяются минималь­
ные расстояния между орбитами кометы и малых планет 
по методу, описанному в работе [7] , величины истин­
ных аномалий для кометы и планет в точках наи­
большего сближения их орбит и координаты точек Jtif 

Pt , в которых расстояние между кометой и малой пла­

нетой минимальное, по формулам 
* tlK(tosuKcosSiK'slnū^$inQttcositc)i 

Iļl ш ī,t(tosuK 5/ля Л + stttuKcosQKCDsĻ)y 

для кометы и подобным образом для планеты, причем 



Далее вычисляются также производные J^. и X*, ук , 
через мгновенные элементы по формулам небесной меха­
ники [5] . 

Во втором блоке програмш методом численного ин­
тегрирования решается уравнение 

За шаг интегрирования д£ , мы брали 1 д е ^ л вы­

числяли £Ддв интервале времени(­360 дней,+360 дней). 
Интервал времени больше нет надобности брать,так как 
ва начальный момент 1*0 мы считаем момент, когда ко­
мета и планета находятся в точках наибольшего сбли­

жения их орбит, со временем расстояние между коме* 
той и планетой увеличивается и ^ на каждом шагу 
уменьшается. Для каждого шага определяется величина 
истинной аномалии кометы и планеты по уравнениям Кеп­
лера T5J , а также новые координаты и . Здесь 
следует заметить, что мы различали три случая: ./ког­
да комета и планета одновременно находятся в точках 
Iii и Р| наибольшего сближения орбит, т.е„ h ^ f ^ ­ G , 
2/ когда комета находится в точке J£,,a планета долж­
на еще до этой точки пройти некоторое расстояние h , 
т.е. t4 < о , 3/ когда планета уже прошла точку Pi 

на некоторое расстояние h , т.е. t4>0 f а комета на­
ходится в Точке J£j. Для упрощения вычислений мы бра­
ли h = A t l ^ # 

В третьем блоке запрограммировано вычисление фор­
мулы Х.А.Ньютона и формулы (11) , в которых единст­

венная в первых двух блоках программы невычисленная 
величина­ото угод & • Результаты вычислений для двух 
малых планет(667)и(791)сопоставлены в таблице 1. 

Исходя иэ вычислений, сделаем следующий вывод:ес­
ли комета и планета подходят друг к другу очень близ­
ко, то с уверенностью можно пользоваться упрощенной 
формулой X.А.Ньютона, а при больших расстояниях она 
вносит заметные ошибки. Причем уточненная формула 
дает результат примерно на 10# точнее, если считать 
данные численного интегрирования ва критерий. 



667 планета rf= 0,0471 791 планета d С.0343 

h т 
h 

m я & т 
h по фото­

"в гг.) 
гчшниьт 
unreip. ле&> 

h 
ле(г.} 

по ооорнц-

0 
o.ooss 
0.0197 
0.0296 
0.0394 

0 
52.06 
83.50 
94.20 
93.25 

5.61 
57.47 
88.3-4 
98.35 
96.75 

0 
54.18 
85.58 
96.18 
95.15 

0 
0.0088 
0.0176 
0.0264 
0.0312 

0 
81 г 

181.4 
148.5 
121.0 

6.67 
186.2 
186.3 
152.5 
124,5 

0 
185.1 
184.9 
150.1 
123. а 

§ 3 . О б о б щ е н и е ф о р м у л ы 
X. А. Н ь ю т о н а н а д в и ж е н и е 
т е л а с н е н у л е в о й м а с с о й 

X.А.Ньютон вывел формулу [2] для ограниченной 
круговой вадачи трех точек /Солнпе, Юпитер и комета 
с нулевой массой/, считая,что система с центром, на­
ходящимся в центре Юпитера,инерциальна.Он считал это 
приближение весьма надежным, т.к., во­первых, массы 
комет гораздо меньше массы Юпитера и, во­вторых, ко­
мета через сферу дейстяия Юпитера проходит га проме­
жуток времени,который мал по сравнению с периодом об­
ращения Юпитера вокруг Солнца. Мы рассмотрим возму­
щения со стороны астероидов на движение кометы. Мас­
сы наибольших астероидов гораздо больше массы ко­
мет ftUu , но имеются астероиды,у которых масса гораз­
до меньше массы кометы. Предпосылки доказательст­
ва X.А. Ньютона в случае движения тела с ненулевой 
массой несостоятельны. Мы предлагаем аналогичный вы­
вод/однако рассматриваем.движение тел /Юпитера и ко­
меты/ вокруг общего центра масс Точность вывода по­
лучается примерно такой же, как у Х.А.Ньютона, т.к. 
движение центра масс можно считать инерциальным,ибо 
сферы действия малых планет и кометы весьма малы. 

Если абсолютные скорости астероида обозначить 
через 1̂ , , а кометы через Щ , то^скорость центра масс 

ļc * Л М | , gan 
ПХр. 

Таблица 1 



об 
Если считать, что центр масс вокруг Солнца в течение 
весьма короткого промежутка времени движется равно­
мерно по прямой, то система,связанная с центром масс 
и движущаяся поступательно.является инершлальной. В 
этой системе координат, если пренебречь притяжением 
Солнца,комета и планета будут описывать кривые кони­
ческих сеченый, лежащие в одной плоскости, и радиус­
секторы в данный момент времени будут являться про­
должением друг друга, т.е. 

где % я ^fi " соответственно радиус­векторы кометы и 
планеты,

 п а

~ 
раметры, ек% ед­ линейные эксцентриситеты, % , ̂  ­ ис­
тинные аномалии, , ^ ­ долготы перигелиев. 

Так как по определению центра масс 

то из (13) следует 

№ 
т.е. 

где кл, А^, &к, Ър- большие и малые полуоси кометы и 
планеты соответственно. Так как 

(15) 

то значения углов между относительной скоростью и 
скоростью центра масс 6К и 9& отличаются на #. Так как 
минимальные расстояния так же относятся как Шк: ПЬ^ , 
то учитывая, что 6̂  и 0 различаются на #,из формулы[4] 



ЗА 

следует, что где /ц, Я Л ­ расстояния oi 
кометы и планеты до точек наибольшего сближения ор­
бит комета и планета с орбитой центра масс з момент, 
когда центр масс находятся в точке наибольшего сбли­
жения. Отношения относительных скоростей к перенос­
ной определяются формулами 

Следовательно 
м Л 5 Л - ГКк5к - 07) 

Таким обраэом, мы убедились, что при движении вокруг 
центра масс величины размерности длины и отношение 
скоростей, входящие в формулу Х.А.Ньютона для плане­
ты и кометы, откосятся как пгЛ: лг* ta тригонометри­
ческие функции углов по модулю ļv равны. 

И̂дея выЕода формулы для изменения обратной ве­
личины большой полуоси кометы с ненулевой массой у 
нас следующая. Мы предполагаем, что большие вовмуще­
ния можно определить по формуле,которая соответству­
ет притяжению кометы и планеты центром масс. Мы при­
меняем Формулу Х.А. Ньютона для двнж&ния кометы во­
круг центра масс, а потом переходим на величины, ха­
рактеризующее движение планеты вокруг центра масс. 
При малых значениях массы астероида величины, харак­
теризующие движение кометы относительно центра масс, 
совпадают примерно с величинами,характеризующими дви­
жение относительно кометы. Гипотеза движения тела с 
малой массой относительно большой приближенно себя 
оправдывает, ибо формула Х.А. Ньютона дает неплохие 
результаты. Мы предполагаем добавочно, что по этой 
схеме можно определить также возмущения тела с боль­



шей массой,притом следует рассматривать движения его 
вокруг ценжра масс. 

Движение двух взаимно притягивающихся тел в сис­
теме координат,начало которой находится в равномерно 
двигающемся центре масс, и оси которой движутся по. 
ступательно, описывается следующими уравнениями 

Ml [l (48) 

K

dt
z 

Учитывая равенство 

_2 

уравнения (18) могут быть переписаны в следующем виде 

[i Я) 

Ив формул (19) следует,что комета движется вокруг цен. 
тра масс, если в центр масс поместить массу, равную 

таким же образом,как и в том случае, когда ее притя­
гивает планета с массой ttVņ, , помещенная на расстоя­
нии . Следует отметить, что если ШлхО , то в цен­
тре масс должна быть помещена масса rrt̂. 

Было уже отмечено, что в случае ненулевой массы 
изменения обратной величины большой полуоси кометы 
ма будем определять по формуле Х.А.Ныэтона,относя ее 



к движению кометы вокруг центра масс, т.е. 

д j W

* Ак tOS % ­ IlKSirf&K 

Заменяя А*, кк ... на соответствующие величины плане­
ты, мы получаем 

д i /Яд/к! A»gpsfy ­ hn,sin
z(9n. ^ 

Если же tn^ttlfr, ToAf­A ... и, следовательно, 
при малых вначениях rtt^ имеем 

. i ffy AfO50 ­ hsitiz

Q 
ū " S A

z * dz • kz

si№ '
 ( ' 

В Л входит масса кометы«т.к. движение происходит во­
круг кометы как центрального тела. 
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K o p s a v i l k u m s 

K . ģ t e l n s u n I . Z a ļ k a l n e 

H«A«IJUTONA FORMULAS VIHNKĀRSOSANA UN TAS PRECIZITĀTES 

NOVĒRTĒŠANA 

VienkSrsotft Nutona formula Izvesta izvirzot koordinē 

tes laika intervālu pakāpju rinda gadījumam, Ja punkts, ku­
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Л, К, Л а у ц е н и е к с 
ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЕРВОНАЧАЛЬНЫХ ОРБИТ ИСЗ 

МЕТОДАМИ МИНИМИЗАЦИИ 

Определение' орбиты ИСЗ, как и всякого другого 
небесного тела, обычно проводят в два этапа. Сначала 
по небольшому числзг наблюдении вычисляют невозмущен­
ную орбиту, называемую первоначальной. Эта орбита.. 
как правило,недостаточно точна и представляет после­
дующие наблюдения тем хуже,чем дальше они от наблоде­
ний,использованных при вычислении орбиты. Поэтому з 
дальнейшем орбиту улучшают по" методу наименьших 
квадратов с учетом возмущений. В качестве исходного 
приближения используется первоначальная орбита. 

Улучшение орбиты не связано с какими­либо прин­
ципиальными трудностями, если выполнены условия схо­
димости ­ наблюдения достаточно хорошо распределены 
/определитель нормальной системы не близок к нулю/ 
и начальное приближение близко к искомому результат 
ту. Вычисление первоначальной орбиты является более 
трудным, так как об орбите заранее почти ничего не­
известно. 

Существующие методы определения первоначальной 
орбиты тесно связаны с тем,какого характера наблюде­
ния используются при вычислениях. Так, например, из­
вестные методы Гаусса и Лапласа были разработаны 
специально для оптических наблкщений, охватывающих 
малую дугу орбиты. В случае радиотехнических /даль­
номерных и доплеровскгас/ измерений аналогичные мето­
ды не разработаны. Не разработаны также методы опре­
деления первоначальных орбит в тех случаях, когда 
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возмущениями пренебрегать нельзя. 
Частный характер существующих методов определе­

ния первоначальной орбиты и серьезные ограничения 
в области их применимости заставляют думать о бо­
лее универсальных методах вычисления орбит­Разработ­
ка таких универсальных методов особенно важна для 
вычислений на &ВМ, В данной статье рассмотрен один 
из таких методов, основанный на использовании суммы 
квадратов отклонений измеренных значений траекторных 
параметров от вычисленных значений параметров как 
функции качества. Метод удобен тем, что позволяет 
обрабатывать любое число наблюдений, учитывая возму­
щения и, наконец, вести вычисления по единой методи­
ке независимо от характера наблюдений. При примене­
нии метода мы делаем единственное ограничение, что 
ИСЗ движутся по эллиптическим орбитам. Однако это 
ограничение несущественно, так как его можно снять 
ценой усложнения алгоритма вычисления функции ка­
чества. 

Дцея рассматриваемого метода заключается в том, 
что истинной орбите должен соответствовать абсолют­
ный минимум функции качества близкий к нулю. Поиск 
вначений элементов орбиты, дающих абсолютный минимум 
функции качества, мы ведем общими методами минимиза­
ции ­ методом слепого поиска и методом оврага. Этим 
достигается единообразность метода. 

При применении методов минимизации всегда име­
ется опасность спуска в локальный /неабсолютный/ ми­
нимум. Вероятность такого ложного результата снижа­
ется при повторении спуска из различных удаленных 
друг от друга точек. В статье приведено несколько 
примеров вычисления орбиты методом минимизации с ис­
пользованием фиктивных наблюдений. 



§ 1. П о с т а н о в к а з а д а ч и 
Рассматривается вадача об определении первона­

чальной орбиты ив наблюдений. Будем считать, что для 
всех моментов времени f наблюдения могут дать вначе­
ния только одного ив трех перечисленных ниже типов: 

1/ прямые восхождения^ и склонения $ , ^ 
2/ расстояния f f 3/ радиальные скорости £ 

в топоцентрической системе координат» Считаем также, 
что эти наблюдения уже исправлены аа рефракцию.абер­
рацию, прецессию и другие возможные поправки /Вейс, 
1967; Меллер, 1967/, 

Определение орбиты ­ это нахождение таких пара­
метров, которые характеризуют движение ИСЗ в соответ­
ствии с известными законами небесной механики и наи­
лучшим образом удовлетворяют наблюдениям. Так как 
ИСЗ движутся по эллиптической траектории, то нам не­
обходимо определить шесть параметров, элементов, эл­
липтической орбиты: 

большую полуось О., эксцентриситете, наклон i t 

долготу восходящего узла4?, аргумент перигея иг, 
среднюю аномалию М 0. (2) 
Хорошо известно, что наблюдаемые величины (1) 

являются функциями параметров орбиты (2) /Субботин, 
1968; Дубошин, 1968/. 

Пусть даны некоторые значения параметров оску­
лирующей эллиптической орбиты ИСЗ в момент времени 
tot T.e.4„peife,g?0,aļX, Ксли будем учитывать вековые 
вовму:дения первого порядка от сжатия Земли и тормо­
жения в атмосфере, то значения оскулирутощих элемен ­
тов в любой момент времени i будут /Сочилина, 1961 / 

ū • Я*, е * ес, i * I В , 

М « Мо + (л • M')(t-U) * п'С* ­t)* 
где 



i „ cos и 

fm«= 398603 км /сек ­ произведение постоянной Гаус­
са на массу Земли; 3 = 0,0016238­коэффициент второй 
'зональной гармоники разложения потенциала Земного при­
тяжения в ряд по сферическим функциям; ri­коэффициент 
векового изменения средней аномалии,учитывающий тормо­
жение спутника в атмосфере. 

Геоцентрические • прямоугольные экваториальные 
координаты ИСЗ можно вычислить по формулам /Суббо­
тин, 1968/ 

X s А х (cos Е-е) f fbjcsinE, 
У ­ A4(cosE-e) + BvsittE, 
1 » А*Сш£­е) * BAsfo£, 

X mq^('AxslnE +BxcosE), 

l^C-AisinE + ^cosEl 

Az s ci (tos я cos их - sins?slncjcosl)> 
jku* &(sin& cosoj * cos&sittoj cosi), 
Ад,* ft^NURSMT, 

Bji*aVī^eī cos<A/sinl} 

где 

Геоцентрические координаты наблюдательных стан­
ций определяются по формулам 

JC ­ Rcosrcoss, X Я-гЯ(1*р)У9 

У • &Losi>'sins> % * 2>Я[1+ЮХ> 
3L~Rslnf\ £ - О, 



где i?- геоцентрическое расстояние, ļp*v геоцентричес­
кая широта, S­ местное звездное время, j H00^73791. 

Переходим далее к топоцентрической прямоуголь­
ной системе координат по формулам 

jf - у­ у. г - 'у-у. с*з 

Последние формулы дают возможность получить 
значения наблюдаемых величин °С, 5", , ф , т

­
е

­

Для вычисления наблюдаемых величин можно ис­
пользовать также алгоритм, данный в работе А.С.Сочи­
линой /1963/. 

Вычисленные' по формулам (8) значения cCt & , ^>, ^ 
на моменты наблюдений будут отличаться от наблюден­
ных значений по многх'м причинам. Во­первых, наолюден­
ные значения содержат случайные ошибки, во­вторых, 
параметры орбиты, служащие для вычисления ct f <5", f ,ф 
по формулам (3)­ (8) , известны, как правило, весьма 
неточно, и, в­третьих, учет возмущении по формулам 
О ) , (4) также недостаточно точен, так как при 

этом не учитываются короткопериодические возмущения, 
в результате разности 

будут отличны от нуля. 
Соответственно каждому типу наблюдений И) те­

перь можно составить выражения /функции качества/ 

где М ­ общее число наблюдении, большее или равное 
необходимому числу наблюдений и где Oŗ9 Oŗ\ oŗK~ число-



йые коэффициентыtзначения которых выбираются в зави­
симости от априорной точности наблюдений /веса на­

блюдений/, ьсли о точности наблюдений ничего не из­
вестно, или все наблюдения имеют одинаковую точность, 
следует выбрать * i, ^ '

в

1 , су'= |. 
Насколько известно автору, функция Щ до сих 

пор использовалась только при улучшении орбит. Но 
Функцию dļ можно также использовать непосредственно 
для определения первоначальных орбит. Очевидно, что 
в последнем случае необходимо поставить задачу о на­
хождении абсолютного минимума функции Qļ , равного 
нулю или близкого к нулю. 

Таким образом, задача об определении параметров 
сводится к минимизации дункции Qļ , т.е. нахождению 
таких значений параметров, при которых функция Щ , 
/которая очевидно зависит от параметров/ достигает 
своего минимального значения, близкого к нулю. 

§ 2 . М е т о д м и н и м и з а ц и и 
ф у н к ц и и О, 

Для минимизации функций нескольких переменных 
существует уже достаточно большое множество методов 
и алгоритмов. Подробный анализ этих методов даы в 
работе Ь.Т.Поляка/1967/. 

Поставленную нами задачу, мы решали в два этапа. 
Сначала для нахождения приближенных значений пара­

метров применялся метод слепого поиска /Растригин, 
1969/, а ватем для уточнения найденных приближенных 
значений применялся метод оврага /Гелыранд, 1966/. 

Дадим кратко общую схему обоих методов. 
а/ Метод слепого поиска. 
Пусть известны границы области определения па­

раметров орбиты Eļ (i • {,2,3,4,5,6). ь этой области случай­
ным образом выбирается точка, в которой вычисляется 
вначоние функции Q=<?r Затем также случайно выбирает­
ся другая точка и вычисленное для нее значение функ­

цин<3­ф г сравнивается с предыдущим, йсли новое вна­



чение Qz меньше предыдущего Qt , то запоминаются как 
ноаая точка /совокупность элементов/, так и новое 
'значение Qz . Если новое значение Q2 больше предыду­
щего,то сохраняется предыдущая точка и старое значе­
ние Qt , т.е. 

Qmin. = Qi, если QZļ Qmm-Q2* если Qt> Qz.{i\) 
После того, как найдена точка с меньшим значе­

нием Q , случайным образом выбирается следующая точ­
к а ^ процесс выбора точек и сравнение значений <3 пов­
торяется до тех пор, пока значение для какой­либо 
из точек не станет меньше заранее выбранного малого 
числа £. Вычисления прекращаются и полученные значе­
ния параметров, координат точки, считаются искомым 
результатом. 

б/ Метод оврага. 
Метод состоит ив двух последовательных процес­

сов: спуска с покоординатными пробами или градиент­
ного спуска и движения с овражным шагом. 

­Спуск с покоординатными пробами заключается в 
следующем. Пусть известны приближенные значения па­
раметров Е( ­ начальная точка, в которой вычисляется 
значение.функции качества. Из этой точки делаем про­
бу по первой координате ti * 0 с длиной шага & , 
т.е. вычисляется 0. в точке £|+4,£Д*'в/,2,3̂ ,5,6). Если при 
этом значение Функции Q уменьшается, то совершается 
переход к следующей координате (i*z) ; если значение 
функции увеличивается,то делаем пробу с шагом Л>0 
по той же координате в противоположном направлении. 
Если и в противоположном направлении значение Q уве­
личивается, то начальный пробный шаг А>0 по данной 
координате сокращаем в два раза, т.е.берем А/2 вмес­
то А и переходим к следующей координате (i = 2,), с ко­

торой процедура вычисления повторяется. Спуск с по­
координатными пробами прекращаем, когда для всех ко­
ординат пробные шаги не превосходят некоторого зара­
нее выбранного значения £с Д, т.е. когда 



где t ­ число неудачных проб по каждой координате. 
Точка, которая получается в результате спуска с по­
координатными пробами!, называется спущенной из на­
чальной точки E{f и обозначается . Проводим спуск с 
покоординатными пробами из другой точки £­° близкой к 

получим другую спущенную точку£[''. По координатам 
спущенных точек Ēf и с?1 вычисляем единичный вектор^ 
прямой,проходящей через эти точки в направлении убы­
вания функции Q. Пусть Q{Ei0))>Q(Ēļn) * На прямой f на 
расстоянии h>0 °т точки с меньшим значением функции 
берется точка Е­г) * £fJ + К f . Длина h- овражного шага 
взбирается таким образом, чтобы значение функции ка­
чества в точке Е(Р уменьшалось, т.е. 

После зтого выбирается точка fļ1* , ив которой снова 
делается спуск с покоординатными пробами; получаем 
спущенную ?очку £[1) . Через точки Bf и Efl снова про­
водится прямая, вычисляется вектор ^ и производится 
новый овраянчй шаг, длина которого выбирается,как 
описано выше. Эта процедура повторяется до тех пор, 
пона не будет сделано заданное число овражных шагов, 
если при этом функция Gļ не стала меньше заданной 
константы. 

5 3. П р и м е р ы п р а к т и ч е с к о г о 
п р и м е н е н и я м е т о д а м и н и ­

м и з а ц и и д л я о п р е д е л е н и я 
о р б и т ы И С З 

Важную роль при минимизации играег правильное 
задание области определения параметров. Чтобы выяс­
нить не находим ли мы описанным выше методом локаль­
ный, а не абсолютный минимум [Qmir >£n)t использовался 
метол оврагов для нескольких начальных значений па­
раметров /случайно выбранных/. При атом нам пришлось 
расширить область определения параметров. Очевидно, 



что истинные зыачениг параметров ИСЗ всегда лежат в 
пределах: 

которые можно назвать основной областью определения 
параметров. Экспериментальные вычисления по методу 
оврагов показали, что основную область целесообразно 
расширить следующим образом: 

i < й < flWx, гйЖ <а5 
­£W x<:f < ­zlt< MQ * Н%> (15) 
-%<1с &Ж\ ā(4-iēi)>i. 

Переход из расширенной области (15) на основную 
(14) осуществляется следующим образом: 

их = их i Ж, Н0
 е М0 - Щ е * ­ Ё если ё<о, 

t/'*i\ = «ли Г* о, 
i * Q = Q ± 5Г f если Г > Č 
* 53 * sit, « л и 5? * О или > гЖ, 

из * ū) t 2#, если и/< о ад и аг > 
Mo=PiQ±2tt> веаи Йо*о илиМ9>г$, 

Знак * ИЛИ ­ выбирается ив условия,чтобы значе­
ния элементов находились внутри основной области (14Х 

Во всех проведенных нами экспериментах по вы­
числению орбит ИСЗ методами минимизации функции Q 
решение существовало для всех точек, произвольно вы­
бранных в основной области, и это решение было един­
ственным в основной области определения параметров, 
если промежуток времени между крайними наблюдениями 
был достаточно большой. 

Предварительный анализ соотношений, характери­ с 
вующих движение пе эллиптичегкой орбите, показал, что 
в действительности О^бм не обеспечивает однозначнос­
ти решения, если дуга.малая, т е. если интервал вре­

i < d < итС 

О < г < efīW 

о £ i ^ Ж, 
о 4 Q < гк, 

RĪTAI. 
О £ иг «с 2$, 

а(1-е)> i 
(14) 
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 1 ? /' <? 

« Д у = Az ~ Д и 
дают приближенную оценку для точности положения 
спутника в пространстве 

Последнее соотношение дает возможность оценить 
точность компонентов скорости, т.е. 

Л й ^ ^ 1 г ' *fl«>­fmtf-t). ДО) . 
Соотношения (1В) и (19) и характеризуют ошибки 

определения орбиты при увеличении f и уменьшении $ . 
Для проверки изложенной выше методики было вы» 

брано несколько вариантов орбит фиктивных ИСЗ со 
следующими элементами: 

мени мал. При малой дуге целесообразно определить 
круговую орбиту, т.е. положить о и и7­о , так как 
наши эксперименты при малых интервалах времени пока­
зали, что хорошо определяются следующие параметры: 

i - наклон,Q­ долгота восходящего узла, 
u0*ta+M.­ угловое расстояние от восходящего узла 
в момент iQ , %~&(е-со$Е0)- геоцентрическое рас­
стояние в момент ia , которые и характеризуют 
движение по круговой орбите. 
Это, очевидно, связано с тем,что хотя положение 

ИСЗ в пространстве определяется довольно хорошо, не­
большие отклонения в них влекут за собой большие из­
менения в компонентах скорости, и тем больше, чем 
меньше интервал времени и больше топоцентрическое 
расстояние.Небольшие изменения в компонентах скорос­
ти в свою очередь дают неопределенность в элементах 

Соотношения ОС­Х » ŗcosScosot, ^у) 

после несложных преобразований й 
наблюдения равноточны и что 

**Ā44, llJLii, 



Таблица 1 

V Ŗ е 
в 
1 Я bJ М0 

Приме­

чания. 

1 
1 

1.05 0.10 1.20 6.20 5.70 1.50 Р 
2 1.10 0.10 1.20 6,20 5.70 1.50 Р 
3 2.00 0.10 1.20 6.20 5.70 1.50 Р 
4 1.10 0.10 1.20 6.20 5.70 1.50 У,Р 

,\де дано в радиусах Земли, i ,S?,^,M 0­ в радианах. 
3 колонке "примечания" указано, какие станции участ­
вуют в наблюдениях данного объекта.Для координат на­
блюдательных станций принято приближенно; 

Таблица 2 

Стан­
ция f к 

Р 
У 

57° 
49° 

01
к

36
м " 

01
h

28
M 

0.0 м 
0.0 м 

где *f ­ астрономическая широта, Л Ё ­ восточная долго­
та, к ­ высота над эллипсоидом Красовского. 

Для вариантов, укаванных в таблице 1, были вы­
числены значения**,О для станций,указанных в колонке 
"примечания", для ряда моментов времени 31 декабря 
1968 года, охватывающих одно прохождение спутника в 
зоне видимости станций. Эти значения at, & вместе с 
прямоугольными координатами станций на соответствую­
щие моменты с моментами времени и с разностями i-to 
приведены в таблице 3 /разности t-iō даны в сутках/. 

Приведенные в таблице 3<*,̂ Г рассматривались за­
тем как результат наблюдений, по которым необходимо 
было определить элементы орбиты изложенным выше 
методом. 

В таблицах 4, 5. 6, 7 приведены значения исход­
ных элементов, выбранных наугад, с которых начина­



Таблица 3 

иг 'f'-t, 

1 1 \?h 59
m

15
s -0.5208333 Ю - 3 

23
h

13
M

15
S

.868 
2 17 59 30 -0.3472222 ю- 3 23 16 09.389 
3 17 59 45 -0.1736111 10~ 3 

23 25 20.120 
4 18 00 00 0.00 23 37 35.569 
5 18 00 15 0.1736111 10" 3 

00 05 07.148 
6 18 00 30 0.3472222 ю - 3 02 03 07.849 

2 1 17 54 00 -0.4166667 ю- 2 22 52 09.762 
2 17 55 00 -0.3472222 ю - 2 22 58 47.804 
3 17 56 00 -0.2777778 ю - 2 23 Об 11.440 
4 18 04 00 0.2777778 ю - 2 10 40 57.752 
5 18 05 00 0.3472222 1(Г2 

10 51 40.298 
6 18 Об 00 0.4166667 ļ 0-2 10 59 15.575 

3 1 17 59 15 -0.5208333 1 0-з 01 48 32.328 
2 17 59 30 -0.3472222 ю- 3 01 51 32.601 
3 17 59 45 -0.1736111 10~ 3 

01 54 37.897 
4 18 00 00 0.00 01 57 48.401 
5 18 00 15 0.1736111 10' 3 

02 01 04.301 
б 18 00 30 0.3472222 10" 3 

02 04 25.792 
4 1 17 54 00 -0.4166667 ю - 2 21 56 57.633 
2 17 55 00 -0.3472222 ю - 2 21 54 55.973 
3 17 56 00 -0.2777778 10Г2 

21 48 50.869 
4 18 04 00 0.2777778 ю~2 10 40 57.752 
5 18 05 00 0.3472222 ю- 2 10 51 40.298" 
6 18 Об 00 0.4166667 ю - 2 10 59 15.575 



S X У <£ 

18° 08* 27". 39 0.4524146 0.3055418 0.8350249 
23 03 40.11 0.4520802 0.3060365 0.8350249 
35 52 23.01 0.4517452 0.3065308 0.8350249 
51 23 49.69 0.4514096 0.3070247 0.8350249 
67 55 58.69 0.4510735 0.3075183 0.8350249 
82 03 39,59 0.4507368 0.3080115 0.8350249 
-26 12 13.32 0.4593130 0.2950701 0.8350249 
-21 38 33.45 0.4580176 0.2970769 0.8350249 
-15 52 11.39 0.4567134 0.2990779 0.8350249 
45 22 03.67 0.4459675 0.3148775 0.8350249 
39 37 53.04 0.4445855 0.3168257 0.8350249 
35 Об 50.38 0.4431951 0.3187678 0.8350249 
55 10 20.64 0.4224146 0.3055418 0.8350249 
55 45 23.03 0.4520802 0.3060365 0.8350249 
56 20 04.00 0.4517452 0.3065308 0.8350249 
56 54 22.58 0.4514096 0.3070247 0.8350249 
57 28 17.77 0.4510735 0.3075183 0.8350249 
58 01 48.50 0.4507368 0.3080115 0.8350249 
-18 50 10.02 0.5650907 0.3357577 0.7510911 
-10 34 41.17 0.5636162 0.3382269 0.7510911 
01 25 29.02 0.5621310 0.3406896 0.7510911 
45 22 03.67 0.4459675 0.3148775 0.8350249 
39 37 53.04 0.4445855 0.3168257 0.8350249 
35 06 50.38 0.4431951 0.3187678 0.8350249 



5Z 

Таблица 4 /Вариант 1/ 

а е 1 Q 
la 1.30 0.20 0.10 3.00 
16 1.2623519 0.1902415 1.2020476 6.2012656 
2а 2.00 0.10 1.00 1.00 
26 1.0992125 0.1076191 1.2005102 6.2002458 
За 2.00 0.2Ō 1.50 4.00 
36 1.0674412 0.1005385 1.2001297 6.1999682 
Ш 1.36 0.088 1.135 6.014 
46 1.1581354 0.1315472 1.2049104 6.2096027 

Таблица 5 /Вариант 2, 

а е f 
1 Q 

1а 1.10 0.05 0.10 0.10 
16 1.1001218 0.1000038 1.2000035 6.2000009 
2а 1.30 0.20 0.10 3,00 
26 1.1076875 0.0999699 1.2000848 6.2000809 
За 1.10 0.10 1.94 3.04 
36 1.1002554 0.0999323 1.1999978 6.1999958 
4а 2.00 0.20 • 1.50 4.00 
46 1.0987187 0,1000104 1.1999854 6.1999903 
Ы 1.132 0.096 1.238 б;209 
5J I 126188Э 0.1031137 1.2004090 6.2002780 



Мо а 

0.10 6.00 41.018596 
0.4575034 0.4494998 0.9070032 1.0574596 0.00000027 
3.00 1.00 29.223928 . 
6.1167908 1.0813729 0.9149774 1.0542657 0.00000009 
1.00 2.00 68.947990 
5.8588518 1.3407803 0.9164473 1.0535431 0.00000006 
0.371 0.615 0.86246225 
0.1768880 0.7367146 0.9130626 1.0557562 0.00000004 

Таблица 5 /продолжение/ 

По а 

0.10 0.10 17.531573 
5.7010874 1.4988962 0.9167983 1.1032021 0.00000000 
0.10 6.00 32.771598 
5.7678464 1.4318548 0.9165159 1.1033343 0.00000026 
3.72 4.78 50.550323 
5.7022554 1.4978231 0.9168932 1.1032041 0.00000000 
1.00 2.00 78.875936 
5.6886533 1.5114632 0.9169312 1.1032015 0.00000001 
0.16 0.944 0.42294284 
5.9249251 •1.2704216 0.9121614 1.1032483 0.00000000 



i 54 

Таблица б /вариант 3/ 

и а е 1 Q 

1а 1.Ю o.os 0.10 0.10 
16 2,4127204 0.1501412 1.2008180 6.2005599 
2а 2.00 0.20 1.50 4.00 
25 1.8129597 0.1921442 1.1963414 6.1929628 
За 2.00 0.10 2.00 2.00 
36 2.1289269 0.0554797 1.1999458 6.1994167 
4| 1.586 0.139 1.53 3.76 
46 2.5132776 0.1744407 1.2009426 6.2006032 

Таблица 7 /вариант 4/ 

N Ū е i Q 

1а 1.10 0.05 0.10 0.10 
16 1.1001812 0.1000064 1.2000066 6.2000028 
2а 1.50 0.15 1.5707463 3.1415426 
2б 1.1004630 0.1000001 1.2000020 6.1999755 
За 1.30 0.20 0.10 3.00 
36 1.1002867 0.1000060 1.2000004 6.1999873 
4а 2.00 0.10 2.00 2.00 
46 1.1013761 0.1002011 1.2000253 6.2000090 
5а* 1.04 0.02 1.29 0.095 
56 1,1026009 0.1001223 1.2000241 6.1998923 



ч„ п. а 

о.ю 0.10 54.881738 
0.7743264 0.2509564 1.0262828 2.0660366 0.00000000 
1.00 2.00 16.195046 
3.2900323 4.4561718 1.4630688 1.9583953 0.00000003 
1.00 1.00 42.365760 
0.5330220 0.5246787 1.0577008 2.0285054 0.000000О2 
2.117 0.019 , 0.07427029 
0.9856167 0.0903312 1.0759479 2.0774250 0.00000001 
T 

Таблица 7 /продолжение/ 

W Q 
0.10 0.10 18.245856 
5.7015986 1.4983759 0.9167892 1.1001812 0.ОООООООО 
3.1415426 3.1415426 20.421952 
5.7040996 1.4958707 0.9177850 1.1032142 0.00000000 
0.10 6.00 29.822126 
5.7025159 1.4974568 0.9167874 1.1032135 0.00000000 
1.00 1.00 13.147005 
5.7119863 1.4876274 0.91642&4­"1.1032705 0.00000004 
5.61 1.72 0.7008383? 
5.7228453 1.4768782 0.9165382 1.1032845 0.00000213 



se 

лись ВНЧУС: ния методом отзрага. Издексом (а) при но­
мере системы элементов в этих таблицах обозначен тот 
факт, что данная система взята как начальная для вы­
числений методом оврага.индексом (б) обозначена сис­
тема, являющаяся результатом вычислений по методу 
оврага. Звездочкой отмечены те системы элементов, 
которые являлись результатом метода слепого поиска и 
использовались затем как начальные для вычислений 
уже по методу оврага. В таблицах 4, 5, б, 7 графы IĻ 
содержат значения суммы w + M0,графы а0- геоцентри­
ческие расстояния ИСЗ в момент ta ­ значения функ­
ции качества. 

Из таблиц .4, 5, б, 7 видно, что вычисления ме­
тодом оврага резко уменьшают функцию качества в 
большинстве случаев и получаемые элементы в случае 
большой дуги, охваченной наблюдениями,не очень силь­
но отличаются от истинных. В случае очень малой дуги 
/вариант 1 , 3 / решение неопределенное из­за сильной 
корреляции элементов, поэтому определение всех эле­
ментов сразу приводит к большим ошибкам последних* 
В этом случае,по­видимому­ целесообразнее фиксировать 
по одному элементу из групп 1 , Q или £ , O J соот­

ветственно /см. статью А.С.Сочилиной, 1966/ или же 
просто определять круговую орбиту. Круговая орбита 
во всех рассмотренных нами сомнительных случаях оп­
ределялась надежно. 

З а к л ю ч е н и е 

3 данной статье мы рассмотрели вопрос об опре­
делении орбиты ИСЗ методом минимизации некоторого 
Функционала /функции качества Q /, Этот метод обла­
дает многими преимуществами перед другими известными 
методами определения орбит. Прежде всего он обладает 
большой общностью и позволяет единообразно обрабаты­
вать наблюдательный материал различного происхожде­
ния /оптический, радиотехнический, лазерный/, он не 
накладывает никаких ограничений на число наблюдений 
и, наконец, он позволяет при вычислении орбиты учи­
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Проведенные наш экспериментальные вычисления 
орбит ИСЗ изложенным методом,результаты которых ука­
за™ в таблицах 4, 5, б, 7, показали, что этот метод 
вполне аффективен, имеет достаточно широкую область 
сходимости, дает вполне надежные результаты и может 
быть использован в практике вычисления начальных 
приближенных орбит. 
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iiZP ORBĪTU APZINĀŠANA АН MINIMIZACIJAS METODĒM 

M Z P orbītas aprēķināšana tiek reduaSta uz noteiktas 

funkcijas absolūti minimuma atrašanu* TCda pieeja orbītu 

apreķinleana" ļauj apetrSdfct, ievSrojot perturbācijas,novē­

rojumus,kas iegūti liel* orbītas loka". Skaitļošana ir fien 

veidlga un Srti plomSrojaraa elektronu skaitļoJam*m māsi-

nKm* Metodo iluPtrSt» »r plemSriem* 

S u ra m а г у •* 

L . L a u t s e n i e k e 

DKTERHINATION OP PRELIMINArtY ORBITS OF ABS 

ВУ METHODS OP MINB4IZATI0N 

Determination of the AES crbits is oonaidored to be а 

problem of minimizetion of eome quality funotion e Suah а 

look on the orbit determination problem sllow* to uee the 

obeervationa oorering large ērce of the orbit and even to 

take the perturbations into oonsideration. The method of 

oemputatlon ie oonvenient for the uee on the eleotronie 

eompuftere and doesn 1

t depend on the type of obeervatione• 

Some numerloal examples llluetrate the possibilltieo of 

*)ie method* 



ЛАТВИЙСКИЙ ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 

ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ И М . П . С Т У Ч К И 

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ. ТОМ 137 ВЫПУСК 5 , 1970 

К , А , Е т е й н с и И. Э. З а л ь ь а д н е 

Р А С П Р а д И Е Н И Е ВЕЛИЧИН, ВХОДЯЩЖ В ФОРМУЛУ , 

X . А .НЬЮТОНА 

§ 1 . Р а с п р е д е л е н и е М И Н И М А Л Ь ­

н ы х р а с с т о я н и й м е ж д у о р ­

б и т о й к о к е % н Д а н и © л я ж 
о р б а т а м и а с т е р о и д о в 

Д а н н а я р а б о т а в ы п о л н е н а н а о с н о в е в ы ч и с л е н и й , с д е ­

л а н н ы х в р а б о т е Cli , т . е . в в я х ы с т а т и с т и ч е с к и е д а н ­

ные в ы ч и с л е н н ы х минимальных р а с с т о я н и й d между о р б и ­

т о й к о м е т ы Д а н и э л я и о р б и т а м и в с е х малых п л а н е т по 
э л е м е н т а м , к о т о р ы е д а н ы в "Эфемерида малых п л а н е т н а 
1969 г о д " , т . е . 1735 малых п л а н е т . В э т о й р а б о т е . . а 
т а к ж е и в п р е д ь мы б у д е м п р и д е р ж и в а т ь с я о б щ е п р и н я т о е 
т о ч к и в р е н и я и э к с т р а п о л и р о в а т ь п о л у ч е н н ы е с т а т и с т и ­

ч е с к и е данные о т к р ы т ы х а с т е р о и д о в н а все а с т е р о и д ы , 
т . е . и на еще не о т к р ы т ы е . П о э т о м у с е й ч а с р а с с м о т р и м 
т о л ь к о н е б о л ь ш о й с т а т и с т и ч е с к и й м а т е р и а л , а и м е н н о , 
р а с с м о т р и м а с т е р о и д ы с минимальными р а с с т о я н и я м и ДО 
0 , 1 а . е . / с ы . т а б л . 1 / . Е с л и бы мы м о г л и в п о л н е поло*» 
ж и т ь с я на э т о т с т а т и с т и ч е с к и й м а т е р и а л , т о б е з з а т р у д ­

нений можно было бы у т в е р ж д а т ь , ч т о р а с п р е д е л е н и е м и ­

нимальных р а с с т о я н и й между о р б и т о й кометы Д а н и э л я к 
о р б и т а м и а с т е р о и д о в р а в н о м е р н о е . Н о помимо т о г о , е с л и 
р а с с м о т р е т ь с т а т и с т и к у у ж е д л я б о л ь ш е г о ч и с л а а с т е ­

р о и д о в , н а п р и м е р , х о т и бы с d д о 0 , 3 а . е . наше у т ь е р -

жпение о р а в н о м е р н о с т и р а с п р е д е л е н и я н у ж н о С у д е т о т -



Таблица 1 

w Название d 

1656 mz ЕС 0,0014 
1620 Geoojaļthos 

Am 
0,0299 

791 
Geoojaļthos 
Am 0,0343 

909 Ulla 0,0410 
1303 Lutkeia. 0,0451 
667 Dettise 0,0471 
1362 Otiņu а 

Aitnenia 
0,0511 

780 
Otiņu а 
Aitnenia 0,0599 

719 Albert 0,0776 
1036 Oa.nurr.ed 0,0782 
781 

Oa.nurr.ed 
0,0899 

1143 Odusseus 0,0910 
1170 0,0946 

вергнуть.Но мы будеа впредь рассматривать микрострук­
туру, т.е. такие орбиты астероидов, которые очень 
бливко подходят к орбите кометы.Значит у таких асте­
роидов есть возможность очень близко подойти к коме­
те, вплоть до столкновения,и этим повлиять на ее дви­
жение «К сожалению, от известных астероидов мы не можем 
получить уверенное статистическое представление о 
такой микроструктуре сС .Лучше всего ее должны пред­
ставлять данные по возможности в малом интервале и 
поэтому мы выбрали интервал fO; 0,1J. 

Этот вопрос рассмотрим также чисто теоретичес­

ким путем.Допустим следующую микроструктуру орбит ма­
лых планет.В небольшой области будем орбиты астерои­
дов рассматривать как отдельные однородные пучки па­
раллельных прямых,которые пересекает прямая,т.е. ор­
бита кометы* Минимальные расстояния между орбитой ко­
меты К%4 /см.рис. 1а/ и орбитами астероидов ОД равны 
расстоянию от параллельных прямых до плоскости <Я*, 
проходящей черев ЛКг //путям планет. Малые расстояния 
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d будут находиться мезду плоскостью Qt и близкой ей па­
раллельной плоскостью Qz /см.рис.1.где показано сече­
ние перпендикулярной плоскостью пучка параллельных 
прямых, т.е. орбит астероидов, а также плоскости 0-t, 
на которой лежит прямая орбиты кометы, и ей Н плоскос­
ти CĻAЧисло орбит, находящихся между двумя параллель­
ными плоскостями G[i и пропорционально расстоянию 
между этими плоскостями, т.е. d . Значит распределе­
ние cl равномерное. Равномерное распределение получит­
ся также,если прямая орбиты кометы пересечет не толь­
ко один пучок параллельных прямых,как мы выше* рассмат­
ривали, но и несколько таких пучков, состоящих из it 
траекторий. Наша статистика показывает,что 13 астеро­
идов из 1735 известных могут быть с d е [0;0,11.Учи­

тывая это и доказанное нами равномерное распределение 
d уш сможем определить плотность распределения мини­
мальных расстояний после того, как нам будет известно 
возможное число всех астероидов. 

Р и с 1 



где 1 ­ радиус малой планеты в км. По этой формуле по­
лученные результаты будут лишь приблизительными, так 
как не для всех малых планет известны значения истин­
ной величины альбедо,а берется некоторое среднее зна­
чение. К тому же малые планеты считаются шарообраз­
ными телами, однако значительная часть малых планет 
имеет неправильную форму. 

Зная линейные размеры малых планет, можно опре­

§ 2 . Р а с п р е д е л е н и е м а с с 
м а л ы х п л а н е т 

Наша задача определить распределение масс всех 
малых планет и микропланет.Для этого мы можем приме­
нить только такие методы,в которых необходимо внать 
данные,которые определены для большинства малых пла­
нет .Такой параметр, определенный для всех малых пла­

нет, ­ абсолютная величина ц .т.е. абсолютная яркость 
малой плане/ Шлвыраженная в звездных величинах, кото­
рую имела бы планета на расстоянии одной астрономи­
ческой единицы от Солнца и от Земли.К сожалению,ста­
тистические данные малых планет искажены селекцией 
наблюдений,т.с. не все планеты с данным g открыты.Ес­
ли ij известны, то можно определить размеры планет, а 
потом и массы. Видимые размер» малых планет очень ма­
лы, лишь четыре первые малые планеты имеют заметные 
маленькие диски. Поэтому для этих четырех малых пла­
нет принимались первые попытки непосредственно опре­
делить диаметры [2] , [3] . По блеску этих малых планет 
был определен альбедо.Для определения диаметров всех 
остальных малых планет выбирают другой путь ­ косвен­
ное определение на основании фотометрических наблю­
дений, т.е. задаются каким­либо вероятным значением 
альбедо и по блеску находят размеры малой планеты. 
Для этой цели обычно используются данные планеты 
Марс [4] . Формула определения радиуса малых планет 
имеет следующий вид: 



делить их объем г : 

и ыассу гпр 

• f f (3) 

где f ­ плотность малых планет. Относительно числен­
ного значения сделаем следующее замечание. Вычис­
ляя общую массу малых планет,в связи с выдвинутой ги­
потезой происхождения малых планет путем разрыва од­
ной большой планеты, разными путями, различные авторы 
считают,что вероятная средняя плотность малых планет 
примерно 3 t5 г/см [ 5 ] , [б] , Итак, мы выяснили, каким 
образом определяются массы малых планет,если извест­
ны их абсолютные яркости д . 

Рассмотрим теперь статистику абсолютных яркос­
тей.Этим вопросом занимался Г.П.Койпер [7] . Чтобы 
учесть селекцию наблюдений Cļ , Койпер осуществил под­
счет малых планет на фотопластинках. Он подсчитывал 
число малых планет на одной пластинке независимо не­
сколько раз, не имея до того представления о воэмож­
ном числе или местонахождении малых планет. Часть 
малых планет получилась дважды зарегистрированной, 
часть только раз.Койпер определил по наблюденному от­
ношению числа малых планет, дважды найденных, к числу 
малых планет, найденных один раз, так называемый фак­

тор внимания, т.е.отношение числа найденных малых 
планет на пластинке к числу всех находящихся там' ма­
лых планет.К тому же подсчет производился еще и сле­
дующим образом: находились малые планеты на фотоплас­
тинке и сравнивались с планетами из "Эфемериды малых 
планет". Если малую планету на пластинке найти не 
удавалось, то считалось, что ее положение определено 
ошибочно и объект потерян. Койпер считал,что планеты 
наблюдаются в поясе ±20° от эклиптики, причем в поя­
се ±5°малые планеты подсчитывались дважды. Оба мето­
да для учета пока неоткрытых малых планет данной ве­
личины давали примерно одинаковые ревультаты. В ре­



аультате обработки экспериментальных данных он пока­
зал, что зависимость между £<д/7 и д выражается фор­
мулой: 

l<jN = с ф b€ļ 

где N- число малых планет данной абсолютной величи­
ны q . Для определения коэффициентов с и Ь возьмем 
следующие уравнения метода наименьших квадратов: 

п ti­

ni + bZ Dļ - Z ioNi ­ о , 
1*4 U Щ Ы 

1Ш * ь1$-1ч№-° 
m 

откуда 

Подставляя данные Г.П.Койпера в эти формулы, получим 
следующее уравнение прямой для максимального числа 
по Койперу: 

где J\/ число малых планет в интервале (о ; Б + 0̂ 5$ или 
учитывая £1) * 

Между числом астероидов и их радиусом получится сле­
дующая связь: 



ее 

м L iii ю 

где >Е в единицах длины км. Но радиус и массу связыва­
ет аависимость 

^ з ЪГПк 

значит распределение массы астероидов можно найти по 
следующему выражению /масса в граммах/ 

Y\f­ дает число астероидов при данной /тт̂  в интервале 
изменения О от ̂ 0До ^^0*^5* Если же перейти на бо­
лее распространенное в астрономии определение массы 
астероидов в единицах массы Солнца, то получим: 

N - (7,) 

в том же интервале (цо\ q0 + О™ 5). 
Постараемся в нашей полученной формуле (?) перейти 
на единичный интервал, чтобы более удобно было опре­
делять число астероидов в любом интервале изменения 
их масс. Абсолютные величины q астероидов и их массу 
связывает следующее выражение: 

откуда видно, что 

0,72 J L 



По данным Г.П.Койпера число астероидов в интервале 
dm-p есть 

Ив {9) следует, что плотность распределения i;acc ас­
тероидов следующая:. 

для интервала масс fift*, yty0) . 

§ 3 . Р а с п р е д е л е н и е в е л и ч и н ы 
т. е. у г л а м е ж д у с к о р о с т ь ю 

п л а н е т ы ^ и о т н о с и т е л ь н о й 
с к о р о с т ь ю к о м е т ы 

В формулу Х.А.Ньютона входят величины sinōin cosQ. 
Уголб вообще может меняться от 0°до 180°. Но как пока­
зывает статистика,то в меняется всего лишь в неболь­
шом интервале­ sin& остается все время > О , cosQ ме­

няет энак, поэтому выгоднее здесь рассматривать не 
сам угол 0 , а распределение cosG . Рассматривая ста­
тистику 11? астероидовв т.е. астероидов,у которых 
d< 0,5 а.е.,видно, что распределение cos6 близко к 
нормальному. В таблице 2 даны подсчеты; в 1 столбце— 
интервалы изменения со*Э , во 2 ­ число астеровдов с 
cos9 в данном интервале, в 3 ­вероятность того, что 
астероиды будут с cos9 именно в данном интервале. 



CVS 0; 

. . , , 

Щ 
г 

-0,4 - -0,3 А 0,025 
-0,3 - -0,2 21 0,179 
-0,2 - -0,1 29 0,248 
-0,1 - -0,0 22 0,188 
0,0- 0,1 18 0,154 
0,1 - 0,2 9 0,0V? 
0,2 - 0,3 10 0,085 
0,3- 0,4 4 0,025 

Определим параметры нормального распределения:гг^-ма-
тематическое онзданке, и - среднее квадратическое 
отклонение или дисперсию 

тх = I л ; / i , . , 

где для нашего случаяz^cosč); щщ*п%л * ­0,05085, Тогда 

0^> = 0.46&. 

Значит величина cos & имеет слэдующую плотность рас­
пределения 

(cOSŌ+0.Q5i)2 

J o.m \1гж 
Такое изменение угла Э около 90°объясняется тем, что 
орбита кометы Даниэля пересекает кольцо астероидов 
примерно под углом в 45° /см.рис. 2/. к тому же ско­
рость кометы несколько больше скорости астероидов. 

Таблица 2 
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Рис. 2 

§ 4 . Р а с п р е д е л е н и е 
в е л и ч и н ы W 

При выводе формулы X. Д. Ньютона допускалось, 
что в то время,когда планета и комета находятся вбли­
зи точек, где их орбиты имеют наибольшее сближение, 
они движутся по прямым. Тогдаd- минимальное рассто­
яние между орбитами, а К ­ расстояние, которое асте­
роид прошел от точки наибольшего сближения орбит, 
когда комета в этой точке находится /если | и О , то 
\l ­ расстояние, которое астероид должен пройти до 
точки наибольшего сближения орбит, когдЬ, комета уже 
находится в этой точке/. Лучшая аппроксимация­ орбит 
кометы и астероидов есть окружность, небольшие дуги 
которой мы могли заменить прямыми. Тогда, если сред­
нее значение большой полуоси астероида есть 2,9 а.е., 
путь астероида можно считать длиной 2'ЙЯ­а

18,2а.е. Вели­
чина ft распределяется равномерно. Действительно, ес­
ли комета находится как раз в точке наибольшего сбли­
жения орбит кометы и астероида, то астероид с одина­
ковой вероятностью может находиться в любой точке на 



< Ч 

0,008 ­ 0,009 10 0,003 ­ 0,004 9 
0,009 ­ 0,010 17 0,004 ­ 0,005 15 
0,010 ­ 0,011 18 0,005 ­ 0,006 23 
0,011 ­ 0,012 17 0,006 ­ 0,007 22 
0,012 ­ 0,013 20 0,007 ­ 0,003 20 
0,013 ­ 0,014 19 0,008 ­ 0,009 13 
0,014 ­ 0,015 1С 0,009 ­ 0,010 15 

окружности, т.е. вероятности один соответствует дли­
на пути астероида, которую мы приблизительно считаем 
равной 2,1ta 4 Минимальное расстояние между астерои­
дом и кометой определяется следующим образом [8] 

д № • \]г1
г+}Ып2е. 

Нас интересуют астероиды, у которых есть возможность 
подойти близко к комете, т.е..у которых 0,1 а.е. 
Это налагает и на К­ определенные условия. Из статис­
тики § 3 нами найдено, что shG^ 0,92, тогда, ес­
ли d*о , при L^u 0,1 а.е., Е 0,11. Значит h 
равномерно распределяется в интервале f­0,11;+0,11] . 
Вероятность того, что К попадает именно в интервал 
[­0,11; +0,11] следующая 

§ 5 . Р а с п р е д е л е н и е в е л и ч и н 
1? и t̂ ', т.е. с к о р о с т и а с т е р о ­

г 
и д о в и о т н о с и т е л ь н ы х 

с к о р о с т е й к о м е т ы ! 

Статистика показывает, что величины ^ и 1^ | 
распределяются примерно равномерно: ф ­ в интервале \ 
[О,008 ­ 0,015],1{­в интервале £0,003 ­ 0,010]/см. 
таб.3/ ­ I 

Таблица 3 i 
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Рис. 3 
Случайные величины независимые, если закон распреде­
ления каждой их них не зависит от того, какое значе­
ние приняла другая. Как видно из рис 3 между 1£и1^' 
никакой функциональной зависимости не может быть. 
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ATKLKTO plānotu statistiskie dati TIEK ekstrapoletl 

US VLSLM mazām planetlm un mlkroplanetim. ATRASTAS 13 or­

bītas, kuru minimālie attālumi llds Danlela komētas orbītai 

atrodae Intervāli fo; 0,1 a.v.],TIE sadalīs pa во Intervā­

lu gandrīz vienmērīgi* Sadalījos» vienmerlba tiek parīdīt* 

teorētiski. Balstoties ua 0.P» Kolpera pStlJumi*^, Iegūta 

MAAO planētu skaita sadalījums atkarlbl no masām* LEŅLJIE 

starp komētas un mazo planētu Itrumlem, kl ari pasi Itruml 

•alnis saurS lintervall. 
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DISTRIHJTIONS OP QUANTITISS CONTAININO IN 

H.A.NKWT0N5 FORidULA 

The atatistic dati* of the dlscovered minor planēta are 

extrapolated to ftll minor and mleroplaneta. 13 orbīta have 

toeen found, h. vlng the minlmum dletanoee from the orbit of 

the Danlel 1

e comet on the interval 0; 0 #1 a*u» and die­

tributed over thia interval a3moet uniformly, The uniforme­

lity la demonetrated aleo theoretically. On th# Ьавеа of 

eetlmatlone Ъу 0.P.K.alper the distrihution of number of 

minor planēta aocording to the v*lue of maceee le obtained. 

It le ehonn that the lnterval of varlatlon of angle between 

veloeltlee of the planēt and cf the D*niel*e oomet and ln­

terval of varlatione of theee veloeltlee ia emall. 



ЛАТВИЙСКИЙ ОРДЕНА ТРУДОВОГО KI­АСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВШШ УНИВЕРСИТЕТ ИМ.П.СТУЧКИ 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ, ТОМ 137 ВЫПУСК 5, 1970 

К. А. Ш т е й н е и И. У. З а л ь к а л н е 

ШЩШШаШ МИНИМАЛЬНЫХ РАССТОЯНИЙ МЕ^ДУ 
ОРБИТАМИ КОМЕТЫ И АСТЕРОИДОВ 

§ 1 . 0 м е т о д а х о п р е д е л е н и я 
м и н и м а л ь н ы х р а с с т о я н и й 

м е ж д у о р б и т а м и 

Точный учет возмущений со стороны астероидов на 
движение кометы невозможен, так как,во­первых, асте­
роидов очень много и, во­вторых, не все они к насто­
ящему времени уже открыты. Поэтому целесообразно раз­
личать два вида воэмущений:регулярные возмущения,т.е. 
возмущения, которые получаются от всех астероидов 
вместе взятых, т.е. от астероидного кольца, и, во­

вторых, возмущения, которые создаются при близких 
сближениях кометы и астероида.Последние, т.н.иррегу­
лярные возмущения,определяются главным членом возму­
щений, который обратно пропорционален расстоянию от 
астероида до кометы­ Необходимое, но недостаточное 
условие больших иррегулярных возмущений есть ­ малые 
расстояния между орбитами астероида и кометы.Иррегу­
лярные возмущения должны учитываться методом теории 
вероятностей,так как орбиты астероидов недостаточно 
точно известны и так как большинство астероидов к на. 
стоящему времени еще не открыто. На основе данных об 
известных астероидах мы определим распределение мини­
мальных расстояний d между орбитами данной кометы и 
астероидов и будем предполагать, что свойства этого 
распределения имеет место и для неизвестных еще нам 



астероидов. Распределение d необходимо знать для 
определения возмущений со стороны астероидов на дви­
жение кометы. 

Определением минимальных расстояний между орби­
тами планет и комет занимались уже Г\Н.Рассель [1] , 
Г.Фейе [2] , К.А.Штейнс [3] и Д.П.ЛАБОВИЧ [4] . При 
определении минимальных расстояний учитывалось, что 
минимальное расстояние перпендикулярно как к орбите 
астероида, так и К орбите планеты. Так КАК .орбиты 
больших планет /кроме Плутона/ МАЛО отличаются от 
окружностей, то минимальные расстояния лежат в плос­
кости большого круга,который проведен перпендикуляр­
но к плоскости орбиты планеты. Таким образом,возмож­
но свести задачу к задаче одного переменного, т.е. к 
отысканию большого круга,перпендикулярного к орби­
те кометы. Этот метод,разновидности которого до сих 
пор часто применялисьfмы будем называть методом од­
ного параметра. Однако метод одного параметра также 
требует много машинного времени и поэ­тому целесооб­
разно указать те места, где примерно находится мини­
мальное расстояние. Здесь МЫ укажем НА два признака, 
имеющие место также для кометы Даниэля, которую МЫ в 
дальнейшем будем исследовать. 

йслл взаимная наклонность плоскостей орбит ко­

меты и астероида 0 достаточно большая, то точки ор­
бит /?°и расстояние между которыми является мини­
мальным, находятся вблиэи линии уэлов, так как пери­
гельные расстояния орбит кометы и астероида сравни­
тельно большие. 

Большую практическую выгоду дает также переход 
на систем координат, помещенную в плоскости орбиты 
кокеты. В таком случае линия узлов, т.е. место, где 
примерно находится минимальное расстояние, определя­
ется автоматически: 

* - Л или для нисходящего узла vt . . 
или для нис­одящего узла Щ -Si­fl\ 

где Л и Л'расстояние перигелиев от линии узлов, V ' , 
V ­истинные аномалии кометы и астероида /см.рис. 1/ 
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Пт /комета 
Астероид j Л. 

f . 

эклиптика 

Рис 1 
Элементы взаимного расположения орбит астероидов и 
кометы находим по общим формулам: 

Siti 

cos 

л 
я 

sin T+3> 
z 

­ sin 
z 

sin t + i 
2 

2 cos 
2 

= cos 
2 

sin 
г 

sin 
2 * sin 

2 
cos i+Г 

2 

4 cos 
2 

­ cos 
2 

cos i­? 
2 

(2) 

где , Q f ­ долготы восходящих узлов над эклипти­
кой, * , Г ­ наклонность орбит над эклиптикой,^ и 
3> ­отревки орбит астероида и кометы, заключенные между 
точкой узла на эклиптике Q и Q' и точкой пересечения 
орбит О « И«* уравнений (2) находиы величину взаимной 
наклонности плоскостей Z орбит кометы и астероида, При­

П ­ OJ - З5

' 
/7' = CJ1 * # , 

гдеи> ИСА? Г

ДОЛГОТЫ перигелиев. 
Если же J имеет небольшие значения, то точки £1 

и fļ можно приблизительно найти, считая, что обе ор -
биты находятся в одной общей плоскости и приближен-



ные параметры минимального расстояния определяются 
следующим образом.. Допустим, что в этой плоскости ор­
биты пересекаются. Тогда в точке пересечения орбит 
к

 ж ­fe , где £ ­ радиус орбиты астероида к Ī
9 ­ ради­

ус орбиты кометы, которые определяем по следующим 
Формулам; 

а = a C i - * 2 ) , (з) 
i + ecosv-

Значит, в случае J*0 

(s) 

и если считать, что орбиты заданы в эклиптической 
системе координат, то 

V+ СО ­ 1Г'+ э 

Вычислим для этой точки приближенные величины и 
Исходя ив формулы (Ь\получим 

Вводим следующее обозначение (x?­u7' + S?­5?'=.4t4> ,тогда 
ecosv- + e'cos (v-+&u>) = т ecos & + 

е' 

•Г­­Г + — со54^> Icostr- — SiftĀibMtflV; 

или 



m 

, _ gj cos0 1 • C J sint? [a\ 
R = — Т * ;

 R tf4\ £ + — COSUUJ 

Если введем обозначение 

e'sin AiČ 

-—t * , g' в coshiO-

то формулу (6) можно переписать следующим образом 
1 i 

2—*—£L_cos4u> 

После ЧРГО :o формуле Ш легко найти величины ис­
тинных аномалий l* , l£r

.Переходя на систему координат 
в плоскости кометы, имеем 

i*, = метр или tPz = ­ mccosр -otb 

Ц'^П-П' + Ц или <Л'*Л­Л'­Г1* 2. 

§ 2 . М е т о д о д н о г о п а р а м е т р а 
В нашем случае ни орбиту кометы,ни орбиту асте­

роида в общем нельзя считать окружностью. Поэтому мы 
выводим формулы для определения точки, где перпен­
дикулярная плоскость к орбите кометы пересекает орби­
ту астероида. При выводе этих формул предполагаем 
чте плоскость системы координат помещена в пл0£|сос­
тн орбиты кометы, а ось х­ов направлена по линии уэ­
лов; начало координат находится в центре Солнце. 
Минимальное расстояние между орбитами! к обеим орби­
там, следовательно, его можно искать среди перпендк­



куляров к касательной ороиты астерчэида. Условие пер­
пендикулярности можно записать как скалярное произве­
дение двух векторов ­^направляющего вектора касатель­
ной орбиты и вектора ЩЩ : 

d 

Рис. 2 

а * it * Я, 
где С ^ ^ г ^ О ) ­ точка орбиты кометы, Д, #i ­ на­
правляющие косинусы касательной астероида в точке Р4. 

Уравнение (9) после замены на yr'f t + ecos(U-tl)] 
напишем з следующем виде: 

М 
где 

В равенстве (10) имеется только один неизвестный па­

раметр U .После введения обозначения 

уравнение (1С} принимает следующий вид 



sin(d + а) ^ JL ccs об , 
А 

откуда легко найти И , а следовательно и ф , так как 

Меняя точку ( , ijļ] и определяя соответствующие 
точки пересечения плоскостей с орбитой планеты (х^ ^ ф 
и соответствующие расстояния 

можно мекду этими расстояниями выделить наименьшее. 

§ 3 . М е т о д к а с а т е л ь н ы х д л я 
о п р е д е л е н и я м и н и м а л ь н ы х 

р а с с т о я н и й м е ж д у о р б и т а м и 

В методе одного параметра отыскивание минималь­
ного расстояния при помоги небольшого шага в одну 
или в другую сторону от найденной вначале точки тре­
бует много машинного времени, поэтому нам:: был разра­
ботан новый более эффективный метод. Так как для ас­

тероидов значения больших полуосей орбит в среднем 
равны 3.0 а.е. и эксцентриситеты небольшие, то доста­
точно большую дугу можно апроксимировать касательной. 
Нами предлагаемый­ метод .состоит в том, что определя­
ются минимальные расстояния между касательными вместо 
умнимальЖих расстояний между орбитами­ За первое при­ I 
ближение берут указанные в § 1 значения истинной ано­ ; 
малии. Так как г.­орвое поиближенй'е может оказаться не­ ļ 
достаточно точным, то точки на касательных,соответ­ I 
стпующие минимальному расстоянию, проецируются на ор­ \ 
биты и проводится второе приближение и т.д. Метод i 
проверен на практике и оказался весьма эффективным. ! 

Пусть в точке орбиты астероида ffi направ­ ( 
ляющие косинусы есть оС|? /3 I T ̂  . Соответствующие дан­ | 
ные для кометы (Щ^^ш <* Г,/3 2, Jfe * у

Р
а в н е

™ я кара­ I 



8/ 
тельных, проведенных в точках К(^^Щ к КС^*Ш^ » 
следующие 

Jo) 

$ * ^ + й *«' ( * * " 
где || и fa ­ произвольные параметра. 

Расстояние между точками определяется следующей 
формулой 

Если ввести следующие обозначения 

то (12) примет более простой вид, т.е. 

i « „ p r z t ^ - z i ^ s + i ^ t i cm 

Чтобы найти ̂  и f 2 для минимального расстояния, про­

дифференцируем (12) по ttut2 и приравняем нулю 

di* 
откуда 



В 
4 

Подставляя выражения (15) в (14), находим, что 

Если подставить значения ^ и i± из ( 15 ) в (11) , то 
получим координаты точек на касательной, которые бу­

дут необходимы з следующем, т.е. первом приближении. 
Эти координаты обозначим через ; ^ i ^ a , ^ ­

нулевом приближении координаты точек орбит х1*1 ^ 
> ļfc* Щ\ которые входят в формулы (11) , можно опре­

делить по значениям элементов орбит и значению истин­
ной аномалии V* по общепринятым формулам [5J : 

X = i(cosucosQ - slnusinGcosi), 
iļ = l(cosUsitiQ + sinucosSlcosl), (4J) 
3L = г sintisini) 

где а - V- + со-. 
Если ось х­сов, как мы указали в § 1, направить по 
прямой узлов и плоскость орбиты кометы совместить с 
плоскостью осу , то для астероида 

#ф = г cosa , 
№ к īsinu cosJ, г ш uti-?2) ,41к 

aslnusinJ, i + ecos» , 

а для кометы j 
Щ - ī'cosu', | 

В выражениях (11) и (12/ необходимо знать также на­| 
правляющие косинусы касательных как к орбите кометы,| 
так и к орбите планеты. Займемся их определением. 

Как известно, если линия дана при помощут пара­ ! 
метрических уравнений ļ 

x - ; c * J , f*ffl6) ( i*fUX ļ 



то направляющий вектор касательной к линии будет 
| = [dxt du_ d£ 1 

1М Ш di I 
В нашем случае направляющий вектор касательной 

к орбите, заданной уравнениями (13) , будет 

v \ dv- dv- dv- i • 
m 

А - a sin, ll * а , 
dtf- i * ecosv-

M . . гтттл * n e ^ ^ t 4 a c 0 5 j . (20) 

/ + eeos-tt 

Направляющие косинусы вектора (19) будут 

di.iķ, a.dat 

r ds 0 ds 
Где 

Гак как 

dv- i + ecosv-
вводя следующие обозначения 

А i + еcos & А esini* 
А - , * Л. ~ 

\J i + 2ecosv*+ez a(i-e*) 

1аходим, что 



№ 

Л = А (А4х - sinu\ 

Р = А tĶļU'* cosutosJ), (31) 
ļ* = А ( А ^ * cosusUJ). 

Если первое приближение нелостаточно точно, то 
необходимо провести второе приближение. Для этого 
устанавливаем, который из направляющих косинусов ка­
сательной имеет по абсолютной величине наибольшое зне 
чение, по этому значению определяема^, т.е. находим 
истинную аномалию для точки касания во втором прибли­
жении. Пусть ос имеет наибольшее абсолютное значение. 
Тогда, так как 

dx 
J А т д ģht ~ d& А 
сК « —— * — — « 

ds ds i 
• • dv 

или, заменяя дифференциалы на разности, соответствую­
щие первому и нулевому приближению, получим 

А Г ­
А V­ = щ - Щ - 4 — • 

i 1 1 аС 
Значит, для нахождения следующего d0} проводим каса­
тельную в точке, у которой 

Процесс последовательных приближений продолжаем до 
тех пор, пока достигнем необходимую точность, т.е. 
пока 



$ 4 . К а т а л о г м и н и м а л ь н ы х 
р а с с т о я н и й м е ж д у о р б и т о й 
к б м е т ы Д а н и э л я и о р б и т а м и 

а с т е р о и д о в 
Наш: были определены минимальные расстояния d 

между средней орбитой кометы Даниэля, т.е. орбитой с 
элементами С? = 70°, i = 20° со ­ ??*Р в 35°, а* 3,6 а.е. 
и орбитами всех астероидов из помещенных в Эфемери­
ды малых планет на i969 г / [6] с соответствующими 
элементами. Кромешна быстро действующей электронно­
вычислительной машине вычислены следующие данные: 
Ш 0 ­ косинус угла между скоростью малой планеты 1̂ , 
ш относительной скоростью кометы 1 '̂, скорость малой 
планеты ^ и относительная скотюсть кометы!^.'. В ка­
талог помещены данные для малых планет,у которых ми­
нимальные расстояния fl(*0,15 а.е» Оказалось,что в ка­
талог входят данные 42 комет.Так как для определе­

ния соударений 1^ , 1^' и cosд не играет роли, а при 
оценке возмущений со стороны малых планет к& движе­
ние кометы эти величины надо знать весьма приближен­
но, то количество 42 вполне достаточно. Что же каса­
ется минимальных расстояний,то юс распределение игра­
ет самую существенную роль при рассмотрении вышеупо­
мянутых вопросов. Однако нас интересует распределение 
при очень­малых значениях U , но такое имеет лишь од­
на планета, т.е. 1942 ЕС, у которой Ū* 0,0014. Таким 
образом, введение большего числа астероидов в ката­
лог нецелесообразно.С другой стороны,отсутствие очень 
малых значений для минимальных расстояний определяет 
точность для d . 

Результаты вычислений проверялись другими из­
вестными методами определения кратчайших расстояний 
между орбитами. И.П.Лазович [4] предложил метод опре­
деления минимального расстояния d между двумя эллип­
тическими орбитами и, применяя этот метод к паре из­
вестных астероидов 589 Clūutici и 1564 Sabija, опре­



делил наименьшее расстояние ŗ между астероидами 
f = 0,0005 а.е. Чтобы проверить результаты и тем 

самым наш метод, мы использовали эти же элементы ор­
бит и получили кратчайшее расстояние между орбитами 

0,0005 а.е. ­
Таблица 1 

у Название d ņ tos 0 

б ' Hebe 0.1123 0.0136- 0.0075 -0.0132 
18 Melņonvene . 0.1291 0.0141 0.0077 0.0347 

148 Gallia 0.1407 0.0087 0.0065 -0.СЭ04 
183 Jstnia. 0.1261 0.0143 0.0076 -0.2278 
234 ВаъЬи-ш 0.1050 0.0136 0.0092 -0.12uō 
286 JcLea 0.1475 0.0093 0.0066 0.2720 
290 Biun-й- 0.1315 0.0145 0.0069 0.0369 
357 0.1245 0.0088 0.0061 -C.1682 
391 0.1418 O.Obō 0.0099 0.2334 
413 rdhu'. 'ļū 0.1349 0.0149 0.0075 -0.1491 
482 РеЫпа, 0.1496 0.0103 0.0081 -0.3573 
593 Tita-nla 0. Iii23 0.0121 0.0044 0.1151 
652 ЭиЬНаЫх 0.1378 0.0122 0.0035 -0.01П8 
667 Venise 0.0471 0.0098 0.0063 -0.1981 
705 Eiminia 0.1481 0.0097 0.0069. -0.1854 
719 fi Ibeat 0.0476 0.0160 0.0701 0.0228 
747 V/iruhesten. 0.1106 0.0139 0.0061 -0.0580 
751 0.1358 0.0125 0.0056 0.0321 
780 A'Lttieniu. 0.0599 0.0090 0.0069 0.0321 
781 ļCūittielia 0.0899 0.00^6 0.0074 -0.2810 
791 Ш 0.034o 0.0088 0.0075 0.0578 
907 Rhoda 0.1334 0.0085 0,0067 0.1215 
9*09 Ulla 0.0410 0.0082 0.0077 -0.0576 
1019 Staaciceū, 0.1471 0=0123 0.0093 -0.1015 
1025 Riema, ļ 0.1150 0.0119 0.0094 -0.0294 
1036 i .uujnted 0.0782 0.0166 0.0102 -0.0424 
1104 Suriitma 0.1129 0.0152 0.0061 0.0742 
1127 0.1056 . 0.0137 0.0059 0.0643 



В? Название d 1» 
V 

C0S б 

1139 Aiatni 0.1222 0.0160 0.0093 ­0.1574 
1143 Ochļsseas 0.0910 0.1070 0.0033 0.0410 
1170 0.0946 0.0135 0.0062 0.1263 
1192 prīismo. 0.1092 0.0146 0.0082 -0.1481 
1235 Schoiiln 0.1233 0.0127 0.0066 0.1027 
1303 Luthem 0.0451 L.0088 0.0064 -0.2107 
1310 0.1224 0,0155 0.0067 -0.1295 
1318 Metina, 0.1127 0.0130 0.0098 -0.1520 
1345 Potottpac 0.1107 0.0081 0.0042 -0.3910 
1357 0.1499 0.0084 0.0055 -0.1210 
1362 6lL0}UX 0.0511 0.0132 0.0064 -0.2082 
1620 (геоагарко* 0.0299 0.0118 0.0095 0.2760 
1627 0.1387 0.0133 0.0103. ­0.1160 
1656 №2 ЕС 0.0014 0.0132 0.0096. ­0.0550 

§ 5. 3 а в И С И Ы 0 С X Ь к ! И Н И U а л ь н ы : 
p а о С I 0 я н И Й О 1 э л е м е н т о в 

о р 6 i. х ы в о u е i Ы И И X и з м е н е н и я 

В настоящем параграфе будет найдена зависимость 
минимального расстояния между орбитами кометы и пла­
неты d в явном виде, кале функция от большой полуоси 
и эксцентриситета орбиты кометы. 

В связи с этим разлагаем координаты планеты /ин­
декс 1/ и координаты кометы /индекс 2/ в рящ Тейлора 
так чтобы в выражении для квадрата расстояния бы­
ли учтены все малые члены второго порядка включатель 
но .предполагая, что точки, между которыми ^расстояние 
минимальное,удалены от линии увлов на малые расстоя­
ния первого порддка.Ряэложение ведем,считая ва исход­
ное положение линию нисходящего узла, т.е. 



8& 

Координаты Юпитера и кометы рассмотрим в следующем 
виде: 

xģ = % cosип azcosUz,, 

где tļ - радиус вектор, щ*FJJ + A?;» г& ­истинная аномалия. 
­7 ­ наклон плоскости орбиты планеты к плоскости ко­
меты , u>i ­ долгота перигелия, считаемая от уэла,черев 
который проходит ось X • 

Для разложения координат планеты имеем следующие 
формулы ' 

SLt - ( ф s'mufVmJ * ajo)c0sufsin J)&ttt, 

где индекс J°J" указывает, что за начальное положение 
считаем точку uf>* ис°' = % . Икгя в виду планету Югщ­
хер, можно считать, что ~ŗ о Следовательно, 

X i *< Z fh f f [ а 

Орбита Юпитера есть почти окружность » поэтому 
минимальное расстояние расположено в плоскости боль­
шого чруга, проведенного перпендикулярно к плоскости 
Юпитера. Величины uģ и Ц> на малые величины первого 
порядка отличаются от Следовательноfо точностью 
до(А^)г включительно 

Име^м 



JLļ = -if SUiJcos3 

Для кометы (J*0, ģ^io) 

Квадрат расстояния с точностью до малых величин 
равен 

(25) 

Хотя и в формуле ( 2 5 ) численно f однако 
мы соответствующие упрощения не будем осуществлять, 
так как наша цель найти сС" ^ ^ г . ^ ) и от соответству­
ющего выражения веять производную по аг и е2 «Очевидно, 
что при этом необходимо различать которое являет­
ся постоянной, от ъ£} ш lf(ūx,Pz). 

Дифференцируя d2 по и приравнивал производ­
ную нулю, получим 

Подставляя ДчРг в выражение для d2

\ получим длд мини­



v 5
 L • ­ ez * 

где 

Подставляя средние значения для кометы Даниэля и Юпи­
тера за проиежуток времени с 1909 г.по 1713 полу­

чаем следующее выражены^ для dō 

^ = tCs.3'Oz(i*e^\fī-f , (26) 

где 

Подсчитаем изменениед[при постоянном CptT.е. когда 

V ̂ * д 

ыального расстояния d0 следующее выражение 



Qi 

це 

\s& — 11 "
 1 I • ..И М •• I. — . - ..I I. щ 

4 0-*г)* 

В реэультате подстановки численных средних данных для 
кометы Даниэля.получаем 
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K o p s a v i l k u m s 

К . S t e i n * u n X « Z & Ļ I C 0 L N E 

MINIMĀLO ATTĀLUMU ?ЩIJ$&AЗТЛН? KOMĒTAS UN 

ASTEROĪDU.OR3ITAM 

Diskutētas viena parametra metodes minimālo attSlumu 

aprS^infioanai starp komētas un asteroīdu orbitlm. Dota jau­

na metode,kurā maz&kfi attālumu apkArtne" orbītas tiek aprok­

BlmStas ar to tangentSm. Apro^lnBtl rainlm&lie attfilumi 1735 

mazām planēti* lldss Di nlela komētas orbītai, kR arī «tenlji 

ttarp kornetes un pl metu Strumlem un р а Щ s'le Struml« 

S и m m а г у 

­> 

K t S t o l n s a n d # Z a l k a l n e 

DETEHMINATION OF MINIMAL DISTANCES BETCTEEN ORBITS 

OP ССМЕТ AND ASTEHOIDS 

One parameter methode for caleul&tlons of mlnimal dis­

tances between orblts of asteroīds and a oometary orblt ls 

dlscussed.Nen method is derived ln whlcli orbīta are approzl­

raated Ъу thelr tangents near the polnts *beir closest 

approaoh» Mlnimal dljtances betw*en the raean orblt of 

Daniels comet and orblts of 17o5 minor planēts» as trell es 

the angle betneen the planēts and *omet ̂  veloeitlee is 

oalculated and the values of them. 



УДК 521.4 
Упрощенная формула Х#А,Ньк>тона и оценка ее 
точности, К.л,Штейне и И.Э.Залькалне."Ученые 
записки Латвийского государегзенного универ­
ситета* , 1970 г., том 137, вып.5. 23. 

Упрощенная формула X,А.Ньютона получена при по­
мощи разложения координат в ряды по степеням времени 
для случая, если точка, масса которой нуль, движется 
по прямой. Ревультат, полученные по этой формуле, от­
личаются от результатов численного интегрирования на 
10%. Учитывал в рдцах члены второго порядка, резуль­
таты получаются точнее, но появляются новые парамет­
ры. Показано,Ķjft если на тело действуют силы со сторо­
ны другого тела с меньшей массой,то формула 1.А.Нью­

тона остается в силе, только большая' полуось орбитп 
определяется телом с большей массой. Таблиц ­ 1, ил­
люстр. 2, ииблиогр.7 назв. 

УДК 523.44 
Распределение величин, ЕХОДЯЩИХ В формулу 
X А#Ньютона.К#А.Штейне и И«Э.Залькалне,"Уче­

; нве эаписки Латвийского государственного уни­
верситета*, 1970 г.,том 137, вып.5# 60. 

Статистические данные открытых малых планет экс­
траполированы, на все еще не открытые малые планеты и 
микропланеты. Найдено, чте 13 орбит малых планет, у 
которых минимальные расстояния до орбиты кометы Да­
ниэля меняются в интервале О ;,0,1 а.е. распределя­
ются по этому интервалу лочти равномерно.Равномерное 
распределение обосновано также теоретически. Распре­
деление малых планет о величине масс определено на 
основании исследований Г\ Л.Койпера.Углы между скорос­
тями кометы и малых планет,а также сами скорости ме­
няются сравнительна мало. Таблиц ­ 3, иллюстр.З. би­
блиогр, 8 назв* 



УДК 523.44 
Определение минимальных расстояний между ор­
битами кометы и астероидов, К.А.Штейне и 
И.Э„Залькалне. "Ученые записки Латвийского 
государственного университета", 1970 г.,том 
137, вып.5. ТНщ 

Рассмотрены методы одного параметра для опреде­
ления минимальные расстояний между орбитами кометы и 
малых планет и указаны аффективные значения для пер­
вого приближения.Дан новый метод,в котором в окрест­
ности минимальных расстояний орбиты аппроксимируются 
касательными. Определены минимальные расстояния до 
орбиты кометы Даниэля для 1735 малых планет, а также 
углы между скоростями кометы и малых планет и сами 
скорости. Найдено минимальное расстояние как функ­
ция от элементов орбиты кометы.Таблиц ­ 1,иллюстр.2, 
библиогр. 6 назв. 

УДК 523.44 
О частоте соударений кометы Даниэля с малы­
ми планетами и микропланетами. К.А.Штейне и 
И.Э.Залькалне, "Ученые записки Латвийского 
государственного университета", 1970 г. 
том 137, вып.5. 45. 

Частота соударе ний определена, допуская, что 
микропланеты неподвижны. Показано, что комета может 
столкнуться при одном обороте с микропланетой,, радиус 
у которой 2,1 м. При определении частоты соударений 
допускается,что минимальные расстояния между орбита­
ми кометы и малых планет распределяются, равномерно. 
Определено, что одна ив открытых короткопериодичес­

ких комет могла бы столкнуться с одной ив малых пла­
нет, Иллюстр. 1, библиогр. 2 наев. 



УДК 521.31 
Вычисление первоначальных орбит ИСЗ методами 
минимизации. Л.К.Лауцениекс. "Ученые записки 
Латвийского государственного университета? 
1970 г., том 137, вкл.5. 39. 

Вычисление орбит МСЗ сводится к нахождению абсо­
лютного минимума некоторой функции качества. Вычис­
ления единообразны и позволяют учитывать возмущения, 
если наблюдения охватывают большую дугу орбиты. Ме­
тод иллюстрирован примерами. Таблиц 7, библиогр. 10 
навв« 

УДГ 523.61 
О наиболее вероятной эволюции орбиты кометы 
Даккаля 1909 1У. К„А.Штейне и И.Э.Зелькалне, 
"Ученые записки Латвийского vcзударственного 
университета", 1970 г,, том 137, вып.5. 3. 

Наиболее вероятно предположить,что орбита коме­
ты Даниэля в 1711 году катастрофически изменилась*. 
Спустя много десятков лет комета Даниэля столкнулась 
с некоторой малой планетой. Чтобы это доказать» опре­
деляются изменения негравитационного характера в ми­
нимальном расстоянии между кометой и Юпитером для 
1711 года^ внесенные аа промежуток времени, от 1909 г. 
по 1711 г. 
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