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П Р Е Д И С Л О В И Е 

Настоящий сборник является вторым сборников раоот риж­

ского чтггебраического семинара (первый сборник "Труды риж­

ского алгебраического семинара" вышел в 1969 г о д у ) . В пред­

лагаемом сборнике ученых записок включены работы,выполнен­

ные в 1969 - 70 годах и доложенные на заседаниях семинара. 

Некоторые работы анонсировались ранее. 

Исследования посвящены абстрактным группам и их пред 

ставлениям. Чаще речь идет с классах групп и классах пред­

ставлений. Работы С.Ы.Вовси посвящены радикальным классам 

и предмногообразиям групп. Эти классы рассматриваются с точ ­

ки зрения операции умножения классов, в том числе и бесконеч­

ного умножения. Несколько работ посвящено многообразиям, свя ­

занным с представлениями групп. Реч здесь идет с классах 

представлений, точнее о классах пар, задаваемых тождествами. 

При этом групповые алгебры играют здесь ту же роль, что с в о ­

бодные группы в теории групповых многообразий. Основные опре­

деления собраны в первом параграфе статьи Б.И.Плоткнна, где 

рассматриваются также и радикальные классы представлений. 

Многообразиям пар посвятены работы Л.Е.Кропа, А.С.Гринберга 

и Л.Я.Гринглаза. 



В работах Е.МЛевича изучаются гр./ппы с точки зрения 

возможных для них неприводимых представлении. 

Локально нильпотентньш группам посвящена такие работа 

Е. М. Кубланэвой. Здесь изучается одна новая конструкции 

тина сплетений, применимая, в частности, в теории локально 

нильпотептннх групп без кручения* 
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о ПРЗД\:НОГООЕРАЗЙЯХ ГРУПП 

С.М.Зовси 

I . Введение 

1. Класс групп -2- называется пре^мног"^" •. -гч У , 
или реллично полным классом У] , если он за?:::нут стесни­
тельно взятия подгрупп и полных прямых Гфоипз^енп;',. 
будем в дальнейшем придерживаться термина , !предкногооСра­
з к е " . 

Если предмногообразие, а Ст - прс;:.?злькая 
группа, то в & имеется единственный минимальный нормаль­
ный делитель 'а ) , факторгруппа по которому лежит в $ . 
Легко понять, что если ь - подгруппа в Сг , то Ж 
с: Д ( Щ . 

Произведением двух классов групп 5 , и называет­
с я , как обычно, класс ьсех таких групп, которые являются 
расширением ^-группы с помощью ^ - г р у п п ы . Легко прове­
ряется, что система всех предмногообразий замкнута и а с с о ­
циативна относительно этого умножения. !.'ы имеем, таким 
образом, полугруппу предмногообразий, в которой содержит-* 
ся полугруппа всех многообразий групп. 

2 . Предмногообразие ЗЕ называется неразлодкцыг»;.если 
его нельзя представить в виде произведения двух неединич­
ных предмногообразие. Система 2 неразложимых предмного­
образие называется свободной, если порождённая этой с и ­
стемой подполугруппа свободна, а 22 является з ней с и с т е ­
мой свободных образующих. 

Хорошо известно, что полугруппа всех многообразий 
свободно порождается своими неразлокгжмк элементами. В 
то же время полугруппа всех прзд.!.{огоооразий не является 



свободной * Поэтому представляет интерес выделение различ­
ных свободных систем предмногообразий, в частности, с о д е р ­
жащих все неразложимые многообразия. Одна из таких свобод ­
ных систем приведена в п.2 настоящей заметки: 

Т е о р е м а I . Система И , состоящая из всех н е ­
разложимых многообразий и всех абелевых предмногообразий, 
свободна. 

Отметим еще, что класс всех абелевых предмногообра­
зий достаточно велик -

3. Предмногообразие называется малым, если оно порож­
дается некоторым множеством групп. Ясно, что предмногооб­
разие является малым тогда и только тогде: когда оно п о ­
рождается одной .группой. Аналогично определяется и малый 
(наследственный) радикальный класс. В [Ь] доказано, что 
каждый малый радикал иеразлоким. В связи с тем, что полу­
группа предмногообразий и полугруппа наследственных ради­
калов обладают рядом общих свойств ( с м . , например, Г б ] ) , 
естественно возникает следующая задача: будет ли каждое 
малое предмногообразие неразложимым? легко доказать, что , 
вообще говоря, это не так, однако в делом ряде случаев о т ­
вет оказывается положительным. Получено несколько частных 
результатов, среди которых основным является 

Т е о р е м а 2. Предположим, что малое предмного­
образие ЗЕ разложимо: ЗЕ - ЗЕ4Л± , где Л, и Ж$ нееди­
ничны. Тогда необходимо Щ абелево, а щрЩхФО. 

Из этой теоремы вытекает ряд очевидных следствий. 
С л е д с т в и е I . Каждое малое предмногообразие 

раскладывается в произведение конечного числа неразложимых. 
С л е д с т в и е 2 . Предмногообразие, порожденное 

группой без кручения, неразложимо. 
С л е д с т в и е 3. Предмногообразие, порожденное 

полной группой, неразложимо. 
К этим утверждениям непосредственно примыкает следую­

щее 
П р е д л о ж е н и е I . Предуиогоооран:е, порож­

денное 2-группой, неразложимо. 



4 . В последней части задатки мы даелг отрицательный 
ответ на следующий вопрос Л.Н.Шеврина: Судет ли система 
всех идемпотентов в полугруппе предмногообразий групп 
множеством? На этот вопрос наше внимание обратил Л.М.Мар­
тынов. 

Автор выражает глубокую благодарность профессору 
Б.И.Плоткину за ряд ценных советов. 

2. Свободная система предмногообразий 

Пусть ЭЁ -класс групп, тогда ОХ есть класс всех 
гомомг цфных образов ^ - г р у п п , б'чХ есть класс всех под­
групп .3:-групп, С Ж есть класс всех декартовых произве­
дений Зб-групп, класс всех групп, аппроксимирую­
щихся ^-группами. 

Если -Я -произвольный класс групп, 3: - порожденное 
им предмногообразие, то 

Если Щ - предмногообразие, то порожденное им многообразие 
равно (}ЭЕ. 

Легко проверяется справедливость следующих двух пред­
ложений ( с м . , например, [ У ) : 

Л е м м а I . Если - предмногообразие, то все 
свободные группы многообразия 0^ лежат в ЗИ . 

Л е м м а 2. Отображение ~^ОЭ( есть гомоморфизм 
.юлугруппы всех предмногообразий на полугруппу всех много­
образий. 

Нам понадобится еще одна лемма о сплетениях групп. 
Л е м м а 3. Пусть А - абелева группа, В - с в о -

сэдная группа бесконечного ранга некоторого нетривиального 
многообразия ЭГ и IV = Амч 8> 4 Тогда содержит 
подгруппу, изоморфную А . 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а ) Покажем сначала, 
что если X - произвольная группа, то И *г ЗС*(X н/гв; 
есть подпрямая 8 - степень группы X . Ясно, во-первых, 
что И лежит в базисной подгруппе Х(8\ Предположил теперь, 



ч т о проекция Н на какую-нибудь координатную подгруппу 
группы А '^раЕна Х,<Х . Так как Н< Хмг& щ то легко 
в и д е т ь , что И с : Х/ё) . Поэтому Хт&/Й гомоморфно о т ­
ображается на группу 

Последняя же группа в силу 2 2 . 3 2 из Гз] п о р х а е т м н о г о ­
образие уал (Х/Х/)-Э? 9 Это противоречит тому , что 
Хт&/Н еэе . 

б ) Пусть теперь / - 1*3 - бесконечная цикличес ­
кая группа, Шж ^ Хт 8 . По предыдущему, ЗЕ*ШХ) е с т ь 
подпрямая В - степень группы { * } . Поэтому в 3*(МХ) 
существует элемент / - функция из Х- - следующего вида : 

{ =г х(1)х"ЧЬ,)^.хп~(Ьк), 

г д е х\0>9) е с т ь функция с одним неединичнпм значением 
X*2 , принимаемым на элементе Ц , целые числа. 

Подчеркнем, что на единице группы В функция / принимает 
значение х . 

Вернемся теперь к группе V/= А*п& . Пусть а -
произвольный элемент из А , Ма -\а]ыг& - подгруппа 
В Щ * Отображение Щ- $.^Щ * которое переводит х в а 
и тождественно на & , индуцирует эпиморфизм 14̂  . 
По .известному свойству вербальных подгрупп ( с м . , например, 

Поэтому в лежит элемент ^$^а{{)а*&&. 
Так как вербал ^ с о г л а с о в а н со взятием подгрупп, т о 
<Э:*('МО с 3* (&') , а следовательно , / я ^ . 

Это справедливо для любого а /I . Так как /1 - абелева 
группа , то легко видеть , ч т о отображение и : а —* /а 

е с т ь мономорфизм У1 в З^Ш) , что заканчивает д о к а з а ­
т е л ь с т в о леммы* 

Т е о р е м а I . Система ^ , состоящая из в с е х 
неразложимые многообразий й всех абелевых предмногообра­
зий , с в о б о д а . 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко в и д е т ь , что в с е 
элементы системы X являются неразложимыми п р е д а н о г о о б р а -
зиями. Требуется доказать , что если 

где все * *у * ? о т - п и ^ = для 
каждого ^ * 1 | 2 , . . ч я • 

Применив к обоим частям нашего равенства оператор (х 
и использовав лемму 2 , получим 

Я с н о , что все ( ? # ; , <р*^ - неразложимые многообразия. 
Так как полугруппа в с е х многообразий свободна , т о отсюда 
с л е д у е т , что т - п к _ ЦЗЦ = ЩЩ1 для 6 «, 

Обозначим ^©пйрь 3 = Хх %п , 2^ = 2^ . . . и 
докажем, что ЩЫЩ • Предположим, йипркЕзр, ч т о Л " * ^ * ^ . 
Пусть /ф 8 * <Х ^1} , 4 . - свободная группа б е с к о н е ч н о ­
го ранга многообразия 0УЧ . По лемме I она лежит в 3(9 . 
поэтому 

№= АмЬС1) ^ %Ж~П^ 

г д е в - дискретная прямая / - степень группы В • , I -
- счетное множество. Следовательно, & Тфл 

Так как В 4 , _ т о С * > / - П о лемме 
2 3 . 1 3 из Щ подгруппа М*(№) порождает многообразие 

Но э т о противоречит тому , что е 2 ^ . Таким 
образом, с? с ^ , . Аналогично доказывается и обратное 
включение. 

Докажем т е п е р ь , что ЗГ, = . Предположив» ч т о 
э т о не т а к , т о г д а ЗС1 а необходимо является абелевы-
ии предмкогообразия*:;:. Пусть, например, существует. 
/ # Д * . Ш йусяъ 5 = $ ? 0 ф * г ! . Тогда 

откуда е 2 / . Ти:: кг̂ -г групгга >• ^ л е в а , т о 



по лемме 3 Ц $Щ содержит подгруппу, изоморфную А , 
откуда А.е , что невозможно. Таким образом, 

# , = 2 ^ , • Доказательство теоремы заканчивается по и н ­
дукции. 

З а м е ч а н и е . Систему 21 можно расширить о 
сохранение», свободы. Приведем одно из таких расширений. 

Пусть ЗЕ - многообразие, тогда через ЗЕС будем о б о ­
значать класс в с е х группы б е з кручения из ЭЕ . Ясно , ч т о 
ЭЁ0 - предмногообразие. Если к системе 2 прибавить в с е 

такие лредмногообразия типа ЗЕ0 , для которых $ЗЕ0- н е -
ра?ло2ш*ое многообразие , то получившаяся е т е т ш а будет 
с в о б о д н о е . Доказательство почти полностью повторяет д о к а ­
з а т е л ь с т в о теоремы I ; мы не будем приводить е г о . 

\ 3 . Малые предмногообразия 

Как уже отмечалось выше, предмногообразие называется 
малым, если око порождается некоторым множеством г р у п п . 

Т е о р е м а 2 . Предполозким, что малое предмного ­
образие 3( разложимо: # = ЭС1ЭЕ2_ , где ЭС1З ЗЕ^-ф { . 

Тогда 1% абелево , а ЭЕ^фО 
Д о к а з а т е л ь с т в о . ЗЕ порождается н е к о ­

торой группой & , мощность которой обозначим через #1 . 

а) Докажем, что ех/> ЭЕ^фО . Пусть €хр ЗЕ± =0 , 
Фогда Б ЗС± существует группа В без крученкя, мощность 
которой больше, чем Ш 9 Если / /) - произвольная 3(г 

- группа, то 

А Шё ^ ЭЕ. 

Так как 3[ = Сой-8 СОг] , то / / аппрзкс^т -руется 
группами, мощность которых ке превосходит М, . Поэтому 
в существует набор нормальных делителей / / « ; л б / , 
таких , ч т о * I к ^ Ш 

. Возьмем ПРОИЗВОЛЬНЕЙ / / ч = / / . Яс.-ю, что = 
т . к . в противном случае / И / / / / / > № . Но группа В 
б е з кручения, погтоуу согласно елещ&дов 5 . 3 ЕЖ! N 



содержит базисную подгруппу А * . Значит, в с е с о д е р ­
жат А& , откуда пМ^ф! .Противоречие. 

б ) Докажем, что ЗЕ, - абелево предмногообразив.Пред-* 
положим, ч т о в ЭЕ, существует неабелева группа А и пусть 
В - произвольная группа^из ЭЕг , мощность которой больше 
Шг . Так же, как и в а ) , группа Ш=Аю>В должна о б л а ­

дать набором нормальных делителей Мс , т а к и х , ч т о 
и < № ; причем АС п В & 1 . для каждого л . 

Хорошо известно ( с м . , например, 8 . 2 з Щ ) , что 
нормальное замыкание каждого 1фЬ* & в группе И/ оог-
держит коммутант А*ш базисной подгруппы. Так как А -
неабелева группа, то А'1в)Ф 4 и в т о же время 
А'{ё) ^ п • Противоречие. 

П р е д л о ж е н и е I . Предмногообразие, порож­
денное 2 - группой , неразложимо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится по той же 
с х е м е , ч т о и доказательство теоремы 2 . Пусть предмного ­
образие ЭЕ порождается 2-гругшой Сг , 1С1 = т и д о ­
пустим, ч т о , г д е ЭЕ, , Ж± нетривиальны. 
Легко видеть , ч т о порядок любого элемента произвольной 
ЭЕ - группы.равен либо <» , либо степени числа 2 . Если 
3^содержит группу без кручения, т о доказательство п р о ­
должается дословно , как в теореме 2 , а ) . Поэтому будем 
с ч и т а т ь , что ЭЕХ е сть предмногообразие некоторой э к с п о н е н ­
ты 2К , и пусть В - -З^-группа мощности > Щ . Далее, 
ЗГу не может с о с т о я т ь только из групп без .кручения, т . к . 

в противном случае С следовательно , Сг имеет э к с ­
поненту 2* * а поэтому в ЭЕ вообще не монет быть групп 
б е з кручения. Таким образом, в ЭЕ1 е с т ь некоторая ^ - г р у п ­
па А ф / . 

Как и выше, группа 1А/= А№гВ долзна обладать с е ­
мейством нормальных делителей //* , таких, что п А/* =4 , 
/ ИУ/У* I * х / /« п В * 4 для любого а . 

Пусть а Ф 4 - некоторый элемент порядка X группы 
А . Через о обозначим элемент из диагонали группы А * , 

отвечавший этому а : Ж{р* а для каядого е ё В 
Покажем, что л лежит в каждом /и . 



Действительно, пусть / ^ - / / - произвольный из э т и х н о р ­
мальных делителей и Ь - элемент второго порядка из А/пв • 
Возьмем Т - полную систему представителей левых смежных 
к л а с с о в группы В по подгруппе {Ь} . Смежный к л а с с , ответ-
чающий элементу к е Т с о стоит из двух элементов : ^ и . 
Определим функцию ^*А правилом: 

^(р) = а , если ё е Т , 
е с л и Для некоторого 4*7". 

Так как Ь $ Л/ , то и Е ^ У ^ / У . Легко в и д е т ь , что ^ = [^Л] 
е с т ь следующая функция: 

дС/О^сй4* если ^ * 7 , 

дСр^а , если ^ = ^ . 
Так как а - элемент порядка 2 , т о а * а~ у , поэтому < р а . 
Итак, а лежит в каждом /У* , откуда п А/ЛФ4 , что п р о ­
тиворечит выбору / 4 • 

4 , Идемпотенты 

Мы покажем в этом пункте , ч т о система в с е х идемподен-

т о в в полугруппе предмногообразий групп не является м н о ­
жеством. Обозначим через О класс всех групп . 

Л е м м а 4 . Пусть Жк , < € 1 - множество пред­
многообразий, отличных от Ю . Тогда их объединение 
также отлично от Ю . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как ЗЕ< Ф Ю , т о 
для каждого и € I существует группа • Если 
^ З Ё * = ф % т о прямое произведение Сг = ПО-* лежит 
в каком-то , но тогда и подгруппа (гЫш группы С 
лежит в ; противоречие. 

Если мы теперь покажем, что каждая группа лежит в н е ­
котором предмногообразий - идемпотенте. не равьом 4 0 , то 
будет я с н о , что система в с е х предмногообразий - идемпотеп-
тов не может быть множество*;. Пусть (т - произвольная 
группа, ЗС - порожденное группой О предмногообразие, X -



порожденный предмногообразием ЭЕ идемпотеит. 1 'оьестно, 
что Ш = V Ж** , где объединение берется по в ш м ' ; 'ранс-
фКШЛШШ х Г 5 ] . 

Пусть теперь Р - простая группа, мощность которой 
больше мощности группы Сг ш Так как 3: Ог) , т о 
каждая 1? - группа аппроксимируется подгруппами группы С}. 
Поэтому легко ь^деть , что ЭС*СР) = Р • Но т о г д а п 
&Т(Р)= 1*(Л*(Р)) = Й и вообще ($«)*ХР) - Я для 
любого трансфинитного X . Поэтому , откуда Л*\3. 
Таки 1: образом, наждая группа О лежит в некотором идем­
п о т е н т е , не равном О ,что и требовалось д о к а з а т ь . 

Из э т о г о доказательства видно, что уде с и с т е г а а с е х 
таких идемпотентов, которые порождаются некоторое простой 
группой, не является множеством. 
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АБСОЛЮТНАЯ СВОБОДА НЕСТРОГИХ РАДИКАЛОВ 

С.М.Вовси 

I . Введение 

Следуя работам [ I ] и [2], приведем несколько о п р е д е ­
лении. 

Класс групп Щ называется радикальным, если : а) в 
каждой группе Сг существует нормальная -подгруппа.ЯСС) ь 
которая содержит все другие нормальные Э6 -подгруппы группы 
Сг ; б ) к л а с с е замкнут по гомоморфизмам. Подгруппа ^Св, 

называется Л -радикалом группы Сг . 
Если Л{ и ЗСг - два класса групп, то их произведение 

Я % I 1 с а к обычно, е сть класс в сех групп, являющихся р а с ­
ширениями групп класса Л( с помощью групп класса 3 ^ , . Л е г ­
ко проверяется , что система в с е х радикальных классов з а м ­
кнута и ассоциативна относительно э т о г о умножения. Эта с и ­
стема называется полугруппой радикальных к л а с с о в . Е с т е с т ­
венны обозначения ЗСЗС^ЭЬ^ ЭСЭСЭС^Х* и т . д . 

Пусть - радикальный к л а с с , Сг - произвольная г р у п ­
п а . Верхним ЗС - радикальным рядом группы 1} называется 

г д е И1 -ЭСС0-), 8^+11#сс = Я и на предельных 
местах стоят объединения предыдущих членов. Легко видеть , 
ч т о если Ги - натуральное число , то ^ ' х е с т ь класс в с е х 
групп , которые совпадают с гь -м членом с в о е г о верхнего 
Ы - радикального ряда. Бели теперь аС - порядковое ч и с ­
л о , то через ЗС^ обозначим класс в сех тех групп, которые 
совпадают с с^-м членом своего верхнего 5С - радикального 
ряда. Тогда \ тагеяе является радикалышх классом и 
Ж Щ} с о в п а д и ? с фС~щ членом верзнегб С6 - : апикально­

г о ряда Трудны с? . 



Радикальный класс называется наследственным, если он 
замкнут относительно взятия нормальных делителей. Система 
всех наследственных радикальных классов образует подполу­
группу в полугруппе всех радикальных к л а с с о в . 

г Радикальный класс Л называется идемпотентом, если 
X = СИ л Такой радикальный класс называют еще строгих!, 
или радикалом в смысле А.Г.Куроша. 

Радикальный класс X называется свободным, если он 
порождает свободную подполугруппу, т . е . для любых н а т у ­
ральных т и п , /# •/= хъ , Жл*?&* 

Радикальный класс ЗС называется абсолютно свободным, 
если для любых трансфинитных сС и $ , Ы* Ф , Ж^Ф 36^. 

Б.И.Плоткин поставил следующую задачу : существует ли 
нестрогий наследственный радикальны/ класс , который не я в ­
ляется свободным, или хотя бы не является абсолютно с в о ­
бодным? Оказывается, что даже на второй из этих вопросов 
ответ отрицателен. Доказательство опирается на одну лемму 
о радикале сплетения двух групп, имеющую также и с а м о с т о я ­
тельный интерес . 

2 . Основная теорема 

Символом - с будем обозначать с т р о г о е включение. Е с ­
ли А и 3 - две группы, и задано представление группы В> 
подстановками множества I % то через Амг &=АГЛ& 
обозначается (дискретное) сплетение группы А я группой & 
по множеству / . Если 3 действует на / т о ч н о , т о и с о о т ­
ветствующее сплетение называется точным. В ч а с т н о с т и , 
точным является стандартное сплетение А # г & 

Л е м м а . Пусть ЗС - наследственный радикальный 
к л а с с , \л/-А^г & - точнее сплетение и Х(А)<А 
Тогда ЗЬ (\л/) = ЗЕСА)т . 

Д о к а а т е л ь с т в о . Достаточно показать , 
что А.' , где А " - базисная подгруппа группы V'/ . 
Обозначим ЗЕ(^]^Н л допустим, что Н не лезкт в А + 
Густь к Щ$ «= Н\А\ / * А Х , / * 6* В 



Так как В действует на множество 1 точно и &ф 1 , то н а й ­
д е т с я ^ : . ^ I , такой , что Х^Ё^'^О . Возьмем п р о и з ­
вольный элемент а. ^ А \ X (А] и определим элемент 
Д^А1 правилом: $&О) = а, 0 ъ ) ^1 при ХФ^С . Тогда 
ф А - ' у е На А1' = ЭС (^1П А 1 1 X. (А 2) = Ж ГА) 5 

(мы использовали замкнутость Зв по гомоморфизмам и нормальг 
ным делителям). С другой с т о р о н ы , ! ^ , Я ~ 7 " ^ - ^ ^ ^ ^ ^ / ^ 
и, д а л е е , * 

откуда гх1] ф X (а) й Противоречие. 

Т е о р е м а . Пусть Л - наследственный ради­
кальный к л а с с . Тогда он либо идемпотент, либо абсолютно 
с в о б о д е н . 

Д Ь к а з а т е л ь с т в о . Пусть Я- & & ; 
докакем, что тогда & абсолютно свободен . Достаточно п о ­
к а з а т ь , что для любого порядкового ^ в И е с т ь группа Щк , 
которая не лекит ни в одном <ср Д л я = 

э т о следует из нашего предположения.' Пусть теперь э т о 
утверждение доказано для всех р><]Г * г ^ е & • Дока­
кем , что и в ^ ^ е с т ь группа (г* , не принадлежащая ни о д ­
ному 

а) у - предельное . Для каждого порядного / , уз <#- % 

выберем в Х^ группу ( ? ^ % которая ке леаит ни в одном 
ж ^ с б - * ^ . Тогда прямое произведение & е> этих 
групп лежит в классе X^ Но Сгуф-Х^ при • 

б ) 2̂  " непредельное и У - непредельное. В о з ь ­
мем группу Д в Ж^Г7?\ЗС*1% группу 3 е ^ . Пусть 
^ * Л Ц 6 ^ ' А & А б-. Тогда по вышедоказакксй лемме 
Ж ^ г № ^ ^ ^ ^ ^ Так как 3 ^ 2 , то очевидно, 

ч т о V/ ^ ^ Г 1 . В то время , поэтому 
3 ^ ^ ^ э н а ч х т ^ ^ ^ , то е сть в с;. -
ч е с т в у е т группа (г# , не лежащая ни ъ одном X } р<#' 

ъ) Накокеи, пусть У - непредельное', ко - пре­
дельное поря-к: вс^ ЧЕЬЛО. Ъоъяией ъ Эё* г р у ш у А , пе 
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ледащую ни в одном р< у .. / , а в классе X - произ 
вольную т&щшчщро группу б . Рассмотрим группу (г^-Ат^ 
Достаточно показать , что ^ у ^ - ^ Ч Э ь ^ ' 1

 в Т о , ч т о 
^ в , очевидно. Найдем теперь . Так как<Г-1 
предельное, то л 

Но по выбору группы А Ш * | 4 ^ * А для любого ^ / 
поэтому из леммы следует , что Ж ^ ( Ж (й) ^ А & 

если # - -<Э '~1 . Следовательно, ^ ^ ^ . ] с А ° ( в д а н ­
ном случае & 'с ^ А й ) , и теорема доказана. 

Отметим, что для ненаследстзенных радикальных к л а с ­
сов эта теорема, вообще г о в о р я , незерна: Д.Уайголд [з] 
построил пример свободного радикала, не являющегося а б с о ­
лютно свободным. 

3. Замечание 

Класс г р у п п е называется предмногообразкем, если он 
замкнут относительно взятия подгрупп и декартовых лроиззе 
дений. Двойственным по отношению к радикальным классам 
образом (на основе нижнего вербального ряда) для каждого 
п о р я д к о в о г о определяется < ^ - я степень произвольного 
предмногообразия. Естественно вводятся понятия идемпотен-
т а , свободного и абсолютно свободного предмногообразия, 
причем з д е с ь также имеет место теорема, аналогичная т е о ­
реме о наследственных радикалах: каддое предмногообразие 
& либо является идемпотентом, либо абсолютно с в о б о д н о . 

Этот результат был получен независимо автором /\7 И 
Л.М.Мартыновым. Взяв в качестве ЭЬ , например, класс в с е х 
абелевых групп, получим известную теорему А.И.Мальцева о 
том, что для каждого порядкового ^ существует /?И - г р у п п а , 
у которой длина убывающего ряда коммутантов в точности 
равна ЗГ 

Автор глубоко благодарен профессору Б.И.Плоткину, 
под руководством которого была написана этя заметка . 
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О ЛОКАЛЬНО ОГРАНИЧЕННЫХ МНОГООБРАЗИЯХ ПАР 

Л.Я.Гринглаа 

I . В работе рассматриваются представления групп о т н о ­
сительно векторных пространств над произвольным фиксиро­
ванным полем. Пусть ЭС - некоторый класс таких пап. Опре­
дели;.: следующие опер горы, действующие иа классах пар . 

З-С&^Г]^ эЗС , е с л и ( & , О е с т ь подпара некоторой пары 
из М ; ( 3 . : ( 6 , О ЗЕ , е с л ^ т & т ь зпиморфный образ н е ­
которой пары из Ж : С :((у> Г)СС^ / е с л и (6>Г) е с т ь 
полное прямое произведение пар из Ж ; при этом пара ^ 6 ; / 7 
называется полным прямым произведением пар ( & ^ , -Па^оС^! % 
если 6[-ЗЕ, &а е сть полная прямая сумма (3, , Т* 
есть полное прямое произведение.групп 1$. и действие Г 
в 0 определяется покомпонентно. Ч:(^Г)€ ЯЗЕ ; если 
(&> > где ^ - ядро пары (&Ф Г) \ 

. Класс пар М называется многообразием пар . еоЩ ом 
замкнут относительно этих операторов , т в е , если {$&СУ}Х*%. 

• Через Уаг 3= обозначается многообразие 
пар, порожденное классом 3& . Непосредственно проверяется , 
что \Ггмь Я^аЗСЗе (си.СЦ. 

Пара (Сс,Г) называется конечно поро^деинг^, если с у ­
ществуют такие конечные множества О и V е 1 , что • 
У" порождается множеством У * а & е с т ; ь млнашальноз 1 -
допустимое пространство , содержащее X . Пара (6г, Г] назы­
вается локально ограниченно- , если для каждой конечно п о ­
рожденной подпары^/ / , Щ) пз Г] И имеет конечную р а з ­
мерность . 

Многообразие пар н&зьгааеФсй локально ограниченным ( л о ­
кально стабильны. 1.:),. если каждая пара э т о г о многообразия л о ­
кально ограничена (локально стабильна ) . Многообразие групп 
называется локально кЬнечнъш, если каждая группа из него 
локально конечна. 



Задача данной работы охарактеризовать локально о г р а ­
ниченные многообразия пар. Основное утверждение сводит 
изучение локально ограниченных многообразий пар к р а с ­
смотрению локально стабильных многообразий пар и локаль ­
но конечных многообразий групп. 

Пусть ЗЕ - многообразие .пар , а 0 - многообразие 
г р у п п . Согласно Б.И.Плоткину класс п а р ^ * # , 
определяется по п р а в и л у : ( С [ , Г ^ Х * в ^ът(СгО(Г)]сХ:\&л(Г) 
- вербальная подгруппа группы Т по многообразию 0). Не­
посредственно проверяется , ч т о # х # е с т ь многообразие 
пар . 

Основное утверждение. Многообразие пас •( тогда и 
только тогда локально ограничено, если оно принадлежит 
м н о г о о б р а з и ю ^ * * О , где Ще - некоторое локально с т а ­
бильное многообразие пар, а 9 - некоторое локально к о ­
нечное многообразие групп. 

Если ^ •^•••«чЕ/г - многообразия пар, то их п р о и з ­
ведение ЭЕ*&ф&х определяется т а к : ( 
если в существует такой I 1 -допустимый ряд 
0 = $ ^ $ с . . с Ь . с б г * . . . 

что для каждого I , I = 1 , 2 , . . . , п , > О е ^ * . 
Несложно увидеть , что ЗЬ также е с т ь многообразие пар(см.С2]), 

2 . Л е м м а I . Е с л и ^ - локально ограниченное 
многообразие пар , т о для всякой п а р ы ( ? / , / 7 и з ^ с о б с т ­
венные значения в с е х элементов $ из Г е с т ь корни из 
единицы, удовлетворяющие некоторому (одному для в с е г о 
многообразия) полиному. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (Н*>л - с в о ­
бодная циклическая пара данного многообразия Щ щ 

0,^ Но - элементы, порождающие э т у пару. Т . к . Ж - л о ­
кально ограниченное многообразие, то пространство Но к о ­
нечномерно. Обозначим через УЩ/ мянадальвнй полином 
для элемента и возьыеа прой^вбльную конечно порожден­
ную пару (Н, й / Е З (§,Р)ъ Вследствие локальной ограни­
ченности многообразия ЗЕ ск'й конечномерна. Возьмем элемент 



И обозначим через Уг Iх-) минимальный полином для 
э т о г о . Покажем, что ^ ( х ) делит . Для 
э т о г о достаточно показать , ч т о для всякого элемента 

Рассмотрим отображение: <х~+к}&0 — ^ . Так как 
" свободная пара многообразия Щ , данное о т о ­

бражение можно продолжить до гомоморфизма/^ :/Н>Ао/>/?/,Д/. 
П у с т ь ^ = ̂  ак х 1 . Т о г д а ^ / З Д ^ ^ : * 4 

Так как ^ ° *Р(&)-° , то И к*Щ(&$ . Таким о б р а ­
зом , У / д е л и т / Й ^ / . Следовательно, для любого э л е ­
мента / произвольной действующей г р у п п ы . / 7 е г о ^ о б с т в е н -
ные значения есть корни полинома ^Р(х) . Это означает в 
ч а с т н о с т и , что если Л - собственное значение згемента 
3 , а Й - степень полинома , ТОИ^Л при 
г>?<а . Лемма доказана, з неё следует , в частности такое 

П р е д л о ж е н и е . Многообразие, порожденное 
одной конечномерной парой (Су,.С) т о гда и только т о г д а 
локально ограничено, если группа Г е с т ь конечное расши­
рение финитно стабильной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть многообразие 
# > \ / а г (От, Г) локально ограничено. Возьмем У - к о м п о ­
зиционный ряд в (7 

0_.(?ос # / с . . . с ^ . . / < = е . е . . . с ^ , # 

Пара Г ^ / ^ . / &М^*& ( з д е с ь ^ - ядро представления /"* 
относительно ' ^ / ^ . ^ ) • Тогда по лемме I собственные з н а ­
чения всех элементов из х " ^ ^ есть корни ИЗ единицы, 
удовлетворяющие некоторому фиксированному полиному. По 
теореме Берксайда (см.С 1 /]) неприводимая линейная группа, 
обладающая указанным свойством, конечна. Из конечности 
групп -ГАл* следует конечность г р у п п ы / / ^ ^ ^//1/3<: » и 

г р у п п а д е й с т в у е т тождественно в каждом факторе в з я ­
т о г о Г -композицион1-:с?^ ряда. 

Б обратную сторону можно показать несколько оольше, 
чем сказано в условии предложения, а имегао: если г р у п п а / 1 



е с т ь конечное расширение финитно стабильной, то (не о б я ­
зательно конечномерная) пара (<^ > / 7

> ) порождает ограничен­
ное многообразие. Пусть группа Г е сть конечное расшире­
ние финитно стабильной. Это равносильно тому, что Е Сг 
существует такой конечный ряд О- Сгоа ф с бг-Т^^ ^^~ч , 
что для каждой пары (^/<3_ } * г р у п п а / ^ конечна 
( ядро этой пары). Возьмем 7]^/^1 - прямое п р о и з ­
ведение групп 1 . Эта х^оугпа'коыечна, и поэтому ( с м . 
Щ] ) групповое многообразие О , его порожденное, л о к а л ь ­
но конечно. Локально конечному групповому многообразию & 
с о о т в е т с т в у е т локально ограниченное многообразие со О , 
определяемое по правилу: (А,Ь)^.<^> О -% ^сли &/с^ вь 

где С - ядро пары (А(Ь) . Имеет место (си. СО ) следую­
щее утверждение: если в области действия п а р ы ^ . Ф У и м е ­
ется такой конечный б -допустимый ряд / 4 * 3 , что для 
каждого *с п а р а ( ^ ^ ; - / > Ю - локально ограничена, т о и 
1?ся пара (А, 6) локально ограничена. Из него с л е д у е т , 
чаю произведение локально ограниченных многообразий пар 
также локально ограничено, в ч а с т н о с т и , многообразие 
((*) ^У^локально ограничен о . Для каждого с ( 
Следовательно, по определению произведение многообразий 
пар Г ^ / У легит в многообразии (со О)^ э которое л о к а л ь ­
но ограничено. 

Л е м и а 2 . Класс ЗЕа в с е х локально стабильных 
пар из произвольного локально ограниченного многообразия 
пар ж. е сть многообразие п а р . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Замкнутость класса ЗВ0 

относительно операторов >̂ , @ , \/ очевидна. Проверим 
замкнутость Зс0 относительно оператора С , Пусть (0*,Сс]* 
< ^ 6 " 1 , - множество локально стабильных пар из «НоМЬбразая 
36 к пусть (^-Г) е сть полное йвдиое прокзвегение пар 
Г^4> V*) • К а д о п с ? : а з а т ь > ч т с п а Г ' - (ч.> Г) т&ккё йокаль* 
но стабильна. Возь^е^ конечно порошённые йрдгр^йпу 2_ 
: : з ^ и подпару (Н>Ж) т(&;^/* Шб$кт&чЩ п : :^зать , 
что пара! (Н,1) стзбллька. Раесмрт^ш груо1вйр4^3й, п р о -
екткруздйй Ш Г) на ($ Рн ВД^уЙ г о м е м о р ^ з м 

п' * • • г / Д СК"л "~ гци Г } - , я г о о ' э т о г о геяе с ~..:змэ.. 



г -1 - О - , » 
Напомним ( с м . | I ] ) , что П+, е с т ь ядро г о м о ­

морфизма И Б С**, 9 ^ ^- ядро гомоморфизма Л Б « 
что Н^. инвариантно относительно , д е й с т ­
вует тождественно в Я / / / ^ и образ пары (Нъ^) при этом 
гомоморфизме _изомор:-о" паре Следовательно, 
пара ( н/ц^^ / ^ ) , а вместе с ней и пара 
стабильны. Ясно, чтоН<± -О . Кроме т о г о , так как 
(ИД) е с т ь конечно порожденная пара из локально о грани­
ченного м н о г о о б р а з и я ^ , то векторное пространство И 
конечномерно. Значит, существует такое конечное подмно­
жество 1 0 из 1 , что ^г^ Н<а = О л Отсюда следует 
треб?емая стабильность пары ( И 7 . Действительно, для 
каждого из Х ^ п а р а ^ / ^ финитно стабильна ,пусть 
длина стабильного ряда в г%$/^ разда . Обозначим 
через гь максимум этих п,^ . Тогда Щ 2 , / х 7 с Йо1 для 
каждого ^ С Г 0 , и значит /ТУ,X, Я^^ПН* = # , то е с т ь 
п а р а С ' Л ^ } дане финитно стабильна. € ° 

Л е м м а 3. Если ^ - локально ограниченное м н о г о ­
образие пар, то груаиозое многообразие О , порожденное 
всеми конечными группами Г? , допускающими точное п р е д ­
ставление в классе ЭЬ в локально конечно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через & ° 
множество гоупп с указанным в условии свойством . Тогда 
О-^агОо-О^СОо и где С - оператор взятия полного 
прямого произведения групп, 5 - оператор Е З Я Т И Я подгрупп, 
6? - оператор взятия гомоморфных о б р а з о в . Поскольку п о д ­
группы и гомоморфные образы локально конечных групп С Н О Е Э 

локально конечны, для доказательства леммы достаточно п р о ­
в е р и т ь , что С©о е сть класс локально конечных групп . 

Пусть - э е 2 - множество групп из &0 , (6ы.л&]-
соответстЕующие точные пары и з - Я Г , / ^ / ^ . - ^ с - полное п р я ­
мое произведение групп -Сс , X - конечно порожденная 
подгруппа из -Г . Надо покалэть, что группа 2 . конечна. 

Рассмотрим для к а ж д о г о * ^ / " пару /Л**, 'Л? Г***) * 
здесь А / . - прямая су:.^з п. экземпляров пространства , 

г ъ - число элементов конечно;; группы Га , элементы и з / / , 
действуют в Аа кбмпонентро. Возьмем в Аг/ элемент 



Тогда Ф аоС для калдого элемента $ 1 ь 1 ^ 
Обозначим через (А, Г) полное прямое произведение пар 
(Ад* * ^ ^ ^ ^ ^ ' Д / ^ и п У с т ь ой - элемент из Л 
компонентами которого являются выделенные раннее элемен­
ты &д9 Для ъсех$ьГ, а# Ф (Х*$ Поэтом:/ конечно п о ­
рожденная подпара (Н^) из (А,Г), у которое Н е с т ь 
минимальное <21 -допустимое подпространство из А , с о д е р ­
жащее элемент ^ , — т о ч н а я . 

Как и в доказательстве лешш 2 , рассмотрим гомомор­
физм, проектирующий пьру (А,Г) на (А^,1^) . Он инду­
цирует гомоморфизм Г//, 2-) в (Аы.гГ^ ; обозначив через 
(7/^ ^ я д р о э т о г о гомоморфизма. Образ №щФНлЖ) при 
р-;*ом гомоморфизме изоморфен паре {^/и^ , ^/^^) , значит 
группа &/ж^конечная. Ясно , ч т о ^ А / ^ = о . Простран­
ство п конечномерно, так к а к ( 7 / , х ; е с т ь конечно п о р о к -
денная пара из локально ограниченного многообразия ^ , 
Поэтому существует такое конечное подмножество 1с ^ I , 

^ * Каядое - 5 ^ . действует тоэдестьенно в ^ ^ , 
поэтому группа ^ Действует тождественно з каждом 

а значит и в ^ М/п Н+. . В силу точности 
::ары (Н,^-) э т о означает , ч т о ^ 1 ° ^ т ^ ы ' = ' * ^ч*1ТЫБа^1 

конечность каждой группы 2 . / ^ И конечность множества 
получаем отсюда с помощью теоремы Ремака конечность 

самой группы <2Г . 
О с н о в н а я т е о р е м а . Многообразие пар 

тогда и только тогда локально ограничено, если оно 
принадлежит многообразию ЗЕа* & 1 Г д е # 0 _ локально 
стабильное многообразие пар, а & - локально конечное 
многообразие групп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ЗЕ - локально 
ограниченное многообразие пар, Зв0 - класс в с е х локально 
стабильных пар из многообразия Щ , по лемме 2 являющийся 
многообразием, О - локально конечное: йногаобразйе групп, 
определенное в лемме 3. Покажем, что Зб^&о * О 
Возьмем сначала конечно по::о:;::.еьк;'.: : \л'(&, ^) "3 & . 
В силу докальной Ь^раЕичезностй мнбгЬрбраЗЕй^ э т а пара 
конечно: зрна. сате?^ ь 0 возьмем 1 - кбтаозщиойянй ряд 



0=5о(2 6 л с ^ - / ° ^ с ' ^ г ( ? в обозначим чщт 
ядро пары ,Г% ь-'.г, <г . Тогда (^Щ^ф) 
е с т ь точная неприводимая пара из^Г . По лемме I с о б с т в е н ­
ные значения в с е х элементов из есть корни из едини-

удовлетворяющие фиксированному полиному . По т е о ­
реме Бернсайда {ъи.Сч]) неприводимая конечномерная линей­
ная группа, обладающая таким свойством , кокична. Из к о н е ч ­
ности групп следует , что вербальная подгруппа д*(Г) 
группы Г по многообразию в принадлежит г р у п п е ^ ; ,^/,2...л.9 

а значит и г р у п п е ^ = / ? / ^ * • § действует тождественно в 
:аждом факторе взятого Г -композиционного ряда, значит 

пара У / 7 / - финитно стабильна, то е с т ь принадлешшЖ т 

По определению это означает , что (($лГ) € Щ А # . Так 
\<ахЗЕ0х& е сть многообразие и так как произвольная к о н е ч ­
но порожденная пара из & принадлежит ^ 0 / О $ т 0 ш Б с е 

многообразие ЗЬ принадлежит 360
х@ > 

Обратно, если % а - локально стабильное многообразие 
пар , 9 - локально конечное многообразие групп ъ(Сг,Г) 
принадлежит ЗЬо^0 , то в группе Г существует такая 
подгруппа 2 , что пара (Сл 2 . ; - локально стабильна, а 
г р у п п а - Г / Е - локально конечна. Из результатов работы СО 
с л е д у е т , что тогда и пара локально о г р а н и ч е н а , з н а ­
чит многообразие 360* 6 локально ограничено. 

Е случае поля простой характеристики из основной 
теоремы следует такое 

П р е д л о х е н и е . Многообразие Ж ;лшейных 
пар над полем характеристики Р т о г д а и только т о г д а 
локально ограничено, если оно принадлежит многообразию 
6' .* &, где 5 - многообразие пар с тривиальным д е й с т ­

вием, а д - некоторое многообразие локально конечных 
групп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По основной теореме 
*&<ЗфХ*9 , где Д> - многообразие в с е х локально с т а б и л ь -
н ю : пар из X . Пусть (А,&) такая свободная пара- из «Аь , 
ч т о Й имеет п. образующие а /1 =< а « 6 > порождается 
3 -траекторией элемента Я - Конечно порожденная пара 



(А ;̂ принадлежит % с и потому финитно стабильна. Обозна ­
чим через с ъ длину 3 - с т а б и л ь н о г о ряда в А . Если т е ­
перь (И, ^) - произвольная пара из Л0 , действующая 
г р у п п а - ^ которой имеет ги образующих, то в с е её подпары 
вида (< -стабильны как гомоморфные о б р а ­
зы сзободкой пары Ц{5) • Следовательно, три (Чл^) Г^-
стабкльна,-- а 'многообразие Зв0 на самом деле является 
Многообразием локально финитно стабильных п а р . Поэтому, 
если Щ}Г} - точная пара Ш ЭЕ0 . то группа Г является 
локально нлльпотентиой ( а значит и локально конечной) 
р - г р у п п о й . Это означает , что многообразие пар 

принадлежит многообразию 5хЩ , г д е 5 е с т ь м н о г о ­
образие пар с тривиальным действием, а Щ е с т ь н е к о т о ­
рое локально конечное многообразие р - г р у п п . Тогда 
Х^Л0х&с($х-в,)х&х5хв,3-5*& , где # - локально 
конечное многообразие групп, равное в . 

В обратную сторону предложение очевидно . 
Таким образом, локально ограниченные многообразия 

линейных пар над пелзм простой характеристики полностью 
сводятся к локально кокечь:: групповым многообразиям. 
Вопрос , не сводятся ля к групповым многообразиям локально 
ограниченные многообразия линейных пар над полем х а р а к т е ­
ристики О , требует дополнительных рассмотрений, 

В заключение автор зырааает благодарность проф. Б.И. 
Плоткияу за постановку задачи а внимание к р а б о т е . 

Литература 

1 . Плоткин Б.И. Группы автоморфизмов алгебраических 
систем, Изд-во "Наука" , 1966 . 

2 . Плоткин Б.;1. Треугольные .произведения пар 
( в данном с б о р н и к е ) . 

Зо Нейман X. Многообразия групп, й з д - в о "Мир 1 - , 1960 . 
Бернсайд 3 . Сп сг^Ъегаз 1Гог Ъае ПаЗ/Ьепезз аГ ЪЬе 

огйег оГ а дгоир о? Псеаг зиЪз-СздгаЪл-Опз, Ргос. 
ЬопЗог: ИБШ. Зое . ( 2 ) 3 ( 1 9 0 5 ) , 4 3 5 - ^ 0 , 



- г ? -

о н Е Р А з л с ж ы х тшттАтт шшшт ПАР 

А.С.Гркнберг 

В [ I ] доказано , что полугруппа кногообразу.Я лкиоМт-1>:х 
(над полем произвольной характеристики) пар свободно п о ­
рождается неразложимыми многообразия:-.::!. Там же даны н е к о ­
торые примеры неразложимых многообразий. Бознкггает задача 
более полного оппсанг.я таких многообразий. Здесь ?/ы дадкм 
один признак неразложимости и с е го помощью докажем, .что 
многообразия пар ? задаваемые тождествами от одной перемен­
ной, неразделен?/ 

Обозначения и замечания. Ш повторим несколько о п р е ­
делений из [ 3 ] . поле , Г - свободная г р у п п а ' с ч е т н о г о 
ранга с множеством свободных образующих У'{̂ //я,-. } 
К Г - ее групповая алгебра над полеы К , Д - фундамен­
тальный идеал в К Г » которым можно рассматривать ( с м . , н а ­
пример, I2 ) как идеал, порожденный всеми элементами вида * *НД***# • ? " единица группы Г . 

Каждому многообразию пар с о о т в е т с т в у е т специальный 
( т . е . выдерживающий эндоморфизмы группы Г . (идеал в ал­
г е б р е в КР , всегда ленащий в идеале Д . Полугруппа 
многообразие пар и полугруппа таких идеалов изоморфны. 
Пусть . Тогда с1 назовем весом специаль­
ного идеала V . Это определение корректно , т . к . ^ Д - О 
( с м . [2]). Говорят , что специальный идеале порождается' 
(как специальный) набором элементов 2 ^ , е с л и У порож­
дается как обычный идеал множеством А? . ЗдесьМ - мно ­
жество в с е х элементов 1/^ , являющихся образами элемен­
т о в относительно всевозможных эндоморфизмов т. 
алгебры КГ , индуцированных эндоморфизмами группы Р . 



Если У~иЛ^ ^ и\л/ - специальна то назовем 
V разложм;,!:^. Напомним несколько : : с к т о в , связанных с 
дифференцированиями в алгебра К г ( с м . [3]). 

ДиффереицкроЕакяе:» в К\с называется любое отображе­
н а К Т — * К Р , обладающее свойствен 

Здесь ^(0^ , гдеу^, - эндоморфизм алгебры А'Р" , 
индуцированный групповыми эндоморфизмом вида^ст Р / , 

и в н о м случае равенство ( I ) выглядит т а к : 

2 5 6 ^ > У - # / ( 2 ) 

Нам понадобятся лись дифференцирования и их п р о и з -
ЮДндач © Щ » » . . * ^ . Снк определяются т а к : 

Ок (р при (Е#*г.-. , ' 

Ка еои алгебру отображение ^ корректно продолжается 
по нкиейноетй И с помощью ( I ) . Теперь индуктивно 

^ ^ . . . ^ / . . ^ ^ . . . ^ у у <*)• 
Г':г:;о проверяются равенства у 

т к о с т и . ^ ф ^ = &1&с '-О-'-У;'. В алгебре Л7= 
произвольного элемента Я для каждого л , 

имеет ыесто следующее разложение 

' ( б ) 

•••+// - ш т * Щ - < ) . . . 

3 час 
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Элемент... вида, такого к е , как $1>:1М4, 2 , . , . Л " ^ ' й ^ д " - д а -
лее назызать однородными Беса >- . Ясно , что ч /\ ' • 
^ # Л 2 - > " ' * От:;ет>::.!« что У * ^ *ч Л * + / т о гда к только 

т о г д а , когда " 4 * 4 ^ . . Йш такого э л е м е н т а / 
будем называть К весом з;:е;с;::-:та Т" • Ир:: зтсм б 
ве можно так ьыбсзтъ Л , чг^ если У ^ Л - / -» 

т о У А - ^ р6 .. ш - о- - су} - о 

не содержит у ни для какого ^ / * У . Тогда 

Под кортежем будем понимать упрядоченный набор натуральных 
чисел . К о р т е ж - Фу^) • назовем пэразделиж;. ! , если для 
любого шг^о(- Мч^&4у-.> 1ь) И Мщ*^±г>>**^) 
имеют общие элементы. Налр:::,:ер, кортеж ( 1 , 2 , 1 , 4 ) ; ;1зделкм, 
а кортеж ( 1 , 2 , 1 , 2 ) неразделим. 

Т е о р е м а . Пусть У - специальный идеал з КГ 
порождаемый (как специальный) элементом щ - , 
% - однородные элементы веса ^ , • 

Если кортеж . . . 1^) неразделим, то идеал V" неразложим. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть" V » ^ / ] У , где 
(X ,\л/ - специальные идеалы. Пз условия видно, что 

в е с идеала V „ Если Щ , ^ г - Беса идеалов И , V1/ , с о о т - ^ 
в е т с т в е н к о . то с1, 4 с/.7 ^- с{ ^ Рассмотрим V —У^/\ / + '= ^ г . 

Я с н о , ч т о У порогдается (как специальный) элементами 

Получим теперь противоречие. _ 

Пусть Ц ^ , № | " наборы элементов кз а г , порождаю­

щее (как специальные) идеалы ^ , у/ , с о о т в е т с т в е н н о . 
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Элементарные рассуждения показывают, что идеал с/ IV п о ­
рождается (как специальный) произведениями 

Среди них найдется элемент ^ " ^ веса равно щ . При 
этом 

г д е щ ^/с - однородные элементы веса <- , ^-М-Щл^* • 

Здесь сумма, стоящая на месте многоточия, лежит з 

поэтому И ^ А Н ^ (тгА Л Л ^ ) ; 

т . е . и и^?€У^У*^^иУ^^ В силу 
сделанного в ш е замечания йож&О считать , что в записи э л е ­
ментов ^ \УоГ, , ^ г отсутствуют у % с/сУ л Опишем т е ­
перь свойство однородных элементов веса с[ . которые можно 
получить из при замшШЕИи до специального идеала. Так 
как кортеж (]$*^ }с1) неразделим, то найдутся индексы 
и $ д<г^,<^% такие , что ^ * . Фиксируем их дс 
конца доказательства . 

Пусть - произвольный эндоморфизм группы Р . 

г д е ' Р - коммутант группы Р . Тогда ~ 

г д е У/ , А , УЗ - однороднее элементы в е с а ^ - / г ^ - / - ^ , 
с ^ - ^ > с о о т в е т с т в е н н о . Здесь мы воспользовались тем , что 
абелева группа г / г ^ и з о м о р ф н о вкладывается в А ^ * " . Так 
как V содержит Д 4 * и V специален, т о 

АЩб№И *у

 (9) 
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- однородный элемент веса сС -% и все однородные э л е ­
менты веса с1 кз идеала V лежат в линейном пространстве 
1ГЙЪ % натянутом на всевозможные элементы вида В у . Сфор­
мулируем теперь искомое с в о й с т в о . 

Л е м м а . Пусть Зд20^/у
 ь р • V / ' -

произвольный кортеж длины °С т Тогда 

Л о к а з а т з л ь с т з о . Свойство ( 1С ) с о х р а ­
няется щрн линейных операциях, йоэтому достаточно доказать 
его для произвольных ^ у . - Кз ( 2 ) и ( 5 ) следует , ч т о , если 

г ^ Г/3;/» если найдется 3 = 6 

а / с и ) 
С 0 , если такого ^ н е т . 

Пусть # г - произведение ^ элементов Щ^3ф$~0 • 

Тогда согласно ( I I ) на каждом шаге дифференцирования 
'Ль ^ м м л к ^ ° ^ / д е м П 0 Л У ч а т ъ О , либо Еьтсеркивать. 

правый линейный сомцоаптель (быть может, оставляя к о н с т а н ­
ту ^ФО ч ^>щ^ К ) . Поэтому элемент ._ / лежит 
в поле К . . 

Но любой однородный элемент представим (по о п р е д е л е ­
нию) как линейная комбинация элементов вида . Поэтому 

Используя ( 2 ) , ( I I ) , легко теперь получить 



Но все сомножители в равенствах ( 1 3 ) , ( 1 4 ) согласно ( 1 2 ) 
леяат в К . Следовательно, они перестановочны. Отсюда 
праг::3 части в ( 1 3 ) и ( 1 4 ) совпадает . 

Равенстве (1С) доказано . 
Для доказательства теоремы о с т а е т с я заметить , ч т о 

элемент ^ЩЩ* ~*%гкн> 0 ^ « 6 ^ У ^ ^ > < 

Свойством (1С) не обладает . Действительно, пусть Я и/^ 
- т о ж е с т в а индексов йерем&давх ^ , встречающихся в з а ­
писи элементов Ш, , » с о о т в е т с т в е н н о . 3 4 ^ эт :,; 
дексы нечетны, в Х^4Ъ - четны. Поэтому Ь^Ц^ф ч Теперь , 
•т.::. , &/о/гФО 1 $0 найдется кортеж такой , что 

Но и з - з а ( 2 ) , ( 3 ) Ю^.,.^>ЛЫ;+№~0р.х. в записи э л е ­
мента \*/^пзрзмвнная ^ о т с у т с т в у е т . Тогда тем более 

2); / / I {&ЫЫ0ш Согласно лемме однородны;: элемент 
Беса уг=ул\</, н е лежит в пространстве ш* Противоречие. 

Т- Я| Л 4 

С л е д с т в и е . Пусть идеал У порокдается (как 
специальный) элементами вида &г* ^ Т ^ ^ ^ ^ ^ Т о г д а идеал V 
неразложим. 

Д о к а з а т е л ь с т в е . Без ограничения общ­
ности ь?С2но с ч и т а т ь , что в записи 2^с/к^,к Б с е п о к а з а ­
тели К положительны. Но тогда уже в ко:.ьце полиномов 
Кэлементы V порождают- главный идеал. Значит и идеал 

ь алгебре КР будет порождаться (как специальный) о д ­
ним элементом 

Условия леммы для элемента 2/" выполнены, т . к . для любого 
5 кортеж ( 1 , 1 , . . . , ! ) длины ^ неразделим. Теперь д о к а з ы ­

ваемое следствие вытекает из леммы очевидным образом, 
Хочу выразить благодарность Б.И»Пдо?кину эа п о с т а ­

новку задачи и внимание в р а б о т е . 
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ВЕРБАЛЬНЫЕ ИДЕАЛЫ ГРУППОВЫХ КОЛЕЦ СВОБОДНЫХ 
АБЕЛЕВЫХ ГРУПП НАД ПОЛЕМ К ХАРАКТЕРИСТИКИ О 

Л.Е.Кроп 

Введение 

В работах [ 1 , 2 ] были введены понятия многообразия 
пар и с т р о г о г о многообразия представлений фиксированной 
группы* Приведем основные определения из этих р а б о т , и с ­
пользуемые дальше. 

Пусть Г - некоторая группа, К - п о л е , КГ - их 
групповая алгебра . Условимся под эндоморфизмом алгебры КГ 
полимать эндоморфизм, индуцируемый эндоморфизмом группы Г . 
если не с гозорно противное. Обозначим свободную группу 
р а н г а / * через Я, . ИдеалV е КГ„ называется вербальным, 
если он выдерживает все эндоморфизмы алгебры КГ^ . Про 
идеал У-КГ будем г о в о р и т ь , что он вербальный, если 
является образом некоторого вербального идеала из К^уь 
при эпиморфизме Г^ на Г . Если асе идеал 11е КГ выдержи­
вает все эндоморфизмы КГ , то такой идеал назовем с п е ц и ­
альным. Оба, определенных выше, множества идеалов образуют 
полугруппы 5(Г) и б"(Г] с о о т в е т с т в е н н о , которые совпадают в 
случае Г - свободная группа ( с м . также ниже А . 4 ) . Пусть 
ЭС - многообразие всех абелевых групп, К - поле , хар.К= 
^ О I Щ н свободная абелева группа счетного ранга. И з у ­

чение вербальных идеалов в КГ^ удается свести к изучению 
вербальных идеалов в КГс1 • где - свободная абелева 
группа ранга оС . Групповая алгебра такой группы будет н е -
теровой областью целостности используя примарные разложе­
ния, Б работе найдоно описание вербальных идеалов ъКГаС . 
С помощью э т о г о списания получен основной результат.каждый 
зербалькый идеад в КГ^ порождается (как вербальный) э л е -



уентами, заш-юя!!нш! от одной групповой переменной. 
Б последнем пу кте постояией рао'оты описываются в е р ­

бальное идеалы полк у * абелезых групп . Блеете с одной т е о ­
ремой из ГЗ] наше описание мокно резюмировать в 

Т е о р е м е . Пусть А - вербальио простая а б е -
лева группа. Тогда полугруппа её вербальных идеалов с о ­
стоит из степеней фундаментального идеала. 

I I . Обозначения и замечания. 

Г - символ группы; 
\\ щ алгебраически замкнутое поле ; 

х а р . К - характеристика поля К ; 
свободная циклическая группа с образующей ос \ 
циклическая группа порядка /г с образующей ос\ 

2С' - кольцо целых чисел ; 
Ж» ~ кольцо классов вычетов по модулю Л ; 
а./&(а+€/ • & делит ё ( не делит & ) , г д е сс у ё -

элементы коммутативного кольца; 
Н,0#Д. - наибольший общий делитель; 
И.О.К. - наименьшее общее к р а т н о е ; 

/ ?^кТ- групповая алгебра группы Г над полем К ; 
Щ#*Щ> - прямое произведение групп щ и Сгг; 
(5(г; - полугруппа специальных идеалов в К Г ; 
5 (Г)" полугруппа вербальных идеалов в КГ . 

Вспомогательные утверждения начнем со следующего, 
часто используемого предложения. 

А Л . С наядой подгруппой Н группы Г ассоциируем 
правый и д е а л е / / алгебры КГ* , порожденный всеми к - / , 
к&Н. Отображение со структуры подгрупп группы Г з 
структуру правых идеалов кольца ИГ является в з а и м н о - о д ­
нозначным и сохраняет включения. Более т о г о , если Н -
нормальный делитель в Г , то - идеал, в д е й с т в и ­
т е л ь н о с т и , ядро канонического.эпиморфизма / < Г К ( Г / н ) < 
т . е . эпиморфизма, индуцированного отображением Г-*Г/Н -
Если множество { } порождает подгруппу Н , т о правый 
идеал, порожденный всеыи , есть с; Ч • 



Д о к а з а т е л ь с т в о с и . в [ь]. 

А. 2 . Пусть Н - эпиморфный образ группы Г % т а к о й , 
что каждому эидоыорфиз'гт у \Г-* Г с о й а в и м эндоморфизм 

: / /-*-// и о б р а т н о , причем справедлива коммутативная 
диаграмма: л 

ч \ П 
г г > н 

1 о г д а образом и прообразом специального идеала слукит с и е -
циалыщй идеал. 

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно . 
А . З . Пусть И<=• Г и допустим, что каждый э н д о м о р ­

физм Н ^~ И • "поднимается" до эндоморфизма у : Г— Г , 
т . е . 7'Щи . 

Тогда ШКН&Щ.(И) в с е г д а , когда и*ЩУ\ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть • ' / / - » / / 

и 0(Г) - . По предположению найдется / ^ е Еп4(Г) 
т а к о й , что = . Получаем (11ПКН)11 -

= (ипкн)* ^а*пкн%± ипкн, 

что и т р е б о в а л о с ь . 
Из предложения А .2 вытекает часто полезное с в о й с т в о , 

которое сформулируем в виде 

А Л . Пусть & - некоторое групповое многообразие 
и - свободная группа э т о г о многообразия р а н г а и и . 

Тогда $(Г}*)= &(Г}и) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть в качестве € : 
С/и выбран эпиморфизм, переводящий свободный о б р а з у ю ­

щие ос-1 группы Гр ъ О - свободные образующие ^ , 
с <= У г р у п п ы ^ . Предположим, что п : ^~^/\, - э н д о ­
морфизм и 1/1(ЭСс1- > 1- % - значения $ на 
образувдюс . Взиду свободы_/^ / существует р^докерфизм у : 

Г^-^Гр отображающий ОСс в VI (х.^,-- Аналогично 
устанавливаем обратную часть условий В <ШЗ$ предложе­
ния А,2 заклгчаеи, что всякий Ъ&тъш ш &(П*) ъпъ 



образ элемента Шщ Одыако^по определению, 
что вместе с определением вербального идеала э КГ^ дает 
включение &(Г]»)С- З(Г^). Обратное включение очевидно. 
Таким образом, кЛ доказано. 

Работая с групповыми а л г е б р а м и / удобно иметь д о с т а ­
точно большое основное поле . Поведение вербальных '; т;о:.г.от: 
при расширении поля скаляров легко проследи, ь . Б самом д е ­
л е , вложение полей НСР индуцирует вложение групповых а л ­
г е б р КГ с РГЛ При этом , вследствие линейксГ: свободы Г 
в РГ , каждый идеал й КГ является сокращенным, . т . е . 
РЗ ГИГ = ^ • Нетрудно проверить , что расширенно Р 7 " 

вербального идеала V с К Г будет вербальным идеалом 
в РГ . Основываясь на этом замечании, для изучения п о л у ­
группы 5 К (Г) можно произвольно расширить основное поле 

К » например, считать его алгебраически замкнутым, что и 
будет предположено всюду дальше. 

I I I . Вербальные идеалы свободной циклической 
группы 

Пусть Т = К/Х7 - алгебра полиномов от некоторого 
трансцендентного над К э л е м е н т а ^ ' . Алгебра / ? = К 2 / ^ 
т е с н о связана с алгеброй Т • Именно, если образовать муль­
типликативно замкнутую систему 5 , порожденную ос : 

5 = {/,х',...х"! | и перейти к кольцу частных Т 5 , т о о т о б р а -
гение <̂  : » при котором X ос'/1 *1удет п р о -
должимо до изоморфизма алгебр /? и Т5 • Отсюда н е п о с р е д с т ­
венно следует» что каждый элемент 2 е /2 мозсет быть з а п и ­
сан в виде ^^/в* » где ^С*) * К . Из о т м е ч е н ­
ного изоморфизма также вытекает, что # - область главных 
идеалов . Главный идеал (г) \ г е / ? , * = ~^г равен $ (х>) . 
Это замечание позволяет считать образующие идеалов из Ш 
элементами из К [эс] 

Опред .1 . Многочлен 4(х)а КС^] назовем специаль­
ным, если выполняется условие : 



Легко проверяется , что специальные многочлены порождают 
специальные идеалы и , обратно , у всякого специального 
идеала имеется специальная образующая. 

Обозначим через множество корней многочлена §(х) . 
Символом &(*.) & ) будем обозначать кратность корня 

многочлена ^(х) . 
Опред .2 . &нояество элементов , лежащих в группе V , 

назовем вполне характеристическим, если оно выдерживает 
лез эндоморфизмы группы Г . 

б п р е д . З . Конечное м н о ж е с т в о ^ ненулевых элементов 
полп К назовем специальным, если выполняйся у с л о в и е : 

П р е д л о ж е н и е I . 
I ) Соответствие ^(эс) - — я в л я е т с я в з а ­

имно-однозначным соответствием между специальными м н о г о ­
членами б е з кратных корней и специальными множествами; 

2) Каждое специальное множество является объединением 
циклических групп ; 

3) Существует натуральное п не кратное х а р а к т е р и с т и ­
ке поля К, и изоморфизм Х+ с некоторые Еполне х а р а к т е ­
ристическим подмножеством в "Х / г , задаваемый логарифмом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть к > о . И з 
условия ( * ) с л е д у е т , что ^(хк) • /\ (х) 
Подставляя ос= аС , получаем У щ к) - ]СН * о 
откуда следует , что <ЛК е . При # - О можно р а с с у ж ­
дать двумя способами. Из условия вытекает , что 

что возможно лишь при = О в поэтому 
/ г ^ ^ у /- • с Другой стороны из конечности ЗС^. 

с л е д у е т , что для всякого о 6 в . Х - ^ полугруппа с т е п е н е й Л 
конечна, а значит найдется т а к о е , что о С ' 1 ^ = / . 
Опять получаем У ^ Д ^ . Обратно,пусть выбрано спеуиальное 
множество X в г\ . Образуем йвогочлен ~&Сх}* П (зс-Ж) 



При эндоморфизме ос сс * Х (х) переедет в шттШчйШ 
~^Ш*) • Предположим, что о(. « X. . 2 <-:;г-7 ;Г':-

циальности X ^Ыд-^г(^)^0. Поэтому делится 
на , ^то и т р е б о в а л о с ь . 

2 ) Пусть Д - специальное множество в (г . Ш * 
берем в X минимальное подмножество элементов (4 таких, 
степени которых заполняет все X . Тогда ЖЩУ , 

где символ { < / . } обозначает циклическую группу, порождае­
мую элементом . 

3) Пусть X является специальные множеством. Тогда 
для в с я к о г о ^ ^ Х имеется наименьшее натуральное пС^О 
т а к о е , что • Заметим, ч т о так выбранное п-(<А) 
не делится на характеристику поля. Поэтому п *Н.ОЩпЩАеК) 
также не делится на характеристику Поля К • Пусть 3 
элемент в К , являющийся первообразным корнем степени п . # 

Каждое 4* будет * для подходящего^/ ^ . . Отображение 
3{!~^^ б у д е т , очевидно, отображать -X на вполне х а р а к т е ­
ристическое подмножество в . 

С л е д с т в и е . Еслл - специальный 
идеал в К^{л)ч т о найдется такие н а т у р а л ь н а & , п/о'/п^ 
что , , . 

Действительно, положим гй* ИЛК.{^(^)\ X / / ^ 

Каждый корень ^> многочлена является корнем ^ 
и притом кратности не меньшей ШШШ$*$1(Х 

и, следовательно , /I ^ ((хп-*)*) * ч т 0 ; 1 т р е б о в а л о с ь . 

1У. Радикальные вербальные 
идеалы 

Напомним, что нйль-радикалом идеала -7 коммутативного 
кольца 4 называется идеал, обозначаемым , и состоящий 
из в с е х элементов ^ б А , некоторые степени которых с о д е р ­
жатся в А . Идеал У назовем радикальным, если \П/Г 3 

П р е д л о Ж е п я е 2 . Если ?1е<3 1Г) , где Г -
коммутативная группа, то и (Г) . 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^ 6 ^ 
и Г[: Г - эндоморфизм группы Г . Тогда Зп^о^6^ 
и поэтому и у ^ ^ ь У 

Иэ определения и следовательно 
специальный идеал* 

Обозначим через %(х,,.^ ^ и ) ^ Ж(я*№ • х Ж&ф 
свободную абелеву группу с оС образующими и возьмем 

Г-^ЖЩ^ 
Л е ш I , Если о^Ь/е=5(^ 

т о иПК2(х,)ф) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем некоторый 

ненулевой элемент Нхг — Х*1)ё 1/ , который можно считать 
целой функцией от х,, . • , Пусть 

г д е Выберем число Г большим в с е х ^ 
^/ и построим эндоморфизм, который отображает в Д^ • 

Легко проверить , что при выбранном Ь различные мономы 
х { " , входящие в запись И&»*:, х0/у

) , дадут р а з ­
личные степени Щ в У ^ . Поэтому 

и ^ т и в * ч т о и т р е б о в а л о с ь . 

- С л е д с т в и е I . Если 
а. о 5 (г) 

. то н а й ­
дутся такие натуральные Ь , гь ('^ + гъ). , ч т о 

Д о к а з а т е л ь с т в о • Прежде в с е г о отметим, 
что ИНН, % (х/ 6 5(Ж&*))* Поэтому применяя лемму I и с л е д ­
ствие иэ п р е д [ 1 , получаем (хр~*)%<& 1С , г д е ё^ п. -
натуральные числа и р + ъ . Используя эндоморфизмы 
^ ; л> р ;\#А ^ ху* 1 + / , к - ^ 4 ... 
получаем утверждение следствия I . 

С л е д с т в и е 2 . идеал и еЬ(Г)радикален т.ит.гщ 

кзгда > ыожно выбрать равным I . 



Д о к а з а т е л ь с т в о • Необходимость о ч е ­
видна. Обратно, пусть 5 (Г) и (х?-0 е /г = ̂ 2,- >• ^ 
Обозначая полгруппу {%$ /* х {^сс 5 через / / , из 
условия Следствия следует : ШщщН . Поэтому о р а д и а л ь ­
ности идеала Ы мокно заключить по его образу при ЭШ* 
морфизме К Г 1 - * КГ/ыЦ = К(г/н)ч причем сквоздое о т о б р а ­
жение индуцировано групповым эпиморфизмом Г уу/ 

Группа ь'щ — свободная абелева группа э у м с г о о С р а -
зии абелевых групп экспоненты П { т . е . хР^ У ) с рС 
образующими. Так как № не кратно р (оЫур. К-р ) , ? э 
приходим к так называемому неыовулярноиу случаю: К - п о л е , 
характеристика К = р , Г / / / - конечная группа , порядок 
которой не кратенр. Алгебра вполне щттщт3 Щ 
каждый идеал порождается идемпотентом. Следовательно,каж­
дый идеал в К ( ^/н) ~ радикальный, что з а в е р я е т д о ­
к а з а т е л ь с т в о . Свойство радикальных вербальных идеалов с о ­
держать идеалы вида , где Н - вербальная подгруппа в 
Г(=Ж(х1- иаводит на мысль с б изучении вербальных 
идеалов свободной абелевой группы экспоненты л над полем 
К * Щр К = р, р + п. 

У. Полугруппа вербальных идеалов свободной 
абелевой группы экспоненты гъ 
в немодулярном случае 

Обозначим через Жл (у^*.-.., ХсС) - свободную абелизу 
группу экспоненты п # Предположим, что К - п о л е , а л ­
гебраически замкнутое, хор. К=Рър^гь%Г = 2уь/*>••• ^сС) 

Хорошо известно [5] , что алгебра КГ - вполне приво­
дима и обладает полной системой & минимальных идсыпзтзя -
*ОМ Щ , О 6 Е . / 1 , КГ^ К • п У с т ь р , - '.той 
идеал в К Г . Ввиду полной приводимости КГ найдетси Р 
точкой , что р Ф р'=КГ. Идеал Р' содержит не б о л э о 
одного идемпотента из <§ , т . к . в противном случае в Р1 

имеются делители 0 , что противоречит целостности кольца 



&Щ>^р . Поэтому р ' - ^ К Т - К и К 9 / ° * - К 
а следовательно , р - максимальный идеал. Так как а л г е б ­
ра КГ7 » очевидно, нетерова, всякий идеал З^КГ имеет 
пркмаркое разложение: ^ • Радикал Щ* У®ч 
будет простом, и значит, максимальным идеалом в К Г „ 
Посколько Щг = А/, и ^1 эМ^ , т о = А7с , 
Такий образом установлено , что всякий идеал в КГ е с т ь 
пересечение максимальных. 

Пусть К Сх1 >- • у - кольцо полиномов о г ^ т р а н -
сцендеткых образующих я ^ , . Рассмотрим эпимор­
физм ^ К[-Х1<>- •) х'<*-)-^КГ 1 при котором Я^' переходит 
в 3^ . Нетрудно вычислить, что ядро_Я" э т о г о эпиморфизма 
порождается многочленами Щ да - • -> ^ 
Теперь ксг:но описать максимальные идеалы группового к о л ь ­
ца К Ж/и?*/!-,*^ Каждый такой идеал с о о т в е т с т в у е т н е к о т о ­
рому максимальному идеалу М в К . * содержа­
щему Л& . По теории Гильберта [в] М 4 , л < / <х) 
г д е с ^ / , . . ^^с[ е К . Кз условия / Ь й непосредственно 
с л е д у е т , что оС^-=/} к= °с . Пусть У - п е р в о о б ­
р а з н а ! корень из I . степени / г . Тогда каждое с(,^ ч у к а з а н ­
ное ^к^е , е сть ^<^'к • —*<>С % где м- :но с ч и ­
тать некоторым классом вычетов по модулю гъ ;^^ 3 Ж п. # 

В в с ; л ~ ° ^ -мерный свободный ^ - м о д у л ь , 
получаем нзаглано о дно значков с о о т в е т с т в и е между максималь­
н о - : идее::ами из КГ и векторами ^) ~(^>* ; <[с{)е ~Ус( 
Это с о о т в е т с т в и е можно расширить до взаимно-однозначного 
соответствия между идеалами К!7 "и подмножествами 
в X / . Именно, каждому 3 отнесен такое м н о ж е с т в о ^ , 
что ^:г.П^^<^"^ , и , обратно , всякому ^<=-11еС сопоставим 
идеал У*^3*КГпо формуле: 3^ = (] М(р > 

Т е о р е м а ^ I . Идеал ЭДе5(#тогда и только т о г ­
д а , когда соответствующее множество ^ вполне х а р а к т е р и с ­
тично в Л/^ ; 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Бь^е отмечалось , ч т о 
каждый идеал Ы в КГ является главным, т . е . ^ - / К Г , 
где | ~ ;К#/г- >х<1) может быть выбран даже идемпонентом. 



Наряду с этим имеется примарное представление: ^ с 0 в ^ Й * 
Условие включения Ы с МН) выполняется тогда^и только 
т о г д а , когда } & ( ] ) , а последнее справедливо тогда и 
только к о г д а , когда $(#1..> $&}*0 , где ф-Ци -
Поэтому Функция ^- однозначно определяет множество $ 
формулой: Л ? 

Эндоморфизм ^ : Г Г определяется образами гпц->тс[ 
образующих х^.^Хс/ группы П Каждый ггс; является г р у п ­
повым элементом ос. который будем т а я » 
называть мономо 

А 

м. Эндоморфизму /у сопоставим матрицу. 

I 

действует на~\^ 

% . Так как отображение ^ 

и примем естественное соглашение, что п 
по формуле: 

Предположим, что Ы - вербальный идеал в К Г . Тогда для 
любых мономов т1 (х1, - ., ос**),т^Са,^ %Ы) 

Последнее включение эквивалентно системе включений 

для всякого (^ ) 

является эндоморфизмом алгебры К Г , то значение 

не зависит от записи ^ (ти .. Рт^) через образующие 
Х1 ...,ЯеС • Поэтому критерием справедливости включеки" 
У(т' ... 7 ^ ; ^ М ( о б У Д е т Р ^ е н с т в о : 

Значение ги*{^%,. . . $Щ р а ш о , где 



Следовательно, кз условия вербальности Щ вытекает 

^ / / /
; . . . , . а значит * $ , что 

доказывает необходимость . Обратно, пусть ^ -вполне х а ­
рактеристическое подмножество чф . Согласно А. 2 для 
вербальности У.^ д о с р о ч н о установить е го специальность . 
'Ц пороэсдается некоторым элементом ^ 6 КГ* ш Специаль­
ность И*, наступает тогда и только т о г д а , когда для в с я ­
кого наоора гп4}...,т^ -мономсв из Р. ^(т,,.. , гп^^Ц^ 

Проверка последнего включения повторяет последнюю часть 
доказательства "необходимости? Это завершает д о к а з а т е л ь с т ­
во теоремы. 

П р е д л о ж е н и е 3 . Множество ^ <- вполне 
характеристично тогда и только т о г д а , когда оно является 
объединением некоторых вербальных подгрупп в 14^ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность о ч е в и д ­
н а , поэтому займемся необходимой частью предложения. 

Через ^ обозначим проекции ^ на первое с л а г а е ­
мое Щ , т . е . 

%1 * 1 ^ ж 4 З д а Щ* Цфк • »Ы 
Множество ^^/г замкнуто относительно эндоморфизмов 
2Гп и поэтому по предложению I является объединением свои: 
максимальных циклических подгрупп , Л - Л 2 , . , Ь 

Нользуясь перестановками а<**—** Х&^=^Л , убеждаем­
с я , « т о все ^ А/д у 1 * ( г ^ 9 Пусть > - " 

элемент максимальны., в том смысле, что из равенства 
(У}"С^У^} следует , что либо ^ - автоморфизы 

либо (^ ) . Допустим, ч т о нашлась пара координат в е к ­
тора ( Г ) , скажем }\ * ^-х* * лежащая в разные группах 

На, » % > * • • Тогда в силу максимальное; 



ты вектора (д) , 'и , ^ являются образующими цикличес ­
ких групп Н й 1 Ну « Подгруппа + & 1а ~ цикличес ­
кая и поэтому наищутся такие < х у , а.к е ^ п , ч т о ^ / ^ - у ^ -
образующая + Ь'̂ > . Легко в и д е т ь , что найдется такой 
Г -эндоморфизм , что -^/\ г д е , , * - ! 

обозначает невыписанкым координаты Ц^ч . Элемент 
] < ̂  + ^ 2 й и /Уд , а значит некоторому / / - , й 
что приводит к*противоречию с максимальностью подгрупп 

Таким образом^ для всякого максимального вектора 

одном и том же и, следовательно , П ) & ^ * • 

, где М - подгруппа изоморфная Н^^ , взятая в 
слагаемом ^ . Так как множества ц]$ф- &Ц[ вполне 
характеристичны и все максимальные векторы из % лежат 

в | Ш •; * И,Ы)) • * ° ^ . * Ш$ ...,> %*% 

Обратное включение, т . е . и (Н!' Р • 0^л/с$ - очевидно . 

Поэтому = ^ * • • *> Нл «у , что и т р е б о в а л о с ь . 

С л е д с т в и е I . Всякое вполне х а р а к т е р и с т и ч е с ­
кое множество Б \го( однозначно определяется своей п р о е к ­
цией на ^п. . 

Доказательство очевидно. 
С л е д с т в и е 2 . Полугруппа 5СГ^ Г&Жп(хг> 

порождается всеми идеалами со (г / г д е 0- ' - вербальная 
подгруппа в Г . 

Д о к а з а т е л . ь с . т в о . Доказательство р а с п а ­
дается .на три пункта а ) , б ) , в ) , которые легко проверяются* 

а ) Объединению множеств в Ус[ с о о т в е т с т в у е т п р о и з ­
ведение ('•* пересечение) идеалов в КГ . 

б ) Идеал <г О С г ^ з е р б а л е н тогда и только т о г д а , 
когда (г - вербальная подгруппа в Г. 

в ) Только у вербальных идеалов И-со $^ ^ ^ является 
вербальной подгруппой в . 



Представление идеала ЪС*= $((*) в виде произведения 
Ы-ы^ . , со будем называть несократимым, если для 

Соответственно этому представление множества ^ ° Т & в 
гиде объединения групп Щ & ^ ^ гК •• / * будем н а ­
зывать несократимым, когда Нс Ф ^ для ^1)• 
Легко видеть , что произведение II &д несократимо 
тогда и только т о г д а , когда ^ ц * несократимо. 

Д в у м а . Пусть Ц*:ФЩ ^ ^ > 

где ф <г{>.. 0гь 

Тогда 1с ( с о ^ ^ ы Я ; 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу мнверсности 
соответствия между И и &ц , получаем $и ^^сод-ш Далее , 

ЫЩ^%^'^Ь^Щ Проекция ^ н а ^ ^ -
объединение проекций • Т а к как Ъ^ь' - Цикли­
ч е с к а я подгруппа * 2 д и ' ^ й * ^ 1 ^ т о ° Д н а и з $Й*А > 
скажем 9 содержит . По следствию I из п р е д ­
ложения 3 отсюда следует , что ^<у<у. ^ и лемма 
д о к а з а н а / . 1 

Т е о р е м а I . Система образующих со $; & 
Еербальная подгруппа в Г является минимальной неприводи­
мой системой образующих в Е>(Г] 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Указанная в условии 
теорема I . система идеалов , по следствию 2 предложения 3 
будет системой образующих. Двумя другими свойствами э т а 
О^в^окж обладает если-будет показано , ч т о идеалы <^^г -
неразложимы' в - произведение в полугруппе 5(Г) • Последнее 
утверждение сводится к доказательству единственности н е с о ­
кратимого представления идеала IIе $(Г]. 

Допустим, что Ё1*&#4 • I , со ооСг,'- • • ы^ре 
д^а несократимых представления идеала и^ЗСГ]. Если 
не встречается с л е в а , то для некоторого с ^ лг 
СО (Р. ^ со (г/ л как следует из леммы. В силу н е с о к р а ­
тимости правого произведения & щ± не может быть одшш 



и , такиь образом, получена первая часть преклонении 4. 

П р е д л о ж е н и е 4 . 
1) Среди вербальных идеалов только радикальные имеют 

примарное разложение, являющееся п е р е с е л е н и е м максималь­
ных идеалов причем множество ^ векторов ( ^ ) -
вполне.характеристично в подходящем порядке . 

2 ) Всякий вербальный идеал С1сВ(Г) имеет примарное 
разложение (I* П$0} 

(Щ * \ 
причем множество ^ - вполне характеристично в п о д х о ­
дящем Ж - модуле а примарные компоненты <Й П) 
однозначно определены. 

из си Щ Ь Х ^ • Поэтому, опять используя лемму, 
приходим к противоречию с несократимостью произведения 
со &1' ... (ре * Значит в * /с , после перекуме-
рации, со $ г - со*§-^ щ что и т р е б о в а л о с ь . 

Вернемся к описанию радикальных вербальных идеалов в 
КГу Г=Ж(хь-М п У м ь И - такой идеал, Н={х?]*~х{х?]% 

р + гь та вербальная подгруппа в Г , для которой 
ф // <=. 1^ . Вводя обозначения Я^'*я$*# , &*$^^9*Ё , 

запишем группу Р/& как Ё*/*/*- - •} . Эпиморфизм 
0* Г/н)=К Гън \ индуцированный отображением 
щ $. * I отображает СС на Еепбальный идеал 
й . а^5(г/^)\ ( с м . А . 2 ) . 

По теореме I , 1С =ПМп'} д г д е - вполне 

^ % 
характеристическое множество в 1 ^ , * 

Полный образом М№ будет ыансииальныЯ идеал 

МО)=Схг^/...л^-^. Идеал ПМС])^КГ о т о б р а к а е т -

с я , как легко видеть , на 1С . Поэтому = / ' 



Д о к а з а т е л ь с т в о а Предположи 11^5(1 у 

и ^ - - э т о примарное Р&&МЩШШЩ* Согласно предпо -
Щ[е.5(Г) . Пусть гь (р {- -у , 7 с / и | 

такие, как описано в пункте I ) зтог* предположения. Так как 
* * ° п Р ° с т ы е идеала - максимальны, а 

о г с:-:-да* следует г ? 1 , что в с е Жд, , <ле А однозначно 
определяются идеалом Н * О т н е с е м ^ ^ индексом вектор С^] , 

в том случае , когда ^ 3 ] * П Р И т а к ° й п е ­
ренумерации # = $ Шп) 

что н требовалось. 

У1. Строение вербальных идеалов в С(Г) л 

Ы* 0 &(]) ~ его примарное представление, 

цщ :т а 

№Ы*)1Щ$2 " соответствующий максимальный идеал. Возьмем 
эндоморфизм п : Г — Г . Тогда с ^ г Ъ ' в том 
и только том случае , когда 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. Из 

причем первый ^ в ы ч и с л я е т с я в К Г ^ . Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть 
М г / а ^0} • Эндоморфизм ^ определяется образами 

БИТ 

и поэтому ; ^ ^ ^ ] ^ / Л ' • е ^ 2 . . . <*Г . 

Положим С=&\МС^ \ С = %.\МЦ) _ нультиплитивно 
замкнутые системы к идеалам У^Л/ и ^П)} • (1~ КГ . 
Тогда^ао известной теореме [7] _ « 



и аналогично с ^ ' у / ™ 

Выберем некоторое ^ » о * (А . Тогда найдется 
такое С0 С ( что са^^ЬС . Перехода, к образам с . 
учетом вербальности И , получим с?а?& С/<^ с&С^У' • 

Доказательство будет з а к о ш е н о , если покажем, ч т о 
С * с » можно считать целой функцией от Х^/Д^ , 

, а так как С^ф-И^) , то 

и ^ / " о ) ! о • Тогда С * " ^ 4А) (т>**? у 

Нетрудно проверить , что < . У / ' ' . . •• • * ° * 

ч т о доказывает включение Г , а о ним и лемму. 
Начиная о э т о г о места , положим ЛЙ^О. К "О . Пусть 

некоторый максимальный идеал в ^ (&г^Щ#г целая 
функция от иС л . •. Х({ . Представление <р в виде суииы 

одночленов (х, - аС^ <•> ( ХоС -А^} V; 

$-к » О б у д е » называть равлокением й по степенны и д е ­
ала М. 1 

Л е и и а 3 . ( о выделении о д н о ч л е н о в ) . Пусть 

"1С е 5( Г)^ с^с^) ~т приыарный идеал, принадлежащий 

и, . Предположим, что ^ е ** ' 



- 50 щ 

Тогда ь с о одночлены (Хг -$-*1)С'--(х</ ''лежат в %цу „ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу примарности Шт 

найдется такое Щ. ; что (х., - т &<]) 

Все одночлегя в щ , ттщъ по О 9 степень с , с о -
берзм з едко слагаемое ^ , 

$1 * ^ - ^ ? *Ч> * * ^ 

и получаем 1-се сравнение: 

По юрбальиоыу идеалу # найдем число , определенное 
в предложении 4. С этЙУ /г, построим сг эндоморфизм у*- \ 

к <^о"~/, определяя так отображение: 

Легко проверить, чтб- и поэтому по лемме 2 

« З У / ; С ^ .) . 
В работе Г 3,| указан метод идеи к о т о р о г о применим в 

нааеЗ ситуации. Найдем образы (х, - /*г><Г-/по то^.Я. 
при отображениях ? с с>ч?-.к: 5=-5"-* . " 

о;*, - * а (т * а - ^ " , 

г д е Ог((х1 - ^ '^« ' / обозначают суммы слагаемых, степени 
которых относительно л : , больше ^ , но меньше 

Применим формулы ( I ) для отыскания образа д? 

У Щ% с7. по и а 



ДЛЯ , 2?^(Х?*"-Р<УЗси*> 

+ ^ 4 ' , V, к (х, - ( х * > » / =5*, * 

Отцепляя от множителя ГХ, - У 7^'^ ^ - у в степень ( ^ - ^ 
( т . к , „V ^ с ) , получаем 

г д е положено \ = *К - I ^ ^> ЛГ^СГ-^ 

Складывая 9 * ? Л С для в с е х &#1>&&т* - получаем 

Правая чаотъ э т о г о сравнения станет * -ым членом е и с т е м ы й ) ; 

( 2 ) 

Л е м м а 3 . Система сравнений ( 2 ) имеет решени­
ями сравнения у с е о ГсЗс/о) 

Д о к а э а т е л ь о т в о . Покажем, ч т о для в с е х 

Применим индукция по Л и с При ^\=г<г-/ и п р о и з в о л ь ­
ном утверждение тривиально. Умножая 1-ое сравнение 
системы ( 2 ) на Г а г , - / ^ ^ ' , очевидно, получаем 

Отиетиы тривиальные случаи: 



Допустим, что для Л=&-*2 и в с е х С включение ( 3 ) д о к а ­
з а н о . УЫЕОКШГ 1-ые ъ сравнений * ютемы ( 2 ) на 

(щ - 3 ) . Получим систему 

г д е О*, } /^к*>^- , обозначают невыписанные члены, 
которые, как нетрудно проверить , лежат в <&у) по 
индуктивному предположению. Определителе системы, о с т а ю ­
щейся после отбрасывания в с е х Щ , является определителей 
Вандермонда и, в силу характеристики К-.сэ обратим.в К Г . 
Следовательно, укороченная система ( т . е . б е з 06 ) р а з р е ­
шила относительно (Щ^^О^гт^ %о^1^^ 1 а для 
по индуктивному предположению | ^ ^ 
Етим индуктивный шаг завершен. При Л = о получаем, 

Лемма У доказана. 
Возвращаясь.к лемме 3, в к а ч е с т в е ^ возьмем * , 

• -^"-/| « Применяя к ним описанный п р о ц е с с , после 
конечного число щагов подучим все одночлены, входившие 
в $ с ненулевыми коэффициентами* Это завершает лемму. 

Строение примарных компонент вербального идеала о п и ­
сывается в следующей 

Л е м м е 4 . Каждая примерная компонента <$д) 
вербального идеала Ы - степень $^3 % т . е . найдется т а ­
ксе Щ) , что &сс1) * М(,/$) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сг* - такое н а ­
туральное число , что . Построим э н д о м о р ­
физм Р : хг^л,х2°.. ; ^ ^ ^ , I > / . Эндо-
^орфизм ф отображает ^ % 3 ^ > и п ° э т о н у , ввиду леммы 2 , 



(Ц . - 0 } : 

. . . , х к ) - • • ^ / - ' / / 7 , 

Раэлояии У по степеням идеала Му) и выпишем только 
часть лежащую в 

Для вычисления <=^к %^'/^ можно использовать о б ы ч ­
ные формулы анализа* Следовательно, 

Сделаем замечание, относящееся к сумме (&г+ + . в 
Которой > ••• ^ к * - однородные элементы некоторой 
градуированной алгебры. 

Допустим, что л / , -• • имеют степени^равные I , 
а 0.*. / + 9у%*ъ,* степени €г*:~&~4± большие I . Тогда 
утверждается, что (а.,-*-^)^ можно разделить на две суммы, 
между которыми нет подобных. 

Действительно, понятно, ч т о / ^ / - * - - ; * ^ : « ^2**(0Чг' < 
Отнесем к первой сумме все члены сССОа*'...- они икект 
степень ^ , а ко второй - остальные. Тогда каждый член 
второй суммы имеет вид: ^ ^ а / / . . . &4+^^**п'*, г д е к е к о -

Ы+Р
фс> % щ Степень такого члена равна, 

откуда замечание непосредственно вытекает . . 
Возвращаясь к лемме, положим -8"7 с= ^ , * 

л . / ^ о - не выписанные члзпы разложения . 
Согласно замечанию» член действительно 
встречается в после приведения подобных. Коэффициент^ 
является произведением степеней с\,к и биномиальных к о э ф ­
фициентов. Поэтому оФФр и из леммы 3 с л е д у е т : 



пени & и н$т таких элементов низшей степени { т . к . их 
нет в МГ) ) . В силу леммы 3 найде *ся одночлен 

лежащий щМ<П • Построим эндоморфизм: 

Нетрудно проверить , что М у)<=-М(^') и поэтому ( Л 2 ) 
^ | л с 5 к ( Г Л • Зто позволяет утверждать, что 

Разложим с1 функций /е - - 2 " е "Я" / * - 'л &~ К 2^ • 

по степеням идеала Л / ^ ) , выписывая только ч а с т ь , лежа­
щую в М . 

причем 4>т%$$\ как легко видеть , ненулевые числа, а в 
Ое объединены рее члены степени выше I . Обозначая для 

удобства Хъ*$** через Це » находим: 

где через обозначены гее члены степени выше с& я 

Ввиду замечания и алгебраической независимости ЪСХ , & е , 
слагаемое ^ е ^ е * не сократится Поэтому п р о и з в е д е ­
ние (Т^е* содержит; единственный ч л е н Щ 9 - Ж ^ < / ^ й Г ^ ^ ^ <5 
с{,фО , который, ввиду леммы 3, лежит ь 5 ^ 0 7 » Тогда 

из первой части леммы вытекает : М(])^Му.у , и э т о з а ­
вершает доказательство леммы. * / 

Теперь имеется возмогность установить критерий в е р -
бальности . 

Будем рассматривать различные", числа и с е м е й с т в о " ^ ^ -
свободных А -мерных 2 п - модулей. 

Пусть & - наибольшее натуральное число т а к о е , ЧТОСЗ̂ С 
^ г / / . Тогда в <^д) е сть целый элемент с т е ­



Т е о - р е и а 2 . Выберем некоторый и п у с т ь ^ 
е г о подмножество, И> - идеал в КГ равный Г? • 

^ - вербальный идеал тогда и только т о г д й , когда в ы ­
полняется условие : 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. Пред­
положим, что Ц- ПМп%5(Р1 Тогда по предложению 2 

а отсюда в силу теоремЫ I заключаем, что ^ - вполне х а -
рактристическое множество в \/гъ(сС , чем первая ч а с т ь 
критерия доказана. 

Пусть ^ - эндоморфизм группы Г •• «йС- - Хы). 

соответствующая/^ матрица. Положим С^)Г=(/]Ау {{) 

Матрицу А о -^ожно предполагать некулевой, т . к . в п р о т и в ­
ном случае любой ее столбец можно заменить числами к р а т ­
ными Ы без нарушения равенства ( 1 ) . Пусть первый с т о л ­
бец Ац ненулевой. Обозначим до конца теоремы ^ т у ' - ^ 7 ' , 

&С/;^ ё • Тогда ввиду т о г о ^ ч т о М^у<=-М^л) и в е р ­
бальности И получаем: СМсп) ^М<;4 • Следователь-

Разложим / - Э у ^ - З ^ ' ) в ряд по степеням у 

Обычным образом устанавливаем, что л * : = ^ / ^ 
По предположению некоторое аС^ ФО . Тогда в разложении 

по степеням М(]) слагаемое д е й с т в и ­
тельно в с т р е т и т с я . % силу леммы 3 (Хт -

Поэтому ё *Щ ё , что и т р е б о в а л о с ь . 
Достаточность . Пусть выполнены условия С?,у,А^ 

те же, что и в ы ш е . ^ г , , . . . , . ^ - целый элемент, лежащий в С/\ 



Пусть Щр один из максимальных идеалов , принадлежащих Н 
Ап • Разложим ф по степеням максимального 

идеала М[пу • Обозначая через ^ однородную форму 
степени 4 , получаем: 

Пользуясь первой частью критерия, заключаей, что 
так же принадлежит идеалу И . Вторая часть критерия при­
водит к неравенству -к^Ъ' ^ ё \ При отображении П каж­
дой ^ ± переходит в элемент, принадлежащий^/^-;* , что 
вместе с неравенством д а е т : -}± * 
Следовательно, М п; и ? т . к . последнее выполняется для 
в с е х • то ЗМ&и ь 

Следовательно, Ц1 с С! . Теорема доказана . 

Л е м м а 5 . Если (1^5(Г)% т о ш(#'Щ}*$(г) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала вычислим 

ЪШ Ш и " . Очевидно, что 6 ^.П > 
причем Мт означает % , Идеадг^/г? можно представить 
в виде : Щ 

Второй множитель не лежит в Мц) , поэтому ^ 7] из 
равенства Щш&Нт^ с л е д у е т , что . 
Следовательно, 6 ̂ Ь^/^:М0 • Так как идеал 
имеет алгебраически независимую систему образующих, т о тЩ'Ш)^^* Значит, обратно , В ^ Щ ) ^ П ^ 1 

и равенство *э . Д и М б ] - доказано , 

Положим $Ц}&^{Щ}& Л5 . Проверим ь ы -
полнение критерия (теорема 2 ) для 3* • Действительно, 
для всякого в силу критерия, примененного к ^ 

- Щу^ь & Щ)Ф 2. • « если ^ ^ € ^ ( , а следовательно , 

Ш € ^ | . Вычитая ИЗ неравенств единицу, убежда­
емся в справедливо "?и в т о р о г о условия. Тем самым вклю­
чение Ь й 5 С Г ) - доказано. 



П р е д л о ж е н и е 5 . Радикальный вербальный 
идеал неразложим в произведение в полугруппе 5(Г) . 

Д о к а з а т е л ь с т в а . Допустим противное . 
Тогда И-0>С , где И,в,С €, Ь(0 щ а следовательно , 
лежат в Ар , где фундаментальный идеал в 
КГ ( т . е . идеал такиху<=А7] 2^-^ООПо лемме 
найдутся такие Ь в Ь . что в ^ д ^ ' ;С=Л С г , С / = 4 / 7 ' , 
причем С ' , В' . И'ф. Д ; Тогда йЦ'сй6'*'* ? о т к у д а вытека ­
ет Л с А 5 + ^ . Так как 5 + 4 а , т о . э т о следствие п р о ­
тиворечит теореме Крулля о перессЧйнн". Продлс.: ::,.::с до­
казано . 

Т е о р е м а 3. 
1) Каждый вербальный идеал является п р о и з в е д е ­

нием конечного числа радикальных идеалов . 
2) Система радикальных вербальных идеалов , -

минимальная, неприводимая система образующих полугвуппы 
5СГ). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
1) Положим 11г*и: Чй "И определим 

Тогда по известной теореме С ? 3 ^с^^с-/ И з силу 
леммы 5 . Щ * * ^. . ^ ~ % 

Возрастающая цепочка 1/^ С 6 / г
с с- с в силу 

нетеровости & должна стабилизироваться . Найдется Ь 
такое г что I/* - . Для такого к , очевидно $ с п р а в е д ­
ливо:^ Ш # 

2 ) Из I ) и предложения 5 с л е д у е т , что система ради- , 
кальных вербальных идеалов е с т ь в точности 
Это соображение доказывает . 2 ) . 

Суммируем полученный результатV В силу теоремы 3 
каждому идеалу из 5(г) с о о т в е т с т в у е т убывающая п о с л е д о в а ­
тельность вполне характеристических множеств , 

которую б у д е * наэы&ат* корздхем вербального и д е ­
ала' С/ . 



Пусть, обратно , взята такая п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь . Со-
Поставил ей : г;;,эал И разный: 

С л е д с т в и е . Уеяду - {г) и множеством в с е х 
кортзяей ъ\гп,о! существует взаимнооднозначное с о о т в е т с т ­
вие* построенное в теоремеГз] и формуле ( ' ) . 

Доказательство очевидно• 

У Н . Вербальные идеалы счетной свободной 
абелейой группы над полем, харК^О 

Напомним 12.2 , что вербальные идеалы "группы Г я в ­
ляется образами специальных идеалов гр лпое 'Г алгебры 
свободно;" групп -:! счетного ранта Р0 . Если ограничиться 
классом абелевых гфувп, то роль Ра будет выполнять с в о ­
бодная абелева группа счетчого ранга 

Пусть Г>Ж(Щ •'.> Ы>)> Я * Щ**у> V Х а / 1 
Кольцо КП является прямым спектром подколец К Г ^ ^ ? . . 
Пересечение щ идеала Г с К Г с подкольцом КГс/ 
назовем Ы-ои проекцией идеала Г . Каадый и д е а л ! ^КГ, 
определяется последовательностью {I 0'} с/-/,2 - • своих 
проекций, / з 0 ^ причем идеалы 1с1 связаны с о ­
отношением 1± О КГс!^ 

О п р е д е л е н и е , Про последовательность идеа 
лев 1<1 , взятых каждый в подкольце КРо!' будем г о в о ­
р и т ь , что она связанная, если *} ^ С / - / 
для в с е х о[~2,ъ... л Нетрудно проверить , что между и д е а -
лама з К Г ;$ связанными последовательностями существует 
взаимно-однозначное с о о т в е т с т в и е , задаваемое т а к : 



Пусть <Е. - эпиморфизм Г на , задаваемый т а к : 

Следующая лемма позволяет легко вычислить проекции с п е ц и ­
альных идеалов в К Г . 

Л е м м а 6. Пусть ЩР) , <5_ - эпиморфизм, 
построенный выше. Тогда Ц$ - С/П К Гс/ - 2/ ^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вследствие специаль­
ности Ц лИс[ ?и*- . Обратно, если ^ ^ Л / , т о ^ У ^ ^ * , 
откуда следует лемма. ~ . * 

С л е д с т в и е . Отображение 1С -*-1/Е/-иЛК ГЕ( 

является эпиморфизмом полугруппы $СР] на &СП>1) л 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Прекде в с е г о отмечаем, 
ч т о Щ А . 4 ) . Для II , 

(и&)()к^,т)ь = и1В^СипкГы)С(ЬПКГА) 

Следовательно, наше отображение - гомоморфизм в 
Оно будет " н а " , из общих соображений теории развитой вС%1. 
Действительно, фундаментальное свойство вербальных идеалов 
- равенство их значений при эпиморфизмах с одинаковым обт 
разом. Так как каждый идеал $СПС/) е с т ь образ некото-

рого_ при некоторы эпиморфизме 
то ~и1=и$ , что и т р е б о в а л о с ь . 

.Связанную последовательность , состоящую из 

специальных (ё К Г4) идеалов будем называть специаль­
ной . 

Л е м м а 7 . Специальным идеалам в только 

им 5 соответствуют специальные связанные последовательности . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательство требует 

лишь д о с т а т о ч н о с т ь . Предположим, что 
специальная связанная последовательность . Положим 

/? # эндоморфизм Г . Каждый У * и лежит также в некото­
ром Ос! # Найдется столь большой номер Ы * *ъ % что 

^ ^. К • Построим отображение ^ , которое на 

Хп.',Хс( действует как пн а ^ / / / А . . у ^ отображает в I. 



8щйЫ$Т$ш$М О Щ0ЙХ№ШЛ шЩт к т . к . - специальный 
идеал Ш$$Цщл то Хп - ^ ^ Ц^ л Вследствие включе-
Ё5Ш # к * в ё С/ 1 что заканчивает д о к а з а т е л ь с т в о 
леммы. 

Основной результат опирается на 
л е и и $ з. щ т Ч&$Рюй^аШ^* 

Тогда И ; # ) ^ К Г # а ^ | 
Г о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим: С/^Ц: ]/и , 

А / е А- $Г • ?а:13б б::г:о установлено что 

пусть* ^1 - проектирование Гс( Г2(ч , - определенное т а к : 
^ . - ^ у - - ; ' у - / . т о гда по лемме 6 и = А 
М&кшмайШйЙ идеал Мп)~ Мс^,.-.,^) переводится ^ 
5 п р и ^ * о . лпбо_в К Г » - * при . 
Поэтому, отвечая йШШСЗДЭ ^ ^ \ ^ , с / и н д е к с о м в в е р х у , 
а его проекции вУк с^! - индексом СФП , получаем: 

Так как радикал вербального идеала определяет модуль 
"Щ. ^ , то в качестве "Т^*, сЛ у мокет быть выбран 

%% 4*1 - 1 а < г с г ^ а множество ^ необходимо совпадает 

Пол! у 01 т е п , что примарпые компоненты ~'<ул 
б^йознаадо определены идеалом А , заключаем, что.функции 
Щ) равны, идеалу I I ' , А определяются ( Л . 5 ) подмно-

кёотрамн |* *сШ \ , %€$*к с о о т в е т с т в е н н о , к о -
ые ег;/.:'ь:1зах;тсл фошулами. 



Далее, тривиально проверяется , что 

Из этих равенств , Ввиду второй из формул (/ ) , вытекает ! 

Э т о , однако , т о , что нам т р е б у е т с я , т . к . А= Г/^1 ф 

ч т о , очевидно^совпадает с Л . 

Л а и и а 9 ; Пусть Т 7 - подкольцо в /<, , 7 
идеал I ^ , \/Г - его радикал, \/гПТ - радикал I Л Т , 
вычисленный Б колце Т . Тогда VI Г) Т = \[ГЛТ -

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим! ч т о . 
Х±^П)Т . Тогда 5Т ( Х т ̂  Я ? Т 1 , с . .уда с л е ­
дует л . Следовательно, ^ Ю Т с V*? Л Т 
Аналогично устанавливается обратное включение. Теперь 
можно доказать основную 

Т е о р е м у 4 . 
1) Каждый вербальный идеал в КГ определяется 

своей первой проекцией, 
2) Полугруппа 5 / Г ) = 5 ( ^ ; - п р и отображен:'.::, 

индуцированном проектированием Г на 
3) Всякий вербальный идеал в К Г порождается 

(как вербальный) своими элементами зависящими о т одной 
группсЕОй переменной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что 

связанная последовательность . Выберем проекции С1с[ 
и пусть ^ Ь ^ * : > . . о ? ^ - кортеж, построенный в 
теореме 

Докажем индрций по к , что кортеж длд2/</.< с о с т о и т 
^ 1 I и » а , . . * : * т . е . равен: • из проекций 



При К - О первая часть лемма 8 показывает, что ^4-1 
с о о т в е т с т в у е т . Допуст \% что для вербальных 
идеалов с длиной кортека к < /г - I предположение и н ­
дукции выполнено. Пусть Щ с о о т в е т с т в у е т кортеж 

^ ^ " ^ м Д Л И й ы а • положим а ^ Ш : 

Согласно теоремеГз] ™4 с о о т в е т с т в у е т кортеж 

^ Т ^ ^ " 1 Д л и н ы , 1 ~ ^ • Аналогично, кортеж для 
состоит из вполне характеристического множества, о т в е ч а ю ­
щего \/11^Г7 * и кортежа для 1 ^ - / - : » По лемме 8 
и индуктивному предположению,кортеж для Ц{Л~\ е с т ь 

3< Э ' * 0 ^ ) л - ( * с п 0 1 5 0 1 1 *** 0 леммы 9 получаем, что 
\Щ 7̂ - проекция ^Ц1с1 , а следовательно , наступает 
случай К-<Э , Значит кортежу/6/4-/ е с т ь *) С < *~° , что 
виесте с предыдущим Заканчивает индуктивный шаг. Проек­
тируя теперь последовательно 114-\ & К П * - г , . . ; ^ 4 / - е 
^ К / ^ _ м ^ г , ^ П Р И Д е м к идеалу и^С-ЩПКР^) 
Соответствующий ему кортеж будет с о с т о я т ь из проекций 
множеств ^ , " * 

Согласно следствию I из предложения 3^ множества 
однозначно определяются своиьш проекциями на %п- . С 
другой стороны ^кортеж ^ •? %\* полностью о п р е ­
деляет идеал Ос( . Следовательно, выбор Ц1 определяет 
всю связанную последовательность { ^4} , а вместе с не» 
идеал и , что и т р е б о в а л о с ь . 

2) Обозначим, как в лемме 6, е - эпиморфизм Р 
на Р4 , определяемый т а к : 

Рассуждение, использованное в лемме б , показывает , что 
отображение Ы -*> и = # / ?Кф.С/ , - эпиморфизм 5СР) 
на 5((1) . Используя пункт I ) этой теоремы, убеждаемся, 



ч т о <*- - изоморфизм $(П) и 5 СП? ; 

3 ) Легко видеть , что Ь(Т) замкнуто относительно 
образования пересечений. . Поэтому можно говорить о наимень­
шем специальном идеале, , порожденном данным множеством 
из К Г 7 . 

Предположим, что 1С - вербальный идеал в ^ Г и С/? 

его 1-ая проекция. Обозначим через С/*5 - наименьший в е р ­
бальный идеал, порожденный множеством С/^ . Ввиду в е р ­
бальности Ц , и^аи\ Из э т о г о включения, вытекает ,что 

Так как обратное включение тривиально выполняется, то 

11*0 КР1~Ц1 . Поэтому И*=Ц у что доказывает 3 ) . 
Это завершает доказательство теоремы. 

У Ш . Строгие многообразия полных 
абелевых групп 

Структура полугруппы полной абелевой г р у п п ы / 7 

может быть полностью описана. Это достигается благодаря 
имеющемуся описанию вербальных идеалов свободных абелевых 
групп р^нга °С и тому факту, что такие группы образуют 
локальную систему в полных абелевых группах б е з кручения. 
В действительности , э т о единственный случай, который н е ­
обходимо рассмотреть , т . к . каждая полная группа е с т ь э п и -
морфный образ полной без кручения. 

Группу рациональных чисел будем обозначать через 
$ (х? , записывая её элементы мультипликативно, т . е . в виде 
Хт[Г1 , где т/п - обыкновенная дробь Ст.^&Ж)^ в с л у ч а е , 
если будет рассматриваться некоторое семейство групп р а ­
циональных чисел , т о элементы ~г будут индексироваться . 
Подгруппа группы , порожденная* элементом Х^1 будет 
обозначаться ЖС*-™^) . Если Г - некоторая группа , 
то через Лп обозначим фундаментальный идеал в КГ 
т . е . множество элементов : 



Напомним, что если . т о 

- полному КОЛЬНУ * ш п нал полем р . 
Пусть /У - подгруппа 3 Р*р/Х& - - * 2 Т о г д а 
нетрудно проверить ( инъективность _/ 7 ) , что каждый э н д о ­
морфизм О: Н —Г Н л ПОДНИ!:? ^тсл до эндоморфизма 
п : Г Р . Поэтому с помощью А.З убеждаемся, что из 
йеб(Г) следует ЦПКН *<3(Ч? . 

Обозначим через (ы локальную систему подгрупп 
группы /V , состоящую из групп вида: 

Л е м м а 10 . Если оф&е&(г) \ Т0 

для всякой Н ^ Л в 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть о ф Г ] . 
Очевидно, что найдется подгруппа Н* И такая , что А * 
- VУ] К И Ф О . Тогда , как отмечалось в ш е » Де^С^О 
Поэтому согласно следствию из Пр. I найдутся & 
такие , что ( х с П 7 с ~ 0*е/\, 1~ . Построим э н д о м о р ­
физм Ц : хс г1*$ • ^ , и г д е ^ -
некоторые рациональные числа . Специальность идеала ^ 
позволяет утверждать, что 

Поэтому я с н о , что $ КН Ф О д л я 5 зякого Ти 
Разделам теперь доказательство на два случая : 

а) \\ = р Ф О 
агор. К ~ О 

Б случае а ) , очевидно, найдется такое ^ , что уже 
-{ ̂  О ,'С'* 6 < ^ . Вследствие специальности 

отсюда вытекает , что для всяких 3 . 7 > - • - г%^СЩ^^€Ш 



Посколько такие элементы порождают Л г , получаем: 
Д г с . и , а обратное включение всегда тривиально выпол­
н яется . Поэтому и= &р щ м тем самым показано , что над 
полем х а р . г{= рфО 5(Г) с о стоит только из нулевого 
идеала и Др. В) хар-

б ) Воспользуемся опять формулой ( ' " )• Обозначим 

у, - V " " . • , . Тогда / | / ? К / Г ^ } з ^ / - ^ . 
и следовательно , равно Л 5 ^ . Группа л является с в о ­
бодной абелевой группой ранга ^ с образующими уи• •• * 
Специальные идеалы такой группы при х а р . К-О % 

согласно теоремам пункта У Н , определяются своими П е р е с е - , 
чениями с прямыми слагаемыми ранга I , например, с К%(у9). 

В нашем случае это пересечение - А ж. > , а е д и н с т в е н - . 
,ным идеалом в 5(Н) сокращающимся до ^ будет 
Поэтому 4Ч йи % ч т о и т р е б о в а л о с ь . *Р 

Л е м м а I I . Если для некоторой и II е 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно , что Ар п о ­
рождается элементами с/ 

всевозможные наборы рациональных ч и с е л . 
Предположим, что для / / - / ^ ^ - ^ ^ ^ и ^ ^ ^ / 

выполнены условия леммы. Тогда для всякого ^абора н а ­
туральных чисел /у'$с{ э таких, что ^* д ^ # 

Пользуясь автоморфизмами сГ6- — ^ -гс- ^ , / < '̂ ^сС , 
получаем 

что доказывает леииу. 
Т е о р е м а 5 . Пусть Г~ 5> Сх,] * * р (*</) 

ос ар. Н=0 
Тогда 5 СП) 

состоит из степеней фундаментального и д е а ­
ла , которые все различны. 



Д о к а з а т е. л ь с т в о . Начнем с последнего 
утверждения теоремы. Легко проверяется следующий факт: 
для группы Р/Х) все степени Фундаментального идеала 
йЗ(<} - различны. Отсюда уже с л е д - е т , что в с е степени 
А П ~ различны, т . к . О/х) - эпш орфный образ Г , а 
при зтом я с н о , что & п переходит в /3 щ$хХ 9 

Отметим две формулы: 

1/г и [ипкн] ' Я&%П№эЩ 

Первая формула верна по определению локальной системы, а 
вторая - очевидна. 

Предположим теперь , что Ц €.&[Г) и ^ - наи­
меньшее натуральное число т а к о е , что Ы-^й р ( с м . Л . ) , 
но 'Ц Ф (л^р1 ш Если ЫФ А™ , т о , в силу п р и в е ­
денных выше формул, найдется С т а к о е , что 

Тогда по лемме отсюда вытекает , что Ы э Аг & 4> г 
Полученное включение, однако, противоречит минимальности 

АГ> . Значит т 1 что завершает доказательство 
теоремы. . 

О б щ и й с л у ч а й . В общем случае п у с т ь А -
некоторое множество и Г- П (рС*л") - полная абелева 
группа без кручения. Обозначим конечное подмножество ' 

и пусть к 

о 
- локальная система подгрупп группы Г , ИустъЦ^(Р) . 
Легко видеть , что все члены локальной системы <С у д о в ­
летворяют условиям А.З и поэтому иЛКГ(л) е © СПъ)? 
Теперь предыдущие рассмотрения э т о г о пункта показывают, 
что ИПК Гсл) *й*л) ] причем, если К*рФо \ 

т о $с}) 5 5 ' для всех ( л ) . Отсюда очевидно с л е д у е т , что 
в случае к*р Н-Лр для всякого ие&(Г) . 



Над полей характеристики О не обязана быть 
единицей, но всегда будет константой, как функция Й ) > 
Действительно, если вопреки нашему утверждению для двух 
наборов ф (Х)г окажется, что 5,- Ф4%2 5^ 
т о объединим эти наборы в третий набор и в о з ь ­
мем соответствующее ему значение 5з . Тогда 

Отсюда по теореме 5 следует , что $1 = , Аналогично 
доказывается равенство $2. - Ь 3 . Значит 5>Сл) 5> при • 
в с е х (Л) , и легко видеть , что при этом 5 С/= Д5

Г 

Таким образом для групп без кручения получена 
Т е о р е м а 6. Пусть Д - полная абелеьа г р у п ­

па . Тогда 3(А) состоит лишь из степеней фундаментального 
идеала. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А - полная 
абелева группа. Тогда А - эпиыорфный образ полной а б е ­
левой группы А % без кручения. При этом ( с м . С2]) э п и ­
морфизм групп индуцирует эпиморфизм полугрупп на 

Так как при эпиморфизмах фундаментальный идеал 
переходит в фундаментальный, то утверждение теоремы т е ­
перь очевидно. 

Последняя теорема может быть несколько усилена. А 
именно, заметим, что среди абелевых групп кроме полных 
вербально простыми являются еще лишь абелевы группы п р о ­
стой экспоненты. Для таких групп как доказано в СЪЗ п о ­
лугруппа вербальных идеалов с о с т о и т только из степеней А . 
Следовательно установлена 

Т е о р е м а б ' . Пусть А - вербально простая 
абелева группа. Тогда полугруппа ее вербальных идеалов 
с о с т о и т из степеней фундаментального идеала. 

Я выражаю глубокую благодарность проф. Б.И. Плоткину, 
под руководством которого написана настоящая р а б о т а . 
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ВЕРБАЛЬНЫЕ ИДЕАЛЫ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП ЭКСПОНЕНТЫ р 

Л.Е-Крон, А•С,Гринберг 

I . В работах [1,2] Б.И.Плоткинкы рассматриваются п о ­
нятия многообразия линейных пар и с т р о г о г о многообразия 
представлений фиксированной группы Г. Обнаружилось в з а и - ' 
ыооднозначное соотвествие между многообразиями пар и н е ­
которыми ( т . н . специальными) идеалами в (групповой 
алгебре свободной группы счетного ранга над полем К ) , а 
также соответствие между строгими многообразиями п р е д с т а в ­
лений группы Г и некоторыми ( т . н . вербальными) идеалами 
групповой алгебры КГ. При этом возникающие полугруппы 
многообразий .изоморфны полугруппами соответствующих и д е а ­
л о в . 

Для произвольной неединичной группы Г существуют три 
тривиальных вербальных идеала в КГ: нулевой, вся алгебра 
и фундаментальный идеал л . Пусть Г - абелева группа э к ­
споненты р . Мы опишем все вербальные идеалы Е КГ в двух 
случаях: 

1 ) К - поле характеристики ^ ( ^ ^ / ° • 

2) К - поле характеристики р . 

В первом случае нетривиальных вербальных идеалов н е т . Во 
втором они исчерпываются степенями фундаментального и д е а ­
ла Л . Случай I ) описан Л.Е.Кролом, случай 2 ) - А . С . Г р и н ­
бергом , 

I I . Обозначения и замечания. 

Т(хс] - циклическая группа попядл'а р с образующим х~; . 

Г а = Т^(хг..., Ьсь) = .ПГ(Хс) - элементарная р - группа . К - п о ­
л е , ^ * * к - характеристика поля К. й. = К Г ^ ^ групповая 
алгебра группы Г^ над К, т . е . алгебра формальных сумм 



. А е К . К б С * ^ - «ДОМ Б * 1 в с е элементы к о - ш 

т о ^ г о 2 ^ таковы, что ̂ е у " = Р • 5 р е с т -
пространство" максимальных идеалов из & . - поле вы­
четов по модулю р . 

Идеал т / из /2 назовем вере явным, если он инвариан­
тен относительно всех эндоморфизмов группы Гк . Так как 
/ п

а является свободной группой ранга (% в многообразии в с е х 
абелевых групп экспоненты р , то каждое отображение в Ггъ 
образующих зг с продолжается до эндоморфизма группы . 
Легко в ; :деть, что для рассматриваемой группы &-Г&ь;^Хъ) 
такое .определение вербальности не отличается от данного в 
["1,23. Отметим, что все вербальные идеалы из ^ лежат в Д . 

I I I . Т е о р е м а . Пусть Г - абелева группа э к с п о ­
ненты р , ср- с/ю-гК^р . Тогда в КГ нет нетривиальных 
вербальных идеалов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала докажем т е о -
рему для конечно-порожденных и, следовательно , конечных 
подгрупп Ггъ- Г ( э с и . . э с го] группы Г. Достаточно р а с с м о т - « 
реть случай, когда К алгебраически замкнуто. Действитель­
н о , пусть И - алгебраическое замыкание поля К. Каждому 
идеалу х из КГ может быть сопоставлен идеал 
1ак как пересечение равно х , т о такое с о о т ­
ветствие взаимооднозначно. Легко видеть , что при этом с о ­
ответствии вербальные идеалы переходят в вербальные. 

Итак, пусть К - алгебраически замкнуто. .В этом с л у ­
ч а е , как хорошо известно ( с ? . ' . , например, [37), р а с п а ­
дается на Прямую сумму конечного числа полей, изоморфных 
!Г. Число т этих полей совпадает с размерностью & как 
векторного пространства над К, т . е . т^р^ 

Единицы этих полей, т . е . минимальные идемпотенты . 
кольца, определяются однозначно. 

Пусть КГСэц) - групповая алгебра группы Г[зц) , 
рассматриваемая как подкольцо з / ? . Ее идемпотенты о б о з н а ­
чим Ск\ • $$*Щ%^р-1 • Пусть ""^ - первообразный корень 
из единицы степени р . Нетрудно видеть , что е*{* могут быть 
записаны в виде 



где знак С у означает пропуск соответствующего с о м ­
ножителя. С другой стороны ( с м . , например [ 3 ] ) , хорошо и з ­
в е с т н о , что идемпотенты алгебры^/? исчерпываются в с е в о з ­
можными произведениями 6К[*). * » причем к>с 
независимо меняются от 0 до р - 1 . 

Элементы кольца & удобно рассматривать как функции 
н а $ Р Е С Т # Л р и этом , так как гС классически п о л у п р о с т о , 
две такие функции совпадают тогда и только т о г д а , когда 
элементы равны. 

Пусть К&п-^п-)- кольцо кногочленов от п, п е р е ­
менных над К. Тогда существует эпиморфизм \/-К/~*)',-.., 
отображающий х[ в Х^ . Ядрои V служит идеал Кет О = 
= (х,9рЧ1~^ х'/г~"*' • Хорошо и з в е с т н о , что максимальные 
идеалы в К 1 ^ ' ^ > Л ^ 7 имеют вид &г<**?Х^-Жу^Г^ 
где ск,,... ,с{„ е К . Максимальный идеал содержит Кег^ 
тогда и только т о г д а , когда многочлены 1 обращаются 
в нуль в точке (<^ч>-,скп.) , т . 6 . 4 . 

Следовательно, в се являются корнями из единицы и , 
значит, степенями элемента % . В силу взаимнооднозначного 
соответствия между максимальными идеалами в # и указанны­
ми максимальными идеалами в К ^ / . - . ^ л У Зреет % саоош 
о^К; • ^ Т И максимальные идеалы обозначим через ^ у 

М К л , или просто точками ^Кп~) . Значение 
элемента / из ^ в точке Л ^ . . ^5*^ е с т ь не ч т о иное , 
как вычет по модулю _ ~ или значение с о о т в е т ­
ствующей т функции на • С1) глУ 

Отметим, что каждый идемпотент & ~^К{ - €

К п „ леяит 
во в с е х максимальных-идеалах, кроме ^ки-^ , причем 
значение & т^^^к^к равно единице. Этим свойством 
минимальные идемпотенты определяются однозначно. Чтобы 
закончить доказательство теоремы, о с т а е т с я п о к а з а т ь , что 
для любых ДЕУХ и д е м п о т е н т о в с , ^ ? ^ . . . и Чг~ 
найдется эндоморфизм ^ алгебры ^ , -/ядуцируемый г р у п п о ­
вым эндоморфизмом, при котором <5 ?-=г<5^ 



Пусть О - некоторый эндоморфизм группы При 
этом зс* , ^ ' - х * г \ . ^ \ ь , 1 г г , , г 1 у ^ с е 
Ясно , что 1\ можно рассматривать как векторное простран­
ство над 2р , и в базе ссг 

ет матрицу 
гомоморфизм ф име-

/I 
Пусть <?, = е 

4 

некоторый минимальный идем-
понент в А . Найдем его образ при действии 8 . Из ( I ) 
имеем (2) 

6 * ^ [№'Ч^ЪФ^%:&**Ъ^ ( 2 ) 

Тег.еоь 

При э т о м , если ^ - автоморфизм, то ^ тоже минимальный 
идемпотент. Если О?/....,**? V ~ ° Д н а и з т о ч е к в Я/ксг*^ 
то значение идемпотекта <5,^ в этой точке равно 

Становится я с н о , что значение в точке ^ ^ ^ ) 
отлично от нуля, если ЩоС^ . * Зп. оСп^ ^ I А ^2 .Г, п 
На матричном языке получаем у с л о в и е : 

Пусть (^^ . - , удовлетворяет равенству ( 4 ) при 
Множе-подстановке в леву;о а сть . Тогда ёу *Щ 

ство векторов (3^..., 3^) образует ьекторное пространство 
над полем 2 Г р с ог щиями по модулю р . Идемпотент ^ 
по условию лежит в А * н поэтому вектор (~&,, • , ^л.,? 
отлгчен от нуля* 0 с ~ - з т с я использовать лемму. 

Л е м м а . Пусть К-поле, V - / I -мерное векторное 
пространство над К, и^ХГеУ ли,1ГФО* Тогда с у . э с т в у е т 
обратимая матрица А, такая, что ггД-^Ц . 



Доказательство очевидно. 
Тем самым для конечно-порожденных групп теорема д о ­

казана . Переходя к общему случаю абелевой группы Г э к с п о ­
ненты р , возьмем вербальный идеал ЯУ , о<^1< КГ. Пусть 
Ы& Лкг • Найдется конечная подгруппа в Г, такая , 
что Ые К Гы . Пусть и, ненулевой элемент в -Ц . Зыберем 
конечную подгруппу Ги ^ Г | д л я которой (1^КГи . Обра­
зуем Г = Г ^ * -^конечную подгруппу в Г, содержащую I V 
и . Идеал Щ$%]Г является , очевидно, вербальным в 
КГ и отличным от нуля. Поэтому он может быть только Д к р 
Следовательно, Ые^Л^КРсЦ . 

Теорема доказана. 

1У. Пусть теперь с^ыК^р ' т Г - абелева группа 
экспоненты р с п о р о ж д а ю щ и м и , с * , е 3 • , где У - м н о ­
жество индексов (быть может, б е с к о н е ч н о е ) . Опишем все 
вербальные идеалы в КГ. 

Заметим, что любой элемент ^ из Л представим в в и ­
де ^ 

Ограничение для следует из соотношения в КГ: 

(Г-0Р-^фо^ ГеГ ( б ) 
Нам потребуются следующие равенства в КГ: если Г щ 

{^ т ^ р-1 1 ТО 

Пусть ТГ=1г(л^.йаэлемент КГ, записанный в виде ( 5 ) . 
Быделим переменную Тогда V можно записать в виде 
суммы &Ъ • + • где сумма в с е х с л а г а е ­
мых в сумме ( 5 ) , у которых есть множитель (*«.%-Ог . 

Л е м м а I . Пусть V - вербальный идеал в К? , 
У(Х^ • п о переменной Тогда 



для (^){^еУ) й . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Не нарушая общности, 

можно считать , что гг= гг^х,,..., х*ъ) 9 т . е . оСс-с ш В п р о ­
ц е с с е доказательства оудем писать х 1 . По условию 
У% -С***)**?* ч где Построим серию э н д о ­
морфизмов группы Г ( а з н а ч и л и алгебры КГ) , д е й с т ­
вующих на образующие следующим образом: 

Найдем образ ^п> . В силу ( 7 ) у г 

1огда 

т Ьо *** ( 8 ) 

Последнее сравнение в ( 8 ) оправдано, так как идеал V 
вербален. 

Итак, мы получили набор ( 8 ) сравнений по модулю V" 
Отметим, что в силу выбора Щ> и соотношения ( 6 ) 

( 9 ) 

Рассмотрим теперь определитель, составленный из коэффици­
ентов при V* в сравнениях ( 8 ) при /, 2 , . у э - 1 

- Г 

з 
2 р -

1Р-1. . •(р-0Р''\ 

Отметим, что * (и ьсе его главные миноры) являются о п р е ­
делителями Вдндермонда. Отсюда 



Покажем сначала, что в 

{#*ХЩ[&:;!?$* * оСтос/у}] ( 1 0 ) 

Применим индукцию по Ё и ^ . При ~Ь = р и произвольном 
& утверждение ( 1 0 ) тривиально. 

Пусть для Ъ=р-х и Есех ^ ( 1 0 ) уже д о к а з а н о . - У м ­
ножим каждое из сравнение ( 8 ) на (х-1)р~с<*~^ . Получим 

систему %^р0 + 

. . - . . . Л . - - - - . -

где ввиду ( 9 ) ма уесте Ж% стоят линейные комбинации 
одночленов (относительно сх~0 ) вида: 

По предположению индукции все Ж, — О (то с/У) 
Значит имеют место сравнения: 

, лределитель этой системы, являющийся од^им из главных 
миноров определителя ^ , как доказано выше, не равен 
нулю. Тогда эта система разрешима и (*~0 р~^к*4)&^0&*</у) 

Итак, ( 1 0 ) полностью доказано . Поэтому с и ­
стема сравнений ( 8 ) переходит в систему: 

Ж ~о(тоЫ\') 1 /V 

Её определитель есть ^.^О. Отсюда с л е д у е т , что С ^ Ч ^ 
Щ ш V 

Лемма доказала. 
— г 

С л е л с г в и е . Каждый вербальный идеал •/ 
порождается набором одночленов. 



Обозначим через ^ [ вербальный идеал, порожденный элемен­
том < , с =/.2 . Тогда %1{*!иг . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем,что иг^ <У, . 
Так как " вербальные идеалы и Г свободна в мно ­
гообразии , то^не нарушая общности, можно с ч и т а т ь , что 
и, ,(ж, - О . иг(зс,-г)е> (хт-//т а* к, \ 

Пусть 2 - число одинаковы:, показателей в и, , иг , т . е . 
( сыть мояет, после перенумерации образующих, которая я в л я ­
ется автоморфизмом) к^-- ^ ^ г Съ 

Доказательство будем вести индукцией по ^ в обратном 
порядке от $ до 0 . 

1) * Тогда, так как ̂ #^*Еф , то г-^^.^% 

, и доказывать н е ч е г о . •/ 
2) Пусть для всех пар элементов и1 , ьида ( I I ) , 

для которых г » ^, ,а^о % лемма доказала. Рассмотрим 
пару элементов , с/^ , у которых г * ^ - 1 , т . е . 
л,--- С , <;.-,- * С 5 \; V Е Л * Уч—игяя равенство ^ л 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть О -

Пусть с У и ы а Е с е х слагаемых элемента V , имеющих 
по (хг4)' степень <5/ . По лемме I ц*. ^ " С . Очевидно, 
что в разложении ^ ' в сумму о /иочленов по степеням 
&г'Х-^ (Хг>-1) одночлен Сх,- ) ^ ' . 0 ^ будет 
входить . Йриыеняя лемму I к элементу ^ , получаем: 
в V лежит элемент У/*! - сумма всех слагаемых элемен-
та Ь , имеющих по (зсл1-1), ( х г - 0 степени ^ ± г 

Ч^рез не более чем п, шагов процесс закончится выделени­
ем о.5(осг ~ е У ш Для полного описания о с т а е т с я 
установить соответствие мекду наборами одночленов и в е р ­
бальными идеалами. Поканем теперь , что одночлены общей 
одинаковой степени относительно -/) , <Ж,еЗ поровда -
ют один и тот же специальный идеал. 

Л е м м а 2 . Пусть и1 = 1х± - г) *... (Щ, - 1) < ь , 



( и , быть может, перенумеровывая образующие) , можно с ч и т а т ь , 
что для некоторого <1^о х^б^, ^ ^ / " ' ^ ( / ^ а с / 

и представим в виде 

< 2 = е г + €у, +. . + ^ + Ы.-4 + ( 1 2 ) ? 

Строим теперь отображение образующих щ (продолжаемое 
до эндоморфизма % ) , которое оставляет в с е 3 ^ к р о м е ОС^% 

на м е с т е , а Ч^^^-Х^ос ос<^+^ , Представим и,> 

в виде а , * иос-1)*г г? \ иг - и ( х г \ ( ^ г * $ * % * ^, 

г д е и * < Ъ ( Ъ _ , г 1 ) ТГ^РЦзс^!^ 

Будем далее для удобства обозначать разности Х-/ , 
ос ^ Г через ^ • Тогда Ч^(и{}^ и ( х ^ ^ 1 

г д е с л а г а е ш е в сумме имеют относительно + в / 
степень большую, чем . Далее, 

где о б # О - произведение подходящих биномальных коэффи­
циентов . Отметим, что в силу только что сделанного з а м е ­
чания относительно . выделенное слагаемое не исчезнет 
после приведения подобных ч л е н о в . Итак, вследствие в е р -
бальности идеала У + оСих^-.. ^ Е ^ у Ц+ я, Я1Г 

Теперь , применяя лемму I , получаем, используя ( 1 2 ) , 

г д е ^ ' - ^ (ха^ •• х * ) • Для элементов число 



совпадающих показателей г ^ ср . По предположению индук­
ции имеем иге^1с-^11 , г д е - ^ / ' - вербальный идеал, по-
рожденный элементом и/ . Аналогично доказывается вклю­
чение Ш е и Отсюда / г и 

Лемма доказана. 
С л е д с т в и е . Если иг в а± 

т е же. что и в лемме 2 , 5[ ^ = 5 * то •^Цр&^А 
Доказательство очевидно . ^ 

Выражаем глубокую благодарность проф.Б.Й.Плоткину. 
под руководством которого написана настоящая р а б о т а . 
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ТРЕУГОЛЬНЫЕ ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ ГРУППЫ 

Е.М.Кубланова 

Хорошо и з в е с т н о , что сплетения локально нильпотентных 
групп без кручения не являются локально нильпотентньши 
группами. Это обстоятельство ограничивает возможности 
применения сплетений в теории локально нильпотентных 
групп . 

В настоящей работе рассматривается конструкция-близкая 
к сплетениям, которая , по-видимому, может быть и с п о л ь з о ­
вана при изучении локально нильпотентных групп . Некоторые 
примеры такого рода будут приведены ниже. 

Основная'идея этой статьи восходит к работе Л,А. Ка-
лужнлна [ I ] . 

§ 1 . Исходные понятия 

I - Полная полиномиальная группа и некоторые её п о д ­
группы. Пусть К - коммутативное кольцо с единицей, без 
делителей нуля ( о б л а с т ь ) , X - некоторое множество н е з а ­
висимых переменных кК[Х] - алгебра полиномов над К -
свободная коммутативная и ассоциативная«алгебра с едини­
цей , свободно порожденная множеством X • 

Группу всех автоморфизмов алгебры / ( [К] будем назы­
вать полной полиномиальной группой, а любую её подгруппу 
- полиномиальной группой. 

Будем говорить также, что задано полиномиальное п р е д ­
ставление группы 7"*, если задано представление э т о й г р у п ­
пы в качестве группы автоморфизмов алгебры КСХ], другими 
словами, если задан гомоморфизм Р. в полную полиномиаль­
ную группу. 

Автоморфизм О алгебры К 1^3 называется ограничен­
ным автоморфизмом, если имеется конечное подмножество Л л 

множества X т а к о е , что О оставляет неподвижным каждый 



элемент из дополнения в X множества Х0 . Легко в и д е т ь , 
что если & - ограниченный автоморфизм, то можно указать 
конечное множество Х , С Х т а к о е , что о действует т о ж д е с т ­
венно на в се элементы из дополнен! \ в X множества X/ и 
подкольцо К С$г] инвариантно отно( стельно автоморфизма о . 
Действительно, для любого элемента 3>1 из Х 0 имеем-Я^б - -^ / 

. Присоединяя к множеству Хо 
все переменные из X » входящие в полиномы ^ и ^ 6 , п о ­
лу ш конечное множество Л / , которое удовлетворяет н а ­
званным условиям. Очевидно! что ограниченные автоморфизмы 
составляют подгруппу в группе х гсех автоморфизмов алгебры 
К[Х]* Группа Всех о г о р ч е н н ы х автоморфизмов алгебры К/X? 
называется ограниченной полиномиальной группой. 

Допустим, что исходное множество X линейно у п о р я д о ­
ч е н о . Будем рассматривать автоморфизмы^ алгебры КС*1 
такие , что для любого элемента ~С из / , 
где полином ^ выражается через переменные,меньшие ,чем . 
Такие автоморфизмы будем называть треугольными автоморфиз­
мами (относительно заданного .порядка, который будем в д а л ь ­
нейшем считать фиксированным). 

Покажем, что множество в сех треугольных автоморфизмов 
е с т ь подгруппа в группе в с е х автоморфизмов алгебры К СЮ • 
Замкнутость э т о г о множества относительно умножения о ч е в и д ­
на. Для заданного элемента X из X через обозначим 
множество треугольных автоморфизмов, оставляющих неподвиж­
ными все элементы множества X • э а исключением -ЭС # Если 
Йг4 Я.-̂ » и Х ° о % то э тот ^ из КС^З мы о б о -
Ша#Ш1 через ^ л . Пусть Х с - подмножество множества X , 
состоящее из в с е х элементов множества X . меньших заданно ­
го *Е I Легко видеть , что отображение о—*- <5~* е с т ь и з о ­
морфизм полугруппы и аддитивной группы подкольца 

А с Х 0 ] . Следовательно, ^ ^ - группа. 
Пусть теперь ^ - произвольный треугольный а з т о м р р -
ллгебры К С^-' и Х в - некоторое конечное п о д -

МН0хе^твО в Х , состоящее из элементов Щ% Х% , 
расположенных в с оответствии с заданным порядком. Р а с с м о т ­
рим отображения Ж* , I - » определенные е л е -



следующим образом: Х^Ж^- Х10 #* , а для п р о и з в о л ь ­
ного хеХ, Х^ ч Х»%с=ОС • По определению 
^ 6 ^ Х - * следовательно, ^^[^-^х^. * П У С Т Ь 

Ж*Ж*У*Ж*ъ* Легко видеть , что для в с я к о г о ^ из Хо 
имеет место равенство 

Легко показать теперь , что если ^ - треугольный а в ­
томорфизм, то и ж - треугольный автоморфизм. Действитель­
н о , пусть ос - произвольный элемент множества Д . Положим 
ЭС°^ У^-^СХЗ . Йршо п о к а з а т ь , что э т о т полином 

^ выражается через переменные, меньшие ОС* Обозначим через 
Хо подмножество з X » состоящее из в с е х переменных, в х о ­
дящих в У* , и заданного ОС . По этому множеству Хо и ^ 
подберем, как и выше, Л-Жр - ^ С 9 Мы име еи ОС -Ос 
применяя соотношение ( I ) * получим 0 0 - о У6 -+-^~ЗС и 

06° %~ = х ± у - „ Так как в се - треугольные а в ­
томорфизмы, то и X - треугольный автоморфизм. Следо ­
вательно , в полином У* входят переменные, меньшие ос \ Т а ­
ким образом, -т .«ожем говорить о подгруппе в с е х т р е у г о л ь ­
ных автоморфизмов в группе в с е х автоморфизмов алгебры 

к м • 
Отметим еще, что можно рассматривать более общий с л у ­

чай треугольных автоморфизмов - автоморфизмы, удовлетворяю­
щие условию Х°$=&» эс + $ | где оС е ^ , а полином 
-(-&КСХ] такой же, как и раньше. Тогда рассматриваемые 
нами треугольные автоматизмы можно было бы н а з в а т ь , как 
э т о делается в случае линейных групп, специальными т р е у г о л ь ­
ными автоморфизмами. Поскольку мы будем рассматривать т о л ь ­
ко случай специальной т р е у г о л ь н о е ^ : , слово "специальный" 
будет опускаться . 

Обозначим теперь через Г* пересечение группы в с е х 
треугольных автоморфизмов и группы в с е х ограниченных а в т о ­
морфизмов алгебры К[Х] . Б этой группе , очевидно , лежат 
всевозможные подгруппы ЗЕ .̂ по всем Х&Х* В д е й с т в и т е л ь ­
ности группа Г порождается всевозможными такими 
В самом деле , пусть У - произвольный элемент и з / ^ и Х0 " 



конечное подмножество, вне которого элемент Действует 
тождественно. Подберем для этого Х 0 и $ отображение Л 
Тогда (У и 7Г действуют одинаково на всея множестве X 
Следовательно,^-^ . Такую г р у п п у б у д е м называть 
ограниченной треугольное группо! . 

Обозначим далее через подгруппу ъ! , состоящую 
из всех тех автомор']измов, кото, действуют тождественно 
на все элемента множества X » большие или равные ^ и че­
рез Г^хз пед^рупп^ всех автоморфизмов, дейс^еующих тож­
дественно на Есе элементы большие . Тогда, очевидно, 
ч т о ^Ъсу п °Р°^ается группами 1^Х) и ^ ж • Кроме того, 

инвариантна относительно Р}^ и П^Е_^Ь. $акям 
образом, группа Р^-л] распадается в полупрямое ппоизве 
дение: П = \П . Очевидны также следующие зиме-
чания. 

1. Группа 7 7 п о р о ж д а е т с я всевозможными под-
группами 21^4 по Есем ОС . Аналогично /^^порож­
дается всевозмо:-:т!!'ми 1 по всеь. ос <с Ос 

2.Если ЭС,< ЭС^ | т о Г^л3°Гс^] и ^ 

2. Нрисов;;^?ение переменной. Пусть снова X - произ­
вольное множество, Г - некоторая группа и задано пред­
ставление групги р автоморфизмами алгебры К ЕЮ * Обозна­
чим через /7 адаптивную группу кольца К [X] и рассмот­
рим пару ЪЩР)* Обозначим через РНЛР отвечающее этой 
паре полупрямое произведение. 

Возьмем независимую переменную у , не принадлежащук 
множеству X и пусть К - алгебра полиномов, сво­
бодно порожденная множеством / Х у ^ . Определим теперь 
действе группы Г в К СХ^Р ^сли р^ас исе/([Х^а 6К&)} 

при любых' Для п ро из Б о л ь н ̂  V о Ж* А $Р\К) л а г п и и 

Легко проверить, что таким образом действительно зада­
ется представление группы Р относительно К^X,у^, 



- а з -

Предположим теперь, что г" - подгруппа в группе всех 
л-оморфизмов алгебры КСХ] • Тогда / 7 естественно вклады­

ваются в группу всех автоморфизмов алгебры К ЕХ,уЗ 
(на элемент у г действует тождественно). 

Пусть Е - подгруппа в группе всех автоморфизмов ал­
гебры КГХ*уЗл состоящая из всех автоморфизмов <Г , 
оставляющих неподвижными элементы из И = К [X] , и 
таких, что у -у Ь И ш Очевидно, /1 Г - Е и 
группа -̂ Г инвариантна относительно Р . Поэтому можно в 
группе всех автоморфизмов алгебры К[\^ ^] рассматри­
вать полупрямое произведение 2 л Г 

Пусть & б 27, 1ъ~ #'Р^$&Нш Положим 0 " % к . Легко 
видеть, что * - изоморфизм групп 27 и Н . Этот изоморфизм 
перестановочен с действием группы Г . Таким образом, име­
ется изоморфизм пар (И, Г) и ( Х ! , Г ) , а следовательно, и 
изоморфизм полупрямых произведений Г'^НхГ^^хГ 
Из определения следует, что сопоставляемые этим изоморфиз­
мом элементы действуют одинаково в КЕХ^З • 

Легко видеть при этом, что если группа Р~ состоит из 
ограниченных автоморфизмов алгебры КЕ*3 , то Г состоит 
КЗ ограниченных автоморфизмов алгебры КЕХ, у 7 » 

5. Группы , Пусть у 6 ' - некоторое порядковое чис­
ло и допустим, что каждому непредельному , О^об^ус 
сопоставляется независимая переменная ЗС^ . Обозначим мно­
жество всех этих ОС^ через Х ^ - X . Отношение порядка 
в этом множестве индуцируется соответствующими индексами 
независимых переменных. При этом группу/"* - подгруппу всех 
ограниченных треугольных автоморфизмов алгебры К СХу1 
ми будем обозначать через . 

Подобным же образом определяются группы для любого 
сС, 0< .Мы можем считать, ч т о У ^ с / ^ , и в группе 
Г^с мы имеем возрастающую последовательность подгрупп-^ , 
оС * » причем для предельных А* %Лг = . Кроме 
того, Й = 2 Л Г - ъ л г У 



§2. Строение групп 

I . Предварительные замечания. Пусть снова /С - коль­
цо, С - модуль тж этиы кольце.1 Г - группа, для которой 
задано линейное представление от оительно модуля О .Тогда 
мы имеем линейную пару {(х^Г)* Г/сть дальше задан отрезок 
порядковых чисел от О до 9 включительно и допустим, что 
каждому из этих чисел сопоставлен некоторый подмодуль Г -
модуля От . При этечл С{(0)=0, О^^Сгъ если ^^Х- > то 

• :(роме того, предполагаем, что еслиос^ У 
- предельное число, то ^ ? ^ г у ^ ^ Г ^ > . Тогда сис­
тема всех подмодулей О^ы^У называется возрастаю­
щим нормальным рядом подмодулей ъ & (доходящим до^г в $ 
пагов). 

Линейная пара (^Г,'"') называется стабильной, если в 
О имеется возрастающий нормальный ряд подмодулей, во всех 
факторах которого группа Г действует тождественно. 

Верхний стабильный ряд для пары ((г,Г) можно опреде­
лить как возрастаний нормальный ряд подмодулей /"*- модуля 
( } (доходящий ло (} ) такой, что для любых двух соседних 

членов этого ряда - Ц и с г - м есть множество 
всех элементов^ модуля $г , для которых у { 
+ Я°Хе & и ) при любом #Я Г . 

Подмодуль/^ модуля О называется изолированным, если 
из того, что *Ьд е Н (<Ь е К\сК?следует, что 
%ь И . Модуль 6г называется модулем без кручения, если 
из того, что - ° ГсАеК} <^ 6 С* следует, что либо 
ек-О • Л И (5 0 . 1';!олированность подмодуля Н моду­
ля От эквивалентна, очевидно, тому, что фактор-модуль 
- модуль без кручения. 

Нетрудно показать также, что еслиСг - модуль без кру­
чения и Г - его группа автоморфизмов, то все члены верх­
него/^ -стабильного ряда в # - изолированные подмодули. 

В самом деле, пусть {Сгг^$ - верхний стабиль­
ный ряд в @ . Предположим сначала, что /3 = / и пусть 

(с1еК,оС^ Оу $6 (г ) . Возьмем произвольный 
элемент ^ из Г „ Тогда Ж(а°^-с(ао#~ &а • т о есть 



Отсюда следует, ч м ^ ' ^ / !.;./,у • '- О 

Предположим теперь, что для всех ( ' - изоли­
рованные подмодули. Объединение изолированных подмодулей, 
очевидно, изолированный подмодуль. Предположим теперь, 
§§о4 - непредельное число и пусть /^Г^/б^" / - ипоу.о-
ство всех неподвижных относительное мэлементов в (т/С/г •* 
Пусть дальше У ^ Г и 'I п(С\ 1С/6 ~'*)<±с-КЛ*Ь 

Так как 0 / ^ • ' - модуль без кручения, ЧйЦ&^ч/ч 

то есть ( 0 /О Г° - изолированны!! подмодуль Б 
(г\(х(с~^ . Так как полный прообпаз изолированного подмо-
дуля изолирован, то и Ц - изолированный подмодуль мо­
дуля (\ . 

Нам дальше еще понадобится следующее 
З а м е ч а н и е . Пусть (6^1 ') - стабильная пара 

и в 6г имеется возрастающий нормальный ряд подмодулей , 
6 ; гсХ^-уУ; 6. Допустим дальше, что верхний Г-
стабильный ряд в при любом ^ есть отрезок 
верхнего стабильного ряда в б^о/ .Обозначим через 
пУ^4 полные прообраз» в + / членов :*орхкего Р~ 

стабильного ряда для пары ((гААЛ 16\ л г ) . Тогда си-
стема всех таких г / , ^ по всем О^Л^уи составляет 
верхний Г -стабильные ряд в Сг -

Указанное здесь свойство достаточно очевидно. 

2- ьсрхнии стабильный ряд для пары , ) • Пусть/' 

— некоторое порядковое число, Х*Х* - соответствую­
щее множество независимых переменных й Ьл Г^и - группа 
ограниченных треугольных автоморфизмов алгебры К СХ] . 
Пусть дальше 0^ - алгебра К[Х^] , рассматриваемая 
только относительно сложения и умножения на элементы иа 
Р( - свободный модуль над /-\ . При этом П± * очевидно, 

является группой автчшррфиэмов этого модуля и мы имеем 
Чинейиую пару ( Гм). г 

Мы покажем здесь , что 4м действует стабильно в 6 > 
и вычислим соответствующий верхний стабильный ряд для 



случая, когда К - кольцо нулевой характеристики. 
Прежде всего рассмотрим- простейший случай, когда мно­

жество X состоит из одной переменной ОС , Треугольность 
группы I* в этом случае означает, что при любом У из Г , 
Хо^-зс есть кокстанта - полит N нулевой степени. 

Обозначим через Сг^ подас уль модуля 0 , состоящий 
из всех полиномов 3**1 с епень которых не превос­
ходит ^ . Получим возрастающий, ряд подмодулей 

ос а0<-а^ * $ $ к * $ (2) 

щт$*$$* К Ш , то и 

$*$$*ЗрЬ^-$Щ. Полином У - У с * / имеет степей 
меньшую, чем . Отсюда следует, что ряд (2) является ста­
бильным относительно Г* рядом в бг . 

Если кольцо К имеет нулевую характеристику, то сте­
пень полинома $ (гл+с)- ^(^) ъ точности на единицу 
меньше степени . В этом случае, как легко видеть,ряд (2) 
- верхний стабильный ряд в 6г. 

Пусть теперь X ~ некоторое множество независимых пе­
ременных, \\ - аддитивная группа кольца К /~/ 7 и Г - груп­
па автоморфизмов этого кольца. Пусть дальше пара (КСХ^Х С 
есть продолжение пары (К[Х], Р) , построенное в соответст-
вии с п . 2 §1 и ф г- модуль К СХ, Я) . При этом подмодуль 
К 1^1 будем обозначать также через /У . 

Для любого натурального числа п, через (х^ обозначим 
подмодуль модуля Щ , состоящий из всех полиномов^ ^.асу 
где При этом Ц и * ̂ ? . Определим*даль­
не отображение Мидуля на модуль А/ : если 

У ^ а ^ у Ч ^ . то 1^$$*^ е / / . Для любого нату­
рального числа п отображение есть, очевидно, гомо­
морфизм модуля 6^ на /7, перестановочный с действием 
группы Р . Ядро этого гомоморфизма совпадает с 6 г п 1 

Следовательно, имеется изоморфизм пар (6г /О Р ) 



Если исходная пара {Н9 Р) стабильна, то, применяя ото­
бражение ^ к- верхнему стабильному ряду для этой пары, 
мы получим верхний стабильный ряд для пары ( / ^ г п _; , Р ). 
Легко понять, что этот ряд является также верхний стабиль­
ным рядом для 0^1 (?п-1 относительно .действия группы Г . 
Мы видим теперь, что если пара (Нщр) стабильна, то тако­
ва же У1 пара (С/ , Г ) . 

Применяя индукцию, иа этого замечания немедленно полу­
чаем, что все пары {Щь » ) стабильны. 

Всюду дальше в этом параграфе мы ограничимся случаем, 
когда К - кольцо нулевой характеристики. 

Пусть пара ( п , Р ) стабильна ц 

ЦП) 
эе верхний стабильный ряд. Доаустии еще, что п - мно­
жество всех неподвижных относительно Р элементов.в Н -
состоит из констант. Рассмотрим снова пару ((л, Г) и соот­
ветствующий ряд 

Обозначим через Е&^М } )>> полные прообразу 
в чп членов верхнего стабильного ряда для пары (Н ч Е ) ш 
Мы оудем также рассматривать и Е(<&, п.) с *ЬцЪ , имея 
в виду, что Е(ас^- . При любом натуральном 
все эти , > °* Н образуют возрастающий нормальный 
ряд подмодулей, идущий от (гпч до . 

Л е м м а I. Совокупность всех Е^п^ по в с е м о ^ ^ р 
и натуральным К образует верхний стабильней ряд для пары 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как отмечалось выис, 
пара (6г ЛГ) стабильна и, в силу замечания из пЛ настоя­
щего параграфа, достаточно показать, что при любом Я верх­
ний Г -СТабиЛЬНЫЙ РЯД В есть отреЪОХ В€РЖЦего Г- апааиль-

Докажем это утверждение индукций по уь 
- сз . Пусть {0г{

 (*}] - верхний стабильный ряд для пары 
С ̂  , П и « , кал и раньше, верхний 
стабильный ряд для пары (Н , Р ) . Очевидно, что Й 



Пусть }^а^ * ^ ё ^ / ОщЁ$Н) и -о при л ю б о ы ^ А 
- ^ Л р . В частности, для любого °~ из <> , 

/=$Х}| ^ следует, что степень по­
линома / относительно у равна I УЛЮ, т . е . | = 

Лля любого Р , ^о</^ :5*1р-6 = о , следователь-
но, . - /^Г и Н » . 6 , 4 

Предположим теперь, что уже доказано равенство 
цШ^щЩ А Ш Б о е х порядковых чисе^ у ь ^ с Г ш <Р _ 
предельное число, т о равенство ~ И очевидно. 
Если ^-непредельное число, то поступаем так же, как 
раньше. Из того, что при лкбом г из Р 

следует, что ^ ^ /-/ 7 и ^ ° 1р-а* *Й , то есть -
константа. 

Пусть т е п е р ь / - ^ ^ - произвольна•** элемент в Г .Тогда 

}°д'- -} - # - 0* - (<*• • ^/А- & Щ Н 

Предположим, что сс / о . Из изолированности подмо­
дуля Н( ~{) ьН тогдг следует, что Н* Н*'^ л что проти­
воречит произвольному выбору эл'чента^ - Следователь­
но, и }^ёе.ЙГгР)

 %Щ,Щ,М^Ф&.^Т^р*т^ 
утверждение леммы справедливо. . редпололим теперь, что для 
всех п < /гг. верхний /* - стабильный ряд в (я^ есть 
отрезок верхнего стабильного рйДа в и этот ряд в 
Ь^ построен в соответствии с утверждением леммы. Пока­

жем, что верхи»! стабильный рил в есть отрезок верх­
него стабильного и да В (гт + 1 

Пусть / / г в е р х н и й Г -стабильный ряд в 6*^ 
Ьосьмем два после ьателтних члена ^у*1 + ^ этого 
рада. Пусть ; / - сг г >. ; ( | у / а ^ , где 
^ е //, и -'О, /у ,/?' + ^ - некоторый эль-иыгг из */,такой, 

ч т 0 /°дУ"У * ^ V п ^ и ^ б п ы С - - ЙшЫи», чтг 



Для произвольного элемента 1Р на Р имеем 

Отсюда следует, что ^ ^ ^ - ^ ^ = С» , и по условию 
ф**/ =" ̂  - константа. 

Возьмем теперь произвольный элемент (У из 2 . Тогда 

( гг* :Ь-ьЧ, Н^ск* К )• Здесь возможны два случая. 

1. ^ С - - § . т ^ . Тогда У 9 & -У ^<Гг~-1 И , 

следовательно, д , к ^ О . Из того, что & - модуль без 
кручения,тогда следует, что оС = 0 и ^-апп^^ " + #ое<?,п . 
Таким ооразом, ^ ^ и ^ ^ - . / ^ / V . Значит, 

2. Предположим тегерь, что л т / • Тогда по 
предположению индукции и в силу предыдущих замечаний, поли­
ном и из (*гъ принадлежит тогда и только тогда.когда 
| • ч-Ё0 I где О- принимает значения из / / г ? -
некоторого члена верхнего Р -стабильного ряда в / / . При 
этом Н™[ Ф:Н • И з того, что / ° ЯГ-У =с^Л ^ *% - - - + < ^ е ^ 
для любого ^ из гЕ. , тогда следует, ч%о Жк. & Н^^{ при 
любом 6 /У ^с^^г /<^) . Предположим, что <уС ^ & 

»к как / / - изолированный подмодуль мо­
дуля А/ , получаем, что к в / / г ^ что противоречит 
произвольному выбору элемента^ из 21 . Следовательно,** = Р 
и У^ . Тогда и лемма доказана. 

Пусть теперь/ ' - некоторое порядковое число и пара 
, / ^ ) определена, как раньше. Будем также рассматривать 

соответствующие пары ( ^ , ) для всех °С . Все эти 
С* инварианты относительно действия группы верхний 

стабильный ряд для пары ( ^ , ) будет также верхним 
стабильным рядом в ( } ^ относительно группы -Г/* • 

Пусть еще (г0 - множество всех констант. Легко видеть, 

что 0го есть множество всех неподвижных точек для любых 
пар ( , ) . Имеет ыесто следующее утверждение. 



Т е о р е м а I . Пара ( д ^ , / ^ ) - стабильная пара. 
Если {Сг(^\4 I " полные прообразы в членов верх­
него - стабильного ряда в ^ - , / / 6 ^ , то -г 0 и 
все эти ^ к + у по в с е ы < х ^ составляют верхний стабильны* 
ряд для пары ( 0^ , ). 

Утверждение теоремы вытекав из предыдущих замечаний 
и леммы I. 

З а м е ч а н и е . Очевидно, что если аддитивная 
группа кольца К - группа без кручения, то таковы же ад-
дитиьные группы во всех . Следовательно,при 
любом „л* - стабильная группа автоморфизмов некоторой 
абелевой группы без кручения. Такая группа сама не имеет 
кручения (см. А / ) . 

3. Центральные ряды в группах Гм. Пусть задана па­
ра (Л , б ) с абелевой областью действия А и пустьС[̂ (\ХЬ 
- отвечающее этой паре полупряиое произведение. Легко ви­
деть, что для того, чтобы группа обладала возрастающим 
центральным рядом (доходящим до всей группы), необходимо 
и достаточно, чтобы Е А имелся возрастающий & - стабиль­
ный ряд, а /3 была группой с возрастающим центральным ря­
дом. . 

Пусть//1^ / - верхний /5 - стабильный ряд в А . Опре­
делим в В ряд подгрупп { В^} следующим образом. в 0 = Е . 
3, - пересечение центра группы 6 с ядром пары (А , 6 ) . 

Пусть уже определены подгруппы 6^ для в с е х ^ у З . Ксли^ -
предельное число, то полагаем . Дели же 
существует уЬ-/ * то есть пересечение ядра пары 
(А/А^-1 } &) с полним прообразом в & центра группы 

# / # ^ < ' у у г 
П р е д л о ж е н и е I . Пусть / / - члены верх­

него центрального ряда в 0} - А А & . Тогда имеет местг 
соотношение 2^= Д ^ Л &ьъ 

- произвольные элементы из ч 
а#Т5х»*а уОедаться^ с^цдадшш следившая (Ьопмуда; 



- ст -

Очевидно также, что А^О &^~Е и А^ - нормаль­
ный делитель в А^ 8,/ у при любом оС . 

Обозначим через - 2 ^ ^ . ядро пары (А/А^, • 
индуцированной парой (/1 ,13), и пусть - полный 
прообраз в 3 центра группы Ь/&*к . Доказательство 
проведем индукцией по . 

\\щЖ-0 утверждение тривиально. Предположим, что 
уже доказано равенство =" для всехсЛ^^ . 
Если - предельное число, то равенство Е'^~Ар\ 
очевидно. 

Пусть ^-непредельное число. Возьмем произвольные эле» 
центы из и из С* . Тогда Г о - ^ ^ ^ ^ ^ / З - / . 
По предположению индукции Л ~* . Из 
формулы (4) следует, что [^ б~]& для произволь­
ного 0 из . ( ? . Значит Вг^} . Полагая далее в 
формуле (4) йГч / , мы получим /7^, ^-7 € для любого 
^ из /I . Это означает, что и, следовательно, 
^€--5.^ Л ^ $ р „ из Т о г о , ч т о ^ / ^ 7 6 ^ - . / 

и / ) ^ - ^ " ~ б - допустимая подгруппа в И , следует, 
что Га-, Ащр-^ и ^ € ^ Л " / * л я произ­

вольного 0* из 6 . Следовательно, Я.^ и с ^уз 'Щй • 
Нетрудно убедиться в том, что имеет место и обратное вклю­
чение, и ^р ~А^>Л б^р . 

З а м е ч а н и е . Предположим теперь, что верхний 
В - стабильный ряд в А стабилизируется на ^ - м шаге -

Ар - А]ъ+/ Тогда для всех оС?^ я 

. Подгруппы в этом случае являются 
«ленами возрастающего центрального ряда в & , идущего от 

в ^ Ч В частное?!, после.чний член верхнего центрального 
адда в 6р содержится в . 



Отметим еще, что^используя стабильность групп , 
по индукции легко получить, что если X - Л/1 - конечное 
множество, то соответствующая группа _ / /* обладает в о з р а ­
стающим центральным рят*ом, доходят1..:-* до всей группы, и 
определить длину верхнего централью ,̂ о ряда в • Как 
будет видно из дальнейших р а с с м о т р е в ; г р у п п ы с б е с ­
конечными номерами будут уже группами без центра. 

4« Локальная нильпотентность групп Пи . Пусть X ~ 
некоторое лине '. .-о упорядоченное множество независимых п е р е -
менных, К ^ 7 - алгебра полиномов над К % свободно порож-
денкая множество!- X. Пусть еще - некоторый автоморфизм 
э т о й алгебры. Подмножество Хо множества X будем называть 
инвариантным относительно автоморфизма , если инвариантна 
соответствующая подалгебра К1 У0] алгебры КСх] . 

Пусть дальше л - треугольная группа ограниченных а в ­
томорфизмов алгебры К&] т Тогда справедливо следующее 
утверждение. 

Л е м м а 2 . I - локально нильпотентная группа. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем некоторое к о ­

нечное множество^элементов группы Г\ Для каждого из э т и х 
элементов мы, как отмечалось в п . I § 1 , можем подобрать к о ­
нечное инвариантное подмножество множества X » вне к о т о р о г о 
э т о т элемент действует тождественно. Пусть Хо - объедине ­
ние в с е х таких подмножеств по всем элементам из р . Ха -
конечное подмножество множества X 1 следовательно , оно 
вполне упорядочено. 

в Пусть К ГХв7 - порожденная этим подмножеством п о д ­
алгебра алгебры К / X I >Хя - подгруппа группы7"*» п о ­
рожденная множеством ф . Тогда Г0 ~ треугольная группа о г ­
раниченных автоморфизмов алгебры К ГХо] и , как следует 

из предыдущего пункта, Го обладает возрастающим централь­
ным рядом. Следовательно, У2 - нильпотентная группа н е ­
локально нильпотентная группа. Лемма доказана . 

Пусть /V - некоторое порядковое число * и группа / / / 
построена в соответствии с п.З § 1 . Легко в и д е т ь , что для 
любого № (/* оубинвариантна в . В самом д е л е , {I 
действует стабильно в &ц . Пусть о< - с {г^ * -



соответствующий стабильный ряд в . Тогда умножая члены 
э т о г о г о ряда на Г/а , мы получим возрастающий нормальный ряд, 
начинающийся с и доходящий до . 

Т е о р е м а 2« Все У/ , - локально н и л ь п о т е н т н ы е / ^ * 
- группы. 
д о к а з а т е л ь с т в о . Локальная нильпотент ­

ность групп следует из леммы 2 , Покажем т е п е р ь , ч т о 
в с е I}* - группа. Доказательство прозедем индукцией 
п о у / , П р и ^ - О утверждение тривиально. Пусть с н а ч а л а / * - -
непредельное число и предположим, что уже доказано , что 

- группа. субинвариантиа в и , с л е д о в а ­
тельно , - принадлежит /?Л/* - радикалу группы 
( с м . [2] - абелев нормальный делитель в Г)* значит 

тоже лежит в - радикале группы . Следова­
т е л ь н о , Т у , г ^Еу, А Г^~/ - - группа. 

Пусть теперь у - предельное число» Тогда имеется 
возрастающая последовательность подгрупп 

и = ^ -^у . Каждый член этой последовательности с у б ­
инвариантен в следующем, значит эту последовательность 
можно уплотнить до возрастающего нормального ряда в У^/* • 

Таким образом, каждая из групп Т*у субинвариантна вУ^у • 
По индукционному предположению все / у при Р-^ у -

ЯМ - группы и лежат в - радикале группы Г^ц . Тогда 
и их объединение - %Н*- группа . С л е д о в а т е л ь н о , / ^ , - / в У -
группа и теорема доказана. 

5 . У-радикал группы Ги* Пусть & - модуль над 
кольцом К , С - группа и задана линейная пара ( 6 р , Г * ) . 
Группа Г называется финитно стабильной, если в (г имеете* 
конечный возрастающий нормальный ряд подмодулей, во в с е х 
факторах которого группа Г действует тождественно . 

Группа Г называется локально финитно стабильной ,еслв 
каждая её подгруппа с конечный числом образующих финитно 
стабильна. 1'^вестно, что для произвольной пары Г) ър 
ость V лксп^алъныя локально ^:1>:итко стабильный ; 1риальный 
делитель . Он называется у - ра^ика^ом группа р . 



Элемент б" й Г называется финитно стабильным элемен­
том , если в О1 имеется конечный нормальный б~ - допустимый 
ряд, во в с е х факторах которого э т о т элемент действует тож­
д е с т в е н н о . 

найдем з д е с ь локально финн но стабильный радикал 
группы (при л ю б о м у ) . Так как ири л ю б о м ^ / / * • л о ­
кально нильпотентная группа, т о её ^ - радикал совпадает 
с множеством в с е х финитно стабильных элементов в Г* 
( с м . [2] ). 

Т е о р е м а 3. При любом у локально финитно с т а ­
бильный радикал группы равен единице. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если задано множество 
у\уи , где индексы элементов пробегают непредельные числа 

отрезка от I до у , то такому множеству X/* и заданному 
кольцу К однозначно отвечает треугольная пара (К ОХ^Г)ч 

Пусть X - некоторое конечное подмножество множества 
, состоящее из и - элементов . Элементы э т о г о подмно­

жества упорядочены в соответствии с порядком в Хм . Таким 
образом , подмножеству ХГ с заданным в нем порядком о т в е ­
чает треугольная пара указанного выше типа . Эту пару можно 
рассматривать как подпару пары С другой 
стороны, она изоморфна паре (КОХ], Гп) , Дальше индук­
цией по п будем показывать, ч т о во в с е х парах ( ^ , / ^ ) , 
где модуль К , К - радикал групп равен 
единице. 

При п = о утверждение тривиально. Предположим, что для 
в с е х гуп<п уже показано , что в нет неединичных финитно 
стабильных элементов и рассмотрим пару ( / ^ ) . = 

- / • Пусть - финитно стабильный 
элемент относительно Чп^-^^Р * г Д е 2 ^ » 

Г^_, . Тогда ^ является также финитно стабильным 
элементом относительно • Так как для любого элемен­
та / г из , Н°^^к°^ , то и / - финитно стабильный 
элемент для пары По предположению индук­
ции тогда / и ^ ^ б 5 ^ 

Покажем т е п е р ь , что в ^ ^ нет финитно стабильных 
элементов, отличных от единицы. Пусть «г - произвольный 



элемент из ^ 5 ^ . Нетрудно п о к а з а т ь , как э т о уже делалось 
раньше, что К -ый член верхнего * г - с т а б и л ь н о г о ряда в . 
совпадает с множеством в с е х полиномов в и д а ; / - = Д * ^ ; ос с

 щ 

* , х * ос*, , степень которых относительно Л 

не превосходит и длина верхнего <Г - с т а б и л ь н о г о 
ряда в ^Гл в точности равна ^> . Так как длина любого 
возрастающего & - стабильного ряда в 6>>, не меньше длины 
верхнего & - стабильного ряда и , следовательно , не может 
быть конечной, отсюда вытекает , ч т о в нет финитно 
стабильных элементов,отличных от единицы. ; 

Пусть теперь X - произвольный элемент из Г}* и X 
- конечное X -инвариантное подмножество множества Хуч, 
т а к о е , что вне э т о г о множества элемент X действует т о ж ­
д е с т в е н н о . Пусть ((х СХ§],Р)- отвечающая этому множеству 
треугольная подпара пары ( Сг^ , Г^)* Тогда понятно, ч т о 
)(€. Р , и если X действует финитно стабильно в 61Хи7-^ 
т о он действует финитно стабильно ж в СгЕХ']. В силу п р е ­
дыдущего, такой элемент в группе р равен единице. Тогда 
он совпадает с единицей и з Теорема доказана . 

6 . Радикал Бера группы Г и . Элемент У группы / * н а ­
зывается достижимым, если порожденная им циклическая п о д ­
группа является членом конечного нормального ряда, д о х о д я ­
щего до всей группы Г щ Множество в с е х достижимых э л е м е н ­
т о в группы Г образует характеристическую подгруппу, к о т о ­
рая называется радикалом Бера. 

Т е о р е м а 4 . I . Еоли у ^ о ^ - непредельное ч и с ­
л о , т о радикал Бера группы -^Е^Д-/^,./ совпадает 

2 . Если л* - предельное ч и с л о , то радикал Бера группы 
Г# равен единице. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I . П у с т ь / / *Ь - н е п р е ­
дельное число и X - достижимый элемент группы / / > . Такой 
элемент индуцирует внутренний финитно стабильный а в т о м о р ­
физм группы . Тогда X действует финитно стабильно и в 

и пусть {^у* \$ - соответствующий }Г- стабильный 
ряд , Х * * * , где в*2_ . 



Во в с е х факторах ) { - стабильного ряда б~ действует 
тождественно, тогда и $ действует тождественно в факторах 
э т о г о ряда. Но так как пара (Ж* » ) изоморфна паре 
( ^ - / « О * - ^ * т о * действует фини« о стабильно и в б ^ - ' . 
Из теоремы 3 - тогда следует , что / " / и Ь - ^ 

Очевидно т а к а е , ч т о все элементы из являются д о с т и -
нимыми в О» , и радикал Бера в этом случае совпадает с 

2 . Пусть т е п е р ь / / - предельное ч и с л о . Т о г д а ^ ^ ^ . 
Пусть дальше $ - д о с т и ж ш й эле ^нт в {/* и Я> - первое 
(непредельное} число т а к о е , что Уе / у . Тогда э л е м е н т ^ 
достиним и з / у 0 , и, следовательно , у ^ . Кроме т о ­
г о , у дсзтияим в / у е / . / , следовательно , 2:^ +4 
Но Ж. ^ 2 г ^ и . значит , 5Гз ^ * Теорема доказана. 

§ 3 . Полиномиальные представления в модулях 
и связи их с о сплетениями 

I . Полиномиальные представления в модулях. Пусть с н о ­
ва К - о б л а с т ь , X - некоторое множество независимых п е р е ­
менных, К СХ] - алгебра полиномов над К . Обозначим через 
ф'ф (X) свободный (левый) модуль над К с б а з и с о м / & х ) , 
Х€ X • Каждому полиному У из К [X] с о о т в е т с т в у е т 
полиномиальная функция у , заданная на 9^ со значениями в 
X : е слиУ^Г/ , • - ,*п.)=1б КОС,\ а^А1е *К, 

то для вычисления в полином / вместо ЭС}*-~,Х*%. 
подставляются соответственно • •/ и проводятся 
вычисления в К . Соответствие У есть гомоморфизм 
алгебры КЕХ] в алгебру всех отображений множества Ф 
в К . Ядро э т о г о гомоморфизма совпадает с полиномами, к о ­
торые как функции тождественно равны пулю. Обозначим это 
ядро через (Л. Если бесконечное кольцо , т о Ц. совпадает 
с нулек . Возникающую здесь алгебру в с е х полиномиальных 
функций, определенных на ф со значениями в К будем о б о ­
значать К Е х ] • 



Теперь имеем Д _ / - , и л ] р 

или 

Х^Х ( 5 ) 

Формула ( 5 ) показывает, что действие группы/""*ъ<р(Х) 
можно восстановить по действию этой группы в У 7. Заметим 
з д е с ь , что так как кандый элемент Си из ф имеет лига к о ­
нечное число отличных от нуля компонент в разлозении по 
б а з и с у , т о функцииX°Х обладают следующим с в о й с т в о м : при 
любом сс^ф имеется лииь конечное число элементов -эс«=Х 
таких , что (ос°^)(°-)фОл 

О п р е д е л е н и е . Представление группы * о т ­
носительно модуляФ(Х) казовек' п о л и н о м и а л ь н ы м , 
если для дюбнх э&^Х и ся ПОЛИПСУ^/&г(ГХ] 

Каждому элементу ос из X отвечает функция ос и по 
определению, при любом & е Ф (X) е с т ь коэффициент 
при соответствующем ^ в разложении по б а з и с у . Таким 
образом, имеем сс - ^ Х,С°~) ?л . 

Если - - произвольный элемент из 

ки]. то д а > / л ^ * Л - . А ^ -
Пусть далее задано представление некоторой группы / 

подстановками множества ф (X) 1л(ф,Г) - соответствующая 
чистая пара. Обозначим через V К - алгебру - алгебру 
в с е х функций, определенных на Ф со значениями в К . Группа 
Г действует тогда и в К по известному правилу: если 
и &6 Г > то 

При этом Г действует в ^ как группа автоморфизмов атой 
алгебры. Очевидно, что функции-константы являются з д е с ь н е ­
подвижными точками. 

Алнебра КОС/ является подалгеброй . Если 
ос^Х • т о ^ с е " ^ и по определению ос^сУ е с т ь функция, 
которая задается правилом °^)&) - ^ (ссо Ж~) 



т а к о й , что ^ = *Т . ( с и . [ 3 ] ) . 
Нетрудно понять, что условие полиномиальности п р е д ­

ставления равносильно тому, что т- паре ( ^ , Г ) подалгебра 
1^[у<] алгебры "Ч "̂ инвариантна относительно действия группы 

Г"1 

/ • 

Возвращаясь к формуле ( 5 ) , мы гидим, ч т о полиномиаль-
ность действия Г в ф ( д ) означает , что координаты вектора 

& °Х получаются как значения полиномиальных функций в точ-^ 
ке сс (причем сами эти функции, конечно," от <х не з а в и с я т ) . 

Пусть теперь задано представление группы / в качестве 
группы автоморфизмов алгебры К[X] . Тогда Г действует и 
в КЕХ] по правилу - . По формуле ( 5 ) можно 
было бы тогда определить действие группы Г ъФ(Х)ъ том 
случае , если бы при любых Д - б ф и все суммы 
2 . )(<ъ)2эс были конечными Для_этого т р е б у ­
е т с я , чтобы исходное действие группы Г в К / . Х 7 у д о в л е т в о ­
ряло дополнительные условиям. Введем следующее 

О п р е д е л е н и е . Автоморфизм <Г алгебры 
называется с п е ц и а л ь н ы м , если он удовлетворяет 
с л едущим условиям: 

1. Все -х ° <У за исключением конечного числа - поли­
номы без свободных членов, 

2. Для каждого элемента 0Со из X имеется лишь к о ­
нечное число различных Хй X таких, что входит ъХ°б~л 

3. Бместе с & указанными свойствами обладает и а в т о ­
морфизм &~ . 

Легко заметить, что система в с е х специальных а в т о м о р ­
физмов алгебры К СХЗ е сть подгруппа в полной полиномиаль­
ной группе этой алгебры. Эта подгруппа содерЕИТ ограничен­
ную полиномиальную группу. 

Ыо?:но говорить соответственно о специальном полиноми­
альном представлении группы I относительно КСХ]и КС*] . 
, !егко видеть при этом, что формула (5 ) определяет также 
полиномиальное действие такой группы Г в ф (X). Б самом 
д е л е , как нетрудно уседиться , имеет место формула 



Действительно, если 

Тогда для любых: « • б ^ и ^ ^ . ^ Г 

то -

и , следовательно, выполняется соотношение 

(*°Г<)°& = а ° Щ с ? ) 
Очевидно, что единица группы ' действует тождественно 

в ф и формулой ( 5 ) действительно задается представление / 
в Ф(Х). Легко понять также, что если, исходя кз э т о г о п р е д ­
ставления, как это делалось выше, определить действие Г в 
КЕХ] , то мы вернемся к исходному представлению группы Г7 

относительно (индуцированному представлением Г 
относительно КСХ] )• 

Очевидно, что если исходить сразу и э специального п р е д ­
ставления группы Г относительно К СХ] ( а н е НШЗ ) 1 т о 
приведенные выше рассуждения останутся верными. 

Ядро представления группы Г* относительно ФСК) созг__ 
падает с ядром исходного представления П относительно КСХ], 

В самом деле , п у с т ь ^ - ядро представления группы/ "* 
относительно КСХЗ * 1егко в и д е т ь , что ядро представления 
группы относительно множества ф такзе р а в н о ^ . Д е й с т в и ­
тельно , пусть э л е м е н т ^ принадлежит ядру э т о г о п р е д с т а в л е ­
ния. Тогда , используя формулу ( 6 ) , длл кяботоо-ъФ п о д у -



Следовательно. }.°^-Р • Обратно,нусть ^ ^ . Тогда 

при любом чИмф(]() ш . 
О п р е д е л е н и е . Преде авление группы / о т ­

н о с и т е л ь н о с т и } будем называть специальным линейным, если 
оно специально в определенном выше смысле и все полиномы 

Хоб* ^хеХ^вГ являются однородными линейными полиномами. 
Очевидно, что при этом условие 2 ) в определении с п е ц и ­

ального представления означает конечность в с е х столбцов 
соответствующих матриц. ^ 

Если исходное представление группы у' относительно 
К 0 0 было специальным линейным, то индуцированное им п р е д ­
ставление Г относительно м н о ж е с т в а ^ (X) будет линейным. 

Отметим з д е с ь един частный случай. Пусть группа Г 
действует специально линейно в ИСК] . Рассмотрим, кан и 
раньше, полиномиальную пару (Ф()() *Г ) , которая сейчас 
сказывается линейной. Обозначим через И.Х] подмодуль м о ­
дуля К [X1 » состоящий из в с е х линейных однородных поли-
номоз^и через С СХЗ - соответствующий модуль линейных 
функций. 

Ук мохем з д е с ь отождествить модули 
При этом модуль и[Х] ыряно трактовать как дискретный 
сопряженный модулю ф(Х) . 

Пусть дальше (ЬООГ)- подпара пары (К7ГХ-7, Г* ) • По фор ­
муле ( б ) имеем (е^)Са)^ 

при любах < х в ф , ^ 6 (] &е м ^ Отсюда с л е д у е т , что 
паре (ЬСХЗ, Г) и (Ф(*)>Г) соответствуют сопряженным п р е д ­
ставлениям группы I' . 

2 . Связь со сн:.чтениями. Пусть снова ф = Ф 0 0 
свободный К - м о д у . з , Г - группа в задана чистая пара 
( Ф , Р ) - Рассмотрим еще регулярную пару (К\Ю« г д е К 
обозначает лишь аддитивную группу соответствудщегэ кольца . 
Этим парам отвечает их сплетение, определенное следующим 
образом . Действие группы Г в Ф естественно продолжается 



до действия г в группе в с е х функций, заданных на ф 
с о значениями в К : если и Г , то 

Таким образом^ мы имеем пару (К * р ) . Этой паре о т ­
вечает полупрямое произведение Г= К * А Р > При этом по 
известному правилу ( с м . , например, С 2 ] ) задается действие 
группы Г в декартовом произведении К<ф и мы приходим к 
паре 0<лф,Г)-

Чтобы охарактеризовать соответствующее д е й с т в и е , д о ­
бавим к множеству А независимую переменную $ , не принад­
лежащую этому множеству, и пусть<р(У,у) - свободный К 
модуль, порожденный множеством ( X , ^ ь Этот модуль можно 
отождествить с декартовым произведением К* Ф : паре 

^ 6 К А Ф , ^ К, отвечает элементрйЯи+0&Ф(%>$ • 

При этом действие Г - в Ф ( X , у) определяется правилом 

Пусть дальше ( Ф , Р ) - полиномиальная пара, и возьмем 
в группе К т подгруппу - аддитивную группу кольца полино­

миальных функции К Г х 7 • Эта подгруппа инвариантна отно­
сительно действия группы г • Пусть теперь Г= К ЕХЗЛ 
и формулой ( 8 ) определяется действие такой группы Г* в 

Щ ( Х , у ) . Это действие будет также полиномиальным, так 
как по определению для любого Х- из X 

В э т о м л й щ ю м и а л ь н о м случае группа Г. действует в 
К / Х / и Р=/<ООлр действует в КСХ у ] . В силу сказанно­
го, мы могли бы назвать группу Г = К С х ] Л Р п о л и н о ­

м и а л ь н ы м с п л е т е н и е м аддитивной группы 

кольца К и группы Р (по множеству фСХ) )• 

Допустим далее , что исходным было специальное пред- . 

ставление Р в КСХ] . При этом г действует ж в КС*] , 

и в Ф СХ) , причем действие Р в К С%3 определяет дейст­

вие в ф(Х) и наоборот. 



группа действует (и тоже специально) в 
К С Х , и] . Эта группа действует также и в К СХ,ц] , и 

в ф ( % $ . , 
Пусть у е К /ХТ,^ ^ Р и У - - элемент группы * . 

Этому ^ сопоставим ^ - ^ % / 6 - К Е * 3 , . Очевидно, что 
отображение ^ ^ есть гомоморфизг Г н а / 7 . Ядро э т о г о 
гомоморфизма содержится в ядре представления группы I о т ­
носительно К I Х*Щ » к о т о р о е в свою очередь совпадает с 
ядром представления Р относительно Ф (Х,у). Поэтому в м е -
сте с Г1 в К* СХ,у] и в ф (Х,у) действует и Г*К&ЗаЕ • 
Легко проверить, что действие Г в ^ (X ^ ) • которое с е й ­
час определено действием г" в на самом деле совпадает 
с действием. Г ъФ ( Х * у основанным на сплетениях ( с м . 
формулу ( 8 ) ) . 

Рассмотрим далее тот случай, когда область К является 
бесконечным кольцом. При этом можно отождествлять К СХ] и 
1Х IX] . Пусть далее X V ( с м . п .З § 1 ) . Обозначим 
:ерез Г/ = К аддитивную группу кольца К - Эта группа а в ­
томатически действует ъф(Х,). Обозначим через Гг п о л и ­
номиальное сплетение групп К с [ } по множеству Ф . 

Группа ( 2 в силу определения полиномиального с п л е т е ­
ния пар действует в Ф(Х^) по формуле ( 8 ) . Пусть Сз 
полиномиальное сплетение К с С по множеству Ф [Хг) • 
Итерируя этот процесс (на предельных местах берутся о б ъ е ­
динения предыдущих группу мы определим группы Г^ . Каждая 
такая группа Г]и действует ь Ф(Х^) (исходя из сплетений) -
Эта группа действует также в К СХуи] * причем специально. 

С другой стороны, исходя из КСХуи] , в §1 мы о п р е д е ­
лили соответствующие группы Г^и . Так как эти группы -/X 
является группами ограниченных автоморфизмов, т о они д е й ­
ствуют в КСХуи] специально. Из приведенных рассмотрений 
непосредственно следует , что группы 1^ , введенные в §1 
- это те же самые Гр , которые определены сейчас на 
основе итерации полиномиальных сплетений." 
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0 НЕПРИВОДИМЫХ ПРЕДСТАР ЧЕНИНХ ПОЛИЦИКЛИЧЕСКОЙ 
ГРУППЫ НАД АБСОЛЮТНО АЛ ЗБРАИЧЕСКИИ ПОЛЕМ 

ПРОСТОЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

Е.М.Левич 

Одной из интересных и важных задач теории п р е д с т а в л е ­
ний групп является задача изучения свойств групп в зависим 
мости от свойств её представлений. В ч а с т н о с т и , возникает 
следующий в о п р о с : какими свойствами должна обладать г р у п ­
па, чтобы её неприводимые представления над любым полем 
были конечномерными? Известно [ъл]% ^то для т о г о чтобы 
все неприводимые представления группы Г были конечномер­
ными, д о с т а т о ч н о , чтобы V обладала конечнопорожденной 
абелевой нормальной подгруппой конечного индекса . Ф.Холл 
в доказал, что каждое неприводимое представление к о ­
нечнопорожденной нильпотентной группы над абсолютно а л г е ­
браическим полем простой характеристики р является к о н е ч ­
номерным ( с м . т а к ж е / 8 / ) . С другой стороны, в этой же р а б о ­
те показано , что если полициклическая группа Г не о б л а д а ­
ет конечнопорожденным абелевым нормальным делителем к о н е ч ­
ного индекса, а поле Р ог:лично от абсолютно алгебраическо­
г о поля простой характеристики р , то Г обладает б е с к о -

Настоящая статья посвящена доказательству теореыы/13. 
утверждающей, что каждое неприводимое представление п о л и ­
циклической группы над абсолютно алгебраическим полем п р о с ­
той характеристики р к о н е ч н о м е р н о ^ . Эта теорема является 
ответом на в о п р о с , поставленный Ф.Холлом в / V / . В основу 
доказательства упомянутой теоремы положена идея , которая 

нечноыерным представлением'над полем р . 

Другое доказательство э т о г о утверждения получецо ; 
недавно А.Е.Валесским (Докл. АН БССР, т . 1 4 , 9 7 7 - 9 8 0 ) . 



была применена в [8] при доказательстве теоремы о к о н е ч н о ­
мерности всех неприводимых представлений над абсолютно а л ­
гебраическим полем простой характеристики р конечнопорож-
денной нильпотентной группы. В "рассматриваемой ситуации 
она состоит в следующем: показывается, что в каждом непри­
водимом представлении над любым полем полициклической 
группы существует максимальное, инвариантное относительно 
центра радикала группы подпространство ( теорема 10 ) ; 
наличие такого подпространства позволяет п о к а з а т ь , что 
если неприводимое представление группы над абсолютно а л ­
гебраическим полем простой характеристики р т о ч н о , т о 
центр радикала конечен (теорема ' I I ) , а отсюда сразу 
с л е д у е т , что рассматриваемая группа конечна, т . е . п р е д ­
ставление конечномерно. 

Статья состоит из четырех параграфов, В первом и во 
втором параграфах приводятся основные определения и обозна­
чения из теории групп, групповых алгебр полициклических 
групп и теории модулей над кольцами главных идеалов . Здесь 
приводится также ряд вспомогательных утверждений, н е о б х о ­
димых нам в дальнейшем. Кроме т о г о , в первом параграфе д а ­
ется иное доказательство , чем у автора , теоремы Холла о 
нетеровости групповой алгебры полициклической группы над 
произвольным полем. Третий параграф посвящен изучению 
групповой алгебры полициклической группы как модуля над 
кольцом полиномов от одного переменного или нескольких п е ­
ременных. В последнем, четвертом.параграфе доказывается 
основной результат . 

§ 1 . Основные определения, обозначения и некоторые 
вспомогательные утверждения 

Пусть 1 - полициклическая группа, т . е . группа, о б л а ­
дающая конечным нормальным рядом с циклическими факторами: 



где 

Представление элемента Я в виде ( 3 ) мы назовем р а з л о ­
жением элемента А по степеням элемента ^ ; назовем *акже 

гп - верхн еС у^-степенью элемента Л 
( обозначение : Цк)^^ ) , 

Отметим, что группа С т о г д а и только тогда является 
полициклической, когда Г е сть разрешимая группа с у с л о в и ­
ем максимальности для подгрупп/~6 ]9 Отсюда вытекает , что 
для пслпциклической г р у п п ы / лока ьно нильпотентный ради­
кал (О является нильпотентной г : , ппой с конечным числом 
образующих, причем центр радикала $ ( & ) отличен от е д и ­
ницы. . 

Обозначим через ^1 некоторый прообраз в л образую­
щего элемента фактора *уГ* • Легко видеть , что каждый 
элемент однозначно представим в виде 

6 " Г7 ^ " ( - целые числа) ( 2 ) 

Будем считать , что ряд ( I ) выбран так , чтобы $ А $г**~т*& 
были образующими 

Л е м м а I . Если - конечная группа, т о п о ­
лициклическая группа Г также является конечной группой. 

Утверждение леммы Еытекает из ^ 0 , 1 ^ , если заметить , 
что локально нильпотентный^ радикал / 2 , ( 7 / ограничивает 
группу 1 , т . е . группа ' / \ \ , где / / - централизатор 
радикала $С (Г)ъ Г , изоморфна некоторой группе а в т о м о р ­
физмов группы №(1/ • Но группа / 2 ( 7 / по условию к о ­
нечна, следовательно , ' / $ т а к к е является конечной г р у п -
иой. Так как / 7 - подгруппа №*(Г)% то Н является конечной 
группой и, следовательно, группа 1 - конечная группа. 

Пусть Р Г ' - групповал алгебра полициклической группы 
над произвольны»» гтплем Р . Каждый элемент к можно 
представить в аиде: 

л т \ * щ (з) 



4 

& - нижней ^ - с т е п е н ь ю элемента А , 
( обозначение : 

Ш-3 - ^ - д л и н о й элемента к, ( о б о з н а ч е н и е : , 

1гь - I - т а я координата эле?гекта /и з разложении 
(3 ) (обозначепке г IV- (А) /} ) , 

^>уь - верхняя -проекция Я на 
( обозначение : \^(^Агп/;)„ 

нижняя ^ -проекция X на Р 1 п - ( 

( обозначение : \*/(к)-/ь5 ) . 

Пусть А\ - некоторое иночество элеыентсв на с множество 

К ^[\7(^):/ь^К Цк)^т) назовем / ? г - в е р х н е й ^ - п р о е к ­
цией множества в » а множество 

—нииней -проекцией м н о ­
жества К . Если К является правым идеалом (левьш, д в у ­
сторонним) в РГ 1 т о К ^ К * являются правыми (левыми, 
двусторонними) идеалами в Р / ^ - у для любых целых / к , х 

У1меет место следующее утверждение. 

Л е м м а 2 . Если А - правый идеал в 

К у * к ^ , к ^ к , , , ^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как оба равенства 
доказываются одинаково, то мы докажем только первое р а ­
в е н с т в о . Пусть К ^ К % \ А " такой элемент из / \ 1 

что &(к}*к^ и ^ у'Ь>1 - Тогда имеет 
верхнюю - с тепень равную М * / . Действительно, 

Обратное включение доказывается аналогично, 
Лемма доказана. 

Из ( 4 ) вытекает, что $н ^ в * " А » т . е . Д с^пК К, 



Л е м и а 3 . Пусть Л - правый идеал в 
выполняется условие обрыва возрастающих цепей правых и д е а ­
л о в . Тогда существует такое натуральное С , что для л ю б о ­
го 1/6 ^ со с в о й с т в о м К г и I'(V) = г-ъ найдется 
такой элемент V* , что1М'<е/< и (К'>< та*.(С(У)-{уС] 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем некоторое 
число Лг и рассмотрим г\ ; . Так как /< является правым 
идеалом в РГ*-/ , т о в*К™ имеется конечное число о б р а ­
зующих 0*»^8» " " '^* • Выбираем в идеале К 5 элементов 
со свойствами: , л , • . ̂  • ч 

Пусть наибольшая /} -длина элементов 1у ( '^4^4<Ь ) 
равна С , т . е . С=пим(!>.)} • Из леммы 2 вытекает, 
что элементы . / 

являются образующими идеала К в РГ^-, . Так как вешсг 
няя и̂, -проекция на Р/Г-, элемента V лежит в К , 
то найдутся т а г э элементы М'€ РГ^-, , ч т о 

до р 
Тогда элеые:2!Г , 

имеет верхнюю К* -степе] ' . , , меньшую № Ф Очевидно, что 
элемент и удовлетворяет поставленным требованиям. 

Лента доказана* 

Т е о р е м а I . ( Ф . Х о л л [ 4 . ] ) . Групповая алгебра РГ 
полициклической группы / над произвольным полем Р у д о в ­
летворяет условию максимальности для правых идеалов . 

Для доказательства теоремы достаточно п о к а з а т ь , что 
каждый правый идеал А С Р Р* обладает конечный числом 
образующих. Доказательство будем проводить с помоцью ин­
дукции по длине ряда ( I ) . Если П***4 , то теорема о ч е ­
видна. Пусть Р^Г-/ удовлетворяет условию максимальности 
для правых идеалов , т . е . каждый правый идеал из РРп-, 



обладает конечным числом образующих. Предположим, ч т о не­
который правый идеал А" в не имеет конечного числа 
образующих и пусть К>^>"> ^ " бесконечная система 
образующих идеала К . 

Рассмотрим К некоторое натуральное ч и с л о ) . 
Так как есть правый идеал в Р1*п-9 и РГ^Ф1 % с о г л а ­
сно предположению индукции, удовлетворяет условию обрыва 
возрастающих цепей правых идеалов , до в К т имеется к о ­
нечная система образующих « Пусть ^л^^т^%^К\ 
таковы, чтс М ? С ^ / а А^ И . Согласно лемме 3 
существует такое число С и такие элементы * 
К,,, И,ь..», • • • I что\1 /в1 & К, & (УФЖ та#Ш%С) 
( ) . Применив неоднократно, если э т о необходимо, 
лемму 3, мы придем к существованию элементов У,. ^ . « ^ V » } 

таких , что К, Р(у%С* ™3 доказательства леммы 3 
следует , что система 

является системой образующих идеала /\ • Пусть 

Очевидно, что есть правый идеал ъ/Т^ и , с л е д о р а -
т е л ь н о , обладает конечным числом образующих /%^^у"> ^ 

Е с л и ^ / > ) Ы ; ^ 6 / С , т а к о в ы , ч т о & ( 1 ^ ) *С, С ( $ 4 С * 
\ мы мс кам построить последовательность и''. ЙЛ-*# V" . с о 

свойствами: V. * И; ̂  А , с(у* )$С~41 яри этом система 
/ / / * " * " 

будет системой образующих и д е а л а . Продолжая описанный 
выше процесс , мы построим такую систему образующих кдеа-

л а К 1 / 1 

ч т о С [к,])-0 и А^5 при ^$к+'4 . Ведя мы о б о з н а ­
чим через К' правый идеал в Р/"^, , порожденный э л е м е н ­
тами СУ -̂ ^ А • то мы можем найти конечное 



число образующих идеала К : /ц. . ,»». . , А*с * Тогда , 
очевидно, система . , ' 

будет системой образующих идеала , / . Мы пришли к проти­
воречию. 

Теорема доказана. 

§ 2 . Модули над областями главных идеалов 

Пусть 0 - коммутативная область главных идеалов , 
не являющаяся полем, (лУ0'(р^ А€-/1ь множество простых 
элементов из $ . Каждый э л е м е н т х е ^ 7 ( Х ^ О ) однозначно 
с точностью до делителей единицы представим в виде п р о ­
изведения простых: ^ 

л м д 

где § - делитель единицы и лишь конечное число Л * ^ 

отлично от нуля. ч 
Обозначим через ОС\и)класс в с е х [7-модулей и 

пусть /б $ ( ! 7 ^ и V . Порядковым идеалом ^[у) э л е ­
мента V называется совокупность в сех элементов из *Э , 
аннулирующих V : 

Так как ^7 - область главных идеалов, т о " 0 ^ * ) е с т ь 
главный идеал, т . е . представ, им в виде Хо0. Эле ­
мент Х # 6 3 в этом случае называется порядком элемента И. 
Очевидно, что П - ^ 

-модуль V называется модулем без кручения, 
если ̂ (у)л0для любого у & У , и периодическим модулем, 

если \&)рОяля любого *Ь V * *3 -модуль тогда и только 
тогда можно представить ь виде прямой суммы: 

У * © X 
где урУ*и , **ъ*&&Л%1$1*\ Зхо эквивалентно тому , 
что -модуль У порСг:&Лея м н о ж е с т в о м ^ , 6 Л 1 \ 



состоящим из элементов, линейно-независимых над О . Если 
V - произвольный $ -модуль И в V имеется свободный -
подмодуль У<? , порожденный максимальным множеством линей­
но-независимых над И элементов , то у ^ е с т ь периодичес ­
кий модуль. 

Пусть схг' е с т ь подмножество множества С^Д в с е х п р о ­
стых элементов из 3 . Мы будем г о в о р и т ь , что !7-модуль 
У принадлежит классу модулей 01 (3} О-?') % если в к 

найдется такой свободный подмодуль У0 » что ^ / \ !
0 е сть 

-периодический ^ -модуль , т . е . ^/\/9 е с т ь периодичес ­
кий 3-модулъ и порядок .любого элемента У # 14 имеет 
простыми делителями только элементы из 0^' . Если СС ~ СС» , 
то класс 0% (Л, иг 0 совпадает с классом Сг О) , т . е . 
ОС р)^ ОЬОуНг); если же 6 * / ' - пустое множество ,то ОЬО^) 
е с т ь класс в с е х свободных ^/ - модулей. С другой стороны, 
если * т о ^-модуль \/ называется & г ' - периоди­
ческим. 

В работе 1 4 приведены следующие утверждения, д о к а ­
зательства которых мы здесь опустим. 

Л е м м а 4-. Поле рациональных дробей /2- от у] при ­
надлежит классу ОС 0Г щ> ' / т о г д а и только т о г д а , когда &г'~^. 

. Л е м м а 5 . Если то каждый с / - п о д ­
модуль У 0 С V также принадлежит классу ОС (У,иг'}> 

Л е м м а 6 . Пусть А -модуль ( / - о б л а д а е т в о з р а с ­
тающим рядом из п о д м о д у л е й / ^ ' < ^ ^ / и 1 ^ / ^ . * Если 

н<«/цкОЩш%т в с е х *С<> • то V? ( X Й » * / * 
/ Введем еще один класс ,̂ 7 -модулей, который мы о б о з н а ­

чим через ^ (р1&\ Л / . .!У -модуль. |/ т о г д а и только т о г ­
да принадлежит классу 01(^,1^^ к) , когда в I/ имеется 
свободный подмодуль 1/, , что е с т ь ^ / " ' - п е р и о д и ­
ческий модуль, причем порядок X произвольного элементг. 
У+У9Ь у/у0 представим в виде 

г д е лишь конечное число ^ отлично от нуля и в се ^ ^ ^. . 



Учитывая доказательство и формулировку лемм %Щ &щ 

легко получить следующие утверждения: 

Л вина 4 . Поле рацио на лы тых дробей & от *У не 
п|шшдежит Ш одному классу ОС (3 ДЭД к о ­
нечных А . ^ , у V 

Л в .м м а 5. Если 1(г 6б ( Ч ^ , т о каждый подмо ­
дуль ^ С И такхе принадлежит классу ОЬ (У, иг', 

Л е У м а йш ЕС;:Й (У -модуль V обладает конечным 
возрастающим рядом из подмодулей: 

причем %Чи % а Ш Я чо Щ 01 (Зу т ^ . где 

Л е м м а 7 . •!/ -модуль |/ только тогда принадлежит 
классу ОС{и} (лг^ к) , когда каждый е г о собственный 
подмодуль принадлежит ^классу (/I 0 , ог[ А9,$^Л* 

Пусть - векторное пространство над ПОЛОУ Р и Й -
•:г:;оторый его эндоморфизм. Тогда мы конем рассматривать 
кай Д -модуль, где й- р[Х] - кольцо ПОЛИКО?.;ОЕ от о д ­
ного переменного X с коэффициентами из поля Р , если з а ­
дать представление 3 относительно с помощью отображения 
X—> В этом случае для у д о б с т в а мы будем г о в о р и т ь , что 
С е с т ь -модуль . 

Элемент у ^ 0 называется € -алгебраическим, если 
порядковый идеал V I ^ ) отличен от нуля. Легко в и д е т ь , ч т о 
элемент ^{гСт тогда и только тогда является а л г е б р а и ч е с ­
к и , когда минимальное инвариантное относительно б п о д -

^нство, содернащее ^ , конечномерно. В с л у ч а е , к о г - . 
да 4р (^)- 0 » элемент и называется б - т р а н с ц е н д е н т ш м . 
Эад сг : ;ачает , то минимальное б* -инвариантное п о д п р о с т р а н ­
с т в о , содержащее у & О , является бесконечномерным. 

?сяй Зд^ЦОщЖЬ О является п е р и о д и ч е с к и , т о б н а ­
зывается локально алгебраическим эндоморфизмом; в с л у ч а е , 
к о г д а ^ -модуль (д не иуеет кручения, эндоморфизм б н а -
з ы в а е : : я трансцендентным. 



-модуль С называется делимы!.:, есл:<: ураг,:1е::;:е зида 
* А. = и разрешимо в О при любой у 6 & и для п р о и з в о л ь ­

ного У . Лэгко видеть , что ^ -модуль С- тогда и 
толх,;:о тогда является делимые, если для лябсго 

Л е :.: • а 8 . с.:,:оморФ^зм ^ тогда и т: .~ ::о т о г д а 
обладает собственна:;.! максимальным подпространством ::: А 
инвариантны.? относительно эндс . :рфпз: уа ^ , когда & 
является делимым /7<т -модулем. 

д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Сл являет с:: 
собственным максимальным б* -инвариантное п о д п р о с т р а н с т ю 
в Ст . Тогда в оактере ^ / ( ^ о эндомопф:*:.: 5 индуцирует 
эндоморфизм ^ , причем минимальный г : с Х > ь и > к о ­
торому 5 удовлетворяет , является копрллодимкм. Т о г д а , 
очевидно, ч т о ( г А < - С 0 ^ О . Зто о з н а ч а е т , л С ::г 
является делимым и$ -модулем. Тогда пс определению н а й ­
дется такой неприводимой элемент О , чтоСг^^ Щ 
Отсюда вытекает, что для любого х б к X" О , Так 
как Л - неприводимый элемент из V , то из теоремы ? Л Л . 
[ 0 ^ _ с л е д у е т , что в [.существует собственнее макевдаль 
ное в -инвариантное п о д п р о с т р а н с т в о , . Но тогда и в О 
имеется собственнее максимальное б -инвариантное .подпро­
с т р а н с т в о . 

Лемма доказана. } 

Л е м м а 9 # Е с л и ^ С СЬ^Му ^Удля некоторого ш д 
множества (хг'^иг0 \ ? 0 эндоморфизм о обладает с о б с т в е н н а 
максимальным 6 -инвариантны ! подпространством. 

Согласно теореме ЧАЛ и з / 9 _ ^ - м о д у л ь {5 при у с л о ­
виях , указанных в лемме, можно представить в виде прямой 
суммы конечномерных 0$ -подмодулей. Отсюда н е п о с р е д с т в е н ­
но вытекает утверждение леммы. 

Пусть От - [] -модуль ( 0 - сблает г л а в а х идеалов 
О -подмодуль / / С О называется сервантным, если из 
разрешимости уравнения хЛ ^ (Лй 3, у е Н) I (г следует 
его разрешимость в Н -



Г:р.::ездеи несколько примеров сервантных 7̂ -подмодулей. 
1, Совокупность всех алгебраических элементов О - м о д у ­

ля С , т . е . максимальный периодический 3 -подмодуль , я в ­
ляется сбрЕ -Л1Т :шм подмодулем р 6 , 

2 . ЛйСек дзггп^й ^ -подмсд^ •> является серванткым.7 -
подмодулем г про:::^ольном О - м о д , : е . 

Легко проверяются следующие простые утверждения: 

Л Б М И А 1С. Каждый сервантный 3 -подмодуль Сьг/ -
делимого 3 -модуля (&г'с иг0 ) является & г ' -делимым , 7̂ -
а а д м о д у з ш г -

.у Л 3 М М А I I . Минимальный сервантный у -подмодуль 
в /> , ссдар^ащий алгебраические элемент Х^Ст , т о г д а и 
только тогда является бесконечномерным векторным п р о с т р а н ­
с т в " , к о г д а , / / является делимым 0 -подмодулем в и {[$V, 
теорема 6 . 5 . ) . 

Л Б М М А 1 2 . Пусть Н - сервантный ^ ^ - щ д м о д у л ь 
в Сг , а /** - сервантный ^ -подмодуль / / , т о г является 
серьантным ^ - п с д г з ^ л е м в ^ . 

-модули, где - групповая 
алгебра группы / над полем Р щ Ч - некоторый автоморфизм 
|л$ебры гГ*ш

 / ^ / ^ -модуди (л и и-, называются слабо и з о ­
морфными, если существу;:: 1 такой изоморфизм у« между адди-
$ШП № группами 0 и , автоморфизм ^ алгебры РГ9. что 
имезт место р а в е н с т в о : ( Д ) ^ Х ^ \ ^ д а л ^ ы х Х € & 4 , АсРГ. 

Лег^/а 1 3 . Пусть Ф - автоморфизм групповой а л ­
гебры Р1 и К - некоторый правый идеал в РГ .Тогда РГ -
№ЩЩ [ ° / ( < и слабо лзог/.орфны. 
Все приведённые внде утверждения справедливы для случая , 
когда вместо РГ̂ О рассматривается групповая алгебра 
циклической группы без кручения над полем Р 

Вел* 6 - произвольны;: элемент из РГ , т о каждый Р Г -
модуль можно естественным образом рассматривать как 0^ -

модуль, если задать представление Р{/| с помощью о т о б р а ж е ­
ния X •—* ^ . 

Имеед место следующее легко проверяемое утверздение : 



I е и и а ! & . Пусть даны: ' /\\ - * I -модуль , 
- ^тс: . 'о : : - ::зм .д-'.тебри р! \ о -^•::огг^иг: злзнент 

из Р/ ' . !> : г : $8&дь$ периодический ^ -под:?р?:уль Я/"* -
модуля Р^/^ прин&длэзШт к ^ с с у ^(цк^^Щ% Ю й 
каждые периодический 2> - подмодуле г'У ; -;.:одулт: г # у 
принадлежит к л а с с у ^ $ #и/\ \ 

§3. О некоторых подмодулях гр:/::ловсП алгебр; : 
г:оли!:;/клкческой г р у п п : 

Пус1ь дана групповая алгебра Р/ группа Г* над прои^ 
вольным полем Р й некоторий её правый иде^л К . П^:-с:г: 
рое свойство Ь элементов этол алгебры Р1 Ш ШШ 
свойством , если из т о г о , что элемент А-6 Г/ бйязд&ет свой 
ством $ следует , что этим свойством обладает та::::з 

' А -

4 П Р И Ь б о » О 6 А . К - с в о й с т в о 6^ элементов алгебры 
называется аддитивным, если из т о г о , что эле:м:-:ты А 

и ^ обладает свойством & , то и все элементы шщЖ&^Фг 

где с / и 0 - элементы из Р , обладают Э1йй свой^явой* 
Некоторое подмножество элементов алгебры г ' каз^ьаотс-л 
0 -множеством, если каждый элемент из э т о г о подмножества 

обладает свойством ($ . 0 - м н о н е с т ю ЛУ называется /Ч -
замкнутым, если выполняются следующие два условия : 

, где пг- для любого 

(у -множество А) называется почти / ^ - з а м к н у т ы м , если за 
исключением некоторого конечного числа элементов является 

К -замкнутям множеством. у 

Очевидно, что любое А - з а м к н у т о е подмножество иг А $ 
каждый элемент котор!ого обладает /К - о з о р с т в о м О , с о в п а ­
дает с К . -

Пусть г / - групповая алгебра поглц/.клическс!'. группы 
Г* » К - некоторый правый идеал в / : > / г г . Тогда в /С мы 



н е я с е н ъ2зстл У -фильтрацию, обозначив через 

Лег::с 2: :^бть, что в имеется кс зчный ряд и з ' ' -

Щ будем говорить* что / ( - з а м к н у т о е (у - м н о ж е с т в о / / 
г;;з - некоторое /ч - с в р й с т в о , ^ т е с н о связано с идеалом-

/ \ , если из включения & \к)(: К для любого /г. е / у 
с л е д у е т ) ч^э 

ТУ ( М б где Й Э Д 

Л з м 1' а 1 5 . Пусть даны: Р Г . групповая алгебра 
пелпцпклпческой группы П , /К - правый идеал в / V , & -
некоторое / ^ - с в о й с т в о , / 7 - / С - замкнутое -множество , 
т е сно связанное с К . Тогда для любого элемента А е-ЛЛ 
найдется такой элемент ^& Н\ , ч т о К - $ * РГьч* 

Д о к а з а т е л ь с т в о . С помощью леммы 3 и 
применив индукцию, мы* можем для каждого /ьеМ найти такой 
з л о ^ е н ?У ' 6 Д , что 

причем не зависит от выбора Я* ш Если Л " / 
для любого А ^ / ^ , то утверждение леммы д о к а з а н о . Предпо­
ложим, что А.*/ € / : Р ^ Г - / * хотя бы для одного / ^ / 7 

Сб&акачим через / , , . А ^ - п о д м о д у л ь в К , порож­
денный всеыи элементами со свойствами &&}Ц'С + 
С($)^(? • РГ*»-* -модуль Д н е п у с т , ибо м н о ж е с т в о / 1 т е с н о 
связано с К. . / / имеет конечный базис как / - м о д у л ь , • 
который мы'обозначим через $4>§х>**ч Д • Пусть 
• * > # 4 - элементы из / со свойствами • 

Тогда для любого найдутся такие элементы 
• ч*° №(А^)*Ё&1к • Поэтому 

^ (% у ' - Щ Ы > - / * ^ К. ^ / С 
Применив индукцию, мы получим нужное нам утверждение. 
Лемыа доказана. 



- п ? ~ 

ор 
С л е д с т в и е . Пусть даны: * 1 - групповая а л ­

гебра пол тлциклической группы Р , Р - правый идеал в РР 
О- некоторое К - с в о й с т в о , /V - почти - замкнутое 
ф -множество , тесно связанное с К , Тогда для любого 

элемента /г б / 1 / , за исключением конечного множества элемен­
тов и з / 7 , найдется такой элемент 4 сг 

Представление ^ г р у п п ы / автоморфизмами в е к т о р ­
ного пространства 0 называется циклическим, если в Сг 
найдется такой элемент Я , что минимальное -допустимое 
подпространство , содержащее X , совпадает с О , Другими 
словами, представление (С-у С к а з ы в а е т с я циклическим, 
если в С найдется такой элемент X » что # Р ^(?. Если 
К' кв Р Г : *9 = О ] „ т о два Р Г модуля & й Р % 
изоморфны {[12% с т р . 1 7 ) . ^ / 

Л е м м а 1 6 . Пусть (СП 

- циклическое п р е д с т а в ­
ление полициклической группы Г 4 причем О - векторное 
пространство над произвольным полем Р . Тогда для любого 
вв-Ё(Юнайдется такое конечное множество би^ С бУй ; 
что каждый периодический «%• -подмодуль (3 0 С и принад­
лежит классу <Х\3<-> ОГ€) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим индукцию по 
длине ряда ( I ) . Если ряд ( I ) имеет длину, равную единице, 
то требуемое утверждение очевидно . Предположим,что для 
утверждение леммы справедливо, но для группы оно не 
имеет м е с т о . Это означает , что найдется такое циклическое 
представление 9 Р) группы Р и элемент что 
в С? имеется периодический ^ -подмодуль Сг9 со с в о й с т ­
вом : 

не существует такого конечного подмножество 0% - (Со % 
что СгЛОс(р^,ш^) 

Согласно определению циклического представления. Ш 
можем, не уменьшая общности, предположить, что О- « 

где К - некоторый правый идеал в РI . Тогда^в силу п р е д ­
положения, в РГ найдется такая последовательность / У 
элементов ^ у . |1 , что 



2)х- X ; ^ / („ Ь е игс ,щ / 1 ^ . с с л и / / у < 

Рассмотрим /К * У ч и т ы в г : индуктивное предположе­
ние, найдется такое конечное подшюжество и% <- л 'с . . , » 
что каздый периодический Ц. -подмодуль / / из Р I 
принадлежит классу Ш^З^^Л для С ' б 2 (&) • Не 
уменьшая общности, мы можем считать , что Ь и^1 . Тогда 

\^'(/с)(: К™* I ^1 {-(/-д* Действительно, пусть I V ( х ^ 

& К **** , т . е . X ; 6- . Мы пришли к противо 
рсчию, из которого вытекает включение \А/ (У-с ) & Легко 
проверяется , что -Л'1 - почти / ^ - з а м к н у т о е -множество 
где (9 - свойство I ; и 2 . Применив лемму 1^, мы найдем 
бесконечное множество-^ / ' элементов из г*%г* , обладающих 
свойством (у . Ко тогда мы приходи к противоречию с индук­
тивным предположением. 

Леиыа доказана. 

Л е м м а I ? . Пусть (О, I ) - циклическое п р е д с т а в ­
ление п§циклической группы / ' , причем С - векторное п р о ­
странство над абсолютно алгебраическим полей простой х а ­
рактеристики р # Тогда найдется такое конечное множество 
СлГсиЛ , что для любого С 6 >?(/2^каждый периодический 
<7# -подмодуль &в^О принадлежит классу (Х,(^}С^)9 

Д о к а з а т е л ь с т в о э т о г о утверждения п о л ­
ностью аналогично доказательству леммы 16 . 

Т е о р е м а 2 . Пусть (^С, /)- циклическое пред ­
ставление полициклической группы, причем (т - векторное 
пространство над произвольный полей Р . т о г д а для любого 

найдется такое конечное множество Сб^ С С&0 , что 
каждый минимальный сервантный $ -подмодуль Ос<~ 
содержащий Х с € С , принадлежит к л а с с у ^ (й^^иг^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим индукцию по 
длине ряда ( I ) . Если ряд ( I ) имеет длину, равную единице, 
то требуемое утверждение очевидно. Йредположим, что для 



I теорема имеет место , а для г р у п п ы э т о утверждение 
несправедливо. Это означает , что существует такое цикли­
ческое представление (Сг ? * / , з котором для некоторого 
от 6 ^(^)в О имеется такоГ: эле: с т Хо > что минималь­
ный сервантный Ц -подмодуль Сс с С- > содержаний х 0 , 
не принадлежит классу 01 (гУ^* т П Р И каком конечном 
подмножестве (лГ с • Учитывая лемму 1 6 , мы можем р а с - , 
смотреть случай, когда ^ -модуль <Я, не кмееФ кручения. 

Без ограничения общности, мы' можем с ч и т а т ь , что 
& « Рук • где К * правый идеал в РГШ Тогда в силу п р е д ­
положения в РГ найдется такая последовательность элемен­
тов ГУ. ? « обладающих следующими свойствами: 

2 ) ^ - Л ; - * ; б / ( ^ г € и Г в , ^ : = * : ^ если . 

Рассматривая рГн„[ тл учитывая индуктивное п р е д ­
положение, мы найдем такое конечное подмножество с ^ , 
что каждый минимальный сервантный МОДУЛЬ . содержаний п р о и з -
вольный элемент из г и - у / ^ » принадлежит классу 

Не уменьшая общности, мы можем с ч и т а т ь , что 

Х:^ ОУ^ . Отсюда и из леммы 16 сразу вытекает , что почти 

для всех %* ( т . е . кроме конечного числ.а и х ) : 

_ щ I ^ ( ч 

^сли для бесконочного числа . т о 
рассмотрев РЧ-пи т ( - р Сх0)) и применив индук­
тивное предположение, мы сразу приходим к противоречию. 
Зто означает , что для почти в сех имеет место 

б (х.)> С(х:) 

Но тогда ^(Хс)с К™ и, следовательно , у ч и т ш р я лемму 
3, мы можем найти такой элемент К , что * (ус-Х,)<т% 

Применив индукцию по величине числа &ъ и повторяя предыду­
щие рассуждения, мы легко придем к противоречий с индуктив ­
ным предположением. 



Теореиа доказана. 
Полностью аналогично доказательству теоремы 2 показы­

вается справедливость следующего утверждения: ' 

Т е о р е м а 3. Пусть (Сг, > ^ - циклическое п р е д ­
ставление нециклической группы / ' , причем цг - векторное 
пространство над абсо.^г 'чю алгебраическим полей просто ; : 
характеристик;; р . Тогда па;:дется такое конечное подмно­
жество СС} с сс0 , что *,ля любого СГб % (Я) каждый миниг/лль-
*УЙ сервантный к% -подмодуль (тк

с 0 , содер*а:ц^1 Х<?в 6г , 
принадлежит клас;\- 0[ 

Т е о р е м а 4 . Пусть (О, Г)- циклическое пр^д -
• / т ставлетг/е поцнклпческои группы / над произвольным полем 

Р . Тог г ;а для любого 5*6 % (каждый периодический 
-подмодуль 0 о принадлежит классу 02,(^1 Щ » 

где с<Г с <*с , ^ - натуральное число . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим индукцию по 
длине ря.г.а ( I ) . Для случая уь~ 1 утверждение т е о р е ш 
очевидно. Пусть для группы 1 п 1 теорема имеет м е с т о , а 
для / п . это утверждение не справедливо, о т о означаем, ч т о 
существует такое циклическое представление (О, /~У , в 
котором для некоторого 6*6 ^{}0*)% иГс С(Т0 , найдется 
такое периодический ^ ^ -подмодуль б0СО \ ч т о & 
им при одном натуральном Д . Без ограничения общности мы 
можеы считать , что & ^ ^ТУК * г д е ^ правый идеал 
гр\\ Тогда в силу предположения, в Р/ найдется такая 
последовательность А| элементов ^ , которые обладают 
&лщр>щ*| свойством : 

Легко проверяется , что А ] есть почти К-замкнутое (у - м н э -
К Й С Т В О , тесно_связанное с гл . Тогда, согласно лемме И , 
найдутся щцщ элементы / / & АГ 1 что для почти в с е х 
д\ б М ймее* место * 

V 1 



- ш -

Мы пришли в противоречие с индуктивным предположением. 
Теорема доказана. 

Т е о р е м а 5 . Пусть Г) - циклическое п р е д ­
ставление полициклической группы Г над произвольным попеиР . 
Тогда для любого 66д!(1&)каждый минимальный сервантный -
подмодуль Сто э содержащий ^ , принадлежит классу 

Д о к а з а т е л ь с т в о э т о г о утверждения п о л ­
ностью аналогично доказательству теорем 2 и 4 . 

Все нижеследующие утверждения э т о г о параграфа д о к а з ы ­
ваются по единой схеме , которую мы применяли выше, поэтому 
доказательства этих утверждений мы приводить з д е с ь не б у -

Т е о р е м а 6 . Пусть (С * / / - циклическое п р е д ­
ставление полициклической группы Г над произвольным полем 
Р . Тогда найдется такое натуральное /&, , что для любого 
<3>€ каждый -подмодуль Сг. с С принадлежит классу 

Т е о р е м а 7 . Пусть (С?) / / - циклическое п р е д ­
ставление полициклической группы Г над произвольным полей ?• 
Тогда для любого элемента <о е %(&)найдутся такое к о н е ч ­
ное множество с мг0 и такое натуральное & , ч т о -
подмодуль Ос

сО- принадлежит классу ОЬ(о&рсо$}%^ 
Из теорем 3 и 5 вытекает 

Т е о р е м а^ 8 . _ П у с т ь (С} Г*) _ циклическое п р е д ­
ставление полициклической группыГ над абсолютно а л г е б р а и ­
ческим полем Р простой характеристики р . Тогда найдутся 
такое конечное множество о?;с игс и такое натуральное 
Л , что для любого &еХ(%) каждый р Р!^ - п о д м о ­

дуль С с С принадлежит классу 01 (р)^} аг^ Ю . 

Пусть (С; Г) - некоторое представление пояицшсли-
ческой группы Г . Обозначим через ' 



а через # ( ^ б ^ ' ' - * < ^ > Л 4 , Л^,.*.» Д^- линейную оболочку 
подпространств 

Счезидно, что каждое ^ г ( ^ Х ^ ) я 1 гнется Р^0^}- п о д -
уодулеи в & . 

Т е о р е м а 9 . Пусть (^ / , / / - циклическое п р е д ­
ставление полициклической группыЛ* 3 » ^ ' " 2(&-\^^г. 
Тогда каждый минимальный сервантный -подмодуль ъъРя(&У 
^ о д у л я ^ ^ . ' - . ^ т ' ^ - / ' " "Ч»^' содержащий элемент Х # , при ­
надлежит классу ОС (04}и>,> Ц) , г д е б ^ С о ^ и /2 не зависит 
от выбора 6,»^., ..,(<? , а зависит лишь от числа /гь и 

Т е о р е м а 10 . П у с т ь ( & , / " / ^ - циклическое п р е д ­
ставление полициклической г р у п п ы / 1 ' , Т г д а в Сг с ущест ­
вует собственный максимальный Р^(Ц) - «подмодуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть <э -
образующие группы Согласно теореме 7 найдется т а ­
кой элемент А , * Р , что &(<? , -А в ^ / ^ г . Предположим, что 
для^г мы нашли такие числа А / А^«..> , ч т о 

Тогда по теореме 9 найдется такое число , что 

&л>-^».АЛ ^Л\^ * • 
Но т о г д а ^ ^ й , ^ , , , , ^ , Д. # . . .| • Так как в факторе 

к а ж д ы й ^ - ? индуцирует алгебраический автоморфизм, то 

в ^ существует собственный максимальный - п о д м о ­
дуль (лемма 9 ) . 

Теорема доказана. 



§ 4 . Доказательство основной теоремы 
(положительное решение проблемы 

Ф.Холла ] ) 

В этом Параграфе иы будем рассматривать представления 
групп только над абсолютно алгебраическим полем Р простой 
характеристики р . 

Т е о р е ы а I I . Каждое неприводимое п р е д с т а в л е ­
ние полпшлклической группы Г* автоморфизмами векторного 
пространства С над абсолютно алгебраическим полем простой 
характеристики р является конечномерным. "' -л 

Л о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (Сг, </- точное 
неприводимое представление группы Г . Тогда для л ю б о г о х е б 
%тт место равенство X Р$*ФШ Пусть 0 . * { 9 Е РГ** Щ *#А 
Тогда С1 е с т ь праьый идеал в РГ^ Щ / ^ / - м о д у л и ц и ^уА 
изоморфны. Согласно теореме 10 в СУ имеется максималь.^ое 
^ ( / ^ - и н в а р и а н т н о е подпространство Н • Так как % (Р>) -
абелева группа с конечные числом .образующих, то факториро-
с граяство является конечномерным, а з т о о значает , 
что каждый э л е м е н т е & (7<~) индущ-рует з факторе 
алгебраическил эндоморфизм. Из т о г о , что Р - абсолютно 
алгебраическое поле простой характеристики р , вытекает , 
что для любого найдется такое натуральное / г * что ё п 

индуцирует тождественный автоморфиэ в векторном простран ­
стве 5 д / . Так как ^ ^ ? ^ е с т ь абелева группа с конечным 
числом образующих, то найдется такое натуральное И ^ ч т о б Г * 
лежит в ядре представления ( ^ / # , Для любого 
вбЖМ. Обозн ачим через подгруппу в % ( & ) . 
порожденную элементами вида б>* , где 6Гб % ((^* Легко 
в и д е т ь , что Ж^($) является характеристической п о д г р у п ­

пой й в Щ{Ю1 и > следовательно, нормальным делителем 
группы р . Учитывая, что (0 , /*) е с т ь неприводимое 
представление.группы Р , п о л у ч а е м , ' ч т о О в силу т е о р е ­
мы Ремака е с т ь подпрямая сумма подпространства 1 где 
у пробегает множество представителей в с е х смежных классов 
группы Р по подгруппе Так как ^^(Й^лежит в ядре 



п р е д с т а в л е н и я ^ ^ / 9%(я))мк любого представителя | , т с ома ле:ки в ядре Представления ('(г; / у . Поэтому %(Ю 
является конечно!! группой, но тогда и группа /~* я в л я ­
ется конечной. Следовательно, х шторное пространство Сг 
является конечноиерннм.. 

Тоорека доказана. 
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0 ГРУППАХ БЕЗ КРУЧЕНИЯ, ВСЕ НЕПРИВОДИМЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
. КОТОРЫХ НАД НЕКОТОРЫМ ПОЛЕМ КОНЕЧНОМЕРНЫ 

Е.МЛевкч 

Одной из интересных задач теории представлений групп 
является задача изучения.свойств группы в зависимости от 

с в о й с т в её представлений. В частности^возникает в о п р о с : 
какими свойствами должна обладать группа, чтобы все её не­
приводимые представления над некоторым полем были бы к о н е ч ­
номерными? Известно ч т 0 т о г о , чтобы все неприво ­
димые представления группы / 7 были над любым полем к о н е ч н о ­
мерными, д о с т а т о ч н о , чтобы Г обладала к о н е ч н о -
порожденным абелевым нормальным делителем конечного индек ­
с а . Естественно возникает следующая г и п о т е з а : для того, 
чтобы группа Г б е з кручения обладала только конечномерными 
неприводимыми представлениями над любым полем, необходимо и 
д о с т а т о ч н о , чтобы Г содержала конечнопорожденный абелевый 
нормальный делитель конечного индекса. 

В случае , когда группа имеет кручение, высказанная 
нами гипотеза в общем случае не имеет места, ибо б е с к о н е ч ­
ная абелева группа экспоненты р обладает только конечно- . 
мерными неприводимыми представлениями [ 5-"]. В пользу гипоте­
зы говорит теорема, доказанная Ф.Холлом в [ Ч ] и утверждаю­
щая, что полициклическая группа Г , которая не обладает 
конечнопорожденным абелевым нормальным делителем конечного 
индекса , имеет бесконечномерное неприводимое представление 
над любым полем, отличным от абсолютно алгебраического 
поля простой характеристики р . 

Целью настоящей заметки является доказательство спра­
ведливости высказанной выше гипотезы для случая локально 
нильпотентных групп без кручения. Кроме того, в ней и з у ч а ­
ются вопросы, касающиеся строения групп, у которых все не-? 
приводимые представления над некоторым полем конечномерны. 



Мы будем г о в о р и т ь , что группа Г обладает свойством 
(А)р% если все её неприводимые представления над полем Р 
конечномерны; обладает свойством (А), если в с е её непри­
водимые представления над любым полем конечномерны; и 
обладает свойством (8) . если Г е ?ь конечное расширение 
конечмопороаденкой абелевой группы 

П р е д л о г е н к е I . Пусть Г - группа, Н 

подгруппа группы Г , которая обладает бесконечным непри­
водимым представлением над нолем Р . Тогда группа Г 

обладает бесконечномерным неприводимым представлением над 
поле.: р . 

д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (С, Му- беско­
нечномерное неприводимое представление группы /У над по­
лем Р % Тогда в групповой алгебре РН группы Н над по­
лем Р найдется такой максимальный правый идзал Он \ что 
п р е д с т а в л е н и я ^ , Н) ъ(^/Фн> Н) эквивалентны. Обозначим 
через 0Н правый идеал в групповой алгебре 1 3 Р группы Р 

над полем Р , порожденный идеалом 0Н • Покажем, ч т о 
V РГ• Групповую алгебру над полем Р мы можем п р е д ­
ставить в виде прямой суьп:и векторных подпространств над 
полем Р : 

РГ- 2 РНд, , 

где - представитель правого смежного класса \ . 
группы Гпо подгруппе Н% ^ и ^ при сЬфр не лежат в о д ­
ном смежном к л а с с е , } ^ / е Г1 ^ - полная система п р е д ­
ставителей. Тогда — 

0Я" с! За 9^ 

Но единица группы Г не принадлежи» идеалу , с л е д о в а ­
тельно» 3 $ РГ Л Если О - максимальный правый идеал 
в РГ содержащий Зн , то 3п РИ= Зн в силу неприводи­
мости представления ( ^ / ) > Н ) • н ° т о г д а представление 
у^/у§г) является бесконечномерным над Р « ибо / # 
содержит подпространство , изоморфное бесконечномерному 
пространству ^*удн 



С л е д с т в и е I . Если группа Г обладает с в о й -
ствои(А)р % то любая её подгруппа и факторгруппа обладает 
свойством (А)р . 0 

Это следствие непосредственно вытекает из формулиров­
ки теоремы I и из совершенно очевидного утверждения, г л а ­
сящего , ч т о , если факторгруппа некоторой груши; обладав ' : 
бесконечномерным неприводпшм представлением нед н е к с т о р щ 
полем, то и сама группа обладает неприводимым б е с к о н е ч н о ­
мерным представлением над тем яе полеу . 

Обозначим через ОС ^ класс в с е х групп , обладающих 
свойством (А)р , а через СЬ - класс в с е х групп , облада?^-
щкх свойством (А)\ 

Имеет место следующее утверждение ( с р . с т е с р ? : ; с 2 5 
из [ б ] ) . 

. Т е о р е м а I . Если конечнопорождснная группа 
ГвбЪр, где Р - произвольное поле , характеристика к о т о р о ­
го отлична от 2 , то она аппроксимируется конечна:::; г р у п п а м . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пояааеи, что д?:т : : : :5ого 
элемента $<?Г найдется такой нормальный делитель , что 
§Ъ Щ и *У// - конечная группа. За^ет' /и, что в групповой 
алгебре циклической группы } над полем Р по любому 
элементу /ье [д] в сегда найдется максимальный праз^й идеал 

, не содержащий элемента Л - * , Обозначим через ^7* 
максимальный правый идеал в РР, содержащий Щ • Азало- -
гично тому , как мы э т о делали^ при доказательстве п р е д л о ­
жения I , можно показать , что Щ ф РГ* Так как ( уд^ьГ/ 
- неприводимое представление, т о ^/3$ является е з с к о - . 
нечномерным векторным пространством над Р . ибо Р^ОСр \ 
Обозначим через Щ ядро э т о г о представления. Тогда группу 
уу можно рассматривать как конечноаороаденную матричную 

группу над полем Р , причем образ э л е м е н т а - ^ в э той $ а к -
тор -группе отличен от единицы. С о г л а с н о ^ ? } , группа 
аппроксимируется конечными группами. -Следовательно, н а й д е т ­
ся такой нормальный делитель Но группы Г , что а 6 Н] 

и ГХ/Нш - конечная группа. 
Теорема доказана. 



Приаенив теорему Ремака, мы непосредственно из форму­
лировки теоремы I получаем следующее утверждение: 

С л е д с т в и е 2 . Если кснечнопороеденная группа 
Г с С1р % где г - произвольное в л е , характеристика к о т о ­
рого отлична от 2 , то Г е с т ь под ;ямое произведение к о н е ч ­
ных групп, • 

Если г - конечное поле характеристики , т о 
утверждение кеорема I можно усилить , отбросив условие к о ­
нечной по-роаденности группы Г , ибо любая матричная г р у п ­
па над конечным полем является конечной группой- Таким 

образом, мы имеем следующее утверждение: 
С л е д с т в и е 3. Если Г Ш ^ р , где Р - к о ­

нечное поле характеристики 2 , то / аппроксимируется 
конечными группами. _ 

Обозначим через I / ^ л ^ / пересечение в с е х ядер к о ­
нечно верных прадстзЕлещф групповой ахгебрн РГ группы 
над полем Р . 

Имеет место следующее утверждение ( с р . с теоремой 3 М /• 
П р е д л о к е н и е 2 . Если Г € &Ьр% где -

произвольное поле , характеристика которого отлична от 2 , 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / ь е Т ^ А ^ Г / / . 
Тогда | А 

где . Из теоремы I с л е д у е т , что группа Г аппрокси ­
мируется конечными группами. Обозначим через нормаль­
ный делитель группы Г конечного индекса , который не с о ­
держит ^ , в через • Очевидно, ч т о п - н о р ­
мальный делитель конечного индекса, причем^ .^ / / » 
Если й (Н)- двусторонний идеал в РГ, порожденный всеми 
элементами вида , где $ $ Н \ %й ; к т о р а л г е б р а у 

изоморфна групповой алгебре Р(г*/н) группы 
над пслем Р т Отсюда непосредственно вытекает , что 



и • % 4 0 * 

где & ; - образ э л е м е к т а ^ ^ при естественном гомргог ; ;13«з 
РГ на РГ/Л(И} и б о # * / / . Но представление (?%{фр) 
является конечномерным, ибо - конечная группа. \!ы 
пришли к противоречию. Предложение - .чазано. 

П р е д л о ж е н и е 3 . Если все неприводимое пред ­
ставления группы Г конечномерны над полем рациональных 

чисел и их размерности ограничены в совокупности , то Р 
является периодической группой конечной экспоненты. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде в с е г о , за\:зт:ш, 
что циклическая группа без кручения имеет над полем рацио -
нальных чисел неприводимое представление любой достаточно 
большой размерности. Отсюда и из следствия I х . ' текает , 
ч т о Р - периодическая группа. 13з сформулированной ниже 
леммы I и теоремы Йордана / [ б ] , с т р . 2 4 4 / с л е д у е т , что в 
Г имеется абелев нормальный делитесь Н , такой , что г р у п ­
па г/ц имеет конечную экспоненту . Применив леь;:иу 2 / с м . 
ниже / , чы получим, что Н имеет конечную экспоненту , .а 
следовательно , и Г : : : :еет.конечную экспоненту . 

Предложение доказано . 
Л е м м а I . Если в се неприводимые представления 

группы Г над полел рациональных чисел О, конечномерны и 
их размерности ограничены в совокупности , т о группа Р 
е с т ь г, дпрямое произведение матричных групп ограниченной в 
совокупности размерности. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы п о л ­
ностью вытекает из док г ' т е л ь с т в а теоре : ; т I . Из э т о г о д о ­
казательства непосредственно с л е д у е т , что группа Р аппрок­
симируется неприводимыми матричными группами. Но го условна 
леммы все неприводимые представления группы Р имеют о г р а ­
ниченную в совокупности размерность . Следовательно, группа 
Г е с т ь подпрямое произведение матричных групп ограниченной 
в совокупности размерности. , 

Л е м м а 2 . Если абелева группа / ^ ^ о , « то п е р и о ­
дическая часть этой группы П(Г) имееет конечную э к с п о -



У* ^ /П[Г) е сть конечнопорожденная абелева группа б е з 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть П (^но обладает 
конечной э к с п о н е н т е / . Тогда она разлагается в прямую сумму 
примарках групп, относящихся.к различном простым числам й 
/ Г з ] , с т р . 1 1 5 / . Это означает , что П (Г) содержит нормаль­
ный делитель Д едкого из следующих видов : 

а) А - группа тип& р № ; 

6 } А - прягос п р о и з в е д е т е бесконечного числа цикли­
ческих групп по различным простым р ; 

*)А прямое произведение бесконечного числа цикли-
чщощщ групп порядка , г д е . 

Рассмотрим зти случае . 
а ) л*. - группа типа р . Существует изоморфное в л о -

хг^хс /л группы А з гультипликатизнуи группу поля к о м п ­
л е к с : : ^ 4 чисол #аким о б р а з о в , что каждому элементу из А 
сопоставляется корень из единицы, степень к о т о р о г о является 
степенью числа р» . Пусть Сс - одномерное векторное п р о ­
странство над полем комплексных чисел С , Зададим пред-^ 
ставлек: :з А отне сит алию & с : для О с > 9 щ . $ А9^-ссгсс^9 

где СС - сбраз & при изоморфизме /к . Бокторное п р о с т р а н ­
ство Ог ^ОамЬ рассматривать как бесконечномерное векторное 
пространство над лолем & рациональных чисел . Д р е д с т а в -
лл: ; :с группы А относительно Сс индуцирует представление 
/4 о т н о с и т е л ь н о ^ . Возьмем в С & А - композиционный фак ­
тор РэН %. т . е . Г | / / - /1 -инвариантное, подпространства , 
у^^Щ)ы ШЬЩШЩЩШ представление. Предположим, что 
представление ( ^ / н ^ конечномерно, г д е % - ядро 
представления ( Р / н % А ) . Тогда по теореме Еура / [ ю ] , 

с т р . 5 3 4 / - конечная группа. Но А е с т ь группа типа 
р * * , поэтому А- 2 . Это о з н а ч а е т , что ^/ы - одномерный 

фактор, т.е.Г- И® {Ш , где дое Р*\Н . Так как 
д,*сс-с'^Нл - ф-Ё/жя любого осе А и , если -
влемент порядка р ^ , то Л-Г э ^ 



т . е . 6 И и Р ~Н . Ш пришли к противоречию, из к о т о ­
рого вытекает, что (^Уц, А} - бесконечномерное п р е д с т а в ­
ление, а э т о значит, что /л & . Но т о г д а к Ге (Л-н 
/ с л е д с т в и е I / . 

б ) Пусть А - прямое произзе.гзние бесконечного ч и с ­
ла циклических групп по различным простым р . Проводя 
рассуждения, аналогичные приведенным выше, получим п р е д ­
ставление # ^/%) 1 г Д е ^/% " конечная группа. Это 
означает , что 2 целиком содержит циклическую группу Ал 

порядка рл . Для каждого 0 1 ^ 2 и для л ю б о г о ^ е вы­
полняется включение ^'(ОС-^)^ Н , откуда 

т . е . ^ 6 /У , если Л - образующий подгруппы / 4 / . Но в к а ­
ч е с т в е (^ мы можем взять произвольный элемент из Р* % Сле­
довательно , ^/е) " бесконечномерное неприводимое 
представление, а э т о значит, что А : - р т . е . Л ^ 
/ с л е д с т в и е I / . 

в ) Пусть А - прямое произведение бесконечного числа 
циклических групп А% порядка р**9 где 1Ь=4,2Г"ш О б о з н а ­
чим через изоморфное вложение группы А ^ в мульти­
пликативную группу поля С комплексных ч и с е л , при котором 
каждому элементу С1 € порядка р с тавится в с о о т в е т ^ 
ствие некоторый неединичный корень из единицы степени р 

Повторяя полностью предыдущие рассуждения, мы легко у б е ­
димся, что группа А обладает бесконечномерным неприводи­
мым представлением над полем рациональных чисел» 

Таким образом, из рассмотренных случаев вытекает , что 
если П(Г) содержит нормальный делитель одного из видов 
а ) - в ) , т о группа П(Г) обладает бесконечномерным непри­
водимым представлением над О, , т . е . Л г что п р о т и ­
воречит условию леммы 2 . Следовательно, П(Г) обладает к о ­
нечной экспонектой . 

I Лемма будет полностью доказана, если мы покажем, что 
^/П(Г) е сть конечкопорожденная абелева группа. Действи­
тельно , если /ЩР)* абелева группа б е з кручения, не 



обладавдая конечным числом образующих, то она содержит н о р ­
мальный делитель А одного из следующих в и д о в : 

г ) А - свободная абелева группа со счетным число* 
образующих ( э т о т случай легко сводится к случаю а ) ) ; 

д ) А содержит свободную абелеву п о д г р у п п у / / с конечным 
числом образующих, причем - периодическая группа, не 
обладающая конечной экдпонентой. „ , 

Так как в обоих случаях в /П(Г) существует нормальный 
делитель или факторгруппаН , такая, что ШОС , то и 

Мы пришли к противоречию, которое и доказывает лемму. 
С л е д с т в и е 3. Абелева группа Г т о гда и т о л ь ­

ко тогда принадлежит классу ОС , когда она е с т ь прямое п р о ­
изведение нонечнопорожденной абелевой группы без кручения и 
периодической абелевой группы.ограниченной экспоненты. 

^ П р е д л о ж е н и е 4 . Периодическая абелева г р у п ­
па Г принадлежит классу С1р , где поле Р содержит все 
корни из единицы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (О, / / - неприво ­
димое представление группы Р . Тогда каждый элемент 
индуцирует на С локально алгебраический автоморфизм. При­
менив лемму .4 к з ^ " 1 2 ^ , мы получим требуемое утверждение. 

П р е д л о ж е н и е 5 . Абелева группа / , с о д е р ­
жащая в к а ч е с т в нормального делителя свободную абелеву 
группу Н , не принадлежит классу С % > р , где поле Р имеет 
ту же мощность, что и группа Н . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что 
Обозначим через Р поле рациональных функций от одного п е ­
ременного над полем Р и рассмотрим р как векторное п р о ­
странство Рр над полем Р . Очевидно, что & р является 
бесконечномерным векторным пространством над Р . Если «^7 
- мультипликативная группа поля Ю. , то представление ( Н р 1^), 
очевидно , является непр;;водш ;-:м. Так как мощности Н и Ш 

равны, то существует гомоморфизм Н на 2 . Таким образом , 
Н обладает бесконечномерным неприводимые представлением 
над полем Р , т . е . Н е С1^ц Но тогда С%А 

Предложение доказано. 



С л е д с т в и е 5 . Локально нилъпэтентная группа 
Г7 без кручения тогда и только тогда прг.п0.длзгг:;;т 

когда ока является конечнопоро^депнс-П абелс: 1 гру. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 3 одну стенопу утверж­

дение очевидно. Вторая часть утгерж;;ег^я в&текавт Ей с л е д ­
ствия 4 и Лстг.:ы 2 . 

П р е д л о ж е н и е 8 . Сщщщдт пвщ&щщоътш 
иидьпетентные группы ограниченной экспоненты и кл&ееа ниль­
потентности 2, которые ко принадлежат классу Лр при любой 
поле Р • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . СК.Черняков ПОСТРОИЛ 

пример бесконечной периодической ^етзп:;лъпотенз!ВОЙ группы 
циклическим центром порядка р . Каздое аефрнзйалщяое я ё * 
приводимое представление цеЩрра рщпШ ппдуцирует, к&К ЛёГ^ 

ко видеть , бесконечное представление группы С И . Ч е р н и к о в " . 
Предложение доказано . 
С л е д с т в и е 6. Если периодическая к и л ы ю т е п т -

ная группа Ге ОС& , тс она Обладает конечной экспонен 
т о й . « 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Групп Г обладает к о ­
нечным центральный рядом 

Из леммы 2 вытекает, что каждый фактор э т о г о ряда имеет 
конечную экспоненту . Следовательно, и вся группа П имеет 
конечную экспоненту . 

С л е д с т в и е 7 . ЕСЛИ периодическая р а з р е ^ ^ а к 
группа Ре ОСа , т о она обладает конечной экспонентов . 

П р е д л о ж е н и е 9 . Пусть разрешимая группа / 
б е з кручения и с конечным числом образующих принадлежит 
классу ОС$ , Тогда Р обладает свойством (8^ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через К(Г) 

локально нильпотентный радикал группы Г . По следствий 5 
Й(Р^ является конечнопорожденной абелезой группе:! б з з 
к р у ч е к - п . По теореме Плоткина / [ Ю ] , с т р . 3 7 4 / , 
ограничивает группу Г , т . е . централизатор радикала ^ ( # ) 



П р е д л о ж е н и е б . Абелева группа / , с о д е р ­
жащая свободную абелеву группу Н , причем - периоди­
ческая группа, принадлежит классу где Р - пг • з -
вольное поле , мощность которого превышает мощность группы 
П и которое является алгебраически замкнутым полем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ( & , / / - непри­
водимое представление группы Г \ Тогда по лемме Шура / ^ Ш 
с т р . 4 5 / в РГ найдется максимальный идеал О , такой , что 

- п о л з . Так кате РН как векторное пространство 
над Р имеет размерность , меньшую мощности поля Р , т о 
Р^/д о с т ь алгебраическое расширение геля Р . Отсюда вытека­
е т , что каждый Ё 6 Р индуцирует на 6' алгебраический а в ­
томорфизм. Применив л е ш у 4 из [^12], получим требуемое 
утверждение. 

П р е д л о ж е н и е ? . Нильпотентная группа I 
без кручения тогда и только тогда принадлежит классу 01р, 
где Р - любое поле , отличное от абсолютно алгебраического 
поля простой характеристики р , когда ока является а б е л е ­
вой группой мощности, меньшей мощности поля Р . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Е одну сторону утверж­
дение теоремы очевидно. Если Г не является абелевой группой, 
т о в ней имеется подгруппа, которая не содержит абелев н о р ­
мальный делитель коночного индекса . Но тогда по теореме 
Ф . Х о л л а [ ^ э т а группа обладает бесконечномерным неприво ­
димым представлением над Р . Но следовательно , она я в л я ­
е т с я абелевой группой без кручения. Применив предложения 5 
и б , мы получим окончательное утвержден:;? предложения. 

С л е д е т в и е 4. Пусть локально нильпотентная 
группа без кручения Ге » г д е Р - любое п о л е , отличное 
от абсолютно алгебраического поля простой характеристики 
р . Тогда Г - абелева группа, которая имеет мощность 
меньшую мощности поля Р . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из предложения 7 в ы т е ­
к а е т , что каждая кокечнопорождекная подгруппа группы Г в 
силу следствия I является абелевой группой. Но тогда и вся 
группа Г является абелевой. "Примени* предлож_ение 5 й б , 
мы получим требуемое утверждение. 



в группе Г содержится ъ Р/Г) . Но тогда *.окг?р-группа 
может быть рассмотрена как группа автоморфизмов 

группы М'хГ/ш По теореме Мальцева / [ г * ] , также^10^ % 

с т р . 5 3 9 / ^ / ^ (7г) является полпциклической группой. Так как 
конечнопорожденкая авелеза группа, то Г - поли-

циклическая группа. Применив уже упоминавшуюся теорему . 
Ф . Х о л л а Г ^ ] , мы получим, что Т"7 обладает свойством ОЗу. 

П р е д л о ж е н и е ТО. Дискретное сплетение 
абелевой группы Г экспоненты р и бесконечное абелевой 
группы П экспоненты уО над алгебраически замкнуты** полем 
обладает бесконечномерным неприводимым представлением. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно п о к а з а т ь , 
что дискретное сплетение циклической группы [сру порядка 
р и бесконечной абелевой группы Н экспоненты р о б л а д а ­
ет бесконечномерным неприводимые представлением над а л г е ­
браически замкнутым полем Р . Пусть С§-(<р}у/1 Н9 

групповая алгебра группы ^ над полем р \Р{^} - г р у п п о ­
вая алгебра группы над Р . Обозначим через 0о и д е ­
ал в Р[^} » порожденный элементом ^ -Л- , гд-з д - о б р а ­
зующий группы [ ^ , а X - корень р -Я степени из е д и ­
ницы, а через 3 - максимальный правый идеал в Р $ . 

Тогда (Р$А, % ) является неприводимым представлением 
г р у п п ы ^ над полем Р . Покажем, что э т о представление 
является бесконечномерным. Предположим противное , т . е . 
(РЩ, ^) - конечномерное представление. Ядро р э т о г о 
представления имеет , очевидно, нетривиальное пересечение 
с /-/ . Но тогда из ^ 1 5 ] следует , что /Г содер^/.т й б а з и с ­
ную группу { ^ ^ " » т . е . содержит . Мы пришли к п р о ­
тиворечию. 

Предложение доказано . 
Обозначим черезс$~ класс в с е х групп, каждая из к о т о ­

рых порождается абелевыми циклическими нормальными д е л и ­
телями. 

Л е м м а 3. Если группа I не имеет кручения и не 
является конечнопорог^скьой группой и , кроме т о г о , / " ^ « ^ ~ , 
то в Г имеется абелев нормальный делитель , не обладающий 
конечным числом обрззу*да:х. 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть \ йЛ - п р о и з в о л ь ­
ный циклический нормальный делитель группы Г с образующим 
$ 0 . Тогда каждый элемент Р индуцирует на ^фе] а в ­
томорфизм второго порядка, и б о ^ ^ - группа без кручения. 
Следовательно, подгруппа И группы Г , порожденная квадра ­
тами в с е х элементов из Г , лежит в централизаторе п о д г р у п -
Ш^Шф^щР. . Так как группа Г порождается циклическими 
норыадьньша делителями и - произвольный циклический 
вокальный делитель , то / " / лежит в центре группы Р и п о ­
этому является абелевой группой. Обозначим через Я (Г) 

локально нильпотентный радикал группы I . Очевидно, что 
Не &(Г). Легко видеть , что ^ / Н - абслова группа ,ибо 
она порождается циклическими нормальными делителями п о ­
рядка 2 . Отсюда следует , что / - разрешимая группа. По­
этому ограничивает группу Р . Если /2 (Г) - к о н е ч н о -
порожденная абелева группа, т о Г является полициклической 
группой ( с м . доказательство предложения 9 ) . Но Р не имеет 
конечного числа образующих и : следовательно,&(Р) не я в ­
ляется конечнопорожденной абелевой группой. 

Леша доказана. 
Л е м м а . 4 . Пусть локально разрешимая группа / 

не имеет кручения и каждая её конечнопорожденная подгруппа 
обладает свойством (В). Тогда , если Г не обладает к о - . 
печным числом образующих, т о в ней имеется абелев нормаль­
ный делитель без кручения, не обладающий конечным числом 
образующих. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 10 - к о н е ч н о п о ­
рожденная подгруппа из Г . Согласно условию леммы в / 7 -
имеется конечнопорожденный абелев нормальный делитель К> 
конечного индекса в Гс . Обозначим через Р0 подгруппу, 
порожденную Г и ^ с с Г . Г р у п п а ^ также обладает к о н е ч -
нопорожденным абелевым нормальным делителем конечного 
индекса . Существует такое Л, , ч:р&ш ё щр*щ . Рассмотрим 
подгруппу / Г _ , порожденную Яр^ ^ П * Пусть /7 
Так , ХО&$*№& / ,1, . , т&Ёл% 
и сч - целое число , ьстж р С - V , т о .ч с>, гЛ цЪ& щ€/2 
для любого К - «Учитывая, чте сужение внутреннего аьтоыор -



физыа, порожденного з л е . - е : г г о : л , па / в имеет конечный по 
рядок, мы преходим .^противоречии, с т о значит , что ^ 7 ^ 2 
Та:с как рб / 7 , чок/к . Если К (>< , то ,ислол. 

что Г - группа без кручения и сужение внутреннего 
авто!.фр5пзма, порожденного А, , на гс имеет конечный п о ­
рядок, Щ получаем противоречие. Следовательно, 1^1='! 
Аналогично исключается^случай, когда с^^у/ . и Р Ф & . 
Остаются две возможности: или * С - - 4 % клк ^ / 4 * 
к ^ / . Отсюда вытекает, что в любом случае п *}0 А- ~§\> 
Следтр столько, группа / 7 Й , п о р о ж д е н н а я и ^ в а д р а т о м 
РЕ&шш I? , является* абелевой. Обозначим через А"* к в а д -
рат группы / Г V Очевидно, что / 7 е / / 0 г 

Но &яеме*гг $ с мы выбирали произвольно из грувщг I 
поэтому для любого элемента й € Р г р у з л а , построенная 
по тому же принципу, что-.и группа Н0 , является абелевой . 

Обозначим чероз Р, подгруппу, порожденную Но 

и С!, € Г, Группа Р^ обладает конечнопорояденкой а б е л е ­
вой нормальной подгруппой ^ конечного индекса . Существу 
ет такое К4 , что / 7 . Рассмотрим подгруппу / у , 
порожденную Не и 0 ^ . Учитывая замечание, с. ёданаое вы­
ше, Щ мокем утверждать, что подгруппа , являющаяся 
квадратом группы /7 « перестановочна с элементом ^? * 
Рагяукдениями, аналогичными проведенным выше, мы мс.гсем 
п о к а з а т ь , что эле*дент^7 перестановочен с ^ . Следо­
вательно , группа перестановочна с ^ * . Зто о з н а ч а ­
е т , что подгруппа, порожденная^; * и элементом ^ * , 
является абелевой. Аб .левой группой является также и г р у п ­
па Ц , порожденная и ^ ^ . 

Повторяя этот процесс , мы получим последовательность 
влокеннкх друг в друга абелевых групп: 

Обозначим через Р объединение этой последовательности . 
Покажем, что р не и^иет конечного числа образующих. 
Предположим противное, -:>е*р имеет не более Ь~ образуют 
тих . Тогда найдется такая подгруппа 5 С Г , которая имеет 



не ыекее Уп образующих ( / Я , - достаточно большое ч и с л о , 
?еличкну которого мы укажем н к я е ) , что В ней имеется ' р -
сальный делитель конечного индекса 8$ , содержащийся в г . 
Так как Г и /3 о являются аселевы:;:: группами без кручения, 
то группа В9 имеет не более образующих. Обозначим ч е ­
рез локально нильпотентный радикал группы 3 . Под­
группа б-з содержится • Учитывая, ч т о подгруппа о с 

имеет конечный индекс в 3 » Ш получим, что $ Г$3/ -
абелева группа, которая имеет не более ^ образующих. 
По уже цитированной выше теореме Илотккна,/В ^ { ^ о г р а н и ч и ­
вает группу В , т . е 0 централизатор &(23/ л п:*ит в /6 (&/ , 
ибо Л - локально разрешимая группа без кручения. Так как 
В/Я (&) - периодическая группа, то её можно рассматривав< 
как периодическую группу матриц порядка не выше И*- над 
кольцом целых чисел* Но Щ око и з в е с т н о , что целочисленная 
п о р и о д ' л ч - з г г р у п п а матриц , -ет порядок, ограниченный 
сверху числом, зависящим только от порядка матриц. Выбирай 

больше э т о г о ч; :сла, мы приходим к противоречию. Следо ­
вательно , ^7. не обладает конечным числом образующих. 

Лемма доказана. 
Л е ы к а 5 . Если разрешимая группа Г б е з кручения 

не обладает абелевым нормальным делителем Н , таким, что 
Г/\А - периодическая группа, т о она обладает б е с к о н е ч н о ­
мерный неприводимым представлением над любым полем р , 
отличные от абсолютно алгебраического поля простой х а р а к ­
теристики р . 

Д о к а з а т е л ь с т в о э т о г о утверждения п о л ­
ностью аналогично доказательству теоремы 3 . 3 , из работы 
Ф.Холла П у . 

Т е о р е м а 2 . Веда локально разрешимая группа 
боз кручения Гс О-р , где Р . - поле, отличное от а б с о ­
лютно алгебраического поля простой характеристики р , 

то она есть периодическое.расширение абелевой группы. 
С л е д с т в и е 8 . Если локально разрешимая " 

группа без кручения Г б С Х п , т о она обладает с в о й с т з о м у б ? / 



Утверждение теоремы вытекает из леммы 5 и д о к а з а т е л ь ­
ства леммы 4 , а следствие 8 - из утьерждения теоремы 2 и 
предложения 9. 
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ТРЕУГОЛЬНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ПА? 

Б.И.Плоткин 

* 

Основным объектом изучения здесь являются пары (^г , Г ) , 
в которых Сг е с т ь модуль над некоторым фиксированным комму­
тативным кольцом с единицей ,К и Г - группа, для которой 
задано представление в качестве группы автоморфизмов- м о д у ­
ля ц- . Для таких пар определяется операция треугольного 
умножения, во многом аналогичная операции сплетения групп . 
Треугольные произведения пар применяется в задачах , с в я ­
занных о умножением классов пар точно также, как сплетения 
применяются при изучении полугруппы многообразий групп или 
полугруппы радикальных классов групп. Б ч а с т н о с т и , в т р е т ь ­
ей параграфе этой статья доказывается теорема о свободе с и ­
стемы малых радикальных классов пар , примыкающая к с о о т в е т ­
ствующей теоретико-групповой теореме из [ 3 ^ . С помощью т р е ­
угольных произведений МСЕНО такхе д о к а з а т ь , что при любом 
поле К полугруппа многообразий пар свободна . Д о к а з а т е л ь с т ­
во этой теоремы будет приведено в другом м е с т е . 

Систематическому р а с с м о т р е н а радикалов и м н о г о о б р а ­
зий в представлениях групп посвящена работа [ I ] . В первом 
гараграфе данной статьи мы приводим необходимые сведения 
из этой работы. Эти сведения собраны также с учетом и н т е ­
р е с о в некоторых других статей данного сборника, посвящен­
ных многообразиям пар . 

§ 1 . Радикальные классы и многообразия пар 
( сводка определений и п р о с т е в : л х фактов) 

I . Напомним некоторые определения. Пара ( Н э 2 ) е с т ь 
подпара пары ( ч , Г ) , если И - подмодуль в <5 , ^ - п о д ­
группа в Г « Н инвариантен относительно Ж , я п р е д с т а в -



ление ^ относительно И. индуцируется исходным п р е д с т а в ­
лением группы Г1 . Гомоморфизм пар (СглГ)-^С(т) Г') 
э т о дьа гомоморфизма: и • $ -*- $ 1'. Р-^.Р % сйязан-
ные условием.' ($°#}/4 = #^*:«Г> • Наряду с тенЩШ обшими 
гомоморфизмами мы выделяем еще левые и правые гомоморфизмы. 
При левом гомоморфизме действующая группа з парах одна >: 
та же, ш соответствующий гомоморфизм на этой группе с о в п а ­
дает с тождественным. Другими с л о ш м » , левый гомоморфизм 
пар - э т о гомоморфизм отвечающих им Г -модуле! ! . В правом 
гомоморфизме одна и та же область действия > И на ото!1 
области действия гомоморфизм является тождественным. 

Пусть, далее , задан набор пар Д ) , и* I , Пусть 
& - декартово произведение в с е х 0-1 и Г - декартово п р о ­

изведение в с е х групп Д • Если д и X - элементы, с о о т в е т ­
с т в е н н о , в (х и Г , рассматриваемые как функции ка I , т о , 
полагая Щ ( *«Т, мы зададим действие группы 
Г в С* . Возникающая здесь пара (Сг^ Г) называется д е ­
картовым произведением пар ((г^,^). Соответственно о п р е ­
деляются прямые (дискретные) произведения пар и поддекар -
товы произведения пар. Нас будут интересовать еще о г р а н и ­
чена, з поддекартсвы произведения пар, которые ь:и определим 
здесь следующим образом. 

Пусть мы имеем набор пар . Пусть 
От & 0 - дискретная прямая сумма модулей Ог± и. Г -

группа , для которой задано представление относительно м о ­
дуля Сс , в котором все ^ инвариантны относительно Г . 

Допустим еще, что в Г имеется система нормальных д е л и т е ­
лей Х- $^1% такая , что действует тождественно в 
6гс , пара С$с > ^/^^ изоморфна паре (Ог^ , Гг)* и п е р е ­

сечение всех Л совпадает с единицей в С . В таком случае 
будем г о в о р и т ь , что п а р а ^ ; , Г) е с т ь ограниченное п о д д е -
картово (или подпрямое) произведение п а р / ? ? с - ^ / 1 У . 

2 . Будем рассматривать операторы, применяемые к к л а с ­
сам пар ( с р . 1 4 ] ) . При этом , речь идет только о б а б с т р а к т ­
ных классах - классах , инвариантных относительно изоморфиз­
мов пар . Кроме т о г о , мы считаем, ч т о в каждом класса ЗЬ 



дежот нулевая пара - пара, Б которое модуль Сг е с т ь н у -
лезо/ : модуль и группа Л - единичная группа. К таким 

применяются операторы: если 35 - класс пар и Ы -
с г е р ^ с с , т о и ' З ; - .новый к л а с с , причем и З Г / ^ - З ^ 

а%1с1*3&^ щ Класс 3̂5 называется ^ -замкнутым, 
ос: : : : Ш% ~& ; Оператор ^ называется оператором заты­
кан;:;: 5 с-о;::: при Глебом X класс является Ь1 - з а м к н у ­
т а ; нпгсос; , ' . Если Ы ъЗР - два оператора , т о юс п р о к з -
щщщтШ1Г определяется обычным правилом: 

Н:.гсх^м с^ ;чпс некоторые специальные операторы, с к о ­
торыми будем иметь д е л о . 

3 первую очередь ответим операторы 5 9 (Я щ С ч 

определяемые следующими правилами. 
если данная пара является подперой н е к о ­
торой ппры из 5Цг . 

(&;Г]ё $3: * езли э т а пара является эпимордны^ образом 
::с1-:сторсЙ пары из классе . Наконец, 

({*}Г)€ СЗс* если ЪЩ&С&*Г) изоморфна декартовому 
произведению некоторого набора пар к з ^ . 

С названными операторами связаны также операторы 5 е , 
Щл & Се. Елесъ Г) 6 5е X , если Г -модуль <г 
является подмодулем некоторого Г -модуля п %(Н7Г)^ % 
Оператор # е спреде. 7 :яется так же, как и оператор & , но 
только через левые гомоморфизмы. С о о т в е т с т в е н н о , ^ ^ 
6 6 ^ ^ й если Г -модуль # е с т ь декартово п р о и з ­

ведение Г -модулей <У с (§ь * Р$$ & . с другой стороны, 
отметив операторы и <$г г(&^б5г*%- % если э т а пара 
моас&т. ® ш вложена в пару (О- ,Ф) с той же (г и принадле­
жащую ^ . Оператор <?> подобен оператору (?е и связан с 
правыми эпиморфизмами. Здесь очевидны соотношения: 5 - 5 € 5 г 

Отметим, далее , оператор Р , определяемый правилом: 
($} Р)ё Р Ж 5 если указанная пара аппроксимируется парами 
: г нлаеез х . Пснг.тэн тскже смысл оператора Ге . С о о т в е т -
зтвешо, оператор Я определим через ограниченные п о д д е -
картовы произведения: С ^ Г ) е (\ & , если пара (6г, Г) 

е с т ь ограйшедШ! лоднекартоьо произведение пар : : з ^ . 



Определим, наконец, оператор V \((г}Г)^у/'ЗС , ЩШ 
некоторый правый эпиморфкый образ этой пары принадлежит 
классу $ . Этот оператор близок оператору Оъ . 

Все перечисленные здесь операторы являются о п е р а т о р а ­
ми замыкания. Некоторые другие оператор:.: ыьт определим 
позднее . 

3 . Класс пар Зь назовем б?.:г>:гофовск1:м к л а с с е 1 ' , если 
э т о т класс замкнут относительно операторов^? , 5 и С л 

Соответствущ:тй оператор замыкания ест^ оператор ( ? 5 С , 
причем имеет место равенство : Ш$С - (ЗР в ЕШОсШ б у ­
дем называть насыщением классом, если он замкнут о т н о с и ­
тельно операторов V и (Зъ % Настенный биркгефовский 
класс назовем мкогообразиеы пар. Нетрудно проверить , ч т о 
оператор замыкания до многообразия е сть оператор V 6 ? $ С ш 

Как доказано в 12] биркгофовский класс глр - э т о класс 
пар , определяемый некоторый набором битоядестз и некоторым 
набором групповых тождеств'. Нетрудно понять , что м н о г о о б ­
разия - этом классы, задаваемые только б:^ол;десгва.\!К. 

Условимся дальше в следующем обозначении: если 
класс пар и Г - группа, то через %г обозначается класс 
в с е х Г -модулей (точнее - К , Г ~мощулёй) От , для к о т о ­
рых (Ь,Г)€Х . 

Легко проверяется , что класс Ж т о гда и только тогда 
является много: . " азие^, когда он : - : ^ с . ; . ; и для л;сбо': 
группы Г класс Лг е сть многообразие Г -модулей. Дока­
зательство э т о г о предложения сводится к простой проверке 
т о г о , что класс пар замкнут относы:е» ; . : .о операторов V , й , 

5 и С тогда и только т о г д а , когда он ?-л<кут о т н о с и т е л ь ­
но операторов V , б??. % б?е , 5с и Се , 

Класс X назовем радикальным классом, если этот класс 
насыщен и для любой группы 1 класс 4 -модулей Обр е с т ь 
наследственный радикальный класс Г -модулей. 

Другими словами, радикальный класс - э т о к л а с с , замк­
нутый относительно операторов у ';.8г!г , 5*« и , где 

0 е е с т ь оператор , определенный так же,как и ц? / н о через 
дискретные прямые суммы Г -модулей. 



вшт определения с л е д у е т , что л*хл-*;-1*е мно^ю-сразие 
пар является одновременно и радикальным классом. Оператор 
замыкания до многообразия будем обозначать через Уаг , 
а оператор радикального замыкания обозначим через &сис1 
Нетяудно прозевать , что выполняется р а в е н с т в о : 

Введем еще'дЕа оператора , $ к Ръ 0
: ^ I )с^ЗС . 

гспи для каждого циклического Г -подмодуля А из Сг с о ­
ответствующая пара (А> Г) принадлежит 5е & , 3. оператор 

определяется ^ЕК же, как й оператор Р г , но только 
ч е р з з конечные произведения. 

Нетрудно проверить , что имеет место также следующая 

Радикальный класс ЗЕ называется на _:дствекнь:м р а д и ­
кальным классом, если он замкнут тан&З относительно о п е р а ­
тора 5 л Понятно, что здесь достаточно требовать замкну­
т о с т и оператор 5 ^ . для характеристики соответствующего 
опера-юра замыкания определим еще операторы О и Д> . Бу-г 
дем г о в о р и т ь , что пара С^Г) е с т ь ограниченное ( с л е в а ) 
декартово произведение пар } Г-ь) , ^ ь 1 , если О-
е с т ь дискретная прямая сумма модулей (гс , -Г - д е к а р т о в о 
произведение в с е х [\ и действие Г в <г з а д а е т с я , как 
% для дек^ртОЗШ произведен!:: : , покомпонентно. Положим: 
(С(-) Г} в Т)3€ , если данная пара е с т ь ограниченное д е к а р -
т э в о произведение некоторых пар из % . Аналогично через 
конечное число сомножителей определяется оператор 1)0 . Не­

трудно проверить, что оператор наследственного радикально­
го замыкания есть оператор УС? 5 0 . и имеет место формула 

4-. Радикальным классам к многообразиям отвечают о п р е -
; м н е функции - радикалы и вербалы. Пусть Ж - н е к о т о -
рый насщзкп^п класс пар. Через ЗС(=^ обозначим функцию, 
сспэзтавля;:^- ' ; : каждой пв#ъ (0г >Р) по:,; слуль в ^- -'Т(Сс,Г}% 

совпадающий с сумме? вс~хГ -ннзариактных подмодулей Н 



из 0: , для которых (Н,Г)б. % . Через Х*=3- будем 
обозначать функцию, определяемую правилок: 3-($,Г) е с т ь . 
пересечение в с е х Г -инвариантных подмодулей Н из Сг % 

для которых {СсЩ} Г)$Х . 

Если % - радикальный к л а с с , то д л я ? - Ж в с е г д а 
имеем: Г% Г) 6 % . При этом Ж совпадает с 
классом всех пар 6 ? , Г/ , для которых ^(^Г)' 

Если (X, - многообразие к , то при любой 
((г>Г) имеем: (0-(Т('Щ Г), Г]€ ЗЬ . Здесь % совпадает 

с классом пар (Сг, Г) , для которых $' } Г) = 0 , 

Функция 3 называется радикалом, если 3* для 
некоторого радикального класса Э€ . ? е с т ь Е-зрбал, если 
' У - Ж .[ при некотором многообразии 3; . Радикалы и в з р -
балы можно непосредственно охарактеризовать на языке 
с в о й с т в функций. Сделаем э т о . 

Пусть Г - группа. Буйем рассматривать сейчас функ­
ции зг , сопоставляющие каждому 1 —модулю {КГ-:::т ' ) 
От некоторый Г -подмодуль в . Та:;ая функция 

называется радикалом в к л а с с е / 7 - модулей, если длл ное 
выполняются следующие условия: 

I . Если Н - Г - п о ^ о д у л ь зСг , т о 5{$^ШН . 
2* Для любого эпиморфизма : С г ^ ^ г ^ Г7 -модулей 

должно быть: ^(Сг) ^С^г ^) 

Функция 5" , перестановочная с эпиморфизмами -
7(Сг*) , называется вербалом. 

Примем далее следующеее обозначение . Пусть ^~ -
функция, определенная в классе в с е х пар (Ог_, Г) , и такая , 
что У Г*?, Г) - некоторый / * -подмодуль в Сг . Есда *Г -
произвольная группа, то через 3Гр - мы обозначим функцию, 
определенную в классе в сех Л -модулей и индуцированную 
з д е с ь функцией 7 . Другими словами, для лабой пары С^Г]9 

если здесь рассматривать как Г -модуль , амеем* 



Теперь непосредственной проверкой можно доказать с л е ­
дующие предложения. 

Функция ^ Е классе пар тогда ш только тогда яьляется 
радикалом, когда при л ю б о й / 1 функция является радика­
лом Е классе Г -модулей, и для каждого правого эпиморфиз­
м у / : Г) * Ж) выполняется: / > Ж) , 

функция ^~ тогда к*только тогда является вербалом, 
когда каждая есть зербал в соответствующем к л а с с е / 7 -
модулей И ^[0-} {*)ъж(Ф}Ж.) , если имеется правый э п и -

тщъы ^ •• Г)-~ • 
Креме т о г о , моако заметить, что функция т тогда и 

только тогда вербал, когда она перестановочна с эпиморфиз­
мами пар . 

Отметим теперь следу ; .ое предложение. 
Путать п а р а Г # ^ / У является огракичг: раде п о д д е к а р т о -

Вьщ произведением п а р Г ^ , / ^ , ^ ^ ? • Т о г д а , е с л и У -
р:.дн?:ал лги вербал , т о : 

с -
Докажем э т о с в о й с т в о . ^ -модуль з д е с ь является 

грлК'с:; суммой -модулей . Кроме т о г о , имеются п р а ­
вые эпиморфизмы пар & : (Оч, Г)-*-((г1; Гг) • Если 
теперь *3г - радикал или вербал, т о Э ^ ^ - - , Г)^7(Сгс . 
О другой стороны, хорошо и з в е с т н о , что для -модулей 
имеет место перестановочность с прямыми суммами: 

Сопоставляя теперь отмеченные равенства получим н у д ­
ное соотношение. 

5 . Пусть г - свободная группа, порожденная счетным 
множестзом свободных образующих У , и пусть КР - с о о т ­
ветствующая групповая алгебра. Идеал и, ъ КГ назовем 
специальным, если он выдергивает в се эндоморфизмы данной 
алгебры, индуцируемые эндоморфизмами группы Г . Пусть 
(Сг.Г) - некоторая пара и и. - элемент в К Р . Будем 



г о в о р и т ь , что в ' С$ГуР) выполняется битокдество х»и=оч 

если при любой я.- ,ч.не входящих в ^ переменных ^ - о в эле -
ментами из 1 соответствующий элемент в групповой алгебре 
КГ аннулирует модуль С[ . Если % •- класс пар, то с о ­
поставим ему .множество Ц в сех и. из К Г , для которых 
в пара;: из 'Зь выполняется б и т о з д е с т в э Хг<и~о , Легко в и ­
д е т ь , что И в сегда специальный идеал в , 

Пусть, с другое стороны, Ы - некоторое подмножество 
в К Г . Сопоставим ему класс пар 36 , состоящий из всех 
п а р , в которых выполняются битождестьа х*^^о П о ъоони^Ыл 

Достаточно очевидно, что здесь X - многообразие пар. По 
схене близко!: к доказательству теоремы Биркгофа о ;.п-югооб-
разиях нетрудно проверить, что приходи:: здесь к взаимно­
однозначному соответствию пег. г.; г ̂ г с о .разиями пар и с п е ц и ­
альными идеалами в К ? . 

Будем рассматривать дальше ;,уш:цу;и 3 , сопоставляю­
щие к&адой группе Г некоторый идеал в групповой алгебре 
КГ . Если Ш - многообразие пар, то отнесем такому Ш 
функцию , определяемую следующим образа::: 3(Г) 
е с т ь пересечение ядер представлений алгебры К Г , индуци­
рованных всевозможными парами ( бг; Г 1 ) с данной Г , п р и ­
надлежащими % . Функция 3- тогда и только тогда возникаем 
указанным образом из многообразия, когда-, э т а функция п е р е ­
становочна с групповыми эпиморфизмами. При этом , п а р а ^ Г,/ 
т о г д а и только тогда принадлежит соответствующему , 
к о г д а ^ (Г) аннулирует 

Пусть теперь Щ - многообразие, - отвечающий ему 
вербал , и » Легко проверяется , что в любой паре 
имеет место соотношение: $=С&? Г)~ Сг^(Г) 

Пусть еще (3 - специальный идеал в К Р , отвечающий 
многообразию Щ . Легко понять, что (3~3 (^) , и для 
любой группы Г7 выполняется у (Г-Г̂  - 13р • Здесь через 

мы обозначили множество всевозможных значений элемен­
тов из 1С а групповой алгебре К I 

Каждое многообразие обладает свободными парами. Если 
% - многообразие и (3~ - соответствующий специальный 



идеал в КТ , т о п а р а ^ Г / ^ , р) е сть свободная цикли­
ческая пара в ^ • Эта пара порождает все многообразия 2̂  . 
Если нГ - произвольная свободная группа (не обязательно 
с ч е т н о г о р а н г а ) , т о соответствующая свободная циклическая 
пара в 3; е с т ь пара (КР/ир, Р) . Не циклические 
свободные пары получаются из прямых сумм представлений, 
отвечающих свободным циклическим парам. 

6. Пусть теперь ЗЬ - радикальный класс пар . Сопоста­
вим такому ЗЬ функцию У =3зь определяемую следующим 
о б р а з о м : если Г - группа, то ^С?) е с т ь множество п р а ­
вых идеалов СС в К Г , для которых выполнится 

. Здесь ^(Р) - радикальный 
фильтр в К/7 ••Функцию ^ также назовем радикальным филь­
тром класса % • Если ^ - радикальный фильтр класса ЭЬ » 
то С$)Г)&Э6 т о г д а и только т о г д а , когда для каждогоуе^г 
имеет ы^сто : Апп^р Ш 6 $ (Г) . Если, далее , У 

радикал, отвечающий классу Щ , и (^Г) - произвольная 
пара, т о ? Г # , Г) е сть множество в с е х ^ е ^ » Для 
которых 4 л К л Ф * ^ ^ -

Нетрудно проверить , что радикальный класс тогда 
и только т о г д а является многообразием, когда с о о т в е т с т в у ю ­
щий фильтр ;/* является главным: в каждом ф(Р) имеется 
минимальный элемент , который автоматически сказывается 
двусторонним идеалом. Этот идеал совпадает с (Ар% г д е ^ -
специальный идеал соответствующего многообразия в Кг 

В работе СХ] приводятся различные о^цие схемы п о с т р о ­
ения радикальных к л а с с о в . Кроме т о г о , для выделения р а з ­
личных конкретных радикалов и многообразий ванную роль 
играет умножение к л а с с о в . 

7 . Пусть к два класса аар, Ы ц0щт%ецШъ 
определяется правилом: С ^ О е - ? / - ^ , если в (г 

имеется такой Р Подмодуль чг:- (НЛГ) в X, 
/Н) В)ъХХш легко проверяется , : :тс относительно т а ­

кого умножения система радикальных кт.гсбсъ состав."яет п о -



не на множестве, а на к л а с с е . Множество в с е х многообразий 
составляет в этой полугруппе подполугруппу. 

Если ^ , и ЭЕХ - радикальные классы и У - радикал, о т ­
вечающий 3 ^ , то включение Г)& равносильно 
следующему включению ( 0 0 Г)> V) 6 %^ . Если $Г< и 
ЗЕъ - многообразия и т - вербал класса ЭЬ^, , то вклю­
чение ((г, Г) б ЗГ, #ъ равносильно включению (Т(Сс} Г)7 Г) 

Непосредственной проверкой доказывается также следую­
щее : Iедложение. 

Пусть %\ и ЗЬ^- многообразия пар, 1Г и Ы - специ­
альные идеалы в ИР , с о о т в е т с т в е н н о , для %4 и -^д, . Тогда 
многообоазию 

^%г отвечает идеал 
иг . 

Таким образом, полугруппа многообразий антиизоморфпа 
полугруппе специальных идеалов групповой алгебры К г . Это 
и другие соображения подсказывают, что для многообразий 
следовало бы брать другой порядок умножения. 

В теории многообразий и радикальных классов пар име ­
ется богатая проблематика. При этом, направляющую роль 
играют идеи, идущие из общей теории классов алгебраических 
с и с т е м , а применение этих идей связано , е с т е с т в е н н о , с 
классической проблематикой теории представлений. 

Всюду дальше основное кольцо К является полем. 
§ 2 . Треугольные произведения пар 

I . Пусть дана пара (Сг} Г) и пусть 
- некоторая последовательность ее подпар. Будем г о в о р и т ь , 
чтоГ&> ^ / е с т ь треугольное произведение данной п о с л е д о в а -
тельности своих подпар, если выполнены следующие условия. 

1 ) Обозначим через подгруппу в V , порожденную 
всеми 2 1 * , гъ ; т р е б у е т с я , чтобы подпара (Сг, 2] 
распадалась в прямое произведение своих подпар (А с.) . 

2) Обозначим ^ = А -+ А.1 , 1-1г->гс , и пусть 

0^ | ^ 6„* <? 



соответствующий ряд подпространств . Обозначим через ^ 
централизатор э т о г о ряда в Ли^ 6г • ^ есть множество 
в с е х автоморфизмов, действующих тождественно в каядом 
факторе данного ряда. 

Второе условие т р е б у е т , чтобы в группе Г существовал 
нормальный делитель $ , такой, что пара (Ог^Ф) точная и 
образ Ф в А иг 6т совпадает с % . 

3 . Группа Г представпиа в виде полупрямого п р о и з в е ­
дения: Г=Ф Л 2 , где 2 и Ф - подгруппы, у д о в л е т в о ­
ряющие, ссотЕетственко, условиям I и 2 • 

Обозначим, далее , через Г° ядро данно" пары (бг> Г], 
пусть <5Г-*- ядро пары (Рц^И^ и пусть Е ° = ^ ° х " х 2 „ • 
проверим сейчас , что Г° . Понятно, что все 5 * 
принадлежат Р ° , к , поэтому, 2 ° с Г . Пусть теперь 
<5 ;е Г ° , }Г-^?б , 4 ^ # й Иа у с л о ­
вий с л е д у е т , что ^ действует тождественно зо в с е х факто ­
рах ряда подпространств (г^ . Возьмем произвольный < а ^ е % # 
Тогда а- с - </> * а • + # , ё б <3\ ^ , и 

щ - ^ а 6 ^ /о <г.= а с - - 62 ^ ° ^ г 

Отсюда, си1=сс1*>с и ^ ^ 2 " • Одновременно видим, 
что ^ 2 ° • Далее, 

а , с #^ - у > 4 М; <^ -

и, поэтому, у " 6 
!.'.ы видим, что если все пары ( А с ^-1.) являются т о ч н ы ­

ми, то такова ае м пара Г). . П о к о е м т е п е р ь , что в 
этом точном случае подгруппа Ф определяется однозначно 
названными выше условиями. С этой целью проверим, что ф 

совпадает с централизатором в Р ряда [&ц . Пусть з т о т 
централизатор е с т ь ф . По условий, ф с Ф' • Пусть 
теперь ^бФ' , Х~^6- , , . Зогьмем 

И м е е т 



и отсюда ^ ° ^ - и с , =Л . Следовательно, Е 

и У - . Эти же выкладки показывают, что в общей вы­
полняется : ф'= ф!>°. 

П р е д л о ж е н и е I . Пусть пара ( Г) есть 
треугольное произведение своих подпар (Ас, 5 ^ , ^ - / , ^ . , д , 
расположенных в данном порядке, и пусть другая пара -
№3 Г') - с оответственно распадается в треугольное п р о ­

изведение подпар (Ас) с-1,1, •> • Если при этом и м е ­
ются изоморфизмы ^1 . (Ач г ^ ) ~^(АС- ^1) * то изоморфны и 
пары «г, Г) и Ш/Г% 

д о к а з а т е л ь с т в о . Приведем вначале одно 
вспомогательное замечание. 

Пусть даны две пары (6г,> 17) и С&г* * Пусть /7 = ^ Л ^< 
и С ~Фг* 2)2- • и п У с т ь действует точно в <5> • Д о ­
пустим, далее , что заданы эпиморфизмы//- &г >^/Щ~~$* 
и ' ^ ^ Ъ 2 - * п Р и ч е м У 4 и У 7 ' определяет эпиморфизм 
№ Щ}% а - Л в у е с , г е с Д ^ 0 ? эпиморфизм 

(^1 ЬО'Яг((тг Ь^) * Покажем, что заданные эпиморфизмы 
определяют эпиморфизм пар (&> П)-*- (0/П) . 

Проверим вначале соотношение: 

1еьая и правая части здесь лежат в (р^ , и учитывая 
точность Фг_ достаточно проверить, что при любом ^ в ( ^ г 
выполняется 

: ; у с т ь | * ! ^ **\ • 
Имееы: . , ^ 

^ ' С ; ' - г , & ; 



Из отмеченного свойства следует , что / / , вместе с , / ' ? -
спределяют эпиморфизм П - Ф, А ^ / — о. - ^ , который 
сейчас обозначим ч е р е з / / . Остается заметить, что этотуи. 
вместе с / / : Ф*ят, ^ определяют эпиморфизм// 1(&^*р$жЩ 
В самом деле , пусть 4^Сг / и у = ^ р ^ е . Тогда : 

$ • й ^ - й - П * «Г- :ф у * «'-""Г"" 
Применим э т о замечание к парам /0'}Г) \\(0-,Г') . 

Для трупп Л и -Г7 имеем представления: Г=СР ^ 2 и 
Г '-=• ф\^ , определяемые условиями. В условиях предло ­
жения имеется такке изоморфизм ^ : ^ ) - -Срг [ . 

Возьмем, д а л е е , ряд , участвующий в определении 
треугольного произведения для С(г,Г) > пусть ^ - ц е н ­
трализатор э т о г о ряда в Аиб 6г , и ^ ' - централизатор 
соответствующего ряда ъАи1бг* По условию имеются правые 
изоморфизмы: 

Понятно также, ч т о изоморфизм ус/ • Сг 6г индуцирует и з о ­
морфизм пар: 

Если теперь ^ е * , то положил! . Здесь 
определяет изоморфизм групп ф и Ф ' . Кроме т о г о , у / : 
и V1: Ф ф' определяют изоморфизм пар Ф) и ^ / ^ ^ У , 
совпадающий с композицией изоморфизмов пар У,у7 ^ . При­
меняя теперь к этому изоморфизму и изоморфизму//.- ((г^^СО-'^') 
поводившееся замечание, мы построим кт:;нь:;; п;-с <:огг'пзм пап 

Таким образом, установлено, что сомножители (А^,2^с) 
однозначно определяют соответствующее треугольное произве ­
дение . 3 дальнейшем мы уканем реализацию треугольных п р о ­
изведений, а пока рассмотрим еще некоторые простейшие 



с в о й с т в а . 
Пусть пара С̂ Ь ' ) является треугольным произведени­

ем своих подпар \&%1ЩГ3\ . Здесь группа Г 
обладает разложением Г ~ Ф * - * • Исходя из 
э т о г о разложения возьмем эпиморфизмы у/ . - Г • Если 
обозначить ^ - Л ^ Е * , то КЕГЛУИ^ Ф ^ 

\\з определения треугольного произведения н е п о с р е д с т ­
венно видно, что рассматриваемый в определении ряд / _ ^ 7 
является Г -кнвариантнпм рядом, и, следовательно, можш 
г о в с г - т ь о фактазз&й (Щ {Щ > / у . Пусть ещед - Щ/$2^А* 
- естественный з д е с ь изоморфизм. Учитывая, что подгруппа 
^ 5 действует тождественно в Ф * Е Ы можем о т м е ­
т и т ь , что э т о т изоморфизм вместе с ^/г- Г->*Е^ определяет 
эпиморфизм ^ • (Ф*/^ , Г) - ( А ± I которому ,далее , 
отвечает изоморфизм , Г/Фё'}* 

Из этих замечаний следует , что если . 2 > , « Я Г / ч -
некоторые насыщенные классы нар, и ^ / 5 ^ ̂ с)^ » т о 

пара Г^г; /"V принадлежи? произведению 5 ? , • - - .5*^. 

л е И |г а I . Пусть Г) - такая ;ке, как и 
раньше, и пусть /У - Г -подмодуль в б г . Тогда при н е к о ­
тором ^ . выполняется: 

Д о к а з а т е л ь с т в о . для некоторого 
возьмем #- ^ <^ N 6 ^ , и ^ с б р ^ ^ . Покаяс.;, что най­
дется Ф > такой , что й - ^ а - ^ й . Возьмем в н е ­
который б а з и с , проходящий через в се подпространства и 
содержащий также элементы ^ к ^ . Пусть - автоморфизм 
пространства О" , оставляющий каждый базисный элемент, 
кроме СИ на м е с т е , и переводящий ^ в ° - + б . Такой <5~ 
принадлежит ^ . В качестве ^ мы можем теперь взить э л е ­
мент в <р , действующий в Ч" так же, как ( Г 

Пусть, далее , 0~1 первый член ряда Е 5̂"с7» содержащий 
заданное Г . -допустимое подпространство Н , и пусть<а^Л6^ 
Согласно предыдущему, для К & Е Г С Г О ёе(гс-{ н а й д е т с я ' / ^ Г , 
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ч т о а^^^^ё л П р и Э Т О у > | = ао-р-^е \\ и с # 

Понятие треугольного умножения очевидным образом мож 
но перенести и на бесконечные последовательности пар. -Мы 
з д е с ь ^однако, интересуемся лишь конечными произведениями 
которые , как мы увидим, можно свести к бинарным т р е у г о л ь ­
ным произведениям. Бинарное треугольное умножение будем 
обозначать знаком ч : (<Г) г Ж*) Ч (§, <Е±) , если 
пара (Сг>Р) распадается в треугольное произведение 
звскх подпар (А{^) и Г в , 2 ^ . 

Следующая лемма опирается на предыдущую, и для нас 
она особенно важна. 

Л е м м а 2 . Пусть >ПР(А/ $*) ч(в, $А Если 5? 
радикал, и Ф{А^/)<А 1 т о ^ П^^/^^,) . ЕслиУ 
вербал , \\^(&}^^)^о , то / V * А+ЗСЬ^) • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^ - радикал. 
Возможны два случая : А^^С^Г) Г) или З-^о >1 
Так как имеется правый эпиморфизм (А} Г)-~ (А,^<) • т о 

Я-{А) Г)-?(А^ 2*) • Если теперь имеет место первый 
случай, то должно быть : 

А-~3(А} г;=?Га,2,) 
Теперь я с н о , что если У(А;24)< А , то первый с л у ­
чай невозможен, и 5" Г ^ у ] • При этом , имеем: 

Пусть теперь ? - вербал, и пусть Ф О 
Пусть у обозначает проектирование пространства на В 
и этим же обозначим проектирование группы Г на 2.г 

Оба эти проектирования дают эпиморфизм: 

Так как вербал перестановочен с эпиморфизмами, то имеем 



Учитывая, д а л е е , что 5' 2>ъ) » ш ыонем заключить, 
что 3~ ( (?) Г) не моэтет содержаться в Д . Следовательно, 

( * 0 Г 1) с т р о г о содержит А- , и это означает также, что 
У ((?> Г) е сть полный прообраз подпространства ^••С&**^ъ) 
относительно данного $ . Зтот полный прообраз совпадает 

Нам понадобятся дальше некоторые свойства централи­
заторов рядов . Пусть А^УА^Х А*- - векторные п р о ­
странства над полем К . Обозначим АГ+АХ,* АС » 
й ^<А,-,П> (го^О и . Группу ЛИ± (?С- мы 
можем отождествить с подгруппой в /\И± (?С+-/ > состоящей 
из элементов этой группы, действующих тождественно в Ас+Н 

и оставляющих инвариантным подпространство (?с . Пусть , 
далее , % - централизатор в ПА^Щ ряда 

и - централизатор в ^ " п - / Р я Д а 

^ с - -<?«= ^ , « = • <= 

рассматриваемый как подгруппа в АИБ & . Обозначим 
еще через централизатор в Ац1 &г ряда -
Очевидно, что ^ % - нормальный делитель в ^ и ^ у ^ г . " ^ " * 

Легко также проверить, что ^ 1 • В самом 
д е л е , пусть < Г € ^ . Этот У индуцирует автомс^жзм в 
ОГП-\ * принадлежащие очевидно, ^ , . Пусть 6~ - такой 
автоморфизм, рассматриваемый как элемент ь ^ . Понятно, 
Ч20^С~] действует тондествелно в * в ^ г / ^ Я , _ у . 
Следовательно, Уб~1<ь ^ г 

Для централизатора ^ имеется еще и другое разлше* 
ние.Пусть Н = А л + -- • + А . Разложение = /1, + Н о п р е ­
деляет вложение группы Н & АИЬ (т . Пусть 
еще Н'С-А^'+АСУ С~ *ЛГ - Обозначим через 
централизатор в ^ { \\ ряда 0.$Щ%$:- • • с. =-:'и ^ ЦЗ 



рассматриваемый как подгруппа в % , и централиза­
тор в кчЪбс ряда О Я Л< с $ . Как и выше, проверя ­
е т е ^ , что ^ распадается в полупрямое произведение: 

С помощью этих замечаний будем проверять сейчас а с ­
социативность треугольных разложений. 

Пусть (СУГ;^А^,)Ч(Н^) и пусть. 
Покажем, что параГ#> Г ) есть треугольное произведение 
своих подпар (А} 2, } | ^г. , ) и ( С , 2 . 

Имеем 

где ^г. ~ нормальный делитель, образ которого в & 
совпадает с централизатором ^ ряда/~/^ А <̂  Щ . Да­
л е е : б ^ С и 2 - ^ ^ ( ^ 4 ^ ^ , причем образ ср, 
в Аи1 Н е с т ь централизатор | < ряда О с / З с ^ 
^ ) и ^ действуют в $ точно.Далее имеем: 

Если теперь взять Ф - Фг^ , то Ф д е й с т в у ­
ет в точно , и образ Ф в АиЬСг есть централизатор ^ 
ряда О с А с М В с ^ т . Таким образом, разложение 
р - ф Л * ^-з) определяет треугольное разложение 
пары (_От} Р) на три заданные пары. 

Пусть теперь^б" , Р ) - ( Н ^ ) 4 1 ) и пусть ^ 7 Л ^ ^ 
* ( А & , ^-2.) • Применяя аналогичные рассужде­
ния и учитывая второе разложение централизатора ряда 
(^<=: /\<=^ 1\+8> <=- С? . мы проверим, что и здесь имеется р а з ­
ложение пары (От, Г) на свои подпары (АтЩ.й)г(В^Ц^Щ$ш 
Точно также проверяется и следующее с в о й с т в о : если 

^(Н^)^САп^п) ж(Н^) е сть треугольное 
произведение своих подпар / 7 ) _ ^ Л ••• > (Ащ* *Шпч) * 

т о (&) Р) распадается в треугольное произведение 
подпар [А4 ^ ) ) • -) (Ап, • 



допустим дальше, что ищь.((г,^) е с т ь треугольное 
произведение своих п о д п а р у *2,} и (С, 2?^. По­
казе!.:, что в (<5~) Г) и и е е г ш подпара СЦ, Л) , с о д е р -
- : : ; а я ( 6 , 2 : * ; и С С, ^ , и такая, что Г)--(^ Ш,)ч(Н$ 

Пусть 

е с т ь разложение группы Р , отвечающее треугольному р а з л о ­
жений пары Р) на заданные три пары. Пусть X е с т ь 
циктрализатор ъ &а± С[ ряда О ^ Д ^ А ^ З <=- <§• . Предста-
вии этот % в виде : * ^ # < 1 3?де ^ 1. - цонтралк-
затор в <г ряда ( ^ с / ! с ^ * И |И " централизатор в 

С&^с) ряда б , с 8 с Ь - ^ С - Возьмем, далее , о т ­
вечающее этому разложению разложение группы <р \ф~Р^ф 
Здесь - централизатор в <р ряда / ) <^^г и поэтому 
ф-о_ - нормальный де:л:тель в Г . Теперь ииоеи: 

и легко понять, что подпара (ТЗ'+С, 6^ л ^з>) у д о в л е т в о ­
ряет нужным условиям. 

Аналогично отмечаем, что имеештся подпапа (Н[ 2 У , 
для которой 

П о с д ^ е е с в о й с т з о допускает следующее естественное о б о б ­
щение. Пусть п а р а ^ ^ Г ) распадается в треугольное прода -
ведение своих подпар (А^^^ 0 (Ап-(» ^п~()>/Йл^Тогда в 
(Сс^Г) имеется подпара ( Н > 2 } » содержащая в се ^ / . , 2 , ) . . . 

*••>(>^п-<) » распадающаяся в треугольное произвел 
дение этих подпар, к такая , что Р)^(Н? 2 ^ 7 (АпГ^.*,) . 

Далее, по индукции получаем следующее с в о й с т в о . Пусть 
пара (%Р) е с т ь треугольное произведение о в о щ подпар 

V (Ан) 2^} и пусть т а , Тогда в (/г} Р/ 

такие подпары (Н)* Р{ 1 й ( / > / * ) , что 



С<г> Р > (Н^)г(Иг.Л) » (Н*Щ е сть треугольное 
произведение своих подпар (А^)* • (Н2,Г*_ ) е с т ь 
треугольное произведение подпар (Ьа+ьЖ****)> > Г А л , ^ , ч ) . 
Все э т о и означает ассоциативность треугольного умножения 
и одновременно показано , что произвольные конечные т р е у ­
гольные произведения могут быть построены и з бпнармых 
произведений. 

3 . Укажем теперь реализацию биларгах треугольных п р о ­
изведений. Пусть даны две пары ГА и (&з^~г) , 
/ • д + ^ ^ х ^ ) - прямое произведение этих пар, и ср -
- Нот ( В , АО " аддитивная группа ликс.:.;ых отображе­
ний из 8 в А . Известным правилом определяется действие 
группы ЖШ'Х,*'&4 в 4> ; Е с л и ^ с <Р <: , е = ^ , Щ Л ^- < 
и &г.^^-г , т о ^об'/б'7_ е сть элемент в ф , такой, что 
если ёч<=_ 6 , т о & оЪЪикб-б^1)?).*-, ш таким о б р а ­
зом , мы имеем групповую пару С . Через Г о б о з н а ­
чим полунрямое произведение групп Ф и л ^ , отвечающее 
данной паре : Г= х^.*) -

Определим дальше действие т у п п ы Г в пространстве 

Сначала определим действие здесь группы ф . Условим­
ся еще элементы и з _ ф ^ рассматриваемые как элементы в Г , 
обозначать через 5г . Соответственно , перейдем к мульти­
пликативной записи : % ~ЩЩь . Пусть теперь <я«. А 

и ё ^ б . Положим: а . о ^ - < я . к ^ « ^ ^ . Понятно, 
ч т о при этом т действует в # как автоморфизм. Если, 
д а л е е , ^ и ^ - два элемента в ф , то 

( I ^ ф 
Таким образом, мы приходим к пара с^г, Ф) . Зерно видеть , 
ч т о э т а пара точная , и нетрудно таняе пс:-1ять, что образ ^ 
з 1 г совпадает с цектт-злкзътоуом ряда 0е-А ^ (к . 

Кроме т о г о , мы имеем пару , ^) . Если теперь 



ц е С[ , то положим: $ ( $ ° 4 7 ° ^ . Несложная проверка 
показывает, что этим правилом действительно задается 
представление группы Р автоморфизмами пространства & 
и 1Ш приходим к паре ('г, Г] . Очевидно, что эта пара р а с ­
падается в треугольное произведение своих подпар ГА^*) 

и . 

Рассмотрим еще отдельно случай, когда перемножаемые 
пары являются точными. Пусть дано п точных Пщ№ь&(Ъ-

- • 1 (Аъ, , и пусть ( $ > - прямое произ ­
ведение всех этих пар. Подгруппу 21 мы отождествим с 
соответствующей подгруппой в АиЬ Ос . Возьмем еще в 
!\и1 6г централизатор ^ ряда 

О а А, с А 1 + А г с • А, + • • с # 

одгруппа ^ инвариантна относительно 2 , , к мы имеем 
еперь пару О ? / ^ ^ • Легко понять, что эта пара р а с ­

падается в треугольное произведение заданной п о с л е д о в а ­
тельности пар. 

4 . П р е д л о ж е н и е 2 . Пусть даны пары (А^,) 

и Г в ^ О , и пусть (9^ Г)-(%*&*)ч(В)1ь} Допустим еще, что 

имеется некоторый эпиморфизм V Т А ^ О - * - (А7 л Такой 
V/ может быть продолжен до эпиморфизма. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем исходить из 
указанной только что реализации бинарных треугольных п р о ­
изведений. 

Обозначим (А} 2-1)ч(&/2-г.) = ((*9Г) л Пусть д с б г , 
й= , о , ^ - А и ^ ^ - 3 . Полагая а & , о п р е д е ­
лим эпиморфизм пространству*/.* <г ^ . Нужно еще 
о п р е д е л и т ь / ' ' — . пусть <Р-ИОУ^ • 6, А . ) 



Е с л и / € = ф 4 то определим у7̂  правилом: при любом 
§е& ДОЛЖНО СЫТЬ &р/* = Сву} У • 

Легко понять , что этим определяется эпиморфизм 
Ц:$ + Ф • 

Обозначим: Ж и ^ЩЯЖ^ . Если ^ < , ^ С С , 
^ € ^ 2 , то полагай ^ ^ / ^ 4 ^ * э а д з д ш эпиморфизм 

у-/- 5 4 . 5>- . Итак, мы построили' два гпимог>[изма: и / ^ ф 

Оба эти эпиморфизма уокно соединить в эпиморфизм 
гг Г-^Г , если мы убедимся, что пг:и любых 

и ^ е Ф выполняется: ^ * ег)**^** е Г ^ . 
Проверим э т у формулу. Пусть ^ 1 / ^ ^ , ^ 

4 ф и пусть & е. <р • Имеем: 

Тег.ерь мокно говорить со' эпиморфизмах 

и: Сг —-(г к ] / ? : 

Проверни, что это_эпккор.$кзи пар. Пусть « ^ а - ^ ^ е ^ , 



„ ((а.+е)*^Л)"^*+у-".({41бг.)* И г а к > исходный э п к г о р -
физы V- (&1 2.,) -~ (А,^,) поодолжен до эпиморфизма 

Параллельно доказанному сейчас предложению иошо д о ­
казать еще следующее с в о й с т в о . 

Пусть С^г>Р)=(А, ^0*(&^г) и пусть имеется эпх^орфизм: 
Г/3, . Обозначим через Фа множество 

элементов из ф- Ноъ ( В , А) * аннулирующих ядро эпимор­
физма ^ . ' 8 ^ 6 . <р0 - нормальный делтлте.:ъ в Г , и 
нетрудно проверить что имеется эпиморфизм' 

продолжающий исходный V . 

П р е д л о ж е н и е 3, Пусть (4г,Г. 

Н - Г -подмодуль в (х , содержащий /А , и ^ г 8 о Н 
При э т о м , имеется правый эпиморфизм 

у / . - ^ г ; — Га, 2.1-я С&»^*) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ф^Ног^ (Я>,А) 
и ^ = Н о ^ Г В о 3 А } . Если ч то э т о т . - ? действует 
также из В. в А , Соответствующий элемент в Фо обозначим 
через ^ м . Легко видеть , что здесь мы имеем эпиморфизм 

Ф ~* Ф* -
Пусть 2 . = ^ , * 2 . г . Имеем две групповые лары^Ф,!^ 

и ( Ф 0 . При этом, отображение^ / : Ф ~ ^ Ф 0 п е р е с т а н о в о ч ­
но с действием группы . Поэтому имеем также эпиморфизм 
у/. Г=<рь^-+Г'~ф0*Т. , тондествеиный ка И . 

Так как А с ц ш А + а - <г , т о Н = А +(&оН) =А + в 0 ; 

По определению: (&>,Ъ*).* (А +Ъ*, 
Теперь понятно, что эпиморфизму/- Г индуцирует 

правый эпиморфизм: 



/ 

Заметим еще, что ядро эпиморфизмам- / * с о в п а ­
дает с ядром эпиморфизма //• ф ^ ф о 

Рассмотрим еще случай, когда Г 7 -подмодуль Н при ­
надлежит Д : Н = А° - Здесь имеет смысл пара (ко,Ъ§)? 

< & , 5 1 0 < Д о + В , Ф А З : ; , где Ф-Но~(6,А0). 

Пусть Ф0 - мнокество в сех элементов из ф , о т о б р а ­
жающих каждый элемент из 5 в А0 ш Понятно, что имеется 
естественный изоморфизм у / : <р0 — ^ Ф . Кроме т о г о Ф 
- нормальный делитель в Г , и "имеется изоморфизм пар 
^с(1 ^)^(ф, §у . Этот изоморфизм индуцир'--т изоморфизм 

•' Фа А **Ф Л ^ » а отсюда приходим к правому и з о м о р ­
физму: 

Таким образом, пара }Е, }?((Ьу^-з.) е стественно лежит 
в паре (О-, Р) . 

Пусть, д а л е е , Г ] = (А^,)я(Ъ}г^ пусть 2 4 с Ъ^Т^^ш 

Это вложение подгрупп индуцирует вложение в Г^/ ^ ^ 
пары . 

Если, наконец, ( А 0 } - подпара ъ(А^) и Сб«Дг-) ~ 
подпара в СВ^л) , т о , применяя предложение 3 и другие . 
приводившиеся только что замечания, мы монем связать т р е у ­
гольное произведение СА0^'4)ч(&0^

(

7^) с исходной парой 

5 . П р е д л о ж е н и е 4 . Пусть дана некоторая 
точная пара С^Г) %А -Г -подмодуль в щ , к п у с т ь - ? , 
и Е.г - группы автоморфизмов, индуцируемое группой Г , 

с о о т в е т с т в е н н о , в.- А и &/А - Тогда исходная пара 
С(г^Г) монет быть вложена в качестве подпары в треугольное 
произведение (А, 2 , ) ^ ($/А) ^-г) • 

Д о к а з а т е л ь с т в е . Если заменить группу 
Г9 отвечдащей ей ш у р у п н о й в АиЬ ((к) , то мы придем к 

паре , изоморфной" ( справа ) исходной паре. Поэтому, мы модем 



. ТЛЕЯ _ 

далее считать , что Р уже содержится з А ^ С 6*^ • Для 
произвольного У € Г через обозначив авто.\ю у]глш:. 
пространства А , г {дуцируежй у ч а обозная- з:: с о ­
ответствующий автоморфизм для Сг[к . При э т о м , 
\\ . Представим 0--А+& и пусть Ц $'-^$/а -
естественный гомоморфизм. Пусть еще \^ - проектирование 

С г на 3 . V, рассмотрим такие как изоморфизм В~**&/д ч 

И в этом смысле будем понижать . При л^С'с:з 
и м е е м : . */, к п а р а ^ г / 4 , 5Г 2 / ) шщщ&рут йаш 

(Щ} Ж*) . Здесь для и ^ е - 2 г имеем: ё^^Сё^с^ 9/
 9 

Если, далее , , т о : ^ < ^ - - / ^ ' ' « ^ / ^ 

Исходя из представления ж вдодкм ЖI в 
Аи1 ((?) . Пусть 4 : - соответствующее вложение. 
Группе 2г , действующей з /3 по только что заданному п р а ­
вилу, отвечает подгруппа в Аи1 (&] , которую далызе 
вложим в Ац~Ь (&) . Соотвстствующ^/ю подгруппу ь &ц-Ь((г) 
обозначим через ^ ^ . Здесь * также изоморфизм :.:зэду-21 ^ 
и <> 2 * Ш ^ е о м ^ ^ " ^ * - ^ / ^ Пусть, д а л е е , А - ц е н т ­
рализатор з / 4 ^ ряда ^ > ^ ^ с ^ г 13 Г^^Е^2*2. 
Понятно, что пара распадается в треугольное п р о и з ­
ведение своих подпар $А*Ш-*) V^(В^^Е/ ^^Л Покажем, что 
имеет место включение: П' . Пусть Г 1'^§ 9(^^)* 
Ш бг^ОГ^**)? 'З/^^* > 62.^^2. • ^ ы Докажем нужное вклю­
чение , если покакем, что У^сг/ . Пусть 
Тогда б^ёйг^к, поэтому, е^-ё^еА. О т с ю д а , ^ ^ - ^ 4 
и , с л е д с и а т е л ь н о , у б ' 1 действует тождественно в (г/А 
Э л е м е н т ^ ~ ; < ^ ' также действует тождественно в &/а . Пусть 
теперь о , е 4 . Тогда • И л У ^ г Ч б / - • 
Следовательно, ^6^6^Е§г * 

"ы установили, что п .л.((^!П^ вкладывается в 
^4, ^8,^ * у • г е л т з . . ; : ;^ У : : ; : : О , ЧТО иыьг.-тся 
изоморфизмы (А^<]^0\,>/у и (&/А^-2)~(^^) Й Й М Й У . 



и этим завершается доказательство предложения. Это предло ­
жение монет быть также обобщено и на неточные пары, однако 
такое обобщение нам не понадобится. 

§ З в 0 полугруппе радикалов 

I . Е дальнейшем мы иногда отождествляем радикалы и 
радикальные классы. 

П р е д л о ж е н и е 5 . Если радикал не 
является идемпотентом, то в се е го степени различны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть <^ - радикальная 
функция, отвечающая классу 9? . Так как 31г+Эв , т о и м е ­
е т с я пара (8 , , принадлежащая разности 3 1 г \ э ^ 
Допустим т е п е р ь , что уже установлено, что в се классы Л™ 
с ъ ^ п различны. Пусть (АЭСп~*\X и возьмем 

Г)^СА^{)^(&>^2) Покажем, что эта пара не лежит ъЗЕп?;. 
По условию пара ( А^Л не принадлежит классу & п ~ \ и , п о э -
тому , если т - радикальная функция, отвечающая этому 
к л а с с у , т о У п " г Г А , 2 , ) < Ащ Используя теперь лемму 2 , п о л у ­
чаем: Обозначим ^°~гГ<Ь П * А и Если 
бы пара ^г,/^7 принадлежала классу Хп 1 , то цара/^"/Й/; П 

принадлежала бы # . Так квкА^с:А • то отсюда следовало 
бы, что X . Но тогда и Г% 2 2 ) 6 ^ , что н е в е р ­
н о . С л е д о в а т е л ь н о , ^ , / 1 ) не содержится в Хп , Но э т а 
пара принадлежит, очевидно, классу 'Х>п*1 . Пусть теперь 

радикал, отвечающий классу X п ' . Тогда пара 
принадлежит к л а с с у 3 5 п и не принадлежит 

классу % п Ч . 
Следовательно, все Ж : различны. 
Другими словами, доказано , что каждый радикал, не я в ­

ляющийся идомпотентом, является свободным радикалом - с в о ­
бодным элементом в полугруппе в с е х радикалов. Е д з й с т з и -
т э л ь н о с т и , Можно показать , что кандый такой радикал а б с о ­
лютно свободен - все его бесконечные степени таюге различ­
ны. Доказательство э т о г о с в о й с т в а , кгк и только что приво-



Можно показать так, ^ что произведение свободных х н-
дикалов снова свободный радикал, и поэтому иозшо говорить 
о полугруппе свободных радикалов. В этой полугруппе нет 
идо^потептов , однако сна пе свободна . Различите с о о т к о ш е -
нил здесь возникают за счет бесконечных произведен ,л, Е с ­
тественна ставить вопрос о выделении различных с ю б о д к ы х 
систем радикалог. Одной из таких систем является система 
в с е х малых радикалов, которой мы посвятим э т о т параграф. 

2 . Напомним, что если Ос - некоторый класс пар, т о 
порожденный этим классом радикальный класс есть класс 
ЗУ**)^?^^* Условимся еще класс Зс называть предрадикаль-
ньш классом, если он замкнут относительно операторов V , 
# | 5е и Р^0 . Предрадикалыюе замыкании произвольного 
класса X есть класс \ / б ? 5 е Я, о & , к если 2- - предра -
дпкальный к л а с с , то его радикальное зь лкакие ес^ь класс 

Если класс пар^з й.;.;.;.г:оя абстрактным зависанием н е ­
к о т о р о г о множества пар, то такой класс также будем называть 
множеством пар. Аналогичным образом будем понимать м и с к е с т -
во групп и мнокзетво векхорнжх пространств . Радикальный 
класс пар будем называть малым, если э т о т класс порождает­
ся некоторым множеством пар. Понятно, что малый радикал 
порождается также некоторой одно:: езоей паро. . . Легко еще 
заметить , что радикальный класс 2 : мал, если он порождается 
некоторым своим подклассом 35* , таким, что во в с е х парах 

От)!1) из Э&о в се пробегают некоторое множество пространств 
или в с е / 7 пробегают некоторое множество групп . 

Отметим, д а л е е , что если Э0.о - некоторое множество 
пар и %1 - предрадикальное замыкание класса & а у т о в 
п а р а х и з 31< пространства <г пробегают тш мно ­
ж е с т в . В самом д е л е , пусть у / - некоторая бесконечная 
мощность, к пусть обозначает класс яйзх п а р ^ п ^ У , у 
которых мощность пространства От ыснь^е / / . Понятно, что 
каждый такой - кредряд/кальный к л а с с . Каждое множест­
во пар ЗЁ0 принадлежим .=:эпс?ор:):.!у . В этом ^е ^ с о ­
держится и предрадикальное замыкание класса &0 , и отсюда 



следует отмеченное свойство. 
Опираясь на эти замечания*легко показать, чть г г о д р а г -

дикал малого радикала всегда мал. Кроме т о г о , нетрудно 
доказать, что многообразие тогда и только тогда является 
малым радикалом, когда это многообразие есть многообразие 
тривиальных пар - пар, в которых группа действует тождест­
венно. 

П р е д л о ж е н и е б . Каждый малый радикал явля* 
ется неразложимым элементом в полугруппе всех радикалов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть малый радикал л 
порождается множеством пар % 0 и пусть Х-1 - предрадикал, 
порожденный этим же ЭСС . Возьмем еще некоторый с 
X с 

Допустим теперь, что имеется нетривиальное разложе­
ние $=ДгЖ^, Возьмем в %1 некоторую пару ^А, 2 ^ , в к о ­
торой - мощность А большее . Пусть еще^ /З ,^ ] - пара в ЗЕ. 
с . Обозначим: ^)^СА,2()?(&^ .При этом.ЙуЛ?* 
& И\%г ~ 3: • Возьмем, далее, ^ 6 О- ч Д , и пусть А{ -
циклический Г - подмодуль в ч* , порожденный элементом^ , 
Так как ^ не принадлежит А , то А_ С А* , и, поэтому, 
пара 1*) н е принадлежит^, , а следовательно она не 
лежит и в Г , Вспоминая теперь определение о п е р а т о р а ^ , 
мы видим, что(& Г) не принадлежит классу ЗХ**Я . Про­
тиворечие. 

Те же рассуждения показывают, что в действительности 
имеет место следующее свойство. Пусть 35 , 0во ЧХ4 и 
- те же, что и раньше, и пусть У - радикальная функция, 
отвечающая классу 3 3 . Пусть, далее, (А}^-^ - некоторая 
пара в X с мощностью А- большей / / , и пусть (В^^г.) 
произвольная пара с &РО . Если теперь С<т, Р)<А,^,)7($}1) 

Понятно, что АсШ, Г) 
.-Допустим теперь, что име­

ется ^ с д ($^Г)^А. Пусть - циклический Г 
подмодуль в , порожденный этим ^ . ТогдаА^А/ ц мощ­
ность А/ больше ^ . Поэтому, п а р а ^ А / 7 ^ не принадлежит 
% { , и р$сюж&(Ж^ЩГ) не лежит в 3: . Кз этого яром-* 



воречия следует, что Г) н е может быт^ больше А 
Этим замечанием мы в дальнейшем воспользуемся. 
3. Т е о р е м а . Система всех малых радикалов 

ЯЕЛЯСТСЯ свободной системой радикалов. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Только что мы видели, 

что все малые радикалы неразложимы, и, следовательно, 
свободны. Теперь нужно показать, что если имеется с о с т -
ношение 

где вес сомножители слева и справа - малые радикалы» от­
личные от нулевого, то гь - пъ И ^ ^ ^ , ^ / , ^ . . . / ! . 

Возьмем класс таким образом, чтобы все.^ 6 и У 
порождались предрадикалами, содержащимися в . Фикси­
руем еще некоторое множество I , мощность которого боль­
ше м . 

Пусть, далее,(А 1к I .-.,*> , некоторая после-, 
довательность гГар с ненулевыми Ас • Для каждого с*/,^.-.,*. 
и каждогооС в I возьмем еще пару ^71^, Ж± , изоморфную 
паре (Ао + Л±} , и пусть СЗг,/1) есть ограниченное де­
картово произведение всех ^71^, 2 ^ } , . Обозначим 
через (&, Г) треугольное произведение пар (В* , А1) ^ 
расположенных в порядке номеров. 

Докажем следующее вспомогательное свойство. 
Если имеет место включение. 

то п^к. . Другими словами, включение невозможно, если 
к^гъ. Доказательство проведем индукцией по /ъ . Пару 

((г, Г) представим в в и д е ^ Г ) = ( в * , Г ^ * \ ( Н , Е ) . тпе(Н^) 
треугольное произведение пар / 7 3 с \ , Я ) с с~%,~. . , «с . 

Если, далее, 5- - некоторый радикал, порождаемый 
предрадикалок, содержащимся в , то, как это видно из 
замечаний, приводившихся в конце предыдущего пункта, долж­
но быть 7Сбг, Г]^ В,. Это означает, что включение(бг?Г/&Х 
невозможно, если кг{ 



^опустим теперь, ч^о для всех чисел,, меньших заданного,, 
соответствующее^свойство имеет место, и допустим, что 
выполняется указанное выше включение. Если 7- - радикал, 
отвечающий классу , то ^)с151 , и отсюда, оче­
видно, следует, что должно выполняться включение: 

ПОЭТОМУ К~?&л-1 И * Й п ; 
Покажем теперь, что ~ Т. В Бозьиом исходные пары, 

через которые определялась пара^^т, 1П)% так, чтобы выполня­
лись включения М ь , - При этом,* . Так 
как радикальный класс всегда замкнут относительно ограниче­
нных декартовых произведений, то одноврег НПО имеем включе­
н и я : / ^ ^ ) * 9 ; . ^ ц . . . т . Отсюда ГГ# У, %... Ут, 
Но тогда, (Сгл Г)Е30,^Г- 3^., и поэтому ГПП. Л По тем же со ­
ображениям получаем обратное неравенство. 

Дальше будем проверять равенство классов: р ?^/ . 
Допустим, что имеется пара ^ 4 , ^ } , принадлежащая У, 

и не принадлежащая Э&1 . Возьмем еще ненулевые пары 2", , ! , 
\~2 гъ , принадлежащие соответствующим .классам 2)с 9 и 
пусть определена?как и раньше для указанных паю. 
Здесь 

Пусть - радикал, отвечающий классу^ . Тогда 
1{к\ ^ , - ) < Л у и-аналогично при любом *С имеем: Щ*А*9Ж^<#+ 
Обозначим: Ъъ*&(0*> С). Так как, 30 *?Е$(&* 2 ^ , то Фак­
тор-пространство й$ * &1 /&о имеет мощность, большую .«/ . 
Представим^как и ъшьшщ((г,Г) в виде ^ Г) %}У(#*%Х 
и напомним еще, что /У-ЗТв^Я) = в 0 • 0 помощью предло­
жения 2 продолжим естественный эпиморфизм 

до эпиморфизма 



Так как ядро последнего в чг есть Оь % то имеем также 
эпиморфизм 
(Ф/з(<г> г % г ) » Й > С В * , * у 7 . 7 й к а ; 

Слева здесь стоит пара, принадлежащая классу . 
исэтому приходим к включению: 

Число сомножителей здесь больше возможного, И мы получили 
]ротивор«чецир с существованием пары (А<}^>,1 & ?), ч 32* 
Поэтому Ж( & *^ 9 и точно так же получаем 'зт.ч'» • 
вклкч \ше. 

Дальше проверим возможность сокращения* 

Пусть(Й )%)с~Ж 1Ж ь.^'Хп, > Возьмем в 56-* и 
соответствующую пару ( в о ^ • (№>Ю . 
Имеем: 

Пусть 7 - . Так к а к ^ ^ Д О , я то ТО, Г>В, . 
По тогда Г О Д , • ^ € 1 * о т с ю д а ( н ^ ; б ^ . . . ^ . 
Таким образом, мы установили включение Щ% г* ЭС^ ^ г) ...М*. 
и аналогично получаем гбратное включение. 

Этим завершается доказательство теоремы. 

Прив*-д<?шпя тзорема - это лишь простерший пример тео­
ремы о свободе систем радикалов. Можно указать и другие 
примеры подобного рода. Сюда же относится и уже упоминав­
шаяся по лведении теорема о свободе полугруппы многообра­
зий *~ напомним, что многообразия здесь являются частным 
случим радикалов* 
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