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В сборнике рассматриваются результаты исследований, 
проведенных сотрудниками кафедры электродинамики и меха-
ЖЩШ сплошных сред. Он включает а статей, в которых из­
ложены результаты расчёта магнитного поля электрических 
и индукционных 1-.'1ГД-1'лазиин при неравномерном рабочем зазо­
ре, экстремальные свойства ЖД-устройстз, вопросы постро­
ения оптимизационной модели проектирования 1,[ГД-насосов, 
ШШШШШЮЩ задачи теплопроводности для проводника тока, 
теория ориентирования твёрдых тел электромагнитным полем, 
вопросы измерения расхода и дозирования жидких металлов 
при помоги электромагнитного поля и один из методов числен­
ного обращения интегрального преобразования Лапласа. Ряд 
статей носит обзорный характер. 

Сборник предназначен для научно-технических работни­
ков и студентов, интересующихся прикладными вопросами 
электродинамики сплошных сред, математическими методами 
решения прикладных задач электродинамики и нелинейных 
тепловых задач. 
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УДК 621.3.013 

Ю.Я. ;Дтельсон. А . С . Детра;?:ицкий 

РАСЧЙТ МАГНИТНОГО шяя в Щшшттт ЗАЗОРЗ 
вттштш и давший! 

Важной областью приложения методов расчета электро­
магнитных полей является расчет магнитного поля в асин­
хронных электрических и индукционных магнитогидродннами-
ческих машинах. С точки зрения методов расчета полей 
эти машины представляют собой набор областей, занятых 
ферромагнетиками, проводниками и изоляторами. Поскольку 
реальная машина - весьма сложная система» расчет магнит­
ного поля ш вводится по модели, отражающей лишь наиболее 
существенные свойства её. При этом машина или какая-ли­
бо ее часть представляется обычно в виде ряда областей 
простой геометрической формы с .^сочно-постояннши харак­
теристиками: электропроводностью б" и магнитной прони­
цаемостью 

Наиболее развиты методы расчета для моделей, в ко­
торых зазор меаду ферромагнитными областями - магнитопро-
водами ротора и статора - равномерен [I ] . Однако в реаль­
ных машинах зазор неравномерен, т.к. в магнитолроводе 
имеется ряд пазов для размещения проводов обмотки. Бла­
годаря этому магнитопровод приобретает характерную зуб­
чатую форму и расчет магнитного поля с учетом зубчатос­
ти магнитопровода становится более сложной задачей. Ре­
шение этой задачи позволяет точно определить рад функци­
ональных зависимостей н констант, характеризирущкх вли­
яние неравномерности воздушного зазора, которые исполь­
зуются при расчете электрических ш МГД-маыян. 

Впервые задача расчета магнитного поля в дустом 
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неравномерном зазоре решена в [г] . Рассмотрим ставшую 
классической постановку задачи в этой работе. 

При расчете магнитного ноля в электрических машинах, 
воздушный зазор которых невелик по сравнению о шириной 
паза и зубца, можно ограничиться рассмотрением одного 
паза шириной Ь , отделенного воздушным зазором (Г 
от гладкой поверхности магнитопровсда и принять паз бес­
конечно глубоким, а зубцы - бесконечно широкими. 

Предположим, что зубцы 
Л ж С (рио.1 ) имеют 
одинаковый магнитный 
потенциал, а разность 
потенциалов между А 
и В такова, что при 
отсутствии паза маг­
нитная индукция в за­
зоре равна единице. 
Наличие паза уменьшает 
индукцию на гладкой 
поверхности магнито-
провода напротив сере­
дины паза до некоторо­
го минимального значения 
Вт1П. При увеличении 
/У/ от 0 жо/?+6з/2 

индукция увеличивается, пока не достигнет максимального 
значения, равного единице. Бели при заданной точности 
вычислений нндукцая щ&1х1=к+6з/2 9 т в Н 9 достигает 
максимального значения, то данная модель, не учитывающая 
взаимное влияние пазов, неприменима. Вследствие уменьшения 
магнитной индукции под пазом средняя по зубцовому делению 
$ = Н 3$ магнитная индукция^ меньше максимальной. 

В работе [2] о помощью метода конформного отображения 
подучено аналитическое выражение для магнитной индукция 

л» ч. 
Втох,— 

0 

Рио.1. 



на поверхности магнитопровода. 
На основе этого в [з] вводится коэффициент воздуш­

ного зазора, учитывающий в первом приближении влияние зуб­
чатости мапштопровэда на магнитную индукцию: К$ ГВП10*/ В§ 

В честь автора [ 3] этот коэффициент назван коэффи­
циентом Картера. Коэффициент Картера характеризует отно­
шение средних значений магнитной индукции при равномер­
ном и неравномерном зазорах на гладкой поверхности магни­
топровода. 

В практике расчета электрических и МЦД-машин обычно поль­
зуются упрощенными выражениями для А^~[4Г5/ 6,7] . В 
работах [7 11^ приводятся полуампирические формулы для 
более полного учета влияния зубчатости, однако для полу­
чения фор«ул, несущих больше информации о влиянии зубчатос­
ти, надо обратиться непосредственно к решению задачи о 
распределении магнитного поля. Ряд авторов применял метод 
конформного отображения для расчета магнитного поля в 
электрических машинах по более сложным моделям, учитыва­
ющим взаимное влияние пазов, конечность их глубины и нали­
чие пазов на обеих сторонах магнитопровода [72 • 15^ . В 
работе [16] с помощью численного разложения в ряд Фурье 
решения, полученного по методу конформного отображения в 
[14] , найдены гармоники магнитной индукции неравномер­
ного зазора и изучена их зависимость от геометрических 
параметров зубцовой зоны. 

Магнитное поле в зазоре при односторонне! я двусто­
ронней зубчатости рассчитано также о помощью приближенного 
решения интегрального уравнения для магнитного потенциала 
[17, га/ # Метод конформного отображения можно применять 
лишь в предположении, что пазы пуста, а магнитная прони­
цаемость магнитопровода /у - оо « 



Намного более общ™ являотся метод Фурье, с помощью 
которого в работе [19] изучено магнитное поле в пазу с 
учетом проводников обмотки, а в работе [2о] расчет поля 
проведен при конечной постоянной магнитной проницаемости 
зубцов. 

Преимущества метода Фурье отчетливо проявляются при 
расчете магнитного поля с учетом зубчатости магнитопрово­
да в индукционных МГД-машинах, отличительными чертами ко­
торых являются большая величина воздушного зазора и на>га-
чие в нем слоя движущегося металла. 

В работе [21] рассмотрено магнитное поле в плоской 
индукционной МГДн/ляшне с учетом проводников обмотки в 
пазах, присоединенных к трегфезной системе, при покоящем­
ся слое металла ( роторе ), в [22] то же проделано для ци -
линдрической машины. 

В [23]формулы расчета поля в плоской машине обобще­
ны на случай произвольного числа фаз и движущегося роторе. 

Некоторые результаты изучения влияния зубчатости 
магнитопровода на магнитное поле в индукционной МГД-машине 
упомянуты в [24] . 

Рассмотрим подробнее постановку и решение задачи 
расчета магнитного поля в цилшщрической индукционной 
Ш?Д-**ашине с учетом зубчатости магнитопровода при движу­
щемся роторе. 

Определим магнитное поле в части МГД-машины, состо­
ящей из четырех различных областей между зубчатым и глад­
ким мапштопроводом ( рис.2 ). Область I - паэс перемен­
ным током частоты со и амплитудой плотности ^ 0 , облас­
ти II, 17 - теплоизоляция, область III - проводящий слой 
с проводимостью (5^0 и скоростью 1Г . Зубчатый ж глад­
кий магнитопровода - ферромагнетики о уч -оо и (Г * 0. Об­
мотки в пазах подключены к ^ - фазной системе так, что 
сдвиг фаз между токами в соседних пазах равен • Мо­
дель имеет период вдоль оси I , равный РТ ^ 2 ̂  ^ . 
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Задачу решаем с помощью векторного потенциала А 9 

гармонически зависящего от времени. Вследствие стше^рп 
задачи векторный потенциал имеет только азимутальную 
компоненту . таким образом 

СО {. (I) 

Координатная часть векторного потенциала в областях 
1-17 удовлетворяет следующим уравнениям: 

/ д / дА\ дЧ А / -?°<1°> • А* 

и следующим граничным условиям: 



М, 'ь**1 (4) 

X */д/П Л М * ? 2 (5) 
л Л*» //л.-^ 1 л л ^ 

Решения уравнений (2), удовлетворяющие граничным уо-
[3,6* 9] , имеет вид 

/со 

П г -Оо 
4 со 

* * $ 2 > Л * И . (13) 
Здесь Л _ -77л * , 

Р1П(Х)+%г7(х) содержат модифицированные функции 



Бесселя индекса 0 и I от аргумента X . 
С помощью граничных условий (4) выражаем коэффициент 

Из граничного условия (5) получаем бесконечную систему 
линейных алгебраических уравнений для определения ̂  : 

с» 
г' - - С О * " СО 

НАМ V (к) 
здесь т г / 

Матрица ̂ становится диагональной при нулевой глубине па­
зов, при этом коэффициенты разложения Ск определяются 
просто: 

с к - — ) I - полный ток в пазу. 
С 1гк 

Если, радиусы /?0 п'К^ устремить к ©о § оставляя раз­
ности постоянными, то получим модель плоской ма­
шины с односторонней зубчатостью. Если дополнительно 
устремить к нулю, получим одну сторону модели плоской'ма­
шины с симметричной двусторонней зубчатостью. 

При переходе к плоской модели функции Бесселя, вхо­
дящие ъР!п-Р^п , Т1п , Т1п, переходят в экспоненциальные 
функции, и выражения для расчета поля значительно упроща­
ются. 

Эйая распределение векторного потенциала , ком-



поненты вектора магнитной индукции можно найти по форму­
лам 

Плотность тока в области III 

Средний градиент давления 

(17) 

(18) 

(19) 

0,5 

0,0 

/ + 
/ / 

/1-

.. .. ,———. 

к 
/ 

9 
+ 

5 
0,5 1,0 ',5 

Рис.3. 
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Р^с. 4-
Дня типичной МГД-ыашгош были проведены чиелеяные 

расчеты магнитной индукции при различных: сколы^нилх 
ротора̂ --/- и различных относительных частотах 
й>« г— • а также расчеты динашческой хараг.тэрис-
тики'насоса ЧР-7Р ( - рис. 3, рис. 4. Сплошные и пре­
рывистые кривые относятся, соответственнов к моделям с 
гладким и с зубчатым магнитопроьодом. Дискретность рас-



пределекия проводов обмотки учитывается в обоих случаях. 
При втом установлено, что, в отличие от электрических 
машин, в индукционной МГД-машине влияние зубчатости маг-
нитопройода зависит от скольжения ротора. При покоящемся 
роторе ( 5 = / ) оно мало, но с уменьшением скольжения 
возрастает, привода при 5-0,2 к снижению давления на 
15 + 2С# и уменьшению магнитной индукции на 5 • Щ?. 
Установлено также, что периодическая вдоль зазора кривая 
эффоктавной магнитной индукции с уменьшением скольжения 
и относительной частоты сдвигается в сторону движения 
основной гармоники бегущего магнитного поля. 

Таким образом, подтверждается целесообразность вве­
дения модели, учитывающей наличие в зазоре движущегося 
слоя металла. Следует отметить, что использование мето­
да Фурье при решении задачи обладает такке тем преиму­
ществом, что решение заранее ищется в виде суперпозиции 
гармоник — бегущих волн, что позволяет качественно анали­
зировать изменение характеристик машины при изменении ее 
параметров. 

Описанная выше модель допускает ряд обобщений с 
целью бодре полного описания процессов в МГД-машинах, не 
затрагиваемых в данной статье. 
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Ю.Я. Микельсон, Я,Р. Шмит 

СВОЙСТВА МГД-УСТРОЙСТВ 

Вследствие неуклонного расширения области примене­
ния МГД-наоосов всевозрастающую актуальность приобретают 
исследования по оптимальным решениям задач проектирования. 
Оптишзации электромагнитных индукционных насосов и дру­
гих МГД-устройств посвящен ряд работ [I - 4^. Различие 
подходов к решению проблемы в основном сводится к физике 
исследуемого явления, к выявлению различных существенных 
факторов, влияющих на выбранный критерий качества. Охре-
менко [I] ставил задачу нахождения оптимальной высоты ка­
нала 2 6 и скольжения ,5 , считая, что все остальные пара­
метры насоса известны. Решение заключается в анализе на 
экстремум уравнений коэффициента полезного действия 
(к.н.д.) и веса & . Для Янкопа [2] одре делящими вели­
чинами являются высота канала 2 6 и полюсное деление Т , 
критерий качества - магнитодвижущая сила (МДС). Валуев в 
своей работе [3] обосновывает необходимость при расчете 
МГД-васосов на максимум к.п.д. учитывать поперечный краевой 
эффект и влияние бегущего магнитного поля на гидравличес­
кие потери и т.д. На основе различных выражений для к.п.д. и 
веса & авторы проводят в основном численный анализ экстре­
мальных свойств МГД-устройств по отношению к отдельным 
параметрам. Накопилась достаточно большая раздробленная 
информация, которая трудно поддается обобщению. 

Ддя всех известных методик оптимального проектирова­
ния ИГД-насосов [1,2,3,4] характерно следующее. 

I. Ставится классическая задача на безусловный экс-



и 
тремум: 

(то<) I ' ' */ » (I) 
где #гГ*о *2> у *л ) - оптимизируемые величины; 

Ф (X ) - целевая функция - выбранный показатель ка­
чества устройства. 

2. Размерность задачи оптимизации (I) невелика, /7 = 
• 1 + 3. В качестве управляемых величин обычно выбираются: 
высота активной зоны канала 26 , полюсное деление Т , 
ширина канала 2 а . Остальные независимые величины - . 
высота стенки канала Ьь , толщина теплоизоляционного слоя 

Ь1 и др., выбираются на основании опыта проектирования. 
3. Задача (I) решается классическими методами, исхо­

дя из необходимых условий существования локального экстре­
мума 

Р- =0 , 6--/,2,,.. , П. 
О Л / 

Применяется также численный метод сканирования [а] • 
В настоящей статье проблема оптимизации МГД-насссов 

рассматривается как задача нелинейного программирования. 
Путем согласования физических представлений с алгоритма­
ми лОиска экстремума исследуются экстремальные свойства 
важнейших показателей качества МГД-наоосов. Это дает воз­
можность получить математически обоснованную методику ис­
следования МГД-насосов, как единое целое, и получить в 
определенном смысле оптимальные алгоритмы поиска экстре-

§ I. Выбор модели 

В настоящее время разработан целый ряд физико-матема­
тических моделей электромагнитных насосов. Выбор конкрет-



ной модели определяется поставленными условиями оптими­
зации, имещимися факторами ограничений, а таюсе методи­
кой и алгоритмом поиска экстремума. В данной работе вы­
бираются модели в приближении элементарных функций. Рас­
сматривается конкретная идеальная модель, которая путем 
поправочных коэффициентов сводится к реальной. Таким об­
разом принимается, что различные эффекты (поперечный, 
продольный и другие) не взаимодействует между собой. 

В качестве конкретной модели МГД-насоса рассматри­
вается плоский электромагнитный индукционный насос м в 
начальном приближении п [&] - Оно заключается в следу­
ющем (рис.1): жидкий металл с проводимостью С и плот­

ностью / занимает 
весь немагнитный за­
зор толщиной 2д меж­
ду двумя гладкими, 
бесконечно широкими и 
бесконечно длинными 
индукторами с магнит­
ной проницаемостью 

* 0 0 , несущими 
поверхностную токовую 
нагрузку: 

Рис Л . 

(2) 
где & - комплексная амплитуда, со - циклическая 
частота, Т = ТГ/ сЧ - полюсное деление. Принимается, 
что жчдкий металл движется как твердое тело со скоростью 
V в положительном направлении оси К » испытывая, 

однако, при этом гидравлические потерн давления: 

В IВ Ы О Т К I * 

4 - и - Т~Ч 



где V - коэффициент кинематической вязкости. 

36 ' ЯЗ- при Ре < 2,3-Ю3 

0,3*6 при 5 •Н>Ч*е<Ю* г 

т °>гз (5) 
I при 1#-*ИЬ$Ш . 

• (1,82 ед/?е-/,64)2 
Ниже дается основные физические величины из числа 

ф^ккциояяльянт соотношений начального приближения, пред-
ставдящив интерес о точки зрения оптимального проекти­
рования: нормальная составлявшая магнитной индукции*' 

а и 7 €/>Л2 (6) 

*̂  Магнитная индукция 8 и ток 0 представлены в ком­
плексной форме» 

где И эк ~ ч и - гвдравлический диаметр канала. 
Из бесконечного в двух измерениях тела мысленно вы­

резается полоса длиной I, и шириной 2а . Коэффи­
циент трения вычисляется по различным формулам. 

Для определенности примем расчетные формулы [7] с 
числом Рейнольдса 



где уЧ --/'я - - * * " ' * { • * , (6) 

скадыеяае . (/ 
5-1 (8) 

(9) 

со ; 

напор на единицу длины насоса: 

коэффициент полезного действия» учитывающий даоулевы и 
гидравлические потери в жидком металле: 

Для получения полных характеристик качества плоско-
линейного индукционного насоса кроме ^вторичной цепи*1 

необходимо рассматривать наличие других структурных эле­
ментов (стенок канала, теплоизоляции канала, обмоточной 
зоны, ярма )• Отклонение идеальней медали от реальной 
конструкции учитывается в дальнейшем поправочными коэффи­
циентами, рассматриваемыми в приближении **деме?ггарвах 
функций. 

Конечная ширина канат учитывается козффщжентск по­
перечного краевого эффекта [в] : 

Конечная длина учитывается коэффициентом продольного 
краевого эффекта [б ]: 

г гп„с+ С12) К д - С0П51 . 



н с - . . (и» 

Зубчатая структура индуктора учитывается коэффици­
ентом Картера [6,8] : 

где 6 2 - ширина зубца» Ьп - ширена паза. 
Конечное значение /I магнитной проницаемости ин­

дуктора учитывается коэффициентом намагничивания, который 
определяется экспериментальной кривой намагничивания я 
коэффициентом пазового рассеяния [8] , Экспериментальная 
кривая намагничивания стали индукторе аппроксимируется 
дробно-линейной фущщией 

а • Гп : В 

В + с П*5 • В 
где Щ - напряжение магнитного поля в стали, Кп - ко­
эффициент пазового рассеяния, а , 3 , 0 - коэффици­
енты аппроксимации. 

Коэффициент насыщения имеет вид 

где И - напряжение магнитного поля во вторичной цепи. 
В результате для величины напора насоса получаем сле­

дующее уточненное по сравнению с (9) выражение: 

Проводящие стенки канала учитываются заменой проводимос­
ти жидкого металла (Т на эффективную проводимость все­
го немагнитного зазора: 



где » проводимость стенки, 6^ « толщина стенки 
канала, 26 - высота канала. 

Активная мощность обмотки и ее температурное поле 
в линейном приближении вычисляются согласно классичес­
кой теории электрических машин [8] • 

В итоге выражения для важнейших критериев качества — 
коэффициента полезного действия ^ » в е с а & а так­
же главные физические величины, на которые накладываются 
ограничения - индукция в стали Вс , температура в об­
мотке Тоё 1 получены в виде элементарных функций, учи-
тыващих основные структурные элементы конструкции. 

§ 2. Постановка задачи оптимизации 

Выдвигаемые практикой задачи оптимального проекти­
рования МГД-насосов можно формализовать моделью матема­
тического программирования [5, 12] : 

найти /77/<7 Ф(х~,с) хвл 
где 

(18) 

27--/*. Щ(*&*99 

(19) 
х ~ (X X X ) 
л - \ * / , ..?••• I ^/ - вектор управляемых величин. 
С'(С/1

С2-" 9 - заданные параметр!. 
Составлящие вектора х представляют собой сово­

купность ( п~5 ^ (О ) искомых управляемых величин. 
К таким величинам относятся: главные геометрические раз­
меры рабочей зоны канала ( ширина 2а , высота 26 , дли­
на В ), немагнитного зазора ( высота стенки канала 

Ь± » высота теплоизоляции канала ), индуктора ( высо­
та паза Ьп , ширина паза бп , высота ярма А# » ши­
рина зубца 6Л , полюсное деление V ), основные дина­
мические величины ( скольжение <5 , линейная токовая 



нагрузка А ). а также в зависимости от условий проек­
тирования и другие величины» например, частота тока пита­
ния / . 

Значения составляющих вектора с определяются физи­
ческими постоянными или условиями задачи. Дня 
МГД-насосов это: напор Ар , производительность & , 
физические постоянные перекачиваемой среды ( удельная 
электропроводность (Г » кинематическая вязкость V , 
плотность ^ ), физические постоянные применяемых 
магнитных и токонесущих материалов ( удельная электро­
проводность (Ут » кривая намагничивания стали и др.). 
К составляющим вектора с следует отнести также ряд 
эмпирических коэффициентов в приближенных формулах рас­
чета ( см. $ I.). 

Самыми распространенными критериями качества насоса 
Ф являются величины: коэффициент полезного действия 
% » вес устройства С » а также их заданная ком­
промиссная комбинация. 

Функции ограничения ^ (19) определяются из ограни­
чений по температуре в обмотке Тод » максимально допус­
тимым механическим напряжениям в стенках канала р± и др. 
факторам. 

§ 3. Экстремальные свойства целевых функций 

Накопленный опыт проектирования МГД-насосов показал» 
что процесс оптимизации трудоемок и связан с большими 
затратами времени. Поэтому важность приобретает задача 
оптимизации самого процесса оптимального проектирования* 
Известно, что эффективность поисковых алгоритмов сущес­
твенно зависит от свойств целевых функций и функций ог­
раничений. Следовательно, наряду с поисками полных реше­
ний конкретных задач оптимизации важен второй путь ис­
следования - выявление качественных характеристик, экс­
тремальных свойств целевых функций ограничений. 



В слое активной зоны МГД-насоса управляемыми величина­
ми являются четыре: с( , V , со » 6 • В работе 
[II]приводится ряд однопараметрических свойств целевых 
функций ^ и 77 • Для оптимального проектирования 
ваяно знать экстремальные свойства рассматриваемых фун­
кций в целом п -мерном допустимом пространстве. 

Исходя из определения выпуклых функций: функция 
• заданная на выпуклом множестве X 4 называется 

выпуклой, если для любых двух точек х у и Х 2 из У , 
при о<. Л ^ / имеет место 

-легко установить (соответствзгпцие преобразования опус­
каем) наличие свойства выпуклости в четырехмерном про­
странстве ( °( , V , со , сГ ) величин ( - ^ Ь 
( ). ( -}Вг((?)1 ) - ы(ь),(9),С*о),06) • Аналогично, 
исходя из определения.можно показать, что свойством 
выпуклости обладают энергетические, весовые величины, 
а также величины максимальных температур при рассмот­
рении других элементов идеального МГД-насоса. 

Следовательно, оптимизация идеального МГД-насоса— 
задача (18)-(?9)—.является задачей выпуклого программи­
рования, и имеет место теорема Куна-Таккера [5] * Пусть 
функции <р(<) и ^ (х) выпуклы и дифференцируемы в 
непустом допустимом множестве 3 . Тогда для того, что­
бы вектор К был решением задачи 08) - (19) , необходи­
мо и достаточно существование неотрицательного вектора 
и0? такого, чтобы ъектор(/°/йу являлся седловой 

точкой функции Лагранжа, т.е. чтобы для всех ё О 
и для произвольного К выполнялись неравенства 

«И 14 *9 (20) 



Таким образом, задачу оптимального проектирования прос­
тейших моделей МГД-насосов можно свести к задаче поиска 
седловой точки функции Лагранжа: 

При численном решении задачи нелинейного программи­
рования ( 18 ) - ( 19 ), как правило, вне поля исследова­
ния остается вопрос о сходимости и устойчивости применя­
емых алгоритмов. После сведения задачи (Л8)-.(/5)к 
нахождению седловой точки функции Лагранжа (21) появля­
ется возможность более обоснованно и целеустремленно ис­
следовать эффективность различных численных методов ре­
шения задачи оптимизации, основанных не необходимых ус­
ловиях экстремума. Следовательно, в дальнейшем не рас­
сматривается применение так называемых прямых методов, 
которые требуют специального исследования. 

Седловая точка (Xго, и° ) функции Лагранжа Фи яв­
ляется особой точкой следующей системы дифференциальных 
уравнений Эрроу-Гурвица [5] : 

(21) 

§ 4. Градиентный метод 

где 

с 

т 
(22) 

в остальных случаях, 
I О < О 



В рассматриваемых задачах оптимизации выполняются 
условия теоремы Удзавы [5 ] . и при любом начальном ус­
ловии Х0 (I) стремится к Х0 • 

§ 5. Алгоритмы применения градиентного 
метода на ЭВМ 

Приводящие выше результаты показывают целесообраз­
ность применения вычислительных алгоритмов, основанных 
на дифферент шьном уравнении линии наискорейшего спуска 
[10] : 

. _ ш о 

Ч И Н " ( 2 3 > 

Наш был составлен и исследован ряд дискретных алгорит­
мов, основанных на различных разностных аппроксимациях 
и приближениях уравнений (23): 

4*_ - _ Щ (М (24) 
№ ~ ' 

т*-^*~ш(* Ч • (2б) 

Численный эксперимент на поле рассматриваемых функций 
опт!тяьного проектирования МГД-насосов показал, что 
предпочтение следует отдать методам второго порядка. 

Дудем вместо (23) рассматривать дифференциальные 
уравнения: 

,4, Щ б Ч Ч ~ ~ бХ; • (26) 

Решение нулевой аппроксимации дает следующее уравнение 



движения: 

Сравнивая механическую интерпретацию (23) и (26), видим, 
что первое является дифференциальным уравнением движения 
несвязанных материальных точек, записанным в количествах 
движения. Движение систем связанных точек описывает урав­
нение (2 в) 

Так как методы второго порядка по сравнению с обычны­
ми гр рентными методами дают возможность учитывать силь­
ную связь между управляемыми величинами и при решении 
рассматриваемых классов задач являлись более эффективны­
ми, то можно выдвинуть гипотезу о наличии овражной струк­
туры функций п , С* при наличии ограничений по То4 
и Ьг в идеальных моделях МГД-насосов. 

§ 6. Пример расчета 

Ниже на примере плоско-линейного индукционного насо­
са УИН-1 Института физики АН Латв.ССР представлены резуль­
таты оптимизации коэффициента полезного действия различ­
ными методами. 

Используемый метод Ч 
со 

*3 
V 5 

н 
$1 

*7 
г 

Число вы­
числений 
Функций 

Классический 
ыет^Охремен- 46,7 

Сг 

0,00 Ь 0,002 

Св 

0,0 

Су 

0,О5 0,?1 -

Градиентный 
метод перво­
го порядка 58,9 980 0002 огоо/ ороо5 003 0,25 7500-в 00 С 

1радиентныа 
метод второ­
го порядка 61,5 1Г60 Ц 0,002 0,00! 0,0005 0,08 0,27 350 ^00 



Сравнительный анализ табличных данных показывает, 
что путем учета всех управляемых переменных удается 
существенно увеличить показатель качества насоса. Оп­
равдывается применение более сложных методов нелинейного 
(выпуклого) программирования по сравнению с классичес­
кими. Алгоритм второго порядка более эффективен и дает 
существенную экономию машинного времени ЭВМ. 

Вывода 

На основании проведенных исследований задач опти­
мального проектирования МГД-насосов можно сделать сле­
дующие основные выводы: 

1. Выдвигаемые практикой задачи оптимизации МГД-на­
сосов можно формализовать как задачи нелинейного прог­
раммирования и рассматривать их с единой точки зрения, 

2. Идеальные модели МГД-насосов, применяемые в нас­
тоящее время в инженерной практике, приводят к целевым 
функциям и функциям ограничения, обладающим свойством 
выпуклости. 

3. Алгоритмы отыскания оптимума» основанные на диф­
ференциальных уравнениях наискорейшего спуска, приводят 
к последовательности текущих приближений, которая схо­
дится к решению исходной задачи* 

4. Главные целевые функции ( ^ и 5 ) обладают 
овражной структурой, и целесообразно применять поисковые 
методы второго порядка. 

5. Рекомендуемый метод оптимизации сложнее рассматри­
ваемых до настоящего времени в литературе [I, 2, 3, 4^ . 
Однако, появляется возможность непосредственно учиты­
вать фактора ограничения и многомерность управляемых 
величин. 
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Ю.Я. Микельсон, Я . Р . Шмит 

ПОСТРОЕНИЙ шшш/цдошой МОДЕЛИ 
ПРОЕКТИРОВАНИЯ МГД-НАСОССВ 

§ I. Краткая характеристика расчетных 
методик МГД-насосов 

Теоретической основой проектирования электромагнит­
ных индукционных насосов (ЭМИН) (рис.1) и других МГД-
гстройств в настоящее время является ряд расчетных ме­
тодик, предложенных различными авторами в 50-60-х годах 
[1+15] . 

Для всех известных методик проектирования ЭМИН ха­
рактерно следующее. 

1. Аналитический подход к проблеме. На основе рас­
сматриваемой конкретной физико-математической модели 
устройства путем введения ряда допущений и ограничений 
строятся оптимальные соотношения и последовательность 
расчета главных физических величин, приближенно соот­
ветствующих экстремальному значению выбранного критерия 
качества. Следовательно, каждой модели устройства сопос­
тавляется своя расчетная методика. Например, Ю.А. Валуев 
отдельно рассматривает оптимизацию плоско-линейного ин­
дукционного насоса с боковыми шинами [п] и без них [и] . 

2. Соподчинение методики расчета критерию качества. 
Для каадого конкретного критерия качества разрабатывает­
ся своя методика. Например, Н.М. Охременко в работе "Ос­
тальные геометрические соотношения в индукционных на-
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РисЛ. Схема плоского ЭМИН. 
I - канал, 2 - теплоизоляция канала, 3 - обмотка, 
4 - магнитопровод. 

сосах для жидких металлов* [в] отдельно рассматривает 
методику оптимизации по максимуму коэффициента полезно­
го действия (к.п.д.) и по максимуму веса ( & ). В лите­
ратуре в качестве показателей качества данного устройс­
тва рассматриваются также магнитодвижущая сила {МОС)ч 

[А] , ток ( *7 ) [А] и др. величины, которые обычно 
выбираются из соображений сложности расчета к.п.д. Что 



касается многоцелевых задач оптимизации ЭМИН, то, по на­
шим сведениям, они в литературе до сих пор не исследова­
лись. Э.К. Якноп в работе [4] с целью уменьшения размер­
ности оптимизируемой задачи рекомендует в качестве до­
полнительных условий использовать требование экстремаль­
ного значения разумно выбранной величины, например, ли­
нейного тока 3 в обмотках индуктора. 

3. Безусловный характер оптимизационной задачи. За­
дача оптимального проектирования ЭМИН ставится и решается 
без явного учета функциональных ограничений в виде нера­
венств, накладываемых на такие величины, как максимально 
допустимая температура в обмотке Т0# , максимально до­
пустимое механическое напряжение в стенках канала Г% 
и др. Как правило, эти существенные ограничения учиты­
ваются только качественно, путем фиксации количественных 
значений некоторых величин, например, л шейной токовой 
нагрузки А , толщины стенки канала Ь±% толщины теп­
лоизоляции канала ^/8,9/ . Полученные таким образом 
функциональные ограничения в виде равенств используются 
в дальнейшем для уменьшения размерности оптимизируемой 
задачи. 

4. Постановка классической задачи на безусловный 
экстремум. По отношению к выбранному критерию качества 
ставится классическая задача на безусловный экстремум. 
В вычислительном аспекте с использованием необходимых 
условий экстремума в общем случае получается система 
трансцендентных уравнений [&] . С целью получения опти­
мальных соотношений между величинами в явном виде неко­
торые авторы /"10, II] прибегают к дополнительна матема­
тическим упрощениям. Исходя из качественных соображений, 
фиксируется ряд управляющих величин, чтобы размерность 
задачи /I была по возможности меньшей* В итоге размер­
ность задач рассматриваемых методик не превышает 3 • 



5. Применение классических методов решения. Б тех 
случаях, когда не удается получить приближенные оптималь­
ные соотношения, предлагается применять графоаналитичес­
кий метод решения [8] , или поисковый алгоритм сканиро­
вания [II, 14] . 

На основании проведенного краткого качественного 
анализе, существующих методик проектирования ЭМИН можно 
заключить, что в них задача оптимизации ЭМИН не рассмат­
ривается как единый цельный процесс с последующей автома­
тизацией на ЭВМ. 

§ 2* Модель математического программиро­
вания 

Количественный анализ процесса принятия проектных 
решений ЭМИН предполагает наличие соответствующей мате­
матической модели, В настоящей работе предлагается при­
менять модель математического программирования [16] . В 
отличие от вышеупомянутых методик, где оптимизационные 
задачи сводятся к аналитическим рассуждениям о влиянии 
отдельных параметров на критерий качества, физико-мате­
матическая модель ЭМИН рассматривается как система вза­
имодействия многочисленных физических величин. Будем 
считать, что состояние системы полностью определяют 
векторы Х*(ХЬ /2 ., Хп) и С =(С,,С2,** ,Ст) 9 прини­
мающие значения в п- и т -мерных эвклидовых пространс­
твах» Вектор X представляет собой совокупность искомых 
управляемых переменных. Значения составляющих вектора 

С определяются физическими соображениями или заданы 
условия!ш задачи. Требуется найти состояние системы Л°, 
которое минимизирует (максимизирует) критерий качества 
устройства - так называемую целевую функцию 



§ 3. Определение критерия качества 
МГД-насоса 

Во многих практических приложениях МГД-устройств 
предъявляется высокие требования к раду физических ха­
рактеристик. Как правило, требуется определить проектное 
решение, доставляютэ экстренную ке одному, а сразу не-
одльким. зачастую противоречивым критериям эффективности. 

По отношению к ЭМИН такими характерными величинами яв­
ляются' коэффициент полезного действия (к.п.д.) и вес ( О 
устройства. Если требуемым критериям качества жишо дать 
количественную оценку, то поставленная задача может быть 
сформулировала как некоторая задача математического прог­
раммирования со многими целевыми функциями; 

Однако такая постановка является некорректной, так как 
нарушается принцип математического прогрелашрования -

где 2? - допустимое множество решений, заданное усло­
виями ограничений 

Поставленная задача (I) решается поисковыми алгоритмами 
на ЭВМ. На основании исследования эффективности этих ал­
горитмов, проведенных в работе [16^/ , для задач оптималь­
ного проектирования СММН рекомендуется применять градиен­
тный метод второго порядка [16] . 



одноцельность. Под решением задачи (3) будем понимать век­
тор х*€В . который может не доставлять экстремум ни 
одной из функций цели ФI , но являться в некотором 
смысле приемлемым для всей совокупности критериев качес­
тва. Такое решение принято называть компромиссным [Т7918] • 
Вместо 1 критериев качества с) 11* /, %*>* > 
строится один так называемый обобщенный критерий качества. 
В ситуации, когда каждому критерию можно приписать "веси-
число, характеризируицее его важность по сравнению с дру­
гими критериями, при построении обобщенного критерия мож­
но применять метод Бзвешекных сумм 1̂9̂  ; 

Ы*Ч«/Й& [$ (4) 
или п 

где % - решение задачи (I), Д| - заданные "весо­
вые" коэффициенты. 

Ясно, что во втором случае решение компромиссной за­
дачи может быть получено без решения задач математическо­
го программирования по каждому из локальных критериев оп­
тимальности. В ситуации, когда не существует никакой воз­
можности сравнения различных критериев, в качестве весовых 
коэффициентов могут быть выбраны величины, обратные или 
экстремальным значениям соответствующих критериев качества 
л 1—_ , или значениям соответствующих критериев в 
некоторой допустимой точке А / - ^ - , #{ 7? 
В итоге исходная двух-или многоцелевая задача приводится 
к одноцелевой. 



§ 1. Учет функдаональньк огршгаченкй 

Для нормального функционирования каздого конкретного 
ЭМИН на рад харэктеристик устройства налагаются опреде­
ленные ограничения физического и технологического ;саректе 
ра. С математической точки зрения этям определяется так 
называемое допустимое пространство проектных решений V 

где Ч*- (х, с) - некоторые в общем случае нелинейные функции 
вектора х • 

Как правило, учет функциональных ограничений в поис­
ковых алгоритмах нелинейного программирования "даогократ-
но" увеличивает его сложность. Поэтолцу ка практике часто 
стремятся исходную условную экстремальную задачу свести 
к эквивалентной безусловной, например, методом "пгграфных 
функций" [16] . 

Характерным и существенным фактором ограничения ЭМИН 
является максимально допустимая т&шература в индукторе. 
Следует отметить, что на практике, как правило, указы­
вается интервал допустимых температур, а не точная верх­
няя граница; например, Трд ̂  400 * 500е С, В ситуации, 
когда задается интервал значений верхней (низшей) границы 
для сведения условной задачи оптимизации к безусловной, 
удобно ввести величину ф „ - которую будем называть 
"эквивалентной глубиной" проникновения критерия качества 
в запретную область <у -ого ограничения { ̂  » I, 2, 
. . . , т ). Исходная целевая функция преобразуется 
следующим образом: 

-И о: * 



где ^ Г*\СЛ 3 1 I» 2, . . . , гп - значения функцио-
налькых ограничений; 

я у = I. 2, . , . , лг7 - граничные допусти­
мые значения; 

| = I, 2, . . • , т - "глубина" проник­
новения в ^ -тое ограничение. 

№ (*М -а^)~ °- а » ^ #
 1)'ау)<0

 .то при­
нимается, что ^ ( V , С)-Оу-) * О • 

Преобразованием (7) исходная условная задача опти­
мизации редуцируется к безусловной. 

Следует отметить, что в практике оптимизации ЭМИН 
часть ограничений задается в виде равенств; например, за­
данными величинами считаются напор Р и расход О 
устройства: 

(8) 

Равенства типа (8) можно рассматривать как отношения свя­
зи меаду управляемыми величинами ( Х у, Х 2 ,»••*., Лп ) 
и использовать для уменьшения размерности задачи. 

§ 5. Пример 

Рассмотрим сопоставление оптимального проектирова­
ния по минимуму веса на базе насоса ий - 7 Института физи­
ки АН Латв.ССР, проведенного, с одной стороны, Н.М. Ох-
ременко в работе [в] и по модели математического программи­
рования^ другой стороны. 

При постановке задачи оптимизации насоса на минимум 
веса Н.М. С&ремеюсо рассматривает две управляемые величи­
ны: высоту канала 2Ь и скольжение 5 . С целью умень­
шения размерности задачи и качественного учёта ограничений 
по максимально допустимой температуре в обмотке предвари-



тельно выбирается следующие величины: высота теплоизоляции 
канала Ьс - О , скорость течения у *//, 25 м/сек 9 

плотность тока у # 7Г04 • /О6о/м в магнитная индук­
ция з середине зазора вт^ - 0,7 2 8 сск/м2, магнит­
ная индукция в стали зубца Е>Я7Е^ 1,2? ёсек/м 2

 Р линей­
ная токовая нагрузка Д - 18, 6 4 - 10 ^а/м ш высота стенки 
канала Ь к-- 1 * 10~3 ^ .В модели ̂ тематического прог­
раммирования эти величины предполагается переменными, за 
исключением последней, тате как прочностной расчет не ис­
пользуется для определения минимально допустимой толщины 
стенки. Полученная размерность задачи - 8г9. 

В постановке задачи Н.М. Охременко [8] ничего не го­
ворится о способе охлаждения насоса и о магнитных свойс­
твах стали. Ограничения в виде неравенств, а также в ви­
де равенств, не дящих возможность получать значения па­
раметров в явном виде, в работе [3] отсутствуют. Ничего 
не говорится о способе охладдения насоса и магнитных свойс­
твах стали индуктора. Однако при постановке задачи оптими­
зации на минимум веса ясно, что величина максимально допус­
тимой температуры в обмотке и минимально допустимое значе­
ние к.п.д. влияют на гшвамальный вес устройстве.. Следова­
тельно, для однозначности оптимизационной задачи необходи­
мо дополнительно задавать: способ охлаздения насоса., мак­
симально допустимую температуру в обмотке, минимальное до­
пустимое значение к.п.д., кривую намагничивания стали ин­
дуктора. 

В нашей модели для определенности принимается прину­
дительное водяное охлаждение стенки насоса и кривая намаг­
ничивания стали Э-41* Мы учитываем факторы ограничения по 
максимально допустимой температуре в обмотке и минимально 
допустимым значениям к.шд. 

Н.М. Охременко решает задачу классическим графо-ана-
литическим методом, разработанным в [&] для одной конкрет­
ной физико-математической модели с двумя управляешма пара­
метрами Ь и 5 . Оптимальная высота канала 2Ъ * в, 6 мм^ 



скольжение 5-0,5 , вес активных материалов 161 кг. 
При ?<том по нашим расчетам к.п.д. = 0.12, максималь­

ная температура в обмотке Т03 = 460° 0, 
В таблице I отражены результаты оптимизационных рас­

чётов насоса ИН-7. проведенных на модели математического 
программирования. Первые дое строки дают возможность со­
поставить результаты, полученные по упомянутым методикам. 
В третьей строке отражены результаты оптикизацли при воз­
можности управлять также частотой тока питания. Последую­
щие строки таблицы отражают изменение п - мерной точки 
оптимизации при различных границах факторов ограничения 
- температуры и к.п.д.-при значениях " глубин проникно­
вения 11 б год * 50° Я и б\.п.в^ 0.01. 

Результаты оптимизационных расчётов в таблице I су­
щественно зависят от условлШ постановки задачи. Если снять 
ограничения Н.М. Охременко, при которых фиксированы семь 
величин, то удаётся уменьшить вес устройства на 7%, при 
условии, что модно применять частоту тока питания, отлич­
ную от 50 гц менее чем на 12$?. Четвертый и пятый вари­
анты отражают изменение значений оптимума при применении 
различных обмоточных материалов. Если максимально допусти­
мое значение температуры увеличить с 300° 0 до 6(10° С, то 
при прочих равных условиях вес насос*, удается уменьшить 
на 23$. В шестом и седьмом вариантах изменяется минималь­
но допустимое значение к.п.д. При уменьшении к.п.д. в 4 
раза ( о 24# на 6 %) вес устройства удаётся уменьшить на 
15$. 

Следовательно, модель математического программирова­
ния по сравнению с моделью Н.М. Охременко не только дает 
возможность найти лучший проектный вариант при применении 
тех же конструктивных материалов, но и более адекватно 
учитывать дополнительные факторы - температуру и к.п.д.,-
влияющие на оптимальное значение весе, устройства. Бели 
точное значение гранил изменения температуры в обмотке и 



Таблица I: 

6 
[мм] 

I Величина 
!Варианты 
оптимиза­
ции 
1. Охременко [д] 
2. Мат.пр. 

Тоб. < 460°С 
к.п.д.^ 0.12 (3.1 

3. Мат.пр. 
Тоб. •§ 460°С 

к.п.д.> 0.12 
4. Мат.пр. 

Тоб. I 600 °С 
к.п.д.^ 0.12 

5. Мат.пр. 
Тоб. $ 300°С 
к.п.д.^ 0.12 

6. Мат.пр. 
Тоб- ^ 460°С 
к.п.д.2 0.06 

7. Мат.пр 
Тоб. 4 460°С , с.п.д.^ 0.24 р.З 

ел 

(2.6 

р.9 

5 

"оТзо 

0.28 

0.36 

0.32 

0.31 

0.26 

0.29 

х5 , 

II. 251" 50 

13.4 

8.1 

14.1 

12.6 

15.2 

12.3 

50 

180 

50 

50 

50 

50 

4*'о ° 

7.24 

8.1 

7.1 

9.4 

7.4 

9.6 

5.8 

18.64 

17.8 

19.2 

20.1 

18.9 

21.2 

15.6 

' 0 

0.5 

0.5 

0 

1.0 

0.5 

л8 
Вт/ 

[мл]_ 

0.72~ 

0.79 

0.63 

0.88 

0.61 

0.89 

0.62 

Вт г 

1.21 

1.29 

1.30 

1.32 

1.1 

1.28 

0.% 

а 
М 

Ь б ! 

149 

142 

136 

177 

138 

169 

щ 
Т0<? 

460 

465 

470 

468 

466 

465 

г 
г. гт. дл 

'5.120 

0.116 

0.114 

0. ш 

Ю.П6 

0.114 

465 р.116 
I 



допустимого значения к.п.д» не задано, то представляется 
ряд альтернативных решений. 

§ 6« Исследование оптимального решения 
проектирования ЭМИН 

При сантвэе ИГ2Ьусгройств не всегда удается соблюдать 
ошяшлышз здшченяя управляемых величин. Поэтому несом­
ненный теоретически* и практический интерес представляют 
аюсдедоз&жа я устойчивости " полученных программных ре-
шеям!» Э ярещессе сведения исходной многоцелевой, услов­
ной задачей ситаюкттщи ЭМИН к одноцелевой, безусловной 
Т1ИГГГ бил зэедаз рад параметров. Важнейшими, по нашему мне-
ш ш г является сладухвде зависимости. 

Х« Завдслмость оптимального решения от весовых коэффи-
даззггов Д в раажгжых методах образования компромис­
сного критерия 14} 9 (5). 

2. Задос^аюсть снтгаипипога решения от граничных зна­
чений (1^ а 'г^г^^г арс^жяозешш ^ - /, ? ... ,гп 
^ш>*еЕпа, Сраг&етазыи» чяел^йнь^ расчеты показывают 
ЩВршюшкяъ ш^чейБНХ нроекпшх решений Э№Н по срав-
жш& с сдщеет&тае&зв. Модель математического программе-
ро-ааакл ыюлт может быть рекомендована для практического 
инженерного применения в процессе проектирования ЭМИН, 

чзоляя ресг-катрява-ть её как единый целый процесс с 
формализацией № 
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УДК 536Л2 + 537.311.6 

Т.Т.Цирулвс, Э.П.Шилтэр, В.Я. Дун 

ншимнов СШР0ТШЛШ1Е прдаодакда 
ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ТОКА 

Важной задачей теплового расчета адектропрсводников 
является определэнив полных тепловых потерь, связанных 
с диссипацией энергии источника тока О в тепло. Обыч­
но в приближении линейных токов тепловые потери рас­
считываются по закону Джоуля 

Р0 = *о32, (I) 
где /г0-р0

 е/з - омическое сопротивление проводника. 
<Ро " Удельное электросопротивление при постоянной тем­
пературе, $ - длина, а 5 - сечение проводника. За­
кон (I) не учитывает особенности теплового режима про­
водника и характер теплоотдачи в окружающую среду. По­
этому, при больших средних плотностях тока у ср и в 
условиях активного теплообмена, характер зависимости 
тепловых потерь Р от полного тока $ существенно 
зависит от температурного аоля проводника. 
В этом случае уже нельзя пренебречь зависимоЬтью В 

от температуры и, ибо вид функции ир(и) влияет как на 
температурное поле, так и на распределение потенциала 
электрического поля, определяющего интенсивность тепло­
выделения в проводнике. 
В общем случае определим тепловые потери Р в зави­

симости от О при помощи обобщенного закона .Джоуля 

Р=Р(3)й2, (2) 



ввода тем самым понятие нелинейного ошческого сопро­
тивления , которое в отличив от (I) существенным 
образом нелинейно зависит от тока нагрузки. Тем самым 
ьычясле.гае Р сводится к определению данного 
проводника. Для 8(3) , минуя непосредственное вычисле­
ние температурного поля, могут быть найдены аналитичес­
кие формулы, позволяющие осуществить качественное иссле­
дование влияния особенностей теплоотдачи и параметров 
проводника на тепловые потери. В наиболее важных на прак­
тике случаях точные аналитические формулы могут быть ап­
проксимированы достаточно простыми зависимостями К 
от 0 . 

§ I. Нелинейное сопротивление Р(д) 

Рассмотрим проводник, по котороьу течет постоянный 
электрический ток 3 , определяемый интегралом 

Цуоть имеет место дшфферешдолышй закон От в форме 

<?п * р<и) ~~ р(и) 7 {*} 

где 1 п и Е1 - нормальные составляющие плотности тока 
ж электрического поля к сечению проводника, р(и)~ электро­
сопротивление, зависящее от температуры. Тогда г ?ексив~ 
пость тепловыделения в проводнике определяется формулой 

Р(") (Б) 
й- согласно закону (2) для нелинейного сопротивления 
В (3) имеем 



/ 
9**4* У Щ ------ ( 6 ) 

Интеграл в чис/сителе формулы (6) представляет собой пол­
ные теллсвые потери в объеме проводника. Можно показать, 
что из (6) и (3) также следует нелинейный закон Ола в фор­
ме 

У@ и а 
8(1), /?(]) ,~ > 

5 РСи> 
где и0 - разность потенциалов электрического поля, опре­
деляемая граничными условиями для */ \ внешней поверхнос­
ти проводника, например, так, как показано на рис. I. 

Рис. I. 

В дальнейшей более удобно определить нелинейное сопротив­
ление ЩЩ в единицах &о^оу # где ^-^(о) - удель­
ное электросопротивление при температуре равной 0° С. 
В качестве независимого критерия нагрузки проводника удоб­
но выбрать безразмерный ток 1^ , в обцэы §ф(р| определя­
емый по формуле 

г 



3 
(в) 

где |* -отношение характерного линейного размера к се­
чения проводника, & - температурный коэффициент сопро­
тивления, а Ла - коэффициент теплопроводности металла, 
ко- 0|щЙ в широкой области те^ератур ц можно считать 
постоянным ( зависимость 2 = Л (и) по сравнению с/> ^ ( и ) 
дл?* большинства твердых электропроводников более слабо 
выражена ). Тогда вместо 1?(э) определению подлежит функция 

которую будем называть безразмерным нелинейным сопротив­
лением. Оаа позволяет исследовать зависимость нелинейно­
го сопротивления от безразмерных критериев подобия про­
водника* 

Характер зависимости $ от безразмерного тока I о 
определяется существующим в прово^гике температурным по­
лем и * теотературное поле проводите: с джоулевым источ­
ником тока находится решением нелинейной задачи, наследо­
ванной нами в [1] . Еассмотрам проводывдя цилиндрической 
фортуны с аксиальной сшшт$«ей при заданной разности по­
тенциалов на торпах иа и ксслодуем зависимость Щ от 
?о В случаях радиального я продольного тепловых пото­

ков. В первом слутше торц^ щшшдрического проводника счи­
таются теплоизолированными, и теплоотдача осуществляется 
только через ого боковую поверхность. Во втором - в про­
водника существует продольный перепад температуры, и теп­
ло отводится только через торцы ( рис. 2) . В обоих слу-

(9) 

§ 2 . Частные случаи нелинейного сопротивления 



чаях температурные поля одномерны и могут быть найдены 
аналитическим решением соответствующих тепловых задач. 

1°. Случай радиального теплового потока 
Распределение безразмерной температуры 0= / + Ы и 

зависит от радиальной переменной #* ~ $ Г д в % а _ 
радиус проводника, и может быть найдено методом степенных 
рядов [I] . В предположении линейной аппроксимации /> 
от и , а именно 

оно имеет вид 

где 9тах - максимальная температура на оси проводника, 
а О к вычисляются по реккуррентным формулам, приведен­
ным в [I] . 

Рис. 2. 

Характерный линейный размер проводника с радиальным 



тепловым потоком определяется радиусом цилиндра» поэтому 
в формуле (в) и согласно нвлине!лому згкону Ома (7) с уче­
том (9) имеем 

Полные тепловые потери проводника через его боковую по­
верхность определяются законом 

р ш 2тге — 0 ~ ±0 ^В. 

Формулы (2), (7), (II) и (12) позволяют составить транс­
цендентное уравнение относительно безразмерного сопротив­
ления Р(^о) " к о т ° Р ° в имеет вид 

^Ж^^ШШ^'^ • (14) 
'~1 и так*. 

Из (14) следует, что &(*0)пропорционально максимальной 
температуре проводника 

К(*о) = 8та* '^(*а) • (15) 
Множитель является функцией М поправки, учитывающей 
влияете радиального распределения темдературы на его 
нелинейное сопротивление и находится приближенным или 
члслешшм решением уравнения 

2 к 

При 2а < / ( что, как правило, для коротких злектропро-
водников выполняется ) /ч (жа) может быть аппроксимировано 
формулой [2] : 

т * « . (16) 
Температура ^^^определяетея по опытным данным или же 



вычисляется аналитически по известноьцг закону теплоотдачи 
на боковой поверхности проводника [I] , [2] . В предполо­
жении 10 < 1 могут Яыть найдены также приближенные фор­
мулы для нелинейного сопротивления К (1а) , имеющие место 
для разных, практически важных случаев теплоотдачи. Напри­
мер, если проводник излучает в уолов̂ дях вакуума, то при 
высоких температурах имеет место "закон двух третьих" 

Постоянная Н определяется из лучат ельными свойствами 
поверхности проводника, где 6 - степень черноты 
поверхности 4Га*5,67-Ш'& . Если же теплсотвод осуществля­
ется конвектившш путем, то при постоянном коэффициенте теп­
лоотдачи <^0 зависимость имеет квадратичный характер 

где ® с - температура ©кружащей среда. 
2°. Случай продольного теплового потока 
В проводнике о теплоизолированной боковой позерхноо-

тью распределение потенциала электрического поля </ мо­
лю т быть выражено явно следующим образом: 

где С~~{Г - безразмерная продольная координата*. В предпо­
ложении линейной зависимости у* от температуры (10)» 
продольное распределение температуры в-в(^) удовлет­
воряет интегродйфференциальноду уравнению 

4*9 и! в Ш 
ту-* *я 



Так 1 характерный лжяейный размер проводника с про­
дольным потоком тепла определяется его длиной» то в фор­
муле (3) следует полох-ять 1=6 . Определяя нелиней­
ное сопротивление 8 согласно закону Ола (7) о учетом 
(9) и (19), Й безразмерное находим интегрированием 

р(г0)*]В(х)<н:. (21) 
О 

Интегрсди^ференциальное уравнение (20) с учетом (21) 
может быть представлено в форме линейного уравнения 

Щ% 1 (22) 
Следовательно, распределение температуры в зависимости 
от безразмерного тока имеет вид ; 

8К) = А$1П10*;+ Всоз?оС . (23) 
Формула (23) применима для I 0 < . Постоянные А и 

В определяется условиями теплообмена на торцах цилин­
дрического проводника 

> 2 а ? ' (24) 
где д,а и щА - безразмерные удельные тепловые потоки. 
Наиболее простой вид функция (21) имеет в том случае, 
когда температуры торцевых поверхностей проводящего стер­
жня можно считать постоянными— В (о) « В с / , 90)--ВС2 : 

ЕЛИ, Щ)И 10 << / 

Щ ^ Ц ^ ^ Ю Ф ф ) ; (26) 
Аналогичные приближенные зависимости дая &(? а) имеют 
место и при других граничных условиях. 



Представляют интерес также случаи, когда проводник 
состоит из двух различных металлов с отношением длин 

д <: _1 < / . Ввиду сравнительной громоздкости аналитичес­
кого выражения интеграла (21) более удобным? являются 
формулы аппроксимации % в пространстве безразмерных 
параметров ^ ^ д 

/Го Л, 9со> (27) 

где^о и ЗС1 - коэффициенты теплообмена, 9С0 щ &с/ - тем­
пературы окружающих сред. Выбор главных параметров аппрок­
симации определяется физическими условиями задачи и не 
является с, позначным. Так при условии, что ̂  , 
распределение температуры существенно зависит от Ж0

 и 

вместо (27) можно ограничиться сравнительно простой двух­
ступенчатой аппроксимацией 

1 1 
% * С90 С,2 -р2 , (29) 

Матрица параметров аппроксимации С(К(С^~ 0,1,2) . вычис­
ляется для конкретных значений Е,/С2

 и ® со 1 ^/ • 
Счисления на ЭВМ показали, что, например, для 

? Л 0 ) й*03 и [О, Г, 1,0] погрешность аппрокси-
мадии $ формулами (28) - (29) не превышает 3 * 5#. 
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НДМНЕИВШ ЗАДАЧИ ТЕШГШРШОДНОСТИ 
ЭДШРЩРОВОДНИКОВ С ВНУТРЕННИМ т* 

ТОЧНИКОМ ТЕПЛА 

К задачам математической физики, наиболее часто 
встречающимся в физических приложениях, относятся кра­
евые и смешанные задачи для уравнения Навье-Стокса, не­
линейных колебаний, теории магнетизма, теплопроводности, 
дарфузии и др. Исследование этих задач связано с больши­
ми трудностями. Так как принцип суперпозиции для них не 
выполняется, до сих пор не существует общего метода по­
строения аналитического решения* В связи с этим для ре­
шения нелинейных задач математической физики» как прави­
ло, применятся исключительно лишь приближенные методы. 
В настоящее время большую популярность приобрели конечно-
разностные методы, позволяющие численно решать самые раз­
личные нелинейные задачи [I] , [2] • Однако тот факт, что 
решение получается в форме числовых таблиц, приводит к 
известным затруднениям при качественном исследовании изу­
чаемого процесса. Поэтому иногда более удобными является 
методы» приводящие к приближенным аналитическим решениям. 
Из таких методов следует отметить; 
1° Вариационные метода в различных жх модификациях [3] -

[б]. 
2° Сведение нелинейных задач к эквивалентным нелинейным 

интегральнш уравнениям с последующим применением при­
ближенных методов их решения [?/ * 

3° Метод степенных рядов, предложенный впервые В.Н. Че-
ломеем [в] » Этот метод, как н разные его модификации 
и обобщения, в применении к нелинейным задачам в на­
стоящее время еще недостаточно исследован, Сравни-

• 



тельно простые алгоритмы вычисления и достаточно широкая 
область их применения, а также целый ряд других преиму­
ществ делают метод функциональных радов, на наш взгляд, 
весьма привлекательным [9] - [п] . 

В настоящей статье рассматриваются алгоритмы метода 
степенных рядов в применений к решению стационарных и не­
стационарных нелинейных задач теплопроводности, возникших 
в прикладной электродинамике при исследовании теплового 
режима электропроводящих тел. Предложенный алгоритм не­
сколько отличается от [в] . Обобщения метода решения для 
аналогичных задач очевидны. 

§ I. Стационарная нелинейная задача 
теплопроводности одного проводника 
с джоулевым источником тепла 

В задачах теплопроводности возникновение нелинейнос­
тей связано с процессом теплообразования в проводнике и 
с нелинейной зависимостью удельных тепловых потерь от тем­
пературы. Особенно актуальным вопрос об учете нелинейных 
аффектов становится при больших плотностях тока в провод­
нике и в условиях теплоотдачи путем излучения при большом 
перепаде температур. 

Распределение температуры и в однородном проводнике 
определяется совместным решением нелинейных уравнений теп­
лопроводности и потенциала электрического поля 

Р(и) - ' 
пря соответствующих граничных условиях, где р(и) - удель-



нов электросопротивление и Л (и) - коэффициент теплоцро-
водности материала, а потенциал электрического поля за­
висит также от температуры /- У (и) . В дальнейшем ко­
эффициент теплопроводности будем считать постоянным» 
Л * Ар 9 а зависимость удельного электросопротивления от 
температуры представим в виде 

где функция / (и) определяется аппроксимацией эксперимен­
тальных данных. Такое приближение для многих металлов, 
например, Ац,СиуМ и Щ оправдано, так как для них за­
висимость -А от температуры по сравнению с (2) более 
слабо выражена. Кроме того, как известно, преобразованием 
Кирхгофа зависимость Л -Л(и) может быть учтена без су­
щественного изменения вида уравнения теплопроводности. 

В дальнейшем рассматриваются лишь проводники с ци­
линдрической симметрией, радиуса и длины Е м рас­
пределение потенциала в которых определяется заданным 
напряжением и0 на торцевых поверхностях. Удельные тепло­
вые потоки на боковой и торцевых поверхностях проводящего 
цилиндра обозначим через уо и ^ ̂ соответственно. Вве­
дем следующие безразмерные величины и параметры: 

I) в - — г - безразмерная температура; 

^ ^= На ~ безразмерный потенциал; 
с ^> 2 

3) Х = ̂ > ь г 7 " безразмерные цилиндрические ко­
ординаты проводника; 

4) з = 1? т отношение линейных размеров; Р 



5) - д Ъ~~Е " безразмерная интенсивность источни-
0 0 0 ка тепла; 

6) ^ 2о 9-0 - безразмерный поток тепла на боковой 
Л о 1о поверхности; 

7) д . РО-с _ - безразмерный поток тепла на торцах. 
*с~ Л01о 

Тогда нелинейная задача определения температурного поля в 
цилиндрических безразмерных координатах Л и 2? имеет 

/ д г ав! -9**8.„ \Ш)+5\ЪГ) 
ТТЛ^-ЖГ5^"* Ш) ~~п, (3) 

** &+л**ж 

*8, п ад. 

ей - V б 9 

(5) 

(6) 

Ч>(х,о)*о , ( 7 ) 

Можно показать» что уравнение (4) с дополнительными 
условиями (7) - (8) эквивалентно вариационной задаче отыс­
кания минимума функционала 

/х--о ** /х=/ 



при условиях 

Ч>(Х,О)*0, -'О, (Ю) 

где и У̂ / - частные производные по соответствующим ко­
ординатам и температура 9 при варьировании счита­
ется постоянной. Решение вариационной задачи (9) - (10) 
может быть получено приближенно методом наименьших квадра­
тов, в результате применения которого имеем: 

Ш - Ш г 2 & > Ь - { № № № , (12> 

где координатные функции ^ и д2 удовлетворяют условиям 

9!(аП1(*) = 92(о)-91(О'0 • Ш ) 

Учитывая формулу (II), уравнение теплопроводности для 
нахождения температурного поля из (3), (5) и (6) можно 
записать в форме 

/ д г а9, _,д'В к„ьгг1В(ох).*,С} . 



где функция Р имеет вид : 

Г* 12[в(о,К)]-2Су0д,(<)9 *Щ//-8(ОХ)]* 

а ^ определяется по формуле (2). 
Безусловно, функщя источника в уравнении теплопро­

водности (15) достаточно сложна для построения аналити­
ческого решения. Однако формулировка задачи теплопровод­
ности в виде (15) - (16), (5) - (6) удобна для выбора 
приближенной модели в зависимости от условий теплообмена 
в каждом конкретном случае. 

§ 2, Расчет стационарного распределения 
температуры проводника с радиальным 
потоком тепла методом степенных рядов 

Рассмотрим модель проводника с радиальным потоком 
тепла. В этом случае условия теплообмена на торцевых по­
верхностях проводника соответствует их теплоизоляции. 
Тогда задача (15) - (16), (5) - (§) сводится к одномер­
ному уравнению теплопроводности 

при краевых условиях 
с 1 в , у / 1 

Т?, В качестве цриыера рассмотрим случаи линейной апарок-
симации фущщии 

(17) 

(18) 



{(и) - 1+ии} ( 1 9 ) 

где о< - температурный коэффициент сопротивления. Тог­
да согласно п.1 §1 безразмерную температуру 0 удобно 
ввести так: 

Следовательно, у (ду - д , и вместо уравнения (17) мы 
имеем 

ыпт*?Ф*& (л) 
л с/х * с/к Л д 

Для построения ограниченного на оси цилиндра решения 
рассмотрим вместо (17) и (21) эквивалентное нелинейное 
интегральное уравнение типа Вольтерра 
в Щ ш в (о) Г> 

где постоянная В(о)^9тах имеет смысл максимальной тем­
пературы, принимаемой на оси цилиндра. В работе [9] 
было показано, что решение этого интегрального уравнения 
может быть представлено в виде степенного ряда 

оо 

&(*)*? ЬКХ2* (22) 
к-а 

с коэффициентами 6 к , определяемыми по формулам 

9 то* 
где О к не зависят от параметров задачи и определяются 
рекуррентно следующим образом: 



К-I 

т - о 

Коэффициенты ак являются универсальными п о с т о я н н ы м и для 
цилиндрических проводожов. Приводим таблицу значений 
первых коэффициентов 

0^0,250000 , ог~ 0,000036, 

Ог с 0 015625 7 Ое = 0,0000 20 % 

йь= 0,002170 , 07 = 0,000005, 

0^ :О,00О4О0 , Од г 0,000001 . 

Распределение температуры 67х,) имеет вид : 

к ~ 1 1 ~та* ' (24) 
Ряд в решении (24) имеет конечный, отличный от нуля, ра­
диус сходимости /? , ограниченный неравенствами 

М 
ГГ2- # < » • (25) 

Неравенства (25) получаются по формуле йяпи-Адалара из 
следукщю: неравенств 

1 1* *./,« 
где с« * (2, * Это доказывается ме­
тодом математической индукции с использованием формулы 
(23). 

Из (25) можно непосредственно получить оценку снизу 
для максимальной температуры проводника 



Ц°5\/-

не зависящую от вида граничного условия. Распределение 
температуры 9 (*) в качестве параметра содержит макси­
мальную температуру на ори проводника 9так * Для ее 
определения подставим рад (24) во второе граничное усло­
вие (18). В результате получим трансцендентное уравнение 
вида 

которое для каждого конкретного случая теплообмена, ха­
рактеризуемого функцией ^ 0 , должно быть решено чис­
ленным методом. Наиболее часто безразмерные удельные теп­
ловые потери ^о зависят от температуры согласно зако­
нам: 

-&Ь) ^9о] ~ теплоизлучение, (28) 

Критерий §^ о̂_̂ Ц - безразмерная степень дученопус-
№щя> С0 °~ постоянная Стефана-Больциана, 6 - сте­
пень черноты поверхности, а параметр Уд 27 Ъ, /б* 
определяет начало отсчета безразмерной шкалы температур 

в . Критерий г°^° • - безразмерный коэффициент 
теплоотдачи, где ^ 0 - коэффициент конвекции. Темпера­
туры Вр и Вс относятся к теплоприемнику и к окружащей 
среде, соответственно. 
В случае (28) трансцендентное уравнение (27) имеет ввд: 

2к 

то/ л - / тох 



а при наличии лишь конвективной теплоотдачи (29) -

^ а г Г ^ ^ ^ ^ с , (31) 
Щ * 9%о* 

Аналогичным образом могут быть рассмотрены более сложные, 
отличавдиеся от (28) и (29) • случаи теплоотдачи. При атом 
характер нелинейности в краевом Условии (18) модет быть 
весьма произвольным-
2°, Метод степенных радов применим и тогда, если функция 
$(9}* определяющая зависимость плотности источника тепла 
от температуры, отличается от линейной. Для этого лишь 
необходимо, чтобы функция 1/^(д)6аш аналитической и, 
тем сашм? представшой в виде ряда по четным степеням X 

р(9)-р[9(*)]=^Ркх К
 т 

Приводим формулы для случая,, когда у аппроксимирована 
квадратной функцией вида 

Определяя безразмерную температуру Э аналогично (20), 
вместо уравнения (22) имеем 

1 А г а. 7 к ° 5 2 

К д*Г С?Х \* Ь+ов + ЬЭ* Т & ' (34) 
где Ъ г —2. >° = ; т* " °<2 * Пользуясь методом, 
анвдох'ичнык изложенному в 1° , получаем распределение 
температур 



Величины в[к представляют собой полиномы к-той степени 
от 9тох , коэффициенты которых не зависят от характе­
ристик проводника и определяются лишь параметрами аппрок­
симации о и В . Для вычисления полиномов # су­
ществуют рекуррентные формулы 

к 

- (ОЬ * * Ч ш > оЬ)1(*-гп)^т , Ж .̂ .5у ] (36) I 
Первые полиномы имеют следующий явный вид; 

а,--*-(а+2Ьвто*)> 

ц2 , ~[(^а2*аЬ)*(5аЬ +аг)В тоА^-а^В^*] щ 

Максимальная температура ̂ „определяется аа трансцендент­
ного уравнения (27) 

Таким образом, для исследования температурного пехая сна­
чала необходимо вычислить коэффициенты полиномов 5 к • 
зависящие лишь от аппроксимационных параметров а и 6 \ 
затем вычисляются &тах по формуле (37), а оажв(*) на­
ходится по формуле (35). Распределение температуры 
зависит от множества независимых безразмерных параметров 

9(х) = 9(* \Ка5*,е#О19019с) • (38) 



среди которых Ко 5 , 6" и дС0 явдявдся основными крите­
риями подобая стационарных температурных полей проводни­
ков. 

§ 3. Метод степенных рядов в нестационарной 
нелинейной теории теплопроводности 

Исследование процесса установления температурного 
ПОЛЯ и случаи, в которых плотность источника теплообра­
зования в проводнике зависит от времени, требуют решения 
нестационарных, в общем случае также нелинейных задач 
теплопроводности. Рассмотрим нестационарную задачу: 

(за, 
в с \ д/2 А ох / 

в(*,о):.Т(хга)--ггг<)/ (39) 

69 , дв г 1Т~ \ 
( 4 0 ) 

соответствующей стационарной задачей для которой является 
(21), (18). Цилиндрической симметрии соответствует г&\1 ; 
случаи ш = о 9 2 имеют место при плоской или сферической 
симметрии. 1Лы обозначили через П функцию плотности ис­
точника, которая при условиях п. 1° § 3 имеет вид: 

и{ э,*^;.—}к0(Т), — (41) 



где I * "рг — безразмерное время ( число Фурье ), 
и (г) - разность потенциалов на торцах цилиндра, О2 -

коэффициент температуропроводности проводника. 
Предположим, что П - аналитическая по 8 их 

функция в области /0/ < Л , /// < / и, кроме того, 
четная по переменной X . Тогда для нее имеет место 
разложение 

П (8, Щ Т) 2 Р к (V, Ъа (V), Ь} СТ), ...А ̂ ) * " (42) 
<*о 

Предположим, что функция Р в начальном условии 
(39) также удовлетворяет условиям разложения 

• 

В этом случае изложенный в § 3 метод степенных рядов мо­
жет быть обобщен для построения приближенного решения 
смешанной задачи (38) - (40). Для этой цели представим 
нестационарное распределение температуры в виде степен­
ного ряда, аналогично (22) 

д(*11)^ЬкСС)А2* % (44) 

с зависящими от времени коэффициентами. Подстановка 
ряда (44) в уравнение (38) приводит к бесконечной систе­
ме обыкновенных дифференциальных уравнений вида 

Чтобы учесть начальное условие (39) и граничные условия 
(40), вместо (45) рассматривается конечная система 



Уравнения (46) - (48) получаются "обрыванием" системы 
(45) на Л/ -том уравнении и добавлением начального и 
граничного условий. Эта процедура имеет следущий смысл. 
Решение бесконечной системы (45) с начальными условиями 
(47) привело бы к задача Коши, при решении которой не 
учитывается влияние границы области. Рассмотрение систе­
мы (46) - (47) вместо (45) означает приближенное удов­
летворение уравнению теплопроводности соответствующей 
конечной суммой, а условие (48) - коррегироьание этого 
приближенного решения таким образом, чтобы граничное 
условие удовлетворялось. Если уравнение (48) разрешить 
относительно последнего коэффициента »#Й#У/.^У и 
подставить его в /V -тое уравнение (46), то для опре­
деления N неизвестных функций Ък ы(ъ) получим задачу 

4 -•/ 
(48) 

вида 

К-0,1,... , N-1 , (49) 



(49) - (50) является задачей Коши для системы N 
обыкновенных диффсрещдальшх уравнений, решение которой, 
как известно, существует и единственно при достаточно 
общих предположениях относительно /" * . Реигив задачу 
Коми (49) - (50) при помощи стандартных методов, по­
строим функцию 

/у/ 
9 9 № ) * ? Ь * 9 4 & } * < ; (51) 

При больших Л/ сумма (51) должна быть достаточно близ­
кой к решэнию исходной смешанной задачи (38) - (40) • 
Следовательно, ш олвдаем, что 

и поэтому 
в/т 9„ (х,1)-

Обоснование равенств (52) и (53) в общем случае остаёт­
ся открытым. Однако для линейных задач, как показано в 
[Ю] , предложенный метод приводит к решению, аналогич­
ному тсцу, которое поручается методом разделения перемен­
ных, с тем лишь отличием, что коэффициенты Фурье полу­
чаются не в форме интеграла, а в форме рада. При атом 
вовсе не используется свойство ортогональности собствен­
ных функций соответствующей спектральной задаче Чис­
ленные примеры расчета нестационарных полей додшдрпчес-
кого проводника предложенным методом степенных рядов 
как в случае конвекции, так и а случае теплоизлучения 
(нелинейные и линейные граничные условия), рассмотрены 
в [10] и [II] . 

(52) 

(53) 
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УДК 621.06 : 221.64 

Г. Я. Сермонс, Н.Н. Уоттов 

ТЕОРИЯ ОРИЕНТИРОВАНИЯ ДЕТАЛЕЙ элш?ашшпш 
ПСЖЕМ 

Большое число задач, связанных с ориентированием, 
сортировкой и разбраковкой деталей приборов и машин, мо­
жет быть решено о использованием силового воздействия 
электромагнитного поля [I] . Электромагнитное ориентиро­
вание деталей обладает рядом преимуществ по сравнению 
с различными механическими методами, среди которых на­
иболее существенным является бесконтактность силового 
воздействия. Использование особенностей силового воз­
действия электромагнитного поля обуславливает возможность 
создания устройств для ориентирования деталей с весьма 
незначительными конструктивными признаками, более того, 
появляется возможность для достаточно эффективного ориен­
тирования деталей с внутренними (скрытыми) признаками. 
Технологическое решение перечисленных проблем при помощи 
механических методов не приведет к удовлетворительным 
результатам. 

В зависимости от того, является ли материал, из ко­
торого изготовлена деталь, диэлектрикам, проводником или 
ферромагнетиком, можно выделить три основных способа си­
лового воздействия, которые могут быть использованы для 
ориентирования деталей: 

1) ориентирование проводящих и диэлектрических де­
талей электростатическим полем; 

2) ориентирование ферромагнитных деталей магнитным 
нолем; 



3) ориентирование немагнитных ироводжцих деталей пе­
ремени™ магнитным полем. 

Первые два случая, как будет показано ниже, -."да­
ются общему рассмотрению; их теория достаточно проста 
и сравнительно хорошо изучена. Третий глучай требует 
особого рассмотрения и его теория значительно сложнее. 
Щ№<Ш*Ш№ВЩЬ третьего способа для ориентирования немаг­
нитных проводящих деталей позволяет решить большое коли­
чество ^вдсдашчешш задач, причем его реализация свя­
зана с цршаЕвнием сравнительно простых и надежных в 
эксплуатации устройств. 

Д а ориентирования деталей всегда необходима опреде­
ленная велзчнка электродинамического момента, создаваемо­
го внешним электромагнитным полем. Обычно используемые 
электрические или магнитные поля является однородными или 
обладают весьма слабой неоднородностью в рабочей зоне, 
где происходит требуемое поворачивание детали- Наличие 
же зон с неоднородностью поля при входе и выходе из рабо­
чей зоны, как показывает опыт, на процесс ориентирования 
существенно не влияет. Поэтому основной задачей в теории 
ориентирование является исследование движения тел в одно­
родна поле. Заметим, попутно, что на незаряженные диэлек­
трические и проводящие тела в однородном електростати-
чбскок и на немагнитные проводящие тела в однородном пе­
ременном магнитном поле могут действовать только моменты 
сад, Силы же, могущие вызвать поступательное движение тел, 
отсутствуют. Для успешного решения практических задач 
электромагнитного ориентирования деталей необходимо в 
первую очередь выявить следующие закономерности: 

1) характер зависимости электродинамического момен­
та от геометрической формы и материала детали, а также 
от амплитуды и частоты внешнего поля; 

2) зависимость продолжительности ориентирования от 
величины электродинамического момента ж моментов допол-



нительннх сил (трения, тяжести и др.); 
3) эффект взаимодействия в электромагнитном поле 

близко находящихся друг от друга деталей и влияние этого 
эффекта на процесс ориентирования. 

Рассмотрению этих вопросов (за исключением эффекта 
взаимодействия, который из-за своей сложности требует 
отдельного рассмотрения, выходящего за рамки настоящей 
работы), и будут посвящены последующие параграфы статьи. 

§ I. Электродинамический момент, действующий 
на эллипсоид вращения 

Наличие отдельных внешних или внутренних конструктив­
ных признаков, малых по сравнению с общими размерами тела, 
оказывает весьма слабое влияние на величину электродина­
мического момента, действующего на проводящие и диэлектри­
ческие тела в электростатическом поле или на ферромагнитные 
тела в магнитном поле. 

Поскольку расчет электродинамического момента для тел 
произвольной геометрической формы связан со значительными 
трудностями, для приближенной оценки момента в большинс­
тве практических случаев в качестве аналога для сравнения 
может быть использовано тело, имевдее форму эллипсоида. 
Не ограничивая общности сформулированной задачи и одновре­
менно значительно ее упрощая, ограничимся рассмотрением 
только вытянутого и сплюснутого эллипсоадов вращения. Преж­
де чем перейти, однако, к исследованию конкретных зависи­
мостей, укажем на общность математического решения элек­
тростатических я магнитостатичеоких задач для тел конеч­
ных размеров. —> 

В линейном приближении векторы электрической [ ж 
магнитной Н напряженности удовлетворяют уравнениям: 



на поверхности тела. Коэффициент к = 6 9 /у , т.е. 
в зависимости от условий задачи является либо относитель­
ной диэлектрической, либо относительной магнитной прони­
цаемостью. Кроме трго, случай г-сю соответствует случаю 
проводника в электростатическом поле, а о - случаю 
идеально проводящего тела в переменном магнитном поле 

гоЬЕ = 0-сИи-1=0; гоЬр* 0; ФVИ:=О (1-1) 

с граничными условиями для тангенциальной (%} и нормаль-
ной (п) составлящих на поверхности тела: 

где индексами и (е) обозначены соответственно 
внутренние и внешние составляющие напряженностей; 6 и 
уи - относительные диэлектрическая и магнитная прони­
цаемости ( для окружающей среды принимается <?^//-/ ). 
Уравнения ( /• / ) позволяют ввести скалярный потенциал 
Ч7

 # который в зависимости от рассматриваемого поля мо­
жет быть принят за электрический или магнитный, т.е. 

Е}Н=-дгас1Ц> (из) 

Потенциал V удовлетворяет уравнению Лапласа 

V 2Ф =0 '(!^) 

ж граничным условиям 



( т.е. при условии, что &и)^оо )$ причем, вектор 
Й следует рассматривать как амплитуду напряженнос­

ти. Задача о диэлектрическом эллипсоиде вращения в элек­
трическом доле Е0 подробно рассматривается, например, 
в [2] , где приведены формулы для составляющих вектора 
напряженности I с с ) внутри эллипсоида,поляризации 
р и момента, действующего на эллипсоид М : 

где 1 = *,у,2 ) а, 6, с - полуоси эллипсоида со­
ответственно по осям ; Л/̂  - коэффвдиенты де­
поляризации. Вели ввести углы с <

7 ^ 1 ^ 1 между вектором I 
и координатными осями соответственно, то на ос­
нове формул ( Ш ) находим следующие выражения для 
составляющих момента 

м < ^ а Е о у — - тм »«Л 

[1^аЧ)М,]^(ЕЧ)М,] 

-О1" о 

еде 



- коэффициенты деполяризации; 

4^ Р5 =]/(5*о*)(5*6г)(5 + сг)|'; г О Д б - объем эллипсоида. 

Коэффициенты деполяризации удовлетворяв условию 

Основываясь на общности рассмотрения электростатических 
и магнитостатических задач, можно написать слвдушцие об­
щие формулы для составляющих момента 

Мл=р$с — И — — Ж сов/з со$у; 

Нч%рМ ШЖШСМ- соьисоьу'; (19) 

где 
оо со 



*5 ус<»1)(у>^)(^К) ; 

/ 6 * ' 2 • ь » о = //ас - площадь поперечного 
сечения эллипсоида; ^ - 2а - длина эллипсоида; 
Р'РЭА Йфт " давление, которое в зависимости от ус-
ловий задачи может быть ален грическим рЭА <?0Ё2 

или магнитным рм = — о0 . Ь случае переменного 
магнитно( ноля следует произвести замену 

В частном случае, когда эллипсоид переходит в шар, 
Нх-*$и*Щ г3 и согласно ( А5 ) М =0 . На осно­
ве формул ( /9 ) и ( / 8 ) можно найти формулу для 
единственной составляющей момента &г . действующего на 
вытянутый ( рис. ?А ) и сплюснутый ( рис, / б ) эллипсо­
иды вращения при условии, что вектор внешнего поля парал­
лелен плоскости ( У, у ) и образует угол °< с осью 
О X • Она получается следующей для обоих эллипсоидов 

(изображенных на рисЛ ): 

где 

е-2*. 
\[(к-1)Нч][(к-1)Ы-(к + 1)] 



Рис. I. 

Для вытянутого эллипсоида вращения ( рис. 1а ) 5 -тгё? 

Для сплюснутого эллипсоида вращения -г> -г & 

}\в рис. 2 приведены кривые зависимости функции Г(к> л) 
для вытянутого ( рис, 2, а ) и сплюснутого ( рис. 2,6) 
эллипсоидов вращения, подсчитанные сю формуле ( Г. Л? ). 
Оаж могут быть полезны при оценке электродинамического 



момента, действующего на детали, геометрическая форма 
которых достаточно близка к рассмотренным эллипсоидам 
вращения. 

Рассмотрим отдельно случай проводящих эллипсовдов в 
переменном магнитном поле с амплитудой В0 • На рис. 
2, а и д приведены кривые функции Р(к,Х) при г=о 9 

т.е. функции 

соответствующей значению момента ^21 при &со - оо 
( т.е. душ идеально проводящего эллипсоида ). Для расчета 
момента, действующего на эллипсоид при конечных значениях 
&со можно воспользоваться формулой 

Мг = р5Н(А)Л (А,*) шЫ'ъ 

где функция Л ( Л ,6) определяется как 

М 

2 

Ввиду того, что непосредственный расчет функции А>*| 
связан со значительными математическими трудностями, для 
приближенной оценки момента по формуле { 1 И ) можно 
воспользоваться значением функции А (А,Е) , вычисленной 
для эллиптического цилиндра [з] . На рис. 3 приводятся 
кривые зависимости функции Щ{А$() для эллиптического 



Рис. 2. 

цилиндра в поперечном однородном переменном поле ампли-
туды В о .На основе формулы ( * & ) и кривых для 
функций Р(Л) ( рис. 2 ) Ж А'(АЛ)\ 3. ) можно 
оценить величину электродинамического момента, действу щего 
на проводящий эллипсоид, а также На другие монолитные те­
ла, форма которых достаточно близка к вытянутому или сплюс-



Рис. 3. 

нутому эллипсоидам вращения. 

§ 2. Угловые зависимости электродинамического 
момента, действующего щ проводящее тело 

в однородном поле 

Изложенный способ оценки электродинамического момен­
та, действующего на проводящий эллипсоид в переменном 
магнитном поле, применим только для тел наипростейшей 
формы ( прямоугольная пластина, круглый цилиндр и т.п. ) 
с однородной проводшостью. Это связано с тем, что вели-



чина электродинамического момента зависит от распределе­
ния вихревых токов, а последнее может существенно зави­
сеть уже и от незначительных внешних или внутренних 
конструктивных признаков. Так, например, если в диэлек­
трическом или в ферромагнитном эллипсоиде вырезать про­
извольно бесконечно тонкую щель, то можно показать, что 
независимо от площади и положения щели практически ника­
кого изменения величины электродинамического момента 
каблшаться не будет. Но в проводящем теле такая 
же щель будет полностью преграадать путь вихревым токам, 
в результате чего первоначальное распределение вихревых 
токоз существенно изменится, а вместе с этим изменится 
и величина электродинамического момента. Несмотря на 
всю сложность проблемы распределения вихревых токов, все 
же можно привести некоторые, наиболее общие соображения 
по поводу оценки величины электродинамического момента 
для проводящих тел произвольной формы. 

Рассмотрим прежде всего угловые зависимости электро­
динамического момента. Предположим, что проводящее тело 
произвольной формы находится в однородном магнитном по­
ле, гармонически зависящем от времени. Введем координат­
ную систему ( У, * )» связанную с проводящим телом. 
Вводя аналогично направлявдие косинусы вектора поля, для 
составляющих амплитуды внешнего поля можно написать сле­
дующие выражения : 

Составляющие амплитуды вихревых токов, наведенных в 
проводящем теле, можно, согласно принципу суперпозиции, 
представить в следующем виде: 



</у =Л* Ууу V * * Ш/*; (2 2) 

Электродинамический момент, действующий на проводящее 
тело, определяется по фордуле: 

где V - объем тела. 
Для удобства дальнейших вычислений введем обозначе­

ния м*Ж} , с)=Хг , <А*<А9 9 , 

^ * с! 3 и напишем выражения ( 2./ | и ( 14 | 1 тен­
зорном виде: 

В 

Вк~-В0 со$Ык; ^кЕсо5Ые , ф%Щ 

где под дваады повторяющимися индексами подразумевается 
суммирование. 

Подставляя теперь выражения ( % ̂  ) в формулу для 
момента ( I. .5 ), получаем 

я'2 

где р °а 
Г * " / - магнитное давление, 

Л со5<* +<А</ С0!# *Л* С05У •> 



мкетп -%9(1(4 §тщ 4р - кп $'тг. ) * > Ы 

тп 
Г, т-~п ; 

0} т^П 

Предположим теперь для определенности, что Бектор В 
направлен параллельно плоскости ХОУ. Тогда = $ 
я с аз уз = 51 п и , с 05^= 0 , Следовательно, на ос­
нове общей формулы ( $-5 ) получаем 

(% 6) 

или поело преобразований 

где 
мок - ~ #е//№«у % $4 4 г т к к - * п я™ 

1 л / / 



Для дальнейшего анализа полезно выписать все составляющие 
( 2,8 ) в явном виде: 

пщ -1 4*}; 

V 



Проанализируем теперь, каким образом сказываются свойства 
симметрии проводящего тела на общем выражении для элек­
тродинамического момента (2.7 ). Этот анализ удобно 
провести, задавая симметрию тела относительно координат­
ных плоскостей. Из замкнутости вихревых токов для на­
шего конкретного случая следуют следующие свойства сим­
метрии вихревых токов: 

I) относительно плоскости (хо* ) 

Л х (*> - У, *) - ф* (*, У> V 4ф' У. V -Лу (*• У- V* 

УЬ'*&МЯ*У^У'^'-У1)' Ум(*>У- V\ С2-э> 

~У>*)г V** V Угу (х. у."); 

2) относительно плоскости ( у о 2 ) 

/т(-*>У>Ч = V х к (**$> ^^(-к^У' V Чщ (х'У-2)' 

уУх (-*& *) $т (*, У> * № (~ х> У' ') <** у> # (2-10) 



/р $ У' V "Ж*С*> У>2)> Лу С*>У> *> "Лу№У' вА (2- $ 

Предположим, что проводящее тело обладает симметрией от­
носительно плоскости ( хог. ). Это приводит к симметричным 
пределам интегрирования по переменной у в формулах 
( 2.8 ), в результате чего интегралы от нечетных функций 
по у обратятся в нуль. Таким образом, используя формулы 
( 2.9 ), находим: 

М 0 у = 0; 

М,у - $ **{р9у* * Чху + Ч г у ) 

3) относительно плоскости ( хау ) 



Мт -о 

Следовательно, выражения для составляющих момента иоду ча­
ются следующие: 

%*А? («,у с о ь Щ * м г у ) ; * Щ 

Теперь добавим еще дополнительные условия симметрии 
( 2.Ю ) относительно плоскости ( у ох ). Рассуждая анало­
гично» находим 

М 2 Х * М 2 У = М 1 Ж В ° 



Выражения для составляющих момента 

Мй =0; му ,0; ^ом М01 5/п Ы • Ш$) 

Использование условий симметрии ( Л/У ) относительно 
плоскости ( *оу ) ничего новогс не дает, по сравнению о 
формулами ( 2. лз ). 

При изменении угла X на величьн: 7Г формулы 
( 2. 7 ) остаются прежними. Следовательно, момент не за~ 

г висит от знака поля. 
Предположим теперь еще, что после поворота на угол 

с^итг координатной плоскости ( /о% ) вокруг оси ^ 
относительно проводящего тела мы совместили ед с ноьой 
плоскостью симметрии, относительно которой геометрические 
СВОЙСТВА тела сохраняются. Тогда значения коэффициентов 

мо* * ^'у » М?У и могЖолют сохраниться, я также 
и формулы ( 2./2 ), где о{ + Ы >о<1 . Поскольку при преобра­
зовании <Л -^Ы + <л ' функции $}п 2Ы и соз 2с{ всегда по­
лучат новые значения, то лз формул ( 2./2 ) вытекает 
противоречие - момент не охраняется. Выход из противоре­
чия разрешается единственным образом, если положить 

Следовательно, если проводящее тело обладает двумя или 
больше плоскостями симметрии ( пересекащимяся по оси 
М ) относительно которых геометрические свойства те­

ла не меняются и угол о{ 1 мзаду плоскостями меньше 
7Г , то электродинамический момент 

М О (2./4) 



Это характерно для тел, имеющих форму поперечного сече­
ния ( параллельно плоскости х , у ) в виде равно­
бедренного треугольника, квадрата, шестиугольника и т.п. 
Круглый цилиндр будет иметь бесконечное множество плос­
костей симметрии. 

Если проводящие тела обладают одной степенью свободы, 
то для асимметричных случаев можно воспользоваться фор­
мулой 

м

г =Рм (мож5/п 2 ы * мп 0 0 5 2о<)>
 (2 Ф 

представлявдей наибольший интерес ддя практических задач. 

§ 3, Зависимость электродинамического момента 
от частоты внешнего поля 

Проводящие тела со сложной геометрической конфигура­
цией имеют обычно и весьма сложные зависимости электро­
динамического момента от частоты. 

Невозможность непосредственного математического рас­
чета для трехмерных тел, а также трудность эксперименталь­
ного измерения сильно препятствуют решению этой проблемы 
на необходимом теоретическом уровне. Однако, как показали 
проведенные нами в [1* исследования, все же можно 
провести некоторую классификацию частотных зависимостей 
электродинамического момента на основе характерных геомет­
рических особенностей проводящих тел. А именно, можно вы­
делить четыре основных типа частотных зависимостей, кото­
рые наблвдгются как для трехмерных, так и для двухмерных 
проводящих тел ( т.е. тел, имеющих один бесконечный раз­
мер ). Теоретический расчет динамических характеристик 
для таких проводников может быть проведен с необходимой 



точностью, допускающей подробный анализ полученных зави­
симостей. Типичные примеры таких тел приведены на рис 4, 
где изображены профили поперечных сечений различных бес­
конечных стержней. Внешнее переменное магнитное поле В 
направлено перпендикулярно к оси стержней и составляет 
угол с* с осью х -ов. 

Р И С 4. 
Типы тел, дающих основные виды частотных зависи­

мостей момента: 
1 - пластина, 
2 - подай цилиндр с прорезью, 
3 - круглый цилиндр с внутренними неЪдиородноотяин, 
4 - крестообразный стержень. 



Рис. 5. 

На рис. о приведены кривые зависимости М0% (€) (см. 
формулу (2./3))9 соответствующие проводникам, изображен­
ным ка рис. 4, причем параметр {-б^/0ыо'1 характера-
зует глубину проникновения поля. В качестве характерного 
размера с! выбирается наименьший геометрический раз­
мер; он указан на рис. 4, Для первого профиля (рис4 ) 
функция Л^С^моиоъонно растет и стреьмтся к свозму пре­
дельному значению, которое соответствует моменту, действу­
ющему на вдеально проводящее тило такого же сечения 
( 6~со -^со ). Типичным примером таких завискмостей элек­
тродинамического момента от частоты мояет служить беско­
нечный цилиндр эллиптического сечения [з] * Начальный 
участок этой кривой, где М , изображается кривой 
4 , рис. 5. 

.Характерным примером второго типа частотных зависи­
мостей является полый цилиндр с прорезью ( рис. 4,2 ). 



Соответствующая ему частотная кривая 2 (рис. 5 ) при 
малых значениях (Г монотонно растет, достигает макси­
мума и затем постепенно уменьшается до некоторого предель­
ного значения, которое несколько меньше максимального. 
Это объясняется следующим образом. Величина электродина­
мического момента определяется шириной прорези С . В 
предельном случае, когда 6 + , М * с 2 . При значениях 

, т.е. когда распределение вихревых токов еще 
носит выраженный объемный характер, можно сказать, что 
"эффективное" значение^ С как бы возрастает до тЩШ* 
ны с * 6 , где 5 * ̂ р**^ ~ глУбина проникновения поля, 
что и приводит к увеличению величины момента. При умень­
шении I от единицы до нуля "эффективная" ширина про­
рези с -6 , разумеется, все время возрастает, однако 
сильное уменьшение плотности объемных вихревых токов на 
этих частотах приводит в результате к уменьшению величи­
ны действующего момента. 

Третий тип частотной зависимости^изображенной на 
рис. 5, кривая 3, соответствует круглому цилиндру с 
внутренними неоднородностями (рис 4,3). Для определен­
ности внутрь цилиндрической оболочки помещена пластина 
таких же размеров, как и на рис. 4,1. Другими словами, 
можно легко сравнить величину электродинамического мо­
мента, действующего на пластину без оболочки и с при­
сутствием таковой и тем самым оценить экранирующее дейс­
твие оболочки на величину момента. При малых значениях 
(5 величина момента возрастает так же, как и в преды­

дущих случаях, затем достигает максимума и постепенно 
уменьшается до нуля, по мере того как все сильнее про­
является экранирующее действие оболочки, вызванное ярко 
выраженным поверхностным эффектом в ней. Интересно от­
метить, что несмотря на экранирующее действие оболочки, 
значения кривой ^ (рис.5), вплоть до максил̂ ума,лежат 
значительно выше соответствующих значений кривой / 



(рис. 5). Это объясняется тем. что обратная реакция по­
ля, вызываемая вихревыми токами в пластине, приводит к 
определенному перераспределению вихревых токов в оболоч­
ке, и тем, что характерный размер такой системы больше, 
чем для отдельной пластины. 

Примером четвертого типа зависимостей может служить 
проводящий крестообразный стержень, изображенный на 
рис. 4,4 при условии, что площади ̂  ^ с горизонталь­
ной и $2 с 6с/ вертикальной полос и линейные размеры 

в ж а удовлетворяют неравенствам 5,>52 и • Кро­
ме того, необходимо, чтобы с было меньшим, чем & . 
При соблвдении указанных условий ожидается следущее из­
менение момента как функции частоты. Поскольку при малых 
<5 значение действущего момента определяется объемным 

распределением вихревых токов, то величина его будет су­
щественно зависеть от соотношения между 5, и 52 , в 
частности, при принятых выше допущениях тело будет вес­
ти себя как проводящая пластина с площадью 5, . При воз­
растании частоты, однако, происходит перераспределение 
плотности вихревых токов от объемных к поверхностным, и 
тело начинает вести себя как вертикальная пластина пло­
щади 52 , т.е. определяющим в величине момента стано­
вится соотношение о < б . Изложенным и объясняется харак­
тер кривой 4 (рис. 5), которая в начальном участке ана­
логична другим кривым, затем достигает максимума, падает, 
переходит через нуль и стремится к предельному отрицатель­
ному значению так же, как и кривая / для проводящей 
пластины. Очевидно, что этот подход можно с успехом при­
менять и для объяснения диалогичных зависимостей у объем­
ных тел. Кроме того, эти явления могут суммироваться и 
приводить к еще более сложным зависимостям М(?) . Прав­
да, следует тут же-подчеркнуть, что сложный характер эти 
зависимости носят только при малых значениях 6 , т.е. 
(5 < / , что непосредственно видно и на кривых (рис. 5 ). 



При больших <5 эти кривые или сразу достигают своего 
предела, или ведут себя, как кривые } или 4 (рис. 5). 

§ 4. Динамика ориентирования тел электромагнитным 
полегл 

Используя угловую зависимость электродинамического 
момента ( 2. 5 ) и уравнения Эйлера, можно написать сле­
дующую систему уравнений идя описания движения твердого 
тела в однородном поле 

-7, ^2^^3: р« м1етп р*щ ***** 

I, ) Щ >&0*Рь ********** с о $ ы™ ' 
э а % 

где Т п /2 Я2 ,1Ь Я!3 7 соответствен!^ моменты 
инерции и проекции вектора угловой скорости относительно 
главных осей инерции. 

Вообще говоря, в эти уравнения еще следует добавить 
диссииативные члены, определяющие различного рода трения, 
которые, однако, введу их сложности и неопределенности 
мы опускаем. Интегрирование системы ( 4. / ) ограничено 
лишь весьма упрощенными частным случаями. 

Как уже было отмечено выше, одномерный случай ориен­
тации представляет наиболее общий интерес для практпчес-



ких задач. Кроме того, при решении технологических за­
дач прежде всего необходимо знать время продолжитель­
ности ориентирования ( т.е. время релаксации ). Обычно 
в процессе ориентации детали находятся на твердом ос­
новании, в результате чего приходится учитывать влияние 
сухого (кулонова) трения. Принимая во внимание все эти 
соображения, на основе формул (4. / ) и ( 2./5 ) можно 
написать следующее уравнение динамики : 

где I - момент инерции , 
Мт - момент сухого трения , 

. ,/44 \ / ' > аь 

Начальные условия для практических задач полезно зада­
вать следующим образом: 

Вводя новые переменные 

М 
а м0

 1 и 



подучим уравнение 

с! 

и начальные условия 
Л/, 

К 1а- ^2Ы0+агс6а — • — / = # 

в безразмерном виде. 
Таким образом, мы получили уравнение динамики ( 4. 4 ) 

и начальные условия для асимметричного тела в форме, мало 
отличающейся от задачи для симметричного тела, исследован­
ной в работе [б] .Аналогичные рассуадешдя дают следующее 
значение начального угла 

М 
Хп=2Ып+агс1а— =7Г-2а . (4-6) 

о о У М0 * 

Величина ^ также будет характеризовать точность ориен­
тации. 

Согласно теории Крылова-Боголюбова, первое приближение 
решения уравнения (4.4) определяется формулами 

Л - а со5 * 

где 

А,(а),-Л/ф с05 Щ-а тЩЩ Ш у ; 
о 

27Г 

' 2ЯаР ' 



Функция ^ определяется уравнением ( 1.4 ) 

После вычисления интегралов находим 

<ЗТ 7Г ' 4Г 2 а °<к^ ' 

Проинтегрировав теперь второе уравнение ( 4- 5 ) следу-
щим образом : 

Я 1 

* о 
находим 

где пределы интегрирования по амплитуде берутся от на­
чального значения амплитуды до возможного минимального 
значения, когда сады инерции становятся несущественными, 
Время релаксации Ьп можно вычислить по формуле 



на основе форцул ( 4 э ) , ( | 9 ) и ( 4 /0 ) можно на­
писать следующую приближенную формулу для оценки времени 

которой можно пользоваться для решения практических за­
дач. 

Заключение 

Подытоживая изложенные результаты по теории ориентации, 
отметим, что основная задача теории - это определение 
амплитуды и частоты поля. Форма, материал и ограничение 
на начальное расположение детали являются заданными ве­
личинами. В первую очередь нужно оценить необходимую ве­
личину момента. Для этой цели можно использовать резуль­
таты, изложенные в §§ 2 и 4. § 3 дает возможность оце­
нить угловые зависимости момента асимметричных тел, при­
чем коэффициенты могут быть оценены или из чисто ге­
ометрических соображений, или путем экспериментальных 
измерений. Продолжительность ориентации, обычно задаваемая 
конкретными технологическими процессами, может быть оце­
нена по результатам § 4. 



Л и т е р а т у р а 

1. Иоффе Б.А., Калнинь Р.К. Ориентирование деталей 
электромагнитным полем. Рига, "Зинатне", 1972, 

2. Ландау Л.Д., Лифщиц З.М. Электродинамика сплошных 
сред. М . , ГИТТЛ, 1957. 

3. Устинов Н.Н., Сермонс Г.Я. Силовое воздействие элек­
тромагнитного поля на проводящий цилиндр эллиптичес­
кого сечения. -"Изв. АН Латв.ССР, Сер. физ. и техн. 
наук'; 1973, Ы , 

4. Граубинь Я. В*, Сермонс Г.Л., Устинов Н.Н. Влияние 
внутренних неоднородностей на величину электродина­
мического момента, действующего на проводящее тело 
в электромагнитном поле. -"Изв. АН Щт* ССР, Сер. 
физ. и техн. наук Г Г Э 7 3 , : , 3 . 

5. Граубинь Я. В., Сермонс Г.Я., Устинов НЛ1. Влиш1ие 

геометрической формы проводящего тела на величину 
электродинамического момента в электромагнитном 
поле. -"Изв. АН Латв. ССР, Сор. ф^з. и техн. наук? 
1973, 

6. Сермонс Г.Я., Устинов Н.Н*, Кери Л.л. К определению 
продолжительности ориентирования продолговатых не­
магнитных токопроводнщих тел однородныгл переменным 
магнитным полем. -'7;1зв. АН латв. ССР, Сер- физ. и техн. 
наукГ 1973,Л1. 



УДК 681.12 : 538.3 : 538.4 

В.Э. Циркунов 

ВЗ|ШЮШ РАСХОДА И Д03ИРША1Ш Щ Щ К 

Создание бесконтактных систем контроля и управления 
потоком жидкого металла является актуальным для мно­
гих технологических процессов в металлургии и литей­
ном производстве, автоматизация которых находится в 
прямой зависимости от наличия эффективных средств 
транспортировки и измерения расхода жидких металлов. 
К ним можно отнести получение редких металлов, ряда 
сплавов, процесс вакуумирования металла, в том числе 
вакуумирование стали. Измерение расхода жидкого ме­
талла позволяет управлять процессом заливки автома­
тов литья под давлением,литниковых форм, прессов и 
т.п. Точная дозировка, улучшая качество отливки, со­
кращает потери металла. 

Расходомеры могут найти широкое применение и в авто­
матизации производства методом центробежного литья труб 
различного сортамента. 

Наиболее перспективными приборами для измерения рас­
хода жидких металлов являются индукционные расходомеры. 

Бесконтактные индукционные расходомеры основаны на 
измерении вторичных магнитных полей, возникающих при дви­
жении электропроводящей среды во внешнем магнитном поле. 
Вторичное магнитное поле в первом приближении пропорци­
онально расходу (магнитному числу Рейнольдса). Измерение 
индуцированного поля позволяет определить величину рас­
хода. Достоинством индукционных расходомеров является 
отсутствие контактов с контролируемой средой, сравнитель­
но малый вес, непосредственное получение электрического 



сигнала, обусловленного движением электропроводящей сре­
ды в магнитном поле, возможность выбора оптимальной час­
тоты тока питания, обеспечивающей высокую чувствитель­
ность устройства. Одним из основных преимуществ бескон­
тактных электромагнитных расходомеров перед коидукционны -
ми является возможность получения достоверных данных сра*-
зу с момента появления жидкого металла в трубопроводе. 
Последнее обстоятельство особенно существенно при дози­
ровании жидкого металла, когда трудно получить стабиль­
ную смачиваемость канала. Перечисленные выше достоинства 
особенно важны для расходомеров, предназначенных для ра­
боты в условиях высоких температур, вакуума и при наличии 
электромагнитных помех. 

В настоящее время имеется положительный опыт экс 
плуатадии бесконтактных ин.цукционшх расходомеров на 
жидкометаллических контурах. 

§ I. Классификация индукционных расходомеров 

Высокая температура и агресивность жидкометалличес­
ких сред предъявляют жесткие требования к расходомерным 
устройствам. Во-первых, необходимо получить достаточный 
выходной сигнал с преобразователя расхода на значитель­
ном расстоянии от контролируемой среды. Во-вторых, не­
обходимо обеспечить однозначность показаний при измене­
нии температуры жидкого металла. В-третьих - обеспечито 
высокую надежность всего устройства в целом. 

Многочисленные конструктивные решения индукционных 
бесконтактных измерителей расхода основаны на преобра­
зовании магнитного потока, возбужденного наведенными в 
двиядгщейся электропроводящей среде токами, в электри­
ческий сигнал с помощью различных систем измерительных 



катушек и магнитопроводов. 
В случае переменного магнитного поля возбуждения 

вторичный магнитный поток может быть разделен на две 
составляющие: магнитный поток, обусловленный собственно 
движением контролируемой среды в магнитном поле (ско­
ростная составляющая вторичного магнитного поля), и маг 
нитный поток, обусловленный вихревыми токами, возбужден 
ными в проводящей среде (вихревая составляющая вторич­
ного магнитного поля). 

Следует учесть, что скоростная составляющая вторично 
го магнитного поля обусловлена лишь поперечной состав­
ляющей магнитного поля возбуждения ( В ] )• 

Вихревая составляющая связана с магнитным полем воз­
буждения и, повторяя конфигурацию поля возбуждения, при 
водит к уменьшению суммарного магнитного поля. Как ско­
ростная, так и вихревая составляющие индуцированного 
магнитного поля зависят от геометрии преобразователя и 
проводимости контролируемой среды. 

В 'большинстве случаев измерительные катушки регистри 
руют изменение поперечной компоненты магнитного поля 
возбуждения, вызванное индуцированным магнитным полем. 

С целью выявления скоростной компоненты вторичного 
поля чаще всего применяется встречное включение прием­
ных катушек, либо такое их геометрическое расположение, 
при котором отсутствует сигнал, обусловленный полем воз 
буждени'- (трансформаторная з.д.с.)» Иногда применяется 
электрическая компенсация трансформаторной з.д.с. 

В индукционных бесконтактных расходомерах использу­
ются постоянные, синусоидальные и импульсные во времени 
магнитные поля возбуждения. Наиболее распространенными 
являются синусоидальные во времени магнитные поля воз­
буждения. 

В таблице I представлена классификационная схема 
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электромагнитных измерителей расхода жидких металлов. 
По типу преобразователей известные индукциошше рас­

ходомеры могут быть разделены на две грузны [I] : 
1. Расходомеры, использующие преобразователи транс­

форматорного и дафферендаально-трансформаторяого типа. 
2. Расходомеры, использующие в качестве преобразова­

телей линейные индукторы. 
Далее индукционные расходомеры могут быть классифи­

цированы по пространственной конфигурации магнитного по­
ля возбуждения. 

Для преобразователей первого типа - это либо осеелм-* 
метричные магнитные поля возбуздения (0Ж), либо радиаль­
ные поля возбуждения (РШ). 

Примерами расходомеров с осесигд-летричным магнитным 
полем возбуждения являются [х] - [з] и т.п., с радиальным 
полем возбуждения - [а] - [д] и другие. 

Простота конструкции датчиков расходомеров, неболь­
шое число катушек - основные достоинства расходомеров 
с осе симметричным магнитны?,: полем возбуждения ( цилин­
дрического типа). Существенным недостатком конструкции 
таких датчиков является сложность их установки на жид-
кометаллическом контуре, требующей "врезания" участка 
контура с датчиком. Датчики такого типа трудно защитить 
от теплового воздействия жидкого металла. Поэтогг/ их 
применение для измерения расхода высокотемперег ' 
жидких металлов ограничено температурными свойствами 
изоляционных и пропиточных материалов. 

Преобразователи трансформаторного тета с радиальным 
магнитным полем возбуждения более сложны в изготовлении 
из-за наличия магнитопровода. Однако .-. :ве 
случаев они легко устанавливаются не контуре баз како­
го-либо существенного Шйенекия кон трукции трубопро­
вода и нарушения его целост. с... 

В преобразователях второго тшя - линейных индукторах 



- используются две основные пространственно-временные 
структуры магнитного поля возбуждения: 

1. Бегущие магнитные поля (НЛП), 
2. Пульсирующие магнитные поля ( Г Ш ) , 
Примером расходомеров, использующих эффекты, возни­

кающие при взаимодействии бегущих магнитных полей с элек­
тропроводящей средой являются (9 - 12] . 

Пульсирующие магнитные поля используются в расходо­
мерах [13 - 17] и других. 

Совокупностью этих двух полей является пульсирующее 
магнитное поле с движущейся пространственной огибающей 
(ШВДО) [18] , [19] . 

Из всех указанных расходомеров наиболее простыми, 
надежными и обладающими высокой чувствительностью яв­
ляются приборы, в которых используются пульсирующе маг­
нитные поля. 

Бесконтактные индукционные расходомеры (ЩР-ы) по 
используемым физическим явлениям, лежащим в основ прин­
ципа измерения, могут быть разделены на асщщюкра рас­
ходомеры и синхронные расхбдомеры. 

К асинхронным расходомерам можно отнести приборы, 
использующие явление "деформации" или "сноса" магнитно­
го поля возбуждения при движении в этом поле электропро­
водящей среды. 

Расходомеры, использующие преобразователи трансфор­
маторного и дайФеренциалъно-транофорьАаторного типа, яв­
ляются раоходомерами асинхронного принципа действия. 

К синхронным расходомерам можно отнести приборы, 
использующие как отсутствие вторичного магнитного пели 
(или связанных о этим эффектов) при равенстве скоростей 
магнитного поля возбуждения и контролируемой среды [9] , 
так и эффекты, имеющие место при равенстве относитель­
ных скоростей среда и магнитных полей возбуждения [и] , 



Поскольку индуцированное при движении жидкого метал­
ла магнитное поле пропорционально (?ет {(Ги^ ), то о 
скорости контролируемой среды мокно судить по измерению 
одной из следующих величин: 

1. Измерение величины суммарного магнитного поля; 
2. Измерение величшш индуцированного (вторичного) 

глагнктного поля; 
3. Нзглеренте величины тока возбуждения.. 
Таким образом амплитуда, частота к фаза выходного 

сигнала (сигнала датчика) слуутт источником швффщзш 
о скорости контролируемой среда. 

В зависимости от конкретных требование, предъявля­
емых к расходомерам в целом, определяют один или несколь­
ко параметров выходного с;.гнала. 

Основным параметром является ашлитуда выходного 
сигнала, но во многих случаях с целью уменьшения влияния 
электромагнитных помех учитывается и фаза выходного сиг­
нала [20] . Гйшм образом, применяется амплитудно-фазо­
вая индикация выходного сигнала. Этот наиболее распрос­
траненный вид индикации выходного сигнала характерен 
дда асинхронгметодов измерения расхода жидкого метал­
ла. При амгуштудно-фазовой ;шдикащш преобразованный 
выходной сигнал пропорционален магнитному числу Рей-
нолъдса или для конкретного ус ̂ройстга 1Г Р0 * Раз­
новидностью амплитудно-разовой индикации являются ам­
плитуда*" г{ или фазовая индикация суммарного магнитного 
поля, индуцированного магнитного поля, либо измерение 

метода применяются в индикаторах расхода, имеющих не­
высокую точность измерения. 

Для синхронных методов характерно использование ам­
плитудно-частотной индикации. Суть амплитудно-частотной 
индикации заключается з следующем: определяют частоту 
тока возбуждения, при которой амплитуда вторичного маг-



Таблица 2 
Т и п ы 
пвременного~перёпада 
давлений /да*лланометры/ 

Зависимость характеристики „ 
от^есхода . ._ 
I & 2Я_^П.2РЁ значительная 
Измерение очень больших 
]2асходов_ "ш обеспечивается 
Измерение очень малых 
расходов обеспечивается 
Измерение пульсиру:эщих по­
теков _ _ не_обеспечиваотся 
Измерение скорости потопа 
Ц Щ его певерейхювании , не_обеспечиваетсл ^ 
Необходимость разборки трубо­
провода ^ля установки датчика _ тр^сщвтея 
Изменение плотности и вязкос-
ти^ж^ости требуется компенсация 
Наличие твердых веществ в пото­
ке недопустимо 
Изменение электроп^ово^осхи_ . зависимости нет . 
^апазон_ызмерения 1_ ̂  _5 
Погрешность измерения, >2 /дли­
тельная / 1.5 + 2.5 
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ниткого поля равна нулю,.либо амплитуда вторичных маг­
нитных полей равны между собой [22] , [ 23] . 

Разновидностью амплитудно-частотной индикации, при­
меняемой в асинхронных расходомерах, является определение 
расхода по отношению амплитуды вторичных магнитных полей, 
индицируемых двумя группами приемных катушек. При этом, 
хотя частота тока питания (магнитного поля возбуздения) 
не меняется в процессе измерения расхода, она является 
одним из основных параметров при определении скорости 
контролируемой среда [16] , [24] . 

При амплитудно-частотной индикации преобразованный 
ВЫХОДНОЙ сигнал пропорционален скорости контролируемой 
среды, что позволяет считать такие методы баспроливны-

Следует отметить, что расходомеры, использующие им­
пульсные во времени магнитные поля возбуздения, также 
можно разделить по приношу измерения на дае щ$Шт< Од­
нако, эсли расходомеры, определяющие скорость контроли­
руемой среда но амплитуде, .наведенной в приемкой катуш­
ке, молено отнести к асинхронна, то расходомеры, где 
скорость среды определяется по времени перехода сигнала 
через ноль, строго отнести к синхронным расходомерам 
нельзя. 

3 таблица 2 приведены сравнительные характеристики 
наиболее распространенных типов расходомеров жидких ме­
таллов. 

§ 2. Характеристики индукционных расходомеров 

Маг;штогидро,тр1намические взаимодействия, использу-
еше в индукционных расходомерах, линейно зависят от 



скорости (расхода) только при малых магнитных числах 
•Рейнольдса. При увеличении ) выходные харак­
теристики датчиков становятся существенно нелинейными. 
Указанная нелинейность выходной характеристики при боль­
ших /?ет имеет место и дия расходомеров, использулцих 
эффект синхронности. Это связано с неравномерным распре­
делением скорости по, сечению канала* 11а величину сигнала 
дифференциальных измерителей расхода оказывают влияние 
параметры контролируемой среда и в первую очередь элек­
тропроводность. Изменение проводимости среда при посто­
янном расходе (скорости) приводит к изменению показаний 
по отношению к расходу 0. , а следовательно, к по­
явлению дополнительной погрешности. 

Поскольку величина выходного си1,нала является фи­
кцией как параметров контролируемой среды, так и геомет­
рических параметров датчика, а также частоты тока пита­
ния, то необходимо определить условия, при которых Ш$* 
рологическая характеристика должна удовлетворять требова­
нию линейности и однозначности и, кроме того, обладать 
максимальной крутизной $ . 

Наиболее широкое применение для измерения раохода 
электропроводных сред ш щ р асинхронные методы с пуль­
сирующим магнитны..! полем возбуждения. 

В качестве преобразователей используются линейные 
индукторы двух типов: приемные и намагничивакхдие катуш­
ки размещены либо на отдельных индукторах, либо на одам 
индукторе. Блок-схема расходомера представлена'на рис.1. 

Как показали теоретические и экспериментальные ис­
следования [I] , [20] , величина выходного сигнала ли­
нейно зависит от скорости при <г 0,5 Кет опт й 
имеет максимум, не зависящий от проводимости контролиру­
емой среды, при частоте тока питания 
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где 2Л - величина рабочего зазора датчика; <?6 -
толщина рабочего участка канала. 
8 е т а п т связано с безразмерной частотой 
условием 

'и^. а , / , (2) 



где К щ Я/л , <5 - 716/г . 

Частота тока питания дифференциальных измерителей рас­
хода по меняется, поэтому чувствительность конкретного 
устройства постоянна. 

В ряде случаев требуется линейная выходная характе­
ристика в широком диапазоне скоростей ( &е,п). Изменение 
крутизны петрологической характеристики объясняется за­
висимостью оптимальной частоты тока питания от Л*е т : 

Установлено, что аа оптимальной частоте выходной сигнал, 
снимаемый с приемных катушек датчика, скнфазен с часто­
той тока ШШШМ ^1,20у . 

Изменение частоты тока питания таким образом, чтобы 
разность фаз мелщу током и выходным сигналом была равна 
нулю, позволяют значительно расширить линейные участок 
метрологической характеристики. Показания прибора при 
такогл йщтобв индикации практически не зависят от из­
менения электропроводности контролируемой среды. Схе­
ма такого устройства отличается от схемы,приведенной 
иа рис. I, наличием блока автоматической подстройка 
частоты тока питания, включающего квадратурную цепь,фа-
зочувствитель.чый выпрлмтель и управляющую схевду. 1Свад-
ратурная составляющая сыпала, обусловленная изменением 
оптшлальной частоты, выделяется фазочукствителышм вы­
прямителем. Величина а полярность выходного тока вы-
пршигеля соответствует величине и знаку ШШШШШ оп­
тимальной частоты. 

Использование метода отношений /24/ позволяет соз­
дать расходомер, который обеспзчит достаточную точность 
измерений без предварительной тарировки на жидкомегал-



лическом контуре. 
Блок-схема такого расходомера приведена на рис. 
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Рис0 2. 

Приемный индуктор имеет две группы катушек, распо­
ложенных симметрично относительно плоскости нулевого 
значения магнитного поля возбуздеьшя. Величина отноше­
ния суммы и разности вторичных э.д.с. в приемных катуш­
ках позволяет определить скорость контролируемой среды: 

6&ихрI 



из 
Индикатор расхода при известных величинах полюсного шага 
и частоты тока питания градуируется непосредственно в еди­
ницах скорости (расхода). 

На рис. 3 представлены результаты расчета выходных 
сигналов и их отношения как функции безразмерной часто­
ты в случае прямоугольного канала конечной ширины с от­
ношением сторон, равным 0,25 ( =0,25 ). 

Рис 3. 



Результаты экспериментальных исследований на *шдко-
металлических контурах показывают, что среднеквадратичная 
погрешность в определении расхода не превышает Щ9 причем 
не наблюдается зависимость показаний от изменения электро­
проводности контролируемой среда в широких пределах. 

§ 3. Измерение расхода нестационарных потоков 
жидкого металла 

Создание систем автоматического регулирована тех-
нологическдх процессов требует тшф&ЩН расхода с по­
следующей выдачей управляющих сигналов нестационарных 
потоков. 

Быстродействие бесконтактных электромагнитных расхо­
домеров, линейность их метрологических характеристик, по­
стоянство проходного сечения, отсутствие силового воздей­
ствия со стороны датчика, искажающего спектр пульсаций по­
тока, указывают на перспективность применения упомянутых 
устройств для определения параметров нестационарных пото­
ков. -

Измерение нестационарных потоков жидких металлов на­
кладывает дополнительные требования на вторичную аппара­
туру расходомерных устройств, и в первую очередь,требова­
ние налой инерционности и высокой динамической точности. 
Одним У:З ОСНОЕНЫХ требований является также линейность 
метрологической характеристики, поскольку при нелинейной 
характеристике усреднении;! по времени сигнал не соответс­
твует усредненное по времени расходу, что очень существен­
но с практической точки зрения. Основными параметрами при­
боров являются их частотные характеристики, которые опре­
деляют максимальную частоту колебаний потока, измеряемую 
без амплитудных и фазовых искажений [I] . 



Скорость неустановившегося потока жидкости часто меня­
ется от нуля до максимальной величины ( например, в доза­
торах ;хидких металлов ), причем при этом гложет непрерывно 
меняться распределение профиля скорости по сечению капала. 

При контроле нестационарных потоков лэдких металлов 
возникают следующие задачи: 

1) непрерывное определение мгновенного значения рас­
хода (скорости) в заданном премежутке времени; 

2) определение среднего значения расхода неустановив­
шегося течения за некоторый промежуток времени; 

3) прямое или косвенное определение ускорений жидкого 
потока. 

Если поток жидкого металла движется ускоренно в пере­
менном магнитном поле, то вторичная о.д.с. состоит из двух 
квадратурных членов. Отношение амплитуды сигнала уокорения 
к амплитуде скоростного сигнала есть отношение частоты 
пульсаций потока к частоте магнитного поля возбуждения 

«Цдя измерения параметров быстропереглениого потока примени­
мы в основном расходомеры с постоянной частотой тока пи­
тания. Датчик ди^хУюренциалыюго расходомер при питании 
его постоянным током позволяет определить ускоренно пото­
ка жидкого металла. Скорость может быть определена путем 
интегрирования. 

Отношение определяет разрешающую способность 
расходомерного устройства при регистрации быстроперемен-
ных процессов. 

Следует учесть, что выбор частоты тока питания выше 
оптимальной при заданной шжшеш & может привести 
к значительному снижению амплитуды скоростного сигнала 

[\] , [25] и увеличению сигнала декомпенсации. 
Экспершлзнтально установлено, что погрешность измере-



ния мгновенной- скорости невелика, если частота тока пи­
тания дифференциального расходомера выбрана не менее 
5 + 10 гц на I м/сек*\ 

Задача измерения расхода нестационарных потоков может 
быть решена путём использования двухканалышх электромаг­
нитных расходомеров, содержаниях два индукционных преоб­
разователя расхода, расположенных последовательно на 
трубопроводе [2&] . Катушки возбуждения датчиков (рис. 
4 ) запитаны таким образом, что магнитная индукция в 
преобразователе расхода ( 2 )меняется во времени по за­
кону Йжёщ$АД соЬ * а в преобразователе ( 3 ) -
по закону Вг*В0 соэ со1 

Рис. 4. 

Сигналы расхода, снимаемые с каждого из преобразова­
телей на оптимальной частоте, синфазны с иадрщией со-



ответствующего преобразователя. 
Сигналы с преобразователей подаются на усилители, 

напряжения на выходах которых соответственно равны: 

Щ* вО и и2=® 1 В0 С 0 $ 

где $ - коэффициент преобразования расхода, 
<1 - мгновенный расход. 

Напряжения 11, и 02 умножаются на синфазные напря­
жения с постоянной амплитудой (устройства 7 и Ъ ); тог­
да на выходе множительных устройств соответствующие напря­
жения будут: 

Сутл,1ироваяие напряжений 115 и У$ устройством (9 ) 
дает напряжение И на выходе преобразователя, равное 
мгновенному значению расхода в трубопроводе ( и не со­
держащее составляющих с частотой изменения магнитной 
ивдукции, т.е. ): 

Испытан™ нескольких вариантов подобных расходомеров 
для сред с ионной проводимостью показали возможоста 
измерения импульсных потоков с погрешностью, не прев!*-
шащей 3% [26] . 

§ 4. Основы расчета и конструирования бескон­
тактных индукционных расходомеров 

Благодаря наличию магнитного сердечника происходит 



упорядочение магнитного потока, и в зоне жидкого металла 
создаются поля с необходимым распределением вдоль оси 
трубопровода. Для изготовления магнитопровода преобразова­
телей так же, как и для аналогичных электромагнитных изме­
рительных устройств, применяются магнито-мягкие материалы, 
главным образом листовая электротехническая сталь. 

Рекомендуется практиковать искусственное старение 
магнитопровода путем длительной выдержки материала при оп­
ределенной температуре, поскольку эффект старения наиболее 
выражен в области малых значений индукции [27] , [I] . 

Преобразователь индукционного расходомера в большинс­
тве случаев состоит из двух линейных индукторов: приемного 
и намагничивающего. Налштагаивающий может быть двух типов: 
однофазный - пульсирующего магнитного поля и трехфазный -
бегущего магнитного поля. 

Приемный индуктор представляет собой однофазную маг­
нитную систему. Расчет датчика включает в себя три этапа: 

1. Расчет геометрий канала и полюсного деления намаг­
ничивающего индуктора при заданном диаметре трубопровода; 

2. Расчет геометрии намагничивающего и приемного ин­
дукторов при выбранном полюсном шаге; 

3. Выбор частоты тока питания датчика. 
Известно [х] , что геометрические параметры датчика 

должны выбираться из следующих условий ; 

0,75$ сХ< 1,0 ; К*0,75) оСа>2)
 2л/<с±0,5. 

На рис. 5 представлены зависимости оптимальной частоты 
и линейного динамического диапазона от относительного за­
зора ( ) I а на рис. 6 относительной чувствитель­
ности 5 от величины полюсного деления. Увеличение 
полюсного деления ( 2Д/Т < 0,5 ) приводит к умень­
шению оптимальной частоты тока питания, уменьшая при этом 
линейный динамический диапазон. 
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Исходным пунктом при проектировании датчиков явля­
ется выбор геометрии канала. С целью уменьшения габари­
тов преобразователя, повышения чувствительности и поме­
хоустойчивости необходимо стремиться к уплощэнию канала* 

Для того, чтобы измерительный участок не вносил за­
метные̂  потери давления, в основу расчёта геометрии кана­
ла легло требование равенства проходного сечения трубопро­
вода и его прямоугольный части. 

В общем случае размеры канала и полюсного деления 
могут быть вычислены по формулам: 

-0,5 

0,5 

где 
и 



Величина рабочего зазора датчика выбирается из условия 
необходимой теплоизоляции обмоток датчика от перегрева. 
Разность температур контролируемой среды и элементов 
датчика определяет выбор системы охлаждения: теплоотвод 
естественной конвекцией, принудительный теплоотвод пото­
ком газа или жидкости, тепловое излучение с поверхностей 
конструктивных элементов датчика. 

Величина полюсного деления определяет геометрию ин­
дуктора в целом. Она должна выбираться таким образом, 
чтобы при незначительном уменьшении чувствительности дат­
чика амплитуда высших пространственных гармоник поля была 
минимальной и оставался минималышм вес датчика в целом. 

Результаты теоретических и экспериментальных иссле­
дований [I] , показали, что отношение ширины паза Ип 
к полюсному шагу Т должно быть равно 0,5 - 0,6 при 
.глубине паза около 0,6 V . Высота спинки индуктора выби­
рается из условия обеспечения механической прочности и 
удобства крепления индуктора на плате держателя, так как 
из-за малой величины индукции явление насыщения не дости­
гается. 

ЩШШ полюсов намагничивающего индуктора обычно выби­
рается равным пяти. Меньшее число полюсов искажает прос­
транственную картину полл из-за продольного краевого эф­
фекта. Увеличение числа полюсов приводит к существенному 
росту веса датчика и длины прямолинейного участка трубо­
провода, необходимого для установки датчика. 

Индуктор бегущего магнитного поля рассчитывается 
по известной методике [Ш] с учетом выбранной величины 
полюсного деления. 

Как показывает опыт, рациональным является выбор ге­
ометрии приемного индуктора с почти закрытию! пазами 
(рис. ?}. Щель паза должна составлять приблизительно 



Рис. 7. 

§ 5. Выбор частоты токе питания датчика 

Частота тока питания для синхронных методов опреде­
ляется диапазоном измеряемых скоростей ( &*%Ж$ )• 

Для дифференциальных датчиков пульсирующего шгнит-
ного поля 

/опт 

• Ширина и длина приемного индуктора равна 
ширине и длине намагничивающего. 



Линейный диапазон метрологической характеристики монет 
быть оценен из условия связи оптимальных значений 
дот и 

Для измерителей расхода но методу отношений рабочая 
частота выбирается равной (о,3 г 0,5)/опт . Поскольку 
для измерителей расхода опрвделяшрм фактором является 
магнитное число Рейнольдса, то с целью расширения линей­
ного динамического диапазона в рдце случаев падаональнкм 
является уплощение канала. 

§ 6* Погрешность ш щ р р ш ш расходомеров 

Ыожно выделить несколько основных причин, приводящих 
к появлению погрешности инд!укционных расходомеров. В пер­
вую очередь сада необходимо отнести собственные помехи 
датчика [25] , [I] . 

Измерение э.д.с, пропорциональных величинам вторич­
ных магнитных полей, предполагаем исключение влияния маг­
нитного поля возбуаденил на величину э.д.с. в приемных 
катушках. 

Последнее осуществляется несколькими способами. 
Во-перзнх, соответствующим размещением или включени­

ем приемных катушек, при котором трансформаторная э.д.с. 
близка к нулю. Такая геометрическая компенсация имеет 
место в дифференциальных расходомерах. 

Во-вторых, электрической компенсацией трансформатор­
ной э.д.с, т.е. суммированием этой э.д.с. с равным ей 
по амптитуде, но противофазным напряжением. Это напряже­
ние подается с двухкоординатного кошенсатсра, питаемого, 



как правило, от тока возбуждена. Электричества компен­
сация, например, имеет ызсто в приборе, опнса::.чом в 

Электрическая компенсация осуществляется без доступа 
к датчику, поэтому в раде случаев она при .̂ пяэтоя сов­
местно с геометрической компенсацией. 

3-третьих, магнитной когшенсацией, заключающейся Б том, 
что создаётся дополнительное магнитное поле компенсации 
компенсационными катушками, шрШ®тшт в цепь последо­
вательно с катушками возбуждения. Магнитное поле комден-
сацни замыкается по ыагнитопроводу вне рабочей зоны дат­
чика [I ] • 

При наличии частично;! или полной компенсации сигнала 
(геометрической, электрическое или глагнитноп), погреш­
ность измерения расхода будет зависать от стабильности 
в процессе измерения [Ш] . 

Имеетоя несколько пр.- и к появления сигнала декомпен­
сации. Во-первых, геометрическая неточность изготовления 
индукторов датчика и неточность их установки па измери­
тельном участке контура. Зо-зторых, яеидеиткчность 
электрических параметров приемных шш намагничивающих 
катушек. В-третьих, наличие емкостной или индуктивной 
связи между измерительной цепью и цепью возбуждения 
магнитного поля и токов утечки через изоляцию. 

Экспериментальные исследования стабильности сигнала 
декомпенсации показали, что основное влияние оказывает 
температура датчика, особенно -в области высоких теше- • 
тгур. 
Рассмотрим основные причины тешературной нестабиль­

ности остаточного сигнала декомпенсации. 
Катушки индуктора могут с:. :аться вдоль зубцов маг­

нитопровода вследствие пластичности компаунда. Это яв­
ление имеет место в высоко ннх датчиках, изоляция ко­
торых выполнена на основе кремнийорганических лаков. 



С целью уменьшения этого явления катушки фиксируются на 
зубцах, однако для увеличения стабильности э.д.с. деком­
пенсации высоту катушек датчика необходимо выбирать такой, 
чтобы небольшие смещения их ке оказали заметного влияния на 
величину сигнала декомпенсации. 

Другой не менее важной причиной зависимости э.д.с. 
декомпенсации от температуры является влияние токов утеч­
ки с возбуждающей обмотки в приемную. Зеличииа этих то­
ков обусловлена как разностью потенциалов между обмотками, 
так и температурной зависимостью электрического сопротив­
ления и диэлектрической проницаемости компаунда и других 
изоляционных материалов, примепешгых в датчике. 

Поэтому тош утечки, следовательно, э.д.с-, декомпен-
сацип изменяются как. По т/штщщ, так и по фазе з про­
цессе нагрева датчика. 

Качество изготовления л конструкцию датчика можно 
оценить по коэффициенту нестабильности э.д.с. декомпен­
сации, который целесообразно ввести следующим образом: 

неквадратичное отклонение э.д.с. декомпенсац : 1 от началь­
ного значения. 

На рис. 8 приведена частотная харака истина (?) 
и зависимость коэффициента нестабильности (2) в интерн-
зале температур ( 400 - 600 )°С от частоты. 

Из графика виднс, что коэффициент нестабильности не­
линейно зависит от частоты и резко возрастает с ее уве­
личением вследствие увеличения напряжения на обмс тке 
возбуадения при неизменном токе, а также вследствие 
уменьшения емкостного сопротивления утечки. Такой ха­
рактер зависимости накладывает определенные условия на 

где Л Т-



Рис. 3. 

выбор рабочей частоты. Частота тока возбуаденля при за­
данной геометрии датчика выбирается такой, чтобы обеспе­
чить заданную точность измерения в интервале температур. 
С другой стороны, выбором геометрии датчика можно полу­
чить т;акую оптимальную частоту, при которой темпегатурный 
коэффициент нестабильности не превысит допусти.тую величи­
ну. В данном случае рабочую частоту целесообразно выби­
рать ниже оптимальной, но следует иметь в виду, что ниж­
ний предел частоты ограничен условием получения линейной 
метрологической характеристики при максимальном расходе. 

Следует отметить качественно различный характер кри­
вых (1) и (2) : если частотная характеристика (У,) вы­
ражает суть физических провесов, то зависимость темпе­
ратурного коэффициента нестаОтеъности О от частоты 



характеризует качество применяемых изоляционных матери­
алов и конструкцию датчика. 

Следует кратко остановиться на влиянии физических 
параметров и режиме течения контролируемой среды на по­
грешность индукционных расходомеров. 

Известно [I] . что распределение скорости по сечению 
канала приводит к некоторому изменению синхронной часто­
ты, вызывая тем самым погрешность измерений. 

Например, если канал конечной ширины полностью запол­
няет рабочий зазор датчика, то синхронная частота при 
малых значениях Рет определится выражением [2д] : 

сю ( * 

со~<игср V ! / [СЬА(1-У)СЬДЕ (1*У) * 

где #2*1%*+*^*+^ Ч&*/*1 
Погрешность в общем случае зависит от проводимос­

ти среды, формы профиля скорости в канале, величины сред­
ней скорости, параметров датчика и канала. 

Последнее справедливо в указанном приближении для 
всех бесконтактных индукционных расходомеров, использу­
ющих в качестве преобразователей линейные индукторы [30] . 

Исследование погрешности для канала произвольной 
формы, для произвольных значений является весьма 
сложной задачей. 

Существенное влияние на точность измерения рас­
хода может оказать изменение относительной электропро-



водности стенок канала и контролируемой среды при измене­
нии температуры последней. Для синхронных расходомеров 
погрешность может достигать нескольких процентов, если 
не принять меры дополнительной температурной компенсации.. 
Показания дифференциальных расходомеров практически не 
зависят от указанного выше фактора. 

Экспериментальные исследования влияния стенок и про­
филя скорости на метрологическую характеристику расходоме­
ра проводились на твердой модели электропроводящей среда, 
состоящей из трех дисков различной толщины и электропро­
водности ̂ 31^ . Диски могли вращаться независимо друг от 
друга. Исследования подтвердили основные выводы теории, 

§ 7. Дозирование жидких металлов 

Транспортирование и разливка жидкого металла - обя­
зательные технологические операции в металлургическом к 
литейном производстве. Для этой цели в нестоящее время 
в основном используются ковши, тигли или мерные черпак":, 

В Советском Союзе и за рубежом проводится научно-
экспериментальная работа в области электромагнитных спо­
собов транспортирования и разливки жидких металлов, Од-* 
на из основных проблем автоматизац ш процесса ;>яз.-швк& 
жидких металлов - проблема доздрования (М] . ^34/ . 

Основные принципы дозирования жидких металлов мо­
гут быть сформулированы следующим образом' 

1) контроль за уровнем заполнения мерного обьема в 
том числе литниковой формы; 

2) весовое дозирование; 
3) дозирование по врег ая ' ения лвдкого металла; 
4) интегрирование расхода я&дкз^о металла; 



1:з 
5) аналоговые методы дозирования. 
Контроль за уровнем -заполнения Форш может быть 

применен для любых сплавов. При залпъке черных металлов 
и сплавов используются фотосопротивления, при литье цвет­
ных металлов - контактные датчики. Недостаток метода -
необходимость высокой точности фиксации сигнализирующих 
элементов относительно заданных точек. Образующиеся при 
залтаке жидкого металла искры, брызги, горящие газы вы­
зывают сбои в работе фотодатчиков. Контактные датчики 
требует постоянного контроля. Обгорапие контактов при­
водит к увеличешш погрешности дозы /"34] . 

Радиоизотопный метод контроля за уровнем может быть 
применен при непрерывной разливке металла [34] . Сущность 
объемного метода дозирования мерными приспособлениями 
состоит в том, что вначале заполняется мерный объем, 
представляющий собой одно целое с раздаточным устройс­
твом, а затем производится заливка жидкого металла в 
форму. 

Объемный метод дозирования с применением вакуумного 
всасывания основан на том, что в ёмкости создается раз- 1 

ряжение, дссточиое для всасывания в него определенной 
дозы, жидкого металла. 

Дозирование жидкого металла по объему выдаваемой 
дозы применяется при автоматизации процесса заливки 
сплавов на машинах литья под давлением. Точность дозы 
жидкого металла в основном зависит от постоянства объ­
ема мерной ёмкости. Сохранить первоначальный объем в про­
цессе эксплуатации дозатора невозможно из-за активного 
химического и теплового взаимодействия и постоянного 
контакта расплавленного металла и шлака со стенками, 
в результате чего происходит их непрерывное разрушение 
и значительное изменение размеров [34] . 

Весовое дозирование предусматривает взвешивание 
выдаваемой дозы в момент заливки литейной формы или 



определение веса раздаточной емкости (ковша и т.п.) до и 
после выдачи дозы. Для определения веса дозы используются 
главным образом торсионные валы, тензорметрические датчики 
и рычажные системы. 

Весовое дозирование обеспечивает сравнительно высокую 
точность выдаваемой дозы. 

Автоматическая заливка литейных форм жидким металлом 
на движущемся литейном конвейере осуществлена, например, на 
установке фирмы "Фишер11 ( 34у , в которой используется ве­
совой метод дозирования с применением рычажной системы. 
Недостатком этой системы является сложность счётно-реша­
ющего устройства. Изменение в процессе работы собственно­
го веса ковша из-за разгара футеровки или образования 
настылей приводит к снижению точности дозирования. 

Метод дозирования по времени истечения металла исполь­
зуется в очень ограниченных областях. Это связано с необ­
ходимостью иметь постоянный размер выхсдного отверстия 
раздаточного устройства, так как даже незначительное из­
менение его приводит к большим отклонениям от заданной 
дозы. 

Дозирование по времени применимо лишь в тех случаях, 
когда обеспечивается точно заданный расход жидкого метал­
ла из раздаточного устройства. Это в первую очередь от­
носится к различным МТД-дозаторам. Однако при решении 
проблемы управления дозированием жидкого металла с аомсе: 1 
МГД-устр:>йств, необходимо учитывать целый ряд случайных 
факторов: колебание напряжения-сети, изменение уровня ме~ 
талла в МГД-устройстве, зарастание металлопровода со вре­
менем. Один из возможных методов повышения точности дози­
рования - разработка аналоговых способов управления про­
цессом дозирования электропроводящих сред [35] . Анало­
говые способы управления дозировагшем расплава ВДЬдозато-
ром заключаются в создании устройства в виде физической 
модели дозирующей установки. Физическая модель представляет 



собой МГД-реле, состоящее из системы сосудов со ртутью и 
электромагнитного насоса [ъь] . 

3 сосудах размещены контакты, включенные в схему управ­
ления насосом-дозатором расплава. С помощью аналоговых 
систем возмогло учесть колебания напряжения сети, измене-
кие уровня металла, однако и в этом случае учет зарастания 
канала практически затруднен. 

С совершенствованием МГД-устройств для жидких металлов 
предложены способы дозирования с использованием различных 
электромагнитных насосов [I] , [Ъо] . Однако реальная 
точность дозирования с помощью только одних насосов неве­
лика. По ряду случайных причин (неустановившиеся гидравли­
ческие явления в системе, сужение канала дозатора и т.п. ) 
происходит значительный разброс величины дозы. Все эти 
схемы имеют существенный недостаток: после включения на­
соса поток металла в трубопроводе дозатора фактически не 
контролируется. 

Известно, что в зависимости от систем управления, все 
дозаторы можно разделить нь две группы: 

1) дозаторы с разомкнутой системой управления, 
2) дозаторы с замкнутой системой управления , 
Как уже отмечалось, выходной величиной при регулирова­

нии может быть вео дозы, уровень в изложнице, объем мерно­
го ковша или промежуточного резервуара, а также расход жид­
кого металла. Все эти методы применимы в производстве, од­
нако сложность конструкции гидравлической системы и невы­
сокая точность датчиков уровня ограничивает применение до­
заторов, работающих по весу, уровню, объему. 

Лучшие результаты в области дозирования жидких метал­
лов можно получить от устройств с замкнутой системой уп­
равления по расходу. Анализ режима движения жидкого ме­
талла в трубопроводе [У7] , [I] показал, что любой цикл 
дозированы с применением электромагнитных насосов (маг-
нитодннамических насосов ) имеет три характерных этапа. 



После включения насоса от 1-10 до 1^1) происходит 
заполнение трубопровода дозатора. Начиная с момента I *1Ь 

металл с нарастающей скоростью выливается из канала до­
затора. В момент ± = Ьг насос выключается, скорость 
истечения жидкости спадает до нуля, но при этом по инер­
ции вытекает некоторая часть жидкого металла. Таким обра­
зом, количество вылитого металла определяется интегралом 
от скорости по времени процесса: 

щ 

Измерение мгновенной скорости (расхода) металла в 
трубопроводе позволяет создать интегральные методы дози­
рования. 3 этослучае контроль за выходной величиной 
(дозой) осуществляется при помощи датчика расхода и интег­
ратора. Последний используется как для регистрации величи­
ны дозы, так и в системе автоматического управления насо­
сом. В качестве расходомеров широкое применение могут 
найти дифферешдаальные расходомеры [I] • Кондукционные 
расходомеры из-за порционного заполнения трубопровода 
практически неприменимы. Ввиду инерционности мало пригод­
ны такие синхронные расходомеры. Блок-схема дозатора с 
бесконтактным индукционным расходомером показана на рис.9. 

На трубопровод, по которому из раздаточной ДИКОСТИ 
2 транспортируется жидкий металл, устанавливается датчик, 
индукционного расходомера 3. После включения насоса I 
жидкий металл, заполняя трубопровод, проходах через ра­
бочий участок датчика и поступает в приёмную ёмкость 
(форму и т.п. )• Сигнал от датчика после усиления и пре­
образования поступает на интегратор 5. Как только уровень 
выходного сигнала интегратора достигает установленного за-
датчиком дозы 6 значения, формируется сигнал управления 



Рис. 9. 

насосом и подача металла прекращается. 
Легко видеть, что изменение скорости (расхода) жид­

кого металла приводит к увеличению или уменьшению вре­
мени дозирования (времени действия насоса). На точность 
дозирования на влияет изменение давления на входе насо­
са, что позволяет исключить погрешность, связанную с 
зарастанием трубопровода и с количеством предыдущих доз 
жидкого металла. Предложенная схема позволяет также 
учесть количество металла,поступающее из дозатора после 
выключения насоса. 

Описанная выше схема легла в основу разработанного 
на кафедре электродинамики и механики сплошных сред 
Латвийского государственного университета им. П.Стучки 
устройства управления процессом дозирования-ШР-бд. 

Скоростной сигнал, снимаемый с датчика, преобразу­
ется в постоянное напряжение 0-10 в и подается на вход 
преобразователя напряжение - частотаГ Сигнал, преобра­
зованный в частоту, поступает на четырехразрядный деся-
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тичный счетчик импульсов. При совпадении показаний счёт­
чика "доза" со счётчиком "установка дозы" вырабатывается 
сигнал на отключение питания насоса-дозатора. Для увели­
чения точности дозирования малых доз предусмотрено ревер­
сивное включение насоса-дозатора. 

1&ли необходимо заполнять жидким металлом форму, на­
ходящуюся на движущемся конвейере," то дополнительно зада­
ётся номинальное время работы насоса. При изменении вре­
мени выдачи дозы, связанного с изменением напора, выраба­
тывается сигнал, приводящий к соответственному изменению 
напряжения питания насоса-дозатора. 

МГД-дозаторы для выдачи дискретных доз жидкого ме­
талла характеризуются сложным нестационарным режимом 
работы. Некоторые из процессов рассмотрены в работе 
[37] . Устройство управления БИР-бд позволяет одновре­
менно исследовать характер изменения скорости жидкого 
металла в процессе дозирования и тем самым исследовать 
гидродинамику процесса. На рис 10 показаны осциллограм­
мы изменения скорости дозирования жидкого металла, полу­
ченные с помощью БИР-бд. 

При дозировании жидкого металла до I кг необходимо, 
как видно из рис. 10 , учитывать переходные процессы, 
поскольку время дозирования составляет 1-3 сек в зависи­
мости от величины дозы и диаметра трубопровода. 

Экспериментальные исследования БИР-бд подтвердили 
возможность управления процессом дозирования цветных 
металлов и сплавов с номинальным объемом дозы до 2000 
см 3 и погрешностью не более 3#. 
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УДК 518 : 517. 432.1 

Т . Т . Цирулис, М.А. Белов 

ШШПШШШЕ МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ С Х Ш ПД-
ПУЛИСА ДЛЯ ПРИБЛИЖЕННОГО 0БРА1ЩЖЯ ПРЕОБРАЗО­

ВАНИЯ ЛАПЛАСА 

В данной работе изучался метод численного обращения 
преобразования Лапласа, предложенный А. Папулисом Ш • 
В последнее время метод Папулиса ( сокращенно МП ), кото­
рый имеет простой вычислительный алгорифм, часто приме­
няется при численном обращении преобразования Лапласа. 
Было выяснено, что он не всегда дает хорошие результаты, 
а поэтому МП нуждается в дальнейшем изучении. 

В работе выяснены причины большой погрешности МП и 
намечен план улучшения методики расчета. Предложенные 
улучшения требуют еще практической проверки и дальней­
шей разработки. 

§ I. Метод А. Папулиса 

Обращение преобразования Лапласа, как решение инте­
грального уравнения Фредгольма первого рода 

О 
является некорректной задачей математической физики. Ме­
тод А. Папулиса приближенного отыскания оригинала 
основан на двух допущениях; 



Полагая в ( 1.5 ) р п*о,1;.., ? получаем 
для определения коэффициентов С* бесконечную треуголь­
ную систему алгебраических уравнений ( 5ТСАУ ) 

п 
лп-'б-/?[(рпн;<у]=ж^[(^)-^п

1)]Сп-к,п,о,(1г/... (г.б) 
К~ О 

Следовательно, для отыскания оригинала ( 1.4. ) по методу 
Папулиса нужно решать БТСАУ ( 1.6 ). 

Метод Папулиса можно перенести также на произвольные 
ортогональные полиномы. Пусть [ук(Т)] - полная сис­
тема ортогональных полиномов с весом рСС) на сегменте 
[091] . Оригинал г(Ь) ищем в форме обобщенного ряда 

Фурье 

* (V -Р Се '**) I Ск 1/к(е ' **| , (1.7) 

1) Изображение @(р) не имеет особых точек щтРер>0 

2) 81т г(1) = о . ( 1 5 ) 
ь - + о 

Оригинал формально ищется в виде обобщенного ряда Фурье 

ЦЩ ^_ СгВ1п[(2к+0огссо5(ехр(-6'*))], (1 Щ 

К-о 
где &>0 свободный параметр. Подставляя (1.4) в (1.1) 
и проводя замену переменной интегрирования ехр(-б'Ь)-сов 1^ 
получаем 



где 6~>0 свободный параметр. 
Если к обеим частям применить преобразование Лапласа, 

то получим: 

6-/?Гр)--1ск]т Р/9'/>^) *К(Т)4Т. (1.8) 
к=о О 

Положим в ( 1.8 ) р =#С г п г Г ) , т*&,*,ё'+ тогда в салу 
того, что 

1 
]ГСтЯ(г)^к(11)с1Т=0 > * > т > <*9) 
О 

получаем для определения коэффициентов Ск ВГСАУ 

где 

О 
Как частные случаи, из ( 1.10 ) и ( 1.ЕГ ) получаем 

следующие системы. 
I, Полиномы Чебышева первого рода , 

/*Г).0-ТУ** , (1-4) 



Система ( 1.10 ) принимает вид 

2. Полиномы Лекандра 

<4 (V <Ъ« т О'Ч <2*\ (1. ц) 

Система ( 1.10 ) принимает вид 

3. Полиномы Гегенбауэра 

Система ( 1.10 ) принимает вид 

кГ0 р *Ч(?к)! Г(п + к+Л + 1) (1,17) 

Отметим, что в качестве 1^СС) можно брать также другие 
как классические, так и неклассические ортогональные по­
линомы. Условия представимости оригинала 1(Ь) в форме 
( 1.7 ) соответствуют условиям разложимости функции 



§ 2. Явное решение БТСАУ § I 

Для систем ( 1Л0 ), ( 1.13 ), ( Т. 15 ), ( 1Л7 ) 
могут быть найдены явные аналитические решения. Действи­
тельно, пусть 

*К(Т.)=1 6 т ) К Т т . -(2.0 
т =а 

Искомые величины С*"как коэффициенты обобщенного ряда 
Фурье представши в форме 

к Ык\\^0 

Подставляя (2.1 ) в ( 2.2 ), после почленного интегри­
рования получаем 

В силу единственности представления ( 1.7 ) и единствен­
ности решения треугольной системы ( 1Л0 ) ( 2.3 } дает 
явное аналитическое решение системы С 1.10 ). Из С 2*3 ) 
как частные случаи получаем решения системы ( 1ЛЗ ), 
( 1.15 ) и ( 1.Г7 ). Для полиномов Чебышев? решение сис­
темы ( 1.13 ) имеем в виде 

Ж/2 

СКЛ (С0*(гхв)г(-1!^1))«пВЫ9* 
о 

2Г" 0- )Р&) п о полиномам 6*. (1) на интервале (о^1 ̂  . 



Для полиномов Гегенбауэра решение системы ( 1.17 ) 

ЖГ(2Л+2к) ^ д (к-т)<(2т)! { 1 ' Ш 

Отметим, что по йВДвИрЙЙе^ЙИбМу плану отыскания коэффи­
циентов С к можно искать ориг;шал в форме обобщенно­
го ряда Фурье 

несколько отличающегося от ряда ( 1.7 ). Используя орто­
гональность системы ^1^к (Т)^) имеем 

со 

Разлагая в ряд функцию 

т *0 

Для полиномов Лежандра решение системы ( 1.15 ) имеет вид: 

Ск 1Ргк(со&9)г(- -
О 
К 



и выполняя интегрирование в ( 2.8 ), получаем 

сю 
ищ2 

(2.10) 
гп -О 

Если интеграл ( 2.8 ) и ряд ( 2.10 ) сходятся, а степен­
ной ряд ( 2.9 ) имеет радиус сходжости не меньше I, то 
легко может быть обосновано изменение порядка суммирова­
ния и интегрирования при получении шормулы ( 2,10 ). 

Для определения оригинала требуется знаше^С^* 

Эти величины можно определить, репал р.САУ ( 1.10 ), 
( 1.13 ), ( 1.15 ), ( 1.17 ) или пользуясь формулами 
( 2.3 ), ( 2.4 ), ( 2.5 ), ( 2.6 ). При решении БГСАУ счет 
при больших п неустойчив. Действительно, при п -* * °° 
определитель соответствующей конечной БГСАУ стремится к 
нулю, и система становится плохо обусловленной. При счете 
на ЭВМ неустойчивость начинает проявлятся с п^ /6 В МА­
ЛО зависит от выбора свободного параметра <У . Поэтому 
при практических вычислениях оригинал г^аш:*рокст*щроьа.чоя 
конечной суммой 

зультат не зависит от величины б" . Но если пользоваться 
приближением ( 3.1 ), то величина & существенно вли-

§ 3. Численные примеры 

ы 
г(Ь)^Се^)1с^к(е-^), (М) 



яет на результат. Для большинства конкретных примеров 
выяснилось, что при фиксированном N существует оптиглаль-

При больших С хорошая аппроксимация суммой 
( 3.1 ) имела место лишь при Ё€ [0,Т] , где Т мало. 
При уменьшении СГ Т вообще возрастает, и при некотором 
6 ^ Гл',) имеется наилучшее приближение. При дальнейшем умень­
шении аппроксимация существенно ухудшается. Это свойс­
тво проиллюстрировано примерами, изображенными на рис. 1-3, 
где ()0П(Г6)х0,055 . Ясно, что (Топ зависит не только от 
выбора /V , а-также от свойств оригинала ( или изобра­
жения ). Отмечепше выше свойства зависимости точности 
шщШшвтж оригинала от выбора свободного^ параглетра 6* 
можно объяснить следующим образом. Пусть &(р) - изображе­
ние суглга ; 3.1 ). Тогда из построения ЗТОЛУ ( 1.1С ) сле­
дует, что $(Р) и совпадают в т о ч к а х / ? ) & 
к*0,..-Ы . Если & велико, то Р(р) приближается к &(р) 
при больших р , поэтому из свойств интегрального пре­
образования Лапласа [2] следует, что оригинал Ь(Щ и 
сумма ( 3.1 ) должны быть близки при малых г* . Уменьше­
ние <Г приводит к тому, что Р( р) и приближаются 
на большом интервале, что должно в принципе приводить к 
лучшему совпадению оригиналов. Однако значительное умень­
шение (Т без увеличения Л/ приводит к ухудшению сов­
падения Ф(р] и &(Р) . что и приводит к ухудшению совпа­
дения оригиналов. 

Интересно отметать, что существуют примеры, когда 
уменьшение & не приводит к ухудшению результатов. Такой 
пример показан на рис. 4. В этом случае уменьшение 
не приводит к ухудшению результатов и совпадение остается 
удовлетворительным на большом интервале изменения ~& 



Рис. I. 

Оригинал - функция Бвсселя 3, (I) : 
— — - точные значения, О - полученные по фор­
муле ( 3.1 ), ъ*Щ б" = 0,/, ^(Т)=Т2К(Т) 

|4 
•1,0 

V , 
-0,5 

-1,0 

16 

Рис, 2. 
Оригинал - функция Бесселя ^7 (±) \ 

- точные значения, О - полученные по формуле 
( 3.1 ), п^б, 6~т0,03Ъ, 



.3 
•1,0 

-0,5 

-1,0 

Рис. 3. 
Оригинал - функция Бесселя 3, ( Ь) : 

-_1 - ---- - точные значения, О - полученные по формуле 
( 3.1 ), п^б, Г* 0,025, (V 

Рис. 4. 
Оригинал - функция *?хр{-& ) V? : 

— - точные значения, о " полученные по формуле 
( 3.1 ), п = 1б, 6-^0,005 , 1Лкст:)^р2кгс) ш 



При фиксированном 6~ увеличение Л/ приводит к 
заметному улучшению аппроксимации. 

Если для вычисления тех же коэффициентов С* поль­
зоваться формулами ( 2.3 ), ( 2.6 ), которые дают точные 
значения коэффициентов Ск для любого К , то для 
практических расчетов продвинуться дальше, чем к-16 -9 

опять оказывается невозможным, ибо в этом случае мы 
встречаемся с совершенно другой вычислительной труднос­
тью: происходит потеря точности при вычислении сумм 
( 2.3 ), ( 2.6 ), подобная тог^, которая наблвдается. 
например, при счете бесселевой функции 3^ (*) по сте-
пенному ряду для больших X . Описанные выше вычисли­
тельные трудности, по-видимому, связаны с некорректностью 
самой задачи обращения преобразования Лапласа. 

§ 4 . Асимптотические формулы для 
коэффициентов Ск при + 

Как известно, для функции Бесселя при больших 
X вместо степенного ряда пользуются асимптотическими 

формулами, поэтому найдем и для коэффициентов С к асим­
птотические формулы, если к ^ + . 

Рассмотрим случай полиномов Чебышева Тгк (V) . Из 
формулы ( 2.4 ), в случае вещественного , имеем 

7Г/1 



я»-с, ' 
+ ) ехр(иг) |г(- - } / ( Т ) ] з С п Г ^ Г - - Т ) « ) +_/2 (х)> 

о о 
и каждый из интегралов проинтегрируем по частям, выбирая 

интегрируемую часть для Т &; равной 
С ехр(ИТ)[- (Сп со$ 1)1$] г(соз Тр1% 

Предположим, что оригинал ^(^) обладает следующими 
свойствами: 

I) %{Щ непрерывно дифференцирует при !>€(0^) ; 

3) г(1) = 1 ) 1 * е х р { - * 1 - ^ } 1 ++0; 

тле С* 0,Т??/7У 3*0, ))> 0,5*0-,}" ' и УЗ ~ 
произвольные вещественные числа, а'в случае 5-0 .уЗ > "/ ̂  
что необходимо для существования изображения. 

Найдем асимптотическую формулу для интеграла 
О ®~ 

Применим обобщенную схему интегрирования по частям с 
нейтрализатором, рассмотренную в[з] . 

Цусть нейтрализатор *0СС) определен равенством 
Г о, о< 

1 , 7Г/2. -62( Т<1, (Ь-5) 

где )!, (Т)-квх угодно много раз дифференцируемая функция; 
причем ХЩ'г~; №/р-6г),/ ^(71/2 -{г):0,т=1,2г 

Представим интеграл (4.2) в виде 

!(*)=] е*р(1хс)г(-- ) У ( ' 
с. 



т.е. в форме интегралов на комплексной плоскости с пере­
менным нижним пределом, которые сходятся щуъх>гтюх{!г6'/о>] . 

^ Учитывая, что внеинтегральные члены при Г-сГ, 
и - (Г2 (в силу свойств нейтрализатора ^С&)) об­
ращаются в нуль, а оставшйся интеграл имеет выспшй по­
рядок, получаем 

1(*),-С[1 *0-0)]/ехрсиТ)(: ™^)<(соа Г ; * ^ Г + 
7Г/2 

и,соответственно,только первому из,этих интегралов, 
если 5*0 . После замен Г-Ж/р*еШЬ и Г-ие0?Уг 

соответственно, получаем 

о 

а для 1г V ехр (I* Т)[~ (1п соб 1)1<т] Ып Тс/ Г , 
Первообразные для этих функций представим в форме 



И 

С-(Ч) Г(д&+1)(2к) . дп>2кМп—, к+*<*>, 

•с ли 5>Ол 

Если ~^р-=0 9 то следует выписать второй член 
асимптотического разложения ( 4.4 ). Для случая 5 >0 
имеем следующую более общую формулу 

1 26- 2(п2к 26 Еп2к { 7 2& 

К + +оо я где У*Сх) = (епГ(*)) ( 1 ) 

Формула ( 4.8 ) справедлива при ФО и любого^" ̂ 0 , 
или ^ = 0 ж зсп — . Если , 
^щ-^Ж^О,?,.^ , то ( 4.8 ) и ( 4.6 ) в случае 5*0 
не дают явной информации о порядке коэффициента С к . 
В этом случае надо учитывать дальнейшие члены при инте­
грировании по частям. 

Примечание I. Для конкретных оригиналов 1(1) можно 
подобным образом выписать и дальнейшие члены асимптоти­
ческого разложения, что особенно важно, если асимптотичес­
кие формулы применять для вычисления самих коэффициентов 

Применяя к интегралам лемму Ватсона [4] или её обобщение, 
когда функция нагрузки при и-- 0 имеет логарифмическую особен­
ность , получаем при 5=0 

Из (4.5),(4.2), (4.1) получаем 

С* * % \ Н) *+4С <г +Р(& * 1) {гк)6^ 4 Ь Чк Ш 14 -

-Ъсо.жре-^Пг^гу^У1^1/^}, з=о, (4.6) 



Выводи 

1. Прямое использование метода Папулиса не даст точ­
ных результатов, так как нельзя получить численных значе­
ний коэффициентов при больших К из-за плохой обусловлен­
ности треугольной системы. 

2. При достаточно больших (Г метод Папулиса вообще 
дает хорошие результаты лишь при малых Ь . 

3. Для улучшения результатов рекомендуется умень­
шить & и одновременно увеличивать N в формуле 
( 3.1 ); однако практически, из-за неустойчивости решения 
треугольной системы, это невозможно. Уменьшение & без 
увеличения N может привести к значительным погрешнос­
тям. 

4. Для улучшения методики Папулиса предлагается по­
ступать следующим образом: 

1) Найти асимптотики оригинала при 

2) Используя методы § 4,получить асимптотические фор­
мулы для коэффициентов С к , когда х ^~ + сю • 

3) Используя БГСАУ и точные аналитические формулы для 
коэффициентов С< , вычислить их значения для всех тех 
индексов ^о,/,,,. , л/ .до такого N , чтобы найден­
ные С н ^ н в пределах заданной точности не отлича­
лись от коэффициентов, вычисляемых из асимптотической 
формулы, т.е. счет из БГСАУ должен и сливаться 11 с асим­
птотикой; 

Примечание 2. Для других ортогональных полиномов мож­
но получить асимптотические разложения коэффициентов ана­
логичным образом. Однако в силу того, что при этом еще 
нужно пользоваться асимптотическими формулами самих поли- • 
номов, результаты получаются громоздкими. По порядку коэффи­
циенты и для других полиномов мало отличаются от формулы 
( 4.8 ). 
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