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* .Д .Трупин 

Некоторые простокрие двойства 
безразмерного проективного, пространства 

Согласно определение, данному в работе Л. II „Потница / I / , 
линейной векторное пространство V над полей $2 наэываетоя 
безразмерным, если, в отличие от обычного (конечного) л и н е й ­
ного векторного пространства, в нем не вводится аксиома о 
размерности / ' Т е о р и и тензоров в линейном безразмерном п р о ­
странстве посвящен ряд работ А.МЛопшица, Б .З .Раихвтеина и 
автора настоящей статьи / с м . 1 - 6 / . 

А..У .Липшицу такге принадлежит идея построения безразмер­
ного проективного и аффинного пространств . В настоящей статье 
автор следует по пути, намеченному А.Ы.Лопшицем и ставит с е ­
бе целью рассмотреть некоторые простейшие свойства безразмер­
ного проективного пространства . Как ми увиднм, многие из 
этих свойств аналогичны тем, которые присущи проективному 
пространству конечной размерности. Элементами безразмерного 
проективного пространства являотоя точки,«прямые, п - п л о с к о с -
т и . Однако, в силу того , что 'не введена аксиома о размернос­
т и , понятие гиперплоскости, квадрики и других многообразий 
требует иных определений. По этой причине эти многообразия, 
кроме обычных, обладает еще и некоторыми другими свойствами, 
отличными от т е х , которые известны для проективного простран­
с т в а конечной размерности. Мы рассмотрим также Простейшие 
проективные отображения (коллинеации) в безразмерном п р о е к ­
тивном пространстве и некоторые свойства этих отображений. 

Автор вполне сознает , что в связи с вышеизложенным, мо­
жет возникнуть целый ряд вопросов, на которые в стат . не 
УТ 

'Как известно, линейное векторное пространство называется 
бесконечномерный, если,кеково бы ни было натуральное число п 
существует п линейно независимых векторов , кроме т о г о , с л е ­
дует отметить, что в настоящей статье будем считать , что 
,$2 - поле комплексных чисел* 



даетог. о т в е т а . Следует такие отиетить , что не все утвержде­
ния, приведенные в с т а т ь е , доказывается ( в особенности в 
тех случаях, когда эти докавательотва и з в е о т н ы ) . Автор не 
сомневается в той, что ревультаты, полученные в настоящей 
с т а т ь е , требует уточнении, дополнений и дальнейшей р а з р а б о т ­
к и , 

§ 1 . Безразмерное проективное пространство 

Пусть а - ненулевой вектор безразмерного линейного 
пространства V . Мноаество векторов , коллинеарнкх вектору 
а , т . е . закторов в и д а к а . , где < с Я. - произвольное, о т ­
личное от нуля чмоло исходного поля Я. , мы будем называть 
проективной точкой и обозначать через А1«*0 или просто ч е ­
р е з А , множество всех зозможных проективных точек А (.а; 
мы будем называть безразмерным проективным пространством и 
обозначать через "Р. 

3 пространстве "Р мовно следующим образом определить 
линейные подпространства дсбой конечной размерности п. Если 
векторы а _ е \ / [1-1,1 ~ линейно независимы, что 
•<ы запишем: 

[ л . ^ ' - ^ О * 0 , х) ( 1 Л ) 

то точки А;, , соответствующие втим векторам в пространстве 
V , мы также судем называть линейно независимыми, иной е с т -

зо точек X (х) « Р таких , что для векторов х б V вы­
полняется равенотво 

[ х а Л . . а ^ ] • * } ( 1 . 2 ) 

мы будем называть п-мерной проективной плоскостью пространст­
в а Р к обозначать черев ~Рп . уравнение ( 1 . 2 ) мы будем запи­
сывать также в виде: 

^Квадратными скобками зд^-сь обозначено "внинее" произведе­
ние векторов . См. А.и.Лопшиц / I / . 



( 1 . 3 ) 

В частности, две линейно независимые точки А 1 (.«•,.] и 
Д . , ) о п р е д е л я ю т одномерную проективную плоонооть 1^ 1 

[ ^ ^ ] - - о ( о , и,<0 

которую мы будем называть проективной прямой. Три и оолое т о ­
чек , принадлежащих одной и той же проективной прямой, мы б у ­
дем называть коллииеарнымн. 

Три линейно независимые точки А;. ( « * с ) С 1 " * - * 2 ^ ) 
определяют двумерную" проективную плоокооть "Р4 , которую мы 
будем просто называть плоскоотью. Точку А I*.) ( л * о ) мы 
будем называть нульмерное проективной плоскостью и обозначат!, 
через Т. . Нульвектору проотраиотва V ничто не с о о т ­
ветствует в пространстве "Р. 

Если запишем уравнение ( 1 . 4 ) в^виде! 
( 1 . 3 ) 

т о убедимся в том, что проективная прямая А, А г , определяе­
мая этим уравнением, имеет бесчисленное множество т о ч е к . Кро­
ме т о г о , видим, что если две Точки А 4 и ' А , Прямой ( 1 . 5 ) при­
надлежат проективному пространству "Р , то и вое точки этой 
прямой принадлежат пространству Т. 

Пусть в пространстве V заданы две плоскости ^ и 7*т 

Тогда в исходном векторном пространстве V мы соответствуют 
линейные подпространства и У ^ , ! • Кан Известно, между 
размерностями этих подпространств имеет место соотношение 

( и ^ + ̂ +М * ОН) + ' 
где ^ ) * * ' « Ч й ф ( Ф ^ « ( У ^ П V * * ) . 

В пространстве ~Р сумме и пересечению подпространств У|>+ 4 и 
У т + 1 соответствуют плоскости \ и . Поэтому имеет 



иесто равенство 

. 2оли П 0 , то ооотввтствувшие ии П Л О С ­

К О С Т И 1 \ и "Ры не пересекавтоя ИЛИ скрещивается . Целесо­
образно в втои случае положить 

Используя формулу ( 1 . 6 ) , можно сделать вывод о взаимном 
расположении двух плоскостей 1 \ и "^т ( в зависимости, от в с -

6 1 ) , 3 частности , две различные проективные пря ­
ные ^ к 1^ пересекается ( в т о ч к е ) только т о г д а , когда они 
принадлежат одной 2-плоскости Тг-

Нетрудно д о к а з а т ь , что в проективной г-плоскооти имеет 
место теорема Деварга и что диагональные точки полного ч е -
тырех/ 'верпшника не могут быть коллинеарными (постулат Фано). 

у § 2 . Двояное отнесение четырех плоскостей 

Пусть проективная прямая определена двумя точками А,.( а1) 
1Г" А а 1««) . ЕолИ А»1*>) и А ч (.«„) - две какие-либо другие 
точки прямой А 1 А 1 , т . а , 

( 2 . 1 ) 

то» как обычно, двойное отношение четырех точек А^ опреде ­
ляется равенством: # 

Нетрудно проверить, что величина •> не зависит от вы­
бора векторов л , « V » определяещих точки А ; (среди всех 
з е к т о р о з , коллинеарных каждому И8 них в пространстве V ) . 

При точки Д 4 г Ац р а з д е л я е т точки А,_, А г 

Гармонически. Тремя различными точками А ^ , А а , А^ проек­
тивной прямой четвертая гармоническая точка А ч определяет ­
ся однозначно. 



В проективной 2~плосжости имеет меото теорема об инва ­
риантности двойного отношения четырех точек при центральном 
проектировании. В силу этой теоремы имеет смысл определение 
двойного отношения четырех прямых, принадлежащих одному и 
тону же пучку. Ложно ввести также понятие пучка проективных 

(Я-плоскостей ( т . е . ыножеотва/в-плоскостей пространства Р , 
имевших общее пересечение) и д о к а з а т ь , что вели произвольная 
прямая не принадлежит Их пересечение , то двойное отношение 
четырех ее точек пересечения о этимипт-плоскостпмк не з а в и ­
сит ет выбора прямой, а только от выбора самих•тг-плоокоотей, , 

докажем это утверждение для случая т . - = г , Пусть заданы 
2-плоскости 0 , (_ >• = 1 , г, М , Проходящие через о д ­
ну и т у же прямуо ^ . - г » а произвольные прямые А 4 А э и 

пересекает плоскости С?1 в точках А, и 
( с о о т в е т с т в е н н о ) . Тогда для точек А 3 й Довыполняется ра-. 
венства ( 2 . 1 ) и имеет место равенство ( 2 . 2 ) « Аналогично, для 
точек 3 : , получим ^ 

1^ > • ( 2 . 3 ) 

Предположим, что прямые А; "В; пересекает прямуе ^ & 8 ^ о о ь 

пучка) в точках 5 ; I»;) • Надо учесть» что векторы 5Ч и 
ь г не ко/лмнеарнЫ) Т . к . в Противном случае точки 5 ^ ( 4 ) 

и 5 г 1 > . ) совпали бы и вое точки Ь ; , и "В 1 принадле­
жали бы одной 2-плоокооти, в ноторой, как вышеуказано, у т ­
верждение теоремы верно. Поэтому допустим, что точки. 5 ^ , 
Ь , А , и А^ - лйяоййо независимы. Тогда, иопользуя соотно­
шения 

в ; « С . , [ ц) 
можно вывести равенства 

1\ " :% Ь 4 

из которых оледует, ч т о " * * ' -
Доказательство в общем случае (произвольного т . ; можно 

провести методом полной индукции. 



-8 -
&Э, | 'Иперплоскооти 

Пусть в походной линейной вокторнои пространстве V 
определена окллярная линейная функция ц> векторного а р г у ­
мента (ковектор), т . е . Такая линеиная функция, которая каж­
дому вектору х с V отнооит определенное число -*.<г <Гг> . На­
зовем гиперплоокоотьв пространства Р многообразие точек 
Х(м) таких, что для вектора и , соотвстстьугшсго калг.пя. 

такой точна X Си) имеет место равенство! 

ц > х « о . Сэ«$ . 
Очевидно, что если две скалярные линейные функции ц-

ф линейно еадиояыы (холлчнеарны), т . е . если для всех векто 
ров х имеет место тождеотэо 

\|»х « \ Ч * , С'\ €э7 Д * о ; 

то уравнением 

Ц)М * о ( 3 . 2 ) 

определяется та же гипврплосиооть, что к уравнением ( 3 . 1 ) . 
гиперплоскость 1 3 . 1 ) мы кратко будем обозначать черев к?. 
Будем говорить, что точка Л 1о.) лежит в гиперплоскости у , 
если 1ра«, » 0 | а в случае 4^-*» о , что точка Ъ ( * ) леиит 
вне втой гиперплоскости. Цы будем также говорить, что гипер 
плоскости и ф скрещиваются, если уравнения ( 3 . 1 ) И 
( 3 . 2 ) не имевт общих решений. 

Так как сумма двух скалярных линейных функций и произ­
ведение скалярной линейной функции на число также являются 
скалярными линейными функциями, то уравнение 

в котором у. не равны одновременно нуле, при постоянных 
зпачениях ^ , определяет некоторую гиперплоскость . Если 



- е -

же параметром ^ придавать произвольные (переменные) в н а ч е -
ния, то (при ц1,. * Ч?а ) будем называть многообразие точек 

Х с х х ^ д л я которых выполняется равенство ( 3 . 3 ) , пучком 
гиперплоскостей. Пересечение Ч^Пч\Двух раоличныи г и п е р ­
плоскостей Ч?! и можно наввать гипврпрямоя, Очевидно, 
что оами гиперплоскости \рл и % принадлежат пучку г и п е р ­
плоскостей ( 3 . 3 ) . 

Следует отметить, что равенство ( 3 . 3 ) выполняется не 
для любой точки Х б . Р . Действительно, еоли бы ето равенство 
представляло собою тождество, то функции § и <4к должны 
быть коллинеарними, что невозможно, т . к . ооглаоно условие , 

ч?4 и Ч\ - различные гиперплоскости. 
Аналогично можно ввести понятие овявки гиперплоскостей. 
Докажем, что проективная прямая может иметь о гипзрплос -

костьо либо только одну общуо точку, либо она целиком при­
надлежит е й . 

В самом деле , пусть гиперплоокооть (р определена у р а в ­
нением ( 3 . 1 ) , а прямая ^ уравнением^ 

1) ьели точка А с ( прямой А ^ А а принадлежит г и п е р ­
плоскости ( 3 . 1 ) , т . е . если 1 | а ^ « о , а точка А в [ а 4 ) 
ей не принадлежит, то ив ( 1 . 5 ) следует , что 

Следовательно, любая точка X и ) прямой ( 1 . 5 ) , отличная от 
точки А 4 , не лежит в ^иперплоокооти (р. 

2) Если же обе точки А 1 М А § прямой ( 1 . 3 ) Принадлежат 
•иперплоскооти цр , т . е . воли ^ в . с ч-ц> <вг « о , то для л в -
бой точки X и ) прямой А 4 А, мы получим ч?х 0 . Сле ­
довательно, в втом случае прямей А 4А Й целиной прйвадлейи* г и -
перплоскости (р . л 

Нетрудно доказать , ЧТО ВОЛИ г-плоокость Й Гиперплоокооть 
не скрещиваются, то они могут иметь либо одну обцув точку, ли-
бо общуо примус, л и б о ' э т а 2-плоскостЬ Неликом Принадлежит Г Й -

**ялоскоети . 



Имам ыеэто оледуощая теорема: воли линейно независимые 
точки Аь ( I я I , .•• пространства Р принадлежат п г а е р -
плоокоотк ц> , 90 вое точки й^-плоокооти '•*,* определяемой эти 
ми точками, принадлеыат гиперплоскости ф. 

Нож но также докавать, что >\ -плоскость и гиперплос­
кость Ц» МОГУТ ИМЭТЬ ОСШУО Ы, -ПЛОСКОСТЬ Так/В, ЧТО 0 $ т < м . 
Коли т « о , т о ^ „ к ^ имеет Только одну общув точку. Если 
Ь | « п. ) то Т*„ целиком принадлежит гиперплоскости Ц . Если 

• I ив одна ив Точен А ; , определявших п-плоскооть "П., не л е ­
жит в гиперплоокооти , то *Л я 1( скрещивается, т . е . 
не имеет общих точек. 

Пусть 4?(, ( «, « 1 , 2 , 3 ) 4 ) - проиввольные четыре гиперплос-
коотя пучна ( 3 . 3 ) и произвольная прямая пространства Р, не 
принадлежащая пересечении этих гиперплоскостей, пересекается 
о ними в точках^,Тогда двойное отношение ( А 4 А г А 4 А ч ) 
не яавиеят от выбора Прямой в зависит только от выбора гипер-
пдооноотвя 

° В самой доле» воли уравнения гиперплоскостей ц?» и % 

а для точен А 4 я А ^ прямой А , А г 

°-и Я Ы » « Ч . + '<1 а 1 , 

ТО, 0 ОДНОЙ ОТОрОПЫ; 

с другой стороны, в силу ТОСО, ЧТО 
при * ! * а \ , <р. а - « о , нмввы: 

А;, 6 т . е . Ч > с а ^ * о 



Отсюда выводим, что 
й». т Щ-.: Щ 

Л. V * . 

Аналогично найдем, что 

Из равенств ( Э . 4 ) Ч Э . б ) следует , что 

( 3 . 3 ) 

Й; 2 -21. сэ.б) 

чем и доказано вышеупомянутое утвервДоние. 
Это свойство дает нам воэмохнооть определять двойное 

отношение четырех гИПврплоокоотея <(>4 пуЧкв (Э .Э) ! 

К « » 4 М « ) = Сэл) 

8ч. Квадрики 

Пусть в безразмерном линейном векторном пространстве V 
определена симметрическая билинейная оналярная функция (р 
от двух векторных аргументов X я ^ » 

Тогда подчиненная ей скалярная функция (Г одного векторно-
ро аргумента 

является квадратичной формой. Назовем квадрикой многообразие 
точек X и ) таких, что 

( р х х г О . ( 4 . 1 ) 



Квадрвка ( ч , 1 ) монет быть Бадана и уравнением 

фхх -ж о. 

г д е у -билинейная функция, колл .чпеарная функция <о , т . е 
соли для любого вектора » 6 V иаеет м е о т о тождество: 

4*ХА » V ( р * Х , ( . Х й . Л , Х т ь с ) 

3 олучае, когда билинейная функция Ц распадающаяся, 
т . е , когда выполняется тождество: 

^ о с е з 
где ф к 6 - некоторые скалярные линьйные функции, то для 
подчиненной функции о' мы получим тождество: 

Еоли •при втом функции ф и & не коллинеарны, то 
мы будем говорить , что квадрика ( 1 . 1 ) распадается на две раз 
личные гиперплоокооти 

Ц | Х = о И О» •* О ^ 4 . 2 ) 

Воли же функции ф и 6 -коллинеарны, квадрика ( 4 . 1 ) 
отстоит ха дважды взятия гиперплоокооти 

Прямая 

в квадрика ^ 4 . 1 ; имеют либо д в е различные общие точки, либо 
одну (двукратную) общую точку , либо ета прямая целиком п р и ­
надлежит к г л д р и к е , х ' ) 3 первом случае дискриминант квадратно-
во уравнения (относительно отношения ) 
х , ] Напоминаем, что о с н о в н о е п о л е й , соглаоно нашему условию 

является полем комплексных чисел . 



ч>ецо-4 я - ^ а ц л , * ^ . * 1 - * г + Ч * * 4 Д г - ч 1 * с ( 4 . 3 ) 

отличен от нуля, во втором равен нуле . Если же 

то уравнение ( 4 . 5 ) выполнкетоя для любых значений и 
и т о г д а прямая ( 4 . 4 ) является прямолинейной обравувыея к в а д ­
рики ( 4 . 1 ) . 

Если точка А, квадрики обладает таким СВОЙСТВОМ, что в с я ­
кая проходящая через нее прямая, не яалявщаяоя прямолинейной 
образующей, имеет точку А, своей двукратной точкой пересече­
нии с квадрикой, то она не может иметь о квадрикой более ни 
одной общей точки . 8 тыком случае точка А, двойная точка 
квадрики. Если квадрика ( 4 . 1 ) раопадаетоя и соотоит из двух 
гиперплоскостей ( 4 . 2 ) , то каддая точка гиперпрямой ф П 9 
является двойной. Ьоли же квадрика состоит из дважды аеятой 
гиперплоскости ( 4 . 3 ) , то каждая точка этой квадрики двойная . 
В дальнейшем будем полагать , что квадрика ( 4 . 1 ) Нераспадающая­ся 
с я . 

Пусть точка Адсц) принадлежит квадрике , а точка А, («,) -
произвольная точка "пространства Р . Нетрудно д о к а з а т ь , что 
условие 

^ а ^ , = о . ( 4 . 6 ) 

необходимо и достаточно для того , чтобы точка А 1 выла 
Д В О Й Н О Й Т О Ч К О Й квадрики ( 4 . 1 ) . 

Касательной к квадрике в ее недвойной точке А ь ( а 4 ) 
называется прямая, для которой точна А 4 является двукратной. 
Прямолинейные обравуощие квадрики такие причисляется к ее 
касательным. 

Пусть точка Т (^) - произвольная точка касательной, п р о ­
веденной к Ней в точке АА (аА . 'Т.к. эта точка двукратная, 
то дискриминант 



квадратногс уравнения ( 4 » 5 ) ^ должен быт:- равен нулю и, т . к . 
точка А ^ С л ч ) принадлежит квадрике , то отсюда находим, чтг 

Это условие выполняется для прсузволгнсй ТОЧКИ ^ ( й ) , ВЗЯТОЙ 
на касательной к квадрике в точке А,. (.*<.)« Если точка Ч , ^ ) 
также принадлежит квадрике , то из ( 4 , 7 ) к ( 4 . 6 ) сльдует, что 
прямая А4М являгтея прямолинейной образующей, о потому и 
касательной, 

Обратно, если для прямое имеет место условие ( 4 . Ь ) , 
То, в оилу т о г о ( что ц р а ^ а о , мы получим из ( 4 . 7 ) , что 

А «О. Следовательно, точна А , -двукратная точка прямой 
, а потому ояа касается :< хзадркке з точке А 1 . 
Таким образои, условие ( 4 , 6 ) необходимо и достаточно для 

того , чтобы прямая А,^ была касательной к квадрике ( 4 . 1 ) в 
точке А ь , Т .к . йр;: фиксированном значении аргумента л е ­
вая часть уразнеккя ( 4 . с ) является линейно/, скалярной функцией 
от у, можем утверхдать, что многообразие касательных, п р о в е ­
денных к КЕадрике з ее (недвоякой) точке А^ , представляет 
собою некоторую гиперплоскость. Назовем ее касательной ги­
перплоскостью к квадрике в точке А 4 , а саму эту точку - т о ч ­
кой касания гиперплоскости ( 4 , 6 ) И квадрики ( 4 . 1 ) . 

Подобно тому, как вто д е л а е т с я в проективном пространстве 
конечной разиериости, можно ввести понятие гармонической с о ­
пряженности точек пространства относительно кзадрики и д о . 
казать, что для того , чтобы точки Х и ) и ^ 1 ^ ) были г а р ­
монически сопряжены относительно кзадрики ( 4 . 1 ) , необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялось равенство 

Ч>Х^аО. 

Т.К. (С -симметрическая оилинейная функция, то отевда 
следует, что сопряженность точек относительно квадрики есть 
свойство взаимное. Точки, принадлежааие к в а д р и к е , являете^ 
самосопряженными. 

зо 
3 данном случае й » = . ^ 



"8 ' И . 

Нетрудно убедиться в том, что касательная гиперплоскость, 
проведенная к квадрико в ее недзойноя точке являвтоя полярной 
гяперплоскостьо точки каоения. 

Ив симмотричностя функции ^ следует такие, что воли точ­
ка Хи) принадлежит полярной гиперплоскости ( ч . 1 0 ) точки 

Ч.1Ч*) , то полярная гиперплоокооть точки Х(*; проходит че­
рев течку У, • отсюда видим, что если в пространстве Р яада-
иа квадрика бее Д В О Й Н Ы Х точек, то можно построить поляритет 
итого Пространства относительно этой квадрики: каждой точке 
пространства Р соответствует полярная гиперплоокооть, а кал* 
дой гиперплоскости - ее полос относительно веданной квадрики 
О " " " и 

Предполагаем, Что э . не является ДВОЙНОЙ точкой квадрики, 
в противной случае точка Ч. гармонически оопряжена об в с е ­
ми точками пространства Р» 

См. А.Ы.Лопниц / ] / > 

ИВ ( 4 . 9 ) вид и и, что вол* ^ Л ^ - ) -фиксированная точка, 
то многообразие точек Рц*) , гармонически сопряженных о тоя* 
кои относительно квадрики ( 4 . 1 ) , является некоторой г и ­
перплоскостью 

МХи « о я) 
Т «• ( 4 . Ю ) 

Эта гиперплоскость наеываетоя полярной гяпврплоокоетьо точ­
ки Ч„ относительно квадрики ( 4 . 1 ) , а .очку У, -полисом 
гиперплоскости ('4 ,10) относительно втой ив квадрики. 

Как известно, в безравиерноы линейной векторном ироотраь-
стве V можно над полилинейной функцией выполнять процеоо по* 
ляривашш**' 

В нашем случае Ц; -симметрическая билинейная Функция, а потому 
уравнение ( ч л с ) полярной гиперплоокооти ыояно аапиоаты 



причем сохраняется инцидентность точек и гиперплоскостей. 
Как иввеотно, в проективном пространстве IV» конечной 

равнеркокти у\. кмеот иссто принцип двойственности, который 
утверждает, что если верно какое-нибудь предложение, к а с а ­
вшееся плоскоотеи «I я Т*», №<.1$+»4 ОД»**'*) и соотноше­
ния кнцидентнооти меяду ними, то будет верным и двойственное 
к нему предложении, еоли а первом в д е л а т ь следуваше вамвны 
( с о о т в е т с т в е н н о ) ! 

. - 1 - 1 гг- я , . I 

3 нашем безразмерном проективном простренстве Р такой 
принцип не имеет м е о т а . * ' Мы можем отнести точке Т„ гипер ­
плоскость «V , но, например, для прлмой 1> не можем о п р е ­
делить двойственное ей мяогообраеие. По этой причине в п р о ­
странстве Р мы не можем определить коррелятивное соответствие 
•У:о ииело бы омыод делать только т о г д а , еоли ограничиться 
только точками и гиперплоскоотями, При таком ограничении мож­
но было бы утверждать, что поляритет относительно веданной 
квадрики является инзолвтивным коррелятивным соответствием. 

55 . Колямиеации 

Для построения бевразмерного проективного пространства 
Р мы исходим из основного безразмерного линейного векторного 
пространства V над полей (} и определили точху X € Р 
как множество векторов пространства V . коллинеарных н е н у -

.левому вектооу х . Повтому при определении (точечного) пре-
я . 

См. Р .Бэр / 9 / , отр .124 . 



обраэоаания в пространстве Р , необходимо у ч е о т ь , что оно ин­
д у ц и р у е т е некоторым преобразованием векторов в проотранотве 
V. 

( Пусть точке Х ш ) * "Р ооответотвует некоторая точка 
X Н е . Р. т . к . точки X и К ' определяется векторами 

М > ^ * с V 1Л + о, рА-^в) , то ооотввтотвие в Р, которое 
обозначим 

Х ' * П 1 Х ) . ( 5 . 1 ; 

индуцируется некоторым соответствием 
и' • Г 14) ( 9 . 2 ) 

в пространстве V 
Относительно векторной функции ^ необходимо сделать 

предположение, что она должна быть однородной» 

РЧх*$ Рг*) жТьй'. 

Тогда в пространства Р точно X будет соответствовать 
точка X' I * * ) х ' Кроме того , необходимо, чтобы в оолао-
ти определения Р и ) р. с , т . к . в противном случае мы бу­
дем иметь ь 1 * * , а нулевому вектору пространстве V мы не 
определили точку в пространстве Р . 

Естественно, что для построения проективной геометрии в 
пространстве Р наибольший интерес представляет такое его 
отображение П на с е б я , при котором сохраняется квдлинеярность 
точек , т . е . коллинеарнов отображение или коллинвация. Легко 
видеть , что если в пространстве V в качоотве функции р 
веять линейную векторную функцию А (аффинор), то отображение 

*' * Ли ( 5 . 3 ) 

индуцирует в Р такое отобраление Г1 , которое оохраняет кож-
линеарность т о ч е к . 
й — ? 

Согласно нашему определение, * ч и Г * также к при 
х * ^ , определяют одну и ту же точку X « "Р 

игнуегчнг-'рч I 
В 1 В Ы О Т Е Ч Л 



Следует отмети?* , «тес отображение ( 5 . 3 ) однозначно, но 
н е ваакиноодноеивчно. В оаиоы д е л е , пусть точки [ л ^ к 
А»1*») € *Р различны и Х1*) - произвольная точка прямо» 
А,. А , . Тогда векторы Лк И « а е У не коллинеарны. Еоли о<1-

раеы А 4 я А^ етлк точек совпадает , т . е . Ал.^ = А«а 4 

то для образа X точки X ыы будем кмоты 

Следовательно, асе точки' X прямой отобраиаотся в 
одну я ту ае точку А [ (*••<)• 

Далее , оладует отметить , что еоли преобразование сохра ­
н я е т коллинеарность точек , т о оно не обявателько осуивствли-
ь?ся линейной векторной функцией вида ( 5 . 3 ) . А.ц*Лопаииом 
доказана следуэщая теорема! если каждому вектору у ^ \/ 
однозначно отнесен вектор * ' * РЧ*) € V я при втом 

[ х ч / ] * о , С^З +Ъ 

т о 
х ' » А * • < 0 ( х ) , ( 5 . 4 ) 

где А «однозначно определяемая ( о точностью до постоянно­
го множителя) линейная векторная функция векторного аргумента, 
а Ю - одновначно определяемая скалярная Функция ( и > о 0 * « ) 

Нетрудно проверить, что отображение П, которое индуци­
руется преобравованием ( 5 . 4 ) в пространстве Р, сохраняет 
холдхнеарнооть течек , а потому является колликеацией. Для 
краткости формулировок, мы в дальнейшем будем говорить об 
отображении (15 .4) , подразумевая при е т о н , где ото необходи­
мо , упомянутуо коллинеацио П. Прежде в с е г о убедимся в том, 
что пра таком отображении П двойное отношение четырех точен 
прямой является инвариантом. 

3 самом деле , пусть точки А ь Ъ, 4 ] 



принадлежат одной я той же прямой, причем 

» 1 Л ч с \ -+• *»«»| 

т . е . 

(А, А. А Д ) , 1 1 ^ - . 

:реобравование ( 5 . ' О отнооит точке ^ » ^ Л § ) г а к У с точку 
А,' 1« . ) • что 

а 

где 

Аналогично получим! 

«< » 14-*». А*.+«Ц.Ав,). (!**«.) 

.оме т о г о , ножей писать! л | * ^. А*4 > в '̂-». I. А , [у±ш}%Фо)р 

. е . 

, А - 4 « } . - ' . 

Теперь видим, что 

а потому 

В чаотностя , можем утверждать, что отображение (5.*)) 



пресбрааует герионлческус четверку точек в гагмонкчеоиуг ч е т ­
верку . 

Теперь убедимся в том, что при преобразовании ( 5 . 4 ) обра­
зом ПлП.'.сскоотк является некоторая л - п л о с к о о т ь , причем 
т . е . ето преобразование не нс..ет увеличить размерность п - п л о с -
к о с т е й . 

Действительно, пусть Цгплоохость определяется линей­
но пагависнмыми точками А к ( А . ) . ( ; « ,\ 1 . „ , ! ) , 
Тогда их образами слуха? точки ( а ; ) причем 

й ; ' ~ А а ; - Р ; , * д е [\ « ^ ( О = * о . 

Если бы существовала точха , А (.<»•) с "Р т а к а я , что ее обрав 
А'Со.1) вмеоте с точками Л ; ( образует линейно независимую 

оистому, то мы пришли бы к противоречию, а именно! 

оледует . что п 4 > 1 г ' \ 

::лч, введя обозначение и»* 

т . е . точка А ( а ' ) линейно вавиоит от точек А - I * * ) -
Таким обрааом, приходим к выводу, что возмоаны только 

два случая! 
1) ц т о г д а при коллинеацин ( 5 . 0 образом Л-плоо-

кости олухит Гъ-йлоскость, т . е . при этом преобразовании р а з ­
мерность плоскостей не кзиеккется иевЫрохдаюкаяся коллинеа-
ц а я ) . 

2) *ч <*г , Раммерность плоскостей при коллинеации п о -



н и я а е т с я . Если К » уу\, к , то »та коллинеацяи и-кратно 
вырождивцаяся. 

Подобно тому, как вто делается в проективном проотран-
стве конечной ра?мернооти н у \. , можно показать , что невк-
рождаощичоя коллннеацня определяется ваданяем С и * ? . ) пар 
соответственных точек, не леяашпх п~ ( и + 1 ) в ОДНОЙ ( И - 1 ) 
плоскости . 

Докажем, что если линейно реаавнеимые точке 
\ I * 1, •• - ,»и-1), принадлежавши гпперплоокоотя <р , Отобража­

ются при невырождаощвйоп коллинеации ( 5 . 4 ) в линейно н е в а -
виоимые точки 1а',) , принадлежащих другой гиперплоскости 
ф , то обрав лобой точки п л о с к о с т и , определяемой т о ч ­

ками Л, , принадлежит гиперплоскости Ц>. 
В самом д е л е , согласно условие, 

коли точки А: принадлежат гиперплоскости , а их ойравы 

( ( 9 . 5 ) 

- гиперплосноети Ц1 , то 

ЦО; о , ф а [ * в , \1*кр*Ч*4Ц ( 5 . 6 ) 

Цуств Хи) - пройвиольная точка плоскости "Р>, , Т . е . 

X * 2 * ' а * • 
И 4 

а потому, в силу ( Э . $ ) , 4 

х ; С м . стр 



Теперь оправсддхвооть кашегс утверждения вытешет ив у с л о ­
вии ( 5 . 6 ) » п + к 

1*1 о» 

Далее расоиотрии в пространстве Р навырождыциеоя я 
приток обратимые коллинеации. Убедимся а той, что тание ко#-
ликеацки существуют и чтс все они оСравувт группу, 

Прежде всего определяй в пространстве V операции умно­
жения отображении вида ( 5 , 4 ) . Пуоть 

» , * ! ^ и ) » А ^ Ч | * Ъ •.»>»)• А,*.» а №> ( 5 . 7 ) 

два таких отображения, Тогда 
1 ° . Произведение Р 4 ^ этих отображений! 

• »« •» Р»{ Г 4 |„>}» А, ( А 4 » 1 $ . « ^ ( в ) , ( 5 . 6 ) 

Где • 
«а 4 г[») »1*^1»). и» а (А,, и 

является отображением того же вида, что и ( 5 . 4 ) . 3 простран­
е н Р отображения Р ь я Р, индуцирует коллинеации П 4 ж П , , 
а потому произведение * \ П » , ооответотвуощее проиеведеяко 

. Ц** отображений ( 5 , 7 ) , также является коллинеацией Сва­
хой ааккнутоотх). 

2 ° . Легко проверить, что умножение коллинеации, опреде­
ляемое правилом ( 5 . 6 ) , обладает ассоциативным свояотвои. 

3 ° . Т .к . мы рассматриваем обратимые коллинеации, то еоли 
при коллинеации П образом точки X является точка X , то 
однозначное соответствие X ' - * X , которое мы обоеначжм 
через Г Г 1 , также являетоя коллинеацией, причем обратно! 0 . 
Такая коллинеации существует, еоли при отображения ( 5 . 4 ) 
аффинор А обратим. О точноотьс до некоторого скалярного мно­
жителя, мы можем т о п а писать! 

, * К " 4 (»•) а А * * ' . 4 * 4 * ' ) , ( 5 . 9 ) 



4 ° . Среди воех отображений вида ( 5 . 0 оущеотвует отобра­
жение Р, т а к о е , которое каждому вектору х € V относит колли-
неарный о ним вектор: 

х) 

х'= ^ ( к ) * А „ х . и ; Ж \ . к . и д и ) . ( 5 . Ю ) 

Это отображение индуцирует в пространстве Р некоторуц колли­
неации П ь , которая оставляет неизменными все точки этого 
пространства (тождественная коллкнеац: ' .я). Кз ( 5 . 0 , ( 5 . 8 ) , 
( 5 . 9 ) и ( 5 . 1 0 ) следует , что 

пгг »гг 1 п = п в , 
т . е . что П 4 -нейтральный элемент нашего нноноотва невырож-
даюцихся обратимых коллкнеациа. 

Таким образом, мы убедились з том, что мпожэотзо р а с ­
сматриваемых коллинеации простраяотза Р , действительно, пред­
ставляет собоо группу, вообще говоря , некоичутатианув, что 
видно из равенства ( 5 . с ) . Т . к . каждая такая коллинеации явля ­
ется автоморфизмом пространства Р, можем утверждать, что это 
множество представляет собоо группу автоморфизмов простран­
ства Р . 

Как упомянуто во введении, многие вопрооы касаящиеоя 
свойств безразмерного проективного пространства, оотаотоя 
в настоящей статье без о т в е т а . Так, напгчмер, мы не раооыат-
ривали вырождавшиеся коллинеации, центральные коллинеации 
( гомологии) , недостаточно рассмотрены свойотза гиперплоскос­
тей и квадрики. Можно было бы в пространстве Р выделять 
"несобственнув" гиперплоскость и рассмотреть полученное т а ­
ким образом (точечное) безразмерное аффинное пространство 
как подпространство пространства ? . Все это я з л а е т с я п р е д ­
метом для дальнейших исследований. 

Л и т е р а т у р а 
I . А. I . Некоторые задачи тензорной алгебры в линейных 

х ' 'Очевидно, что вектор х является собственным вектором 
аффинора Ад. 



бвзраэмерных пространствах . Труды семинара по векторному 
и тензорному акадк&у, 1946, вып.У2, с т р . 3 6 5 - 4 1 9 . 

2 . А.И,Лопггац. Адгебранчеокал задача теории рииановь-х п р о ­
странств первого к л а с с а . Труды семинара по векторному и 
тензорному анализу , 1952, в ы п . Г . , с т р . 4 6 2 - 4 9 0 . 

3 . А.И.Лопшиц. геометрическая характеристика а ^ я н н о г о отобра­
жения. Труды ^ооновского оеыипара по начертательной геомет ­
рии и инженерной графике . Москва. 1956, с т р . 2 1 3 - 2 2 1 . 

4 . И.Д.Трупик, К зопрооу о делимости тензоров в линейных без--
размерных пространствах . Ученые записки Рияского п е д а г о ­
гического института, 1 5 5 / , вып.1У, о т р . 5 9 - 6 3 . 

5 . Ш.Д.Трутшн. К зопрооу о коллинеарности и компланарности 
афтлнороа в линейном безразмерном пространство . Известия 
Академии наук Латвийской СОР, 1956, .86. о т р . 6 3 - 9 2 . 

6 . Щ,Д,Трупин. Коипланаркооть трех аффиноров о системой л и ­
нейно н^езависшгх векторов в линейной безразмерной Про­
с т р а н с т в е , Труды ркнекого алгебраического семинара. Рига , 
1369, с т р . 2 6 2 - 2 3 6 , 

7 . Б .З .Райхштейн. Некоторые теоремы о поливекторах . Доклады 
Академии наук СССР, 1966 . Том 267 , 36, с т р . 9 9 2 - 9 9 5 . 

Ь . Б.Ь*РаЙхштейа.Некоторые вопросы теории тензоров безразмер­
ного я и-иерного п р о с т р а н с т в . Автореферат диссертащ1И на 
соискание ученой степени кандидата физико-математических 
н а у к . Ярославль, 1 9 6 5 . 

9 . Р . Б э р , Линейная алгебра и проективная геометрия.Москва, 
1955. 

Ю.Н.Бурбаки . Алгебра. Алгебраические структуры. Линейная 
и полилинейная а л г е б р а , москва, 1962 . 

1 1 . №.Витай. ЦеЪгй1твпа1ойа1е р г о^екЩУе иай Ьбпогв Оеотв*г1е, 
В в г Н о , 1961 . 



Л.И.Березина 

К теории бинарных форм 

Вводятся геометрические объекты, называемые векторами 
порядка "к" и ( р , < р - тензорами, которые связаны о формой 
порядка т в бинарной евклидовой области . При помощи втнх 
объектов определяется полная система инвариантов формы, д а е т ­
ся Применение к вопрооу канонизации уравнения алгебраичеокоя 
кривой произвольного порядка в евклидовой плоокости. 

Автор выражает свою глубокую благодарность профессору 
Г .Б .Гуревичу, который,читая рукопись, сделал ряд ценных е а - -
мечаний. 

§ 1 . Рассмотрим величины 
системы координат на угол ^ 

(сх к , уэ„), которые при вращении 
преобряеуотоя по вякону 

/
~~ * - &к м-пкЬ * ъ к са *{ ( I ) 

и, следовательно, удовлетворяет оистсме 

Назовем ( <* к ^/Э„ ) вектором порядка " к " . При к - 1 , очевидно, 
имеем обычный вектор . 

Ив формул ( I ) вытекает: 
1. Для каждого вектора порядка "к" выражение 

с * к ) * - " Г / ^ г - О ) 

является инвариантом. Назовем втот инвариант модулем. 
2 . Вектор порядка " о " ( к - 0 ) имеет постоянные координаты. 
Назовем произведением ( сх ,̂ ( / 3 ^ ) и ( 1^9^ в в л я ч и н ы 



* 0 
г с о 

3 , Произведение вектора порядка "р" на вектор порядка 
" ^ " еоть векуор порядка С ^ - р ) . 

4 . Модуль проиезедсния ( 4 ) равен проиеведенис модулей 
обоих множителей. 

3 . Два вектора одинакового порьдиа ( а » , Л„ ) и 
< ) имепт оовнеоткые инварианты " 

( 6 ) 

б, Полная система инвариантов двух векторов одинакового 
порядка ооотоит ив модулей обоих векторов и одного ив инва­
риантов ( 5 ) или ( б ) . 

Найдем полнув оиотему инвариантов вектора порядна "р" 
и вектора порядка " а, " при Р * 0/> Для ЭТОЙ цели ищем ин­
тегралы оиотемм 

О а д 

А/9/» - К ^ 

Два интеграла оиотемы ( 7 ) совпадает о модулями 

(в) 

С о ^ ) 2 4 Г д ) г « с») 



получаеи 

( 1 2 ) 

( 1 3 ) 

Интеграл уравнения ( 1 2 ) имеет вид „ 

. О аялчл} ч о але и*1 =* С 

Введём углы Ч> и , для которых 

, о * Ч > = -Да. , 

Од о л 

тогда уравнение ( 1 3 ) выражает 

*рУ*Щ ( 1 5 ) 

Заметим, что еоли р • имеют общие множители, то уравнение 
( 1 5 ) следует сократить. Допустим, что оокрадение произведено 

Третий интеграл находим ив любого уравнения, овяаываяще-

"0 ( о,р 1 рр) и ( ст^ , ^ ) , например 

Ч 4 р ^ - ^ о СЮ) 

Подставляя в уравнение (10) выражения 



- 4 * / П 0 * ***><̂  Я д х •» *»>Я* Я я ; 

Л7< - - ьупр1со<^ - ^ Я * + 

Я 2 2 - итр1 иту,1Ъи - '-^^ ПМ~ 
- со%р~С ^ Яд -• ССЗр^ 0 0 1 0 , 4 Я 2 2 

( 1 8 ) 

• в дальнейшей р ж у, взаякЕО проотне числа, т о г д а 

*»( ^У+рУ)- С ( 1 6 ) 

или 

1сп уУсмрЧ1-*- ьл> р V СО!, с^У - С СП) 

Подставляя в ( 1 7 ) невестные формулы для *сп паи сот-я 
х заменяя тригонометрические функция вьфакенияни (.14), полу­
чаем адгебракчеохуо форму интеграла ( 1 3 ) . 

Заметим, что полученный инвариант является формой с т е ­
пени ( р* ц, ) относительно ( с у ( ) и (<*^, • Так 
соамеотный инвариант вектора порядка 2 и вектора порядка Э, 
имеет пятуо степень , а в е к т о р а порядка 2 и вектора порядка 
ч только т р е т ь е , ибо при р - 2 и у, «4 уравнение ( 1 5 ) допус ­
кает сокращение на д м . 

• ^ 2 . Навовем ( р , <^ ) - тензором совокупность величин 
Я у С А , ^ * 1,2) , которые при вращении системы к о ­

ординат на угод ± преобразуется по закону 

Я^ — сое р^ .аяф& Я а * со*рс иг>уЬ Я,? + 

•V ц ^ ^ Г со* Я Л 1 • рЬ и* у* Ягг > 



системе 

Ми ш а?.л + рЯи ? « . а Я л т р Я , г , 

Из системы ( 1 9 ) при р» ^ оледувт 

с / ( Я ^ Я л 2 ) « 0 , ( г о ) 

Вначит, г!у имеет также те инварианты, как обычный ,ивук-
валентныя тензор, который, очевидно, является чаотным случае» 

0 Чтобы определить полнуо сиотему инвариантов 
при & ц. • покажем, что о каждым ( р . д . ; - тензором взаимно 
однозначно связаны два вектора порядка " к " , где 

аоложим для определенности р > д, , тогда 

Действительно, учитывая сиотему (19 ) , " имеем 

С.СХ, 

( 2 3 ) 

Координаты , как нетрудно проверить, у д о в л е т в о р я т 



•г 

— " ] 5 — > ^ 2 .7 2^ 
( 2 9 ) 

Значит, каждый С Р . о, ) - тенаор эквивалентен паре век­
торов порядка и к " и полная система инвариантов (р.Ц, ) - тен­
зора совпадает с годной системой инвариантов векторов ( 2 2 ) 

И С 2 3 ) * I 3 Я Отметим, что определитель Щ 
I Я л л ^ 

С 0 , 0 , ) -тенаора , который равен одной четвертой разности 
модулей векторов (22) и ( 2 3 ) , и, следовательно, равен нуле, 
когда векторы ( 2 2 ) и ( 2 3 ) имеет равные модули. 

есть инвариант 

§ 3 . Рассмотрим бинариуо форь'у 

I 

При врашении оистемы координат на угол С имеем 

Покажем, что о каждой формой ( 2 6 ) можно овязать некоторув 
совокупность векторов порядка "к" и, что полная система ий-

Аяадогичко проверяем остальные .координаты. Пооиольку у р а в ­
нения ( 2 2 ) и ( 2 3 ) решается относительно Я ' ^ ' , то имеет мос­
те и обратное. Если заданы два вектора ( <хс ) и (<*,,, , /3*>) 
( 1>т ) , то они определяет ( р, ) - тенвор • где 



вариантов формы образуется из инвариантов втих векторов . 
Для этой цели полагаем 

где С ^ и V р постоянные коэффициенты. По индексам р и 
о, предполагается суммирование, причем р принимает все н е ­

четные значения от I д о т , а ц, - все четные от 0 до т . 
Дифференцируя величины ( 2 6 ) и подставляя выражения ( 2 7 ) , п о ­
лучаем 

Подставляя выражения ( 2 6 ) и ( 2 9 ) в* систему ( 2 ) и сравнивая 
коэффициенты при ар и , получаем сиотему уравнений, 
которой удовлетворяют С* я Т)Р . 

к С - С Г - Ч ^ - Р ) - С Т > , Л , ( з о ) 

где по индексам р и с̂ , уже не следует суммировать. 
Заметим, что если индексы у С** или Т)Р , вычисляемые 

по формулам ( 3 0 ) , становятся больше Ш \ либо отрицательны­
ми, то такие С 9 й Р Р следует положить равными нули. 

Система ( 3 0 ) содержит т - П однородных уравнений с 
ю*1 неизвестными И • следовательно, имеет отличные от 

нуля решения, когда определитель системы равен нулю» 
Этот определитель имеет вид 



К - 1 0 0 0 . . . О О О 

т - к - 2 0 0 . • ООО 

0 и - 3 0 . О О О 

• • 

• 

0 0 0 0 0 . . 2 И Г к -т 01) 
0 0 0 0 0 . • о 1 е ' Г к 

Приравнивая определитель (.31) нуде, получаем уравнение для 
к , которое имеет корни к - 0 , 2 , ч , . . . , т - при четном т и 
.корни к » 1 , 3 , 3 , . . . . , т при нечетном гп . Ка»дое из этих 
значения к, подотавленное в оиотему ( 3 0 ) , определяет отноше­
ние С * , ])Р, ив которых один моиет быть принят за единицу. 

Теорема,,. 0 каждой формой порядка т в бинарной евкли­
довой области взаимно однозначно оаяаена совокупность 
( от н .^уЗк). г д е каждый сх к является линейной комбинацией 

а к о четными индекоами, а /?„ - о нечетными индексами и 
к принимает значения к * > 0 , 2 , 4 , . . . , /п для четного т и зна­
чения к - 1 , 3 , 5 , т для нечетного гл . Полная система 
инвариантов совпадает с полной системой инвариантов с о ­
вокупности ( « к , ^ 3 * ) . 

§<*. Для канонизации уравнения алгебраической кривой 
добого порядка в евклидовой плоскости необходимо выбрать 
инвариантное направление ооя абсцисс и инвариантную точку 
приложения начала координат . 

Для выбора положения ооя абоцисс можно использовать ли­
сой ив ( « „ , А , ) , связанных о формой высшего порядка кривой 

Скажем, что ооь абсцисс соиаправлена ( о с и , ^ < з х ) , если 
= О . Для «той и м я следует повернуть оси координат щ 

угол { , который определяется формулой 



Это является прямым обобщенней классической теории, где для 
кривой второго порядка ось абсцисс направляется по ( с \ г , ; . ; ) . 
Квадратичной формы, полагая с 

Заметим, что для кривой порядка т , где т -нечетное 
число , по краинеймере один из ( а,, / з » ) , связанных с ее нор­
мой порядка т , имеет отличный от нуля модуль, ибо з против* 
ном случае, кривая не содержит членов порядка т . Значит, • 
для кривой нечетного порядка всегда возможна по крайней мере 
одна фиксация вида С 3 2 ) . Для четного порядка возможны к р и ­
вые, являвшиеся обобщением окружности, для которых все 
С с к ) форам порядка т ( к » 2 , 3 , . . . , гп ) имеют нулевой 
модуль. Для такой кривой форма порядка т имеет вид 

т 
( х 2

+ ^ ) 2 . СЗО 

Для фиксации начала координат в инвариантной точке кри­
вой особый интерес представляет точки, определимые системой 
линейных уравнений с отличным от нуля определителем. Начнем 
с примера кривой четвертого порядка, уравнение которой мож­
но написать в следующей форме 

Г а , , «, 1=1,2) 

О ( 3 5 ) 

Ф 
При переносе начала координат 

инеем 



Для форма Щи1 имеем 

, , э ( э е ) 

и 

а для форми Я ^ , 

. Я ш - З Я д а 2 , • ^з.) - З Я ^ - Я 2 2 2 С 42) 

При переносе (.36) выражения ( 3 9 ) и (»»0) не меняется м 
мм в общем олучае имееи д в а инвариантных направления, опреде­
ляемые формулами 

Ш = <? Я ^ г ; 2 (*э) 

О Я л п -6Яизз * Я а в 2 2 

Величины ( ч 1 ) и ( 4 2 ) при переноое ( 3 6 ) меняется следующим 
абравом 

" < Л Т * ;Й«<Г« Яеляе)̂ » *(У5и#* Я л г г г )с г 



Выберем к1 ж I2 так , чтобы имело меато 

и 
Лти условия инвариантны при вращениях системы координат :;, 
следовательно , определяет инвариантнус точку кризой. л о з . -
фициенты у и ^ в сиотемо ('•б) образует ликеякув з е к -
тор-функцио, сопоотавляощуо вектору ( 1ЛI * г ) , эоктор п о ­
рядна - 3 С а&.1/>з ) и » значит , делт ( Э , 1 ) - т е н э о р 
сопряженный векторам (35) и ( 4 0 ) фермы Я - ^ 1 , Отссда с л е ­
д у е т , что указанная инвариантная точка оущеотаует, кегда мо­
дуль ( 3 9 ) не равен модуле ( 4 0 ) , 

Аналогично получаем, что , если модуль ( 3 3 ) не равен м о ­
дуле ( 3 9 ) , кривая имеет ннаариаитнуо точку , которая опреде­
ляется уравнениями 

Щ " О , ^/3| * О ^8? 
Подобным образом поступаем в общем случа*е. Пусть кривая т.о-
рядна гп содержит форму 

( 4 9 ) 

обрааованнуо членами степени т и форму 

Ч - №х****- х 1 " ' 1 ( 5 0 ) 

Я8 членов отепени гп-1 
При переносе начала координат имеем 



Я . ' Я , Я • • Я , , V * «*3 ^ С 5 1 ) 

Образуем для формы вое ее векторы порядка " к " . Выбирая 
ь 1 » 1 а т а к , чтобы обе координаты одного ( « „ . у * * ) о б ­

ращались в нуль, получаем инвариантнус систему двух динеи-
ВЫи уравнений. Определитель етой системы отличен от нуля, 
если модули векторов порядка ( к - 1 ) и (к+1) формы $ не р а в ­
ны. 

1 



Гоштейн В.У. 

КОМПЛЕКСЫ К, В Й ч 

Данная работа оодервит вопросы, относящиеся к метричес­
кой теории прямых в четырехмерном евклидовом пространстве , а 
•пенно к теории комплекса прямых К, . 

Теория комплекса прямых в трехмерном евклидовом прост­
ранстве реаработана довольно подробно ( с м . [ 2 ] , [3] ) . Для с л у ­
чая многомерного евклидового пространства имеется работа 
Г.И.Орленко [5 ] , в которой раооматрмваетоя метричеокан т е о ­
рия компленоов К Р . 

В § I данной работы укеаывастоя некоторые новые инвари­
анты и не указанные ранее инвариантные точки прямой комплекса, 

В §§ 2 - 3 исоледувтоя специальные классы комплексов \ \ 1 . 
Доказаны теоремы существования денных клаооов . Получен ряд г е о ­
метрических свойотв , сформулированных в теоремах 1 -7 . 

§ I . 

Комплексом Кр прямых в п-мерном евклидовом пространстве 
Н п , называется оемейотво прямых, еавиовдео от п-1+р параметров. 

Таким обрааом, в работе реоонатриваетоя оемейотво пряных, 
зависящее от 4 - х параметров. 

Присоединим к прямой комплекоа ортонормированный репер 
Т следующим образом: 

вершина репера А находитоя на прямой комплекса} 
ооь е , репере направлена но прямой комплекоа; 
ось ё , по главной нормали комплекоа [ 5 ] . 
Если уравнения двиаеихя ортонормировевного репера писать 

в виде: 

с/Я 

где I , к* 1 , 2 , 3 , 4 я по одинаковым иыхехоам крэдполага-
« 5 я оуммирование, то для репера Т имеет место : 



<0 1Л1 О ) , 

где « , у З я 2 , 3 , Эти значения будем приписывать <*,& всюду 
в данной р а б о т е . ^ 

Рассматривая, как мевяштоя коэффициенты системы ( 2 ) при 
допустимых преобразованиях Т , ыожво указать ряд инвариантов 
относительно данных преобразований. 

Так как коэффициенты меняются при вращении 3 ^ , 5 а 

в двумерной плоскости, ортогональной обрааувщей • главной нор­
мали комплекса, как координаты тенвора и во еавиоят от перено­
са вершины репера вдоль прямой комплекса, то ив них можно сос­
тавить следующие инварианты ( 7 ) 1 

' ^ 1 2 2 ^ 1 2 3 

4 

^ г а * Я да» д 
з з 

7, « Я 1 г е * Я , 3 3 

Кроме них, инвариантами будут: 

1*Н ЬЭ1 

( 6 ) 



1,1 $Ш 

I 7 О'" 

Уд ** %1 яр Ой! • 
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я Ял*,» Ж * * * 
6 V 4 « В двумерной плоскооти, ортогональной прямой комплекса и 

его главкой иорыаяж, инваряантннмн будут направлений в е к т о р о в 
*ш Цт , %4Ш*т . ' о о б о , ; в в Н 1 Ш в направления тензо­
ров я Я 4 Ж . . 

Кох поковано в ( 5 ) , обовначив черев I параметр переноса 
ьеривины репера А по прямой комплекса, можно записать уравне­
ния 4-х инвариантами точек прямой комплекса в виде: 

( 1 3 ) 

Iе - й„.*я*>« -г я я я Л - я г л 3 - о' I ОТ 

1 а - ( Я г г ^ Я 3 , ) ^ Я м Я й - ( - ^ ^ - ) - 0 , ( 1 5 ) 

( 1 6 ) 

Оемеемм еца ожедуваие, не указанные * работе (5 ) инва­
риантные точим. 

Если инвариант ( 1 0 ) отличен о* нудя, то инэаркаетноИ б у -

(9 ) 

( Ю ) 

( П ) 

( 1 2 ) 



V 

3 отой точке векторы * а 1 ё а ж \ыаЩ» будут ОрТОГО-
ИвЛЬЕЬШИ. 

ЩЩ инвариант ( ? ) отличен от нуля , то точка , аОоциооа ко­
торой 

+ « §ш й^тШ , (18) 

Щ /** - да!Л''1 

будет инвариантной точкой. 
Будучи прилсиены в данной точке , векторы и 
^« становятся оонаправленными. 
Еоли ревев нулю инвариант ( 6 ) , т о не прямой комплексе 

инвариантной будет точка о абоциооой 

Щ . (19) 

В етой точке вектор Я х я . е а будет нулевым. Кроме того , 
в этом случае вектор и*» Судет оонаправлен \ м ёл 

Чтобы выяснить геоыетричеоккй смысл инвариантов, раоомот-
рцм д в а подмногообразия, принадлежащих комплекоу. 

§ 2 . Комплексы Кт А 

Рассмотрев совокупное»» линейчатых поверхностей, прииад-
.а:-.:а!дих комплексу, которые характеризуются т е м , что их цент­
ральные нормали находятся а двумерной плоскости , ортогональной 
ооравуицег и главной нормали комплекса , а внешний параметр рас-
поеделеккя равен нули для веждой ив етих поверхноотей. Навовем 
эту совокупность А-водмлогообразием. 

Аналитически условия, выделяющие А-подмногообразие, мох-
г.о записать в *ид»1 

дет точка, абсциооа которой определяется уравнением 



8 п уравнения являются инвариантными относительно допустимых 
преобразований репера Т и , следовательно, определяют инва­
риантное подмногообразие. 

Выделил класс комплексов такой, чтобы уравнения 
( 2 0 ) были вполне интегрируемыми, то е о » , чтобы 

(ЪбО, - О 

Мв уравнений ( 2 1 ) оледуют соотношения: 

(21) 

- Я 1 3 2 (22) 
.(^га - Д » )^лел + Я ^ ^ з э " Я л з ? л 3 г

я О 

Продифференцировав внешним обраеом оистему ( 2 ) , 
получим: 

- Ы Я а 7 6 ^ 1 + Я « , Г ^ <^а«] « 1У я *я 'З9*^* 
* [<^у С*ун ; 

( 2 3 ) 

С 1 0 ! » ы/зо.]-» О:* 
т у 3 ' 

* [с/ЯАл1 4 е ] - Кт * ^ $ 3 * С^-д» ^«."Ь 
* Я 1 а ^ [<̂ 5у ^/*-'"' 
+ *Ъ ] * ^ ОН <у 11 -» ^ / Л 1 • 

Подотевдяя в полученную оистему ( 2 3 ) значения главных 
форм ие уравнений ( 2 ) и учитывая условия ( 2 2 ) , получим систему 



оо оледусщими характериотвнемв» 

число новых независимых главных форы ^ равна 12» 

характеры системы соответственно равны 

чиоло Картав» % т 8Х+ 2% 1 ч З $ * .* , 4 5 * -95 

и произвол общего интегрального вдемеита N также ревев 2 5 , 

Следовательно, клаоо коыпденооа оуяеотвуот о провэ-
волсы одно! функция четырех аргуыентоа, 

Заметим, что А-иодмвогообравие монно раооыатривать хек 
чаотный случай двухпараметричеохого оенейотва прямых в 8. 
(ом. ( 3 ) ) . 

Две линейчатые поверхности, принадлежащие А-подмногооб-
раеип, будем иааыва» ортогональной парой, воли хх центральные 
нормали ортогональны. 

Центр, поввдофокуоы в граничные точки А-подмногообрааия 
оовпадаит о инвариантными точками примой комплекса, отвечаю*** 
урааневкям ( 1 3 ) , ( 1 4 ) , ( 1 5 ) . Инаарианты иамплехоа ( 3 ) , ( 4 ) , 
( 5 ) являютоя инвариантами А-подыногооврввмя, 

Рассматривая коордииатвые линейчатые поверхности геомвт-
рачвокий смысл коэффициентов онотемы (2)> 

^га , ^лэ - абоцвооы етрвицмонвих точек\ 

^за, Яр 3 и параметры распределения! 

^82, Я* аз " внешние геодезические крививвы| 

^иг, ^леъ - аыкуидекнне ирииивяы 

координатных линейчатых поверхностей А-подыногообравия. 
Все овойотаа, иыевяие место для проиадольного двухяара-

метрвчеового семействе прямых а в \ , опреведлявм в ждя А-под-
мвогообраеия. Помимо итого , А-поднногообрааие обладает в осо­
быми евойотвамв. 

Тая хая ввояаяй параметр распределения любой линейчатой 
поверхности А-подимогообра«ия равен нуля, тв1 



Т ш в н а 1| 
Обе нулевые поверхности А"подмногообравия являются р а э -

вь;гывающиыиоя. 
У координатных линейчатых поверхностей А-подыногообре-

•ия векторы распределения ооответотвокно равны Я ^ 6 Э и 
Я а 3 ёг . Но положение ооей репера ё3 и в3 не фиксировано 

в двухмерной плоскости, следовательно: 

ТйыРЯНа 2» 
Для любой ортогональной пары А-подмногообрееия, векторы 

^определения ортогоыельны. 
Ив уравнения (3 ) видно: 

Стрикционкые точки любой ортогональной пары А-подмкогз-
обравия расположены оимметрично о?нооительно центра яоыплекса. 

Для произвольного двухлараыетричеокого оемейотва прямых 
в Ь.ц второе мв уравнений (12) не ииеет м е с т а . Геометрически 
оно оанечает следующее: 

Для любой ортогональной пары А-подмногообраэия произве­
дение ревности абоциоо отрикционных точек и вынужденной кривив-
ны равно равнооти проиеведений параметра распределения о д н о ! да» 
иеичатой поверхнооти не внешнюю геодезичеокую крививны другой. 

Ив теоремы ч- легко уомотреть: 

Щ Д Й Ш 1 I» 
Для глазных линейчатых поверхностей- А-подмногообразгк 

роивведения регнооти абсцисс отрикционных точек на вынузден-
иую кривиану равно произведения суммы внешних геодезические 
лрививн на параметр раопределення второй из главных поверх­
ностей. 

Для каждой ив ортогональных пар - поверхностей кривиз ­
ны • распределительных поверхностей - А-подмногообраеия про* 
неведение параметра распределения одной из -поверхностей на 
внешнюю геодеаичеокую кривизну одно м го х е . 



Р И Л 9 » » в ? » 
Для каждой из ортогональных пар - ассимптотическпх и 

цулевых поверхностей - А-подмногообрааия произведение р а з н о с ­
ти абсциоо стрикцяонных точек на вынужденную кривизну равно 
произведении параметра распределения на внешни» геодезическую 
кривизну другой. 

§ 3 . Комплексы 

Рассмотрим совокупность линейчатых поверхностей, при­
надлежащих комплексу К| , центральные нормали которых направ­
лены по главной нормали комплекса, Нааовем ату совокупность 
и-подмногообраамем. 

Для всех ТБКИХ поверхностей имеют меото инвариантные 
уравнения( 

I (24) 

Выделим клесс коыплекоог такой, чтобы уравнения 
(24) были вполне интегрируемыми, то е с т ь , чтобы 

Ив уравнений (25) следует» 

* 0 . 

- О <»> 

Цодотавив э (23) выражеавя главных форм и)б1 и 
1 учетом уоловвй ( 2 6 ) , получим Оиотаму с 12-ю независимыми 
1 ".91НЫМЛ формами. Характеры систем 5 1 » 4( Вао 4 | 5 3 --• <*; 

Зц • 0 , Проивлои общего ынтарвадьаого элемента равен числу 
(артаяа N - а * 24. 



Одадоватально, клаоо К ^ в существует о произволом 4 -х 
функций трех аргументов, 

Произвольную,линейчатую поверхнооть 3-подмногообрааин 
можно выделить уравнением: 

и1 = ки)1Н ( 2 7 ) 

Уравнения двидения репера Т , крепленного к такой 
поверхности, имеют вид: 

С -*• ' -* 
^ 3 1 ^ н^З * 

^ е , = Я ^ , й ^ 2 э * Я | $ < ^б,+Ц , 8 ^ ^ 

Л е ^ - Я ^ ^ Д - Мгзбв 

Значит, 
К - абоциооа стрнкпионноЯ точки, 

Я*,*и - вектор распределения, а 

Я ( а а § ш - вектор геодезической кривизны поверхности, 
отвечающей уравнению ( 2 7 ) 

Отсюда с л е д у е т : 

Т99РРНЧ 
Стрикционныв точки линейчатых поверхностей, принадле­

жащих В-подмногообразию, полностью заполняют прямую комплекса, 
причем каждая точка прямой комплекса является отрикдионной 
точкой одной и только одной линейчатой поверхности В-подмного-
обраамя. 
Твррена $ , 

Для всех линейчатых поверхностей В-подмногообрааия 
вектор раопродолеиия одни и хот же. 

Для всех линейчатых поверхностей В-подмногообрааия 
вектор геодезической кривизны один я тот же. 
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ОВ ОДНОЙ ПАРЯ ДВШАРАИГОЯЧЮШ 
СШЙСТВ ПРЯШ В ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ ШЩСЗОМ 

ПРОСТРАНСТВЕ 

Обцая теория двухпврпнегри^есккх оанейотв 
•Прямых рввреботана в работах О.Г.Лууу.ств. 3 д в н -
йой работе раосыатриааатоя в четырехызрасм евклидо­
вом пространстве одна пара лаухпараметричаоких с е ­
мейств со аввкмно-ортогонеяышми прямыми. Подучена 
свойства, свяаыаавжяе а«и два семейства . 



Отнесем двухпараметрнческое оемейотво прямых к ортонорми­
рованием? реперу следующим обрезом I поломим вершину репера на 
прямую оямеяояяв., оо» % веараяиы по прямой, оои 3 4 и ё * по­
лежим я двумерную явоательнуц плоскость гипероферичеокого 
отображения нашего семейства, Эвим положение оом е*н п о л н о е » » 
определено, 

Обовавчим репер, ярвплвнный таким ойряаом, черве К , . 
Еоли а нормальной плооноохи гипероферичеокого отображе­

ния оеыейотла раоомотрвть прямые, перпендикулярные прямым на­
шего семейства, то получим другое даухиараметричеоное оеыейо­
тво, ортогональное иоходному. 

Нескольку оои е | и определяют нормальную шюокость 
гипероферичеокого отображения, то охавывантоя, что ооь ем на­
правлена по прямой только что подученного двухпарамвтричеомого 
оемейотва,-

Обозначим двухлареметричеокив овыейчтва прямых, ошгоаняые 
ооямя 6*,, через/с^ / и / ^ / о о о и е т о т в е н и о . 

Сеиейотмо/е/^/аавиои* от точки пересечения прямых с е ­
м е й с т в / ^ , / я / « / * / » «о еоть зависит ос точки Приложения в е р ­
шины репера. Выбором веой точки задавтои определенное семеИох-

Нейдем некоторые свойства, овиаываюиИе вти два двухпара-
кетричееяия оемейотва. 

При рассматриваемом креплении репера К, формы ик, « ь ^ -
4>4ш ы*ч являмся главным! формами. 

Предположим, что вершина репере ваним-то образом фмк-
рогава 4 тогда и форма ы{ отановитоя главной. 

Для оемейотва / с / , / основная система имеет г№ 
*>1 * ГЪ*ыи 

«•>! » *м *>& • *ц И | 

*** **«!*«№ • 



Таж нам каавтехздая плоскость гиперофермчеояого отоб­
ражения оемейотза / с / , / опиоываотоя центральной нормальо е/ё" 
и построена на векторах и ё* , то из разложения с / в , в 
уравнениях движения репера следует» 

Ын • О (2 ) 

Приловам во двухпараметрическому оенейотву / </„ / зопо-
иогатедышй репер й,, , который получается иа репера й« перс-
именованием ооей 

Тогда компоненты движения репера &ц вырежаюток через 
компоненты движения репера К, оледувциы обравом» 

ы,» и». <3« • - о>м, ( 4 ) 

Оемейетво / < / * / раопадеетоя, когда 

«о «от» 

( 5 ) 

, * О 

В дальнейаам бужем считать, что Л * О . 
Ив овяви Ц„«-<«>,у оледует в силу равенохва ( 2 ) , что 

О (?) 



«I. »11 

1а> »*1 

< 

* « г Д я я ^ * ' № 
и*» ° ' » + ^ ^ м в и 

ч б « я ~ ^ 

«41 
д . 

Введем оладу^шим обозначения! 

*14 **« 

'II |Г«| 

* П *11 

««1 

«II 
'«4. 

Г . » I * 
*3 4»/ 

Д т ктемейот / с / „ / вое цсвффицивмты омотеыы ( 8 ) мной 
хе -в геометрические аваченмя, что а ооответствувъме ии коаф-

Раэамотаа ( 2 ) и ( ? ) выряввюе одедущув хаоремуг 

ЕрДЦац, Ь Каоавадьныя пдоомоотх гиаерофермчесиих ито-
брахемий ;руадвраметричаоиих о е ы е к о т в / • / в ц / совпав 

Подотааляя выражения (4 ) в икстэму ( X ) , окончательно 
получаем раадоввнио форм репера & ц по формам Оп в Ц, , 
то еоть сисзаму, ооошватотяуюмую оиотаыв (1 )1 



«4. *11 

( 1 0 

( I I ) 

проивваденив вОоциоо граничных 
точен прямой . . 

аиормадитеь . , . 

оредняя кривизна 

водная кривиэна , 

»ц * «и 

»И « I I 

(12) 

(13) 

Ы) 

(15) 

§ 2 . 

Допустим, что вершина р-„\ера не фиксирована к найдем 
свойства, облие для воех двухпараметричесхих оемейств / с У \ / . 
Для этого раоомотрим различные инварианты семейотва 

Иа системы ( 9 ) получаем! * 

** 1 « 4 . 

" 6 Щ»\ (16) 

формула (10) выражает оледувшув теорему: 

Теорема 2.Прокзвелвние абоциоо поевдофокуооз прямой 
диухлараметрвческого семейства /с(ц / равно отношению произве­
дения абсцисс поевдофокуоов прямой к полной кривизне двухда-
рвметрячеокого овкаяотда / с/, / . 

фициенхы оиотамы ( I ) , поскольку репер ?-,ч приложен к прямым 
бемойотва / с / „ / аналогично тому, как репер приложен к прямым 
оамеиотвв / с/, / . , 

По той же причине оькви между рвооматриваамыыи двухпа-
раметрическими сеиействвии являвтоя яваимно-обратиыми. 

Назовем инварианты овмовотаа / в / , / , которые будем р а с ­
сматривать в дальнейшем, олвдукдим обраеоы» 

орадний параметр рволродадвяия , . . . . « к „ * и „ 

произведение абоциос поевдофо-
муооа прямой • ( 



- о й -
Формула (X?) эырешаее оледушув довей*! 

Теореме. ^ Средняя кривизна двухпарамевричвеиогв ев" 
ывйоввв / о1ц/ равна отношению средней кривизны к подло! ири-
аивяе оемейотва / с1, /, 

Деля выражение (XI) на выражение ( 1 0 ) , получаем! 

\ХГС\ N•1 

\ *и 4.1 № 

формула (XI) выранае* оледуюиуя «вореыу! 

Т е с д в ц в ) ^ Отношение вредней кривианы и произведение 
асМцнео поевдофокуоов пряной одно и «О ее для дэуялараиетри-
;аонга овывйо-в / 4 / и / </„/ . 

При раваноереиии полных кривизн получаем! 

' 2 - Х * О » ) 

формула (19) выражает аледувдуи теорему! 

Теорема 5, Полные кривизны дь-ухпараыетричеоких с е -
цайоея 14Х1 и / с / , , / являются вввимно-обратными величинами. 

Теперь раоомотриы олучаи полуканонического репера, у 
которого оои § 1 и &* креплены некоторым обрезом в двумерной 
касательной плоскости гипероферичаокого отображения оемейот­
ва, а вершина монет перемещаться вдоль прпыоИ семейства. 

Направим векторы <?,. я 3", по собственным направлениям 
симметрического аффинора ж<| , то вот» по поверхностям яри-
вианы семейства / « / , / , тогда 

* л , • О ( с . ) 

Система ( 9 ) ормндмвее амд! 



(13) 

(1С) 

(14) 

( 2 ? ; 

ИВ формул (20) и ( 2 6 ) оледуат: 
Теорема 6 , Центральные нормали поверхностей кривизны 

дхухпараметричеоких овмейотв / с / , / и / е/у/ совпадают. 
Ив формул (26) и (28) следует! 
Таорвуа 7 . Внешние геодезические хривиавы поверхностей 

иривианы двухпараметричеоких оамевотв / « С / и /в/у / являвтоя 
вваимно-по'ратными величинами. 

Ив формул ( 2 1 ) и ( 2 4 ) следует» 
Тврааыа е г А** любого даухявраыетричвокого оенойотва 

/ Л » / абооиоов отрихомонной точяи поверхкооти крививны равна 
отношению аооциооы соответствующей стрикционной точки до внеа-
ней геодпаичаокой кривизне поверхности крививны двухпараметри-
чеоиого оемейотва / с / , / , ввитому о противоположным знаком. 

Ив формул ( 2 2 ) я ( 2 3 ) следует: 
Тарпана 9 , Для любого двухпараматрического семействе 

/ с / у / внутренний параметр распределения поверхности крививны 
равен омовении соответствующего ему внутреннего параметра 
распределения ко внешней геодезической кривизне поверхности 
кривизны двухпараиетричеокого семейства / с / < / . 

Деля выражения ( 2 2 ) И ( 2 3 ) на выражения (24) и ( 2 1 ) 
соответственно, получаем: 

формулы (29) выражав* следующую теорему: 
Теорема Ю. Для двухпараметричеоких семейотх / с/, / и 

/ с / « / отношения внутренних параметров раопределения к абопхо-
сам отринпионных точек поверхностей кривизны равны по вбосдят-

Или 
( 2 9 ) 
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пой величине и пройивопаноаны по внеиу. 

Еоди сои 8] и Щ направит* по бисоектрноам повархиовсев 
нрививны, «о * „ И на формул ( 9 ) получаем * 

Формула (30) выряяаат ояадуиыую теорему! 
Т е о р е м а ^ . Отношение внешней геодеаичвоиаВ крививны. в 

вннувдвнйой криаивне воаорхноотей, Сиооекторвнх и поверхноо«ям 
яривианн, одно и «о аа для двухпараметричеових семейств I 4,1 

• *• 
Раоомотрим олучая специальных семейств / Ц / , сооане*-

зтвуваих различным «очкам пересечения прямых семейогв / ' с / , / и 
У е/<,У, то еоть различным полоиениям вершины репера на прямей 
сеизйохва / с / , / , 

Если вэршина репере фиксирована в одном ив поевдофоку-
оов прямой оеиейосаа *о * а теоремы 2 Получаем] 

Теорема Щ. Соля «Очна пересечении Прямых дьухпарамат-
рнчеоких семейств / с / , / и / < » « / является псевдофоиуооы пря­
мой двухпорамекричевкого овмаяотяд /' с14/> 10 а , а точна ЯЬЛЙ_ 

июп одновременно пвевдофойуооы прямой двухпараметричеоксго 
симаИотва / с У . / . 

Еоди вершина репера находится в одной иа граничных то­
чек примой двухпарамазричеаиого еемойитва У * / , / , т о 

откуда 4 *?««,. * + ( 3 2 ) 



И», К», 

^11 ^11 

Из фориулы (16) получаем, используя выражение (32)1 

4 & (33) 

формула ( 3 3 ) выражает оледуааую теорему! 
Теооема 1 3 . Еоли прямые двухпераиетричеоких семейств 

/с11 / и / с/ц / пересекаются в граничной точке прямой оемей-
с?ва / с / « / , то произведение абоциос псевдофокуоов прямой о е ­
мейотва / I равно отношении квадрата анорыалитета к учетве­
ренной полной кривизне оемейотва / й / , / . 

Еоли помеотить вершину репера ь центр прямой семействе 
^с1I/, то м А , • к,,»0 и получим оледуодие ооогношения: 

Формула (34) выражает оледувщуп теорему! 
Теорема 1к. Еоли прямые двухпераиетричеоких оемейотв 

/ е я \ / и /с/*/ пересекаются в центре прямой оемейотва / с / , / , 
то отношение абсцисс отрикционных точек поверхностей кривявны 
оемейотва / о / ч / равно отношению внешних геодезических кривяен 
поверхностей нрививиы оемейотва / г/,/» взятому о противополож­
ным внаком. 

Формула (35) выражает следующую тесгэму» 
Теорема 15 . Еоли прямые двухпареметричеоких семейств 

/ С / А / И / С / Ч / переоекаютоя в центре прямой оемейотва /е^,/, 
то отношение вынужденной кривизны ко вноимей геодеэичеокой 
кривквне поверхностей. омооекторных к поверхностям кривизны 
оемейотва / сА / равно отношению суммы абсцисс отрикционных 
точек к сумме внутренних параметров распределения поверхностей, 
биссехторных к поверхаоотям кривизны оемейотва / Жч/• 



Раосыетривая случай , когда точка пересечения прямых с е -
иейотв / с / « / И / б/« / являетоя центром прямой семейства /в/»./, 
получаем на прямой оемейотва / с / . / инвариантную точку, абсцис­
са которой 

. К.» "«12. + * л * * 1 ~ « ц * С ц - * ц « и , 

* * ^ . 7 7 ^ ( 3 6 ) 

Отсюда следует! 
Теорема, 16 . Если прямые двухпараметричеоких семейотв 

/ о ! , / I /с]ц/ переоекаются в точке прямой семейства / с/, / с 
абсциооой ( 3 6 ) , то ата точка является одновременно центром 
пряной оемейотва / с / ч / . 

Д » У а в В Т У Д й 

I / Ю.Г.Лумиоте *"Дифференциальная геометрия ллнейчатых 
гиперповерхностей VI в 6, "• 
Ыатеметичеокий^сборник Т. 50 / 9 2 / I 2 1960 г . 
с т р . 203-220. 

2 / Л.Я.Березина "О конгруенцяях, описанных ооями триорто-
гонального триэдра". 
Известия ДЦ Латв.ОСР * 10 1959 г . , отр. 7 1 - 7 6 . 

3 / Л.Я.Веревка* "Кльсокчеоиая дифференциальная геометрия. 
Г. ч . Влееенты диффйрвнцка'л'ьйОЙ Геометрий в в \ " . 

й ш ц 1570 г . 



Бсреэина й , Т . 

Р НОРиУдяХ КОНГЕУЗКЦИН В гуу'*' 

Пространство является чаотныи олучавм простран­
ства , при а- »ч. В работе /1/ рассматриваются 
линейчатые поверхности первого и второго порядка, конгруэн­
ция прямых в . В данной отатье более подробно 
изучается вопрос нормализации в Я.'* и инвариантные линей­
чатые поверхности конгруэнции, овяэанные о кахдой нормальв. 
В работе иопольвованы формулы и определения ил / I / , все ооыл-
ки иа / I / оодернат номер формулы. Например, /Щ/ о з н а ­
чает : статья / I / , ( 7 ) формула. 

Рассмотрим конгрувнцно в / т ^ А / Г (1), (Л/)/. Прежде 
чей научать конкретные нормали, заметим, что каждый инва­
риантный выбор нормали выделяет инвариантнув линейчатуо п о ­
верхность второго порядка, центральная нормаль которой с о -
направлена данной нормали. При фиксированной нормали тензор 

3*/Щб),(1бЧ1 вааиоит только от преобразований 
(I (Ъ) > (4)1 И" определяет, как для двухпараметричвс-

иого овмвйотва прямых в Евклидовом пространстве, распреде­
лительные, главные , нулевые пары / 2 / поверхностен первого 
порядка, навовем пары поверхностей, выявленные вормальв «ЬА , 
сАл- главными, оСл - раопределятелънымн и т . д . Относитель­
ные центры втих поверхйоотев первого порядка, при инвариант­
ной выборе нормали, о т а и э а я к я инвариантным точками коигрувк-
ций. Навовем точки, икдуцированвме нормальв оСц I с6А -цент­
ром, аСл -псевдофокуоамй, 4'раикчнммя точками и т . д . 

Отметим некоторый инварианты Ёаклидовото преобразования 
, которые йавоивм поауниварляитамя 



$щ г З Д фай®* 

Полуинварианты I У Ч не вавиоят от п е р е н о с 

/ 2 ^ 3 ) / Если 

I -О 

( 2 ) 

( 3 ) 

то ие системы ( 2 ) , (Э) можно определить А^" .Сис­
тема содержит одно 'квадратное уравнение ( .3) , следовательно, 
она фиксирует две различные, совпавшие иди инииые нормали, 
Назовем полученные нормали - нормадяии ^ . выясним геоиетрк 
ческий смысл аналитически найденной нормали о64 

Назовем поверхность второго Порядка, вектор распреде ­
ления которой ортогонален к ооноанпиу вектору конгруэнции 
И(6),(1б') / » орто-рвопраделительноа повериностьо. 
Ив систеыыЧк\), ( 3 ) следует , что Вор мель ой, , е сть централь­
ная нормаль орто-распределнтельной поверхности, при которое 

оСг- главная пара совпадает о - нулевой парой . 
Теорема. 
Ионгрувнцля содержит две различные, совпавшие яли мни­

мые орто-распределительные Поверхности, центральные нормали, 
которых индуцирупт совмещение М., -главной пары о и, -ну­
г е вой парой . 

Раоомотрмм полуинвариант У . Пусть 

т . е . 



Нормали, заданные системой ( 5 ) , назовем торсоаыии нормаля-
и н . Торсовая нормаль еоть нейтральная нормаль тороа второго 
порядка . , 

другие норыали найдем, иоилпчая параметр перенооа /~ 
из полуинвариантов ( .1) . зависящих от переноса и выбора н о р ­
мали. Получим величины, зависящие только от выбора нормали. 

..склочим Й из У и ^ , получим 

который зависит только от преобрааования 1Г(Ъ)/ 
Нолоаим 

или 

Щф>Щ • * 

V- о ^ 

Система 16.), 19) линейная относительно 4^ , ^ > при о т ­
личном от нуля определителе системы ( ^ ) , определяет 
едикотвоннуо нормаль, которуп назовем нориальо оС^, . Равенст 
во пуло инварианта яонгрувнцин ^_ выделяет класс конгруэн­
ции, у которой все поверхности второго порядка <- кьазитороы. 
Зтот г.ласс конгруэнции исследован в . Ив условий ( 9 ) , 
( 6 ) следует , что нормаль оС^ является центральной нориальо 
поверхности второго порядна, при которой й горловая 
точна совпадает с « с ^ - центром, в ^ - главная пара о л ^ -
нулевой парой. 

Теорвиа. 

Конгруэнция содержит одну поверхность второго порядха, 
у которой и х - горловая точка совпадает о ^ - центром, а 
центральная Нормаль индуцирует совмещение ^ - главной п а ­
ры с о б ^ - нулевой парой . ^ 

Назовем две различные, совпадете или минные нормали, оп 



С I I ) 

который зависит только от выбора нормали. 
Условия 

в^О С " ) 

( 2 ) 

при У *• О I Фиксируют одну нормаль - нормаль ^ 
Чтобы облегчить геоМетрйЧееиу» ийтерпретацяв нормали 
направим ё," ПО ООНовНому вектору нонгруеициМ. Тогда 

3**0 и з ) 

Рнесем уследи! ( 1 3 ) 8 уравнение ( 1 8 ) , Система ( 1 2 ) , ( 3 ) при-
-5ЯГД1 

,/ с»; 
Назовем относительный центр поверхности Первого порядка о р ­
тогональной к Кяавиторсу /X (*')/ 0|ТО-явавйцентром. Зна­
чит, нормаль вб^ есть центральная йорМйль поверхности второ-

ределенные оиотеиои ( 3 ) , ( 7 ) , нормалями об, 
Нориаль Л. » центральная нормаль орто-распределитель-

ной повврхкооти, при которой - горловая точка совпадает 
о центром. 

Теорема. 
Конгруэнция содержит две совпавшие, различные или мни­

мые орто-раопределительные поверхности, центральные нормали 
которых индуцируют совмещение ^ - горловой точки с е ^ -
цеитром. 

Образуем ив полуинвариантов ^ . у ^ ^ 
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г о порядка, при которой •у - главная пара совпадает о ^ -
нулевой парой, а&ц - горловая точна о «& •» ортокваэицвн |^•-
рои. 

Твореиа. 
Конгруэнция оодериит одну поверхность второго порядка, 

у которой -горловая точка совпадает о о(м - о р т о - к в а -
эниентроы, а центральная нормаль индуцирует совмещение аС^ -
главное пары - - нулевой парой . 

Систем! ( 1 2 ) , [2) фиксирует две ра :личные, совпавшие 
или мпиыые нориалн, которые на.човем нормалями 
Нормаль ебу / -центральная нормаль орто-раопределитольной 
поверхноотн, при которой -горловая точна совпадает о 

с у - о р т о - к в а з и ц в н т р о м , 
Теорема, 
Конгруэнция оодврлит две равличныо, оовпавшие или мни­

мые 'орте-распределительные поверхности, чьи центральные н о р ­
мали индуцирует оовмешекие ы'у -горловой точки о -
-ортоквавицентром. 

Составленный ив полуинвариантов У1) ^ 

не зависит от преобразования/ / (о)\ 
Еоли 6*0 

( 1 6 ) 

( 2 ) 

то оистема ( 2 ) , ( 1 6 ) определяет при У? ^ е д и н с т в е н н у ю н о р ­
маль - нормаль &(,6 . Нормаль оСе интересна тем, что она 
является нормалью двухпараметрмчеокого семейства прямых, при­
надлежащего конгруэнции. Она используется при канонизации р е ­
пера упомянутого семейства. Геометрическая интерпретация н о р ­
мали облегчаеТой, так ае как й для нормалей о4? 1 ^ . е с л и ^ * 
направить по основному вектору . Тогда выполняется условие (13) 
и система ( 2 ) , Н о ) принимает вид: 

О 1 - ! ^ СГ7) 
^4 \ 



Нормаль о^. еоть центральная нориаль поверхности второго п о ­
рядка , при которой о^. - нулевая пара совпадает о -
главной парой и ^ , - орто-кваэкцентр о кваэицентрои. 

Теорема. 
Конгруэнция оодериит одну поверхность второго порядна, 

для которой об^ -орто-квааицентр оовпадает о квавицентром, 
а центральная нормаль индуцирует совмещение и( - главной 
пары с •>-<• -нулевой парой. 

Рассмотрим оиотему 

ие аавиоящуп от преобразований /2Г/Э), (А) / 

Уоловмя (.16) выделяет (при У-*» С ) единственнуо н о р ­
иаль - нормаль и?. 

Нормаль явллатоя центральной нормадьв поверхности 
второго порядка, при которой Л] -ироничные точки оовпадв-
пт о -центром, 

Теорема. 
Конгруэнция оодериит одну поверхность второго порядка, 

центральная нормаль которой индуцирует оовыешечм - г р а ­
ничных точек о р& - центром. , 

Л и т е р а т у р а 

I . Беревина У .Т.- "Некоторые вопросы1 теорий конгруэнции в 

2 . Беревина Л.Н. "Клаосичеои-я дифференциальная геометрия" 
Йз-во ЛГУ,- Рирд 1970 г , 



Березина и.Т. 

Некоторые вопросы теории конгрувнций в 

Я-'г? - еоть полуевклидовое пространство / I / , в кото-
-ои вращение ортонорнированного репера задается следуоаии 
образом: 

К'- 6* ё1 + о?-(Г +ё* 
Уравнения движения ортонормированногоорепера имеют вкд| 

5 1 . Навовеы [юверхноотьо первого порядка, линейчатув 
поверхность (однопараыетрнчеокос свыеяотво прямых,), централь-
Кая нориаль которой ( ) леяит в ( " - « 2 , ) мерной инва* 
риантной плоокостя поаврхноотьс второго порядка, 
линейчатуо поверхность, центральная нориаль которой в (/>-/ ) 
мерной инвариантной плоокооти /е^ё^. 

Рассмотрим поверхность второго Порядка, Поместий вер­
шину репера на образуощуЬ, а ^ направим по обравуьдей 
поверхности. Назовем вектор .'ортогональный к плоо­
костя / / , нормальо репера. 

Разобьем допустимые преобразования репера на елеиевтар-
ные: 



сз) 

нетрудно проверить, что выражения 

ае зависят от преобразований О ) и ( 5 ) , а при преобразовании 
• ' » меняется нам вектор. Навовем Полученный вектор - векто­
ром распределения поверхности / 2 / . По нему мовно направить 
один из векторов <?* } мояно направить, по вектору 
центральной нормали ^и)^* ь^ё* , \ 

Форма СО"'1 эавиоит только от преобразования СЭ) и 
обращается в нуль в единственной инвариантной точке поверх­
ности - горловой точке. Абсцисса горловой точки: 

ги 

лерейдем к рассмотрении Поверхности первого порядка. Для 

*С- О ( 8 ) 

Зсдя направить в', по центральной нормали, то 

Ц П / /V 

Тогда 



- вектор распределения поверхности первого порядка. 
Назовем проекцию вектора распределения СЮ) на плос­

кость / ©Г / скутреннин вектором распределения, а проек­
цию на нориаль - внешний параметром распределения• 

Назовем поверхность первого порядка о нулевым внешним 
параиетрои распределения хвавиторсом, а поверхность с нуле-
выи внутренний вектором распределения - поевдоторсом. 

Уравнение 

и)""* О Си) 

выделяет специальную поверхность - квазиторс. Внутренние! 
вектор распределения квааиторса не вавиоит от преобразова­
ния С 5 ) . 

Если выполняются условия ( 9 ) , то от преобразования ( 3 ) 
ваБиоит только Ц)' » но и)' вавиоит и от выбора норкала 
( 5 ) . Следовательно, кахдому инвариантному выбору нормали 
соответствует инвариантная точка образующей, которую назовем 
относительным центром поверхности первого порядка. Абсцисса 
этой точки определяется уравнением 

Откуда 

( 1 3 ) 
со 

Для квазиторса уравнение ( 1 3 ) определяет инвариантную точку, 
не зависящую от выбора нормали, квавицектр. 

§ 2 . Конгруэнцией навываетоя ( л-1 ) параметрическое 
семейство прямых. Рассмотрим конгруэнцию в я ^ * 
Исключая случай линейной вавиоимооти инеем 

о)"" , * } 



- инвариант 

Назовем вектор .^г"' «-основным вектором конгрувнции. 
Для геометрической интерпретации (1\#ш4,а., , 

рассмотрим многообразий, Принадлежащие конгруенцин. контру-
•лл содержит (л-2/) координатные поверхности первого 

порядка! 

и одну воордиватнуо поверхность второго порядка: 

Ф№~-*и)^0 0^4 С ( 1 8 ) 

При иенеквнии нормали ( 5 ) » 

От переноса (6) 3 » 0 " - ' зависят: 

> . Л1И , С16) 

При евклидовой вращения 
^ • аффинор 

^ ^ - в в к т о р н ( 1 6 0 



Геоиетричвокие аначения У.. уоыатривзетоя из § 1 , формулы 
( 6 ) , ( 7 ) , ( Ю ) , ( 1 3 ) , Совокупность поверхностей первого п о ­
р я д к а , принадлежащих конгругнции, выделяется следу:::.:-::: о б ­
разом: 

а)"\о ( 1 9 ) 

Т . к . 

( 2 0 ) 

что оледует ив уравнения движения ( 2 ) , то имеет место 
Теорема. 
Совокупность поверхностей первого порядка, принадлежа­

щих конгруэнции, образует - (гь'Л) параметрическое 
семейство . 

Еоли направить еА по основному вектору , то 

»-> г.нч т ( 2 1 ) 

Отсюда следует 
Теорема. 
Все линейчатые поверхности первого порядка, центральные 

нормали которых ортогональны к основному.вектору являются 
квавиторсами. 

Назовем поверхность первого порядка, центральная нормаль 
которой параллельна основному вектору , поверхностью оО 

Величины О * \ при уоловии(21) 

не вавиоят от выбора нормали ( 5 ) . 
При евклидовом вращении величины А'>?,... Ж ? " ' <гй 

образуют в е к т о р , а 1 



С тенвогоы ( 2 3 ) и вектором С 22) овяввн ряд инвариантных в е ­
личин. Во-первых модуль вектора1 

Теорема, 
Оумма квадратов проекций внутренних векторов распределе­

ния квазитороов конгруэнции на основной вектор одна и та >е 
для лобой оовонуппооти ( (ъ-Ъ ) квавитороов, со вваимно ор­
тогональными центральными нормалями. 

Во-вторых, рдед темвора ^ 

-авиоит тольно ОТ переноса ( 3 ) ! 

поэтому 

С 2В) 

определяет абсциссу инвариантной точки конгруэнции. Эту точ­
ку назовем ^ «-центром. Иа ( 2 6 ) следует 

Теорема. 
^ - центр есть центр тйиести квавицентров двбой с о в о ­

купности { п-Э ) квазиторсов конгруэнции с ортогональными 
центральными нормалями. 

Кроне •—центра, аналогично, как 

тензср, 
Полученный тензор цонет быть использован дли канониза­

ции, Направии по собственный 
Паправленияи ^ 



то уолозия (.30) определяют нормаль, которую кавовем н о р ­
малью У . Когда выполняются условия (,21), вырахение ( 3 0 ) 
принимает вид: 

, (ДО 

3?-0 
Следовательно, нормаль / есть центральная нормаль поверх­
ности второго порядка, Горловая точка которой совпадает с 
относительным центром поевдоторса 

Когда выполняются уоловйя ( Л ) , евклидовые инварианты 
аффинора Д,*" , аналогично, каи К , определяют ряд 
инвариантных Образов контрузнции. * 

Помимо Нормали у , ."охво направить по 
центральной Нормали торса второго порядка. Тогда 

для конгруэнции в Е-^ I о помощью остальных инзариан?!. з 
тензора ^ , моияо получить ряд инвариантных точек 
конгруэнции , с 

Такае, вое евклидовые инварианты \Д /г, > - г ) 
зависящие от выбора нормали к переноса , выявляет точки 
конгруэнции такие , что калдому инвариантному выбору нормали 
соответствуют инвариантные точки конгруэнции. Так можно н а й ­
ти относительные поеадофо.чуеь;, относительные граничные т е ч ­
ки и т . д . Для полной канониэацли репера конгруенцик необходи-
иа фиксация , нормали хонгруенции. Для этого р а с ­
смотрим вектор 

Полученный вектор ^ * зависит только от выбора нормали. 
Если 

• л 



Торсозая нормаль также выделяет совокупность инвариантных 
образов конгруэнции. ^ 

§ 3 . Последуем в такой класо конгруэнции, у 
которой все поверхности второго порядка - кваеиторсы. 
Тогда: 

Внося уоловия (33) в оиотему ( 1 4 ) , получит 

% ( 3 4 ) 

После дифференцирования ( з ч ) : 

где 

По лемме Васгяина, система ( 3 5 ) в инволюции, и класо сущест­
вует с произволом ( гь'Лу) функции от (л-4) аргумента. 

Если внести условия ( 3 3 ) в формулы ( 1 5 ) , то подучим, что 
аффинор Л1К и У*"' не вавиоят от выбора нормали. 
Следовательно, горловая точка, граничные точки, псевдофокусы, 
особые точки не зависят от выбора нормали, а являются инва­
риантными точками конгруэнция. Поскольку нельзя напра­
вить по основному вектору, то для крепления е^', ё^г 

• следует воспользоваться собственными направлениями аффинора 
. ! * • , аналогично, как в Р. 

1 
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Р.К.Власова 

ЙШПДВ»Нетричао||ие семейства прямых ^ 

1Ж 

В данной работе получен ряд теорем, овявываощих ска­
лярные величины» определяемые линейчатыми поверхностями пер 
вого порядка, принадлежащими семейству 1а \ найдена полная 
система инвариантов двухпараметричеокого оемейотва прямых 

I, и указаны возмоиные канонизации репера, в том числе, 
аналог репера С.П.Финннова. 

51. Линейчатые поверхнооти в Рч. 

Будем рассматривать линейчатые поверхности, образующие 
которых суть Прямые первого порядка / I / . 

Отнесем линейчатую поверхность первого порядка к о р -
тоиормировавйому реперу *1 У {4 • • 1 , 2 , 3 , ' » ) следующим 
образом: вершину А поместим на обравующей, вектор е1 напра 
вим по образующей. 

Уравнений движения репера ) Имеют вид: 

Репер ( I ) можно частично каионйвировать: вектор е , на 
править по центральной Нормали о(е± лнйейчатой поверхности 
первого порядка. Тогда ив Коллинеарности векторов с(е.х и <= 
оледует! 

4е< = О 

С1) 



Щ 
веркности первого порядка. Если же вернуться к реперу нуле, 
вого порядка СI ) . то параметр распределения примет вид 

1 г и)1 \ 
| ей* 1 

Допуотимыни преобразованиями репера первого порядка ( 2 ) 
будут: 

1 . Перенос вершины репера вдоль обравувщей на отреаок й, 

При этой преобрааовании фориа сд* - вторична, форма со* 
менястоя по вакону 

остальные формы неизменны. 
2 , Вращение вектора лл в плоокоотх ,еу / 

Л* = ^ а у * щл + Уе, 

В атом случае проекции инвариантных векторов я а!ех 

на инвариантнув плоокость / е Л ) в у / даот два контрвариант­
ных вектора {и}', , ^л} • Заметим, что 
в пространстве Вч ети векторы тове имеют место / 2 / . Ана­
логично тому, иак ето сделано в Еч н а з о в е м / ^ , ±>1 2 _ 

/ <у.' бЛ* 2 вектором распределения, а у » —А; \ - вектором 

крививны. Соответственно модули этих векторов -^уг - п а ­

раметром распределения, - - кривизной линейчатой п о -



Так как форма и)* инвариантная при преобразованиях р е ­
пера 13) и ( 5 ) , а форма со* вавиоит только от перенооа в е р ­
шины репера, уравнение 

Эту точку естественно наавать отринционной точкой линейча­
той поверхности первого порядка. 

5г. Двухпараквтричеокие семейства прямых 1а в / > . 
Основные ооотношения. 

Рассматривается оемейотва прямых только первого порядка. 
В дальнейшем двухпараметричеокоа оемейотво прямых первого по­
рядка обозначим 1ш 

Отнеоем 1Л и ортоиорыированному реперу нулевого п о ­
рядка таким хе образом, как ето сделано для линейчатой п о ­
верхности первого порядка в 5 1 . К реперу первого порядка 
перейдем^раополохив векторы еа , е л а касательной плос­
кости геЛ-ероферичеокого отображения 1а , Поскольку ата 
плоскость списывается вектором Ые4, то разложение аел в 
ланвом случае не должно содержат! вектор е . . , т . е . 

Дифференцируя уравнение ( 9 ) внешний образом, по лемме Кар-
гана получим 

( 7 ) 

определяет инвариантнув точку о аооциооои 

(в) 

( 9 ) 

Ь>4* - **Ч* **» 

( 1 0 ) 

( I I ) 



Допустимыми преобразованиями репера первого порядка 
будут: перенос вершины репера вдоль пряиой семейства 1Я на 
отрезок С и поворот вектора еа в касательной плоскости 
гмпероферического отобраяенкя / " в , . вл ^ на флаговый 
угол /" / 5 / . 

а/ /цл ( 12} 

$ / * в , в/ *ел 

При вращении вектора е г в плоскооти / " « , , « , ^ получаем 
инвариантные линейные формы 

и)* ( 1 3 ) 

и)" - Ш 

7**ъ> *****Щ V ; * ' *** ^/и 

и{ ( к ) 
и инвариантные квадратичные фермы 

и ж ы ; + и л < а 1 ( 1 7 ) 

<*>! I - . 

Формы ( 1 3 ) и ( 1 7 ) является тачечным*, они. ьавиоят о* пере­
носа вервякы репере. Оотальные формы - инааряантные формы 
семейства I» 

Рассматривая случен, могда формы Ь>/ я ы\ линейно 
независимы, имеем 

и)" = Зг и>} ^ Сл и\ (го) 



-те, 

и>$ * Цц со* + а„ и>\ 

г д е в**. 41 
При переносе вершины репера вдоль пряной сеиейотва ме­

няется только коэффициенты А- / . л - г 3 • по з а ­
кону 

%*А*ф*\ ( 2 1 ) 

они ооп:зтавлявт каждому кантрвеитору 
определенный ионтрвактор {(О*, и следовательно, яв-
ляотой линейной вентор-Функцмей. Л\ -точечный аффинор 

™ * / I Л 
След аффинора , Л | * -Л , величина инвариаитная при 

вращении вектора е 4 . Полагая 

определим ннвариантнув точку Прямой о абоцисоой 

^ а _ _А+А ( 2 3 ) 

Назовем ату «очку центром прямей. Определитель аффинора 
\Л> | то»е не вавиэит ет вращения веитора * г . Из урав­

нения | | 

и : {-о т 
или развернуто 

( 2 5 ) 

определим еще пару инвариантных точек. Эти точки назовем 
псевдофокусамя прямой семейства 1Л 

Точечный аффинор дает Два инварианта семейства 1г 

4 *А* сгб) 



3 * Ш ^ М * + * < * * € * • С27) 

величины г]я образует дважды ковариантквк оиыыетри-
ческий тензор, не зависящий от переноса вершины репера. 
Его инварианты являются инвариантами оемейотва 1а . Оп­
ределитель тенвора 

г1ш 4 ( 2 6 ) 

и нииный правый элемент тенвора 

* * Ш :, Г? ' < г й 

Коэффициенты С+- меняотоя при вращении вектора е ь 

как координаты ковеитора, от первнооа вершины репера они 
не зависят. Модуль ковектора { 6а Сл) является инва-
риантои оемейотва Са 

Имеется еще оовмеотные инварианты ковектора { ^ . С , } 
V генвороя I Л\ и- У *.« || 

Инварианты ( 2 6 ) 4 3 8 ) о брав у от подкуп оистему инвариан­
тов и . 

5 3 . Линейчатые поверхиооти первого порядка, принад-
деяащие Сй , 

Чтобы выяснить геометричеоиий омыол величия Я*, 
6 г Привлечем линейчатые поверхиооти, принадлежащие 1а , 

которые могут бить заданы отношением 

и)*ш/=ос \ (и; * о ) (зз) 



Г Д 8 оЬ -флаговый угод мвьду центральной нориальо <4ех 

линейчатой поверхности первого порядка и векто­
ром репера е1 , Навовем ати поверхности линей­
чатыми поверхноотями первого порядка. 

Далее рассмотрим линейные и квадратичные формы ( 1 3 ) -
( 1 9 3 , связанные о 1Л , Форма ( 1 5 ) определяет элемент д у ­

ги гиперсферического отобравенмя обраеувщих. Рассмотрим о т ­
ношение линейных форм ( 1 3 ) , ( 1 4 ) , ( 1 6 ) к форме ( 1 5 ) , отно­
шения квадратичных форм ( 1 6 ) я ( 1 9 ) и квадрату формы ( 1 5 ) , 
а такае отношении квадратичных форм ( 1 7 ) и ( 1 6 ) . При состав 
ленни всех втих отношений будем использовать систему ( 2 0 ) 
и отношение 0)\ : и)* ваменять по формуле ( 3 3 ) , Тогда 
линейчатая поверхность первого порядка, прннадлгнаюая 1^ 
определяет следующие скалярные Величины) 

1)абоцдосу отрикцяонной точки о 

2) внутренний параметр распределения 

Р - А ^ + и1-А\)и-А\, С35) 

3) внешний параметр распределения 

к) первув кривизну -

5) вторую кривизну 

а) центр крививны 



Нр = - 12 Сна) 

Лннейчатув поверхность первого порядка, прянаддеадшус 
, по центральной нормали которой будет направлен вектор 

е , . назовем координатной. Для нее флаговый угол еС равен 
О и из формул ( 3 ' 0 - ( 3 6 ) вытекает геометрический омыол неко­
торых коэффициентов системы ( 2 0 ) . 

А\ =-Кк - абсцисса стрикционной точки о обратным вна-
, « О М { 

А1 = - Рк - внутренний параметр распределения о обратным 
знаком, 

?г - П« - внешний параметр распределения, 
Я.ц * первая кривизна, 

1г1 - вторая кривизна координатной4 линейчатой 
поверхности первого порядка. 

Нетрудно усмотреть, что центр крививны линейчатой п о ­
верхности первого порядка,' принадлеиапей I, , момно вы-
оазить черев другие скалярные величины 

т * н + р Л* ; ( ч о ) 

$<•. Инвариантные линейчатые поверхиооти первого 
порядка) принадлежащие 1« 

ив Формулы ( 3 3 ) иоако получить значение флагового угла 

при котором внутренний параметр распределения достигает 
экстремального значения, лияевчатуе поверхность первого 
порядка, прннадлеяащув 1а и имеощуо направление (<*1), 
назовем распределительной; Абсциооа стрикционной точки это» 
поверхности будет -



Стрнкцяонняя «очка распределительной поверхности совпадает 
о центром пряной овмейства 1 к ( 2 3 ) . 

Канонизируем репер. Вектор е. г направки по централь­
ной нормали распределительной поверхности, вершину репера 
поместим в центр прямой. Тогда имеет меото 

/ А * 'О (ЛЭ) 

ы: - А =0 
и, следовательно, 

Л » А'л * О . 144) 

Такая каноннвянна репера дает диалог репера С.П.Финикова. 
Инвариантные линейчатые поваркнооти первого Порядка, 

принадлежащие / « для которых внутренний параметр р а с ­
пределения равен нуде» определяется уравнением 

8ту пару поверхностей нявоаечи нулевыми, Их отрикцмонные точ­
ки совпадает о поеадофонуоамм прямой овмейства ( 2 5 ) , 

Внешний параметр распределения определяетоя ликеИНЫМ 
уравнением ( 3 6 ) . При условии ?л + О имеет меото ододуеяал 
теорема. 

Теорема I . 
Существует единственная лиаейчатая поверхность первого 

порядка, принадлеващая 1$ 1 внешниВ параметр распределения 
которой равей нуле* 

Центральная нормаль втой поверхности о бсьв репера ег 

обравует флаговый угол 

. ™ 
При уоловни гц ф о имеет место 
Теорема 2 , 
Существует единственная линейчатая Поверхность Первого 



Иа соотношения (36) видно, что экстремальное значение 
второй кривизны ииеет поверхность, центральная нориаль к о ­
торой образует о ооьо репера ел флаговый угол 

* = " ̂  • ' ( 4 б ; 

Сравнивая (ч7 ) и ( 4 6 ) , делаем вывод! 
Теорема 3 . 
Вторая кривизна достигает экстремального значения 

вдоль поверхности кривизны. 
Семейству прямых 1А принадлежит пара линейчатых по­

верхностей первого порядка, вторая кривизна которых равна 
нуло. Они опредедявтоя уравнением 

г > п Я ' + 2 1 и 2 * г а г - о 
Вое перечисленные инвариантные линейчатые поверхности 

первого порядка, принадлежащие 1Л , мокко использовать для 
канонизации репера, направляя Вектор е* по их централь­
ным нормалям. 

для всех этих поверхностей можно вычислить скалярные 
инварианты ( З ч ) Ч 3 9 ) , подставив ооответствуокее значение 
флагового угла иежду их центральной нормальв и осьо репе­
ра с л . 

§5 . Геометрические значения инвариантов 1 й . 

Соотношения (Эч)-<39) дает возиохность установить связи 
иежду скалярными инвариантами, определявшими линейчатые п о ­
верхности первого порядка, прияадлехащие &*> 

порядка, принадлежащая 11 , первая кривиена которой равна 
нуло. 

Эту поверхность назовем поверхностьо нрквивны, ее 
центральная нориаль образует о ооьо репера <« флаговый 
угол 



Теорема 3 . 
для двух лобых линейчатых поверхностей первого порядка, 

принадлежащих Сл , отношение рааности квадратов абсцисс их 
отрикционных точек и разности внутренних параметров распре­
деления одно я то же для данного семейства. 

Иа (Зч) я (37) вытекает 

^и ~ _ 2 .» Л / 

Теорема 6 . 

Для двух лобых линейчатых поверхностей первого порядка, 
принадлежащих ^-х , отношение разности их первых кривизн к 
рааности абсцисс отрикционных точек одно и то яе для данного 
оеыеяства. 

Иа ( 3 6 ) я ( 3 7 ) получаем 

Тан, исключив оС шш (Эч) и ( 3 6 ) получки 
•на во. ймааточ дкзнанох какоеп , »Д и&гввэвалнмч'п .аядпдоо 

Ж-Ж••- _ 4 . _^г_ 
ое . Л , - * Л 4 . 7 , при ^ * . ( 5 0 ) 

Теореыа ч . 
Отношение равиооти внешних параметров распределения к 

рааности аосцисо отрикционных течек двух лобых линейчатых 
поверхностей первого порядка, принадлехащих 1г одно и то 
• е для данного оемейотва. 

И» (3«0 и ( 3 3 ) одедует 



-за. 
Теореме 7 . 
Для двух любых линейчатых поверхностей первого порядка, 

принадлежащих 1^ , отношение равкоотя внешних параметров 
распределения и ревности первых яривиен одно и то на для 
данного оемеяотвя. 

Ие ( 5 0 ) и (91) получаем 

Iеорема 6 . 
Произведение отношения равиости внешних н равнооти внут­

ренних параметров распределения на супцу аОсцисо отрякаион-
ныи точен двух лобыи линейчатых поверхностей первого поряд­
ка, принадлежащих 1 г одно и то яв для данного овмейства. 

Ив (51) и (52) инеем 

^$*$4 *Ъ&Т&$Ж ( 5 5 ) 

Теорема 9 . 
Произведение отношения разности первых кривизн к р а з ­

ности внутренних параметров распределения на сумму абоцисо 
стрикционных точен двух линейчатых поверхностей первого п о ­
рядка, принадлеханих 1Л , одно я то х е для данного семейс­
тва. 

И? ( 3 4 ) , (.36-), и ( 3 2 ) вытекает 

+ /кл-«А;*-Лм-ъ. ( 5 6 ) 

теорема ю . 
Произведение отношения сунны первых к разности вторых 

крививн на раанооть аосциоо отрикцконкых точек пары линей­
чатых поверхностей первого порядка, принадленащих 1г 
одно н то же для дыоного оемевства. 



*Я V»!) • ( 5 6 ) оледувт 

~ Л » 

Теорема I I , 
итнишвнив равнооти квадратов первых криааан к раанос­

ти вторых лвбой пары линейчатых поверхностей первого поряд­
ка, принадлежащих 1>* , одно к то же для данного семейства. 

И8 ( 3 3 ) к ( 3 7 ) получаем 

4^-4" - Ъ ) = СЛ *4г (зе) 
Теореиа 12, 
Пронвведенкв отношения суммы первых кривизн и рааности 

вторых на равноаеь.внешних параметров распределения пары 
линейчатых поверхностей первого порядка, принадлежащих иа 

одно и то же для данного оемейотва. 
Из (51) м (56) следует 

2 
Аи « * **- К5Р) 

А ц - Лмг Щ» ~ 
Теорема 1 3 . 
Дли пары линейчатый поверхностей первого порядка, при­

надлежащих / а , отношение суммы первых кривизны К раанос­
ти вторых равно отношении оуммы аооцмоо стриишюнных точек 
х разности внутренних параметров распределения, взятому с 
обратный ананом. 
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Гоштейн В,К, 

Л данной рвоате рассматриваются вопросы, относкщиеоя 
х теории четырехпараметричеомого овыеиотва прямых - комплех-
оа - вЯ'^/Э/ . еыясняетоя геометрический оиасл инвариантов 
компяаиоа При помощи принадлежащих ему подмногообразий. Р а с 
смотрены некоторые специальные классы комплексов, доказаны 
их теоремы существования, и 

Мы будем раооматривать четырехмерное метрическое про­
странство К" , отвечающее группе движений, заданной действи­
тельной матрицей 

Я 

и > 5 0 » - и.У1 сч о 0 

Ыитп « Со1 С*. с О 
со* /а 

У 

и ч *1 О У 

и 

С 1 . 0 

В Й„ уравнения движения ортонормированного репера 
Т ( А § , ; ё, ,ёя , ) две ооя которого расположены в 

двумерной пдооиооти абоолютаб , имеют вид 

Л - со* ё, * ю*ёа * * о" 5* 

I ~* 1 * в •— 

( 1 . 2 ) 

Теперь введен некоторне обозначения для двумерной и 
трехмерной линейчатых поверхностей, которые будем в дальней-



оои навивать ооотзатотаенно линейчатой поверхностью я двук-
параметричвоним озмейотзом прямых. Для воех оеиеяотв пряиых 
им исклвчии не раоомотрения случай, когда образующая оеманот-
ва находитоя а двумерной пяооноотк абсолюта в , 

52. Д щ й ч а т а я ЮДДЙЦ,Д, Д." 

Присоединим репер Т н линейчатой поверхности оладуошш 
обравом! верейку репера поместим иа образующую, а ооь I , 
направки по обравующея. При оотаммхок допустиммд преобравв-
вакиях рвлвра Т линейная форма ь»« яв С 1.8) является ин­
вариантной. 

I . Пуо*ь и$ * О 
В втом олучав центральная нормаль лиивйчатоя поверхнос­

ти ;с/<?,) кв лемят а <Б , можно направить по Кеч ось еТл 

Тан как а1* 0 , то 

Г I V * 

со ш ,А3 и)/, 

со ' ш ?\ ц , 

Л - йл « } и.0 
,« - -> а л 

и1 ш о 
г о ' * О 

Инвариантный вектор Яд ^ - Я* ?л в о т ь в вк*ор р а с ­
пределения линейчатой поверлйоотк ( 2 . 1 ) » вектор харак-
теризует скорость изменения её центральной Нормали, его проек­
цию на (о - инвариантный вектор #,^6, + Яаз^е йововёи 
вектором геодевической кривизна линейчатой поверхности ( 2 . 2 ) < 
Здесь я в дальнейшем все названий будут даваться Об аналоги* 
о евклидовым пространством В* / V » 



и 3 

*]>} 

с о ' 

К «4 
Я а I 

V 4 
( 2 . 2 ) 

• % «Ох 

Вектор г У а -инвариантный при допустимых преобразованиях 
репера Т - является вектором геодезичеокой крививны ликеяча-
той поверхности ( 2 . 2 ) ) вектор ?\ вя - вать ое" 
вектор распределения. Однако в данном случае инвариантной 
будет лишь проекция вектора распределения на б , которую 
навовем внутренним параметром распределения, а внешняя пара­
метр распределения - проекция вектора распределения к& 

Так, еоди перейти к я о -

* § 3 , ^ . 3 ) 

то внешний параметр распределения Я* примет вид 7\\ , где 

Щ - К - 4 П • 
А . такав зазиоит от прессразовз-

? 3 - вавиоит от подоаеняя оои Ц. 
вому положение : 

Коеффициент оиотены (,2.2) 
вия ( 2 . 3 ) » 

I 3 
Л у -абсцисса отрикциониой теши линейчатой поверхности 

С 2 . 1 ) . Касательная отрххцнонноя линии тан не, как а Я*, , в 
каждой точке ортогональна о1?*, . 

2 . Пуоть и$ - 0 . 
Тогда (если исключить вв раооиотрения цилиндр) централь-

ал иориаль линейчатой поверхности левит в б , поэтому ось 
9, (идя ва ) иы можем направить по центральной нормали. При 
втом форма отаноантоя инвариантной, а так как ока о т ­
личная от нудя во воех олучаях, кроме цилиндра, то её мокко 
выбрать базисной; 



пов*аму в данной анреотнооти мм ни 'нояви указать инвариантним 
Ойрааои точку на обравувщея, в которой касательная к направля­
вшей была оы ортогональна центральной нормали. Однако кедцыау 
полоаенио ? 5 ми можем соноотавить такув точку - отнаомгвель-
ныи центр линейчатой поверхиооти; Я) - айсцквоа втнсонтедь-
ного центра. Если направленно вектора «Г, ^икеироване по иа-
воторому направление сч , то мх а отановятпа главами» 
формами! 

Сал> 

К * 4 
Инвариантный вектор 7 3 * " ' ' з ' ^ ' ?я нааовем 

вектором вынужденной кривианы " « -направлений>• его проекцию 
на центральную нормаль навовои внешней вынужденмой крививноа 
а проекции на 9в - внутренней вынужденной кривианод. 

мя будем рассматривать лишь случай, когда наоательная 
плоскость гипврсфврйчвокого отображений обраеувших оемейотва 
совпадав* о плоскостью абсолюта б • Помвотим вершину реке-
ра на обраеувцув оемейотва, в вой «Г„ направим по обравувщей 
Тогда! 

Г 

со 1 *• Я? и»4 + Я* 10* 

О 

Рассматривая хсординвтные линейчатый поверхности с е ­
мейства, т . е . поверхности, центральные нормали которых совпа­
дает е осями координат, получим 

* абоакссм отнобй+ельных центров 



, ? \ -внешние параметры распределения) 
7\\ -А* -внутренние параметры распределения координатных 

л/.непчатых поверхностей семейства. 
Чтобы выделить произвольную лияейчатув поверхность с е ­

мейства, необходимо задать отношение базисных форм 04, н 
Этим иы указываем направление центральное нормали поверхнос­
ти в плоскости 6 . Так как в б евклидова метрика, то моико 
задать отношение бааионых форм в виде 

и* '• и)' - ая*Р: ъ>п V . ( 3 . 2 ) 

где V - угол меаду центральной нормаль» данной поверхности 
и осьь ёТ, • Для такой линейчатой поверхности абсцисса отно-
оительного центра 1 будет равна: 

>\ - Я| со* СЗ-3) 

Последуя выражение ( 3 . 3 ) , мы найдем, что кахдая точка на 
образующей является относительным центром двух различных 
( •ли оовлааахх) поверхностей семейства, вели величина 

Зудет больше ила равна нулю. Однако 7 зависит не только 
от переноса вершены р-аль образуощеи, но и от положения оси 

- нормали семойотва, Еоли по..оаение нормали не фиксиро­
вано, мы не мояем указать на обравувшей семейства инвариант­
ных точен, аналогичных граничным в К « . От положения е 3 

зависит я внешний параметр распределения поверхности р 

Пусть нормаль семейства креплена по некоторому направление 
<ж . Тогда появятоя новые главные формы; 

СОэ — ^ + Л а г * " * 
3 п 2 Л _ О а . •* 



*и > Я л еоть внешние вынужденные кривлены, а 

^ и > *з» " внутренние вынужденные нрхвхеыи иаордияаеиык 

поверхностей семвйотва. 
Пря оотавшмхоя допустимых преебраеовалиях реле?» вели . 

чины 

ШЦ^ак I • • <»••> 

} ь - я* - ЯД . сз.хо 
является инвариантными. 

Саксе дзухпараметричеохое оемейотво имеет много общего 
о двухпараметричвохям семейством прямых в , овойотва ко* 
торого подробно роосыотрены в Ото объясняется тем, что 
в плоскости абоолвта 5 евклидова метрика. Так, у семейства 
имеется единственная ортогональная паре Сто еоть д м линей» 
чатые поверхности о ортогональными центральными нормалями), 
для которой равны внешние параметры распределения. Назовем их, 
По аналогии о Я* , главными линейчатыми поверхностями, Отно­
сительные центры главных поверхностей чвливток инвариантны­
ми точками обраэувщей оемейотва, хх аооциосы -с удовлетвори* 
от уравнение 

(л-^т^Ь) - Щ№ - О (З .И) 

Точки ( 3 . 1 2 ) назовем граничными точками семейства, между няь 
раололожены отрихционные точки всех линейчатых поверхностей 
семейства. 



Существует единственная ортогональная пара семейства, 
относительные цектры которой совпадают. Эта поверхности н а ­
вовем распредели: ::.:ьными, так как внешний параметр р а с п р е д е ­
ления принимает для них экстремальные значения. Относитель­
ные центры распределительных поверхностей совпадает с инва ­
риантной точкой образующей овмейства, центром, абсцисса к о ­
торого удовлетворяет уразнепип 

I - - ' ( з л э ) 

Относительные центры любой ортогональной пары семейстза 
расположены о;:иметркчно относительно центра. Б кахдой точке 
мехду граничными точками раопололены относительные центры 
двух линейчатых поверхностен оемейотва, симметричных относи­
тельно главных. . 

3 зависимости от знака инварианта ^ существует две 
линейчатые поверхности семейстза (действительные разные, 
совпавшие или мнимые), для которых внешний параметр р а с п р е ­
деления равен нулю. Назовем еати поверхности нулевыми, а их 
относительные центры - псевдофокусами. Псевдофокусы я в л я в т -
ся инвариантными точками образующей, их абсциссы отвечают 
уравнению 

Нулевые поверхности расположены оимнатрично относительно 
распределительных поверхностей, 

Существует единственная ортогональная пара семейстза, 
для которой оуыма внутренних вынужденных кривизн равна нулю. 
Назовем ату пару поверхностями крививны. Внешние вынужден- ' 
ные кривизны достигают •хстрвыадьиых значения вдоль поверх­
ностей кривизны. 

3 вазиекмости от знака инварианта ^ получим, что 
имеется пара действительных, совпавших или мнимых асимпто­
тических поверхностей семейства - для них внешняя вынужден­
ная криви вне равна нулю. Аоимптотичеокие поверхности р з с п о -



доиены симметрично относительно поверхностей кривизны. Нако­
нец, существует единственная ортогональная пара, у которой 
равны внешние вынужденные кривизны, она делит пополам углы 
между центральными, нормалями поверхностей кривизны - поверх­
ности, биссекторные к поверхностям кривизна. Внутренная вы­
нужденная кривизна достигает для этих поверхностей экстре­

мального значения. 
Существует единственная линейчатая поверхность семейст­

ва, для которой внутренний параметр распределение будет нуле-
выи н т . д . 

Так как векторы Щ а §г не фиксированы в нашем полу­
каноническом репере, то лобая ортогональная пара может быть 
координатной. Учитывая вто, мы моием выяснить геометрический 
смысл инвариантов семвйотва, совершенно аналогичный семейст­
вам в Я* , 

Для лвбой ортогональной пары сеиер.отза имеет одинаковое 
значение следуощие величины! 

сумма квадратов внутренних параметров распределения; 
сумма внешних параметров распределения; 
разность квадрата р а з н о с и абсцисс относительных центров 

и учетверенного произведения внешних параметров распределения 
сумма внешних вынужденных кривизны; 
разность произведений внешних вынужденных кривизн и 

внутренних вынужденных кривизн} 
ревность внутренних Вынужденных кривизн. 

5*. Основные, уравнения комплекса прямых в Д'у 

Присоединим к прямой комплекса репер Т: вершину репера 
поместим на прянув а направим ось §ч по Образующая. Тогда. 

• при условия С<43 <•)' ^ 4 3 Ф О 

ГДЯ л н л принимают значения I I 2 , а по одинаковым индексам 

( 4 . 1 ) 



- е з -
-верху и снизу предполагается суммирование. Значения I и 2 
иы будем приписывать греческим индексам всюду в данной рабо 
т е . 

Рассматривая'изменение коэффициентов системы ( 4 , 1 ) при 
допустимых преобразованиях репера, мы получим, что оущеотвует 
единственное инвариантное направление вне б и не совпада­
вшее с образующей комплекса. Если направить е 3 по нему, то 
будет иметь место 

Зто направление назовем, по аналогии о Яд> / 4 / , главной нор-
мальв комплекса. Направки вектор е 3 по главной нормали, 
тогда 

Из ковффнциентов системы ( ч . З ) можно образовать ряд ска­
лярных инвариантов 

( ч . 2 ) 

( 4 . 3 ) 

— - я , 8 , 

- Г Я Л ) * . Г Я * ) \ 
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Приравнивая нуло инварианты вращения векторов в б , а а -
виоящие от переноса вершины вдоль о б р а в у ш е й , ыы получим 
уравнения инвариантных точек образуйте» конпдекоа. Кроме т о ­
г о , в плоокости абоолвта б ми монем укааать инвариантные 
направления - инвариантные векторы Я" §а , У ^ ёл , ^» 
в направления, полученные при помощи двухвалентных тенворов 

Чтобы выяснить геометричеокии онысд инвариантов, р а с ­
смотрим линейчатые подиногообравия, принадлежащие комплексу. 

Раосиотрим совокупность линейчатых поверхностей, принад­
лежащих комплексу, центральные нормали которых ваходятоя в 
плоскости абоолвта 0 , а внутренние параметры распределения 
равны н у л е Навовом вту совокупность А-подмногообравмеМ, Ана­
литически уоловмя, выделявшие А-подмиогообравие, можно вапя-
оать в жиде» 

Внешние производные уравнения ( 9 . 1 ) обращаются в нуль 
в силу пиотеыы, следовательно, А-лодМногоооравме является 
двухпараметричеохиы подыногосбравкем, 

Легко видеть, что А-подмногообравие еоть частный случая 
двухпараметричеокого семейства прямых, рассмотренного в $3 , 
поатоиу все свойства двухпарамвтричвокого оемейотва будут 
иметь место для А-оодмногообравкя, необходимо дмвь учесть, 

6 5 . А - подмыогоаблздвие 



что внутренний параметр распределения равен нулю для воои 
линейчатых поверхностей А-подмногооСрааия, а не только для 
одной. Отсяда следует, что внешний параметр распределения 
для лвбой линейчатой поверхности А-оодмногообразая оовпадает 
о параметром распределения, еначит, имеет меото: 

Творена I . Обе нулевые поверхнооти А-подмногообразкя я в ­
ляется развертывапщкмиоя. 

Теорема 2 . Для всех линейчатых поверхностей А-подмного-
обрваия вектор распределения ооиапраален главной нормали комп­
л е к с а . 

Инвариантные точки образующей комплекса, отвечавшие урав­
нениям 

$ + ?'а + 2Ь - 0 , И . 2 ) 

Фт\п)-{$^)г-о ( 5 . Ю 
•звлявтоя соответственно центром, фонуоамх я граничными т е ч ­
ками А-подмногообразия. 

инварианты комплекса 7Л ,» / , , 7У1 7г , 73 являотоя 
окалярнымн инвариантами. А-Оодмногообразия я их геометричес­
кий оммод совершенно аналогичен геометрическому омыслу инва­
риантов } 5 , ^ деухпараметрнчеокого о е -
мяйотва прямых а ь«Г, указанному в » . 

Таким образом, при помощи А-подмногообравия, мы находим 
инвариантные линейчатые поверхности комплекоа, определенные 
тенворами Л« • « главные, распределительные, н у л е ­
вые, асимптотические, поверхности крививны и бвосекторнне к 
ими поверхнооти А-лодмиогообрааия - и три типа инвариантных 
точен - центр, фокуом и граничные точки А-подмяогообра* 
вия. 
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46 , Ц л . П Р ^ р щ о т и , 

Поместим вершину репора в некоторую точку К на осраау-
оцеп комплекса. Еоли теперь мы наложим на бааионые формы с л е ­
дующие связи: 

[*Л - О 

у - о 
то мы выделим линейчатую поверхность, центральная нориаль к о ­
торой будет оонаправлена главной нормали комплекса, а стрин-
ционная точка совпадает о точхой К, Назовем двинув поверхность 
К-поверхностью. Рассматривая уравнения движения репера, креплен­
ного к К-поверхноотк, мм получаем, что для неё 

А з ё ^ - А д § 4 - . .зеитрр распределения, а 
^я^о1 ~ вектор геодезической кривианы. 

Так как вершина репера креплена произвольными обравоц, 
то имеет меото 

Теорема 3 . Стрикционные точки Н-поверхноствй заполняю* 
всю образующую комплеяоа, прячем каждой точке образующей о т ­
вечает одна и только одна линейчатая поверхность комплекса, 
стряхционная точка которой совпадает о данной, а центральная 
нориаль оонаправлена главной нормали комплекса. 

Прежде чем рассматривать свойства К-поверхностей, введем 
несколько обозначений. Назовем направление инвариантного Век­
тора ^ёа , ортогональное образуввей к главной нормали комп­
лекса; направлением бинормали комплекса] м 

Свертывая тенвора и о векторами Л"ё# > ЦээЪ* 
и л з з *я , ыы получим векторы» 



I = Ъ К к = (К &+V & щ <• а\ & * я; й& ) е Е , 

§ « ЯГЛ й $ • $ я*) | + я 3 + Я/, Я5) ; 

Они не меняются при вращении координатных векторов в 
б » но векторы Й , /V , Е , Р зависят от переноса верши­

ны репера^ Ми_можем в хаидоя точке образуете?, сопоставить 
векторы Я , N ( 0 , Р той Кчюверхности, чья отрикциокная 
точка совпадает о данной. Назовем полученные векторы соответ­
ственно распределительным, нормальным, геодезический, распре­
делительной кривизны, бинормальной кривизны и вынужденном век­
тором. 

Из инвариантов 7ц, , Зи и 7Р 38 следует: 
Теорема ч. Площадь параллелограмма, построенного на 

распределительном вскторо и векторе распределения одна и та 
же для любой- К-позврхности. 

1еодека 5 . Площадь параллелограмма, поотроеИНого на нор­
мальном векторе и векторе бинормали одна и та же для любой 
К-поверхнооти. 

Теорема 6 . Площадь параллелограмма, построенного на вы­
нужденном векторе и векторе бинормальной кривизны одна и та 
же для любой К-поверхноотя» 

Т.к. вектор Л*** инвариантен при допустимых Преобра-
аоыаниях репера Т, то 

Теорема 7 . Вое К-поверхности живот общий вектор распре­
деления. . 

Скалярный инвариант Уз есть квадрат параметра распре 
деления произвольной К-поверхности. 

Скалярный инвариант 76 означает, что 



Тедреиа 1 . Площадь параллелограмма, построенного на б и ­
нормали и вектора геодевичеокои кривизны К поверхности одна 
и т а ив для произвольной К-поверкнооти. 

рассматривая изменение вектора геодезической кривианы, 
распределительного, нормального и вынужденного векторов 
К-поверхнооти, находим) 

ЙИИВВИВ 9 , Золи Д, I 4 0 , то оущйотвувт вдинотвыннаа 
К-поверхнооть, азктор геодезической кривианы которой о р т о ­
гонален бинормали. Абоциооа отринционнои точки втой поверх­
ности удовлетворяет уравнении 

& ( б - 2 ) 

Модуль вектора геодевичеокои кривианы втой поьвпхнооти я в ­
ляется минимальным для вовх К-лоаерхностея, 

Теорема Ц), Еоли 3*, # 0 , то оущеотвует единственная 
К-поверхнооть, нормальный вектор которой ортогонален бинор­
мали, модуль нормального^вектора при атом минимален* а а б с ­
цисса стрикционной точки удовлетворяет уравнение! 

Щ{р>)'* Р№'.)рр> * Я } ц!»)г] и.» 
Теорема Ц. Еоли 3$ * 0 , то существует единственная 

К-поверхность, распределительный вектор которой сонаправлвн 
ковектору распределения» Модуль распределительного веитора 
принимает для данной поверхности минимальное значение, а 
абсцисса стрикционной точки отвечает уравнение 

Теорема \1. Еоли ^ { м 0 ( *о оущеотвует единственная 
Е-поверхнооть, у которой вынужденный вектор ортогонален 
вектору бинормальной кривианы и иод/ль вынужденного вектора 
минимален. Абсцисса отринционнои точки данной поверхности 
удовлетворяет уравнение: 



Теорема 13 , Если 737у - {%)гФ 0 то существует единст­
венная К-поверхность, вектор геодезической кривизна которой 
ортогонален коэектору распределения. Абсцисса отрикционноЯ 
точки этой поверхности отвечает уравнение 

Для етой линейчатой поверхнооти векторы распределительная к 
геодевический и распределительной крививны и вынужденной 
попарно ооваправлекы. 

Теорема 1А. Если ^ Ф 0 , то существует единственная 
«.-поверхность, векторы геодезической кривизны и р а с п р е д е л е ­
ния которой оонаправлены. Абсцисса ствикционноя точки данной 
К-поверхности удовлетворяет уравнение 

Стрикционные точки этих К-поверхностей являются инвариантны­
ми точками образующей комплекса. Совершенно аналогично мы 
можем указать инвариантные К-поверхности, для которых: 

вектор распределения ортогонален или оонаправлен к а ­
кому-либо но олсдуощих векторов нормальному, г е о д е з и ч е с к о ­
му, вынужденному; 

вектор геодезической крививны ортогонален илк соиаправ -
лен распределительному, нормальному, вынужденному, г е о д е з и ­
ческому, векторам бинормальной и распределительной кризизны, 
ортогонален бинормали ' я так д о л е е . 

Помеотйм вершину репера в один ив : фокусов А-под-
многообразия, тогда имеет меото равенство 

а; а; -я; л,4 - о • сб.б) 
Учитывая Сб.б), получим 



Теорема 1 5 . Для К-позерхностей, стрикционные тачки кото­
рых совпадает о .фокусами А-подмногообразия, р а с п р е д е ­
лительный, нормальный к геодезический векторы сонаправлены. 

Таким образом, мы получаем геометрическое истолкование 
инвариантных точек образующей комплекса при помощи линейча­
тых поверхностей комплекса, центральные нормали которых сона ­
правлены главкой нормали комплекса. 

до сих пор мы рассматривали комплексы при помощи полу-
кансническсго репера . Для полной канонизации необходимо н а ­
править оси § , & г по инвариантным направлениям и поместить 
вершину репера в одну из инвариантных т о ч е к . Так, например, 
е с л и мы поместим зершику репера в центр, а оои <ГХ и еа н а ­
правим по центральным нормалям распределительных поверхнос­
т е й А-подмногообразия, то получим аналог репера С.П.Шиннко-
ва для конгруэнции,в Я„ . „ 

57 . 3-подмногоооразие 

Назовем совокупности, всех К-поаерхностей комплекса и 
инвариантной линейчатой поверхности комплекса-цилиндра-
В-подцногоосраэием. Уравнения 

выделяет вое линейчатые поверхности З-подмногооораэия. 
Чтобы скотеха С7.1) была вполне интегрируемой, необхо­

димо налохить на коэффициенты основной системы ^ 4 . 3 ) условия 

леследуя получамную ооповнуо оистему дифференциальных 
уравнений, характеризующих комплекс, 

Г <к т <х Л у» з 
« ( 7 . 3 ) - -\ « а л— з 



на инводоциь, находии что клаос комплексов с голономным 
В-поднногообраэкем существует с произволом функций трех 
переменных* 

Для данного класоа комплексов положение бинормали, век­
торов бинормальной кривизны и нормального становится неопре­
деленным. Из условий ( 7 , 2 ) следует такае 

Теореиа 16 . Вое К-поверхвости В-подыногообраэия имеет 
один и тот ле вектор геодезической кривизны. 

Теорема Длл всех К-поверхностей В-подмногоббразия 
вектор распределительной кривизны один и тот х е . 

Теорема 1 с , Площадь параллелограмма, построенного на век­
торах геодеаичеокой крививны и геодезкчеоком одна к та хе для 
всех К-поверхноотей комплекса о голономныы В-подмногообразиеи. 

§Ь. Крнплексы. с дазвестызаг^никоя К-позесхноотями 

Рассмотрим такой класс комплексов, чтобы вое К-поверх­
ности, принадлежащие комплексу ив данного класса, были р а з ­
вертывавшимися. При атом должно иметь меото 

7 3 . (А3 ) 2 + (?л)*- О С6.1) 

' Исоледуя омотему 
( 6 . 2 ) 

на инволюцию, получаем, что данный класо коыпдекоов сущест­
вует с произволом 2-х функций ч-х параметров, Соотношение 

получаем при внешнем дифференцированид уравнений 



1 л я д -поверхкостех такого класса распределительные и г е о д е ­
зический ве::торы не определены, а из равенства ( 6 . 3 ) следует 

Теорема 1 9 . Вектор геодезической кривизны любой К-по-
зерхности данного класса комплексов оовпадает с соответству-
о^им ей нор-йдьаы! векторам. 

Исследовав а* инводввдс сиотему 

а ' 1^'' ( 6 . 4 ) 

№ - - у <4 
чы получим, что о произволом 4 -х функций двух переменных с у ­
ществует клаос комплексов, для которого В-поднногообразие 
головоино, а все К-поверхнооти-раэвертывавщиеоя, т . е . имеет 
место одновременно ( 7 . 2 ) и ( 8 . 1 ) . Ив ( 7 . 2 ) и (8 .1)мы получаем 

Теорема 2 0 . Для лвбой К-поверхности данного клеоса век­
тор гсодезичеокой кривизны является нулевым. 

Векторы кв /7 ( Ы1 Г Р ( Й , 5 в яанноы случав 
не определены. 

1-

§ 9 . Комплексы о рдраоолэтеохим А-пршогрр^уааяем, 

Рассмотрим клаос комплексов, для которых А-подмногообра-
зие является параболическим, т . е . . фокуоы А-подмиогооб-
разия оовпадаот. Система дифференциальных уравнений, характе­
ризующих комплекс, может быть эапхоана в виде 

[со*- Я ~ ^ > К*>1 ( 9 . 1 ) 

г д е 

(я;-яг

г)2 л̂;я;«о 
( 9 . 2 ) 



Иослвдуя на инволюцию систему, получаем, что данный 
клаоо комплексов существует с проивволом 3-х функций 4-х перемен 
яых. 

Уравнения ( 9 . 2 ) можно интерпретировать следующим обра­
зом: 

Теорема 2 1 , Для любой ортогональной пары параболического 
А-подмногообразия квадрат разнооти абсцисс относительных цент­
ров равен учетверенному произведению параметров распределения. 

Теорема 2 2 , Для любой ортогональной пары параболического 
А-подиногообразия произведение разностей абсцисс относитель­
ных центров и внешних вынужденных кривизны равно удвоенной 
разности произведений параметра распределения одной линейча­
той поверхности на внутреннюю вынужденную кривизну другой. 

Кроме того , из первого ив уразнений ( 9 . 2 ) следует, что 
нулевые поверхности параболического А-подиногообразия совпа­
дают. А так как нулевые поверхности расположены симметрично 
относительно распределительных, то 

Теорема 2^ . Нулевые и распределительные поверхности па­
раболического А-подыногообразия совпадают. 

Из второго уравнения ( 9 . 2 ) следует: 
Теорема 2ч. Расстояние между граничными точками парабо­

лического А-подмногообразия равно удвоенному отношению произ­
ведения параметра распределения глазных линейчатых поверхнос­
тей и рахности внутренних вынужденных кривизны на разность 
внешних вынужденных кривизны главных поверхностей. 

Теорема 2 5 . Для поверхностей, биосекторных к поверхнос­
тям кривизны параболического А-подмногообразия, произведения 
параметра распределения одной линейчатой поверхности на внут­
реннюю вынужденную крививну другой равны. 
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Клейнатейя Е.Г 

ИНВАРИАНТНЫЕ ОБРАЗЫ КОНГРУЭНЦИИ В (ц 

I . Рессматривается полуевклидовое 4-мерное пространство 
К,, , в котором базисные векторы ортонормировенного репера из­

меняются по следующему закону 

( I ) 

Уравнения движения «ртонормированкого репера имеет вид 

Пусть семейство прямых отнесено я реперу нулевого порядка, т . е . 
вершина Л расположена на прямой семейства, Ц -по прямой с е ­
мейства. 

Допустимыми влементарныыи преобразованиями, переводящими 
этот репер в репер такого хе порядка, являются: 
I . Перенос вервенн Н вдоль прямой оемейотва на отрезов * : 

( 2 ) 

(з) 

( ь - 1 , 2 , 3 , 4 ) 



- 1 0 6 -
2 . Поворот векторов С,, в-А в плоскости [*Хь <Ц] 

3 . Иаыенение плоохооти Ьл } 

( 5 ) 

При преобразованиях (3 ) компоненты движения ортонормироваяного 
репера (2) меняются следующим обрааом: 

— 1 I . I 

со •» и; + с со^ 

а** 44*+1* 4 

Й « «О** ^ и Й / - сО* . 1 , 2 , 3 , 4 ) 

При преобразованиях ( 4 ) , ( 5 ) инеем следующее изменение компо­
нент движения ортонормиро-енного репера ( 2 ) : 



и 4 

(?) 

Испрльвуя изменения (7 ) дифференциальных форм «$> 
(с,*: • 1 , 2 , 3 , 4 ) образуем квадратичные формы инвариантные при 
преобразованиях ( 4 ) , (5)» 

1 * ^ ) 4 га* /" (8 ) 
- 4 ..-•»...-

— *1 ^ (9) 
I * *М^*»а*«»д * (Ю) 

1*. ^ * { # ) * ' ^ 1 ) 

2 . Отнесем линейчатую поверхность к ортонормироваьону р е ­
перу нулевого Порядка* 

Принимая форму ы | еа бавионув, имеем 

ко' •> и. и)/ 

»*. с 

Направляя (Ц по центральной Нормали линейчатой поверхиооти 
( м » | * о , « * * « ) получаем для ( 1 2 ) , Что в 

• - проекция вектора распределения иа е А (внешний па­
раметр распределения)! 

^ - проекция вектора распределении на ч, (внутренний 
параметр распределения)! 



А - - * ^ < 1 « ; * (XI) 

Отношение квадратичных форм ( 8 ) , (ХО) определяет внутрен­
ний пирометр распределения линейчатой поверхнооти 

. КГ* <!*) 
Раоомотрим изотропную линейчатую поверхность, централь­

ная нормаль которой направлена по е, репере 1Л?*о. и ^ - с • 
Принимая Л} ва беаионуя форму, получим 

1 ^ * а Лц 

где (вьЯчА - координвтн вектора распределения, 
а - абоцисоа отнооительного центра, зависящего от ааправле-

вля векторов ДЬ| е.» репера, т . е . при изменении поло­
жения векторов а̂ » 1л мвняетоя в относительный центр 
изотронной линейчатой поверхнооти. 

3 , Присоединим я прямо! иоигрувицми орТовормяроваЯный ре­
пер нулевого порядка. 
Исключая случай [ и\ и$ 1 = О , получаем 

о - аОсциоса стрикционной точки. 
В репере нулевого порядка отношение квадратичных форы ( 8 ) , 

( 9 ) определяет отривционную точку линейчатой поверхнооти 



Рассмотрим координатные линейчатые поверхиооти принадле-
яавшя конхруеишМ» , А 

Для координатное линвичстой поверхности и \ - * ° , * ° 
нв (1в) о и д у е » 

Коеффициенте («> • 1 , 2 , 3 } при преобреаованиях (3 ) иеменяют-
оя следующим обрааом _ 

(17) 

При преобразованиях ( ч ) , ковффнцменты я 
А'-Л обрааую» пару векторов, а л* , , % ( Л* 

- изыеняются как координаты 2-ввлентаого «внворв. 
При преобравованиях (5)1 

' *чИИд__ -Л* 'л д._ /Т** м Чв. 1 1неЖ̂  в»*.* - 1° < ~" 

(18) 

Ц * Я 



% ( 2 1 ) 

ч 

г д е е , - неправлен по центральной нормали ( 0 , ^ * 0 ) , 
2 Ч - по образующей. Значит репер придохен аналогично ( / ? ) 

Сравнивая системы ( 2 1 ) и ( 1 5 ) , находим 
А - абоаяоов относительного центра, 

• координаты вектора распределения. 
Назовем линейчатую поверхность ( 2 1 ) - изотропной, а ( 1 9 ) , 

( 2 0 ) - парой ненвотрошшх линейчатых поверхностей. 
Теорема I,. Модуль вектора раопределения изотропной ли­

нейчатой поверхнооти есть инвариант конгруэнции. I 
а . Двумерные плоскости, лрянадлехавше [а,,*, е & ] д е ­

лятся на два виде. Плоскости, содержащие в, , несут на себе 
флаговую метрику, а остальные - евклидову» метрику. Вводим 

гдв йцч направлен но образующей, а,- по центральной нормали 
с№ ( ( , т-к. Ц," С, к^и 0 . Вначит репер приломен аналогично ад,) 

Сравнивая онотемы ( 1 9 ) и ( 1 2 ) , находим 

внешний параметр распределения; 
- X ' - внутренний параметр распределения; 
>2~ абоциооа отрккционной точки. 

Аналогично для координатной линейчатой поверхнооти . . ^ ^ а*;о 
имеем 

со . >^ ^ 

# * « ^ ( 2 0 ) 

где >1 - внешни параметр раопрелеленик, 
Д» - абоциооа отрккционной точки, 

• А* * "внутренняя параметр раопределения. 
Рассмотрим координатную линейчатую поверхность «^» О, 

•0^« 0. Для нов на (16) следует 



евклидовый угол между флаговыми плооиоотями, как угол между 
двумя векторами втих плоокоотеИ в переоехвсщей их евклидовой 
плоокооти. 

Вектор распределения иеотропной поверхиооти ^ + 

не вавиоит от преобразования (5 ) и, следовательно, лежит в ин­
вариантной флаговой плоокооти, которую в дальнейшем вевохем 
плоскостью о<_. Ортогональную я п1 флаговую плоокооть обозначим 
черев г\ , Если плоокооти ^ I А совпадают о плоокоотяии ^К, 
• Ё М * ] Репера, то 

тогда ив формул (18) оледует, что х1 К л, не еевиоят от пре-
обраеовавия ( 5 ) . Отоедв следует: 

Теорема 2 . Линейчатые поверхности, иентрвльныв нормали 
которых лежат в плоскости^ , имею* общую отрикционную точку. 

Абсцисса этой инвариантной точки яснгрувйции К репере 
нулевого порядка определяется формулой 

Теорема 3 . Внутренние параметры распределения линейчатых 
поверхноотей, центральные нормали когорыз: двжат ш Плоокоотм 4 | 
равны между ообой. 

Этот инвариант конгруввции • репере нулевого пооядха оп­
ределяв то я формулой 

5. Для получения инвариантных евклидовых плоокоотей > а <. ] 
необходимо привести к нуля величины инвариантные при преобре-
воианикх (3) я ( 4 ) , 

Оеметим ряд таких величин 

(22) 

I (24) 



щ\ ^ * ' 
Приведением к нуле различных пар величин иа ( 2 5 ) , выде-

ляютоя различные инвариантные евклидовые двухллоскооти, 
Линейчатые поверхнооти, центральные норыели которых ло­

хах в этих плоскостях, выделяютоя овоиыи геоиетрическимя свой­
ства ни. 



- И З - надревиц Л.И. 

КОНГРУЕНЦИЯ ПРЯМЫХ В Рч , 

Рассмотрим в четырехмерном флаговом проотрвнотвв /> 
семейства прямых первого порядна [х], отнеоенные к ортояорын-
рованному реперу Ив(^,%) нулевого порядка, где 
с • 1 , 2 , 3 , 4 , Для этого^вершину репера ^ поместим на прямой 

семейства, а вектор I , направлен по этой прямой. 
Уравнения двииення репера в ^ имеет вил» 

Допустимыми преобразованиями репере Ял являются: пере­
нос верпины Л по прямой 

я вращение репера вокруг прямой семейства 

(2 ) 

(3 ) 

:1ри Переносе (2)< очевидно, двухяндексные формы ^ не иеме-
аяются, в одноиндвконыв преобразуются по закону} 



При зрацекии (3 ) закон изменения компонент уравнений движения 
( I ) имеет вид: 

I . Однспараметркчеокое оемейотво, списанное прямыми 
первого порядка, назовем в дальнейшем линейчатой поверхностью. 

Из уравненийдвижения репера ( I ) видно, что вектор цент­
ральной нормали е1*< расположен в плоскости ^ Л ^ , Т% , в 
которую вложена инвариантная плоокость [К>Щ , а в поолед-
лт вложен инвариантный в е к т о р е • В-вависикости от того , в 
какой кв вложенных друг в друга плоскостей будет расположен 
вектор <И% , будем иметь три вида линейчатых поверхностей, 
каждый из которых соответственно обозначим: Ь, , еоли « ^ р а с ­
положен в плоскости , но не лежит в плоскости 
[Ть,?,] 5 Ьх , еоли вед лежит в влоокости . [К, К] • но 

не совпадает о направлением вектора ) Ьь , еоли оонеп-
равлен вектору ? ч . Рассмотрим каждый из этих трех случаев. 

Для линейчатой поверхности Ь1 положим, что централь­
ная нормаль е№ оонаправлена вехтору , т . е . 

Принимая форму Ц * ва базионую, запишем: 

(6 ) 

(?) 

Точка прямой линейчатой поверхности о ебспиосой ^ " А д , 
( 8 ) является стрикционной точкой поверхности ^, . Уравнение 
(8 ) х репере К* представляется отношением инвериатных линей-



ы х форм» 

" " ^ . О ) 

Чоеффициентк Ад,, Ад, яхдяютоя координатами кон??«-
..вариантного вектора в п л о о х о о я [ $ , К ] - Вектор /Ад, Ад] 
наеовем ввктороы распределения, а его модул» А \ йвляюедй-
оя инвариантом вращения з плоокооти ( С Ч « - параметром 
распределения. В репере Яш параметр распределения Ад, пред — 
отелляетоя отношением хнэериатных квадратичных форм! 

и/» ц , * / 

5 5 * < 1 с > 

Раоомотрки линейчатую поверхность *#А , В оилу Того, 
что центральная нормаль данной поверхности леки* х плоскоотн 

ММ, 

Сонаправии вектор (ь вектору о / / , , аследоевие чего 
получим; 

Принимая форму Ц * ее баеивную. эапивем! 

о?* Х \ < * * 

Проверяя иемевенне коэффициентов А 4 оиотемы (13) при 
допустимых преобразованиях репере, находим, что ОТ Переноса 
вершины репера вавиоит лишь коэффипием* А\ • Точку прямой ли­
нейчатой поверхности о вбсциосой Х а * А \ (1а) назовем 
относительным центром поверхности Ьл . Абодиооа относитель-

- у ( к ) 

1 «м,* 

(13) 



и ) 

( 2 0 ) 

ДОсокоО! отнооительного центра поверхн Ч , к а и и 
параметр распределения. 

А * * ^ ( 2 1 ) 

зависят от вращения векторов в плоокоотя 

2 . Раоомотрим трехпараметрическое семейотво прямых 
первого порядка, хоторое назовем конгруенцией. 
Иоключая случай [ ш,к и/,* и/,*] » о , имеем! 

поверхнооти ^ вввиоит от вращения в плосноотк [К,?ъ] 
Контравериавтный вектор ^А\ , X"») — вектор р в г - - - л е л е -

нея, завиоит такие от вращения репера в плоокооти 
Наконец, рассмотрим поверхность 1>± , для к-4$т о м * # , Ы?** , <а>,%.о 

Главными формами в первой окрестности репере повр 
будут « Г , ы \ и", со? • Принимая форму Ц* ее 
запишем: 

сЛ & И»" 
еЛ х\ и ; / 

Точку прямой линейчатой поверхнооти о вбоцисоой 

*-- \ у ( 1 9 ) 

назовем, аналогично поверхности 1>л , отнооите -<ным центром 
поверхнооти 1>к, 
Уравнение ( 1 9 ) на основании оиотемн ( 1 8 ) при аид | 



и / , - Х \ Ц * * А\ И*4Х\*Ч* 

Х * 4 * * * * А | Ц 1 + Х ' » М * » (88) 

01 переноса врешины репера буду» в а а и с е п п л и диаге-
нальвые коеффнииентьи 

При вращении репера вокруг прямо! конгруеицяи 
(«*• А « 2 , 3 , 4 ) является линейной •внтор-АуяицИей, оойоотав-
ляющей Н',нтравариаатиону вектору {<*1 , ' , койтрииерк-
внтаый вектор | ш \ и>\ ы*] , 

при вращении репера коердина*м аффинор! Хе наменяет-
оя олкДувшим обреаои» 

*\. *\ • «, 

"х1 • X V « I X V V А - ч / ( А *«<1 А * V А) (*»> 

й » х \ - « , ' А - Ч . , ( А ' « М ) 

V , » а * «г х', -<ц (л* «г )\)*(4«н(К А*ч ^ 
и* а - < х \ . м * м й л 



Полагая 
имети У4 О , откуда аналогично при уоловияк (29) получим! 

Х\ Х*у 

(27) х\ х\ 
х\ х\ 

Подотааляя в оставшиеся формулы (24) вмеото а 1 , я 1 , Л ) 

ях выражения (26) и ( 2 7 ) , найдем полную оиотему нввврияягоа 
аффинора 

ч л а 

XV Х\ 

( » ) 

(5Х) 

Иа формул (24) видим, что 'Л / А» , А у являютоя 
координатный хонтревариантного вектора. Полагая вектор 
{Л,ХУ>.*]ва бваконый вектор С , будем и м е т и 

%** , Щ * 0 (21) 
На основания уоловий (25) ив ооответотвующих уравнения (24) 
найдем4. . ,у 

^* А ' 4 Д Ж ' Л ( " (21) 
Пооде такого выбора положения вектора § получим, что 

[А, Х\} еоть контравариантный вектор а ллоскооти [*^Ц 
агая вектор |Х\, V»} га бааионык вектор К, будем 



- и в -

, 4 Й х м 

XV V. х\ 

(32) 

(33) 

Аффинные инварианты аффинора являютоя функциями 
найденных флаговых инвариантов (28) - ( 3 3 ) . Дейо-вительно! 

У,. XV XV А', *ЩР 

, 1 XV XV «А х\ х\ 1 х\ х\ I XV XI) х\ в. 

й • й 

(34) 

(35) 

(36) 

Инвариантам (34) - ( 3 6 ) в ^ Суд> г ооотйетотяоввть 
также вотеотввнкке аффинные обрезы, ках центр» критические 
точхи первого роде и фокуом контруеяций. 

Инварианту 3* и 7» индуцируют сбреем, ояокотвенные 
нон1рувнции прямых а Н » Действительно, добнввяоь, поорейот-
аом переноса вериины репере, обращения В нуль инварианта вра­
щения найден! 

х у х ; . . А 1 
" А Х \ (37) 

Точку пряной коигруеицхи, вбоцхооа которой вычиодяетоя 
вв формуле ( 3 7 ) , навовем флаговым центром хонгруенции. 

Аналогично найдем твчк|» хая Которой инвариант Л=0. 



Назовем ое точное отабилиаации. 
Золи вершину репера поместить в аффиннмй центр ноигру-

енции, то У\ + л\* X» " ° . На основании последнего уоловг 
будем иметь: 

* * * * * * * <1») 

Теорема I . Аффинный центр прямой конгруенции дели* раоотоя-
яие между флаговым центром и точно! отабиливации 
в отношении 112 . 

3 . Параметр раопределеиия линейчатой поверхноотм 
принадлежащей конгруенции, согласно формулы (10) будет! 

Внося в (40) вместо ш и & их уравнения ив о о н о м о ! вмео; 
системы репера конгруенции ( 2 2 ) , получим: 

Отношения Ц 4 ' и ' '* ' аадают лннейчатув поверх­
ность, принадлежащую конгруенции. 

Находя экспериментальное влечение параметре распреде­
ления ( 4 1 ) , будем иметь: 

Абоциооа точки вкчиоляетоя по формул* 



I х\ у* / 

Сравнивая последнее о формулой ( 3 8 ) , Имеем) точке ста­
билизации конгруенции является стрикционной точкой распреде­
лительной поверхности. 

Подотввлня в ( 4 1 ) отношения ^42) найдем, что инвариант 
конгруенции ^ есть параметр распределения распределительной 
поверхности. 

Предполохям, что распределительная поверхность я в л я е т ­
ся координатной поверхностью ^ , , для которой выполняются у с ­
ловия (*>,** 0. ~- 0* На основвнии послелний условий из (42) 
получим: 

4 * | ! 4 * 4 « * <„, 

4 . Инвариантная линейчатая поверхность, пряпвллеяадая 
конгруенции, для которой параметр распределения (41) обраеа-
ется в нуль, определяются условием 

Такую поверхность навовем нулевой. 

Найденные отношения ^ и ХЦ> определяют линейчатую 
поверхность, принадлеяамую нонгруенцив, о екопериментвлышм 
параметром рвопределения, Такую поверхность кааовеМ распреде­
л и т е л ь н а . 

В оилу формулы (9 ) абоцисса отрекцяонкой точки линей­
чатой поверхности 

Л 
Внося в последнее вмеото <*» первое уравнение системы 

( 2 2 ) и учитывая найденные отношения ( 4 2 ) , получим! 



Поыеотхы вершину репера а отрикционнув точку нулевой 
лиаейче'ао! поверхнооти, следовательно! 

Решая оовкоотно уравнения (<я») я ( 4 9 ) , нейдем: 

№ ИГ XV Х \ | 

Х\ X V 

(*6) 

Отношения (46) определяю» нулевую п о э е р х н о о » , отрмй-
циовная точка которой находится в точке приложения репера. 
Помещая вершку а инвариантные «очки, выделяя инвариантные 
нулевые поверхнооти. 

5 . Раоомотриы подшогообрааке аоигруенции, выделяемое 
уоловием 

( 4 7 ) 

Нетрудно проверит», что 

0 < 4 4 , 

к, оледовательно, уравнение (#7) вполне интегрируемо. 
Терпена. Линейчатые поверхнооти вокгруеяокя, центральные нор­

мали которых леке* а инвариантной плоокооти 1*1,%] 
образую» двухлараметричеокое оемейтово прямых. 

1ИТ8РРТУРй 
[ I ] Б.А. Роаенфельд. "Явевклядовы пространства" ,"Неука", 1969 г . 
[2] Л.Я.Веревина. "Классическая дифференциальная геометрия", } 

над. ЛГУ ям.Л.ОТучкн, Рига, 1970 Г. 



Ывдрввиц Л.И, 

ПОЛНАЯ СИОТШ ИНВАРИАНТОВ АФФИНОРА В Гц. 

' В п.-мерном флаговом пространстве Рк рол» фундаыенталь-
ной группы играет "группе движении" [ \ } \ 

г , - $ * « * 4 - < * М * * « Г - С , ^ 

8 * 
( I ) 

• • • 

Рассмотрим аффинор А; («V * **' ' н ^ * ^ • Чйоло 
неаввисиних инвариантов его При преобразовании ( I ) равно 
Для нахождения етях инвариантов поступаем следующим образом! 
координаты аффинора А * , Ан , А* обравув* иоктравьриянт-

) нмй вектор, который полагаем ее Координатный вектор Следт-
ВвтельнО! 

(2, 
На основеНйИ уоЛовМЙ (2 ) будем иметь, что А -̂«; Х^-У, — , А*.* 
образуют координаты коигрйвариантного векторе I плоскости 
[ 4 , К < , Полагая | А^-«, А*м-«, , Анм.< ] аа Ко­

ординатный вектор ск | будем иметь! 

к * * * * , Щ * , ; щ * * * щ 
Продолжая аналогичный образом выбор координатных векторов ^ , 
( \ , 1 ^ получим полную сиотему уравнений ( 2 ) , ( 3 ) , . . . , 

( содвржвцих параметров (\ ( * * 1 « 2 « . . ц Н - 1 | ^тА + I , 
о6+ 2 , . . . , и . ) . ^ 

Найденные иа этой оиотвмы параметры % подставим в оотав-



А*Ч Хм ^ 
V*, VI V* Ац-Д, А , . , Л * 
И А" к" 

^ Х'к А'ч 

л \ А*» Хч 

Л А Х » Л * 
Х>, Л » . • X к 

<\., > 

31-V. 

Л х \ Г ч 

31 
х ; х ; Хц.| Х ч 

X* х* 
Л 1 Ы А * 

( 5 2 ) 

XV х'ч 

XV XV 

х' У V 
XV-!. Хи-| Хц 
XV. Л 

дшеся Фориулы I/ я получвы полную систему инвариантов аффино­
ра при прообравовании ( I ) : 



наконец: 

Г -

«-1 

у; 

Х\ Й.; ::хл 

.. Х%' 

Х'А А'*.. 
Л XV- ..XV 

х* X, .. • $ 
х', х;. . 
« XV. • •XV 

.Л 

( т ) 

Для коек инвариантов И> - •• , * I М"*,Аг 
суммирование производится оо индексу к*Ш, Ш4,..../<зя-1 

дшаша! 
[I] Й.А.Розенфельд, "Нивклядовы простренства", квд-во 

"Науке"» Москва, 1969, 



..з внешних производных уравнений 

с о * - о . *.?**1.с? Ь.г") 

получаем 

Ч ' 1 ^ " 1 * » а * « а 

О} * 6<лс*г С 1 - 3 ) 

Гмё ио деьале Картана 

П " 4 ) 

Тасарозс^ал Ф.Л. ' 
ШкШШ поверхность Е Гч 

§ 1 , Полуканонический репер. 

Рассмотрим двумерную поверхность, касательная плоскость 
которой содержит векторы 1-го и П-го порядков / 2 / . Прило­
жим к этой поверхности ортонормированный репер так, чтобы 
вершина репера А находилась а точке поверхности, векторы 
ы± , 5^ - в касательной плоскости, причём вектор <2^ на­

правлен по прямой П - г о порядка. 

Уравнения движения репера таковы: 

с/7! 5 с о ' ё ^ * о * ё ^ 



Допуетимые преобразования репэра - вращение, вектора е 1 

в касательной, а вектора в нормальной плоскости повечх-
но. . .'осмотрим как меняются компоненты движения репера при 
нагоих допустимых преобразованиях. 

При повороте вектора С х в касательной плоскости на 
(Ьлаговый угол </? компоненты уравьзиий движения репера о б ­
разуют вектор 

СО - СО > / 
и два ковектора 

Коэффициенты основной системы, сопоставляя контрвариант­
ному вектору ковекторы, меняются как квадратичные гГормы 

Инвариантами этого иреобразовання будут 

1 «14 0 . 1 1 
&Х1 &1 

в|1 Ода 4. 
Можно указать также совместные инварианты форм 

^ 1 1 ^ 1 

' 1 1 ^ 1 » 

с . 

° | . 1 ' / ^ « 1 ° ч 

И Огг | 4 / . 1 ° * * I I 



При вращении вектора в нормальной плоскости формы 
, <-> * не меняется 

С О 1 г с О 1 

а формы сс^ 5 _ с 0 4 ' , сО? 1 со * образуют два вектора 

Ковфтициенты ооновной системы такие оораэувт векторы, 
которые по аналогии о пространством ^ , будем называть 

-А1 - ё1к1 - вектором нормальной крививны координат­
ной линии Ш •* = о 

= ь > 4 ( ] - вектором геодезичеокого кручения линии 

- {о1Х &1г} - вектором нормальной кривизны координат-
ной линии со с г с. 

Лк ~ {о,г &1к 1 - вектором геодезического кручения линии 

Модуля векторов будем называть нормальной кривиз ­
ной и геодевическим кручением. 

Полная система инвариантов при втом преобразовании т а ­
к о в а : 

Уожно такие указать дополнительно ещё один инвариант 

Введем критерий порядка для линий на поверхности. 
Будеи называть произвольную линию на поверхности л и ­

нией 1-го порядка, если касательная к ней сонаправлена пря­
мой 1-го порядка касательной плоскости поверхности. 

Аналогично, линио у которой касательная сонаправлени 



мрямой 11-го порядка, будем навивать линией П - г о порядка. 
Таким образом координатная линия сЭ1 - о является 

линией 1-го порядка; и ш-±Щ является линией 114*0 поряд­
ка. 

а а р а , составленная иэ линий 1-го и 11-го Порядков, б у ­
дет ортогональной парой. 

В силу симметричности матриц о 1 к , ^1_К 

к о р е н а 1 . 1 . Ортогональная пара имеет общий вектор г е о ­
дезического кручения. 

Следствие, осе линий на поверхности имеет ОбщИй Вектор 
геодезического кручения• 

§ 2 . Инвариантные формы И инварианты поверхиооти 

Из рассмотренного выше вытекает* ЧТО двуМерМай поверх­
ность в Рч имеет две линейные инвариантные Формы 

\ и 3
 ( 1 4 5 ) 

и две квадратичные инвариантные формы 

Б Н Ь > ? * й#У4* • С1.6) 

Полная система инвариантов имеет вид: 

•7А - °>г 
( 1 . 8 ) 

7 . = \ °ч °ч I ( 1 . 9 ) 

7 . \0,г < М | С1.10) 
• ' 3 1 

6,1 $гг • 

Теорема 1 , 2 . Разность произведения нормальных кривизн 



1-го и .Ц - Р О порядков и квадрата геодезического кручения 
есть величина инвариантная для лпбой ортогональной пары ли­
ния на поверхнооти. 

Теорема 1 , 3 , Площадь параллелограмна, построенного на 
векторе нормальной крививны и 1 1 - ю порядка и векторе г е о ­
дезического кручения есть величина инвариантная для лобои 
пары линий на поверхности. 

Будеи навывать параллелограмм построенный на векторах 
нормальной крмвканн Л-*» а 11-го порядков - парадлело: чииом 
пары, а параллелограмм, построенный на векторах геодезичес ­
кого кручения и нормальной кривизны с - г о погадка, параллело­
граммом с - го порядка. 

Теорема 1 . 4 . Равность квадрата площади параллелограмма 
пары и учетверенного произведения площадей параллелограммов 
1-го и П - г о порядков есть величина :инзариаятная для любой 
ортогональной лары линий на поверхности. 

§ 3 , Инвариантные направления 

Поворачивая Вектор е*у в касательной плоскости, можно 
придавать углу </? определенные значения. Так вектор е ± , 
ыолно повернуть на угол 

Ф - -т " олг 

(при втом случай когда инвариант агз - О из рассмотрения 
в втоа главе исклвчаетоя. б д е с ь . а во всей 1 главе будем счи­
тать, что ни один инвариант не равен нулю, случаи равенства 
нуле инвариантов будут рассмотрена в главе I I ) . 

Тем самым фиксируется определенное « т р а в л е н и е в каса­
тельной плоскости для которого 

о , х - о и . и ) 

Теорема 1 . 6 . На поверхнооти имеется единственная орто­
гональная пара ЛИНИЙ о нулевым геодезическим кручением.~ 

Назовем эти линия линиями крививны 1-го .« , Ы « о « « р я д -



*4 
тем самый фиксируется пара направлений, для которых 

0^--0 С1 Л Э ) 

'хсорема 1 .7 . На поверхности имеется единственная аосинп-
тотическая пара линий 1-го порядка, причем При йл О 
будем ииеть пару действительных линий, раопоЛохенНуо симмет­
рично относительно линии кривизны 1-го Порядка 1 Уг > О 
линии мнимы. 

Исследуя выранение ( 1 . 1 3 ) , как функции одного перемен­
ного ^ , на экстремум, получаем 

Теорема 1,6,. Линия кривизны 1-го порядка является л и ­
нией экстремальной нормальной кривизны. 

можно повернуть вектор так, чтобы фиксировать па­
ру направлений, для которых 

Теорема 1 .9 . Ка поверхности сушествузт единственная ор­
тогональная пара линий, векторы нормальной кривизны которой 
параллельны. 

можно фиксировать в касательной плоскости пару направ­
лений, для которых 

Теорема 1.1р. па поверяноотя существует единственная 
пара ЛИНИЙ 1-го порядка, у которых вектор нормальной кривиз­
ны оо( равлен вектору геодезического кручения, причем при 

Оч > О эти линии действительны различны и раоподолен* 
симметрично относительно линии 1-го порядка теоремы 1 .9 , 

'Лг с О а т и линии мнимы. 

ков, а направление (.1.12) главный направлением касательно» 
плоскости. 

Аналогично, вектор можно повернуть, на угол 



Любое иа указанных инвариантных направлений полно исполь­
зовать для канонизации репера, направив по нему вектор 

Аналогично маутоя инвариантные направления нормальной 
пловкости. 

Вектор 6 ^ «окно повернуть в нормальной плоскости на 
Угол 

-7, - _ 
Г '• , Огг 

тем оамнм фиксируется инвариантное направление, для которо-

6 л г = 0 С 1 .16) 

Поворачивая вектор <?3 на угол 

фиксируем инвариантное направление нормальной плоскости, для 
которого 

Лобов из этих направления, а такие векторы нормальной кри­
визны и геодеэичеокого кручения инвариантных линия можно и с ­
пользовать для канонизации репера, направив по одному из этих 
направления вектор 

§ 3 . Теорема Менье 

Раоомотрим отношение инвариантной квадратичной формы 
( 1 . 6 ) к квадрату линейной формы о 1 : 



имеем 

Выраиение С 1.19) вавиоит толлко от точки на поверхиоо­
ти и отношения сох : и)1 , определявшего направление каса­
тельной к кривой. Таким образом можно сформулировать аналог 
теоремы Ненье. 

1еорена 1 , 1 1 . Нормальная кривиана одна и та ае для двух 
касавшихся линии 1-го порядка. 

Аналогично рассмотрим отношение квадратичной формы 
( 1 . 7 ) 

- Оц 01Ж. - &цоц + 
( 1 . 2 0 ) 

Для. координатной линии 

СО*- = О 
имеем 

с У и У - а У с У . ^ I т в С1.21) 

Это выраиение также зависит только от Точки на поверхности 
к от направления касательной к кривой. 

Теорема 1 . 1 2 . Площадь параллелограмма 1-го порядка о д ­
на и та же для двух каосаьщйхсй линий 1-го порядка. 

Рассмотрим, наконец, отношение инвариантных линейны» 
форм 

о ; . 3 м о ; 1 ( 1 . 2 2 / 

Для координатной линии 

и)г-О 



Ддя координатной линии 

чывеы 

со1-
С1.23) 

Теорема 1 ? 1 3 . Гаодваичаокоа кручение одно и то же для 
двух касающихся линия, 

Еоли вектор е х направить по главному инвариантному н а ­
правленно, то выражение ( 1 . 1 8 ) примет вид 

Это аналог формулы Эйлера, Исследуя на экстремум, полу­
чим. 

Теорема- 1 .1ч. Нормальная кривиьна 1-го порядка принимает 
экстремальные значения на линиях с нулевым геодезическим к р у ­
чением. 

Аналитическое условие - Л = С . Проведя исследование, 
получим, что решение существует с произволом одной функции 
2-х переменных. 

Выясним геометрические свойства этого класса. 
В касательной плоскости поверхности такого класса уже 

нет ассинптотических направлений, найденных в оОщем случае. 
Здесь появляется направления в касательной и нормальной 
плоскости, связанные одно с другим 

Направления такого типа а дальнейшем будем называть с о о т в е т с т ­
венными. 

Г л а в а I I 
Некоторые классы двумерных плоскостей 

$1 . Класо поверхностей с нулевой нормальной кри­
визной П - г о порядка 



Теореыа 2 . 1 . 3 касательной и нормальной плоскостях п о ­
верхности имеется единственная пара инвариантных соответст­
венных направления, для которых 

Эти направления ыоино использовать для коипозиции репера в 
этом классе поверхностей. 

Инвариантом становится о 1 Х 

Теорема 2 . 2 , Геодезическое кручение одно и то ие для 
любой линии на поверхнооти. 

§ 2 , Класо поверхностей с нулевым вектором нормальной 
крививны П - г о порядка 

Аналитическое уоловие 
Олг -О, бгг-О 

Класс существует с произволом 4-х функций одного п е р е ­
менного. Соответственные направления в этом классе виделя-
ются условием 

Ти--о 
Инвариантом в атом классе становится 

Теорема 2 . 3 . Площадь параллелограмма 1-го порядка одпа 
и та хе для любой линии на поверхности. 

§ 3 . Класс поверхностей с нулевыми нормальными кривиз­
нами и нулевым геодезическим кручением 

Условие 

Решение существует с произволом одной функции двух пере­
менных. Векторы нормальной кривизны и геодезического круче­
ния параллелны и сонаправлены прямой 1У-го порядка. 
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