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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В настоящем сборнике делается попытка в ранках об­

щей теории алгоритмов последовать индуктивный вывод ( i n ­

d u e t i v e i n f e r e n c e ) автоматов, общерекурсивных функций Й 
программ. Под этим понимается восстановление (вывод) самих 
объектов (автоматов, функций, программ) по результатам их 
работы на отдельных примерах. При этом, следуя Голду 
(Go ld В.М. L i r a i t i n g r e c u r e i o n . ­ " J o u r n a l o f S y m b o l i o L o ­

g i c " , 1965» 3, H o . 1 ) , Фелдману ( P e l d m a n J . A . Some d e o i d a ­

b i l i t y r e e u l t s on g r a m m a t i c a l i n f e r e m o e a n d с p l e x i t y . ­

" I n f o r m a t i o n a n d C o n t r o l " , 1 9 7 2 , 2 0 , Н о . З ) , Блюыу (Blum L., 
Blum M. I n d u c t i v e i n f e r e n c e i a r e c u r e i o n t h e o r e t i o a p p r o ­

a c h . ­ Memorandum N o . ERL-M386, M a r c h 1973» U n i v . o f C a l i ­

f o r n i a ) индуктивный вывод рассматривается как предельный 
процесс. Это означает следующее. Сначала выдается одна ги­

потеза к, , потом она проверяется на дальнейших примерах, 
обнаруживается ошибка, выдается следующая гипотеза к, , 
затем она снова проверяется, возможно, обнаруживаетоя 
ошибка, выдается гипотеза к л и т . д . '2в говорим, что этот 
процесс в пределе дает искомый результат, если, начиная о 
некоторого i , гипотезы к, истинны (хотя мы сами этого 
можем и не знать и продолжать проверку). По такой схеме 
происходит, например, отладка программ. ЧИСЛО вариантов 
программ к , , к , , к , , ... , которые программист переби­

рает, иногда бывает довольно большим. По такой же схеме 
осуществляются и различные процеосы обучения. 

Легко видеть, что для любого эффективно перечисли­

мого класса общерекурсивных функций существует алгоритм 
индуктивного вывода (стратегия), который для любой функции 



этого нлаооа по таблице е е значений выдает в пределе ге ­

долевский ноиер это!­', функции. Таким, например, является 
алгорити, который, перебирая вое функции по порядку, 
ищет функцию, которая не противоречит заданной таблице 
значений. Наиболее важной характеристикой алгоритма ин­

дуктивного вывода является число гипотез, ноторое он пе­

ребирает, пока доходит до искомого результата. Упомяну­

тый алгоритм на функции о.номером rJ перебирает, вообще 
говоря, до П гипотез. Однако, оназывается ( B a r z d i n 
J . M . P r o g n o B t i o a t i o u o f a u t o m ā t a a n d f u n c t i o n s . ­ I P I P 
C o n g r e e a 7 1 , ом.также Барздинь Я.М., ФреИвалд P. f l . Про­

гногироваиие и предельный синтез эффективно перечислимых 
классов функций. ­ Наст.сборник), что существует алго­

ритм, который на функции о номером п перебирает по по­

рядку не более, чем Loytn гипотез. А это число очень не­

большое по оравнению с п . Этот относительно простой, 
но несколько неожиданный результат послужил стимулом для 
проведения ряда дальнейших исследований, составляющих 
содержание настоящего сборника. 

Формальным аппаратом для постановки ряда задач ин­

дуктивного вывода служат предельно вычислимые функции и 
функционалы. Исследованию этого аппарата посвящены ста­

тьи "Предельно вычислимые функции и функционалы", "Об од­

ном свойстве предельно вычислимых функционалов", "О пре­

дельных вычислениях на недетерминированных машинах Тью­

ринга", "Предельные вычисления .а вероятностных машинах", 
"О частотных вычислениях на бесконечных выборках". 

Статьи:"Сравнение различных типов предельного синте­

за и прогнозирования", "Две теоремы о предельном синтезе 
функций", "Равномерная и неравномерная прогнозируемоеть", 
"Предельны;: синтез t ­номеров", "00 ускорении синтеза и 
прогнозирования функций", "Прогнозирование и предельный 
синтез конечных автоматов", "Замечание о синтезе программ 
по историям их работы", "О предельном синтезе почти ми­

нимальных геделевских номеров , инепосредственно относятся 



к индуктивному выводу функций, автоматов и программ. 
Особое меото занимают статьи "Построение полной сис­

темы примеров для проверки корректности программ" и "Раз­

реиимые и неразрешимые случаи проблемы построения полной 
системы примеров". Они посвящены проверке правильности 
гипотез, но в более практическом плане, связанном о от­

ладкой программ. 



­ б ­

ПРЕДЕЛЬНО ВЫЧИСЛИМЫЕ ФУНКЦИИ Й ФУНКЦИОНАЛЫ 

Р.В.Фрейвалд 

Математическим аппаратом для формализации ряда за ­

,ач индуктивного вывода слукот понятия предельно вычисли­

мых функций и функционалов. Эти понятия впервые системати­

чески исоледозались Э.М.Голдоы [īj и Х.Патнамом [ 2 ] , одна­

ко первые результаты, касающиеся предельно вычислимых 
функционалов, восходят к Цаэуру, Крейсолу и Пур­Йль (ом. 

Наотояцая статья содержит изложение основных эле­

ментарных фактов о предельно вычислимых функциях и функци­

оналах. Целью написания статьи пвилось не столько изложе­

ние новых математических результатов, сколько стремление 
иметь в сборнике обоснование выбора основной концепции 
предельных вычислений, рассмотрение различных естествен­

ных обобщений этой концепции, выяснение эквивалентности 
или неэквивалентности их. 

Интуитивное понятие предельных вычислений является 
достаточно ясным. Типичным случаем, когда требуемы!; ре­

зультат получается не одним приемом, а лишь предельно, яв­

ляется процесо программирования. Как правило, программис­

ту не идаотоя составить длинную программу без ошибок. По­

этому необходим процесо отладки. Оииб;­:и, содержащиеся в 
программе, постепенно устраняются, и некоторое время 
спустя программа работает правильно. Однако абсолютной 
уверенности в том, что все ошибки уже обнаружены, у про­

граммиста обычно re бывает. 
Эта особенность процесса программирования положена 

в оснозу интуитивного понятия предельно вычислимой функции. 
Алгоритм предельного вычисления функции вместо окончатель­

ной выдачи результата показывает предполагаемый результат 
на специальном "табло" или "регистре" (на котором может 
быть записано любое натуральное число). Это позволяет ал­



горитму предложить в качестве результата одно значение к,, 
через некоторое время убрать вто вначение.вще через неко­

торое время предложить другое значение кг и­т .д . Еоли 
при работе алгоритма на некотором значении аргумента х 
после появления на табло некоторого значения к„ оно уже 
с табло не убирается и не заменяется, говорят, что алго­

ритм предельно вычиоляет значение функции ffa)~Kn ; в 
противном случае f (х) не определена. 

Аналогично определяются и функционалы, предельно 
вычислимые в интуитивном смысле. В этом олучае вместо за ­

писи числа ос в распоряжении алгоритма предельного вычис­

ления имеется написанный на беоконечной ленте в произволь­

ном порядке, возможно с пробелами, график функции, являю­

щейся аргументом функционала. 
Эти интуитивные понятия предельных вычислений мо­

гут быть уточнены. Для этого в качестве алгоритма предель­

ного вычисления надо брать машины типа Тьюринга со специ­

альной выходной лентой, на которой она печатает гипотезы 
к,,кЛ/... 

Формально это ­ машины Тьюринга о входной, рабочей 
и выходной лентой. На выходной ленте записано значение 
аргумента зс (в случае вычисления функций) или график фун­

кции *f в произвольном порядке и о произвольными пробела­

ми (в случае вычисления функционалов). В начале работы ра­

бочая и выходная ленты пусты. Голсвка на выходной ленте 
является только­пишущей. Она может отоять на месте или 
двигаться вправо, но не может двигаться влево. Во время 
работы эта головка печат последовательность натураль­

ных чисел <4,кЛг.. о разделительными знаками между их 
записями. Будем считать запись очередного числа закончен­

ной, если за этой записью напечатан хотя бы один раздели­

тельный знак и головка уже ушла вправо от этого раздели­

тельного знака. Между двумя соседними числами допуокаетоя 
произвольное число разделительных знаков. Тогда любое эа ­



полнвние машиной выходной ленты или ее части определяет 
пустую, конечную или бесконечную последовательность 
тех натуральных чисел, печать которых уке закончена. Та­

ким образом, чиола, за которыми не следует разделительный 
знак, или, например, бесконечная последовательность еди­

ниц (если такие имеются на ленте) во внимание не принима­

ются, доли последовательность <кг,-конечная, то ее 
пределом назовем последнее число последовательности. Если 
последовательность бесконечная, но все члены, начиная с 
некоторого, равны некоторому числу b , то пределом после­

довательности называется число Ь . Во всех остальных слу­

чаях, в том числе, когда последовательность пустая, будем 
говорить, что последовательность предела не имегч. 

Под функцией, которую предельно вычисляет данная 
машина'Ж/ , будем понимать пункцию, которая каждому х со­

поставляет предел последовательности к<,кг1... , напеча­

танной машиной ^М-> при работе на аргументе х . 
Под­функционалом, который предельно вычисляет дан­

ная машина'ЭД,, будем понимать функционал, который каждой 
Ц̂  сопоставляет предел последовательности к , , к 2 ( . . . , напе­

чатанной машиной 'Ж* при работе на аргументе f . (::ак 
обычно при определениях функционала, подразумевается, что 
результат, т . е . предел последовательности К ) , к 2 ; . . . не за ­

висит от расположения графика ^ на входной ленто). 
Фуннцию (Функционал) будем называть предельно вы­

числимой (­ыы) в формальном смысле, если существует маши­

на Тьюринга, которая ее (его) предельно вычисляет. 
В дальнейшем ыы будем исходить из тезиса (аналогич­

ного тезису Черча), что функции и функционалы предельно 
вычислимы в интуитивном смысле тогда и только тогда, когда 
они предельно вычислимы в формальном смысле. Поэтому ниже, 
говоря о предельно вычислимых функциях и функционала::, 
оговорку "в формальном смысле" мы будем опускать. 
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16ЗДЖХКДОШ I . Функция f (xj является предельно 
вычислимой тогда и только т о г и , когда она предотави­

на D виде предела f (x)-l\m \ (ot,n) общеренурсив­

ной функции f ( * / п ) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ДОСТАТОЧНОСТЬ очевидна. 
НЕОБХОДИМОСТЬ. Пусть ^ ( з а п р е д е л ь н о вычислима. 

Ноотроин требуемую о .р . функции /Г130»") . Кая правило, 
значение f ( х < " ) равно тому <£ , печатание которого ма­

шиной Тьюринга было закончено пооледним за первые И так­

тов работы малины на не . Однако не исключено, что за 
нею бесконечно долгую работу не каког.­то а машина ие 
печатает полностью ни одного значения. В этом случае 
l imf не должон существовать. Поэтому до завершения 

печатания Машиной Тьюринга значения к« полагаем f(*,tf~
0

, 
f f o O ­ i . f M ^ f f c S J . l й т . д . 

(:?тот прием "непрерывных колебаки!:" оказывается по­

лезным и при переходе от предельного вычисления в интуи­

тивное смысле к предельному вычисления в формальном смыс­

ле . Ведь с "табло" результаты можно бьшо и убирать, а в 
определении предельного вычисления на мазиках Тьюринга 
такая возможность не предусмотрена). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 . Функционал Р(у]над произвольным. 
классом Ж всюду определенных функций является предель­

но вычислимым тогда и дольке тогда, когда oii предста­

вим в виде F(f) = lim F(f, п) , где ?(у,п) -

общерекурсивикй Функционал над 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ДОСТАТОЧНОСТЬ очевидна. 
НЕОБХОДИМОСТЬ. Пусть функционал F(f) предельно 

вычислим машиной Ж> . 3 доказательстве предложения I по­

казано, как перестроить 1SL в машину (

Т5Я> , печатающую бес­

конечную выходную последовательность Ķ « , K J , . . . П Р И работе 
на каждой ^ . Легко далее перестроить <Ж' в машину Щ," , 
выходная последовательность которой не зависит от порядка, 



в каком запиоан на входной ленте график f , Машина (

Ul* 
фактически моделирует работу Г

Ж> при условии, что график 
У расположен в естественном порядке <• О, f(o)> , <i,y(l)>, 
<2,

[

fl2)>!—. Тогда определяется как fl ­ е выход­

ное значение при работе (

Ж> на (fv 
Оказывается, что анвлог предложения и дли функцио­

налов над классами чаотично определенных функций не имеет 
м е л а , ьолее того, справедливо 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3 . Пусть класо 7Г частичных функций 
содержит такую пару различных функций % , % , что 
график функции ift является подмножеством графика 

. функции Ц>г . Тогда существует такой предельно вычисли­

мый всюду определенный функционал f (у) над классом 
У , что для любого к и любого общерекурсивного функ­

ционала г(%и Wi,•*•>*«) над JC* N существует Уе 
Г, что F(f)*U[n Щ-хф ūtfithiķi^Al 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть графи;; функции У* содержит 
пару < х в ) ч , > , которая не принадлежит графику . ункции <f, . 
Рассмотрим функционал Ff'f), равный 0 , если график у 
содержит п а р у < х , , и , > и равный 1 в противном случае. 
Этот функционал предельно вычислим: машина просматривает 
всю входную ленту, до обнаружения < х , , у . > выдавая зна­

чение 1 и после oбнapvжeния такой пары ­ значение 0 . 
Итак, F определен на % , и F (%) Ф F(fi) • Заметим, 
что, каковы бы ни были натуральные к, < х , , ­ . v « « и каков 
бы ни был общерекурсивный функционал Р ( У , • «,!», . . . ,1 к )над 
T x N K , имеет место F (% ,*.„...,*.*.) = F ( f2,(X 
(так как:1) значение функционала не должно зависеть от по­

рядка записи графика функции­аргумента ч 2 ) значение 
г(41 ,<*-ч•••/**,) должно быть определено^. Но тогда 

(i.m... iļm P ( ! f - 7 i , / . - . , U ) ' = l , / r ' - - , i f 2 * f & J Л ) : 
Э.М.Голд [IJ доказал такую характеристику предельно 

вычислимых функций. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ ч­. Функция является предельно вычисли­

мой тогда и только тогда, когда ее график принадлежи* 
классу £ а иерархии Клини­Мостовского. • ­

СЛЕДСТВИЕ. Функция является предельно вычислимой 
тогда и только тогда, когда она вычислима на машине 
Тьюринга с креативным оракулом. 

(Определение классов иерархии Клини­Мостовского и 
определение креативности ом . [ч ] ) . 

Аналоги предложения 4 (но не следствия!) можно до­

казать и для функционалов над произвольными клаооами всю­

ду определенных функций. Нижеоледующее предложение 5 , ко­

торое доказывается по образцу предложения 3 , однако пока­

зывает,что для функционалов над многими классами частичных 
дункций даже аналоги предложения 4 не выполняются. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть класс 7Г частичных функций со­

держит такую пару различных функции, что график функ­
ции $ является подмножеством графика функции у, , 
Тогда существует такой предельно вычислимый всюду оп­

ределенный функционал Р(У) над классом ТГ , что для 
­ любого к и любого общерекуроивного функционала 

F ( f , 4 , J b f « , . . . , | к ) над r * N * F * (где Т -

класс всех всюду определенных функций) существуют (f*T" 

и U6N , чтоrW}**Wj$Wyķь*ЩЩш,п11 
Понятие предельно вычислимой функции (в формальном 

смысле) оказывается понятием весьма инвариантным относи­

тельно привлечения новых вычислительных возможностей. Так, 
например, в статьях [ 5 , 6 ] настоящего сборника показано, 
что если в качестве алгоритмов предельного вычисления при­

влекаются недетерминированные или вероятностные машины, 
но при такой формализации мы не отходим от упомянутого вы­

ше интуитивного смысла предельного вычисления, то класс 



вычислимых функций не расширяется. 
С другой стороны, уже сами формализации понятий 

предельно вычислимых функций и функционалов через машины 
Тьюринга и через о . р . функции подсказывают некоторые е с ­

тественные видоизменения этих понятий, не укладывающиеся 
в первоначальную модель. Остановимся на некоторых из них. 

Ряд видоизменений понятия предельно вычислимой 
Функции связан с формализацией понятия предельной вычис­

лимости в терминах машин Тьюринга. Дело в том, что при ра­

боте машины на очередном значении аргумента х могут слу­

читься четыре ситуации: I ) не будет напечатано ни одно вы­

ходное значение; 2 ) будет напечатана конечная последова­

тельность выходных значений к, / к 9 / . . . , к а ; 3 ) будет напеча­

тана бесконечная последовательность « , , K t / . . . , имеющая 
предел; 4 ) будет напечатана бесконечная последовательность 
<it<2/--- i не имеющая предела. В первой и четвертой си­

тациях единственно естественно полагать, что функция / ( x j , 
предельно вкчнишиая машиной, на эс не определена. Тем 
не менее можно отличать о и т у а ц и и 2) и 3) и рассматривать 
определения, когда 

A) Т(щ определена как в ситуации 2 ) , так и в си­ , 
туации 3 ) ; 

Б) f (x ) определена в ситуации 2 ) , но не в ситуации 
3)1 

B) f(x) определена в ситуации 3 ) , но не в ситуации 
2 ) . 

Легко видеть, что А ­ это основное определение пре­

дельной вычислимости, приведенное выше. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Класс функций, предельно вычислимых 
в смысле Б, совпадает с класоом функций, предельно вм­

аислимых в смысле А. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, из предложения I следует, что любая 
функция, вычислимая в смысле А, вычислима и в смысле Б. 



Пусть, наоборот, функция вычислима'в смысле Б на машине 
r

$fL. Работу Ш, можно легко промоделировать на мазике ОТ.', 
которая до тех пор, пока Ш, не напечатала ни одного ииы­

вола, печатает попеременно 0 и I на каждом такте, а далее 
после того, как 7ĪL уже напечатало хотя бы один символ, 
печатает: в те такты, когда 7Я не заканчивает печатание 
очередного выходного значения, мааина 7ĪI печатает снова 
и снова то значение, которое Ж напечатала последним; в 
те такты, когда 771 заканчивает печатание очередного зна­

чения К| , 771 прерывает на время моделирование работы 
771, печатает подряд два различных значения, например, О 
и I , потом печатает к ( и продолжает прерванное­моделиро­

вание. Легко видеть, что машина Ж' вычисляет ту же самую 
функцию в смысле В и А (одновременно). 

Из доказательства предложения 6 вытекает 

СЛЕДСТВИЕ. Любая функция, предельно вычислимая в 
смысле А пли Б, вычислима и в смысле В. 

Предложение б и следствие имеют место также для 
функционалов над произвольными классами функций. Однако 
даже для функции утверждение, обратное следствию предло­

жения 5 , не верно. Поэтому 3 определяет родственное, но 
несколько более слабое понятие вычислимости. Следуя [ 5 ] , 
назовем это слабой предельной вычислимостью. 

Для характеризации класса слабо предельно вычисли­

мых функци!­. усилим одно утверждение работы [ 5 ] . • 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7 . Функция .f (х) слабо предельно вычис­

лима тогда и только тогда, когда одновременно I) ее 
область определения представина в виде разности двух 
множеств из Z 2 i 2) она доопределпма до (частично оп­

ределенной) предельно вычислимой функции, т . е . до 
функции с графиком, принадлежащим 2 3 г . 

(Отметим, что класс всех множеств, представимых в 



виде разности двух мнонеотв ив 211 , внлючвет полностью 
£ e U n t и содержится в Х , П П , ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. НЕОБХОДИМОСТЬ. Пусть У(х) слабо 
предельно вычислима на иашине 7Л. . Существует машина 37L' , 
олабо предельно вычисляющая чвотичную характеристичеокую 
функцию области определения функции f - эта маиина для 
выдачи п - го выходного значения *ļ ожидает п ­ое и 
(Г|-»1)- е выходные значения к п , * п н • нашины 776. Если 
К|*^,(, то к„*\ . Если , то . Для дока­

зательства необходимости условия I ) надо убедиться в 
тон, что следующие два множеств принадлежат 2 Й : а) мно­

жество всех тех х , для которых 77J, , начиная с некоторо­

го момента, не печатает на выходе нулей; б) множество 
всех тех х , для которых ТЗЬ печатает только конечную 
выходную последовательность. Для доказательства необходи­

мости условия 2 ) нужно перестроить машину 7И способом, 
описанным в доказательстве предложения 6 . 

ДОСТАТОЧНОСТЬ. Пусть область определения ..ункции 
представила в виде разности В \ С , где В, С f Z г , и 
пусть функция <f(x) доопределина до предельно вычислимой 
функции ^ ( х ) . По предложениям 4 и I частичные характер 
ристические функции %в(

х

) и % t (
x ) множеств В и С и функ­

ция Ч­'(ос) представиыы в виде пределов о . р . ,,ункций: 
PCB(x)­l(jn h , (x ,n ) ; P6 c(i)=[imh z(ac,n),>+'(x)=(irp h , ( x , n ) .. 

Тогда *^(x) слабо предельно вычислима на машине <7К, кото­

рая для выдачи п ­ г о выходного значения просматривает 
Ь*(

х

,0),Ьг{
х

Л),Ьг{ъ2)г--, пока среди этих значений найдет­

ся п чисел, отличных от единицы. Потом, если h.,(x,nj = l , 
то Ж печатает h,(x,n) , а если h , ( x , n ) / l , то 1К> печата­

ет число Кц , отличное от к „ . | . 

СЛЕДСТВИЕ I . (Фрейвалд, Подниекс [ 5 J ) . Если область 
значений функции состоит из одного' элемента, то функг 
ция слабо предельно вычислима тогда и только тогда, 
ногда ее область определения представиыа в виде раз ­



ноотн д в у х множеств ив Л а i 

Ол "'"''BI'E 2 . Р̂ оли функция всюду определена, то она 
олабо предельно вмчиолима тогда и только тогда, когда 
она предельно вычислима. 

Перейден теперь к формализации понятий предельно 
вычислимых функци'й в терминах о.р . функций. Естественно 
напрашивается мысль о замене требования общеренуреиьнооти 

классам функций. Э.М.Голд [ i ] показал, что класс предель­

но вычислимых функций не изменяется, еоли потребовать при­

вели допускать частично рекурсивные ( ч . р . ) f ( х , п ) * к*Окнв 
рассматривать два различных определения предела ч.р.функ­

ции. З.М.Голд [t] ввел следующее определение: 1({Л <P(x,nJ«bč=* 
^ 3 n e V n > n , ( if(xvi) определена & Ч>(х,п)~Ь ) . Можно 
определить предел иначе: Iļfn У(х,п)*Ь t*** ( Vr> У(х.,п) 
определена) А (3fl. Vn > П. f(x,n)*b ) . Последнее опре­

деление ближе определению предела о.р . функцииу так как в 
случаях, когда предел определен, можно вычислять последо­

вательно f(x,l), и не надо опаоатьсн, что 
какое­то из значений может оказаться неопределенным. 

В.М.Голд [ i j показал, что существуют функции, пред­

Здавиыые в виде предела ч.р, двуместной функции (в смысле 
ларвого определения), но не представимые в виде предела 
®*Р­ функции. Голд ноотавил вопроо о характеризации клао­

оа преямю* ч.р, функций в терминах Клини­Иостовского. 

ТЕОРЕМА I . Функция У(х) предотавима в виде преде­

ла ч ­ р . функции (в смысле определения З.М.ГолДв) тог­

да ••и только тогда, когда'одновременно I ) ее облаета 
определения принадлежит Ž T , , 2) она доопределила да 
(частично определенной) предельно вычислимой функдаи, 
т . е . до функции с графиком, принадлежащим 2 Г 8 . 



ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. НЕОБХОДИМОСТЬ условия I ) по сущест­

ву была доказане еще Голдом f l ] . Действительно, если ф(х) 
предстаз;и,:а в виде предела ч . р . функции, то и частичная 
характеристическая функция области определения функции У 
предстезина в виде такого предела. Но тогда нетрудно и са­

му оОлеоть определения f задать формулой о кзаиторноМ 
приставкой типа 3 V 3 . 

Для доказательства необходимости условия 2) понааен., 
что для любой функции Ф , предотанимой в­ виде предела ч. 
р . функции f(x)*iiļn т ( х . п ) , существует доопределение 
до предельно вычислимое (частично определенном) функции, 
т . е . до функции ^ ( х ) ­ tyn g (a:,l) , где g ­ qp . функция. 
Для определения последовательности значений 4{x,0),4faty$x,l\— 
просматриваем в порядке кинторовских номеров пар [vi) ре­

ВулааТЫ вычисления у р М / в течение t тактов машины 
Ткэрикга, Лона ни одно из значении у>(х,п) еще не оказа­

лооь определенным, полагаем g(x,ū)
m

0,q(x,l)=0,q(x,2)'0/... 
Лотом <j(x,i) равно значению f(x,m) « г д е т ­ максимальное 
среди тех П , длп которых существует такое Г , что пара 

' ) имеет номер не больше f и вычисление ļf (х,п) останав­

ливается за t тактов. Очевидно^ что если предел UtnĢ(x,n) 
существует, то !ļm ļj(*,<) - Щгт* f(x,n ) . 

ДОСТАТОЧНОСТЬ. Пуоть для некоторой функции <f(x)вы­

полнены условия I ) и 2 ) . По тесрене Крзйсела, Шёнфильда и 
Ван Хео (теорема 14­ХУШ из [Vļ) любое отношение из 22 д 
можно представить в виде 3 o 0 V n > r j , 3 t %(x,n,i) , где R ­

рекурсивный предикат. Пусть в таком виде представлено от­

ношение " х принадлежит области определения функции f " . 
Определим ч .р . функцию: 

fifeiiui 1 • е с л и 3 t , 
•j» I I не определена, если тБ+ R(x,n,i). 

Тогда 9Цх)­Ом Изъявляется частичкой характеристической 
функцией области определения функции у . По условию 2) 
функция f (ж) доолределина до предельно вычислимой фунн­



ции \р{х)" tjmgļx,n). Но тогда функция <f(x) предотавима в 
виде предела 1}т ( Й (х,н) • tļ (х,и) ) . 

СЛЕДСТВИЕ I . Еоли область значений функции состоит 
из одного элемента, то функция прэдставима в виде пре­

дела ч.р . функции (в смысле определения Голда) тогда и 
только тогда, когда ее область определения принадлежит 

СЛЕДСТВИЕ 2 . Если функция всюду определена, то она 
представима в виде предела ч»р. функций (в омыоле оп­

ределения Голда) тогда и только тогда, когда она пред­

ставила в виде предела о.р. функции. 
• 

TLoPEMA 2 . Функция у(х] предотавима в виде преде­

ла ч . р . функции (в смысле второго определения предела 
ч . р . функции) тогда и только тогда, когда она слабо 
предельно вычислима. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. НЕОБХОДИМОСТЬ. Пусть (p(*)­lffi Jfel) . 
Для слабого предельного вычисления у достаточно последо­

вательно вычислять и печатать значения Jft*,0)(?(x,l), У(х,2),... 
ДОСТАТОЧНОСТЬ. Пуоть f(x) слабо предельно вычисли­

ма на машине
 Г

Щ . Тогда У ( * ) « 1 1 1 Л ^(х,п) , где У[х,п) рав­

но п ­ ну выходному значению машины ' Ж при работе на ос . 

СЛЕДСТВИЕ . Функция ļf(x) представила в виде преде­

ла ч . р . функции (в смысле второго определения предела 
ч . р . функции) тогда и только тогда, когда одновременно 
I ) ее область определения предотавима в виде разнооти 
двух множеств из 2) она доопределима до (частич­

но определенной) предельно вычислимой функции, т . е . до 
функции с графиком, принадлежащим ŽTj. 

Итак, после рассмотрения различных видоизменений 
понятии предельной вычислимости функций остались только 
две нестандартные концепции. Они не укладываются в нашу 
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­ ie ­

"физическую" модель, и, более того, не удалось нейти даже 
удовлетворительную ос всех точек зрения содержательную ин­

терпретацию этих концепций. Теп не менее, например, сла­

бая предельная зычислимость любопытна хотя бы тем, что при 
минимальном отличии от обычной предельной вычислимости, 
если испольвуютоя детерминированные ыагг.шы, оно приобрета­

ет значительно большие возможности при использовании неде­

терминированных или вероятностных машин (ом. [ 5 , б ] ) . 
Для функционалов совокупность неэквивалентных кон­

цепций несколько богаче. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ В. Функционал F(f) над произвольным 
классом У частичных функций представим в виде преде­

ла (в смысле определения Голда) F ( f ) e l ' r t i F(9,n) i где 
rflf.H) ­ вычислимый (ко не обязательно всюду опреде­

ленный) функционал над Ō"* N тогда и только тогда, 
когда оуцествуют функционалы 6№,1,},к) и Gt(%\ļ,l,\) 
обшерекуроивные над iTtU* , что одновременно l)F('f) 
определен 4=*3i V)3k [в, ОДЫ*,* 1 . 2) если F(fj 

определен и F ( f / - u , то 31 \/j [б 8(У. Ч,Ц) = 1 ] . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9 . Функционал F(*f) над произвольным 
классом 7JT частичных функций представим в виде преде­

ла (в смысле второго определения предела) F(y) = 
*= ļļffl r ( y , n ) , где F(y,w) ­ вычислимый (но не обяза­

тельно всюду определенный) функционал над 3~xN тогда 
и только тогда, когда существуют такие функционалы 
Щ[%Ц) . Gt(W.}) « 6 , ( V . 9 . I . } ) , общере­

куроивные над 7 T x N a и над ТГлЫ* (соответственно), 
что одновременно I ) F(4>) определен<=>3( Vj[G 4(y,/,j]=i]& 
* W3J [ G j O f t l . J N i ] , 2) если F ( f ) определен 
и F ( y ) ­ u , то 3 i V J [ a , ( y ­ , u , i , j ) ­ l ] . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Функционал РСЧ^над произволв'ным 
классом всюду определенных функций слабо предельнс 
вычислим тогда и только тогда, когда F(f) представим 



в виде пределу (в смысле второго определения предела) 
функционала F{f,n), вычислимого, но не обязательно 
всюду определенного над ļf- * N • 

Для функционалов над многими классами частичных 
функций аналог предложения 10 не имеет место, так как в ' 
предложении 3 без изменения доказательства функционал мож 
но полагать не всюду определенным. 

В заключение автор благодарит Я.и.Барвдиня за неод 
нократную полезную конструктивную критику. 
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ОБ СДШ С20МЗЕ ПРЕДЕЛЬНО ВЫЧИСЛИМЫХ­ ФУНКЦИОНАЛОВ 

Я.М.Барздинь 

Через R (соответственно, PR ) обозначим клаоо всех 
1­ыеотвых общерекурсивных (частично рекурсивных) функций, 
фиксируем некоторую геделозокуш нумерацию f клаоса PR. 

Цель настоящей статьи ­ изучить связь между двумя 
классами функционалов! 

1 . Предельно вычислимые функционалы на R (определе­

ние см, в [ I ] ) , 
2. Предельно вычислимые операции на R . функционал 

называется предельно вычислимой операцией на R , если 
существует предельно вычислимая функция t (определение ом. 
в [ i ] ) такая, что для любого п , если f n * R . то TffnJ­^fn) 

Для обычных функционалов имеет место теорема Крейое­

ла­Лакомба­£ёнфильда ( с м . , например, [2 ] ) : класс всюду оп­

ределенных на R эффективных операций оовпадает с классом 
всюду определенных рекурсивных функционалов на К . Однако 
для предельно вычислимых функционалов имеет место 

ТЕОРША I . ;'-"Г!твует всюду определенная предельно 
вычислимая операции на R , которая не является пре­

дельно вычислимым функционалом на R . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Функции будем отождествлять о после­

довательностями натуральных чисел. Например, а о"" , где 
« - £ , £» . . . e „ ( г, eN ,­обозначает следующую функцию f ( x ) : 
f И ) ­ е . . f ( 2 ) » £ 2 , ­ ­ f ( " ) ­ t n ( f ( n * i ) ­ 0 , f ( п + 2 ) ­ о , . . . ' (мы счита­

ем, что аргумент х принимает значения, начиная с х » 1 ) . 
Через f будем обозначать начальный кусок f f ( n ) функ­

ции f . 
Очевидно, для доказательства теоремы достаточно рас­

сматривать какую­то одну геделевскую нумерацию. Для облег­

чения техники доказательства мы возьмем геделевскую нуме­

рацию, обладающую некоторыми свойствами "оптимальности". 



А именно, г е д е л е в с к у ю нумерацию f н а з о в е м о п т и м а л ь н о й , 
если для любой вычислимой нумерации ir с у щ е с т в у е т о б щ е р е ­

к у р с и в н а я функция h{n) и такая константа С , . ч т о д л я лю­

бого п fhļnj-ITri и l (h (n ) )< |{м) + С ( ч е р е з l ( р ) мы 
обозначим д л и н у д в о и ч н о й записи числа р ) . Такке н у м е р а ­ ­

ции ф а к т и ч е с к и были введены А.ii.Колмогоровым [з] при о п р е ­

д е л е н и и с л о ж н о с т и конструктивных объектов. Следуя этой 
идее, с л о ж н о с т ь K(f) функции f е PR и сложнооть К (л) по­

следовательности ot ­ в,* . <. £ п определим соответствен­

но 

*ķ&J^ 1Н 

Очевидно, д л я любой другой вычислимой нумерации от сущест­

вует к о н с т а н т а С такая, что K ( f ) « K^­ff) +С и 
К К ^ о О + С . 

Фиксируем последовательность натуральных чисел 
п, , п а , . . . , п , , . . . , где n J + 1 «п* . Пусть п, доста­

точно б о л ь ш о е . Тогда для любого 1^1 имею место следую­

щие утверждения: 
A. Какую бы двоичную ( т . е . составленную из 0 и I ) 

последовательность ос длины п ( мы ни взяли, найдется дво­

ичная последовательность Ji длины и ( ч . , ­П[ такая, что 

B. Какую бы двоичную последовательность л длинып< 
МЫ НИ ВЗЯЛИ, ДЛЯ ЛЮбОГО •*> , ­ П ; ) К(лО

л

) ­с У п | + 1 ' . 

Для проверки справедливости утверждения А заметим, 
что существует двоичное слово 1!» длины л ( + , ­ П | такое, 
что К ( р ) й П | + 1 ­ n j . Далее, из оптимальности функции 
Ч5 следует, что К (р*) < К (оср) + 21 (r» ( ) ­f с' .Отсюда 
К ( л ( 5 ) * n i + 1 ­ п , ­ 2 1 ( п 1 ) ­ с ' и, следовательно, при до­

статочно большом п< К (ос JJ) > V n ( 4 l ' . 
Аналогично, используя оптимальность нумерации f , 

можно убедиться в справедливости утверждения В. 



3 дальнейшем будем очита?ь, что п . выбрано столь 
большим, чтобы выполнялись утверждения А и В. Через S( f ) 
обозначим число различных I , при которых K f f ) > / " Г . 
Через modjS обозначим остаток при делении числа S на 
два. 

Искомый функционал определим следуэдиы образом: 
Kļr( f") * m o d ? S ( f ) . Очезидно, \ Р всюду определен на R . 

Из утверждений А и В непосредственно вытекает: 
С. Какую бы дзоичпую последовательность ос длины nt 

мы ни взяли, напДутоя двоичные последовательности р и f 
длины П ( + , ­ П | такие, что для функций f , = « ) < 0 Л 5 и f » = 
^ a ļ f O " ' имеет месте m o d z S { p ­ , } m o d a S ( f г ) f Mf 

' следовательно, (f 0 ^ x (f i )• 
Нетрудно убедиться, что Щ является предельно вы­

числимой операцией на R .. На самом деле, если дан произ­

вольный геделевекпй номер z общерекурсивно.. функции f 
(без ограничения общности будем считать, что ъ > 64 , и, 
следовательно, l ( г)"*^/гГ ) , то мы можем гарантировать 
следующее: для любого п » т имеет место K(f "у.* fn . 
Это означает, что по г мы можем эффективно найти началь­

ный нуоок | г функции f , по которому однозначно определя­

ется значение 4 ^ ( f ) . Далее, еоли дано f
n i то мы можем 

предельно вычислить K(f n ) ' . i , следовательно, пропоить нера­

венство K ( f n ) >­/гГ . Отсюда следует, что ^Ff f ) можно 
предельно вычислить по z . 

Теперь покажем, что ~Y не является предельно вычис­

лимым функционалом. Допустим от противного, что существует 
машина Ж , которая предельно вычисляет Ш . Так KaitfeF?, 
то без ограничения общности можно считать, что на входной 
ленте TJI написаны значения f в естественном порядке: 
f ( 1 ) f ( 2 ) f ( 3 ) . . . . машина , примен иная к f , долж­

на печатать на выходной ленте последозате ьность значений 
к

* '
K

i,<i, ••• i . и эта последовательность должна стабили­

зироваться на значении ^ ( f ) . Для получения противоре­

чия мы теперь попытаемся построить функцию f € ftļ , на ко-



торой последовательность K b K i , x b ' ­ н е
 б У Д е т стаби­

лизироваться. Конструкция.будет состоять из отдельных ша­

гов. 
Машина Ж при выдаче К| использует определенный 

начальный кусок f ( 1 ) • • • f ( б ) функции f ­ ото тот на­ . 
чальный кусок, который но входной ленте находится левее 
считывающей головки в момент, когда Ж заканчивает печа­

тат ь к ,•. 
Ш а г 0 . Берем функцию 0 " и применяем к ней ма­

шину Ж . Так как 0 " ­ общерекурсивная функция, то ма­

шина 73Т когда­нибудь напечатает первое значение к, . Пусть 
0 С # ­ начальный кусок функции 0 " , который использует Ж 
при выдаче к 4 . Дополним зтот куоок справа нулями, чтобы 
общая длина была равна ближайшему П | ( и обозначим его 
через о с в . Начальный кусок искомой функции f определим 
равным сх о . 

Ш а г I . Рассматриваем всевозможные двоичные слова 
ос длины П { 1 + 1 ­ п ц и соответствующие функции « ^ 0 ° " . 

Применяем параллельно ко всей этим функциям машину Ж (о 
того места, где она закончила свою работу при выдаче к, ) . 
Из утверждения С вытекает, что обязательно найдется такое 
ос=л' , что на oteOc'O0"машина Ж когда­нибудь выдаст К; ,*^ . 
Пусть с с о а ' 0 4 ­ начальны:! кусок функции ос0сс'0' , и , который 
использует Ж при выдаче kj . . Дополним этот куоок справа 
нулями, чтобы общая длина была равна ближайшему Пи i полу­

ченный кусок обозначим через сх, . Начальный кусок функции 
f доопределим равным СХ <. 

Ш а г m . ( m я 2 , 3 , . . . ) ai­алогичен шагу I , только 
вместо ос„ берется начальный кусон а т _ ^ , построенный на 
предыдущем шаге, и ищется Kj m ?*Kj m . 1 « Начальный кусок 
функции f доопределяем равным схт • 

Таким обрезом, нами поотроена общерекурсивная функ­

ция f , на которой машина Ш, выдает k , ^ k j , # k j 2 ^ = . . . 
... к ) п 1^... и, следовательно, последовательность к , ,к* ,к 3 / . . . 
не стабилизируется. Таким образом, машина (G6L не может 



- гч -

предельно вычислить функционал ЧГ . 
Теорема доказана. 
ЗАМЕЧАНИЕ. Аналогично можно раооматривать предельно 

вычислимые функционалы и операции на PR . В данном случае 
возникает вопрос о том, имеет ли место аналог теоремы Уай­

хилла­Шопердсона ( с м . [ 2 ] ) . Пользуясь теми же нонструкциями, 
которые были использованы при доказательстве теоремы I , 
можно показать, что существует предельно вычислимая опера­

ция на PR , которая не является предельно вычислимым функ­

ционалом на PR . 
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О П Р Е Д Е Л Ь Н Ы Х ВЫЧИСЛЕНИЯХ НА Н И Е Г Б Р М И Н И Р О В А Н Н Ы Х К А Ш А Х 

ТЬЮРИНГА 

Р.3.Фрейвалд, К.М.Подниеко 

Уже неоднократно [ i , 2 ] изучались вычисления на неде­

терминированных машинах Тьюринга, т . е . на машинах, про­

граммы которых могут содержать команды с одинаковыми левы­

ми частями, но о равными правыми. Если процесс работы ма­

шины приводит к ситуации, которую описывает общая левая 
часть таких команд, «о возникает возможность различных 
р е а л и з а ц и й работы машины. 

Для представления множеств недетерминированные маши­

ны применяются в двух различных смыслах. 
Машина Ш, п е р е ч и с л я е т множество А » 

если для тех и только тех ос , которые принадлежат А , су­

ществует реализация работы машины HSC , начинающаяся со 
значения аргумента х и кончающаяся результатом 1 . 

машина Щ р а с п о з н а е т множество А , в о ­

ли для каждого ос существует реализация работы машины Ж), 
начинавшаяся со значения аргумента х , кончающаяся резуль­

татом %А(х)(где % А ( х ) ­ 1 , воли ос€А ; % A ( a c > O i 
если х б А ) , и, кроме того, невозможны реализация, приво­

дящие к неверному результату. 
Легко видеть, что А перечислимо на недетерминирован­

ной машине, если и только если А рекурсивно перечислимо 
и А распознаваемо на недетерминированной машине, воли Я 
только воли А рекурсивно. 

Х.ПВТНАН г 3 ] и Э.Ы.Годд [ 4 ] рассматривали т . н . пре­

дельные Вычисления. Говорят, что рекурсивная функция а(п) 
имеет предел Ь ( l i m a ( n ) = b ) или, другими словами, 
что последовательность ее значений стабилизируется на b , 
если 3 n „ V n > h 0 a ( n ) * b . 

В соответствии о этим множество А вазывается п р е ­

д е л ь н о р е к у р с и в н ы м , воли Д Л Я некоторой 



обиерекуроивной функции д ( х , п ) и вое:: х : 

х 6 А — IIm 9 ( х , п ) « 1 , x ē A ­ — LlmgCjc.n; = О . 

Аналогично, А п р о д о л ь н о п е р е ч и с л и м о , 
еоли 

х € А ­ * ­ * lim g ( x , n ) » 1 . 
для обцерекуроивной g . 

По существу, вдеоь расоматриввютоя машины Тьюринга 
о двумя лентами: рабочей и выходной. 3 начале работы на 
рабочее ленте ваписано значение аргумента х , выходная 
лента пуста. На рабочей ленте находитоя одна обычная чита­

ющая­пишущая головна, на выходкой ленте ­ одна только­пи­

шущая головка, которая может стоять на месте или двигать­

ся вправо, но ье может двигатьоя влево. Во время работы 
машины вта последняя головка печатает б е с к о н е ч ­

н у ю последовательность нулей и единиц, соответствую­

щую значениям g ( x , n ) при п = 0 , 1 , 2 , . . . . 

ТЕОРШ I . (Патнам, Голд) а) множество А предель­

но перечислимо, еоли и только еоли А € 2 2 

б) А Предельно рекурсивно, если и только еоли 
А е 2 2 П П г • 
(Определения классов £ 2 , П г см. [ 5 ] , § 1 4 . 1 ) . 

Упомянутое представление предельного перечисления о 
помощью двулеиточяых машин заставляет признать естествен­

ным также и следующее понятие. 
Множество А с л а б о п р е д е л ь н о п е ­

р е ч н о л и м о , если существует машина Ш, такая, что 
х 6 А если и только если при значении аргумента х <Ж­ пе­

чатает на выходе бесконечную последовательность нулей и 
единиц, стабилизирующуюся на 1 . (Таким образом, слабая 
предельная перечислимость отличается от предельной пере­

числимости тем, что здесь не требуется, чтобы машина ТО 
печатала на выходе бесконечную последовательность П р и 
л ю б о м х ) . 



ТЕОРЕМА 2. Мнохеотво А олабо предельно перечксла­

но, если и только еоли оно представиыо в з : : д е А ­ В \ С | 
где множеотва B , C 6 £ 2 , 

(3 частнооти, класс слабо предельно перечислиыых 
множеств включает полностью Е г 11Пг» а сам содержит­* 
ся полностью в Е 3 П П 3 ) . 

Для доказательства необходимости в теореме 2 оледу­

ет убедиться, что следующие два множества входят в £ 2 : 
1 ) Множество В тех х , для которых машина НМ, , 

олабо перечисляющая А , начиная с некоторого момента, не 
печатает на выходе нулей. 

2) Множество С тех х , для которых машина Ж пе­

чатает на выходе только конечную последовательность. 
Очевидно, что А = BsC . 
Для доказательства достаточности в теореме 2 следу­

ет воспользоваться теоремой I . 
Авторы задались целью изучить предельные вычисления 

на недетерминированных машинах, используемые для определе­

ния таких вычислений машины отличаютоя от описанных выше 
двуленточных машин только недетерминированвостью. Анало­

гично непредельному случаю недетерминированные машины пре­

дельного вычислений (НД МПЗ) могут применяться для пред­

ставления множеств в нескольких различных смыслах. 
НДМПВ Ж. о л а б о п е р е ч и с л я е т мно­

жество А . еоли для тех и только тех х , которые принад­

лежат А • существует реализация работы машины Ж , начи­

нающаяся со значения х , при которой на выходной ленте 
печатается бесконечная последовательность, стабилизирующа­

яся на 1 . 
НДМПВ Ж с л а о о р а с п о з н а е т А , е о ­

ли для каждого х существует реализация работы машины Ж , 
начинающаяся со значения ос , при котором на выходной лен­

те печатается оеоконечная последовательность, стабилизиру­



ющаяоя на %А(х) , и, кроме того, не оущеотвует реализа­

ций, стабилизирующихся на неверном результате. 
Если потребовать дополнительно, чтобы машина <Ж/ 

при любом ос и при любой реализации печатала на выходе 
обязательно бесконечную последовательность, получается, 
соответственно, понятия ( н е с л а б о г о ) перечисления 
и распознавания на НДМПВ. 

Оказывается, возможности "слаоых предельных вычис­

лений" на детерминированных и недетерминированных машинах 
значительно отличаются >. (Ср.теоремы 2 , 3 ; см.также тео­

рему I , поскольку слабое предельное распознавание на де­

терминированной машине совпадает с предельной рекурсивнос­

тью). 

ТЕОРЕМА 3 . а) Множество А олаоо перечислило на 
. НДМПВ, если и только если А 6 S . . 

б) А слабо распознаваемо на НДМПВ, если и только е с ­

ли АeZjCin^ ( т . е . если А является гиперарифые­

тичэскнм множеством). 
(определения классов 2^,П^ см. [ 5 ] , § I 6 . I ) . 

Утверждение б) выводится из а) посредством довольно 
просто доказываемого аналога теоремы Поста; если А и до­

полнение к А слабо перечиолимы на НДМПВ, то А слабо 
распознаваемо на НДМПВ. 

Доказательство необходимости утверждения а) стано­

ситоя достаточно простым, если предварительно несколько ви­

доизменить определение недетерминированной машины. Грубо 
говоря,"элемент недетерминировеннооти" следует вынести из 
программы в особый вход машины. (Это напоминает сосредото­

чение "элемента случайности" при синтезе вероятностных ма­

шин в специальном датчике случайных чисел, см. [ б ] ) . 
"Машина с лентой недетерминированности" получается 

из НДМПВ Т?о , есди дооавить особую входную ленту, на ко­

торой может быть закодирована любая бесконечная последова­



тельнооть ( s ( n ) } натуральных чиовл. На лейте расположена 
одна толькс­читагацая головка. Если в такте t работа Ш 
приводит к ситуации, когда есть выбор ив нескольких 
команд, новая машина обращается г входной ленто, читает 
в(1) л выбирает (воли возможно; команду о этим номером. 

Еоли теперь в определениях представления множеств 
•иыенить "НДМПВ" на "машина с лентой над­: зерминированнос­

М н и "оущеотвует реализация работы машины" ­ на "сущест­

вует запись на входной ленте", то , как легко видеть, мы 
получим понятия, эквивалентные коходкым. 

Доотвточность в) можно доказать, исходя непосред­

ственно Ив 2 4 ­формы множеотва А • Некоторые упроще­

ния вносит, однако, предварительный переход к форме: 
я в А — * 3 Y V y 3 z R ( ­ x , y , z , Y ) 

где У ­ переменная для множеств, а R ­ рекурсивный пре­

дикат (ом. [5] , упражнение 16­10)4 

ЗАМЕЧАНИЕ. В доказательстве достаточности а) легко 
добмтьой выполнения дополнительного свойства: при любой 
реалиеации выходная последовательность (конечная или бес­

конечная) состоит только ив единиц. 

В случав обычных (неслабых) предельных вычислений, 
возможности детерминированных и недетерминированных машин, 
однако, совпадают (ор.теоремы I , 4)» 

ТЕОРЕиА 4 . а) множество А перечиолимо на НДМПВ, 
если i сольно воли А в Г й . 

б ) А распознаваемо на НДМПв, если и только еоли 
А с Е . П П , . 

Утверждение о) выводится ив а) посредством подхо­

дящего аналог* сворены Поста. 
Достаточность утверждения а) очевидна в силу тео­

ремы Z. 
Для доказательства неооходимости а) следует пока­



аать сначала, что всякое А , перечиолиыов на НДМПВ, пред­

ставки о в виде! 
х 6А — • З У З у Vz R ( * , y , z , Y ) 

где У " переменная для множеств, R ­ рекурсивный преди­

кат. Затем можно покавать, что отсюда следует A 6 Z a ( ср . 
[ 5 ] , упражнение 16­9) . 

Теорема 3 дает любопытную характеристику гиперариф­

метаческих множеств (а Также ­ множеств) в машинных 
терминах. Уже ранее машинное представление гиперарифмети­

ческих множеств (вместе с П, ­множествами) было получено 
в терминах обобщенных машин Клини [?] (ом.также [ 5 ] , 
§ 16 .5 ) . Однако эта характеристика и наша значительно от­

личаютоя. В некотором смысле ситуация здесь аналогична 
случаю 2 2 П П 2 ­множеств, которые также допускают различ­

ные опиоания в терминах машин. С одной стороны, это ­ мно­

жества, распознаваемые на машинах Тьюринга с креативным 
оракулом, а о другой ­ предельно рекурсивные множества. 

Можно рассмотреть также в ы ч и с л е н и е 
ф у н к ц и й . . а Н Д М П Н . Полученный „ри этом 
класс слабо вычислимых чаотичных функций совпадает с клас­

сов всех ­функций, а класс слабо вычислимых всюду оп­

ределенных функций ­ с класооы всех гиперарифыетических 
функций. 

(Неодабые) вычисления функций на НДМПВ дают класс 
всех S 2 ­функций. 

Некоторая "неестественность" понятия 71л ­вычисли­

мости (отмеченная в [ 5 ] , § 16 .5) проявляется в нашей ин­

терпретации так : хотя каждая НДМПВ олабо перечисляет неко­

торое множество (и таким сораэом мы получаем нумерацию 
этих множеств, которая оказывается изоморфной нумерации 

­иножеотв, построенной в [ 5 ] , § 1 6 . 1 ) , не воякая 
НДМПВ вычисляет функцию ( т . е . нумерацию функций мы не по­

лучаем). Заметим, что обычный путь ­ через теорему об од­

нозначности ­ также не может дать нумерацию Š " ­функ­

ций. Вта теорема в случае проото не имеет места, ибо 



не нее оледовел 0ы (по неводу [ 5 ] , § 9 .7) принцип редук­

ции, опровергнутый для £ . в 5 , § 16 .3 , 
Вопроо о вовмоянооти "вычислимых" ( т . е . сводимых к 

нумерации £ . ­множеств, данной а [5J , § 16.Г) нумераций 
для ЗС. ­функций оотазвоя, по­видимому, открытым. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Легко видеть, что офорыулированные тео­

ремы i ­ 4 имеют место равномерно (в смысле [5] ) i переходы 
от машин к формулам и обратно здесь зоегда аффективно з и ­
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• ПРЕДЕЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ НА ВЕРОЯТНОСТНЫХ 
МАШИНАХ 

Р.В.Фрейвалд 

В статье де Леу, Мура, Шеннона и Шапиро [ i ] было 
введено понятие вероятностной иашины. В настоящей работе 
вероятностные машины используются в качестве средотв пре­

дельного вычисления функций. В [ 2 ] приведены определения 
предельной вычислимости и слабой предельной вычислимости 
функции в олучае, когда вычисления проводятся на детерми­

нированных машинах. Ниже будут введены вероятностные ана­

логи этих понятий и описано, как изменяются при этом клао­

сы вычислимых фнукций. 
Статья [ I ] начинается о вопроса: имеются ли задачи, 

которые может решить машина оо случайным элементом, но не 
может решить детерминированная машина? В [ i ] было показа­

но, что многое зависит от вероятностей элементарных дей­

ствий случайного элемента. Еоли эти вероятности не являют­

ся конструктивными действительными числами (определение 
см . , например, упр. 15­34 в [з]), то вероятностные машины 
легко могут решать такие задачи. Поэтому ниже (следуя при­

меру многих других авторов) рассматриваются только такие 
вероятностные машины, которые отличаются от детерминиро­

ванных машин Тьюринга (и их модификаций) лишь наличием 
простейшего датчика случайных чисел, который выдает симво­

лы 0 и 1 о равной вероятность») -Ļ по схеме бернуллиевских 
испытаний, т . е . в разные моменты, независимо друг от друга. 

В [ i ] рассматривалось несколько уточнений понятия 
вероятностной перечислимости множества. Было доказано, что 
перечислимы с вероятностью, превышающей некоторое конструк­

тивное действительное число, только рекурсивно перечисли­

мые множества, т . е . множества, перечислимые на детермини­

рованных машинах. Эти результаты породили уверенность, буд­

то любую задачу, которую может решить вероятностная машина 



с большой конструктивной вероятность», может решить и под­

ходящая детерминированная мааива. :•, s 
Я.М.Барвдикь [ 4 ] покавал, что это вое же не совсем 

так . им оыло доказано существование такого иммунного мно­

жества А б ГЦ (определение иммунности и клаооов иерархии 
Клини­Моотовокого сы.[з]), что для каждого £ > 0 существу­

ет вероятностная машина, которая при каждой реедизации ра­

боты перечисляет некоторое множество, и о вероятностью 
больше 1 ­ Е оказываетоя, что перечисленное мнокестзо язля­

етоя бесконечным подмножеством множества А. 
Повке были найдены и другие примеры задач, разреши­

мых на вероятностных, но не на детерминированных машинах 
( с м . [ 5 ] ) . однако вое эти примеры характерны тем, что ре­

зультатом работы машины является множество натуральных чи­

сел о определенным свойотзом, притом при разных реализаци­

ях работы машины могут получаться разные множества. 
Ниже доказано, что олабая предельная вычислимость 

имеет некоторые особенности (по оразнению о рекурсивной 
вычислимостью), вследствие которых аналог результатов [ i ] 
не имеет места. Построены примеры к о н к р е т н ы х 
функций, олабо предельно вычислимых на вероятностны:: маши­

нах, но не на детерминированных машинах (ом.следствия I и 
2 предложения I и следствия 3 и 4 теоремы 3 ) . и другой 
стороны, доказано, что любая функция, (неслабо) предельно 
вычислимая на вероятностной машине, предельно вычислима и 
на подходящей детерминирозанной машине (теорема I ) . 

Формально вероятностной машиной предельного вычис­

ления (ЗЫПВ) будем называть машину Тьюринга с проотейшим 
бернуллиевским датчиком одучайных чисел и двумя лентами: 
рабочей и выходной. В начале работы на рабочей ленте запи­

сано значение аргумента х , выходная лента пуста. На рабо­

чей ленте находится одна обычная читающая­пишущая головка, ' 
на выходной ­ одна только­пишущая головка, которая может 
стоять на месте или двигаться вправо, но не может двигать­

ся влево. Во время работы машины эта головка может печатать 



_ ļĻ -

на выходной ленте аапиои натуральных чисел. 
ОПрвдШШЕ I . Функцию f (х) назовем предельно вы­

числимой о вероятностью больше р , если существует ВМПВ 
, при любой реализации работы которой печатается оео­

конечныя выходная последовательность, притом, при работе 
Ъ1ваХ , еоли у(х) определена, то о вероитяоотыо больше 
р печатаетоя последовательность, стабилизирующаяся на 
^(х)» и, кроме того, для каждого у , отличного от f(x) 

(и для всех у , если f(x) не определена) вероятность пе­

чати последовательности, стабилизирующейся на у , не пре­

восходит р . 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2, Функцию <f(x) назовем слабо предельно 

вычислимой с вероятностью больше р , еоли существует ВМПВ 
7JZ. , при работе которой на х , если <j>(x) определена, то 
о вероятностью больше р печатается бесконечная последова­

тельность, стабилизирующаяся на f(x) , и, кроме того, для 
каждого у , отличного от f(x), (и для всех у , если if(x) 
ке определена) вероятность печатания бесконечной последо­

вательности, отабиливирующеиоя на у , не превосходит р . 
ОПРЕДЕЛЕННЕЕ 3 . Множество А назовем предельно р е ­

нуроивкым (олабо предельно рекурсивным) с вероятностью 
больше р , 'еоли характеристическая функция множества А 
предельно вычислима (олабо предельно вычислима) с вероят­

ностью оольше р . 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4 . Множеотво А назовем предельно пере­

чиолимым (олабо предельно перечислимым) с вероятностью 
оольше р , если частичная характеристическая функция мно­

жества А предельно вычислима (слабо предельно вычислима) 
о вероятностью больше р . 

ТЕОРЕМА I . Если р ­ конструктивное действительное 
число ( 0 < р < 1 ) , то функция у (неслаоо) предель­

но вычислима с вероятностью больше р тогда и только 
тогда, когда f предельно вычислима на детерминирован­

ной машине. 



Д0КЛ8АТЕЛЬСТВ0. ДОСТАТОЧНОСТЬ очевидна. 
НЕОБХОДИМОСТЬ. Пусть ШИВ Ж . предельно вычисляет<f> 

с вероятностью оольше р • 
Совокупность << b воех реализаций работы на х 

при ноторых выходная последовательность стабилизируется 
на b , мо^но представить как объединение ^ " ^ i созскуп5» 
яоотей oCļ всех реализаций работы 731 на х , при которых 
все элементы выходной последовательности, напечатанные не 
раньше ( ­ го такта, равны Ь . 

хан Как р ­конструктивное действительное число, то 
существует эффективный процесс СС, которые, иьея в качест­

ве аргументов программу машины ТИ , натуральные числа х / 

b , I и рациональное cļ , останавливается в тех и только 
тех случаях, когда вероятноотная мера сС | при работе 1IL 
на х строго меньше р+а , . ^ 

Поскольку cC*s о С г S C C 3

3 s ... , то зерояткостная 
мера оГ строго больше р тогда и только тогда, когда 
оуществует оС | , вероптноотная мера которого Сол^е р . 
Поэтому у можно предельно перечислить следующей детерми­

нированной машиной СЖ\ 
ибозначим через t i ^ g , * , , » . . произвольную строго 

монотонно убывающую к нулю рекуроивнуа последовательность 
рациональных чисел. Машина TJL берет тройки натуральных ч;:­

сел ( b , l , J ) в порядке, например, канторозеких номеров и 
в ооответотзии с тройкой ( b , i , j ) запускает процесс ОЬ на 
Программе 77l ,x ,b , i ,tj .Пока процесо не остановится, 
'ļfl' в каждый момент печатав^ выходное значение b . Если 
процесс останавливается, Чт* печатает значение, отличное 
от b , и ;.отон берет следующую тройку fb' , i f i ) . хакиы 
образом, выходная последовательность машины Ж" стабилизи­

руется на b тогда и только тогда, когда существуют такие 
i и j , что вероятностная мере оС? не меньше p + t j > ­ p . 

СЛЕДСТВИЕ I . Если р ­ конструктивное действитель­

ное число ( 0 < р < 1 ) , т о множество А (неолабо) пре­



дельно перечиолиыо о вероятностью дольше о тогда и толь­

ко тогда, ногда А е , £ а , 

СЛЕДСТВИЕ 2, Еоли р ­ конструктивное действитель­

ное число ( 0 < р< l) , то множество А (неслабо) 
предельно рекурсивно о вероятностью больше р тогда 
и­ только тогда, ногда А 6 £ а П П й , 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ I . Если р ­ конструктивное действи­

тельное чиоло ( 0 < р < 1 ) , т о множество А слаоо 
предельно перечиолиыо с вероятностью больше р тогда 
и только тогда, когда А е £ 3 . 

Д0КА8АТЕЛЫЯ30. ДОСТАТОЧНОСТЬ, сначала докажем до­

статочность при р ­ 0 . Пуоть R ­ общерекурсивный преди­

кат, таной, что 
хеА Ф=*31 Vļ Зк R ( x , t , J , K ) . 

Построим ШПЗ 1SL, слабо предельно перечисляющую А , Сна­

чала Ж, , еще не обращая внимании на х , подсчитывает, 
сколько раз подряд бернудлиев датчик выдаст 0 . Результа­

том этого счета о вероятностью 2"1 будет О ļ t с̂ вероят­

ностью 2" будет 1,... , с вероятностью 2~ будет I,... 
Пусть результатом оказалось [« . Далее, (

Ш вычиоляет 
^ ( К | ' о Д 0 ^ ( х , 1 в , 0 ,1 ),R(xil\0p,2ļ..no тех пор, пока какое­

то из этих значений предиката окажется "истинно". После 
этого 4iL печатает первое выходное значение 1 и начинает 
вычислять R ( x i t 0 , l l O ) , f ? ( x , i # 1 l / i ) , К(х,Ц2Х •• • Когда сре­

ди этих значений оказывается "истинно", (Ж> печатает вто­

рое выходное значение i , переходит к вычислению 
R(*. l«,2,0j , R ( x , i e , 2 , l ' , R ( * , f « , 2 , 2 ; / . . . и т . д . Если 
31 Vļ 3 К R ( * , l , j / K ) и i< - наименьшее значение, 
при котором Vļ Зк R (x,li/j ,к) , то бесконечная после­

довательность единиц будет напечатана с вероятностью не 
меньше 2 " ' « " ' , Если же т З | Vj Зк R(x/\,j,k) , то та­

ких реализаций работы 775 , при которых была бы напечата­

на оеснонечная выходная последовательность, не существует 



вообще. 
Оотаетоя рассмотреть случай р > 0 . хак как р ­

конструктивное действительное число, то.оущестэует такой 
процесо & , реализуемый на обычной машине Тьюрккга с 
проотейшим бернуллиевсккы датчиком, что Чу оотаказлкзает­

оя с вероятностью, равной р . д­ресуемая для случая р > 0 *' 
ВЫПВ ТУС параллельно осуществляет процеос & и процесс, 
описанный в случае р = 0 . ь'оли реализация процесса 
оотонавливается, то моделирование процесса, опиоанкого в 
случае р « 0 , прекращается, и 9& начинает в каждый мо­

мент печатать символ 1 . Ш в м образом, вероятность печати 
машиной Щ иеснонечной пооледовательности единиц строго 
больше р тогда и только тогда, когда X е А . символы, 
отличные от i , (Wj не печатает. 

Н2иБХиД;ЫССТЬ. Для облегчения дальнейших рассуждо­

ний будем считать, что значение барпуллиегокого датчика 
считываетой один раз в течение каждого такта, некоторые 
считывания тогда яьляютоп фиктивными, и реализации работы 
машины не будут отличаться, хен ке менее будем з подсчетах 
эти реализации учитывать как различные, хакиы образом, 
возможны ровно 2 реализаций первых t тактов работы 
машины. 

, Доказательство опирается ьа тст факт, чьо счетние 
об*единение событий вероятности 0 есть событие вероятности 
О. Поэтому условие слабой предельной перечислимости с ве­

роптностью больше р можно описать так: существует рацио­

нальное положительное число <\ и оущестзует натуральное 
п , что для всех натуральных 1 существует такое нату­

ральное t , что среди всех 2* реализаций первых t тактов 
работы 1И на х имеется строго больше, чем (р+<1,)­2* 
таких реализаций, при которых машина за первые t тактов 
печатает не менее Z выходных значений, и все они (допуо­

• кается ионлючение лишь для первых п ) равны единице. 
Так как р ­ конотруктйзноэ действительное число, 

и неравви'­^ип в предыдущем предложении строгое, то преды­



дущее предложение опкоывает ренуроивный предикат, снабжен­

ный кваморной приотавкой типа 3 V 3 . \ 

СЛЕДСТВИЕ I . Существует множество, которое при лю­

бом конструктивной действительном р ( о < р < \ ) 
олабо предельно перечиолиыо о вероятностью оольше р , 
но не перечиолиыо слабо предельно на детерминированных 
машинах. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, По теореме 2 иа [б] множество олабо 
предельно перечиолиыо на детерминированных машинах тогда и 
только тогда, когда оно предотавимо з виде разности двух 
множеств из Т,г . лее такие множества содержатся в 2 3 П П 1 . 
иднако Л П , ^ S 3 . 

СЛЕДСТВИЕ 2. Существует частично определенная .функ­

ция, которая при любом конструктивном действительной 
p ( 0 < p < c l ) олабо предельно вычислима о вероятнос­

тью оольше р , но но вычислима слабо предельно на де­

терминированных машинах. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, АЭКИМ озойствоы обладают частичные 
характеристические функции миокестз из следствия I . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 . Если р ­ конструктивное действитель­

ное число, и частичная функция f слабо предельно вы­

числима о вероятностью больше р , то график функции Ц> 
принадлежит Т. s . 

' ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть BUH3 Ж слабо предельно вы­

числяет У с вероятностью больше р . Легко перестроитьЖ 
в машину, слабо предельно перечисляющую с вероятностью 
больше р график функции </> . Вследствие предложения I , 
в таком случае график f принадлежит I , . 

ТЕОРЕМА 2. Функция <f слабо предельно вычислима с 
вероятностью больше О тогда и только тогда, когда ее 



график принадлежит 2Г 3 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. НиСБХОД.4М0СТЬ следует ив предложе­

ния 2. 
ДОСТАТОЧНОСТЬ. Из предложения I оледует, что гра­

фик функции у можно олабо предельно перечиолить с веронв­

ностью больше 0 на подходящей ЗМПЗ 761 , выходной алфазкт 
которой ооотоит только из одной оуквы i . Машину Ж мсдо 
но­ переотроить в BliilB līl , олабо предельно вычисляющую f 
о вероятностью больше р .. оначала 7$1 , еще не обращая вни­

мания на к , подсчитывает, сколько раз подряд бернуллиез 
датчик выдает 0 . Результатом этого счета с вероятностью 
2" будет 0 , с вероятностью 2" будет 1 л т .д . 

Пуоть результатом оказалооь i . 1'огда, далее, Ж модели­

рует работу 731 на паре < * , ! > . 3 каждый момент, когда Ж 
должна печатать символ 1 , 131 на время прерывеет моде­

лирование, печатает вместо 1 число ( и потом продолжа­

ет прерванное моделирование. Теорема доказана. 

Наша дальнейшая цель ­ для любого конструктивного 
действительного р опиоать класо функций, олабо предельно 
вычислимых с вероятностью больше р . Из предложения 2 
оледует, что для слабой предельное, вычислимости функции 
с вероятностью больше некоторого конотруктивного действи­

тельного р необходимо, чтобы график у принадлежал Z5 . 
Одно достаточное уоловие дает 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3 . Еоли облаоть значений функции f сос ­

тоит из не более чем к элементов, р ­ конструктив­

ное действительное число, Z & р < \ и график 
функции у принадлежит £ а , то f слабо предельно вы­

числима о вероятностью больше р . • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.опустим, так как оно вытекает из 
приведенного ниао доказательства теоремы 3 . 

Достаточное уоловие предложения 3 можно усилить, 



- ад -
вместо ограничения чиола элементов области значений функ­

ции ' у допуотив лишь, что для каждого х "достаточно эффек­

тивно" указывается мнокеотэо, ооотояцее из не более чем 
К элементов, к которому принадлежит значение iffc) , еоли 
оно определено. 

Поред теоремой 3 докажем лемму. Следуя [ з ] (§ 5 . 6 ) , 
через © ц обозначим конечное множество с каноническим ин­

дексом и (канонический индекс ведает опиоок всех элемен­

тов множества с явным указанием числа злементоз). 

ЛША. Существует такая общеренурсивная функция 
Q ( * , n

i
k j l ) J ) , что I ) если к » 0 или к « 1 , то 

д ( к , х ,IJ )­о 5 2) при любых ^Кп^ЦЩс^л^ЛА) 
оостоит иа не более чем (к,­l) элементов; 3) при любых 
К > 2 , П / Г ( ( ^ Ф у ( К ( П , * , ( , / ^ £ © д ( к П / Х < д ) И б О д ( < / П , х , | , , ' ) в 
S55D a (K f n,* # i .« , ; j « *) Щ к » 2 ( п , г , если 
ВМПВ о номером п при значении аргумента х слабо 
предельно вычисляет результат у с вероятностью боль­

ше р , где р < 1 , ТО у 6 (im ^ŗ^)g(K,n,K,i,j) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для определения д ( к , п , ж , ( , ) ) 
раоомотриы все реализации работы З'АПЗ с номером п на л в 
течение первых I+J тактов. В силу оговорки о подочете 
числа реализаций (см.доказательство предложения I ) , таких 
реализаций ровно 2'* ' . Оначала разделим их на класоы 
К ­ , » К 0 , К , ; Ktj... . Реализация попадает в класс К. , , если 
до I ­го такта не было напечатано ни одного выходного зна­

чения (или было начато печатан/te какого­то одного нату­

рального чиола, но еще не было закончено). Реализация по­

падает в нласо К г ( * з » 0 ) , если последнее выходное зна­

чение, полностью напечатанное к i ­ ыу такту, равно Ь 

Классом К., мы не будем интересоваться. Рассмотрим 
остальные классы. Выбросим из каждого К г вое реализации, 
при ксхорых в течение(1 + 1) ­ го , ­ r o , . . . , ( i + j ) ­

vo тактов полностью было напечатано хотя бы одно выход­

ное значение, отличное от ъ . Получится класс К г . 



Определим 9 ( * ; 4 , * , I . J j при к­0,1 равным нулю' и 
при к > 2 как каноничеокий индекс конечного множоора 
всех тех l , при которых К'л содержит более • 2 •* реа­

лизаций. Очевидно, тогда условия I ) , 2 ) , 3) леммы выпол­

нены. Условия I ) , 2 ) , 3) обеопэчивают существование пре­

дела Ijm&OgfK.^jD.i.j'j при любых к,л, x,f , включение 
Ч И * * . | М Д * А Л

5 8 ^ Ф * * * > ! й » И ^ П Р И любых к ,л ,х ,1 и су­

ществование предела topilipi 2) 9 ( K , n , x , i , j ; при любых к ,п у х 
Докажем, далее, уоловие 4 ) . Пусть ВМПВ с номером л на 
значении аргумента х слабо предельно вычисляет результат 
у о вероятностью больше ? > ­ \ . Заметим., что еоли веро­

ятностная мера совокупности оС всех реализаций, при кото­

рых печатается бесконечная выходная последовательность, 
стабилизирующаяся на у , строго больше ­j(r , то существует 
такое i 0 , что отрого больше уже вероятноотнеч мера 
совокупности •С^всех реализации, при которых последнее 
значение, напечатанное до i„ ­го такта, равно у , а пос­

ле 1„ ­ го такта не печатаются выходные значения, отлич­

ные от у . Поэтому такой у принадлежит Я)9(к,п,*,1,)) при 
любых i > t« и любых j . Следовательно, ye(lm iyn2)9ŗ«,n,х,l,J^. 

ТЕОРЕМА 3 . Пусть р ­ конструктивное действитель­

ное число и к > 1 ­ такое натуральное число, что 
j ŗ | j - fp< i . Функция у слабо предельно вычислима о веро­

ятностью больше р тогда и только тогда, когда график 
f принадлежит 21 , и существует такая общерекуроивная 
ФУНКЦИЯ Ь(Х,\) , ЧТО I ) ПРИ ЛЮбЫХ X,t сос­

тоит из не более,, чем к элементов, 2) при любом х , 
еоли у(х) определена, то существует t, , такое, что 
для всех t > t e у[х) e^h(Xlt) • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. НЕОБХОДИМОСТЬ. Принадлежность гра 
j­ика *f классу 2 , оледует из предложения 2 . Пусть функ­

цию f с л а б о предельно вычисляет с вероятностью оольше р 
BMiiB о номером п . Пусть g ­ функция, существование ко­



торой утверждает леыиа. Тогда в качестве h (x,t) можно 
дзять g(« + i , 1,0 ) . Действительно, предел 
l(rn liŗn 2)ļ(K*i,n,*X°) существует для любых к,п,х , Но тогда 
оуцестзупт !» к ] , , что для всех J > J e 2) g *,t­,o) = 
­llm lļm©g(»4i,«,ic,t(o)« Из условии 3) леммы тогда вытекеет, 
4*0 в качестве t , для условия 2) теоремы 7 можно взять 
i 9 *j» . 

ДОСТАТОЧНОСТЬ. По функции h определим к вспомога­

тельных функций h , 1 h l ) . . . , h K . Д л я определении 
п^'х.О), Ьг(

х

,0), • •. , hK(x,Q) рассматривается иноаеотво 
^h ( r , o ) . Пусть iD n(X, 0) = {y i , y2 , ­ ' ­yU 4 ) , где . Тогда 
определяете» п< (х,0) - Ц>, ha ( х , 0 j ­ = y 2 , . h ^ ( x , 0 j « g ^ y 

hy).i(i/0)=b*1<­vb(,(.i:lCij­­b»M, где b ­ максимальное число в 
( 4i , Яг,•••Чу*} • Пусть, по индукции, уже опрепелены 
hi[x,Ļ.-i}lhi{x,t-l)l...lhK(xl*-i) л Для определения п,(хД h2(xyt), 
•• •, h K ( x , t ) рассматривается 2) h c». ( t \={2^z , , . . . , z m ] > m<к , 

Пусть { 2 1 ; 2 2 / - . . . , 2 m ļ n { h 1 ( r , t - i ) / n I ( x r - i ļ . . . / h < ( x ; H ) - { u , < u 0 . . . , u ļ ) , 
притом u < = h l

; , ( x ( t ­ i ) ) . . . , u ^ ­ h i 4 ( x / ­ t ­ l ) . хогда М«ДМ;,0с,Ц1 
• • • / ^ ^ ( х , ^ ) * hiŗ(x,t-i) i а остальным функциям присваивают­

ся значения из ^zuZļ,...,zmJ\{u1lилг..,и^ в порядке воз­

растания. Еоли после этого некоторые функции еще не опре­

делены, они получают значения Ь + 1 , Ь + 2 , . . . , где о ­

мексимальное­число в {гигг,...гп} U { h . f x < f ­ l j , . . . / h K ( x , t ­ i ) } . 

так как р " 1 ­ ^ * по предложении I существует 
ВмЛЗ 1i)Z , которая олабо предельно перечисляет график f с 
вероятностью больше к-р , приюм выходной алфавит ОД сос­

тоит тсльно одной оуквы 1 . тогда для слабого предель­

ного вычисления f с вероятностью больше р подходит сле­

ду зкая ЗМГШ № . Сначала (

Ш' выбирает одно из чисел 
1,2,..^таким обрезо; 1, что вероятность выбора для каждого из 
этих чисел равна . Пуозь результатом выбора является­

чкело % . хогда Г

Ж1 с одной стороны, вычисляет последова­

тельность М х / ° )Лг(*Д)<Н л (х ,2) , . . . и, с другой сторо­

ны, моделирует работу 151 на пере < х , И д ( х , 0 ) > до тех 
пор, пока впервые обнаружится такое t . , что Н,г(х,\:л)^ 



Ф ^ г ( х , ^ ­ 1 ) . При этом, в каждый момент, когда <Ж должка 
печатать символ 1 , rWC на время прерывает моделирование, 
печатает вмеото 1 число h t ( x , 0 ) и потом продолжает 
прерванное моделирование. Бели такое t , обнаружится., то 
037» печатает подряд два различных выходных значения (на­

пример, 0 и 1 ),бросает моделирование работы 'Ж на паре 
< х , п г ( х , 0 ) > и вмеото этого начинает моделирование ра­

боты *Ж. на паре < х , h t ( х , t . ) > . Если обнаружутоя 
такое t 2 > t . , что h t ( x / r 2 ) ^ h t ( x y t 2 ­ l ) , TO'JŌZ'CHO­

ва печатает подряд два различных выходных значения и пере­

ходит к моделированию работы ТЯ на паре < x,hz (x,t2)> 
и т . д . 

Если предел l l m h t ( x , t ) не существует, то 
бесконечно много раз будут напечатаны подряд два различных 
значения ­ следовательно, выходная последовательность не 
стабилизируется. Если предел l l m h t ( x , r ) существует, 
то условная вероятность (при условии, что выбрано имезко 
число t ) печатания бесконечной последовательности, ста­

билизирующейся на Н г п п г ( х , т ) , больше к­р , если 
пара <ж, l i t mh 2 (x , t ) > принадлежит графику функции f ( т . е . 
если l^ti h Y (x , t j =• V(xJ ) , и не превосходит к­р , если 
« s * , Iķrt h t ( x , t ) > не принадлежит графику функции f . 
При этом, печатание бесконечной лоследоьателъкооти, стаби­

лизирующейся на значении, отличном от lijpht (x,t) ( Н е ­

возможно. 
Подсчитаем теперь безусловные вероятности выдачи 

различных результатов. Если У(х) определена, то по усло­

вию 2) теоремы сущеотвует такой % , что 3tc V t «s r 0 

h t ( x , r ) « f f ( x ) . Вероятность выбора именно этого г равна 
А­ , и, если такой выбор сделан, то с условной вероятностью 
большей, чем К­р , будет напечатана бесконечная последова­

тельность, стабилизирующаяся на У ( х ) . 
Если две реализации работы Т$С на х отличаются ухе 

выбором чиола I , то при этих реализациях не могут быть 
напечатаны бесконечные последовательности, стабилиэирующи­

емя на одном и том же числе.Следовательно, для любого у 
отличного от Ч'(х) .вероятность печатания бесконечной 
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поалвдовйвелыюсти, отабилизирующейоя на у , не превос­

ходит 4 " ' К ' Р " Р * Теорема доказана. 

СЛЕДСТВИЕ I . Пуоть pi и pa ­ конструктивные дей­

ствительные числа и 0 ^ р < p a < 1 • Тогда любая 
функция, олабо предельно вычислимая с вероятностью 
болыао pi , слабо предельно вычиолииа и о вероятнос­

тью больше pi • 

СЛЕДСТВИЯ 2 , Пуоть р , и р | ­ такие конструктив­

нее действительные чкола, для которых существует нату­

ральное к » 1 такое, что 1 ^ <в Р< «С р» < 4* . Тог­

да любая функция слабо предельно вычислима о вероят­

ностью бсльие pi тогда к только тогда, когда она 
олабо предельно вычиолииа с вероятностью больше р * . 

СЛЙЕ?3^2 3 . Существует воюду определенная функция, 
которая при любом конструктивном действительном р 
( 0 < р < ­ $ ­ ) слабо предельно вычиолииа с вероятностью 
больше р , но не вычиолииа слабо предельно на детер­

минированных ыпыинах. 

СЛЕДСТВИЕ 4 , Золи р ­ конструктивное действитель­

ное чиоло и ­ ^ ­ < р < 1 , то всюду определенная 
функция / слабо предельно вычислима с вероятностью 
бальзе р тогда и только тогда, когда f предельно вы­

чиолииа на детерминированной машине. 

Еоли с вероятностью большой, чей Р > \ , Машина 
печатает бесконечную последовательность, стабилизирующую­

ся на каком­то у , то все остальные возможные результа­

ты (печатание только конечной последовательности, печата­

ние' последовательности, стабилизирующейся на другом значе­

нии) могут иметь суммарную вероятность не больше 1­р<­^­. 
Следовательно, любая функция, слабо предельно вычислимая 
с вероятностью больше (где р ­ не обязательно 
конструктивное число), слабо предельно вычислима о вероят­



ноотью больше -j- . Поэтому в следствии 4 требование кон­

структивности чиола р лишнее. 

СЛЕДСТВИЕ 5 . Если ­ | ­ ^ р < 1 , то вовду определзн­

, ная функция f олабо предельно вычиолииа о вероятнос­

тью больше р тогда и только тогда, когда f предельно * 
вычислима на детерминированной мазкие. 

СЛЕДСТВИЕ 6. Если 4[^р-<1 , то множество А 
слабо предельно рекурсивно о вероятностью больше р 
тогда и только тогда, когда А е 2 2 Л П 2 . 

СЛЕДСТВИЕ 7. Если 0*£?<\ , то множество А 
слаоо предельно рекурсивно о вероятностью больше р 
тогда и только тогда, когда А е £ 3 П П 3 . •% 

ПРЕДЛОШИЕ 4 . Можно аффективно для любого натураль­

ного к > 2 найти номер (в главной нумерации всех 
• частичных J ļ j ­функция) такой эоюду определенной 

функции f , принимающей не более < различных значе­

ний, что график f принадлежит ^23f\f\3 , и, еоли р ­

• такое действительное число (не обязательно вонотрук­

, тивное), что р^"кГ , то ^ не является слабо предель­

­ но вычислимой с вероятностью больше р . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим вспомогательную функцию 
h ( x , i , j ] как наименьшее натуральное «гисло, не принадле­

жащее множеству Я)д (к,x,tc,i,j) , где 9 ­ функция, 
оцрвделенная в лемме. Легко видеть, что значение функции 
h ве превосходит к ­ 1 , Из доказанного в лемме следует, 

что при любых Х / i существует предел Цт h(x,l,ļ) к при 
любом х существует лозторный 1федел f{x)~ Ifļn lijn h ( r , l , J ^ . 

t из этих свойств легко вытекает, что график функции f при­

надлежит £ 5 П П э . Условие 4 ) леммы гарантирует, что f 
не являетоя олабо предельно вычислимой о вероятностью боль­

, шей р . . 



СЛЕДСТВИЕ I . Существует такая всюду определенная 
функция J, , график которой принадлежит ŽLjflfl j , что 

не является слабо предельно вычислимой о вероят­

ностью больше р>0 (даже если р ­ неконструктивное). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть функции f f,f„f, ;— функции, 
которые в смысле предложения ч соответствуют числом 2, 3 , 

Пусть с ( х , и ) , 1(х),г(х) - канторовские нумерацион­

ные функции, осуществляющие взаимно однозначное соответ­

ствие между N«N и N . Тогда f,(x) = \2щх) {4х)). 

СЛЕДСТВИЕ 2 . Существует такая всюду определенная 
функция f , график которой принадлежит П 3 , что f не 
является слабо предельно вычислимой с вероятностью 
больше р ни при каком pe£o,i). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Релятивизацией рассугдения, приве­

денного в § 5 работы [7] можно показать, что существует 
всюду определенная функция ц{х), графин которой принадле­

жит П 3 , но Не , 3 качестве jķ) можно взять 
fM.l 9("),еоли х = 2п 
1 1 ^Несли х = 2л + 1 

где ^ ­ функция из следствия I . 
Из оледствий I и 2 и предлокения ч вытекает 

ТЕОРЕМА ч. Пусть р, и рг - два конструктивных дей­

ствительных числа, 6 < p « < p j < l . Если существует 
такое натуральное число к , что р,< \ < Р я , то 
класо ' ^ в с е х функций, слабо предельно вычислимых с 
вероятностью больше рг , собственно содержится в клас­

се 1кц всех функций, слабо предельно вычислимых с в е ­

роятностью больше р, . В противном случае ^рл

 35 . 
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0 ЧАСТОТНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ НА БЕСКОНЕЧНЫХ ВЫБОРКАХ 

Е.ь.Кинбер 

Нестоящая работа посвящена изучению некоторых кон­

цепций частотных и предельных частотных эффективных вычис­

лений на бесконечных последовательностях натуральных чи­

сел. 3 § I покаэено, что в случае, когда требуемая частота 
истинных значений функции долина достигаться "начиная о 
некоторого места" частотно продольно вычислимы только те 
функции, которые предельно вычислимы в обычном смысле (см. 
[ i ] ) , отсюда следует аналогичный результат для обычных 
частотных вычислений. В § 2 рассматривается случай, когда 
нужная частота истинных значений функции достигается лишь 
"на бесконечно многих начальных фрагиептвх". В этой ситуа­

ции уже в обычной смысле можно частотно эффективно вычис­

лить нерекурсивные функции, ^нелогичное утверждение имеет 
место для продельных частотных вычислений. 

Перейдем к точным определениям. Основные обозначе­

ния и терминология, относящиеся к частотным вычислениям в 
обычном смысле, заимствованы из [ 2 ] . 

Введем хеммингову метрику на множестве всех двоич­

ных последовательностей ļf длины п : г (у«. , 11г) = числу 
позиций,, в которых j(ļ и ļf2 отличаются. Частотное отклоне­

ние г * п обозначим через р (ļf,, §2 ) • Пуоть 
теперь 6 и D— Две бесконечнее двоичные последовательнос­

ти . Через рп (G,D) К Ы обозначим f ( ]f, $ ) , где 
ļf и S ­ начальные нуски длины п последовательностей 
G и, соответственно, D . Далее, число £ (g,D) = 
= lirn рп(С,д) назовем нижним отклонением 6 от 
D и число j?"(6 ,D)= lirn j 3 n ( G y D ) » соответ­

ственно, верхним отклонением. Очевидно, 0<р (G,D)*Z 

Выборкой ыы назовем любую бесконечную последователь­

ность попарно неравных натуральных чисел} ^ = Н^),
у

(^)г-'> 
1 ( к ) , . . . . 



Класс всех выборок обозначал через О т е . Для фикси­

рованных п, , nt , . • • , п к. Q « o [щ\Щ t . . . j l l j , ) ­ ЭТО 
класс всех выборок DeQ<*> , для которых 1 (1)^Пч,i(2)=*rt2ļ 

...,i(K)~nK . 
Бесконечные двоичные последовательности условно 

назовем предикатами. В дальнейшем мы не будем различать * 
предикат Г и множество, характериотичеохой функцией кото­

рого он являетоя. Ка предикаты мы будем переносить термино­

логии, отнооящуюоя к соответствующим множествам; гай, на­

пример, будем говорить: рекурсивный предикат, рекурсивно 
перечиолимый ( р . п . ) предикат и т . п . 

Через Т обозначим эффективный оператор, определен­

ный на Qw и преобразующий лкбуа выборку О л з не­

которую оесконечную двоичную последовательность Т~ . Та­

кой эффективный оператор можно представить в виде некото­

рого условного алгоритма 'ШЬ , например, в виде дзухленточ­

ной машины Тьюринга. На одной ле:;те заранее записана неко­

торая выборка 3 . На другой ленте, первоначально пустой, 
машина Ж , начав работу, постепенно записывает следующие 
друг 8а другом элементы последовательности ТС? . 

Зафиксируем £ > 0 и эффективный оператор Т , Ззе ­

дем следующие обозначения: Kf(T, Q « , , t) - класс пре­

дикатов Г , удовлетворяющих условию! 

(1) V3eQ„ i p(rjjd)<£ 
К (Т ; Q o e , g ) ­ клаоо прединатов Г , удовлетворяю­

щих условию: 

(2) V3*Qaa--p(r3,TJ')<e. 
^ теперь при фиксированном 6 > 0 мы определим класо 
^{&фо,£) следующим образом: 

(3) Гб K(Q00/s) « = > В эфф.оператор TV3eQ„ :р(г3^д)<€ 
Если в этом определении заменить JT на £ , то мы 

полу я определение клаоса J< ( Q o e , e j . Другие, более 
слаб е концепции частотной вычислимости получаются, если в 



(3) откаввтьоя от требования равномерности по Т . Други­

ми слонами, требуется лишь, чтобы для каждой выборки 
З б О о * существовал эффективный оператор Г , для кото­

рого выполнялось бы уоловие j J ( Г J , Т J ) «= £ или 
j 3 (ГЗ , T J ) < £ • Так мы получим определения класоов 

i< , i )
 и » ооответственно, к ( Q — , £ ) < 

Об означим, кроме того,через £ ( Q « ^ класс предикатов Г , 
удовлетворяющих условию 

( 4 ) V J е Q — 3 вфф.оператор Т : _ р ( г з , T ū j = 0 . 
В настоящей работе получены ответы на следующие во ­

просы, поставленные Б.А.Трахтенбротом в [ г ] : оодержат ли 
классы К ( С 2 ~ , £ ) , « (О* , е ) , К ( С 2 « , £ ) и 
Л ( С 2 . . ,) неэффективные предикаты при £ е J • 

Окаэываетоя, что клаос к ( G . . , е) (и , следо­

вательно, K ( Q _ , £ ) ) при любом £ е ( 0 , ­ | ­ ] неэф­

фективных предикатов не содержит; в то же время в классах 
(Q*a , С) H j < ("Q с—,£ ) такие предикаты имеются. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Ив определений непосредственно оледует, 
что при любом е>0 k(Q^)^k (Q_ ,е) И K(Q^t)^ 

s & ( ^ » ; £ ) «Как показал Н.М.Ьарэдинь в | б ] , класс 
Л ( Я « , , £ ) При любом £ e ( Q , - ļ - ] содержит 

вое р . п . предикаты. При этой, как легко следует из теоре­

мы X [ ? ] , существуют р . п . предикаты, которые не входят в 
К (Q «j ) . Пуоть V ­ множество всех р . п . предикатов, 
R ­ множество рекурсивных предикатов. Пользуясь просты­

ми диагональными аргументами, легко показать, что при лю­

оом ее(0,-^-] V S К ( О . . ^ ) . Используя все эти 
факты, а также следствие из теоремы 2 данной статьи, 
получаем следующую систему включений: Ve 6 (0,^r] • 

R т Х(<3„, £ ) ­ к ( Я . . , е ) c=&(Q„)c=:*i ( П ­ , £ 



Описание классов К ( Q ­ , £ ) получается как 
следствие из более общего результата § I о предельно/; ч а с ­ . , 
тотной ЙЫЧИСЛИЫООТИ ­ частотного аналога предельных эффек­

тивных вычислени:: (см. [l], [и], [ 5 ] ) . 
Пусть эффективны;: оператор Т преобразует произволь­

ную выборку О е С в бесконечную последовательность^^, 
i

T

J)t, ••• » ( Т 3 ) К / . . . двоичных последовательностей. Такой 
эффективный оператор ыоано задать при помощи трехленточной 
машины Тьюринга %l . Ка первой ленте ма­ккы'ЗК записана вы­

борка 3 . вторая лента машины двумерна и ограничена, на­

пример, сверху и слева, третья лента ­ рабочая. Качав рабо­

ту на пусто!: второй ле.,те, ЯП постепенно записывает на ней 
элементы последовательностей (TOJK<к • 1,2, . , печа­

тая на 1 ­ и такте работы 1(п) ­й эленеит последователь­

ности ( T J ) I ( r 1 j ( l ( „ j и г{п) ­ соответственно левый и 
правый элементы пары с номером М в канторозской нумера­

ции); при этом элементы последовательности (Т3)к распола­

гаются в к ­ й строке ленты. Суоть \(<,г) ­ г ­й член 
последовательности (Тд)к , l (l) = hVi / (к,ъ) и ТО ­

последовательность I } (Ī) > »• * (%h м,« . Взяв в оп­

ределениях ( I ) , ( 2 ) , (3) и последующих именно эту последо­

вательность ТО , мы получим определения классов предика­

тов, частотио­вычислимых в пределе: L (Т, Q — , Е )Х(
т

,&~,с), 
Z(&-,t),k Т ( Я ­ , е ) , 

Отметим, что lUn i ( к , г ) может не существовать. 
В таком случае мы считаем, что i (l) в T J не определено, и 
в ( I ) , ( 2 ) , (3) и т . д . ГО на г ­ н месте обязательно от­

личается от ТО . Оператор Т подобного типа в дальней­

шем будем называть предельно эффективным. 



§ 1 , 0 классах T f Q ' ^ ^ ) и K " ( Q « « , , e j . 

" ТЕОРЕМА I . Еоли 0 •* € < ­ |г , ю клаос 
I ( Q « , £ ) содержи* только предельно рекурсивные 
предикаты. 

Нам понадобятся две леммы, из которых утверждение 
теоремы следует немедленно. Но прежде мы приведем некото­

рые соображения и определения, необходимые для формули­

ровки и доказательства этих лемм. 
Рассмотрим следующею концепцию частотного вычисле­

ния, впервые представленную в [э]. Пусть рекурсивный опе­

ратор Р перерабатывает п ­ку натуральных ч и с е л ( х , , х г , 
. . . Х п ) в n ­ к у нулей и единиц (циЦг, . . . , y r t ) . Будем г о ­

ворить, что предикат Г ( х ) ( т , м ) ­вычислим ( т $ ri} опера­

тором Р , если каждой п ­не ( х , , х 4 / . . . , х п ) , где ос^Х), 
1 / J , оператор Р оопоотавляет такую п ­ну значений 
(У* J У а • • • / У п ) » 4 1 0 в с и с * е м е равенств 

Г ( х , ) ­ у , , r(xt)*u2j,..., Г(хп) = у п 

по крайней мере m иотинны. 
Как было доказано в [ з ] , если -тг->\ , то люоой 

предикат Г , ( т , п ) ­вычислимый оператором Р , являет­

ся рекурсивным, используя теорему 5 ив [ю] , указанное ут­

верждение можно несколько усилить. А именно, утверждение 
остается справедливым и в том случае, когда в и ­ке 
(4i>4t, — ,4n) ­ Р ( х , , х г , . . . , х „ ) некоторые у £ могут 
Сыть неопределены; еоли у, не определено, те. считаем, 
что Уи* Г ( х ( ) . Такой оператор Р JOMO предста­

вить в виде п ­ки ($,,%,•••, *fn) частично­рекурсивных 
функций от п переменных. Если каждая из этих функций час­

тично­рекурсивна с креативным оракулом 0 ' , то легко пока­

зать , что предикат Г будет рекурсивным с оракулом 0 ' (см. 
[ 8 ] ) . А это означает, что Г е Д 2 (или, другим! словами, Г 
предельно рекурсивен, ом. [ i ] ) . 

Используя результаты и технику работ [4] и [s],лег­

ко показать, что частично­рекурсивные с оракулом 0' преди­



­ ьз ­

каты от п переиенных ­ ато в точности те , которые можно 
представить в В л д е Um tf (к . я . , зс», . . . , х „ ) , где 
4>(к,т,, хп) ­ общеренуроивныи предикат и Um н е о п р е ­

делен в том случае, ногда ф не определен. Поэтому п ­«у 
(ФьФ«>---/ Ф« ) частично­рекурсивных о 0 ' функций . 
ми можем представить в виде оператора Р , который каж­

дой (1 ­ке чисел (х^Хг,.. > ,Хп) сопоставляет последо­

вательность п ­ок нулей и единиц {(У*,­*, I J n j i ) l a 0 , V < ' 
такую, что 

Нашей целью Оудет поковать, что еоли 
« ) , то существует р т

/ "предельно" ( m , n ) ­вычио­

ляющий Г : если 

и l i m ( y j j ļ = Zj ( K j e j n ^ , то в системе равенотв 

Г ( х , ) » у 4 ) Г ( х г } » у а , г ( « п ) « у п 

по крайней мере rri истинны. Каи следует ив сказанного 
выше, в таком олучс­з Г б Д Е . 

Итак, Пуоть 0 " * £ ^ 4 " и Г б Т ( Й — , £ ) . 
ltvrt#»i далее, { T " K J k , 0 1 ) ­ главная нумерация воех 
предельно эффективных операторов, IfflLj ­ машина Тьюринга, 
соответствующая оператору Tj , Напомним, что каждая ма­

шина 'TJEj имеет три ленты, прячем вторая лента двумерна 
и ограничена слева и сверху. 

Работу любой машины ?7Zj на произвольной выборке 
J f Q « можно представить следующим образом. Машина 

'Ж) , печатая элементы \(<,г) , одновременно просматривает 
на первой ленте все более длинные начальные фрагменты вы­

борки J . Элементы выборки обрабатываются на третьей лен­

те , и получаемая таким образом информация влияет на выбор 
очередного i ( к , г ) 
Пусть Jj ( i ( K , b ) ) ­ начальный фрагмент выборки 3 , 
который просматривает l

7K>j перед тем, как напечатать 
i ( к , г ) . Черев ij(K,b) обозначим число *-{к,ъ) , 



которое задает машина O f t j . 
В дальнейшей неоднократно будут рассмотрены 

различные и<".ооры натуральных чисел люоой длины. При этом 
мы всегда будем считать, что различные компоненты в этих 
наборах не равны. Под продолжением произвольного набора 
чисел ( а , , а , , . . . ,ат) будем понимать любой набор 
(аи

аг, •• •l°mlar,*i, , а„) , где m < n . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДОПУСШОЙГИ ПРОДОЛЖЕНИЙ. Продолжение 
( C i , a t i . , а „ ) произвольного набора чисел (а<,аЬ) 

. . . ; ат)назовеы ] ­допустимым, если для каждого а% 
(ištšm) выполняется одно и только одно из следующих усло­

вий: 

( I ) а) S/jeQ„(a<lagl...an') В Uļi ( j / k / t j 

б) если JiQoa (о,,аг,..., ап) и 
3eQaa (а,tat, •• •, °п i, т о 

2 ( а , , о*.,..., 0$ ) " продолжение набора 3}(*,t>) 

Пуоть а ш(ал,аг , • • •, cr n ) ­ j ­ допустимое про­

должение набора ( а . , а г , . . . , а т ) и J e Qoa (а,t а 8 , 
. . . ,ап ) ­ произвольная выборка. Обозначим через 

]такой набор ( о с о с е , . . . , « . „ , j f в котором для 
всех ъ ( К Ъ Ш ) •• 

[limiV(x,iJI «если a t обладает 
< Х г а < " СВОЙСТВОМ ( I ) • 

i. не определено, в противном случае 
СБОйСТВО Rj ( Г, £ j . Будем говорить, что наоор 

(ai,ai,--'i о„) обладает ово/хтвом Rj(r,c) , ес­

ли существует его j ­допустимое продолжение а = 
» ( а , , а 1 , . . . , а п ) , Для которого . , 

( I . I ) 3 a e S 2 e e C a i . a . , . . . , a * ) : / m ( r J , № i J l J J > О 



Как легко следует ив определения,[Ж] 3° ] 33 
в ( I . I ) можно заменить на • Действительно,[Mj 3'*'] 
вавиоит только от а , но не зависит от J e Q „ . ( a ļ t a t , 

ЛЕММА I . Существует набор чисел (b<tba,... t Ь*) и* 
число j такие, что никакое продолжение набора (Ъл , Ь » , 
• • ' не обладает свойотвом R)[F,t). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, ооновная часть доказательства пред­

ставляет ообой процесо построения набора ( Ь , , Ь , , . . . , Ь, / ) , 
который ведется по шагай» Допустим в качестве предположе­

ния индукции, что шаги 0 , 1 , . . . , ) - 1 уже проделаны. 

Шаг J _. К атому шагу мы перейдем лишь в том случае, 
еоли процесс построения (Ь,, Ьг, ..., b v ) не бмд закончен 
на шаге j ­ 1 . 

Пусть (ач , а а ,... ,а,) ­ начальный фрагмент на­

бора (Ъ,, ъг, .. . , ь v ) , построенный х этому моменту. 
Выясняем, существует ли его продолжение f a < , а 2 , . . . t a A t ) t 

для которого выполняется Rj [Г, 6 ) , Возможны два от ­

вета : 
I ) . Да. Пусть а т f o , , o t , а А % ) ­ j ­ д о ­

пустимое продолжение набора [ а и а г , . . . , а^ , J , сущест­

вование которого гарантируется овойотвом Rj (Г, е) » 
Выделим в ( a i , d a , • • • / ал< } подмножеотво{а и 1 , а „ , , 
•••^Up]чисел, обладающих свойством (2) (ив определения j ­

допуотимости). Пуоть 0 ( K ^ u O / i j ( K i , u « L . * ' <j(«r> 
­ последние числа, которые напечатает в столбцах . 
u<,utt..,tiip, просмотрев на первой ленте только фрагмент 

Выберем теперь настолько длинное продолжение ( а , , 
а а / . ­ ­ , а 4 , ) набора ( a ^ c ī t , . . . , Я*ш) • 4 1 0 просмотрев на 
первой ленте ( а ^ а г , . . . , a A t ) , машина Wt) на «торой 
ленте напечатает числа ij(><t+t%>u%)t

 [

}(Кг'
и
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ъ

^Р) 
Как нетрудно убедиться, возможность выбора такого набора 



(a%ļait'.. t Hģģ) обеспечивается выполнением условия 
(2) для воех чиоел a U ļ J a „ , , °иР . 

Набор (а,, о а , . . , пЛ1 ) возьмем в качестве 
начального фрагмента набора (ь^ , Ьг t . , . , Ь v ) и перей­

дем я шагу j + 1 . 
II) Нет. Полагаем f b , , b , , . , Ь , ) «= f a 4 , a , , . . . ,aĀ) 

и останавливаем процесс. 
Покажем, что построенная нами последовательность 

bi,b2,--'t i ••' конечна. Допустим, от противного, что 
это не так, Пуоть п , , п я , • • • •• ­ геделевы номера 
произвольного фиксированного предельно эффективного опера­

тора Т . Рассмотрим произвольный шаг л,­ . так как после­

довательность Ь< ,Ь9, •••jbi,... оесконечна, то на этом ша­

ге мы встретимся с ситуацией I ) . Пусть(Ь, ,Ь«, . ­ ' . , Ьт ) -

­ тот фрагмент, который обладает свойством R„, (Г,е ) . 
Тогда существует такое п, ­допустимое продолжение Ь-

* ( b l i b « , ••-,Ьт,Ьт + 1 , . .. , Ъх) , что 

где a * b * ' , i l > ( v . " b K / . i . ; : 
Пусть <x(m) ­ начальный фрагмент длины m последо­

вательности litn (ffllm 0 ) к . Покажем, что (к(т) = 

Пусть произвольноо b p ( р iS m ) обладает овойством 
(2) (из определения п-, ­допустимости). Как нетрудно убе­

диться, выборка J строится именно таким ооразом, чтооы 
для подооного ЬР в последовательности i n ļ ( l ,p} , i„ i (?,р), 
••' ,lni(* i р) i ••• б ^ 0 бесконечно много нулей и 
единиц. Это означает, что lim fni (к, р) не определен. 
Если же Ь Р обладает свойством ( I ) , то lim \пХ(к,р), 
по определению [Шп. 3

 (
^'] , совпадает с числом, стоящим 

ва р ­ м месте в Г/ад з1}] • м а к . р Й Г ^ 3™] »<х(т) 
и, следовательно, 

( I . 2 ) _ p m ( r ; j , « ( m ) ) з * б . 

Так как п ( выбран произвольно, то (1 .2 ) выполняется 



для оеоконечно многих m . Итак, для любого предельно эф­

фективного оператора T"t J5 ( Г J , liŗi (Т3)к )^»£. 
Вто, очевидно, противоречит тому, что Г*Т(0.^ ,е). 

Следовательно, ( b , , Ь а ,. • • , b v ) ­ конечный наоор. 
Предположим, что процесо построения (bit Ь а / . • • , Ь ^ > 

был закончен на шаге j • Легко видеть, чтс в этой случае 
никакое продолжение набора (ЬцЬщ.,..., bv) не оСладеет 
овойством R j 4 1 ( Г , б ) » Лемма доказана. 

ЛЕШ 2 . Еоли сущеотзуют j и набор чисел ( b , , b z , 
• »vb v)

 т а й И в » ч т о ( Ъ ь Ь а , . . . , b v ) не имеет продолже­

ний, обладающих свойством Rļ(r,c) , то существуют 
такие m и п > т , что Г предельно ( т ; л } ­вычис­

лим некоторым оператором V и \ < . 

ДОКАЗАхЕДЬСТВО. Пуоть ( х , , х , , . . . , ХА ) ­ произволь­

ное продолжение набора (b, ,bs t ... , bv) . хак как (х*, 
'xt,-">'x/&) н е обладает озойстзом Rj ( Г , £ ) , то для 
любого его j ­допустимого продолжения x*(xilxī).,.lx/ļ^-

(1 .3) V0eQOB(x,lxlt...)xi4l):ft(rj,[mJ3jxl])<£. 
В дальнейшем вмеото " j ­допуотимый" будем гово­

рить просто "допустимый" и вместо 751] будем употреблять 
символ 751 . 

Нетрудно видеть, что для е = у К/Г/^г) в форму­

лировке леммы I можно заменить на Rj ( Г, б ' ) , где <т'<­^­ . 
Для этого в доказательстве леы^ы I на каждом шаге Hysf.no 
проверять выполнение свойство f?j ( Г, £j) » .где Ск<£к . 1 
и lirn с к = Aŗ . Еоли выборке 3

 3 (b4ibti.., t bv) Судет 
бесконечной, то для любого j и для бесконечно многих г; 
будет выполняться неравенство: 

и I i ( m6,=- ļ - . Но тогда Г > { (QJ, \ ) ­ проти­
воречие. 

Итак, будем считать, что £ < ­ | ­ . Пусть ej,^ • 

http://Hysf.no


* та* ļ p ļ < £ } . Очевидно, что (1.3) Можно ва-

менить на 

Поскольку при любом А ^ £ Е < - | - , ТО ,4 
мижко выбратс- столь большим, что^г1%<^- . Пусть 
Л - v = п ; тогда < ~ļ- и, 
следовательно, тр>4" • „ 

Определим оператор Р на всех п ­ках натураль­

ных чисел, которые не входят в { b i y b a , • b v ļ . Этого 
вполне достаточно, так как вначения Г на bitbt, ••. ,Ьу 
мы можем считать заранее известными. Зафиксируем произволь­

ную и ­ку ( X i , x 2 / . . . / o c n ) . Пусть x*(b,,b2,... ,bv , 
ХиХг,..,,х7)- допустимое продолжение набора ( b „ b , , . . . , b * , 
Х41осг>... Хп)- Тогда; 

Пусть Г31 - фрагмент пооледовательнооти ГЗ от 
V + 1 тго члена по v + n ­ й . Аналогично определим 
[$l3v+n j 4 « тогда в силу выбора т и п : 

vae о . (п:, [ж з щ ];) * 
:.!ы будем строить последовательность значений 

((У«.Уг,... ,Ул)к ) к. 0,1,... оператора Р на (x<,Xt, 
...,Хп) таким образом, чтобы выполнялось равенство 
1 ( т ( и „ и в , . . . , у п ) к " № Э Й п К . 

Ясно, чго__тогда Г будет предельно Сш,п; ­вычис­

лим оператором Р. 
' В дальнейшем мм будем рассматривать только такие 

продолжения ( с , , с 2 С г ) набора ( Ьл , Ьг , ••-,Ь*, 
х^,хг, ..., эс п ) , что, просмотрев на первой ленте 
корте;­; ( с , , сj , . . . , с ъ J , машина 737, на второй ленте 
печатает в одном из столбцов 1 ,у+Я, •­• , 'v+r t какое­

нибудь число. Имея машину , можно указать некоторый 
эффективный процесс перечисления воех таких наборов ( с . 



с

г i ••• > с г ) • Зафиксируем произвольный такой про­

цеоо. Пусть <е„(х) > - ос ­ е в порядке перечисления 
продолжение набора fbi , Ьг , • • • / b„ , ac« , . . . , x n ) .Пусть ухе оп­

ределено <ел(х),е,(у), . . . , е% (г)>•'. Тогда ч е р е з < е 0 ( х ^ 
^i(4J; • • • , e z ( z ) , e ^ M ( u ) > обозначим и ­e в по­

рядке перечисления продолжение набора < е 0 ( х ) , в , (ч), 
. . . , в г ( г ) > . 

Перейдем к прсцеооу определения Р fc,, х а , . . . , х п ) 
На некоторых шагах з этом процессе к произвольному числу 
из ( х , , х г , . . . , ос п ) может быть приписан ллюо, в про­

извольный момент рядом с числом может стоять люоое конеч­

ное множество плюсов. 

Шаг Р. Походим такой х , что, просмотрев на первой 
ленте <-ви{х)> , машина ЦК печатает по крайней мере по 
одному из чисел в каждом столбце v + 1 , v * 2 , . . . t v + n 
второй ленты. В качество ( у « , у а , . . . , Чп)* берем послед­

ние чиола в этих столбцах, которые 7KZ напечатает, просмо­

трев на первой лента <еа(* )>. Переходим к шагу I . 
Шаг к . Предположим, что на ваге к ­ i ыы походи­

ли набор < е а ( х ) , е , ( ч ) , . . . . е м (и) ,е , fv ļ . . . , e t ( 2 )> . Пусть г,­ ­

шаг, на котором мы находим < e e ( x j , e > , ( y ) / . . . , e ( . , ( u j 1 e 1 ­ ^ 1 ) ^ 
(О =s i ^ i ) . Для каждого i«= rnln (п- i, г ) проверяем, 
верно ли, что в течение шигов t j , Г; • 1 1 ... t t j . , ­ 1 
плюс был приписан менее, чем к п - 1 элементам из {х,; 

x z , ­ ­ ­ , x n j (если i - г , то проверка происходит только 
до шап к ) . Допустим сначала, что на все min(n-ll ъ) + 1 
ьопросов получен положительный ответ. Тогда, еоли z < п 
то находим наоор <e0(-x)lei(4)/---,eļ(z)ļeīt1(ļ) ^ ч , а ес ­

ли , то находим <e0(x),e,(i)),ег(г + 1)>. 3 кзчест­
ь е (4i, Чг, ••• , Чп ) к берем набор последних чисел, кото­

рые <~ļ7l напечатает в столбцах v+1 ,v + 2, ...,v + г\ второй 
ленты, просмотрев на первой лейте намдеянык выше наоор. За­

тем переходим к шагу к + 1 . 

Лредлолоцим теперь, что для некоторого 1 на на» во­



проо получен отрицательный ответ | пуоть I ­ наименьшее 
орали гавих. 3 этом олучав в хвчеотве ( у , , у , , . . у п ) к 

мы берем набор последних чиоел, которые 771 напечатает в 
столбцах v + i , v + 2 , . . . , п второй ленты, проомотрев 
на первой лекяа набор < e e ( 3 C j , e , ( y j , . . . l e | . 1 ( u ) # * | ( v + l ^ . 
Далее пригисызеец пдао рядом оо всеми чиолами из (xil-xii 

...,хп), против которых (Ч1,Чг,..ч »п )t{ отличается от 
(Чл, , • • • , У* }к „ • Не?е..одкм к шагу к + 1 . 

Определение f ( к * , ? * * ) завершено. 
Заменим, что на произвольном шаге к мы всегда на­

ходим такой набор «ге . сх^е /у ,} , ...,еъ (г)-> , в котором 
1 « г . Отоазда одедуат, что оушеотвуют числа /d*sn а к 0 

такие, что на любом шаге к** к в мы воегда находим только 
те наборы < е » ( х ) , е , ( у ) , . . . , е г ( л ) > , в которых 7 5»­J . 
Другими словами, на якс'оы каге к » к 0 мы всегда находим 
набор ч::сзл, которые является продолжением некоторого фик­

сированного Е а б о р а < е в ^ х ) / е , ( у ) ) . . . , е4.^(и) > ( е с л и л ­ 0 , 
то таким набором язляетоя ( Ь „ Ь » ; • • • , b ( , / x 1 J x 2 , • • • • эти ) • 

Пожжем, чго K a o o p < e e ( x ) , e 1 f y J ; . . . (и)> яв ­

ляется допустимым продолжением для (b* , ­ ­ ­ , b v , x 1 , . . *,"хл), 
Как легко следует ив описания шага к ' , на любом шаге 
К ^ Ко клюо может быть дрипиоан не более чем к п-л фик­

сированный чиолам X i i t « i t , . t , , о с , п _ ^ иа (хихг,....хп). 
При атом, как следует из определения числа 4 , к каждому 
из чисел X i , ( X | , , . . , ,Х{п.л на вагах к » к , плюс приписыва­

ется бесконечно много р а з . Предположим, что ,Х1г, 
' * "^'n­.j Поскольку произвольный Xij получает плюо 

бесконечно много pas, то для каждого набора -<ев(х)1 

e

i ( 4 ) , ' ­ ­ /

e / i ­ 4 ( ^ ] ( f i ' ^ ( \ / ) > должно существовать такое продол­

жение < • • > , что последние значения, которые 7SZ напе­

чатает з столбце V+ ij второй ленты пооле просмотра 
< е . ( х ) , е , ( у ) ; . . . , e / J . , f u J , e / j ( V ) > и, соответственно, 
< . . • > ­ отлачаютоя, Отояда легко следует, что числа 
*T«'jXj 8 j •'•,Xļn^ обладают свойством ( 2 ) из опреде­

ления допустимости. 



Раосмотрим теперь произвольное число х^^х^, 
* • * ' » » • Нетрудно видеть, что все числа, которые Vil 
будет печатать i v t j столбце второй ленты, просматри­

вая на первое ленте произвольное продолжение набора <е.(Х), 
.

e

i(y)/ • • • ,6.4-1 fu ) ^ • одинаковы. А это и означает, что 
acj обладает свойотвом ( I ) . 

Итак, < е . ( х ) , е,(у) , . . . , «.<_, (и) > являетоя допус­

тимый продолжением набора (Ь<, Ь » , ; . . . ^ ^ , . Д а л е е , 
из определения последовательности ^у«>9а >>.­,уп>,)»­сь«,... 
легко оледует, что 

'^(УмУг,••­,¥«)« ­ [TKļf l i ]" 

для е =*<еа('х),ел(ц), ...,е4.1(ч)> и любой выборки 
J e Q « (

e

) , что и т . д . Лемма доказана. 
Из лемм I и 2 оледует утверждение теоремы. 

СЛЕДСТВИЕ I . Если 0 < г * \ , то илаоо 1(0^,1) 
содержит только предикаты ив Д а . 

ДиКАЗАТЕДЪСТВи. ичавадно. 

СЛЕДСТВИЕ 2.*) При любом £ e f O , 4 r ] клаооы 
и К ( ; £ ) оодержат только ре­

курсивные предикаты. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если в доказательствах лены I и 2 
мм возьмем Ге к ( Q c ^ , € ) и главную нумерацию обычных 
эффективных операторов, т о , как нетрудно убедиться, в лем­

ме 2 у нас получится такая последовательность {у« , Чг, 
• • . y n ) i ļ i = o,< ( . . . . что ( у , , у | > . . . , У п ) , ­ ( у 1 , У г , . . . > У п ) а = 

= . . . = ( у , | у г , . . . , у п ) 1 = . . . « Отсюда жегко следует, что Г(х) 
( , П ) п ) ­вычислим рекурсивным оператором, следовательно,Г 
рекурсивен. 

В заключение параграфа отметим, что не существует 

и) Утверждение следствия 2 независимо от а и о р а было дока­
зано М.И.Дехтярем. . . . 



аффективной процедуры, посредством к о т о р о й по о п е р а т о р у Т , 

для которого Я (Т, Q « . , е ) У 0 , можно было оы п о ­

с т р о и т ь алгоритм для обычного вычиодения н е к о т о р о г о п р е д и ­

к а т а Г 6 К ( Т , Q « , , е ) . Э т о с л е д у е т иа теоремы 2 [ю]. 
Там не м е н е е , можно п о н а а а т ь , что для любого рационального 

£•< ­ j ­ с у щ е с т в у е т эффективная п р о ц е д у р а , которая по 

любому эффективному о п е р а т о р у Т , для к о т о р о г о К ( Т , ( 

й « > , £ ) 0 , д о с т а в л я е т такой­эффективный оператор Т , 

ч т о 

Vre^(rlil^le)VJeQ9. :р(ГЗ,Гз)=о 

§ 2 , 0 к л а с с а х K(Ū*,E) И &(Q~). 
Введем оледующее обовначвние: 1м| ­ мощность мно­

жества М • Д а л е е через J< ( О . ^ , ) обозначим к л а с о преди­

к а т о в Г , удовлетворяющих следующему условию: 

( 2 . 1 ) 3 эфф.оператор Т У Зе О ­ : £ (ГЗ.Т3 ) = 0 . 

сравнение ( 2 . 1 ) о (4) > о определением класса 
ļļ(Q»,č) п о к а з ы в а е т , ч т о К ( Q r ^ E к (О.^) и 

1 < ( Й « ) е К ( f t » . ^ ) при любом £ > ­ 0 . В атом 

параграфе мы покажем, что класо K(Q ^) содержит неэффек­

тивные предикаты. Очевидно, что в таком олучае классы 

K . ( Q p e , £ ) и ļ<(Q.a~) также содержат неэффективные п р е ­

д и к а т ы . 

Зафиксируем однозначную вычислимую нумерацию РМ 
в о е х кортежей натуральных чиоел ( а , , а 2 , . . . , а п ) t г д е 
a

i r
a

l > ' 5* J , люоой длины. Пуоть I ( Р ( * ) ) ­ длина 

набора Р(сс), т а х Р ( х ) «= т а х | а ļ a f P ( x ) ļ . Если к о р ­

теж Р ( х ) ~ ( а » • • • / а " ) я в л я е т с я начальным фрагментом 

кортежа Р ( ч ) » ( a < l . , . l o m j q , „ . 4 , . . . , а „ ) , т о будем 

вапксывать э т о следующим образом». Р(х) <з Р ( у ) . 

ТЕОРША 2 . Клаос К (Р >о) содержит неаффективные 

предкказы. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть { Wx ) х с . ­ главная н у м е ­



рация всех р . п . множеств. Зафиксируем некоторый эффектив­

ный лроцеоо параллельного перечисления всех Wv . Через 
Wx обозначим множество элементов из YJV , которые оы­

ли перечислены за к шагов. Выберем монотонно возрастаю­

щую общерекуроивную функцию f , удовлетворяющую следую­

щему условию: 

Основная часть доказательства заключается в постро­

ении таного аффективного оператора Т , что для него и для 
некоторого неэффективного Г выполняется ( 2 . 1 ) . 

Eju оудоы использовать приоритетный описок, состоя­

щий, из всех натуральных чисел, расположенных в возрастаю­

щем порядке, и множество маркеров ПЭ i I2L • • •/ĒL • •• • 
Построение оператора Т ведется по шагам. На некоторых 
шагах о люоым числом из описка может быть ассоциирован 
один из маркеров, а качестве специальной отметки оудем 
использовать также мииуо, который на произвольном ваге мо­

жет быть приписан рядом о любым числом' из списка i получиз 
на некотором шаге минус, чиоло оохраняет его и а дальней­

шем. Для любой выборки 3tQ.au через обозна­

чим начальный фрагмент длины т последовательности 1*3. 
Шаг 0 . Ассоциируем [oļ о числом 0 . Переходим к 

шагу I . 
Шаг к . Этот шаг разделяется на два этапа. 

ĪJ ii,угть d-min{aļa>mpx ( т а к P ( z ))s< у q нет минуса} 
Ассоциируем [к) о d t l . Пусть е а

к , е ? , . . . , е £ ­ т е ­

кущие позиции маркеров |Т| , где 0 * i «*" к , и X к ­

подмножество элементов из ļeļj , е * , . . . , е * } , рядом с 
которыми в зтот момент нет минуса. Перечислим W 0

K , W7i 
• • • , W K . Если не найдется ни одного чиола е* е Х ^ Л W * 

то переходим к этапу I I . Предположим, чх'О по крайней мере 
одно бХ к ­П W"i найдется; пусть е* ­ наименьшее 
среди них. Передвигаем маркеры, ассоциированные в этот мо­

мент с числами из X к \ { е „ , е* , . . •, е ( } к числам 6 + 2 , 

f(n) 

http://3tQ.au


d + з и т . д . , сохраняя порядок. Затем ппипиоываеы минуо 
рядом оо всеми чиолами z иа (е* , eļVl,». } , 
которые его к гтому моменту еще не имели. Переходим к э т а ­

пу I I . 
I I ) Пуоть ° (и) ­ проиавольный набор, удовлетво­

ряющий следующим условиям: 
1 ) и < к * Р(и) о Р ( к ) 

2) ! ( P ( u ) ) « f f n ) для некоторого п , 
т, \{а\а е Р(к) А о р т а х P f u H l f(ņ*i) 
5 ) т а х Р ( и ) ^ W 

Мы намерены определись (T'J)^
<n

^ для воех выборок 
J е Q — ( Р(*>) , Пусть « л л а . . . « t ­ уке опре­

деленный к втому моменту фрагмент последовательности ТО 
Для некоторой выборки 3tQ*c ( Р ( к ) ) \ будем очитать, 
что ос, ос а ­ . ­ « г имеет среди воех таких максимальную 
длину. Пусть далее Р(и) m f c f i i , Д л я шв­

оой выборки З е й в ­ ( Р Г к ) ) полагаем ( Т 0 ; г ' " ' ^ 
• ос, а а . . . oc t or t + . . . oc f f r 1 ) , где для i 

а i 0 » еоли рядом о Kj приписан минуо 
1 ļ 1 , в противном олуча» . 

Переходим к шагу к + 1. 
По индукции легко доказывается, что оператор Т 

определяется однозначно для кеадой выборки 3eQ^ . Не­

трудно видеэь также, что Т определен на в о е х выборках 
D € Q«o . 2 самом деле, если некоторый кортеж Р(и) 

длины f ;'п) является начальным фрагментом выборки J , т о 
обязательно найдетоя такой кортеж Р(к) , что J e 
е ^ ~ ( № ) и для Р(к) вьшолняетоя 3). С л е д о в а т е л ь н о , 

" будет определено уже на маге к , ив определе­

ния Т зытекает также, что Т ­ аффективный оператор. 
Полагаем: f(x)*0 и X приписывается минус. 

Пуоть х е А Г (х) ш i . Покажем, ч т о мно­

жество А н е яалаетоя р . п . По индукции нетрудно д о к а з а т ь . 



что каждый паркер в нашей процесое двигаетоя не более чем 
конечное число раз . Пусть Ь(к) ­ закдачительная позиция 
маркера [к] . Легко проверяется, что 

Г ( 1 1 ( к ) ) = 0 Ф=> Ь(к)е W K . 

итсюда следует, что А не являетоя р . п . и, следо­

вательно, предикат Г не эффективен. 
Покажем, что Г 6 К ( Q « , ) . Для этого нам нужно 

проверить, что для оператора Т выполняется уровне ( 2 , 1 ) , 
Пуоть 3 t Q « , Если T J отличается от ГЗ 

не более чем в конечном чиоле позиций, то (2 .1 ) для выбор­

ки J выполняется очевидным образом. Предположим, что ТЗ 
отличается от ГЗ в бесконечно многих меотах. Пусть, на­

пример, T J отличается от ГЗ в п ­ ы месте. Ооозначим 
через ( х , , х 4 , • • • , х„ ) начальный фрагмент выборки 3 
длины п . Заметим, что обязательно Г(хп)*0 , Действи­

тельно, если Г ( х п ) = 1 , то число х „ никогда не по­

лучит в нашем процессе минус. Но в таном олучае для любой 
выборки 3 t Ы •*> ('х1 > Щ»• • • i х„) п -ип йен в последова­

тельности Т 3 ' должен оыть равен единице! это противоре­

чит нашему предположению. 

Итак, Г ( х п ) = 0 , Пусть к ­ шаг, на котором 
х п получает минус. Легко видеть, что ( F j ) n впервые пол­

ностью определено на некотором шаге Х< к е в противном 
случае м ­ii член в ТЗ был бы равен нулю. Пусть Р ( м ) ­

максимальный начальный фрагмент выборки 3 , на котором 
( f j ) ( и ' определено к шагу к , и пуоть 1(Р(и))-

= f ( i") . Из нашей конструкции оледует, что существует на­

бор P ( v ) с номером v < K такой, что J e £ 2 « > ( P ( v ) ) 
и для Р ( и ) и P ( v J (на месте Р ( к ) ) выполняется 
свойство 3 ) . На шаге к вместе о х п минус получают вое 
числа z , удовлетворяющие условию cc„«»z*imux P ( v ) , в 
частности, миь/с будет приписан ко всем числам из множео­

ства Y = { a | o c P ( v ) % а > п ш х P ( u ) j . Пусть x e Y ­ n * i ­ 3 
член выборки 3 . Так нак n­м ­и член последовательаоо­

ти у з к шагу к еще не оыл определен, то в силу опреде­



ления Т оя обязательно будет равен нуд». Но Г(х) , по 
определению Г , также равно нулю. Пуоть Z ­множество 
адемекюв из P ( v ) , на входящих в Y . мы получаем, что 

С другой стороны, так как \Z\< m o * Р ( " ) , то 
iZl mar.Pfu) ffm) 

Отсюда следует, что , 

Так как "Г0 отличается от ГО на оеоионечмо мно­

гих местах, то неравенотво , . 

выполняется для оеококечко многих пар ( n - , . т ^ т а к и х , что 
^( l< : j ) = > ( n | < n j ) A C m , < r m j ) J . В силу выбора функции f 
2 ( П Д О ) " 0 • Теорема доказана. 

СЛЕДСТВИЕ . Вксаоое K(Q«J> оодеркитоя р . п . пре­

дикаг, который не являетоя рекурсивным. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Легко видеть, 'что дополнение мно­

жества А , определенного в доказательстве теоремы, явля­

етоя р . п . 
ЕАМЕЧАКЕЕ I . Как доказано в [к], любой предикат 

Г б / \ 2 можно представить в виде lim у ( п , х ) , где f ­

двухместный общерекуроизныя предикат. Под вычислимой ну­

мерацией некоторого мкоаеотва предикатов ив Да мы будем 
понимать вычислимую нумерацию таких двухмеотных общерекур­

сиэных предикатов. Взяв в доказательстве теоремы 2 вместо 
{ \ У у } Х в С ) 1 ... вычиолииую нумерацию клаоса ОС предика­

тов из Д 2 и ивменив соответствующим обравом конструкцию, 
можно доказать следующее усиление теоремы 2 : для любого 
класса ОС предикатов из Д а , имеющего вычислимую нумера­

цию, существует предикат Г t K(Q,*>) ^ 01 • 
ЗАМЕЧАНИЕ 2 . Изменив нужным обрааом рассуждения в 



доказательстве теоремы 2, нетрудно показать, что классы 
L ( О . ^ ) и J _ ( Q ­ » ) оодержат прединаты, не являющие­

ся" предельно рекурсивными. 
Автор выражает прианатэдьнооть Р.В.Фрейвалду за 

постановку задачи и внимание к работе. 
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СРАВНЕНИЕ РАЗЛИЧНЫХ Ш О З ПРЕДЕЛЬНОГО отш 'А ПРОГНОЗИ­

РОВАНИЯ ФШЦИ0 

К.М.Подниекс 

1, С о г л а ш е н и я . Ц>п ~ фиксированная г е ­

дедевонвя нумерация воех i­местных чаоткчно­рекуроивных 
функций ( ч . р . ф . ) . f? ­ класс всех 1 ­местных обцерекур­

спвкых функций ( о . р . ф . ) . В дальнейшем классами .чааываютоя 
только мксг.еотва о.р.ф. Хлаос Ц называется эффективно пе­

речиолимкм кдаооои, еоли оуаеотвует о .р .ф . <x(i) танап, 
что 1 ­ 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

а ­ строгое включение, S1S - нестрогое. 
< ос«. . .осп> ­ эффективная нумерация всех конечных 

кортевей натуральных чиоелi в качестве ноыеров попользова­

ны все натуральные числа. 
Стратегия ­ В'.о любая (частичная) функция i'HnaN»N. 

особо выделяются ч .р . к о.р . отратегии. 
Золи всюду определенную функцию у аредставлпть 

нзк последовательность значений f (0)^(1), Tffe)*.«M , то 
псняаны обозначения i f, О" 10 *°i <* О к *f и т . п . (здесь 

­ натуральные чиоло, с< ­ кортев натуральных чиоел, 
*f ­ воюду определенная фикции), Например, 0 к 1 0 ° в обо­

значает функцию, которая равна нулю на всех х , аа исклю­

чением х - к . 

2. П р е д е л ь н ы й о и н т е з . Предельным 
синтезом нааываетоя восстановление "в пределе" геделевско­

го номера функции У по данной последовательности ее зна­

чений» У(о) , • Для этой цели мы использу­

ем только о.р . стратегии. Если F ­ стратегия, а ^ ­

всюду определенная функция, то значения F ( < y ( o ) . . . y ( n ) > ) 
при я » 0 , 1 , 2 , . . . называются г и п о т е з а м и . Ги­

потеза р считается верной, если *fp-f , т . е . р ­ не­

который геделеь номер функции у . 
Первое понятие предельного синтеза под названием 



" i d a n t i f l o a t i o n i n t h e l l s i t " изучалось Гоадом [ i , 2 ] . ii 
наших терцинах оно определяется следующим образом. Гово­

рят, что о.р . стратегия F предельно синтезирует функцию 
*Р в смысле 6М , если последовательность гипотез 
Р( <^(О)..­У(

п

)
>

)(<
1 = 0 )1 ),..)имеет верную гипотеэу в качест­

ве предела, т . е . если она "отрбилиэируетоя" на некотором 
геделевом номере функции Ч/ . (Символ 6М означает "геде­

лев номер"). 
Если о.р . стратегия F оинтозцрует в омисле GN 

каждую функцию класса U , то говорят, что F синтезиру­

ет класс U в смысле ьЫ . 3 этом случае ш пишем: Ufc'GN 
( т . е . символ 6N понимается как семейство всех классов, 
предельно синтезируемых в смысле GN ) . 

Результаты, полученные Роддом [ i j : 
а) Воли класс II седерактся в ^ .ентивно перечиоли­

иом классе о.р..;. . , то U c G N . 
б) R e G N (asos роаультат значительно усилен на­

шей теоремой I ) , 
"Отметим чаше один результат К.и.Ьарздиня [з] 
а) Существует класс U такой, что U e G N , одна­

ко U не содержится ни в одном аффективно перечислено» 
классе о . р . ф . (В качество U можно взлхь класс V на до­

' кизатольстна теоремы I в [ ¥ ) ) . 
Твкны образом, семейство GN весьма нетривиально. 
СЛ'Дуюцее понятно предельного синтеза под наьаэанк­

k см "matching in the l i iait" рассматривалось Фелдмаиоы [ 5 ] 
для языков. В наыем случае м о означает следующее. Гово­

рят , что о.р . стратегия F предельно синтезирует функцию 
•f ь смысле GN*° , воля последовательность F(<yfo)...4ļn)i) 

(•«= 0,1,•• ) состой­!', начиная с некоторого м­эста, только 
из верных гипотез. (Знак « у символа GN что 
допускается /;аже бесконечно*; чкело различных гипотез на 
одной функции). 

Воля о.р . стратегия F синтезирует в смысле 
камдую" функцию класса U , то говорит, что F синтезирует 



U з оыыолв ОМ"". Запиеь иеб№*опродвляется аналогич­

но GN. 
Очевидно» G N s G N " 0 , так как все , что синтезируе­

мо в смысле 6М , синтезируемо и в оиыоло GNl^. С другой 
стороны, Барздикь [4-1 доказал, что существует класс U та­

кой, что U 6 6M"" . однако U ē"GN . Таким образом: 
G N i c G N " . 

Последним в нааей схеме является понятие "чаототно­

го" синтееа. Пусть £ ­ действительное число, Q < £ * 1 • 
Говорят, что о .р . отратегия F предельно синтезирует функ­

ции f в смысле 0Ы(с) , еоли в последовательности 
р(

<

^(о)'"У(")>) нижняя частота верных гипотез не меньше 
fi , т .е . 

īlfiL c 0 r d { x | x < n Ā %(<z4>(0)...<f(x)>)*f) 
гГ п

 t 

Семейство Gw(t) определяется аналогично GN и 6М~ 
Очевидно: 3 M ~ s GN(i), i >S — ­ GN(£)s=GN (S). 

ТЕОРЕУА I . ЕСЛИ £ > 0 i T O Rē"GN(€). 

Вта теорема является упомянутым усилением результа­

та Голда ( R I T g n ) » оказываетоя, что класо воех о .р .ф . 
нельзя предельно синтезировать, например, даже с частотой 
10" в . Поэтому все оемейотва GN(£) (а также 6М°~) нетри­

виальны вмеоте о GN . Теорема 1 легко следует иа теоремы 

TE0?ELL\ г. Е о л и О - ļ r , со GN(e) = GN~. 

Эта теорема выражает обычную ситуацию "двтерынниза­

ции": еоли частота оинтеаа превосходит 4 ­ , то можно постро­

ить стратегию, которая оинтезирует тот же класс "в абсо­

лютном смыслз". Теорема г следует из теоремы Ч , еоли пред­

вариевльно установить, что при i>-j- имеит место 6 N ( f ) s 
ŅV" (ом.дальше). Это неслоано. 

Теорему 2 нельзя "усилить", ониаываетса, что 6N~c= 



GN f ļ ŗ j (это следует из теорем 2, 3 ) . Из теоремы 3 следу­

ет , что G N ( 1 ) < = G N ( ­ J ) « = G N ( ^ ) C : . . . (Mosho пред­

положить, что 6N(£)<= 6 М ( £ ) Щ воьх t,8>0<>!><e.<-ŗ ) 

ТЕОРЕМА 3 . Если 2 - натуральное число и 
S>0 , то G N ( 1 1- ( J ) c G M i ļ ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим "почти­ра^енстзо" двух 
частичных функций Ч>, f так: 

f S f . — » 3 X o V x > x f l у ( х ) » Н е ­

соответственно: I ­ почтн­геделев номер функции , е с ­

ли У; = Ч? . Для любых 0<p*i<V определяется класс функ­

ций: 

СР<* = { ? I f
 = i

< • • • 4 f ' ^ 4
)

'
f c 4 ?

*
,

f u
i ,

f Д л я ^ р значений к ) 

Таким образом, еоли <fe Cpcļ, , то из первых сь значений 
этой функции не менее р будут ее почти­геделевыыи номера­

ми. 
1 . Покажем оначала, что C p ^ e O N ( ^ ) , ибоаначиы 

для данной Ч> через j*„ (где Ose^tsc^-l^h^O ) некоторый 
геделев номер функции 

j «/(%), если « п 

Тогда гипотеза F ( < ? ( 0 ) . . У(п)>) полагаетая равной j * n , е с ­

ли п при делении на ч/ дает в оотатке Л . Очевидно, еоли 
" f f й ) ^ ^ » т о д л я в с в 1 С достаточно больших п , иотсрые 
при делении на CĻ дают в остатке , гипотеза ^(*у(о).-*р{п)>) 
будет верной. Поэтому на Ч7£ Срсу стратегия F дает верные 
гипотезы с нижней частотой -ļr , что и требовалось. 

2. теперь мы должиы установить, что С^1вЫ[&+$) 
при р - i, % >• 2 , 5 > 0 . Допустим противное: существует о . 
р . стратегия Н , ноторая на всех функциях иа Ср^ дает вер-



ныа гипотезы о чаатотой • Сразу же перейдем н под­

классу С peļ, , зафиксировав t«j, = a , где f e « ū " , всякая 
функция вида I , . . . Ц^оо? 0 е * ( Я ­ произвольны?, кортеж 
чиоел) входит в Cjkj, I следовательно, стратегия Н должна 
ее синтезировать о частотой . 

Для построения "контрпримера" (такой о . р . ф . , кото­

рая входит в Cpq,, но, тем не менее Н дает на ней вер­

ные гипотезы ли'аь о нимией частотой ) "ы должны су­

ден рассмотреть дейотзиа Н на различных кортежах « • Эти 
кортежи воспринимаетоя как начальные куски функций, поэто­

му Н даст на сх всего (52.1 гипотез ( ļ<x ļ • длина нортежа 
<Х ) . Гипотезу [ , которую И выдает где­нибудь на 5с % мы 
иаэызоем "приятной"» воли значение ^ifl* \)определено. 
("Приятной" ­ нагому, что такую гипотеау легко опроверг­

переходя: к кортежу Я у ,где у / У» •
 4 2 0 о б

~ 
легчает построение контрпримера). 

Кортеж ! * . » ' 1 д , , о , содержащий перемен­

ных, обозначим черва Т и введем следующий предикат 

& ( г Д ­ 1 ) н - Р на Tā5j? не менее ^ M j t ļ , рае дает "цри­

ятцыо" гипотезы) 
Этот предикат рекурсивно перечислим, следовательно, дли 
произвольное Т , Ж , ! его котинкооть можно раврещить, ва­

даз единственный вопрос оракулу 0' (ом, [7 ] , г л . 1 4 ) . 
, Введем еще один предикат ( 0 < I о * )» 

A ( r , l ) » V x ­ 3 ( T , « , l ) . 
Он Входит в П 2 , поэтому его истинность решается ори по­

мощи оракула & * , 
Поскольку на любой о.р.ф. ^> оо овойотвом ^­ГоС 0 я * 

стратегия Н дает верные гипотезы о нижней частотой >•§; » 
то А ( Х р ^ должно оыть истинно для воех Т (напомним, 
что пооледняя компонента Т суть а , % ­ о"*, поэтому 
f е Cpiļ, ) . Очевидно также, что при i«č j , , т а ( г , ! ) — » 
1 А ( г , I * 1 ) , Поэтому условие» 



[ к _ целое l . « v ­ p * A (Г,1, J А 1А (Г,1„ + p ) j V 
V C l . ­ « V ­ p A A ( r , l , ) J (*) 

определяет единственное число i t , для каждого Г (заметим, 
что p«icļ ,w.p при £• ­ | ­ ) , здесь 1. принимает одно­

ив ] Зг. [ ­ 1 возможных значений; какое именно и это мож­

но узнать, задав подходящие вопрооы оракулу 
теперь ыы приступаем непосредственно к поотрознию 

контрпримера, опровергающего предполагаемое oso2oi30 стра­

тегии И , иначада мы построим такой "контрпример" для каж­

дого кортежа Г « 1 , . . . Ц _ , а , ватоц применим подходя­

щим образом теорому о неподвижной течке; в результате ока­

жется, что один из "контрпримеров" входит в С Р Ч , , »то ­

противоречив, доказывающее теорему 3 . 
Еоли дано Г , мы о помощью оракула 0 определяем 

1 е из уоловия (*) , Дальше различаются два олучая. 
а) Выполняется первый член дизъюнкции (*) , Воополь­

ауемся оначала тем, что A(T,L+p) ложно» 
3sVj5 (H на Г*jl менее | раз дает "при­

ятные" гипотезы), 
т . е . существует oč # такой, что 

V£ (Н на ТЯ.Д б о л в в ( 1 ­ ­ Ц ^ ­ ) | г * . ^ 1 рае дает 
"неприятные" гипотезы)» 

Для каждого 5 вое оти "неприятные" гипотезы заведомо не­

верны (не.являются иоиерами о . р . ; . . ) . Найти указанны;; кор­

теж л можно, перобирая по порядку воевоэмоаные * и зада­

вая оракулу 0 ' вопрооы об истиннооти B(r,iE yie +р), 
теперь качнем о этого й „ построенио контрпримера 

­ некоторый о.р.ф. f . Так как Aff / 'o ) истинно, то 
по <Хв элективно найдется j3„ такой, что Н на r* e j5" # не 
ыонее 4ЫТоГ» jS e ļ раз даот "приятные" гкпогевы, Но тог­

да логке подобрать_число у а так, что на кортеже ГсГ,]Г0); 
не менее -к\'{<х<>р>0\ из этих приятных" гипотв! окажут­

ся опровергнутыми. Затем берем « , « « „ jT e f, и эту про­

цедуру повторяем, и j r c K далее. В результате определена 
о.р.ф. и?'» Г<**.«3 у; р , f, ... • 



Sausini:, что на любом начальной куске .вида Гаё , -

fiofe.-.ļbn частота "неприятных" гипотез, даваемых страте­

гией Н , больше 1 ­ 4»Ш , К этому можно прибавить час­

тоту тех "приятных" гипотез, которые опровергнуты значени­

ем ŗn (следующим за jT„ ) , Зга частота , поэтому оч­

ная частота неверных гипотез на забранном куоне больгае 
1 ­ + ­ i ­ • Так будет при любом п , по­

тому нижняя час­ота в ef р н ы х гипотез, которые Н дает 
Ha'ļf1 , не превосходит jr . Значит ­ f' является! контр­

примером. 
б) дополняется второй член дизъюнкции (ч) . так как 

здесь А ( Г ( о , ­ р ) истинно, то для каждого Ш можно э л е к ­

тивно построить Д такой, что Н no То? JT не менее *^­х 
; Г 5 Г ļ раз дает "приятные" гипотезы. Бти гипотезы можно 
опровергнуть значением jp , следующим аа Д . итерации это­

го процесса дают, как и в предыдущем случае, функцию у ' , 
на которой стратегия Н дает верные гипотезы с нижней час­

тотой , Таким ооразом, и здеоь у - контрпример. 
Итак, отправляясь от Т»1, . • •'•«j,., а , ш сначала 

задали несколько вопросов оракулу 0 " , получив в резуль­

тате одно и з ] ­ 2 ­ [ ­ 1 возможных аначеиий числа I. из ус­

ловия (*) . Затем, задав ещо несколько вопросов, на отот 
раз ­ оракулу 0 ' , мы оумеом построить в конце концов о.р , 
ф. "f * i, •• • а у" , на которой стратегия Й дает вер­

ные гипотезы с нижней частотой . иотаетсн каким­то 
с'лоообон применить теорему о неподвижной точке, "заставив" 
о.дко из U (Л Ч/­1) стать почти­геделевыы номером для f'. 
Тогда получится, что f 6 С р ^ ­ противоречие о предположе­

нием, что Н синтезирует Cp<j,B смысле вН(Ж + <5) . 

Зсе предыдущее построение даот, по оущоству, неко­

торую функцию­ f ( Г ,х) , которая вычислима с оракулом 0 ' 
г 1 0 " ( (ионтрг.риааром для днниого I тогда будет функция 
\xf'(ī,x) )­. От оракула 0* :м освобождаемся так: пере­

ходим от одной функции f'(ī,x) x]f-[-l ­фуавилям / , ( ' • > ) 
(где ) , именно: j t \ī,x) вичи'сляется по 



возможности так же, как t f ' f t ac ) . , о использованием ораку­

ла 0' , где это необходимо, одкано вмеото того, ч п б а з а ­

давать вопроси 0" , мы уже с самого начала "полагаем", что 
значение [ ъ ­в условии (*) равно г^ [А ­чу значению не 
всех возможных), а тех случаях, когда (длн данного Г ) ото 
предположение незерно, Лх^(Т,ос) будет только частичной 
функцие»; (­например, поиок кертежа л „ в случае (о) монет 
оказатьсн с'еоконечным). однако, еоли для данного Т число 
\ л совпадает о 1„ из уоловия (*) , то Ах£»(Г, x)=Axf'(T,x). 

освободимся теперь от оракула 0' . Заменим его не­

которой процедурой перечисления (креативного), множества 0.' 
Если для определения ответов оракула 0 ' мы пользуемся том, 
что уже перечислено к данному моменту, то ошибок при за ­

числении таким способом (г, х) нельзя избежать полнос­

тью, иднако в олучае, когда (для данного Т ) число 
оовпадает о 1, из условия (* ) , при вычислении в с е й 
функции Аэс/ЛГ.х) оракулу 0 ' задается ке более, чем ко­

нечное число вопросов (поиск ос„ в случаема) ) , Оаибки в 
ответах" на ати вопросы (а также отсыедвий вт "верного" на­

правления процесс вычисления) аожно "в пределе" скорректи­

ровать, поэтому, начиная о некоторого х , , зоз значения 
функции А х | Д Г , х ) будут вычислены правильно (когда дой­

дет очередь до них, ошибки в ответах 0' уже оудут исправ­

лены). Таким образом, мы вместо \л(~.х) вычислим некото­

рую ч.р .ф. чА\,х) СО ОВОЙСТЧОН! 

если Т.* равно („ из условия (*) , ооотааленного для 
Г , то 

A * t o ( f , « 0 * ь*М*.*)-х*ГЬ,х)- 11*1 
По существу,мы имеем теперь ] 2? ["­1 ««V­1 функ­

ций g , от ц аргументов I , ; . . . , i^-i, «с I 

Начинаем применять теорему о неподвижной точке» оушеотвует 
о .р .ф . h , ( i » , Ц ­ , ) такая, что 

A * u , ( Ь , ( • • • ) , I , , . . . , i v , ,а,х)= %,(...) 



Далее: Лхд. (н , (п , . . , ) , h t ( ­ ­ . ),!»,­••,Ч­« . ' ' « ^ " ^ ( • • • Р , 
наконец: А Х ^ . Д Ь ^ . . . ^ ^ . , , а , * ) » » г л в ~ 
число. Поэтому корте» чиоел Г ­ п « . . . Рц.« а обладает 
свойством [ \< а Axg f (r,jc)«>«fM. , Если. длл этого 
кортека составить уоловие (*) и ваять в таким, что t"»» 
I, из этого уоловия, то ооотэетогвуащий контрпример будет 

обладать (а оилу ( # * ) ) овоГ'отвом: 
А х У'(Г, х) ­ h , . . . h V 1 а у Д ^ V % ш V... V f . 

Итак, одно ив первых «ļ, значений функции Ласу' суть ее 
почтк-геделев копер, поэтому hx<f'tC1<^ . Лротиворс-

чие с предположением, что Č « ^ i ? G N l ( ^ + S) посредством 
отратегии Н . 

ЗАМЕЧАНИЕ I . Коли в определениях типов п, идельниго 
синтеза заменить о.р . отратегии на ч . р . (тогда F f < f (о)... 
••• *f(п)>)я"ноопределе1!о" считается "неверной гипотезой"), 

то , как легко видеть, расширения еемейЧгсв GNj­GN"*, 
QN(c) (О < £ < i ) не происходит. В случае GN это 
можно докайать проотой процедуре:! "выжидание" (си.дальше 
перзу».часть доказательства­ьоореми 5 ) а в остальных слу­

чаях значение "кеопределено" можно включить з гипотезу 
(например, выдать ноиор пустой функции). 

S. Я р о г и о s и р о в а .i и в , Прогнозированием 
называется предсказание значения ^ ( n + i ) на данным'зна­

чениям f ( O ) , . . . i fķ) |/HKWW f . Здесь мы будем поль­

зоваться как ч . р . , так и о.р. стратегиями. Еоли F ­стра­

тегия, а V ­ (всюду определенная) функция, то значении 
F ( < \°(ō) , ­ .У(п)>) при л ­ 0,1,2, • • ­ нааовец п р о ­

г н о з а м и . Прогноз считается верным, если он раври 
f ( п + 0 • в противном случае прогноз считается ш\-



бочныы. (Еоли значение F(<f(О),..^(п)>)неспределено, то 
.это также считается ошибкойj, 

Говора», что стратегия F прогнозирует уункцию f , 
если в последовательности F(<f(o),.,у(п}^)(п *0,i,.. ) 
ле более чем конечное число прогнозов ошибочна. 

Еоли оуществует о .р . отратегия, прогнозирующая каж­

дую функцию класоа U , то мы пишем U е NV (символ MV 
означает "следующее значение"). Еоли существует ч . р . отра­

тегия, прогнозирующая все функции класоа U , мы буде*; пи­

сать U 6 N V " . 
Очевидно, N V S N V " , но здесь не хватает еще про­

межуточного MV'. U e NJV1. истинно, если и только если 
сущеотвует ч .р . отратегия, которая прогнозирует все функ­

ции класса U , и при ъчах для воех fб U и всех п значе­

ние F ( < f ( 0 ) . . . f ( n ) » ) определено. (Здесь случай •••№)>) 
­неопределено" принимается оразу за "бесконечное число 
ошибок", это довольно естественно: окольно можно ожидать 
появление о д н о г о прогноза7) OuaBKKHo^V&NVfiuNV.' 

Прогнозирования в оыыола NV,NV' введены Я.ii. 
ьарздинем [ з , б ] ; в чаотнооти, им получены результаты: 

а) UeNJV если и только если U содержится в 
некотором эффективно перечислимом классе о ,р ,ф , 

о) Оущеотвует U € NV , который не оодержитоя ни 
в одном о^яктивно перечислимоы клаоое о.р .ф. (в начеотве 
U можно взять клооо 1f из доказательства теоремы I в [ * ] ) . 

Таким образом: NV ^ N V' . И в теорем ч, 5 легко 
следует, что NV'i^NV" 

Ч. С в я з ь м е ж д у п р о г н о з и р о в а ­

н и е м и с и н т е з о м , икавываетон, что прогнози­

рование посредством ч.р . отратегий (в оыыоле NV") "по ом­

йе" акзивалентио предельному оинтезу в омыоде 6W°", 

ТЕОРЕМА 4 . N V " e GN 



а ^ л З а Т Е Л Ь С Т З О . I ) U eGN*"—•> U € NV" доказывает­

ся очень просто. 
2) Покажем, что U e N V " — • U € ОЦ~ , Пуоть UeNV" 

посредотзои ч , р , отратегии Н , Определим опедующую страте­

гию F s F ( < " f f o ) . . . V ( n ) > ļ » J n , где J n ­ некоторый г е ­

дедвз номер оледующей функции 7 П (по" оущоотву^^п ­ вто 
"экстраполяция" начального куоиа f ( 0 ) . . . у(п) .пооредотвоы 
прогнозирующей отратегии Н ) : 

(И (f(o),.,fCnJi7 r,(n +i)„.n l ļ(n.K)), еоли вое входящие 

сюда анеченкя ^„ определены, 
неопределено, в противном с л у ч а е , 

Еоли feU , то И .прогнозирует f , т . е . начиная, о 

некоторого п функция iļn оовпадает о f , для етих л г и ­
потезы F(<f(Qļ.:f(.ri)> ) будут верны, итак, LleON"" 
поородотвом F" . Теорчиа Ч доказана, • 

­о упомянутых результатов Голда и ьарадиня л е г к о 

оледует, что NV <= GN , П о теорема 5 показывает, что 
даже прогнозирование в смыоле NV "слабее" предельного 
синтеза в смыоле GN. i 

TE0PEJA. 5. N V ' c G N . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. I ) Сначала покажем, что N V e О Ы . 
Пуоть UfrNV' пооредатвом ч ,р . отратегии Н . Построим 

следующую стрптегию F (определение и i f e ом, в конце 

доказательства теоремы *>); 

П м , где к . т | п { к | х < п Д У у < п [ ^ ( д ) = у ( ч ) ] 1 
если значения определены для 
воех эс, у < п, 
неопределено, в противноы олучаа. 

Ясно, что F "пока что" лишь ч . р , о т р а т е г и я (для U « G M 

требуется с р . ) , тем не менее, еоли f e U , т о ; 
а) F(<f(o)...]»Yn)») определено для в о е х л (ибо Н про­



гноэирует U в омыола NV1 , поэтому дли воех п прогноз 
H(<f(o)—У(п)>) определен и, танин образом, вое значения 
7*(ч) также определены), 

б) Начиная о некоторого п-п0 , будет %a

m

f (ибо 
цп акстраполирует f ( 0 ) . . . y ( n ) посредством стратегии Н , 

которая прогнозирует функцию У ) . Но тогда при доотаточно 
большом п гипотеза P(

<{

fiO)...f(n)>)меняться оольша не бу­

дет: она стабилизируется на числе Jn, ­ гедалевоном номе­

ре функции уЯщ*% 
теперь легно определить о.р . стратегию Р ' , которая 

синтезирует клаос U в омыоле GKJ . именно, если даны зна­

чения функции У , зафиксируем некоторую процедуру парал­

лельного вычисления значений fo)'..if(nj^)для всех п , 
причем в момент времени t разрешается использовать только 
значения f ( 0 ) . . . y ( t ) . 

( i , еоли { тзначение Р(<^о)...у(к1>)^ 
вычиоленное до момента t в по­

следнюю очередь, 
О, если до момента t никаких эначе­

^ ний не вычиолено. 
Нсно, что F* будет о . р . стратегией,даже если Р нигде не 
определена, и если последовательность Ff<#>)...f(n)>) стаби­

лизируется на числе J , то и F(<f(o) ••• У(л)>) стабилизиру­

ется но j .Поэтому из а ) , б) следует, что U e G N посред­

ством F ' , что И требовалось доказать. 
2 ) Построим теперь класс U € G N Ч NV 1 (это по­

строение существенно использует одну идею М.и.Аугусхона). 

U = ( f I ? ­ « l f ' ( 0 ) . f ' ( l ) i оХ ­ кортеж четное длины 

Из теоремы о неподвижной точке легко следует, что для вся ­

кого оС и всякой f' найдется такое i , что у е U . 
Очевидно, о.р . стратегия F со свойством F(<*P(Q) 
• К * f (0) • • • f (2^>)=<$,)синтсзирует U в смысле G N . 

Предположим теперь, что посредством ч . р . 
стратегии Н . 3 качестве начальных кусков функций класса U 

'(<f(0)..7(r)>) 



в ы с г : г ­иоиззольные кортежи натуральных чиоел. Но тог­

да, если Н прогнозирует U' именно в оыыоле NV , то лю­

бое значение М ( < Я > ) доляно быть определено, т . е . И яв­

ляется на саыоы деле о.р , стратегией, / т а к , оказалось, 
что Ue­NV , Отсюда, по теореме Барэдиня (формулировку 
сы. ь ? . .2 c ļ класс U оодержитоя в некотором аффективно 
перечиоликоы классе о.р.ф. Пус:ь | t t ) ­вычислимая нуме­

рация атггс класса, определим новую нумерацию T\(X)*VI (2«j. 
тогда ::г у.тоыянутого озойотва клаооа U (каждая функция 
которого находится среди Т 0 , Т И . , . ) одедует, что Jv'ij 
содержит все о . р . ф , , что невозможно, 

Повтому UiTN'V' и теорема 5 доказана. 

Зое предыдущие результаты оводятоя в схему» NV«=NVc: 
c r G M c : G № " ­ N V " = GN ( \ +r)cGNGN {lŗ)cz ... 

8Дя1ГШЦ1 2 . (Совместно о Е.Б.Кинбером). Наряду о 
частотным оинтеэом можно интероооватьоя и частотным про­

гнозированием. Но здесь почти вое результаты доказываются 
очень легко. 

Для клаооа о .р .ф , U будем пиоеть U e N V ( 4 ) . е с ­

ли оуцестзуея о .р , отратегия F таная, ч«о для любой функ­

ции у 6U в последовательности г.рогновов F нижняя чаото­

та верных прогнозов не меньше i , Очевидно: NV с M V ( l ) , 

t>& — \ v ( 0 = s N V ( o ) . 
Введем для каждого,, t е(ОЛ) клаоо» , 

очевидно, U t e Kj V (Е) пооредотвом о,р , отратегии F ( r ) a O 
Можно показать, что U < e N V ( t ) \ NV (для этого следует 
доказать от противного, что Ц, не оодержитоя ни в одном 
эффективно перечиолимон класое о . р . ф , ) . Таким обрааом| 
NV<= N V ( 1 ) , Непосредственно (построением о . р . ф , ­

хонтрприыера; доказывается, что Ū, ž NV ( i ) с ) , таким 
образом» £>(5«­* NV(£)«=MVf(5). 

Можно ввести также понятие N V ' ( t ) , заменив в 



предыдущем определении о . р , отратегии на ч . р , . Нетрудно 
покавать, что ( ? e N V " ( l ) , т . е . что оущеотвуе» ч . р , 
Отратегия, которая на любой о.р.ф, делаот верные прогнозы 
о чаототой,! . Здесь, таким обрааом, ­ NV"[i) для 
воех 1 . 

Для понятия N V ( t ) доказываются те же результаты, 
что для N V ( l ) , используя те ие классы U, , Но взаимная 
связь оеиейотв NV(f) ( HV'(8) совершенно неясна, в пер­

вую очередь, неясно, будет ли NV(l) a N V ' f 1 ) . 
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ДВЕ ТЕОРЕМЫ О ПРЩБЛЬНОИ СИНТЕЗЕ ФУНКЦИИ 

ПЛ'.ларздкнь 

Определения и обозначения оы, в [ i ] , 
li" Зс­естзеино опросить: если два клаооа о.р .ф. V , 

V' си:;т=г;.;?уомы в смысла Gi­J • то будет ли синтезируемо 
объединение VUV' ? 'ют же вопроо возникаот и для синтеза 
з оыысло G N 

Дедго зидеть, что если один из кяаосов V,V конеч­

ный, то ответ положительный. Хакде легко оудить, чао ответ 
положительна:;, еоли оба класса эффективно перечиолимы. Од­

нако з oCuei­ случае имеет место 

ТЕОРЕМА I , * ' иущеоввуют клаооы о.р .ф, V,V' такие, 
что V, \ / 'е GN (более того, v ' ­ аффективно перечис­

лим ы Г. класо), О Д К Р К О , VUУ/1 «Г6N "~ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть с ( * . у ) ­ аффективная нумерация 
пар, x ­ l c ( x , y j ; y . » c ( x , y ) .Еоли <*« ( ж , , . . . , « „ ) ­ к о р т е ж 
натуральных чисел, то c?(J joc.) ­ ( е ( 1 , х , Д . . . ,c(ļ,Kn)) 
хак как функции мы отождествляем а последовательностями на­

туральны:', чиоел, то отсюда понятно обозначение вида c(j'jy), 
где $ ­ функция, 

. Возьиом / в 

V ­ { c ( i ; * ) | < f e R A f , - у ) , 
V'= ( я о ­ 1л \ l w |ос . кортеж натуральных чиоел ) , 

Зффентизная перечислимость клаооа V' очевидна, поэтому 
оогласно [ 4 ] , v ' f GN • Далее, легко видеть, что клаосУ 
винтезируев в смысле GN следующая о . р , отратегия F i 

P ( < ^ ( O ) 7 . . . / y ( n ) > ) - / ( | « f ( 0 ; ) ( 

где о .р .* . f ( i ) определена уоловием с (I j у ) ­ ff^ . 

*) Эта теорема была сформулирована без доказательства в [ 2 , 
3 J . Независимо она была доказана также Л. и И.ьлюмамиад. 



- ез -

Покажем теперь, что VuV ' č 6 № e . Предположим 
противное, что неноторая о,р . стратегии Н синтезирует 
V U V ' B смысле 6 N ~ , Тогда ДЛИ любого натурального чис­

ла j и любого кортеже натуральных чисел °? можно аффек­

тивно построить кортеж 0" такой, что гипотеза 
Н(<СфаГр7»Н , где f i ( 1 * 1 * к ) ­ с Cj,0) ( » , » . ги­
потеза "считает", что аа c ( j j ocQ K ) ) должно оледовать 
c ( j , 0 ) , | л | ­ длина кортежа « ) , ьто вытекает из того, 
что с ( j ; 0"** J e V u V , и, следовательно, стратегия 
Н , начиная с некоторого места c(j;ōčo t ' j , должна выдавать 
в качестве гипотез геделвйы ноаера функции c ( j ; * О"",). 

Пользуясь такой возможностью находить 0* no j , < * , 
ми строим т с е р ь эффективно для каддого j оледующую функ-

П т > Ь ' c O i f j ) - c O ; 0 " l o " l o " ' l . . . J , 
где 0 " ' на Иде но для 0 , 0 К < - для <х, - с (ļj Q**i), 
0 " в - для сл% * c ( ļ ; О к * ̂ 0 1 ) и так далее.,, ичевидно, 
стратегия Н не может оиитезировать в смиоле GN~wi одну 
из функций c ( ļ j f j ) , Действительно, для любого г аа 
c f ļ J ^ t O * * ) следует c ( J ) l ) , тогда нак гипотеза 
H ( < c f j i i * t 0'

k

)> ) "считает", что за c Q j 3 S f 0 * * } оледу­

• ет с ( | , 0 ) . 
, Теорема о неподвижной точке дает \ . такое, ч т о ^ » ч ^ 

тогда c(joitje) • c ( j . i f j . ) е V , Однако Н эту функцию 
не синтезирует в смысле бЫ" . Таким образом, VuV ē6N"? 

. теорема доказана. 
Построенные выше классы V и V' обладают еще тем 

свойством, что они прогнозируемы равномерно на всех выбор­

ках (определения ом. в f ? ] ) . таким обравом, имеет ыеото 
теорема (Ц.и.Аугустон): 

Существуют классы V и V 1 , которые прогнозируемы 
равномерно из воех выборках, но объединение которых не про­

гнозируемо в указанном смысле. 
2.° Непосредственно из определений следует, 4 T O G N Ē 

. Возникает вопрос: имеет ли место строгое внлюче­



ние б М с е М * 7 Ответ па атот вопрос дает следующая 

ТЕОРЕМА 2 . Существует класс о .р .ф , U , который 
оинтезкруен в омыоле C N ~ , по не синтаанрувы в смыо­

ле SN .. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Приводимое построение клаооа U яв ­

ляется в некотором смыоде диагональной конструкцией. Функ­

ции f( рассматривается как ч .р , отратегии F j , и каждому I 
сопоставляется некоторый класс Щ , состоящий па одной 
или Двух о . р , . } , , который стратегия f\ не может синтезиро­

вать а смысле 6NJ . Затем иаконы| класс U определяется 
как U = (У 0 Uj и доказывается, что L l e G N " 

Сначала перейдем от ч .р . отратггий F, к эквивалент­

ным о .р . стратегиям Fi . Для каждой функции у» вводитоя 
некоторая процедура ?{ параллельного вычисления гипотез 
F( ( < f ( O ļ " \ , f ( " )> ) Для всех n , причем в момент времени 
t разроаается пользоваться только значениями f(o)t-,fH). 
Тогда о.р , стратегия F, определяется так: 

j , если J ­ последняя гипотеза 
fl[*f(9l'"if(*)»)> выданная 
до момента t ; 

О, еоли до ыомента t нн рдьоЦ 
4 гипотезы не видано. 

Ясно, что Fj Судет о .р , о^ратегией, ла...е если F, нигде 
не определена, но еоли но следователь:! ость {fi{<lt[U),- ••№)>)) 

стабилизируется на некотором числе m , то и ļF | (<f (o), . . . 
•••/¥(")*)) тоже стабилизируемся па этом же . Таким обра­

зом, F 4 синтезирует з смысле GM по крайне* перо все те 
функции, которые оинтеаирует в омыоле GN п . Поэтому, ес­

ли мы построки кдоос Uļ , который не синтезирует в смысле 
GN отратогия Fļ то этот класс не оудет синтезировать 
в смысле GN '.masa и отратег.ш Fļ . 

Класс И 4 охроы&оя в виде дерева «ункции. Сначала 
это дергзо "растет" по параметру к в виде 

F ; ( < 7 ( o ) , ­ , y t y > b 



О* 

пока к но станет таким, что одна из гипотез F | ( < ' ^ ° " > ^ 
F | ( < l o o K > ) отличаетоя от еипотеэы F / ( < I > ) . Если та­

кого к не оущеотвует, то дерево функций клаоса Щ "вы­

растет" таким: 
Ж. 
Л1 

и мы положим 1 1 | « { н О*", I О О "* ) , в >том случае все 
гипотезы стратегии P-ļ на обоих функциях клаооа Uj равны 

• т . е . эта стратегия одну из функций не синтези­

рует. 
Но если мы нашли число к с упомянутым овойотвом 

( т . е . F l

, ( < i < x o K > ) f 4 F i (<i>) , i ­девх­О или 1 ) , то 
дальнейший "рост" дерева происходит по параметру | в ви­

де : \ о 1 

11 

(зачеркнутая ветвь отбрасывается), пока I ке отацет т а ­

кии, что одна из гипотез Fj (< i* О* » о ' > ) , F,' ( < i * ок

ио
1 >) 

отличается от гипотезы Fj ( < 1 « о * > ) . Если такого I не 
существует, то дерево класса U: "выраотет" таким: 

1 о! 
i у О* У 
м \ 2 9Z . 

Здесь, как и в предыдущем случае, стратегия 1*1 по крайней 
мере одну из функций класса Uj не синтезирует. 

Если ив найдется I о упомянутым свойством ( т . е . 
Fj ( < i o t o K j i o ' > ) ф F ( ' (< i ос ок

>) , где J i=0 или 1 ) , 
то дальнейший "рост" происходит по параметру ­л а виде: 



Аналогичным образом*ато продолжаатоя дальве, Вачеркнутые 
ветви отбрасываются , 

Таким образом, воли процвоо появления чиоел K.l.rn,. • 
оборвется на каком-то шага, го кдаоо U ļ будет определен и 
будет ооотоять ив двух функций, по крайней мере одну ив 
которых стратегия F ( не оиитеаирует в омыоле 6N , 

Еоли ас таких чиоел я / 1 , w , • • • найдется бесконеч­

но много, то иаие дерево "вырастет" таким! 

I . " °К о } . °* . о Г °т а i i 

где пооледовавальнооть I * o K j i О1 Г О^с? . . . рекурсивна. 
Тогда мы поломим U| * ļ iet 0*р O'fO^ti,.,} , Яоно, 
что ату единственную функцию клаооа Ui отратегия Fļ на 
синтезирует в омыоле GN ( Fļ не ней бесконечно много 
рва меняег гипотезу), 

­.так, U ( определен для воех I . Если теперь ваять 
U " C Ui • so автоматически l l i 6N" (еоли бы о , р . 
стратегия р синтезировала U в смысла 6N , то это же 
должна делать и стратегия F j f , где F ­ F i e , однако Fi', 
не синтезирует даже U t ( ) , 

. Остается показать, что LI6 6 N " " , Uu должны по­

строить о.р, стратегию N ; коворая на каждой f č U выда­

ет последовательность гипотез, которые, начиная с некоторо­

го места, все верны* 
Еоли даны значения функции f , то вместе о i = y ( o ) 

ми знаем стратегию F 4' ( 1 можем фиксировать цене орую про­

цедуру порождения дерева уункций клаооа U, (но ы,i не зна­

ем варанее» какой из олучаев на* встретитоп ­ конечный пли 
бесконечный). Чтобы определить гипотезу И(<lf(Q),•• ,У(")>), 
дерево U| ( l * f ( 0 ) ) "выращив^: ?"н" сначала до " B U Č O T U " 

большей n i 



А 

i 
х = 0 < 

Если ничильныпкусок f(0),^..,y(n) "отклоняется" 
от этого дерева в сторону, то f С­ U , т . е . можно поло­

жить, напрниер, Н (<• f (Oj,. . •i4
7(n)>)=0. Допустим теперь, 

что Ч/(о),..• , f (п) не отклоняется, например, совпадает о 
ветвьы i А , хогди в качестве гипотеэы Н {<• f ( О ) , . . . 
беретоя геделев номер оледующей функции у , 

Сначала у оовпадает о ветвью IA, » чтобы опреде­

лить >2 за точкой А , дерево U( "выращивается" дальше. 
Пона ветвь ос А "растет" без ветвлений, функция ļ следу­

ет но ней. Если ветнь <хА со временем отбрасывается, то 
tļ остается неопределенно;­; для дальнейших значений аргу­

мента. 
Если же на продолжении ветьи «.А встретилось вет­

вление, то fļ но вычисляется ;,о тех пор, пока за этим 
первый ветвлением не появится ьторре: 

I 

тогда значении i£ определнютон по ветви I ас А 12 (если 
II тик и не появится, то у оотанетон функцией о конеч­

ной областью определения), Нр за точкой I значения ŗ не 
определяются, пока но появится третье вотвлеиие; в этом 
случае дальше п пойдет от Я к 1 , И тан далее. 

Стратегия Н определена. Проверим, что она действи­

тельно синтезирует Б смысле GN"* любую функцию с? класса U. 
а) f(0) =i такое, что для Uj инеот место конечный 

случай, а данном случае дерево Ui стабилизируется в виде: 
<к А О" 



Но « г д е гиповевы овравегии Н в вочка А щ «о воех даль­

нейших точках будут верными, вам как ва А нет больше вет­

влений, и совпадает о I . 
С) f(0)-l такое, что для U, имеет меото беоконечииа 

случай, 3 данном олучае f оовпадает о единственной "выжи­

вающей" ветвью дерева Щ , причем в процаоое поотроения 
этого дерева аа каждым ветвлением следует новое ветвление. 
Поэтому уже с самого начала оовпадает о у , т . е . вое 
гипотезы стратегии Н на у верны. 

Теорема доказана. 
3 заключение отметим, что аналог теоремы 2 для пре­

дельней идентификации яаыков получается виечитвльао проще 
( O M . f 5 j ) . 

1, Подниеко К.М. Сравнение различных типов предельного 
оинтева и прогнозирования функций, ­ Настоящий сборник, 
отр.бе­ei. 

2, Зарздгчь R .U, и оивтеве программ по отдельным примерам. 
­ Теория программирования, Труды оимпозиума, Новоои­

бкрок, 1972. 
3 , Баредийь fi.M.i Подниеко К,К, К теории индунтивного вы­

вода, ­ ТруДЫ симпозиума " k a t h a m a t i a a l f o u n d a t i o n e p f 
c o m p u t a r » a i « r . c e " l H i g h T a t r a e , O e e c h o e J o v a k l a , 1 У 7 3 . 
Oold 2,M, L l a i t i n s r a o u r a i o n . "'i'ļja J o u r n a l oī 8yabolic 
l o t f i o » , 1 9 6 5 . 3 0 , N o . 1 , 

5 . - ? e I d m a n J . Some d e o l d a b i l l t y r e e u U * on ^ r a n i - n a t l c a l t n -
f e r e n o a a u d o o a ; p l e x t t y , - " I n f o r m a t i o n a n d C o n t r o l " , 
1 9 7 2 , 2 0 , Н о , ) , 

** » l u e L. | flluis U, I n d u c t i v e i n f e r e n o e i а r u c u r e i o n t h e o ­

r e t i a A p p r o a o h , M t m o r e n d u » t J c f iKL­M^t ib , M e r o h ">•)'/&, 
„ p n i v . o f O a l i f o ŗ n i » , B a r k e l e y . 

Фрейвалд Р . З . Равномерная и неравномерная прогноаируо-

мооть. - Hacto* л ойорник, отр,89-100. 



РАВНОМЕРНАЯ И НЕРАВНОМЕРНАЯ ПРОГНОЭИРУЕМОСхЬ 

Р.В.Фрейвалд 

t 
Пусть вафикоировани геделевская нумерация всех 

частично рекурсивных ( ч . р . ) функций ļfn) и эффективная 
каиторовская нумерация < х , , . . , ,х п >воех конечных кортежей 
натуральных чисел. 

В [ i ] раооыатривалиоь, в частности, задачи прогно­

зирования следующего значения (для любого момента Ī по 
значениям аргументов [ос, , . . . , o c t , a c t + 1 } и значениям функции 
{f(xi)> •••» f ( x t ) )

 т Р в б У в 1 0 я определить следующее значе­

ние функции / ( Э С А + , ) ) и прогнозирования геделевокого но­

мера (по значениям аргументов | х , , . . . , х г | и значениям 
функции | f ( x , ) , . . . J ( x t ) j треоуется определить геделевовий 
номер функции f иди другой функции, которая на элементах 
всей бесконечной пооледовательвооти Q=> (xil.,.txtl,,. J 
значении аргументов неотличима от | ) . Для каждой отрате­

гии Г(х ;ц) ( Т . е . для любой частичной двуместной функции) 
введем две функции "числа ошибок":F (Q,f) ­ это чис­

ло таких t ( t > i ) , что F f ^ K , , . . . ^ ^ >,<f[x ,) r . v /(x f )>> 
* f ( * t . « > , если Q « { x „ x , ; . . . } ; F W ( Q f ) ­ вто 
число таких t ( t > i ) . ч т о F(<xu...lxt^>)<f(xi)l...lj(xit,)>)^ 
*F(<r ,х^</(х , ) , . . . / ( 'ф;при условии, что lim F ( < x „ . . . x p . 

<ff(dcj),...,f(x^>^ равен Годлевскому номеру функции, 
совпадающей на последовательности Q с j . Воли это усло­

вие не выполнено, а также еоли при каком­то t • 
F(<x1(...,xt>,<f(i,),...J(S^)He определено, то F ° ( Q , f ) ­ — . 
Аналогично, если при каком­то t не определено 
F^r v . . ,x„x ( .^,­ , f(xH«o F N V ( Q , f ) ее­», 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ I . ьудем говорить, что класс U обще­

рекурсивных ( о . р . ) функций п р о г н о з и р у е м н а 
Q 0 = (0,1,2,3,... ) в «""зле Л(Ле{вЫ, NV } ) , если су­

ществует такая ч . р . стратегия , что для любой ftU 

иПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Будем говорить, что класс U о.р . 



функций п р о г н о а и р у е м н а в о е х в ы ­

б о р к а х в оыысло A(V\e{GN,NV ) ) • если для любой 
последовательности Q натуральных чиоел оуществует такая 
ч .р . стратегия F , что для любой feU F A ( Q , f ) < « ~ » . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ '3. Будем говорить, что клаоо U о .р . 
функций п р о г н о а и р у е м р а в н о м е р н о 
н а в с е х б е с к о н е ч н ы х в ы б о р к а х 
в смысле Л (Л£ ( G N , N V ) ) , если оуществует такая 
ч . р . стратег/я г , что для любой последовательности Q , 
содержащей оеоконечно много различных натуральных чиоел и 
для любой f 6 U F A ( Q , f ) < « , . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ Будем говорить, что клаоо U о .р . 
функций п р о г н о з и р у е м р а в н о м е р н о 
н а в с е х в ы б о р к а х в смысле A(Ae[GN ;MVj) , 
если существует такая ч .р . стратегия F , что для любой 
последовательности Q натуральных чиоел и для любой f e U 

Легко убедитьоя, что при любом A 6 | G N , N V j из 
прогнозигуемооти в смыоле Л по какому­то одному ив ука­

занных четырех определений вытекает прогновпруемооть в 
смысле Л по воем предшествующим определениям. Например, 
из прогнозируемооти, равномерной на воех бесконечных вы­

борках, следует (неравномерная) прогнозируемомь на воех 
выборках, Дело в'том, что существуют стратегии F 1 и F g , 
прогнозирующие в OMMoneGN и, соответственно, NV , любые 
классы о.р . функций на любых последовательностях, состоя­

щих только к> конечного числа различных элеыентов. 
Покажем, что обратные импликации в общем случае не 

имеют места. 
Будем говорить, что клаоо U прогнозируем без оши­

оок по какому­то из указанных определений, еоли в этом оп­

ределении F * ( Q , f )<«•«• для класоа U моаио заменить 
на F A C Q , f ) ~ 0 . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ I , Существует клаоо 11 о .р . функции, 



прогнозируемый на Q бее ошибон как в омыоле 0М , тан и з 
омыоле NV , но непрогнозируемый на воех выборках ни в оыыо 
neGH i ни в омыоле . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пуоть [ 1 ь ' г < ­ " } * множество воех 
'геделезских номеров всех о.р . функций. Определим U как 
совокупность воех функций такого вида! 

аГх)ш!
 [

1 | '
в о л и 0 С в

° 
S l I \% (х-1) ,еоли х > 0 . 

Если прогнозирование лроивводитоя на Q 0 , то , имея 
значение функции на нуле, т . е . Ii , нетрудно зычиолить как 
некоторый геделевокий номер функции д ( х ) , так и вое тре ­

буемые значения этой функции. Если же прогнозирование про­

изводится на £ 1 ^ ( 1 , 2 , 3 , . , . ] , то оно эквивалентно прогноаи 
рованию клаооа воех о .р . функций на Q , а еще Э.М.Голд 
[ 2 ] доназал непропюзируемость этого клаооа. Предложение 
доказано. 

Далее будем доказывать, что из прогнозируемости на 
всех выборках еще не оледует равномерная прогноаируенооть 
даже на воех бесконечных выборках. 

Через с ( х , у ) , [(х),г(х) будем обозначать канто 
ровские Нумерационные функции, устанавливающие взаимноодно 
значное соответствие между N*N к N. 

ЛЕММА I . Каковы Оы ни были о .р , функция f ( x ) и пату 
ралчше число h , существует твкое натуральное число 
i , что ч .р . функция У}(х) с геделевским номером i для 
х>п равна f(x) , а для x « i n равна e(i,f(x)). 

дО.САЗАТЕЛВоТВОЛопоотааамкавдону натуральному j г е ­

делевский номер g ( j ) следующей функции 
c

('hf(*)),9oaa Х<4(\ 
j(x), еоли х > п . 



Из теоремы о неподвижной точке [з] о л е д у е т существование 

такого i , ч т о у\ £ у>дщ , ' 
ШМ. 2 . (Следствие б о л е е общей теоремы Я . М . В а р в ­

Д И Е Я [ i j ) . Пусть U ­ проиввольный к л а о с о . р . функ­

ций. Если существует ч . р . о т р а т е г и я F , прогнозирую­

щая U в смысле MV на в о е х п о с л е д о в а т е л ь н о с т я х тппа 

1к,К + 1,К*2,к+3,...J , то о у щ е с т в у е т ч . р . с т р а т е г и я 

р 1 , прогнозирующая U на этих же п о с л е д о в а т е л ь н о с т я х 

в смысле в N . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. F ' ( < K > , < f ( K ) > ) р а в н а геделевс­

кому номеру оледующей функции 

g(x)=f е с л и х = к 

Заметим, что д(х) определена для всех х ^ к . 
F ļf<<K*t>j < ^ д а + Й > ) / ? < | < ^ + ^ К*>' f (*+ i), f Г «

+

2 ; > ; 
и дальнейшие значения определяются т а к . Пока \(к+1)=<)(к+1)г 

f (к+2) = д(к+2) , значение функции F 1 не м е н я е т с я . 

Если обнаружилось т а к о е л , что ^ (/) ^ д f ­d ) , т о 
F ' ( < K , K + V - ^ > , < f ( K ļ f ( « + l ) , f ( ^ ) > ) Р а в н о Геделев­
скому номеру функции 

q7x) = ( / ( х ) , е о л и к < х < Л 
7 \ F ( < K / K + l , . . . / x > y < g ' ( ' ' < ) ^ ' f ' < + 1 ) , ­ v 9 M ^ o ^ x > ^ . 

ТЕОРШ I . существует клаос U о . р . функций, про­

гнозируемый на всех выборках без ошибок как в смысле 
GN , так и в смысле MV , ноле прогнозируемый равномер­

но даже на воех оесконечных выборках ни в смысле GN , 
ни в смысле NV . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через д # ' " ' функцию с 
минимальным геделевским номером, соответствующую в смысле 
леммы I данной о . р . функции f и числу п . Класс U оудет 



с о с т а в л е н из ряда т а к и х функций д ' ( н о не всевозмож­

н ы х ) , о ванны р а с ч е т о м , чтооы 

I ) g f f ' 4 u a V f ž , n i ) e U l n < ­ n , ­ ~ f i e f a , 

Заметим, что иа I ) и 2) уже с л е д у е т п р о г н о э н р у а ­

мость класса U б е з ошибок на в с е х выборках как в смыоле 

GN i тан и в омыоле NV . Действительно, п у с т ь дана п о с л е ­

довательность Q . Обозначим первое число в э т о й п о о л з д о ­

вательнооти через m . из I ) с л е д у е т , что в о е , кроме к о ­

нечного числа, функции клаооа U можно представить к а к 

gff'") , где n > m , Следовательно, прогнозирование беа 
ошибок в смысле 6М на ^ может осуществляться следующим 
алгоритмом 72, . Алгоритм 2 имеет в памяти (конечный) спи­

сок геделевских номеров всех таких функций g ^ , n ' e U , что 
n«*m . из 2) вытекает, что, имея значение некоторой 
функции he И в точке m , можно определить, принадлежит 
ли функция h указанному опиоку. Еоли функции принадлежит 
списку, 1 0 ее номер (из­за свойства 2)) определяется од­

нозначно. Если функция не принадлежит списку, то ее геде­

левским номером является t ( h (m) ) . из прогнозируемости 
оез ошибок в смысле GM легко вытекает и прогноаируе­

мость без ошиоок в смысле NV. 

Далее проведем построение класса U с лким расче­

том, "тобы U не был прогнозируем равномерно ны всех бес­

конечных выборках и в т о же время выполнялись бы свой­

ства I ) и 2 ) . Выше оыло показано, что тогда, сколь­бы не­

эффективно было построение класса U , все нужные свой­

ства имеют место. ( 2 ) j 
Пуоть Ф2 =[%,%,%,••• } - совокупность всех 

двуместных ч .р . функций. Для каждой fecf> 2 класс U будет 
содержать о .р . функцию, которую стратегия f на подходя­

щей Q прогнозирует в смысла GN неправильно. 
По индукции допустим, что для У1г\У,, • ••lf,J[\ 



­ SMr ­

такие функции узе построены и определено очередное "ооль­

йое" простое чиояо р к . (При к«0 полагаем рк = 2 ) . Тог­

да для ^построение соответствующей функции и числа 
р к + 1 происходит следующим образ о»­'. 

При работе стратегии на 0 = {к+1,к­»2,к+з,...) 
априорно возможны 3 ситуации, которые опиоаны ниже, В 
каждой из этих ситуаций будет определена о .р , функция j . 
Тогда в :...аоо U включается функция д^'** , а в качес­

тве р к + 1 беретоя наименьшее простое чиоло, которое боль­

ше чем m a x { p K , g f f ' K , ( 0 ) } . 
Первая октуация характерна тем, что существует та ­

кой кортеж натуральных чиоел { у к + 1 , У к + « , . " У Ч к . г ) • ° ­ 0 0 ™ ­

дий ка целых положительных степеней чиола р к , что 
% ( < K + l , ­ ­ v ' < + t > , < y K > f , ­ J y K + t > )

H e определена, 1 атом слу­
чае 

( р к ,если х ^ к 
у х , еоли к + К х « £ к + г 
р к , если х з * к + г + 1 

Вторая ситуация олределяетоя тем, что первая ситу­

ация не имеет места, но для любого к о р т е ж а | у к + 1 Г . . , ц к + ? | 
цеаых положительных степеней чиола рк существует такой 
кортеж ( у к + 1 , у к + ­ < , ] целых положительных отепеней 
числа рк , что У , к 2 Ч < к + 1 , . . . , к + / о ; ^ у к . ъ . . . ^ к ^ > ^ 
7^^(<х+1,...^к+г>,<1/^­>у к^.В этом одучае определяем f fx)=p« 
для всех х^ к+1 и дальнейшие значения функции f оп­

ределяем следующей рекурсивной процедурой. 

Вычисляем fļ2) (<к+ 1> (<р к>) и перебором в естест­

венном порядке всех кортежей целых положительных степеней 
числа р к находим первый такой кортеж ( у к + | ,. у \ 
что <гУ(**>1,к*2г..,к+а>,<ря,Чк. t..M^)t<$(<Zi><f&) 
Югда определяем j(K*2)«yK.il..J(k+*UyZ' , приступаем 
к поиску такого кортежа {Ящч^.М^-Л «влых положитель­

гТ« гк*Ъ'^**¥&№*г-#т^>) и в. Д. 4 



Определение второй ситуации г а р а н т и р у е т , ч т о f 

онажехоя всюду определенной, с л е д о в а т е л ь н о , о о ц е р е к у р о и в ­

80Й. 

Т р е т ь я ситуация определяется т е ы , что первая и в т о ­

рая ситуации не имеют м е с т а . С л е д о в а т е л ь н о , с у щ е с т в у е т т а ­

лой кортеж ( у * . , , У к + * j целых положительных с т е п е н е й 

числа Рк , что для любого кортежа ( у *•*•*«>"•> У­** ] целых 

положительных с т е п е н е й чиола рн Ч*(<«*1,'-ч**'*
:!

*»
<

Р*>Ч**г,"'>%>д-

=y
i

*\<**i,.../.+b*,<P*M*t>-"H»,%!>'), В атом с л у ч а е х о т я оы о д ­

на иа функций 

Г р „ ^ о л и х<к Л з „ , е о л и О С « Й К 

fifc)K{ У * , в с л и к + 1 * * < к > * ш ю ч к У х , в « и » к * 1 < а « к + » 

I р к ; е о л и ос > к + * | ревели ж ж * в 

прогноэируетоя с т р а т е г и е й f'*^ в смыоле 0 N на Q ­

аА*1,к*а,..1неправильно. Ее и ооозначаем через f(x). 
Проверка о в о й о т в I ) и 2 ) не п р е д с т а в л я е т т р у д а . 

и т а к , для любой ffii ф в с у щ е о т в у е т п о с л е д о в а ­

т е л ь н о с т ь й в { « + 1 , 1 с ­ » 2 / . . . } и с у щ е с т в у е т функция < | € Ц , 

что tfK на О прогнозирует g в оиысле GN н е п р а в и л ь н о . 

Но т о г д а по явные 2 клаоо U не прогнозируем равномерно 

на воех оеоконечных выборках и в смысле N V . Теорема д о ­

к а з а н а . 

Переходим к выяснению отношения между п р о г н о з и р у е ­

мостью, равномерной на в с е х бесконечных выборках и п р о г н о ­

з и р у е м о м ыо, равномерной на в о е х выборках. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 . Класс о . р . функций прогнозируем в 

смыоле НУ равномерно на воех бесконечных выборках т о г д а 

и т о л ь к о т о г д а , к о г д а он прогнозируем а смыоле NV р а в н о ­

мерно на в с е х в ы б о р к а х . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ДОСТАТОЧНОСТЬ о ч е в и д н а . 

НЕОЬХОДИМОСТЬ. Пуоть к л а с с U п р о г н о з и р у е т с я в 

смысле NV равномерно на в с е х бесконечных выборках с т р а т е ­

гией F . Тогда для прогнозирования» равномерного на всеж 



выборках, подходит следующая отратагия F 1 . Для выдачи 
значения F\<Xi...,x^x^t^:fķ.3l..,lj(%<t)>) сначала проверя­

ется, на совпадает ли x t r t с каким­то из х , , . . . , ^ . Ес­

ли совпадает, то значение j (xiti) извлекается из значе­

ния второго аргумента F 1 . Еоли не оовпадает, то значение 
функции F* оовпадает оо значением функции F при тех же 
значениях аргументов, 

ЛЕММА 3 . Иаковы бы ни были о.р . функция j(x) и 
кортеж нетуральнкх чиоел { у „ , \ ) i r , . , У п } , существует такое 
натуральное число i , что ч .р . функция fx (х) о геде­

хевсакы номером i для х > п равна c(l,f(x)) , а для 
х ^ п равна у^. ,• 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сопоставим каждому натуральному j 
гзделеасний номер g(j ) следующей функции 

ф м ! у* ' в о л и 

ЩП
Х

'~Л c ( j j ( x ; ) , если х > п . 
" з теоремы о неподвижной точке [ з ] следует сущес­

твование такого i , что ^ = . 

JIEauA ч .* ) Пусть класс U о .р . функций таков, что 
для любого кортежа натуральных чиоел { у . , У и ­ ­ ­ , у „ } 
класо U содержит функцию j , принимающую значения 

К°)
в

Ч°,\(1)
к

Чл,"-,)(
п

)'Чп • Е о л и U прогнози­

руем в омысле NV на. Q , то U оодержитоя в аф­

фективно перечиодиыом классе о .р . функций ( т . е . в 
классе, имеющем о .р . универсальную функцию). 

» ) Это утверждение оыдо сформулировано Ц.М.Барздинем [ i ļ 
• в более слабом виде. М.Я.Аугуотон впервые заметил, что 

из доказательства Н.и.Барздиня на самом деле вытекает 
утверждение леммы ч . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пуоть отратегия F прогновирует 
нлаоо U в смыоле NV на Q0. Тогда U оодержихоя в клас­

оа li' , имеющем универсальную функцию 

g ( V b /
 1 у х , если х < п , 

lf:(<olil...lx-iJx>,<:g(tlo),g(lA),-;90lx-i)*)ļecjn х>п 

W ,у<, . . } ­ корте* с канторовым номером [ . 
ТЕОРШ 2 . Существует нлаос U о .р . функций, про­

гнозируемый равномерно на всех бесконечных выборках 
в смыоле 6N , но не прогнозируемый разномерно на воех 
выборках ни в смыоле GN , ни в смысле NV . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Класо U состоит из воевозыожных 
функций ^( (х) , которые соответствуют в оыысло леммы 3 
какой­либо о . р . функции f и какому­либо кортежу нату­

ральных чиоел {у. , У,, ••• >Уп } . Таким образом, по лемме 3 
для любого кортежа ( у о . у , , . . >tfļ } клаоо U содержит 
функцию + • принимающую значения чЧ0

)"У»Ж1

)~У^­"Жп

)
я

Уп­

1 . Клаоо Ц прогнозируем разномерно на всех беско­

нечных выборках в смысле GN следующей стратегией F, i 

.J&ftf(х,),,..J(xt)>)-l(f(m9K { х „ • • . . * t } )) . 
2 . Допуотим от противного, что класс U прогнози­

руем в смыоле NV на Q0 . Тогда по лемме 4 U оодержит­

оя в некотором эффективно перечислимом классе U' о . р . 
функций. Рассмотрим класо U"=^i(j) i ffc 'U' J , U од­

ной стороны, U также эффективно перочислимый класо о .р . 
функций, и другой стороны, U' ­ класо воех о . р , функ­

ций. Противоречие. 
Тем более U не явдяетоя прогнозируемым в смысле 

NV равномерно на всех выборках. 
3 . Допустим от противного, что K i a o o U прогнози­

руем равномерно на всех выборках в смыоле GN стратегией 
F . 

Опишем о.р. функцию h(i) , сопоставляющую каждому 
натуральному i гедслевский номер некоторой о . р . функции 



Тан как U содержит такие функции f, и f, , то 
указанные последовательности значений функции F должны 
стабилизироваться на р а з н ы х числах ­ геделевских 
номерах функций, применяющих значения1 f0(o)=«g(o) , 
f o ( l ) a c ( t , O j и, соответственно, f,(о)­g(o) t f , ( l ) = 
e C ( ( ( l ) , Поэтому аффективно можно найти то из двух значе­

ний c(i,0) , c ( t , l ) , для которого в соответствующей после­

довательности первое значение, отличное от Р(<0'­>* :9(0)>) ) 

поязляетоя раньше. Значение g(i) полагаем равным найден­

ному таким образом значению, а наименьшее f , при кото­

ром ?(•*0^•iil»j<9(0),.9(1),9(*1 • • ­.9(1)>М ?Н$"9(0)*) 
обозначим чере*з t , , Т ~ 

Для определения 9 ( 2 ] попеременно рассматриваются 
последовательности значений стратегии F на Q = 
»{°«LL^L2,2/2,...1 Для двух функций, принимающих, соответст­

венно*; значения f,(p)*g(&], f0(i)mQU)> c(l ,OJ ; 
Ш

т

Ф).Ш"90), f , ( 2 ) « c ( l , l ) . д (г) мы определяем 
как то значение, нри котором последовательность значений 

q(x) , принимающей только два значения c(i,0) и c(i,l). 
Полагаем д ( Ь ) » с ( ( , 0 ) . Заметим, что из­аа 

свойства, отмеченного при определении класса U , 
Р(<0>,<с(1,0)>)долана быть определена. Должны быть определе­

ны также все другие рассматриваемые ниже вначечия функции 
F , Для определения g(l) попеременно рассматриваются по­

следовательности значений стратегии F на Q = ^0,1,1,1,1,...} 
для двух функций, принимающ­.пс, соответственно, значения 

F(<0,i>,<g(o) ,c( . ,oj>; Р(^ал^<Ф)М
1

Л)>) 

f(<олм>.<Ш
С

Шс(Ф),с(Ф)~) г(<о,1АА>,<Ф).Ф).4М№ 



с т р а т е г и и быстрее меняет вначение, и t , ­ каи наименьшее 

число повторений значения 2 я рассматриваемой п о с л е д о в а ­

т е л ь н о с т и Q , необходимое, чтобы а т о изменение н а с т у п и л о . 

Потом аналогично определяются 4ffl,Ut9(b),?u, и Т . Д . 

Таи как о т р а т е г и я F прогнозирует U равномерно на 

воех выборках, т о в о е значения функции д(х) б у д у т о п р е д е ­

лены, с л е д о в а т е л ь н о , при любом I b(l) являетоя номером О, 

р . функции. Поэтому и п ( 1 А ) , где 1 0 ­ неподвижная точка 

функции h , тоже номер о . р . функции. Функция ^ ^ д п р и н и м а е т 

т о л ь к о два различных значения с ( ( , ,0)и c ( / „ i ) . Поэтому 

з н а ч е н и е ! * П р о т и в о р е ч и е , теорема д о к а з а н а . 

Заметим, что теорему 2 нельзя уоилить (подобно п р е д ­

ложению I и теореме I ) таким образом, чтобы равномерная 

прогноаируемооть на воех бесконечных выборках имела м е с т о 

б е з ошибок. Дело в т о м , что справедливо 

ПРЩижЕНИЕ 3 . Воли класо U о . р . функций п р о г н о з и ­

руем в смысле GN равномерно на воех бесконечных в ы ­

борках б е з ошибок, то U прогнозируем равномерно на 

в с е х выборках нан в смысле GN , т а к И в смысле NV. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО очевидно, 

ЗАМЕЧАНИЕ. Еоли ненотормй клаоо U прогнозируем в 

смысле GN равномерно на в о е х бесконечных выборках, т о 

э т о т класс прогнозируем равномерно на в о е х выборках в 
смысле б № " « (Определение G№* ом, [ 4 ] ) . Таким образом, 

класо функций, построенный в теореме 2, д а е т также пример 

к л а с с а , который в смысле GN*" прогнозируем равномерно на 

в о е х выборках, но в смысле 6N не прогнозируем равномер­

но на в с е х выборках . С л е д у е т , о д н а к о , д о б а в и т ь , что п е р ­

вый пример к л а с с а с этим свойством был п о с т р о е н Я . Ц . ь а р з ­

динем даже еще раньше построения опубликованного им в [4] 
примера к л а с с а , прогнозируемого в смысле G N " * H a Q и не 

прогнозируемого в смысле GN H a Q 0 . 



. а заключение автор ко две? выраз:;ть искреннюю бла­

годарность К.М.Подниексу за полезную идею и й.Ц.Барздиню 
за ценное обсуждение одного построения, в результате ко­

торого выяснилась естественность понятии равномерности на 
воех беононечных выборках. 
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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ И ПРЕДЕЛЬНЫЙ СИНТЕЗ ЭФФЕКТИВНО ПЕРЕЧЛСЩШ 
КЛАССОВ ФУНКЦИЙ * } 

Н.М.Барздинь, Р.3.Фрейвалд 

Сначала приведем некоторые обозначения, позаимотзо­

ианные ив [ 3 ] . у ­ фиксированная геделевокая нумерация 
всех I­ыестных частично рекуроивных функций ( ч . р . ф . ) . К -

класс воех 1­местных общерекуроивных функций ( о . р . ф . ) . U 
всегда обовначает некоторый класс о.р.ф. ( т . е . L l e f ? ) . В 
дальнейшем рассматриваются только а ф ф е к т и в н о 
п е р е ч и о л и ы ы е к л а с с ы I.) ( т . е . обладающие 

вычислимой нумерацией Г i U = (Т, , Т а , . . . , Т П / •••} • ^п1х)я 

о.р .ф, от п , х ) , В дальнейшем, когда говорится " н у м е р о ­

в а н н ы й к л а с о ( U , r ) " , имеется в виду э л е к т и в ­

но парачиолимыи клаоо U вместе с некоторой его вычислимой 
нумерацией г . 

С т р а т е г и е й называется любая войду опреде­

ленная функция типа N N • В дальнейшем рассматриваются 
только о.р . отратегии. 

Через tt" ( « i , * , ,...,xmi... j мы будаы обозначать 
произвольную последовательность натуральных чисел. 
Q$* [ь 2 , . . .,IT\,... } ­ естественная последовательность. 

Функции мы будем предотавлпть как последовательности 
значений { (о ) , {О) , . . . , ((*),••> . Например, Л 1*0" (где 

<? ­ кортеж чисел V* / у 4 ) ­ это следующая функ­

ция: У., у, , . . . , у 4 , 1, 1, 0 ,0 ,0 
щ х , , . . . , х „ > ­ эффективная нумерация воех конечных 

кортежой натуральных чисел. 
П р о г н о з и р о в а н и е , Еоли Р - отратегии, 

У ­ всюду определенная функция, Й ­ (хи
х

*,-) - последо­

вательность натуральных чисел, то значения 

и) Основные результаты этой статьи были оформулированы без 
доказательств в [ I ] и [ 2 ] . 



ьавывахтся п р о г н о з а м и . Прогноз считается верный, 
вел к он равен i в противной оиучае прогноз счита­

ется ошибочным. 
Для характеристики числа ошибрн вводится функционал 

f N V ( R ,f) • равный чиолу ошибок, которые стратегия F 
допускает при прогнозировании У ..и последовательности О­

< F M V (U, «р) ­ | [*\ | F (* « , , «f ( X . ) * m , f ( * m ) , x m , ( > ) , < 4>(*m.,))ļ). 
Для ивучения прогнозирования функций нумерованного 

клаооа (U,!*) вводитоя функция ошибок! 

Для каждого ( U , г ) можно построить о.р . стратегию 
F , которая перебирает вое функции Т| по парядку^и, ти­

нкм образом, для любого п имеем F u ^ (Q.,n) i n ­ i . 
Следующие теоремы(1 и 2)показывают, что асимптотически точ­

ной сценкой функции ошибок является 1о, гп 

ТЕОРЕНА I . Для каждого нумерованного класса (U,r) 
можно построить о .р , стратегию F такую, что для воех 
последовательностей £1 и всех п 

F u / T ( F L ' N ) * 1 о 9 » п + 1 о 9а '°Ч» п + e(luq.lo<j,n ) . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Основная идея состоит в том, что 

наждоиу Г ­номеру i присваивается некоторая вероятное*t 
pt ( 22р, * 1 ) i а затем для определении прогноза 

вычисляется для каждого ­4 вероятность того, что произ­

вольно выбранная функция <f иа { г , , Г , , . . . , Г П , . . . ) облада­

ет овойотвон 

u»(x t)» Ч, » * р ( к в ) ­ и а к u.m*<f I х * . . ) ­ < » • 

*) Предполагается, что m » 0 ,1 ,2 , . . . ; при т * 0 имеем f 



В качестве u'm.i берется число 4 , для ноторого вта ве­

роятность наибольшая. 
Боли при такой прогнозировании ИЫ допустим на функ­

ЦИИ Тп ( П Р И О ­ { * , , • • • / * « , — } , Чт*ТЛх

т) ) В О 0 Г 0 К 

ошибок, то ато даст сразу неравенство 

2 > П ­ Я . ( I ) 

В самом деле, отобразим ситуацию на следующем "дереве"! 
1 2 к­« к 

Беоконочная ветвь состоит из воех тех функции класса и , 
которые на О- совпадают с г„ * Стрелки в сторону обозна­

чают неверные прогнозы ( т . е . у„ 
Вероятность, припиоаниая всей бесконечной ветви ( Г „ ) , 

не меньше р„ . к ­ая ошибка оовершается в "сторону боль­

шей вероятности", следовательно, конечной ветви ОА долж­

на быть приписана вероятность > р п + Р« " 2 р п . Анало­

гично для ветви ОВ имеем вероятность » 2 р „ • 2 р п а 2 р„ 
Продолжая эти рассуждения , ш получаем, что в точка О 
вероятность должна быть > 2

к р п , Но в то же время эта 
вероятность $ 1 . Следовательно, 2

Rp„ ^ 1 . 
Отсюда получаем, что рассматриваемая отратегии F 

допускает на функции Г п не более Ц 2 i ТС ошибок. Если 
теперь в определении щ ваять р„ = n(ioo,n) ( ^ l o 9 l n ) t 
(где с подобрано для обеспечения £ р „ » | ) , ' то получим 
оценку 

Р«Г ( Q ' n ) tf Iogtn.k»b,le9«n*o(log tlo9,n ) . (2) 

Здесь, однако, имеется некорректность. Мы не можем 
гарантировать рекурсивность такой стратегии F , так как в 
процессе своей работы она требует абсолютно точного вычис­

ления соответствующих вероятностей. Поэтому для "конструк­



тивиэацик" отратегии F вое нужные вероятности для опре­

деления j ­ го прогноза мы будаи вычислять лишь о точнос­

тью до некоторого С] • (Эхо возможно, еоли последователь­

ность { p „ ļ рекурсивна и ряд £ р п конструктивно сходится 
к I ) . А именно, возвращаясь опять к "дереву", мы видим, 
что вероятность р ветви ОАк должна удовлетворять ье­

равенотву р-»£» > р п ­ « * • *ie*. вероятность ветви ОА 
» 2 р п ­ 2£« . Для вероятности ff зетви ОВ (•»­<) 

кыеем: р' + 6 к _ , > 2 р „ ­ 2 е „ , т . е . вероятность 
ветви ОВ » 2'рп ­ 2 £ « ­ 2 i K . « . Аналогично продол­

жая эти раосуждения, получаем, что в точке 0 вероятнооть 
должна быть > 2 р л -2*gt - . . • ­ 2 а £ , ­ 4 ? е , , Еоли в опре­

делении стратегии F взять Bļ » 2 а ' , то вместо ( I ) 
мы получим неравенство 2 р п <2 . Н о эхо не влияет на не­

равенство ( 2 ) . 
Теорема доказана. 
Ложно рассматривать танке и прогнозирование нерекур­

оиэвых функций у . В атом случае, очевидно, F""(Q. 4 , f)­<«. 
Поэтому мы будем рассматривать только конечные начальные 
куски функции» 

Под F""(fiy>") ни будем понмить число ошибок, которие 
допускает стратегия F при прогнозировании первых п зна­

чений: «?(*,) , у ( х , ) , • • • , ļ f ( a c „ ) . 
С другой стороны, А,Н,Колмогоровым [ч] было введено 

фундаментальное понятие сложности конструктивных объектов. 
Согласно этой идее под сложностью функции f относительно 
метода программирования В(р ,х ) следует понимать величину 

где I (•*:) - длина двоичной записи числа "fc и 



Далее можно показать, что оущеотвует такой ч . р . метод про­

граммирования В*(р<«) , называемый оптимальным, при ко­

тором величина K B e ( f ) , о точноотью до аддитивной конотан­

ш , является минимальной. 
мы, однако, в дальнейшем будем рассматривать только 

о.р. методы программирования. Среди них оптимального мето­

да программирования не оущеотвует. Итак, пуоть А ( р ­ х ) ­

произвольная о.р.ф. Положим 

Содержательно К Д О у " ) ­ это адожность п ­начального 
куска | f f(x„)ļфункции у> относительно метода про­

граммирования А ( р , х ) . Очевидно, если ч7 ­нерекурсивная 
функция, то K A ( f i a e ļ p n j — • «ю при п —*«о . Наша цель ­

установить овязь между величинами 

ТЕОРЕМА I* . Для любой о.р .ф, А ( р , х ) оуществует 
о . р . стратегия F такая, что какую бы (нерекурсивную, 
функции у и последовательность Q мы ни брали, для 
любого п 

^ м " ( а у ­ ; « к А ( а т > 1 о 9 , к д ( а у > о ( Ь д . К А ( а ^ ; ; . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пуоть А ( р , х ) - о , р , ф . , А Р ­ * хА(р,х! 
и J = { Л , , А 2 . . . А р , . . . ļ , Для нумерованного клаоса (<^,AJ 
рассмотрим Fjflip) • Пуоть ? ( р ) ­ некоторая функция 
такая, что для любого р р|Л| (Q, р) « ņ ( p ) , следо­

вательно, для любого Р также F " *(АР)* q(p) . Пусть 
p n e f e 4 ( u « p " j . Согласно определению для U n 
инеем А(рп,XJ) * if{%i) . Отоюда Р ( f t f ? ) « I Q , p n ) < 
^ 7 ( р п ) = ? ( ^ д ( С Т а к и м o6paaoM f Mu доказали следующее 



утверждение: 
А. Пуоть А ( р / * ) ­ произвольная о.р.ф. и пуоть 

И р ) ­ некоторая функция такая, что для любого р 
Й?л(р) * ^ ( ? ) • Тогда W H любой (нерекурсивной) 

функции У i любой последовательности О- и лпбого п 

Ив утверждения А и теоремы I непосредственно выте­

кает теорема I * . 

Возвращаемся опять к прогнозированию о.р.ф. 

TE0P2UA 2 . Существует нумерованный класс ( U , r j та­

кой, что для любой стратегии F : 
1) V n ( F M * ^ ( a . , n ) > l o g , n ­ 3 ) , 

2) 3 ~ ( F u * ; ( Q „ n ) > l o g a n * ! o g , l o g , n J . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Построить нумерованный класс для 
утверждения I ) легко: И'* { * 0 " " | 5 ­ двоичное слово) 
о лексикографической нумерацией Г­ по & . Легко прове­

рить, что Vn [fJL п) » l o g » n ­ 2 ) , Остается постро­

ить нумерованный клеоо (Ы^ ' г" ] для утверждения 2 ) . Тогда 
класс и ­ и ' о ы " с нумерацией 

,ŗ я i Г к \ е с л и fl*tK-f ļ 
n * ( T i ,еоли п ­ 2к 

будет удовлетворять требованиям теоремы. 
Для построения нласса ( и

и

, Г " ) ми будем использо­

вать следующую теорему Р.Мартни­Лёфа [b] (см.также [б ] ) : 
Пусть f ( n ) ­ произвольная о.р.ф. такая, что ряд 
расходится; тогда для любой двоичной ( т . е . принимающей 
только значения 0 и 1) функции f 

В качеотве f можно брать, например, функцию f (п) = 1одгп + 
+ ° ( п ) , где а(п) ­ достаточно медленно растущая о.р.ф. 
( а(п) —«ю , когда п — ) , 



В теореме йартин­Лефа В * ( Р / « ) ­ ч . р . ф . ( о п т и м а л ь ­

ный метод программирования). Но д о к а з а т е л ь с т в о атой т е о р е ­

мы основано на т о м , ч т о у к а з ы в а е т с я некоторый аффективный 

с п о с о б кодировки начальных кусков п о с л е д о в а т е л ь н о с т е й , при 

котором и получаетоя уназанная оценка . Т а к ' к а к опоооб к о ­

дировки эффективный, т о отсюда л е г к о о л е д у е т , что с у щ е с т ­

в у е т о . р . ф . А ° ( р , х ) т а к а я , что для любой двоичной функции 

Э " п ( к А . ( « Р " 

В качестве искомого класса {W,T") возьмем т е п е р ь клаоо 

((А, А ) • Допустим от противного, что с у щ е с т в у е т с т р а т е г и я 

F такая, что 
V гГ ( ( Q „ , n ) < |og tn * l o g e l o g a n ) 

и, следовательно, 
Vn (fjjļļ (Q„ n ) * log t n t log» log 2n + С ) . 

Величину log tn + 1оч,1одгп + С обозначим через ļļn) и при-

мешш утверждение А из доказательства теоремы i . Получим 
длн любой функции ip 

Определим теперь двоичную функцию у , так, чтобы стратегия 
F на ней выдавила только ошибочные прогнозы, т . е . 
Vn F N V ( f ļ ļ ) =п . Подставляй в предыдущем неравенстве 
ч?в вместо <f , ьолучаем 

\/п ( n ^ K A . ( f . n ) . l o 9 z K A . ( f : | + c 7 . 
Но в то же время, согласно сказанному выше, 

3 n ( K A » ( ( f „ n ) ^ n ­ l o g 2 n ­ a ( n ) ) / q ( n j ­ * ­ » при п — «о. 
В результате получаем, что 

3 ~ (n«ž n ­ l o g 2 n ­ a(n) + log 2 (n­ |og 2 n­a(n)) + C'). 

Но ото ­ противоречие. Теорема доказана. 



­ ice ­

П р е д е л ь н ы й , о и н т е е . 8деоь, еоли Н ­

стратегия, «f ­ воюду определенная функция, & 
последовательность натуральных чисел, то аначения 

нае^вастоя г и п о т е в а м и. Гипотеза i очитается вер­

ной, еоли *ft(*j) mX

f(*i) Для воех J . Говорят, что отра­

тегия N предельно синтезирует функцию f на последователь­

ности £2 , если остаетствуювдя последовательность гипотез 
стабилизируется на верной гипотезе, т . е . на геделевоы но­

мера такой функции, которая на & совпадает о <f , Для 
характеристики "быстроты" синтезе вводится функционал! 

[ число изменений гипотез, если Н предельно 
синтеьирует *f на О . , 

. «~» в противном случае. 
Для научения окнтеза функций нумерованного класса ( U,T) 
ВЗСДУ.ТСЯ функция 

каждого ( и , г ) легко построить о.р . стратегию 
ВО ОВОЯОДОШ (Q.,n)Aņ-1 . Однако, теоремы 3 и ч 
издевн что асимптотически точной оценкой величины H w 

кмжатоя io9»i • 

ZЗОРЬКА 3 , Для каждого нумерованного класоа (и,т) 
можно построить о .р . стратегию Н такую, что для всех 

..последовательностей Я и всех п 

^*;r ( t t . n ) * lo9 1n + log,log Jn • o( lod, loq i n) . 

ДСдАЗАТлДЬСТЗО. Так же, как в доказательстве теоре­

мы I , мы приписываем каждому Т ­номеру I вероятность 
Pt» c/i(!og,;;(ļog,log tt) a. Для каждого кортежа < *,,У,, . „ х т , У т > 
«врез 1(х,,ч,Чт) обозначим геделев номер оледуючей 
функции >ļ . Для определения 4(г) вычисляем для всех л 
с точностью до 2* " вероятность того, «по произвольно вы­



бранная функция «f из [ Г, ,Т1 t,.. t<ŗnļ,.. ) обладает 
свойством 

f ( * , J « u ( * . . . b4{*m)~4mk<f(i)~* . 
Затем, если ж ē ļ x , , . . . , х„ ) , барам <« , для которого 
.эта вероятность наибольшая (о точноотью до 2 " а т ) , и пола­

гаем i ^ t 2 ) * ­ 4 » Если же z « i | , ю • 
Теперь искомая стратегия Н определяется следующим 

обраэом: Н (< «иУ» > •• , 4m >)­j(*(.Vv .*.*), где к -

наименьшее среди чисел к' , не превооходящих п таких, что 

ЫиЧ ,*Щ)1*<)т№ $ ч , * * , у ^ , п > * У ' п • 
Легко видеть, что . < f , ( < ( l ļ l ļ l ļ l 4 ^ ( t a ) ( a » , ( ) является, 

по существу, тем прогнозом, который выдает стратегия F из 
доказательства теоремы I на кортеже , у х 1 П ) у т ( х 1 Я . , > . 
Неравенство 

возможно лишь в случае, когда F(­=*, ,y, , •• • .«»,ijm,xm,ļj- не­

верный прогноз. Но на функции Г„ F допускает не более 
togafHog,toq,n • o ( | o g t t o g a n ) ошибок. Следовательно, 
Н В М(Г„ ) * log4n *\oqa 1од,п +о(1од г 1од а п) . 

Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА ч . Существует нумерованный клаоо (U/ r ) та­

кой, что для любой о.р . отратегии Н найдется констан­

та С такай, что для воех п 

H M J . ( o . . n ) > l o * t n ­ С . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем клаоо U = ( * 0 ~ | « ­ дво­

ичное число) . чтобы получить нумерацию г с требуемым 
свойством, мы сначала осуществим одну диагональную конструк 
цию. Дли каждой пары < ' \ | > мы построим V о.р .ф. клас­

са U таких, что в случае, когда f; ­ о .р , стратегия, пре­

дельно синтезирующая класс U , то среди отих I
1 о .р .ф . 

найдется одна, на которой f i не менее j раз будет менять 
гипотезу. 



­ н о ­

Сначала лы вычиоляем параллельно для всех к значе­

ния f i ( < 1 , 0 , '••t*,Q>) (здесь удобно опускать значении 
аргумента и писать проото 4i{<0

%

>)). Если в момент вре­

мени г ни одного вначения не получено, мы полагаем все 2* 
функций равными 0 при х ­ г , (Если значения тан и не поя­

вятся, то вое 2* функций будут оо­впадать с О"" ) . Пусть 
теперь в момент t для некоторого к мы получаем ifi^o

K

>y/i 
(можно считать, что K * f }. Тогда дальнейшие вначения на­

ших 2' функций определяем так. При ж «г половина функций 
получает значение 0, другая половина ­ I . 

Дальше вычиоляеы параллельно для всех \,т значения 
У( (*0*"'оо'>) , ļfif^O^'f 0 т > ) . О П Я Т Ь , пока идет процесс 
вычисления, дальнейшие значения всех 2 J функций полагаем 
равными 0, Пуоть в некоторый момент f при некотором m мы 
обнаруживаем, что f 1 («в О*"11 О т > ) определено и не рав­

но f i ( * : 0 % ) . Тогда те i
1

'' функций, которые имеют началь­

ный куоок 0 1 , делим на две части: первая половина полу­

чает очередное значение О, вторая ­ I . Остальные 2*"1 функ­

ций полагаем далее тождественно равными 0. 
Этот процесо продолжаем до тех пор, пока на одной 

из функций наберется J изменений значений (гипотез относи­

тельно fļ ) . В атом олучае все дальнейшие значения всех 2' 
функций полагаем равными.0. (В случае, когда j изменений 
не наберется ни на одной фуннции, они также иудут равны и, 
начиная о некоторого места) . 

Еоли «?( ­ о.р , стратегия, предельно синтезирующая 
клаоо U , то легко видеть, что на одной из наших 2 ' функ­

ций, соответствующих паре •<(•',j> , обязательно наберется j 
изменений. Вьедем следующее кодирование троек (i,ļ>ķ) \ 
i > < , К к « * 2 ' , Номером тройки (К\>к) будет натураль­

ное число о двоичным разложением 
l oc , . . . «j 1,0 • 0 , ( i ) 

где к ­ 1 ­ двоичное разложение числа к ­ i , содержащее 
вначале столько нулей, чтобы общая длина была равна j . 



Определим теперь искомую нумерацию Т . Если л имаот 
вид (3) для некоторых , ю Г, полагаем равной M ­

й функции из тех 2 ' , которые мы построили для napu<l , J> 
Если же п ,нельзя представить в виде ( 3 ) , т . е . л имеет 
вид Ю

4 , то Г„ полагаем равной 4 ­ и функции какой­ниОудь 
заранее фиксированной вычислимой нумерации класоа Ц , 
Итак, нами определен нумерованный класо (U,v). Пуоть о.р . 
стратегия H­*f| предельно синтезирует все функции класоа U . 
Тогда дли любого п > 2 ( * * наибольшее ļ такое, что чиоло 
с двоичным разложением 11 J 10 не превооходит п , облада­

ет свойством J > 1 о д » г 1 ­ 1 ­ 2 , Поэтому ореди функций о 
Г ­номером « п найдется таная функция, на которой страте­

гия Н более, чем ( о д « п ­ 1 ­ 2 раз будет менять гипоте­

зу . Следовательно, Н * * ( С в / п ) > 1 о д х п ­ С . Теорема до­

казана. 
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ПРЕДЕЛЬНЫЙ СИНТЕЗ Т­НОМЕРОВ 

Н.М.Барадинь 

Будем пользоваться терминами и обозначениями, вве­

денными в [l],T8K же,как и в [i],будем рассматривать пре­

дельный синтез нумерованных класоов ( К ,Т ) , где U ­ не­

который клаоо общерекурсивиых функций ( о . р . ф . ) и г ­ вычис­

лимая нумерация этого клаооа. Единственная принципиальная 
разница о [ i ] будет состоять в том, что в данной статье иы 
будем рассматривать синтез не геделевоких номеров, а С ­

номерован поэтому гипотезу 
F ( < x , , f ( х , ) ; . . . , x b | u ; ( x t ) > ) 

будем считать верной только тогда, ногда она явдяетоя Г ­

номером некоторой фуннции, которая на последовательности 
О." {xuxz, . . ^х^ . , . . . ) неотличима от у. Ясно, что по г ­ н о ­

меру воегда можно эффективно найти геделевоиий номер, одна­

ко обратно­не зоегда. Поэтому рассматриваемая здесь задача 
труднее задачи оинтеза геделевоких номеров. Цель настоящей 
статьи ­ оценить ьту отепень трудности на языне функции из­

менения числа гипотез. Соотзетотв,,ющую функцию числа изме­

нений гипотез в данном олучао обовначим черев F * (Q ,m) : 

В дальнейшем иы будем рассматривать синтез г ­номе­

ров только на естественной последовательности Q. 0=ļu,l,2,... ] . 
Поэтому при вычислении гипотез будем опускать зна­

чения аргументов и писать просто 

F ( < f ( 0 ) ­ k f ( 0 ­ ­ , f ( t ) > ) . 

Аналогично вмеото F # ( Q e , » f ) и FM* ( & „ , п ) M.I будем пи­

сать F * ( f ) и F u

#

T ( n ) . 
Стратегия F , которая перебирает все функции по 

порядку, дает верхнюю оценку F * r ( n ) * £ n ­ 1 . Цель нас­

тоящей статьи ­ покавать, что порядок этой оценки в общей 



­ и з ­

случае не монет бить понижен. Сопоставляя этот результат о 
теоремой I из [ i ] , получаем, что переход от синтеза годет 
левских иоиоров к синтову Т ­номеров может вызвать экспо­

ненциальный рост числа изменении гипотез. 
Отметим такие, что рассматриваемый в отатье [2] пре 

дельный синтез конечных автоматов ,1октичоски является син­

тезом Т ­номеров, где под нумерацией Т понимается ествст 
венная нумерация конечных автоматов. Однако там, как пока­

зывает теорема 3 из [2], имеет меото логарифмическая верх­

няя оценка, аналогичная той, которая имеет место при синте­

зе геделевоких номеров. Поэтому полученная нияе оценка су­

щественно зависит от выбранного класса функций и его нуме­

раций Т . 

ТЕОРЕМА I . Существует нумерованный клаоо ( U / r ) та ­

кой, что для любой о.р . стратегии F найдется константа 
с => О со свойством: для почти воех П 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Построение искомого нумерованного 
класса Ы = ( т п Г г ( . . . , Т"„ , . . . } будет основано на некото 
рой диагональной конструкции. Сначала все Г ­номера ( т . е . 
все натуральные чиола) мы разобьем на последовательности 

где l'Jļ » 2 m - « , fļļj ̂ Z ' . b m - i ) , f« 1 ,2 , . . . . Г ­ но­

мера, принадлежащие ( l 'm } , ни будем использовать для 
"опровержения" стратегии F * f; . 

Множество функций pīļtf | m « 1,2,. •• ) разобьем на 
части [tļljj | 2 к ^ m ^ 2 ' , + , ) , к = 0,1,2,... и каждую часть бу­

дем определять параллельно и независимо от остальных час­

тей . 
Определение функций ТМ , i ^ p K l " " будет 

состоять из нескольких этапов: 
Э т а п 0 . (Этот этап специфический). Первые 

i + K t 3 значений всех 2" функций полагаем равными соответ­



ветотвенио ļ*Qt**P (мы, как и в [ i ] , функцию f ассо­

циируем с последовательностью ее значений У(о)V(i)Щ2)..•). 
Таким образом, в первых i + к + а значениях любой 

из зтих 2* функция закодированы числа i,к . Начальный 
кусок 1 (01 K­ t 1O обозначим через х„ . 

Э т а п I , Для определения*дальнейших значений этих 
функций начинаем параллельно вычислять гипотевы f . ( < * " e O

u > ) 
для и » 1 ,2 ,3 , . ­ . . Пока идет процесс поиска первой гипо­

тезы, дальнейшие значения всех 2 м функций полагаем равны­

ми 0 (с таким расчетом, что еоли в какой­то иоиент в ука­

занном параллельном процессе вычисления гипотез мы доили до 
и ­ и ' , ю к этому моменту обязательно все 2 " функций 

должны быть определены до х „ О" ) . Если <fi неопределено 
на рассматриваемых значениях аргумента, то все 2 " функций 
будут равны х"„0"" . Допустим теперь, что в какой­то 
момент (пуоть к атому моменту наши функции определены до 

х „ 0 ) мы получаем значение fļ (-< 5Г„ о" 4 > ) = z , 
( и , * * , ) . 

ЕСЛИ Z , имеет вид \Ņ , где j ļ M , или вид Щ , 
где г < 2 к или 2*** , то гипотеза г , заведомо не­

верна (из­за начального куска «Г, * l ' O l ' ^ ' O ) ч и ш. 
переходим к этапу 2 с начальный куском рассматриваемых 
функций х , ­ хТ. О 4 ' • 

Если z , имеет вид i','* , где 2 к * £ г « с 2 * * 1 , то 
функцию f |W мы определяем равной хо0*'0°° , а в ка­

честве^ начальны/, кусков оставшихся 2 к ­ 1 функций берем 
х,"*= х в о

4 ' 1 (чтобы z , на этих 2 к ­ 1 функциях была 
неверной гипотезой). Далее переходим к этапу 2. 

Э т а п 2 определяется в точности тик а е , как 
атап I , только вместо начального куске х 0 берется, 
начальный кусок х , . Единственное отличие состоит в том, 
что ищется не просто какая­нибудь гипотеза' 4/* (­= :­ х Т ,О и*>^ , 
а гипотеза *ъ*Щ<&40'*

ш

*), история отлична от предыду­

щей гипотезы г.% (пусть к зтоыу моменту н а ш функция уже 
определены до * \ 0 / * г

/ 4а 5* иг ) . Гпшкеаа z 2 анализи­



руется в точности так ке , как гипотеза z , , и в результате 
иы получаем новый начальный нуоок х , для оставшихся 
функций. 

Далее аналогично выполняются этапы 3 , 4 , 5 , , . . и этот 
процесс продолжается до тех пор, пока вое 2 функций оп­

ределены до конца. 
Допустим теперь, что о.р . стратегия F = fi синте­

зирует Т ­номер каждой функции нлаоса U = ļ r n ^ , Возь­

мем произвольное к =* О и рассмотрим, как ведет себя отра­

тегия *f; при синтезе функций TļO) , где 2 * ^ m < 2 K"* 1 . 
Легко видеть, что в этом случае описанный процесо построе­

ния этих функций продолжается по крайней мере 2* этапов 
(так как на каждом этапе из этих 2 " функций отпадает не 
более одной функции) и на последней иа них стратегия 'р, 
будет выдавать гипотезы z ,^ ггФ •­• ф Zļ* . 

Таким образом, для любого к з=­ О найдется т та­

кое, что 2 K

= ž m ­ c 2 K + 1 и Г>*(Щ ) ? 2 к ­ 1 . Но 
Ll

m ­ 2 , M ( 2 m ­ l ) . Отсюда следует, что начиная с достаточ­

но больших п 
F * ( n ) = max F # f T j ) ^ A f 

Теорема доказала. 
ЗАМЕЧАНИЕ I . В тсореие I константа С зависит от стра­

тегии F . Оказывается, что это по существу. А именно, не­

трудно доказать следующее утверждение: для любого нумеро­

ванного класса ( U , r ) и любой константы с > 0 существует 
о.р . стратегия F такая, что для бесконечно многих п 
F u*.(• ') — с . Справедливость этого утверждения ву.текает 
из того, что дли люо'ого нумерованного класса ( И , г ) су­

щестнует действительное число р = lim , где S,» ­

число различных функций среди первых п функций Т , , . . . /TV, . 
В зависимости от того , с какой точностью £ ыы задаеи. 
число р при определении стратегии F , ш получаем раз­

личные константы с , при которых Д Л И бесконечно иногах п 
F u* Tln)=s ~ (эти бесконечно иногие п выбираются из 
тек п , для которых £ =s­|f < +1 ) . Дальнейшие вопро­

t 



сы, связанные с эффективностью построения соответствующей 
стратегии F по нонстанте с , примыкает н статье [3] и 
более подробно здеоь не иоследуютоя. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2, Для предельного синтеза Г-ноыеров 
имеет меото точный "аналог теоремы I из (4 ļ . Доназзтельство 
втого факта ничем не отличается от доказательства упомяну­

той теоремы из [ ч ] , 
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ОБ УСКОРЕНИИ О ИНТвал И ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ФУНКЦИЙ 

Я.Ы.Барадинь, Е.Б.Кинбер, К.'.!,Подниекс 

определения и обозначении ом, i [ i ] . Единственное 
отличив состоит в той, что мы рассматриваем прогнозирование 
и смвхеа только на естественной последовательности Я0={1, 
2 , 3 , . , . ) . Поэтому можно очитать, что стратегия F приме­

нпвтоя непосрадотвенно к начальным куокаы <f(i) ••• У, )> 
функции У . Прогноз F(<f(l) .'ЯпНсчитаетоя верным, если он 
равен У(п*1). Гипотева F(<f (0 ­ • ' / ' ( п ) > )очитаетоя верной, 
если она представляет собой неноторый геделев номер функ­

ции У. 
Так как у нас всегда & = Q„ , то выаото F (2,У) 

и Р м " ( 2 , у ) мы будем писать проото F G N ( f J , F ( У ) . 
Для нумерованного клаооа ( к , г ) и стратегии F вводятся 
величины: 

F C H ( n ) = тах F 8 N (Tj) F" W ­ (" ) = ' " ° ' f Р ^ С Г , ) . 

Их можно рассматривать как своего рода сигнализирующие 
функции, характеризующие соответственно "скорость" предель­

ного синтеаа и "скорость" прогнозирования. 
Нас будут интересовать асимптотики роста (монотон­

ных) функций F y ŗ ( n ) , F U ŗ ( n ) . Теоремы I , 2 работы [ i ] 
показывают, что для некоторых нумерованных классов сущест­

вуют о . р . отратегии, асимптотически оптимальные в омыоле 
величины F " (этот оптимум в конкретном случае теоремы 
I имеет вид tog 2ti ) . Теоремы 3, 4 на Щ показнвают, что 
аналогичный факт имеет место для F u N 

Возникает вопрос: имеет ян меохо аналогичная ситуа­

ция в случае л ю б о г о нумерованного класса ( И , г ) ? 
указывается, что это не так: для некоторых ( И ,Т } можно 
доказать своего рода аналог теоремы ускорения U.Блюма [ г ] . 



Д о к а з а т е л ь с т в о э т о г о факта о о о т в е т о т в е н н о д л я предельного 

синтеза и прогнозирования с о с т а в л я е т содержание настоящей 

с т а т ь и . 

Будем г о в о р и т ь , ч т о д л я с и н т е з а нумерован­

ного к л а с с а (U / г ; имеет м е с т о а б с о л ю т н а я 

т е о р е м а у с к о р е н и я ( А Т У ) , еоли для любой 

о . р . ф . г (ос) и любой о . р . отратегии F , предельно о и н т е ­

аирувщеь клаоо W , можно поотроить такую о . р . стратегию 

G , также предельно синтезирующую U , ч т о 

Аналогично будем г о в о р и т ь , что для п р о г н о ­

з и р о в а н и я нумерованного к л а с о а (М,г) выполняет­

ся АТУ, если для любой о . р . ф . t ( x ) и любой о . р . о т р а т е ­

гии F можно п о с т р о и т ь о . р . отратегию G т а к у ю , что 

Теорема об ускорении называется "абсолютной" п о т о ­

му, что для одного и т о г о же нумерованного к л а с с а з д е с ь 

д о с т и г а е т с я ускорение любого порядна­ • (В теореме 

Блюма для каждой г (* ,ч ) Отроилась о в о Я функция;. 

Скачала докажем простую ломму, к о т о р о й б р е м н е о д ­

нократно п о л ь з о в а т ь с я в дальнейшем* 

ЛЕЖА. Для с и н т е з а (прогнозирования) нумерованного 

к л а с с а ( U , t ) выполняется абсолютная т е о р е м а у с к о р е ­

ния, еоли и т о л ь к о еоли выполняются у с л о в и я : 

а ) невозможна о . р . о т р а т е г и я F т а л а я , что F„"(nJ = 
­ 0 ( 1 ) ( с о о т в е т с т в е н н о F*J(я) « 0(1) ) | ' 

0) для любой монотонной неограниченной О.р.ф, f(n) 
найдется о . р . с т р а т е г и я G , предельно синтезирую­

щая (прогнозирующая) клаоо И , такая, что V , , v 

< Ч г ( п ) * Я") (°°<иве*°*вемо ejjfnj * f (п) ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО мы проведем для п р е д е л ь н о г о с и н т е з а ; 



в случае прогнозирования рассуждения аналогичны. 
НЕОБХОДИМОСТЬ. Пусть для синтеаа нумерованного 

класса ( и , г ) имеет место АТУ. Тогда выполнение уоловия 
а ) очевидно. 

Для доказательства б) возьмем монотонную неограни­

ченную о.р .ф. )'(п) . Легно построить о . р . стратегию F 0 0 
свойством 

( F работает, перебирая последовательно вое функции Т,, 
T 2 ļ . . . ) . Затеи найдем о.р .ф. t(x) со овойотвон 

Vxtfn ( * ( * ) * • * ­ » х *!("))• (4) 

Тогда, по предположению, существует о .р . стратегия 6 со 
свойством: 

(5) 

Теперь ( 3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) дают вместе: 

что и требовалось. 
ДОСТАТОЧНОСТЬ. Пусть для нумерованного класса ( и , г ) 

выполняются условия а ) , б ) . Возьмем некоторую о.р . страте­

гию F , которая предельно синтезирует класо '!( , и произ­

вольную о.р .ф. '.'(«­) . Сразу же перейдем к монотонной функ­

ции г (х) =14** г (ч) . . 
Если применять стратегию F параллельно ко всем функ­

циям tļ , подсчитывая для каждой число изменении гипотез, 
мы сможем легко построить монотонную неограниченную о.р.ф. 
f(") такую, что 

vn f m
g ; м ( б ) 

(ведь по условию а ) F ^ " (п)--*• ) . 
Затем можно найти также монотонную неограниченную 



функции g ( n ) оо саойоымп 

V ~ t ' . g H «f (?) 
но условию б ) найдетоя о . р . о т р а т е г и я 6 , предельно оин­

тевирующая клаоо U т а к а я , ч т о : 

V n б £ ( п ) . « д ( п ) ; . 

Отоюда, учитывая, ч т о г «г г' , а г ' ­ монотонна, получаем: 

У | Т « ( е & Г " ) ) * 1 ' « М ( 

что вместе с ( б ) , ( ? ) д а е т 

Лемма д о к а з а н а . 

У о и о р о в г . о п р е д е л ь н о г о с и н ­

е е в а . 

Т Е О Р Ш I . Если нумерованный клаоо ( U , t ) обладает 

овойствами} 

а) предикат P ( ' ­ j ) * (т1 « T j ) р е к у р о и в е н , 

б ) невозможна о . р . о т р а т е г и я F т а к а я , что 
; . F u ^ ( n J = 0 ( 1 ) • 

т о для с и н т е з а (Ы,г) имеет м е с т о абсолютная 

теорема у с к о р е н и я . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Воспользуемся леммой. Чтобы о б е с п е ­

чить условия е е применимости, возьмем произвольную м о н о т о н ­

ную неограниченную функцию f ( п ) и будем с т р о и т ь для нее 

следующую о . р . отратегию F . 

Используя возможность нумерации г и р е к у р с и в н о е ! ь 

предиката Г ( fcfj для каждого и можно эффективно Найти 

число z ( n ) т а к о е , ч т о д в е функции T t (x) ,Tj (x) ( i , j « š h ) 

либо полностью совпадают, либо отличаются уже при н е к о т о ­

ром x « s z ( n ) , (можно с ч и т а т ь , что z ( n ) « = z ( n + l ) ) , 

Пусть т е п е р ь о т р а т е г и я F получает п о с л е д о в а т е л ь ­

н о с т ь значении функции У . Сначала г находит число и, 



талое, что f (n ,J =» l и ватем пилагавт для воех 

Далее, для вычисления следующей гмПртеаы F сравни­

вает фуннции 1*в, (» | при x * z ( n , j . 
Ясно, что для этих x f может совпадать на более чем о од­

ной иа функций т , , . . . , г П 1 . Если ни о одной ив них у 
не оовпадает, полагаем F ( « = ¥ ( 1 ) . . . f z f n j >) ­ предыду­

щей гипотезе. Если (­наименьший номер совпадения, полага­

ем F ( < 4 > ( l ) . . . y z ( n , ) > ) = d ( i j , где d ( x ) ­ о . р . ф . , 
сводящая нумерацию Г к геделевокой нумерации. Далее F 
"итерирует" последнюю гипотезу до х » * ( п в ) ­ 1 , где 

П 2 ­ такое число, что п а > п, & f ( п в ) > Z . И опять, 
чтобы определить F ( ­ = y ( l ) . . . Ч ' г ( п 2 ) > ) , стратегия орав­

нивает функции у ( х ) , г , ( х ) , • • •, Тп»(х) при х * » ( п ^ и 

т . д . 

Стратегия F определенр. Нетрудно убедитьоя, что F 
предельно синтезирует класс U . 

Если " 3 * п , и оказалось, что У = 'Г( & i п , ю 
F на у будет менять гипотезу возможно линь в таких точ­

ках х » z ( n , ) / . . . , z ( n K ) , где n № < n < : h f c + , , пооле 
чего наступит стабилизация на геделевском номере функции 
У . В таком случае для чиола изменений гипотезы должно 
выполняться неравенство 

(так как [ ( п к ) ж и \ монотонна). Итак, условие б) леммы 
выполнено, поэтому из нее следует утверждение теоремы I . 

Согласно одной теорема фридберга [ з ] (ом.также [*] ) , 
каждый бесконечный эффективно перечиолимый клаоо о.р .ф. 
имеет однозначную вычислимую нумерацию. Но для такой нуме­

рации предикат Т ( = Tj рекурсивен. Сзкому ив теоремы I 
вытекает 

СЛЕДСТВИЕ. Для каждого нетривиального (условие б) 
теоремы I ) эффективно перечислиыого класса U о .р . 



функции о у щ е с т в у е т вычислимая нумерация Т т а к а я , что 

для с и н т е з а ( М / г ) выполняется абсолютная теорема у с ­

к о р е н и я . 

Отсюда о л е д у е т т а к ж е , что с п р а в е д л и в о с т ь нижней 

оценки ! о д г п ­ 0(1) в теореме ч из [ i ] существенно опи­

р а е т с я на специальный выбор нумерации Т . Для однозначной 

нумерации к л а с о а U этой теоремы имеет место АТУ. 
П р о б л е м а у с к о р е н и я п р о г н о ­

з и р о в а н и я . 

Для прогнозирования абоолютная теорема уокорения 
также может выполняться, но только в очень редких случаях. 
Область поиска таких случаев ограничивается теоремой 2 . 

TE0PEUA 2. Бели для прогнозирования нумерованного 
к л а с с а ( U , T ) выполняется абоолютная теорема ускоре­

ния, то существует (нерекурсивная; отратегия Н такая, 
« о н £ ( п ) ­ 0 ( 1 ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. p x ļ - таблицей класса [\А,т) назо­

вем таблицу чиоел т ( (х) , где l«e р , х « <х . всевозмож­

ные стратегии Н , действуя в пределах р*<^­ таблицы, да­

ют только конечное число вариантов распределения ошибок 
по функциям V t l . . . l T p до х •= ej, . Вез эти варианты можно 
эффективно перебрать и найти таким образом число s (p ,<^) 
такое, ч т о : 

ь) любая стратегия Н делает в некоторой строке рх^ 
таблицы (U ;t") не менее s(p,«ļr) ошибок; 

б) найдетоя стратегия И, , которая во всех строках 
зтой таблицы делает не более ь (р , cj,) ошибок. 

Яоло, что функция s(p (c^j общерекурсивна и монотон­

на по р я <\ . Очевидно также, что для любой стратегииН: 

Vpv.* н ; ; ( р ) " • (
8

) 
Поскольку существует о.р, стратегия F со свойством 
F u T ( p ) * p , тс при фиксированном р функция s(p,cj,) будет 



ограниченной. Поэтому, еоли эта функция 9 целой была бы 
вое хе неограниченной, то можно было бы найти о.р.ф. г (р ) 
таную, что s ( p , t (p ) ) ­ * — монотонно. Но это, в оилу(8/*, 
означает, .что нарушено уоловие б) леммы. 

Таким образом, воли для прогнозирования (U,r) имеет 
меото АТУ, то функция «(p.q.) ограничена: Vp\ty e ( P ' l ) < С. 

Теперь мы можем доказать существование требуемой 
стратегии Н (она будет обязательно нерекурсивной в оилу 
условия а) леммы). 

В оилу s { ^ , < ļ ) £ C для каждого «V непусто множес­

тво 1­Ц тех стратегий, которые в строках q, * <Ъ ­таблиц»­. 
(U , t) делают не более Г ошибок. разбивается на 

конечную оиотему классов, где в один класс попадают стра­

тегии?неотличимые о точки зрения их действия на ­

таблице. Обозначим эту систему следующим образом: ( Н ^ , . . . 
• • • , Ч ) • легко видеть, что 

V K ^ * v , D l * = S " К • 

Отсюда по теореме компактности для конечно­ветвящихся де­

ревьев получаем, что существует стратегия Н со свойством: 

Veļ, 3 к < И е И * 

или просто Н е (Ц для воех q . По определению 1Ц стра­

тегия II делает на любой CL к <г ­таблице ( U / t ) не более 
С ошибок, поэтому H[] v

r (ц) = 0 (1) , что и требова­

лось ликазот'.. 
Теорема 2 указывает, таким образом, в какой пример­

но области можно искать нумерованные классы, для прогнози­

рования которых может выполняться АТУ. Простейшим типом 
классов этой области будут классы со следующим деревом: 

— 9 



Назовем такие клаооы 1 ­классами ("отвод" дерева ­ функ­

ция 3 может входить в класо, ко не обязательно;. Таким 
Образом, еоли U « 1 ­класо ос "отводом" g , то ив 
f , ^ e U S ( ( V x < n •f(x)-«pW-!«*D*fir(«)­4'W^9fn); следует, что 
ļp • У • * 

ЗАМЕЧАНИЕ I , Легко видеть, что некоторое дерево 
функций будет деревом 1 ­хлаоса, еоли и только еоли это 

резо дуккций класса U не содержит поддеревьев вида 

етот класс называется 2 ­клаооом, м так далее. Нетрудно 
докезать, чт.з для всякого t ­клаооа найдетоя стратегия И, 
Прогнозирующая вое функции втого клаооа о числом ошибок 
*%\ . (Однако даже в олучае аффективно перечислимого 1 ­

классз ета стратегия может и не быть рекурсивной, ом.тео­

рему 4 ) . Зерно и обратное: еоли оущеотвует Н оо свойст­

вом H N V ( K f ) ^ С для воех у е И , *о U есть k -

класс для некоторого t . 
Теорема 3 показывает, что семейство всех аффективно 

яеречкодиыых 1 ­классов раопадаетоя на Два подсемейства: 
"тривиальные" класоы и клаооы, для прогнозирования которых 
имеет место АТУ. (Теорема 4 покажет, ЧТО второе подсемей­

ство непуото). 

ТЕОРШ 3 . Еоли нумерованный клаоо ( U / г ) обладает 
свойствами: 

а) U являетоя 1'­клаооом, 
б) невозможна о .р . отратегия F такая, что 

F ­ ( n ) * 0 ( l ) , 
то для прогнозирования (U/Г/ имеет место абсолютная 
теорема ускорения. 

. Если де­

Д0КА8АТЕЛЬОТВ0. Воспользуемся леммой. Возьмем в ка­



честив f ( n ) произвольную монотонную неограниченную о .р .ф* 
и будем с т р о и т ь требуемую стратегию F , 

Поскольку U ­ бесконечный 1 ­ к л а о о ( у с л о в и е б), 
t o по нумерации Г можно аффективно найти " с т в о л " д е р е в а 

клаооа М ­ некоторую о . р . ф . g . В оамом д е л е : еоли 
r i ( r ) « T j ( x ) при i * n и T , ( n - . i ) ļ t r j ( n + i j , т о д ( * ) ­ г ; ( х } 

для х * п . Вое пары т а к : : е , что г , Ф Tj можно аффек­

тивно п е р е ч и с л и т ь , и, с л е д о в а т е л ь н о , т а к кан М б е с к о н е ­

ч е н , функцию д ( х ) можно вычислить на в о е х х . 

т е п е р ь , инея функцию я , определяем действие с т р а ­

тегии F на функции f следующим образом; воли при x « s n 
y ( x ) = g ( x ) , т о полагаем Р ( < у ( 1 ) . . . у ( п ) > ) = д ( п + 1 ) . 

При первой же ошибке (показывающей, что f # 9 ) б е т 

рем данную о . р . ф . f ( n ) и находим возрастающую о . р . ф . \\(х) 
со свойством 

Vn h ( f ( n ) ­ ­ 1 ) ^ п . ( 9 ) 

Чтобы теперь определить прогноз F ( < f ( l ) . . . f ) , кщем 

наименьшее i * ; h ( m ) т а к о е , ч т о f i(x)­=«f ( х ) при х « ; т . 
Если нашли ,то полагаем 

F ( < f ( l ) . . y ( m ) > ) = r , ( m + 1 ) ? ( Ю ) 

е с л и такого i не существует, пуоть прогнов будет неким 

угодно, например, 0 . С т р а т е г и я F определена полностью. 

Подсчитаем число ошибок, которые F допустит при 

прогнозировании функции т п . Если Тп = 9 , * о ошибок, р а ­

зумеется, не будет. Если же r M ф g , т о первая ошибка будеа 
допущена в прогнозе первого значения т п ( т в ) , не р а в н о г о 

ч ( ш о ) . С этого момента наступает "период сомнительных 

прогнозов", который к о н ч а е т с я как только m д о с т а т о ч н о 

велико, а именно: и(m) =s п . В самом д е л е , если 

m > 1 и 0 & (i ( т ) 5­п , т о прогноз ( 1 0 ) не может д а т ь 

ошибку : в е д ь U есть 1 ­клаос, Тп ( т „ ) ф g ( т „ ) , и п о э т о ­

му н и к а к о е i со с в о й с т в о м й ФТ„ не попадает в ( 1 0 ) . 



Итак» F N V ( r „ J * t . + m l n { m l h ( m ) > . n ) . 
Но из (9) следует, что f ( n ) ­ 1 ­ 1 е{m( h (m) > n } , л о а т о ­

к, наконец, F j ( n ) < f ( n ) . 

Для любой f (n) можно построить такую F , Т е п е р ь , 

используя лемму, получаем утверждение теоремы 3 . 

ТЕОРЕМА ч . Существует нумерованннй каасс (и\Т
1

) та­

кой, что: 
а) И' являетоя 1 ­клеесом 
б) невозможна о . р . отратегия F со свойством 

ДОНДЗАТЕЛЬСТЗС. Возьмем диагональную функцию ^ ( х ) 
к некоторое эффективное перечисление ее графика: < а с , , у > 1 

•
<х

»,Чг>,--- . Тогда Г„ определнетоя как последовательность 
нулей и единиц: 

где ск,...х« суть двоичная вапись числа у„ . 
Таким образом, определен класс V' , его вычислимая 

нумерация Т" . Очевидно, U' являетоя 1 ­классом, его 
дерево имеет "ствол" g ­ 0"°. 

Допустим теперь от противного, что существует о.р . 
стратегия F и число t такое, что 

Для каждого х построив следующее двоичное олово 

. ' F ( 0 * l ) = l ­ f „ 



Число с двоичный разложением i J V • • J 3 f , < обозначим черва 
h ( x ) . ичелидно, h ( x ) - о .р .ф . о* х (в оилу того, ч*о F 

- о .р . стратегия). Но тогда оказываетоя, что 

Vx fK{x)*h[x}. ' (13) 

В оамом деле, если fx(x)~h(x) , 5 0 функция 0*1 JS, . . . 
ļ i t . ,0*eU'» однако F делает (в оилу (12)) на этой функции 
5г t­»1 ошибок, что противоречит ( I I ) . 

Но ( I J ) также представляет собой противоречие: для 
некоторого а имеем h * f n и ( д а л е е f a (

a

) Ф или 

Позтому невозможна о.р . отратегия Р оо двойством 
Fu'r' ( п ) ^ 0 ( l ) . Теорема доказана. 

Теоремы 3 , 4 вместе дают ' ' 

СЛЕДСТВИЕ. Существует эффективно перечиалимый клаоо 
(даже 1 ­класс) Ц' такой, что при любой вычиодимойего 
нумерации Г для прогнозирования нумерованного клаооа 
I i i ' , t ) имеет место абсолютная теорема ускорения. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Согласно теорема 3 , всякий аффективно 
перечислимый i ­класс либо тривиален, либо для его прогно­

зирования выполняетоя АТУ (независимо от выбора нумерации). 
Однако в случав 2 ­классов (см.замечание I) это уже не 
т а к . Подходящая модификация доказательства теоремы ч иа I I j 
позволяет построить нумерованный класс (И.Г ) такой, что: 

1) U является 2 ­классом, 
2) Для всякой о.р . стратегии F найдется ко.отанта 

С такая, что Vn F * r ( " ) ^ * С . 
Класс U нетривиален, однако для прогнозирования (М,Г) АТУ 
не выполняется (условие б) леммы нарушено, например, при 
f ( n ) |oq г п ) . С другой оторопи, анализ доказательств 

теорем 2 , 3 показывает, что если нумерованный класс ( г ^ т ) 
обладает саонстааии. 

I ) 14 является t ­кяосооы для некоторого t ^ 2 , 



2) предикат Tļ 5 Tj . рекурсивен, M V 

3) кевоеможна о .р . стратегия F такая, что F u _.(")= 

то для прогнозирования ( U , T / выполняется АТУ. Таким обра­

зом, дли каждого нетривиального t ­класоа TJ найдетоя 
нумерация Т (в начеотве Т можно взять однозначную нуме­

рацию И ) такая, что для прогнозирования (ч4 |С / имеет иео­

то АТУ, 
Ооноввые результаты этой статьи сформулированы без 

доказетельотв в [ 5 ] . Лоотановки задач и теорема I принад­

лежат ЯЛ.Варздиню, теоремы 2 , 3, ч донаваны К.Л.Подниек­

сом и Е.Б.Хинбероы. 
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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ И ПРЕДЕЛЬНЫЙ СИНТЕЗ КОНЕЧНЫХ АВТОМАТОВ 

Н.М.Ьарадинь 

Рассматриваются инициальные конечные автоматы (Ми­

ли) с фиксированным входным алфавитом Х = ( 1 , 2 , . . . ,а ) . 
Выходной алфавит может быть произвольным о тем лишь несу­

щественным ограничением, что он выбирается иа множества 
11 , 2 , . . . ,п} . Класо всех таких автоматов обоаначим череа 
иа. Подкласс, который получается фикоацией выходного ал­

фавита У={ 1,2,. . . , Ь ) , обоаначим череа U a , b « 
Автоматы рассматриваются как "черные ящики", о ко­

торых известно лишь то, что он", принадлежат классу 11 а . 
Пусть ны вход некоторого такого автомата А подается вход­

ная последовательность 
u = { x ( l ) , x ( 2 ) , . . . , x ( t ) , . . . } 

И П У С Т Ь ( У ( 1 ) , У ( 2 ) , . . . У ( а . . . ) 
­ соответствующая выходная последовательность, требуется 
для люоого t по ļ x ( l ) ( . . . , X ( t ) ļ , { u ( l ) i . . . , u ( ' t ) ) , x ( t + i ) 
прогнозировать y ( t + l ) . При этом разрешается пользовать­

ся любыми эффективными правилами (называемыми стратегиями). 
Stciio, что безошибочное решение такой задачи невоз­

можно. Поэтому возникает вопрос о числе ошибок, возникаю­

щих в процессе прогнозирования. Основным результатом на­

стоящей раооты яляетсн доказательство того, что данная 
задача прогнозирования может быть решена с относительно 
небольшим числом ошибок; для автоматов с к состояниями ­

порядка ( а - 1 ) к | о д 2 к и что ота оценка в общем члучае 
не может оыть асимптотически понижена. Заметим, что прос­

той переоор всех ивтоматов но порядку дает верхнюю оценку 
только вида к . 

Переходим к точным определениям. Под стратегией ми 
будем понимать любую одноместиую оощерекурсивную функцию. 

*) В несколько оолее слабой дорме и без доказательств р е ­
зультаты настоящей статьи оили рпуоликоввни в [I] и [ г ] . 



Ьудеи говорить, что отратегия , примененная к входной 
пооледовательяости СО и автомату А , в момент t оовершает 

. » « . f f ( t m i i i > j K № | ) W , . . , m x i u i ) > w n i ) 

( < . . . > ­ эффективная нумерация кортежей натуральных чи­

оел} в дальнейшем B M e c T o i : ( < x ( i ) , . . . < x ( t j , g ( l ) J . . v g ( U x f t + l ) > ) 
ооычно будем л и о а т ь 2 ( о с ( 1 ) , . . . ^ ) 5 у ( 1 ) ^ _ у ( ^ х ( | + 1 ) ) . 

число различных t , в которых 2_! оовершает ошибку, 
обозначим ч е р е в 5 Z * ( < A ) J А ) . Пуоть U ­ некоторый клаоо 
автоматов, Положим # 

£ ( u > , U , K ) ­ m e x i : (u),A)t 

где т а х беретоя по воем AeU , которые имеют не более к 
оостояний, 

'l'EOPSU I , Пуоть а }2 . Оущеотвует отратегия 2 J 
такая, что для лобой входной последовательности си 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, Вместо автоматов класса (Ja рассмот­

рим автоматные графы [з] о входным алфавитом Х = ļ l , . • ч
а

). 
Из каждого клаооа изоморфных графов (как графов с фиксиро­

ванной начальной вершиной) выберем по представителю И упо­

рядочим эти представители в порядке воарвотания чиола вер­

шин, попутно выбрасывая те графы, у которых часть, достижи­

мая из начальной вершины, оовпадает с каким­нибудь из пре­

дыдущих графов (так как такие графы не порождают новые а в ­

томатные операторы). Графы о одинаковым Числом вершин мо­

гут оыть расположены в любом порядке. Получим последова­

тельность графов 

ичевидно, еоли число вершин ļGj графа G; не превышает К , 

где 1(а,к) - чиодо воех попарно неизоморфных инициальных 
автоматных графов о к вершинами и а -буквенным входным 
алфавитом, из [ч] следует, что 



Г(и,к ;~-^т .к ,если а > 3 , " I ( a , K ) ~ e " e * - j j ŗ K , если я » 2 4 ' 
(множитель к , по сравнению с [V], возникает за очет то ­

го , что ыи рассматриваем инициальные автоматные графы). 
Далее, следуя идее, использованной при доказатель­

стве теоремы I из [ 5 ] , графам 6, сопоставим веоа 

где положительное действительное число С, подобрано так, 
чтобы ^Zp(Oi) = ^ 0 < 1 . Нетрудно убедиться, что ряд 
^Zp(Oi) * сходится конструктивно. 

Сначала мы построим неэффективную "стратегию" 2 , 
которая даст требуемую оценку. Эта стратегия в процессе 
своей работы будет просматривать всю бесконечную последо­

вательность $ . Потом, используя конструктивную сходимость 
ряда 2 p ( 6 i ) , мы "обрежем" эту "стратегию" и оделаем ее 
эффективной. 

"Стратегию" мы определим как некоторый последо­

вательный процесс прогнозирования, который дугам автоматных 
графов из пооледовательно будет приписывать выходные 
буквы (постепенно превращая их в автоматы), и будет вычер­

кивать те графы, для которых обнаружится несовместимость о 
входом х(1) , .­• , x ( t j и выходом У (О, •• • , у(0 «Пуоть 
путь х ( 1 ) , . . . , х ( t ) в графе G ­ вто путь, начинающийся 
с начальной вершины и соответствующий входному слову 
x ( i j . . . x ( t ) . 

Прогнозирование мы начнем с шага г = 1 , когда по 
x( l ) , у( 1), х ( 2 ) требуется определить В качестве ис­

ходной последовательности автоматных графов возьмем по­

следовательность 53 S

(G,, •••, , • • • ) , совпадаю­

щую с первоначально»; последовательность*1 i*) , за исключе­

нием того, что в наждом графе Gj дуге х(0 » исходящей из 
начальной вершины, приписана выходная буква y ( l ) ; веса 
автоматных графов оставлены прежние. В результате работы 



шага t » l мы получки новую последовательность 
» { & \ с новыми весами, 

Опишем сразуоощий шаг t , ооответотвующий 
x ( l ) ( . . . , x ( t ) ; y ( l ) , . . . J y ( t ) ; x ( t + g . 

В качестве иоходнои последовательности автоматных графов 
возьмем последовательность % >­­­»G| 
подученную ка предыдущем ппге. Эта_ последовательность ха­

рактеризуется тем, что в наждом Gļ* дугам, соответствую­

щим пути x ( l ) X ( 2 ) , . . x ( t ) , приписаны ооответотвевно выход­

ные оуквы y ( 1 ) , « ( 2 ) , . . . , y(ty , притом каждой дуге раз­

решается приписать не более ОДНОЙ выходной оуквы. Очевид­

но, оудет содержать уже не вое автоматные грады, 
так как не для любого аэт^атного гра^а последнее требова­

ние выполнимо. Другими словами, еоли Q['
i рассматривать 

как автомат, то при подаче ... x ( t ) он должен выдать 
у(1) . . . y ( t ) ^ п е р е й т и в ооотояние c ļ , t - o r i a : ( l ) . . , х(\). 
Скажем, что щ при подаче x ( t +i) выдает выходную бук­

ву у , если дуга o c ( t + i ) вершины o^t принадлежит пути 
х ( 1 ) . . . x(t) и ей припиоана выходная буква у . Если 
G i " при подаче х ( т ­ и ) выдает какую­ниоудь выходную 
букву, т . е . дуга х ( 1 + 1)вьраины o / t принадлежит пути 
x ( l ) . . . x ( t ) , то будем говорить, что на данном шаге 
G [" участвует в прогнозировании. 

Кроме того, в результата работы предыдущего шага 
злементам последовательности % должны оыть приписаны 
определенные веса р ( Й ( " ) и сумма этих весов 
.2Jp(Gi ) » ­ й . < 1 , Под веооы выходной буквы у в б*'1 

будем понимать вес самого Gf" 1 , euut в*'1 при подаче 
x ( t ­ t i j выдает у ; в противной случае вео буквы у в 
Qj* будем считать равным О, 

"Стратегия" £ , примененная к х(\),-..,-х(\) 
•• */У Ĉ X*(t+i),B> качестве результата выдает ту выходную бук­

ву, которая в оуиие по воеи злементаи последовательности 
аЗ , участвующим на данном шаге в прогнозировании, 

имеет наибольший вео (воли таких букв несколько, то выби­



раетоя одна иа них, например, первая по порядку). 
Для полного описания "стратегии" 2 остаетоя толь­

ко определить новую последовательность . Сначала из 
последовательности вычеркиваем вое те члены, кото­

рые при подаче ос ({•­»­1) выдают какую­нибудь выходную бук­

ву у ( т . е . участвуют в прогаоэировании), но Цфц(\+1) 
(это как раз те автоматные графы, для которых обнаружива­

ется несовместимость с ВХОДОМ х(1 ) , , . . ,x( i ) t x( i* l )n выхо­

дом y( l ) , ­ . ­ , y ( t ) , y ( b i ) . Далее, в оставшихся автоматных 
графах дуге x(i*i) вершины с> , если ей еще не приписа­

на выходная буква, приписываем y ( t + l ) . Получаем последо­

вательность
 <

S
t

= {g\,•• • , G\ , .. . } . Определим т е ­

перь веса р (G j ) . Для членов, которые на данном шаге 
не участвовали и прогнозировании, веса оставляем такими 
же, какими они были в % • Для членов, учй6*В0Еавших з 
прогнозировании, веоадооп юы следующим образом. Пусть 
4ļ - сумма весов всех членов последовательности % f 1 , 
участвовавших в прогнозировании, и t t ­ сумма весов той 
части из этих членов, которые мы оставили в последователь­

ности ef* . Тогда новые веса этих членов иы определяем, 
умножая прекние веса n a ^ A t • Очевидно, общая сумма но­

вых весов от стого не изменится, т . е . j ^ p f G , * ) =40 . 

Отметим теперь следующее важное "свойство "страте­

гии" 2 » вытекающее непосредственно и» ее определения; 
еоли ^Г] ­на шаге t ошибается, то 

( 4 ) 

и, следовательно, веса членов, участвовавших в прогнози­

ровании н оставлении;', в % Х , возрастают по крайней мере 
в 2 раза . 

Пусть теперь бос ­ первый автоматный rpajļi после­

довательности $ , который совместим с входом x-(l)t.../х(\) 
и выходом \ļ(l), •••, . т . е . его дугам можно так при­

писать выходные буквы, что получится автомат, который 



э с ( 1 ) . . . x ( t ) перерабатываете У (1) • • • У (t J . очевидно, 
|6«1 < к , где к ­ число ооотояний "черного ящика", 

вчевидно, атот автоматный граф мы никогда не будем вычер­

кивать, и каждый рае, когда £ оовершает ошибку, о гра­

фом произойдет одно из двух» либо какому­нибудь реору, 
которому ранее не была припиоана выходная бунва, мы припи­

шем выходную букву (вто в случае, когде на данном шаге G* 
не учаотвует в прогнозировании), лиоо его вео мы увеличим, 
по крайней мере, в два раза (это в том случае, когда G* 
участвует в прогнозировании;, хок как чиоло дуг графа Got, 
которым мы можем приписать выходные буквы, не превооходит 
а к и вео любого графа должен быть меньше H J 0 < 1 , то от­

сюда получаем, что максимальное чиоло ошибок должно быть 
мэньсе чиола z такого, что 2 • р ( 0 ж ) 3 1 1 . отсю­

да , используя ( I ) , ( 2 ) , ( 3 ) , получаем 

£ * ( 0 J , J a , « ) < Z ^ ( a ­ i ; K И „ К . ( 5 ) 

Остается убедиться, что "отратегию" 2 можно ааме­

нить эффективной отратегией , которая о_доотаточно точ­

ным приближением делает то же оамое, что , Для э п г о 
используем то, что сумма весов конструктивно сходится. По­

этому, рассматривая достаточно длинный, но конечный началь­

ный кусок последовательности % *• { О , , . . . ^ , ••• ) , 
мы можем эффективно добиться того, что еоли мы выдаем в 
качестве вначения 2 ( х (1 ) , . . . , ха ) ; у (1 ) , . . . / У ( ^ х^1 ) )букву 
у , то для любой другой буквы у1 сумма весов р(у') должна 
удовлетворять, например, неравенству 

Р(у') i p(4)
 + ļ~ŗļ-p(v) , it - число ошибок до Момента t (b ) 

(вместо точного неравенства p ( i i 7 < p ( y ) в случае £ ) . 
Отсюда вместо неравенства (4) мы получим неравенство 

но зто, как легко убедитьоя, не влияет на асимптотику ( 5 ) . 
Теорема доказана. 



ТЕОРЕМА 2 . Пусть а > 2 , Существует входная после­

довательность иа такая, что для любой стратеги;: ĪZ 
и любого b > 2 

( следовательно ,£ , к ) * ­ l j к l og , к ) , 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть входной а л ф а в и т Х ~ { х ' ' " " ' х о } 
и выходной алфавит Y= { 0 , 1 } . Для каждого натурального 
К > 8 4 определим следующий класс R K автоматов. Автоиаты 
этого класса имеют вид, изобракенный на рис.1 (иа этом 
рисунке изображены только те дуги, которые существенны для 
дальнейших рассуждений). Автоматы класса R M , как видно 
из рисунка, имеют [ ,о В 1 к­,о„1. 9 1 и] Г | , , , 

состояний. Первые «3­1 соотояний образуют один подавто­

мат, который назовем к ­шифратором (он у всех автоматов 
нлаоса R K один и тот я е ) , следующие к состояний образу­

ют другой подавтомат, который назовем основным подавтома­ ' 
том. 

Сначала опишец к ­шифратор. Возьмем двоичную за ­

пись чиола к , подставим везде вместо Оуквы 1 олово 
x , X ļ , вместо буквы о ­ слово х , х в , а в конце полученно­

го слова припишем Х,х,х<. Полученное таким образом олово 
обозначим через к . Очевидно, Ī? имеет­4 = 2[ |од 2 к] + 6 
букв, которые обоаначиы соответственно через v, ,v 2 l . 
илово к нигде не содержит подряд три раза букву х­, .к­

­шифратор хараптеризуется тем, что он "проиуокает" к ос­

новному подавтомату только такие сдола, которые содержат 
кусок, равный i? , притом перед этим Я ­шифратор долген 
быть переведен в начальное цоотояние . Иа изобра жения 

к ­шифратора (рис,1) и определения олова к следует, что 
К ­шиуратор всегда перейдет а состояние <ļ,, , еоли до по­

Лачи R будет подана три раза буква х , и будет оставать­

ся в этом состоянии все «реын, пока оудет цодадетьо* оу..вь 



К - Ш И Ф Р А Т О Р О С Н О В Н О Й П О Д А В Т О М А Т 

№ 



опишем теперь основной подавтомат, ин ооотома иа 
отдельных блоков, i - й блок начинаетоя о состояния <ļ4+ix 

(на рис.1 начальные состояния помечены * ) , длина каждого 
блона ( т . е . чиоло состояний) oc = [ l o g , K - l o g g l o < j a K j >, 3 , 
общее число олоков и = 2*4 к . Выходные пометки на 
дугах, исходящих из состояния i ­го слона и помеченных 
буквой х 1 , образуют двоичное олово $\ г&( 9.'<.. £ , ж , явля­

ющееся двоичной записью чиола i ( вначале столько 
нулей , чтобы общая длина была ос ) . Слово £<,6( а . . .£(«.бу­

дем называть характеристической последовательностью олока 
i . Таким образом, каждому слону соответствует своя харак­

теристическая последовательность. Еще заметим, что чи^ло 
двоичных слов длины ос в точности совпадает с числом бло­

ков; следовательно, любое двоичное олово длины л являет­

ся характеристической последовательностью некоторого бло­

ка. Дуги, исходящие из начальных состояний блоков ( т . е . иа 
состояний ( \ 4 1 ( л . i = 0 , 1 , . . . , u ) и помеченные входной 
буквой х 2 , подсоединены к состоянию ц14 . Дуги, исходящие 
из состояний, лежащих внутри блоков, и помеченные входными 
буквами,отличными от х , (такие дуги назовем переменными), 
подсоединены к произвольным начальным состояниям олоков 
(таки:: состояний всего 2 К ) . Именно этим одни автоматы 
класса R K отличаются от других автоматов этого же класоа. 

Рассмотрим теперь переменные дуги. Их.всего и = 
= (а-i) у (ос - i ) . Упорядочим эти дуги: d,, d 2 , J u . 
и каждым основным подавтоматом ассоциируется последователь­

ность v„r..,SiK> , a j „ . . . ;Sjtlļ ,8m,...,Su«. 
из 0 и 1 длины « i » , которая получается следующим образом: 
"jii"'>oj« ­ характеристическая последовательность того 
блока, к начальному состоянию которого подсоединена дуга 
dj . Такую последовательность будем называть характерис­

тической последовательностью данного основного подавтомата. 
Легко видеть (учитывая значения <х и р ) , что любая после­

довательность из 0 и 1 длины л и является характеристи­

ческой последовательностью некоторого основного подавтома­



та, 
Определим теперь одну специальную входную последо­

вательность. Черев dj обозначим выходную букву, которая 
приписана дуге d] , а через Vj ­ последовательность, 
которая состояние ц*л переводит в то оостоянис, из которо­

го исходи: дуга dj , Положим 
V { V l J d 1 ' , & i ^ y X l i x g | MĀLxu.:„Ku*i, У и Л д 5 м г а ) . 

1 ОС <* ОС 

Раоомотрим основной подавтомат как самостоятельный автомат 
о начальным состоянием CĻ4 . Подадим на его вход последо­

вательность D K , Тогда он выдаст выходную последователь­

нооть 
Б »(W<, о,6ц,.. .Д«,о, ,Щ ,о, 8}urfļij*fl, №, о/,,,,.. . ^ J , 
где Wj ­ выходная последовательность, ооответотвующая 
куоху Vj i а dj 1 ( . . . , d j« ­ выходная последовательность, 
соответствующая куоку Хи . . . д ^ , следующему непооред­

стзекно после Vj . Очевидно, подпоследовательность 
^1 / • ••Ак, t&mt-'-j ^u*. 

посяедсвагельности Е есть характеристическая последова­

тельность данного основного подавтомата. 
Пуоть £ - произвольная стратегия. Теперь нетрудно 

показать, что оущеотвует основной подавтомат Ах такой, что 
если его раооматривать как самостоятельный автомат о началь­

ным ооотояниеы с^ , то стратегия 2 , примененная к авто­

мату А,х У. входной последовательности DK , сделает ошибки 
во зоех тех местах, которые соответствуют кускам Ли,..,,ас«. 
пооледовательнооти D K i т . е . для любых j И l , 1<T<OV» 
1 4 J £ U, выполнится норавекетво 
£ ,Щ MA\xi%-Fui 

%&Ļr>*Jm,9i ^ о , С 1

­ ' Л ( 1 ­ 1 > » * « ) Ф8Л . 
Это неравенство показывает, как надо определить характерис­

тическую последовательность искомого автомата At . Далее, 
по характеристической последовательности однозначно можно 
восстановить оам автомат Ак . Таким образом, 



Определяй теперь искомую входную последовательность 
следующим образом: 

«4, - { » < в , Р к . , ( к ^ ) А в . 1 , } , к . ­ 6 * ­

Пусть А ­ произвольный автомат из клаооа R k . lU опре­

деления к ­шифратора следует, что о помощью последователь­

ности и)и мы впервые достигнем ооотояния <^л автомата А 
после подачи начального куска 

U > o ( K ) = | K 0 , D K O I , D K ­ i , l < } • 

До этого мы все время оудеы находиться в к ­вибраторе 
(последовательность, которую при этом выдаст к ­шифратор, 
ооозначим через Q 0 ( « ) ) . Последовательность W 0 построе­

на тан, что долее следует кусок D« , таким образом, поолв 
подачи и)д(к) мы будем находиться в точности в такой ае 
ситуации, как если бы мы основной подавтомат рассматривали 
как самостоятельный автомат о начальным состояние:: а.А , 
подавали входную последовательность D K И прогнозировали 
согласно следующей стратегии: 

Пусть теперь для автомата А з качестве основного подавто­

мата выбран автомат A T ' . тогда, очевидно, 

Ш*(Ыо,А) > £ ' 7 D K , A E I ) }(а-1)у(к-1)<к. 

Поэтому 22 (b)0lUa.2''6*ļ*(x-)b(a-i).li((K~i)IK-
итоюда, учитывая значения л,а.,1л , получаем • 

£ *(и)0, и а > 2 , к ) £ ( а ­ 1 ) к ! о д 2 к . 
Теорема донаэано. 

Вместо прогнозирования поведения автоматов козшо 
рассматривать Каике и предельный синтез автоматов. В этом 
случае по паре (хЩ,.;,Щ\ } , { ч ( 0 , • • • ,У(г)) требу­

ется построить автогаат А' , который на последовательности 
W = j ' x ( l ) , . • • , « ( t ) , . . . ) неотличии от "черного ящи­



ка" А . Совокупность воех таких А' обозначим череа{А ,̂). 
В этом случае под стратегией 71 понимается общерекурсив­

ная функция, которая каждому ьхртежу<х(11.../х(г),и(11...,д(*)> 
сопоставляет некоторый автомат из U„ (или более точно: 
номеру кортежа сопоставляет номер автомата из U0 ) . A t ­
5 a2(«

:

fl)i­
i i

J
3 C

(U­ufi) i,.. i )y(t)) будем называть гипотезой, по­

рождаемой в момент t , Пусть: 
а) для любого t автомат А* входное слово 

x(i)...x(t) прорабатывает в u(l) • yČtj . т . е . А^ не явля­

ется "язно" неверной гипотезой; 
б) существует такое Т , что 

А т " А г и " ••• = А 1 и А'б ( Л и ) . 
3 таком случае будем говорить, что стратегия 2 

синтезирует в пределе автомат А на последовательности и) . 
В этом случае череа 2

г

1*(и))А) оудем обозначать число 
изменений гипотез, т . е . число различных t , при которых 
A ^ f 4 A t , 1 . в остальных случаях Z* ((*),А) "*> , Вели­

чини 2Z*(
U

>, U a , к ) определяется аналогично 
£(w,Ua;«c) только вмеото £*(и),А) беретом И*(и),А). 

ТЕОРЕМА i. Пусть а > 2 . Существует отратегия И 
такая, что дли любой входной последовательности со 

S * ( w , U e , K ) ; S (а-ļ)« l o g P к . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Раоомотрин вмеото отратегии 2 из 
доказательства теоремы I стратегию 7Z , которая делает все 
то г.е самое, что Т. , за исключением того, что последова­

тельность $ она моняет только в те моменты t , в кото­

рые происходят ошибки, т . е . 2 (
x

(i),---,x(t);i}(ll... 
• • . , y ( t ) ; x ( M ) ) . Легко проверить, что асимптотика (5) со­

храняет силу и в этом случае, так как при ее выводе мы 
фактически используем только те моменты t , в которые 
стратегия ошибается ( т . е . выполняется неравенство ( ч ) } . 
Моменты, в которые происходят ошибки, обозначим соответ­

ственно через t , , t 2 / . . . , т л , п=.22'*(со,А) . Таким образом, 



нашаогратегин £ иуда? иолольвовать только поиладовотель­* 

н о с и » 5 l V I * f M . i l * . 
Раоомотрим теперь построение э :фективной стратегии 

£ по отратегии .С , Буква у , которую отратегия X вы» 
дает в момент t , должна удовлетворять нораваиотву ( б ) , 
Пуоть t • (t< , t ,4< J , Тогда лерпвенотво (б) принимает 

Для наждого t t ( t / , + | . i ] букву у можно определить, 
иопальвуд только конечный начальный куоок последователь­

ности р '» Отот начальный куоок назовем существенным для 
данного момента t , Учитыипн конструктивную оходимооть 
рнда £pC$ļ) , нетрудно убелцгьон, что он аффективно оп­

ределяется по паре ( x ( l ) , , . .,x(fr)), j y ( t ) , . . y f t ) ļ • Заметим, 
что еоли оууеотценный начальны;, нуаок для моменте f вы­

бран достаточно длинным, то он может окаватьон оуществен­

ным такие и для следующего момента И Т.д. Пусть теперь 
ГЦрЫ'Р* " моменты иа промежутка Г/ + , j , 
в которые иы иннуждени менять (удлинять) выбранный ранее 
сущеогьошшй начальный кусок (чтобы можно было проверить 
неравенство ( ? ) ) . Далее заметим, что если ми уже дошли ДО 
руцвотнемного начального куски, который содержит искомый 
Граф , и этот куоок за 0* содержит еще достаточно длин­

ный "хвоот", то но крайней мере по причине неравенстве (*?) 
его менять не потребуется (если он будет меняться, то 
только за счет ошибки, когда ыонпетоя оаыо Ъ )• Отсюда 
следует, что если каждый следующий существенный начальный 
куоок мы будем выбирать достаточно длинном по оравнению о 
предыдущим (например, длини 2 , где п ­ длина предыду­

щего куска), то мы подом добиться того, что общее число 
изменении оущеотьенных начальных кусков за очет неравен­

ство ( ? ) не преваоПдет «•(|Q»­|logJ|qj). А число изменений су­

щественных начальных^ куоков за счет изменения cauofl пс­

сисдовательнооти $ равно числу изменений последователь­



ноете? , т . е . рвано чиолу ошибок, соиерщенных страте­

гией 21' , а это чпохо, как сладу от иа доказательства те ­

орема I , "­в превосходит ( а ­ 1 ) к 1 о д а к +>(< | о д а к ) . Отою­

да иы получаем, что описанная отратегия Л оущеотвенные 
начальное куони меняет не более чей (a-t)Kloqzn + *(K\oqj<)+ 
+*(;G*iicqll'!ļ<|)-(a-ljK[og1,K*(>f!<i«g,i<jpa3..В промежуток времени, 
когда существенны:1 начальна;! куоок "в. меняется, отрптогия 
Z прогнозирует следующее .значение, используя только 
этот начальны:-; кусок и текущую вершину каждого графа ив 
втого куска, ЬвЛве точно зто означает олэдуюцее. Текущая 
ворвийв графа Gļ з моментt­ это та першинв графе Gj , в 
которую слово переводит качельную вершину. 

Таким образом, еоли для графа Gj мы знаем текущую верши­

ну, то мы можем определить букву у , которую Gj (как ав­

томат) видает после яедечи х( t + 1 ) , если до этого было 
подано z ( i ) . . . x ( t ) 5 информацию о самом олове x(l),.. 
.. щцц можем не хранить, 

Отовда следует, что прогнозирование, выполняемое 
отратегиеЗ 2 в промежуток времени, когда существенный 
начальный куоск не меняется, меяет выполнять коночным ав­

тора?. ВМТрянияЫИ этого автомата являются всевозможные 
рьсстапозкз текущих вершин в выбранном начальном нуске 
( т . е . каждое состояние ­ это выбранный начальный кусок, 
где в каждом графе из этого куска отмечена одна вершина, 
называемая текуче?.; одни состояния от других отличаются 
забором тедущос вераин). Переход из одного состояния в 
другое осуществляется в соответствии с переводом тонущих 
вершки в каждом графе при подаче буквы х . В качео.ве вы­

хода берется та буква, которую должна выдать стратегии Е ' 
в данной ситуации, 

Зтот автомат и язляетоя той гипотезой, которую в 
рассматриваемый промежуток времени выдает иокомая отрато­

и и я 2 . Очевидно, чколо изменений гипотез равно числу из­

менении существенных начальных нусков. Следовательно, 



2Z*(w,A ) (а - 1)к ( o g g < . , Теорема доказана. 
Ноно, что нижняя оценка, достазлломая теоремой 2 , 

сохраняет оилу и в данном случае. 
Рассмотренные вьг.;.е случаи имели аналогию о проотым 

вкопериыентом. Рассмотрим теперь олучаи, который имеет 
аналогии с кратным экспериментом. Пуоть не вход "черного 
ящика" А подаетон последовательность входных слов 

, &*'{*..*. Trr^i 
и пуоть [ņniļt,... ,qt, . . . } - ос ответ отвуюца я по­

следовательность выходных слов (подача каздого олове на­

чинаетоя о начального оостояняя автоыата А), 
При прогнозировании по т р о й к е • • • > r l i ] > % + i 

требуетон предикввать . В данном олучао А) 
означает чиоло различных г , при которых 

*(* ^ ч и - т ш у Ф ч ^ - г. 
При предельном синтезе по u a p e ( f i , . . . , % U ' ^ , ) 

требуется определить автомат А , которым на входных оло­

оах из Q неотличим от А . Величина 72 ( Q , A ) оплоделя­

етоя аналогично < С * ( Ш , А ) , Т О Л Ь К О вместо 6y:ts o c ( i ) , ijft) 
берутон соответственно олова ¥t > I t

 и гипотеза А t о п р е ­

деляется как At Ч < , * l t ) -

Повторяя те но оаыне раооу?­дения, которыми ыы поль­

зовались при доказательстве теорем I и 3, моимс доказать 
оледующие неоколько более общие утверждения. 

ТЕ0Р2МА l i Пуоть аы , Оущоотвует стратегия 22 
такая, что для любой последовательности входных олов Й 

£ * ( а , и Я 1 к ) ; £ ( а ­ 1 ) к 1 о о , к . 

ТЕОРЕМ 3 . Пуоть d > 2 , Существует стратегия 2 
такая, что для любой последовательности входных олов Q 

£ * ( Q , U A / K ) š ( а ­ 1 ) к ( э д я к . 

Теорема 3' играет важную роль при исследовании оин­

тези программ по иоторияы их работы (ом.Гб1), 
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ЗАМЕЧАНИЕ О СИНТЕЗЕ ПРОГРАММ ПО ИСТОРИЯМ ИХ РАБОТЫ * 

Синтез программ по иоторияц их работы, по­видимому, 
являетоя одной из наиболее важных проблем теории обучаеыоо­

ти. Даже обучение таким алгоритмам, как оложение и умноже­

ние, обычно происходит следующим образом: учитель разъясня­

ет их работу на отдельных примерах, т . е . сообщает истории 
их работы на зтих примерах, а затем ученики оами на основа­

нии этой информации синтевируют общие алгоритмы (програм­

мы). Недавно Бирманом [ 2 , 3] были предложены эвристические 
алгоритмы синтеза программ по иоториям их работы,и эти ал­

горитмы были проверены о помощью электронной вычислитель­

ной машины. Однако математические ооновы такого процесса 
синтеза почти не исследованы, именно ввиду важности втой 
проблемы мы решили выделить полученные нами результаты в 
виде отдельной статьи, хотя о математической точки 8 р е н и я 
они являются простыми следствиями работы [ ч ] . 

D качестве модели мы оудсм рассматривать машины Пос­

т а . Все результаты, которые здеоь будут получены, легко пе­

реносятся и на более общие языки программирования, только 
в оценнах может добавиться константный множитель. 

Будем рассматривать одноленточиые машины Поста с 
внешним алфавитом | 0 , l ) . Они задаются командами вида: * ­

­ сдай ­ 1 головки иа одну ячейку влево, —­ ­ одвиг голов­

ки на одну ячейку вправо, V ­ печатание I в обозреваемой 
ячейке, 0 ­ печатание 0 в обозреваемой ячейке, ? ­ у с л о в ­

ная команда: переход по I при наличии I в обогреваемо.1, 
ячейке, пероход но 0 в остальных олучаях, ! ­ команде 
"СТОП". Иа р и с . ! воображен пример программы. Эта программа 

«) Результаты настоящей статьи были опубликованы без дока­

Н.М.Барадинь 
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¥ • 1 1 1 (рис.2) перерабатывает в у . И И (рио .З ) . При втоы 
программа выполняет следующую последовательность ноианд! 

Она оостаалена иа воех команд, которые последовательно про­

ходит данная программа при переработке я . Такую последо­

вательность мы будем называть операционно­логической иото­

рией данной программы на « (понятие введено в [ 5 ] ) . 
Сформулируем теперь иаолодузмую проблему. Пуоть Р ­

произвольная программа машины Поота и 

О. ­ { « « , ос, , . . , , » t > . . . ) 

­ бесконечная пооледовательнооть натуральных чиоел. Будем 
считать, что на всех етих числах x t программа Р когда­

нибудь останавливаетоя к выдает результат Р(х.)(такие Q 
будем называть допустимыми для Р ) , Пуоть h t ­ операцм­

оннз­логическая история программы Р на x t . Пуоть дано 

Используя вту информацию, требуется определить программу 



P ' , которая на £t оовпадает о Р , т . е . Р*(к)~ Р(я) 
для я б « . Совокупность всех таких Р 1 обоаначим че­

рев { Р а } . Под стратегиями будем понимать общерекурсквныо 
функции П. , которые кортежам вида -<хиЬч... , a c t , h t > 
оопоотавляют программы малин Поста. Программу Pt -

П(*«|И,,|..,*,,Ь^) будем называть гипг те80й, порождаемой в 
момент t . Пусть: 

а) для любого t программа Р по крайней мере на 
о г , , х в , • •• , « t оовпадает с Р , 

б) существует такое Т , что 

Fļ. . FV+<- ,., » Р
1 к р ' е ( Р я ) , 

В таком олучае будем говорить, что стратегия П оин-

тезирует в пределе программу Р на яоеведовательноотя Q 
по операционно­логическим историям, В этом олучае черев 
П (а,Р) Оудем обозначать число изменений гипотез, т . е . чио­

ло различных t , при которых Г г * p t , « . В оотальных слу­

чаях Р. * (£2 , р ) - •"=» . Наша цель ­ оценить величину 
П # ( 0 , Р ) . Через | | Р | | обозначим чиоло условных команд, 
входящих в программу Р , 

T120PEUA I . Сущеотвует сгратегия ГТ такая, что для 
любой программы Р и любой последовательности О-

П # ( й Р ) * П Р И | о д 2 | | Р | | . 

При использовании доотыточно развитых алгоритмичес­

ких языков для реальных программ величина ' II Р II обычно от­

носительно небольшая. Так, например, для программы умноже­

ния двух матриц | | Р | | = 3 , Таким образом, теорама I пока­

зывает, что существует стратегия, которая в процеосе син­

теза делает весьма небольшое чиоло ошибок (почти соизмери­

мое с тем, что делает средний программист при составлении, 
аналогичных программ). 

для доказательства теоремы Г каждой программе Р мы 



сопоставим следующий автомет Р в в т , с входным алфавитом 
( 0 , 1 ) . Пусть программа Р начинается с условной команды 
(это обстоятельство не ограничивает общности). Программу 
Р представим себе как граф. Оставим в этом графе те вер­

шины, которые соответствуют командам вида "?" и " I " . Пути, 
составленные из остальных вершин, заменим дугами. Точнее, 
если путь иыеот вид, изображенный на рис.4а , то его заме­

ним дугой с вхолной пометкой I и выходной пометкой 
(Г,, Г . > - , 0 ° ) (рио.4б) . В результате ыы получим диаграм­

му некоторого автомата, который обозначим через Р о Г г. . 
Для программы, изображенной на рис .1 , соответствующий авто­

мат Раат. имеет вид, изображенный на рио.5 ; его выходной 
алфавит» { ( ­ Л ) , (V, ) , ( ­ , ? ) , ( ­ J ) ) • 

б ) Q tM,,;WQ 

Р и о . * . 

Р««с.5. 
О­евидно, по Р а а т . однозначно можно восстановить 

саму программу Р (которую з данном случае обозначим через 
(^о»г. )лрогр ) . 

Теперь о элементом х , последоьательноы'и ь?. и 
историей h T » ? M , ? u a ' > . . . ? u , t , где и, ­ последова­

тельность команд (безусловных), лежащих между двумя услов­

ными командами, ассоциируется аходное олово ? t ­ * н ? * * • • • 6 * i r 

(*tj « { О , О ) следующим образом: £t, ,£1г, •• ,it[t ­ это 
последовательное»ь • н а ч е ш и : , которые принимают условные 
команды яри переработке ч> сегласио истории h t (ми 



очитаем, что условная команда "?" принимает вкачвния I , 
воли в обозреваемой ячейке записано I , и С в остальных олу­

чаях) , Другими словами, слово ft в диаграмме автомата 
Р „ т . аадает тот же самый путь, что и олове аз г о истори­

ей h, в программе Р . Заменяя теперь в последователь­

ности = •••,*!•»••• } элементы *г оловами ft , мы 
получим последовательность входных слов 

Теперь нетрудно убедитьоя в справедливости следую­

щего основного утверждения, устанавливающего связь между 
оинтезом автоматов и программ: 

А, Боли А ­ некоторый автомат, который неотличим 
от Р о в г . на последовательности входных олов (подача 
каждого олова начинается с начального соотояния 1 ) , то 
программа ( А ) П Р О Г Р . , получаемая иа автомата А , неотличи­

ма от программы Р на последовательности О. ( т . е . имеет 
такие же истории и выдает такие же результаты). 

Применим теперь к последовательности & и автомату 
Р„,т. стратегию £ иа теоремы й' работы | Ч ] , Получим 

£ * ( Q.\Pa,r. ) £ | Р о в г . | | о 9 , | P«.r.|­(II РII Н)Ц„(| |Р | | + 1), ц ) 

Отратегии £ для вычисления ( г и ) ­ й гипотезы использует 
• нортаж K t = < f ( , a . r . ( f , ) , Р 0 » г . (%•)> , Однано 

искомая стратегия П для вычиодения ( t * 1 ) ­ й гипотевы 
может использовать только кортеж N t

 e < x i ' h , »••>'»"r»h r>. 
Но по втому кортежу, как нетрудно убедитьоя, аффективно 
можно построить кортеж K t , Поэтому стратегия П работает 
следующим образом! по кортежу N t находит кортеж К г , за ­

тем к кортежу K t применяет стратегию 22 и находит гипо­

тоау A ^ = S ( K t ) , далее, автомат А т преобразует в 
программу ( A t ) n p a r p , и эту программу выдает В качеотве ре­

зультата на кортеже N r . Из утверждения А и соотношения 

( I ) следует, что 



П # (а ,Р)*| |>| | .1од ,||РЦ. 
Теорема доказана, 

ЗАМЕЧАНИЕ. Фантичеоки мы доказали неоколько более 
оильное утверждение: построенная стратегия П синтезирует 
в пределе программу Р' , которая на последовательности i i 
не только выдает такие же значения*, нак Р , но, кроме 
того, такие же олерациокно­логические иотории. 

Раосыотркм теперь вместо операционно­логичеоких ис­

торий сак называемые операционные иотории [ 5 ] . Обычно они 
являются той минимальной информацией, которая оообщаетоя 
ученику а процессе обучения того или иного алгоритма. Они 
получаютоя из операционно­логичеоких иотории, если вычерк­

нуть вое условные команды. Так, например, операционная ис­

тория, соответствующая рассмотренному выше примеру, имеет 
вид —•» —• —~ v <*« •> I . В атом олучае величину, 
задающую число изменений гипотез, обоаначим через fi*(Q,P). 
Через |Р| обозначим чиоло воех команд, входящих в програм­

му Р . Имеет место 

ТЕОРЕМА 2 . Оущеотвует стратегия П такая, что для 
любой программы Р и любой последовательности s 

n * ( Q , P ) * | P | l o g , | P | . 

Справедливость теоремы 2 легко вытекает из теоремы 
I, Для этого достаточно заметить, что любую программу Р 
можно прообразовать в эквивалентную программу Р 1 , встав­

ляя ­ между любыми двумя безусловными командами О — * О у
с

" 
лозную команду "?" .Q—*(DCZX)« Очевидно, 1 | Р ' | | ^ | Р | . 
При­ атом операционные истории программ Р 1 и Р совпадают. 
Ко для программы Р1 пи операционной истории к, к , . . . к в ! 
однозначно можно восстановить олзреционно­логичесную исто­

рию; ' K , 7 K t ? . . . ? К 4 ! , Следовательно., для .программы 
Р' можно применить стратегию П из теоремы I . Получаем 
оценку n*(SL,P,)*\\P,\\\oqt\l?,\\*\P\\oq2\P\ .Теорема 
доказана. 



Вопрос о том, имеет ли место в случае операционных 
историй точный аналог теоремы I , оотеется открытым, 

Также представляет интерес исследование предельно­

го оинтева прогреми о небольшим параметром Ц Р || I приве­

денные аоиыптотини для ai ого олучая мало пригодны* 
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П00ТК1Щ8 ПРЛНОЯ КСТЕм}' ПРИЯЕРОВ ДЛЯ ПРОВЕРКИ КОРРЕКТНОС­

ТИ ; 1 Р о г ?ш 

аЛ.Баредипь, Я.и,Б*­.чевоки>., А,А,Калниньш 

I' Проверке корректности (отладка) программ являет­

ся кеиболее трудоемкой чаотью на пути автоматизации про­

граммирования. Один иа подходов для рашония этой проблемы 
был намечен в работах Д:::..Маккарти [ i ] и Д.Скотта [2] и з а ­

тем развит з более практическом плане в работах [3 ] , и 
др, 3 этих работах речь идет об акоиоыатиэации процеоса 
вычислений. Однако практическая реализация этого подходи 
пока вяе озязана оо значительными трудностями. Поьтому в 
настоящей моменз и, неверное, з ближайшей будущем програм­

мисты будут псянзоитьоя старым и проверенным опособом от­

ладки програим, состоят:* з Том, чте каадый раз строится 
некоторая сиотеыа примеров, и програмиа проверяется на 
етс:: систэме примеров. Еоли отлаживаемая програмиа орабо­

тает лрзвкльно на этой системе примеров, то програимкет 
обычно считает, что программа составлена правильно. Подбор 
хорошея онотаиы примеров является наиболее тонкой частью 
такого процесса отладки. Обычно программист старается най­

ти такую оистему примеров, чтобы на ней можно было пройти 
зсэ зотзи программы. К если на такой сиотеме примеров, на­

вызаемои э дальнейвв* полной, программа сработает правиль­

но,, то у нас обычно есть большая увереннооть в том, что 
программа будет правильно работать и ив других примерах, 
Коночно, этот критерий не является абоолютньш, но на прак­

тике ив пользуются доотаточно успешно. 

Таким обревом, основной гл.. соленой для автоматизации 
списанного процеоса отладки пвляетоя задача автоматическо­

го построения полной системы примеров по заданной програм­

ме. Сразу ясно, что в общем олучаз проблема построения 
полной системы примеров алгоритмически неразрешима (см.так­
к в

, М ) » Дель настоящей отатьи ­ доказать, что для весьма 



широкого круга задач типа обработай данных вта пробдвиа 
раарвшииа. Для формализации оуцвотввнной части (о точки 
зрения вашей проблемы) процеоаа обработки данных мы введем 
некоторую абстрактную машину (типа машины Тьюринга), рабо­

тающую о массивами. Эта машина будет называться базовой 
машиной, а язык програныировагия, пороаденный ею, ­ баэоаым 
языком. В конце отатьи будет показано, каким обравом, ис­

пользуя алгоритм построения полной оаотемы примеров для 
программ на базовом языке, мокко построить полную оистему 
примеров для достаточно широкого класса программ, вапиоан­

ных на КОБОЛе. 

Определим базовую машину (рис.1). Она ооотоит иа 
управляющего блока, конечного числа односторонних входных 
лент А , ? ; . . .С и конечного числа односторонних выходных 
лент W /*/','.'. УК . Управляющий блок содержит конечное 
число ячеек a;ti,..':,v , называемых внутренними ячейками. 

• • • 
а h

 : v 

В кокдую внутреннюю ячейку J O B H O эапмоивась произвольное 
целое число. Входные и выходные ленты состоят также кз яче­

ек; в каждую ячейку также ыожех записываться произвольное 
полое число. Ленты будут использоваться для изображения 
массивов. Под массивами мм будем понимать конечные после­

довательности целых чисел. Будем говорить, что на ленте 
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 в о и и '

 и а ч и н а я 0 п в

Р ~ 
вой ячейки, аапяоазы чиола п , ; п , , . . . , п х i t о с т а л ь ­

ные ячейки * пустые ( о м , р и о , 1 ) . Чиола п1упя < 1 . * с л е ­

дуя традиции, Судей н а в и в а т ь аапиояки м а с с и в а . В д а л ь н е й ­

шем, говоря о массиве X , будем понимать м а о с и в , а а п и ­

саиный на локте X . 
Определим т е п е р ь команды, которые мояет выполнять 

машина» &i* команды в дальнейшей будем н а з ы в а т ь базовыми 

командами. Пуоть X ­ обозначение произвольной входной 

ленты, У ­ обозначение произвольной выходной ленты, fr,f­

­ обозначения произвольных внутренних я ч е е к , с " о р о и в ­

вслькос целое чиоло ( к о н с т а н т а ) . 

1. X"—»т ­ оодерхимое обовреваемой ячейки ленты 

X переяиоываетоя во внутреннюю ячейку X ( т . е . ячейке Г 

присваивается очереднал з а п и с ь масоива X \ и головка п е ­

редвигается на одну ячейку в п р а в о , команда имеет два в ы х о ­

да! выход " t " , к о г д а обогреваемая ячейка оодержис целое 

чиоло, и выход к о г д а о б о г р е в а е м а я ячейка п у о т а я . В 

последнем случае вначенлз ячейки t не м е н я е т с я . 

2. t : = > y " содержимое внутренней ячейки t п е ­

реписывается в обовреваеную. ячейку ленты У , а головка 

передвигается на одну ячейку в п р а в о . Команда имеет один 

выход, который для определенности обозначим череа " t M . 

3 . t * " ^ * ( c « = ? v ) ­ оодержимое ячейки t (или 

константа с ) переписывается в ячейку v « Команда имеет 

один выход, который также обозначим черев * Ч " , 

4 . t « v <• с ] ­ команда имеет два выхода: если 

содержимое ячейки Т меньше содержимого ячейки v (или 

константы С ) , т о управление п е р е д а е т с я по выходу V 1 , в 

противном случав по выходу 
5. ЯОП ­ ничего не д е л а е т с я (нет операции)) коман­

да имеет один выход V . 

6. СТОЯ ­ машина о с т а н а в л и в а е т с я . Команда не имеет 

выходов. 
Команды I и 4, имеющие два в м х о д а , мы будем называть 



условными командами, остальные ­ бееуодовными номандами. 
Содержательно под программой мы будем понимать про­

грамму, записанную в указанной системе команд* Формально 
программу мы определим как четверку 1х ,*У , % , Т J , 
где X - алфавит обозначений входных лент (например, 

•X » 1 а , В , ­ ( с ) ) , "У ­ алфавит обовначений выход­

ных лент (например У *» { U,V ,,..,Z ) ) , Ж ­ алфави* 
обовначений внутренних ячеек (например,X »{а,Ъ, • • • > v } ) , 
ОТ ­ граф­схема, составленная из описанных выше команд. 
При построении граф­схемы допуокается, что выходы некото­

рых команд остаются свободными, т.е. не ведут ни в одну 
команду прогремим (например, на рис.2 выход первой 
команды). Кроме того , предполагается, что вое команды 
(точнее, все вхождения команд в граф­схему) перенумерова­

ны, и выполнение программы всегда начинается с первой 
команды. Будем считать, что в момент запуска программы вое 
внутренние ячейки содержат нуля. Программа останавливается, 
когда она попадает на команду СТОП. В случае, когда про­

грамма попадает на свободный выход, будем считать, что о 
ней происходит авария. В случае, когда алфавиты Х,У,£ 
будут яоны из контекста, программу будем отождествлять о 
ее граф­схемой. 

На рис.2 изображен пример программы, которая на 
двух упорядоченных массивов А и В (упорядоченным будем 
считать массив, в котором записи следуют в возрастанием 
порядке) образует новый упорядоченный ыаосив U , содержа­

щий все записи ыаооивов А и В . Еоли маооив А пустой, 
то происходит аварии (выход г ­ " первой команды ­ свобод­

ный). Программа написана ошибочно; если в массивах А и В 
встречаются одинаковые samīci , то программа зацикливается. 

2° Переходим к определению полной системы примеров. 
Под путем программы мы будем понимать любую последователь­

ность вида (а , , £ | , а * , £ а , . . . , а м , £ и , а , ) , где а-., i * 1 , 
2 I ­ команды данной программы (точнее, их номера), 



Рив.2, 

и «в команды а ( г команду C | t 1 надет * ы х о д е ļ -»•.-}) 
Для простоты будем окатать, что иа любой . манды в любую 
другую команду ведет не бодав одного в ы х о д а . Поэтому в 
дальнейшем при обоавачвния пути будем п и о а т ь просто 
( сцса , . . . / . , ) . :Путь § » ( a i , a , , . . . , а „ ) будем назы­

вать гетвью программы, воли а , ­ либо первая команда npi 
граммы, либо условная команда, а*. - либо условная коман­

да, либо команда СТОП, а все a t ­ безусловные команды. 
Таким обравсм ветви ­ aso линейные хуоки программы. Про­

грамма, изображенная на рис ,2 , имеет следующие ветви: ( 1 , 
2 ) , ( 2 , 3 ) , ( 3 , 4 , 5 ) , ( 2 , 9 , 1 0 ) , ( 1 0 , 8 ) , (11 ,13 , 3) и т . д . 



Под примерок Р для программ* Тт ,Vt%44T\ 
будем понимать сопоставление, ноторое каждой входной ленте, 
».е . каждой букве алфавита X ставит в соответствие кон­
кретный массив. Под применением программы Т и примеру Р 
будем понимать выполнение программы Т при уоловии, что на 
входных лентах записаны сопоставленное им массивы. Будем 
говорить, что путь сх " (а< , ог • . . . , а, J программы Т 
реализуем на примере Р , если программа Т, примененная н 
Р , проходит путь ot , т . е . в своей работе, начиная о не­, 

которого момента, выполняет последовательность команд 
(°иа*, • • • t

 ai) , Пример Р будем называть допустимым 
для программы Т , воли Т , примененная к Р , не имеет 
аварии и когда­нибудь останавливается. Далее оистему при­
меров 2L для црограымы Т будем называть полной, если: 

1) 2 состоит из допуотиыых примеров для програм­
мы Т t 

2) любая ветвь программы Т , которая реализуема На 
каком­нибудь допустимом примере, реализуема па некотором 
примера на 2L . 

TSOPESIA I . Существует алгоритм, который для любой 
программы Т строит конечную полную оистему примеров. 

Для доказательства теоремы нам потребуется ряд 
вспомогательных утверждений. Пуоть Г ­ произвольная про­
грамма о алфавитом входных лент Х « { А / ^ ) . . . , с ) , о ал­
фавитом выходных лент У *• {U , V, , . .„% ) , о алфавитом 
внутренних ячеек £ ­ / а , b , . . . , v } , и пуп» X€• X, 
t , v e X и Уе "У . Введем обозначения; X 1 * I ­тая 
ваоиоь массива X , ­ j ­тое значение внутренней ячей­
ки г , т . е . t ­ верное аначание, присваиваемое t коман­
дами вида X =>t, V =*­t"/ C = > t , г 2 ­ второе значе­
ние и т .д . (t*­{>),oc «(а* ,^1, проиаводваый путь 
программы Т «, 

Введем граф реализуемости <3.(<х)путм <x»jb , J a» / . . . i 

« i ) ври услоаош, что « , ­ первая команда программы. 



Верзяяы этого графа буду? изображать записи маооивов, вве­

денных при выполнении пути «С . К вершине, изображающей 
запись X

1 , будем приписывать метку X1 , называемую ос­

новной. Вершины о основными метками вида X будем назы­

вать переменными вершинами. Этот граф будет оодержать так­

же и вершины, называемые константными, соответствующие 
константам, встречающийся в командах рассматриваемого пу­

тл ( т . е . i командах вида С = * V , t < c ) . Эначения этих 
констант будут приписываться к соответствующим констант­

ным вершинам в качестве основных маток. Конец массива У 
будет изображаться специальной вершиной о основной меткой 
X . В дальнейшем вершину о основной меткой х будем на­

зывать просто вершиной х . Кроне этого, к вершинам будут 
приписываться вспомогательные метки вида t 1 , содержа­

тельно означающие, что значение t ; равно значению, соот­

ветствующему основное метке, приписанной к той же вершине. 
Дуги между вершинами 6(°с ) содержательно будут изобра­

хеть те отношения между записями и константами, которые 
должны выполняться для того , чтобы ОС был реализуем. 

ПРОПДЕУРА ЯОСТРОШИЯ б ( « ) . (?(ос) строим индук­

тивно. В качества базиса берем град , состоящий 
из О Д Н О Й константной вершины о основной меткой " 0 я и со 
зслсм огат ел ьными метками о', b', , . . , v " (содержательно 
зтим изображается тот факт, что начальные значения воех 
внутренних ячеек равны нулю). Допустим, что уже изображе­

на р ' ­ 1 команда пути л .и в результате итого получен 
граф G ( < * p ­ i ) . Пуоть i , j , K ­ наибольшие индексы, 
встречающиеся а G(<x P . « ) соответственно в метках вида 
X ' ; t J ; v * . Если матка вида X 1 ( t " , v * ' ) не мс-

вользовзва в б ( « р ­ , ) , то считаем i e O ( j = O , v » 0 j . 
Строим G 

1 . Если команда а Р ииеет вид X ^ t , и иа ау 

в <*,,.< веде» выход V , то к в fotp­*) добавляет си вер­

шина Х- оо вспомогательной мотков t ' 4 ' . 
2 . Если X = * t и выход » ­ • , t o добавляется спе­



циальная вершина X* (если такая в G(<Xp­, ) еще не имеет­

с я ) . 
3 . Еоли t = ^ y , то 6((Хр­<)на меняется. 
4 . ­Если t => v , то к верикяз со вспомогательной 

меткой t J ' приписывается еще одна вспомогательная метка 

5 . Если с v , то строится константная вершина 
с (если такая в 6 ( « р ­ < ) еще не имеетоя) и к ней припи­

сывается вспомогательная метка V
я

*- • 
6 . Если t < v ( t < c ) и выход п + п , то из вершины 

о метноЯ V* (из вершины с , которая добавляется кбкр*), 
еоли равее еа не было) в вершину о меткой t проводится 
дуга, и н этой дуге приписывается метка и 1 и , которую будем 
называть элементарным веоом данной дуги, Еоли из вершины 
V* в вершину уме проведена дуга, го новая дуга не 

строится, по к ухе существующей приписывается элементарный 
вес " I й . 

7 . Если t < v ( t < c ) и выход ' ­* ' , то ив вершины 
о меткой f в вершину о меткой v K (в вершину с) прово­

д и т с я дуга о элементарным весом "О" (если такая еще не 
проведена). Еоли ранее узе была проведена дуга о элемен­

тарным весом "1 п,т«вовая дуга не отроится. 
6. Если НОП, СТОП, то 6 ( л Р ­ < ) не меняется. 
Определим теперь оиотему неравенств N (Ьс), соот­

ветствующую пути ос , По определению переменными системы 
N (<х) являются вое основные метки вида X ' « встречающиеся 

в G((*.). (Подчеркнем, что если G(«*) имеет ыетху А 1 , то 
G(o­) имеет и метку А 1 " ' ) . N (ос) со дерзит отолько от­

дельных неравенств, сколько дуг имеется в графе С (ос) . 
Пуоть х и у ­ произвольные вершины 6(<к) (на самом 
деае это метки в и д е X 1 иди константы). Неравенство 
ас > у ( х > ц ) принадлежит N(<*) тогда и только тогда, 

к о г д а в графе G ( b t ) из вершины ос в вершину у ведет 
д у г а с элементарным веоом 0 (соответственно I ) . Таким об­

разом, решение системы N (<х)­)то конкретные маооквы 



A f В , , , . , С t т . е . пример для программы Г . 
На рио,3 изображен граф реализуемости в(<х<) при 

ОС, » ( 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 3 , 1 1 , 1 2 . 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 ) для программы иа 
рис ,2 , 

Рио.З, 

Система неравенств Н (емД соответствующая атому пу­

ти, имеет вид: , . . 

А
2

> 3 < 

Путь < ч » ( а « , а , , а , ) будем наан­

вать противоречивым, еоли он содержит две команды вида 
X и X = ^ t ' . г д е 'Х"Х' (пуо»ь номера этих команд 
соответственно а т и а„ , где K m < n < l ' ) н из 
Ощ в " « . i ведет выход а иа а „ в а ч м выход 
"+". Ясно, что противоречивый суть ыереалиауем, т . е . ие 
существует припер, который его реализует. 

ЛЕММА I . Пусть ос. ­ путь, иачинащийоа первой 
командой программы. 

1. Путь ос реализуем тогда и только тогда, когда 
он непротиворечив и Nļbc) имеет решение. 

2 . Е С Л И А ; л
2

. . . / а 1 В ; 8 * . . . у в
п

/ с\с1..,с
1

~ 
- реаение системы Ы[ас) и о< - непротиворечивый путь, 
то пример Р - (А,в , С ) . г д е 



реализует путь 'X . 

Справедливооть згой леммы вытекает из построения 
G(oc) И Ni(oc). 

Веоом ориентированного пути графа б (ос) будем 
называть сумму элементарных весов дуг,соотавлкадих этот 
путь. 

ЛЕШ 2 . Система неравенств имеет решение 
тогда и только тогда, когда в Q[<*-) х 

X. Не имеетоя циклических путей с весом бояьье нудя, 
2, Вео любого пути, ведущего из любой константной 

вершины с , в любую другую константную вершину сг , 
не больше ревности с , ­ с 2 . 

Необходимость очевидна. Докавем достаточзооть. Ре­

шение системы будем отроить следующим образом: исходя из 
G (« ) , мы будем постепенно приписывать переменным верши­

нам вида X 1 некоторые значения. Эти значения будут слу­

жить решением системы К (ос). Будем считать, что G(°0 я з ­

ляетоя связным графом; в противном случае описанную икже 
процедуру будем проводить для каждой связной части 
отдельно. Будем говорить, что вершила х графа G(bc) боль­

ше вершины у на \> ( р > о) единиц (иди у меньше х 
на р единиц), если максимальный из весов путей , ведущих 
из х в у , равен р . нуден считать, что константным 
вершинам значения уме присвоены ­ зто соответствующие кон­

станты. Еоли G ( v ) константных вершин не имеет, то выби­

раем какую­нибудь переменную вершину и присваиваем ей про­

извольное значение. Остальным верщинаы значения будут при­

писываться индуктивно. Опишем шаг индукции. Выбираем про­



иавольнуи вершину х , которая больше (или меньше) какой­

нибудь вершины у , которой уже приовоено некоторое значе­

ние а . 4а овкэноотх б (°0 следует, что такая вершина 
обязательно найдевоя. Пусть вершина х больше (или меньше) 
вершины у на о единиц. Тогда вершине х мы присваиваем 
8наченне а * р (ооответотввнно а ­ р ) , Этот процесс про­

должаем до момента, когда воем переменным вершинам будут 
приовоены значения. Из уоловий леммы следует, что этот про­

«еоо всегда выполним. В результате мы получим решение сис­

темы N ( = N ) . 

Условия I и 2 леммы 2 в дальней:;, ­м будем называть 
условиями реализуемости. Дальнейшее поведение программы 
после выполнения пути ос , очевидно, аавиоит только от о т ­

ношений между записями, содержащимися во внутренних ячей­

ках. Для характеристик*» втой ситуации введем понятие состо­

яния S(oc) программы поола выполнения пути ос . S(°c) оп­

ределим, исходя иа GM , при помощи следующей процедуры» 
X, Стираем в 6(°<­) вое основные метки вида X'. 
2. Стираем вое вспомогательные метки вершин, з н а ч е ­

ния верхних ивдекоов которых не являются максимальными; у 
вспомогательных меток, значения верхних индексов которых 

являются максимальными, стираем т о л ь к о вти индексы, 
3 . исключаем поочередно вершины, которые после в ы ­

полнения I и 2 не имеют меток, и между оставшимися верши­

нами проводим новые дуги, учитывая т р а н з и т и в н о с т ь отноше­

ний,, ;» ' ' и „ > , т . е . еоли в исключаемую вершину входят 

дуги d[ о веоами p i и выходят дуги e j о веоамя (Ļj , 
т о любую пару д у г ( d i , e j ) заменяем на новую д у г у fK о 

веоом ^ n ­ p j +0,1 • 

* . Заменяем в е с а д у г , которые превышают р а з н о с т ь 

между максимальной я минимальней константами программы на 

э т у р а з н о с т ь (максимальной ( с о о т в е т с т в е н н о , минимальной) 

константой программы называем наибольшую ( о о о т в е т о т в в н н о , 

наименьшую) к о н с т а н т у , входящую в команды вида С «=^v я 

Т < с ; р а з н о с т ь между максимальной в минимальной к о н ­

Отантами обозначаем черев d ) , Еоли программа содержит 



менее двух равличных конотант, то 4 » I , 
5 , Стираем изолированные константные вераинс, кото­

рые не имеют вспомогательных меток, 
Таким обрааом, .S(°0 характериаует отношения между 

значениями внутренних ячеек после выполнения пути оС . 
Подчеркнем, что признак конца массива (метка вида X * } 
также остается в соотоянии S f x ) . 

q д * На рио.4 предотавлено состо­

яние программы ив рис.2 пос­

ле выполнения пути °С • ( I , 
n g . 2 , 3 , 1 , 5 , 3 , 1 1 , 1 2 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 

V 8 ) . (см.также рис .З ) . 
р • 4 Два оостояния S(x) и 

S(ji) мы очитаем одинаковы­

ми ( S (<х) = S(j3)) , если они как грайи о помеченными 
вершинами и дугами совпадают. Очевидно, еоли S(oC)"S(fi), 

to S(oc) и S ( ļ i ) одновременно удовлетворяют или не удовле­

творяют условиям реализуемости. Отметим еще два свойства 
оостояния Sfc£) , вытекающие из его построения: 

СВОЙСТВО А . Боли в графе 6[а<.) имеются вершины оо 
вспомогательными метками t ' и V* , где i, к ­максималь­

ные индексы в метках вида г t ' / К ' • я , еоли ив вершины о 
меткой Г в вершину о меткой */к ведет путь о весом р , 
где p**d , то в S ( * j существуют вершины с метками t и у , 
и из вершины t в вершину у ведет также путь о весом р ; 
если р • cl , то в S(ос) соответствующие вершины соединяет 
путь о весом d , 

СВОЙСТВО В. Для любой программы чиоло всевозможных 
различных состояний (когда мы барам всевозможные пути) ко­

нечно. 
Пут» <x-{a,lal,.,a„_i,an,an + t ) , состав­

ленный на путей Ji = ( ' а , , а а / . . . , а п . , , а , , ) и 1**(о п ,в и 

a t ) , обоаначии через ос =» J3 + J" 

ЛЕША 3 . (основная). Если пути ос и J b программы Г , 



оканчивающиеся яа одной и той же команде, реализуемы, 
и 5 (ос ) = , то для любого пути f иа того, 
что реализуем путь ос +jŗ , оледует, что реализуем 
путь f> +f • 

Для доказательства леммы по аналогии о графом реа­

лизуемости 6 (jf) введем граф реализуемости G(s(<x) ( ļjŗ) 
пути ^ из ооотояимя 5 ( c t ) , Он получается применением 
описанное выше процедуры построения графа реализуемости, 
только в качестве иоходного графа берется не 6(ос.) (ом, 
построение 6(ос)) , а граф 5(ос) (считается, что его меткам 
вида t е 2 приписаны верхние индексы "О"). Легко прове­

рить, что для любого реализуемого пути сх. и любого пути 
^ граф! в (ос • £ ) и G [5 (°0, § ) удовлетворяют условиям 

реадизуемооти одновременно. Для этого достаточно заметить, 
что G(S(oc) ( ŗ ) строится, исходя из S(<x) , а + г ) 
- иоходя ив G(oLļ, Но процедура построения графа реализуе­

мости такова, что в каждый момент она использует только . 
вершины о метками, имеющими наибольшие индексы. Согласно 
свойству А состояния Sfoc) отношения между этими вершина­

ми в S (ос) и в G (ос) о точки зрения условий реализуемости 
одинаковы, отовда и вытекает требуемое соотношение между 
G(S(c<) y jr) и 6(<*.••• <f) • Далее, е с л и ос и J5 оканчи­

ваются на одной и той же команде и S(čx) » S ( j l ' , и , 
очевидно, для любого G (S(oc), ŗ ) и О (S(p),ŗ ) удо­

влетворяю: условиям реализуемости одновременно. Таким о б ­

разом, мы получаем, что все четыре графа G(oc+f) , Gfa'fcļr) 
G(S(J5), )f), 6 Сp* f ) удовлетворяют уоловням реализуемос­

ти одновременно. Отсюда и из реализуемости пути <* + ŗ 
следует реализуемость пути JJ + J" , Лемма д о к а в а н а . 

Раоомотрим р а з в е р т к у программы Т в в и д е д е р е в а . 

К корню этого д е р е в а (назовем е г о О­ м нруоом) припишем 

номер первой команды, т . е . е д и н и ц у . Еоли сх, ­ п р о и з в о л ь ­

н а я вершина а ­ го яруоа и к ней приписан номер команды 

а(с\) • то ив варимы «ļ, выходят с т о л ь к о же д у г и и хеыи 



- m -

же метнами, что и ив e(flļ,J ­той команды в программе Т , 
В концах атих дуг находятоя вершины к+1 ­ го яруса, к 
которым припиоаны ноыера соответствующих команд. Дуги, оо­

ответотвущив овободныы выходам команд, не отроятся. Под 
ветвью дерева развертки программы будем понимать ветви, 
начинающиеся с корня дерева и идущие до обрыва (еоли аетзь 
когда­нибудь обрывается) или до бесконечности (еоли ветвь 
никогда не обрываетоя). Очевидно, ветвь обрывается, когда 
она доходит до команды СТОП или команды, все выходы кото­

рой овободны. В этом случае ветвь является конечной; по­

следнюю вершину этой ветви будем нсэызать концевой. Если 
концевой вершине приписан номер команды СТОП, то такую 
ветвь будем называть СТОП­ветвью, а остальные конечные 
ветви ­ тупиковыми ветвями. Ветвь будем задавать последова­

тельностью вершин («"/«/ <\,t, • • / <Vt > • •' ) • K S кото­

рых она составлена. 

Ясно, что между вершинаки дерева развертки и путями 
программы, начинающимися первой командой, можно установить 
взаимно однозначное ооответотвие: верхние <\, , лежащей на 
ветви (<ь ,<•,,/•• ••• ) » сопоставим путь (а(сь,), 
а ( Ч » Ь - -

 а (<"/)) • э ™ П У Т Ь обозначим через <*(<*) . Да­

л е е , будем считать, что каждой вершине <\ дерева разверт­

ки кроме ноыера команды «(я.) приписано также состояние 
S ( « f y ) ) , где ос(^) » И ч « ) ' а ( < Ы '

 в ( Ч ) ) • Зто 
соотояние будем называть состоянием данной вершины. 

Ь дальнейшем по определенному правилу будем обре­

з а т ь ветви дерева, мы начнем о ветви, определяемой меткой 
" t "» т . е . о ветви, на которой из любой вершины в следующую 
вершину ведет выход "+" . Пусть мы уже обрезали ветзь п в 
некоторой вершине . (Более точно это означает, что в 
дереве развертки ыы стерли дугу, иоходящув из и при­

надлежащую Ь , вместе со всеми'се продолжениями, Принадле­

жащими как h , так и другим ветвям). Тогда ветвь Ь' , ко­

торую будем обрезать следующей, определим оледуадим обра­

зом: двигаясь по предыдущей ветви h обратно, начиная с 



вершины °/!, в оторону печальной вершины отыскиваем вер­

шину а' , из которой выход М ведет в вершину о," , не 
принадлежащую ветви h . 3 такой случае начало ветви Ь 
до вершины о/ совладает с началом ветви h , затем сле­

дует дуга (q/,£V") ,'• а продолжение ветви h опять опре­

деляется меткой "+". 
опишем теперь правило, по которому мы будем обре­

зать ветви дереза (ветви, ос:азхиеоя лооле обреаания, бу­

дем называть обрезанными ветвями). Пусть h•(<}<,<)>•/•• 
­ очередная ветвь. Просматривая эту ветвь, начиная о CĻ, , 
оброзаем ез ка первой вершине а, { > , на которой выполняет­

ся одно из следующих уояовий: 
1. a,it яаляетоя концевой вершиной ветви (тривиаль­

ное обрезание), 
2 . Еоли путь a C « ļ , # ) « ia{q,<),a(qfl)i...,4(0,1.)) реали­

зуем, но n y t b o c ( « ļ , , . , ) . ( a ( t > ( ) < a ^ e ) / . . . < a ( c v , J , a ( ^ | . . . 1 } ) • кото­

рый получается добавлением к ос(4,­р) дуги (Я". * ^••­ч J " 
нореолизуем. 

3 . Просматриваем вое обрезанные ветви в порядке их 
обрезания и вое их вершины в порядке их следования на вет­

вях, включая и вершины данной ветви, лежащие ниже fy , Ес­

ли среди атих вершин существует вершина pj такая, что 
e ( p j ) "

a

( * i . )
 и 5 К и М - S ( o c C c j , u ) ) , то ветвь h 

обрезаем в вершине и полученную обрезанную ветвь на­

виваем ветвью, обрееанной по повторению. Первую такую вер­

ейку pj при описанном выше порядке просмотра дерева бу­

дем называть обрезающей вершиной. Легко проверить, что об­

резающая вершина не может быть концевой вершиной ни на од­

ной ветви. Если обрезающая вершина находится на обрезаемой 
ветви, то вту яотз­ь будем называть обрееанной.по самоповто­

рекию. 

Ив того, что чиоло различных состояний для любой 
программы конечно, оледует, что все ветви будут обрезаны 
и процесс закончится построением конечного дерева, состоя­

щего ив обреаанных ветвей. Легко убедиться, что описанный 



процеоо обрезания является эффективным. В случаях I к 3 
эхо очевидно, эффективность случая 2 вытекает ив лемм I и 
2. Учитывая еще, что дерево раавертки достаточно строить 
только до точек обрезания, ыы получаем, что оуществует ал­

горитм, который по любой программе Т отроит олмоенное 
выше обрезанное дерево развертки. 

Возьмем теперь обрезанное дерево и будем приписы­

вать к его ветвям, обрезанным ло повторению (в том числе и 
по самоповторению), продолжения, заканчивающиеся командой 
СТОП. А именно, пусть для некоторой обреваннои ветви 
h = (q,ilcĻ,ļ<ļ,ie ) обрезающая ее вершина pj ле­

жит на какой­нибудь СТОП ветви ( р , , р , , . , . , p j . , ,p; ,pj„, . . . ,p«) 
( <*(р*) ­ номер коианды СТОП), Тогда к ветви Ь приписы­

ваем отрезок CTOll­ветви ( p j , pj-n, . •• • P't) и вновь по­

лученную ветвь (cv, ,<1,г, . . .% 9 ,р \*%, . . . , р* ) называем СТОП­

ьетвью. получаем новое дерево. К втому дереву опить приме­

няем описанную процедуру, такой процеос продолжаем до тех 
пор, пока количество СТОП­ветвей больше не увеличивается. 
Полученное в итоге дерево будем называть деревом реализуе­

мости. Дерево реализуемости программы из рис.2 имеет вид, 
изображенный на рис.5. В рис.5 в концах обрезанных ветвей 
приписано: СП ­ для ветвей обрезанных по самоповторению, 
СТОП ­ для СТОП­ветвей, НР ­ для нереализуемых ветвей. 
Прерывистыми линиями отмечены продолжения СТОП­ветвей, при­

писанные к обрезанным ветвям. В концах ветвей указаны но­

мера ветвей. 

Заметим, что каждая ветвь h ~(ц ,,qa, • • ,• ,<\г ) дере­

ва представляет определенный путь в программе, а именно: 
( а i^i),1-1 (Ч^)/• •• ' а ( Ч г О • 1 1 3 построения дерева реали­

зуемости и леимы 3 непосредственно вытекает 

ЛЕММА 4. Для любой в"тви дерева реализуемости су­

ществует пример Р , который реализует эту ветвь ( т . 
е . реализует путь программы, задаваемый этой ветвью). 

Если путь программы, задаваемый некоторой ветвью п 



Ряс. 5 



дерева реализуемости, содержит ветвь S программы, то бу­

дем говорить, что ветвь h дерева реалиауеыооти содержит 
ветвь S программы. 

ЛЕММА 5. Ветвь программы S*(a1latl..,ļaK) реализу­

ема на каком­нибудь допустимом примере тогда и только 
тогда, когда оущеотвует СТОП­ветзь дерева реализуемос­

ти , которая содержит ветвь $ • 

Достаточность условий леммы вытекает иа леммы 4. 
Докажем необходимость. Будем говорить, что первая дуга 
ветви ( а в , а , , . . . ,ак) программы принадлежит ветви (ц,и 

<V» i • • • / £ Ь) •• Ч­*) Дерева, если оущеотвует такое ъ , что 
( i ( ^ a ) = ­ a 0 i a ( ^ t + , ) ­ и , . Из построения дерева реали­

зуемости и определения ветви программы (как линейного кус­

ка программы) вытекает следующее овойотзо. еоли СТОП­ветвь 
дерева реализуемости содержит первую дугу какой­нибудь 
ветви программы, то эта ветвь дерева содержит целиной вою 
ветвь программы. Поэтому для доказательства того, что про­

извольная ветвь 8 •* (а,, а,, . •,, а*.) программы принадле­

жит какой­нибудь СТОП­ветви дерева реализуемости, нам до­

ота«оЧно доказать, что первая дуга этой ветви принадлежит 
некоторой СТОП­ветви дерева реализуемости. Фактически мы 
будем доказывать более сильное утверждение, но перед этим 
Введем несколько понятий. Будем говорить, что дуга ос» (а,ь) 
программы Т реализуема из сотояния 5 , еоли для Т су­

ществует пример, который реализует 00(0 ,1») , я перед вы­

полнением команды а программа находится в состоянии S . 
Будем говорить, что дуга л = ( а , Ь ) програымн, начинающая­

ся состоянием 5 , принадлежит дереву реалиеуемости, еслч 
в дереве существует ветвь h «(ej,,, о^г,.../C^t) о эершиаа­
м и Чг « <Ь­н 'акями, что a ( q , J ­ о , а (cf t . < ) « b Я 
S (<ļ.b) • S . Очевидно, лемма 5 будет доказана, еоли 

мн докажем следующее 

УТВЕРЖДЕНИЕ А. Пусть ОС ­ ( а , , o i y . . . , « , , . . . ) ­ произ­



вольный реализуемый путь, где а, ­ первая команда про­

граммы и пусть S, , S a , ­ состояния, в которых 
находится программа перед выполнением соответственно команд 

А1,а

г, • • • / <"|/ ••• . Тогда любая дуга этого пути, начинаю­

щаяся о любого ооотояния, ив которого она реализуема, при­

надлежит дереву реализуемости. Притом, если а - ^ ^ а , , . , . ^ , ) 
реализуем к e>t ­ коменда СТОП, то любая дуга этого пути, 
начинающаяся о ооотояния, из которого она реализуема, при­

надлежит некоторой СТиП­ветви j jpeaa реализуемости. 
Утверждение будем доказывать индукцией по i , 

1 = 1,2, . . . , 1­1, . . . , Из построения дерева реализуемос­

ти вытекает базио индукции: дуга ( а , , а л ] , начинающаяся о 
качельного ооотояния программы, принадлежит некоторой вет­

ви h e »(c^.c^J, . . . , Qyt ) дерева реализуемости, где 
а («v ' ) ­ e< , a ( c ļ j j « а , и 5(<ļ,j) - начальное состояние 
программы, Пуоть мы уже доказали, что дуга (щ.^ , на­

чинающаяся иа состояния 5f.< , из которого она реализуе­

ма, принадлежит некоторой ветви п.­., в (Ч , /«»1 , ­ ­ ­у<Н« •••) 
дереза реализуемости, где а ( о А f ) - а - , . , , а(а,%)­uj и 

5(су._ <) ­ S | . < • Докажем, что оущеотвует ветвь 
h i ­ (Ч< ̂  , • • •, Су'р J4V« i i - '>':> < Ь ) Дерева реализуемости. 
Где а ( а / Р ) ­ а . т&Цп) • O h 1

 и 5 (41,) ­ 5 , . Сначала от­

метим, что еоли ветвь п^_, в вершиье cj,^ не была обре­

зана, то h j « h j . ļ и требуемое утверждение доказано. 
Поэтому рассмотрим олучай, когда ветвь обрезана в 
вершина и/% . Пуоть ^ ­ обрезающая вершина (S(y%)= Ь(<у',)) 
и пуоть она принадлежит ветви Кг =» (°/,f <f« t • •.••>«ja,... • ) 
Еоно, что в дереве равьертки из cj,p выходит продолжение 
ветви ^ ' f , ^ . , , . . ­ / « Ц , . ­ . ) т а к о е , что b(<\p) « d j , 
а (<fc*W)*fll»i i­ • •, e(«ļ.'4 ) * а, , . Согласно лемме 3, 
путь («(ч­;),а(с^2)(... , а ( с , ; ) ( а (Vpn ) , . ­ . • реализуем. 
Вайду того, что <\'г - обрезающая вершина для ветви h ; . , , 
ветвь ilj не может быть обрезана в вершине <ļL% и, сле­

довательно, о , / . * принадлежит дереву реализуемости. 



То, что к вершине о,'р приписано оостояние 5( , ив кото­

рого реализуема дуга ( а | , тривиально оледуе: из 
построения дерева реализуемости. Первая половика утзерзде­

ния А доказана, Остается убедитьоя, что если а{ ­ коман­

да СТОЛ, то в опиоанной выше конструкции любая дуга пути 
принадлежит именно некоторой СТОП­ветви. Для этого рассмот­

рим описанный индуктивный процесс в обратном направлении. 
Очевидно, что ветвь h ( . 4 , которой принадлежит последняя 
дуга ( а 1 И , а ( ) , является СТОП­ветвью. Вспоминая процеоо 
дополнения обрезанных ветЕеа СТОП­ветвяни при построении 
дерева реализуемости, мы получаем, что ветвь h t . t также 
является CTOil­ветвью. Продолжая индуктивно это рассуждение, 
мы получаем, что СТОП­ветвями являются к остальные ветви 

»1Ц„4 , ••• , h | , . i . , h , . Утверждение А и тем са ­

мыы лемма 5 доказаны. 
Доказательство теоремы I закончим кратким изложени­

ем алгоритма построения полной системы примеров: 
1. Для денной программы Т строим дерево реализуе­

мости. 
2 . Составляем оиотены неравенств N(*«),N(«...),...,N(«,) 

путей программы, задаваемых всем СТОП­вэтвям h 1 / h», . . .^h» 
дерева реализуемости. 

3 . Решаем вое сиотаыы неравенств N(*4),N (*§),... ,N(<x») 
( м [<*. i) , i = t, 2 , . . •, э имеет решение в оилу лемм I и 4 ) . 

Для каждой системы неравенств Nfoc,) выбираем одно реше­

ние. Это решение задает пример Р, , реализующий ветвь h f . 
Из леммы 5 вытекает, что система примеров 2 1 ­ f ^ , P , , . . . , P , J 
является искомой. Теорема доказана. 

Полная система примеров для программы из рис.2, по­

строенная описанным методом, имеет следующий виг* 



Пример Сиотема неравенств! Входные массивы Результат 

Р. А В V 

Р, А ' < 3 \ А * < 3 1 

V < в\ в \ в * 

А 1 > В
1

' А ' < 8 В 

А 1 > В < А 1 . А 1 

А 4 , А » ; А 

0 , 1 2 0 ,1 ,2 
Р» 
Pi 
Р. 
По 

А ' < 3 \ А * < 3 1 

V < в\ в \ в * 

А 1 > В
1

' А ' < 8 В 

А 1 > В < А 1 . А 1 

А 4 , А » ; А 

0 
1 

1.2,3 
0 .1 .2 

1.2,3 
0,2 
0 

0 . 1 . 2 , 3 
0 ,1 ,2 
0 .1 .2 ,3 
0 ,1 ,2 

В атой таблице примеры Р< , Р г , P f , Р % , Р 1 0 построены 
ооответотввнно по СТОП­ветвям 1,2,5 ,6 ,10 (см .рис .5 ) . Эти 
СТОП­ветви уме содераат вое ветви программы, поэтому другие 
СТОП­ветви дереве реализуемости не рассматривались. 

3° Построенная выше полная, оиотема примеров предна­

значена для проверки работы программы в "нормальных" ситу­

ациях, когда программа на любом примере когда­нибудь оста­

навливается. Однако возникает вопрос о выявлении "ненор­

мальных" ситуаций в программах, т . е . ситуаций, когда сущест­

вует пример, на котором программа вообще не останавливает­

ся . В пооледнем случае будем говорить, что программа зацик­

ливается. 

ТЕОРШ 2. Оущеотвует алгоритм, который для любой 
программы Т выяоняет, зацикливается ли эта програм­
ма. 

Сначала докажем несколько лемм. 

ЛЕШ 6. Пусть Кш(а4,аш, ...,аг , ...,о%4,,...) -

путь, реализуемый на примере Р, и пусть s , , S 2 l . . . 
..., S ļ - ооотояниа программы перед выполнени­

ем соответственно команд а , , а , , . . , a t t . . . , a t t S ļ . . . . 
Пусть « t •= а г г л , St = S t t s и в n y T H f d t , c i l J , , . . , « l < J 
нет команды вида X => t с переходом по выходу "+" . 



Тогда пример К зацикливает программу на последователь 
ности ((St,al)t[S%t„att1)l...;(Stt9l ax+t))f 

т . е . 5 t = 5 t + 1 9 , аъ = a l + ( e t 3%ц-т $%ъ{8*>11 

Справедливость леммы вытекает из следующих двух 
утверждений! 

( I ) Пуоть d t = <*% + s ­ произвольная команда пу­

ти ос и пусть а г на рессыатриваемсм примере ооущестзля 
ет переход пс выходу £(£ е { + , ­ ) ) ; в таком олучае, 
если выполняются условия леммы, то alts также осущеотадя 
ет переход по выходу £ .(Следовательно, о , , . , "=Ot-»s*i^ 

(2) S% +ļ ~ S % + s * 1 • 

Так как S t = S t * s и следующее состояние одно­

значно определяется предыдущий состоянием, текущей коман­

дой и ее выходом, то справедливость (2) вытекает из спра­

ведливости ( I ) . Остаетоя убедиться в справедливости ( I ) , 
Утверждение ( I ) нетривиально, если команда аг гаеет вид 
t < y ­ . Для определенности предположим, что в момент вы­

полнения команды а г условие t < 4 r выполняется, т . е . 
переход из а г в а%., ооуществл.ньтся по вы::оду V . 
Это означает, что после выполнения команды аг в G((au 

аг, -pijļH, следовательно, в состоянии 5 г + 1 должна быть 
дуга вида 

С > — J — О * (*) 

Ясно, что если уже в состоянии *z**St+s имеетоя дуга 
( * ) , то коыанда о г к, следовательно, команда a t + s мо­

жет осуществлять переход только по выходу "+". Таким обра­

зом, доказательство утверждения ( I ) сводится к доказатель­

ству того, что уже в СОСТОЯНИЙ S x имеется дуга (•*) • Ад 
того, что S% = S%+s и среди команд a%,atr1,..., a l + s 

нет команды вида X t с переходом по выходу V , еле­



дует, что при построении графа реализуемости &(<*•) в 
промежутке ( а г , а 1 4 , , • •• , а ъ * « ) новые вершины и дуги 
не добавляются. Но так как после выполнения команды о Б в 
G(oc) и, следовательно, в S b . s = S f c обязательно должна 
быть дуга вида (#) , то эта дуга уже должна быть в оосто­

внии 8 г = S t + e • 
Случай, когда команда ot имеет выход анали­

зируется аналогично. Лемма 6 доказана. 
Будем говорить, что программа зацикливается в мно­

жестве команд Е = { с < о ; а 1 , . . . , а , j , если существует, 
пример, на котором программа,начиная с некоторого момента, 
выполняет только команды из Е , притом каждую из них 
неограниченно много раз . Ветвь дерева реализуемости b=(fy, 
ļ i r " будем называть цикличес­

кой, еоли: I ) h обрезана по самоповторению (пусть обреза­

ющей является вершина <\г ) , 2) от команды а ( ^ г ) по 
a( cV»+s) нет команды вида X ==> t с переходом по V , В 
данном случае множеотво команд Е = { а ( ^ г ) , а Н г ­ м ) , ••, a( ' :b*s­i) < 

а (<Ц+«)}» приписанных от обрезающей по концевую вершину 
ветви h , будем называть циклическим для циклической вет­

ви h . 

ЛЕША 7, Пусть h ­ произвольная циклическая ветвь 
дерева реализуемости и пусть Е ­ циклическое мно­

жество этой ветви. Тогда программа зацикливается в 
множестве Е на любом примере, который реализует h . 

Пусть Р ­ произвольный пример, который реализует 
циклическую ветвь h . Очевидно, для этого примера выпол­

няются условия леммы 6. Отоюда вытекает справедливость 
леммы 7 . 

ЛЕША 8 . Пусть В ­ множество, в котором зацикли­

вается программа Т . Тогда в дереве реализуемости су­

ществует циклическая ветвь о циклическим множеством Е . 



Пуоть программа Т зациндиваотоя в F на некото­

ром примере Р , Это означает, что примеру Р соответству­

ет бесконечный путь <х ­ (а,, а3, . . . . * , , ... J; 
пуоть S, , 5 а , . . . , Зг , • • • / Sy_ ­ ' оостояния, з ко­

торых находится программа перед выполнением соответствен­

но команд a « , a e , ­ ' ­ /
a

; , ­ ­ ­ , c i t + j > " ­ .Рассмотрим *• 
последовательность (Й * (( S , , а , )l(St ,

a

t), • • • , ( S x , a x ) t . , , 
• • •, (^%*9,

a

%*s)l-)> •'•3 леммы 6 вытекает, что начиная с не­

которого места, эта последовательное?! станет n e p K o ^ s f ­

кой, т . е . оущестзуют такие г и з , что программа зацик­

ливается на пооледовательнооти F * ( C S t , / a t ) / ( s l . 1 / а » . . , ) , . . . 
• • •< ( s t .5 ,a»^ $ ) ) . Будем считать, что этот период является 
наименьшим, т . е . все пары ив F различны, лщем в дереве 
реализуемости первую вершину а, в (в порядке построения 
этого дерева) такую, что пара ( S (а,р), <* (Чр)) е ^ 
Для простоты будем считать, что [S(a,P),a(a/P)) - ( S t ,аъ) 
и cļ.р принадлежит ветви = ( Ч м , з , 2 / Я ' р ' " - ) . В оилу 
утверждения А из-доказательства леммы 5 таьая вершина в 
дереве обязательно найдется. Теперь нетрудно убедиться, 
что из <ļ.p выходит продолжение {*/p*A>Q,p+i,... ,a,p+s)j 

где [ 5 ( ^ p 4 l ) l a ( a , p ^ 1 ) ) = ( S z , , l a l ^ ) , ( S ( Q / f , t a ) l a ( a , p t Z ) ) m 

* ($i*iY«t*¥&'r»<^ ( S ( 4 P » s ) ,
 a (Чр**))~ 

= ( S r + s / O , , , ; • и это продолжение 
целиком принадлежит дереву реализуемости. Действительно, 
так как путь ох реализуем и ( 5 (^р),а((\р)) - ( Э г t а г ) , 
то по лемме 3 получаем, что ветвь b - (с„ ,а/ш,..., CĻP, ... 
• • • / ^ Р * « ) реализуй­а и S (q,p) ­ S t , 5 ( < f r p * i ) ­ S , . b . . . 

: • i & ( ^ р + | ) " 5 1 4 5 » Отоюд следует, что ветвь h не может 
быть обрезана ни в одно.; иа вершин ° , р 1 < ^ р ^ , , . . < \ р , а . , , 
ток как это противоречило бы выбору вершины а,а и тому, 
что все пары ( S t < a t ^ ; ( S t + , , a ī + 1 ) , . . . , ( S t . S / a t . s ) различ­

ны. Эта ветвь будет обрезана только в вершине <{р+в 1 1 0 

самоповторению с вершиной QyP . Согласно лемме б,к ветви 
h не может быть приписано продолжение до команды СТОП, 

поэтому h не является СТСЛ­веты­а. Таким образом, для 



полного доказательства леммы остаетоя убедитьоя, что путь 
(а* i a » * i / ••• >

 а

ь*э)
г:

(
а

(
с

ЬрЬ
а

(Чрч)' •• / оодержит 
команд вида X г с переходом по "+" . Это вытекает из 
того, что пример Р конечный, но путь (ах 

выполняется неограниченно много раз и поэтому не может со­

держать команду вида X е * t о переходом по "+" . Лемма до­

казана. 
Из.лемм 7 и 8 непосредственно вытекает существова­

ние алгоритма, требуемого в теореме 2: еолк в дереве реа­

лизуемости данной программы Т существуют циклические 
ветви, то программа может зацикливаться; в противном слу­

чае ока не может зацкклиззтьоя. Теорема доказана. 
Далез возникает вопрос об алгоритмическом выявлении 

все/, ситуаций, в которых программа зацикливается. Систему 
примеров Z 1удем называть циклически полной для про­

граммы Т , если в любом множестве команд Е , в котором 
программа зацикливается на каком­нибудь примере, программа 
зацикливается на некотором примере из . 

ТЕОРЕМА 3 . Существует алгоритм, который для любой 
программы Т строит конечную циклически полную систе­

му примеров. 

Алгоритм построения искомой циклически полной сис­

темы примеров аналогичен алгоритму построения полной сис­

темы примеров в теореме I , только вместо СТОП­ветвей дере­

ва реализуемости мы рассматриваем циклические ветви этого 
дерева и вместо леммы 5 используем леммы 7 и 8. 

Циклически полная система примеров для программы 
из рис.2 состоит из одного примера ZT ~ (Рц) (см.де­

рево реализуемости на рис ,5 , ветвь 9 ) , где Р 9 = ( А = О , 0 1 = О ) 

О 
4 . Базисный язык программирования, описанны в I о 

точки зрения практического применения, является весьма 
ограниченным. Но он обладает тем свойством, что,с точки 



зрения построения полной оиотемы примеров,к нему сводим 
практически весьма широкий клаос Программ. Для илляст­

рации этой ситуации мы построим полную систему примерев 
для одной программы, записанной ка КОБОЛе. Б данной статье 
мы не будем четко формулировать ограничения на программы 
КОБОЛа (хотя это не представляет трудностей), при которых* 
описанкыи выше алгоритм применим. Выбранный нами пример 
КОБил­програымы заимствован из книг;; [в]. Он является до­

статочно типичным примером для задачи обработки данных. 
ЯРйМЕР. Рассматривается несколько упрошенная зада­

ча для ежемесячного расчета суммы заработка, выдаваемой На 
руки, и обновления массивов облагаемых налогом сумм. Вход­

ными массивами при расчете являются: 
а) массив начислений, содержащий табельные номера и 

начисленные в текущем месяце суммы заработка работающих; 
б) массив облагаемых налогом сумм, содержащий та­

бельные номера и начисленные в прошедшем месяце суммы з а ­

работка работающих; 
в) массив фамилий, содержащий фамилии, табельные, 

номера и шифры налогоплательщиков. 
Выходные массивы расчете: 
а) обновленный массив облагаемых налогом оумм; 
б) ведомость па выплату зарплаты, содержащая табель­

ные номера, фамилии, суммы, начисленные в текущем месяце, 
удержки за прошедший месяц и суммы, выдаваемые на руки. 

Величина удержаний рассчитывается, исходя из оуммы 
облагаемой налогом и в зависимости от шифра налогоплатель­

щика (более подробно см. в программе). 

ПРОГРАММА 
РАЗДЕЛ ИДЕНТИФИКАЦИИ . ' ' 
ПРОГРАММА. РАСЧЕТ УДЕРЖАНИЙ И ОБНОВЛЕНИЕ МАССИВА ОБЛАГАЕ­

МЫХ НАЛОГОМ СУММ. 
АВТОР. ИВАНОВ ИВАН ИВАНОВИЧ. 
ДАТА­НАПИСАНИЯ. ЯНВАРЬ 1972 ГОДА. 
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РАЗДЕЛ ОБОРУДОВАНИЯ. 
СЕКЦИЯ КОНФИГУРАЦИИ, 

ИСХОДНАЯ­МАШИНА. МИНСК­32, 
РАБОЧАЯ­МАШИНА. МИНСК­32. 
СЛЕЦИАЛЬНЦЕ­НАВЗАНИЯ. 

ПЧ I ЕСТЬ т. 
СЕКЦИЯ ВВОДА­ВЫВОДА. 

УПРАВЛЕНИЕ­МАССИВАМИ. 
ДЛЯ МАОСйВ­КАЧПСЛЕНИ;, ПРЕДНАЗНАЧИТЬ ВК I . 
ДЛЯ МАССИЗ­ОБЛАГАЕМЫХ­СУММ ПРЕДНАЗНАЧИТЬ МЛ I . 
ДЛЯ МАССИВ­ФАМИЛИЙ ПРЕДНАЗНАЧИТЬ МЛ 2. 
ДЛЯ ОБНОЗ­МАССИВ ПРЕДНАЗНАЧИТЬ МЛ 3 . 
ДЛЯ ЗЕДОМОСТЬ ПРЕДНАЗНАЧИТЬ ПЧ I . 

РАЗДЕЛ ДАННЫХ. 
СЕКЦИЯ МАССИВОВ. 

ОМ МАССЛВ­ПАЧИСЛЕНИ;!; МЕТКИ ОПУШЕНЫ; В БЛОКЕ 50 ЗАПИСЕЙ. 
I ЗАПИСЬ­Н. 

2 ТАБ­НОМ­Н; ШАБЛОН 9 ( 4 ) . 
2 НАЧИСЛЕНО; ШАБЛОН 9(4) Т99. 

UM МАССУ13­0БЛАГАЕМЫХ­СУММ; 

M2TI­C1 СТАНДАРТНЫ; ШИФР МАССИВА ' ОБЛАГ' { 
В БЛОКЕ 50 ЗАПИСЕЙ. 

I ЗАПЙСЬ­С. 
2 ТАБ­КСМ­С; ШАБЛОН 9 ( 4 ) . 
2 ОБЛАГ­СУША; ШАБЛОН 9(4) Т99. 

ОМ МАССИВ­ФАМИЛИЙj ШЕЛ ОПУШЕНЫ; В БЛОКЕ 50 ЗАПИСЕЙ. 
I ЗШСЬ­Ф. 

2 ФАМИЛИИ; ШАБЛОН Х(18). 
2 Ш^Р­НАЛОГА; ШАБЛОН 9 . 
2 ТАБ­НОМ­Ф;­ШАБЛОН 9 ( 4 ) . 

ОМ 0БКОЗ­МАСС1.3: МЕТКИ"СТАНДАРТНЫ; ШИФР МАССИВА 'ОБЛАГ'; 
ПЕРИОД ГОДНОСТИ 3 1 ; В БЛОКЕ 50 ЗАПИСЕЙ. 

X ЗАШСЬ­ОБН. 
2 ТАБ­НОМ­ОБН; ШАБЛОН 9 ( « ) . 
2 ОБЛАГ­СУММА­ОБН; ШАБЛОН 9(4) Т99. 



ОЙ ВЕДОМОСТЬ; ПЯТКИ ОПДЕНЫ. 
1 строкА­вндоасюти. 
2 ЗАПОЛНИТЕЛЬ; ШАБЛОН X I 4 ) j ЗНАЧЕНИЕ­ПРОБЕЛ. 
2 ТАБ­HOUEP; ШАБЛОН 9 ( 4 ) . 
2 ШОДНИТШ5 ШАБЛОН Х(10){ ЗНАЧЕНИЕ ЛРСБЕЛ. 
2 Ф­И­О; ШАБЛОН Х(18). 
2 ЗАПОЛНИТЕЛЬ, ШАБЛОН Х(11); ЗНАЧЕНИЕ ПРОБЕЛ. 
2 НАЧКСЛ­РЕД; ШАБЛОН ПЛП9.99. 
2 ЗАПОЛНИТЕЛЬ} ШАБЛОН Х(Ю); ЗНАЧЕНИЕ ПРОБЕЛ. 
2 УДЕРл­РЕД; ШАБЛОН ПП9.99. 
•2 ЗАПОЛНИТЕЛЬ; ШАБЛОН Х(10){ ЗНАЧЕНИЕ ПРСБ/П.. 
2 КА­РУКП; ШАБЛОН П(3)9.99. 

СЕКЦИЯ РАБОЧЙ) ПАМЯТИ. 
77 УДЕРШО; ШАБЛОН 999TS9. 
I ЗАГОЛОВОК. 
2 ПУСТО; ШАБЛОН Х(<*0); ЗНАЧЕНИЕ ПРОБЕЛ. 
2 НАЗВАНИЕ; ШАБЛОН Х(29); ЗНАЧЕНИЕ 'ВЕДОМОСТЬ НА ВЫПЛА­

ТУ ЗАРПЛАТЫ \ 
РАЗДЕЛ ПРОЦЕДУР. 
НАЧАЛО. ОТКРЫТЬ ВХОДНОЙ МАССИВ­НАЧИСЛЕНИЙ, КАССИЗ­ОБЛАГА­

ЕМЫХ­СШ, МАССИВ­ФАМИЛИЙ, ВЫХОДНОЙ ОБНОБ­МАССИЗ, ЗЕДО­

иость. 
ВЫДАТЬ ЗАГОЛОВОК НА ЬШ. 

ЧТЕНИЕ. 
ЧИТАТЬ МАССИВ­НАЧИСЛЕНИИ 3 КОНЦЕ ПЕРЕЙТИ К КОНЕЦ. 

ЧТФАМ. 
ЧИТАТЬ УАССИЗ­ФАМИЛИЙ В КОНЦЕ ПЕРЕЙТИ К КОНЕЦ. 

ЕСЛИ ТАБ­НОМ­Н«ТАБ­НОы­<Ь ПЕРЕЙТИ К ЧТОБЛ. 
ЕСЛИ ТАБ­КОМ­К>ТАБ­НОМ­Ф ПЕРЕЙТИ К ЧТФАМ; 

ИНАЧЕ ВЫДАТЬ* ФАМИЛИИ С ТАБЕЛЬНЫМ НОМЕРОМ*ТАБ­НОЦ­

Н, * КЕТ' НА Ь!Ш; ПЕРЕЙТИ К ЧТЕНИЕ. 
ЧТОБЛ. 

ЧИТАТЬ МАССИВ­ОБЛАГАЕМЫХ­СУИМ 3 КОНЦЕ ПЕРЕЙТИ К Di. 
ЕСЛИ ТАБ­НОМ­Н­ТАБ­НОМ­С ПЕРЕЙТИ К РАСЧЕТ. 
ЕСЛИ ТАБ­НОМ­Н>ТАБ­НОЫ­С ПЕРЕЙТИ К ЧТОБЛ. 



( 
П1. 

ПОМЕСТИТЬ О В УДЕРЖАНО; ШГРЕЙТЙ К ПЕЧАТЬ­ОТРОКИ. 
РАСЧЗТ. ВСДЙ СБЛАГ-СУММА<81{ ПОМЕСТИТЬ О В УДЕРЖАНО} ПЕ­

ИИГИ i ПЕРЕКЛКЧ. 
ЕСЛИ ОБЛАГ­СУШ МЕНЬШЕ IOI ШШТ& К ФОШ. 

ФСРМ2. 
ВЫЧИСЛИТЬ ^ДЕР2АК0.8,20+(ОБЛАГ­СУМиА ­ Ю0)*0 .13{ 
ПЕРадти Л ПЕРЕКЛЮЧ. 

ФОРШ. 
в ы ч и ш г ъ УДЕРШ0»5.Е0+(0БЛАГ-СУМЫА ­ 8 0 ) * 0 .12 . 

П Е Р Л Ш Л , 
ПЕРЕЙТИ К ПОД­ХОЛ, ПЕЧАТЬ­СТРОКИ, НАЛОГ-СО-СКИДКОИ В 
ЗАВИСИМОСТИ ОТ а.ОР­КАЛОГА. 

ПОД-ХОЛ. 
ВЫЧИСЛИТЬ >'ДЕР'ШО«УДЕРЖАНО+0.0б* ОБЛАГ­СУММА. 
ПЕРЕЙТИ К ГШЧАТЬ­СТРОКИ. 

НАЛС.Т­Х­СКИДКОЙ. 
ЗЫ'ЩСЛИТЬ *Д2?ЖАН0«УДЕРШС*0.7. 

ПЕЧАТЬ­СТРОКИ. 
ВЫЧИОЛШ НА-РУКН­НАЧИСЛЕКО­УДЕРЖАНО; 
ПОМЕСТИТЬ УДЕРЖАНО В У Д Ш ­ Р Е Д ; 
ПОМЕСТИТЬ НАЧИСЛЕНО И НАЧИСЛ­РлД; 
ПОМЕСТИТЬ ФАнмЛИН В Ф­й-О; ПОМЕСТИТЬ ТАБ­НОм­Н В ТАБ­

KOilEP. 
ПИСАТЬ СТРОКА ВЕДОМОСТИ. 

ОБНСЗЛЗНИ*;. 
ПОМЕСТИТЬ НАЧИСЛЕНО В СБЛАГ­СУММА­ОБН. 
ПОМЕСТИТЬ ТАБ­НО:,. В ТАБ­НОМ­ОБК; 
ПИСАТЬ ЗА^.СЬ­иБ:!. ПЕРЕЙТИ К ЧТЕНИЕ. 

Х0К2Ц. 
ЗАКРЫТЬ МАССИВ­НАЧИСЛЕНИЙ, 
МАССЛВ­ОБЛАГАЕМЫХ­СУММ, МАССИВ­ФАМИЛИЙ, ОБНОВ­МАССИВ, 
ЗЕДСМССТЬ. 

ВЫХОД. 
ЪКЙГЛ ИЗ ПРОГРАММЫ. 
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7 ТАБ­НОП­Н=ТАЬ­Н0П­С 
т 1 

РАСЧЕТ 

10 ОБЛАГ ­СУММА < 81 8 ТАБ­НОМ­Н>ТАБ­НОМ­С 

ОБЛАГ­СУММА < 101 
1

9Ш12 ч 
1ч ноп 9 | НОП 

> 2 0 НОП 

ВЫХОДА 
|21|ВЫЙТИ 
Тга ПГОГР. 

ПЕРЕЙТИ В ЗАВИСИМОС­

ТИ ОТ ШИФР­НАЛОГА 

ПОД­ХОЛ. 

16 НОП 
ПЕЧАТЬ СТРОКИ 

17 НОП 

ОБНОВЛЕНИЕ 
и ноп |—~* 

Р и с 6. 



С точки зрения построения полной системы примеров, 
многие операторы данной КОБОЛ­програымы несущественны . 
Действительно, операторы ОТКРЫТЬ, ЗАКРЫТЬ, ВЫДАТЬ, ПИСАТЬ, 
ПОМЕСТИТЬ, ВЫЧИСЛИТЬ всегда принадлежат линейным куокам 
программы и не меняют значений данных, используемых в опе­

раторах ЕСЛИ. Поэтому они не влияют на реализуемость того 
или другого пути программы. Ввиду сказанного выше, будем 
считать, что несущественные операторы программы заменены, 
"пустым" оператором КОП. Программа, полученная в результа­

та этого замена, представлена в виде графсхемы на рис .6 . 
Теперь оставшиеся операторы программы нетрудно представить 
базисными командами: оператор ЧИТАТЬ заменяется последова­

тельностью команд вида X fļ , где X ­ название массива 
в операторе ЧИТАТЬ, t i ­ названия элементарных данных в 
описании записи массива X; оператор ЕСЛИ заменяется коман­

дами вида t < V* , где t , V- - названия данных из условия 
оператора ВОЛИ. Более точно, оператор 2 из рис.6 заменяет­

ся блоком команд, изображенным на рис .7 , оператор 4 ­ бло­

ком команд на рис ,8 , оператор 15 ­ блоком команд на рис .9 , 
а оператор 21 ­ командой СТОП. Остальные операторы ЧИТАТЬ, 
т . е . операторы 3 и б, заменятся базисными командами вида 
Х = * Г аналогично, как в случае оператора 2, а оператор 7­

кчн в случае оператора 4 . 

МАССИВ­НАЧИСЛЕНИЙ =»ТАБ­НОИ­Н 
ИТ 

КОНЕЦ | МАССИВ­НАЧИСЛЕНИЙ НАЧИСЛЕНО 

ЧТФАМ 

ВЫХОД СВОБОДНЫ* 
Рис.7 . 



ТАБ­КОМ­Н< ТАБ­КСМ­Ф 

ОПЕРАТОР 5 
Г = 

ТАБ­НОМ­Ф < ТАБ­НОЫ­Н 

операхор 5 ЧТОБЛ 

Рио.8. 

выход свободны;! 

ШИФР­НАЛОГА < I 
у — 

ЕИФР­ИАЛСГА < 2 
»-

ЫИФР­НАЛОГА < 3 

Г 
ВЫХОД СВОБОДНЫЙ + 

лод­хол 

ПЕЧАТЬ СТРОКИ 

^НАДОГ­СО­СКИДХОЙ 

Рис .9 . 

Таких образом, мы построили базисную программу 
{ X , "У, X , 5Г } , где X ­ { ИАССИВ­ЯАЧИСаЕаИй, УАОСЙВ­

ОБЛАГАЕМУХ­СЖ1, МАССИЗ­ФАМЛЛЛИ f, % ­ { ОБНОВ­ЖСИЗ, в е ­

д о м о с т ь ) , 2: ­ { ТАБ­НОМ­К, НАЧИСЛЕНО, ТАБ­КЖ­Ф, 2ШФР­

НАЛОГА, ФАМИЛИЯ, ТАБ­НОМ­С, ОБЛАГ­СУММА j , ЗГ ­ графсхема. 
Составленная из базисных команд. Далее, для атой базисной 
программы по описанному выше алгоритму строим погнув систе­

му примеров, которую затем преобразуем в систему примеров 
для данной ХОБОЛ­програмыы. В пашам случае она состоит из 
двух примеров, которые вместе с результатами работы КОБОЛ­

програымы на этих примерах представлены в таблицах I и 2 . 
Легко проверить, что КОБОЛ­программа на этих примерах ос­

танавливается, и они :. реализуют вое ветви данной программы. 



Примеры (входные массивы] • Таблица I . 

ПРИ­jЗА­ } МАССИЗ­ПАЧИСЕКИЙ { М^СТВЧЗШГ­СУМ { ШаОгШЖЪ j 
ИЕР 1ПИСЫТАБ­Н0М­Н {НАЧИСЛЕНО 1ТАЕ­НОД­С {ОБМГ­СЯИД !фАгИЖй1шфР­НАЛ[ТАЬ~1Юа­Ф ! 

; 1 ' I i 1_ L.— i ! 
I 0001 100,00 0001 80,00 А . . . А I 0001 
2 0002 ПО,00 0002 82,00 Б . . . В 3 0002 
3 0003 120,00 0003 102,00 Мт «#В г 0003 
А 0004 130,00 О0С4 84,00 Г . . . Г i 0004 
5 0006 140,00 0005 70,00 д* • *д i 0006 
6 0008 150.00 0007 60,00 v" 
Ī 0010 60,00 0010 80,00 I 0010 
2 ООН 50,00 2 ООП 
3 0015 #0,00 и . . . и 3 0012 
4 а...л 1 0014 



Результаты работы программы. Таблица 2 . 

ЗРИ­JSA­. j 0БН0В­ЦАССИ8 | ВЕДОМОСТЬ 
МЕР 'ПИСЫ ТАБ­НОИ­ОБН | ОБДАТ­СУШ­ОБН !ТАЕ­НОЫЕР;Ф­И­0 {НАЧйМ­РЕД;УД£РЖ­РЗД iKA­РУКИ 

1 } : 1 : ! 
ВЕДОМОСТЬ НА ВЫПЛАТУ ЗАРПЛАТЫ 

I I 0001 100,00 0001 А...А 100,00 4,60 95,20 
2 00С2 110,00 0002 Б. .«Б 110,00 4,22 105,78 
3 0003 120,00 0003 В. . . в 120,00 8,46 I I I , 5 4 
4 0004 130,00 0004 Г . . . Г 130,00 11,32 118,68 
5 0006 . 140,00 00С6 д . . л 140,00 - 140,00 

2 I 0010 60,00 0010 К. о «Б . 60,00 60,00 
2 ООН 50,00 ООН 1...Ж 50,00 *• 50,00 

ФАМИЛИИ С ТАБЕЛКЖ НОМЕРОМ 0013 НЕТ « 



Таким образом, в таблице I предотавлена полная оистема при­

меров для данной КОБОЛ­программы, 
Ив рассмотренного примерз уже видно, что наиболее 

существенными ограничениями для применения описанного выше 
алгоритма при построении полной системы примеров являются 
две! 

1. дангые, используемые в условных операторах (вклю­

чая оператор ПЕРЕЙТИ), не должны быть предварительно дефор­

мированы арифметическими операторами, 
2. все массивы должны проематриватьоя последователь­

но, и каждый массив разрешается открывать не более одного 
раза ( т . е . каждый массив разрешается считывать не более од­

ного pase ) . 
Однако на практике для достаточно большой доли з а ­

дач обработки данных эти ограничения естественно выполняют­

ся . Поэтому описанный алгоритм предотавлпет практический 
интерес. Проверка донного алгоритма на ряде примеров пока­

зала, что соответствующие полные окотоыи примеров получают­

оя весьма небольшими и они хорошо выявляют ошибки программы. 
Более подробное теоретическое и эвристическое обоснование 
этого явления требует дальнейших исследований. 
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РАЗРЕШИМЫЕ И НЕРАЗРЕШИМЫЕ ОЛУШ ПРОБШЫ ПОСТРОЕНИЯ ПОЛ­

НОЙ СИСТЕМЫ ПРИМЕРОВ 

А.А.Калниньш, Н.Я.Бичевсх::й, Я.М.Барадинь 

I . В н . . д а н и а . В статье [ i ļ настоящего сборника 
било рассмотрено построение полной системы примеров для 
программ одного простого языка программирования. Приведен­

ный в статье пример на языке КОБОЛ показывает, что введен­

ная там оистеыа команд (называемая базовой) достаточна для 
исследования проблемы построения полней сиотемы примеров 
для многих реальных задач обработки данных. Но имеется 
много сравнительно простых программ, которые анализировать 
с помощью базовой системы команд нельзя. В основном это 
происходит из­за того, что в логических командах таких 
программ попользуются простым образом деформированные рек­

визиты или эти програымы имеют более сложную логику работы 
с лентами (массивами). Так как для произвольных программ в 
реальных языках программирования практически нельзя эффек­

тивно построить полные сиотемы примеров, то представляет 
интерес поиок таких систем команд, которые находятся на 
границе разрешимости проблемы построения полной системы 
примеров. Мы будем дополнять базовую систему команд: 
X = » f ^ , t = > y , t = > v , c = > v , t < v ^ , k c ^ , НОП и СТОП новыми 

командами. В настоящей работе рассматриваются четыре такие 
системы команд К, „ К 2 „ Kj „ К 4 (базовую систему команд 
будем обозначать через К„). Первые три из этих систем 
команд допускают простые арифметические преобразования эле­

ментарных данных, участвующих в логических командах, а 
именно ­добавление и вычитание константы. Эти расширения 
базовой системы команд охватывают типичные применения счет­

чиков в реальных программах. Четвертая система н о м з н д К 4 

допускает повторное считывание входных лент. К сожалению, 
уже довольно скоро проблема построения полной сиотемы 
примеров становится неразрешимой. 



Понятия программы, ветви программы и примера длв рас­

сматриваемых нами систем команд полностью аналогичны соот­

ветствующим понятиям из [ i ] , так как они не аавкопт ОТ вы­

бора конкретной системы команд. Поэтому сохраняется поня­

тие полной системы примеров (ПСП), введенное г [ х ] , ­ К А К 
системы допустимых примеров, .на которых реализуемы вес зет­

ви программы, которые вообще реализуемы не каком­нибудь до­

пустимом примере (допустимый пример ­ это призер, НА кото­

ром программа доходит до команды СТОП и по пути НЕ имеет 
аварий, т . е . не попадает на•свободный выход какой­нибудь 
команды). 

Сохраняется также понятие зацикливания программы ­ как 
беоиоиечной работы программы на конечном примере. 

2 . С и с т е м а к о м а н д К , . В каждой про­

грамме выделяетоя набор специальных­ внутренних ячеек ­

счетчиков 2 , , . . . , 2 Г (начальные значения этих ячеек, К А К и 
всех внутренних ячеек, равны 0 ) . Для счетчиков вводится Н О ­

вая команда z, • l«=*z ( (смысл ее очевиден). Из команд 
системы К 0 для счетчиков допускаютоя только команды с = * Z ; 
и Z | < с . Для лент и остальных внутренних ячеек долуокают­

ся все команды системы К 0 , Полученную таким образом новую 
сиотему команд обозначим через К . . 

ТЕОРЕМА I . Существует алгоритм, который строит ДСП для 
любой программы з системе команд К, , 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству 
теоремы I из [ i ] . Изменяется только определение состояния. 
Согласно f l ] i соотояние ­ это граф, характеризующий отноше­

ния между записями, содержащимися в ячейках t , , • • • / t p . В 
нашем случае к состоянию добавляется еще информация о счет­

чиках ­ вектор 8 » < Ь , , . . . , Ь г > ( г ­ число счетчи­

ков) . Пуоть с * т а х | с; | , где максимум берется по всем 
константам С\ нашей программы, входящим в команды вида 
CJ = > Z ; ИЛИ 2 | < C J . Тогда значение вектора В в ДАННОЙ 



точке пути (Лврея выполнением очередной номанды) определя­

етоя олвдувщиы образом: Ь| » <*i> (содержимое ж/ ) , еоли 
| <*1> |<<Г , и b | « f f * 1 , еоли <г,)>С. (Случай 
<*!><­с л программах сиотемы К* появиться не может). При 

таком определении ооотояния выполняется точный аналог лем­

мы 3 иа [ I ] . Доказательство этого аналога в точности оов­

падает о докаеательотвоы леммы 3 ив [ I ] , за исключением 
случая, когда на рассматриваемом пути значения счетчика 
становятся больше Г . Но л данном олучае, кан легко понять, 
поведение программы уже не еавиоит от конкретного значения 
счетчика, большего " , так как в командах £ ) < С | все вре­

мя будет осуществляться переход по Такой переход мо­

жет прекратить только появление команды в и д а с л = » 2 1 , но 
в таком олучае аиаулируетоп прежнее значение очетчика. Это 
оеначает, что еоли в рассмотренном олучае мы заменим зна­

чение очетчика на с" + 1 , то дальнейшее поведение програм­

мы от этого не изменится. 

Поскольку аналог леммы 3 ив [ ī ] выполняется, то 
дальнейшее доказательство Теоремы I полностью совпадает с 
доказательством георемы I иа [ : ] . 

Столь же проото можно доказать аналог теорем 2 и 3 
на [ i ļ для системы команд К 4 . 

3 . С и с т е м а к о м а н д К 2 отличается от 
сиотемы команд К, тем, что для любого счетчика дополни­

тельно разрешается пользоваться командой 2 , ­ 1 =*Z\ . Таким 
образом, в данном случав под счетчиком снимается обычный 
счетчик, и которому можно как прибавит;., таи и отнять кон­

станту. 
Кзвеотно [2], что добавление одного очетчика к ко­

нечному автомату охраняет разрешимость основных алгорит­

мических проблем над автоматами. Аналогичная ситуация име­

ет место и здесь, 

ТЕОРЕМА 2 . Существует алгоритм, который .роит ПСП 



для любой программы в системе хоыанд К 3 о одним 
счетчиком. 

Основная идея доказательства будет заложена в лемме 
I . Пусть дана ttpbr*31П№ Р в системе команд К 2 с одним 
счетчиком z . . Говоря содержательно, мы хотим показать, .. 
что если в программе Р какая­то команда (или дуга) дости 
жима, то она достижима на таком пути, на котором значение 
счетчика по абсолютной величине не прзвооходит значения 
некоторой эффективной функции от размера Р (чиолз команд, 
числа ячеек памяти, величины и чиола констант). Один из 
вариантов такой функции можно .задать на языке состоя!­:;:.;, 

Еоли в программе Р заменить команды 2 i ­ 1 = > z , . 
z ­ 1 = » 2 , с s=»z на команды НОП, а z < c ^ * на НОП о 
фиксированным переходом по "+", то получим программу Р' в 
системе команд К, (аналогично Р" , если в 2 < с < £ ^ фик­

сируются переходы по " ­ " ) . Если теперь считать качельной 
какую­нибудь команду а программы Р ' , то эффективно 
можно получить множество всевозможных состояний 5 0 этой, 
программы в омыоле [ I ] . Теперь определим п(р) равным мак­

симуму от 15а | по всем командам а программ Р' и Р" 
Пусть Č" , как и выше, равно максимальному | c i | в коман­

дах вида z < C | или С |==>2 . Далее, пусть а, ­ чиоло 
команд в программе Р , тогда произведение по, будем ис­

пользовать для характеристики размеров программы, а 2(c^n)i 
+S будет служить ограничивающей функцией для счетчика. 

•.' ' , "• • . . * 
ЛЕША I . Если в программе Р в системе команд К» 

для некоторой ветви программы оущеотвует реализуемый 
СТОП­путь ос ( т . е . заканчивающийся командой СТОП), 
содержащий эту ветвь, то существует также реализуемый 
СТОП­путь JJ , содержащий эту ветвь, который обладает 
тем свойством, что на неы ^ е время | < z ? | < 2 (<^n)*+č". 

Для доказательства леммы рассмотрим для пути ос вое 
его максимальные отрезки, в которых < z > > č или<г><-с" . 



Поскольку для <2> < ­ £ вое раооуждения оиыыетричны, рао­

омотрим только случай <z> >С , Пусть в | , ­ . , 4 , , один 
такой охреаок! в, , . . . ; в ц * ооотояния в смысле [ i ] ( т . е . 
беэ учета значения счетчика) соответственно перед выполне­

нием команд o , , , . , , d M | Z, Z u ­ значения счетчика z 
соответственно перед выполиениеи команд Л,, .>, ) t «м | 
Su.t и Z и с о о т в е т с т в е н н о ооотояние и значение счетчи­

ка после выполнения команды ал . Уточним начало И конец 
выбранного отрезка так, что Z ^ c * , Z u . ­« < ^ • а 
аое оотальные Z i > č T , Очевидно, Zi + ļ разно либоZt• 1 , 
либо Z | ­ i , либо Zi , (Случай команды вида c = » z ­

он может отнооиться только к переходу от Z M к Z u . i ­

пока не будем раооматривать). Находим наименьшее I , , при 
котором в данном отрезке достигается максимум <J t> i т . е . 
Zi » m a x Z i . Часть пути до I, назовем восходящей, часть 
о 1 0 до и ­ ниоходящей. 

Пока мы находимоп в выбранном отрезке, реализуемость 
пути о<. не зависит от конкретного значения z , тан как 
во воех командах г < с осуществляется переход по 
Считая укеэанные переходы в командах z «г с временно фик­

оированными, мы фактически работаем о системой команд К 0 , 
а з таком случае можно применить лемму 3 иа [ I ] . Поэтому 
иыоет меото следующее основное утверждение: если в пути « 
на выбранном отрезке 0 , , . . . y c i M существуют I, и t t , 
Такие, Что в | 4 » S i 4 и а ^ в а ц , то реализуем путь «*' , на­

чало которого до выбранного отрезка совпадает о началом 
ос , а дальше идет выбранный отрезок, из которого исклю­

чен кусок « 1 , , . . . , 0 . ^ ­ 1 (конечно, при условии, что в ос' 
сохраняется условие Z ( > č " ) . Но в дальнейшем из выбранно­

го отрезка мы поотараемся исключить такие группы команд, 
чтобы продолжение ос' за этим отрезком снова совпало с °с 
и было реализуемо. 

для дальнейшего доказательства леммы опишем еще 
неоколько конструкция. В восходящей части выбранного отрез­

ка а , , . . . , а и для каждого v , где č < v * c Z i e , находим 



L такое, что Z t v = v , а для всех ) , где h \ 
Z ļ > v . Такое l v всегда оущеотвует оогласно свойствам 
Z|. Аналогично в нисходящей части для.этих же v находки 
l'v такие, что £j«Vv , а для всех J , где i0<]<. Lv , 

Z ļ ^ v . Рассмотрим две последовательнооти nap :{A v ) , A v * 
= ( s i v . a t > ( A l ļ . A v » ( 4 . f t i ' J . W v = C. i , . . . ,Z ; c -1 4 

Еоли команда г <. с находится в выбранном отрезке, то у 
нее фиксирован переход по и поэтому можно считать, 
что мы работаем с программой Р" , очитая команду а , на­

чальной. Поэтому число различных достижимых состояний 5, 
в отрезке не превосходит | Š o , l < n • и тем самым чиоло 
различных пар в последовательностях { a V } И ( а ' ¥ ) не превос­

ходит псу . Теперь в восходяще!: части зыделяем интервалы 
повторения пар. Для этого сначала отмечаем точки повторе­

ния v* оледующим образом: Vi равно минимальному j , та ­

кому, что 3v; ( č < v , ' < J * Av; * А i ) . a V K , K > i 
равно минимальному j , Такому, что 3 v K ( v K . , * v ; < j * Avi=Aj) 
Поиок VK повторяем до тех пор, пока не будет доотигкуто 
A i ( e _ , . к ­тый интервал повторения содержит пары 
Avi / Avi+i<­­w А у, . , , где v K ' ­ число, входящее в опре­

деление v K , т . е . ļ A v ; " А у к • этому интервалу соответству­

ют команды a i v v а 1 У |1*Ь • • ­ * a i , ­i • Изменение <ty во вре­

мя к ­того интервала повторения назовем z ­длиной этого 
интервала и обозначим через А к ; тогда A K ~ V K ­ V K 

Из определения точек повторения следует, что й к ^ v K ­ v K . , < 
*£ n<ļ, для к > 1 , а Д, ,< v%-č"< по, . Аналогично вы­

деляем интервалы повторения в нисходящей части, начиная с 
V, > с . Если некоторые из интервалов повторения содержат 

исследуемую ветвь, то интервалы, первый раз содержащие е е , 
не включаются в общий счет интервалов; яоно, что общее 
число команд в них меньше 2п . 

В результате выделения интервалов получаем, что в 
восходящей части интервал с z ­длиной m встречается Jfm 

раз , а в нисходящей части ­ Sm раз , г д е Т т , £ т > 0 ; т ­ 1 , 
• ••,п^. Яоно, что исключение интервала повторения из 



восходящей часам пути уменьшает значение <г> в конце отрез­

ка ка z ­длину интервала, а ив ниоходящей ­ увеличивает. 
Поотареемоя исключить несколько интервалов из обеих частей 
срезу так, чтобы значение < * ? в конце отрезка не меня­

лось. В результате мы получаек путь , имеющий пооле 
рассматриваемого отрезка то же оамое продолжение, что и<* , 
и етот путь, согласно основному утверждению, должен быть 
реализуем, так как пооле отрезка у сх и л ' совпадают сос­

тояния и значения < z > ( т . е . , 5 И . 1 и Z u . < ) и оледуют одни 
и те же команды. Выполнение требования из основного утверж­

дения о том, что в пути на выбранном отрезке вое2|>с*, 
гарантируется споообом выбора l v и l v ' . Пуоть из восходя­

щей части интервал с 2 ­длиной ti исключается ļfm р а з , 
а 0 нисходящей ­ Sm раз , 'при этом обязательно 0« Гт^Лм' 

0*£ 6*m< 6 m . Тогда для сохранения Z „ + , должно выпол­

няться равенотво: 

Если выполняется уоловие Z ftn 
то существует т , такое, что £ « , > п а , и тг , такое, что 
0 |я,*> nty • Следовательно, при атом яе условии существует 

набор допустимых значений Jf̂  и $„ , удовлетворяющих ( I ) , 
а именно ­положим ^ . « m j » ^т,* 1* 1» • а остальные ^ j , 
и 5 т равными 0 . Но Тогда реализуем путь « ' , отличаю­

щийся от пути <Х только на выбранном отрезке, где исклю­

чены соответствующие интервалы и тем оомыы уменьшился мак­

симум < z > , Указанную операцию можно продолжать,ПД крайней 
ыор^до тех пор, пока в новом пути tV^ļf;,<(n^)%726*{<("<j)' 
Но 2Г fm является общим числом интервалов в восходящей 
части. Учитывая, что v , < n e ^ + c , v K ­ V K ­ « < n < V и 
оумыа длин неучитываемых частей пути (от последнего vK до 
Z ļ e и части, содержащей исследуемую ветвь,) меньше З п о , , 

получаем оценку для максимума < z > на выбранном отрезке 
пути <x1--Zti « c ( n a J J + ļnc\ * č" , то при n q , > 1 можно 



изменить на 2 ( n c / + č" . То же самое продвлывается для воех 
отрезков пути, где[<2>|>с;получается путь <хе . (Для от­

• разков, заканчивающихся ка команду с =$.z , применяя соо­

бражения, использованные при доказательстве теоремы I , 
легко получаем оценку nq, +б ) , Ясно, что путь « " со­

держит исследуемую ветвь. Заметим еще, что в пути « мо­

жет существовать последний отрезок, где до конце пути 
ļ<z> ļ* . c " . Тогда эта часть пути по оущеотву равносильна 
программе беа счетчика, и поэтому последний отрезок может 
быть сделан короче, чем nej,. 

Лемма доказана. 

Чтобы завершить доказательство теоремы, остается за ­

метить, что, согласно лемме I , при построении ПСИ можно огра­

ничиться путями, в которых ļ<2>|<2 (nty) ' . - f . Поэтому можно 
использовать следующий вид состояния: к состоянию в смысле 
[ i ] добавляется число b (обрезанное значение счетчика), 
где Ь = < г > , еоли | < 2 > | < 2 (ncļ,)* + c~, и b-2(na,)s+č+ 1 -
в противном случае. Для построения ПСП исп^ьзуетоя тот же 
алгоритм теоремы I из [ i ] ; единственное дополнение состоит 
в том, что пути, достигшие состояния с b« 2 С f + 1 , 
обрезаются. 

Теорема доказана. 
Аналогично доказывается также следующая 

ТЕОРЕМА 3 . Существует алгоритм, который для любой 
программы в системе команд К 2 с одним счетчиком вы­

ясняет, может ли она зацикливатьоя. 

В этом алгоритме используемся то же обр^чние путей 
по значению | < z > ļ , превосходящему 2(пя,) + č~f и то же поня­

тие состояния, что в теореме 2. используется также алго­

ритм из аналогичной теоремы 2 в [ i ] , но к нему необходимо 
дополнение, а именно,­более сложно определяется самоповто­

рение. Дело в том, что при бесконечной работе программы 
значение < z > может как периодически колебаться о ограни­

ченной амплитудой, так и неограниченно возрастать, " ч ­



трудно покавать, что воли после того, когда проивведвно 
последнее считывание о ленты, вначение | < * ^ | доотигло 
2п^.ги продолжает воараотать, то оно вовраотает неограни­

ченно; поэтому амплитуда колебаний должна быть меньше 
Zt\a,*t . Кроме того, так же просто показывается, что если 
программа может вацикливатьоя с беоконечныы воерастанием 
|<з>1, то это вацикливание такого же вида, нак в системе 
команд К. , причен тогда реализуем беоконечный путь, где 
значение \<*>\ в начале зацикливания меньше S n ^ + f , По­

этому самоповторение в дереве реализуемости определяем оле­

дуюшим образом: если на некоторой ветви повторяется коман­

да а ооответотввнно в соотояниях ej, и б'г (соотояния в 
омыоло теоремы 2 ) , то для оамоловторения необходимо совпа­

дение граф­компонент этих соотояний. Для обреванных значе­

ний очетчика Ьр и Ь г должно выполняться оледуыщее: еоли 
\br\OncĻ + Е , то должно быть b p - b f , если IbjI^Sn^.ff, 

ТО ДОЛЖНО бЫТЬ | b j . | ^ | b p | . 

Имеет место также аналог теоремы 3 из [ I ] . 
К сожалению, если программа в системе команд К | ис­

пользует не один, а несколько счетчиков, то для таких про­

грамм уже не оущеотвует алгоритме построения ПСП. Это овя­

зано с тем, что в оистеме команд К2 , используя два счет­

чика, можно реализовать любую двухленточную машину'Минско­
г 0 ( й > М)» а проблема построения ПСП теоно связана с 
алгоритмически неразрешимой проблемой оотанова для этой ма­

шины. Из двух эквивалентных определений машины Цинокого мы 
испольвуем данное в [ч] ­ т . е . определяем ее как машину о 
двумя регистрами (очетчикеми), которая может выполнять 
команды: прибавить I , вычесть I , сравнить о 0 значение ре­

гистра и СТОП, т . е . команды, входящие в систему Ht * 

Более точно под алгоритмом построения ПСП мы понима­

ем общерекурсивную функцию, которая коду программы сопо­

ставляет код набора массивов, образующих ПСП (или код.пуо­

того набора, если ни одна ветвь нереализувиа на примере, 
который доходит до команды СТОП). 



ТЕОРЕМА 5 . Не существует алгоритма, строящего ПСП 
для любой программы в системе номанд Kj о одним счет­

чиком. 

ТЕОРЕМА 4 . Не существует алгоритма, который строит 
ПСП для любой программы в системе команд К а с двумя 
очетчикаыи. 

Для доказательства остается только показать, как 
свести проблему останова машины к проблеме построения ПСП. 
Для любой двухлекточной машины Минокого М и числа х эф­

фективно отроим программу Р(М,х) в системе команд К г . 
Р(М,х) использует одну ленту Т , одну ячейку t и два 

счетчика г< и гг (соответствующие регистрам М ) . Програм­

ма Р ( М , х ) начинается о команды Т=>\ с переходом ка сле­

дующую команду К независимо от выхода"/или"­!! Следующая 
команда К равна х => 2 , ( х здесь выступает как констан­

та с ) , 8 а т е ы следуй v ­» z s , а далее ­ команды М , на­

чиная с первой. Ясно, что если М останавливается на., х , 
то любой массив Т образует ПСП, а в противноы случае ПСП 
являетоя пустым набором. 

Совершенно аналогично доказывается следующее утверж­

дение: не существует алгоритма, выясняющего, может ли дан­

ная программа в системе команд К а зацикливаться. Можно 
доказать такие, что не существует алгоритма, строящего ко­

нечный набор примеров, на которых реализуемы все ветзи дан­

ной программы, которые вообще реализуемы на каком­нибудь 
примере ­ не важно, останавливается на нем программа или 
нет. 

4 . С и с т е м а к о м а н д К, получается из 
системы команд К, добавлением команд вида z ;< i " j и t j<zj , 
где 2 [ ­ счетчик, а t j ­ обычная внутренняя ячейка. Ока­

зывается, что для системы команд К, проблема построения 
ПСП неразрешима даже для программ с одним очетчиком. 



Для д о к а з а т е л ь с т в а э т о й теоремы и о п о л ь в у е т о я t e « в 

овявь о двухленточнсй ыашяной Минского, что и в теорема 4 , 
т о л ь к о з д е с ь невоемояно прямое моделирование машины. В м е о ­

то э т о г о о т р о и т с я программа з K j , к о т о р а я п р о в е р я е т , я в ­

л я е т с я ли данный массив п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ю конфигураций 

данной машины. Более т о ч н о , для данной двухленточной ( д в у х ­

р е г и о т р о в о й ) машины Минского М я а р г у м е н т а у , з а п и с а н н о ­

го в первом р е г и с т р е , п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь конфигураций 

х , , х 2 , х , , . . . о п р е д е л я е т с я оледующим о б р в в о м ! к , " У / 

и пара х 2 < , , , х 2 < . г ­ э т о ч и с л а , записанные в первом и в т о ­

ром р э г и а т р а х после к ­ г о т а к т а работы М ( т . е . пооле т о ­

г о , как М выполнила к к о м а н д ) . Еоли М о с т а н а в л и в а е т с я на 

и -том т а к т е ( т . е . в этом т а и т е выполняется о т о п ­ к о м а н д а ) , 

то п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь обрывается на x I U 4 t , в противном 

случае она б е с к о н е ч н а . Для машины Минского М и а р г у м е н т а у 

мы аффективно отроим программу Р(М,ч) в оистеме команд 

K j , использующую одну л е н т у X , 4 внутренние ячейки t , , 

t ' i . t j . t * . и один счетчик г , который о с т а н а в л и в а е т с я , 

если масоив X оодеркит всю конечную п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь к о н ­

фигураций М на ц , я з а ц и к л и в а е т с я в противном о л у ч а е . Это 

о з н а ч а е т , ч т о Р ( М , у ) ыозкет о с т а н а в л и в а т ь с я , прячем только 

на одном примере, т с г д а и только т о г д а , я о г д а U о о т а н а в л и ­

в а с т о я на и, , P ( M , ļ j ) р а б о т а е т оледующим образом: сначала 

считыааютоя первые две яаписи X в ячейки t , и t t и с р а в ­

ниваются с о о т в е т с т в е н н о о к о н с т а н т о й у и О, При оовпадении 

р а б о т а п р о д о л к а е т с я , в противном олучае программа переходит 

на специальную в е т в ь А. Далее выполняется стандартный цикл 

­ выполнение одного из б л о к о в , с о о т в е т с т в у ю щ е г о команде м е ­

лкий U. Блок, соответствующий команде­машины II, имеет с л е ­

дующий в и д . Сначала очитываются д в е записи X В ячейки' t , 

я 1\ ( т о г д а в пчелках а t , , » * > * » / J j н а х о д я т с я oootBet­

с т в е н н а записи л *,Х *X * X в * 4 , показывающие, нан 

изменяется конфигурация во время к ­ г о т а к т а М ) . Воли 

массив X кончился, о с у щ е с т в л я е т с я п е р е х о д на в е т в ь А . Д а ­



лое идет группа команд, непосредственно моделирующая саку 
команду М. Если.эта команда ­ сравнение с нулем одного ив 
регистров, то проверяются раве:­:отза T | " f j и t a » t 4 (так 
как конфигурация не меняется), а зетем осуществляется срав­

нение t 5 или i A о нулем и переход по соответствующему вы­

ходу блока. Для команд прибавления или вычитания I из ре­* 
гистра соответствующая группа команд более олокная. Напри­

мер, для прибавления единицы к первому регистру ока имеет 
следующий вид (в этом случае должно проверяться, верно ли, 
что < t j > * < t , > + 1 и t j » t 4 ) : 
•Зход ļ 

Е 
к ветви А Выход 

блока 
Другие случаи реализуются аналогично. Во всех "неправиль­

ных" ситуациях осуществляется переход на ветвь А, а в кон­

це помещается команда подготовки к следующему цадяу ( t y * t , 
или * 4 = ^ 2 ) . Выход блока подключается к входу следующего 
блока (согласно программе М). Блок, соответствующий стоп­

комзиде, сначала считывает соответствующие записи X в 
ячейки t , и t*, и проверяет рёвенотва t, ­ t j и t i ' " t * . . t а 
затек действительно выполняет команду СТОП, Ветвь А состо­

ит из тривиального цикла, например, -*ļ£Ž5J 
Из конструкции Р ( М , у ] ясно, что она обладает не­

обходимыми свойствами. Это означает, что ПСП для r(.M/jjJ 
непуста тогда и только тогда, когда М останавливается на у . 
Теорема доказана. 

Аналогично доказывается, что не существует алгорит­

ма, выясняющего, может ли данная программа в К 3 зациклить­



- aco -
OR, 

Полученный выые результат показывает тзнжв, почоМу 
к скотеме команд К« нельзя добавить хотя бы самую прос­

тую арифметическую команду для обычных ячеек, например, 
вида t * 1 # t i воли мы хотим осхрянить рпврешймоМь 
проблемы построения ПСП. 

5. О и о т е м а к о м а н д К 4 получается Ив 
К , добавлением одной новой команды ПОДВ X, где X ­ назва­

ние ленты. По этой команде гопозко, овпзонпая о йантоя X, 
передзкгеетоя на правую ячейку ленты ( т . е . устанавливается 
в то положение, в котором она находилась До начала работы 
программы). Смысл этой команды гаков, что после ее выполне­

ния ыасоив X может быть прочитан вторично. 

ТЕОРЕМА б. Оущеотвует алгоритм, строящий ПСП 
для любой программы в системе коыанд Кц , в которой 

­ команда ПОДВ иопольэуетоп только для одной ленты. 

Пусть X ­ лента, для ноторой используется номанда 
ПОДЗ. Кроме того, в программе ыэгут использоватьоя И другие 
денты У , Т , . . . , читаемые,как обычно,­ только один раз 
оначале. Алгоритм, строящий ПСП для программ в системе 
команд К 4 / т а к ж е является модификацией соответствующего 
алгоритма для оиотемы команд К , , только более оуцемвен­

ной, чем для оистеы команд К, и К а . 
Ооновную часть алгоритма построения ПСП, опиоанного 

в [ i ] , ­ алгоритм построения обрезанного дерева развертки ­

мы будем применять неоколько раз ­ первый раз для образова­

ния путей з программе, как и в [ i ] , второй раз­для обравова­

ния пар путай в двух программах и т . д . Из исходной програм­

мы Р мы образуем неоколько программ П . , П 1 ( П г оледующим 
оврагом, Вов команды ПОДВ X в Р заменяем отоп­командами. 
Для программы П, начальной командой считаем начальную 
команду Р, начальным состоянием ­ начальное состояние Р. 
Другие программы П, ,Hg сопоставляются парам (вхож­



дение иомандь;П0ДВ X, состояние 8 ) в программе Р, причем 
начальной командой в соответствующей программе П; очита­

етоя команда, в которую ведет дуга из денного вхождения 
команды ПОДВ X в программе Р. Состояние s T в­свою очородь, 
очитаетоя начальным состоянием. Каким именно командам 
ПОДВ X и состояниям сопоставляются программы, будет указано 
дальше, но ясно, что общее число возможных таких П. конеч­

но. Лента X остается в ка?.дой из программ, но для остальных 
лент У , Т , . . . и внутренних ячеек t , y , v , . . . в каждо;! из 
П{ вводится свой экземпляр У(,Т . , • • • и, соответ­

ственно, Г| , V . / V ( , • 

На первом этапе применяем обычный алгоритм из [ i j 
для построения обрезанного дерева развертки для программы 

По • Отмечаем в дерево все достижимые стоп­команды, стоя­

щие на месте команд ПОДВ X и все состояния 5 , в которых 
эти команды выполняются (если в состоянии имеется признак 
конца массива X, то он снимается). 

Кахдой отмеченной паре (команда, состояние) сопостав­

ляем программу П| , получая таким образом программы П., 
• • . , П К , . В исходно!! программе Р команды программ Л ; , 
i = к , выполняются после программы П„ с использовани­

ем того же массива X и продолжения массивов У,Г, . . . , 
Таким образом, путь cv. в программе Р можно разбить на два 
пути : 0( < ­ часть, принадлежащая программе П., и скг -

программе . При этом в обеих программах читаетоя один и 
тот же массив X. Массивы У i ,Tļ. • • • , читаемые в П; , мож­

но рассматривать Как продолжения массивов У« , Т » , . . . , 
вместе дающие массивы У , Т , . . . , Сам путь сх получается 
приписыванием пути dk в конце пути ос, о обратной заме­

ной СТОП на ПОДВ X. При этом,конечно,поставленная повторно 
команда ПОДЗ X и состояние 5(Л,) должны быть парой, опре­

деляющей П; . Если временно отбросить это требование, то 
можно рассматривать произвольную согласованную пару путей 
iX, в П, и Я , в П; как такую пару путей, для которой 

существует пара примеров Х , У 0 , Г 0 ( . . . и X, У,, Ti, ­ ­ • ( Х ­



общий для обоих), такая, что ос, реализуем на X, У.,Т П / . . . и 
<Kt реализуем на X, У ( , Т ( , . . . . Из согласованности сс, и 
Я* следует, что оистемы неравенств Н(ос.) и ^(«Х,) (вве­

денные в [i]),начинающиеся о соответствующих состояний, не­

противоречивы. Заметим, что противоречия могут возникать 
вообще только для массива X (возможность продолжения исчер­

панного массива У не допускается состоянием). Для облег­

чения проверки непротиворечивости неравенств по X рассмот­

рим только синхронное построение пар путей ос, и (Хг в про­

граммах П в и П; , т . е . такое, что все считывания масоива 
X в Обоих путях производятся одновременно. Более точно, о 
самого начала '/т.:: после текущей команды чтения X, оба пути 
строятся команда за командой до тех пор, поко в одном дости­

гается считывание X, Если в другом пути еще не достигнуто 
очитыванке X, то построение перзого приостанавливается, по­

ка а другом не достигается считывание X или СТОП. После 
достижения.СТОП в одном из Путей другой путь строится даль­

ше как обычный один путь. При синхронном построении пар пу­

тей для выяснения согласованности может бить попользован 
оледующий вид состояния. Состояние s( 'cx,,cx 2 ) программ пос­

ле выполнения путей а. и <Хг получается из объединения 
графов реализуемости [ I ] 6 , ( t f . ) и G a ( a , ) таким же об­

разом, как s(oc) получается из (э(ос) в [ i ] . При объедине­

нии б^ог^и 62(сс) .конечно, имеется в зиду, что каждому 
элементу X 1 сопоставляется одна общая для обоих графов 
вершина, а другие переменные вершины остаются в каждом гра­

фе свои. Eŗs заметим, что у веркины о основной меткой вида 
X вспомогательные метки могут быть как вида t , , так и 
t( , но для сохранения вершины в состоянии она должна 

иметь метку хотя бы одного из этих видов. 

Яоно, что для так определенного состояния выполняет­

ся аналог леммы 3 из [ i ] : 

ЛЕММА 3 ' . Если в программах П. и П­, имеются две 
пары согласованных синхронно построенных путей (<х,,осг) 



и ( « „ ' , л 2 ) , оканчивающиеся ка одну и ту ее пару 
команд, и R ( « , , « , ) - * ( « , ' y « ļ ) • , то для любой пары 
путей (p,ļf) из согласованности поры .(ос,­»)3, <х2 у 4) сле­

дует ооглаоозанкооть пары ((*­,' +р#сх в +^Г)­ • 

Теперь оотается описать второй этап алгоритма по­ . 
строения деревьев развертки для пар программ (П«, , П , ) , . . . , 
(П.,П«,). Для пары (П„,П|) дереза развертки отроятоя следу­

ющим образом (естественное обобщение алгоритма из [ I ] ) : па­

ра начальных команд присваивается корню ( 0 ­ му ярусу)» да­

лее из любой пары предыдущего яруса идут дуги ка те пары в 
следующем ярусе (их не более 4 ) , на которые идут дуги в па­

ре программ ( П , , П | ) . Коли требуется приостановка из­за 
синхронизации, то одна компонента пары просто на время не 
меняотся. То же самое делается, еоли одна из компонент рав­

на команде СТОП, но в этом случае, как уже было оказано, 
прекращается синхронизация. Вершинам присваиваются также 
соответствующие состояния. Правила обрезания дерева разверт­

ки обычные ­ по останову, нереаливуемооти, несогласованнос­

ти и повторению (пера команд, оостояние) . 

После построения деревьев для всех пар ( П в / П ( ) отме­

чаются достигнутые пары команд, где компонента из П; со­

держит команду СТОП, стоящую на месте ПОДЗ X, и соответ­

ствующие состояния (в смысле программы П, , когда отбрасы­

ваются вспомогательные метки из П в Далее выбираются те 
из отмеченных пар команд, где первая компонента ( т . е . из П.) 
содержит ту команду СТОП в том оостояния (в смысле П„ 
что пара (команда, состояние) соответствует началу П; . 
Каждая из этих компонент, исходя из построенного выше дере­

ва, задает определенный путь в программе Р . Заметим, что 
только из таких пар путей, соответствующих выбранным парам 
команд, получаются пути в Р , приводящие второй раз к коман­

де ПОДВ X. 

Далее образуются новые программы Пн,ц,---, П к , и 
начинается третий этап, где совершенно аналогичным образом 



строятся тройни согласованных путей в трех программах (рпять 
С оинхрониаациеи во всех трех путях). Этапы продолжаются 
До тех пор, пока в любой из совмеотно рассматриваемых мно­

жеств программ { r i j } некоторая программа П( появляется 
дважды. Тогда, как легко видеть, при втором появлении в 
программе П| можно реализовать только такие пути,которые 
Можно было реализовать уже при первом появлении. После окон­

чания воех этапов обрвзуетоя одно общее обрезанное дерево 
ригвертки, в котором восстанавливаются команды ПОДВ и ес ­

тественным о^равом из пар, троек и т . д . согласованных путей 
образуются пути в исходной программе Р . 

Дальше алгоритм работает, как в [ i ] . 
Теорема доказана. 
Зацикливание программ в системе команд К, с ПОДВ 

для одного массива выясняется аналогично. 
Если же допустить команду ПОДВ для двух или более 

лент, то проблема построения ПСП сразу становится неразре­

шимой. Основная причина этого явления состоит в том, что 
второе считывание двух лент может происходить в совершенно 
другом порядке, чем первое считывание, и поэтому невозможна 
синхронизация,как при доказательстве тоорсмы б. 

ТЕОРЕМА 7. Не существует алгоритма, строящего ПСП 
для любой программы в системе команд , в которой 
команда ПОДВ используется для двух лент (даже один р а з ) . 

Для доказательства этой теоремы рассмотрим класс 
двухленточных автоматов [5 ] над алфавитом Z = { I , . . . , K ] . 
Язык, представляемый данным автоматом А, т . е . множество пар 
слов из Z * , на которых А достигает конечного состояния, 
обозначим через 1_А . Рабиноы и Скоттом доказано [ 5 ] , что 
алгоритмически неразрешима следующая проблема: для данных 
двухленточных автоматов А и В определить, является ли пере­

сечение !_А П L e иепуотым. Идея доказательства теоремы 7 
состоит в том, что по двум автоматам А и В эффективно отро­



итоя програыма Р ( А , В ) в оиотеме команд К 4 о двумя л е н т а ­

ми т а к а я , что для Р ( А , В ) оущеотвует пример, на котором она 
о о т а н я в л и в а е т о я , т о г д а и только т о г д а , когда 1А(]1вф0 . 
Нетрудно в и д е т ь , что длп каждого дзухленточного автомата А 

можно построить моделирующую его программу Р А о 2 лента­

ми X и У в системе команд К , , которая о с т а н о в и т с я на тех 
и тольно т е х парах массивов ( Х , У ) , где ( х , У ) е 1А , Тог­

да Р ( А , В ) имеет следующий в и д : 

РА • ^ПОДЕХ 1—«{ПРАВ Я Р » 

Ноно, что ПСП дяя Р ( А , В ) непуста т о г д а и только т о г д а , к о г ­

да непуото L д П L в . 
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ЧАСТОТНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ С НЕВОЛЫШМ ЧИСЛОМ ОШИБОК 

Е.Б.Кннбер 

Цель данной статьи заключается в исследовании чао­

тотных вычислений всюду определенных функций и частотного 
перечисления множеств иди, по­другому, (т,п) ­вычисления 
функций и ( m , n ) ­перечисления множеств, когда число оши­

бок п ­ m 4 2 • 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ I . Пусть рекурсивный оператор Т пере­

рабатывает п ­ку натуральных чисел ( х г , ( х а < . . . ,хп) в п­ку 
г туральных чисел ( у , , у 4 ; у „ ) . Будем говорить, что 
функция f ( x ) ( т . п . ) ­вычислима ( m ^ n ) оператором Т , 
если Т каждой п ­ к е ( х , , э с 9 , хп) где o c i ^ x j t 

оЬпбставляот т:куп П ­ ку значен:;!! С У</ У а , . . . , u n j 
что в оиетёнв равенств f(x«) = у, ( f ( * a ) ­ у а ' . . . 
f (*в) а

Ч в по крайней вире m истинны. 

Эта концепция частотного вычисления изучалась в [ i ] 
(см.также [2 ] ) и в [Д], в [ i ] было доказано, в частности, 
что при ­ т г > ­ ^ люоая ( m , n ) ­вычислимая функция общере­

курсивна. Однако, как показано в (V), не существует эффек­

тивно" процедуры, посредством которой из рекурсивного опе­

ратора, {<т,п) ­вычисляющего (т ~>^ļ) некоторую совокуп­

ность функций, можно было бы навлекать алгоритм для ооыч­

ного вычисления одной из них. Отсюда возникает естест ен­

ный вопрос: можно ли по крайней мере эффективно повышать 
частоту ( m ; n ) ­вычисления. Теорема 3 [4] да­ положитель­

ный ответ: существует алгоритм, который для любого к > 0 
произвольному рекурсивному оператору Т,(т,п) ­вычисля­

ющему некоторую совокупность функций, сопоставляет опера­

ю р Т 1 , ( 2 т + к ; 2 п + к ) ­ вычисляющий по крайней мере 
ту ке совокупность. Число ошибочных ответов, которые на 
произвольной п ­ке может выдать такой оператор Т , равно 
2 ( n ­ m ) > n ­ m • С.̂ адующий пример показывает, что при 



повышении частоты число ошибок п ­ гл не мокет быть 

с о х р а н е н о . 

Пусть Vmi„ ( Т ) ­ с о в о к у п н о с т ь функций, 

( m , п ) ­ вычислимых оператором Т . 

ТвОРЕМА I . Существует такой рекурсивный оператор 

Т от пяти переменных, что V3t8 ( Т ) ^ V * , * С О 
для любого р е к у р с и в н о г о оператора Т ' от шести п е р е ­

менных. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Значения нужного нам оператора 

на произвольной пятерне определяются следующим образом: 

если в пятерке о т с у т с т в у е т число 0 , т о Т ставит 1 п р о ­

тив 1 и 2 ( е о л и такие есть в п я т е р к е ) и 0 ­ против 

в с е х остальных ч и с е л ; еоли в пятерке присутствуют 0 , 1 , 2 и 

3 , т о 1 с т а в и т с я против 0 и 1 , а 0 ­ против воех о с ­

тальных ч и с е л . В оставшихся случаях Т с т а в и т 1 против О 

и 0 ­ против в о е х остальных чиоел. 

Обозначим черев 0
м оеоконечную п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь 

н у л е й . Прямой проверкой нетрудно у б е д и т ь с я жтом, что в 
Уз,в ( T j оодержатоя следующие п р е д и к и м : 0"* i 1110Г 
10100107 110010", 1 0 " ( а * а * * в велоюрне д р у г и е ) » 

з д е с ь i ­ й член п о с л е д о в а т е л ь н о с т и с о о т в е т с т в у е т числу 1 ­ 1 

Для любого набора ­ кандидата на рольТ ( 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , ) 

можно подобрать один из указанных выше предикатов, набор 
значений к о т о р о г о на первых нести числах отличается от 

Т 1

( 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ) 0 0 л в е чем в двух поамциях, ч т о и 

д о к а з ы в а е т с п р а в е д л и в о с т ь теоремы. 

При п ­ гп = i можно, о д н а к о , аффективно повы­

шать ч а с т о т у , сохраняя число ошибок неизменным. 

ТКОРША 2 . Существует алгоритм, который для любого 

п ) 3 произвольному рекурсивному оператору Т от л пе­

ременных с о п о с т а в л я е т такой рекурсивный оператор Т \ 

V „ _ l f „ ( T ) E V n j n + 1 ( T , j . 



ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нел необходимо определить оператор 
Т на произвольном наборе чиоел (хА1 х г , х п л . 4 ) , где 
x ; ^ X j , l / j « Для атой цели мы находим всевозможные 

наборы чиоел ос = (ос, ( с х 8 , . . . , л п , , ) , которые удовле­

творяют оледующим двум условиям: 
1) для любого i , где 1 4 1 4 п + 1 , Набор 

Т С х , ^ , . . . , * , . , , * ^ , . . . , * , , * , ) ™ более чем в одной 
позиции; 

2) в ( о с 0 о с а , . . . £*„.,,,_) содержатся только те чиола, 
которые имеются,по крайней мере, в одном из наборов 
Т ( х « , х й , . . . ^ ( . „ х и ) • • : ? > * ­ м и C K U n + i ; . 

Указанных наборов имеется, очевидно, конечное 
число. 

Легко убедиться, что все наборы ос отличаются не 
более чем в двух позициях. Если все ос отличаются не бо­

лее чем в одной позиции, то в качестве значения Т 
Х 2 ; . . . , х п + 1 ) м о ж н о взять любой из них. Предположим, что су­

ществуют наборы х 1 и Л 2 , отличающиеся в двух позициях. 
Пусть, например, сс} ^ о с ? и ос2 ^ о с 2 . з качестве значе­

ния Т 1 н а ( х „ Х г ) „ . ; х „ и ) мы берем Н а б о р ( p , , B 2 , c c 1, 
К * t' "/*iutJY .Р< и 3>г определяются оледующим обра­

зом. Если существует набор оС3 , отличный от ос* и сс 2 , 
то р, = Л 3 и г = сх* ; в противном случае ceļ = fit и oCg= 

— Зг • Проверка того , что Т 1 удовлетворяет условию т е ­

оремы, не составляет большого труда. Теорема доказана. 
В работе автора [ 4 ] определение ( m,n ) ­вы­

числения естественным образом обобщается на частичные 
функции. Для этого в определении I вместо рекурсивного 
оператора Т нужв* взять частично­рекурсивный ( ч . р . ) опе­

ратор, в произвольной п­ке значений которого ( у у „ ) 
некоторые y t могут оыть не определены. Такой ч . р . опера­

тор можно представить, например, в виде п ­ки частично­

рекурсивных функций ( ч . р . ф . ) ( у , , % , . . . , уп) от п пере­

менных. В определении I мы теперь считаем, что f(xi)m]ļi 



и в том случае, когда f(*Х()и У; одновременно не определе­

ны} если же определено только ļ/i или f ( x i ) , t o очитает 
оя, что f (X|) / У | • 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Будем говорить, что множество А 
(m,t\) ­перечислимо ч . р . оператором Т* , если А яэляетоя 
областью определения функции f , (т,п) ­вычислимой опе 
раторон Т . 

Класо множеств, (т,п) ­перечиалимых оператором Т , 
обозначим через 0X m > n ( Т ) . Тогда для любого множества 
А пусты 

А е 0 £ т ) П < = » 3 ч . р . оператор Т ( А 6 Ot m ,« (Т)) 

Автор показал * \ что при m < n клаЛз ОСт>п со­

держит множества, не являющиеоя рекурсивно перечислимыми; 
далее в классе воех частотяо­перечислимых ыножеотв 
была уотановлена иерархия по числу ошибок rt­m : если 
п, ­ тг 2 » п, ­ * 1 , , то суцестзует множество А е 
I V Otrtivrt, • Оставалоя нерешенным вопрос о 
том, могут ли отличаться классы 0 t m „ n , , U C m t l n 2 , 

если число ошибок nt ­ m z • ­ rn , , но частота раз­

лична: например, *f&' • Следующая теорема дает по­

, жительный ответ. • ­

ТЕОРЕМА 3 . Существует множество Аб 0 t 3 , 5 S 0X4,6 

Доказательство теоремы основано на приоритетной про 
цедуре, "опровергающей" главную нумерацию всех ч . р . опера­

торов от шести переменных. 
В случае ( п ­ 1 , п ) ­вычислений ситуация меняетоя. 

TECPHJA 4 . Для любого п > 3 ­СХл,п­и . . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть AetX n ­ i ,n (T) в t ­ ч . р 
оператор. Нужно показать, что А С­ (X +* • 

*) Публикация этих результатов предусмотрена в виде отдель 
ной статьи. 



Вычисление ч .р . операторе Т можно представить, 
очевидно, следующим образом. Машина Тьюринга ЧЯ1 , вычис­

ляющая Т на произвольной п ­ке ( x 1 ( x S ) . . . , э с п ) , ра­

ботает беоконечно долго и, время от времени, на специаль­

ной выходной ленте печатает единицу против какого­либо 
tCļ { начиная с некоторого момента, новые единицы в п ­ке 

значений переотают появляться. 4 е р е 8 T ( t ( х , , х г , х „ ) 

мы обозначим п ­ку значений, которую машина 1К> выдает, 
проработав на ( х 1 ; х е , . . . , х п ) t тактов} в T ( t , ( x f , x a , 
. . . ; х п ) т е м X t , против которых значение еще не выдано, 
соответствует символ н (означающий "не определено"). 

Произвольный набор единиц и символов н о ц = 
= ( a t ( 0 ) , c X t ( l ) , . . . , a t ( V J ) H a 3 0 B e M V" ­ допустимым в момент 
t , если любая п ­ к а аначенйй Т (УоУа> Уп) » г

Д
в 

так { у г } и y t ^ Ļļj, i ^ j , отличается от набора 

( * 1 ? у З , Л ^ и а ) , . . . , о ц 1 Г У п ) ) н е б о л в е ч в м 3 ВДноИ позиции. 
Пусть \ ­ частично­характеристичеокая фуннция множес­

тва А : = 1 < = > х е А ) . 
Нетрудно показать, что если в O L n ­ i , n ( Т ) кроме 

А содержатся и другие множества, то все они (в том чис­

ле и А ) рекуроивно Перечислимы и, тем более, содержатся 
в OLn,n+\ • Поэт­лу мы будем предполагать, что (Xh­i ,n(T)= 
« ( А } • Зафиксируем произвольный набор различных чи­

оел ( Х , , х 2 , . . . , х ^ . 

ЛЕША. Существуют такие числа г^ак^х.^) и t 0 , 
что, как только V > z и t £ t 0 , для г любого V ­ д о ­

пустимого в момент t набора cc t

 я (<*+Хо) 
<X-t(V)выполняется система равенств 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО напоминает доказательство теоремы 
3 из [ ī ] , позтому мы лишь коротко наметим его основные 
этапы. Каждой П ­ке значений ( £ , , £ г ,•• • ,$п)=Т{ч,,Чг, 
• •.,уп)ыожно сопоставить формулу логики суждений, утвержда­



ющую, ч*о в с и с т е м е * \ £ y i ) -J5{ ( 14 I 4 п ) по крайней 

м е р е , п ­ 1 р а в е н с т в истинны. Получается выполнимая с и с ­

тема формул, причем каждой е е интерпретации с о о т в е т с т в у е т 

ф у н к ц и я , ( п ~ 1 ,п ) ­вычислимая оператором Т , и н а о б о р о т , 

т а к к а к Т ( п - 1 , п ) ­ вычисляет т о л ь к о одну функцию, т о 

с и с т е м а формул имеет единственную интерпретацию, чтооы * 

найти , мы просматриваем систему формул до т о г о 

момента, к о г д а обнаруживается , что в к а ч е с т в е " \ ( x j м о ж н о 

в з я т ь т о л ь к о одно з н а ч е н и е . Для установления значения^_Сх) 

и с п о л ь з у е т с я линь конечное число формул, Что и отражает 

число z в формулировке леммы. Заметим, что с о п о с т а в л е ­

ние формул П ­кам Т ( у < , у а у п ) о с у щ е с т в л я е т с я , 

воооще г о в о р я , неэффективно, И поэтому число z также ве 

мелет оыть найдено аффективно. Возможность выбора нужного 

t , в лемме с т а н о в и т с я я с н о й , еоли з а м е т и т ь , что д л я л ю ­

б о г о наоора ( у , , у 2 , • • • у п ) существует такой t , ч т о 

Т ( д ь У | > ' " > У п ; " Т с * , ( М < , « | , . . . < У п ) • Д в 1 Ш в д о к а з а н а . 

Допустим т е п е р ь , ч т о в наборе ( x , , o c 0 . . . . , X n « t ) w e ­

е т е я Пара различных чисел ( x t , X j ) , удовлетворяющая с л е ­

дующему условию! 

( I ) воли в П ­ в е различных чисел ( у , , у а , • Уп) 

У < « х г и g e ­ x j и если ТСи,,у,,...,у„)«(&А.--чР"), 
По определению ( л ­ 1 , п ) ­ п е р е ч и с л и м о с т и в этом 

с л у ч а е р а в е н с т в о \ С у , ) • J J S должно выполняться для люоо­

го уз f ļ x t , X J ) . Отсюда о л е д у е т , то А рекурсивно 

перечиелвмо. Поэтому мы будем п р е д п о л а г а т ь , ч т о ( I ) не 

выполняется ни для одной пары ( х г , X j ) . Из э т о г о п р е д п о ­

ложения, леммы я непустоты ( Х П . , ) П ( Т ) вытекает с у ­

ществование т а к и х бесконечных рекурсивных п о с л е д о в а т е л ь ­

н о с т е й t ļ < t 2 < . . < t t < t x . i < . . . V » j k i { x i ) < * « < 

4 . . . 4 z t 4 2 t + < 4 . . . , что для любой бары ( t t , z t ) 

выполняются следующие у с л о в и я . 

( а ) с у щ е с т в у е т z t -допустимый в момент т г набор 



( 0 ) для любых д в у х Z t -допустимых в момент t t 

наборов cx ļ t и о т ' г выполняется оистема равенства 

а { г ( э С | ) » « Д О З Д ( К U n 4 1 } i 

обоаначим эти чиола череа < x t t ( X [ ) ( Ш < п + 1 ) } 
(в ) для любой пары ( x P ) x j ) , где р£\ , с у ­

ществует такая п ­ к а попарно различных чисел ( W i , y H , 

­ Л ) = Т
(

*
г

' ( у 1 , у 2 ) . . . , у п ) . A « t r ( x p ) = j 3 f Hec t i rxj) . j j 2 . 
Определим по индукции последовательность операто­

ров PuPt,...,P*,...
 1 

Ц(х,,хлг..,хп..) = £ c t ļ ( х . ^ о х ^ Х ц ) , . . . , * t , ( x n J ) i пусть 
P K ( x . , x a j . . . , x n + 1 ; ­ C ^ , y e / . . . , ^ ) . мы полагаем 
? „ № , x „ , , x w ) ^ , 6 2 r . , ^ H ) i г д е OTH в с е х 

1(14 U n i 
diml *•> , i если J l = t 

К к ^ 1 ) , е с л и ŗ, ^ 1 

Пусть T
, ( 3 c 1 , x , ; . . . , x n ^ ) = l l K m P K ( x 1 J x 2 ) . . . , x n t 1 ) . 

Как легко видеть, Т ­ корректно определенный ч . р . опе­

ратор. Используя выполнение для любой пары (хр,Х)) усло­

вия ( в ) , нетрудно показать, что A e O t n , n * i ( Т 1 ) • 1 е ~ 
орема доказана. 

Доказательство теоремы I не дает нам процедуры, 
позволяющей осуществлять эффективный переход о т ( п ­ 1 ; п ] ­

перечисления множеств к их ( n , n + l ) ­перечислению. 
Следующая теорема показывает, что такой процедуры, в от­

личие от (п"|_,1т) ­вычисления всюду определенных функций, 
не существует. 

Зафиксируем п > 3 и главные нумерации всех ч . р . 
операторов от п переменных ( Т ^ и от п­*1 переменных 
[ P t } . Пусть Df ­ область определения функции JT и В = 

= { Ч О Ь п . , , п ( Т 1 ) ^ 0 } . 
ТЕОРШ 5. Для любой ч .р .ф . g если B ^ D * , то 



в ) Это означает, что нумерованное м н о ж е с т в о { j u ( t ) } j ­ о , v 
является п ­подобъектом {TtJt-ол,...г°,.и(Ч) в качестве 
функции, осуществляющей моррэм (см.13_|). 

оущеотвует такое число о , что 01п.ьп(Та)ф(Хп,п^(?а,в)), 

Коротно наметим основные этапы доказательства. Пер­

вый етап заключается в построении общерекуроизкой функции 
(о .р .ф . ) и ( г ) такой, что У г ( м ( " Г ) е В ) и 

V

J [ O j
6

{ £ . ( » > 0 . . ) =»> (Tucj) ­ T j ) ] . 
Каадый клаос Ооп­1,п (Ти(г)/ О О С й ! 0 И Т и а нескольких конечных 
множеств, входящих в { 0 J l > . . . , n j . Предположим, что т е ­
орема неверна, жогда оуществует такая ч .р .ф . о , что 
В е Ц , ( а п . и п (Т*) +0) ­ ^ ( Л н м . п (Г г )С я , CP g f t ;) 
для любого г . лопользуя функцию д ( и ( г ) ) , которая, 
очевидно, о . р . ф . , мы можем построить такую о.г .ф. f (г) , 
что V t (Tfft)

 6 (Tu(i) jimaĀ ...)» н о П Р И Фиксированном г в 
& п , п и (Pg(u(x;; ) н а " о т ? 1 содержаться все множества 
из 0 С П _ , ( П ( Т ^ ( г ) ) • Применяя к -f(i) теорему.о неподвиж­

ной точке, ыы придем к противоречию.­

Автор выражает глубокую признательность Р.*.Фрейвак­

ду аа внимание к работе. 
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оводииоить КЛАССОВ ФУНКЦИЙ ПО ПРОГНОЗИРОВАНИЮ 

А.Ь.Анджан 

Червя обозначается клаоо воех всюду определеи­

ных функций, черев $R ­ клаоо воех общервкурсизных 
функций. Eonj f е$ , т о под J(n) понимаем номер корте­

жа <j(o)ļ...t'f(n)> в фикоированйои эффективной нумерации 
Bv-вх конечных кортежей натуральных чиоел. Еоли / , д е $ , 
то под jļom tj понимаем функции h e $ , такую,что 

V x h(x)-{ Щ
 в о л и a =

*
2 t 

4 1 \ g ( t ) ,
 в

<«
и 1 . 

Под 0 е * понимаем функцию, тождеотвенно равнуш 
нулю. 

Рассматриваются две поотаповки прогнозирования: 
прогнозирование классов функций из ^ в смысле следующе­

го значения и прогнозирование класоов функций из j j R в 
смысле геделезокого номера общерекурсивными стратегиями, 
которые отличаются от постановок А и В в [ i ] лишь тем, что 
прогнозирование ведется только на натуральной выборке 
Qa^Q/\ļ j . (в некоторых статьях настоящего сбор­

ника прогнозирование в смысле геделевского номера называ­

ется предельным синтезом). 
Хорошо извеотно, что в любом из эпос смыслов сущес­

твуют как прогнозируемые, так и непрогнозируемые классы. 
Это наводит на мыоль релятивизировать понятие прогнозируе­

мооти подобно тому, как сводимость по Тьюрингу релятивизи­

рует понятие разрешимости множества. 
Если В с г $ , то через Oj!" обоаначим клаоо 

{1\U$& V g € B 3 n , , n > n , = > / f g r n ) ) = gŗn + l ) ) . 
Если Ber; , то через 0 в обозначим класс 
{f\U$ А VgeB l im^Cgfn)) существует и равен нано­

му­нибудь геделевйкому номеру й \ 
Содержательно, Ов (соответственно Ов ) состо­

ит из воех всюду определенных, вообще говоря, неэффектив­



ных отратегии, прогновирующих В в смыоле следующего значе­

ния (соответственно, в оыысле геделеиокого номера). 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ I , ьоли А,В«=$ t то А*£М„В (А сво­

дится к В в смысле прогнозирования следующего­значения), 
еоли существует ыашина Тьюринга с оракулом "функция", ко­

торая! а) при люоой функции h€^5 в оракуле и ари любой* 
начальной ленте п выдает результат; 

о) при любой функции hе О в в оракуле реализует 
функцию из Од . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Заменив в предыдущем определении 
4 ,BcJ5 на Ač^tfR , а Од" и 0 ? на 0 * " и О™ , получа­

ем определение сводимости А к В в смысле прогнозирования 
геделевсного номера ( А В ). 

Содержательно, A*ZGNB , еоли мы умеем прогнозиро­

вать А в смысле геделевсного номера при условии, что, по­

давая некоторому оракулу начальные куски любой функции f 
из В , мы получаем последовательность ответов, стабилизи­

рующуюся на геделевскоы номере функции f . 
Аналогично объясняется смысл А<м»/В. 
Как NV ­оводимость, так и GN ­сводимость рефлек­

сивны и транзитивны. Следовательно, классы NV ­эквивалент­

ности классов функций из $ , классы NV ­эквивалентности 
классов функций ks^R, классы 6N ­эквивалентности классов 
функций из образуют частичные упорядочения, обозначае­

мые через GXWv I 06 Ny и ^ G N соответственно. Сами клаооы 
эквивалентности класса А обозначаются через d N y (А) , 
dN V (А) И d 0 N (А) соответственно. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ I . 0 l N V , 0 t | , v M 0 l O N ­ верхние полурешетки. 
Если А ­ пустой класс, то нижней верхней гранью в QLNV 

( O U v , 0 1 C N ) Д Л Я dNv(A) и dHv(BJ(d"„v(A) и 
^ К У ( В ) , d 6 N (A) и d 0 N(B) ) служит drt»(B)(af­»(feid.M(B)).. 
Если же ни А, ни В пустыми не являются, то зтой гранвю 
служит dN V(cJ (d*Hvfc),d e M ( с ) ) , где с = 
= (fjorngl f б А & 4 ев) U {}ļoln (Г | J еА j U 



U{0"joir.9 18 * В } 
ПРИЛОЖЕНИЕ 2. В частичных упорядочениях OiNV , 

01 NV И ®leN существуют наименьшие отепени, состоящие 
в точности иэ прогао8ируемых класоов, и наибольшие сте­

пени, равные dN V(J5) , d M v (д)Я) и d G M со­

ответственно. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3 . В частичном упорядочении OiHV су­

ществует степень промежуточной сложности d M V ( ^ i $ ] ( П° 
отношению н O t N V и ОСйц этот вопрос не решен). 

Следующая теорема показывает, что между NV ­своди­

мостью и GH ­сводимостью существуют большие различия. 

TEOPEUA. Существует клаоо 5 , принадлежащий 
наименьшей степени полурешетки ОС о н и наибольшей 
степени полурешетки 0t N t f . 

Класс 0" определяется так: = { f' | f е ļ , где 
Vt j ( t ) * с ( n ; f ( t ) ) ' и n ­ фиксированный геделевс­

кий номер функции f . (Этот класс впервые рассмотрен Я.а. 
Барадинеы). 

Иэ нерешенных вопросов наиболее интересен вопрос 
Р.З.Фрейвалда: существует'ли наибольшая NV ­степень в по­

лурешетке 01NV среди таких степеней, для которых классы 
л * N V 

А, входящие в них, имеют непустые классы иА ? 
В заключение выражаю сердечнуи благодарность своему 

руководителю Р.В.Фрейвалду за постановку проблем и ценные 
замечания в ходе работы. 
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ГОЛОГРАФНЫВ МНОЖЕСТВА 

Ю.В.Ь'орвов 

Голограммы имеют необычное овойотво ­ отделенный • 
фрагмент воспроизводит в точности то же, что целая плас­

тина, г.В.Фрейвалд предложил исследовать класс множеств 
натуральных чисел о аналогичными свойствами. В данной ра­

боте вводится понятие голографности, исследуется ее связь 
с внутрисводимостью [ i ] и автосводиностью [ 2 ] . Названные 
понятия формализуют интуитивное понятие взаимной зависи­

мости (взаимной независимости) индивидуальных задач мас­

совой проблемы. 
Характеристическую функцию множества А обозначим 

- fA(x). Назовем секвенцией частично определенное дото­

оражение из N в {o , l} • Если А ­ множество, ļ e j (х )яв -

ляется е -той функцией, частичнорекурсивной в А д W e -

область определения функции ( e j ( х ) , Если ( e j (х ) = у , 
это равенство следует из конечного числа значений 1л(п) . 
Как известно, функцию ļ e ļ A ( x ) вычисляет машина Тьюринга 
с оракулом, к которому можно обратиться с вопрооом пеА . 
Оракул выдает ответ 1 , если пеА , и 0 , если nē А . Ео­

ли 6" ­ секвенция, А ­ множество и для каждого П из оо­

ласти определения 6" 6"(п)»Д(п) T | е } ^ ( х ) ­ е ­тая 
функция, частичнорекурсивная в о , т . е . функцию вычисляет 
машина Тьюринга с оракулом, к которому можно обратиться о 
вопросом пеА ; оракул выдает 1 , если б"(п)=1 , ответ 
О , если (Г(п)*0 , и 2 (пустой ответ) , еоли 6~(п) не оп­

ределена. Wg является областью определения функции 

| е | ( х ) . Если [ e j (х_)=у , равенство следует из конеч­

ного числа значений €Г(п) » В случае всюдуопределенности 
секвенции (5 А ­ чаотичнорекурсивность ( А ­ рекур­

сивяость) в точности совпадает с б" - частичнорекурсяв­

ностью ( (Г ­ рекурсивностью). е} =А тогда и только тогда, если для каждого 



cceN ( e ) ^ ( x ) ­ j " A ( x ) . W f ­ A яогда и только тогда, 
волк для каждого х в А {e j (x)mfA(x). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ I . Множество А является гологрефным, 
воля для каждой секвенции 0" , удовлетворяющей условиям: 

а) оущеотвует бесконечно иного п , для которых 
0 ( п ) ­ 1 | 

о) существует бесконечно иного п , для которых 
б » ­ 0 I 

к) для каждого п на оолаотн определения (Ļ о(г\) = 
= / А (п ) } - существует номер е такой, что ļ e j = А . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 . Множество А является равномерно 
голографным, если существует номер е такой, что {ер=А 
для каждой оеквенции 6 , удовлетворяющей условиям а ) , 
о ) , в ) . 

Поясним определения на следующей интерпретации. 
Дано множество А и бесконечная лента, в каждой ячейке 
которой вапиоано натуральное чиоло и оооэначена его при­

надлежность А . числа на ленте расположены в возрастаю­

щем порядке. Эта лента покрыта черной лентой о прорезями, 
позволяющими увидеть некоторые числа на нижней ленте. При 
этой о числах под черной лентой ничего не известно. На­

Таким ооразоы, черная лента о прорезями является ораку­

лом, который дает частичную информацию о вхождении неко­

торых чисел в данное множество А « 
• Определение i можно перефразировать так: множество 

А является голографным, если для каждой черной ленты о 
оеоконечныы числом прорезей о числами, принадлежащими А , 
и оеоконечным чиолоы прорезей о числами, не Принадлежащи­

ми А , существует алгоритм, разрешающий проблему вхожде­

ния для любого наперед заданного натурального чиола. 
Определение 2 требует существования одного алго­

ритма для всех таких черных лент. 



ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3 . (К,Г.Джокуш, [ i ] ) . Внутриоводимые я 
равномерно внутрисводимые множества определяются соответ­

ственно определениями I и 2, если отбросить уоловие 0 ) . 
В нашей интерпретации проблема вхождения для этих 

множеств разрешима при помощи черных лент с бесконечный 
числом прорезей с числами, принадлежащими А . 

Прямо из определений следует, что каждое (равно­

мерно) ввутрисводиыое множеотво и каждое (равномерно) ко­

внутриоводимое множество является (равномерно) голограф­

ныы. Нетрудно показать также, что имеется континуум голо­

графных множеств (впрочем, как и негодографных). 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4 . (Ь.А.Трахтенброт, [г]). Множество А 

является автосводимым, если существует номер е такой, 
что g . ļe ļ = А » где для каждого х0еН при вычислении 
ļ e ļ ( х 0 ) секвенция <5 не определена лишь на х 0 . 

В нашей интерпретации ­ черная лента закрывает 
лишь только то натуральное число, чье вхождение в А в 
данный момент выясняется. ; 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ I . Существует континуум автооводимых 
множеств, которые не голографии. 

хЕОРША I . Существует годогрвфное, Но не равномерно 
голографное множество. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2, Существует неголограрое рекурсивно 
перечислимое множество. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3 . Если множество А (равномерно) го­

лографно, то и А (равномерно) голографно. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4 . Существует равномерно голографные 
множества А, и В; . что не голографны А ^ В ^ А а П В г , 

А 3 \ В 3 , А* join в 4 i (А 5 П Щ U (Д 5 П В 5 ) . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5 . Существует эквивалентные по хыория­

гу равномерно голографные множества А «В такие, чтоДШ 



не равномерно голографно. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Множество А является голографно 

перечислиыын, еоли для каждой секвенции в" , удовлетворяю­

щей условиям а ) , б ) , в ) , оуществует номер е такой, что 
W e = A . Множество назовем равномерно голографно перечис­

линыы, если номер е оуществует для всех таких 6~ . 

хЕОРЕЫА 2 . Если множество А равномерно голографно 
перечислимо и внутрисводиыо, то оно равномерно голо­

графно. При атом не верно, что оно всегда равномерно 
внутрисводимо» 

ТЕОРЕМА 3 . Каждое голографное множество автосводимо. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6 . Еоли А и А (равномерно) голографно 
перечислим;*, то А ­ (равномерно) голографно. 

хЕОРША 4 . Оуществует равномерно голографное мно­

жество, не являющееоя ни внутрисводимым, ни ко­внутри­

сводимым. 

Таким образом установлено, что голографные множес­

тва являются естественным промежуточным звеном между вну­

трисводимыыи и автосводимыми множествами. 
Оледует отметить, что еоли рассматривать бесконеч­

ные секвенции <э , но условий а) и б) не налагать, в рав­

номерном случае мы получим в точности класс рекурсивных 
множеств. 
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О ПРЕДЕЛЬНОМ СИНТЕЗЕ ПОЧТИ ЫШШАЛЬНЫХ ГЕДЕЛЕЗСК'ЛХ НО­

МЕРОВ 

Е.Б.Кинбер 

Опрвделония и обозначения взяты из f l ] . 
В [ i ] было введено понятие предельного синтеза з 

смысле GN • Рассмотрим близкую задачу ­ предельный син­

тез почти минимальных геделевских номеров. 
Зафиксируем произвольную главную нумерацию всех 

ч .р .ф . от одной переменной и через min ) обозначим ми­

нимальный геделевский номер функции У. 
ОЛРЕДЕ,:. :.Т.Е. Будем говорить, что класс о.р .ф. V 

предельно синтезируем в смысле 6N , если существуют 
о.р .ф. h (ас) и о.р.стратегия F такие, что 

1) F предельно синтезирует V в смысле GN 
2) для любой о.р .ф. «f eV 

l im F ( < < f ( 0 ) . . . f h ( m i n ( f ) ) . 

Я.М.Барздинем поставлен следуюций вопрос: сущест­

вуют ли классы функций, которые принадлежат GN ч GN . 
Мы покажем, что такой класс имеется уже среди эффективно 
перечислимых классов о.р .ф. 

Пусть U - класс всех о .р .ф . , принимающих значе­

ния из ļ 0,1 ] и равных нулю во всех точках за исключени­

ем, быть монет, конечного числа. Класс К , очевидно, эф­

фективно перечислим и поэтому, оогласно [2], предельно 
синтезируем в смысле 6N . 

ТЕОРЕМА I . U Č GN . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, от противного, что для 
класса U и некоторых о .р . стратегии' F и о.р.ф. h ( x ) 
выполняются условия I ) и 2 ) . 

Определим для каждого натурального i о.р.ф. Уд([) 
в соответствии со следующими инструкциями. 



Шаг I . Будем последовательно находить гипотезы 
F ( < 0 > ) , F ( < н о * ) , ' . . * ; » И 0 * ) < • • ' • Е с л и о н а " 
зываетоя, что F ( < 0 * =

* ) "
,

'
1

/ { '
:

(
<

0 > ) , ii.,Р(< 0*~*>) * 
n ^ h ( i ) « т о начинаем параллельно вычислять *fn на 
числах 0 , 1 , . . . , X , проделывая один такт вычислений од­

новременно с нахоидением очередной гипотезы F { < 0 " ^ ) . 
Так нан 0""€ "Ы и F предельно синтезирует 

нласс U * то когда­нибудь дрянно наступить одно из сле­

дующих двух событий: 
А ! найдется таиое к , что F0*>) > h ( l ) . 
в! для некоторого n = F f < 0 * > ) * h ( l ) через 

определенное число вагов вычиоления Уп{0), r.;%(t) 
заканчиваются, и при атом %(0) = ^пР)*••• -%(*•)*0 . 

Как только впервые одно из событий А1 или В* на­

ступит, мы следующим образом определим некоторый началь­

ный фрагмент функции Уцц) • 
а ) если наступит событие А* , то для всех х*ск 

полагаем у,9ļ, j (*) * 0. 
б) если наступит событие В* , то для всех х а ? г 

полагаем ¥q(i) (х) « 1 (таким образом, F ( < 0 1 ; = * ) не 
может быть номером определяемой нами функции *fg{i) ) . 

Переходим к шагу 2 . 
Шаг m . Пусть_Уд(|) определена к этому моменту 

иа всех х«* 8 и * - (%ц)(о).%Ц)(*), .fuļjļl*)), 
Будем последовательно находить F ( < o t O^F^očOO*}, 

. . . f F ( < « ōVj..*, . Бели оказывается, что n = F(­=ōt 0 T >) /£ 
/ ( f ( < * 0 = » ) , • • • , F ( < Ō Č O v , > ) H n * = h ( i ) , то начина­

ем параллельный процесс вычисления на всех 0 C < $ 4 t . 
Так как <х 0*" е "U « т о когда­нибудь должно наступить 
одно из следующих событий: 

А 4 найдется такое к , что F (< ос о*­*­) =*• h ( l ) . 
B m . для некоторого П « F ^ Ā O 1 ^ " ) * вы­

числения <fn на всех х ^ S + ъ заканчиваются, причем 
(

<

M 0 ' ) / ­ ­ ­ / ( f n ( s ) ) ™* и для всех х таних, что J < t « 
* S * t , » f „ ( x ) ­ 0 . 



Еоли раньше наступает событие А т , то на всех 
х е { ••• , s + к j полагаем У 9 1 ( ) ( х ) ­ 0 ; в 
противной случае на воех х е | s + 1 , . . . , s* i J полагаем 
^9(1) (

x

)
 m I . Переходим к шагу m + 1 • 

Иа конструкции немедленно следует, что У |Ы ­ о.р . 
ф. Легко видеть также, что <f9(|j f Ц и g(l) ­ о.р.ф. 

По теореме о неподвижной точке существует такое а , 
что %

 3 У<1(а) . Так как при построении Уд(а) » начи­

ная о некоторого шага, происходит только событие А т , то, 
очевидно, 

Um F ( < c p a ( 0 ) . . . У „ ( к ) > ) > п ( а * . 

Не ограничивая общности, мокно считать, что Ь(х) ­ неу­

бывающая функция, и поэтому lirn F ( < •• • %1
К

)>)*~ 
=­h(a) > h (min ( <fa)) . Но это противоречит выбору стра­

тегии F и о.р.ф. Ь(х) . Теорема доказана. 
ЗАМЕЧАНИЕ. Можно получить точный аналог теоремы I , 

используя для определения синтзза вместо функционалов 
предельно вычислимые операции (определение см. в [ з ] ) . 
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