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Часть I • 

Принятое в авгуотв 1972 г . Постановление ЦК КПСС "О ходе 
работ по автоматизации технологических процессов в черной ме­
таллургии дает широкую программу развития черной и цветной 
металлургии. В связи о этим встают задачи создания новых вы­
сокопроизводительных, мощных, механизированных и автоматизи­
рованных плавильных печей. Наряду с резкий увеличением коли­
чества выплавляемого металла растут требования, предъявляемые 
к качеству металла - необходимо получить металлы высокой сте ­
пени чистоты, свободные от вредных неметаллических включений 
и примесей. 

Для успешного решения этих задач необходимо управлять 
физико-химическими процессами в жидком металле с помощью раз­
нообразных методов воздействия. Весьма перспективными являют­
ся электромагнитные методы воздействия на расплав, о целью -
улучшения качества зыллавляомого металла и сокращения техноло­
гического цикла. Электромагнитныв методы воздействия удобны 
возможностью бесконтактного совдепия силовых и скоростных 
полей в жидком металле с заданным пространственным I временным 
распределением! 8ти методы широко применяются во многих иагии-
тогмдродинамичеокмх (нГД) установках - электропечах» наоосах, 
лотках| кристаллизаторах, сепараторах и д р . , в том числе в 
индукционных тигельных печах (ИТП) [ 1 , г , э ] • являющихся одной 
из разновидностей плавильных печей. 

В предлагаемой обзорной статье анализируется состояние 
научно-исследовательских работ по электромагнитным методам 
воздействия на расплавленный металл в индукционных печах. 
Однако большинство из рассмотренных в статье методов исследо­
вания и результатов имеет неоспоримое значение для более ии-
р окого класса устройств и процессов. 



I . Индукционная печь и основные технологические 
проблемы 

Индукционные тигельные печи (ИИ) в классе других МГД 
устройств выделяются: 

1 ) цилиндрической симметрией; л Ь ( 1 1 ) " 
2 ) небольшой относительной высотой И * — - рабочего тела -

0,5 < Ь < 4 0 

где Г, - радиальный размер металла; 
* 

3) свободной поверхностью раоплава. 
На р и с . 1 . 1 . схематически изображена ИГЛ, состоящая из ин­

дуктора, тигля, расплава со свободной поверхностью (менискон) 
и магнитного экрана. Здесь нанесены также линии магнитной 

индукции и характерные линии тока циркуляции жидкого металла 
в том случае, когда однофазный индуктор расположен симметрично 
средней плоскости расплава. 

ЙТП применяются для плавки, горячен выдержки и обработки 
чугуна [ 4 , 5 , 6 ] , с т а л и [ 7 ] , алюминия[8], а также цветных метал­
лов и их сплавов[9 ] . В практике Советского Союза [ 1 0 ] и в за­
рубежной практике [ I I ] для этих целей применяются индукцион­
ные печи со следующими характеристиками [ 2 , 1 2 ] : 

- емкость до 1 0 0 тонн; 
- полная мощность до 50МУУ; 

- частота питания от 2 5 Гц до 1 0 0 кГц; 
- температура расплава от 2 5 0 ° С до 1 8 0 0 ° С ; 
- электропроводность расплава от 8 . 1 0 ^ - 2 . 1 0 ^ . 

Полная мощность ( 1 0 0 %) подведенная к ИТП в среднем рас­
пределяется следующим образом: 

- потери в приводах, шинах, конденсаторах и т . д . - ч %\ 
- тепловые потери в индукторе - 1 9 $6; 
- тепловые потери через стенки тигля и поверхность 

расплава - 7 
- мощность для нагрева рабочего тела и создания движения -

7 0 56. 

Основной составной частью индукционной плавильное печи ф 

является индуктор, питзеныЗ однофазным или многофазном пере­
менным током и создающий в расплаве, а также в окружающем 
пространстве переменное электромагнитное поле. Поле в металле 



Рис .1 .1 . Схематическое изображение однофазной 
Индукционной тигельной печи 

I - индуктор, 2 - тигель, 3 - расплав, 4- линии тока, 5 - линии 
магнитного поля, 6- магнитный екран, 7 - мениск 

определяет два основных явления: 
I ) электромагнитное поле наводит я проводящих частях 

устройстве и а рабочем теле вихревые токи (тока Фуко), что 
обуславливает выделение тан джоулева тепла. 

Плотность диосипируемой проводником мощноотн 

„ А и , Л'Шл Щ 
где Л"м*.1~ вектор плотности иадуцироваяного тока, 

ЧОм-м'" электропроводность материала. 
Соответственно, интегральная мощность 

в проводнике с объемом V равна: 

Выделение тепла обуславливает нагревание я плавление ме­
талла в ИТП. * 

2 ) Взаимодействие поля с наведенными токами в металле 

джоуловых потер» 



А « А ' ( г - ) е ^ , (16.) 
, о 

Г Д 6 А ( г ) - комплексная амплитуда величины; 

I- - мнимая единица; 

^ [ " с - ] - циклическая частота переменного электромагнитного 
поля, 

получаем выражение плотности средней силы: 

Т - * Й » П . - Б . ] . ' < 1 7 ) 

Действие электромагнитной силы вызывает движение жидкого 
металла, характер когорого в целом (одноконтурная или двух-
контуриая циркуляция), интенсивность и распределение скоростей 
:ч) лсзначева комплексно сопряженная величина. 

определяв! существование з неы электромагнитной силы о объем­
ной плотностью 

где 77 ГАм "I 
П |_-^г~]- напряженность магнитного поля; 

- индукция магнитного поля; 

^ • [ ^ ] ~ * ? а г н и 1 н а я проницаемость вакууме; 
^< - относительная магнитная проницаемость среды. 

Во всех практически встречающихся в ИТП случаях формула 
(1 .4 ) существенно упрощается. Так как металлы в расплавленном 
состоянии являются немагнитными телами, то 4 по всему 
объему. 

Сумма сил (1 .ч ) сгодится к однсму члену» 

Для реально существующих устройств время релаксации жид­
кости в рассматриваемой объеме т > 1 секунды [ о ] , по­
этому частота колебаний алектрэчагиитного поля Т, * 1 / Т , 
т . е . , расплав не успевает реагировать на пульсации силы (сила 
пульсирует с удвоенной частотой поля), и движение_определяетоя 
усредненной по периоду колебаний величиной силы т • 

Формула ( 1 . 5 ) зыракает мгновенное значение силы. Усредняя 
по периоду колебаний произведение двух синусоидально меняющих­
ся во времени величины представленных в комплексной форме: -



I ванне печи вавкоят от ипогвх факторов ] . Наиболее 
важными ив них является следующие! 

1 ) геонетричеокяе характеристики уотройотва - особенно 
взаимное расположение металла и индуктора; 

2) электромагнитные характеристики индуктора (фавиость, 
плотность тока}) 

3) алектромвгнитные- и жавкие свойства ореды; 
4) расположение я оюйотва лагииткого варана. 
Многими на этих параметров можно управлять целеустрем­

ленно, т . е . вовдвйствовять яа распределения температуры я 
окорости для достижения определенных технологических целей. 
Укажем на некоторяе аспекты этой проблемы, овяаакныо о двойст­
венным характером (тепловым я силовым) воздействия индуктора 
на металл* 

1} В результате скин-эффекте основное количеотво джоу-
аевя тепла выделяетоя в тонком аоверхдостном слое проводника 

ь'и&№ («•••) 
Тепловая конвекция, охорость которой в плавленной печи 

не превышает 5 о н / с . , недостаточно эффективна для выравнива­
ния температуры в объеме тигля.Это может привес?* к перегреву 
металла в воке выделения тепле - вблизи боковой поверхности 
расплава. Однако скорость движения расплава, создаваемая це­
ленаправленным расположением нагревательного индукторе или 
дополнительного индуктора, специально преднааначеиного для 
перемешивания, может достигнуть значительных величин (несколь­
ко метров в секунду в промыилг >мых установках) я существенно 
влиять на выравнивание температуры в раоплаве. С другой с т о ­
роны, интенсивное движение вблизи боковой поверхности тигля 
Имеет и отрицательные стороны: 

а) сильно изнашиваетоя тигель, что сокращает орок ра ­
боты устройства [ 2 ] ; 

б) ухудшается качество металла. 
По данной причине очень важно управлять не только макси­

мальным значением скорости, а также распределением скорооти 
в объеме тигля. 

2) В процессе выплавки металла осуществляются различные 
физико-химические процессы, направленные на повышение качества 



(выделяются приыеби, гводятон добавки). Б зависимости от видя 
протекающего процесса и расположения активной аоны, меняются 
Также условия, необходимые для оптимального протекания этих 
процессов [ 1 4 ] , Скорость протекания физико-химических реак­
ция можно регулировать изменением движении расплава. Например, 
если свободная поверхность -геталла покрыта шлаком, то для бы­
строго протекания химических реакций необходимо с определен­
ной скоростью менять слои металла соприкасающиеся со шлаком, 
о другой стороны движение расплаве не должно нарушить шлаковый 
покров - варулеаие шлакового покрова ведет к ухудшению качест­
ва выплавляемого металла. 

Ирака других рассмотренных проблем сущеотвует много других, 
связанных с воздействием электромагнитного поля на расплав 
(регулйвозаййв мениска, обжатие металла и др.).Существующие 
проблемы определяют необходимость исследования электромагнитно­
го поля, вихревых токов, электромагнитной силы и особенно -
дьинзнкя расплава в печи. Теоретические и экспериментальные 
исследования влияния'электромагнитного поля на процессы в рас­
плавленном металле, позволяют реветь задачи конструирования и 
оптимизации ИГЛ. ' -

I I . Основные положения МГД жидких металлов 

магнитогидродинанические процессы в жидких металлах описы-
геет система уравнений магнитной гидродинамики [ 1 5 . 1 6 ] , состо ­

ящая из уравнения магнитно:! индукции, уравнения движения (урав­
нения Навье-Стокса в случав ламинарного течения), уравнения 
неразрывности, дифференциального закона Ома и некоторых допол­
нительных связей. 

Для получения удобной для использования безразмерной 
формы этих уравнений необходимо ввести характерные параметры: 

1-оМ - характерный размер, в качестве которого обычно 
используют один из основных размеров исследуемой 
области или толщину скин-слоя <5 ( с м . 1 . 8 ) , при: 

м ярко выраженном скии-эффекте; 
^ [ т - " ] - характерная скорость; можно выбрать максимальное 

значение скорости движения расплава или определить 
с помощью характерного значения магнитной индук­
ции; 



у > р̂Г̂ Г С 2 . 0 

В ^ л ] - характерная магнитная индукция, например- максимальное 
и е вначение на поверхности расплава; 

Я1м*]~ характерная плотность - вводится в рассмотрение, 
если плотность нельзя считать постоянной р ? сопвХ • 

* » С ° ] - характерное время, которое удобно связать о харак­
терными длинны и скорости : 

гЦч ^ 1 И * 
Р»ГЙ>1- характерное давление, один из возможных способов 

определения которого следующий: 

р. - / . V ; Ш. 
У\^У х а Р > 8 к т е Р н а я плотность тока, задается как плоткооть 

м тока в индукторе или овяаывеетоя с характерным зна­
чением магнитной индукции: 

- } > • & . м 
Определи» на основе этих величин беараямарвме переменные 

ж ведет • 4 . X 

*•% **> 
получаем безразмерную форму оиотемы ураввевия МГД. 

I ) уравнение магнитной индукция для однородной среды: 

ГД<< 

магнитное число Рейне: .доа, характерязующбэ отвояеняе иа-
дукции поля токов, наведенных движением среды (вторичного яовя)я 
индукции приложенного внешнего поля. 

2 ) Уралюниз движения (Навье-Стокоа) для яесжимаемой жид­
кости (р>соп« 1 ) : ^ 

гле. ; Р е 'Щ Щ 
- число Рейнодьдса, характеризующее соотношение 

кинетической анергии к анергии, диссанируемой тре-



нием; 

А1' в»' ( е ю ) 

- число Альфена, характеризующее отношение магнитной 
анергии к кинетической; 

Щ%. . - И ' 

число Фруда, выражающее соотношение сил инерции к 
силам тяжести; 

$ р к ] - плотность посторонней объемной силы, в том числе • 
электромагнитной ( о м . 1 . 5 или 1 . 7 ) ; 

коэффициент кинематической вязкости. 

3 ) Уравнения неразрывности для магнитного поля и течения: 

дх 
При р - с о п * 1 из ( 2 . 1 3 ) следует: О П У ^ - О (условие(й.<^ 
несжимаемости). 

4) Дифференциальный закон Оиа: 

где Е - напряженность электрического поля. 

Эта форма записи безразмерных уравнений одна из возмож­
ных, другой вариант введения безразмерных критериев см. в раз­
деле I I I . 

Так как интервалы изменения характеристик величин метал­
лургических печей широки [2,9] , то и критерии подобия для 
резвых уотройств меняются в широких пределах. Однако величину 
магнитного числа Рейнольдса ( 2 . 7 ) для ИГЛ можно оценить [ в , 1 в ] . 
Если размеры устройства поряпка одного метра, проводимость ме­
талла б * М 0 6 — ? — , то при V» < 1 " / с (такие скорости 

им -м _ 
нзСлюдаются в эксперименте), выполняется условие 



Раочеты показывают, что при окороотях до 1 м / е к 
частотах не ниже 50 Гц, влияние движения расплава на индук­
цию не превышает 6 л 13 % соответственно для стольного и алю­
миниевого расплавов [<9] . Отсюда следует вывод, что безин-
дукционное приближение: 

применимо для лабораторных устройств, но условие (2.16) может 
не соблюдаться в производственных ИТП из-за больших размеров 
и скорости движения в них. 

Допущение о малости магнитного числа Рейнольдов (безын­
дукционное приближение существенно упрощает задачу, поэтому 
оно используется во всех теоретических работах, кроме [го] . 
Боли пренебречь влиянием движения среды не магнитное поле, то 
уравнение (2 ,6 ) упрощается: 

т . е . , величина магнитной индукции находится независимо от 
гидродинамических характеристик. 

В случаях, когда трехмерная задача сводится к плоской 
задаче (При цилиндрической симметрии модели), целесообразно 
ввести векторный потенциал: 

В = го! А , ( 2 1 * ) 

уравнение для которого с учетом периодической временной зави­
симости (1 .6 ) принимает вид: 

Удобно пользоваться безразмерной формой уравнения ( 2 . 1 9 ) ; 

К е т . « 1 СМ*) 

д А° - 1б(^0шА 0 . 1 9 ) 

безразмерная частота, тесно связанная о прониканием 
поля вовнутрь проводкика: 

Если в выражении магнитного числа Ройкольдса 



- 1а -
в качестве скорости V рассматривать относительную окорооть 
движения бегущего магнитного поля и проводящей оредн: у * 
где 

• - окольженив, 

% - полюсный шаг индуктора, то обоии критериям 
Явти и) можво придать один и тот же физический смысл. 

Таким образом задачу об определении движения расплавлен­
ного металла в бевиндукционнои приближении можно разделить на 
два этапа: 

1) Нахождение распределения средней электромагнитной сии. 
( 1 .7 ) в жидком металле. Эта вадача сводится к ревению уравне­
ния (2 .17) пли (2 .19) о соответствующими граничными условиям!. 

2 ) Решение уравнения движения (2.6) о учетом найденной 
плотности силы. ' 

В общем виде для произвольной формы проводящей области 
и произвольного распределения плотности тока индуктора, эти 
задачи не решены. Поэтому в каждом конкретном случае делаются 
те пли иные допущения относительно формы и фиаических харак­
теристик нодели. Основные модели и методы для решения постав­
ленной задачи характеризуются во II части настоящего обзора.° 

I I I . моделирование, экспериментальное исследование и 
оценка интенсивности движения в ИТП 

Экспериментальные измерения скорости движения в действующих 
печах являются задачей крайне сложной (температура расплава 
достигает 1600°С, емкость - десятков тонн) . Путем наблюдении 

можно получить только предварительные Сведения об интенсив­
ности и характере движения (одноконтурная или двухконтурная 
циркуляция) ^ 2 , 3 , 2 1 ] . Таким образом, нельэя получить информа­
цию о структуре циркуляции. 

Экспериментальным фактом является т о , что для ИТП число 
РеЯнольдса ( 2 . 9 ) п ц 

К е > Ю 

и движение металла имеет турбулентный характер [22,2з] . 
Турбулентные пульсации скорости молы около боковой поверхности 



титл и и в окрестности оси симметрии, в в остальной области 
действует оильно развитая турбулентность. Степень турбулериза-
ции потока характеризуется отношением среднеквадратичной ие-
иичиьы пульсации скорости -| к осредиениому вначению с к о -
р о с т н сз1.) 

Дамп для модельных установок степень турбулериаацин 
"| У р / У 1 достигает 1 , а в больших установках может зна­
чительно превышать эту величину. Ото создает дополнительные 
трудности для эксперимента, цель которого не только исследова­
ние осреднониых характеристик движения, а также изморе пне тур­
булентных пульсаций скорооти, которые играют веяную роль в 
протекании физико-химических процессов в расплаве. 

По указанным причинам экспериментальные иоследоваик.ч в 
настоящее время ограничиваются моделями 1'ТП и печами мало.4, 
емкости. Суть моделирования заключается в изучении мТД процес­
сов на модпли, связанной о реальным объектом соотношениями по- • 
добия и геометрически подобной оригиналу. Необходимо установить 
систему "критериев подобия, которая достаточно полно отразит 
все существенные овпзи и вместе с теи будет ограничена настоль­
ко, что позволит практически выполнить модель для эксперимент м а ­
лого исследования или даст возможность описать процесс теорети­
чески [ г « ] . 

Особенностью моделирования ИТП является возможность раз­
дельного исследования мвгнитогидродиначических, тепловых и 
маесообщенных процессов. Осиотоя для такого разделения служит 
значительная интенсивность движения расплава под действием 
электромагнит них сил (скорость может достигать а модели С/2 м /о ) , 
обычно во много раз превышающая интенсивность тепловой я кон­
центрационной конвекции в ванне [гь] . В результате этого вожно 
при моделировании МГД-процессов пренебречь обратным влиянием 
теплового и концентрационного состояния расплава на движение. 

В бези.одкиионнои приближении ( Ке т « 1 ) получена 
евстеча критериев подобия движений [ 2 6 , 2 7 } : 

П Ч Я ^ С I* 'Ш*) 
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Критерий подобия ( 3 . 2 ) - ( 3 . 6 ) выражаются через ранее вве­

денные числа РеЯнольдса ( 2 . 9 ) , Альфеня (2 .10 ) и Фруда ( 2 . 1 1 ) : 

Вели р, онвёделено по формуле ( 2 . 3 ) р, = р.^, г , 

•о П ^ ^ П ^ и исключается из рассмотрения. 
Для построения системы критериев подобия вместо характер­

ной индукции В в часто испольвуется характерный настил тока 

Системы критериев подобия для мТД течений можно также по­
строить прямым применением 1С - теоремы размерностей [га] . С 
помощью зтой теоремы ыожно свести зависимость между п физи­
ческими величинами к зависимости между п - к безразмерными ком­
плексами, где к -ранг матрицы размерностей этих физических 
величин. Для движения жидкого металла в бегущем магнитном поле 
определяющими параметрами (при исключении из рассмотрения МГД-
наоосов, а также процессов, где существенную роль играет сила 
тяжести) являютоя семь величин: 

Н . о ч . б . р , 1 , 1 . и ) 

На основе этих величин можво построить 29 независимых 
систем ее - комплексов, каждая иг которых содержит п - к 
определяющих критериев. Но применение комплексов, полученных 
непосредственно ив К - теоремы, не всегда целесообразно [ г я ] . 

моделирование движения металла с соблюдением полной системы 
критериев подобия ( 3 . 2 ) - ( 3 . б ) невозможно. Однако не все критерии 
являются одинаково важными,. Гравитационные силы имеют безвихре­
вой характер, поэтому в явном виде на движение не влияют, одна­
ко существенные при исследовании формы свободной поверхности 
металла (мениска) ( р и с . 1 . 1 ) . Результаты экспериментов [ 2 5 ] по­
казывают, что при исследовании характера движения критерием 
П*(3.э) можно пренебречь. Ток как течение в ИТП турбулентно, 
то во многих случаях можно пренебречь критерием (3.4 ) , ко ­
торый характеризует влияние сил вязкости. 

Пренебрегая критерием П } , ыожно свободно менять материал 
расплава, однако выбор последнего определяет остальные параметры 
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модели 1 * } , I , . Пренебрегая одновременно критериями П 3 и 

, можно свободно менять материал раоплава и один ив 
параметров ы и I , . Тогда остается один определяющий критерий 
Ш , обеспечивающий подобие объектов, и два не определяющих 
критерия - Л , и П , , которые испольауютоя для приведения 
полученных на модели значений скорости и давления к условиям 
оригинала . Для Списания установившегося движения при 
больших числах Рейнольдса ( 2 . 9 ) , а также усредненных характерис­
тик турбулентного течения в бегущем магнитном поле достаточным 
условием подобия являетоя! 

(А) - I П V 

что хорошо подтверждается экспериментом (рис.3.1).Изменение 
со оказывает существенное влияние на движение расплава[25 \ 
2 9 ] - при моделировании печей, работающих на частоте 50 Гц, 

модельную установку в целях соблюдения условия (3 .8 ) необходи­
мо питать током повышенной частоты. 

Збб 600 900 а 

Рис .3 . I . 
Экспериментальная зависимость относительной скорости на оси 
расплава от относительной частоты. 

•Л 

, чаи и 



При исследовании высоты мениска пренебрегаем критерием 
П5 , а ГЦ становится не определяющим критерием и применяется 
для пересчета параметров модели на параметры реальной конструк­
ции. 

Таким образом, представляется возможным заменить экспери­
ментальное и теоретическое исследование производственных уста­
новок исследованием моделей, однако при апробации методики 
необходимо определить пределы изменения критериев, при которых 

введенные допущения не приводят к значительным погрешностям. 
В большинстве экспериментальных работ исследуется только 

распределение аксиальной ооставляющей скорости V 2 по внсоте 
расплава на оси симметрии, так как там у г обычно принимает 
максимальное значение [ э р - 5 7 ] (численные расчеты [ 2 0 ] показали, 
то не всегда). Полученные экспериментальные результаты характери­
зуют зависимость циркуляции расплава от параметров устройства: 

I ) Завимисоть от геометрии индуктора и характера тока в 
нем [зо.ЗЗ, 36, ЗЯ]. 

Для устройства с однофазным индуктором, расположенным 
симметрично относительно средней плоскости расплава, харэктерна 
картина двухконтурной циркуляции. При этом распределение состав­
ляющей скорости Уг. по оси 2 почти антисимметрично- относительно 
средней плоскости расплава ( р и с . 3 . 2 а ) . 

Для устройства с многофазным индуктором характерна одно­
контурная циркуляция - при этом' направление скорости на оси-
тигля не меняется. Течение на оси для устройства с двухфазным 
индуктором показано на рис.3.26. Не оси тигля многофазного 
устройства, при Н р =2-гЗ скорость 7 2 М А х ^ 0 . 5 1,0 . Безразмер­
ная величина определяется с помощью^ характерной скорости? 

Движение более интенсивно в многофазных печах, причем 
более эффективными для перемешивания (критерием эффективности 
является удельный коэффяциенш массообмена) являются двухфаз­
ные устройства. Отклонение угла фаз токов в секциях УЭМП от 
номинального значения % по- эксплуатационном причинам не приво­
дит к существенному измененим хэретера движения в широком ин- . 
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в ; Распределение бсэрззиоьяой аксиальной составляющей 

скоростш О - у * ХУ ПО высоте тигля на 
оои симметрии для однофазного устройства) 

б ) Распределение безразмерной вертикальной составляющей 
скорости двинения расплава при двухфазном индукторе 
со сдвигом фаз в секциях = 44 0" . 

тервале фаз ( %'90',&'<у<1ЪЬт ) . Пря атом сохраняется такая 
яаясяиальное вяаченяе скорости С1ИЛя~0,Ь . Однако при боль-
яих отклонениях ( у>< го'УМ^С "Р* Ум = 9 0 * ) отруктура течения 
существенно меняется, постепенно приобретая двужконтурныё хя-
хактер. 

2 ) Зависимость от расположения и высоты индуктора (31 , 
3 ^ - 3 6 ] . Иьмонением расположения индуцируяией системе можно 

достигнуть суцаетвецного преобразования характера цнркуляпиг. 
Сдвигая однофивннй индуктор в пив или вверх относительно сред­
ней плоскости расплава, можно добиться перехода двухкожтуряогв 
движения в одноконтурное. При этом несколько уиеньяаетоя ябсе-

. лотная интенсивность движения. [ ЦЛУЦ»* 
иШУягвШКеа 

В 1 В У О Т Ё К А 



Различие высоты индукторов примерно в два роза обуслав­
ливает двухкратное раэличие джоулевого тепла ( 1 . 3 ) , выделяюще­

гося в расплаве. Однако течения металла в ванне, при равных 
значениях максимальной индукции В 2 И А * не поверхности проводя­
щего цилиндра , в обоих ьариантах мало отличаются как по абсо-

• лютной величине, так и по распределению. 

3 ) Зависимость от заполнения тигли Ь 1 . 35 ? . С уве-
личениен высоты расплава п р в устройстве с однофазным ин­
дуктором (характерна двухконтурная циркуляция (рис .1 .1 ) ) дви­
жение в верхнем контуре становится интенсивней, а в нижнем кон­
туре подавляется. Это объясняется главным образом уменьяением 
гидравлического сопротивления в зоне, верхнего контура [ 3 5 ] . 
При дальнейшем увеличении относительной высоты расплава Н р / п м , 
где Ь ц - высота индуктора, можно нииияй контур циркуляции 
подавить - движение окажется преобразованным в одноконтурное. 

В печи с постоянней высотой индуктора, при изменении отножекия 
Ь9/Ьи от 0,6 до 1 ,3 , интенсивность циркуляции в верхнем кон­
туре возрастает в 2 раза, а высота этого контура - в 'I раза 

(положение индуктора фиксировано). 

Максимальная скорость движения, при постоянной емкости 
печж, достигается в интервале значений: 2< Ь р < 3 , где 
И р

г ^ г / г , - отношение высоты металла к его наружному радиусу. 
Этот результат понятен, так как с увеличением относительной вы­
соты расплава изменяются траектории движения частиц металла. 
Увеличивается протяженность прямолинейных участков движения, 
но. одновременно облегчаются условия движения металла на по ­

воротах траектории. При малых значениях п р решающий вклад в 
гидродинамическое сопротивление вносят сопротивления поворотов 
в концевых зонах расплава, что определяет возрастающий характер 
левой частя кривой У 2 М А Х = ^ ( " р ) . На рис . 3 . 3 . показаны ревуль* 
таты экспериментального определения скоростей движения на оси 
ванны ( Г,**5,5 см , <о=20 ) При изменении высоты расплава от 
21 до 62 см. Высота индуктора в каждом замере равнялась высоте 
расплава. 
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Рис. 3.3. 
Максимальное значение относительной скорости у*,м«г 
в зависимости от безразмерной высоты расплава 

4) Зависимость от конусности тигля [жь] 
нусности тигля Г т . « - Г „ ( „ 

Изменения ко-

где г„тя в г м м - соответственно максимальный в минимальный 
радиусы конического тигля, в пределах О* К*0,415 существенно 
не меняет характер движения. При увеличении конусности происхо­
дит некоторое перераспределение потоков металла, _при этом 
высота нижнего контура в однофазно* устройстве увеличивается 
ж, скорость в нем возрастает. 

5) Зависимость от расположения магнатногт» экрана и распре­
деления настила по высоте ИКРУ .«тора [97 } . Иене ненией расположе­

ния магнитного экрана можно добиться такого же- эффекта, как 
неравномерным распределивиеи настила тока во высоте индуктора. 
Например, размещение магнитного экрана » нижней частя устройства 
приводит к переходу двухконтурной циркуляция ж одвчжонтурнуе 
циркуляции с одвовременнным увеличением иаясиааяднои скорости 
движения на 20-40 51. Такого же эффекта можно добиться, увеличи­
вая настил тока в нижней части индуктора или закругляя нижняя 
часть тигля.. 

Измерения скорости \/1 иа оси цилиндрической ванны дают 
представление о характере движения и о максимальном значении 



снорооти, но они не отражаю! структуру течения: скорость 
течения в приотеночних слоях и полную нартину течения на рав­

ных глубинах. Для получения более полного представления не­
обходимо провести замеры по воему обтеку металла - необходимо 
мерить аксиальнув составляющую скорости в разных сечениях 
х « с о п $ С [ 2 3 , 3 * ] г а тягаю радиальную составляющую [25] . из-за 
большого объема работы, ввязанной с такими замерами, влияние 

геометрических и электромагнитных параметров системы "индук­
тор-металл" на структуру течения в настоящее время еще не вы­
явлено. 

Экспериментальные исследования мениска [*9] показали, что 
высота мениска Ни и Ь ц - высота нентре мгниска над первона­
чальным уровнем в определенном интервале настилов индуктора 
пропорциональны квадрату максимального значения индукции на 
боковой поверхности расплава. При ш > ЪЬ % Ьп практически 
не вазисят от частоты. 

Экспериментальные исследования дают также рекомендация 
для усовершенствования УЭМП путем изменения геометрических 
параметров системы (высоты индуктора и расплава, их взаимного 

расположения) путем изменения частоты со ( р и с . 3 . 1 ) , а также 
длины полюсного деления многофасного индуктора [ 3 8 ] и сдви­
гов фаз токов в его секциях. 

На имеющихся экспериментальных данных базируются работы 
'по оценке интенсивности движения в ИТП. Интенсивность движения 

характеризуется максимальным значением скорости (скоростью 
движения в характерной точке) . 

Энергетический подход к оценке интенсивности движения 
дает формулу для максимального значения скорости в однофазной 
печи [3 2, ЗА] I . 

где 
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мощность перед8ваеыая~~р8еплаву электромагнитным 
полем при единичном расходе металла в однонаправленном 
потоке, 

Л - безразмерный коэффициент гидравлического сопротивления 
движению потока, 

К - безразмерный геоыетричеокий параметр, 

Для однофазных устройств, когда можно пренебречь акси­
альной составляющей силы, получены приближенные выражения для 
расхода № , использование которых дают значения скорости, 
близкие к экспериментальным* При принятых допущениях интеграль­
ный циркуляционный аффект зависит от максимальной величины 

радиальной составляющей силы, а не от разности значений этой 
силы в середине и на концах боковой поверхности садки [ 3 2 ] . 

При заданном мощности джоулева тепла, пренебрегая кривизной 
поверхности расплава, получена формула [ з ч ] для оценки мак­
симального значения скорости в зависимости от мощности я раз­
меров печи, частоты и профиля скоростей, формы сосуда и физи­
ческих параметров материала. Характерная скорость Уа пропорцио­
нальна корню четвертой степени от частоты (у , ~&^) и коэффи­
циенту сопротивления А в отепени 1/2 ( V , - л т ) . Интенсивность 
циркуляции, при задаиНых значениях емкости пеня я мощности, 
снижается при увеличении отношения 1 н / ц • где 1ц - высота 
обогреваемого участка поверхности расплава. 

На основе изложенной в работе [ « ] методики анализа комплек­
са иагнитогидродинамнчесиих, тепловых и нассообменных процес­
сов в печи, составлено в об'.щенной форме интегральное уравне­
ние, выражающее значение скорости движения расплава, как функ­
цию обобщенных независимых переменных : 

= Ф ' ( Т:• Т. • * К П> •п^ $ь>с (Ь13) 

где & ь = ( 3 1 4 ) 
1-е 

~ х а Р а к х е Р н ы и частил тока; 
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С { - параметрические критерии, характеризующие 

геометрические данные и подобие распределения 
полей - форму тигля, относительную толщину 
футеровки, смещение индунтора, распределение тока 
В индукторе и др. 

Если рассматривать установившееся движение в Турбулентном 
рехиме, при отсутствии высокого мениска и существенного влияния 
вязкости, а также фиксировать конструкцию печи, то 

или в характерной точке 
Й, « Ф Г * } • ( 3 . 1 6 ) 

В результате анализа внутренних и внешних связей получены 
выражения характерной скорости через активную мощность, рр 

или полную мощность системы индуктор-металл 5 : 

где _ а 

а = ~ » - соотношение значения физической величины 
к его значению в Оазисном режиме, 

^э» - функция электрических и геометрических параметров 
(задается графически). 

Упрощенная формула для больших значений частот и» > ю о 

где 6 1 - параметр аппроксимации зависимости ( 3 . 1 6 ) г 

V , = Эь"<0^\ ( 3 . 1 9 ) 
Покаэано, что исходная.кривая (3 .16 ) с учетом реальных 

внешних связей значительно деформируется и максимум скорости 
смещается в область меньших частот. 

методика определения максимального значения движения 
металла далее раэработана в работе [ 4 о ] . При допущении, что 
функция, описывающие влияние различных факторов Ф ^ , взаимно 
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независимы . Получено выражение 

•где Вв|Тл] - характерное значение иьдукции. Звевдочкой, также 
как и ранее, обозначены значения в базисном режиме. Функции <Р< 
соответственно описывает отклонения индукции, относительно?, 
частоты, конфигурации системы и концов индуктора от имеющих 
место в базисном режиме. Значения у 0 * и функций'Фкопределяют 
в эксперименте на моделях о легко плавкими металлами [ 4 о ] . 
функции ф и , полученные в виде графиков или формул, использу­
ются для определения У в в ИТП при зсданных параметрах (актив-
нал мощность, масса расплава и д р . ) . 

Из сказанного понятно, что оценки скорости движения имеют 
важны» значения для практических целей - характеризуют общую 
интенсивность циркуляции, но вне поля-зрения остаютоя все те 
эффекты, которые определяются структурой течения. Об этом более 
полное представление могут давать, на ряду с экспериментами, 
теоретические исследования - с точки зрения ЫГД жидких металлов-
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В.Э.Циркунов, Э.С.Сорокина 

ДВУМЕРНАЯ МОДЕЛЬ ИНДУ ЩИ ОНИ ОГО РАСХОДОМЕРА 

Возможности повышения точности индукционных расходомеров 
за счет совершенствования измерительных схем в значительной 
степени ограничены. Точность измерения расхода в первую оче­
редь ограничена уровнем собственных помех преобразователя 
( э . д . с . дебаланса) [ 1 ] . Таким образом ставится задача по­
вышения чувствительности 8 преобразователя расхода без сущест­
венного увеличения помех, а также уменьиения температурной за­
висимости его метрологической характеристики. 

Одномерные модели преобразователей расхода, используе­
мые в большинстве работ, позволяют изучить лишь отдельные во­
просы, например, выбор полюсного деления, влияние зубчатости 
и т .п . 

Эффекты, связанные с интегральное, оценкой влияния профиля 
скорости и формой канала, могут быть решены только при изучении 
двумерной модели преобразователя расхода. 

Ясно, что собственные помехи преобразователя-растут с 
увеличением индукции магнитного поля возбуждения. Следовательно, 
необходимо провести оценку зависимости чувствительности от па­
раметра преобразователя расхода (в том числе геометрии канала) 
и рассмотреть возможности увеличения чувствительности без соот­
ветствующего увеличения энергш магнитного поля. 

В качестве параметра, характеризующего чувствительность 
преобразователя расхода, выберем следующий: 

где о о - ^ ч § б и ; Ь г , Й е т " / < 6 ^ 



Е - э . д . с . индукционного поля в приемных катушках. 
Для оценки чувствительности рассмотрим двукерну» модель 

индукционного преобразователя расхода, представленную на р и с 
I . Для расходомера с бегущим магнитным полем и канала произ­
вольного сечения решение задачи в беэиндукционном приближении 
дано в работе [ 2 } . Если на профиль скорости по сечению 

канале никаких ограничений не накладывать, то соответствующее 
решение может быть получено методом осреднения функциональных 
поправок [ 3 ] • 

'////////> 
2 

д д 

1 

д п 

1 
6 
1 д 

| 

д 

<г, 1 
чнпп п/ии и 

а 
Рис.1 

Ток обуотки индукторов представим поверхиостными токами 

\ Ж . . А _ [ 6 ( У Ч - а / 2 ) - 8 ( У - а / 2 ) ] е х р { I {иЛ -ах)} 

В ( У ± А / ? . ) _ единичная обобщенная функция, 
<5 (У±о /2 ) - ($ - функция, А - линейная токовая на­

грузка. 
в вредаоэсавжж, что пру. у = ± а / 2 



с помощью интегральных преобразований для каждой области 
п - 4 , 2 , 3 - теплоизоляции, стенок канала и жидкого мет-, та 
соответственно, получим уравнение для 2 - составляющей 
иидукиии 

Для области теплоиволяции * * = с*г->-Ф;
г в отенках канала 

в жидкости 2 | - а 1
+ а > 2

+ ^ в б 3 ( а ) - с х у в ) и у 0 - < ] / 2 а Ь , 

Обратные преобразования даются следующими рядами: 

где 

Ь ° - В ' с о . ( ш Т - а х ) (3 ) 

На поверхности индукторов для 2 - компоненты поля должны 
выполняться условия 

дг <г"с 
Н / , ( 4 ) 

где индексы н в"и "н" - относятся соответственно к верхнему и 
нижнему индуктору. 

Решение краевой задачи ( I ) , ( '0 без учета профиля ско ­
рости и конечной проводимости стенок канала может быть пред-

1 ставлено в виде функции тЬ , удобной для машинного расчете. 
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На поверхности приемного индуктора г - компонента поля равна 
(при 1ь-0): 

• } ' 0 'у 

где 

Т - . У ^ ^ Ь Ч Х - О Г ^ ' Д ( « ' - 0 - 1 1 

Считая> что весь поток проходит через зубец приемного 
индуктора толщиной \ ъ , для индуцированной а . д . с , можем 
записать; 

» Т ; е 1 М ' в д ' . 0 . ( 7 ) 

\Л/„р - число витков приемного индуктора, 
х о - положение центра приемного витка. 

Для расходомеров, в которых используется явление синхрон­
ности, необходимо исследовать виражение для Е . ^ вблизи точки 
$*О(и )г0СУ в ) . Разлагая (7 ) в ряд Ыаклоренапо5и ограничиваясь 

' линейным членом разложения, получим 

рк«, Ш Л 5 , П 2 ^ ' " ^ ' 

где Г м - линейный член разложения ( б ) . 
Как следует и выражения ( 8 ) , при синхронной скорости 

(^:ССУ 0)вторичная э . д . с обращается в нуль. 
Результаты расчета чувствительности по данной модели 

согласуются с результатами работы [ 2 ] • 
Для преобразователей с пульсирующим магнитным полем воз-



буждения величина индуцированной е . д . с . определится сле­
дующим выражением! 

- [ Т ; е ^ - - Т ; е : * " ' ] е с , и 1 

где определяется выражением ( б ) , в к о т о р о м з а ы е -
няетоя на» 

Х<-<.+ тр*-.*.1 

Результаты расчета чувствительности преобразователя диф­
ференциального расходомера представлены на рис.2 и рис.3. 
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При постоянной расходе уплощение канала позволяет без 

увеличения энергий магнитного поли возбуждения существенно 
увеличить чувствительность преобразователя расхода. 

Учет конечной ширины магнитопроводе, режиыа течения и 
форуы канала необходим при конструировании преобразователей, 
имеющих унифицированный сигнал. 9 . д . с . индукции и чувствитель­
ность преобразователя расхода о учетом этих факторов может 
быть найдена.путем численного решения уравнения для нормаль­
ной ЕОнЯОвевты индуцированного магнитного поля, приведенного, 
например, а работе [ 4 ] . 

Таким путем были выполнены расчеты э . д . с . и чувствитель­
ности для преобразователей с пульсирующим полем возбуждения 
з случае каналов круглого и эллиптических сечений с соотноше­
нием полуосей Ь/а = кг=0,8Ь;О,1; 0 ,577 . Для тех же значений Ь/а 
получены ""снятые на ртутном контуре ДУ-ч-О'при постоянном рас­
ходе. ^ . ! Л . 

60 + 

Ю т 

1,0- л 

га 

Рис. 4 
Результаты расчета и экспериментальные точки представле­

ны на рис.* Сравнение расчетных данных и эксперим1нта показы­
вает, что переход от круглого канала к эллиптическому с отно­
шением полуосой к 4 * 0 .577 при тем же расходе и энергии 

золя возбуждения повышает чувствительность преобразователя 
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почти в 1,5 раза. Можно отметить, что расчетные иначе ник 
чувствительности превыивю* экспериментальные оря тех же вна-
чеяинх кг , что объясняется отсутствием учетл волей рас ­
сеяния, связанных с конечностью ширины индуктора я продольный 
эффектом. С ростом относительной яяриш канала различие между 
обеими кривыми уменьшается. 

Была исследована также зависимость чувствительности от 
других параметров, хвректеризукьуи геометрию канала и иядукто-

Так как по определение чувствительность 5 - Vя- , можно 

получить функциональную зависимость чувствительности от пара­
метров среды, преобразователя и частоты тока плтснкя. В общей 
случае для всех методов измерения расхода, использующих линей­
ные индукторы, чувствительность в линейном диапазоне частотной 
я выходной характеристик определяется выражением; 

5 = Ка>В 0 Г(а,к в ,к) 

где К - коэффициент пропорциональности, зависящий от СЕОЯСТВ 

приемных обмоток преобразователя. В, -амплитудное значение ин­
дукции магнитного поля возбуждения на поверхности намагничи­
вающего индуктора, Р(Я| К *. К )- функция геометрии,ббщая для 
всех известных методов измерения: 

а) следящих.^использующих явление синхронности; 
б ) выделения бегущей составляющей пульсирующего магнит­

ного поля; 
в) дифференциального метода, работающего на оптимальной 

чвстоте; 
г ) мете да отношений; 
д) пулюирующего поля с движущейся пространственной оги­

бающей. 
Исследование зависимости чувствительности от геометричес­

ких параметров преобразователя и канала сводится к рассмотре­
нии функции / ( < х , к 0 , к ) . 

На ЭВМ была рассчитана функция геометрии, выражение которой 



в общем случае имеет вид: 

- 2 _ . 

Вь'ра^енияХ^.^иТ^^^риведены в формуле ( 6 ) . 
На рис.5 представлена зависимое** Р(оТ,к^,к) от с1 для 
коэффициентов' заполнения к - 4 . 0 ; 0 ,9 ; О . а в К,=о.5;0.3,С,2. 

Рис.5 
Интересно отметить, что необходимое число членов в сумме 

для достижения заданной точности ( *0" ) зависит только от 
коэффициента к в , связанного с геометрией каналя. При к в «0 ,5 
заданная жочкметь достигается уже при = учете двух членов 



(Суммы ( 1 0 ) , в то время кек для к в » о . 2 требуетоя учитывать 
, я е менее пяти слагаемых. 

Таким образом, уплощение канала, приводя к росту функции 
геометрии Р (* ,* , , К) , и вместе с тем чувствительности 
устройства, требует и более строгого рассмотрения самой 
геометрии. Наибольшая чувствительность, как и следовало ожи­
дать, достигается при ' полном заполнении зазора проводящей 

средой, т . е . при к=^.о . 
При этом зависимость функции геометрии от К носит 

экстремальный характер, она убывает как для от т \ , так и для 
и алых сх —о , в отличие от аналогичной з&лисиыости 6. [ 1 ] , 
где выражение для функции геометрии получено в приближении • 
почти плоскопараллельного полк, т . е . при сх"/к « 1 

Следует отметить, что уплощение канала приводит к умень­
шению оптимальной частоты, которая для случая К д 4 0.25 чокет 

быть рассчитана по формулам, рекомендованным в работе [1 ] . 
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Э. С.Сорокине 

ИНДУЦИРОВАННОЕ МАГНИТНОЕ ПОЛЕ И ПРОФИЛЬ СКОРОСТИ 
В ШАЛЕ ЛИНЕЙНОЙ ИГД-МАШИИЫ 

Рост мощностей МГД-маиин и скоростей потока жидкого ме­
талла, а также расширение области их применения приводят к 
необходплести учета реального распределения скорости в канале 
НГД-машипи и вместе с тем влияние индуцированных нолей на основ­
ные ее характеристики. При этом необходимо учитывать '.ложную 
скоростную структуру потока в канале МГД-мзшины: образованна 
несимметричных, И-обраэных течений, и зон с обратным затеканием. 

Знание структуры потока позволило бы разрабатывать ра­
циональные конструкции МГД-маыин. 

Несомненно важным является разработка методики оценки про­
филя скорости в канале МГД-маиины по структуре индуцированного 
магнитного поли, что существенно упростило бы эксперименталь­
ные исследования. 

Известно, что величина индуцированного магнитного поля в 
МГД-у с тройстве пропорциональна ^у"*1з~] , где поле В удовлетво­
ряет уравнение: 

в скорость V является решением уравнения Нявье-Стгжся 

Не касаясь причин, вызывающих ту или иную структуру пото­
ка жидкого металла в коцале, в электродинамическом приближении 
индуцированное магнитное поле определяется решением уравнения 
вида ( I ) для заданного профиля скорости, конечных равмеров 
индуктора и канала произвольного сечения. 

Без учета продольного краевого эффекта, не вносящего су ­
щественные искажения в зависимость индуцированного магнитного 

1 * 
Эк 



поля ох скоростной структуры потока , эта зависимость сможет 
быть определена в рамках двумерной модели индукционной машины. 
В особых случаях, например, целевидных каналов, эта зависи­
мость может быть описана достаточно точно одномерной моделью. 

Была исследована взаимозависимость компонент индукции 
вторичного магнитного поля и различных типов профилей скорос­
ти в одномерном и двумерном случаях ( I ) , исходя из уравнений; 

~ ДОе.)~ауДЬ/ДО^ОД**, (2) 

2Ь • Й Ц С Л 1М б(ш - а у ) ] Ь ™)Ъцтт ($ 

э х 2 <Эу* 

Т.к. попереянвя компонента индукции отлична от нуля 
лишь при учете конечной иирины индуктора ( 2 ) и имеет величину 
порядка Ь х~ В^^ЙСд, , то ее можно не рассматривать. 

Нахождение профиля скорости в канале по гад аннону рпспре*"*-
делению индукции вторичного магнитного поля на границе канала 
в общем случае является обратной зедачей и сводится к решение 
интегрального уравнения типа Фредгольма I рода со сложным яд­
ром. Такая задача является некорректной и ее решение требует 
серьезного математического исследования 

Для качественной оценки характера профиля скорости в ка­
нале уравневин (3 ,4 ) решались численно методом верхней релак­
сации на ЭВМ 6Е - * 1 5 для следующих профилей скорости: 

э ) равномерный, б) турбулентный, в) ламинарный,- г ) Н-обраэвыЙ, 
д ) несимметричный. 

Расчет нормальной компоненты индукции вторичного поля для 
щелевидного канала ( Ь « а ) , когда профиль скорости и распре­
деление пор-^пьиой компоненты по высоте каналааможно не учиты­
вать, покпзал, что сушествует одпозпачное соответствие ы';жду 
час-пределением индукции и профилен скорости по широте канал' 
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А именно, симметричное распределение индукции получается для 
симметричного профиля скорости, для каждого типа профиля имеет 
место характерное распределение модуля иьдукпия и ее фазы. В 
случае несимметричного распределения индукции профиль скорости 

токе несимметричный и имеет максимум в окрестности точки, где 
одновременно наблюдается максимум амплитуды индукции и минимум 
ее фазы. 

Примеры такой зависимости представлены на рис.1 , рио.2. 

Рис.1 Рис.2 
Расчет зависимости индукции вторичного поля и профиля 

скорости по двумерной модели показывает, что в этом случае 
соизмеримость высоты и ширины канале и учет распределения ком-
ПОНУНТ индукции по высоте канала приводит к сглаживанию зави­
симости компонент индукции от профиля скорости. 

|1ри этом норчальная компонента индукции слабо зависит от 
профиля .скорости по высоте канала и более чувствительна к 
распределению скорости по ширине канала. 

Результаты расчетов по двумерной модели можно найти в 
( I ) . 

Пример зависимости тангенциально! компоненты индукции 
для несимметричного профиля скорости по высоте и ширине канала 
представлен на рис.3. Видно, что тангенциальная компонента 
наиболее чувствительна к распределению скорости по высоте ка­
нала. 

При этом в случае симметричного профиля скорости по вмеоте 



- 3 9 - -
канала тангенциальная компонента индукции полностью антисим­
метрична, а суммарный ее поток в сечении канала равен нулю. 

Рис.3 

Нарушение сиимшьии распределения скорости по высоте ка­
нала вызывает ьсиаайтрию в распределении тангенциальной состав­
ляющей по сечёниа канала, о чем момно судить по ее интеграль­

ной характеристике. 
Поцучеыше зависимости показывают, что по заданному рас­

пределению амплитуды и фази нормальной и тангешшально?. компо­
нент индуадии можио оценить в ряде случаев характер течения 
в канале и в первую очередь выявить асимметрию профиля скорос­
ти как по выюте, так и по ширине канала, а также в щелеаидных 
каналах выделить область наибольшего значения скорости. 

Ты;им образец, индуцированные магнитные поля, приводя к 
искажению структуры магнитного поля и скоростного потока ыТд-

ыашикы, характеризуют не только средншю скорость потока, но и 
дают оц1 ночную информацию о хариктере профиля скорости по сече­
нию канала. 

Однозначное определение профиля скорости по заданному 
распределении индуцированного поля в общем случае требует даль-
нейшего исследования, и бвваавх в перьую очередь с проблемой 
устойчивости ранений сорагних задач математической физики и 
выбором истода их решении. 
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В.А.Дренманис 

КРИТЕРИИ КАЧЕСТВА КНОлОГИ'ШСКОРО ИНКх'ОЙАЛоРйиИРА 
' В иНПииШИИ плоской ИОДЫО 

Качество оиилогических инкрокалорпиетров определяется 
рядом критериев качества [ I ^ . В настоящей работе они рассмот­

рены но отношению к калориметрическим системам, разработан­
ным в Институте Еиоорганическси химии ИМ. И. М.Шемякина А11 СССР 
[ 2 ] . Упрощенная схема калориметра показана на рис .1 . Здесь: 
I - ячейки; 2 — термоэлементы; 3 - нилиндр детектора; 4 - слой 
изоляции; 5- выравнивающий цилиндр. 

Ряд теилофизичсских исследований вышеуказанных калоримет­
ров был проведен ранее [2 ] . Теоретически били получены 
температурные поли калориметра при воздействии внешнего тепло­
вого импульса в зависимости от врем пи для трехслойной цилин­
дрической модели без учета ьлиннин на это температурное поле 
термоэлементов и ячеек детектора. Однако комплексного исследова­
ния теплофизики калориметра с точки зрения его критериев ка­
чества до сих пор не было проведено. Ниже проводится это ис­
следование на основе плоской модели калориметра ( р н с . 2 ) . Рас­
смотрим соответствие этой подели реальной конструкции калори­
метра. 1-й слои модели соответствует выравнивающему цилиндру, 

П-И-слою изоляции, 1П-Й - цилиндру детектора, 1У-и - термо­
элементам, У -й - ячейкам т . е . плоская модель представляет раз­
рез калориметра по плоскоита, проходящей через оси ячеек. Рас­
стояние 1 7 соответствует радиусу калориметра г 4 0 , - | * и ) • 
Теплофизнчесн»; постоянные материалов (теплопроьодность, удель­
ная Т'.илоенкссть, удельный вес) калориметра совпадают с харвк-
торнстиками соответствующих слоев плоской ыодали. 

В плоской подели учитывается распространение тепла только 
н одно1: направлении, температурцоа поле в зхоц модели является 
функцией только координаты -х- и времена 4 , в то время как 
в реально.! конструкции оно является трехмерный, зависящим от 



Рио.1 
Упрощенная схема дифф. 
калориметра 

Рис. 2 
Плоская модель 
калориметра 

времени.. Плоская модель не дает возможности судить об абсолют­
ных значениях температур ь определениих точках калориметра. Так 
как в видачах оптимиаа м\ (и конечной натай целью является «.п-
'.. ! " - 5 : ия конструкции калориметра) целевую функцию необходима 
вычислять много раз , то расчет методом сеток температурных 
полой' в цилиндрической модели с учетом конкретных конструктив­
ных особоиностей калориметра является практически невозможным.• 
Плоская модель позволяет получить выражении для критерия ка ­
чества в аналитическом виде, что позволяет провести исследова-



где 
о , - температуропроьодиооть 1 -го •лоя|-|з 7 |1 ; 

А - теплопроводность » - г о с я о я [ — ^ ,1 • 
1м •с•грао 1 » ц>ад 

с к - удельная теплоемкость 1 -го слоя 

р 1 - плотность 1-го слоя [ - 7 ^ ] 

Приведем уравнение ( I ) к безразмерному виду. Введем б е з ­
размерные параметры 

а) относительная длина 
за основу берем радиус калориметра Г„ (в плоской модели это 
соответствует величине 17 ) 

ж) все оезразиерные величины обозначены авездочкой внизу у 
соответствующей величины-

ние зависимости критериев качества от параметров вздррмуатра. 
Так как в данной задаче оптимизации (как и во всех задачах 
оптимизации), ваано знать зависимость критериев качества от 
физических в геометрических параметров калормыетра только о т ­
носительно, а не абсолютные значения этих критериев, то плоская 
модель калориметра может служить основой для оптимизации в пер­
вом приближении. 

Чсос-ы подучить выражения для критериев качества: взаимного 
влияния ячеек, защищенности, повторяемости [ I ] , рассмотрим 

тепловые -процессы в одномерной модели. Температура во всех слоях 
плоской модели удовлетворяет нестационарному уравнению теплопр№-
БОДНОСТИ 



б) При определении относительных хеплофизичсоких параиет-
ров аа основу берем теплофизическиа параметры- цилиндра д е ­
тектора, что а плоской модели соответствует тепдофиаическии 
параметрам третьего сдоя. 

в) относительное время 
аа основу берем характерное время, определяемое на оссыье коэф­
фициента температуропроводЕости третьего слоя и радиуса кало­
риметра гв , т . е . харектерного времени диффузии тепла ьа 
расстояние г, при коэффициенте температуропроводности третье­
го слон. 2 

О Т 

С ВВЕДЕНИЕМ этих параметров уравнение теплопроводности 
принимает вид 

а х * а * . а т ж 

Кроне этих безразмерных параметров, в дальнейшем будут мспель-
аомяы следующие безразмерные комплексы: 

4 а . » а _ * а . . 1 *« а 

Ниже рассматривается рева вил уравнений теплопроводности при 
определенных граничных • начальных условиях в трех случаях: 

I ) для трехслойной модели, аэобр&хавяои на рзс .З . Даниал 



модель в частности используется при решении вадачк о взаимном 
влиянии ячеек детекюра, где существенно в модели, покььаниой 
на рис.2 учесть только средние слои калориметра, т . е . слои III 
и 1У. 

О 

1 

X., 

2 3 

х „ 

* 

Рис.3 Модель для задачи И 
Граничные условия для модели, изображенной на рис .3 , следу­

ющие: 

и. = О 

Начальное условие 

и. (?) 
•.•о 

Условия теплового контакта (равенства температур и тепловых 
потоков на границах раздела между слоями): 

А..$Н • И , * ( 6 ) -

Решении уравнения (2 ) для модели, изображенной на рис .3 , 
при условиях ( - 0 , ( 5 ) | (6 ) приведено в приложения I . 
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2 ) для трехслойной модели, изображенной на рис.4. 
По сравнению с предыдущей моделью, изображенной на рис.3 

третий слой имеет бесконечную толщину 

4 2 

Рис.* 
модель для аадач >2 и И 

Денное модель, в частности, используется при решении з а ­
дачи о повторяемости, где существенно в модели, показанной на 
рис .2 , учесть только средние слои калориметра I I I и I I , а 
также при решении задачи о защищенности от внешних тепловых 
ичпульсоз, где существенно учесть первые три слон 1,11 и I I I . 

Решение уравнения (2) для додали, изображенной на рис .3 , 
при помощи предельного перехода к , ^ - а о . 

3) для модели, изображенной на рис.4. 
По сравнению с предыдущей моделью изменено граничное 

условие при »^=о . Вместо температуры в граничной точке 
задается тепловой поток через иее : 

- Ф ( 0 ( в > 

Данная модель в частности'используется при решении задачи о 
защищенности от внешних тепловых импульсов, существенно учесть 
нервно три слоя 1,11 и I I I модели, изображенной на рис.2. 



Решение уравнения (2 ) для этой «одели нельзя получить 
из решения для подели, изображенной на рис .3 , так как гранич­

ное условие (3 ) существенно влияет на ход реиения. Решение урав­
нения (2) о учетом граничных условий ( 5 ) , (7) и (8) приведено 
в приложении 2 . 

Далее рассмотрим отдельные критерии качеотва. 

( 3 ) ) 

I . аащииеннооть 
Хак следует из определения защищенности (ом,[^3 формуле 

д , ^ . ^ а * . , (9 ) 
1 ли, дУ,,** 

где 
аО» - внешний тепловой импульс; 
Л Ч « м вызванная этим импульсом максимальная разность 

_ температур в ячейках; 
А ^ Р - тепло выделившееся за время реакции в одной из 

ячеек; 
д Ц , ^ - максимальная разность температур в ячейках вызван­

ная реакцией. 
Исследуя защищенность, существенно учесть первые три слоя 

калориметра. Слон 1У и У здесь не учитываются, тек как они имею* 
более низкую температуропроводность, чем третий слой, я в ре­
альном калориметре тепловой '*мпульс обходит первую ячейку почти 
не изменяясь. Поэтому здесь испольвуетоя часть модели ( р и с . 2 ) , 
изображенная на р и с 5 с учетом м г о , что 

1 , -1 , -0 

Чтобы получить зависимости для разности температур, вызван­
ной реакцией в одной из ячеек, начало координат переносится в 
точку 1 + 6 = 0 , . бта модель изображена яа рио.б. Вдесь учиты­
вается только один - третий слой. 

Ьпешний тепловой импульс надеется в виде 



И. 

ж 

и 
н= и^-.~Х. О 

ж 

1*4 -

Рис. 5 
Модель калориметра для 
исследования защищенности 
(внеинкй тепловой минулво) 

Рис.6 
Модель калориивхра для 
исследования защищенности 
(химическая реакция) . 

где 
3 - дельта функция Дирака 

а толщину третьего олоя Серей о - . 
Решение такой задачи приведено в приложении 3. Из рис.5 

и определения (9 ) следует, что для нахождении защищенности 
необходимо знать значения температур третьего схоя в точках 
С - ( И У И 1 . А Г 1 . . ) • Из форыуд ( п . 2 ) и (п. 2 . 3 ) 
получаеи 

о со к 1_ . . ч » *-&т н т , 

.[е^ в ^]=и.Д1 , ; ;д-и,.(21, /-И^). 

где 



* , • 2 [ Ь , ( ) П / 2 ) 4 - Ь , ( к - т - И / г ) ] + 1 ч - Ь , : 

г . . г 4 + 2 Ь , 

а обозначения к ^ . К ^ . с ^ . с ^ . Ь ^ п ^ Ь ^ Ь , объяснены в 
формуле ( 3 ) . 

Для нахождения влияния реакции на раэыосхь температур в 
ячейках используется модель, изображенная на рис.6. Изменение 
температуры в первой ячейке задается аависиыостьо (граничное 
условие). 

где 
Ч*< - постоянная характеризующая скорость реакции; 
^ш- постоянная, характеризующая максимальное значение 

температуры. 
Так как третий слой является неограниченщи, то второе 

граничное условие имеет вид . 
Такая вадача является частным случаем задачи, решение, 

которое приведено в приложении I . Для третьего слоя иа формул 
(р - 1 )м(п . <.3) о учетом (12) получаем: 

8десь учтено, что К и - К м » 1 , вследствие чего с м - С м » 0 
(см.формулу ( 3 ) ) . л ' 

Разность температур в ячейках вследствие химичеокой реак­
ции: 

4 ^ (е Я е , С») 



с!$ - алацент поверхности, 

$вГ*| • время, в течении которого выделялось тепло. 
Так как модель является плоской, то необходимо брать 

количество тепла на единицу площади. Тогда получаем 

•к а 
» 0 

о 

Если потребовать 

« о для и получаем 

04) 

а * . А . . Н я м Ё (15) 

Тогда для аащвдевностн получай: 

/ М Г Г ^ И ) ' с » " " с Г к - Г с ' ^ е ^ Й (М) 

где использован/ 

где Н% объяояеао в формулах ( 3 ) , 
Чтобы найти .количестве тепла, выделившееся при внешний 

тепловой импульсе к в реакции, используем форцулу 



и 2Г « 0 . ( 1 + 1 / 2 ) + И , ( к - т И / 2 ) ] 4 Н г Н , 

Обозначения к и , к й , с „ , с а , Ь ) 1 Н „ Ь , , Ь 1 даны в формулах 
( 3 ) , а с } „ - в формуле ( 1 2 ) , 

На рис.7 штрихованной частью показана область, в которой отли­
чие результата, полученного по ( 1 7 ) , от результата, полученно­
го по (17) о учетом только первого члена ряда в знаменателе, 
не превышает одного процента. Как следует из рисунка, то ис ­
пользовать только первый член ряда можно почти при воех значе­
ниях параметров, и вместо формулы (17) можно пользоваться сле­
дующей формулой:' в 

Зависимость от К ( 1 и к и для А , выражается очень просто 

А , ( К „ . « ц ) . ^ ^ А . 0 . 1 ) О » ) 

Следует отметить, что для формулы (17) нет такой простой за ­
висимости. 

I I . Взаимное алипние ячеек 
Как следует из определения взаимного влияния ячеек (оц 
формулу ( 5 ) ) 



Рио.7 Область применения формул (18) 
где 

*и , - ревность температур на концах, термоэлементов 
около ячейки, в которой происходит реакция! 

* и , - разиооть температур на концах термоэлементов около 
второй ячейки; 

*1 - фуцвция Хевисаидв} 
X - время, соответствующее тому, что 

| - * и . ( 1 > о (21) 
-оЧ 

Исследуя взаимное влияние ячеек, вахло учитывать только сред­
ние слои I I I и 1У в калориметре (см.рис.2) т . к . тепло, конечно, 
будет распространяться и в другую сторону от ячейки, но это 
тепло ке будет влиять на вторую яче'.'.ку. Вследствие этого , для 
изучения взаимного влияния ячеек избрана часть модели (рис .В) , 
изображенной на рио.2. Здесь точка 1 я 1 расположена симметрично 
точке 1^,1,., - симметрично точке 1 # | относительно точке^.. 

Принимаем, что реакция в первой ячейке проходит (темпера-
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тура изменяется) по закону 

и. 
где , 

о,* - постоянная, характеризующая окорооть реакции, 
и < § - постоянное характеризующее максимальное значение 

температуры в реакции 

О 

1У I ж N 

1.. ц у и. и 
— X . 

Ь ю . ь Модель для исследования взаимного влияния ячеек 

Это яьлньтоя граничным условием при Х^»1И |
С0 

Второе граничное уоловиа х рано следующим 

И-|Х,Г.,° О » ) 

Решеиие аадачи с такими граничными условиями приведено а при­
ложении I . Используя донные ( р и с . 8 ) , определение (20) можно 
принести к виду 







Рио.9 Допустимая область использования первого 
члена ряда 

I I I . Повторяемость 

Определение повторяемости дано н И ] формула (б ) 

А , " Т И\ (30) 

где 
•4,- время, соответствующее тому, что разность температур 

не концах термоэлемента уменьшилась на опредеденнуа 
наперед веданную величину по сравнению с максималь­
ной равноотью температур. 

При исследовании повторяемости учитывается слои 1У, с о ­
ответствующий термоэлементу и следующий за ним сдой детектора, 
при том одой детектора принят за осоконечниИ, так как в реаль­
ном калориметре цилиндр детектора по отношению к термоэлементу 

.является большим. 
Для исследования повторяемости используется модель, изо­

браженная но рис,10. Допустим, что и ячейке проходит реакция 
(темперитура изменяется) по закону 



что являетоя граничным условием при х.-О . Так как второй 
свой бесконечен, то модель, изображенная не рио.Ю, соответс­

твует модели, изображенной на рис.Ч, с решением в приложение I . 
Так как модель на рис.10 является двухслойной, то следует 

брать 

а так как Л=ЛЩШ и о м * а , в - , те' 

Ш 

• л -

- РИО.Ю Модель для исследования повторяемости 

Для тймя^ратуры получаем (из формул (п.1) и (г> 1.1) учиты­
вай ( 3 1 ) ) : 

г д е 



[И.(1 . ,Х)-И.(1 , . .И 

где к - определенное наперед заданное чисдо, 
Или используя (31) и (32) 

и.о 

Первый корень уравиения (34 ) дает время, используемое в 
выражении для повторяемости ( см . формулу ( 3 0 ) ) . На рис.11 
покааана область,в которой погрешность при вычислении повторяе­
мости с использованием первого члена ряда в уравнении (34) не 
больше одного процента (при этом принято, что использование 
ряда дает точный результат). Из рис . II следует, что область, 
в которой можно ячитать только с одним членом, очень ограничена 
по сравнению о соответствующими областями для защищенности и 
взаимного влияния ячеек. 

Уравнение для повторяемости с учетом только одного члена 
ряда имеет вид; 

е | * я е 

с ч з • Ь,, обвиснет, в формулах ( 3 ) . 
Как следует из ( 3 0 ) , для нахождения повторяемости необходимо 
найти время, удовлетворяющее трансцендентному уравнению 



Рис.II Область применения уравнений (35) 

и. Интегральная чувствительность термоэлемента 

Рассмотрение чувствительности качественно отлмчэетоя 
от рассмотрения других критериев качества, так как ядесь 
учитываются не только тенлофиэмчеекме характеристика материала 
термоэлемента, ио н термоэлектрические свойства этого материала. 
Интегральная чувствительность будет найдена в стационарной слу­
чае. Определение ап^м'ральнсл чувствительности 

Л, • % [а '1 . ( в в ) . 

где 
аУ - ревность потенциалов на концах термоэлемента; 

А\Л/- мощность теплового потока проходящего черве термо­
элемент. 

Тепловая мощность потока в термоалеиенте равна 



где #\Л/• я т Э + р41Д 

|Л - количество тепла теряемое аа секунду в термоэлементе 
при ревности температур 1° водедохвии теплопровод­
ности; 

р, - количество тепла теряемое вследсхвии других причин; 
Э - сила хоца в термоалеиенте; 3 = " р ( З в ) 
К - сопротивление термоадеменха 

й> ^ ( 34 ) 
1 Х - длина термоалемента; 
р, - удельное сопротивление термоалемента; 

- площадь поперечного сечении термоалемента; 
* - коэффициент Пеяьтье. 

ЕСЛИ рааносхь температур на концах термоалемента равна 
ди % хо рьяность потенциалов будет 

где 

Е т - термос ид а термоэлемента Ц *1Ц ( и ) 
В стационарном случае потери вследствие хьплопроаодносхи 

термоалемента равны 

где 
Л 4 - теплопроводность хермоэлемеиха . 

. Подставляя ( 5 1 ) , ( 3 6 ) , ( 3 9 ) , (ч0)и (41) в ( 3 6 ) , получаем 
выражение для интегральной' чувствительности и стационарном 
реяиме , ' 



В нестационарном случае интегральная чувствительность будет 
меняться, тан как е т = с , ( ц ) , а температура в термоэлементе 
в нестационарном случае не постоянна. 

Закличе ни*. 

В данной работе даны выражения для критериев качества 
калориметров, разработанных в [ 1 ] в приближении плоской одно­
мерной модели калориметра. Даны области применения различных 
выражений для критериев качества. 



Приложение \. 

Уравнение хеплонроводносвн ( 2 ) о уоловивмн ( 4 ) , ( Ь ) и (6) 
решается методом преобрааования Далласа р ) по времеии. Реше­
ние для 1-го слои ) «*вв» вид; , „ 

V - V Г* N Н ) н щ , с » 

1. { т 7 * г ^ ( к - г т * ( п Н Ш ! ^ . « г | 

ч»« и»» и«» * С1,| 

*,• М 2 № + Ч . ^ г « = % й 2 № ' - У ^ 7 ' 

*#» т I а # Л » а., Ц., 



Приложение 2. 
Уравнение теплопроводности (2) с условиями ( 5 ) , ( 7 ) и (8) 

решается методом преобразования Лапласа [з] по времени. Реше­
ние для , I - г о слоя имеет вид ( I = 1,2,3 ) ; 

и., ^ ^ ^ ^ # ' ^ ^ г Д 

— - 2~ - <? * я* " — в . * 
И » 2 
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УДЕ 536.24.519.82 
Л.Л.ЗичутинскиЯ, Ц.А.Дреймаынс 

Ю.Я.Микельсоа 

КРИТЕРИИ КАЧЕСТВА МИКРОШОРЙШТРА ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ 
БИОШИЧЕСШ РЕАКЦИЙ 

Однш из экспериментальных методов определения характера 
биохимических реакпи',5 является микрокалориметрия. Иа воех ти­
пов калориметров (сжигания, сканирующие, для исследования хи­
мических реакций) и биологии используются калориметры однора-

аового смешения типа Кельне или проточные самых раэднчыых 
конструкций. 

Эти конструкции трудно сравнивать, так как нет системы 
критериев, по которым можно определить их качество. В насто­
ящей работе дан одкв из вариантов такой системы. Для этого сна­
чала рассмотрим теплофизические процеооы не примере наиболее 
распространенных дифференциальных калориметров. Схема одного 
из таких калориметров разработанного о Институте Бнооргеннчес-
кой Химии АН СССР показана на рис. 1,[<]. 

Упрощенная схема этого калориметра показана на рис .1 . 
8десь: I - ячейки, в одной иэ которых проиоходат Исследуемая 
реакция; 2 - термоэлементы; 3 - цилиндр детектора; 4 - слой изо­
ляции; 5 - выравнивающий цилиндр, Б действительности в калори­

метре чередуются еще несколько слоев изоляции и выравнивающих 
цилиндров, но их влияние на теплофиаичеокие процессы, проис­

ходящие в калориметре видно на примере одного слоя изоляции 
и одного выравнивающего цилиндра. 

Рассмотрим качественно заботу калориметра. Допустим, что 
в одной из ячеек происходят реакция о выделением тепла й& . 

Обычно скорость выделения тепла имеет характер показанный иа 
рио.З. 

Тепловыделение, показанное на рис.3 (а ) является характер­
ным, когда в реакции, участвует определенное количество реаги­
рующих веществ, что осуществляется в калориметре смешения, 
а на рис.3 (б ) тепловыделение при непрерывном подводе реагиру* 



Рис .1 . УпроЕвнная схеме дифференциального 
калориметре. 

Рис,2. Схеиа калориметра. 1-детектрр; 
2 - выравнивающий цилиндр; 3- оболочка термостата; 4-ячейки; 
г - термоэлемент; б - полуоси для переворачивания калори­
метра; 7- кьювето деркатсли; 6 , 9 - нагреватели; 1 0 - термо­
элементы; I I - теплообменники; 1 2 - кокух; 1 3 - теплоизоляция 
детекторе. 



Рис.3. Скорость выделения тепла в химических 
реакциях 

В1ДИХ веществ, что осуществляется в проточных калориметрах. 
Основной аадачей калориметра является регистрация кинетики 
процеоса ( 1 ) или полного количества тепла д0=^ ^2 с!̂  
выделивиегосн во время реакции. 

Следует отметить, что кинетику процесса можно исследовать 
только на обычных дифференциальных калориметрах, и выделение 

йодного количеотва на обычных а на проточных калориметрах. 
Тепло, выделяющееся в реакци? , через, стенки ячейки преходит к 
термоэлементу. На конце термоэлемента , прилегающему к ячейке, , 
повысится температура, в результате чего появляется разность 
температур между концами термоэлемента. Эта разность температур 

вызывает термо а .д .о , (эффект ЭЕЕБЕХА). минимальное количество 
тепла, поддающееся регистрации, зависит от интегральной чувст­
вительности. я 

ж) Определение интегральной чувствительности дано ниже (см. 
формулу СО). 



. Большая чаоть выделившегося тепла (90-93$) компенси­
руется эффектом Пельтье для экзотермических реакций или 
аффектом джоуля для эндотермичеоких реакций [ 2 1 , часть про­
ходит через термоэлемент, раопроотраняетоя в цилиндре детек­

тора. Вид темперетурного поля Т(г,У\1) в калориметре опре­
деляется геометрическими размерами частей калориметра и их 

теплофизическкми поотояиныии ( Л - теплопроводность; с - удель­
ная теплоемкость; р - плотность) материалов, Из-ва температур­
ного поля Т ( г , У д ) на концах термоэлемента является равцооть 
температур, вызывающая термо в . д . с . 

На рио,4 изображено распространение тепла в термоэлементе 
около первой ячейки (кривая X) и в терновлементе около 2-ой 
ячейки (кривая 2 ) . 

Таи как калориметр работает в дифференциальном режиме, 
ери котором вторая ячейка является "свидетелем", т . е . оточат-

ным пунктом ("нулей") для первой ячейки, то повышение тем­
пературы во второй ячейке является нежелательным, так инк 

иокажает показания калориметра о лроцеосе тепловыделения в 
первой ячейке. По окорооти реакции делятоя на быстрые к мед­
ленные. Если реакция оакончитоя раньше чем иаменнтся темпе­
ратура во второй ячейка, то последующее повышение температуры 
не влияет на показания калориметра (адесь не учитывается, 
что калориметр будет выведен из термического равновесия и изме­
рить тепловыделение одадуюмвй реакции до установления терми­
ческого равновесия провеоти невозможно). 

Процесс повышения температуры во второй ячейке назовем 
взаимным влиянием ячеек. После окончания реакции калориметр 
выведен из состояния термического равновеоия и должно пройти 
определенное время,' вавиокщее от тепдофианческжх овойотв ма-

I териалов чаотей калориметра и их размеров, пока в калоримет­
ре выраввится-температура. Это время определяет повторяемость 

измерений калориметра. 
. Рассмотрим воздействие внешнего теплового импульса (рис. 

5) на выравнивающий цилиндр во время прохождения реакции. 
Импульс распространяется по выравнивающему цилиндру, проходи* 
через слой изоляции в цилиндр детектора. Температ./рное поле 
Т( г .^.1) г калориметре изменится и станет Т 1 ( г ,У , I ) • Изме-



Рио.*. Регистрация химичеокоа оеакцаи около 
ячеек калориметра. 1 - 1 - я ячейка; 2-2-я ячейка 

Рис.5. Воздействие внешнего теплового 
импульса на калориметр 



Ряс.о. Повышение температуры в ячейках, 
вызванное внешним теплоаым импульсом. 1- блияайяая 
ячейка} 2 - отдаленная ячейка 

Величина! смещения, определяет защищенность калориметра, 
•так, имеется воамояноось ввести сдедупщне критерии квчеотва 

калориметра» 

1) защищенность А , } 
2 ) интегральная чувствительность А ( > ; 
3) взаимное влияние ячеек Д 3 ; 
Н) повторяемость А * . 

К втим критериям мояно добавить еще следующие два: 
5) вео А 5 ; 

стоимость калориметра А 6 , 

Задача оптимального конструирования калориметра заключает­
ся в подборе конструкции, геометрических размерах отдельных 

ненке температур в ячейках, вывванное внешний «валовый импуяь-
ооы, покалено ва рно.б. Так как тепловой иыпульо неоиыметричеи 
относительно обеих ячеек, «о теыяература в них наненнхоя не 
одинаково, что выаывет смещение нуля ж дифференциальной олене. 
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частей, в подборе материалов конструкции о определенными 
теплофиаичеокнми свойствами для достижения наилучших всэмож-

метрии калориметра, теплофизичеоких свойств материалов на кри­
терии качеотва является "противоречивым", т . е . изменением от­
дельных параметров калориметра одни критерии качеотва улуч­
шаются, другие ухудшаются. Это и является типичным случаем 
поиска оптимальных вариантов. 

8 качестве примера рассмотрим влияние изменения рассто­
яния между ячейками на некоторые критерии качества. При их сбли­

жении, ааяяяеннооть А , улучшается (при совмещенных ячейках 
температурное поле в калориметре не влияет на смещение нуля), 
а взаимное влияние Ал усиливается. При увеличении расстояния 
между ячейками защищенность ухудшается, а взаимное влияние 
уменьшается (при бесконечном расстоянии между ячейками реакция 
в одной ячейке не будет влиять на вторую ячейку). При опреде­
ленных требованиях на защищенность и взаимное влияние ячейки 
надо располагать на вполне определенном (оптимальном) рассто­
янии друг от друга. 

Сформулируем задачу оптимального проектирования калори­
метра. 

Пусть А 1 - критерии качеотва калориметра. В дайной 
работе 1ма»а6 . 

Нахождение функциональных зависимостей критериев качества 
от геометрических я физических констант материалов калори­

метра является самостоятельной задачей и зависит от конкрет­
ной конструкции калориметра и соответствующая ему нахемьтичес- ' 
кок модели. Эти задачи в згой работе не рассматриваются, ниже 
приводятся только определена- критериев качества. 

Определим два вариант- целевых функций калориметра [ б ] ; 

ных покавателей критериев качеотва Влияние г е о -

П 1 ^ А * 1 

г. - г с д 
1»1 

0) 
Се) 
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с, » о 

и на А 1 могут быть наложены ограничения Ь4« А14с11 , Первый 
вариант целевой функции удобен, когда отдельные критерия 
качеотва сильно отличатся по порядку. При выборе функции ти­
па ( I ) одинаковое изменение каких-либо критериев приведет к 
более или иевее (в аавношоохи от ) одинаковому измененив 
целевой функции. Целеву» функцию типа (2 ) ыожно иопольаовать 

-при критериях качеотва приблиаителько одинакового порядка, 
тогда удельный вклад каждого критерия качеотва в целевую функ­
цию «одно регулировать уже двумя параметрами оС^ и с 1 , 
Какой-либо критерий качества ( 1 - т ы й ) можно ИСКЛЮЧИТЬ выбрав 

в ^ « 0 ИЛИ С к « 0 

Далее определены критерии качеотва и дано более подроб­
ное их спневиде, 

I ) 8ащивеиаость. 
Допуотиы, что в одной ив ячеек происходит реакция о вы­

делением количества тепла дС2р , которое вызывает раанооть 
температур в ячейках, при этой максимальная ревность темпера­
тур равна д Т В 1 Р М . 8атем вовдвйотвуем на калориметр по оси 
ячеек внешним тепловым импульсом о количеством тепла дСЬ* , 
который вызовет ревность температур в ячейках с максимальной 
разностью д Т В я в ) | . Защищенностью калориметра от ввеивях 
тепловых импульсов будем называть выражение 

А , 
дОв А Т Р | я м (з) 

Защищенность зависит от воех размеров калориметра и от хепдо-
фианчеоккх свойств (теплопроводности, удильной теплоемкости, 
удельного ы;са) изтёриалов,из которых наготовлен калориметр. 
Защищенность зависит также от процеоса тепловыделения в реак­
ции н характера внешнего теплового импульсы. 



2) Интегральная чувствительность термоэлемента. 
Интегральной чувствительностью термоэлемента назовем о т ­

ношение 

•А. , «М 

где д̂ Л/ - прирост мощности реакции, происходящей в 
ячейке (или мощность - в стационарном случае); 

4 ^ - прирост разности потенциалов (или разнооть 
потенциалов) в термоэлементе около этой ячейки. 

Интегральную чувствительность определяют теплофивические 
свойства и размеры термоэлементов, а также их термосила, коэф-
фяцевт Пельтье, 

Следует отметить, что иногда .используются и другие чувст­
вительности для характеристики работы калориметра: пороговая 
чувствительность, нормированная пороговая чувствительность, 
чувствительность (М , В ) , но эти величины больше характеризуют 
электронную часть аппаратуры и здесь не рассматриваются. Кадьве 
дает следующее определение чувствительности калориметра 

где \Л/ - мощность тепловыделения; 
3 - ток проходящий через термоэлемент. 

Очевидно, нет надобности д г .лваться интегральной чувстви­
тельности выше той, которая дает возможность регистрировать 

тепловые импульсы на уровне "шумов" термоэлемента. 
3) Взаимное влияние ячеек. 
Допустим, что в одной ячейке происходит.реакция с тепловы­

делением, вывивающим разность температур д и , в термоэлемен­
тах вокруг этой ячейки. Тогда в термоэлементах вокруг второй 

ячейки появится разность температур д и , . Взаимным влиянием 
ячеек назовем величину 



ДЦ» там 
ли. рм« 

где. 7 - функция Хевисайда; 

х - время, которое соответствует тому, что 

<1г ди 4 (*)«о 

Первая часть выражения (5 ) соответствует быстрым реакциям, 
вторая - медленный (почти все биологические реакции медлен­
ны). 

Взаимное влияние ячеек вавиоит ох размеров термоэлемен­
тов и их теплофиэических свойств, а также от расстояния между 
ячейками и теплофиэических свойотв материала цилиндра детек­
тора. 

4) Повторяемость. 
Допустим, что в ячейке в виде импульса выделилось тепло, 

максимальная резвость температур на термоэлементе была л и 1 1 1 < а 

(ом.рио.7) . Через некоторое время Т, ревность температур упа­
ла до величины д а 5 ( т , ) такой, что 

Т будет показывать, черев какое время калориметр можно ис­
пользовать для нового эксперимента. 

.Повторяемость определим обратной величиной времени, череа 
которое разность температур в термоэлементе, вызванная тепловым 
импульсом в ячейке уменьшится в к раз, где к - определенное, 
наперед веданное число 

Д> и» ПИ» 
= к (6) 



Рис.7. Разность температур в 
термоэлементе 

Повторяемость будет зависеть от теплофиаических свойств 
и размеров термоэлементов. 

На определения видно, что не учитывается вывод калори­
метра иа термического равновеоия сменой или промыванием ячеек, 
необходимостью изменить начальную температуру реакции и т. 
п. 

5,5) Вес и стоимость. 

Определения этих критериев качества ясны. Пока они не 
будут рассматриваться. 

Итак, в данной работе определён ряд критериев качества 
калориметричеоких систем и поставлена задача оптимального 
проектирования калориметров. Нахождение конкретных математи­
ческих выражений критериев качества для различных моделей 
позволит решить задачу оптимизации раэноцелевых калориметров. 
Эта задача может быть решена в различных приближениях и 

результаты могут послужить рекомендациями для изготовления 
оптимальных калориметров. 
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УДК 517.63:518.43 

М.Л.Белов, Т.Т.Цирулио 

АС1Ш1ТОТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ В ПРИБЛИЖЕННОЙ ОБРАЩЕНИИ ИНТЕГРАЛЬНОГО 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА 

Часть I 

Обращение интегрального преобразования Лапласа - зто за­
дача отыскания решения + (1) уравнения 

Г ( р ) ^ , йе р > у , ( 0 + ) 

где (-(р) - извеотная функция коиплексного переменного р , 
аналитическая в некоторой полуплоскости йе р > у .(Заметим, 
что { ( ( ) обычно называют Оригиналом, а Г (р) - изображе­
нием по Лапласу функции или просто изображением). Данная 
статья посвящена построению алгоритмов приближенного обраще­
ния преобразования Лапласа, в которых существенно используются 
асимптотические разложения. Подчеркнем, что полученные алго­
ритмы дают возможность находить приближенные значения оригина­
ла при любом 1 е [0,-юо) в отличие от известных асимптотичес­
ких представлений { ( I ) при ± — + 0 и 1: — +оо [ г ] , позво­
ляющих изучить поведение { (Г ) лишь при малых или достаточно 

больших { Приведем некоторые соображения, поясняющие 
необходимость использования асимптотических разложений для 
обращения интегрального преобразования Лапласа. 

В работах [ з , 4 ] П Р И приближенном обращении оригинал 
стараются определить по значениям Г(р) на некотором счетном 

множестве точек.(Теоретически аналитическую функцию всегда 
можно восстановить по ее точным значениям на счетном множестве 
точек) . Однако на практике мы используем не точные, а лишь 
приближенные значения изображения на конечном множестве точек, 
что приводит к большой потери точности при счете. Зто связано 
с тем, что всегда можно указать изображения, сколь угодно близ­
кие в соответствующих точках комплексной плоскости, но которым 



ооотаетотвуют существенно раэличкые оригиналы.. 
Для преодоления данного затруднения предлагаемся при чис­

ленной обращении кроив приближенных значения изображения ис ­
пользовать информацию о характере и расположении особых точек 
Р ( р ) , которую наиболее естественно вводить в алгоритм обраще­
ния с .помощью асимптотических разложений. Короче говоря, уодож 
няя алгоритм обращения, по сравнению с методами, использующими 
лишь приближенные значения изображения, мы устраняем сущест­
венный недостаток последних - большую потерю точности при сче ­
т е . 

Разработанные алгоритмы фактически являются примером по­
строения регуляризируюиих операторов А.Н.Тихонова [ б ] для 
некорректной задачи обращения интегрального преобразования 
Лапласа. Параметр, по которому в наших методах проводится асим­
птотическое разложение, можно считать регуляризирующим парамет­
ром. 

Переходим к построению соответствующих алгоритмов. 

I . Г - А метод численного обращения интегрального преобразо­
вания Лапласа 

Г - А (Фурье -асимптотический) метод, тесно связан с алгорит­
мами, в которых оригинал ищется в форме ряда по некоторым спе­
циальным функциям [ з л ] «Для выявления сути дела рассмотрим 
разложение по так называемым сдвинутым е - полиномам Лежанд-
ра: 

* М - Ц с п Р п ( 1 - й в " 6 1 ) 1 € [ 0 , + о о ) . ( | . 1 . ) 
п«а 

где - полиномы Лежандра, а б > О - свободный 
параметр. В этом случае [ у ~] имеются точные формулы 

с п . ( 2 п + 0 б ^ н А п + т У Г | - < д 2 (, . 2 > 

^7 (п -т) ! ( т ! ) а 



по которым теоретически, используя только значения изображе­
ния в равноотстоящих точках действительной оои, можно опреде­
лить все коэффициенты с „ , а затем суммируя ряд (а.) , 

найти оригинал с любой точностью. Однако практически по ( + 2 ) 
без большой потери точности удается вычислить лишь несколько 
первых коэффициентов с „ . Это связано о тем, что с ростомп 
с п - » - 0 , тогда как ив (1 .2 ) С„ получаются последователь­
ным суммированием и вычитанием величин , быстро стремящихся 
к бесконечности при возрастании п , в зто приводит к 
большой потере точности при счете . Найденных коэффициентов, 
как правило недостаточно для отыскания ^(*) с требуемой точ­
ностью по ряду ( 1 . 1 ) . Подчеркнем, что аналогичный недостатком 
обладают все известные вам методы обращения, в которых ориги­
нал ищетоя в форме ряда Фурье по некоторым опециальныы функци­
ям. 

Для преодоления данного затруднения мы предлагаем посту­
пать следующим образом: 

1 ) построить асимптотические представления коэффициентов 
( 1 .2 ) При П - . - Ю О ; 

2) те С„ , которые не удается найти из ( 1 . 2 ) , вычислять 
по асимптотическим формулам. 

Как увидим в дальнейшем, асимптотика с „ при п — * о о 
прежде всего зависит от характера и расположения особых точен 
изображения Г(р) , а ото значит, что, вычисляя с „ по асимпто­
тике, мы тем самым учитываем особенности Г(р) при обращении. 

Теперь можно привести общее определение Г - А (Фурье-
асимптотического) метода обращения интегрального преобразова­
ния Лапласа. 

Под Г А методой понимается всякий алгоритм обращения, в 
котором: 

1) оригинал ищется в форме обобщенного ряда Фурье по не­
которым специальным функциям; 

2) для определения коэффициентов Фурье существенно исполь­
зуются асимптотические формулы. 

Так как теория построения асимптотических разложений наи­
более развита для интегралов, то естественно Г - А метод реали­
зовать с помощью интегральных представлений коэффициентов 
Фурье, в которых под знаком интеграла находится изображение 
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' ( р ) . Заметим, что анализ соответствующих представле­

ния позволил не только улучшить известные методики обращения, 
как, например, отмеченное выше разложение по одвинутым е -
полиномам Леяандра, но и указал путь к построению новых алго­
ритмов, в которых ищетоя на промежутках больших или мень­
ших, чем естественная область определения оригинала 
Перейдем к поотроению интегральных представлений для с „ , 

2 . Представление коэффициентов Фурье посредством интегралов 
Меллина-Барнса 

В дальнейшем уоловимоя под термином "интеграл типа Цел-
лина-Барнса" понимать интеграл вида 

6.Уф(Р)аР , : ' ($*) • 

где функция Ф ( р ) - аналитична в некоторой полосе 

я - е - < Ке р < а •»- ь , б > о 

Основной вдесь является [ ю ] . 
Теореме I . Пусть у . (X), П*0,1,2,..полная оиотема функций, 

ортогональных с весом^(,1/ на промежутке [ а , Ь ] . Тогда, 
если оригинал X (X) удовлетворяет формуле обращения 

» в - 1С*" 

при с [а ,Ь] разложим в ряд 

л «-о 
то для с п имеет место представление 

5 + 1 0 О 

5- 1оо 



где 

При вяоы предполагаетоя, что интеграл (а в.) сходится при 
5 В < Ре о * б , а интеграл ( 2 . 4 ) абсолютно сходится. 

Свободная функция 8 ( 1 ) выбирается так, чтобы с едкой сто­
роны имело ыэото разложения ( 2 , 3 ) , а о другой оторокы - д о с ­
таточно просто вычислялся бы интеграл ( 2 . 5 ) . 

Доказательство, Ка ( 2 . 3 ) , пользуясь ортогональность о 
оиотемы ,' имеем 

Подставляя { ( т ) по формуле ( 2 . 2 ) и менян порядок интегриро­
вания, получаем (2 .4 ) и ( 2 . 5 ) , причем законность изменения 
порядна интегрирования следует И8 абсолютной сходимости ин­
теграла ( 2 . 4 ) . Теорема доказана. 

Опираясь на теорему I , можно найти искомые интегральные 
представления коэффициентов с й для различных оистем ^ „ ( 1 ) | , 
свободных функций 9 ( 0 и промежутков разложения { а , Ь ] . Соот-
вествущие результаты приведены в таблица I . 

Во избежание недоразумения отметим, что обовкачекмя спе­
циальных функций с нормированными коэффициентами приняты таки­
ми же, как и а книга Гм1 , а также то , что при 1 < 0 
оригинал Г(0=0 . В шестом столбце таблицы I указаны вовможшя' 
значении параметра в для контура интегрирования ( 2 . 4 ) , эха­
ми ке соотношениями определяется свободный парамёхр б >0 
(если он присутствует). Исключение составляют разложения по 

е - синусам и е - косинусам ("12-я и 1-3-я строки) , где ока­
залось выгоднее контур ( л-чеж», я + 1оо) .деформировать а 
контура 1 ( и 1_с .Определяемые следующими соотноше­
ниями 



Тем, где это необходимо, соответствующее значение ' т) . приве­
дено в содьиок столбце таблицы I . Кроне того в таблице I я в 
последующих иопольауютоя обозначения: с| - произвольное кои-
плексное число, 8 П Ц -оинвол Хрокекерз, - целая часть от/$ 

Итак, мы получили требуемые интегральные представления 
коэффициентов О Й и можем перейти к практическому построении 
р-А алгоритмов. 

3.. Первая практическая реализация Г - А метода 

Для ряда разложений (Таблица I строки с Щ но №13) ив 
(2 .4 ) едикообразэо (передвижением контура интегрирования впра­
во) находятся .точные представления с п черев значения Г (р ) 
в точках действительной оси. На этих разложениях основана пер­
вая практическая реализация Р-А метода. Идейная сторона дан­
ное методики изложена в п.1 на примере сдвинутых в - полиномов 
Леиьедра л сводится к следующему! 

Для доказательства теоремы I била необходима абсолютная 
сходимость интеграла ( 2 . 4 ) . Если ока не следует иа существова-
Вия интеграле ( 2 . 2 ) , то на иаображение Р(р) приходится налагать 
доподиителый-'в условия вида 

Г ( р ) . 0 ( р * > Р и Р ~ « , ( г . 9 ) 



Таблица I . 

* т [а.Ь] 9(1) 5 * ДОПОЛНИТ ельние 
свойства 

I . 1 
М 

I . 1 
М 

РФ - м 
10?оо) (1-е ) (а ДО» 1)Г(пИ} Г(п *Л+Р/б) 

яри А: г 
>.и.. 

| При &-о*1+-^>Н 
Однако присС>-1 

3. [Огоо) 1 г*и *плх>кии/2 - рлб),л^ 
5, < 5 < б ( А » ^ 

при А<(-
3. [Огоо) 1 

« Г ( п + 2 л Н - Р / 6 ) ^ 5, < 5 < б ( А » ^ 
при А<(-

*. 
Д С 5 < б ( А ^ ] при А * ^ При п=0 Д > 0 -

Однако при А>-1 

5. 

* 

[0*°°} 1 
/ I Г(п-з-р/б; 



ТвСг.ивд I . (Продолжение) 

1*"° 
61 ,4 

У-Г !-
4Г4ПН/2 ' Г /б ) 

<х Г1Р'0)13/2-Р/б)„м А 

д •> 5 < | б • 
.-ша</;$,,-б|п» 

7, 

1*"° 

' 1 ,-»Г(1/г Р /6) . 
ИПпч Р / 6 ) ( Р / о ' " 5» * $ < 6/2 —-

е, [0..ОО 
2пГ(п - « / 2 «Р /б ) 

« Г ( р / б М < / ? - Р / б ) ^ , 
4 V 5 < 6/2 

— 
п< 0 
Однако 

9. 1 С — 
• 

10 1Р.Н 
* . 2 п М ) Г ( < * ^ п й ) Г ^ - ^ 
»оС.0Г(П.сС*^.2- Р^З) й 1ри 6*0 

— 

11 с и - ) (-1)ПП2п.1ЛЧп *̂-' <Жп.*.Р/2б) 
2Г(2п4в1.0ГГР/гбХ</2- Р/26)^ 

Д <•$ -с б 

Л ( 5 . ,^ '0 ,1 ,2 , . 

при<*>о 

У'0.1г. 
При о=0 ЛУ |-

ОЗнако при * > - 1 



ТоСаяда I . (Продаж»мяв) 

1 12. ьп&шеЧ> |о,«>) 

1с 

I», 6 ^ (д-рГ 
« * Ч - р Г - * 

5. * *ЙС Ч 
• И * 

при >о 

15 2Р 
5 * 5 . 

5 
V - I Т = ь - в 

16. ли ^ 1 1?.П 
5 * Л 

д е так(р,*»\(*>0 * = 0 

Р , 
Г (ОТ) 

2 х . ИГУ» 5 * Л 



Таблице I.(Продолжение) 

[?.Ч <• 
Г(оС 2п + 2) 

*Л |Л 'П<* | в 4»р^п + 2;гТр.) 
5*5. 

(ела т< ими 
р 4 О , то 

. Т Г Ь а 

19. щ 1-т,т] 

12Т)"ГоС |А* 2п Н ) Г ( ^ п м ) ? " * * 

Х,Г, ( ) 1 1 п н ^ 1 &*2п+2; 2Тр) 

(енц « Г и т 

• 
* 
1 . 

20. ч* 
е 

я! 

21, 
.*» 

е * 
— — • 1 



1) первые коэффициенты разложения ( 2 . 3 ) вычисляются из 
точных формул таблицы 2 ; 

2) остальные коэффициенты с п ' ', которые ввиду о'сльиой 
потери точиоохи не удается вычислить по формулам таблицы 2, 
находятся, из асимптотических разложений, получаемых из интеграль­
ных представлений (2.**) и таблицы I при п—<оо 

Эти воимптотические разложения могут быть получены приме-
иением общеизвестных классических и неклассичеоких методов 
асимптохячеокого представления интегралов - метода перевала 
или его обобщений. 

Так в работе [ в ] получена аоимптотика с п при п—+-»о 
для разложения ( 1 . 1 ) . В этом случае 

(для простоты предполагается, что Р(р) - еналиткчнг прлкер;>о ) . 
Основными являются следующие две теоремы, которые приведем 
адеоь без докавательотва. 

Теорема 2 . Пуоть в полуплоскооти Йер<0 г"(р) имеет ко­
нечное число изолированных особых точек р , , ^ . -,рт алгебраичес­
кого характера (полюса или алгебраические точки ветвления) в 
окреотнооти которых имеет место представление 

где ^ « ( Р ) - аналнтична в точке р » р „ , Тогда, при п»*«> 
каждая такая точка р„ порождает следующий асимптотический 
вклад в интеграл ( 3 . 1 ) 



Таблице 2 . 

*> * из 
таблицу I 

Заражение с» через значения Е(р) аа деаствительдрй оси 

1. I . 
к - о 

Я • 

2. 2. 
" Т ( п * > * - 4 . ; / - Г ( к м ) П п - « м 4) Г(к+вс*#) к -о 

™ 
1 

3. 
4.в Г ( п - л ч - А * А - ) Г ( к * А . 1 - ) Г Г к м ) + 1 

( < ) п 2 2 б ( п + Л)ГГл)51гХА Г ( п * К 4 Л * - ^ П к - п - а + ^Г) Г Г Е - ( . л . . - 1 
Х Л л Г ( к * А » 4 - ) Г 0 с м ) 1 4 ^ 

-

'•К ;л . ' 



Таблица Е. (Продолжение) 

' I . 2 а л б ( п + А ) Г ( л ) Г ( п + 1) у - ( -О 'Г ( г и к * 2 А ) 4 
I I Г ( П ^ А ) ^ Г ( к Н ) Г И - к Н ) Г ( к . Л Н / 2 ) 1 2 « . 

к 0 

5. 

6 . 

5. 

м 

5. 

6 . 6 . 

7. ?. 
2 6 / у 1 М ) " Г (п*к>±)Г1бЫ*{)} Н?&Я***»1г№л&гТДГ|Н»т2 

7. ?. 

Ь. ь . 

(го Г ( к - О Г ( п - к н ) Г ( к * р 1 ° * 



Таблица 2 . (Продолжение) 

9. 

10, 10. 
б 2п •* 4 ) Г ( п • о Г * ^ Н ) "ЭВ^<)* г ( П + К4 Г Г _ б ( К + Ч 1 

Г ( п » с * * 4 ) 2-̂  Г ( п - « . ^ + 4 ) Г ( к + с Г - М > Г ( К + < ) 

I I . I I . 

1 2 . 1 2 . 

^ ( 2 « . < ) ! , г 

1 3 . 1 3 . 6 у Й Ч * Г - ^ ... 



ставления 

Коэффициенты А ^ определяются на раалокения 

где 0 2 ^ р У б ) подиной степени I) от р / о " 

^ ( 2 ) - обощенные полиномы Бернуан [ъ] . 
Теорема 3. Если выполыены условия теоремы 2 и при р—оо , 

Ве р*о имеет место 

Г(р)-в 1 " Р У(р)»е" , ' Р 0(р- | ) 1 а>о, (з.7.) 

то для р=о 

е для 7 0 

где вклады конечных особых точек I Р и ( п ) определяются по форму­
ле ( 3 . 3 ) , о вклад бесконечно удаленной точки 1 ^ ( 0 ) имеет 
асимптотическое представление 

где функция при п -~ +'оо имеют асимптотические пред­



Примечания I* Если особых точек алгебраического характера 
В области */6>&<|вп}р|<х , • >« счетное множество, со теоре­
ма остается верной, если суммы ( 3 . 8 ) и ( 3 . 9 ) заменить асимптоти­
ческими рядами, а особые точки занумеровать в порядке убыва­
ния их вещественных частей 

2 . Вам Р а - полюса, то ори н = о и конечном т формула 
(3 .8 ) является точной, так как тогда асимптотические ряди (3..4) 
обрываются и превращаются в точные суммы. В этом случае можно 
пользоваться более простой формулой 

3. Для конкретных изображений методом перевала можно 
найти также и дальнейшие члены вклада точки Г 1 Ч ,(п) . 

Если у изображения имеются особые точки более сложно­
го вида, например, существенно особые точки, то дли получения 
соответствующего асимптотического вклада в интеграл ( 5 . 1 ) следу 
ет применить метод расщепления критической точки [ /\ . 

Аналогичные георемы можно получить и дли других разложе­
ний (Таблица I строки с №1 по №13). При этом во всех случиях 
доминирующими критическими точками ь асимптотике интеграла 
(2 .4 ) будут, вообще говоря, особые точки изображении Им) , 
имеющие наибольшую вещественную часть, или дочка р - ° ° 
Этого в принципе и следовало ожидать, так как воимптотика,' 
коэффициентов Фурье ряда ( 2 . 3 ) вообще говори, зависит от поы.до­
вил функции НО вблизи концов интервала разложении, а также 
от ее гладкости. Общеизвестно [_2.~\ , что наиболее правые особы* 
точки Г(р) определяют асимптотику { ( 0 при I - » о о , 
а поведение изображения вблизи точки р - 0 0 харак.-. риа ет , 
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ьо-парвых, поведение + ( 0 в окрестности точки ( = 0 . в о -
вторых, - отражает наличие разрывов у оригинала или его произ­
водных при 1* (о,«оо) . 

Асинптотичеокие представления С„ при п —*<** можно 
найти И для остальных разложений, приведенных в таблице I 
(таблица Г строки о ИЫ4 по Й21), однако, так как точные форму­
лы, аналогичные соотношению ( 1 . 2 ) , в этих случаях получить за ­
труднительно, то аотается открытым вопрос о вычислении первых 
коэффициентов с „ соответствующего ряда ( 2 . 3 ) . (Можно предло­
жить для нахождения первых коэффициентов с„ применять подходя­
щую квадратную формулу к интегралу ( 2 , 4 ) ) . 

Иногда отсуотвив удобных формул для вычисления первых коэф­
фициентов с „ ыожно компенсировать применением асимптотичес­
ких формул, полученных ив (2 ,4 ) при стремлении к бесконечности 
не индексе п , а некоторого другого параметра. 

Такую практическую реализацию Г -А метода рассмотрим в 
следующем пункта. 

4 . Вторая практическая реализация Г-А метода 

Для выявления основной идеи иетодв рассмотрим разложение 
оригинала по косинусам (Таблица I с .16) 

Гогдь при I * [ о ,Т1 

5-чев ' Т 

(Для простоты предполагаем, что Ир) аналитична при 
1<1 о >о ) , Используя ( 4 , 2 ) , получим асимптотическое представ­
ление с п ( Т ) приТ~ + о о , и ато асимптотическое вырахание при-
меи за приблиненное значение искомого коэффициента С „ ( Т ) , 
П - 4 . 2 . . . . . 

Таким образом по наМдениым асимптотическим формулам можно 
будет вычислить все коэффициенты рааложения ( 4 . 1 ) , я отпадает 



потребность в «очных формулах для первых с п , которые 
были необходимы при первой практической реализации Р -А ме­
тода (Роль большого параметра теперь играет ие п а Т ) 

Для получения необходимых асимптотических формул восполь­
зуемся сведущей теоремой [ < ] , которую адесь приведем без 
доказательства. 

Теорема 4, Пусть выполнены условия» 

1) ^(р) анадитична при й е р » о [ 

2) в лолуплоаности й е р < о У(р) имеет конечное чиоло изолиро­
ванных особых «очей р^.Рщ.-.Рп, алгебраического характера ( п о ­
люса иди влгебраичеокне точки еехвления), в окрестности которых 
имеет меото представление 

причем особые точки занумерованы в порядке уоыьания ^ р« 

С„ , определенных интегралом ( ч . 2 ) , имеют место представав-

( 4 . 5 ) 

4-0 

с п , 1 г ( ^ ) * Г ( 1 » ) ] / Г + ^ А й ( к Т ) 1 п и л - ^ 5 ) 

где для А.Дрк.Т) при 'Т-*»*«Р справедливы асимптотические 
равложе ;ша 



Г - неполная гамма-фующмя, а при п - 0,-1, а , . . . ; 

Примечания I . Если точка р= о является особой, например, 

, то в ( 4 . 4 ) Г ( о ) / Т + А . , ( Р * * . Т ) оледует за ­
менять на 8 , ( р г . , Т ) , причем пря Т * * * 0 0 

Если изображение Г(р) имеет особые точки на мнимой оои и при 
некотором фиксированном Т р\# ± 1 * п / т , п = 1,2, . . . , то 
асимптотика вклада особой точки р^ а ( 4 : 2 ) определяется 
формулой ( < • ? ) , если же некоторая особая точка р^,» И.хп/Т, 

то в (4 ,5 ) 1*Т^Т + А„ ( Р » . , Т ) следует заменить на 
ЬпФгД причем при Т - ч РО 

где ш » е к р ( ; 1 ^ ) 

2. Если р к - полоса, то асимптотические ряды ( 4 . 6 ) , 
( 4 . 7 ) , ( 4 .8 ) и (4 .9 ) обрываютоя и превращаются в точные оум-
мы. 



-% -
3. Чрезвычайно ценный для практических приложении" являет 

оя тот факт, что полученные асимптотические разложения являют­
ся равномерными относительно п 

4 . Если ивображекие Г(р) имеет ооойыв точки в полуплос­
кости Не о > о , то используя теорему затухания [ а ] , их 
всегда можно перевести ж полупдосяоет* й е р Ю . 

5. Остаются 1 сила примечания, I я * теоремы 3. 
б* Из данной теоремы видно, что и 1 атом случвя наиболее 

правые особые точки изображения оказывают доминирующее влияние 
на асимптотику С„ , а значит, вычисляя коэффициенты разло­
жения (4,1) по асимптотичаоким формулам, мы тем самым при обра­
щении учитываем информацию об особенностях Р(р) , 

7 . Аналогичные построения можно провести я для других 
разложений (Таблица 1 строки № 1 7 , №18, №19). 

В.Сравнивея результаты 51 и §2 , видим, что ври практи­
ческой реализации Г -А метода в обоих случаях качественна 
одинаково нопольвуется информация об особых точках наобраиения 
Н р ) Я учитываютоя значения Р( р ) на некотором конечном 
множеояве точек-при первой реализации ато точки вещественной 
полуооиОтр=о , Ч е р ' О , а при второй - точки мнимой оси 

9, Идеи Е-А метода без существенных изменении нежно 
применять также и для обращения других интегральных преобразо­
ваний, 
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УДК 678:539.63 

М. А.Ь-члов, А.Е.Богдановмч 

ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ РАСПРОСТРАНЕНИЯ БОЗЦУЩЕНИЙ ПРИ 
УДАРЕ ЖЕСТКОЙ ЫАССОЙ ПО ВЯЗКаУПРУГОМУ СТЕРНЮ 

КОНЕЧНОЙ дины 

Большое внимание в последние годы удедяехся проведению 
динамических испытания полимерных материалов. Наряду с подучив­
шими широкое распространение методами, например методом "стер­
жень Гопнинсона", значительную информацию о свойствах полимер­
ного материала позволяет получить простои классический зксперн» 
мент-удар жесткой массой по длинному стержню 11,21 , При* 
проведении таких испытаний имеется возможность в широких преде­

лах варьировать как массу ударника, *ак м его окорооть. Для 
решения соответствующей математической задачи необходимо вы­
брать модель поведения данного полимерного материала. Сопостав­
ление ве полученных вкснерямевтальных результатов с теоретичес­
кими расчетами на основе выбранной механической модели позволит 
составить некоторое представление о применимости ее и данному 
полимеру. 

Приведенные ниже расчеты являютоя обобщен» и на случай 
вязкоупругого материала классической задачи об ударе жесткой 
мессой по упругому стержню конечной длины, рассмотренной рядом 
авторов, в том числе Буосивескон, Сен-Бенаыои, Флажанои и др . 
(соответствующая библиография имеется, например, в 131 • 

I . Решение задачи в изображениях 

Рассмотрим одномерный вязкоупругий ехержеиь, один конец 
которого жестко 8вделав, а второй - свободный торец - в номеит 
времени 1 = 0 испытывает удар абсолютно жесткий массой, дви­
жущейся со скоромьв V, ьдожь оси к ( Р и с Л ) , причем пола­
гается, что при I > 0 масса на отрывается от стержня (при­
клеивается). 



Рис .1. 
Уравнения движения, начальные и граничные условия для 

поставленной задачи имеют вид 

(1 г) 

где РлЬбИНН - депствуюцая на стержень сила, Т - пло­
щадь сечения, ш - масса ударника. Физическое соотношение, 
связывающее напряжения и деформацию, следуя принципу Болышана-
Вольтера, установим в интегральной форме 

» 



где Е., И Е.« - мгновенный н длительный и оду в и упругости, 
р - плотность материала стержня, ЙШ - ядро реланоацин. 

В дальнейшем используются два вида ядер: 

которое ооохветотвуех прямоугольному спектру времен релакса­
ции [ 4 ] высотой Н, "(1 |-Ь, в)/1п('.«/т,) в интервале 
Т, + Х 4 ,и сдабосхнгулярное ядро Ржаницина 

о » 0 \ • 0 * р с | ; Г(р) - гамма функция. 
Ксяольвуя интегральное преобразование Далласа по времени, 

имеем следующее изображение нономого перемещения 

где М,= ^ / т гэ_ " м - иассы стержыа 



(р 

ДЛЯ ( 1 . 6 ) . 

2. Алгоритм обрядения 

Численное обращение интегрального преобразования Лапласа 
дроводилооь методом асимптотического расширения интерзала О» 1 

Таи как до момента времени 1*= ч /р , , где 0,= ^Е,/р » 

ц(х,\)т 0 , то задача сводится к обращению функция 

(Г(*,р- «*р(рг.)йи.р). (2. О 

причем и"(*Д) • и(мЛ*1,), 1 >0 

Соглаоио р а б о т а т ь ] при 1*^,211 имеем оледущее выраже­
ние для и Ч * Д ) » » 

иЧя.О» ШЬ*(*Д), ( 2 . 2 ) 

где 

С<Р> - Й Д Г ( , ( I , д) 

• 

V < к ^ ц * ' й , * ^ ' (МО) 

• случае ядра (1 .5 ) иди 



(а. 5) 

(а. 4 ) 

{г. 5 ) 

. т и | « Р ( ч ? 1 ) п - ( « , , 

Учитывая, что 

1кп ^ ( ^ ) = ЬТЛНДЬ 0 

при достаточно большой Т на (2 .2 ) имеем 

1*ЦЛ»Т] (2. Ь) 

При практических вычислениях применялся оледующий алгоритм:. 
1) фиксируем некоторую погрешность &>0 ; 

2 ) выбираем такое ~\,>0 , что 

| 3 ( 0 Д . ) \<а ( 2 . 7 ) 

3 ) иЧ*Л>* 311."О , \<~ША ( 1 А) 

' ИЧИ) * 0 , * Щ (2. 9) 

Контрольные вычисления ноквзали: 
I ) если Т > Т , , то 

ацдл-алли*"» , и$УЙЛ: ( Д О ) 



2) погрешность счета $ 1 1 , 1 ) " о ( 2 . 5 ) значительно меньше 
о . 

3 . Результаты расчета перемещений 

Вычисления проводилиоь при следующих значениях параметров 
стержня» 

1 » ^ * , р = Ю\г/м.\ 

Скорооть ударника при раочетах принималась прямопропорционель-
ной отношению массы охержня к массе ударника: У 8 * ^ М - 3 , , 
где 5в«1м/свл . Погрешность обращения 11= 10 1/566 

Проаналианрувм результаты, подученные с ядром релаксации 
( 1 . 5 ) . Для достаточно малых М (масса ударника т гораздо 
больше массы стержня ^» ) распространение ьовмущения в стерж­
не можно интерпретировать как суперпозицию двух процессов. 
Первый процесс по своему физическому содержанию эквивалентен 
собственным колебаниям маооы \тп на пружине при наличии дисси­
пации. Второй процесо представляет распространение водны воэ-
цущения при ударе по стержню (Рис.2) ' . Между этими двумя прэцее-
сами имеется существенное различив. В то время как скорость 
распространения волны определяется лишь физическими характе­
ристиками материала стержня ^ , р , период колебаний " 
зависит и от соотношения маоо ударника и стержня. Имеется от ­
личие и з скорости затухания этих процеосов: волновой аатухаеа 
гораздо быстрее, чем колебательный. По истечении двух-трех 
периодов остаются лишь затухающие колебании массы на пружине. 

При возрастании 1Д волновой процесо становится все более 
заметным на фоне колебательного, одновременно уменьшается пе-



риод колебаний (Рис.3) . Когда М —• * с » , второе гранич­
ное условие (1 .3) переходит в условие 

где $ э П * / с < ж , 6 - {-Уакция Дирака. Принтом 
,получаен еадачу о загруаении стержня 6 - нагрузкой. 

Рио.2. Зависимость перемещения о* 
вреиеии в точке н-О.^и при М°0,075,С..= й,21, 

Реиение этой задачи также подучено методом аоимптотмчео-
кого расширения интервала. • 

Из Рис.4. видно, что при )Д—+°о решение задачи об 
ударе жесткой массой переходит в решение задачи о нагружении 
стержня й - нагрузкой. Из сравнения"Рис.2 - Рис.4 отчет­
ливо видно, что время затухания волнового процесса не зависит, 
от массы' ударника, а определяется только физическими свойст­
вами стержня.. 



Рис.3. Зависимость перемещения от времени 
в точке х = 0,5 I при « » 0,">7>, С.. = 0..2Е, 

4, Удар жестко» массой по упругому схержшо 

Интересно сравнить полученные результаты с решениеи соот­
ветствующей задачи для упругого стержня с модулем . Ис­
пользуя интегральное преобразование Лапласа, без труда нахо­
дим, что перемещение в упругом стержне имеет вид: 

' Ь к Щ р И * ^ Х К о о в \ ) ' ] 

Где ^АК"| - положительные корни уравнения 

4 - М Лц у (4,2) 



- Рис.4 . Зависимость перемещения от времени в 
точке *>0,$и для Е.„~0,2Е, . - при и?0 
. . . при натруженин & - функцией. 

Реаультаты приведены на Рис.5 - 7 . 
Ив них видно, что в отом случае распространение возмущении 

можно интерпретировать как суперпозицию нодебыельнг.•„"> и волно­
вого процесса. Однако теперь как волновой так и колебательный 
пропеосы не запухают, вследствие чего их суперпозиция дает 
весьма своеобразную картину зависимости перемещения от време­
ни. Хроме того, при УЛ — дивь для малых 1 перемещения 
приближаются к решению ооотвествующеи предельной задачи о 

& - натруженин упругого стержня: 

п-в . 

где ^(^) - единичная функция Аеъисайдо. Заметим, что при 
о - натруженин упругого стержня имезтсм чмсхо волновой 





Рис.? . Зависимость перемещения ох 
времени в точке Х « 0 Х при М* V? 

процесс ( 4 . 3 ) , тогда как при в - натру женин вяэкоупругого 
стержня "ступеньки Хевисайда" расплываются ( Р и с . ч ) . Невиди­
мому это объясняется наличием дисперсии при распространении 
волн а внэкоупругих средах Ц71 . 

Когда Е«. приближается к 1 0 , то в начальный иоыент 
перемещения вяакоупругого стержня близки к соответствующему 
режввиа упругой задачи (Рис .8 ) . 

Применение ядра релаксации ( 1 . 6 ) ' . как видно из рис.9 , не 
дает качественно новых результатов, при ясследонании зависимос­
ти пере метения, от времени. 



гис .б . Зависимость перемещения от времени в точке 
и-0,51 щ>и дня реяхичнмх Ё „ : 

1 - Е . . - 0 . Я . , 2-1„.=й№щ . Э-ревевяе соотвея«-
тьувшеЯ упругой задачи с мовулвм упругости 19 .' 



- но -

Рис .9 . Зависимость переивмния .от времени в точке 

и «0,91. при Мг0,075 с ядром релакса-.ии 0.6) 
для различных I . , » : I-1с*=0,Нв , 1'-1»=и^1». 
3 - решение соотввтствуешея упругой задачи с вочулеи 
упругоотя Ь| 
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Н.Э.Крона, А.п.Клнышь, Я.Р.Кии* 

один метод АППРОКСИМАЦИИ ш ш ш о д о в 

Важный этапом теоретической интерпретации результатов 
физических или машинных экспериментов является поиск аналити­
ческих выражений характеристик зависимостей наследуемой пробле­
мы. 

В данной работе рассматривается следующая аадича. Пусть, 
с одноИ стороны, имеются конечные числа функций одного аргу­
мента Т=Т(г ) , а « г « о , Предполагается, что эта зависимость 
представлена либо в аналитическом виде, либо известен ее дис­
кретный аналог. С другой стороны каждой функции соответствует 
определенное число В . Объем выборки т . Требуется найти 
приближенное аналитическое выражение в = Г[Т(г) ] . 

Аналогичная проблема аппроксимации свнаи "функция-число" 
встречается в [•] , связанной о обработкой конкретного ста­
тистического материала. В работе предполагается, что в рассмат­
риваемом случае достаточная точность аппроксимации может быть 
подучена о использованием линейного функционала 

0 * 5 с ( 2 ) Т ( 2 ) 1 к и) 

после подставки 

с^ЬЬ.+ Ь . г + ^ . ^ г 1 (2) 

задача .преобразуется к виду, в котором определение осущест­
вляется стандартной процедурой регрессионного анализа. 

В данной работе, в отличие от [ » ) , искомая свмэь выра-
коется функционалом в более рбщей форме 

8 * Г ( Т ) - - $ с < г ) Т и Н 1 г О ) 
о 



- и з -
Здесь подинтегральное выражение представлено в виде произ­
ведение двух функций от г . функция с ( 2 ) не известна и 
подлежит определению в процессе аппроксимации. Функция Т*(?) 
выражается линейной комбинацией эвристически выбираемых слож-
аых функций ^ [ Т ( 2 ) ] с неизвестными коаффициентами 

Г и ) = ^ а Л к 1 Т ( г ) ] 

На основе ( 3 ) , (ч ) формулируется следующая задача чебы-
шевской аппроксимации 

пип Г Т - тах 1 — I ) ( 5 ) 

Выбором значения Р и вида функций ( к можно изменить 
точноегь аппроксим :ции - в этом отношении излагаемая методика 
оставляет простор для численных экспериментов и использования 
интуитивных соображений. 

В настоящей работе задача (5) решается численно путем дис­
кретизации аргумента г -гг. . ^ = 1.2....,п . 
Дискретный аналог выражения (3) получается в следующей форме 

0=Г(П = ̂ с Т ( 2 | ) (б) 

В результате получается задача математического программи­
рования: 

пни [ 1\ 

Для ее решения используется модифицированный комплексмеТод 
нелинейного программирования. 

Следует отметить, что дискретная аадача ( 4 ) , ( 6 ) , ( ? ) 
может быть интерпретирована как задача аппроксимации функции 
иногих переменных 1 ( г , ) , » Т(2р) со следующей спе­
цификой: а) в аппроксимирующем выражении не учитываются вэаяио-

ы 

« * и р. (?) 
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действия переменных; б ) коэффициенты и | ( в выражении (ч) 

равны для всех ^ 
Ниже приводятся два примера опробования методики, п о ­

казывающие пригодность данного подхода к задачам аппроксимации. 
Первый относится непосредственно к аппроксимации функции многих 

переменных. 

Пример I . при численном решении одномерной обратной 
задачи Стефана были получеиы следующие исходные данные ( р и с . 1 ) : 
а ) кривые Т и ) | вырахающое закон р о с т а толщины твердой 
фазы (на рис .1 некоторые кривив не показываются) ; б ) величины 

6 , соответствующие температуре иа поверхности т е п л о о т -
вода в некоторым заданный момент времени. 

аадача аппроксимации решалась при п = 1 0 , |»=5 и при 
объеме выборки т = 1 5 . Использовались функции в форме 

Ц Т ) ; Г ' ( 8 ) 

В итого било п о у ч е н о следующее приближенное аналитическое 
выражение зависимости 0 от ТЧ 2) 

9 = Г сДоЛвЭ » 0.7ч"/» \} * ЭЭ/Ту г е,г?ъТ|% 

Вдесь Т| = Т(2_|) • а коэффициенты р* определяются по 
р и с . 2 . Характеристика точности аппроксимации I = 0 , 1 9 ; для 
8 исходных кривых из 13 данная характеристика не превышали 
0 , 1 0 . 

Пример 2.По результатам т е х н о л о г и ч е с к о г о эксперимента и с ­
следовалась с в я з ь иежду различными параметрами непрерывного 
литья металла Т, • Т 2 , Т 5 ( р а с х о д воды в системе о х ­
лаждения, скорость вытягивания слитки и д р . ) и значениями н е к о ­
т о р о г о показателя качества слитка 0 . 'Исходные данные з а ­
дачи аппроксимации приведены в таблице I ( т =10). Она решались 
при р =5 с использованием функций I,, в виде ( 8 ) . Было получек 
но следующее аппроксимирующее ьыраженни 

П | ,< , ( 1 , о < . з - м . 3 2 в Т | " * - 5 . е 9 Т , , + 1,Ь8зТ'+й,.к$гТ)*) 



Рис.2 . 



Таблица I . 

V г, 1 5 
в 

I 0,7 I,1193 1.27 8 ,0 _ 2,97 
2 0 , 5 ' 1,188 2 , 1 0 1,37 2,0 3,64 

3 1 ,0 1,199 1 ,70 2,26 5,7 4,18 
4 0,65 1,198 1 ,40 2,31 5,0 2,38 

5 1 ,0 1,205 1,7 1,45 5,2 3,76 
6 1,03 1,195 1 .5 3,65 м 2,24 

7- 1,24 1,227 1.95 1,60 7.9 1,960 

8 0,7 ' 1,222 1.35 1.13 1,0 3,11 

9 0,75 1,176 1 , 0 3,7 ",о 2,63 
10 1.3 1,190 1 ,8 3,63 1,6 2,09 

Значения коэфиаиентсв: с, =1,215, Сг - 1 ,ч82 , 
С 3 =4,513, С,=3,355, С 5 =0.8777. Уарактертетика точ­

ности аппроксимации I =0 ,44 . 
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ИССЛГИЦЙАНЯЙ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ УПРУГИХ 
МНОГОСЛОЙНЫХ КОНСТРУКЦИЙ МЕТОДОМ КОНБЧМНХ 

аШЕНТОВ 
\ -

В работе ставятся задача проанализировать напряженно* состо ­
яние в упругих многослойных конструкциях (УЖ) при изменении 
температуры. Известно, что неоднородность слоев порождает крае­
вые эффекты у торцов конструкции. Концентрация напряжений в 
краевых зонах может стать опасной для УиК, и поэтому необходимо 
определить место и уровень максимальных напряжений. 

Рвение постав да аяоС задачи реализуется численники методами 
с привлечением подучившего широкое распространение метода конеч­
ных элементов <ИВЭ). До настоящего времени большинство работ 
(,1-91 по исследованию миогослойных сред выполнено аналитически­
ми методами. 

Часто исследования УМК и родственных им анизотропных я арми­
рованных изделий проводятся с помощью, таи. называемых, уточнен­
ных теорий, которыми задается некоторый 5а ко в, изменения пере­
мещений или напряжений по толщине конструкция. Хотя литература 
( 1 - 5 ] по уточненным теориям обширна и имеются работы•подводя­
щие итог систематическим многолетним исследованиям [ 1 - 3 ] . п о ­
дробный анализ распределения напряжений недостаточен или отсутс­
твует совсем, поскольку основное внимание и большинстве слу­
чаев уделяется вопросам жесткоети, устойчивости и колебаний. 
Нахождение напряжений в УМК на базе уточнениях теорий сопряжено 
с некоторыми трудностями. Во-первых, необходимо отказаться от 
простейших предпосылок, пригодных для решения вышеназванных за ­
дач, устойчивости и колебаний, и ввести в **»ееиотрение более 
сложные апрокоимации и гипотезы. Во-вторнж, а тех случаях, когда 
краевой эффект резко выражен,приходится решить плохо обусловлен­
ные системы уравнений, что с р я з э н о с неустея"ч«вым счетом и псте-
рей точности результатов вычислений. Подобмое явление для ярае-
пых задач обеучДаетсп в [ в ] , где предложен метод оргодюиали-



зации, улучшающий вычислительные возможности. ^ -
Нервчводий другую группу работ [7 - 9 ] , выполненных раэлич-

1ШХУ. методами, ко не исподьэуащик уточненные теории. В атом 
случае лиеятся конкретные результаты, касахщиеся напряженного 
состаяк-лл конструкции, но каждый из примененных методов имеет 
оззои нвдсотайж. 3 [ 7 ] в результате нвменя армированного ело - • 
истого шшегака однородной средой исследование сводитоя к изу­
чению а^оезотропного слабо сопротизляпцегоол сдвигу материала, 
ъ Которой взаакодеКстааа арматуры и матрица уже не может быть 
ебнеруаено. Это взаимодействие детально разобрано а [*] . 
Сл.:.дКО здесь, как и э [ 9 ] о силу применяемых упрощений, каса­
тельные шгпряженля в белее податливых связующих слоях постоян-
еь! по ю.^цияе. Поэтому в разнородной среде не будут возникать 
юцрзшдехв, если одинаково нагревать или охлаждать всю конструк­
цию. Предварительные расчеты на основе формального использова­
ния уточненных теорий показывалт, что температурные изменения 
не праводяукэ к исхривлзюш нейтрально" оси вызывают в несколь­
ко таз большие напряжения по сразнению с теми, которые ведут 
к изгибу. 

Рассмотрение симметричных трехслойных конструкций позво­
ляет заключить, что отношение толщин среднего и наружного 
сдрев больше всего влияет яа распределение напряжений у торца. : 
3 безлинстъе случаев решаются задачи для трехслойных силовых 
пане .".эй о весьма объемным заполнителем и тонкими несущими 
слоями* В армированном пластике жесткие включения также незна­
чительны, другая противоположность, когда почти отсутствует 
более слабая кз компонент среды, что встречается в клеевых с о е ­
динениях, исследуется реже. 

Численные методы, насколько нам это известно, в расчетах УЖ 
ранее не приьяэнялись. МВЙ позволяет единообразно решать различ­
ные задача прочности УлК иезазислыо от соотношения толщин слоев 
или условий температурного дли ызханхчеокого воздействия на и з -
деЛяя. Угочненш.е теории могут привести к погрешностям при н е ­
достаточно обоснованном или формальном выборе априорного зако­
ле. МКЭ не использует никакие гипотезы или модельные представ­
ления о повед9:п1л среды, и поэтому можно ожидать, что результаты 
вычисленкй будут больше соохв&стиовать реально действующим в 

напряжениям. Одно из првлмущэств ЬКЭ в ток, что нот никаких 



ограничений на форц, области занимаемой УМК и возможна рас­
четы напряжений нелинейно зависящих от деформаций. 

1. Постановка задачи 

Па приводимом ряс.1 дана расчетная схема, на примере кото­
рой исследуется распределение напряжений в УМК. Здесь изобра­
жено сечение изделия конструкционной" оптики (ИКО), выполненного 
в виде прямоугольной пластины. Относительно толстые слои их си­
ликатного или органического стекла склеены полимерным связующим 
веществом. Напряжения в данной конструкции возникает под в о з ­
действием изменения температуры из-за разнородности физико-ме­
ханических характеристик материалов слоев. Температура считает­
ся заданной, и тепловая задача здесь не рассматривается. За­
крепления изделия в опорах шарнирное. 

Принима... что ИКО находится с плоском напряженном состояния, 
запишем уравнения равновесия термо-упругости в перемещениях для 
каждого отдельного слоя;(знак к )указывает на необходимость 
индексации всех величин формулы; к=1 ,2 . . .п си.рис.1 : 

где I*. - вектор перемещений; I,] = х ,у 

Поскольку к ИКО не приложены механические воздействия, то 
дд—««» удовлетворяться однородные граничные условия на всех 
свойоднях поверхностях: 

где 1 = х , у ;1*0,п; 6ц теязор напряже­
ний; 



Рис.1. Расчетная сх^ма ИКО. 
П - количество слоев; к = 1,2 п ; Е — модуль упругости; сТ -коэффициент 

линейного температурного расширение; Ц - нсз**>пшвнт Пуаооок* ; в - тем­
пература; ^ = - 7 V ; для симметричных 3-х олойных МО Ь,~Ь,*1 ; Н^С 



2 . Метод решения 

Матричное уравнение равновесия, являвшееся системой алгсбра-
ических уравнений, составляется следуя общепринятому пути в 
МКЭ [Ю, 1 1 ] . Условия сформулхроваяннз соотношениями (\) ао 
( 3 ) заменяются эквивалентным требованием ыинимууа пстекцааль-
ной анергии системы я , записанного о учетом отсутствия • 
внешних механических воздействий: 

5 

где ^,±(ч1>ги},0-а-98.ч • Ц - х , у ( 4 о > 

Условия сшивания отдельных слоев (з) в МКЭ по перэмещенияк 
удовлетворяются естественный образом, ибо конечные элементы 
(КЭ) стыкуются в некоторых узловых точках, в которых перемеще­
ния ( V ) одинаковы для всех КЗ, примыкающих к данному узлу, 
матричная ьпроксимацик перемещений в пределах отдельного КЭ 
( Л - указывает на конкретно выбранный КЗ) 

, на допускает появление щелей на стыках КЭ. Второе требование 
сшивания слоев, накладываемое на напряжения формулой, ( д ) , по 

.МКЭ выполняется в пределах точности приближенного решения. 

• 

К . 5 » » 5 я , $ т - см.рис.1 . 
Кроме того , в данной задача должны выполняться условия 

сопряжения слоев на швах ( З к (шов под К слоем): 



- х 2 2 -

|кф*еренцируя ( 5 ) и учитывая температуру, находим 
упругие деформации: 

Закон Гука р матричной записи имеет вид: 

( « } л = М И . \ (7) 

Предыдущие соотношения (5 - 7 ) позволяет записать потен­
циал конечного злемента: 

г ю Й.-X №]{»•}.••* 

Матричное уравнение пришлите иного потенциала 1С 
всего тела, очевидно, получается суммированием потенциалов 
всех элементов ( N - о^щее число КЭ): 

Минимум (9) обеспечивает иатричное уравнение 



Решая систему уравнений (ю) получают узловые перемещения 
|у} и далее по ( б ) и (7) напряжения в пределах любого 

КЭ. 

3 . Чиоленные примеры и обсуждение результатов 

Ниже представлены напряжения в различных сечениях ИКО и 
дано полз касательных напряжений для плоского напряженного 
состояния. Во всех вариантах среда охлаждалась на 60 градусов. 
Принимались следувщие фяавг.о-механичвскив параметры материалов: 

Стекло - & « 0 , 6 . 1 0 6 к г / с м 2 , ос « 0 , 8 .1СГ 5 л/'С ; ч̂ - о ,25 

Полимерный клей - В =0,2 . 1 0 5 к г / с м 2 ; ОС «0 ,12 . Ю Г ^ / ' С 
р г 0,15 

Ввиду продольной симметрия сосчитывалась только правая сто ­
рона изделья, а в случав симметричного набора склеиваемого па­
кета на КЭ разбивалась четверть всей площади. Использовались 
регулярные формы КЭ : треугольники и прямоугольники, которые 
могут формироваться с помощью сетки, образованной вертикаль­
ными и горизонтальными прямыми, параллельными координатным осям. 
Сгущается эта сетка у торцов г при переходе из одного слоя в 
другой, где предполагался наибольший уровень и градиент напря­
жения. Представление о расчетной сетке дают рисунки со 2 г о по 
4^ , где она нанесена и видны ее геометрические разые;л.. Между 
двумя горизонталями или вертикалями оетки проставлены номера, 
которыми привязываются разрезы в слоях или поперечные сечения. 

Графические результаты во всех случаях указывают на достаточ­
но быстрое убывание напряжений, двигаясь от торца.ТЫК. Напри­
мер, на рис.2 толщина пакета 22 мы, а краевая зона примерно 
такая же. За рис.4 соответственно 30 мм и 35 мм. Визуально за­
кономерность убывания протяженности краевой зоны вместе о тол­
щиной клеевой прослойки видна на рисунке семяслойного изделия 
с двумя неодинаковыми слоями клея. 

Удаляясь от торца, напряжения выравниваются или становятся 
ничтожно на ими. В охлаждаемых здесь УМК продольные нормальные 
напряжения 6 , в поперечных сечениях номер 7 на рис.2 и номер 

.4 на рис.4, которыми фактически ограничивается краевая зона, 





Рис.3. Поле касательных н&лряаеккй 7-ми слойного ИГО. 





незначительно отличается от величин, получаемых на основе 
гипотезы прямых нормалей и представленных на рис.7 прямой штри­
ховой линией. Вне краевой воин с касательными напряжениями 
(рисунки со 2 Г О по 5 й ) и о поперечными нормальными напряжениями 
(рис.6) можно не считаться. 

Далее кратко охарактеризуем поведение напряжений у торцов 
конструкции, давая их. графическую иллюстрацию. 

Продольные нормальные напряжения б , возрастают у торцов 
из-за неравномерного их реопределения по поперечному сечэнив. 
Такое поведение б , согласуется о очевидными представлениями 
о работе конструкции, поскольку тепловая деформация клея не 
сразу одинаково воздействует на все поперечное оечение отекла 
(рис.б и 7 ) . 

Касательные напряжения т быотро растут и еще более резко 
убывает в краевой зоне, создавая усилие воопрепятотвующае о т ­
носительному смещению стекла и клея ( р и о . 5 ) . В уточненных 
теориях, в силу обычно принимаемых гипотез т. на торце полу­
чает физически неверное значение, которое получается монотон­
ным возрастанием "Т до максимума на торце, что невозможно для 
свободной незагруженной поверхности. 

На приводимых полях касательных напряжений (рис.2 по 4) про­
слеживается характер изменения т. для разных продольных с е ­
чений. Если построить соответствующие кривые, то изменение < 
вдоль изделия получится более пологим при возрастании рассто­
яния от шва. Отмеченное изменение сопровождается появлением 
в краевой зоне смежных участков с касательными напряжениями, 
действующими в противоположных направлениях. В поперечных 
сечениях касательные напряжения также будут иметь различные 
знаки, и поэтому ж храевой зоне недостаточно считать ? посто­
янным или следующим другому достаточно простому (часто парабо­
лическому) закону распределения напряжений по толщине. Это 
конкретно подтверждает замечание в (4 ,2) , что разработанные 
уточненные теории корректируют напряжеянс—деформированные с о ­
стояние только вне вон локализации краевых эффектов. 

Интересно поведение нормального поперечного напряжения 
(рис .6 ) . Имеется максимум бц на торце, который оказывается 
не единственным. Другой максимум- 6 ч , но уже с противополож-

' ним знаком и меньший количественно, располагается внутри 



Рис .5 . Напряжения по шву 3-х олойнопо ИИ), 
а/ касательные на пряжения Т 

I- ' - X 

б/ продольные нормальные напряжения б%. 
А, С - расчеты прк равных параметрах С Д , см.рио.2,ч 



ПОПСРЕЧНЫЕ 
НОРМАЛЬЮ* НАПРЯЖЕНИЯ 

Рис.6. Поперечное вермадьвое напряиениэ 
в 3-х слоЯвих изделиях.©- ' вариант 
раочета;(5^* номер продольного разре­
за на рис .2 ,4 . 



краевоЗ зоны. Определяет, такое распределение нормальных попереч­
ных напряжений,по всей видимости,различие в градиентах убывания 
•с по обе стороны от максимума касательных напряжения не 

шве изделия. Принимая в уточненных теориях гипотезу о несжи­
маемости нормали, вид кривой б , искажается. Максимум б у на 
торце теряется, а вместо концентрации напряжений вблизи вну­
треннего максимума получается сосредоточенная сива, приложен­
ная на торце. 

Рассмотрение всех напряжений в совокупности не позволяет 
говорить о второстепенности некоторых из них, подобно тому 
как это делается в классических теориях. В краевой зоне все 
компоненты тензора напряжений одного порядка, намного превы­
шающие значения напряжений в внутренней области, и с каждой 
из компонент тензора следует считаться. Полученные на основе 
аналитических методов результаты не всегда исчерпывающие, так 
как втречаютоя отмеченные выше несоответствия, результаты 
нередко даются для одной из составляющих тензора напряжений и 
краевые эффекты могут остаться без рассмотрения. 

При обращении к представленным графикам касательных напряже­
ний для краевых зон усматривается склонность к 

взаимной независимости отдельных возмущений вдоль торца как 
по уровню .наибольших напряжений, так п° величине локализации. 
На рис.3 можно было бы ожидать, что ненулевые касательные на­
пряжения будут распространяться на расстоянии порядке 60 мм, 

.что соизмерно с толщиной всего изделия. 'Оковывается однако, 
что суммарная толщина не определяющая, а большее внимание оказы­
вают толщины двух прилегающих непосредственно друг к другу 
слоев. Поэтому увеличение толщины самого толстого двадиати-
миллиметрового слоя стекла вряд ля много изменит в общей кар­
тине возмущений у I I и I I I швов. 

При длине УШ, превышающей некоторый минимум, очевидна 
независимость концентраторов напряжений расположенных у про­

тивоположных торцов. Этим устанавливается независимость макси­
мальных напряжений от длины УМК, что может быть полезным при 
проведении расчетов. Сперва простыми средствами находятся на­
пряжения вдали от торцов, а затем проводится расчет концентра­

тора напряжений. Протяженность рассчитываемой краевой зоны 
4удет достаточной, если напряжения в ней примут значения, раз-



Рис. 7,- Нормальнее напряженке «й* в поперечных 
сечениях э на торце для ЙКО с толстым 
слоем к л е я . @ - покер сечения на рис.* . 



ные получаемый на основе аналитических решении и серединных 
сечениях изделия. На рисунках с о 2 -го по Ч-в представлены и м е н ­

но те облаоти, которые целесообразно рассчитывать отдельно в 

левые крайние сечения которых примыкают к внутренним. 
Касаясь вычислений прочности УПК остановимся на равнине 

напряженного состояния тонких ( р и с . 2 ; с/т; «0 ,2 ) в толстых 
(рис .ч ; е Д ч .) клеевых прослоек. Оказывается, что изменение 
максимума касательных напряге кий неаначительно при разных с о ­
отношениях толщин среднего и наружных слоев у трехслойных из­
делии (рис.5,). Ъ то же самое время градиенты касательных на­
пряжений заметно другие, и, как след от зге , неодинакова локали­
зация краевого аффекта. Достаточно быстрое изменение касатель­
ных напряжений показывает, что малополезно перенесение рас­
пространенных в теории пластин методов нахождения напряжений 

л виде тригонометрических рядов на аналогичные задачи ынагосло&"-
вых конструкций, особенно для малых отношений с/т; . 

В ШСЭ особых трудностей отношение толщин трехслойного из ­
делия не вызывает. Различие сводится к большему измельчение 
расчетной сетки при малых с / 1 , которая в области кон­
центрации напряжений должна быть достаточно густей. Однако 
для любых толщин склеивающего слоя количество неизвестных в . 
ККЭ варьируется незначительно из-за пропорциональности между 
параметром с / | и протяженностью краевой зоны. 

Заканчивая обсуждение результатов» сравним полученные 
решения с результатами экспериментальной работы [ 4 2 } выпол­
ненной поляриэационно-оптическиы методом. Быстрое чередование 
полос интерференции подтверждает сложность напряженного состо ­
яния у торца. Ввиду отсутствия физико-механичеоких параметров 
материалов обследованного образца, можно говорить о качествен­
ном совпадении результатов. Таковое имеется для напряжений 
по шву изделия ( р и с . 5 , б ) . 

Наблюдаемые в эксплуатации ИКО разнообразные разрушения в 
краевой зоне также качественно подтверждает правильность най­
денного распределения напряжений, однако точный расчет долго­
вечности изделии при изменяющейся температуре составляет пред­
мет дальнейших исследований. 



ч. Выводы 

1. Численное решение прочностной задачи согласуется о 
щ^ормо известным механическим поведением УМК, обнаруживая 

резкую локализацию напряжений у торцов. 
2. Получены конкретные численные значения напряжений в 

концентраторах, объясняющие встречающиеся в эксплуатации де­
фекты УМК. 

3. Устанавливается независимость максимальных напряжений 
от д л и т УмК, что позволяет расчленить расчет на этапы с раз­
дельным нахождением Напряжений вне краевых воя я самосто­
ятельный расчетом концентратора. 

4. Краевой эффект более реаке выражен и градиенты напряжений 
выше для трехслойных конструкций о малым отношением толщин скле­
ивающего я наружных слоев* 

Щ 9/ Отягчается качественное совпадение численных результатов 
по ШЗ с экспериментальными, полученными поляржяацяояно-опти-
ческим методом. 
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Л.А.Столярова 

ПАРАМЕТРИЧйСКИВ КОЛЕБА1ИЯ ЦШВДРИЧЙСКОД ОБОДОЧКИ 
С ПУСТОТЕЛЫМ УПРУГИМ ЗАПОЛНКТ&Ш 

В последние годы большое внимание уделяется раочету 
конструкционных элементов - цилиндрических оболочек, с о ­
держащих во внутренней полостк заполнитель. Достаточно полно 
изучены статическая устойчивость [ 1 ] и колебания оболочек 
['^,3) со сплошным заполнителем. Хотя в реальных конструк­
ционных элементах заполнитель являетоя пустотелым, работ, 
посещенных исследованию статической устойчивости [ 4-6 ] 
и собственных колебаний [7 -9]таких конструкционных элемен­
тов значительно меньше. Параметрические колебания цилиндри­
ческих оболочек с пуототелым заполнителем, по-видимому, не 
исследовались. 

В настоящей работе приводится методика определения 
областей динамической неустойчивости пологой ортотропной 
цилиндрической оболочки с упругим пустотелым заполнителем 
при параметрических колебаниях. Оболочка загружена осевой 
гармонической силой Р = Р, + Р,.со10т , аа торцах"оболочки 
ставятся условия шарнирного осиранил. Если деформацию о б о ­
лочки описывать классическими уравнениями движения, не 
учитывая тангенциальные силы инерции и приведенные нагруз­
ки, то задача о параметрических колебаниях оболочки как 
со сплошным, так и с пуототелым заполнителем может быть 
сведена [ 2 ] к исследованию устойчивости решений уравне­
ния: 

6\г 

5* + О е ( 1 - 2 д | с о $ 0 * М М 1 + 

* 



где ас 1 ж - частота колебаний пуотой оболочки, загружен­
ной продольной постоянной силой Р,, д^- 1 Ъ — р - . , П А * -

критическая статическая сила при осевом ожатки пустой о б о ­
лочки ( 1Л - маоса единицы ее поверхности, К - радиус 
срединной поверхности, который в силу малости толщины о б о ­
лочки Ь « . й отождествляем с радиусом внутренней поверх­
ности) . В - уравнении ( I ) С^тп - коэффициент реакции аа-
полнитедя для фиксированных I (число полуволн вдоль 
образующей) и т (число волн в окружном направлении). 
Следует отметить, что в случае расчета по уточненным т е о ­
риям изменятся лишь выражения для и 5 1 я [10] . 

Подставляя в ( I ) временную, часть функции прогиба У"/ ( т 

в вида: 

приходим к уравнениям границ областей динамической неу­
стойчивости. Для главной области ( и - 1 ) имеем уравнение: 

Таким образом, задача сводится к решению данного трансцен­
дентного уравнения для фиксированного д ( т , прячем 
коэффициент реакции заполнителя 01п>п является функцией 
9 . Выражение для 0,л при осесимметричных колеба­
ниях цилиндричесной оболочки с о сплошным заполнителем 
приведено в [ 2 ] ' . Поскольку в случае пустотелого запол­
нителя границы главной области неустойчивости также опре­
деляются из уравнения ( 2 ) , задача заключается в нахожде­
нии й 1 т п при наличии пуототолого заполнителя;во внутрен­
ней полости оболочки. 



I Решение уравнения Ламе для пустотелого 
ааполнителя 

Заполнитель представляет собой упругий изотропный 
цилиндр с центральным кенелом радиуса В., . Вэаимодейот 
оболочки и заполнителя считаем радиальным, следовательно, 
при деформации всей системы в целом на внешнею поверхность 
заполнителя со стороны оболочки действует периодическая 
распределенная нагрузка - с ^ , = 0, г| г . я . Внутреннюю поверх­
ность заполнителя принимаем свободной от напряжений. Гене 
ние уравнения Ламе при отсутствии массовых оил, удовлетво­
ряющее заданным гранична* условиям на торцах вело ляягеля* 

( в « 1 е . 1 И ' Ц 1 г и » 1 г . е Д - ° • *• * 
оболочки и заполнителя) юлев*? вид: 

№3 С О С О ' 

ч - 1 Г г { Л & - г х(*л* 

« СО* 2 С О * ГГ 1 ^ С05 + 

* Постановка задачи о деформации полого цилиндре под 
действием поверхностной нагрузки вида ц г = Ц ( х ) ш ) в 

произвольными граничными условиями аа торпах имеется] 
в работе [Щ]. 



А и - константы Ламе, р - плотность материала 
заполнителя, З т ( 2 ) и Х^ 2 ) - функции Бесселя 1-го и 11-го 
рода. 

Напряжения в заполнителе можно определить по ( 3 ) - ( 5 ) 
через формулы Коши и закон Гуна для изотропного упругого 
тела. Шесть неизвеотных постоянных в выражениях для пере­
мещении определяются из граничных уоловий на боковых п о ­
верхностях заполнителя: 

Л т п 

I 1*1 п ( 1 

- ^ У И . 4 ( - Щ- % ( р и г ) ] -



Следует отметить, что в случае сплошного заполнителя 
вместо ( 6 ) накладывается требование ограниченности реше­
ния при г-*О и в выражениях ( 3 ) - ( 5 ) необходимо отбросить 
все члены, содержащие функции Неймана, т . е . и 1 г г , п»Ь 1 п^С 1 т<-0. 

Решение задачи в втом случае подробно рассматривалось ранее 
[С . 

Из выражений для коэффициентов в аргументах функций 
Бесселя я Неймана <х,п и р 1 п видно, что в зависимости от 
параметров заполнителя, формы волнообразования I и зна­
чения частоты вынуждающей силы 9 они могут быть как дейст­
вительными, так и мнимыми. Очевидно, что те члены рядов *• 
( 3 ) - ( 5 ) , для которых выполняются условия : ^ 
(если аргументыФункций Боссе ля и Неймана содержат Рт ) 
и .0 > О 1

1 1 = щэд^й^ (если функции Бэсселя и Нейман9 зависят " 
от Л ы , ) , является действительными. В противном случае, 
используя известные соотношения между функциями Бесселя 
и*Неймана от мнимого аргумента и модифицированными функ­
циями Бесселя Хп С 2) и функциями Макдональдс- К т С2-) 
и учитывая, что функция Бесселя а Неймана входят в выраже­
ния ( 3 ) - ( 5 ) всегда симметрично, можно показать, что все 
члены рядов при любых 0 являются действитеиными. 

После подстановки выражений для напряжений я переме­
щения Ц г в заполнителе в граничные условия (б) ' - {7) по ­
лучаем систему семи алгебраических уравнений относитель­
но неизвестных постоянных А 1 т л , 0 » т п , йи™ • 
Ьып • С 1 т п , с 1 т в и искомого коэффициента реакции 
заполнителя 0 1 т п .'Для определения границ главной о б ­
ласти неустойчивости решений уравнения (2) достаточно рас­
смотреть только г\Н . Кроме того, исследование дина­
мической устойчивости сиотемы "оболочка-пустотелый запол­
нитель" можно проводить отдельно для каядой фиксированной 
пары значений ( I- , 0 1 ) . Из приведенных формул ( 3 ) - ( 5 ) 
видно, что решение задачи в случае неосесиммотричной д е ­
формации оболочки и заполнителя весьма громоздко. Позтому 
для наглядности ограничимся рассмотрением осесяммвтричных 
параметрических колебаний системы "оболочка-пустотелый 
заполнитель". 



2 . Определение реакции заполнителя для осесимметрич-
ных колебаний 

Решение уравнения Ламе при осесимметрячной деформации 
пустотелого заполнителя можно получить из ( 3 - 8 ) , положив 

1 Г Х _ { - А 1 п ^ „ Л ^ 1 ь г ) - а 1 п а 1 Х ( Л 1 п ф ^ ( р 1 п г У 

* Ь и . * . Ч ( ^ г + Т » ) , ( Л 

Неизвестные постоянные А1п С\1п б>1п и искомый 
коэффициент реакции заполнителя 0 и определим из гранич­
ных условий, которые в случае осесимметричной деформации 
системы "оболочка-заполнитель'1 примут вид: 

После подстанорки выражений (3'),(4') в закон Гука, а 
затем в граничные условия (б 1 )-(70 пплучим систему пяти 
алгебраических уравнений: 



( О 

где коэфф1.циая7н Г^ к системы (8) завиоят от геометричес­
ких параметров и упругих характеристик заполнителя и форма 
волнообразования I • 

Путем подстановки пятого уравнения системы (8) в пра­
ву» честь четвертого, данная неоднородная система может 

быть сведена х однородной алгебраической системе четырех 
уравнение. Из условия существования нетривиального решения 
получаем уравнение для нахождения коэффициента реакция за ­
полнителя 0 1 п : 

0 (*} 

Следует отметить, что для тонного слоя заполнителя 
( Д < ( й , где Л = и~Д1 ) , используя разложение 
функций Бесселя и Неймана в ряд по малому параметру Л I 

К к К Ч 
Ом 

о», 

° м 0 , д в ; о „ Ь ^ О; . 

0 „ 0 « а и . + ^ „ 4 - 0 „ Ь 1 ц С и 1 п , 



нкхквс покааать, что ( ^ „ ^ Д и, следовательно, прин\-»Й , 
уравнение границ облаотеи неуотойчивости (2) переходит в 
уравнение границ главной области неустойчивости пустой о б о ­
лочки [40|- , 

Определю из (9) 0 ^ , можем вычислить радиальную 
компоненту С т

г -^п\,.а реакции заполнителя, играющую 
рель нагрузки, действуяцей на внутреннюю поверхность о б о ­
лочки. 

Как уже гозерилось выше, для каждого фиксированного 
I весь диапазон изменения частоты вынуждающей силы 6 
разбивается на три области. Коэффициент реакции заполни­
теля 0 1 и , имеет различный вид в каждой из этих областей, 
что и определяет характер спектра облаотей динамической 
неустойчивости системы. 

Так, при 0 < в [ 4 ' коэффициенты ^ к системы (9) с о ­
держат комбинации модифишровашных функций Бесселя и функ­
ций Макдональда. Поэта/у в этом диапазоне частот 0 1 1 % и з ­
гоняется монотонно. Дополнительные исследования показали, 
что до значения 3 = О ^ областей динамической неустой­
чивости нет. При 0̂ '< 0*0*' осциллирующий характер пове­
дения С\„ обуславливается наличием в Ц к функций 

Еесссля и.Неймана, зависящих только от $> К т . В этом 
диапазоне частот появляется спектр.областей динамической 
неустойчивости (первый спектр) . Причем густота корней 
трансцендентного, уравнения (2) (а следовательно, И число 
областей динамической неустойчивости и раостоянио между 
ними) полностью определяются значением аргумента функ­
ций Беоселя и Неймана ркп . Аналогично, при частотах 
} > 0 С осцил.гнрупяими будут также Зт (й^г) и У^О^У) , 

э д с 4 « > - а Д л ^ - с х д Ч ( о 4 й ) ) 



с чем связано появление при этих частотах второго спектра 
областей динамической неустойчивости. Естественно, что 
характер атого спектра будет определяться значением Ы.1п. 

3. Численные расчеты и обсуждение полученных 
результатов 

Расчеты были проведены при следующих значениях пара­
метров оболочки и заполнителя: 

е , / Е , = 2 , 6 „ / е 1 « о , < . , • , • 0 . 1 , * 2 = о . г 

Е, и Е а _ модули растяжения материала оболочки в на­
правлениях ж и У , С , в - модуль СДВИГЕ в плос­
кости . М » в , 1 * « . Й/Ь« 

Р^ОДР* ^ / ^ = 2 1 0 ' , где Е! - модуль упругости материала 
заполнителя. Коэффициент Пуассона заполнителя принят 
} = 0 , 4 5 . 

В таблицах I и 2 приведены первый и второй спектры 
областей динамической неустойчивости системы "обслсчке-
пустотелый упругий заполнитель" при различных отнопенкях 
внутреннего радиуса заполнителя к внешнему для фермы 
волнообразования I = 10 . И з сопоставления одектров 
«идно, что наличие узкого центрального канала в заполнителе 
. К, /и. 4 0,1 ) незначительно сг;ощает нижние точки о б ­
ластей неустойчивости первого спектра, практически из и з ­
меняя их максимальной ширины л 0(2Ц) . В то же время 
второй спектр даже при малых и , сильно искажается. 
Этот результат представляется .ризичзскж оправданным. Как 
уже говорилось выше, характер первого спектра определяется 
значением рУп , который при фиксированных 1,0,р-,1_ 
зависит только от модуля сдвига материала запол­

нителя. Поэтому возникновение первого спектра можно свя­
зать о образованием в заполнителе сдвиговых стоячих волн. 
Аналогично коэффициент 0Г1п зависит^ от коэффициента 
объемной деформации заполнителя К ~-^~2.^) ' Я ° а т о м У 
появление второго спектра естественно объяснить возникно­
вением в заполнителе стоячих волн растяжения -сгат/ .я. 



Таблица I . 
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26 
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32 
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42 
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85 
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57 
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38 
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42 

4382 
2 
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80 
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К 
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50 
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Таблица 2. 

Т С - » 
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7293 

4 
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15 
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21 
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27 
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Оря большое значениях внутреннего радиуса заполни­
теля опектр облаотвз динамическое неустойчивости, значи­
тельно рехе, чаи при сплошном заполнителе, а гаппопмппт.яая 
ширине их возрастает. При Я, / Я - 0 ,9 в диапазоне частот их 
20 Кгц остается, воего четыре широких области (таблице 3) . 
Из таблицы видно, что при уменьшении толщины заполнителя 

Д ширина одной из этих областей равно увеличивается, 
а остальные три постепенно сужатоя и исчезают. 

Выше отмечалось, что при К,—-К ревение задачи пере­
ходит в решение для пустой оболочки. На рисунке I показан 
процесс перехода одной из областей динамичэоной неустойчивос­
ти системы "оболочка-пустотелый заполнитель" в главную об­
ласть динамической неустойчивости пуотой оболочки для форм 
волнообразования I» 10 , т * О . 

Таблица 3. 

в , / К 9 . д б е 0 
д 9 8 . д 8 ЭР д О 

0,9 2964 157 4634 256 6963 182 18653 259 

0,92 3306 162 . 4805 370 7929 137 13007 6 

0,95 3855 64 5464 739 11242 61 

0,96 3962 18 5945 900 1362Г 38 

0,97 4049 9 6648 1093 17740 19 

0,98, 4069 9 7683 1283 



-3 

I 

4 6 & ю <г 

Гже.1.'Расположение саюЛ широкой области неустойчивости ^ ^ / " ^ ^ К ? . ^ 
6 „ ^ С Ч 8 Я : 7 - К,= 0,99Ц , * - « „ - 0 , < Ю 9 Я . 9 - « , =0,9393 К . Ю - главная 

обжечь вэдотоичгьо пустой оболочкч. ^ е м о , т - о ) 



Выводы 

1. 11а основе разработанной методики исследовано влияние 
величины центрального канала на спектр областей динамической 
неустойчивости пологой ортотропной цилиндрическое оболочки, 
содержащей во внутренней полооти упругий пустотелый ввпол-
нитель. 

2 . Первый спектр областей динамической неустойчивости 
системы "оболочка-пустотелый заполнитель"практически совпадает 
о первым спектром оболочки оо сплошным заполнителем до зна­
чений внутреннего радиуоа /?< ^ 0,{ Я , в то время как вторые 
спэктры этих оистем сильно отличаются уже при /?< »0 ,01 # . 

3. Минимальное значение частоты первой области динами­
ческой неустойчивости соответствует заполнителю о внутренним 
радиусом Я, « 0 . 5 /? . 

4. С уменьшением толщины слоя заполнителя расстояние 
между областями динамической неустойчивости увеличивается, 
а сами области становятся шире и смещеютоя в сторону больших 
частот, переходя в предельном случае й , - * / ? в главную область 
динамической неустойчивости пустой оболочки. 
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