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УДК 513.83. 

ОБ ОДНОМ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ СВОЙСТВЕ 
^НАЦИОНАЛЬНО ОТДЕЛИМЫХ ПРОСТРАНСТВ 

М.А.Гольдман 

Пусть Т-топологическое пространство; К — вещест
венная прямая, наделенная обычной топологией; Е — подпро
странство в%(Е С(Т,Е) — еемейотво всея непрерыв
ных функций,отображащих Тя В • Обсенатам черев 31л кяасо 
всевозможных функционально отделимых пространств ( т . е . то-
пологячеснкх пространств Т, обладающих тем свойством,что 
Для любых двух различных точек С р ? ^в7* (чествует функция 
У^ССТ, Ю > Д«я к о т о р о й и ( ± , ) , или, что эквива

лентно, существует функция уеС{Т, 5 С ) , где Ев » [о ^ 1]^ 
ддя которая ЦС"Ьь)—о)>11(41)1е1) . Условимся говорить,что 
подаростреаство 7^ С 7* обладает свойством (11.) $ если 

Теорема 1. Пусть«У, — класс топологических прост
ранств, удовлетворяющих первой аксиоме отделимости. Если 
Т е , то7*в в том и только в том случае, когда каж
дое номпаитное множествоТв<^ Т обладает свойством (1С). 

Доказательство. Пусть Т*^3}5, Та - компактное мно
жество в | и ССТ0?К) • В силу компактности Т0 мно
жество %аСТ1)ограничено: и (Тс)с С0-? в!*- ^ - Рассмотрим 
тихоновский куб 3 = 5 С ( Х ^ > ,где Е &],и обозначив черев 

С отображение вычисления ( с м . [Л], стр. 158), т.е.ото
бражение пространства Т. в куб В , определяемое равенством 
сешку) = %<*) (Уъ<*Т)(Уз&С(Т,Е)). • 

Отображение ^ непрерывно и инъентивно ( последнее - ввиду 
функциональной отделимости 7*-). Положим <?с=<2/^. Посколь
ку '7Г — компактное множество, отображение С0 является го-, 
меомюрфизмом 7^ на ва ( X ) = 6 0

с б. Определим на во функцию 
равенством %0 С/в«В 0 . ) . Эта функ

ция непрерывна на В0 . Так как по теореме Тихонова про--
странство В компактной отделимо,следовательно,нормально,а 



В0 замкнуто ( как образ компактного множеотва Та при не
прерывном отображении & 0 в отделимое пространство В ) ,то по 
теореме Титце ( см.например, [23 ,стр.134) существует функ
ция ^?«= С (В,Е) , такая, что <^ = <р]в . Положим у> = 
11 - Очевидно ^ « И уо }Та . Этим дока
зано, что каждое компактное множество 71 пространства Те3($ 
обладает свойством СЫ)-

Обратно, если каждое компактное множество 11 про
странства 7**̂  3^ обладает свойством (1С), то Т^3~^& . 
действительно, пусть Д,, 'и 7 ^ , # ^ . Положим Тв^{^>^г} 
и зададим функцию У на 7^' %0(±с,)-о9 ув С Так как 
Т ^ с ^ т о ^ 0 ^С( о Й . Л П о условию, существует функция 

у е С ( Т , Ю, т а к а я ' ч т о т ' в - Ч 1 ^ = ° и 

у , С следовательно., , ° 
Замечание. Первая часть теоремы 1 может быть дока-Г 

зана иным путем, не использующим отображение вычисления и 
теорему Тихонова о топологическом произведении компактных . 
пространств. Чтобы это сделать,установим сперва одну лемму, 
которая представляет собой некоторый аналог леммы Урысона. 

Лемма. Пусть Т «=^55 71, 7̂  —непустые компактные мно
жества в Т и 11Л 1^-0. Тогда 

(5уеС(Т, Е0))[у<Т0)-Ш уСЦЫШ-
Доказательство. Пусть р - фиксированная точка мно

жества Т0. Так к а к ' 7 * ^5 ,то для каждой точки ^ 6 7^ най
дется такая функция %&С(Т, Е0)} что %(р)-0 тлуЛр=4. 
Полосы 1% = {1*Т:у.(Ъ)>{} ЦлТ^сЗШопб (Р^^еТ, 
образует открытое покрытие множества 7^ В силукскпакт-
нооти 7) существует №огестЕо^_, . . . ; ) ^ л ] с7^,такое, что 7̂  С 

С. и{Щ.:^-1}~;л}-Легко видеть, что функция 

обладает следующими свойствами: Ч„еС(Т,Е0), Уп(р)=0 

Считая, что построение функции ^„выполнено для каж
дой точки Р^Т0> рассмотрим семейство (14р)ръТ>где ^/>= 



= {"^ в Т - Ур('Ь)<~ъ } • Оно образует открытое покры
тие множества Т0 .Поскольку Т0 компактно.существует та
кое множество {р^-^^сТ,,, что Тв <= I) {Пр. ' с-Ь-?т}-
Положим 

у « 2 т - а * Г У А , - • 

Очевидно, ССТ, Е Л У<-Т0)~{о} Ж 

С помощью этой леммы можно получить доказательство первой 
части теоремы 1, придерживаясь схемы доказательства тео
ремы Титце и предшествующей ей вспомогательной теоремы 
(см. С23 ,стр.133-135). 

Приведем одно применение теоремы 1 к вопросу о нор
мальной разрешимости уравнений в топологических пространст
вах.Мы будем пользоваться обозначениями и некоторыми ре
зультатами статьи I 3 3 .Там,в частности,установлено,что ес 
ли ^ -непрерывное отображение компактного пространства «5* 
в функцион-льно отделимое пространство Т ,то уравнение 
•^(5) — т. нормально разрешимо ( СзЛ , отр.62,следствие 
5 ) . Оставался открытым вопрос о нормальной разрешимости 
при тех же условиях уравнения А^Су)^=х , сопряженного 
к уравнению Ь .Теорема 1 позволяет решить этот во

прос. 
Теорема 2.Если ^ -непрерывное отображение компактно

го пространства (3, в) в функционально отделимое прост
ранство (Тр х) »то уравнение А^(у)= ж нормально раз
решимо,т.е. справедливо равенство 2(^.(А^)~Х^. 

Доказательство.Согласно пункту а) теоремы 1 отатьи 
{33 (стр.54),имеет место импликация {&КйО($,<Г;Х'г) 
обладает свойством (У^^ЖСА^)-^. Она и послужит для 
доказательства нашей теоремы.Так как^ непрерывно, $ -
компактно и Т Отделимо,то ^ —замкнутое отображение и, 
тем более, /<з КС№ ( 5, . Рассмотрим множество 

^(•р) . Оно расположено в функционально отделимом 
пространстве Т и компактно, следовательно,' согласно тео
реме 1, ^6/7 обладает свойотвом ( ^ . О с т а е т с я применить 
указанную выше импликацию. 
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УДК 513. 881 

ЗАМЕЧАНИЕ О ЗАМКНУТЫХ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРАХ 
С БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫМ ЗДРОМ 

М.А.Гольдман 

Пусть Т — замкнутый линейный оператор с областью 
определения Л&СТ) в банаховом пространстве X и областью 
значений Л(Т) в банаховом пространстве У . Как известно, 
еслиЛ(Т)замкнуто и ядро^УС77оператора Т конечномерно, 
то каким бы ни был вполне непрерывный линейный оператор и 
о областью определения^ (1^), содержащей 2)(Т), У опера
тора 7 ~ ^область значений ЖСТ~ ц)также замкнута, а яд
ро ЛГСТ- "д"),как и яр$оЖ(Т), имеет конечную размерность 
(которая может оказаться меньшей, большей или равной рав-
мерности.Ж}7У).Отсюда следует, что в случае,когда Л~(Т) 
бесконечномерно и Я. (Т- 1У) замкнуто .пространство Л^(Т-1?) 
тоже бесконечномерно. Мы желаем уточнить этот результат в 
следующем смысле. Для нормированных векторных пространств 
принято рассматривать, кроме алгебраической размерности (т.е. 
мощности алгебраического базиса пространства), другую 
размерность - наименьшую из мощностей мгэжеств, линейная 
оболочка которых плотна в пространстве. Алгебраическая раз
мерность пространства Е обозначается через с1оп. Е; для 
второй размерности пространства Е примем обозначение 31/пЕ. 
Интересующее нас уточнение того факта, что оба пространс
т в а ^ ( 7 ^ и . Ж Г Т ~ 2 ^ 2 ^ о к о н в ч н о м е Р н ы » состоит в доказа
тельстве равенства ЗХгпЛГСТ) = ЗхтЛГСТ-1?) (в предполо
жении, ччоЯСМиЖТ-Щ оба замкнуты).Заметим,"что" этим 
не решается вопрос о равенстве с&т-Ж(Т) = с1йп. ЛГСТ—Т}") 

алгебраических раэмерностей ЖСТ) и -//(Т~1?") • 

В дальнейшем нам понадобится понятие Сх̂ — решет
ки, введенное и примененное в работе И1 . Пусть оС — по
ложительное число; множество Л •нормированного пространст
ва Е- называется оС - решеткой, если Цх — х')1~&о{ для 



любых х, х' €. А. 
Лемма. 
Пусть X и У — банаховы пространства; 

Т-(Д?(Т)сX)-*У — замкнутый линейный оператор; ^Я(Т) = 
^=Л(Т)± ^СЗОЯсЮ-^У — вполне непрерывный линей-, 
ный оператор; «® СТ) А — ограниченное бесконеч
ное множество в *№СТ— 2?), являющееся Ы— решеткой. 

Тогда, Существует ограниченная — решетка 
В С М~(Т) » равномошная с А (Ш-Л). 

Доказательство. Пусть «5* — каноническое отображение, 
пространства X на факторпространство Х~Х/-^(Т)к За — 
сужение ^ на ./У*(Т— 1)"). Покажем, что (линейный) опера--
тор ,5*0 вполне непрерывен. Пусть I — сужение на 2(Т)9 

7* - инъекция, ассоциированная о*7» (т.о.отображение & 

множества Л ( ^) на Л ( ^.^Удовлетворяющее равенствуТ-Т Т). 
Так как Т* — относительно открытое отображение (ибо Т — 
замкнутый линейный оператор с замкнутой областью значений), 
то оператор'7* - ЛСГ^Хнепрерывен. Рассмотрим оператор 
Т 1%> > гД е -сужение и на Ц)Г(Т-Ю.Поскольку 2^х=7х 
для любого х из ь/УСТ—Ц'), имеет место равенство 7 Тх= 

=Т17Х* (*ъЖТ-Ю) . Н о Т ~ ' 7 * , = 5 > для 
х <= Л/"СГ— 1?) , следовательно, 30

ШТ ?Л • Отсюда вы
текает, что «5о — вполне непрерывный оператор. Так как А 

ограниченное множество, то множество А ~8а (А)вполне ог
раничено^ Пусть $ - некоторая конечная 6- — сеть в мно
жестве /\ при Е< ^ . Тогда найдется точка х* еМ (*~5х,)) 
такая, что множество Ав

жА О5~*({*еА : Их-х0Ц<е]) 
будет иметь ту же мощность, что и (бесконечное) множество 
А . Зафиксируем в классе смежности х 0 некоторый элемент 

^ х , после чего выберем в каждом классе смежности х $х 
из "множества {Я е д ; 0<Цх — хе\1<&} по элементу ^ х 

так, чтобы выполнялись неравенства // ^ — \\-<&. 
Для любых двух э л е м е н т о в " " ^ б у д е м иметь ' " " § Ж / —\^0<2е. 
Положим 6 = { ^ Х = Х - ^ : хе'А^к покажем, что В яв
ляется уЗ -решеткой в ̂ VС7V при р ~ — 2&> О . 

Во - первых , 1Х ^СТ) , так как -X 
и >•„ принадлежат одному' и тому же классу смеж-



ности х пространства X по подпространству М'(Т)', во-
вторых, если ^ ж и 7х 2 ~ два. элемента ив В , отвечающие 
двум равным из Д , , т о «Я - ? // = // О -
- (** -|*р н ̂  гх, - ад чЦ^ & ц й >* - %е - р. 
Этим^ также показано, чтоВжА0 • Но Д = А > следователь
но, В - А - . Для завершения доказательства леммы остается 
еще учесть, что В - ограниченное множество. 

Замечание. Из доказательства леммы видно, что она 
остается верной, если условия замкнутости оператора Т и 
замкнутости его области значений заменить условием отно
сительной открытости 71. 

Теорема. 
Пуоть операторы Т и и - те же, что и в лемме: 

кроме того, ядро^н'Пбесконечномерно и •Я.СГ-'Н') З-СТ*!^). 
Тогда иик .Я(Т) ш Зик М"( Т- 1?). 

Доказательство. Как уже отмечалось, из условий до
казываемой теоремы следует, что ядро ^/~(Т—и) бесконеч
номерно. Возьмем в единичном шаре К(9> 1) пространства 
^(.Т-1^)некоторую максимазьяуй с* — решетку А (о«>«'1)) 

т . е . такую <Х"— решетку» К(&? 1 ) у которая не является 
правильной частью никакой другой оС— решетки в /^6#>"^А 
Согласно лемме, в ̂ V?7У существует ограниченная уЗ - .ре 
шетка В .такая, ЧТОВ=У4 И р>< 4 . Можно считать, что 

В содержится з единичном шаре пространства Ж(Т) • Те
перь воспользуемся следующим утверждением: если Е — бес
конечномерное нормированное пространство, то мощность каж
дой максимальной ОС— решетки единичного шара пространст
ва Е при 0<ос<-^ оовиадает с <Еип Е (см. [ 1 ] , 
сто. 98) . В силу этого утверждения имеем Д^сШкЖ1Т-"0 
и § ^ си^-Л'СТ) -Н°А = В . следовательно,<С1лг Ж(Т)^ 
^ сС^гг ^ ( Т — 2^) • Ввиду симметричности условий от

носительно операторов Т и Т- ^справедливо и противо
положное неравенство 

Замечание. Если в доказанной теореме не требовать 
чтобы Я(Т-ТУ) было замкнуто ( а это вовможно при как . 
угодно малых ц"\ см. СъЗ , доказательотво теоремы 1, 
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УДК 517 43 
О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ФУНКЦИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ ОШйРАТОРОЗ В 

ь 
БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

«Г V 
Р.Е.Круг, Е.ОДарьков 

§ I . Линеаризация отображений 

В зтом параграфе мы получим условия, достаточные для 
локальной С ^-сопряженности ^диффеоморфизма дейст
вующего в банаховом пространстве Е и оставляющего.непод
вижной точку б (нуль пространства Е ) , своей производной 
Фреше в точке & - линейному, ограниченному оператору А . 

Напомним, что два диффеоморфизма А иЁ> , действую
щие в окрестности 1̂  их общей неподвижной точки 6 бана
хова пространства ^ называются С-сопряженными (сопря
женными в классе С ) , если существует такой локальный 
диффеоморфизме с С", что ̂ Рб» 6 и для « - $ 1 / • 

Ф Ь * - . Л Ф х , (1.1) 
Везде далее Е будет обозначать некоторое бангхово про
странство с нормой П •" , , Е ) . пространство ограни
ченных 4 -линейных отображений Е < Е *•••>< Е = Е 1 - » Е 
с нормой ь(Ё.',е). С ТС/,)- пространство I-дифференци
руемых на отображений \' V таких, что 

и все производные 4*"?С*?} ограничены 
аа\1 , 4ис-*9 непрерывна ва\7 , с нормой 

Пусть далее.& - некоторый нелинейный огератор, Ой-
ределенный в окрестности I/ нуля 9 банахова пространства 
Е ,В>е=-е , А €гЗ*«я>ЛЕ')-есть производная Фреше.оператора 
В>в точке © , причем спектр ^(Д" ) оператора А не охватыва
ет точки О комплексной плоскости Л . Тогда справедлива 

Теорема 1.1. Пусть-а - натуральное число, Ё> ̂  СЛШ>Е) 



если чг?>1 и 6э «.С ( У Д ) , если 'п.а!, спектрССА")опе

ратора А удовлетворяет условию 

Тогда операторы А и Ь сопряжены в классе С , т . е . суще
ствует такая окрестность V точки 9 и такой С Л - диффео
морфизм*? н а У , что 

Теорема 1.1 дает "грубые" условия С^опряжонности 
диффеоморфизмов А и В , т . е . такие условия на оператор, 
при которых любой, в некотором смысле близкий к А , диф
феоморфизм & оказывается сопряженным с А в классе СЛ. 
Из самого доказательства теоремы можно получить "негрубые" 
условия, достаточные для С^-сопряженности А и В>. Так, 
например, для существования С -диффеоморфизма^ , удов
летворяющего (1.1),достаточно вместо условия ( & ) предпо
ложить равномерную на [7 сходимость ряда 

^ А ^ С Ч ь ^ А П и С Е ^ , 

где Оос = Р^х.- А " х . 
Доказательство теоремы приведем для случая п. =1. В 

пространстве СЧ̂ О рассмотрим линейный ограниченный опе
ратор и: 1и^ = А"1.-^?Ь (без ограничения общности можно 
считать 11ЛЦщ Е ^г :1У ' ^ 

Докажем, что Ь имеет в неподвижную точку 
(1 С 5 > = С Р ) такую, что < : Р' (9)=^. Очевидно-тогда, ч т о Ф и 
будет являться искомым диффеоморфизмом, т . е . будет удо
влетворять (1.1) на некоторой окрестности V . 

Рассмотрим последовательность приближений 
"Уох-*, - А - " - ^ * . (1.2) 

и покажем, что она сходится в пространстве С Ш ) . 
Методом математической индукции легко показать, что 
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где С есть нелинейная часть оператора ^ > : С = &> - А . 
Рассмотрим теперь 

нСА'^елУс^ - С А - Ь Л У С О \ \ 1 С Е Ю * 

* 8 ( > / Г с ^ ) 0 . . . СИ А Ч Ч ^ ) \ \ и Е > 0 . а л ) 

Из (3.4) следует равномерная на\3 сходимость последо
вательности производных Ч ' ^СО = (А'Ч^С»-). е с л и только 
сходится ряд » о 

Действительно, 
1 К" Е л ) ^ П (1.6) 

где ^ 

• И . П 11. ^ " С Ч ^ Ю Г \ \ и Е Е у (1.7) 
Равномерная н а ! ) сходимость произведения (1.7) следует 
из сходимости ряда ( 1 .5 ) , так_как, в силу условия ( в ) , 
существует такая постоянная А/ , что иЬ^-эсЦ ^ л/ й ^ ^ и ^ Е Е") 
для -х.^Х7 , следовательно, 

\\ А " 1 с 'О&К ' I Iиид*^ 1 » 1 - ( 1 , 8 ) 

Кроме того, очевидно, что. если С-^о и ряд / и . с * схо
дится, то для любого с.>о существует такой номер N , 
ЧТО ПРИ N <.т.л.~п- : 

Г\(.ис^^с^±_Т.^ ч - С ^ Г 1 " < ^ (1.9) 

Считая теперь = М\,\сЛ1\\&Г1\1\.̂ е.>Е') ' \.еь$ в с и л у 

( 1 . 8 ) , (1.9) и сходимости ряда (1.5) получим 
41+ А'^с/сеГ^ а*-')-0* А-^-'с'С^то АГ°) х.сг,ь) 

• о 



как только ^тч ' * * А/. 
Оценки (1.10) и (1.6) и доказывают требуемое утверж

дение. 
' Сходимость последовательности 1 ^ в пространстве 

-С СУ)теперь следует из того, что %.© = АГ" "^© » ©. 
Кроме того, 4^(6 } * (А"1" еГУоЮ=3 и, следовательно, <3?' (17)=^ 

з й л п - ^ О , что и завершает доказательство теоремы. 
Как следствие из теоремы 1.1 получаем следующее ут

верждение: 
Теорема 1.2. Пусть ЬОО (О^Ъ-^-)- полугруппа нели- • 

не иных операторов, принадлежащих классу С 417) и взаимно
однозначно отображающих \7 на V*. соответсовенно, В>ШВ*6 

для каждого 1 , А Ш есть производная Фреше оператора & (.+/) 
в точке в , причем А (.О б^мгтЛЕ ) и удовлетворяет 
условиям теоремы 1.1. Тогда 
1) А (л) есть полугруппа изоморфизмов наЕ. , 
2) существуют такие окрестности У/^ , ^ точки 9 и такой 

диффеоморфизм 4? на V , что для всех-Ь: 

если с Ч/^ • 
Замечание. Если ^ЬЛ^Х^>(У} )сУдля некоторой ок

рестности V " и всех , то существует окрестность V/0 то
чки € такая, что . 

Ь и Ь = ЧГ* А^У**. (1.12) 
для 

Доказательство теоремы 1.2 приводить не будем, отме
тим только, что искомый диффеоморфизм ^ представляется в 
виде #Л . 

где^-Р - диффеоморфизм, линеаризующий оператор оЛА' » 

§ 2. Дробные степени нелинейного оператора 

Сейчас мы покажем, как результаты § I позволяют вве
сти понятие дробной степени • нелинейного оператора. 
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В этом параграфе для любого нелинейного оператора 
удовлетворяющего условиям теоремы 1.1, будет построена 
полутруппа нелинейных операторов на ^ такая, что 
на некоторой окрестности ^ точки в й>(уОэс» и 

Ь С « * * е ^ - Ьп. са- (2.1) 
где Н - производящий оператор полугруппы & . 

Итак, пусть диффеоморфизмы Ь , А удовлетворяют 
теореме 1.1 при 

Для \, б Со, е-») и •гс€\*/с:у определим операторознач-
нуто функцию & ОЬ) равенством: 

, е>со « . = < а Р " 1 А * с Р * , (2.2) 
где А * 5 к л ^ ^ ^ Л ^ - дробные степени линейного огра
ниченного оператора А . (Так как при больших -V \\ Л*\\* 1, 
во существует окрестность М с У , ка которой равенство. 
(2.2) имеет смысл) 

Легко видеть', что & образуют сильнонепрерывную 
справа полугруппу операторов на**/ , причем-существует та
кая постоянная М , не зависящая от-I , что 

\ \ Ь С « х . - Ь С О ^ \ &\Д\\"х-^\\. (2.3) 
Кроме того, из теоремы 1.1 следует, что для тс*\л/ 

т . е . 
что при целых значениях аргумента-п. значения функции 
В>(0 совпадают на окрестности V/ с обыкновенными.целыми 
степенями нелинейного оператора &>. 

Теорема 2.1. Производящий оператор « полугруппы бэ (У ) 
определен в каждой точке "X. окрестности V/ . 

Доказательство. Пусть . Тогда для достаточно 
малых ^ : . . _ 

= — " ' ' * • (2.4) 
где ^ « * О при^ -9-0 для каждого -зь ^ VI. 



- К - У 

Из соотношения (2.4) ' следует, что для 

^ ^ З Й Ц й Й Ь * С ^ ' У С ^ . (2.5) 

Таким образом, для полугруппы выполнены все 
условия (Ск.ГЗ],С4^), которые позволяют представить ее в 

ДЛЯ X 4У . 
По аналогии с линейным случаем предел (2.6) называют 

экспоненциальной функцией оператора N • 
При ^=4- из (2.6) получаем 

Поэтому вполне естественно назвать оператор N логарифмом 
Ь (йт\.Ь) , а вслед за этим оператор 6 дробной 
степенью "Ь оператора & '• в ? 

§ 3. Некоторые применения к исследованию 
разностных уравнений 

Рассмотрим в банаховом пространстве Н уравнение 
• Х П « (3 .1) 

с неподвижной точкой 9 , т . е . & > ^ = 9 . 
Пусть оператор ^> удовлетворяет условиям теоремы 1.1. 

Тогда в некоторой окрестности ^ точки © определен фазо
вый поток Е>* , ^причем 

Легко видеть, что кривые Ь * х 0 являются инва
риантными кривыми уравнения ( 3 .1 ) , причем через каждую 
точку х-о окрестности ^ проходит одна и только одна та
кая кривая. Изучение этих кривых и дает качественную кар
тину поведения решений (3.1) в окрестности особой точки©. 

С другой стороны 

-—=Ъ>-т. 1 ~ * ~ 
сН V » о п-



= ^я?* к У ^ ^ х ^ а ^ ^ - х ^ с л - ь х ^ У 

т . е . инвариантная кривая зсС+.) уравнения (3.1) является в 
то же время фазовой кривой задачи Коли 

^ Г - ^ Ь х , тсс.о^=хо. (3.2) 
Таким образом, исследование разностного уравнения 

(3.1) свелось к"исследованию задачи Коши (3 .2 ) , которая 
уже относительно изучена. 

Кроме того, из теоремы (1.1) следует, что нелинейное 
уравнение (3.1) с точноотью до диффеоморфизма совпадает о 
линейным уравнением 

которое эквивалентно в указанном ранее смысле линейному 
дифференциальному уравнению 

§ 4. Функции нелинейных операторов 

В этом параграфе общие идеи § § 1 , 2 применяются для 
введения общего определения функции нелинейного,оператора, 
Как и в случае введения понятия дробной степени, это опре
деление будет страдать некоторой многозначностью (функция 
оператора будет определена о точностью до диффеоморфизма 
специального вида), однако оно позволит установить ряд до
вольно естественных для функции оператора свойств и не бу
дет противоречить уже имеющимся в С31»С*1 результатам, 
(В теории нелинейных полугрупп для аккретивного нелинейно
го оператора & введены понятия экспоненциальной функции! 

е ' ^х^Одлп- Сь+ и резольвенты ^О-^-х.* (З+хЪТ* 

Пусть, как и ранее, В>€С/Ф) / ^ > 6 г 9 > А» - производ
ная Фреше оператора в точке 6 и Р Ф ) - класс гомо-

Цп1уег51Шез 

В 1 В Ы О Т Ё К А 



«орфизмов^ на Е, таких, что Я г Ч (10 . «Ре - в , 
ЯР(9)=3 • Пусть, далее -""ЗГ - множество функций, аналити
ческих в некоторой окрестности С\ спектра ©•(А") операто-
р а А . 

Определение 4.Т. П у с т ь Т о г д а функцией ^ опе
ратора назовем класс воех операторов вида ^(е^) . -

Установим связь определения 4.1 о уже имеющимися ре
зультатами. 

1. Пусть ^ ( / ^ 1= ̂  , "X €Г\. . Пусть, далее, оператор 
ЕЬ удовлетворяет условиям теоремы 1.1 при -а =1, а окрест-
ностьУс\7 и Ф ^ ^ ^ ц Ш ) таковы, что^Р^АФ.-хвЕЬ* 
для "х « V . 

В смысле определения 4.1 это значит, что существует 
такой элемент ^ * СЬ") класса Я^.» , что для тс- « V 
^ Ч ^ - х =-&>х . Этот факт будем записывать в виде: 

2. Пусть . ^ С ^ = е Я & Е ^ * Л > " ° ' Т о г д а 

согласно определению 4.1, экспоненциальная функция опера
тора Ъ - это класс операторов вида Я ? " 1 ^ . " ^ * ? . 

С другой стороны, если оператор &> является аккре-
тивным ( т . е . если \\т.,л^Ь^| --» . г-эЛЬх^Чг. \\х,-хг\1 
>ч> о , х,,**^ & 2}<Ю), то в \[ 4*) для него определена функ
ция равенством _ . 

= ̂  О ^ Ъ У х , (4.1) 

где •х^ЗХЬ ) - замыканию области определения оператора . 
Для выяснения связи между этими двумя определениями 

допустим дополнительно, что оператор сильно аккретивен, 
т.е. для любого существует Л . * такое, что 

+ хЬац-а^->.Ьх г\\ ^ о ( ( ^ И з ^ - х . . ^ (4.2) 
для •эс1_,-хг ^ 2^СЬ) . Тогда А будет линейным аккретив-
ным оператором и его экспоненциальная функция е - * 1 * сможет 
бить представлена в виде 



Из (4.3) следует 

(е А У(е^^^ьГ ) ' ^=Ь^^^^"^ Щ (4 .4) 
Пусть теперь спектр оператора € удовлетворяет усло

вию (2>) теоремы 1.1, т . е . ^ ^ ^ г . где = 

Тогда полугруппы с" и е удовлетворяют условию 
1.12 и, следовательно, существует такая окрестность 
точки © и такой э л е м е н т к л а с с а Р ( У " ) , что 

в -^^с ^ е " * * ! ^ (4.5) 
для зсех ^ и т с я ^ ' , т .е . 

В таком же смысле удовлетворяют определению (4.1) 
дробные степени и логарифм Ьп. ?Ь> оператора 6> , введен
ные в § 2, и резольвента В \ ( . Ь ) , взеденная в14*1 

Перейдем теперь к изучению свойств функции операто
ров. 

Теорема 4 . 1 . Пусть $ , $ , Тогда; 
1 ) ^ е 1 Г ; для каждого элемента л,**^) класса и для 

каждого элемента ^Сь") класса С»^. найдется такой эле
мент ( . ^у с СЬ ) класса ( Р ( л ) ^ - > , ч т 0 

2 ) К-(.^) и, апалогично I ) , для каждого эле
мента ! ^ - О » класса и для каждого элемента 
^ ( ^ ( ^ О класса Р^*"существует такой элемент К* С^>) 
класса , что Г_^?СЬХ\ * Н?Ч&У> 

3) если последовательность функций равномерно на О-
сходится к функции , то и для любых ( ^ 
последовательность >$ш*Ч&) •** сходится равномерно в 
некоторой^окрестности точки© ; 

4) классы и перзсекаются тогда и только тогда, 
когда ^Сл") «»~.10д в открытом множестве, содержащем 
весь спектр <гз"СЛ̂  , кроме конечного числа полюсов 
^1>>:>Ч.»-^*^^ и при всех V , 1 *. , функция . 
- ^ в точке имеет полюс порядка не ниже V С^О . 



Доказательство теооены 4.1 основывается на соответ
ствующих свойствах функций линейных операторов и достаточ
но элементарно. Отметим только, что из свойства ( 1 ) не 
следует перестановочность различных функций одного, и того 
же оператора (как это.имеет место в аналогичном случае 
для линейных операторов), что Еполне естественно, так как 
даже резольвента ^ С Ъ " ) оператора^ в самом Ъ не комму
тирует. Более интересным представляется свойство об ото
бражении точек бифуркации нелинейного оператора. 

Как известно, для функций линейных операторов спра
ведливо тождество Данфорда 

<гЩ.*>> М^ск*}, с, ( 4 .6 ) . 
где - множество собственных чисел оператора Л . Тож
дество (4.6) равносильно ' 1 

= и К ^ Т Ч У (4.7) 
где 1^СМ - множество характеристических чисел оператора 
А . (В 4.7 считаем О ё <5"(А"),} 

Для нелинейных операторов аналогичную характеристиче
ским числам роль играют точки бифуркации. Оказывается,что 
для точек бифуркации широкого класса функций нелинейных 
операторов справедлив аналог ( 4 . 7 ) . Мы докажем его для 
функции ?(\" ) = ^ , С о $ ^ < *=-0 . 

Теорема 4 .2 , Пусть Е - вещественное, конечномерное 
пространство и все характеристические числа оператора А 
положительны. Пусть, далее, выполнено одно из следующих 
двух условий: 

1) «|-ь^в" 0 ^ и ^ - е , ^ ° ' * ' 0 > | различны для всех характеристи
ческих чисел г » оператора А ; 

2 ) если ДеЯ* 0 ' 0^ = ^ С ? о + о"> для какого-либо |«о , то 
в является изолированной неподвижной точкой поля "5 -
-*)ч? для каждого"^ и хотя бы два из чисел ^е>^*"0^> 

^еЛ'К') ( ^ь с ^* + " а > различны. 
Тогда 



где *^ЛЕ$- множество точек .бифуркации оператора ^ ; 
^ ь(.5«.0-оУ общий индекс неподвижной точки © полей \ - г-^ 
для воех близких к $*« и ^<5"-» (по теореме П .4 .7 иэ 
С21 индекс точки 6 будет одинаковым для всех таких полей), 
аналогично, ^еЛ*4**^" общий индекс неподвижной точки 9 
полей3- у*Ъ для всех ^ близких к и •»$»<> ; 
Д ь Ау»0 - индекс неподвижной точки Ф поля^-у -а^ , . 
если © - изолированная неподвижная точка этого поля. 

Доказательство. Из теорем 17.5.1 и 17.5.2 в сле
дует, что характеристические числа оператора А , удовлет
воряющие (при V =1) условиям I ) или 2) теоремы 4.2, явля
ются точками бифуркации оператора В . Поэтому, так как 

есть множество характеристических чисел оператора А , 
если - множество характеристических чисел А*, доста
точно показать, что 

^ ь ( ^ - 0 ) = ( т ^ ° > > } ъ ^ + с И й ' ^ (4.9) 
И Ч 

а ь ^ ^ В ' ^ » ? (4 .Ю) 
если выполнено условие 2) теоремы. 

Для о * Л. рассмотрим Функцию 
К СЛ,*> = " $*• В -х. ( 4 ; 1 1 ) 

Очевидно, 

Х ; о ) х ) = ^ - Г ^ ^ , Х С ^ ^ а - Х - ^ й " * * . . " ( 4 Л 2 ) 

Легко видеть, что на множестве Со ,А* ^>х ( ^^.-шар 
достаточно малого радиуса) функция УЛ*,х> непрерывна по 
совокупности аргументов. Кроме того, для каждого фиксиро
ванного $*• X (Л ,"»-"> в шаре $>п. достаточно малого радиуса X 
отлична от нуля при всех ^ ^ . Действительно, в 
противном случае, для какого-то х точка ^ т была бы точ
кой бифуркации оператора й , что невозможно в силу, усло
вия 2 ) теоремы. ^ ч 

Таким образом, поля Х ( о , х ) - ж> [ « Ь х и Л С Ч ^ = '= С -^В 
гомотопны, откуда и следуют равенства (4.9) и (4 .10 ) . 
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§ 5. Некоторые-применения к теории 
полугруш 

Один из нерешенных вопросов теории полутрупп нели
нейных операторов состоит в определении "генератора" (-А) 
полугруппы 5>(Д"> таким образом, чтобы любая полугруппа мо
гла бы быть восстановлена по своему генератору, в частно
сти, чтобы полугруппа 2 СО представлялась в виде 

(5.1) 

Известно, что все обычные генераторы полугруппы 5 СО 
могут иметь пустую область определения, даже если 5 СО 
есть полугруппа сжатий. Однако, если Н - гильбертово про- ' 
странство и $(-0 - полугруппа сжатий на замкнутом выпуклом 
множестве в Е , то существует аккретивный оператор А та-

В этом.случае оператор (-А) является производящим 
оператором (генератором) полугруппы 3 ( 0 . В гильбертовых 
пространствах оператор А однозначно определяется полугруп
пой 5 С*:} , но это не так даже в случае конечномерных бана
ховых пространств. 

Сейчас мы при помощи методов § § 1 , 2 получим положи- -
тельные решения перечисленных проблем для специальных 
классов полугрупп. ^ 

Будем говорить, что полугруппа 5СО принадлежит 
классу Л . , если: 
1) для любого -^ 2>Ш отображает некоторую замкнутую ок

рестность \) точки 6 в себя, причем 
2) для каждого Ъ-т. 2>Шх_ = $ЛсГ>х,= з:-

3) $анС СУ)и ( Х ю У и » « Л * " « « Л О для каждого х , 

4) оператор ^(О удовлетворяет условиям теоремы 1.1. 
Пусть 3> СО €. & • Тогда по теореме 1.2: существу

ет такая окрестность точки © и такой диффеоморфизм 



й п ^ Р ч Й ^ О Я Р С у У ) С Р \ Г 5 е с л и 2 > ( А > Е и 

УП С Р"Ч :МА- )Г1 < Р (УУ ) = и } если Ъ ( А > ~ Е . 
Теорема 5.2. Пусть ^ > ( • * • " ) и для любого-^ оператор 

рСт) является сжатием наХ/ . Пусть, далее, для достаточно 
малых положительных >. 

где к . и - ^ . г > ) - множество значений оператора л - а . о . Тог
да для -х. ^*2^Ь"} ^_ . 

класса С)(уЛ , что для всех х и х . * V»1 0 •' 

^ Ь = 9 - 1 У ( 0 9 х , (5.2) 
Далее будем считать, что окресность V 0 совпадает с У . 

Предложение 5 .1 . Пусть 5(х")€|?1: . Тогда \Д^) - силь-
нонепрерызная полугруппа изоморфизмоз на Е . 

Доказательство предложения 5.1 элементарно, поэтому 
приводить его не будем. Перейдем сейчас к формулировкам и 
доказательствам основных результатов этого параграфа. 

Теорема 5.1. Пусть &(-^4-о\- Тогда область опреде
ления'ЗХБ') производящего оператора & полугруппы ?Ь(Л^ 
всюду плотна в окрестности Т7 , а если УЧ"Ь") разномерно 
непрерывна, то совпадает с ( 7 . 

Доказательство. Пусть А - производящий оператор полу
группы УЧО. Рассмотрим разность 

^ ^ Х ^ С . ( ф - 1 у ( _ < р ^ || » 

Из (5.3) видно, что производящий оператор полугруп
пы РОО определен на множестве\7Г\Р (2*МП^?(Ш) и име
ет вид . 

( Ф О ^ Х . (5.4) 
Кроме того, очевидно, что 



Доказательство. Так как полутруппа есть полу
группа сжатий, ее "минус" производящий оператор, т . е . опе
ратор ( - Ъ ) является аккретивннм. Тогда, в силу теоремы I 
из Г з1 для любого 'асгЭДъ') существует предел 

- 1 ^ О - (5.6) 

причем операторозначная функция 

является полугруппой сжатий на Л(.Ъ"5. 
С другой стороны, для любого хб&С.Ъ ' } функция 

•цДО- $ й ) х дифференцируема по , причем 

^ • « Ъ г * (5.8) 
- а * 

Действительно, «э-Ц//х\Ф 

Следовательно, в силу теоремы П из 0з}> для любого 
а ^ справедливо равенство 

Ь Ш ^ Ь ^ ^ - ^ Ъ Т ^ - (5,9) 

Таким образом, полугруппы р а й та) совпадают на 
, а значит-, и н а Ь ( & ) , поэтому равенство (5.9) 

справедливо для ь З^СЬ^ . Теорема доказана. 
Заметим, что в терминах § 4 теорема 5.2 может быть 

сформулирована следукщим образом; 
Теорема 5.2*. Пусть ^аСО^ &]У№|-есть полугруппа 

сжатий и К Д * а - > ^ ЛСЪ"} для достаточно малых поло
жительных -X . Тогда существует такой элемент -^СЬ") клас
са Г е А * , что для х. «5ЬСед , т . е . &(ДГ> € : ^ Ц ъ с ^ > . 

Теорема 5.2' еще раз подчеркивает целесообразность 
определений § 4, 
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УДК 513.83. 

О СРАВНЕНИИ НЕКОТОРЫХ СХОДИМОСТЕЙ ЛИНЕЙНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ 

В.И.Лабеев 

Хорошо известно, что понятие компактной аппроксимации 
является обобщением понятия сходимости по норме для линей
ных отображений (см. [1 ] ) . 3 монографии Т.Като ( \_?.~\ ) 
исследуется обобщённая сходимость линейных замкнутых ото
бражений, которая также язляется обобщением сходимости по 
норме для линейных непрерывных отображений.сВ предлагаемой 
работе мы исследуем взаимосвязь между понятиями компактной 
аппроксимации и обобщённой сходимостью для линейных замк
нутых отображений в нормированных векторных пространствах. 

Определение I . Пусть Х и У - нормированные векторные 
пространства над полем К (- Р; = С } . Будем говорить, что 
последовательность линейных отображений ^ : X 1— - ̂  сек
венциально компактно аппроксимирует линейное отображение 

/ ' X — У , если 

а) для любого вектора -<.€" X 7 « Л 1 в прост
ранстве У ; 

б) для любой .ограниченной последовательности векторов' 
( д п ) 1 1 Ь ы из пространства У. последовательность векторов 
({лхл - ^хп)п€ N ~ о т н с > с и ' 1 ' е л ь н о компактна в прост

ранстве У . • 
Б нормированном векторном пространстве X наряду с нор

мой II II/ "ы будем рассматривать норму II II ̂  , задавае
мую с помощью линейного отображения ^ ; Х - * ^ следующим 

Определение 2. Пусть X и V - нормированные зекторные 
пространства над полем ^ А; = С ) . Будем говорить, 
что последовательность лине Иных отображений /ц-'Х*!/ ком
пактно аппроксимирует линейное отображение ^ ; Х~*"У . ее-
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ли 

а) для любого вектора л е 1хт * в прос
транстве ; 

б) оля любой ограниченной последовательности векторов 
С*л.)п« N из пространства ( К , II $ последователь
ность векторов ( ^ л Х ц - / л А ) л « и ~ относительно компакт
на в пространстве ^ . 

Нетрудно показать, что в случае линейного непрерывного 
отображения понятия .секвенциально компактной аппроксима
ции и компактной аппроксимации совпадают и что компактная . 
аппроксимация является более общим понятием, чем секвен
циально компактная аппроксимация. 

Пример 1. "Пусть 2. - V ~ 0* , А ? {(*<№ 
Линейное замкнутое отображение ^ : X с 2. — » У определим 
равенство.;: • ' ', 

(V ( х ( М ) е * ) : а С* ф - , 
а последовательно линейных непрерывных отображений ^ П ;Х " *Х 
определим посредством скалярного произведения: 

( К ^ е А/) ( У х е X ) С ^ к Х » п (а 1е л ) -г . ) , 
где через (рп)П€1ц обозначена произвольная тотчльная орто-
нормальная последовательность векторов в пространстве 
Положим ^ л ^ ^ + д к . Тогда последовательность линей
ных замкнутых отображений ^п • X с 2 —• "5/ компактно ап
проксимирует линейное замкнутое отображение -р Х с ^ - » ^ и 
последовательность векторов (е^) -це N ограничена в прост
ранстве X , а последовательность векторов * 

(п&1.)тЫ н е ограничена а пространстве V поэтому не 
является относительно компактной. Следовательно, секвен
циально компактной аппроксимации в этом случае нет. 

Определение 3. Пусть "2. и У - банаховы пространства. 
Последовательность линейных замкнутых отображений 



/л •' & ($*1)С2~У обобщённо сходится к линейному замкнуто
му отображению •$••.$)(•$) с 2- V . если раствор 
между графиками отображений ^ и ^ в банаховом простран
стве 21 *• ̂  стремится к нулю при и — «*=>. 

Свойства раствора замкнутых подпространств банахова 
пространства и обобщённая сходимость линейных замкнутых 
отображений подробно изучены в монографии Т.оато ( [2 } » 
г л .4 , § 2 ) . 

Предложение 1. *сли $ • 2. » т 0 последователь
ность линейных замкнутых отображений $к)с2 ' > ^ обоб
щённо сходится к линейному непрерывному'отображению 
^ : ^ тогда и только тогда, когда для всех дос
таточно больших *\€ N Я ) 2 и отображение 2— 
непрерывно, причем Со^ Й/* - ^ || * 0 

г;риведённое предложение доказано в монографии {~2} 
(теорема 2.23 пункт а ) , стр. 262). 

Следствие.' Пусть Л и ^ - банаховы пространства и 
последовательность линейных непрерывных отображений 
1"^: X, У обобщённо сходится к линейному непрерывному 
отображению } I X — - V • Тогда последователь
ность линейных отображений / к : Х -" У секвенциально ком
пактно аппроксимирует линейное непрерывное отображение 

Обратное утверждение неверно (см. [ Д ] ) . 

Пример 2. Пусть У *2 *Ш, X '{Ы^Щ (\кШк-0 
У |х(Дл)**-̂ •* «~=. Линейное замкнутое отображение^-.Лс2-*V 

^определим равенством: 

а последовательность лилейных непрерывных возмущений 
А I X —» V определим посредством скалярного произве

дения: 
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Тогда последовательность линейных замкнутых отображений 
^'и * • / *3и ;ХС2*^/секвенциально компактно аппроксимирует 

линейное замкнутое отображение $ ' X е но последова
тельность отображений ( ] п ) г , е л / не сходится к отобра
жению ^ в обобщённом смысле. 

Действительно, справедливость первой части утверждения 
проверяется непосредственно. 

Покажем теперь, что для всех *>е М раствор между 
графиками отображений ^„ и ^ в банаховом пространстве 
X х У равен 

Действительно, пусть ( х , / х ) и ( ^ » у ) - произволь
но взятые векторы из пространств б (|) и соответ
ственно. Тогда 

Поэтоцу из определения нормы в пространстве г . » I , 
из определения отображения и из теоремы- Пифагора сле
дует равенство: 

Если , т ° (* . /х } - С) " Ийс,{х)» а , ,* • 1. 
Поэтому для любого вектора ( у , - ^ * у ) € и справедливо 
неоавенство: 

Таким образом раствор между подпространствами 5 (^) и 

6 (банахова пространства 2 * /̂ больше или равен 

С другой стороны, рассмотрим произвольный вектор (х,/х) 
из множества &$^л ( А / ) и положим 

далее, если ( <^ , ^у ) - произвольный вектор из множест
ва 5 & ( & ) (0 ,1^ , то для вектора х- ;1 ( ^ ^ « / с п р а 
ведливо неравенство ии\» й * 

Тогда 
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Таким образом мы доказали, что раствор между графиками 

( э ф и & отображений | и- ^ ч соответственно ра
вен . 

Предложение 2. Пусть V и 2 - банаховы пространства, 
*Х - векторное подпространство пространства 21 , после
довательность линейных замкнутых отображений ^п'Жс2.-*-^ 
секвенциально компактно аппроксимирует линейное замкнутое 
отображение ^ Х с 2 ~ * У и отображение Х' - компактно 
обратимо ( т . е . отображение ^ : X —• V взаимно однознач
но и обратное к нему ^ н : ^ —> X начнется предкомпакт-
ным), тогда последовательность линейных замкнутых отобра
жений / п : X с *? /̂ обобщённо сходится к линейному замк
нутому отображению / ; X С 2"*" V-

. Действительно, в статье ^3 } (теорема 2.9. ) доказано, 
что при выполнении условий предложения^* отображения 

•' X ° 2 "У компактно обратимы для всех достаточно 
больших не,/V , причем п (л>« И ^,,"'-^41 = 0 . Тогда И8 
пункта б ) теоремы 2.23 из [2~[ получаем, что последова
тельность линейных замкнутых отображений ^ ь '. X с 2-*У 
обобщённо сходится к линейному замкнутому отображению 

Пример 3. ( &~\ , замечание 2.27, стр. 263 . ) . Пусть 

* В работе рГ^ приводимое утверждение доказано в случае 
С - сходимости линейных замкнутых отображений. Там же 
доказано, что из секвенциально компактной аппроксимации 
следует С -сходимость для последовательности линейных 
замкнутых отображений. Отметим, что в случае компактной 
аппроксимации линейных замкнутых отображений в приведён
ной в предложении 2 ситуации последовательность отобра
жений $ » » )^ « ^ не обязательно с -сходится к ^ . 



Г 31 -
2, » V * ^ » область определения линейного замкнутого 

отображения $ Я Ц)* X * <))<&2 |Д | к х 0 О 1 * < » « э } 
и для всех н е М область определения линейного замкну
того <•'ра^ония ^ п со'ЭЙадйет с X . Отображения ^ к 
омпеделим следующим образом': 

(1/ ( х С * ) ) * / ) : ( ^ ( х < . к ) ) - 0 " О с » 

Тогда последовательность линейных замкнутых отображений 
(/•Оке А/ обобщённо сходится к линейному замкнутому ото-, 

бражению ^ , но для ограниченной последовательности век
торов е л ) гге п в лоосхранстве (х,Ц Непосле
довательность векторов ({± с л - ^ ^ О *(-ъС*)пш не яв
ляется относительно компактной в пространстве ^- . Следо
вательно, компактной аппроксимации,, а поэтому и секвен
циально компактной аппроксимации нет. 
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УДК 513.88. 

ОБ ОЦНЖЕ НОРМ ЛИ:И:ЙЫХ ВОЗМУЩЯИЯ ПРИ СЗКВЕНЦИЛЛЬНО 

КОМПАКТНОЙ троашит 

^ В.И.Лабезв 

с работах г.[а] ,\^3 3 » ) автор исследовал у с 
тойчивость тех или иных свойств линейных непрерывных и 
линейных замкнутых отображений при секвенциально компакт
ной аппроксимации или при компактной аппроксимации ( соот-г 
аетствуюдие определения см. в статье С53 ) для всех 
достаточно больших гьйЫ ( гь^п<, , П^аН ),не связы
вая число По с отображением ^ . В предлагаемой рабо
те мы покажем .каким образом можно уточнить некоторые ре
зультаты статей С&З > С$1 и &3 .используя нор
му возму пеняя $ п = / п - / . 

Кроме того,используя в основном технику доказательства 
теоремы 1 из статьи С.1 3 «мы обобщи указанную теорему на 
случаи секгеки/нлы'о компактной аппроксимации ляив^ных 
аашифтмх отображений. 

"еорег.-и I.Пусть X и У - банаховы пространства, 
Зе ]ьот(Х У) .Предположим,что для некоторого непрерыв
ного отображения я :Х •—*У существует такое число п^^Ы 
что аЩ°1!)Ш Ш б)Ш'о^\\<1 Тогда 

..оказательство. Гак как для любого числа 

I и с г г П « Тш$ч-Т1 * 2 м о г Г * ' / * 
" • • - о т - о ' • " - о 

П_ - I " 1 - 0 «Г- I I / . / • • • I . ' " 

то ряд 2_ (••!) (%"*,') абсолютно сходится в банаховом 
пространстве 1~С(У,У) .Отметит также, т о для л.ч$ого 
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числа кеЛ ' п. 

Поэтому- в силу неравенства • ' гп т 

из равенства гтп 

заключаем,что 

Таким образом, ;лы- показали,что 

Аналогично проводится доказательство»если выпонено ус
ловие б ) . 

Замечание•Отметим.что из условия а ) следует уоловие б ) 
и,обратно,313 б ) следует а ) . 

Действительно,пусть число к е А / выбрано так, что ' 

Тогда из следующей цепочки неразенсть получаем нудное: 

Следствие •Т.Зсли при всех предположениях теоремы -I 
X = У и отображения ^ и ^ коммутируют,то 

достаточно потребовать,чтобы для некоторого числа л * е// 
было справедливо неравенство: \\ $п<> Ц < //5~'|/~"° .Пос
леднее условие выполнено,в частности,когда ^ - ниль-
потентнве отображение,а Ч5::Х'->Л - произвольный коммутиру-
юций с отображением д изоморфизм. 

Следствие 3..' Пусть X и V ~ банаховы пространства 
и последовательность линейных неярврвгкх отображений 
^ ;)( >—»"У секвенциально компактно аппроксимирует 
изоморфизм $ | X 1 — > > Г' -Тогда суцествует такое число 

П„&Ы Iчто для. всех п.^.п^ отображение ^ г Х * - * У 
также является изоморфизмом. 



Доказательство .Так как - $е-1*-%(}е 1(Х,У) и отображение 
$*АГ—*Я ~ н е п р е р ы в н о , т о < « 0 € 1 _ С ( Х , Х ) 

Поэтому.в с:цг/ следствия 12 изОгЛ $яъН(4~'*(&к-1))а'Ц = 0 
Следовательно,существует такое число л© €/V ,что для всех 
п«?-По ШМ&1)?1\< I .Таким образом, 

(х ,у; ) , 
Проведя доказательство,аналогичное выгаеизлокенному ,и 

рассматривая в пространстве X норму Секкефальви - Надя 
( с м . ССЛ ) II (/̂  .которая определяется равенством 
//эс/̂ гЦдс!̂  е^х11у «можно доказать справедливость следуюце-
го утверждения: пусть У и 2Г - банаховы пространства и 

- векторное подпространство пространства 2Г .Пред
положим, что последовательность линейных замкнутых отображе 
ВИЙ ̂ п:Х<^2Г>—»У компактно аппроксимирует линейную замкну 
тую бизкцив ^.'Х*^/?'—*У -Тогда существует такое число 

По с№ ,что для всехп^г7 0 - линейная замкну 
тая биекция.-

Боспользопавдшсь схемой доказательства теореш I из 
статьи [}/_] и применяя технику доказательства теоремы I , 
мн глояем доказать справедливость следующей теореш: 

Теорема 2.Пусть X - векторное подпространство банахо
ва пространства 2Г , УХ^^*—*2Т - линейное замкнутое 
отображение с замкнутой областью значений в пространстве^, 
существует линейный непрерывный проектор р: 2. *-*2Г прост
ранства 21. на {о} и о« 

Предположим, что последовательность линейных непрерывных 
отображений Я^.^Г1—>2Г секвенциально компактно аппрокси
мирует нулевое отображение » 2 . и коммутирует с ото
бражением 5-Х'—>2Г ( т - 2 . для всех 1*7̂(У ^ / е / » ^ ^ ) . 

Тогда существуют такие числа ? О и п<> е. Л/ , что 
для всех П>По для отображений ^ = ^ 

I ) сужение проектора р на подпространство У^{р] яв
ляется изоморфизмом пространства $^{о} на , причем . 
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3) суцествует такой линейный непрерывный проектор р*. 

пространства 2И на подпространство V'1 {о} ,что 

4) область значений линейного замкнутого отображения 5„ 
замкнута в пространстве 21. » 

5) существует изоморфизм подпространства 5Х на под-
поостранство 5лХ банахова пространства 21 ; 

Теорема 3.Пусть - банахово пространство,4:К >—-*Х~ 
линейное непрерывное отображение и М— замкнутое под
множество резольвентного множества ЯС5"У отображения 4~. 
Предположи/.,что суцествует такое линейное непрерызкое отоб
ражение ^ . ' Х ' — ' X .коммутирующее с отображением $ , 
что чля некоторого числап^еЛ/ /}<5Яо//<оЛ°,где 

Тогда Н с ^ ( | \ - < ^ ) . 
Доказательство этой теоремы несложно провести,используя 

схему доказательства теоремы 4 из *на основание 
следствия I теореш I . 

Аналогичную теорему мо-;но доказать в случае линейных 
замкнутых отображений,потребовав дополнительно ограничен
ность множества М . 

Если отображение ф .вообще говоря, не коммутирует о ото
бражением ^ ,то можно доказать,используя результат тео
реш I и схему доказательства теореш 4 из ЕзЗ .следуюцую 
теорему. 

Теорема 4.Пусть X - банахово пространство,^: X *-9 X ~ 
линейное непрерывное отображение и М - замкнутое под
множество резольвентного множества отображения 
Предположим,что суцествует такое линейное непрерывное 
отображение о ,Х *-"^,Х ,что для некоторого числа К©6-Л/' 
а ) ЪЛ,ЩоШ&Г'М ; или б ) ЧЫЩ)*$Г° \\< 1 
Тогда" Нас$($<а) • 
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Иг пользуя схему; доказательства теоревд 21 из СзЗ. не
сложно №• основании тв'оремы I доказать следуюную теорему. 

Теотяиа ^ Дусть X - векторное подпространство бана
хова пространства 2 " ' ' / . ' Х с 2 н , 2 - линейное ёамкнутое 
этойрзяенир, /М - компактное подйщожество резольвент
ного иШзветва ус/] отображения у . Предположим, что 
суц>зствует такое непрерывное линейное огобрадение 
что клн некоторого числа "оОг/У выполняется одно аз нера
венств,: &)*и^&-ШУ/,'11<1 ; или б ) \«1 Цкил*!;% 1 
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УДК 513.83. 

ОБ одгю;л ОБОЕЦИНИИ понятия СЙКВЗНЦИЛЙШО КСЫПШВОЙ 
АППРОЯСИНЛ Ш ИЙйййнх СТОЕРАЦНИЯ 

1 к. 
В.СЛевчзнков 

В этой статье изучаются простейшие свойства обобщён
ной секвенциально компактной аппроксимации линейных нзп-
рерывных отображений последовательностями линейных нспре-
рывных отображений норглированкыХ векторных пространств над 
полем действительных или комплексных чисел.Работа содержит 
теорему о полуустойчивости размерности ядер отображений и 
некоторые другие результаты,связанные с понятием углового 
расстояния. 

Результаты данной статьи примыкают к результатам ста
тей Ш . Ш и 131 . 

I.Определение .Пусть X и V - нормированные векторные 
пространства над полегл К действительных или комплексных 
чисел и Ь С ( Х , Ч ) - пространство зсех линейных непрерывных 
отображений Л в V .Будем говорить,что последователь
ность линейных непрерывных отображений ( ) из прост
ранства Ь С (X , У)обобщённо секвенциально компактно ап- , 
проксимирует линейное непрерывное отображение ЬС(Х,У), 
если внполняятся следую цие два условия: 

а ) для каждого вектора х € X 

в пространстве 1 ; 
б ) для любой ограниченной последовательности векторов 

(^Си)из X ,для которой последовательность векторов 
(Зп.**- ' ) относительно;компактна в У .последователь

ность векторов ( X X и . ) 1 ̂ относительно компактна в У . 
В этом случае будем писать 
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2. Теорема. Если Зп.*-^ $ * 1С{Х,У) (определение 8 
из [ и ) , то л и (х;у; 

Доказательство. Так как /л /«1.С(Х^ г то условие 
а ) выполняется. Пусть (хл) - такая ограниченная последо
вательность векторов из пространства К , что последова
тельность векторов (.{„.х*) относительно компактна в про
странстве .У . Так как 4 ' ^ ^ е ^ О ( , У ; и ( Х Л -
ограниченная последовательность векторов в пространстве X,, 
то последовательность векторов ()^хЛ:-/х^) относительно 
компактна в пространстве У . Поэтому (-?хп.) - относитель
но компактная последовательность векторов в пространстве 
У ,как сумма двух относительно компактных Ооследозатель-' 

ностей векторов (/п
хл) и ^-/«^п. +/*п) 

3. Теорема. ( [ 4 ] , стр. 115-118).. Пусть X - бесконеч
номерное полное нормированное векторное пространство с 
базисом Шаудера. С переходом к другой норме можно построить 
пространство, изоморфное данному (мы его обозначим той 
же буквой X ) , в котором существует базис Ша.удера 1е~), об
ладающий следующими свойствами: 

а) в топологическом сопряженном пространстве X суще
ствует последовательность г^л, ) , которая биортогональна 
последовательности , т . е . 

У п . л г ^ Л ' < ( , л, *~ > -окл (символ йронекепа); 
б) V х « Х I* -2<*. * с 

4. Теорема. Пусть X - пространство, удовлетворяющее 
условиям теоремы 3. Тогда,, существует такая последователь
ность отображений ( & ) из ( .С (Х ,х ) и существует отобра
жение /<=1С(х ,Х ) , что / , / - ^ - У ^ Ь С ( Х , х Ь 

но нет такого отображения / * *- с ( * - Х ) • что 

I —>* 
•' Доказательство., Определим последовательность линейных 
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непрерывных отображений {Ул) следующим образом: 

В силу условий а) и б) из пункта 3 

Пусть уяЩ', где <Л - тождественное отображение простран
ства X . Тогда для любой ограниченной последовательности 

векторов из пространства X , для котоооЯ последова
тельность векторов относительно компактна в Л , 
последовательность вектороп (/лл) относительно компактно 
в X . Пусть { {хпк) - произвольная подпоследовательность 
последовательности С/-**) . Так как ( У а ^ ) - относительна 
компактная последовательность зоктопов в X 1 то для ее 
подпоследовательности суи^твует подпоследо
вательность (/л*,. Л!п»о7, которая сходится к некоторому Бек-
тору а е Х . И з соотношений 

следует, что 
Ц - - х » = о • I 

Следовательно, (./.<„)-' относительно компактная последова
тельность нектооов в прос^оанстзе X . Таким образом, 
д . — 

Далее предположим, что найдется такое отображение 
3*.1С(Х..Х) , что / л — 961_С(Х.Х). Так как пос

ледовательность отображений /̂-7 поточечно сходится к тож
дественному отображению / и к отображению $ , то ^ ' - ^ . 
Но для ограниченной последопательности векторов(О^из про
странства X последовательность векторов 

не является относительно компактно"! последовательностью 
векторов в X . Т.е . % ^ 'ус- 1С С К к") . 



о. Теорема. Пусть X - пространство,' удовлетворяющее 
условиям теоремы 3. Тогда существует такая последователь
ность отображений ГдЛиэ 1.С(Х,К), чтс для каждого вектора 
х<*Х 1.^^л = Мх . н о А — - ^ 6 ^ С ( Х , Х ^ . 

Доказательство. Определим для каждого натурального чи
сла а линейное непрерывное отображение Д с ^ с ' А , х ) 
следующим образом: 

Тогда -

Но -так как (•«'..„_) - ограниченная не относительно компактная 
последовательность векторов в пространстве X , для которой 
последовательность векторов 1р«'*~+,)Ч(р) относительно 
компактна в X , то /\. ^ - " ч ^ <=. ^.С (Х.Х ) . 

. Непосредственно из определения 1 вытекают следующие тео- * 
• ремы. 

б. Теорема. Пусть X и У - нормированные вектор!(ые про
странства над полем К . Если / л V - » . У<• 1С(х\У; и 
Л ^ * ^ « с . с с х , у ; , то У г 5 • ' 

• 7, Теорема. Пусть X и У - нормированные векторные 
пространства.над полем К. Если <^-^ : /!"?АГ..(*.у) И 

строго возрастающая последовательность натуральных 
чисел, то :/ и <

 0 - 1 ^ » У б ц(Х- у ; 

П. Теорема. ПустьX и У - нормированные зектогные 
•пространства над полем К , Ил)~ последоеатр-.гьность >то-
брагений из 1С (Л,У) , / : л - * У - линейное компакт»}'?е 
Отображение., и для каздого оектора ЙНМ - / < 
Тогда / 4 Едо у с ^ с 6 < У - ' . 

Э. Теорема. Пусть X и У - нормированные векторные 
пространства над полем < , /, ЬЛ?У*/'С1*4 УУ и 
•д 11^- ч ^ ^ с С / Х / , где у - линейное компактное 
отображение. Тогда 

•ОД *ЗГДО 
Доказательство. Условие а) определения х проверяется 

непосредственно, -ля каждого натурального числа л^ л » - и 
у л е х У_д: СУ, * -' { ' А х - . ^ ^ (1) 



Пусть - такая ограниченная последовательность век
торов з X .что последовательности ( ($н+&0^)зтйоск-
тельно компактна в V .1 силу того,что '•^^ ^е^ССх.й 

3'• * следует" что ' - г я н е Й 5 Ю е компактное отображение. ЯЗравед- '' 
ства ( I >, ( ^ к 1 * ) является относктельно комцагтной пос
ледовательностью векторов в У .Ты: пая 5 « 
то ( ^ х к ) - относительно компактная последоватзл:»ность 
векторов з У к,следовательно, - (С ) - относ".:.'о;:ь-
но компактная последовательность I У . 

10.Следствие.Пусть X и V - нормированные вэктор-
вые пространства над полем К .аоли > * ц С - . ( Х ^ ) 
и » к — > 0 «? Ю ( Х Л ) ,то ^ « с-;. С ( Х Д ) -

II.хзоге.-.а.Пусть X , V ц ~1. - нгрмирован.ныз вектор
ные пространства над полем К ,1Г.шчзм X , Ч - Пфнще, 

^ * а * & ^ 1 с ( х л ) . а %*щ^*1щл).>щ ^ - у - г 
линейное непрерывное относительно открытое отображение с 
конечномерным ядром.Тогда . , 

Доказательство. 1ак как 

* и и &к« - а х и + и ^ - я м * 3 ^ " . 
то в селу условий теоремы спйаее.-'лпно соогно-гение 

У х е X й т &к )х = ( . 3 ^ ) X . 
Лусть С**.) - такая ограниченная поедвдоватбльность 
векторов из X ,чго С ^ п * 5 0 х » ) - относи?злько компактная 
последовательность ь У .'1з теоремы Банаха - Штёйш'аузе 
следует,что (5цХк.) - ограниченная последов.дельность в У. 
1'ак как & н

 е±^у $е иС(У,2)п ( а Л * * * 0 ) - оУкоси-.г' 
тельпО компактная последозато. цчность векторов в 21 >то 
последовательность секторов ох::осп:ель::о комл:-::-
тна в 2 • >з теоремы о работы СО следует,что(5 к**н)* ас-
носительно компактная поСледо^|ель11ость векхороь в У . 
овпду ТОГО. ЧТО 5к • • , » ' 5 '~ С (Х-,У) , (^х, ,^ песледо 



вательно, ( (^Х)** . ) - относительно компактны» 
последовательности, зекторов. 

12.Следствие.Пусть ' X , У - нормированные векторные 
пространства над полем К .причём X • полное.Пели 
Л „ - * Я € К и Ь к ^ $ П С ( Х . Д т о 

А Л $ * ц е с х л ) . 
Замечание .Утверждение следствия справедливо без требо-. 

вания полноты пространства X" . 

13.Теорема.Пусть Л и V - нормированные векторные 
пространства над полем К .причём X полное.Пели 
бк"-^*' Х ^ С С / Д ) и § - линейная непрерывная отно

сительно открытая инъекция,то существует такое натураль
ное число « N .что для всех натуральных чисел; 

8 п. также линейная непрерывная относительно откры
тая инъекция. . 

Доказательство проЕодится по схеме.доказательства те 
ореш 17 из работы [11 . 

: 

•14. Георема'.Пусть X и V - нормированные векторные 
прострапства над полем К .причём X полное.Пели 

{у^ «^«л. ^ е иС (ХД) и $ - лияекное -непрерывное ' 
относительно открытое отображение с конечномерным ядром 
' К** & ,то существует'такое натуральное число п. с N , 
что для всех натуральных чисел * и-. <к™ 5к * А » « к § 
и» $- к - относительно открытое отображение. ' 

Доказательство проводится по схеме доказательства Те
оремы 19 из работы С11 . I 

15. Опредедение.Пусть X - нормированное векторное 
пространство над полем К- и зс X 4 \°*>.Угловым. 
расстоянием ^ 0 х * 'й) . между векторами х и назы
вается число, равное 

Пусть Х 4 , Х г -• ненулевые подпространства X .Угло-



вым расстоянием ^ С Х ^ Х Д между XV и Х г называвг-
ся число , . . „ , к, , 

•*& I К * - > * 0 , * * * ХЛНоу X , € Х . ^ о ^ . 
Пели Х1 -= \<>Ч или X * = *^0^ ,то положим по опре
делению 

16.Теореш.Пусть X , л " - нормированные векторные 
пространства над полем К .причём X полное,и 
^ $ € Ь С ( Х Л ) .где 5: X — X - линейное 

непрерывное отображение относительно открытое с конечно
мерным ядром кет; ^ .Тогда 

Доказательство. Предположим противное,т.е. 
З е , > о 3 » » ж V ^«к ,м « 1У*>. 

Золи 3 к. « N кеп = ^о|, ,то в силу определения 1о 

И получено противоречивое неравенство о > о .Пели 

и Пос ч || = 1 .в силу того.что *Щ иС-(Х,У) и 
(^ик) такая ограниченная последовательность векторов 

из X! ,что С 5кц •х-*к^= - относительно компактная 
последовательность в V ,то относительно 
компактная последовательность векторов в У .Так как 
5 - линейное непрерывное относительно открытое отображе

ние с конечномерным ядром и - относительно 
компактная последовательность в V ,то С^*») - от
носительно компактная последовательность в X и,следова
тельно, существует подпосл-эдовательносяь • ( * » и 4 ) пос
ледовательности векторов и суцествует вектор 

эс с X такие,что 

Так как й » ^ 5гЛ(Ч о с К в ( = ,то * « * е л $ .причём 
11=1.Из определения 15 следует,что 

По в силу предположения " 



УС«Ы Н ^ к . ^ ^ * ^ 0 - ( з ) 
Из соотношений ( 2 ) и ( 3 ) следует,что 

УС* N НХнц - И С П И Л О . ( 4 ) 
Переходя к пределу в неравенстве ( 3 ) при С-»*о* полу
чаем, что „ „ ' _ • . 

о = - х и ь е . > о . 

Следовательпо, . , , , -
у € > о З п . е и у ^ > ^ . | с « а ^ , ^ П < е . 

17. Теореш .Пусть X , У - нормированные векторные 
пространства рад полек К .причём X полное, и 

^ ^ Я * 1 С ( Х^ ) ,где -линей-
ное непрерывное инъективнсе конечномерное отображение. 
Тогда ^ у- г_$кК , Ш = 0 . 

Доказательство. Предположим противное . т . о . предположил, 

З е . > о У * * Н У | Р Ц * ? >Х 1 * * « > 0 

.:ожно считать,что * для всех 1<е Н .ина
че сраау же получается противоречие.Пусть *4«Л$0^И 

«Зп.иЧТогда " • , ^ 

Введём обозначение г к = х » , |1* . »И" 1 '.Рассмотрим 
последовательность векторов - 5*ы.) о • 
Так как ( Н * ) _ ограниченная последовательность в X 
и ^ • X *~* У - линейное непрерывное отоора,;:2ние>»тс 
' ( ^ ^ к ) - ограниченная последовательность вектор-^ в 

конечномерном пространстве $Х и, с л здовательно, отно
сительно компактна,Ввиду того,что 5 - инъектнвное 
линейное непрерывное конечномерное отображение и 
отнозительно'компактная последовательность векторов в у 
последовательность векторов С 2К) относительно компактна 
в /X и,следовательно,суцестЕует подпоследовательность 
С г * с ) последовательности ( 1 * ) и су чествует взктор 
г е X такие,что р 

• и* гк. * 2 . 



• - *5. ~ 
Так как о. с г 

5& »«ч в ч " . » * . . 
И * и - 1 и ^ - инъекция,то $ " г « ? $ Х ч М .В силу 

определения 15 и предположения „ , 

переходя к пределу в последнем неравенстве при + по
лучаем,что О » { , > о и,следовательно, 

$ 1 3 * х , т = о . 
16.Следствие.Пусть выполняются условия теоремы 17 за ис-

ключениен кльектизности отобра-хепия 5 а ^ - некото
рое топологическое дополнение к кяя $ в X .Тогда 

У С &»*<»'-Ш*0< 
Доказательство Г*ак как $-к\а> а , < , к ' % > *«»*1.СуЛ<У|и 

ииъекпия.то применила теорема 17. 
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УДК 513.88 

КОЗЬЕ ТОПОЛОГИИ, 
В КОТОРЫХ ПРЕДЕЛ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ КОМПАКТНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ 

ЯВЛЯЕТСЯ КОШАсСГНШ ОТОЕРАШИЕ1С 

&\ А.Х.Лиепиньш 

Как известно, предел последовательности.линейных ком
пактных отображений является компактным отображением в то
пологии о равномерной сходимости на всех ограниченных мно
жествах в пространстве линейных непрерывных отображений, оп
ределенных на нормированном векторном пространстве и при
нимающих значения из полного нормированного векторного 
пространства. 

В.И.Лабеев показал, что зто справедливо также для по
следовательностей компактных отображений, которые секвен
циально компактно аппроксимируют непоерывное отображение 

В 1.2] была .построена локально выпуклая топология I , 
в которой сходится каждая последовательность линейных 
непрерывных отображений, секвенциально компактно аппрокси
мирующая некоторое линейное непрерывное отображение. В 
предлагаемой работе для топологии 6 (и, следовательно, для 
любой топологии, которая мажорирует 6' ) доказывается^ ком
пактность предела последовательности линейных компактных 
отображений, если пространства нормируемые и второе про
странство полное и сепарабелькое (см.следствие 2 теоремы). 

Б дальнейшем изложении X и У обозначают отделимые 
локально выпуклые топологические векторные пространства 
над полем действительных или комплексных, чисел К , оС(КУ1 
- векторное пространство всех линейных непрерывных отобра
жений пространства, X, " в пространство. У. - вектор
ное пространство всех линейных непрерывных отображений У 
пространства У в себя, е?С/Х, У) векторное подпространство 
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линейных компактных отображений векторного пространства 
& - векторное пространство последовательностей 

линейных непрерывных отображений, сходящихся к началу про
странства Я?(У У) в топологии равномерной сходимости на 
всех конечных множествах, $ - множество всех ограниченных 
множеств пространства X , *1У - базис окрестностей начала 
в пространстве У, N - множество всех натуральных чисел. 

Рассмотрим при фиксированных множествах В ^ З и у с I* и 
при фиксированной последовательности Г>1Л«* 6 5 для любого 
натурального числа ус-Л' множества IV,(Р>УЛ?«,)} множество 
УУ(&,\/,(Р*)л.*//) И семейство множеств ЪГ , определяе
мые следующим образом: 

Семейство иг является бависом окреотностей начала некото
рой другой, более олабой чем топология ё, топологии 6' 
(Г*?, 1, 0 .32). 

Теорема. Если X и У - отделимые локально выпуклые про
странства, причем У - оепарабельное бочечное пространство, 
то пересечение всех окреотностей нуля в топологии б" совпа
дает с замкнутым векторным пространством всех линейных ото
бражений, которые каждое ограниченное подмножество прост
ранства X отображает на предкомпактное подмножеотво про
странства У . 

Доказательство, Для принадлежности линейного непрерыв
ного отображения <\ * х , У) множеству Г\ { */'• V г необходи
мо и достаточно равномерной сходимости0 любой последова
тельности (/.>.)«.« у е «*>' на образе любого ограниченного р 
подмножества пространства X при отображении -̂ , поэтому 
утверждения теоремы - прямое следе мне леммы, рассматривае
мой дальше. 
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Следствие 1. Если- X и У нормируемые векторные простран
ства, причем У - полное оепарабельное пространство, то 
пересечение всех окрестностей нуля в топологии совпада
ет с векторным подпространством всех линейных компактных 
отображений, которое в топологии ^ замкнуто. 

Доказательство, Еоли пространство X и пространство У 
удовлетворяют вышеприведенным условиям, то линейное непре
рывное отображение является компактным тогда и 
только .тогда, когда оно любое ограниченное яодмножество 
пространства X отображает в предкомпактное подмножество 
пространства У и тем самым по теореме пересечение вовх 
окрестностей нуля в топологии (' совпадает с векторным 
подпространством воех линейных компактных отображений про
странства X в пространство У . 

В топологии оущеотвует базис замкнутых окрестностей . 
нуля ( 1 3 ] , 1,4, о .2б) , и, так как пересечение всех окрест
ностей нуля совпадает о пересечением окрестностей нуля, при
надлежащих любому бааису, то аЕС('А,У) - замкнутое вен-
торнов подпроотранство. 

Следствие 2. Еоли X и У нормируемые векторные простран
ства, причем У - полное оепарабольное пространство и по
следовательность (простая или обобщенная) линейных компакт
ных отображений пространства X в пространство У сходится в 
топологии &'(или в любой топологии,, ее мажорирующей) н ли
нейному непрерывному отображению, то это отображение ком
пактно. 

Доказательство. Утверждение следствия справедливо,!так 
как при доказательстве следствия 1 установлена замкну|ость 
векторного пространства всех линейных компактных отображений 
в топологии 4' , 

Лемма, Для првдкомпактности ограниченного подмножества 
бочечного сепарабедьного пространства У необходимо и доста
точно равномерной сходимости на нем любой последовательности 
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Доказательство. Необходимость общеизвестна ( [ 4 ] ,3.4.7, 
6.111). 

Для доказательства достаточности предположим против
ное, а именно существование такого ограниченного подмно
жества Уь 'пространства У , на котором равномерно сходятся 
любая последовательность у$ '-^# с У0 / которое не являет
ся предкомпактным в топологии пространства У и поэтому 
содержит некоторую последовательность векторов 6Ц**ж* сУ,, 
любая последовательность которой не сходится в топологии 
пространства У . Тем самим существует такое множество 
базиса окрестностей начала Ус 1} в пространстве У , что 
для любого натурального л.« Ы у*. Ф V , и секторы после
довательности ГулКвУ можно считать линеЯйо незаяиси-
мыми, ибо в противном случае конечномерность линейной обо
лочки множества векторов последовательности вле
чет для последовательности (у*. существование схо
дящейся подпоследовательности в топологии пространства У, 
что противоречит предположению. 

Для любого л « У рассмотрим векторные подпространства 
Уп. пространства У , определяемые следующим образом: 

х = / у с у . у - * •. * . « * • * I * / <, 

последовательность линейных непрерывных ?ори (&',/<«.««*• ; 
определенных соответственно на векторных подпространствах 
У„, векторного пространства У равенствами: 

существование которых обеспечено линейной незазисиместью 
векторов последовательности (у*.)*-**'(С4Э , 2 .4.2,с .57) , 
и продолжим их на все пространство У так, чтобы для любо
го вектора ^ о 1 иыполняется неравенство: / У*!к*Г<1 > 
где Г - функционал :/.инвовокого ранее°аыбранной окрест
ности начала 1/ в пространстве У ( /Г4.7 , 2.4.2,с.66) , 
тем самым обеспечивая поточечную ограниченность последо
вательности линейных непрерывных [орм ( Г4_} , 
3.3.3, с.105), а также в предположении» бочечности прост-



ранства У и равностепенную непрерывность .( 141 , 3.4.2 
с.107). По теореме Алаоглу-Чурбаки ( ( 4 . } , 3.4.3, с.109) 
для последовательности ( ?*.'Хх*у' з топологии поточечной 
сходимости существует 'предельная точка - линейная непре
рывная форма на пространстве У - и тем самым сходя
щаяся к ней последовательность ' У~«)<е*' с (У'~)ъ*лГ , 
так как пространство У сепарабольнов,а в этом случав 
топология поточечной сходимости в топологическом сопряжен 
ном пространстве У' индуцирует в равностепенно непрерыв
ном подмножестве мотризуемую топологию ( [ - 4 } ,3,4,7, 
с . П 2 ) . Тогда последовательность линейных непрерывных 
форм (/<)к*у , определяемых равенствами: 

# - л « ' « « > ' 
поточечно сходится к нулю. 

•Рассмотрим последовательность линейных непрерывных 
отображений (У*.)*.**' , определяемых для любого вектора 
у е У следующим образом: Ъ<1у)д, у* ОЧУ-* ,<иУ^> 

которая в силу ограниченности последовательности векторов 
1У*)+.иМ также поточечно сходитоя к началу пространства 
Ж У) ( иЗ , 1.5.3, й.40), т . е . , Г Л ^ у * 5 

• 3 силу поточечной сходимости последовательности ли
нейных непрерывных,|орм ^ к линейной непрерыв
ной форме у 0 и определения рассматриваемых последователь 
ностей линейных непрерывных тори и Ь*// , 
а также последовательности линейных непрерывных отображе
ний е Для любого натурального <<±У вы
полняются ривенстаа: 

Уо ) . о, V* <У-<> ' I, <!«*•>***>*. 
и так как любой вектор последовательности { 

не принадлежит ранее выбранному множеству базис» окреот
ностей начала ^« V в пространстве У , то для последо
вательности линейных непрерывных отображений (!&кв*ге$ 
равномерная оходимость на подмножестве у, пространства 
У не имеет место, что противоречит, предположению. 

Полученное противоречие завершает доказательство, . 
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УДК 519.45. 
, ОБ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЭЛЕМЕНТАХ В ЛИЩЙШХ АЛГЕБРАХ ЛИ 
у> Р.С.Липянский 

1.Пуоть/\ - аоооциативная алгебра над полем К харак
теристики О .Рассмотрим в алгебре /\ подпространство 
замкнутое относительно коммутирования.Ассоциативная под
алгебра А (Ь) .порождённая в ассоциативной алгебре А . 
множеством ',называется линеаризацией лиевой алгебры 

.Алгебра Ли 1_ называется в этом случае линейной 
алгеброй Ли.Элемент о. е Ь называется алгебраическим,ес
ли он является алгебраическим в А (/-<) , т . е . существует 
такой полином \^ СХ) с коэффициентами ив ,что у^с$ ) л О 
Элемент а - _• называется внутренним алгебраическим,еоли 
линейное преобразование алгебры __• является ал
гебраическим. 

В дальнейшем под словом "алгебра" понимается алгебра Ли 
произвольной ( вообще говоря,бесконечной- ) размерности над 
полем характеристики 0.Через обозначим некоторое аб
страктное свойство алгебр.Алгебры,обладающие свойством /г 
назовем -алгебрами.Если сумма /2. -идеалов (/2-иде
ал - это идеал,являющийся -алгеброй ) алгебры/6 снова 
/2. -идеал,то назовём её Я. -радикалом.Будем говорить В' 
этом случав,что для Н. существует' -радикал. 

Введём следующие обозначения свойств алгебр: /•/^с : ой-
ство быть локально нильпотентной алгеброй, 1л??-своиот >о 
быть лонально конечной локально разрешимой алгеброй,./,)1А-
свойство быть локально разрешимой линейкой алгеброй из ал
гебраических элементов, < _/?А / - свойство быть локально раз
решимой линейной алгеброй ив нильпотентных элементов, 1,А/<А~ 
сьойст-во быть локально нильпотентной линейной алгеброй из 
алгебраических элементов.Известно,что 1-.Л/(1,) и Л/?{_<у_у-
ществуют ( 1 , ).Целью настоящей статьи является 
доказательство существования радикалов 1*ЯА(1), 1>$М2]я /<Л/А&} 

Из существования этих радикалов рледует,что сумма всех 
локально разрешимых идеалов алгебры Ли из энгелевых эле-



ментов является снова локально разрешимым идеалом ив ангелевых 
влементов. В *зкдючение раооматриваются вопросы о харрактерис-
тичности введённых радикалов, изучается их отроение в локаль
но разрешимых алгебрах Ли. 0 

2.Пуоть и - алгебра Ли и а , „ $ - проиеволыше эле
менты иэ й .Введём обозначения ; . А-:• • 
С <*л во] ,,СГ.*, 6«*-0], 63 » С*> 6 (л)3 

Лемма 1. Пуоть 1^ - линейная алгебра Ли, О - алгебраи
ческий элемент иэ I, , т . е . %Х,-а » С? .Ео^и для элемента 

Ь имеем ЕС^аЗ],аЗ»0<"& С <Ъ> С1* - & -
Доказательство.Докажем предварительную формулу: 

Т о , ( 1 ) 
где а, -- с] ; *, • • <Ъ и 5 , ' 
индукцией по Л .Пусть # « / ,тогда покажем,что ^га^/^^м?, 
где /5".,- *'-^»' .Действительно, ив перестановочности "а и л , 
и иэ равенства 

С*'4>е1~С<*,*1 * + ( 2 ) 

Предположим,что при И* ^ опоаведливо равенство: 

Покажем,что * 
Я*/***»**^ « г ? ,гдв-- А , — 

Действительно,ив равенства ( 2 ) и ив перестановочности 3" I 
и получаем равенство ** т 

Значит,*-^ _ * , <-&+о Л~ 

Умножим последнее равенство слева на *и црлучим,чтр 

По предположению индукции первая сумма последнего равенст-Г 
ва равна 0.Следовательно, ^ л . / 

Положив в формуле ( 1 ) Л * /? ,получим ^^по./ -<?т .%. 

Следствие 1. В абелевом идеале литейкой алгебры Ли /у 



совокупность всех алгебраических элементов является иде
алом з Ц .причём /ГЛ,/^7-г Ьл ,где 1ил - совкуп-
ность всех нильпотентннх элементов из 

Лемма 2. Пусть Л - алгебраический элемент алгебры Ли 
Л . т . е . я - о * _ ^ такой,что С<*>&'п~')1410 
/а >4ог,;]'~°о. Тогда /Г л . 4&п~03% 

ДокавательстЕО.Из /"а с у-_%<7^<^^Уоледу ет,что 
[а. ? ^СЮ] есть линейная комбинация элементов вида 

С Ъ , . ; / _ г ^ 7 , г д е Д г.. я г .Отсюда» С<2? 
- 1_Г<$_^«*<^^'>гда ^ есть линейная комбинация элементов 

вида ; С « , 6^сг,;7 • _Гл. _ У . . , ^ 4съг>7 
причём хотя бы одно иэ -V > .Следовательно, & ~ О 
Более того, * ^(ЛО**^У'РАЩ* А .Так как 

Т */<Г* 0 ,то О - С 2 . * . - 4 < л Л -
- 2Г «с* С л . 6с*<"'-0)1* ^{""Л^г^Я^Лъ^Я 

и тая как ,то Г<рс* о ('п -*?У -' О . 
Леша 3. ( <5 ).Пуоть л , - линейная алгебра Ли, А(/,)-~ 

её линеаризация.Если - такой идеал в А ,что А(Лр<~/\(Ь) 
есть нидьпотентная алгебра,то двусторонний идеал по
рождённый Л(У)' .является нильпотентным идеалом в /Ч 

доказательство. 
Изучим теперь поведение нильлотентных и алгебраических 

элементов в локально разрешимых,локально конечных алгебрах 
Ли.Имеет место следующее 

Предложение 1.Пусть 1-> - локально раерешимая,локально 
конечная алгебра Ли над полем нулевой характеристики.Тогда 
совокупность алгебраических элементов алгебры Ли // обра
зует'идеал ,совокупность нильпотентннх элементов ал
гебры /_ образует идеал 1ии .причём Г ^ , ^ , 7 е < ^ _ ^ г д е 

<# (А) - радикал Левицкого алгебры А (6) . 
Доказательство основывается на следующих леммах. 
Лемма 4.Совокупность всех нильпотентннх элементов конеч

номерной разрехимой алгебры Ли // образует идеал. 
Доказательство.Пуоть л-е/, и Сс"~0 , /V ̂  / .Рас

смотрим два случая.1. _~^о^ ,7 ° .Покажем.что центр 
_? ьильпотентного радикала /*С(2*) алгебры содержит 

ненулевой нкльпотентный элемент.Если с< с х$ ,то существу
ет такой элемент 6/?(4Лчто С<^}6\/п-')]ФО, ,6(^фО 



при пх У/ .По леыме 2 А(т -о] =оЛж как/472,7 - Ийль* 
потентйая алгебра,то сущвстзувт элементы Оо&'ц' :\> Д^Ж^) 
такие,что элемент О*с -Гв^с*-'*, &,<",>•• $^тежит в центре 
при некоторых /2<- *-0 .Из леммы 2 следует,что С - нену- о 
левой нильротентный элемент в 2 -3- силу следствия 1 нену
левые нильпотентные элементы из .2? образуют идоая 

Рассмотрим А (У) С А(Т-ЛПокахем.чтс А(3) - нильно-
тентная ассоциативная алгебра.Действительно, $ - конечно
мерный абелев идеал.Пусть ^ > • • •,, < ^ -бава С? над по
лем Л я *=<У,.. . . ,<„•=<? .Без ограничения общности,по
ложим 2^, ' <?<.<*Д (е,ггл ,. , г,,,}. Тогда А(У) - нильпо-
тснтная алгебра класса нильпотентности ?'# .2 •?"«.• .Действи
тельно, произведение ? элементов ив А( %))0 является 
суммой элементов,каждый иэ которых содержит хотя бы один 

> множитель вида . ^ > 4 * Т.--,, ^/".Так как Л (У)- ниль-
потентная алгебра,то по лемме 3 АСУ) - двусторонний 
идеал в Л(/*) порождённый АСУ) ,является нильпотент-
ным.Но тогда радикал Левицкого &(А) ассоциативной алгебры 
А (^отличен от нуля ( # ) . 

Рассмотрим 7Г- ^ *&СА) •Ромоморфнвм /!(/•) на _А _ 
индуцирует гомоморфизм алгебры /• на .причём А~А(/,) 
Вое нильпотентные элементы Л лежат в &(А) .Действитель
но,в противном случае,повторяя вышеизложенные рассуждения 
для алгебры Ъ .приходим ;к соотношению У(А)*0 .которое 
противоречит полупростоте А ( ) .Следовательно,нильпотент
ные элементы иэ // лежат в & (Л) и поэтому образуют идеал 
в ^ 

2. С 1-Г\-О.Тогда алгебра является коммутативной 
и все нильпотентные элементы из /- образуют идеал в 1-. 

Следствие 2.11уеть/-| - разрешимая конечномерная алгебра 
Ли, 4 -ненулевой нильпотентный элемент из Ц .Тогда ра
дикал Левицкого & (А) алгебры А (Ь) отличен от нуля и Г 
все нильпотентные елементы Ь, лежат в о/(А) . 

Лемма 5.Алгебраические элементы разрешимой конечномерной 
алгебры Ли 1-, образуют идеал. " 

Доказательство.Достаточно рассмотреть случай,когда Л не 
является коммутативной алгеброй.3 этим случае нильпотентный 
радикал /\(1>)алгебры Ь отличен от 0.Рассмотрим два случая! 



а) Со-, Ш)} = С д л я всякого алгебраического элемента 
/ .Тогда все алгебраические элементы алгебры лежат 

в центре 2 (Л.) радикала .Действительно,так как 
СЬ, _ 7 Я(Ь),1о алгебра Ли М-^&>Н(Ь)} является 

нильпотентным идеалом в С .Если а е /I (А,) ,то Я(1)1М, 
что противоречит максимальности радикала .Поэтому 
аеЩя 0 6 .так как €<х}М(г.)1= О .Таким об
разом, все алгебраические элементы из С лежат в 2? СА). 
По следствию 1 алгебраические элементы образуют в г? (Д) иде
ал алгебры С . 

б) пусть Со., Я(О]{0для некоторого алгебраического эле
мента а.* Ь .Тогда найдётся такой элемент о ^/ф&Дчто 
СО; 6О" О]?!? и Ла.;бСл01~0 при .По лемме2 
_"<*, 6с<*-')У=0 С Л > / ) . Тогда по следствию 2 &64)*0 . 

Рассмотрим /4 = И Г Л ^ Г ^ ; .Гомоморфизм - / З ^ н а ' 
индуцирует гомоморфизм алгебры на _Г , где /) -Л Все 
нильпотентные элементы алгебры Л лежат в ( следствие 
2 ) .Следовательно,алгебраические элементы/6 находятся, в 
централизаторе нильпотентного радикала Н /^алгебры ^/ .Но 
тогда мы окавываемся в рассмотренной выше ситуации.Следова
тельно .алгебраические элементы в /. образуют идеал. 

Доказательство предлотазния 1.Так как свойство множеств 
всех алгебраических'или всех нильпотентных элементов иа С 
быть идеалом является свойством конечного типа,то ив лемм 
4 и 5 вытекает справедливость предложения 1. 

Следствие 3.Пусть — - локально разрешимая.локально ко
нечная алгебра Ли без нильпотентных элементов.Если в /. су
ществует алгебраический ненулевой элемент,то 2(6}?0. 

В дальнейшем нам понадобится следующее предложение. 
Предложение 2.В локально конечном локально разрешимом 

идеале Д' алгебры Ли 1л совокупность алгебраических эле
ментов образует идеал _/, в. Ь .совокупность нильпотент
ных элементов образует идеал йл в .причём / , 7 ^ / ^ 

Доказательство.Согласно предложению 1 совокупность алге
браических элементов в локально конечной локально разреши
мой алгебре Ли обравуют идеал.Поэтому для доказательства 
предложения досхатоино показать,что если элемент и 



ЩиС; а'-О, С - произвольный элемент ив ,то Г л , С _ 7 -
нильпотентный элемент. 

Так как Я. - локально конечная алгобра.то алгебра Сг- » 
порождённая элементами С( и /Гл , с _7 из является 0 

конечномерной.Рассмотрим /I - ^-^/^(ДЮ),^* о2(4С6-)) 
радикал Левицкого ассоциативной алгебры /I ((г).Гомоморфизм 

А ((г) н а и н д у ц и р у е т гомоморфизм С- на О- .причём 
/Т= А <#у\Так как сГ - алгебраический элемент в О- , 

то согласно поедложению 1 имеем 
г с о. „ с 7 7 ~'Са>С Щ, с 11 - о 

Следовательно,в силу леммы 1 . 

Аналогично доказывается,что совокупность нильлотентных эле
ментов из /? образует в Ц идеал.Ив вышеприведённых рассуж
дений видно,что 

Теорема 1.Пусть - линейная алгебра Ли над полем К 
{сАалк » О ) . Тогда: 

1.)существуют радикалы ЬЯАС^) , 1*/?А/&) , (I) ; 

2) Ь/(АС//) совпадает с совокупностью алгебраических эле
ментов иаЬЩа), ЬЯМС)совпадает с совокупностью нильлотент
ных элементов иэ А Н (Ь), Ь А/А (С,) совпадает с "совокупнос
тью алгебраических элементов из ЬА/(&} ; 

3) СЬАА а), Ь 1 * 1Л л/(6^ 
Доказательство.В работе ( / ) доказано существование 

иЯ. - ради1сала.Используя «тот факт,а также локальную ко
нечность иЯ-А - алгебр ( Э ),получим,что сумма &/?А~ 
идеалов алгебры Л является Ь Н. -идеалом.Из предложения 1 
следует,что этот -идеал состоит иэ алгебраических эле
ментов алгебры и .Тогда ив предложения 2 вытекает,что он 
состоит иэ всех алгебраических элементов (1^). 

Аналогично доказывается существование ЬЯА/(1)ъ Ь$/А(1) 
Из предложенип2непосредственно следует включение: 

Рассмотрение множества линейных преобразований Сс<#2- , 
где" /. - абстрактная алгебра Ли,даёт возможность применить 
полученные результаты о линейных алгебрах Ли к абстрактным 



алгебрам .Так как в схс//л энгелев элемент нильпотентен и 
•наоборот ( 3 ) ,то имеет место 

Следствие 4.Энгелевы элементы в локально разрешимой ло 
кально конечной идеале алгебры Ли образуют идеал . 

Следствие 5.Сумма всех локально разрешимых идеалов ив 
энгелевкх ( внутренних алгебраических ) элементов является 
локально разрешимым идеалом из энгелезых ( внутренних алге
браических ) элементов. 

Следствие 6.Сумма всех идеалов из энгелевых элементов 
ограниченной стег.ени энгелевости является идеалом из энге
левых элементов. 

Для доказательства достаточно учесть,что идеал аз энге
левых элементов ограниченной степени энгелезости является 
локально кильпотентным ( ) и приманить следствие 5. 

Следствие 7.Пусть Ь - алгебра Ли, /3, ' - локально 
нильпотентный идеал из энгелезых элементов, -3^ - иде
ал из энгелевых элементов.Тогда 3( *~3^ -идеал из энгеле
вых элементов. 

Доказательство.Пусть с\е 3. , се4? „Так как _Г^с7_ _?/7в, 
то _."<2_.С_7 - энгелев элемент .Для доказательства 
следствия 7 достаточно показать,что сх +• с - энгелев эле
мент .Рассмотрим подалгебру _>/(порождённую и 
С : Ь^- {З^С'} .По лемме 3 ( § ) алгебра //, яв

ляется локально нильпотентной.Но тогда по теореме 1 сумма 
двух энгелевых элементов и и С локально нильпотентной 
алгебры Л , является скова энгелевым элементом . 

З.Для дальнейшего нам понадобиться следующая,по-видимо
му', изгестная лемма: 

Лем..'.а о.Пусть <и - нильпотентный ( алгебраический ) 
элемент линейной алгебры Ли,тогда а - внутренний нильпо-
тентнзй (' внутренний алгебраический ) элемент алгебры Ли. 

Доказательство.Из формулы „ н , 

следует,что з случае,когда у - О ,инеем (ссак) =0 . 
Докажем теперь,что если _*«.',-* * я& ,то лс^х являет
ся алгебраическим линейным преобразованием.Земетим, что 
преобразование _?<У К является локально алгебраическим. 
действительно,из ( х ) следует,что всякий элемент ^ & & 
«ожно погрузить в конечномерное инвариантное относительно 



пространство ^Уи алгебры А (Ц) с базисом 
где «^.У-? .Подпространство 1/̂  ~ П /-• язляется 
конечномерным инвариантным относительно а&Х подпростран
ством алгебры /и . ' 

Так как, степень полинома от а-с/х .енулирующёгс 1 .̂ , 
для любого & ограничена,то ас^ X -алгебраическое 
линейное преобразование. 

Рассмотрим теперь - радикал и -радикал 
в локально разрешимой линейной алгебре Ли. 

Теорема 2.В локально разрешимой линейной алгебре Ли 
над А ( скоп И* О) /, Я. АСЬ) совпадает с совокупностью 
алгебраических элементов из Л , Ь НА//О совпадает с 
совокупностью нильпотентных элементов из /-* о.причём 

С ЬААСС), 1,1 ^ I. Я А/Г 6). 
Доказательство.Пусть Ь -разрешимая-алгебра Ли ступени 

/? .Доказательство проводится индукцией по степени разре
шимости.При п-/ теорема очевидна.Рассмотрим разрешимую ал
гебру ЛИ СТупеНИ * Л - С1с//-< ; 

Ясно,что « < / Л ^ -абелев идеал в аЫ / И с<с/с<-0 
для любого <л <= ' 1^ 0 .Рассмотрим А /аа'^ /'.где ли
неаризация о.Ы/1 берётся в ассоциативной, алгебре О диф
ференцирований ^ .Тогда -нильпотентная ал
гебра.Следовательно,по лемме 3 А Ссс</ Д"'1^) - двусторон
ний идеал в А /а<//,) является нильпотентный.Но тогда ра
дикал Левицкого & (А) в А (сс</2) отличен от 0. 

Рассмотрим А" = ^ ^а<^*%& С*) .Гомоморфизм на 
А__ индуцириет гомоморфизм алгебры Ли Ь на ~77 ,причём 

А ~ АСС) .Алгебра Ли 27 ступени разрешимости -=г > 
так как ис/ ^''^' ^- <У С А} .Но тогда"1 по индуктивному пред
положению внутренние алгебраические элементы Ц образуют р 
идеал.Покажем,что внутренние алгебраические элементы Л об
разуют идеал.Действительно,пусть О. и внутренние алге
браические элементы из Л , С - произвольный элемент. 

Рассмотрим три случая: 
И Пусть Сь&&%-$ССА) и & &(А) .Тогда 

иЛИа.,61 , ас{(а + /) и сс&^а, с! е. ^ ^ С л е д о в а 
тельно, существуют /Ч?/_, ? . . - ^ > /п-;/ ,410(</'/)-С\ 
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кально конечной,то имеет меото 

Следотзие 9.В локально нкльпстентной алгебре Ли Ц мно
жество энгелевых элементов обравует характеристический идеал. 

Аналогично тому,как это делается в теории групп, мокно ов-
ределить локальную систему подалгебр алгебры Ли. 

Лемма 7.Пусть лиева алгебра Ь обладает локальной сис
темой подалгебр //и^* г * в каждой подалгебре выбран 
идеал Яи. .причём из следует,что /Сг — 
( условии монотонности ) .Обозначим черев А$ в-теоретико-
мнохественную сумму всех Д* .Тогда является идеалом 
в Ь с локальной оистемой ^ * / • 

Лемма 8.Пусть Д - локально раврешимая подалгебра ал
гебры Л и пусть в I* имеется локальная система из под
алгебр 7/^ .таких,что .Тогда 1<ДА/(2)*Я 

Доказательство .Обозначим через Д микималвный идеал -
в /у содержащий Л .Вели 0 ,то Д 5 » / { 
и поэтому-по лемме 7 ^ образуют локальную систему а сво
ём теоретико-множественном объединении Д и Д является 
идеалом в & .Ясно,что_ Д содержится а любом идеале,со
де ржащем /? .поэтому Д - Д ТА Д составляют локаль
ную систему в .По условию Д — 2 Л//Л-*) , следователь
но .Но тогда - локально раврешимая 
алгебра ив нильпотентных элементов,т.е. Д < ЛЯЛА/г?)'. 
Отсюда /? АДА/ (I) . 

Дифференцирование ^ лиевой алгебры ^ нововём ло
кально алгебраическим,если для любого X минимальная 
подалгебра,содержащая X • и инвариантная относительно О 
является конечномерной. 

Теорема 5.Если Ь - локально разрешимая алгебра,то для 
всякого локально алгебраического дифференцирования О имеем 

Ь ДА //>)/) & /• /? МГЛ). 
Доказательство.Пусть / ) - локально алгебрвическое диффе

ренцирование.Используя это,можно построить для любого к& /,ДА(1) 
локальную систему из инвариантных относительно О разрешимых 
подалгебр таких,что %6 2*и . .По трореме 2 х&АДА СЬ*) 
и 1АА (1ь)0* ^ / ^ . П о э т о м у / х р Д7* *^ * 6/2 ^/4*) 



Пусть Я - минимальная подалгебра,содержащая X и 
инвариантная относительно О .Тогда Д. <^ А/?ЛУ^и)^ 
каждого о1« I .По лемме 7 Я сг _ /1/^4;, т. е. Л 1МЬНШ) 

о 
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УДК 519 .40 

у ОБ ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ АШЦУРА 

Р.С.Липянский 

Пусть А - ассоциативная алгебра над полем И ха
рактеристики О , Аь - соответствующая коммутаторная алге
бра Лн. Целью настоящей заметки является изучение строения 
ассоциативной алгебры А над полем И , ко.'блутаторкая алге
бра которой обладает инвариантным лиевским рядом: 

0= Д , ^ а 1>&^ . . . с- и ь „ А ц ( I ) 
с абелевкмн факторами. Если ряд ( I ) имеет конечную длину, 
то алгебра А называется лиево разрешимойГ I 3. В статье 
Амкцура^27доказывается, что над полем характеристики/3 ^ 
2 лиево разрешимая алгебра без нильидеалов является коммуг 

татизной. Оказывается, что аналогичная теоре:ла справедли
ва для ассоциативных влгебр над поле!'. ̂  (сАоъИ*0) обла
дающих рядом ( I ) , 

Лемма I . Пусть А - ассоциативная алгебра над полем 
/{• (слалр'О) с рядом ( I ) длины большей I . Тогда в А ^ 
существует абелев'идеал, содержащий ненулевой нильпотент
ный элемент. 

Доказательство, Рассмотрим два различных случая. ' 
I ) Пусть существуэт такой элемзнтС*/^ , сфО и та

кой элемент а е А& , что/Г'Я .сМЗ. ТогдаССС&,СЗ°Ь.*сЗ<00 
так как^с^с]-0 для любого / б Л . С другой стороны, из 
равенства С.а.&,сЗ»/Л3

сЗё +• Щ^ё, с] и равенства ССа^,сЗ= О 
следует, что С[Са>сЗа*>сЗ>с^А&>с]? Следовательно, $Са,с]^ 
- О. Поэтому из равенства сАал К=0 получаем нужное нам 
нильпотентный эле?лент Са^сЗ^ Ь{. 

•2) Пусть для всехСб и а е А&> Са,с3=0, Тогда 
рассмотрим . Пусть & с е //. - такие 'элементы, что 
САсЗ^О. Тогда иггс^сТс? <?Щ#]=0, так как 

СЛ]63,(864. С другой стороны, &г4?7 
= СССС^с^ /ъ М> /7 - "О . п о э т о м у и с 7 ~ о 
и. следовательно, [Я с2 - ненулевой нильпотентный эле-

- * 0 



мент в /\ь . Боли для любых элементов б к С из ол вы
полнено равенство_"->_с7-О, то _/ Л - абелев идеал в. 
Таким образом, мы получаем ситуацию, раосматриваеглую в ( I ) 

Проведём 7_цгукциго по длине ряда ( I ) (выше был проделан 
индуктивный шаг) и получим 

1) либо А^ - абелева алгебра 
2) либо существует ненулевой нильпотентный элемент. 

Однако первый случай противоречит услозию леммы. Рассмот
рим второй случай. Так как алгебра локально разрешима 
то нильпотентные элементы в А^ образуют идеал (см. теоре
му 2 из Г 3 7 ) . Отсюда вытекает, что нильпотентный элемент 
ссб Аь можно спустить в абелев идеал - » / алгебры А _ . 

Пусть А - линейная алгебра Ли, ЛСС)- обёртываю
щая алгебра для алгебры _ • , < _ - элемент из абелева иде
ала алгебры А . Легко доказать с помощью индукции по Н. 
следующую Формулу: 

Г л * с]= */< а ""Со-, сз (2) 

Леша 2. Пусть и - л:шейная алгебра Ли над /Г и 
Сса _/ - нильпотентный элемент о)/г^-/). Пусть ог̂ —З 
где _3 - абелев идеал з /• . Тогда 

(иО^а^^'О^'^сгЗ^ (з) 
Доказательство проведём индукцией по /7? . Пусть /т 7* /1 

Тогда из формулы (2) следует равенство 

Предположим, что формула (3) выполнена при ~ Н. Тогда_ 

Формула (3) доказана. о 

Лемма 3. Пусть Ь - алгебра Ли, удовлетворяющая"ус-/ 
ловиям леммы 2. Тогда справедлива следующая Формула 

(а С) Ъ % 
где слова, содержащие Я^С, _~<2,<_7 и их степени. 
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Доказательство. Проведём индукцию по /7? . Пусть /я-/ 

Тогда аса = о.нс + (к-о)а"-'с с,а7 . 
Предположи:/., что формула (4) справедлива при / * » - « ' .Тогда 

4.(Н-/)ыа«-'/:с,<*3'п)= ^(ас)-<»'а" /. <а3е) + # 

• Сс*СС<Ь&]г*+("-0^сс*-'к>аЗ Формула (4) доказана. 

Демма 4. Пусть Л - линейная алгебра «Ли, 4 - нену
левой нильпотентный элемент в абелевом идеале & о^ 

Л?/ ) . Тогда для фиксированного /^^сущеотвует такое 
число Г^р^О, что 

= ? (5 ) 
Доказательство, Воспользуемся возвратной индукцией 

по Р . Пусть р-П-1. Тогда из Формулы (3) следует,что 

(ас)'"-'а*'', (л-у "а«~'Сс941*""'* О 
(здесь мы воспользовались тем, что пз равенства а *а вы
текает С<><*Т=~о (см./"37). Предположим, что при 
равенство (5) выполнено, и докажем,- что оно справедливо и 
для Я-' . Из формулы (2) следует, что л ^ 

:(асГа«-'= ^ а с ) " ' а « * * - & а 7 (6) 
Так как ̂ с, яу " - л — о . т 0 при т = ЯЛ*-/ последнее слага

емое в формуле (6) равно нулю. По предположению индукции 
существует такое тк>о, ч?о(ас)'п*а*х О; поэтому(<хс)/п.'* 
•"^Кь(алс)=*р . Следовательно, из формулы (6) 

вытекает равенство: _ . . 

Значит, (ас)тк*'Ъ'<'^ О. Тем самым лемма доказана. 
Следствие. Пусть /-> - линейная алгебра Ли. Предпо

ложи:.!, что о. & , где & - абелев идеал в С* , 
а <2 - нильпотентный элемзнт из . Тогда для любого 
элемента с&Ь существует такое число Ъс ,что 
(ас)** О . 

Доказательство, Вели Р- / , то по лемме 4 следует 
существование такого натурального числа /"р^О , что 
(а'с^а^О- тогда-<й^"Ч*/;=г>и поэтому(ас)'"*'^'О -
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Теорема. Пусть А - ассоциативная алгебра над г\ , 

/1_ - коммутаторная алгебра, обладакхцал рядом ( I ) , ${(А) 
-верхний нильрадикал в А . Тогда ^/(/.СА)- абелева 
алгебра. , 

Доказательство. 3 оилу леммы I существует абелев идеал 
_3 в А/, , содержащий ненулевой н:_тьпотентный элемент. 

Тогда нЕльпотентные элементы в 0 образуют идеал 3 ал
гебры Ли Ад (см. С 3 7 ) . 

Покажем, что А (У) - двусторонний идеал в А±, .по
рождённый О , является нильрадикалом. Для элементов 
п/,СбА справедливо равенство Из лем
мы 4 следует, чгоСе^с} ъЕ^аЗС- нульпотентныв элемен

ты в Аь . В работе/737доказано, что в локально разре
шимой алгебре Ли нильпотентные элементы образуют идеал. 
Поэтому элемент 8а. С , будучи суммой -двух элементов в 

А1 • сам является нильпотентнык элементом. Более того, 
можно утверждать, что . ' 

является в!ильпотентным элементом в А ^ . Значит, А С&) 
- ненулевой нильидеал в А . Поэтому (см. _ 1.7) &&А)?0. 

Рассмотрим теперь факторалгебру/4 * .Если 
алгебра А - не абелева, то, проведя вышеизложенные 
построения, мы получим ненулевой нильидеал в гГ. , со
держащий верхний нильрадикал, Ц.КА)* 4 1 0 противоречит ма
ксимальности %С(А) . Следовательно, факторалгебра 
абелева. 

Следствие Г47 . Пусть А - ассоциативная алгебра 
характеристики 0, обладающая инвариантным рядом 

О _ А0 <^ А, ./'•< п$?Ап - А .' I 
с абелевыми факторами. Тогда алгебра А является расши-; 
рением верхнего нильрадикала с помощью абелевой алгебры. 
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УДК 519.2 

УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ РАЗНОСТНЫХ СИСТЕМ 
СО СЛУЧАЙНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ В ПРХТРАНСТВЕ ^ 

М.Л.Свердан, З.Н.Царькова 

Рассмотрим дифференциальное уравнение вв частных ПРОИ87 
водных ^ 7 ъ 

* а Э * * А / 
Для решения этого уравнения на ЭВМ следует на плоскости 
(•^х-) сделать сетку о шагом Ь, по л и Д по Г , а эатем 
аппроксимировать производные по ^ и л выражениям: 

Обозначив ,г,, [^-] • к. • (&-\ д л я и { л Л в ) « и ( п А * А . ) 
получим разностное уравнение 

г д а / 2 / 

Если бы в уравнении / 1 / присутствовали проивводные 
более высокого порядка, то укаэаньй выше 'процесо привел 
бы нас к уравнению вида 

, с Г « ТГ0 ^ * ' " Т ~ ' Г ~< **Щ 7<У /3/ 

и а.*)- / т
и ) "Р" 1'СА,--

Эти уравнения будем называть разностными уравнениями на 
плоскости, отражая тем самым клаос дифференциальных урав
нений, породивший данное разностное уравнение. 

ПустьчЯц) - последовательность ньвависимых случайных 
величин с нулевым средним и единичной дисперсией. Наряду 
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с уравнением /3/ рассмотрим уравнение 

^Аол^л>тМъЛ<> ^ ( п ^ т Ф ^ ) /4/ 
Для дальнейшего изложения нам понадобятся некоторые 

факты из теории пространств случайных последовательностей. 
Будем обозначать:X - пространство ограниченных последо
вательностей [Ък.К'О,**,.,,) ; I, - пространство последо
вательностей суммируемых по модулю; 1К - пространство пос
ледовательностей, оуммируемых но модулю с к — ой степенью; 
1к будет означать пространство последовательностей ( я * , 

^•а.,».), обладающих аналогичными свойствами. Еат[хк1а\к'0^1^-
доследовательность случайных величин, то в дальнейшем 

X означает пространство таких последовательностей, что 

{•и ооответствует пространству последовательностей {Я***, 
к * о,*<,...) таких, что .'' 

Пуоть.X» { « к , **0,И,... } б 1Х , тогда отображение ( А в 
«С0*1"') .задаваемое соотношением 

< /5/ 
с точностью до множителя сохраняет норму СО: 

Аналогичное соотношение выполняется для пространств 1Х и 
Ц*Ы(|*1*0 • всли ввести, нормы 0 

Отображение /5/ обозначим ^ ( ' ) . 



то итерациями можнэ убедиться, что решение уравнения /4/ 
^1,-) принадлежит I" .при любом конечном «- , ?лви(л,-) оз
начает 

Определение. Будем говорить, что тривиальное решение 
уравнения /4/ асимптотически устойчиво в среднем квадра
тичном, если ' ° 
1) для каждого 6 '0 можно указать 5(с)>о такое, что любое 
его решение « {л, •) , для которого \\1Н'Ц^5 ,/*бц. . . ( И удовлет
воряет неравенству || ц(п,-)||^м,<.& * 

2) Ы $И(п,-)\\.м =0 

Приступим теперь к исследованию асимптотической устойчи
вости, тривиального решения уравнения /4/. Для этого при
меним к. обеим частям /4/ операцию . Имеем: 

где обозначено 

При помощи , и , 

от /6/ перейдем к. уравнению 

ЕСЛИ 
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которое умножим на$«(*) и просуммируем по от о доД-1 
Подучим 

Ф* С») • У Л * ) * 5" ^ С*) /8/ 
К'О 

где приняты обозначения « 

у/д,л1]- решение уравнения /3/ по начальным динным^,/*^..,;-/. 
Перепишем /8/ для , и перемножим полученное выражение 
и /8/, применив затем операцию математического ожидания. 
Получим 

или, в очевидных обозначениях 

]и>М-и*)+§-0р*.*(.*)/'*(*). /э/ 
Лемма. Воли корни полинома. 

расположены внутри круга радиуса меньшего единицы при 
а с е х к [ * » М } н 

то РЛ)И{ при всех г « { * I * И } • , 
Доказательство, в силу первого условия леммы можно утверж
дать, что[Ук(*),1 '^.-}*С при всех . 
Далее, легко получить * 

т . е . 



следует /12/. Для этого перепишем /7/ для "Чп1ъ) , перемно
жим полученное раэенство на /7/ при ^ - О и. применим 
операцию математического ожидания. Получим 

для любого О * V*. к. . Легко видеть, что в силу условия 
леммы для всех ь^а- ' 1*1»^ выполняется неравенство-

и, кроме « о г о , ^ Я * Ц в и * 0 равномерно п о * е { * 
Пс лемме можно выбрать Л/(1) такэе^ чтобы неравенство 

Откуда, с учетом второго условия леммы, следует { /ЛС^), 
Й.О,1,...^, пси всех гб[*:Г*/-'} , что и завершает доказательство. 

Теорема. Если выполнены условия леммы, то тривиальное 
решение уравнения /4/ асимптотически устойчиво в среднем 
квадратичном. в 

Доказательство/ В силу линейности уравнения /4/ и сохране
ния нормы при ЪО) - отображении /6/, остается показать вы
полнение, свойства 2 определения для последовательности 
II , т . е . нудно показать, что 

и |адЫг-о / 1 2 / 

* т й-* • • 
Прежде всего убедимся, что из 



выполнялось при любом Ь равномерно по г . Тогда при 
имеем 

т.е.. 

1йп Е Ш * ) Г < Т - ( & » М^ыМЕ! %(*)}*+е. 

Л > н Е\иль)\\е • 

В силу, произвольности 6 получаем необходимый, фант. 
Для доказательства теоремы осталось убедиться в справедли
вости /13/. Итак, 

- / (Ст. Е1(рк(^ = 0,° 

т.е.. имеем стремление в. нулю последовательности с/ 7*1*7/ 
равномерное пригб{4 ; /4}=-<3 г причем элементы этой последова
тельности ограничены в^совокупыости при тех не 2 . Теоре
ма доказана. 

Выражение., стоящее в /10/, удается вычислить. Проделаем 
это для уравнения первого порядка по п. : 

Н 

к—М 

(^имкЩ*-,'«+х-))*(",и). /14/ 

Имеем 

к 



- Ы А ( * ) | * 
1 

причем мера Лебега подмножества Т отлична от нуля. Тогда 
при г е Т ряд 

при г-еТ , причем Е1Ш*)/ удовлетворяет линейному раз-
ностноку уравнений с постоянными коэффициентами типа /9/. 
Из результатов К ] следует, что тогда ВI Ып1*)\ не ограниче
но, т . е . тривиальное, решение уравнения /14/ не является 
асимптотически устойчивым. 

Пример. Рассмотрим аппрохссимацию /2/ уравнения / I / . 
• Обозначив & и положив в уравнении /2/ 

имеем 

с 

у 
При 2 - 2. имеем 

В салу того, что условие леммы в этом случае требует вы
полнения неравенства , условие. /10/примет 
вид 1 

Выполнения /15/ достаточно для асимптотической устойчивос
ти тривиального решения уравнения /14/. 

Условие /10/ является а некотором смысле и необходимым. 
В самом деле, пусть на подмножестве Т множества ( Й Й и ) 
имеет место неравенство 

I е > № 



Л ( / ] - 4 ^ Ц т г - ^ /16/ 

КО 
/17/ 

Условие /16/ дает л / А у.. 

Иэ условия. /17/ с учетом /18/ получаем 

Из последней формулы видно, что п р и б > ^ тривиальное ре
шение уравнения /2/ перестает быть асимптотически устойчи
вым, как бы мы не мельчили шаги * и Л . 

Отсюда можно сделать вывод, что ошибки округления при 
замене дифференциального уравнения в частных производных 
разностным могут привести к неправильному выводу об асимп
тотическом поведении решения, какую бы мелкую сетку мы не 
брали. 
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЬК 

СТОХАСТИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Е.Ф.Чврьков 

Рассмотрим систему линейных стохастических дифферен
циальных уравнений в й 1 1

 в . 

где *^ГО0 - скалярный процесс броуновского движения,со-
гла< 

X 5 

и имеющий матрицу ковариации V . Везде в дальнейшем (I 
с различными индексами внизу означает элемент единичной 
окружности в Я."4" . Обозначим "Т^>&) сеиейство линейных 
операторов над патрицами "л-хи. , ставящих в соответствие 
матрице V при каждом матрицу по закону 

( Т Л ^ Ц " ) - ^ . ^ ^ ^ ^ , ' (з) 

где-"ХСлЛ. 'а) - решение ( 1 ) - ( 2 ) при . Задание 
семейства операторов ~Г 0 С ^ по формуле (3 ) не позволяет 
определить действие Т 0 Ус) на всем пространстве ^» сим
метричных матриц с нормой \\ С \\ = ^^К.С.Ч,?.^! и поэто
му ниже будет, построена полугруппа Т С ^ , 2>СПЛЛ / 
причем Т 0 СЛУ является ее сужением на кончс ^ С с Ь неот
рицательно определенных сициетричкнх матриц. 

Обозначим Х ^ - ) фундаментальную матрицу системы 
( I ) , обладающую свойством; = ^ . Пусть У.*С"0 — 
- сопряженная матрице КЗД в смысле скалярного произ
ведения в V й ' . Тогда Х*УЛ "удовлетворяет уравнению 



и является фундаментальной матрицей ( 4 ) . Определим семейст
во операторов Т С О соотношением:" 

тик^е^^схчо^ (5 ) 
Леша 1. Семейство операторов образует непре

рывную полугруппу, оставляющую инвариантным конус , 
причем Т „ (.^) является сужением Т 40 на этот конус. 
Полугруппа Т Ч ^ ) имеет производящий А , задаваемый со
отношением: ° 

Доказательство. Поскольку 

(тшси^е^Ссхчо^кч^о^ ( 7 ) 

то для ТС'Ю можно записать эквивалентное (5 ) определе
ние : 

С п л е л о • Е . ^ с ~ Ч ^ , - » « и , о л ^ \ 
где *Х — решение ( 4 ) . Далее 



в силу марковского свойства решений (4 ) и поэтому ТС -̂*̂ » 
з- Т~ ( » " 0 ~Т" С5*") • а поскольку решения (4 ) почти 

наверное непрерывны!2\ по всом аргументам, то ТСО 
непрерывная полугруппа. Тот факт» что остается инва
риантным относительно Т ( Л " ) следует из ( 7 ) . Пусть0.6 
При любом ^ ^ ^ Л ' всегда найдется такой случайный вектор 
^ , ч ю ХДЗД? в в % ^ ^ | * * ^ ^ и тогда 

и первая часть леммы I доказана. 
Для завершения доказательства леммы I воспользуемся 

формулой Коши 11^ и запишем 

Из (5 ) и свойств стохастического интеграла следует 

и поэтому, учитывая правило дифференцирования матричных 
экспонент Г 5*1 легко вычислить 



Лемма 2. Если З^С^О^^Ч. , ю. существуют константы 
А/^О и Х " > о такие, что 

, Доказательство. Поскольку всегда существует такое 
>̂ ^» о , что для любой найдется матрица^ 6 ^ , 

удовлетворяющая соотношению ^^> + С_ = ^ » то 1^ЙЬСА>4р 
^ •* ^ . Следовательно, . 
т . е . О ё ^ ^ , гдес&О»") -спектр оператора & . При 
г ^ ^ - ^ о имеем очевидное неравенство: 

и лемма I полностью доказана. 

Замечание 1,- Поскольку С 2*\ существует \ " > о такое, 
что Е ^ ^ и . о . Ч М ^ $ е Х % • то 

Замечание 2. иэ (9 ) следует результат \,2~\ : 

^ 1 й Щ № К* * Ъ Т 0 ( * У 1 . (10) 
« А 

Следуя С 53,0-пределиц потенциал равенством 
' ^ . • е п - ^ с ^ ' • е с л и э т 0 " интеграл существует. 



т. « 
и поэтому в полуплоскости ^а-"^ ^ О существует резоль
вента! 5^ полугруппы "ТС.О , т . е . <в(̂ ГУ-\_"%: ^илъо\ - # 
или С^Ю<з\.%! б - х 1^ при некотором "ПлГ)С_ . 
По?то:.*уСз1 при любой С б 4 , из равенства "~*~<ЛГ}С. = 

!̂>Аг ^ & неравенства Г 3"̂> \У. е * Ч * * Д/ЕГ**' с ле 
дует утверждение леммы 2. 

Следствие 1. Если выполнены условия леммы 2, то три
виальное решение ( I ) экспоненциально асимптотически устой
чиво в среднем квадратичном \.б\. 

• Доказательство. Обозначим орт ^ -той оси ко-
кординат. Тогда ^ 

что и требовалось доказать. 

Замечание 3. в условиях леммы 2 при любом 0 . 6 
суцествует решение уравнения А»^ + ИЛ* -V й>и^>* =. -О . , 
задаваемое соотношением! 51'. , т . к . ^ЗДХ* 4 ^ . 
Поэтому всегда существуют положительно определенные квад
ратичные формы (^Ц-з^-хТ}^ и ^О.^-*.^ такие, что слабый 
пооизводящий оператор & марковского процесса, опреде-
ляемого ( I ) . позволяет записать уСч-з^х-) в — 
Это замечание с учетом результатов Гб^ может служить дру
гая доказательством следствия I . Более того, теоремаГ2,б1 
о необходимом и достаточном условии экспоненциальной асимп
тотической устойчивости в среднемоквадратичной тривиального 



которое следует понимать в смысле системы уравнений вида 

Д.'ХП." С*»*̂ * *и , - Х ^ о 1 > У и \ (14) 

решения системы ( I ) может быть доказана в терминах облас
ти определения потенциала , аналогично следствию I . 
Ниже приводится доказательство этой теоремы для случая 
скалярного уравнения "о, - го порядка 



а %*С0 - решение (16) по начальным данным (15 ) . 

Доказательство, легко убедиться, используя общий вид 
решения (16 ) , что стохастический интеграл 

при любой -измеримом скалярном случайном процессе 
•Х"СО > обладающем вторым моментом, моано дифференциро
вать по обычным правилам, т.е^. 

о 
• . 

Учитывая (18) и (17 ) , получим первые ( ^ - О соотноше
ния (14 ) . Последняя строчка (1ч-) является следствием того 
факта,что \\&) и *Х вСО удовлетворяют (16 ) . Поскольку 
х* 'чо") = , то лемма 3 полностью доказана. 

Теорема. Тривиальное" решение (1ч-)- асимптотически экс
поненциально устойчиво тогда и только тогда, когда корни 
•\г(,4) расположены в полуплоскости' Ч и л < 0 и 
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Обозначим «у-0^ решение уравнения 

( I ? ) 

Эй решение ^.7*) представиыо в виде контурного интеграла 

где ЛГС^Ь") = "йЛ ~~ ̂ 21 ^ ч . , а с выбрано так, 
чтобы корни "0"СГ'> лежали в полуплоскости 

Лемма 3. Если тс СО удовлетворяет (14 ) , то при 
^ % о имеет место равенство 

*л%> -хва>\ис^и^^ • (18) 
где 



. Доказательство. Достаточность. Поскольку при любом 
Х^^^С 4* имеет меото равенство 

^ х ^ У ^ . х ^ 
о 

причем интегралы 

| ^ ^и,хЧлйх<и , % ^ > уа-^1"^ 

существуют \. 7 ^ , то 

х о* • • 

Обозначим V 

Если выполнено условие теоремы, то по теореме Планшереля 

ЦЧ 2ЛС Д \чГ<ЛТ>\г 

- ^ Ш . т . е . 

— с Ь = < 1 . (19) 



Тогда ^.Ц * ^ ^ ^ ^ ^ Г н выполнены 
условия леммы 2, что гарантирует достаточность условий 
теоремы. '' 

Необходимость. В силу определения экспоненциальной 
асимптотической устойчивости в среднем квадратичном .̂6~1 
при любом.. ^^"* должен существовать интеграл 
{Ц*-,-^ « \^.\.^> *хи^*> г"^ , а тогда существуют 
и ^ Ы " ) . Из (20) имеем К—Д> Мв^Ф^-.О , т . е . 
^ « • " Д 4 ) » I I - ^ ( Л У ^ - и в силу положительности 
$*Л*"Л} теорема доказана. 

Следствие 2. Пусть *̂3\Л "̂) , * » 1 Л - ... независи
мые процессы броуновского движения, а ,хЛЛО удовлетворя
ет уравнению 

^ = Т ч ^ + У ( у о ^ Ч Л ^ у ( 2 1 ) 

V 

Необходимым и достаточным условием экспоненциальной асимп
тотической устойчивости тривиального решения (21) в сред
нем квадратичном является: а) корни расположены в 
полуплоскости йо.'Ъ < о ; 

' о о 

Доказательство. (20) в этом случае перепишется в.форр-

М 9 ^ С Г 



- О * 

Последний интеграл вычисляется через коэффициенты ^.8,При
ложение I - } : 

т . е . условие б) имеет вид 

•• Интегралы типа (19) Вычислена через коэффициенты О - * 
и Ч к г Г8,Приложение Г^дри т\. •= •х.т.-,.. , •? и поэтому 
(19) «дано считать коэффициентным критерием экспоненциаль
но/, асимптотической устойчивости тривиального решения ске-

о ^ с . \ • Е с л и положить в (22) ^ 

и просуммировать ло в , от 1 до -го. , то дальнейшее до
казательство полностью повторяет доказательство теоремы. 

Пример. Рассмотрим уравнение 

^ ^ & . . Щ ; ^ & (гз> 

Из теоремы заключаем, что необходимые и достаточные усло
вия экспонецциальао/; асимптотической устойчивости триви
ального решения (23) 5 среднем квадратичном имеют вид'. 
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лярных уравнений - л . - г о порядка, в среднем квадратичном. 

Результаты настоящей работы легко распространяются 
на случай гильбертового пространства и переносятся на 
разностные уравнения. Автору такжо известно обобщение на 
случай стохастических функционально-дифференциальных урав
нений. 
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УДК 513.83 

О ТЕСНОТЕ. Н-ВЕСЕ И БЛИЗКИХ К НИМ ПОНЯТИЯХ. 
АКСИОМА МАРТИНА И ЕЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ СЛЕДСТВИЯ 

Б. 8. Шапировский 

В работе изучаются кардинальные инварианты, близкие 
к тесноте к плотности, в их взаимосвязи с И-характером я 
Т\ -весом топологического пространства. Представление о 

полученных результатах дают следствия I е - 2. 
Захную роль при доказательстве основных результатов 

работы играют вводимые далее понятия, примыкающие к по- • 
нятив тесноты пространства (А.3.Архангельский ) , ко
торое оказалось исключительно полезный в ряде вопросов 
теоретико-множественной топологии. Что касается понятия 
ТТ-базы пространства (З.И.Пономарев), то его значение оп
ределяется хотя бы тем, что существование счетной н-базы 
в бикомпакте,является критерием его соабсолвтности с 
кокпактом Г т 3. 

Назовем атомом точки хбХ в^^кардинальное число 

а(х.У)-*а«.$1М1 •• Мсу \ • х еГМ]х} при х е.[У \ {х}} 
4 МИ ПРИ а 4ГУ 4 х } ] и асе У и 0^9>А1рИ * 4 У, [ю\ 
(точнее было бы, конечно, писать и ^зс . У ; / ) ) . Ясно, что 

Положим такхе 

Тогда ^ - А ^ ^ . Х ) : Х « Х } [ ^ ^ Х ) - - ^ А Г * , Х ) ^ е Х , 
- теснота, глубина и• 

атом пространства X соответственно. Ясно такие, что 

для всякого У сХ такого, что 



(У1 *Х . где Г М г - И Г А Э ^ с У , |АИ*), 
Все пространства далее бесконечны, все отображения -

непрерывны. Через , 6, - обозначаем ординальные 
числа, через 2, Л , V - кардиналыпе, отождествляемые с 
начальными ординальными. X I (<0 - пространство всех орди
налов меньших *. . По поводу неразъясненных обозначений 
см., например, Г^О- ар т . ) 

Назовем возрастающее семейство л "{^[Р'*-} замкнутых 
в X множеств -башней в X , если Х - и Н&4=Х 
для всех ^ <<к . Нетрудно показать, что в X существует 
? -башня тогда и только югда, когда кардинал не с$(1) 
не является калибром для X [37 (Г5] . Так, дапример, 
И»-башня существует в каждом хаусдорфевом пространстве. 

Напомним, что регулярный кардинал4 о называют калиб
ром для X 1^7.» если всякое семейство 3^ открытых в 

X множеств, кратность которого меньше * имеет и мощность 
меньше ? . (Кратность семейства .ТЬ меньше ? /соответ
ственно, /, если | 5 Ъ х | < Г /соответственно, ^ Г / 
для всех а « Х . Здесь и далее Ъ^.я {ЬеЗЪ; В э ос ^ . 

Положим 
/ /ш. 0$:лм}$: Г-регулярныи кардинал и в X суще

ствует Г-башня \ - число Шанина пространства X ( ) . 
Говорят, что пространство X удовлетворяет условию 

Шанина, если ьи(Х)^Хо ( 1Ъ] " ) . Кроме того, 
01({\{ЫФ\)<ыч>{ша)]{еМ\ ( см. , например,[47. Г*0) 
Условию Шанина удовлетворяют, например, пространства, по
лученные из класса всех сепарабельных, замыканием послед
него относительно операций произведения и непрерывного 
отображения (заметим, что полученный класс оказывается 
сразу же замкнутым и относительно операции перехода к отр-
рытым подмножествам). Отметим очевидное 

Утверждение I . Если в УсХ существует Т -башня из 
замкнутых в X множеств и х'б » То а ( х . У) » <^ {л) 

• Пусть Х = Л|Х«1-- к*Ц « У <Х* г . Для всякого / < ? 
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положим " „ 
У * ( * ) » ^ б У . " ^ ) » ^ 1 * ) при А ^ / Ь ^ и Э(г.)*и{М1УЛ<г]. 

• Ясно, что для всех А<2" множество^(^замкнуто в У , 
Определение I . Точку г « У сХ = 1\{Кг^) 

базисной в У (относительно семейства {X*'- А * ^ } ) . если 
для всех у « У и воехА<Г существует ул.ёэ+(г.) такое, 
что Пр(у*)--{р>(у) при^<«1» . 

Непосредственной проверкой устанавливается 
•Демма I • -Пусть 2 - базисная точка в в 

У «X • п { Х А - А < г } « « У.• 
Тогда [У(г)7э У и, кроме того: 
1) еоли { * : Я А ( У ) ? (П± (г)]\ _ конфинально Г , 

то семейство *У • { У А ( 2 ) ?4 ^ _ башня в У (г); 
2) если € ^ У ( ж > т . е . (г)} ) - конфи-. 

нально г, то 4 (в, У ( г ) ) 5 с / ( Т ) ; 
3 ) если |{*- 'Д*.(г) ^ 4 * ^ ) 3 1 = V , то пространство 

ординалов « П . ( У - М ) ^ У . причем вложение 
с'У+У) - * У { е $ с у таково, ч т о с ( У ) * « (если 

ке и точка в - базисная в У , то, более того, обобщенное 
канторово множество Т)^Ц У ) . 

Пусть 5-> и $ - семейства открытых вХ множеств. 
Будем говорить, что 

^ - м-база относительно семейства ЗЬ в X , если для 
всякого непустого Ь € ЗЬ существует непустое XI е. ^ 
такое, что К с В . Положим 

'3* : П{Х* *<?}-*Хр- естественная проекция. Далее ис
пользуются также следующие обозначения: |*(И)={у * У Т<УМ5-' гдеДсХ и отображение X в У . 
Через I или ,1 д (при любом А ) обозначаем отрезок [0,4} дейст
вительно прямой, ] "П{1»У*<А3 . Если для в с я к о г о А 
определено отображение ' "̂ ь ; Х ^ • то отображение 
А = А •'̂ ,̂̂ 5-X"* П { У ^ У Ь ^ <*] , называемое диаго

нальным произведенмем семЬйства : ^ * * } отображений, 
определяется формулой й ъ А{эс)Г Л^СхР для всех^<«1 и хеХ. 



- -база относительно 
семейства в X . ^ у 

Таким образом оекейство у - ^-бава в Л тогда и 
только тогда, когда - »-бааа относительно некоторой 
(или, что то же, каждой^ базы в X , и, соответственно, 
^ - Ц-база множества А в Л тогда и только тогда, 

когда % - 1/ -база относительно некоторой базы множества 
А в Л . 

Напомним, что 

У * (X) » и * . * © . Ъ база в X (ДО). 

/ ' Х ( Л Л > / - * : 52. - 77-база А в Х ([6а]). 
Утверждение 2.. Пуоть отображение Л 2/- зам

кнуто^ ^ - семейство открытых в X множеств и 
^*Й0+ А для всех и € ^ . 

Тогда ТГС^ Х ) СУ) . 
Доказательство. Если 5?> - "й -база в ^ , то очевид

но, что семейство { ^ " У ( 6 ) : & 6 ^ 3 - Т?-баэа 
относительно | в А , откуда и следует требуемое нера
венство. 

Предложение I . Пусть X - бикомпакт, 
^ • ^ и* : «А. < V I - семейство непустых открытых в К 

множеств и гГу,л)^ г • ' * 

Тогда существует отображение Г ; А —> I такое, что: 

(а ) точка 0 - базисная в У Г^), где ъл (0) В О I 

(в ) 7ГА ( И ) * { 0 \ для воех &- < "С : 
«"с) -^* (М±) { Д для всех <*.-*-е° и, следовательно, 

если - /Г-база в Л , а 1 к С , то отображение -
неприводимо в X . 

Доказательство. Очевидно, существует отображение 

Я •' А —* 10 . для которого П х ) э ( 7 и Я т и ) 3 - 1 . 
Положим Я = = Ч-/ , и пусть для всех <*.' <Г уже "оп
ределены отображения •' X *?* 1^ и (при о1 ̂  О ) . 



где * ( « 0 Ъ 1Э+ (и&) - А } , Положим 

Так как ^ * ^ г то в силу утверждения 2 су
ществует ^ ^ , для которого а^, (Ыь) - ^ и, 
следовательно, определен ординал < 0 ^ • Поэтому • 
отображение '• X — * 1л' такое, что 
1*{Х V :<2 и * ^ л я я некоторого 

х в ^ ^ - ) отвечает (вместе с ) условиям ( I ) - ( 2 ) . 
Остается покавать, что построенное таким образом отобра
жение { = Д { г * : Л * ^ 5 : Х —~* I * - искомое. 
Действительно, условие ( 2 ) влечет свойства ( в ) и ( с ) 
(последнее - в силу очевидного неравенства 6М & +• ). 
Используя бикомпактность X и_рпираясь на условие ( I ) 
нетрудно показать также, что 0 - базисная точка 
в У - ? /X) . • 

Очевидно, что тг С$ -1* ( X ) для всякой 7Г-базы 
в X . Ясно также, что прообраз >-башни есть 

"С-башня. Кроне того, при факторных отображениях теонота 
(пространства) не возрастает [3 ] . . Поэтому из предло
жения I и пунктов I ) , 2) леммы I следует 

Лемма 2. Пусть X. _ бикомпакт и 
л * (X) * ^(?) * I(X) Тогда в Х существует Г-башня. 

Как легко видеть, уже леммы 2 вполне достаточно для того, 
чтобы мажорировать ТГ-вес бикомпакта числом Шанина и 
теснотой. Однако к более глобальным результатам приводит 
Очевидно вытекающая из пункта 3 леммы I и предложения I 

. Теорема-1. Пусть X - бикомпакт, =. $ , 

•Ь (X) =V . Тогда X неприводимо отображается в 
,-произведение Т экземпляров отрезка. 

Следствие I.'Всякий бикомпакт счетной тесноты соаб-
солвтен некоторому бикомпакту Фреие-Урысона, являвшемуся 
подпространством ^[-произведения' отрезков. 
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В теореме I учтено также, что ^ ( Х 1 ( У ) ) « V . 
Естественно, что теперь возникает необходимость в 

изучении подпространств Т. -произведений (см. .напр. , [ба ] ) . 
Определение 2. Семейство подмножеств изХ назовем 

•С -мелким, в X , если для каждого А е& найдется множество 
М (А ) сА 'акое, что|МДО|Л*[\>{П(А) •• А « Л } ] * Х -

Утверждение 3. Пусть2Ч2у-произзедение пространств, 
обладающих базами кратности 4у . Тогда каждое множество 
^ с~2 обладает V -мелким семейством кратности 4\> из 
открытых в У множеств. 

Доказательство. Для всякой точки эс и множества /\ 
положим Е(х) * { Л. 1 "К^(зс) (здесь с*-- индекс 
сомножителя, а % - центр множества X. ) , ^Д)-1>{^(э0» • 

• х ^А} и Для каждого множества ЭДС^ определим теперь 
множество Н(У.) сЦ. . Пусть Иа(И) ={%о\ , где ие У 
и для всех л < н ' - ^ е уж,е построены множества 
Пъ(ЮсК • Положим с/ШьСЮ- л < и ' } и для каждого 
конечного набора &.сс!(п>»' ) зафиксируем точку 
^ * 9 ( Д, 4) 2 11 такую, что -. Ъ*,(г) при «*. е. 6 
(если же такой точки не существует, то положим,.например, 
%(ЬЪ1*уо ) . Положив теперь -Мк'ПО * ( ц ( $ , Ю • 
;Кс ?(пк' ) ,1 я I *" получаем требуемое множество МГ^О= 
•О^МнО-О ^• ' * , » 3 • Описанная процедура в применении 

к тому покрытию 3* множества ^ к р а т н о с т и , кото

рое естественно порождается базами кратности *\> , дока
зывает его у-мелкость. 

Из утверждении 3 иегко получаем 
Утверждение 5. Если У - подмножество ХГу -произведе

ния пространств с базами кратности й У0 ; и У с [ { ^ ё У 
имеет в^) гГ-базу кратности /»»]), то У имеет »-базу кратно
сти « V . В частности, если У с [ { # 6 ^ : я Х Су, У.) 
то Ь> имеет п-базу кратности «-V. 

Это утверждение доказано после того, как мы узнали 
результате Ефимова и Чертанова: любое "подмножество 
произведения отрезков имеет /7-базу кратности * У . 

Поскольку минимальная кратность /Г-базы - инвариант 



неприводимых отображений, иэ теоремы I , из утверждения 5 
непосредственно следует 

• Теорема 2. Пусть X - бикомпакт. 
Тогда в X существует Т-база кратности —~Ь (X). 
Следствие 2. Всякий бикомпакт со счетной теснотой 

обладает точечно счетной 7Г-базои. 
' Очевидной модификацией теоремы 2 является 

Теорема 21. Пусть X - бикомпакт и 
X * [{ X б ЯГ:, х (х, Тогда X «Ь одержит венду 
плотное подмножество с базой кратности $^(X). 

Следствие 2*. Всякий бикомпакт с первой аксиомой 
счеткости содержит всвду плотное подмножество с точечно 
счетной базой. 

В связи с теоремой 21 отметим следувщее простое 
Утверяление 6. Если ^ - семейство открытых в X 

множеств и А « { * 6 X : | { И « У : и э х $) ^ ^ , 
и оРГС^у, то [ А ] у * А 

йз теоремы 2 немедленно вытекает. 
Теорема 3?Пусть X - бикомпакт,{(Х) 4^ и Г - калибр 

для X . Тогда г V* ( X ) ^ с" ; 
- Следствие 3? Если с(Х) - калибр для бикомпакта X , 

то пг(м*а$). 
В соответствии с / 1 / имеем ш- (К) ? * * * { Г •• всякий 

регулярный кардинал \/>Т является калибром дляХ^ . 
Поэтому иэ теоремы Э"(при Т ) и очевидных 
неравенств и* ( Х ) * ^ (X) - , 7 * ' (л/ следует 

Теорема 3. Пусть X - бикомпакт. , .,. 
Следствие 3. Если X -бикомпакт со счетной теснотой, 

то Й\/(Х)=»"-(Х) ; Если X - бикомпакт с условием 
Шанини, то 7Г|к (X) «5 400. 

Зсе эти результаты новы уже з классе бикомпактов с 
первой аксиомой счетности. (Отметим однако, что Следст
вие 3 можно получить, комбинируя теорему 3.5 из (6 ) и 
теорему I из(9с) (или теорему 3 из (9в ) . 
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Положим /1 / Ь$ №-*К) - 5-ПЛОТНОСТЬ В Л 
Для всякого множестваН кардинальных чисел иТ»-»**^^ У 1 * ^ 
положим уГ̂ -мдь̂ 4":/1*̂^ т-Сл {у: V >д длявсех 
(Ясно, что ? * * Г * 5 * ) . Тогда в соответствии с /г / 

*6$(К) [41 - X * 
Аналогично определяется *"чХ.)и V<5и^('Л) . Как легко ви
деть, 6т(М ^4$(]() и, что точнее, 

3 силу утверждения б заключаем, что всякий регулярный 
кардинал Т >• 3 ГХ) ГХ ) является калибром для любого 
^всюду плотного в X . Это очевидно влечет 

Утверждение 1°, 6*.(К) ^ б(К)и*.(К) • . 
Утверждение 7, 6$(Х) = ^)^(К)-
Это несложное утверждение доказывается тем же мето

дом, что и предложение 3 из [ Ю ] (см. также [?3 , { ? 2 ] ) . 
Лемма 3. Пусть X - бикомпакт и /7 V (X) - % 

Тогда с$(~) бЪ\л(К)4М) и, более того, с$(1)<Ч№(Х) 
Доказательство. Поскольку прообраз -С-башни есть 

"С-башня и, кроме того', в случае неприводимого отображе
ния прообраз всюду плотного множества всюду плотен, то в 
силу предложения-I и пункта I ) леммы I существует семей
ство ^(замкнутых в X ) множеств, такое, что "}(. - X.-башня 
в1/<^и [ и <^ 1 - X .Ко это и означает, что 

Обозначим через НУ утверждение "|{^ < И о « 
и пусть &Н З "для всех У справедливо НУ •«. , 

Теорема 4. Пусть X - бикомпакт. Тогда Т1»(К)<2^^' 
и в предположении 

Док аз ат е лье т во. Положим 6$ (К) - V и- Ъ*(л) - ^ . 
Тогда Г < 2 2 У , и так как по лемме 3 с/(У « У " И в то 
же время 0^(2 у ) > V , то Т" < ^ у С . Кроме того, в 
предположении НУ регулярен всякий кардинал Л такой, что 
V & 2^ > ч т о и влечет Г ^ У . Требуемое равенство 
вытекает теперь из очевидного неравенства 
(справедливого в любом пространстве)." „ 

у> , Понятие $ -плотности впервые появилось в [ 7 ] (см. 
тг-плотность). По ряду причин мы изменили обозначение. 



Следствие, А ("Н >•<<,)• Для того, чтобы бикомпакт обла
дал счетной п-баэой, достаточно (и необходимо), чтобы 
каждое его войду плотное подмножество было сепарабельно. 

Отметим, что С*С\\ влечет О Н , а̂ Н влечет Нн,. ^ 
Тэсрема 4*. Пусть X - бикомпакт и Фб$(№ * 2 

Тогда/если Ь к (2?) = 2 г . то л>СХ) 
Доказательстве,. 3 наших предположениях < 2 1 * Л 

и IV(X) ( Ь Н Й ) = ^ , > . { ^ . - ^ > у | Г 9 3 ] ) . 
Кроме того, А - регулярен, п о с к о л ь к у / ) ^ Х ^ ^ )

> д 
и, следовательно, ( ' л ) > Ьц(л)=А. . Поэтому предпо
ложив, что (X) - А - , приходим к противоречив, так 
как по лемме 3 С$ ( Т) * (X)) <• Л. . 

Следствие 4. Пусть X ~ бикомпакт и^*('У)<Сдля каж
дого .У всвду плотного в X . Тогда/7Н'(Я)<Св предположении 

"2*&САЯЯ исехУ^С" и » следовательно, ^{5СУ).-[у]-х}<^ 
Апеллируя к проведенным выше рассуждениям, можно ут

верждать, что все результаты, сформулированные для биком
пактов, справедливы в гораздо более широких (и достаточно 
естественных) классах пространств. Дейстзительно, совер
шенно ясно, что при доказательстве предложения I была 
важна не бккемпактность исходного пространства, а, во-
первых, возможность разделять точки и замкнутые множества 
отображениями и, во-вторых, совераенностж диагональных 
отображений с|х. Таким образом (поскольку диагональное 
произведение отображений, среди которых хотя бы одно со
вершенно, также является совершенным - см., напр., 1^) 
'МЫ можем выделить в качестве достаточных следувщие усло
вия: ( I ) вполне регулярность пространства X 

(2 ) существование совершенного отображения простран
ства Хна некоторое "хорошее" пространство. 

. Это последнее и остается уточнить в каждом конкрет
ном случае. Так, в силу ^несказанного, рассуждения, про
веденного при доказательстве предложениями пункта 3)леммы 
I теорема I в поЛной общности приобретает следувщий вид: 

• Теорема 0-1. Пусть Ть'/д-пространство X отображается 
совершенно в пространство^ и Ъ(К)<К Тогда Л неприводимо 
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к совершенно отображается в пространство У * / , где 2 -
2.у -произведение отрезков. 

Теорема 0-2. Пусть вполне регулярное пространство X 
отображаееся совершенно на пространство с базой кратности 
^у и4.(Х^. Тогда вХ существует -база кратности ЗУ. 

Доказательство. По условиям^Х)-^ V и, следователь
но, 1?Х (X) ^ &()(,Н(К) 4 V ( р з ] , доказательство см. в 
[ 9 с ] ) . Остается только применить теорему 0-1 и утверяде:гае5. 

Следствие 0-2. Для того, чтобыТз'̂ -пространство с с 
счетной теснотой имело точечно счетную ж-базу, достаточ
но, чтобы оно было совершенным прообразом пространства 
с точечно счетной базой. 

Для того, чтобы сформулировать обобщенные варианты 
теорем 3 и ч нам потребуется 

ППРВТТЙДЙНИР. 3- Индексом приводимости X , У ) ото
бражения й:Х~*У назовем кардинальное число// где 
9ъ{к)*{Ъ-Ъ- открыто ВХ К к*(Ь)=л}-

Роль этого определения проясняет очевидное 
Утверждение 6. Пусть X -Тз^-пространство и 

Тогда ТГ X, У) = |*ЛЛ(Т: существует неприводимое отобра
жение- | :Х ~"* У* • д л я которого |" у = к \ • 

Строя отображение |тах же,как и в предложении I , в 
силу пункта 1 ) -2 ) леммы I получаем аналог леммы 2. 

Лемма 0-2. Пусть X ~Тз^ -пространство, Т - регу
лярный кардинал и существует совершенное отображение 
^ Х - * ^ такое, чтоп (Я , Х,У) * ^ >± (X).Тогда в X сущест
вует ?-башня (и, значит, X не является калибром для X ) 

Из леммы 0-2 очевидно вытекает 
1 Лемма 0-21. Пусть А -Тз/л-пространство, Д !Х -*У - со

вершенное отображение. Тогда 1Г(к,К, У)<ис(К){(К)4?(К)Ш)-
Как легко видеть, всегда /Т(Й,Х,У)̂  »*ГХ) , а, если Р 
отображение "на", то, кроме того "ни^Х^ н ( ( Х ( ^ • П ^ У ) . 
Поэтому в силу леммы 0-2' справедлива 
Теорема 0-3? Пусть"Тз'Д -пространство X отображается 

* * Из несколько более точной формулировки теоремы 0-1 
можно извлечь ряд теорем типа факторизадионных. 
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совершенно на пространство У такое, что « V (X) ?я * (У) • 
Тогда Т*(Ю1(К) :?(Х)Ш) *«*(ХН(Х). 

Из теоремы 0-3*легко следует 
Теорема 0-3. Пусть "ТэД-пространстзо X отображается 

совершенно на пространство У такое, что Т!»(У) * $(Уд(У/ 
(соответственно, »>^(У^« и». ( У ) К У ) ) . 

Тогда и 7 и $ ) < ^^Т^Сссответственно.тг^Х) • 
Следствие С-3. Пу̂ сть X -Тз$-прострааство счетной тес

ноты. Тогда: . * 
( а ) если X - совершенный прообраз пространства с то-

чечко-счетной /Г-баэой, то ну(Х) = =ш.(К)-
( в ) если X -совершенный прообраз линейно упорядочен

ного пространства, то ТГичХ) = ^-ГК) 
( с ) если X ~ совершенный прообраз пространства, каж

дая точка которого имеет ( з нем) точечно-счетнувя-базу, • 
то /г* 00 
Аналогичным обобщениям поддаются к оставшиеся результаты: 

Лемма 0-3. Пусть X -ТУД-пространство, &=Х - * У ~ 0 0 ~ 
вершенное отображение. Тогда ^(п(^,Х,^)^6^0()* <5^(л) 

Теорема_С-4_. ПустьТУД-пространство X отображается 
совершенно на.пространство У такое, что т*(Х)> П*(У)-
Тогда <%п»(Х))*&ш(Х)4М()0 и в предположении СтН Ь*(&}>$(X)-

Следствие О-чСбН). ЕслиТзД-пространстврХявляется со-
вершенкым прообразом пространства со счетнойй*-баэой, то 

Итак, теоремы 0-1 - 0-4 справедливы для совершенных 
•прообразов пространств с точечно-счетной базой и, в част
ности, для перистых паракомпактов (как для совершенных про
образов метрических пространств [ I ] ) . Как видно из формули
ровок теорем 0-1 - 0-4 доотаточио, чтобы условиям С1)-(П) 
удовлетворяло.лишь некоторое всвду плотное подпространство. 
Поэтому все эти результаты справедливы и. для полных в смы
сле Чеха пространств /поскольку последние содержат в каче
стве всвду плотных.подмнокеств полные в смысле Чеха пара-
компакты ( [ 9 а ] , лемма 2 ) / / 

Э предположении аксиомы Мартина (АМ) (см. , напр.,[Т:§) 



•а теоремы 4'и теоремы из [ I I ] немедленно штекает 
Теорема 4% АН). Пусть Л - бикомпакт с условием Суслина 

и4(^)<СДЛЯ каждого У всюду плотного вХ . Тогда $(К) й у\0 

Очевидно, что это - усиление известного результата 
Хайнала-Юхзра ( [ I I ] , теорема 2 .3 ) , а также теорем 4.14 и 
4.15 из обстоятельной работы Ф.Толль р з ] . Ясно, что тео
рема 4йсправедлива (например,в силу теоремы 0-4) и в классе 
Сгд-подмножеств бикомпактов при А ' С . То же можно сказать и 
по поводу следующего результата, вытекающего из теоремы 3? 

Теорема ГАМ1. Пусть X - бикомпакт с условием Суслина 
Тогда Т1*(Х)< С и ^ГХ) ^Но . 
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О КЛАССАХ' | --ПСЕВДОКОМПАКТНОСТИ 

2* А.П.Шостак 

Пусть 5 - некоторый класс хаусдорфовых проотранотв. 
Напомнил, что топологическое пространство <х называется. 

5-регулярным [17 , [2 ] , если X гомеОморфно подмножеот-
ву произведения пространств класса 5 . В случае, когда 
соответствующее гомеоморфное вложение может быть осуществ
лено замкнутым образом, пространство X называется $ -
компактным. Классы 5 -регулярных и <5 -компактных про
странств обозначаем, оладуя [ I ] , 12] , НШ и 61%) 
соответственно. В частном олучае, когда класс <5> содер
жит только одно пространство Е , говорят соответственно 
о Е -регулярных и Е -компактных пространствах. 

Рассмотрим некоторое непрерывное отображение А про
странства' X в произведение Л/^л ; Аел.^«Й} и положим /д = 
• "ЛА'А. , где -я; - проектирование проивведения П ' ^ ' ^ А ) 
на ЕА , Таким образом, получаем семейство функций У • 
• Л ; /л'Х-гд.^л).Обратно, еоли Т • / /АТХ -Ед,л«л|- се-
мество непрерывных функций, то оуществует И притом единст
венное отображение К пространства X в произведение 

' (ЦЕл;. 'ЛеЛ} . Будем называть это А параметричесюм 
отображением, соответствующим семейству «Г" . Следую |ая 
Теорема вложения, идея которой принадлежит ещё П.С.У )ысо-
ну, устаназливащая связь между свойствами параметри ;ес-
кого отображения и соответствующего ему семейства функций, 
играет большую роль при изучении свойств §-регулярное-
то, • & -компактности и связанных с ними понятий: 

Теорема вложения I I ] , Пусть Л - параметрическое 
отображение, соответствующее семейству функций Т = 
п { Л : АеЛ ) . Тогда 
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а ) А является гомеоморфизмом в том и только в том слу
чав, когда семейство отделяет точки 2 замкнутые под
множества пространства X ,т .е . для произвольных А С А , 
С $ А существует такое конечное семеЛство функций /А,. , 
/ л я « # „--ЧТО </*,.. ./л^>(р> *<*л'ы. ,&Л>1Л>* 

б) если К - гомеоморфизм, то СЫ) замкнуто в соот
ветствующем произведении тогда и только тогда, когда не 
существует собственного расширения е X пространства X 
на которое все функции из имели бы непрерывное про
должение. При этом достаточно ограничиться рассмотрением 

% -регулярных расширений. 
• Из теоремы вложения следует, что пространство X & -

регулярно тогда и только тогда, когда семейство всех фун
кций из X в пространства класса $ • отделяет точки от 
замкнутых множеств в пространстве X ( I ) , С 2 ] ; & -ре
гулярное пространство X является $ -компактным в 
том и только в том случае, когда для каждого собственного 
расширения найдётся функция / : Ч.'—- Е , Е * '§ , непро-
должаемая на это расширение. При этом достаточно ограни
читься рассмотрением ё -регулярных расширения Ш , 1 2 ] . 

Настоящая ваметка посвящена изучению т.н. 3? -псев
докомпактных пространств, т . е . таких . $ -регулярных про
странств X , каждое непрерывное отображение которых з 
пространства класса & может быть непрерывно продолкено 
на любое расширение бХ (определение I ) . В случае, 
когда класс $ состоит из одного пространства Б , вмес
то 5 -псевдокомпактности говорим о Е -псевдокомпактно
сти. Грубо говоря, $ -псевдокомпактные пространства иг
рают при изучении свойства . ё -компактности такую же роль, 

' Через </л,,. ;.-/•,„> обозначаем параметрическое отображение ' 
X в Е л . л . л ^ у соответствующее семейству функций {&,.. / 

Запись л с х означает, что Л является замкнутым под
множеством в X . 
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какую псевдокомпактность играет при изучении С;-прост
ранств (называемых также реально компактными, или Я -
компактными пространствами). 

Понятие Е-псевдокомпактного пространства было оп
ределено в [31 . Предлагаемое здесь определение Е-псе
вдокомпактности несколько отличается от приведённого в 
[ 3 ] , совпадая с ним в том и только в том случае, когда 
рассматриваемое пространство вполне регулярно (теорема I ) . 

В качества основных результатов работа укажем:' 
теорему I , устанавливающую ряд условий, эквивалентных 

& -псевдокомпактности для вполне регулярного простран
ства; следствие теоремы 3, утверждающую, что если классы 

§ -компактных к X -компактных пространств совпадают, 
.то \% -псевдокомпактность топологического пространства 
эквивалентна его К -псевдокомпактности, и теорему 5, ха-* 

.растеризующую класс так называемых псевдо- с-компактных 
пространств как класс Е" -псевдокомпактности. Отметим 
также определяемый здесь класс счётно- сЬ -пространств, 
содержащий, в частности, зсе счётно-компактные и связные 
пространства, (определение 4 ) и характеризующую их как 
класс & -псевдокомпактности теорему 4 . 

Условимся все'рассматриваемые пространства считать 
хаусдорфозыми, все отображения - непрерывными. Через с(*Е) 
обозначаем совокупность непрерывных отображений простран
с т в а ! в Е ; вместо объединения и(с<*.ё) •' будет пи
сать просто С ( Х , ? ) . Для обозначена "стандартных" прос
транств будут использоваться общепринятые символы: 5., 
вещественная прямая, наделённая обычной топологией, } 
интервал [ 0 , 1 ] вещественной прямой, Ф -дискретное 
двоеточие ( 0 , 1 ) , А/ - дискретное пространство натураль
ных чисел. /X означает Стоун-Чеховское бикомпактное рас
ширение пространства X . 



I . ? -псевдокомпактные пространства. 

Кдасоы & -псевдокомпактности. 

Определение I . <§ -регулярное пространство X навиваем 
$ -псевдокомлактным, еоли для любого .расширения гХ сущес

твует такое расширение г' X >а X , на которое имеет непре
рывное продолжение каждая функция ,/е С(Х, 3 ) . 

В случае, когда кдаоо 5 состоит из одного простран
ства Е , вместо " {В} -поевдокомпактное пространство" 
пишем просто " Е -поевдокомпактное пространство". 

Клаос всех ё -поевдокомпактных ( Е -псевдокомпак
тных) пространств обозначаем (соответственно, Р(е) ). 

Замечание. Как уже было отмечено, '5 -регулярное про
странство является § -компактным тогда и только тогда, 
когда для каждого собственного расширения 4 X найдётся 
функция /вС(х,&) , не продолжаемая на всё ел . Таким 
образом, наше определение 5 -псевдокомпактности получа
ется при "частичном отрицании" этого критерия I -компак-
тнооти. 

Предложение I . ^ -регулярное пространство X ё -
псевдркомпактно тогда и только тогда, когда для каждой 
универсальной направленности /о*] и произвольной функ
ции /<ь С<А.$; направленность сходится. 

Доказательотво. Допустим, что существует такая универ
сальная направленность { *л} , что расходится для 
некоторой функции е(\8), Универоальнооть / *А) озна
чает, что для произвольного А с х эта направленность, 
начиная о некоторого момента, лежит либо в А , либо в 

X N А . Рассмотрим совокупность IX. 0 всех открытых мно
жеств, о которыми финальна. Приооединим к простран
ству X точку * и определим пространство X' аХУ(*# 
беря в качестве базы топологии в точке * семейство мно
жеств /и«л*7 .'и«г#. Ясно, что определённое таким образом 
пространство X' является '(хаусдорфбвым) расширением. X 
и при этом / не может _быть продолжена ни на какое Х**Х ' 
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Следовательно, пространство X не % -псевдокомпактно. 
Обратно, если пространство X не &-псевдокомпакт

но, то легко построить универсальную направленность, ко
торая некоторой функодей переводится в расходя
щуюся. 

Определение 2. Класс пространств ? называем отде
ляемым, если для каждого конечного произведения Г 4*.-.*ё^ 
пространств из <§ • произвольного замкнутого подмножес
тва А -этого произведения и точки х,4 А найдётся функция ' 
у : Е. ж.. « е л - * ( г , я,- переводящая А в точку а ^ у*(*о. 

(Примером отделяемого класса может служить любой 
класс вполне регулярнцх пространств, содержащий отрезок 

3 . ) 
При характеристике ? -компактности ё -регулярного 

пространства посредством расширений Достаточно, как было . 
отмечено, ограничиться рассмотрением & -регулярных рас
ширений. В случае, когда класс § отделяемый, при опре
делении & -псевдокомпактности & -регулярного простран
ства также можно ограничиться 5— регулярными расширениями: 

Предложение 2 . Если класс Ъ • отделяемый, то ^-регу
лярное пространство X %-псевдокомпактно тогда и только 
тогда, когда для каждого ё-регулярного расширения *Х су
ществует 5-регулярное расширение е'Х >^Х, на которое 
продолжаются все функции /е.С(Х, $ ) . 

Доказательство. Допустим, что пространство X не & -
псевдокомпактно. Тогда по предложению I существует т-осая 
универсальная направленность {>&.}', которая переводится 
некоторой функцией ЛС(х,?; в расходящуюся. Расоио'1-:ам 
совокупность $ всех тех функций из С(х.&> , котс^ые 
сходятся на ; предел направленности ;'«7 4А> обф&а-
чим ау , а окрестности точек «у в соответствущем про
странстве Е ч & будем обозначать и3 . Рассмотрим про
странство X ' - Х « Л * ) , где л - произвольная точка, не 
принадлежащая X ;, в качестве предбазы топологии в точке 

* возьмём семейство множеств 1Ц''№$1 *Н*№р*1§У\ Опре
делённое таким образом пространство X является, очевидно, 
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расширением X ; покажем, что X Ь -регулярпо. 

Заметим прежде всего, что функция у*С<*.& имеет 
непрерывное продолжение на X' тогда и только тогда, ког
да # * $ . Продолжение функции $ на X' будем обозна
чать |* ,;; совокупность всех таких продолжений обозначим 

У , Пусть В - произвольное замкнутое в Х' множество, 
не содержащее точки * . Из определения топологии в точ
ке * следует, что существует конечное семейство функций 

У- I Х'-гб-,- такое, что соответствующее пара-
метричеокое отображение §-<3> 3*?' г* Е, Е^ отделя
ет * от В ( поскольку найдётся такая окрестность V 
точки $1*> в этом произведении, прообраз которой содер
жится в ХчВ и, следовательно, +^Тё;сХлу'. Далее, 
пусть л ^ А и В - црои8юльноз замкнутое в' X ' мно
жество, не содержащее точки -с . Выберем окрестность \х/ 
точки х таким образом, чтобы V/с X \ В и что
бы направленность начиная с некоторого момента лежа
ла вне V/ . Поскольку пространство X € -регулярно,_ 
можно выбрать функцию д : %^&Щ#ЕЛ такую, что^<-=о4^«1 
При етом функция $ , вообще говоря, не лежит в $ . Да
лее, воспользовавшись тем, что класс ё отделявши, можем 
выбрать функцию у : ЕлА..*Ел-*е, Е,ел<=$ , такую, что 
у у ( А \ Й ^ Б 6 и о. ^ 6 . Таким образом, функция ото-* 
бражает всё множество Х \ « ^ ( в с Х ^ С ) ' в точку ^ , и, 
следовательно, у / сходится на направленности^ , от* 
куда уус^г . Продолжим до отображения : х'~>-Е 
Ясно, что ОДЦа «- , а вО(*) отображается этой функци
ей в I , Существование такой функции и доказывает ? -
регулярность пространства X' . 

Итак, предположив, что . X не явлЯется ё -псевдоком-
пактным, построили 6-регулярное расширение X ' , на ксР-
торое не может быть продолжена Непрерывным образом некото
рая функция /<= а\Ь)\$ с с#й Существование такого расшире-г 
ния и доказывает предложение. * в 

Мы не знаем, можно ли ограничиться рассмотрением ё -
регулярных расширений при определении ^ -псевдокомпакт-
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ности без предположения отделяемости класоа & . 

Псевдокомпактине пространства могут быть, очевидно, 
охарактеризованы как такие вполне регулярные пространства 
образ которых при любом непрерывном отображении в К име
ет бикомпактное замыкание. Следующая теорема устанавлива
ет, в частности, аналогичную характеристику для вполне ре
гулярных & -псевдокомпактных пространств: из неё следу
ет, что вполне регулярное 5. -регулярное пространство X 

5 -нсевдокомпактно тогда и только тогда,о когда образ 
его при любом непрерывном отображении в пространства клас
са $ имеет бикомпактное замыкание. 

Теорема I . Вполне регулярное й -регулярное прост
ранство X 5 -псевдокомпактно тсгда и только тогда, ког
да выполнено одно из следующих трёх (эквивалентных) усло-

.вий:. • , . . • 
(1) каждое отображение / : X -*- Е, , имеет 

непрерывное продолжение на Стоун-Чеховское бикомпактное 
расширение у»Х ; 

(2) замыкание образа пространства* X при любом ото
бражении / : X —• Е, Ее& , бикомпактно", 

(3) замыкание любого гомеоморфного пространству X 
подмножеотва X' произведения пространств иэ класса 6 
является бикомпактом. 

Доказательство. Пусть X вполне регулярно, тогда оп
ределено Стоун-Чеховское бикомпактное расширение .уэА ' . 
Если, X - 5-псевдокомпактно, ^ « С С А е ) и <Е е 6 ,то 

. по определению I / может быть продолжена на у х * . 7%-
ким образом, .5 -псевдокомпактность пространства X 
чёт условие ( I ) , 

Покажем, что ( I ) -# ( 2 ) . Пусть / : X — Е, В М . 
По условию ( I ) / можем продолжать_до отображения / : 

^ € . Легко видеть, что /(х) в / ( ^\ ) и, следова
тельно, /'X; - бикомпактное подмножество Е . 

Пусть выполнено условие (2 ) и X ' - подмножество 
произведения П(ЕЛ : ЛеЛ} ,.*гомеэморфное X ; соответствую
щий гомеоморфизм обозначим- А. '. Рассмотрим отображения 

"•Поскольку не с:лцест?у?т гХ >/»Х, отличного от самовоузХ, 
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/л • Я * • А. , где Дл - проектирование произведения на 

Л-ый оомнодетель.Ясно, что х ' с П{ &№**Л), а оледова-
тельно, Х ' С П / / Л М : А « Л ) . Но оогласно условию (2) каждое 
множество &Ш бикомпактно; тогда и X' - бикомпакт, 
т.е., имеет место условие ( 3 ) . 

Покажем, что (3) ( 2 ) . Пусть / : X К, Е « 5 
и рассмотрим какое-нибудь расчленяющее оемейство функций 
У с с ( х , й ; * ; без ограничения общности можем считать, 

что . Пусть к. - параметрическое вложение, соот
ветствующее семейству Р ; X — к(х)сГЧ^ж'-^]; с о г _ 
ласно условию, кЩ бикомпактно. С другой стороны, ясно, 
что найдётся такой индекс- А , что / » УД шЯл*К , 
где_Лл - соответствуицая проекция. Рассмотрим замыкание 

уух; щ^'МХ)<*лШлЯ; из бикомпактности КМ следует 
равенство *«л1К(х)). Но ето и •означает, что /7х) 
- бикомпактное подмножество пространства Е , Требуемая 
импликация доказана. 

Допуохим, что имеет меото (2) и рассмотрим расшире
ние узл и функцию / : X - » Е*, Е . Согласно (2 ) У Ы 
- бикомпактное подмножество в Е , а следовательно, отоб
ражение / _может быть продолжено непрерывным образом до 
/ : у з А - У ^ с Е , т . е . (2 ) =Р- ( I ) . 

Покажем, наконец, что ( I ) влечёт й -псевдокомпакт
ность пространства X . В самом деле, еоли {4а/ - универ
сальная направленность в иХ , то в у*Х эта направленность 
сходится к некоторой точке а . Н о тогда и любая функция 

/е.С1л,8) должна переводить / V ) в сходящуюся, ибо в ' 
противном случае / не могла бн быть продолжена на у*Х 
Воспользовавшись предложением I , получаем отсюда, что X 

б -поевдокомпактво. Теорема доказаха. 

Пусть К - некоторый класс топологических простран
ств. Тогда можно говорить о свойстве пространства Х^быть ' 
_ _ 1 : * 

Слово "семедетзо" употребляется здеоь как санов.ш"сло
ва" "множество". Существование такого семейства $ гаран

тируется, как легко видеть, & -регулярностью X • 
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-псевдокомпактяым. Нашей ближайшей целью является 
выяснение того, как связаны между собой свойства & -
псевдокомпактности и ^-псевдокомпактности при опреде
лённых соотношениях между самими классами § и Л. . 
При этом рассмотрим сначала случай, когда каждый из клас

сов содержит по одному пространству: $ = / Е } , X = 
(Н} . 

Лемма I . Пусть Н $ Е. Тогда У>1Е)пПШ)с-рш). 
Доказательство. Пусть Н-регулярное пространство X 

Е-псевдокомпактно. Рассмотрим отображение / : X — - Н, 
Н с Е, Если е'Х - некоторое расширение X, то из Е-псе-
вдокомпактности X следует, что существует такое С X X и 
продолжение / : ёЪт+Е . Поскольку Н е Е, то /&х)<Щ 
Отсюда, ввиду Н-регулярности пространства X, следует, что 
X и , Н-псевдокомпактно. 

Лемма 2. Для любого кардинального числа с р\Ъ) -

Доказательство. Из леммы I следует, что р (Е 1 ) С 
р ( Е ) . Пусть, обратно, X е и "<ьХ - некоторое ра

сширение пространства X. Для отображения / : X — Е г рас
смотрим проекции Уд • л л • / : X —* Е на каждый из сомно
жителей. Согласно предположению, X е р (Е) и, следова
тельно, найдётся продолжение ех -*• Е. Параметрическое 
отображение, соответствующее семейству (э'л! , обозначим 
. / ; / : еХ — Е г и /(*) =» {/АМ) для каждой точки 

л « ^Х . Легко видеть, что определённое таким образов ото
бражение / является продолжением / на е X , ч»к> и 
означает Е-псевдокомпактность пространства X. Таким об
разом, р. (Е) с ^ ( Е г ) , и следовательно, р (Е) = «1 (Е г ) 

Теорема 2. Если /3 (Н) С *5 ( Е ) , то ?з (Е) Л Я ( Н ) 
С ^2 (Н ) . Другими словами, если каждое Н-компактное прос

транство Е-компактно, то Е-псевдокомпактность И-регулярно-
го пространства влечёт его Н-псеидокомпактность. 

Доказательство. Если <& (Н) С Й ( Е ) , ТО Н С Е С 

для некоторого X , Поскольку по леше I р ( Е ) = р. ( Е Г ) , 
воспользовавшись леммой 2,- отсюда5 получаем р (Е) '1 <*?(Н) 
с р (Н ) . 



(Улелотвие.Еоли Л (Е) т & (Н ) , то р (Е) « р (Н) . 
Таким образом, свойство Е-псевдокомпактиости определяется 
полностью классом компактности, порождаемым пространством 
Е и не зависит от свойств самого Е. 

Следетвие вытекает из теоремы 2 и того факта, 
что равенство Л (Е) в Л (Н) влечёт, очевидно, равенство 

Имеет место и обобщение теоремы 2 на случай, когда 
вместо пространств Е и Н рассматриваются классы прост
ранств <5 И Ж I 

Теорема 3 . Если Л ( ё ) с «/5 ( # ) то р(Л)П 
П & (6) с * > Г « ; . 

Доказательство проводится совершенно аналогично до
казательству теоремы 2 и основывается на леммах, представ-* 
ляющих собой модификацию лемм 1,2 на случай класса прост
ранств. 

Следствие. Если , то р(Х)шр(&). 
Другими словами, свойство $-псевдокомпактности опреде
ляется полностью классом компактности, порождаемым клас
сом и не зависит от конкретных свойств самого ё . 

Неясно, можно ли (абсолютно или при каких-то допол
нительных предположениях) утверждать, что и обратно, ра-
венотво р(*) ж р(К). влечёт равенство -Ж6) = /О(Ж; ? 

Ив теоремы 3 следует,Очто р(&)Г\ЗЦЕ)ср(Е)для любого 
пространства Е^<? . Беря пересечение по всем Ее.$ , по
лучаем рШП({^Ю)спрфоврш>, если Х*?Гр(Е), то 
X а' $ИЕ):Е*Ь И , как легко видеть, Х е р<$) . Отсюда 
следует 

Предложение 3 . Р(6)л (П( К( Е): Е*&}) = П(?3(ь):Ы} 
В частности, если & ( Е ) » # ( С для всех Е , то 
р(&= Шр(Ю: Е*ё} 

Перейдём теперь к рассмотрению свойства & -псевдо
компактности для случая, когда все пространства класса # 

бикомпактны. 
* Предложение 4. Если" вое пространства класса С- би-



компактны, то р1&) = Н1ё) . 
Доказательство. Пусть Х&УИё) , тогда пространст

во л вполне регулярно. Рассмотрим некоторое вложение к 
пространства X в произведение ГНгд : ЛЪА) ,с^^ё П о 
скольку все пространства класса ё бикомпактны, А Ш 
также является бикомпактом, и, следовательно, по теореме 
I X ё -псевдокомпактно. Таким образом, &2Шср(ё), 
Обратное зклпчен; е следует из определений. 

Следствие I . Класс 3 -псевдокомпак'сных пространств 
совпадает с классом всех вполне регулярных пространств. 

Следствие 2. Топологическое пространство Л -псев
докомпактно тогда и только тогда, когда оно нульмерно (в 
смысле ) . 

Предложение 5. Если пространство Е вполне регулярно, 
то Е <=• ^О(Е) в том и только в том случае, когда Е би- . 
компактно. 

Действиетльно, если Е - бикомпакт и Е <а ( н ) , то 
как следует из теоремы I , Е е р (Н ) ; в частности, име
ем всегда Е е р ( Е ) . Обратно, еоли • Е е р ( Е ) , то по 
теореме I тождественное отображение « ^ : Е -* Е может 
быть продолжено на _р.Е . Отсюда следует, что , 
т . е . Е - бикомпакт. 

I I . Примеры классов ё -псевдокомпактности 

1. Класс р{Щ совпадает с классом всех псевдогсмпак-
тньйс пространств. 
• Поскольку, очевидно, ЦЬ-регулярность простра..етва 
эквивалентна его полной регулярности, это утвержден е сле
дует из теоремы I и соответствующих определений. * 

2. Класс р№) есть класс всех нульмерных (в смысле 
СпЛ ) псевдокомпактных пространств. 

В самом деле, пусть пространство X псевдокомпактно, 
тогда каждое отображение / : X — N ( л / с Я ) ограничено. 
Если при этом X' нульмерно, то по теореме I X ер'(* ' ) . 
Обратно, если X е р(мУ,' то по теореме I каждое отображе-
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ние пространства X в Ы является ограниченным, "о тогда 
и любое отображение / : X -—& ограничено, ибо в против
ном случае, воспользовавшись нульмерностью пространства 

' X, могли бы построить неограниченное отображение у :Х-+М, 
3. еоть класс ^сех вполне регулярные прост

ранств. (Следстзйе I предложения 5.) 
4. р&) есть класс .нульмерных (в смысле С*А ) про

странств. '(Слбдствде 2 предложения 
5. Пусть о)х - некоторое порядковое число, ТУ -

пространство всех ординалов, меньших, чем , наделён
ное порядковой топологией и Т'(^А) =Т(^>Л) 01->ЛК Поскольку 

Р'Пи)л) =т*(и\) , из теоремы I следует, что если конфи-
нальные характеры порядковых чисел И С̂ М различны 

( </ **'А ^ <&'>Ор ) , то Т{и}л)вр(П*'№тохщ и из предло
жения 5 вытекает, з частности, что классы ТС"!»)-псевдо
компактности и Т|"«^-псевдокомпактности, определяемые 
ординалами, имеющими различный конфянальный характер, не 
сравнимы {рСП^фрСг^))). Если же с/и\ « с/ц> , то, 
как легко видеть, Т1ыА){$иг:^)ъ рМ^^рсгц^,!), 

6. Обозначим через У2 класс хаусдорфовых прост
ранств. Тогда (хаусдорфово) пространство. X ^-псевдоком
пактно в том и только в том случае, когда X абсолютно зам
кнуто. 

В самом деле, пусть пространство X не является абсо
лютно замкнутым; тогда существует хаусдорфово расширение 

В X ^ X. Рассмотрим тождественное отображение *.<•/:X X ;• 
( Х е ^ ) . Ясно, что это отображение не может быть продол
жено на В X и, следовательно, пространство X не , / ~ - : Ю З -
вдокомпактно. Обратно, если. X абсолютно замкнуто, то у 
него нет собственного расширения и, следовательно, X три
виальным образом оказывается ,71-псевдокомпактным. &гак, 

Л -псевдокомпактность пространства эквивалентна его аб
солютной замкнутости. 

7. Пусть 72 - класс регулярных пространств. Из •Тео
ремы 3 следует, что имеет место включениер(%Ю&&)ср(%у. 



С другой стороны, если 1&.р<-%), то, рассуждая как и в 
п.6, легко показать, что у X нет собственных хаусдорфовых 
расширений, а следовательно, пространство X абсолютно 
замкнуто. Согласно п.6 это означает Тг -псевдокомпакт
ность пространства X. Итак, доказано равенство р^ьИЩЩ)» 
** . Поскольку бикомпакты - это Е точности регуляр
ные абсолютно замкнутые пространства, последнее равенство 
означает, что класс ~* -псеЕдокомпактных пространств со
впадает с классам бикомпактов. Доказано , 

Предлэ?лвние 6. Топологическое пространство ^ -псев
докомпактно тогда и только тогда, когда оно бикомпактно. 

8. Пусть - класс вполне регулярных пространств. 
Тогда Л1, -псевдокомпактность топологического пространст
ва эквивалентна его бикомпактиости. 

Б самом деле, если зполне_оег2лярнсе пространство X 
не является бикомпактом, то у него существует собственное 
расширение с X. Поскольку тождественное отображение «4 : 
X •—- X не может быть продолжено на с X, пространство X 
не является' ^ -псевдокомпакткым..Обратное утверждение 
очевидно. 

Примеры 7 и 8 показывают, что класс бикомпактов мо
жет быть охарактеризован как р1Щр либо как р(^1 . 
Рассмотрим теперь класс пространств & , удовлетворяющий 
условию . По теореме 3 р(*)П!К.(%±)<-Р(3<)>т& 
р(Ъ)Л&(б)ср(б) . Отсюда, учитывая, что свойство 

псевдошлпактности эквивалентно бикомпактиости и, следова
тельно, все пространства класса р(^) вполне регуля'ны, 
получаем соотношение РЫЗ) Ср(ё)Г) 'Л ( ) < р(Я?$) 
Так как согласно примерам 7,8 р(%)щ.р>(!%^\ - класс 
всех бикомпактов, отсюда следует р а в е н с т в о = 
- р<Щ. .Таким образом, доказано 

• Предложение 7. Для каждого класса § , удовлетворя-
ющего условию Э5*< " -псевдокомпактность вполне 
регулярного пространства экьизалентна его бикомпактиости. 

Мы не знаем,'существенно ли здесь оговаривать требо
вание полно!; регулярности рассматриваемых пространств. 
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Другими словами, можно ли из б -псевдокомпактности то
пологического пространства X. (где %'$с$ёЗ^ ) сделать 
вывод о его полной регулярности и, следовательно, о его 

' бикомпактности? 
Рассмотрим совокупность всевозможных б- , для ко

торых есть класс зсех бикомпактов. Нам известно 
очень мало об этих класса:: <$ . Имеются ли среди них на
ибольший и наименьший? Существует ли среди них хотя бы 
один минимальный, т . е . такой класс ёс , что для любого 
себр кяв&ор(4еШ1) содержит уже иебикомпактные прост

ранства? Является ли совокупность всех таких & упоря
доченной по включению? 

о 
9. Определение 3. Топологическое Пространство назо

вём • с ь -пространством, если из каждогб его открыто-зам
кнутого покрытия® можно выделить конечное подпокрытие. 

Определение 4. Топологическое пространство назовём 
счётно сЬ -пространством, если из каждого его счётного 
открыто-замкнутого покрытия можно выделить конечное под
покрытие. 

Класс с ь -пространств содержит асе бикомпакты а 
все связные пространства; класс счётно - сЬ -пространств 
содержит все счётно-компактные и все связные пространства. 
Оба класса обладают ряде*' интересных свойств, однако здесь 
мы ограничимся лишь характеристикой вполне регулярных счё
тно - с ь -пространств как класса Е-псевдокомпактности для 
некоторого Е. 

Теорема 4. вполне регулярное пространство является 
счётно —с& -пространством тогда и только тогда, когда 
оно -псевдокомпактно. 

Доказательство. Допустим, что вполне регулярное про-, 
странство X не является -псевдокомпакг.щм. Это . 
означает, что существует непрерывная функция / : 

* *?.е. такого покрытия, каждый элемент которого является 
открыто-замкнутым множеством. 
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образ пространства- X относительно которой содержит 
бесконечно много точек из !Н , т . е . //(А/0(/| = , 
Рассмотрим покрытие пространства X , образованное мно-
жествама /*Мй и . Это покрытие счётное и со

стоит из открыто-замкнутых множеств; поскольку из него, 
очевидно, нельзя выделить конечного подпокрытия, прост
ранство X не является счётно с/>-пространством. 

Обратно, пусть пространство X не является счётно-
- сА -пространством. Тогда существует счётное открыто-
замкнутое покрытие {Ц() пространства X . , из которого 
нельзя выделить конечного подпокрытия. Рассмотрим покры
тие {V,} , где ч1 » I/, и ^ = Щ , . д л я каж
дого п. ; ясно, что это покрытие также открыто-замкну
тое в приток дизъюнктно ( = / , о ). Рас
смотрим функцию / : X -••ЗСвУ , определяемую равенством-

/ ' ( * ) « н , для всех х- & \/а , ГЬ = 1 ,2 , . . . . Получаемая 
таким образок функция, очевидно, является неограниченной, 
а следовательно, пространство X не ЗоМ -псевдоком
пактно. Теорема доказана. 

10. В п.1 было показано, что псевдокомпактность про
странства эквивалентна его //Ъ -псевдокомпактности. В 
этом разделе приводится характеристика псевдокомпактных 
пространств с помощью метрических ежей* . 

Метрическим ежом 3-е колючести 1 (где Т - в- кото
рая мощность) называется пространство, состоящее и» X 
отрезков [ 0 ,1 ] , выходящих иэ общего начала 0 . Мот яка 
на . Эг задаётся следующим образом: если точ!си у 
ежа лежат на одном отрезке, то за расстояние между ними 
берётся расстояние от х до % на соответствующем отрез
ке;' если же точки х и ,у принадлежат различным отрезкам, 
то га расстояние между ними в Эг принимается сумма рас
стояний от х до 0 и от у до 0 на соответствующих от
резках. Отрезки [ О Д ] , -входящие в ежа Зс . будем назн-
вать"колючками" етого ежа. 
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Предложение 8. Пусть Зг - метрический ёж колючес

ти с , г » . Тогда класс р(7~) совпадает с классом 
всех псевдокомпактных пространств.-

Поскольку, согласно п . I , Я -псевдокомпактность про
странства эквивалентна его псевдокомпактности, для доказа
тельства этого предложения достаточно показать, что топо
логическое пространство 3? -псевдокомпактно тогда и то
лько тогда, когда оно Я. -псевдокомпактно. 

Заметим прежде всего, что Зг -регулярность прост
ранства эквивалентна его -регулярности ( я эквивален
тна свойству полной регулярности этого пространства). . 

Пусть теперь пространство X не является 0г -псев
докомпактным. Тогда существует функция / : X —- Зс , за
мыкание образа X при которой не бикомпактно. Перенумеруем 
колючки ежа Эт ординалами •« и будем ? -ую 'колючку" 
обозначать Г О Д ] { . Из того, что Лл) не бикомпактно, 
следует, «то найдётся такое число С ( 0 ^- С I ) , для 
которого /(х)п(С.1);*{> по крайней_мере для счётного числа 

? . Пусть для определённости /IX)п [С.и^ф при 
2 , . . . . Рассмотрим отображение у :3~-*3^ •, переводящее 
каждую из •колючек" [ 0 , 1 ] : , ^ = 1,2, . . . тождественно в соот
ветствующую "колючку" ежа ЗА», И отображающее все осталь
ные "колючки" Г 0 , 1 ] ? в одну точку 0 е ЗА>, . Непрерыв
ность этого отображения очевидна. Рассмотрим теперь отоб
ражение у • 3 —*" Й. , определённое на каждой "колючке" 

[ 0 , 1 ] ^ равенством У'*> = -/ 

Легко видеть, что заданное таким образом отображение не
прерывно, а следовательно, непрерывна и композиция у * У » / : 

X —<-Я • При этом функция у>:Р-/ неограничена, а сле
довательно, У Т Т Г Г Ш П не бикомпактно. Существование такай 
функции у*$'3 и означает, что пространство X не явля
ется Я -псевдокомпактнын. 

Обратно, пусть пространство X не Я. -псевдоком
пактно. Рассмотрим функцию I : X — Я , образ простран
ства X относительно которой неограничен. Тогда нетрудно 
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построить такое отображение у : к—Зк , что образ 
л .отнооитедьнр композиции У»/ пересекается с беско-
нечным числом отрезков Ц , д ] № . Н о это означает, что 

У(/|ХН не является бикомпактом, а следовательно, прост
ранство X не 3»л -псевдокомпактно. Поскольку ён счётной 

• колючест?, Зл>* может рассматриваться как замкнутое под
пространство ежа любой бесконечной колючести Л с , от
сюда следует, что пространство X не является и Зс -
псездокомпактным. Предложение 3 доказано. 

Следствие. Топологическое пространство пссчцокоы-
пактно тогда и только тогда, когда оно ,7А1

с -псевдоком
пактно. 
. Пусть| <^г)с]- класс метрических ежей всевозможных бес

конечных колючестей г . Воспользовавшись утверждением 
предложения 3, из предложения 8 выводам 

Следствие 2 . Топологическое пространство псездокомпак-
тно тохда и.только тогда, когда оно Ц Ы-^-псездокомпактно. 

I I . Обобщая понятие псевдокомпактиого пространства, 
Иебелл [ 5 ] определяет лсездо- Г -кошактные пространства, 
где Г - некоторая мощность. А именно, вполне регулярное 
пространство X Исбелл называет псевдо- V -компактным, 
если каждое дискретное семейство открытых его подмножеств 
имеет мощность, меньшую, чем Т . 

Легко зидеть, что пространство псевдокомпактно тог
да и только тогда, когда оно псевдо- ^ -компактно. С дру
гой стороны, из предыдущего примера следует, что псевдо
компактность пространства эквивалентна его -псевдоком
пактности. Целыо этого раздела является получение характе
ристики псевдо- -компактных пространств в общем случае 
как класса Е-псеэдокомлактности для некоторого Е. ' 

Лемма. Для того, чтобы вполне регулярное пространст
во X было псеьдо- V -компактным, необходимо и достаточно, 
чтобы для каждого отображения / : X -*• 0 г множество 
, 'л : 1Аь/(л,';* имело мощность, меньшую, чем Г . 

Ц - точка 1 на А -ом отрезке ежа. 



Доказате лъстзо. Пусть вполне регулярное пространство 
X не является псездо- Г -компактным', тогда з X найдёт

ся дискретная система открытых глкожеств;'<Л/А«Л , мощность 
которой равна г ( ;д| = т ) . Можем считать, что Л -
вполне упорядоченное по типу т множество и л ^ Л - орди
налы. "Колючки" ежа Л-г также считаем занумерованными ор
диналами Л&Л. . Выберем в каждом множестве Цл по точ
ке *л ; воспользовавшись полно:" регулярностью пространс
тва X , на.'дём окрестность точки л\а\'Лтакую, что Уд с г(л 

и рассмотрим фуавдив X : и.^{х.1]л , праншлакщув значе
ние 0 на Ь л ч 'Л и разную единице в точке л л . Опре
дели!»; теперь функцию / : X -> «V равенством 

} /л1х} , л « иА 

- 7 Р ) х Ф ОI их • -'«•Л/ < 

Легко видеть, что определенная таким образом функция не
прерывка к I ( л •' Ь е Л */ ) ; = чг. 

Обратно, допустим, что образ /СО .содержит 'А .для 
всех А ь Л е , где Л<СЛ и Г'лЛ'в.Т . Возьмём произволь
ное число I , удовлетворяющее неравенству о <. «*< { , и 
рассмотрим Ых = /*РС*.1]'л) для каждого д * Л с . Легко 
ьидеть, что определённое таким образом семейство открытых 
в X множеств дискретно и имеет мощность ~ . Существо-
ванне такого семе.ства и доказывает, что пространство X 
не является псездо- Г -компактным. Лемма доказана. 

Нетрудно видеть, что если открытое подыножеотво и 
пространства X не является псевдо- Т -компактным, то и 
X не псевдо- Г -компактно. Если Х 0 - плотное подмножество 
пространства X и Х 0 псевдо- Г -компактно, то и прост
ранство X псевдо- Г-компактно. 

Переходим к построению пространства 3* , играющего 
такую же роль по отношению к псевдо- г -компактным прост
ранствам, какую ёж ды-с ( = &ь-с ) играет по отношению 
к псевдокомпактным ( = псевдо- »УВ-компактным) пространст
вам. 

Мы не будчм делать различия в обозначениях кардиналь
ных чисел и соответствующих им начальных ординалов. Для 
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каждого ординала г < г определил, по индукции пространс
тва . Положим &х = 3± = Пусть построены прос
транства Й ? для всех $< >/ таким образом, что 6Г1с.&^ 
при ?,<*.•. и 3 ? ^ 3 ? для зсех (< . Для определения 3^ 
рассмотрим два возможных случая: I ) >? - непредельны" 
'ординал, -т.е. ^ = ?т1 • Возьмём ежа 3^ ; шжек счи
тать, что 3? пересекается с уже построенным пространст
вом 3 ? по ежу колючести ? . Определим тогда 8 7 ра
венством 3^ - V ( 3 , П ̂  = Э, ) , считая под-
мкокество в З г открытым тогда к только тогда, когда от
крыты его пересечения с в , и с 74 . . 2) Пусть теперь 

$ - предельный ординал; рассмотрим объединение \Л&г •' 
;•<}} ( в#.с & к при Д * Й ; ёж 3} содержится в этом 

объединении, поскольку он может быть представлен как объ-
едивение ежен меньшей колючести). Подмножество этого объ
единения считаем открытым тогда и только тогда, когда от
крыто его пересечение с каждым из 3> и с З г . Опреде
лил равенством 3 ? = />(о7в1 :. ,*<эдд Проведём такое по 
строение по индукция для всех $"<'т ; при с том б,- явля
ется подпространством для и ёж 3^ являет
ся подпространством 6 ? для каждого Определим, 
наконец, З 1 равенством б = считая под
множество й х открытым тогда и только тогда, когда от
крыто его пересечение с каждым из й ? , ? < ~ и с , 
котсрк/. мы -естественным образом рассматриваем так подпро 
странство этого объединения. 

Рассмотрим теперь для каждого натурального числа 
подшожество ^%кЬ ежа 2г ; дополнение его замыкан.ш 
игШД^4^}в З т обозначил ЬП, . И з определения тополо
гии в З т нетрудно заметить, что МЬ-ь = 6 С ^ С .1 ; пере
сечение 1̂  р 3^ для произвольного ^ является множест
вом, открыто-замкнутым в . 

Теперь можем сформулировать основной результат этого 
раздела: 

Теорема 5.Пусть С - регулярны!; кардинал. Тогда про
странство X псевдо- Г -компактно в том и только в том 
случае, когда оно З т -псевдокомпактно. 



Доказательство. Для случая т = »т0 утверждение те
оремы следует из предложения 8, поскольку, как нетрудно 
видеть, = 6*>« . Поэтому сразу можем предположить, 
что V у «""с ; ввиду регулярности мощности с отсюда сле
дует, в частности, что с / г ^ с / , 

Допустим, что пространство X не является В~ -
псевдокомпактным. Тогда существует некоторое отображение 
/ : X — в г , которое невозможно продолжить на пх . 

Согласно свойствам Стоун-Чеховского расширения, отсюда по
лучаем, что .)Чх} не содержится ни в каком бикомпакте, в 
частности, ни в каком Ь( . Поскольку по определению 

С / Т / <-У ̂ -'о , найдётся такое число п. , что пересе
чение к„ П ( В т \ 6 , ) Л У ( Л ) не пусто ни для одного ординала ? . 
Зафиксируем этот номер гь и обозначил ип = и /"*>< &*\ 

Из проведённых выше рассуждений следует, что Ип 

является открыто-замкнутым в и множеством для любых 
? , \ , ? . Учитывая, что \-п. - открытое подмножес

тво 6 Г , отсюда получаем, что вое и'* открыты и в про
странстве в т . Поскольку и Л ( б ' м З ^ Г Ш ^ н и для какого 

? , можем по трансфинитной индукции построить конфиналь-
ную т - последовательность дизъюнктных открыто-замкнутых 
в |_л множеств и ' 4 , каждое из которых имеет непустое 
пересечение с /Щ) . Поскольку мощность Т предполага
ется регулярной, отсюда следует, что число построенных та
ким образом \{*г в точности равно Г ; с другой сторо
ны, все ип открыты в _ в г . Беря прообразы множествЫп 

относительно отображения / , получаем дискретную систе
му мощности Т непустых открытых подмножеств пространст
ва X . Существование такого семейства подмножеств в X и 
означает, что пространство X не является псевдо- Т -ком- . 
пактным. 

Обратно, пусть пространство X В Т -псевдокомпактно. 
Покажем, что тогда оно псевдо- г -компактно. Согласно лем
ме для этого достаточно показать, что для любого отображе
ния / : X —*• 'Зх образ /(а) содержит точки 11?} в чис
ле , меньшем т ' . Пусть I : X — 7г - произвольное отобра-
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жение. Из В г-псевдокомпактности пространства X сле
дует, что замыкание образа X при отображении / :Х •* Зг 
З г с Ь г в В т - бикомпакт. Положим б- * и(^:г<т] ( т . е . 

О - замыкание в 6 Г объединения концов ^ всех от
резков ежа Эс ). Тогда пересечение /МП 6- , очевид
но, также бикомпактно. Но любое бикомпактное подмножест
во С с б должно содержаться в некотором & ( - в самом 
деле, если С не содержится на в одном 6^ , то мно
жества С л(В'\виг>1. А образуют открытое покрытие множест
ва С . , из которого нельзя выделить конечного подпокры-. 
тия. Отсюда следует, что образ /IX) не может содержать 
концов отрезков 'у в числе Г ни для одной функции 

/ : X -*• Зг , а следовательно, по лемме, пространство 
X псевдо-Г-компактно. 

Теорема доказана. 
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УДК 513.83 

ТОЧВЧНО-ЭИС!ЮНЕКДИАЛЬНАЯ ТОПОЛОГИЯ 

^ Я.Я. Энгельсон 

В нестоящей работе строите? и изучается новая, точеч-

но-гкспонон'.-,и1льная топология \»на множестве А * всех зам
кнутых подмножеств топологического'пространства ( т .п . ) 
(/,Т ) . Она оказывается сильнее, чем известная экспоненци
альная тогология Зьетописа ц_ . Доказывается эквивалентность 
некоторых аксиом отделимости .для пространств (Ид1), У/л)-С1*^ 

3 случае, когда ^ - У"г - пространство, доказано, что 
Ц х , Н но нормально, осли X не счетно компактно я что. 
ОД ̂ нульмерно. 

Пусть (X,т) - пиоизвольное т .п . , 

Как известно 1сы. [ 1 ] ) , семейство всех множеств вида 
6 » (Ас А*, --• , А к ) - {Се. Хк • Р с 
, к Г 0 Л 1 / < Й & ... Ь Г О Л - . * * * , 

где А1 е Г С«> <0,1,.... л ) . А^е А. (••!. . . . , л ) . пс {о, 1.Д,...^ 
вместе с пустьм множеством образует базу экспоненциальной 
топологии ч на пространстве Д.* . 3 случае п « о под Ь0<») 
понимается множество { Р е Д А : Р с А.% «, 4 Далее, семейст
во всех множеств вида 6 ( А « ) , где А- е ^ вместе с 
пустым множеством о^пазует базу^С - топологии О » ото. 183] 
на пространстве <&•** . 

Рассмотрим семейство всех множеств вида 
6 ' (А . . *1 , — . ** ) • <ге Д* : < * А « > . ( I ) 

где А 0 е X , { Х 1 , . . . , *к}г с До, п с { о , } ,1, 
/При *г = 0 мы имеем в виду & ' ( * « ) *< Р с А * ' ^ с / 
Поскольку в 'САВ .х, , , л * ) Л в' «Ьо, у» . -— # « ) ' 

/ В'(А.Я й»..х,, .,Хк, # , , если - . $ « ^ с Л . Л В , ' 

\ ? « Л Я { д , ; . „ . Х » , я , . _ . у ^ * А . Л В 0 , 

то семейство всех множеств вида (1) вместе с пустым мно-
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жестзом образует базу некоторой топологии на пространстве 
Хк • Эту топологию У мы и назовем точечно-экспоненци

альной . 
Займемся изучением т.п. (Л* (А* (Л*",^). 
Предложение 1. У е л с ^ 

*• ^.оказательстао. Из определений ясно, что а^с.^ , 
Нам достаточно покавать, что всякий элемент базы топологии 

г\ есть множество открытое относительно у . Действитель
но, пусть 

А . с Т , А: с А» ,А<е Г К - 1,... , , г ) . 
Тогда 6(Ао, А 1 ( ... , А П ) - . Л 6 (Л,,Л"«*: 

что и требовалось. , 
Введем некоторые обозначения. Следуя [ з } , будем назы

вать т .п. (Х/г) Д*а - пространством, если Ул 4 ,Хд . еХ 
[ х 1 6 {.ха.^ -«*>• { *1$ ] • Эквивалентная Тормулировка: 
^ « с ) называется 3 \ -пространством, если для любых двух 

точек х^.Хд.с X из того, что существует окрестность 
точки Х 1 , не содержащая точку , следует, что существует 
окрестность точки х х , не содержащая х 4 . 

Т.п. ( Х , Т ) будем называть -пространством, если 
всякая непустая разность двух замкнутых подмножеств X со
держит некоторое непустое замкнутое подмножество /. • Экви
валентная гормулировка: (Х,Т) - Т'щ -пространство, '•.ели 
т б , , б ^ € Т ; 64\<5,, 4 0 имеет место ЭР -1?*? *• 0 !• 

/действительно, всякая разность двух зам
кнутых множеств есть разность двух открытых множеств, -
например, их дополнений, - и наоборот/. 

Обозначим через Я , Я ' , Тх', Тъ соответственно 
классы всех топологических 71 -, ф 7^-, л», -
пространств. Известно, что ^ с 7|СЗ"С . Легко проверяются 
равенстве Тх * й ЛР» и включение 5"̂  с й ' • 

Предложение 2. ф с . 
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Доказательство. Пусть (X, ;6.,<***С;<аД$4#0. 
Положим Г »^х~3 , где л» е 6,. \ 6 , . Достаточно пока
вать, что Р с Й х . Еоли Х 6 . X \ 6ц. , то е - (х\ 
а так кяк (х,г) « 5*', то хеР- . Предложение 2 доказано. 

Замечание. Легко построить примеры, показывающие, что 

Теорема 1. Следующие 4 условия эквивалентны: 
/ Т / ( X , * ) * $ ' 

. / 11/ (д*, Ч,У<Ъ 
/111/ Ц* 
/1111/ й* У ) €-Г4 

Доказательство. 

/1111/ -*» /111/ - очевидно. 
/11/ =.> /111/ - прямое следствие Предложения 1. 
/1/ /11/. Пусть Р4 , Ря. еЛ* Р4.рх . Очевидно, можно 

считать Г„\Р4 • <2 . Тогда из условия (X, следует, 
что ЗРс.2.*\{0$.-РсрД(\Р4 . Отсюда Р4е{кХ ̂ Р]-̂  Рд,. 
Кроме того 6(Х, X \РА) ? Р х . Значит (.2* 7[. 

/1/ /1111/. Пуоть р 4 > г 4 4 1* Р4 •* & . Снова счи
таем Р̂  \ г, * # и имеем Р ' Р с р̂\ р х ^ * ф • Пусть 
д <г р . Тогда Р 1 « \ Р ) , П с 8' (X, /О , причем 
в' (X \Р)0 е/СХ, /1)» Ф . Таким образом, Ц*, "$)е Л.. 

/111/ /1//. Пусть Р 4 с Х , Р А с X, 6"'» Ач 
Еь* Р*., Р* \ Р. * Ф • Покажем, что в случае Р 4 в Г,, 

существует непустое замкнутое множество Р с Р^ \ Р 4 . 
Отсюда будет следовать (X, Т ) € 5"с' . 

Поскольку , ^ € У х , то существует влеыент ба
зы топологии у й'(Лв,Х1,—, *0 такой, что Р4 е 
е 1Ъ' (Ао, к,,... , хп) * Рл, Таким образом, {х4, ....**><: 
С Р4 с Л о с 7 , в то время как л и б о ^ - л ^ ! , 
либо Рх^Ао. Поскольку Р4сРх, то {х4|... ,хк}, с Рл 

и следовательно остается Рд, А* . Отсюда и иэ включе». 
ния Рхс Д с слздует, что вамкнутое множество Р»РаЛАо 
непусто и является подмножеством Рд, Ч Рл'. 
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Теорема 1 доказана. • 
Докажем теперь одно, важное свойство пространства 

(ЛЛ * ) 
Теорема 2. Пуоть ( Х , т ) с ик> . Тогда пространство 

(.Xх, нульмерно /*ла X*• - О / ( т . в . сущеотвует ба-
ва топологии § , состоящая из открыто-вамкнутнх мно -
жеств. Напомним, что из этого свойотва следует полная регу
лярность пространства (Л*. Ч) /см. ^ 4 } , отр. 161/. 

Доказательство. Множества вида &-(^«), В ' (У., х ) , 
где А 0 б=г , хе. X. образуют предбаау топологии $ , т .н. 
(У (А., хЧ, . . . , -О* О'(А. "Мб* ОС*» ) Я... Я 6' ( Х , х к ) . 

Из равенства о 
й ' ( А . ) - ^ д \ и в ' С Х . х ) 

Следует, что множества й ! (А.) всегда замкнуты. Пусть теперь 
^ е Л * \ й ' ( Х * ) , где хе X . Ясно, что IV (X, х) (\ 
О б ' (\\ 1*У* 4 , и Теорема 2 будет докавана, если мы по
кажем, что. Р е Ь' (X \ Щ ) , т . е . Р П * Ф . 

Действительно, пусть Р . Тогда из включения 
Р е Xх \ 6 ' 0^.. ж) следует х е •( . Поскольку 
СХ,Г)е 51' , и л ' < { х ^ , что требовалось дока

зать. 
Лемма 1. Пусть (х, Т ) - бесконечное дискретное т .п . 

Тогда пространство (Xх, н в нормально. 
Доказательство. Легко видеть, что при дискретном X 

имеет место $ с ^ и значит /Предложение 1 / равенст-
во 5? • 1 « Н о для экспоненциальной топологии доказано 

С5] " , что Xх не нормально при бесконечном дискрет-
Юм X . 

Теорема 3. Если ?± - пространство (*, Т ) не счетно-
компактно, то (Xх, не нормально. 

Доказательство. Пуоть ( К Оле*- - открытоевШкрытие 
пространства X , из которого нельзя выделить конечного 
родпокрытия. Тогда можно считать 41*. с <7А, (, 11п * -24«* 
( к * & I, . . . ) , полагая Ц+ьр . Рассмотрим последова-
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тельнооть ( ^ л ) к е ^ у п с . б С к \ « к . , ( Н . 1 Д , . . . ) 

и обозначим У « { < я̂: л«; /ь/ V • Пусть Т ' - сужение топо
логии X на множество V • Для всякого 1<г Л« Цк есть единст
венная точка множества У , содержащаяся в открытом относи
тельно с множестве 4Л '̂« ЛА* ч-{^, _ Поэтому прост
ранство (*/,г) дискретно, и по Лемме'' 1 (А^, } 9 не нормаль
но, где У - точечно-экспоненциальная топология на . 
Теорема 3 будет доказана, если мы покажем, что (Х ,̂ ^ я в 
ляется замкнутым подпространством (2*, 

Для всякого "Ре ЛЗ и любого хеХ \ Р мы имеем х « 
для некоторого номера ^ . Но РО и*, конечно и (э.,г) е 5"*. 
Таким обравом, х€ <ЛАРе Г . Но ^ - произвольная точка ив 
Х \ Р ( и значит * \ р е г , то есть Р е Я* . Итак,Д^лЛ 

Будем обозначать 6^ (Ч,ф-{К.!уё #, 

В'^ (Р) с р$ ^ ^ ^ • соотношения 

показывают, что предбаза топологии ?' индуцирована предба-
вой топологии 5°. Замкнутооть множества %Ч а следует 
из равенства , 

Таким обравом, {Х% У) еоть замкнутое подпространство уЛу\ 
что и требовалось. 
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УСТОЙЧИВОСТЬ НОРМАЛЬНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ 
НЕПРЕРЫВНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ ОТНОСИТЕЛЬНО 
ТОЧЕЧНО-ЗКСП0НЕНЦИАЛКЧ0Й ТОПОЛОГИИ 

. Л.Я. Экгельсон 

Пусть 5 - топологическое пространство (т.п.) ,$^ - ве
щественная прямая, 5 *1^ - их топологическое произведение, 
» а * й _ множество всех его замкнутых подмножеств. 

На 2г 5 * **" рассматриваются X -топология (см. [1] или 
[ 4 ] ) и точечно-экспоненциальная топология 5 (см. [4] ) , 

а танже их сужения л?,, 5 - на множество Гё графиков 
всех непрерывных отображений пространства 5 в Я .' 3 прост
ранствах (Гс , ) , ( 1с. I Т<.) изучается вопрос об устой
чивости свойств замкнутости и незамкнутости области значе
ний функции в случае, когда 5 конечно-связно. 

Будем обозначать № » {1, - - -у . 
§ 1. Пространство ( С С 5 ) , ае*") • 
Пусть (5.6*)- т .п . , X * 5 л , Т - топология произведе

ния на Н . Далее С ( 5 ) - множество воех непрерывных ото
бражений пространства 5 в & ; для всякой ? е. С ( Ь ) Г (? ) -
- график функции у ; Г с » {ГО?) • ? <= С С5) } . Поскольку 
К -хаусдорфово пространство, то Гс <=• X * ( с м- Г*-» С Т Р « 
148] ) . Пусть на пространстве № введена X. -топология (см. 

С1] или (41 ) , и <#?. - ее сужение на множество Гс. 
Мы полагаем 

Ясно, что X есть * апология на С ( ь ) , причем семейство 
всех множеств вида д 4 (А.) - {теССв)' Г с Ао^, 
где А 0 - любое открытое множество в пространстве (5*Ж/с) , 
есть база топологии х.'. 

Лемма 1. Если т.п. (5 ,4 ) локально связно, то тополо
гия э€*на пространстве с ( 5 ) сильнее, чем топология равно
мерной СХОДИМОСТИ на всем 5 . 
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Доказательство. Для всякой С С ̂ ) обозначим 

« • х )е$ г < /<»>у А 
Тогда семейство воех множеств вида Ь, { б^ П б к ) , где 

вместе с пустым множеством образует базу топологии равномер
ной сходимости на всем 5 • Поэтому достаточно показать, 
что Н* СС5) 6Г , 6 ' е Г 

Пусть , г,; ё 6 гу . Поскольку ( б , . I.) ф Щ). гЦ)1 

то существуют ц е 6 и V, открытое в 11 , такие, что 
(5.., и * * с ь х й \ Г ( { ) . 

Воспользовавшись локальной связностью 5 и к , получаем, 
что существуют г?е в, г,е й , г* <= й , Такие, ч т о ^ е 
с- 1} с а , *> связно, 1 е С,С г./х*]с#. Поскольку 
/(5>Н 1̂ С 5 <= чИ , *х > •/ непрерывно, V 

связно, то у о ) > 1, Г~56 ч> , т . е . %:и2 1«, 6у , 
Таким образом, 6у 6 %. 

Аналогично можно показать, что 6^ е X. Лемма доказана. 

Пусть Н - точечно-экспоненциальная топслогия на 
(см. [41 ) , ,$»„ - ее сужение на множество Гс ; у»^ - то
пология на С<5 ) , определенная равенством 

У '\н> Н с С ( 5 ) & \ Г ( у ) : ч>е Н]е 
База топологии |* еоть семейство всех множеств вида 

е>. (А„ , ( 5 , ' , Хч) , - . . , ( 5 ъ , г » ) ) * 

где Ас е с, ас € 5 , XI 6 ЙЙ . I , п),пе ИО{с}} 
Эта топология понадобится нам в следующем параграфе. 

§ 2. Устойчивость свойств 9 и Э . 

Понятие нормальной раарелимости произвольной функции 
I. Ь — Т , где С5.б).С",Т) - любые топологические прост

ранства, было впервые изучено в работе [ 2 ] . Там же дано 
необходимое и достаточное условие нормальной разрешимости 
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в случае, когда пространство (Г,Т) вполне регулярно: функция 
1 ь -» Т нормально раврешима тогдг и только тогда, воли 
/ Ы * \ С )̂ 12, отр.62] . 

Пользуясь этим критерием, мы будем изучать уотойчи -
вооть овойства нормальной разрешимости непрерывных отобра
жений в случае, когдаТ-"Й. , 5 - вонечно-овязно. 

Мы будем говорить, что функция С(5^_обладает свой
ством Э- тогда и только тогда, если ^С$)*"^Й) , Противопо
ложное свойство ^(5)^^1*5) мы будем обозначать 3 . 

Посмотрим сначала, как ведут себя двойства ? и 5 
относительно различных топологий на пространстве С ( 5 ) в 
олучае5--к\ . 

На простом примере 6\) * е * видно, что овойотво Э 
вообще говоря не устойчиво относительно топологии_равно-
мерной сходимости на воем'К . В самом деле ,^ (К ) - ^ { К ) , но 
для любого € ?0 мы имеем непрерывную функцию 

3^ ; (.о ' при. х * е„ ш, 
для которой 190.;- / 4 * х е * ч

 и 

^ (К.) Однако относительно топологии & свойство 
Э уже обладает устойчивостью, что и утверждает 

Теорема 1. Если 0>,<4) - конечно-овязное т .п . , то мно

жество ф , ^ € С С 5 > : *0>) *• 

открыто в т .п. ( с ( 5 . ) , • 
/Доказательство см. в конце работы/ 
Обратимся теперь к вопросу об устойчивости овойства 

3 в случае 5 » Я . Рассмотрим непрерывную функцию 
~»Х П Р Й х * о 

Л при 0 * х » I 
± ар* * м 

Какое бы мы ни зафиксировали открытое множество Л-0 на 
плоскости 1*. х , содержащее график функции ^, , удаотоя 
так изменить / е в окрестности точки л » 0 , что новая /воэ--
мущенная/ функция 6 останется непрерывной, ее график бу-

1 



дет лежать в Л», но область значений функции ^ уже не будет 
8ашгаута. Таким образом, свойство Э- вообще говоря не явля
ется устойчивым ни относительно топологии #? , ни тем более 
относительно топологии равномерной сходимости на всем К.. 
(см.Лемму 1 ) . 

Более того: введем экспоненциальную топологию ^* на 
пространстве С(6) с базой, состоящей ив всевозможных множеств 

в и д а 6 4 ( Л ь . А., А * > * 

- { Ц»6 С (5 ) . Г(-р) с А, & гЦ)ПЬ, * ф&... & ГЦ) П * 0^ , 
где А., А 4 , ...,Л*. * Т У Ас сд 0 ((•* 1 л Ь я е К о ^ . 

Ясно, что X* с ч* , .но тот же пример функции1/с показы
вает, что при 5 - К устойчивость свойства 3 относительно 
к̂ * не имеет места. 

Оказывается, устойчивость овойства *"• имеет место от
носительно топологии у* при некоторых условиях, налагаемых 
на 5 , которые выполняются, в частности, и для 5 - К. . 

Для множества к с 5 будем обозначать черев К множес
тво всех внутренних точек < . 

Т .п. 5 будем навывать 3ПК -пространством, если суще
ствует такая последовательность его псевдокомпактных под
множеств С^а)Л в № • что О К * » 5 . 

Теорема 2. Если (.5, в) - конечно-связное 3 ПК -

пространство, то множество 

V Г ( 5 ) : ТС&) -?Ш Ь 
открыто в т .п . ( С ( ^ ; , ^ * ) 

/Доказательство см. в конце работы/ 
Приведем пример, показывающий, что условие существова

ния счетного покрытия пространства 5 внутренностями псевдо-
компактных множеств в формулировке Теоремы 2 существенно. 

Пусть ^ » 3 Сд ] • Будем обозначать точки декартова про
изведения ЗА М черев (ее ; п.) , где 0 < й 4 I , И (в. . 
Пусть М - объект, не принадлежащий множеству О Л № . 
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Черев 5 обозначим тогда множество(.7х М)0{|М) с метрикой, 
определенной следующим условием: 

1) если 3* . * 3 * * 1 и 5 1 - й 1 ; . г ) , т о с(&1.мЬа4: 
П) еСЛИ И О,. (О; и), 5^,' С6 ;»»»)•. 

то с1 (5,, Ь 4 ) » 1а.-41, когда а • т , И (ХЬ^ , 5 а , ) ' * 6 , 
когда п. * т / 5 - "счетный еж", ом. СЗ, стр. 883 /• 

Тогда 5 - связное метрическое пространство ( (]33 ) . 
Оно даже сигма-компактно, так как покрывается очечным се
мейством компактных множеств 

Однако устойчивость свойства 3 в пространстве (С(5). ^ *) 
при таком 5 не имеет места, например,для функции ^ с (.5)* 
г О ( ь е 5 ) . 

В самом деле, пусть ^ 6 ^ (А0 , Ц ; г Д _ < Х р ) ) ; 

где открыто в топологическом пространстве 5 А К, , 
, хг) е Ав (с'Ч , />)-Тогда Г ( р е Л о и г; - 0 (< * 4...., ^>). 

В частности (М,(7)е А « . . А поскольку Ао открыто, то 

К ( М , * ) * С- Л / з ] с А Д 5 ; а (м, оО-ч (< - / Л ) , 

где К * ) • * " . { & б \ * Щ м . & * 
Для всякого натурального л положим 

Г О при а € ] 0 , Л 1 Я « Ч * ] . 
^ л / ) . 1 1)щя а е ] ^ , ^ ] , 

( 3 - ^ ) п р и а е ^ , * 1 

Положим <2(М) = С . Л 
Тогда у е й , (А», О) , (5л . , о ) , - . , (5 ,> .0 )Л 

но ^(5) 3 ГО, /̂ С^ о ( 5 ) , т . е . ^ не обладает свойством ? . 
аля доказательства Теорем 1,2 нам понадобятся три 

леммы. 
Лемма 2. Пусть (5, <?) связно, ̂ <= С (3) .Тогда существует 

множество Ел <= 5 x 1 * такое, что 
1) И.1 е ; Т> 

2) е̂ . 
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3) если 5ор ̂ ( 5 ) - > , то 

4) если ^ (ь) • - «>— , то • 

[ де С(5)& Г ф с Е Л - > л/ о ( 5 ) - - о » 

Доказательство. Положим 

где объединение берется по всем целыми . Свойства 1) и 2), 
очевидно, выполняются. Пусть теперь деС(5>) 10Г($) с Е^. 
Поскольку )Ц5) - промежуток, то для доказательства свойств 
4) и 3) достаточно показать, что 

Пусть Ко - такое целое число, что х«, е [ к с , К„ + 1] 
Поскольку 1\о - Ъ, + 3 ] с ^ ( 5 ) , ?о $ , 

. ' . Пусть 

Имеем (5', о (б ' ) ) € Е у , ( « ' о ( 5 ' ) ) е й / т .к . Г ^ ) с Е ^ . 
Но для всякого целого К > к. - 4 

а для ЕСЯКОГО целого к < К« " X, 

Поэтому <.-< 
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Аналогично / . . . , 
(5*,о(б'))е I/ 0 - - , * « 1 1 > ] к - 1 . + ~ о = 

О К - * 

с 5 0 к . м , * — С, 
т - в * О (5") ^ Ко. 1. (4) 

Поскольку г* е С*., х. +1. 1 , то из неравенств ( 3 ) , (4) 
непрерывности о к связности 5 вытекает, что и с ^(5) , и 
свойство 3) доказано вместе со овойством 4 ) . 

Лемма 3. Пусть (5. 6) связно, / е С (•$) , Если 
1*1 (Ь) • а е и а/ ^ {5 ) ^ то существует множество 
Ьу ( а ) с 5и К такое, что 

1) I) « О е Т , 

2) Г ( / ) с 1 } ( а ) , 

Аналогично, если ^ ( 5 ) - е^€ $ й $.1(^(5), 
то существует множество С^(.1)с- 5 * такое, что 

2 ' ) Г Й ) с Г . а ) , 
3 » ) С о е С ( 1 ) & Г ( о ) с Ц (0 ] -> 

•оГзир о ( 5 ) - 6 & 6 * 

Доказательство. Если <ь/' ^ (б, ) • а € Й 
и 7 ( 5 ) , ТО ПОЛОЖИМ 

л «Й. (/*' о- * 'О < ] о • Я 4 - С). 
Свойства 1) и 2) легко проверяются. 

Пусть 0 е С (-5), Г ( о ) с Ц (су Поскольку Ц ( а ) О 
/7 С5л { а } ) - . # , то а е 

Пусть т. € Й таково, что 



- 134 ~ 

[. а - у ( л . - а ) , а * & ( г . * А > ] с / (.5). ( 5 ) 

Обозначим через * ° такое целое число, что 

т. е [ а . Я,*-, а + Хк + 1 } ; 

Поскольку ( 5 ) , 

Пусть . . 

Имеем (б', о, (5')) € Щ ( а ) , (5", ^Сэ ' » е 1 * (а)? 

т.к. ГЧср/с Ц ( а ) . 

Но для всякого целого к < * 0 + 2. '. 

а для всякого целого к > кв - ^ 

Поэтому 

(з*; д (5')) * * * * . ^ ^ ; 

с -5 * 0"' .] ^ а * Я - 5 л ^ а, а • Л *- С 
т - е - (5') Ч <Х + ЛК' ( б ) 

Аналогично, 

<= 5 * з а + <-« л, 

Поскольку х. Е (I о *2*', с* Я"'' ' 1 , то из неравенств 
( б ) , ( 7 ) , непрерывности •/ связности 5 вытекает, что 
-С. С ^ ( Ь ) . Но ТАКИЕ числа Х, , что они удовлетворяют вклю
чению ( 5 ) , найдутся в любой окрестности числа о. . 

Так>.к образом, а » »Ь/ (5) и утверждение 3) до 
казано. 
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Если 5ир |. (5)> 1 е К и » •№ утверждения 
1 ' ) , 2 ' ) , 3*) для множества 
С{ (« , ) ( / ' О - ~. 4 -Л - ' [ ) х 11- Л" 4 О П 

доказываются аналогично утверждениям 1 ) , 2 ) , 3) для .(л). 

Лемма 4. Пусть(5,8) -связное 3 ПК° -пространство. Тогда 
для любого 0-<5 К существует множество (.&•) такое, что 

1) ( а ) е 'С , . 

2) 5 А [ а , • - о [ с М$ ( а ) , 

3) Ц е С Ы & а е о С з ) & Г ( 9 ) с М $ (о.)} -> 
- > <»} о ( 5 ) е 9 (5 ) . 

Аналогично, для любого существует множества 
М5 ( 6 ) такое, что 

- 10 М'з (6 ) е - 1 

2» ) 5 * ] — , 6 М5- (С) 

=> ьир су ( $ ) е с/ ($). 

Доказательство. Пусть, согласно условию Леммы, 
(Кь) ье N - последовательность псевдояомпактных мно
жеств, СГ « 5 . Будем считать эту последователвность 
неубывающей. Для й е К положим 

Утверждения 1 ) , 2 ) легко проверяются. Докажем утверждение 3 ) . 
Пусть с | Б С О ) , Г ( д ) с М * ( а ) , а е д С ь У 

Обозначим с « <̂ (ч$) . Если с* л , то доказывать не-

ч е г 0 , с : ' / к ' б Ь п 

Если же с < а , то рассмотрим множество г 4 9 ^ ** ' 

и множество 



( 1.36 -

Имеем Г 1р) с Г ( ^ ) с М * ( а ) . Следовательно, 

Но для всякого натурального п *-о-с~ 

Поэтому 

где /< - целая часть чиола а - с • 0 

Воспользовавшись этим равенством, получаем 
Г(д 1 Р )с ( 5 * Е е Щ (Я*. * ] о.- я , + в - ^ с 

откуда ^ с 

Иэ определения множества I1 ясно, что 9, О"*) 3 

»</»/о(5) * С. Следовательно, и (л/9 (*>)- С • Но К/« - псев-
докомпактное множество. Значит с е о, (#/ч) с 9 ( 5 ) г 

и свойство 3) доказано. 
Аналогично доказываются свойства 1*)» 2 » ) , 3 ' ) для 

множества 

Доказательство Теоремы 1. 

' Пусть } е 0 , с ^ / ( & ) ч | " //з , • ( " • " • 1> 

г д е 3 »» - компоненты пространства 5. Тогда можно вы
брать такое (.'0 и так пронумеровать^,,..., -5 »~ , чтобы 
выполнились условия 

Х 0 ) с< - <й/ ^ ' ( & ) ( с » 1, ... я ) 
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Согласно Лемме 3 существуют множества Цг,-(с() («'*•*.•-. */ 
оо свойствами 1 ) , 2 ) , 3) и множества Щ (о!) ( н 1,-4 () 
оо свойствами 1 » ) , 2 ' ) , 3 ' ) /см.Лемму 3/. 

Положим 

Тогда (1е ^е" /см.свойства 1 ) , 1' )/, / € ^ /см.свойства 
2 ) , 2 ' ) а Лемме 3 и условие-3°)/, и остается показать, что 
У. с Ф . В самом деле, пусть о & # , ̂  -$Ч5< (« ' • А , у>)-
Тогда с/е о,- (5, )\ ^ ($<• ) I С) 
/ом.овойства 3 ) , 3 » ) в Лемме 3/, и с<* е ] (5<) - ^ 
( с * с*4»-V,, т ~) . Следовательно, ^ е ^ ^ 4 ^ (6) , что 
и требовалось. 

Доказательство Теоремы 2. 
Пересечение любого псевдохомпактного мноаества 

К с 5 с компонентой 51 пространства 5 псевдокомпактно 
/ если вещественная функция У ( а ) непрерывна и неограничена 
на К Г) 5( , то функция Х . ( * } , равная У (л) прилеКП^и 
равная нулю при д е К П 5( , непрерывная -и неограничена на 
К / . Следовательно, каждая компонента 5А,.... 5 ^ есть 

связное 3 ПК" -пространство. 
Пусть ]• ^: - / | 5<: ( * • ̂ . . т ) • Применяя к 

каждой из непрерывных функций ^ •• 5< в зави
симости от ее типа, Лемму г,3 или 4, будем отроить откры
тые множества Т| с 5 и К и точки X;", * ( * е Т\ , следую
щим обравом: 

/всюду а, (> е Я / 

/А/» А ы) - Со, и * Т» - м; ; ( а ) л м; ( Ш, 

/Б/: ^ : ( З ^ - С а . б С - ^ Т4 - И; ( о ) Л ^ , (4 ) , 



./Г/: ^ (5.) • И М -»Т| • $ 'а) Л ( 6 ) ; 

/ Д / : у.- Ы - З а / . — Ь ч>Т4 (а)ЛЕд ; 

/Е/: ] ( ($<> 3 , 4 I -> Т< - ^ (в ) П С/(- „ 

(5.) - ( а , . - / * 1 Т - М * ( а ) Л Е / 0 

/ З А /<(5,)о'^ П ^ > т(; - ^ и) Л , 

Положим „ 

где {^У-гМх $ - множество всех функций типов /А/, /Б/, 
/ V , /3/, /В/ ив -/^5 . Поскольку Г(/*)<Л5 с 14 
/см.Леммы 2,3,4 свойства 1 ) , 1 » ) , 2 ) , 2 ' ) / и ^ ' е Г ( ^ ) 
(/- I. Л) (р* I. * > . то 



и эначитЦ есть окреотнооть точки ^ в т .п . (С (5), • }*) . 
Остается показать, что !1 Пусть о е Ц, о/ « ОI 5 , 
СС*'< - . » ь ) . Тогда Г(9С-)«=Т( « Л , - , " О , 

в Г (/4 ^..л|р*Хх). Используя свойства 3 ) , 4) из 
Леммы 2 и свойотва 3 ) , 3 ' ) из Леммы 3,4, мы получаем сле
дующее. 

в случае /АА ^Ы)'М^ (Ы),л1и^(Ь<)и 
(Я 4, *«/> ?1 Ы)2; 

в случаях /Б/, А Л о- (б4>«1«'я/|«; (50. «3 и/.' (з<); 

в случаях/В/, /3/: (о<)'^6<)С/Д,9иь о.-(50] ; 

в случаях /Г/, /Д/, /Е/, /И/| ̂  Ы'У*' (&> 
Следовательно, », ».*>••>. л . 

о ( 5 ) -,р у 6(3 С^>ир - / ( ^ и р , 
где Р - объединение конечного чиола замкнутых промежутков. 
Таким образом, 9 (3) ». ^"(З) , что и требоаалооь показать. 

Автор выражает благодарность доценту М.А.Гольдману 
ва постановку задачи и руководство и от.преподавателю 
А.П.Шостаку за ценные советы. 
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АННОТАЦИИ 

УДК 513.83. 
Об одном характеристическом свойстве функционально отде
лимых пространств.Гольдман М.А.,о. 3 - б. 

В статье доказывается,что топологическое пространство, 
удовлетворяющее первой аксиоме отделимости,функцивнально 
отделимо в том и только в том случае,когда каждое его 
компактное подпространство обладает свойством ( IX, ), 
ом.статью.Зтот результат применяется к вопросу о нор
мальной разрешимости уравнений в топологических проотран-
ствах. 

Библиогр. - 3 НАВВ. 

УДК 513.881. 

Замечание о "замкнутых линейных операторах с бесконечно
мерным ядром.Гольдман Ц,А. ,0 . 7 - 10. 

Пусть Г - замкнутый линейный оператор с областью оп
ределения в ( Т } в банаховом пространстве X и областью 
значений &(Т)з банаховом пространстве У ; гТ 'ОСЧ^Х^У 
вполне непрерывный оператор,такой,что Ь ( Т ) «с©(т?) .Дока
зывается, что если ядро *М(Т) оператора Т бесконеч
номерно, АЕЯ.(Т ~ и Л ( Х ) - замкнуты,то о!(уг) 1\Г(]~-Ц))~ 

лГ (Т ) ( символ с<ср>п служит для обозначения размер
ности нормированного пространства,понимаемой как наи
меньшая из мощностей множеств,линейная оболочка которых 
плотна в пространстве ) . 
Библиогр. - 2 назв. 

УДК 517.43. 
О некотрых классах функций нелинейных операторов в 
банаховых пространствах.Круг Р.Е.,Царьков Е.Ф.,с. 11 - 25. 

В работе доказывается теорема о линеаризации нелиней
ного оператора с неподвижной точкой ( §1 ),на основании 
этой теоремы вводится функция нелинейного оператора и 



- 141 -
изучаются её свойства ( § 4 ).обсуждается связь с уже 
имеющимися результатами.Более подробно рассматриваются 
дробные степени оператора ( § 3 ).При помощи методов, 
основанных на теореме о линеаризации,для специальных 
классов полугрупп положительно решаются вопросы о суще
ствовании производящего оператора и об экспоненциальном 
представлении полугрупп ( 5 5 ).Полученные результаты . 
применяются к исследованию ревностных уравнений. 
Библиогр. - 4 наев. • 

УДК 513.88. 
О сравнении некоторых оходимостей линейных отображений. 
Лабеев В.И. ,с . 2 6 - 3 1 . 

В статье изучается свявь между понятиями компактной 
аппроксимации и секвенциально компактной аппроксимации• 
со сходимостью,которая определяется, раствором между 
графиками линейных отображений,действующих в банаховых 
пространствах. 
Библиогр. - 3 назв. 

УДК 513.88. 
Об оценке норм линейных возмущений при секвенциально 
компактной аппроксимации.Лабеев В.л . ,с . 32 - 36. 4 

В статье получены оценки норм степеней линейных 
непрерывных возмущений,при которых сохраняются свойства 
изоморфности,а также доказана устойчивость некоторых 
свойств спектра линейных непрерывных и линейных замкну
тых отображений и устойчивость замкнутости области зна
чений линейного замкнутого отображения при секвенциаль
но компактной аппроксимации в случае бесконечномерного 
ядра возмущаемого отображения. 
Библиогр. - 6 назв. 

УДК 513.88. 
Об одном Обобщении понятия секвенциально компактной ап
проксимации отображений.Левченков В . С , о . 37 . - 45. 

В статье обобщается понятие компактной аппроксимации 
и доказывается несколько теорем об устойчивости размер-
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ности ядер и областей ааачений линейных отображений 
при вводимой сходимости. 
Библиогр. - 4 назв. • 

УДК 513.88. . 
Новые топологии,в которых предел последовательности 
компактных отображений является компактным отображе
нием.Лиепиньш А.Х. ,с . 46 - 51. 

В работе доказывается компактность предела последо
вательности линейных компактных отображений в некото
рой топологии,более слабой,чем топология равномерной . 
сходимости на всех ограниченных множествах 
Библиогр. - 4 назв. 0 

УДК 519.45 
Об алгебраических элементах в линейных алгебрах Ли. 
Липянский Р . С , с . 52 - 63. 

Б статье доказывается существование локально раз
решимого радикала,состоящего иэ алгебраических ( ниль
потентных ) элементов и локально нильпотентного ра
дикала, состоящего из алгебраических элементшв линей
ной алгебры Ли над полем характеристики нуль.Рассмат
риваются вопросы о характеристичности этих радикалов 
в некоторых классах алгебр Ли,изучается строение 
введённых радикалов в локально разрешимых алгебрах Ли. 
Библиогр. - 9 назв. 

УДК 519.45 
Об одной теореме Ам/цура. 
Липянский Р . С , с . 64 - с7. 

В статье изучается строение обобщённо лиевого 
разрешимых алгебр ( ассоциативных ) над полями нуле
вой характеристики.Доказывается,что такие алгебры 
являются расширением верхнего нильрадикала с помощью 
абелевой алгебры. 
-Библиогр. - 4 назв. 



УДК 519.2. 
Устойчивость решений линейных разностных схем со 
случайными коэффициентами в пространстве ^ . 
Свердан 'Л.Л. .Царькова Б.Н..С. 6Й - 75. 

В работе получены условия асимптотнвеской устойчи
вости в среднем квадратичном тривиального решения ли
нейных разностных ехек- со случайными коэффициентами. 
Библиогр. - 2 назв. 

УДК 519.2. 
Об устойчивости "решений линейных стохастических дифферен
циальных уравнений.Царьков Е.Ф.,с. 76 - 87. 

В работе получены необходимые и достаточные условия 
асимптотической экспоненциальной устойчивости з среднем 
квадратичном тривиального рошэния линейных систем сто
хастических дифференциальных уравнений,описывающих од
нородный марковские процесс в ^ .Полученные резуль
таты позволяют в"случае, скалярных уравнений л/ -поряд
ка сформулировать коэффициентный критерий устойчивости. 
Библиогр. - 8 назв. 

УДК 513.33. 
О тесноте, 31) -весе и близких к ним понятиях.Лкоиома' 
Мартина и её топологические следотзия. 
Шапировский Е.Э.,с. 8 8 - 9 9 . 

Исследуются кардинальные инварианты,близкие к теснота 
в их зависимости от Я-веса и К -характера топологи
ческого пространства.Ряд новых результатов получен также 
в предположении аксиомы Мартина. 
Библиогр. - 13 назв. 

УДК 513.83. 
О классах & - псевдокомпактности. 
Иостак А.П.,с.10О - 120. 

Вводится понятие 5 -псевдокомпактности (где ^ обозна
чает некоторый класс хаусдорфозых пространств). В теории 
^ -компактных пространств это понятие играет роль, подоб
ную той, крторую играет понятие псевдокомпактности прк 
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изучении реально компактных пространств. Некоторые 
конкретные классы проотранотв характеризуются как 
классы & -псевдокомпактности. 
Библиогр.- 5 наев. 

УДК 513.83. 
Точечно-экопоненциальнкя топология. 
Энгельсон Л.Я. ,о . 121 - 126. 

•В настоящей работе отроится и изучается новая 
точечно-экспоненциальная топология,которая сильнее, 
чем известная экспоненциальная топология Вьеториоа. 
Библиогр. - 4 назв. 

УДК 513.83. 
Устойчивость нормальной разрешимости непрерывных 
отображений относительно точено-экспоненциальной 
топологии. 
Энгельсон Л.Я. ,о . 127 - 139. 

Изучается новая топология на пространстве экс
поненты 2х,доказывается устойчивость свойства 
нормальной разрешимости непрерывных отображений 
относительно этой топологии. 
Библиогр. - 4 назв. 



АКНОТЛТЮЫЗ 

Оп а спа гасЪеНзИс ргорегЬу оГ ^ипсШопаПу верага-
Ъеа зрасез . ОоЫтап К.А. р . 3-6. 

I * 1е ргоуеа , ЬЬаЪ а Пгв'Ь соип-ЬаЫв Ъоро1ое1са1 ара», 
о в 1в ГипсИопаПу зерагаЪеа ±хх в У в г у 1*.в соарасЪ 8 и Ь в р а -
св пав ргорегбу •(.%(/У » йеГхсвй 1п -бае рарвг. Т Ы в хевиГЬ 
1в иаеа з-Ьийу И&е р г о Ы е т а о т а 1 зс-Д.уаМИ'Ьу ециа-
Ъ1опэ 1п *оро1ое1са1 ерасэвк 

ЗГоПоегарпу - ' 3 пашеа. 

А поЪе оп сАозей И п е а г орегаЪогв « И п ап 1пНп1-Ье 

<И1тэпз1опа1 квгпе1. йо1атап М.А., р . 7 - 1 0 . 
ЬеЪ Т йвпо-Ье а с1овеа И п е а г орегаЪог аеИпеа о п ® ( т ) 

с X « И Л ±шаееЦСТ)^ ( X апа X - ВапаоЬ. Зрасев ) апй 
^ ^ ( О ^ с Х ^ У - а с о г а р 1 е 1 ;ех1у соа*1пиоиз И п е а г орега-Ьог.зисЬ 
*Ьа* Э ( Т )<=9 ( сЖ I * 1 а ргоуеа -СпаИ I * Ъпе к в г п е 1 5 $ С Т ) п а 8 

1 п ? 1 п 1 1 ; с с 1 1 г 1 е п з 1 о п а^8ла ЪоЪп ^ С Т " ) апй Л С Г - ^ а г е с1оаеа, 
Ъпап с б О п «пеге с4и>» .Б йепотеэ а а!тепэ1оп 

о± а погшей зрасе, а еЙпеа ае Ъпе 1еав* оага1па1 а виЪ-
ве* , -Спе И п е а г зЬ'еП от « Ы с п 1з йепсе 1а Ъпе зрасе Е » 

Б1ЪИоегарЬу - 2 патез . 

Оп зоше с1азеез оГ :Гипс*1опв оГ П а * а г орега«огв Ш 
Вапасп врасев. Кгие К..Сагкоу *Т»*# р . 11-25» 
А Ъсеогет оп П п е а И г а Н о г . ох а поп -Ппеаг орегаЪог 

угИ;п а 2ххеа ро1пЪ ;.з ргоуеа» Заве<1 оа <й11в геви^Ъ а Л ш -
сЫоп ох а попИпеаг орегаЪог 1в аеПпеа апа И з р г о р е г Н е в 
агв в*иа1еа. З о е й сойпесч;1епв кпо»п гевиИзев аге а ! в -

оиавей. Тп1з *вви1*ве аге сизо иаеа * о а^иву «ИГСегепсе 

В1Ы1оегарЬу - 3 « е т е з 

ОопрагШе оГ зоте сопуегвепсез И п е а г тарр1п8в. 
ЬаЪе;)еУ У Д . » р . 2 6 - 3 1 . 
Тпе сопг.ес*1опз ЪёШтеоп 1&е поНопз о * сошр&о* вррго» 

х1аа'Ыоп апа 8еаиепЪ1а11у сопрао* арргохЗла'Ыоп * г о т опе 
з1ае агД 8 0 с а И е й сИзЪапее ООУегбепсе 2гош •бЬ.е оЗДвГ «Те 
зЪшИеа хп Ъпе рарег. 

В1Ы1оггарпу - Зпатез. 



Оп -Ызе погт У б г Н И с а Н о п оГ И п е а г регЪигЪаПопз ип-

йег зедиеп-ЫаНу сотрасЪ арргоххтаПоп.ЬаЪе деу V.32-36 

8оше УегЫПса 'Ыопз- оГ Ипеа г ' регвигЪаНопз аге е о * ' 

I * 1 8 ахво ргоУей, *йа* зопе р горе гШез о±" эресЪог аге зЪа-

Ы1е илйег Ызе 5е^иеп'^;^аПу сотрасЪ арргэххта'Схоп. 

ВхЪПоцгарпу - 6 патез . 

Оп а депегаЛга"Ыоп о± сотрасЬ арргоххтаЪхоп оГ тар -
р1пез. ЬеУбепкоу У . 5 . , р . 37 - 46. 

А еепёгаххга'Й.оп оГ Ъпе поЪхоп оГ согарасЪ арргоххпа-
•Ыоп о± таррхпдз хв хп'Ьгойисей. апй вйшИей. 11; хз ргоуей 
•бай* Ше йхтепзхоп о!" кегпе18 о± И п е а г сопИпиоив таррхпез 
хз зетхз1;аЪх1е ипйег * Ы . 8 арргоххта1;хоп. 

ВхЫхоегарпу - 4 патез . ° 

1Те« *оро1об1еа хп « Ы с п Ъпе 1 Ш * о!" а сотрасЪ тар -
рхп^з зе^иепсе хз а сотрасЪ таррхие. Ыерхпё А.Н. 
р . 46 - 51 

ГЬ хз ргоУей, ЪЬа* Ш е Пш± 1 ; о!" а зедиепсе оГ сов-
расЪ Ипеаг-таррхпйз Хз согараеЪ \чпеп Ъпе зрасе хз еп<1о»еа 
•лаШ а пе » *оро1оеу у/еакег Ъпап "Ьпе изаа1 Ъоро1оеу о? 

•апхгогт сопуегдепсе оп а11 Ъоипйей зеъз . 

ВхЬИоегарпу - 4 п а ш з . 

Оп а1веЪгахс ехетеп-Ьв хп И п е а г Ы е а1§еЪгав. Ы -
раапзку Н.5.., р . 52 - 64. 

Тпе еххз'Ьепсе о± 3 гайхса1з 1п Ьхе аХдеЪгаз оУег *пе 
Гхе1йз о±" аего спагасЪегх3 1 5 1 0 3 Х 8 рг<яге<1 а 1оса11у зо1та-
Ы е гаДхса1 сопехзПпд о± ахцеЪгахс ( о г пПрсСе.тЬ) ехетсзтСв 
апй а 1оса11у пПроЪепЧ; гаа\хса1, сопзхзЪхпе ох" а1ееЪгахс 
е1етеп-6в. Тпе БЪгисЪиге о!' Ш в гайхса1з хп 1оса11у з о 1 У а -
Ъ1е П е а1ееЪгаз хз зСисИей. 

ВхЪПодгарЬу - 9 патез . 
"Оп а •Ьпеогет о? АтхЪзига. Ыр^апзку Н.З. ,р.бЧ—68. 

Тпе в*гис1:иге ох" е епегаНаей Ы е зо1уаЪ1е аззосха-
Ъхуе а1ееЪгаз оУег гего-спагас1;егх81;хсз Г±е1аз хз 1 ^ е з 1 ; х -
баЪей. I * хз ргот/ей Ып&Ь зисЬ а1деЪгаз аге ехСепзхопз ох" 
ап иррег пх1-гаахса1 Ьу теапз о± АЬо1 а18еЪга8. 

ВхЫховгарЬу - 4 патез . 



Тпе вЪаЫхгСу о!" еохиНопз ох И п е а г .йх1"Гвгеп*1а1 зу-
зЪетз вдх1;п^. Зувгйап 15., Сагкоуа V . , р.й9~75. 
Зоте оошИЗДопа Гог ап азвхтр-уоЪхс зЪаЪхПЪ;;" оГ а "Ьгх-

у1а1 вохиНоп ох" И п е а г (ШТегеп-Сха! зузЪетз «1$Ь 

ВхЪПовгарпу - 2'паяв з . 

Оп Ъпе вЪаЪхИСу ох* зо1и1;хопз ох" П п е а г 3-боЬ.ав-Схс (ЦГ-
хЧггопЪхеа еаиай1опв. Сагкоу 2 . Р . , р . 76-87 . 
Тпе рарег сопЪеп-Ьз песеззагу апй виГгхсхеп-б сопйх-Ыопв 

Гог Ъпе зЪаЪхПЪу о±* а 1;гхуха1 зохиЪхоп оГ И п е а г зузСетз 
о±* в^опазихс ахг'х'вгеп-Ыах ееиаЪхопз, т;п1сп йезсгхЪе а пото-
депеоиз Ыагкоу'з ргосевз хп 

ВхЪПоёгарп.у -. 8 папез. 

Оп -ЫвЫшеаа, Л - и е х в Ы : апй соппео-Ьей поЪхопз. Маг-
•Ьхп'з Ах1от апс1 11;в •Ьоро1ов1са1 сопзеаиепсев. 6аг>1-. 
гоУзку В.Е. , р .68 - 1 0 9 
Торо1^8хса1 сагаМпах хпуагхапЪз П к е ПеЫзпеза аге 

8*и<11в4 1п соппесИоп у^/Ьп К-\че11$А апй Л ,—спагасЬег. Зо
те п е « гезихЪез аге до* ипйег Ъпе а в 8 Ш С р *1оп о!" МагПпз 
Ах1от. 

ВхЪИозгарЬу - 13 пате в. 

Оп о1аз8еа оГ С -рзеиаосотрасЪпвзв. ёозЬак А , Р . , 
р.- 1 0 0 - 1 2 0 . 
А поИоп оГ & -раеиаосотрасЪпезв ( «пега Л йепоЪеэ 

а о1аав ох* НаивйогГГ зрасез ) 1з 1л1;гос1исес1.. 1а *пе Ъпвог/ 
ох* & -соь.расъ зрасез (хп Н е г г Н с а ' з зепсе ) ЫИз сопсерЪх-
оп р1аув а го1е з1т11аг" "оо ЪйаЪ о± рзеиЛосоарасЪпезз 1п 
сЬе Ъпеогу оГ геахсотрасЬ зрасез. Зоте с1аззез оГ тзорохо-
Ехсах зрасев аге спагасЪегхавй аз с1аззез оГ & -рзэи<1о-
сотрасЪпевв х'ог 8рес1а1 . 

ВхЪПовгарпу - 5 патев. 

Оп рохаЪ-ехропепЫах Ъоро1о8у. Еппаехвоп X , , р » 121 -
127., ' Х 

А пея Ъорохоез* }» оп Ъпе пур&гзрасе & оГ а11 о ! о -
зеа зиЪае-Ьв о±* зрасе X сопаггисЬей ап4 1аУе8ЗДва*е<1. Т Ы в 
*Чро1о«у о « ' в*лу>п*вг *Ьап +А>е азиа! ехроПепЫа! У1е1;огхв 



•Ьоро1огу. 
В1ЪИоагар1\у * 4 потев. 

--, Тле з^аЪШЛу о{ поггса! зо1уаЫ111:у о± соп1;1пиоиз 
каррДпсз 1п "№в ро1п^~вхропвп"1;1а1 1:оро1о8у. 2Ъ?,е1воп 
Ь > . , р.127-139. 
ТЫ з-ЬаЪШЛу с? поггаа1 8о1гаЫ111;у о? соп-Цпиоив 

шарр1псв 1п ХЬа ро 1п-Ь-вхропвп'Ыа1 'коро1обУ (сопз"1гис1;вй 
1п *пв ргаV^оиз рарвг) 1з ргоуой. 

ЫЪИовгарпу — * паивз. 
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