




где и * +» щ и^ , является решением однородной с и с ­

темы ( 2 ) . В выборе Х 0 имеется некоторый произвол, а 
именно, если Х 0 ~ характеристический показатель системы 
( 2 ) , то Х в ' = "Х0 е х р ( 2 п со / / V ) , где со = 0,± £ 
±2,.+* , тоже является характеристическим показателем с и с ­

темы ( 2 ) . Действительно, пусть У Л Х о и п. ­ реше­

ние системы ( 2 ) , причем и и ^ . . Тогда У п = 
­ Е х ^ 7

п

\ ^ п . ­ тоже решение систеьш ( 2 ) , если \х^^ = 
= ехр ( ­ 2 ^ с со п . / ^ ) и п. • Определим постоянную матрицу L 

выражением 

Тогда справедлива следующая лемма. 
Л е и Ц а I . Каждому собственному значению матрицы 1_ 

отвечают решения вида ( 3 ) . Все эти собственные значения я в ­

ляются характеристическими показателями однородной системы 
( 2 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введен матрицу К п. , 
определив ее Оормулой 

К, - Уп с ю 
где У . ­ А . . . А А . . Матрица К ^ я в л я е т ­

ся периодической с периодом N , т . е . К л + Л/ = 
Действительно. Кп . / V = У**^ . Поскольку 

У ~ + А = Ул/ * то имеем 

Таким образом, для фундаментальной матрицы решений однород­

ной системы ( 2 ) имеем 



ОС 

где 

Если однородная система ( 2 ) допускает к линейно 
независимых периодических с периодом N решения, то [ 2 ] 
и сопряженная система 

где k n « / w s К^ , Пусть l) ­ собственное значение 
матрицы С , Сс собственный вектор , т . е . (L • ^ ) 0 * О в 

Тогда решение системы (2 ) с начальными условиями У* * Q 
удовлетворяет соотношении 

У п. ­ У а ' Kr. L*Q ~Kj"a=i*Un, 
где U л. * К л Ol 1; U n t ^ у ü a . Значит >) ­ х а р а к ­

теристические показатель однородно!; с и с т е м ( 2 ) . Обратно, 
пусть найдено решение системы ( 2 ) вида ( 3 ) , т . е . Х в ­ х а ­

рактерист;:чес;с:::. п о к а з а т е л ь . Тогда из выражения ( 3 ) имеем 
У*

 3 Х 0 У о , значит число *
 х

о ­ мульти­

пликатор однородно:; системы С2) . По предположению матрица 
L» имеет по крайней мере одно собственное значение Х в * 

« j o ' ^ • лемма д о к а з а н а . 
В работе [ 2 ] показано , что неоднородная система ( I ) 

имеет единственное периодическое решение тогда и только 
т о г д а , когда однородная система (2 ) не имеет других перио­

дических решений с периодов n , кроме нулевого , что э к ­

вивалентно УСЛОБПЮ deL ( £ ­ V ) ф О , где V
e

X i v . 
Единственное периодическое с периодом /v решение системы 
( I ) тогда может быть записано в зиде 



имеет к линейно независимых периодических­решений, В 
этих условиях неоднородная система ( I ) имеет периодические 
решения тогда и только т о г д а , когда для какдого периодичес­

кого решения сопраадиной системы ( 7 ) выполнено условие 

¿ , 2 / , ­ о , (в) 

Введем векторы ^ \ ^ | , [ ­ ) ж * , 2 , . . . , к , опреде­

ленные УСЛОВИЯМИ 

21&уч с/е{ . ¿ 0 , ( ? ) 

где У л . ж у = Щ , * \к/„; для каждого у = ^ , г и. 
Л е У и а 2 . Если выполнены условия ( с ) и условия 

4 (Ю) 

то неоднородная система ( I ) имеет единственное периодичес­

кое с периодом N решение. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть э с ^ ­ н е к о т о ­

рое частное периодическое с периодом решение системы 
( I ) . Тогда 

о 

где Э С ^ ­ произвольное периодическое решение системы ( I ) , 
является периодическим с периодом /V решением однородное 



системы ( 2 ) . Поскольку любое периодическое решение однород­

ной системы (2 ) представляется з виде 
к 

где [ ] ­ линейно независимые решения системы ( 2 ) , 
° ^ ­ произвольные числа, то имеем 

и 

э с , « ос* * Ц «у У Л ) , (Ц) 

Умнояиы обе части равенства ( I I ) слеза на каждое У к С и 
просуммируем по К от I до /V , тогда получим 

j г | ь** ­> Я­/ 

Если выполнены условия ( 9 ) , то числа ыо£НО найти одно­

значно из соотношения 

Таким образом | периодическое решение ос л неоднородной с и с ­

темы в случае , когда 

кН (е - V; - о, 
определяется единственным образои из условий ( 1 0 ) . Лейла 
д о к а з а н а . 

Следуя соотношению (6)мобозначим это единственное п е ­

риодическое решение неоднородной системы ( I ) через 



­ ъ ­

1 У*_1 

Определим оператор К »х выражением 

«4 

где А | ­ поокзвольные постоянные. 
Пусть дана неоднородная система 

где О С г « С , А « , 
Л е :,; и а 3 . Если выполнены условия 

( 1 6 ) 

для каждого периодического решения Z r г j
 с

^ ^ , . 1 1 ( К 
сопряженное системы ( 7 ) , то для любого периодического з е к ­

тора г п суцестзует периодическое с периодом л/ реше­

ние системы ( 1 5 ) . 
д о к а з а т е л ь с т в о . Если периодически;* в е к ­

тор 1 п удовлетворяв? условию (б), то ¿"2] периодическое 
решение системы (15) существует . Предполо^снм, что ^ не 
удовлетворяет условию ( о ) . /Ысша обе части равенства (14 ) 
слева на каждое периодическое решение сопряжение! системы 
( 7 ) и просу ж и р у е м по к от I до N , т о г д а , если выпол­

няется условие ( 1 6 ) , будем иметь 

¿41^ 2 «*^а ­ ° ­
К * ' .1*' Н * ' 

Если выполнены условия ( 9 ) , то числа определяются 
единственным образом из соотношения 



Таким образом, Щопределяется единственным образом. 
Полонив Р г г + . ­ /« + 1 =^« + 1 , где у*** Щ и 
применяя теорему о существовании периодического решения £1] 

"к неоднородной системе 

Ос >\ +1 = Ап э с л * У * * ' , ( 1 8 ^ 

получим утверждение леммы. 
Из определения оператора следует, что соотноше­

ние (В) и выражение 

равносильны. 
Если не Б дополнение к условиям ( 1 6 ) для периодическо­

го решения с периодом /V системы (15) ОС * выполнены у с ­

ловия ( 1 0 ) . т с , применяя лемму 2 , получим, что это периоди­

ческое решение ос ^ системы ( 1 5 ) определяется единствен­

ным образом условиями ( 1 0 ) . Обозначим это единственное ране­

ние следующим образом ( с м . ( 6 ) ) : 

Рассмотрим теперь систему разностных уравнений 

э с „ + , ­ ( А *А Вп)хп, ( 2 2 ) 

где о с ^ € С ^ В п . д В„, £ >о 1 А ­ постоянная матри­

ца т > >^ . Для этой системы X (* )
 ш Фундаменталь­

ная матрица решений, 17 ( О ­ матрица монодромия. 
Пусть система (22) при £ * о 

э с ­ А ос гх 



имеет к ­крааный характеристический показатель х 0 . 
Как показано выше, характеристические показатель Х в я в л я ­

е т с я собственным значением матрицы И =[иг(°Л . Посколь 
ку и Со) » , то для каждого характеристического по­

казателя системы ( 2 3 ) всегда найдется собственное 
значение Х 0 матрицы А такое» что ~Х0 = Х 0 е*р (2»СЧо//у^ 
где в о , ± £ • ± 2 $ л л - . П о предположению, Х в ­ К ­

кратный характеристически*! п о к а з а т е л ь , значит ему с о о т в е т ­

ствует класс собственных эпачеии;: патрицы А вида 

где со,­ = о , ±±, ± 1 х . | ]• = ±/2., шш.лк. 
Назовем Х 0 ­ К ­ к р а т н ы м х а р а к т е р н о 

т и ч е с к и м п о к а з а т е л е м п р о с т о г о 
т и п а , если каждому собственному значению вида 
( 2 4 ) отвечают простые элементарные делители . Будем в д а л ь ­

нейшем изучать только такие характеристические показатели . 
Произведем в системе ( 2 3 ) замену переменной 

ЭС ^ ­ У п , (25) 

В итоге получим систему 

= х ; ' / 1 у Л ) ( 2 6 ) 

которая , как легко в и д е т ь , имеет к линейно независим'!:­: 
периодических с периодом л/ решения 

ул = ^хр(2т^п/л/)с4^у >"> ( 2 ? ) 

где Q j ­ собственные векторы матрицы А. Соответственно 
сопряженная система 



тоне шьщ [2] к линейно независимых периодических с п е ­

риодом /V решения 

2 * е х р (2*4**^ п . / л ^ ) ^ . ^ = . м # (23) 

где Щ ­ собственные вектор­строки матрицы А. 
Рассмотрим неоднородную систему 

З С , + | ­ А о с „ ­ ( 3 ° ) 

где * л/ 1 
Выберем собственные векторы С ­̂ матрицы А, с о о т в е т ­

ствующие собственным значениям вида (24 ) т а к , чтобы были 
выполнены условия нормировки ёс 0 J •* щ% , где 

],С = 1 , 2 , * • Учитывая выражения (27 ) и ( 2 9 ) , полу­

чим 

2 1 ч * ; « . (31 ) 

Пусть также выполнены соотношения 

Тогда , если выполнены условия 

где определены выражением ( 2 9 ) , то неоднородная сис­

тема ( 3 0 ) имеет периодические с периодом » решения. Вол», 
к тому же, для периодического решения О с Л системы (30) 
выполнены условия 



то это ЭС п ­ единственное периодическое решение системы 
(30 ) причем числа <*| можно найти Й З СООТНОПКЗНИЯ 

Оператор Я?* определяется тогда выражением­

причем 

Ц«Чц (35 ) 

В нцкшешш ( 2 1 ) , которое справедливо и для единствен­

ного я е р г о л п е с к о г о решения неоднородной системы 

Э С ^ * Аос~ * Щ*±ч$1***9 (36) 

анеретор С * шягао определить следующим образом. Пусть 
ЭСъ ­ произвольное реяение системы ( 3 6 ) . Тогда оператор 

Сгч определяется выражением 

С ^ Ь ^ (37) 

Положив ос л равным правой адсм заражения (37 ) и подста­

вив в ( 3 6 ) , получим, что о с п . является решением систимы 
( 3 6 ) , о с . , * ^ * э с л и выпэляеио условие ( 3 1 ) . 



Т е о р е м а . Пусть система разностн г 1 х уравнений 
(22 ) при £ = о имеет к ­кратный характеристический по­

к а з а т е л ь простого типа . Тогда система (22) имеет ровно 
характеристических показателей 

где "х. с о ) = х 0 . Причем каждый из них можно предста­

вить выражением 

где ^ * ­ корни уравнения 

(38) 

(39) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Произведем в системе 
(22 ) замену переменной 

где 6с „ £ ^ М ос ^ . Тогда получим систему 

где осо = V { о ) . Поскольку эта система имеет периоди­

ческое с периодом & решение, то [2] для каждого периоди­

ческого решения ( 2 9 ) сопряженной системы (28) выполняется 
условие 



Пусть выполнено (31) и оператор определен выражени­

ем ( 3 4 ) , тогда условие (42 ) равносильно выражению 

Отсюда следует , что система 

£ Л . , " х-0'Аос„ г * ­ ' 8 „ ) х . ( 4 3 ) 

равносильна системе (%%)ц 
Если ­ некоторое частное периодическое решение 

системы ( 4 3 ) , то (см.лемму 2 ) любое периодическое решение 
этой системы можно представить в виде выра^ешп 

где (Ул{] ­ периодические решения однородной системы ( 2 6 ) , 
определенные выражением ( 2 7 ) . Следует отметить , что ч а с т ­ , 
ное периодическое решение сх£ мокно определить , следуя 
леммг 2, единственным образом из условия 

Подставим в левую часть системы ( 4 3 ) выражение ( 4 4 ) , в и т о ­

ге имеем 

Если условие ( 4 5 ) выполнено, то система ( 4 6 ) имеет един­



ственное периодическое с пориодой * решекче, которое , 
следуя ( 2 1 ) , Мояно представит^ в виде . 

Подставив выражение (47) в соотношение ( 4 4 ) , получим ь ито­

ге 

Запишем это выражение в виде 

т . к . при достаточно малом £ разность х "
#

­ цоиет 
быть сделана сколь угодно малой. Подставив выражение ( 4 9 ) 
в условие ( 4 2 ) , получим 

Система ( 5 0 ) допускает ненулевое решение 

тогда и только т о г д а , когда 



iemīl яжь члены первого порядка по t . Для этого в н а ­

чале представим соотношение ( 5 1 ) в виде 

i N J*t_ 

* (*'-*:fĻ^<AGkXJ Ski Ш | Щ 

/ V 

• Ž (ск.л>­'.*0­м * * ­I ­ о. 

Прогвведем замену переменной 

$f "«! Щ ­ %1 (52) 

Тогда, учитывая ( 3 1 ) , получим 

J.l(%Ī^E-tS((.-i))-o, ( 5 3 ) 



­ г? ­

­ матрица­функция к *к . 
Пусть уравнение 

\ Ш ( М ­ О Е ) - о ( 5 4 ) 

имеет корни О,­ с кратностями ! | ] . Тогда из (53 ) следу­

е т , что 

­ ^ Х Г * о ( £ ^ ) , ] ­ ­ ' , 2 , . ^ . (55 ) 

Подставляя .аыражени^ (55) в соотношение ( 5 2 ) , получим 

Теорема доказана . 
С л е д с т в и е . Пусть у матрицы А все собственные 

значения не выходят из круга \ г | <£ # причем на 
единичной окружности имеется лишь собственные значения, к о ­

торы:: соответствуют простые элементарные делители . Если 
с о б с т в е н н о значения матрицы М расположены в левой полу­

плоскости, то тривиальное решение системы (22) асимптоти­

чески .устойчиво. 
В качестве примера рассмотрим систему 

З С ^ , = ОСгг + В Вгг ОСгг^ ( 5 6 ) 



где О с л £ С** , Ш * « = • * > ^ ­ Определим 

постоянную матрицу I выражением 

I - Щ 

Легко видеть, что при е = о система (56) имеет х а р а к т е ­

ристический показатель > о * ^ простого типа, которому 
соответствуют два линейно независимых постоянных решения 
однородной системы 

Аналогично, сопряженная система имеет два линейно н е з а в и ­

симых* постоянных решения 

?'< И I О ) , 2 2 = ( О . Л ; 
Иатрица М , определяющаяся выражением ( 5 3 ) , в этом случае 
равна Г . В соответствии со следствием , имеем условие*ус­

тойчивости типа теоремы об осреднении, приведенной в моно­

графии | 2 ] : если собственные значении матрицы —• 2^ 
расположены в левой полуплоскости, то тривиальное решение 
системы ( 5 6 ) асимптотически устойчиво . 
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Рассмотрим систему 

о с „ . , * (А + 1 в , Х ) а с К |

 ( 1 ) 

где х а , ? , £ > 0 • В [ I ] изложен 
критерий экспоненциальной устойчивости тривиального реше­

ния системы ( I ) в случае , когда А ­ единичная матрица, 
3 ^ ­ почти периодические матрицы, В настоящей работе пред­

л а г а е т с я критерий устойчивости тривиального решения системы 
( I ) , где Д ­ постоянная матрица с вещественными или комп­

лексными элементами, спектр которой яе выходит из круга 
| 2 | * 1 , аналогичный критерию работы [ 2 ] для обыкновен­

ных дифференциальных уравнений. 
Пусть отличные друг от друга собственные значения 

матрицы А системы ( I ) таковы, что некоторые из них у д о ­

влетворяют соотношению 

= e x p ( ¿ I Г L U ) / л / J ; P ^ t , { 2 ) 

•Легко видеть , что всегда найдется преобразование $Сл*1мул 

переводящее систему ( I ) в систему 

& н = ( Я ­ £Рп)У*, ( 3 ) 
где Рп + ы ~ Рп , а отличные друг от друга собственные 
значения матрицы удовлетворяют соотномению 

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ решений линейных систем 

РАЗНОСПШХ УРАВНЕНИИ С ШРИОДИЧЕСИШМ 

КОЭФФИЦИЕНТА?̂  

Б .М.Живихин| А «С.Мастерков 



Будем считать в дальнейшем, что отличные друг от друга 
собственные значения матрицы А удовлетворяют соотношению 
( 4 ) . 
Теорема I . Существует периодическое преобразование, к о т о ­

рое приводит систему ( I ) ззиду 

y r t + , ­ ( А * t S ) Уп, <
5) 

где S ­ пос тонная матрица, причем система (5) имеет с точки 
зрения асимптотической устойчивости тривиального решения 
те же свойства , что Ш система ( I ) при достаточно малэдз £ , 
Доказательство . Произведем в ( I ) замену 

где Сп+» тс С^ - Вбйк найдется постоянная матрица JS 
т а к а я , что система (Ц Судет иметь аид 

y f t + , =L"A ..*й *йШЙШ«, <7> 
причем |( Q ^ ( c ) \\

 ж о(£) , то ­характер асшштотической 
устойчивости решений З С , г = 0 в Уп-0 счетом ( I ) и (7) 
будет одинаковым при достаточно малом £ , так кат: npi> 
этом условш! заведомо ограниченная матрице £ ­ l С п 
обратима. 

Сделав подстановку, получим 

Уп,, * lA + i(ACn
 + &п-Сп., А )

+ §*(£)} Уп. 

Осталось п о к а з а т ь , что уравнение 

/1С + б , ­ С , Д = Б , «•> 
имеет периодическое решение. Сделав замену Сп ~ А *&пА 
в уравнении ( S ) , получим 

/ Г " Y b . ­ s M " . (« 



Ремшт уравнение (6) П О Л О С Е $д0

 = V , где У ­ про­

извольная матрица. Тогда получим 

И.-и'^А"""(В, -9)А\ 

С.-А"иГ-1т.А"
и

"'(Вг5)А": 
Так как С п . * !! С л , то С0 * С* и 

где V = ' /ШД" . Полагая & =$+А\/-]/А . найдем 0 

из уравне) 

(Ю) 
, Докажем, что решение уравнения (10) существует и единствен­

но. Для этого ну&ио п о к а з а т ь , что спектр линейного оператора 
над кольцом матриц 

л/ 
l b = 2 1 / Г в д 1 

не содерглт нуля. 
Легко видеть , что 

Так как по п р е д л о ж и в * / / < * шфШ
1

^/^}, о ­

при А # , то о ^ ^ ( / J . Значит оператор L обратим и 
решение системы (Ю) существует и единственно­ Для завер­

ш е н а доказательства остается применить теорему о первом 
приближении f l ] . 



В качестве примера исследуем на устойчивость триви­

альное решение ежФЙжод 

0 С Л . Й

 + о с , * I (4+ :.одс ^ ) э с п . (п) 

Положим оси* , » 1>* * тогда получил'; систему 

ОС П . •* I _ У гх ) 

или 

где 

I 

Собственные значения матркци Д удовлетворяют с о о т ­

ношению А а / д ^ = e > p ( ^ T c j . Сделаем замену елр^т^п^Ип ( 

где 

• 1 г ) 
^ / г , полу чим г . . * 

лсп « с ! 
е 

г 

и л 
2 

где 
/ т и п 1с а \ 

с 
е 

Система (12) примет вид 

Ып*, = ( И + £ Ргг ) С!*, (13) 

где & ж А ехр ( ~ Е * ) с собственными з н а ­

чениями Х 1

з г

­ с | Х 1 ­ ­ с , а матрицы 



( о о / 

/ О о \ 

, при м ­ четном 

при N ­ нечетном 

Подстановкой Щ ^ * ( Е ­ € С „ . ) \Г* . г д е С * * * , * С П , 1 >о, 
приводшл систему (13) к виду 

где $ находится из соотношения 

О 1*1т—-дт-

Следовательно имеем, что 4 10 о \ 

При 0 < £ < 2 тривиальное решение исходной системы рав­

номерно асимптотически устойчиво. 
Предложенный метод исследования устойчивости триви­

ального решения системы ( I ) ) является несколько неудобным 
при исследовании систем большой размерности. Нихе предла­

г а е т с я метод исследования устойчивости тривиального решения 



основаннай на анализе систем меныпей разгерности с сохра­

нением свойств асимптотикзеком устойчивости тривиального 
решения. 

Пусть с о б с т в е н н о з н а ч е н а ЛхДг, . . . штриды А 
таковы, что * **Р ><г * ехр 'с­^У), 
\**\\< i , ] г з ^ . .,т , Будем с ч и т а т ь , что индексы собствен­

ных значений г/атрици Д равиь I . 
Существует такая обратимая матрица М . что А 

приводится к дпагепальноцу виду 

Сделаем в ( I ) замену переменной э с л

 = /Ч Уп ­ Тогда полу­

чим из ( I ) 

(15) 

а Ч̂ ц ­ почти­периодическая матрица. 
Рассмотрим систему 

(17) 

где 

В £1} показано , что существует преобразование К а , приводя­



щее систему (17) с почти­периодической матрицей *£) п 

системе 

тривиального р е ш н и я си .тем (17) и (18) одинаков при д о с ­

таточно малом € . Сделаем е (16) замену перепенной 

Теорема 2 . Если тривиальное решение системы (18) равномер­

но асимптотически устойчиво, то тривиальное решение с и с т е ­

ш ( I I 1 ) так&ё равномерно асимптотически устойчиво. 
Доказательство . Для доказательства возьмем функции Ляпуно*­

V ( Э с ) * \ у ~ \ \ Так как тривиальное решение системы (18) 
равномерно асимптотически устойчиво, то оно и экспоненци­

ально устойчиво£ I ] . Тогда существует такая постоянная 
с > о , что 

2 П = ЕпЫп , где 
Приходим к системе 

П. + I 1_ Л IV* . (19) 

V . . . &*4
С

%Ш 
С ТОЧНОСТЬЮ ДО О ( £ ) С8) 

* г £ Йе (1/«)/ VI!'/ 2 • 2 € ( с/1.;/ г£|/ Щ * 

т . е , диагональные миноры 

И , ­ 2йг(с/«) + с < о , 



Остается п о к а з а т ь , что­

С точность до o(t) нодучй! 

При £ = о , / <*j / ­ i < О ДЯЯ J = 3 , V,.. /и . Тогда, учитывая, 

что диагональное миноры вашсайноЁ выше квадратичной £ о р ­

мы М± < О t Mz >С f получаем цепочку неравенств для 

диагональных минеров большей размерности: М 3 < 0 / P 1 v > ö 

и т . д . Эти неравенства сохраняется прн достаточно налом £ 

ЭТИМ замечанием и завершается д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. 

Приведем еще один частный случай систем с малым 

параметром, которые достаточно л е г к о исследовать на у с т о й ­

чивость . 

Теорема 3 . Пусть дана каноническая система разностных 

уравнений 

о с * . , ­ ( А + i Вп ) х „ , (¿0) 

где Эсп , Вп^„ * В„ , £ >о. 
Если собственные значения матрицы А таковы, что 



Х 6 = е л р ( * * ­ ? * ) , * • (21) 

то при достаточно малом £ тривиальное решение с и с т е м 

(20) устойчиво. 

Доказательство . В силу конечности системы (20) , матрица 

мо.чодроши удовлетворяет соотношению 

, где 

юособан вещественная кососимметрическая матрица. 3 ­ 1К 

Следовательно, наборы мультип::пкатороБ [ ^ | И [̂ Р ] | 

матриц Х/у и (Х/у) совпадают. При 1^*1*4 мультипли­

катора ^> и ^ симметричны ( в сшсле инверсии) относи­

тельно единичной окрукностк. Рассмотрим систему 

у * . , ­ А щ . 

Мультипликаторами этой системы являются собственные значе­

ния 

матрицы юнодромии У * * А • В силу усдовия (21) они 

различны и лежат на единичной окружности. Окрухим кавдый 

из мультипж1каторов системы (22) непересекающимися окруж­

ностями 5 ^ . При достаточно налом £ ковффициенты систем 

(20) и (22) "близки" в смысле" матричной нормы. В силу 



непрерывной зависимости решений линейных систем от коэффи­

циентов, мультипликаторы систем ( 2 0 ) и ( 2 2 ) "близки" в 

смысле расстояния. Тогда при достаточно малом £, в каж­

дой из окружностей 5 б будет находиться только один муль­

типликатор системы ( 2 0 ) . В силу симметрии они будут нахо­

диться на единичной окружности. Теорема доказана. 
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О С У С Т О Й Ч И В О С Т И РИ1;1ЁШ:Й С Т О Х А С Т И Ч Е С К И Х Д Ш Е Р Е Ш Ш А Л Ь Ю ­

Р А З Н О С Т Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 

ИОНИИ Л . Л . , Царьков Е . Ф . , ЯСИНСКИЙ В . К . 

Исследование устойчивости решений дифференциально­

функциональних уравнений чаще всего основано на примене­

нии метода вспомогательных функций, которые позволяют п о ­

лучать достаточные критерии устойчивости в терминах "пра­

вых частей" уравнений. 
Стот метод хорошо известен как в теории устойчивости 

детерминированных дифференциальных уравнении, так и в т е ­

ории уравнений, описывающих марковские процессы. В послед­

нем случае йшшо использовать формулу замены переменной 
в стохастических уравнениях, как это сделано в работ еЕ.1~] 
для исследования уравнений без последействия» Этот метод 
оказался возможным применить и в случае уравнений с пос­

ледействием С
1

1 2 настошце.! работы) , используя некоторые 
результаты и идеи работы \ 2 Ь 

Однако для исследования устойчивости стохастических 
систем уравнении более точные результаты можно получить, 
используя производящий оператор полугруппы переходных в е ­

роятностей и формулу Дннкина 1_з1, как это сделано в р а б о ­

тах £ I ] , [ч], 151, 1б1 для уравнений без последействия и 
в работе 1?1 для уравнений Кто с последействием. 

Методику работы \_ 73 оказалось возможным применить 
для вычисления производящего оператора для уравнений с 
последействием и с интегралами по случайным мерам V I I , 
1*>1 ( § 3 настоящей работу) . Для этого вначале в § I полу­

чены необходимые оценки при помг г! метода работы 1 9 ] . И 
сожалению, при помощи вспомогательных функций трудно л о ­

лучить необходимые и достаточные условия устойчивости 
уравнений с последействием дазе в линейном случае. В этом 
случае удобно пользоваться методом, основанным на анализе 
систем интегральных уравнений для вторых моментов решения 



§ I . НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА РЕЩШЁ СТОХАСТИЧЕСЛчХ ДИФФЕРЕН­

ЦИАЛЬНО­РАЗНОСТНЫХ УРАВПЕНЬ.. 

Рассмотрим случайные процесс * x U , ^ € Щ , опре­

деленный на вероятностном пространстве C ^ ^ ^ ^ r l 
Пусть задано неубывающее семейство С5 ­ а л г е б р $ о т ­

носительно которых измерим впнеровский процесс 9 

причем пе зэвнеит от T t при 
Предположим, что на t P * T l * fe определены 

случайные меры р < Л > и L̂KTn [ ь \ пе зависящие от 
vv^i") и обладающие следующими свойствами: 

1) если \р ,1* Л * \С* ­ пространство пар точек 
0=,*Л , \: с 1 с , и ^ Г , Ь ­ кольцо всех боре­

левских мнонеств £ ч с \ _ о , Т З * , для которых 

\ j щт < ( 1 Л ) 
к 

то ­ случайная мера с независимыми значениями, 
определенная на Ь , которая при каядоы К

£ Ь имеет 
распределение Пуассона с параметром ( I . I ) . 

2) ^ LK1 определяется соотношением 

( ­ операция математического ожидания) . 
Пусть наново бы ни было Ц е Ю ^ Т " ! i случайная 

величина р(Х> ^ с ^ Р ­ Д Л измерима отпосятель ­

и тогда удается получить условия , необходимые и д о с т а т о ч ­

ные для устойчивости тривиального 'решения линейных систем 
в среднем квадратичном \Д

П

1, [Д1~Ь 112^• 
Авторы придерживаются терминологии работа ^11* 
В статье принята нумерация формул и теорем с указани­

ем номера параграфа, в котором впервые встречаются эти 
формулы. 



тис 

\ £ \ ^ и , ^ \
4

о И < С О | 
о 

обозначим через с^вориой 

О О 
Определим отображение о 

О о 

о й ­

Пусть существует такое и" 1 *^ , что для воех 

А и . ( 1 . 3 ) 

но , а при & ' з # э Ц 4 * — < ^ величины ^1\>->М(4^ 

­ произ:вольные борелевские множества из Я.***) в совокупнос­

ти пе зависят от коздогс из событии Ф ­алгебры ^ . 
При таких предположениях интегралы Винера Ито и интегралы . 
по случа 1иым мерам определены \. 

Пусть с ^ , ­ х , ^ , ^ ­ ^ А , 1 * ^ * 1 1 ^ ­непрерывные 
по всем аргумента!.; векторные функции со значениями в Й/*^' 
1 * 1 ^ 1 , ­х € Ц*" „ ^ £ , Ь О ^ * , ^ ­ о п е р а т о р ­

кап функция, лкнспио отображающая в Я**
1

'. 
Пространство функций \ _ ^ 1 А э ^ * «1*Т1 ^ , 

измеримых относительно Г % и таких, что 



и существует такое К ^ О , при котором 

Свойства оператора 2> , 

Теорема 1 . 1 . Пусть выполняется условие ( 1 . 3 ) для 
( 1 * 2 ) | тогда для каждого у € Т Т \ существует непо­

движная точка оператора ^ Л ' * , у ^ ( п о ^ в пространстве • 
Т£\_ , единственная почти наверное . 

Доказательство . Введем понятие степени оператора 2> 
по перемени 1 91. 

Докажем, что при достаточно большое п . оператор 
будет снимающимся и его неподвижная точка является реше­

нием уравнения ( 1 . 2 ) . Используя ( 1 . 3 ) и свойства с т о х а с т и ­

ческих интегралов [ ь"\ 

^ \ \ ^ ^ с | ( а ь а 4 А \ ^ ^ ^ т ^ ( 1 ' 5 ) 

можно п о к а з а т ь , что ^ 

о 
Откуда легко получить неравенство 

Поэтому при достаточно большем к 0 оператор ^ 
будет сжимающимся. Пусть ­ неподвижная точка ^Г° в 



Покажем, что будет также неподвижной точкой опера ­

тора . Из последнего неравенства и соотношения 

в т е к а е т , что для всех гс справедливо неравенство 

Сделав предельный переход при К ­ ­ — ­ в этом неравен­

с т в е , получим, что 

Теорема доказана . 
Замечание 1 .Г . Если с вероятностью I не име­

ет разрывов 2­го рода , то и не имеет разрывов 
2­го рода , так как интегралы в правой части ( 1 . 2 ) не име­

ют разрывов 2­го рода\_8~\. 
Теорема 1 .2 . Пусть для уравнения ( 1 . 2 ) выполняется 

условие ( 1 . 4 ) и 
1) для всякого О существует е такое, что 

T \ ^ . » . . ^ ­ a ( i . ­ > . , V l f + | f i l * v t „ 4 V f c ( t , « . , ^ f + 

( I ' 6 ) 

при \ ^ л \ ^ С , \ V ^
C Л^\Л^ 

2) HU£* с вероятностью I не имеет разрывов второ­

го рода и 



Тогда уравнение ( 1 . 2 ) имеет с вероятностью I ограни­

ченное решение, единственное с точностью до стохастичес ­

кой эквивалентности, причем 

где п зависит от К и Т. 
Доказательство единственности. Пуоть ( 1 . 2 ) имеет две 

ограниченные неподвижные точки и ^ Н 4 ) . Вве­

дем функцию 4̂? следующим образом 

^ 0 в остальных случаях. 

Тогда» используя ( 1 . 6 ) . получим" 

Подставляя левую часть полученного неравенства в 
правую,часть и повторяя такую операцию П раз , получаем 

Откуда при % — 0 

а это значит # что 

Так как "*ДЛ^ и " ^ Д Л ^ ограничены, то 
при й ­ » « м о , доказательство единственности получили. 

Доказательство оуцествовекия. Обозначим через 
неподвижную точку оператора' ^ЬЛ^ч^> с коэффициентами 



( I . b ) 

где 

\ I при 

\ 0 при \ ^ \ > 

Докажем, что Р \ 0 ^ ^
й С

^
> С

^
 0 Р*вно­

мерно относительно *4 при С­ —*" 
Легко полечить 

где b i 0 ­ любое фиксированное натуральное число, 
является неподвижной точкой оператора ( I . Z ) о коэффициен­

тами ( 1 . 8 ) , если в ( 1 . 2 ) вместо ^ й ^ > ^ подставить 

Оценим 1­е слагаемое ( Í . 9 ) . Ясно» что 

т 

о 



Применяя математические ожиданью к дбощ частям по­

лученного неравенства и учитывая партипгальни? свойства 
( 1 . 5 ) , получим 

О 

Откуда по лемме Гроннуола 

где И зависит от К И Т. 

Ка ( 1 . 9 ) получим 

Взяв от обеих частей *^^­Р , а зтШ переходя I; 
предилу при С—^'т*& | 4 * ^ с » « э , цт 

Аналогично \^Ь~\мо:.шо д о к а з а т ь , что 
следовательность ^ с . ^ ^ , к о т : , [ [ 
сходится равномерно к * ­ х 1 Д ^ . о н л л , ' х ^ * л ­ огра ­

ничена и не г.:1еет ра.зрыЕов 2 ­ г с рода б &ероятнрсть1 I . 
Подстазляя в ( 1 . 8 ) вместо ь« й не] 

к пределу при • И*. — \ с ~ \ в еци; 

о 



щэлучш. что , з Ц ^ является решением уравнения ( 1 . 2 ) . 
Существование решения доказано . 

Сделав предельны;! переход при гЛ0 — и ^ < = х = г > 
в ( 1 . 1 0 ) , ноадчий ( 1 . 7 ) . 

Лемма 1 . 1 . Пусть выполняются условия теоремы 1.2 и 
^ € ~ № с ^ и- е К равномерно ограничены с 
квадратом 

тогда решение уравнения 

равномерно ограничены с квадратом 

Доказательство . Используя н е р а в е н с т в а ( ^ ° ^ * 

( 1 . 3 ) и ( 1 . 5 ) , легко получить 

•с 



и тогда по неравенству Гронуолла 

Зафиксируем в левой части предыдущего неравенства ^х. и 
зозььзем по и_ ^ , тогда получим 

Поскольку при фиксированных и . имеем неравенство ( 1 . 7 ) , 
то лемма д о к а з а н а . 

Теорзма 1 , 5 . Оператор ^ непрерывен по ^ , если 
ограничены в совокупности по И* и \ : (при вы­

полнении условие теоремы 1 . 2 ) . 
Доказательство . Введем функцию 

Т1* Л%а — 
I , если ^ ^ р \ к ^ Ы ' ^ 

О в остальных случаях . 

Возьмем разность ^ . ^ 1 ^ ­ ~ ^ в И ^ 1 умножим ее 
на ^1%^квЦьЛ , возведем обе части полеченного выраже­

ния в квадрат Щ взяв математическое ожидание, получим 

На основании леиыы Гронуолла ишем 

так как ^
 ь 

Так как 

Пр­1 •1 



а на основании леммы 1.1 Т*н.1£^ ограничены в совокуп­

ности , т . е . при достаточно больших И 

^ ^ Л ^ - о \ - о 

и, значит 

Лемма 1 .2 . Пусть выполняются условия ( 1 . 4 ) , ( 1 . 6 ) 
для уравнения ( 1 . 2 ) , тогда существует такое Я > О 1 что 

Доказательство . Лемма вытекает из условия ( 1 . 4 ) , 
мартингальных свойств стохастических интегралов и ограни­

ченности решения ( 1 . 2 ) : 
И* 

Из неравенства ( 1 . 1 1 ) следует стохастическая непрерывность 



Стохастические ди. ; ьренциальио­разностные с р а в ­

нения . 

Рассмотрим уравнение 

при заданном # ^ ) v ( I . 1 3 ) 
Для установлении свойств решения уравнения ( I . I 2 ) 

используем ыетодчку работы £9~\ . Учитывая определение опе­

ратора , его мо:т:но записать в виде ; 

Он задает некоторое отображение , переводящее Ч ^ € ^ П . 
Б ' » ­ c l W , причем однозначно с точностью до эквивалент­

ности . . Оператор позволяет определить решение у р а в ­

нения ( 1 . 1 2 ) на участке Lo ±Л при заданной -асСИ^ = 

* ^ ( j ^ t " ^ 4 V как решение уравнения 

На втором у ч а с т к е , т . е . при уравне­

ние ( I . I 2 ) заменой переменных в ­ t ­ i. легко про­

образуется к виду а 

е о 

О 
й 



при заданном 

Тогда* ЫОЗ.СНО определить оператор , который п е ­

реводит ^ ^ с Т У с I? ^ 

Легко видеть , что оператор обладает всеми свойства­

ми Я ь л , если 4 е ^ А , 1 ^ • Аналогично определяется 
оператор 

Таким образом, уравнение ( 1 . 1 2 ) при всех ^ е 1 о ^ т " \ о п р е ­

деляет некоторый процесс 

= 

При выполнении условий теоремы ( 1 . 3 ) можно утверж­

д а т ь , что если в качестве В З Я Т Ь функцию, Не 
имеющую разрывов второго рода из Т Ч \ . * то ' Х ^ с Т Г Г ^ 
также не имеют разрывов второго рода. Непрерывность почти 
наверное на стыках участков очевидна, так как интегралы 
в правой части ( I . 1 2 ) обращаются в нуль почти наверное 
при — О f также верны оценки ( 1 . 7 ) я ( I . I I ) , причем 
( 1 . 7 ) примет вид 

где И ^ зависит только от К и Т. 
Следствие Если рассматривать уравнение ( 1 Л 2 ) , 

удедлетворяадее условиям ( I . I 3 ) , ( I . ¿0 и ( 1 . 6 ) , а тагае 



а ( Л ^ о ^ Н ^ о . о ^ ^ . о . о . и .
4

) ^ о 1 ( 1 . 1 5 ) 

»о имве­оп следующая оценка 

где г\ ­ конотанта, зависящая лишь от 
Доказательство. Учитывая ( 1 . 1 5 ) , уодоаис Липшица 

примет вид 

Тогда при ­к с с*», 13 

Применяя лемму Гронуолла, получим: 

где | ^ ^ ^ > 1 * ^ , Ц * ^ Ш , а следовательно , про­

двигаясь по интервалам £Л̂ <С%У"| и э используя оценку 
( 1 . 1 7 ) , получим 



§ 2 . У С Т О Й Ч И В О С Т Ь РЕШЕНИЙ СКАЛЯРНОГО УРАВНЕНИЙ 

Расснотрии скалярное диик~;еренциальн-~ - р а з н о с и т е 
уравнение ' 

Если выполнены условия Липшица во всей пространстве 
В-**6* Для функции cx v fc* и ^ (условия 1.3 § 1 ) | 
то в силу проведенных в § I построений ŗV ­измери­

мо при всех o i S i t и поэтому процесс 

является мартингалом на решении ( 2 . 1 ) L 1 1 
Обозначим f r ļ j ^ ^ определенно­положительный н е ­

прерывный функционал на отрезке траектории ^ ^ V ^ ­ V ^ + e S э 

­ U ^ G ^ о \ такой, что из ļ . ( ^ * = 0 следует *$(в>±0. 
Теорема 2 . 1 . Если 
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при некоторое 1я­ , то тривиальное решение ( 2 . 1 ) равно­

мерно асимптотически устойчиво. 
Доказательство, НаКдем д и ^ е р о н ц п а л процесса. 

^ ( А ^ ^ * > ( А Г ^ с учетом ( 2 . 1 ) . Имеем 

а
1 

Перепишем это уравнение е и'нтегри.мпо1; щорые (при ­ к ^ А ) , 
используя оценку из условий теорекь; 2 . 1 : 

4 ^ 

где 
I 

о о 



о 

­ь 

О | ? 

о 1* 

На участке о*^.*­4 т х ­ ­ ­ ^ » ^ и, кроне т о г о , ^ , 0 ­ 0 
Поэтои.у^легко видет^ ,что 

Тогда для любого £ ­ = » 0 иокно указать такое "Ъ^ , з а ­

висящее от . ^ . ^ р \ ^ С т ^ \ , что 

Т . к . £ = > 0 ^ является мартингалом, причем на решении 
й ^ у ^ ^ ^ 4 ^ 3 . ( ^ 0 ^ » то при любой *Т 

Итак, 



где ч | зависит о т ^ . Это означает , что т р и ­

виальное решение ( 2 . 1 ) равномерно ;>сто ;лШ1Ю. докажем теперь 
асимптотическую устойчивость |шгашщя« Для этого достаточ ­

но п о г а з а т ь , что ¿ ¿ ¡ 2 ^ ^ ^ ° ^ °* ­ ш ю ^ е с т ъ е , 
мера которого ио^.ет быть сделана как угодно близкой к е д и ­

нице, если С­ -нор1.;а начально:! | уй |Ш* 1 стремится к нулю. 
Покажем, что ­множество, вероятность которого оценива­

ется в ( 2 . 2 ) , удовлетворяет этим у с л о в и я м Имеем (на этом 
множестве) 

i * 

о I о 

Поскольку левая часть неравенства п о л е . с т е л ь н а , то на 
чаемой ш «­О ­инокестзе интеграл в право­: части д о м е н , по 
крайней мере , сходиться и,в силу непрерывности функционала 

^ ^ ­ а ^ — п р и ф^вь^я* СЛвДУЩ ^ ( Л У ^ О 
при 4. — с * « . й 

Замечание 2 . 1 . Как видно из доказательства теореми, 
нами использовались лишь те ограничения на Щ Д л ^ , ^ 5 

£>(Л ч ^ ^ ь и | Д Л * 1 1 Ц % * ^ « которые давали в о з ­

можность утверждать, что интегралы в уравнении ( 2 . 1 ) с у ­

ществуют, а оператор ^ язляется локально­1ипшицевым. 
Поэтому эти ограничения можно ослабить , потребовав только 
их локального выполнения. В этом параграфе Ш делать 
не будем, а в следующем параграфе проведем тц рассуждения, 
используя остановленные процессы. 

Следствие 2 . 1 . Пусть неравенство теоремы I выполняет­

ся лишь на кривых " л ­ ^ , для­которых 



п\л\ О ±Г\±\п^ и о1л> \ . Тогда тривиальное решение 
( , 2 . 1 ; равномерно асимптотически устойчиво. 

Доказательство , Покажем вначале , что решение равно­

мерно устойчива . Длн этого зададимся £.">о и с о ­мно­

жество;.!: 

К ^ Ь « и \ * Щ щ щ * § | . ; 
Вели дли ляСого £ > С ш&Щ&щ&в такое ^ > ­ 0 , что из н е ­

равенства ^ ^ ^ ^ ^ следует Р(Аа^ С- ^ С ^ а 

л р и ч е у , * ^ ^ ^ достаточно мало й ^С^—*­0 при ^ ­ ^ О а 

то в силу неравенства теоремы имеем ^ ^ ^ ' ^ ^ ^ ^ н а 

Кривой ­ъся(А-д^ ^*СЛЛ , Пусть теперь йвее^оя кри­

вая ^ОЬ^ , длл которой выполняется неравенство 4̂̂ Р^№\> 
> с , на со ­множестве ^ . Тогда в первый момент 

выхода из ­полосы имеем неравенство ^Ч^^^ЧЧЛ*^ 
при всех , т . е . в момент I: мы находимся 
на кривой, удовлетворьющей условиям следствия . Получили 
противорепие. Итак, вот кривая при ю ^ ^ ^ попала в 
полосу \ ^*Ц ­ ^ ъ , то она из нее не выйдет. Пусть ^ о ^ О 
максимальные уровень , над которым некоторая кривая н а х о ­

дится при всех ^ ^ о ^ е К ^ ; если такого уровня для 
любой кривой н е т , то тривиальное решение асимптотически 
устойчиво, т . к . любое решение при с о ^ Ач̂  , начиная с 
некоторого *Т целиком располагается в .наперед заданной 
окрестности нуля. 

Итак, для любого *2_̂> О ^. найдется такое Т , что 
данное решение ­аь* 1̂ 1 *3^| ­^^й© + при сое и 

.всех О . Но т о г д а , выбрав ^ ­ ^ о » имеем 

и тогда при выполняется неравенство 



т 1 ** 

и, следовательно, — ° » \ ^ ^ ^ \ < ^ с 

при зсех ­ ^ ^ О . Полученное противоречие доказывав? 
следствие 2 . 1 . 

Замечание 2 . 2 . 1Ло:;:по исследовать устойчивость реше­

ний уравнения ( I ) при помощи ^ н а ц и о н а л а 

и у^?да требование теоремы 2 . 1 следует ззйюш^ь 
­V р С ^ ^ у ^ ~ (А ­ определенно­положи­

тельный функционал". Это условие иногда легче проверить 
Пример I . Рассмотрим уравнение: 

Если проверять выполнение условии теоремы 2 . 1 , то л ^учим 

к условие устойчивости не установлено . Если же воспользо ­

ваться замечанием 2 . 2 § то при сх.^о ­ , выбрав г ь ^ ё
4 

имеем 

условие равномерной асимптотической устойчивости имеет вид 



Пример 2 . Рассмотри;.­: уравнение 

Имеем на кривых с^-асЧЛ^ ­ а с ? ( Л - ^ 

в? 

ос 

и достаточное условие устойчивости тривиального решения 
можно получить, взяв ^ 1 . п о < 1 » Л I 

а? 

Пример 3 . Покажем, что тризиальное решение уравнения 

— ­ ­ ­ и т с при сх*>0 устойчиво к малым п о с т о ­

янно действующим возмущениям, т . е . тривиальное решение 
уравнения 

равномерно! асимптотически устойчиво при достаточно ыалой 
Липшицевой константе в неравенстве ( 1 . 6 ) . Пусть 

\ а . \ * « 4 > Ц * ^ * 1**1 < с О ^ ^ Л I 



Тогда, взяв ^ 1 ^ ^ ^ С ^ + ^ С ^ ^ Ч ^ ^ 
получим * Н 

и на кривых <Л. ­аьНА^
 Л

^ 

т . е . при достаточно малом С имеет место стохастическая 
равномерная асимптотическая устойчивость. 

Теорема 2 . 2 . Пуоть уравнение ( 2 Л ) удовлетворяет у с ­

ловиям ( 1 . 3 ) , ( 1 . 4 ) и существуют положительные числа 4 . 0 , 
Ы | ^ и такие, что для всех ^ таких, что 

' полнено неравенство 

то решение Ф ^ Ч ч ь О уравнения ( 2 . 1 ) равномерно стоха­

стически устойчиво. 
Доказательство. Равномерная стохастическая устойчи­

вость означает следующее^1^: если задать произвольные 
малые положительные £ . и'^> , то можно определить такое 
достаточно больше и " ^ в ^ О э что, каково би 



было Т % О , 

как только 

Согласно н е р а в е н с т в Чебышева и условию ( 1 . 1 6 ) следствия 
1 . 1 , получиы: 

£ ( 2 . 5 ) 

где- ^ - произвольное положительное число, если 

( Ц З С Е И С И Т от 1 - с и , 

Опенки вероятность события ъ ы р \ -жЛЛ^\" э * 
Тик как 

то 



ato C£»?) 

Первое слагаемое нераведОтВф ( 2 . 7 ) Г оагл&едо ( 2 . 5 ) оцени­

вается т а к : 

( 2 . b ) 

если а1:по;л1петсн ( 2 . с ) . 
Далее 

­V. 

T
 Т 



+ 2

т ^ШшШ Ш? ш# 

т г ^ 0 ***** 

Откуда вытекает , что при любой положительной % СГ^**^ 
и £ _ ^ > 0 можно подобрать достаточно большое ­ ^ в , что 

Р \ г ^ \ ^ ^
З Д ,

^ "
Л

^ ^ ^ г \ ^ !
 ( 2

­
9 ) 

если выполнено ( 2 . 6 ) . 
Используя ыартингальное свойство стохастических ин­

тегралов и условие Липшица, получим 



§ з. ;ш/тру1иювой подход а шш^ванню устойшштв ре­

шение даФФЕРЁНЦПЛЛ^Ю­РДЗНСОТН!^ ЩЗНВД1Й;.1 

Б работе \_7~] предложен полугругшовой подход к и с с л е ­

дованию устойчивости решений д и ^ е р е н щ т л ь н о ­ ^ ш а и ю н а л ь ­

Hfccc уравнении Кто. В это/, работе показано , что 4 решение 
уравнения ( 2 . 1 ) без ш&6рра#5 по оду чайной мере является 
йепрерывнык справа строго марковским процессом в простран­

стве С \ . . ^о™\ ­ Рассукдення работы [ 7 \ обосновывающее 
этот факт, практически без изменений ыогут быть проделаны 
и в щшеа случае , если в качестве фазового пространства 
в з я т ь пространство кусочно­кепрерызиь.:; дифференцируемых 
справа ограниченных зектор­4ункц: .е : . , тёъщщ конечное 

т 

I 

при достаточно большом 4 . 0 . 
Аналогично оценив чст,:и..гос слагаемое ( 2 . 7 ) и объеди­

нив ( 2 . 5 ) , ( 2 . 7 ) ­ ( 2 . 1 0 ) , получшл ( 2 * 4 ) , т.е. теорема до­

казана. 



+ \ Ц * » \ ^ ­ ^ и ^ ( « и » с 1 и ^ ? ( З Л ) 

Г 

И 4 . * о 

где а ^ , ^ » ­ векторные функции со значенияш 
и . ^ € \ Р ; г Ь и е В ^ « Ь с * - ! ^ ­ операторная 
фунвцня: й Г х й * " ­ — , а 1 о , < л « & С ° | ^ * ­ ^ о | о ) и ^ г О . 
. 4 1 1 » ­ ­ мерный вннеровский п р о ц е с с , с ^ К у ^ ь у ^ I 
Р1КЪ ­ пуассоновская мера в 6.*"* с параметром 

А ^ с ^ о л ^ х Ц, 9 процесс 4 1 1 ^ и ^ независимы ме­

иду собой. Ддя коэффициентов уравнения ( 3 . 1 ) выполняются 
глобальные условия Липшица ( 1 . 3 ) (иди локальные условия 
( 1 . 6 ) ) и ( 1 . 4 ) . а также непрерывность ( см. $ I ) . 

Для элементов ^ - ^ Л ^ введем норму 
так: если ^х^^Л в то 

число разрывов 1­го рода (пространство 
Дня вычисления производящего оператора полугруппы р е ­

шена! переходных вероятностей автором \^7~\ получены необхо­

димые оценри разности решения в «вдух близких точках. 
Подобные оценки получены и в нашем случае в { I . 

Рас смотрам стохастическое дифференциально­разностное 
уравнение 



Определим нормы 

I . Марковское свойство решений ( 3 . x ) ЯуХ 

Пусть сенеИство открытых множеств в 
с топологией, определенной нормой 

­ борелевскос поле в 
является топологический разовым пространством. 

Пусть т з е ^ и е ^ ^ © ­ начальное условие 
( 3 . 1 ) . Предположим, что последовательности мер на про­

странстве полные. Пусть ­

вероятностное пространство и **э^ 2 \ ­ . 
Определиц и как наименьшие <3 ­алгебры 

на О ­ для каждого ^ с С ^ ^ ­ ^ * ^ ^ " > 
* ^ » А . ­к , построенных по фиксированных " * ^ ~ ^ 1 е \ 

^ * ^ 1 ­ ^ 1 \ _ 

Пусть Р ­ ^ ­ вероятностная мера на П^тМ^^ • 
Рассмотрим и> ­мнояеетва *2э , найденные следующий об­

разом; для некоторого ^ £ М ^ ­ ^ о " ! » некоторого £ : > о 
и любого. 

Такие 9* содериатая в И ^ " . Обозначим через 
наименьшую © ­алгебру, порожденную множествами ? ь . 
Пусть выполняются условия существования и единственности 



решения ( 3 . 1 ) и п х ­ « = ^ ^
с ^ 1 И у с * 1 •

 Т О Г А а 

^ о * ^ > * ­ Ь
 е о т ь ОЙУНайная зеличина 

и не имеет разрывов 2го рода с вероятностью I , 
­ ъ ^ в ^ ­ измерима на • г д е 

(>4'
я

"*=\
Ч/

\'
;с • £ л н яюбйЯ ^ н к и ш : ^ имеем с в е ­

роятностью I 

Кроме т о г о , ^ * ­ ( ^ ^ непрерывны:; справа строго и а р к о в с ­

киМ процесс на топологическом фазовом пространстве 
о1­1 с цоментоы обрыва "^(иЛ~«=­<=>

 с в е ­

роятностью I . 
Действительно, аналогично Г?1 следует ­ИЗМерИ­

МОСТЬ пункции 

для произвольного Г в к равеистзо 

с вероятностью I , что и доказывает марковское свойство 

Строгая марковость следует из непрерывнос­

ти нкцни ^ С " ^ ^ по •тс­ э где 

; и я с ^ С ^ ­ 4 ^ ­ ограниченно!! и непрерывной на 

2 . Остановленные процессы 1.71. С 5 1 . 

Пусть К. ­ открытое ограниченное множество в 
©1

 Ъ " & \ ­ мс: ент 1 ­ го васода 



процесса ^ ^ 6 ^ из ^ • 
2¡c.t.: R. ДЗД всех -L , то ^«с>о в*% е с т ь 

ыаркоьскай момент времени \ ^ 3 \ , т . е . 
•ас. 

Определим остановленные процесс так 

И р VA t ^ 
п р и t ^ > t . 

толе есть строго маркозокий процесс непрерывны;; 
справа при в ш я й е щ й услоь::л существования и единствен­­

К0С2Е (Cl!. ¡ I ) С Ti с*­==> • 
Следовательно, 3̂acv не зависит с вероятностью I от 

вне £ # Пусть теперь для уравнения (3.1) 
вшодвЕ«?ая условие (1.6) вместо (1.3). 

Р&шеНЗШ находи;.; так* пусть 

и последовательность такая, что условия сущсстяова­

ния и едянстзенностн с 1.3 лггголняштся не каждом ыножеогве 
ft^ для V . » ^ ^ , т . е . дла И*:w О существует ^ 

на t ­ * , o " } , что для *­«­\v*. .,*^i­<.wv_ в ы п о л н и т с я 

A \ \ l
 ( 5

'
2 ) 

Далее ст?о:ш последовательности 



| . > ^ ч ц _ ) на и удовлетворяющая 
условиям существования и единственности решения с ( 3 . 2 ) . 
Для а*

1 ^ Ь к и I существует решение 'зс^ (§ I ) . 
Пусть 

Если , то о вероятностью 
I И ' э с £ есть строго марковские процесс непрерывны;! 
справа для ка.дого п ­ > о . Итак, для каждого ^ ­ < и ^ 

Пусть ( н л и ^ ^ ) , ^ г , ­ ^ ^ А г „ 0 ^ и 
•̂С ­•­тв­^ » к а н решение ( 3 . 1 ) . 

Таким образом, 'рсиеиме ( 3 . 1 ) при выполнении ( 3 . 2 ) о п ­

ределяется как процесс ^ ^ ^ С вплоть до (для 
везх к ) . з даящейшй будем считать* что для уравнения 
( 3 . 1 ) выполняется условие ( 3 . 2 ) , ибо ъ вопросах устойчи­

вости нас ш:тсресует монент 1­го зыхода из области , содер­

жаще:! начало координат. 

3 . Область опрс­дйлонкп слабого нн:уинитезиыального оператора 
процесса ^ . 

Будем говорить , что непрерывный функционал N 0 * ^ , 
определенным на *""Ч­л%о1 с областью значений из Я , 
пршшдлз:л;т^)бластк определений слабого ин^инитезииального 
оператора К процесса 'Х .̂ Осратко будем писать 
^ е ^ С М ) , если пределы 

(3 .3 ) 



существуют "поточечно" з .^Ле­^о^ й последовательнос­

ти разномерно ограничен;: по "X . 
3 дальнейшем буде:.: зап^иинатъ ато так 

Обозначим через /Ч^ йщйф$л ин^шштеэ^ыалышй опера­

тор для ^ ^ " Ж ­ ^ , остановленного процесса при % 
«•ео4 4 ­ л п открытого маек $££ва ^ . Верна 

Лемма З Л , Пусть для уравнения ( З Л ) выполняют­

ся условия существования и единственности решения (с 3 . 2 ) 
и пусть Рч ­ слабым ин^инитезимальний оператор процесса 

• удовлетворяющего ( З Л ) с коз;, .и:, и оцтами &*=<х̂  
к | « ! ^ на й. И & , 1 Л ^ удовлетворяют 

( 1 . 3 ) . Пусть V ­ непрерш;И1;:'; агракич/ли национал 
на ограниченном множестве В. . „ 

Тогда, соли V ^ ^ ( А ^ и есть ограничен­

ная на ограниченном ^ , тс сужение N на й принадле­

жит ^ С ^ * ^ и ча С 

Здесь о. и 1 могут доопределяться и вне £ , 
но т а к , чтобы ^^ЬА^^

Г

""*Ч
Ч

\ ^ ^ ^ ^ ^ СЖЮ построе­

ния решения мВжио брать вне ^ б ­ ^ Ь ^ ^ ^ О ) , 
Зависимость N 1 " * ^ от "х.1<^ цшт быть произволь­

ной формы, а зависимость N 1 * ^ от п а е 4 * % ­\<гв 
задается во многих случаях в интегральной форые \ _ Л . Ана­

лог стохастических Функций Ляпунова имеют в большинстве 
случаев ту же конструкцию, что и детерминированные пункции 
Ляпунова. Приведенные нн;­:е теоремы З Л , 3 .2 дают возмож­

ность вычислять слабые ин лшитезимальние онепаторы для 
процасоов у ­ \ О : определенные 
( З Л ) . 

В дальнейшем нам понадобиться такие \^ыщ о бесконеч­

но­палых величинах I А. 
Замечание З Л . Будем писать а ^ 0 ^ = 0 ( у ^ , если ;;лн 



любого £ > 0 выполняются соотношения 

где г 

п р и ^ , 

Очевидны следуюпще утверждения* 
а) если <А.1д^*осуъ и ^с^оСь^ , то с Ц ^ ^ ^ * о с ь ^ • 

б) ПУСТЬ £ с к ^ ­ О С ^ > и ^ С * < ^ = О С ^ , ТОР­

д а с А х . ^ * . о ^ < ^ , что следует из неравенства Чебышева , 

в) если ° ^ ­ ^ / ^ °
 П

Р
Й — О по вероятности, то 

г ) пусть для дважды непрерывно­дифференцируемой функции,ог­

раниченной вместе со свонмж производными, существует пре­

дел 

тогда 

$ — о 

что следует из разложения в ряд Тейлора <^(>0Л­* /чь^ 
в окрестности о^С ^ 

Лемма 3«2.Пусть " Х И Л ­ решение ( 3 . 1 ) , для которого 
выполняются условия существования и едаясвенности (с 1 . 3 ) , 
тогда 

4 ^ ^ ^ Ы ^ ^ С^Ч^,ч^^"\сЬ: = оС<*\ ( 3 . 4 а ) 



о 

° иГ 

Доказательство, Согласно л е ш е 1 . 2 

( 3 . 5 а ) 

( 3 . 5 6 ) 

следовательно, 

по вероятности при 
Используя условие Липшица, легко видеть, что 

— — О по вероятности при ^ ­ ^ О , а ив (в) 
с л е д у й с ^ е ^ = • 

Далее по свойствен интеграла по процессу броуновско­

го движении [ в ! и нераэенству (1.11) получим Е ­ о 1 , ^ ­ О 

о 



из условия Лиг,лица и ( 3 . 5 а ) . 
Учитывая условие леммы аналогично получим 4^&^НН*й* 

Теорема З Л « Предположим, что дая уравнения ( 3 . 1 ) вы­

полненн условия существования и единственности с локальным 
условием Липшица ( 3 . 2 ) и 

Для всякой дважды непрерывно­дифференцируемой фунхохии 

\$(^\^а( .о» А \ — 
водными & 

где ^ * 4 Ц , , ч . • •> й * ^ ^ > ­ вторые 
частные производные . Ь:. Ь>. _ . 

Доказательство , Для*вычисления к й I достаточно по­

ложить, согласно льше ( З Л ) , выполнение ( 1 . 3 ) и 1 ' * ч ц£^< 
для некоторых достаточно больших конечных УС. и вычислить 



К \ | для видоизмененного процесса (обозначим в д а ­

льнейшем ^ через "х^. ) . 
3 условиях теоремы 

о о 

где 

1~ А 

что следует из леммы З Л . 
На основании свойства 2) замечания З Л легко видеть, 

что 

*̂ " о 

Заметам прежде всего \_8~1, что 

О ­ О 



Сначала найден первое слагавши правой часта ( 3 . 7 ) . 

V 
I ь 

х ( ^ . ( ч ^ И > & ^ ^ Ь . ^ ч а д - ^ ^ и ^ ( 3 . 8 ) 



ГДв О £ (ЫиЛ ^ 2£ 
Легко видеть, что пределы первых двух членов в пра ­

вой части ( 3 . 8 ) при С существует равномерно по 
^ 1 9 ^ и являются первыми двумя членами правой 

части (3 ,6 )« Третий член в ( 3 . 8 ) стремится к нулю (равно­

мерно по ) при — О , если применить нераве­

нство Кошн­^уняковского (второй сомножитель этого выраже­

ния равномерно ограничен). 
Осталось найти 

так как 

Рассмотрим сначала случай, когда ^ Ч ( о \ ^ ( ­ \ \ и ^ 
является ступенчатой функцией по и : 

есть « е л о сжачков, тогда 

Тогда можно найти 



С » 

, 0 «г 

Тогда • в общем адуча* 1в1 

Объединяя эти два результата, получаем ( 3 . 6 ) . Осталось 
показать , что 



3?о с л е з е т из т о г о , что \ \ А К , &1|4^у|* 
­ огра2л;чокы и непрерывна, О ^ ^ С ­ ^ . ^ . ­ огь . ка 
ограниченных ь!ноаестзах э тогда возн&т&вй переход под з н а ­

ком £ ^ . 
ЙЗРВН, \ С и по жшые 3 ,1 

Теорема доказана . 
Теорем:; 5.?.. выполняются условий т с о р е ш 3 . 1 и 

Пусть определена и ммеет непрерывную производную на 

о 

где оператор определен по ( 3 . 6 ) й диЛст^уеи па Ц 
лишь как от . 

Доказательство . Как к при докэзитользтве теорема 3.1 
используем щ ш у З Л а предподл аом, чго *­х^1 ^ ^ ­ ^ « ­ о 
-л тщоштзхт условия ( 1 . 3 ) ; 

Тогда для иалих Ь 



о о 

" ^ \ Е ^ Ц в ­ ^ Й ( т и . 9 ^ ­ э с 1 * ^ А 0 в ( 3 . 1 1 ) 
- А 

Ввиду условий, наложенных на Н и ^1©^ , первое 
слагаеыое ( 3 . 1 1 ) стремится равномерно по ^ к послед­

ним двум члеиаы ( З Л О ) . 
Далее , в силу соотношения ( 3 . 5 6 ) , последние два чле­

на ( 3 . 1 1 ) стремятся равис::зрно по
 #

эс н первым двум чле­

нам ( З Л О ) . 
Легко видеть , что 

^ . Теоремы .устойчивости Ц 7 " К 

"Сформулированные ниже теореыы являютоя обобщением 
л е и ш I и теоремы 1 .2 з ^ 5 ] , где пространство состояний 
предполагается Эвклидовым Г Доказательство теорем про­

ведено в ^7~1. 



Теорема З т 3 , П У С Т Ь 'Х,^ непрерывный справа строго 
М А Р К О В О К И Й П Р О Ц Е С С Н А Т О П О Л О Г И Ч Е С К О Е пространстве с о с т о я ­

Н И Й o i i ^ ^ ^
 0 0 с л а ­ б ш иниииияезинальным 

О П Е Р А Т О Р О М * ^ * \ I ^ N C ^ ^ O непрерывный ууннционал 
ъ^СК\ • П У С Т Ь Q ­ ( ­ X . ' . M T ^ ^ ^ \ И пусть 

^ Ц Л ^ ^ Ч ^ D \ . Е О Л И Д Л Я В С Е Х 

I * — ) . 

П У С Т Ь 

Тогда для * Q 
I ) N C » ^ ^ » * * ^ ­ ­ Н Е О Т Р И Ц А Т Е Л Ь Н Ы : ! С У П Е Р М А Р Т И Н Г А Л , 

3) \ С ^ 4 И ­ Л ^МУ^Щ ° с В Е Р О Я Т Н О С Т Ь Ю I . 

В О Л И к Т О М У асе 

а) 1 ­ С * Л ­ Р А В Н О М Е Р Н О Н Е П Р Е Р Ы В Н А Н А Н Е П У С Т О М О Т К Р Ы ­

том М Н О Ж Е С Т В Е 

"для некоторого % > * 0 и 
б ) Д Л Я всех Д О С Т А Т О Ч Н О Б О Л Ь Ш И Х , Н О К О Н Е Ч Н Ы Х М А Р К О В С К И Е 

моментцр времени 1» и В С Е Х Д О С Т А Т О Ч Н О малых С 

ДЛЯ 

воех — 9 * ~ О при iv——О равномерно 
по 4 . и любых Х иа О. , 

Тогда 
Ь) с вероятностью I , т . е . 

—••Д'хл ~ О \ относительно 



Теорема 5 Л , Предположи выполнение ( 3 . 2 ) . Пусть 
^ ( р с Л непрерывный функционал на ^ 1 ­ * , ° " * * Предположим, 
что 
с) имеется' ограниченное открытое !.шокество такое, что 

и ^ Х ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 1 ^ означает, что т^­*^ О. 
для всех о < ^ ^ ^ . 

Тогда I ) ­ 3) выполняются и 

.1 ^ С ^ ^ равномерно­непрерывна на 

\ ^'­ ^ С / * Л ^ о \ для % > 0 # тогда О 
с вероятностью I (относительно О . V» 

Припер, Пусть 'жСА^ определится из уравнения 

о 

Фиксируем К м ^ ­ с ^ » и ^ ^ . ^ ^ ^ с й ^ \ г * о " ^ 
Пусть \ \ ^ \ \ =• \ < ; Заиетим, что если ^ А С ^ С ъ < У п 
для все:: ^.^^­л , то и ­ х ­ Ч ^ ^ ­ ^ р ^ для всех 

Тогда любое ограниченное ино?^ество, содержащее н а ч а ­

ло координат с радиусом по крайней мере ^ « . ( ^ ^ ^ К " ^ 
удовлетворяет условию, накладываемой}' на мнокество С1 в 
теореме 3 . 4 . Пусть 0."= \ ­ ^ с .

4

.
>

М С ^ # Г\ В>. 



­ 72 ­

Тогда по теоремам 3 . 1 и ЗТ2 (_ И 

Предположим, что имеется сА­ т а к о е , что квадратич­

ная форма ( З Л З ) на £ ~ > £ Л * ^ отрицательно­

определена 

Тогда по теореме 3 .3 

Но так как равномерно непрерывка на 
тогда 

где Ц"(_<­о^ ­ некоторая случайная величина. Следователь­

н о , "эс, — т ~ О с вероятностью I . 
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(Ж УСТОЙЧИВОСТИ дш^дш СИСТЕМ РАШОСТНЬХ 
УГАШНИЙ 

А,С«Мастерков, А.В,Яцсон 

Рассмотрим разностную систему 

% ^ - Х ^ ^ ^ С ^ х ^ (I) 

где А^,0*»} ­ последовательность одинаково распределенных, 
независимых в совокупности случайных ма'грнц, норма которых 

имеет второй момент и почти наверное ограниченных. Ооозна­

чим г\», неуоывавдее семейство (5 ­ а л г е б р , относительно к о ­

торых А 5 0­0 измеримо при всех Ь £ уъ . Легко убедиться , 
ч т о если ОС о измеримо относительно £ д , то решение СС^ 
измеримо относительно Р^, , , . Предел 1.4^ выражения 
^ £ при Л1­*»о обозначим через А . Положим 

6^=А»­|\­ вероятностный процесс ^ё^Д и * 1 6 6 1 , спектральное 
представление : 

Пусть ^ = 2 Г •р""*""' В* } 1'Де 0 < < 2 < 1 , т о г д а 

Покакек, что начиная с некоторого \^ > 0 . удовлетворяется 
неравенство М \ & и г $ С , \с>0} . Для этого 

достаточно п о к а з а т ь , что величина 

'и 



меньше С при ^ , достаточно близких к I . 
В случае с ^ ( л ) = о(.Л .имеем 

-% 

1 А К^гтЬк^ 
%

 1 1

 ** 

очевидно при У) % 

г. 
Ль 

'2. * 

Проинтегрировав последнее выражение, подучим 

Отсюда легко видеть, что дай у достаточно близких к 
существует постоянная С такая, что 

ЬЦ} — й ^с,?^, 



или 

Покажем, что замена ^ = ( ^ 

при некотором ^ = ^ ( / 0 П Р ™ ° д а т систему Ц ) к системе 

Легко видеть , что 

Покажем, что из экспонеьтдальноп устойчивости системы 

следует экспонент*'яявная устойчивость почти наверное с и с т е ­

мы ( 2 ) . 
Так как система (3) э к с п о и е к и ^ л ы ю усч йчива, то 3 квщ-

ратичная ф о р т (Ц^ь V ) т а к а я , что 

С некоторая константа; или иначе ио&но напиппть 

Напишем эту квадратичную еорру в о.пг-; са&роми ( 2 ) : 



Пока::см, что сущеотвует функция | " ( . Х ^ и ^ т а к а я , что 

Имеем Ц-' 



При y u u ­ s > 0 ВДВДэа из выражений в правой ч^ ;ти н е р а ­

в е н с т в а , не рассматривая слагаемое ­ у * Л , С ­ \ ^ и \ 2 ­ .стремится 
к 0 т к 

, по 

С а ­ ^ n \\ feiU 

, а правая часть этого 
неравенства пи доказанному в ш е стремится К 0 при о . 

Аналогично докаэивается для остальных слагаемых. 
Отсвда получаем, ч т о , начиная, с некоторого у л ­ существует 
постоянная С Л > 0 , т а к а я , что 

т . е . тривиальное решение системы (2) экспоненциально устойчи­

в о почти наверное \_2~\ . Учитывая, что матрица ß£, почти 
наверное ограничена , получаем теорему. 

Теорема. Если тривиальное решение системы (3) экспо­

ненлнально устойчиво, то тривиальное решение системы ( I ) 
экспоненциально устойчиво почти наверное, при достаточно малом 
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НИЖНИЕ И ВЕРХНИЕ РЕШЕНИЯ ДЛЯ 

СИСТЕМЫ ДВУХ ДЩЕРЕНЦИАЛЬВД УРАВНЕНИЙ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

В Д . Пономарев 

Рассмотрим систему: 

где функции I I * й*­* К» удовлетворяют условию 
Каратеодоря на 1« Я а ( с и [1] ) > I

 я С а * 11 ^ 
а с К, |с£а а«­о«) л Введем следующее 

Определение. Пару абсолютных непрерывных на I функций 
(«С,*.) и Г^»,^) будем называть соответственно нижним 
и верхним решением системы ( I ) , если выполняются условия: 

I ) АШщрШ У * 1 Г 7 

почти для всех ^
е

Х , 

почти для всех 

Доказательство необходимых и достаточных условий р а з ­

решимости краевых задач как для обыкновенного дифференци­

ального уравнения в т о р о ю порядка так и ' д л я системы ( I ) 



опирается на существование ШЕ.ИШХ И верхние решении (ей* 
например, (V) - £4} ) . Поэтому возникает вопрос: при к а ­

ких условиях, налагаемых на функция к и ^ , существуют 
н: шие и верхние решения системы ( 1 ) . 

В настоящей заметке приводятся достаточные условия, 
обеспечивающие существование нижнего и верхнего реыецай 
системы ( I ) . _± 
Теорема I , Пусть Т , * 0>, + * ) , * N > к = О ­ » « 0 ( * ­

а

) , 
К * С ° >

К

) | * * С ° | 4 )
 и существуют функции

 € С(­*>,
+

*°) 
1 * 1 , 1 , такие , что выполняются условия: 

1 ) для любых 4 1 © ^ *в) и ^. = ^ С - , 

у а I * ) > О , 

2) выполняется по крайней глере одно из условий: 

или 

­^су) , где С * / * , ^ * ! * [ ­*г , ­
х

*
6

1
ж

£~
к

>"
к

" 

3) выполняетс^ по крайней мере одно из У С Л О В И И : 

И * : , ^ ) ^ ^ ^ ) . ^ ^ ) , где а 4 х ^ ) ^ Х > [ ^ ^ , ^ 1 *С*Ъ*3 
Е Л И 

4) < К , где С* ^ . ^ е Х х ^ ­ ^ ­ ^ и ^ . ^ ж ^ к ] 



­ Ы ­

5

> Щ>Щ)4 »
 1 , д е " [ ­ ^ . ­ ^ « ( С ­ ^ ­ ^ ^ Я ) , 

$01 существуют шшпне И верхние решения системы ( I ) . 
Доказательство , Построим X) и (£>,К) когда выполняет­

ся условие 

Для остальных возмо;шых случаев п о с т р о е ш е проходит а н а л о ­

гично . Определил (<*,Э0 как решение следующей задачи Коши: 

= ­ т . , ^ (ал з п. , 

а К £ ' к ринение следующей задачи Кош л: 

Покажем, что для любого ^*.Г (*,«*.С*^>.С4­)) € 0 ^ „ 

С*^Ш^(Й) б <З г ' где 



Покажец ндаример, что для люоого С ^ о Ш ) , Х Ш ) € 
Д­йотвительно, одоть максимальный интервал на к о ­

тором й 4 К . Тогда С $ К почти для 
воех <к*£&|**'3 , Еоди 4:̂ « & , то все д о к а з а н о . Пусть 
^ * < а , О • Случаями)» К на Г&э^«1 не мокет быть в 

силу макоимальности интервала [ 0 , Д ^ . Следовательно % 

Х(Ч*) * К , Тогда имеем 

отсюда 

или 

леи) 

что противоречит условии 5 . Т е о р е ш д о к а з а н а . 
Теорема П ^ т ь чс{б,*м) и существуют функция р с е Ь (I ) 
^.бСС­вв,*^ ^4^4 такие , что выполняются условия: 
I) для любых сс и 1*и>Ц 4>. 1 * ) > о э ^ .Сх) = ^ С ­ л ) 

1С почти для всех t € I р1&)Ъ09 

^ * И % > г ] р А с ^ (ъСл)А*> > 
а. м г 



или 

где 1т* | >,+ао) определяется из уравнения 
•т. & 

Тогда существуют ш ш ш е и верхние решения системы ( I ) . 
Доказательство . Построим ( * , ^ ) Я С>>Н ДДО случая когда 
выполняется условие 3 для I м (К Ч ­ Ч КЗ • 
Дяя остальных возмо:лшх случаев построение проходит а н а л о ­

гично. Из условия £ следует , что в е д е т с я П € ( ч ^ + * С $ т а к о е , 
что » В 

* а к & 

Определил! ( л 7 л ) как решение следующей задачи Коши: 

зссоо = ­п , уса.) » Ч , 

а как решение следующей задачи Коши: 

• Х ( а ) в п. , ^ Со.) * Ил . 

(2) 



Покажем, что решения и ( ^ , ^ ) продолишмы на весь 
интервал Г и д с ю * ^ < . 0 дли в с е х Ъ ^ Х • Проверим, 
например, что решение А ^ продолаимо на весь интервал 1 
Действительно, в силу определения числа юа с л е д у е т , что 
Ч*<М*)* дян в с е х ^ Х , а существование функции 
Я 0 0 на всем 1 вытекает из условия 3 и ( 2 ) . Из ( 2 ) 
такжо оледует , что и ^ < л ) > "с для всем 
^ 6 Г в Теорема доказана . 

ЛИТЕРАТУРА 

Коддингтон Э . , Леьиноон И. Теория обыкновенных 
дифференциальных уравнений. 1958 , 4i?4cu 

Васильев Н.И. Необходимые и достаточные условия с у ­

ществования некоторых краевых задач для системы двух 
дифференциальных уравнений первого порядка . ­ "Латвийс­

кий математический ежегодник", IS7U, 8 , с . 1 8 ­ 2 4 . 

Гудков b i b . , Лепин А.Я. О разрешимости некоторых 
краевых задач для обыкновенного дифференциального 
уравнения^второго п о р я д к а . ­ "Дифференциальные у р а в ­

нения", 1 9 7 1 # 7 , N° I u f C. I779­ I78&. 

4 . Sohrmder K tW f E x i s t e n c e t h e o r e m s f o r s e c o n d o r d e r 

boundary v a l u e p r o b l e m s . ­ " J . D i f f • E g u a t i o n B
1 1

, 1969 f 

5 , N r . i S p . 5 7 2 ­ 5 8 4 . 

I 

2 



О ЛИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТИ НЕЛИНЕЙНЫХ ЭВОЛШИОННЫХ 
СИСТЕМ В НЕРЕФЛЕКСИВНЫХ БАНАХОВЫХ 

ПРОСТРАНСТВАХ 

и». И* Хаван 

Рассмотрим абстрактную задачу Кош 

U (и) /d(t) - J и>±) (t»0) (о. {) 

и Ы - z (0.1) 

г д е Л '• ф){А) * X - нелинейный дисснпативннй / с м . ниже/ 
оператор в банаховом пространстве X • Известно / с м . £ 1 ] , 
[2J / .4TO если 

я а - х л ) 

при малых Л > 0 9 то оператор ^ "порождает" полугруп­

пу нелинейных сжатий 

Sa) • ШЖ) -* ЩА) (t»o) 
по формуле 

Эта полугруппа тесно связана о задачей Коши / 0 # ± / , / 0 .2 /« 
Именно! есш. эта задача имеет решение * и:[0у°°) X • 
абсолютно непрерывное s a компактных подмножествах 10} °°) , 

сильно дифференцируемое и удовлетворяющее / 0 . Ï / на (0} «э) 
почти всюду /такое решение называется сильным/, то 
- S(t) Z /tiïtj теорема П, [ 2 ] , теорема З Л А С другой 
стороны, если оператор Л замкну*, то функция il(t) = 
= S(t) £ удовлетворяет уравнению / 0 . 1 / в любой точке 

t где существует сильная производная dic(t) /dt 
/12} f теорема 3 . 2 , см. теорема П/ . Это позволя­

ет получить теорему существования сильного решения, если 
л рефлекоивно и z е 2)(А) , так как ори Z ß Ъ(А) 

функция t >-* S(t)è удовлетворяет локальному условию 
Лягпвшття /напомним, что абсолютно непрерывная функция оо 
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значениями в рефлексивном банаховом пространстве сильно д и ф ­

ференцируема почти в с в д у / . Аналогичные результаты / с заме­

ной полугруппы на эволюционную оистему/ справедливы и в слу­

чае , когда оператор А зависит от времени / C M . £ 2 J / . Если 
же пространство X не рефлексивно, то функция t^-^Sfyz 
может не быть оилыю дифференцируемой почти всюду даже при 
2 €.$)(А) f l ] t если не требовать непрерывности или деми­

шепрернвнооти оператора Л • Вместе с т е г , если оператор 
Д в каком­либо Функциональном пространстве порождён диф­

ференциальным оператором и граничными условиями, то Л , 
как правило, не является деминепреоывным, а полугруппа bit) 
может всё же давать решение / и иногда довольно хорошее, с 
точки зрения дифференциальных свойств/ соответствующей / 0 , 1 / 
/ 0 . 2 / задачи для уравнения в частных производных / с м . , на­

пример, [ 3 ] ­ [ б ] / . Поскольку многие нелинейные дифференци­

альные операторы диооипативны, если их рассматривать в н е ­

рефяексивных пространствах /например, L i , и / и не 
являются дассипативными в пространствах Lp II <р< °°) * 
необходима теория дифференцируеиости нелинейных полугрупп 
и разрешимооти нелинейных эволюционных уравнений, которая 
охватывала бы и нерефлексивные пространства. В настоящей 
работе мы доказываем довольно общий результат о дифференци­

руемо ото нелинейной эволюционной системы, связанной с з а д а ­

чей Коши 

ctti{i)/dt *ЖШП0} (**t*T) u(s)^i (0.4) 

Этот результат /теорема 1 . 1 / применим как в рефлексивных, 
так ж в нерефлексжвных пространствах / с м . теоремы 1 . 3 , 1 . 4 / 
Примеры § 3 , где теорема 1*1 используется в полной общности, 
показывают* что приложения этой теоремы не ограничиваются 
следствиями, указанными в § 1 , В частности, операторы A(t) 
в теореме 1 Л могут иметь зависящую от t область опреде­

ления / с м . теорему З . З Д Иа всей многочисленной литературы, 
посвященной нелинейным эволюционным уравнениям с диссипа­

тжвнымж /или ахкретивными/ операторами, нам известна лишь 
работа £6] , где также допускается переменная область опре­

делены* Однако в [6J рассматриваются только равномерно вы­



пуклые банаховы пространства, и, кроме того ,нет примеров, 
подтверждающих, что условия теоремы I [6]могут выполнять­

ся для операторов с переменной областью определения. Фор­

мально условие постоянства Ъ(Л(Ь)) не накладывается 
также в [ 2 ] и в [ 7 ] , но в [2 . ] не зависит от времени о б о б ­

щённая область определения, которая во многих важных с л у ­

чаях совпадает с обычной, а в [ 7 ] существование решения 
задачи / 0 . 4 / доказывается только для 2 е Г) Ю^/Щ 

Отметим, что в основе теоремы 1.1 лежат идеи, обобщав^ 
щие идеи Охару [ 8 ] , г д е , видимо, впервые, испольэовалаоь 
формула / 0 . 3 / с целой частью в показателе, а также Кони­

шиГб], где рассматривалось уравнение иХ71 ~Р(их) 
в пространстве ^ Ь Ц р ' ] , которое вкладывалось в 

Содержание настоящей работы следующее* В §1 приводится 
формулировка основного результата ж выводятся следотвия 
из н е г о , §2 содержит доказательство основного результата» 
а в §3 теореш §1 используются для доказательства р а з р е ­

шимое ги в целом начально­краевых задач для уравнений 

ж 

Обозначения и терминология. 

Оператором в пространстве X мы будем называть одно­

значное отображение Л , область определения 3)[Л) ж 
множество значений Ц(А) которого лежат в А • Тожде­

ственный оператор обозначается / , а сопряжённое к бана­

хову пространству X ­ К • Пусть £ ­ векторное 
пространство / в с е рассматриваемые пространства предполага­

ются вещественными или комплексными/, Г ­ некоторое 
множество линейных функционалов на £ . р называет­

ся т о " а л ь н ы м, если (Е Э Е Ф С Зf
e

F {*^)*0) 
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Слабейшая локально выпуклая топология в Е » при которой 
все непрерывны, обозначается 6';Е^) • В ч а с т ­

ности, если X ­ банахово пространство» то &(Х,Х*) -

олабая топология в X , а &(Х\Х) ­ слабая * тополо­

гия в Х
г • Символы &п и ­—> , если явно не 

оговорено противное, будут указывать на сильную сходимость 
Оператор А в банаховом пространстве X / с о о т в е т с т в е н ­

но, в / ' / назовём ^ ­ з а м к н у т ы ы / соответствен­

но, ь ^ * ­ з а м к н у т ы м / , если 

(Л(А)^7 ^Л*"*> 
/соответственно, 

$1. Основная теорема о дифференцируемое™ 
нелинейных эволюционных систем 

и следствия из нее 

Пусть (0Ц£ Т} ­ семейство операторов в б а ­

наховом пространстве X • Зафиксируем УЬе\о7] > \'Х^>0 
оператор 

•Л Ь) • £ (1 г2Л№ щлЩ а п 
такой, что 

Если I -Л А/'£) инъективен, то ^хШ ~{1 "ЛА/Ш
 1

 % 

в общем случае существование такого оператора следует из 
аксиомы выбора* Далее, положим 

¿=1 

/ в часткости, если $£~0М ^ # то И, (£, ь) = / /, 
Наш основной результат состоит в следующем. 

Т е о р е м а 1 . 1 . Пусть А(?) : ЩЛЩ т% (£<Ф 7Д'-
семейство /нелинейных/ операторов в банаховой пространст­

ве X . Допустим, что (&;ЩшЛ^0} 6 £[0,Т)} Е*$(и**-[Г$ 



• при всех П & Ж 9 где Jff* t U • •• ïf 

и выполнены следующие условия: 

, Щ Vte/s ,7"J 3 Сип. IL**(t.*)г =u.(t) 

С/7) множество 5 ( f / # j £ 4 * | / ­

ограниченно в X ; 
Пусть, далее v Л непрерывно вложено в локально выпуклое 
пространство (£, &(E}F)) 9 г д е F ­ некоторое т о ­

тальное множество линейных функционалов на векторном про­

странстве £ , причём 
(ifi) множество pu}) относительно секвенциально 
компактно в ( В , frfÊf)) { 
(/V) операторы Jê(t) допускают расширение до операторов 
J ( t ) : • так, что 

* Щ(Ш с 3(Ш сХу Vf* 3)(d(t)l Jt(t)jf=Alt)f 
(У) если 

то y*$(X(t)) ш I(t)y = r . 
Тогда, если 2 £ $)(Л(*)) 9 то функция U'l*J]-*X 

удовлетворяет условию Липшица, b ^ / ^ T j U{£) ^£)(Л(£)) . 
и tfj^F функция t-+(a{t\f) непрерывно да^еренцжруе­

ма на [ь} Т1 9 причём 

(d/olt)(uL(t)J) = (A(t) U(t)J) (i Щ 

fis) 
З а м е ч а н и е 1 , 1 , В приложениях обычно условие { ш) 

вытекает из Щ / см .» например, т е о р е м 1 . 3 и I # 4 § а также 
теорему З Л / . Достаточные условия для того, чтобы выполня­

лись предположения (!) 9 (if) , уважены в т е о р е м 1 . 2 . 
З а м е ч а н и е 1.2» Условие (V.) можно заменить следу* 

садам: 



(V)' воли 

90 у ж <%&'р-= V- / з д е с ь ос пробегает любое 
направленное миоадотво/. 

Прежде, чем переходить к доказательству теореда 1 ,1 , о т ­

метим несколько следствий ив н е ё . 
Напомним,что оператор Л в банаховом пространстве 

напивается д ж о с и п а т ж в ц ы м . если 

/оператор *'М в атом случае называется аккретнвным/. 
Легко видеть, что если оператор <Л~ со I диссжпатавен 
при некотором а) * Я' , то при Л > 0 , Л оз<' { опе ­

ратор {1~ХА) инъективен, так что 

однозначен /ж удовлетворявщ условию Липшица с константой 
А 

Из результатов работы [2] вытекает 
Т е о р е м а 1#2. Пусть {Л^): Ь ± 10>Т}} - семейство 

операторов в банаховом пространстве X , удовлетворяющее 
оледувдим условиям! 
1° найдётся такое и) * Я* , что \И^1о,Т] оператор 

ЛЦ) -<л)1 джсомпативен! 
8° Ш№Ш =£)сХ 

4° существует неубывавдая функция Ь •' # ц непрерыв­

ная функция X о ограниченным изменением, та 
кие, что 

Тогда V? * 5 при 0 £ & £ г £ Т существует предел 

причём 
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Кроме того , если 1*3)' , seļōf) . (Я^^Л^^О , то 
множество S(b \ (Äil) ограниченно по норме в X9 

константой С , зависящей лишь от , $ , , 
Т • функций L ж / . При ВТОМ 

З а м е ч а н и е 1.3.Еоли )ft^lO.T] оператор A(i) 
замкнут, то в условии 3° достаточно потребовать, чтобы 
£ (ТЫ A(t)) Э 3) / с р . \Щ замечание I . I (а) /. 

З а м е ч а н и е 1 . 4 . Относительно условия 4° заметим, 
что функция / ' LOT] ~» X имеет ограниченное изменение, 
если dģf&t Ш Lii'OJ] Хл или если / удовлетворяв* 
условию Липшица. В частности, Можно вместо Hj{t) 
взять /1 ­Е7 

Т е о р е м а ! . 3 . Допустим, что выполнены условия т е о ­

ремы 1 . 2 , X рефлексивно и оператор j.(t) 
bW ­замкнут. Тогда 

U(t^)Ssc 3) {Шм^щГ) (а) 
и если ž й 1} # О ь[0Т] j J £ X9 , то функция 
£ e­>/Z£fM)Ä* / ) непрерывно дифференцируема на [s.TJ и 

Иначе говоря, функция и (t) = ŽČ(t}s)č является слабо непре­

рывно дифференцируемым решением задачи Коши / 0 . 4 / . Это р е ­

венне единственно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно применить т е о р е ­

му 1*1 с Е~Х , t - X9 , Jt(t)-A(t) • Выполнение у с ­

ловий / / / , ( $ ) гарантируется теоремой 1 . 2 , (fit) вытекает 
из (Щ /cm.lI5j. теоремы 2 . 1 0 . 3 и 2 . 9 . 6 / , (i¥) тривиально, 
а (V) легко вывести из того , что каждый оператор A(t) 

би^­замкнут, пользуясь условием 4° теоремы 1 .2 .Единс*­

следует из теоремы 3 .1 [ 2 ] t поскольку слабо непрерывно 
•яфференцируемое решение является в то же время сильным 
решением. 

З & м е ч а я н е 1 . 5 . Теорема 1 .3 пересекается с т е о р е ­

мой 3 . 4 [ 2 ] / г д е рассматриваются эволюционные уравнения с 
многозначными операторами/ н содержит теоремы 6 . 2 [ 9 ] и 



теоремы I , 2 [ДО]. 
Т е о р е м а 1 . 4 . Пусть выполнены условия теоремы 1.2 

ш X
 = Y" , где У ­ сепарабельное банахово простран­

ство, причём löj] оператор j&ft) s ^ ­ з а м к н у т . 
Тогда гьщолнены соотношения / 1 . 6 / , н если S^'[0,TJ9 

/
€ Y , то функция t непрерывно диф­

ференцируема на [ъ}Т] н удовлетворяет уравнению / 1 . 9 / . 
Таким образом, функция ib(t)-'lt

f

tyb}2 является с л а б о * 
непрерывно ^^еренцируемым решением задачи Коши / 0 . 4 / . 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Достаточно применить т е о ­

рему I J с £ ­ / , f*Y , $ Ш . У с л о в и я ^ , 
(К) вытекают из теоремы 1.2 , (7/7) следует ша(*0 / с м . [ 1 5 ] , 
теорема 2 . 1 0 , 1 / , (IV) тривиально, а (V) выводитоя из 

3'^­замкнутости каждого оператора <A(t) с помощью 
условия 4° теоремы 1 . 2 , 

Заметим, что в теореме 1,4 ничего не говорится о един­

ственности с л а б о * непрерывно дифференцируемого решения. 
В ряде случаев для доказательства единственности w прост­

ранстве L^i-iL/) можно использовать приём, применённый 
Ко ниши £ б ] . 

§ 2 , Доказательство теоремы 

Л е м м а 2 , 1 , Пусть {A(t):t^ [0,Т} J ­ семейство опера­

торов в X , Л ­ скаляр и операторы (i) удовлетво­

ряют соотношениям / 1 , 1 / , / 1 . 2 / . Тогда для любого натураль­

ного ш 

- г =*ZJ(t,;)nJA Ш ил) 

если t^.^^t^lOjI i и левая часть определена. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Полагая в тождестве 

/которое следует » /1*2// и - П jÄ(£i)z ? t^t^ , 



Суммируя / 2 . 2 / по $ от / до щ , получим / 2 . 1 / . 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1 . 1 . Поло­

жим 

Тогда, в силу / 1 . 3 / и / 2 . 1 / , 

где р С ­ радиус шара в А ч , содержащего множество . 
{ ­ ^ А ] ) / С М . условие / . Иэ (!) , / 2 . 3 / и / 2 . 4 / 

очевидно, следует, что 

Далее , покажем, что ¥Щ*{ЦТ1 и-($е я 

Действительно, зафиксируем £^($}Т) и положим £ л = 
= 5+ 1({~$)МуЗ\* В силу условия (Ш) , последовательность 
(Л содержит (Т(Е,Р) ­сходящуюся подпоследова­

тельность. Учитывая ({) и (V) /или / , убедимся, что 
и(^) £ 3)$(£)) и Щзедел указанной подпоследовательности 
равен Л(€)и(1) . Поскольку .мы могли начать о любой п о д ­

последовательности последовательности и,ъ(£)} • то 
А(£)(л(^) является её единственной предельной точкой. 
Следовательно, выполняется / 2 . 6 / . Далее, для л ю б о г о / ^ р 
и любого натурального п функция 

конечнозначна на Ь,Т] и ¥ £ Щ**ТЗ 
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(tt-&A*}-1 Д r 

= л, Z + iftM f] £J|>u*)*,/) + 

Учитывая условие
 71 i ) и пользуясь тождеством /2,1/, из 

/ 2 . 7 / , / 2 . 3 / и / 1 . 3 / п о д г л ы : 

где м*. - Я а {/­i^"
5

)Aa"/(i~^/^Jjj . Переходя к пределу 
при я

0 0 и учитывая условия (() 9((f) , / 2 . 6 / , нахо­

дим, что, в силу теоремы Лебега об ограниченной сходимо­

сти, t 

/ следует принять во внимание, что Ощ^Щ £ 2)(A{ijj , если 
[(t'S)/Än]>ö , так что при достаточно больших п можно 
в / 2 . 8 / заменить 4 ча Щ при ?t> 5 Д Для завер­

шения доказательства остаётся показать, что Vf^F 'функ­

ция непрерывна на . Пусть 
£ Б , Г / э < Г а — £ ,

 А

о г ц а , в силу / 2 . 5 / , u(4fn)-* Щ^} . 
Из / 2 . 6 / и условия следует , что^множество /^­пре­

дельных точек последовательности ^3*J j непусто; 
условие (V) гарантирует, что это множество сое­опт лишь 
HB точки J§'(L)u(Z) , Следовательно, 

что н требовалось доказать. Если выполнено условие (у)
9 , а 

не (V) , то последнее рассуждение нужно несколько видоизме­

нить, именно, рассмотрим множество 

Условие (V)' означает, что вамыкание В множества 3 
в L\Т] х X *(Е, &(Е} F)) содержится в 



Допустим теперь, что 2 ­ & ( ^ ^ ) ­предельная тоада п о ­

следовательности {Л(^л)(1(^} • Не умаляя общности, мо­

жем считать, что . В силу / 2 . 6 / . 

Учитывая, что Ё£г*V , и^*)-+и(Т) § видим» что 
ГГ, и(?),г)е 3" = б

 с б • следовательно, г ^Л(Г)и{Т) 
Теорема доказана. 

§ 3 . Приложения* 

В этом параграфе мы приведём несколько примеров исполь­

зования теории §1 н случае нерефлексивного основного прост­

ранства. 
Будем пользоваться следующей обозначениями. Л с Я 

ограниченная область с достаточно гладкой границей Г » 
п - Я (х) ­ внешняя нормаль к Г ъ точке х £ Г . 

(Л) ^ = ^ ­ пространство 
С.Л.Соболева / с м . [ 1 4 ] / . При нецелых {>4 н 
определим \А/р (8.п) с помощью комплексной интерполяции 
по параметру I / с м . [II] \ [ 1 2 ] / , тогда пространство 
\А/р(П) состоит из функций, а : . Л ­ * Я

1 , Допусйа­

ющих продолжение й е ^(Я
п

) ,пря атом 

Известно / с м . [ 1 6 ] , стр . 153/­, *гго тан определённое 
VI//( Л ) совпадает с пространством бессолевых потенци­

алов, или лиувиллевским классом / в [ 1 6 ] его пространство 
обозначается И^'(П) , а в [ 1 7 ] , где рас&ютривавтса» 
случай Л = / Г Щй

А

) АДамв, 

есть замыкание множества гладких финитных и А функций 
в №ь( П ) . Введём ещё обозначение 



• яри I < 0 полоти» 

Нам потребуется также пространства О.В.Бесова Вр (и 
/|<:/э< ^ ­ « ? < ^ < ) ^ определение которых с м . , напри­

мер, в [ 1 б ] / г л . П. § 1 . 5 / . При функции из /З/^Л) 
могут быть охарактеризованы как следы на Г функций из 
ЩЩШ Л К ] . с т р . 8 2 / . 

Черев обозначим конус неотрицательных функ­

ций в лебеговом пространстве ЬР(П) Щ 9 а 
через АС1

а

>Ш ­ множество абсолютно непрерывных Функ­

ций И 'ШД^М
1 . 

Если функция И^ОТ^-^Х . где X ­ банахово прост­

ранство, слабо непрерывна, то будем писать, что 
\*С(С0,Т]; X) л Аналогична смысл имеют обозначения 

^ШШа) 
Рассмотрим теперь следующую задачу: 

и (^х) = &^(и(1,х)) 4^0г^) ( 3 { ) 

и Ш^ЖЩ 01) 
и (0,х) = иб(х) (&Щ Щ (зз) 

Предположим, его 

У
3 ; а

) 10,
 0 0

) ­ строго возрастающая 
непрерывная функция, /&(0) = 0 \ 

если а -

(¿2 ь(х)1г = + оо 
гга

 у ' , если <2< «о 

Определим операторе ^ и &£ ъ Ь1 (О.) I 

гь.6. е. а, Р(а(.))€цЩ 



Кониши [ 4 ] д о к а з а л , что оператор S-hijk диссипативен 
/ а также дисперсивен/ в Lj (IQ , удовлетворяет соотноше­

нию 

ШГ-Ш^)Щ:(Ш и>о) 

и, следовательно , порождает по формуле / 0 . 3 / сжимающую 
/ и сохраняющую порядок/ полугруппу операторов b(i) на 

еЭ (Л) . Вопрос о диф1>еренцируемости этой полугруппы на 
был решен в [ 4 ] , было показано лишь, что Уи9 eluf&ffie) 
функция UitJ-SltjUo удовлетворяет соотношениям 

d ; ^ i i ) / d t =$¿1 п. в . на (0,*°) \ Uo^U(0) 

Оставался открытые также вопрос о дифференциальных свой­

ствах Функции (М^ф^ШЩ по переменной •£ . Наша т е о ­

рема I . I , как будет показано, позволяет ответить на оба 
эти вопроса. 

Отметим, что к уравнению / 3 . 1 / сводится, в частности, 
уравнение 

если положить t 

Это нелинейное параболнчнское• уравнение, описнващее про­

цессы дв$фузии, фильтрации и т . п . , является выроидегаым» 
если ц(а) мотет обращаться в нуль. Случай /£(и) =/и/* 
рассматривался в ¿ 1 8 ] , а также в книге Лионса [ 2 0 ] / г л . I , 
§12 , г л . П, § 3 / , общие вырождающиеся параболические урав­

нения изучал Ю.А.Дубинский [19]. Во всех етжх работах бы­

ло доказано лишь, что некоторая монотонная / степенная / ' 
функция от решения начально­краевой задачи для соответст­

вующего уравнения имеет обобщённые производные первого го­

рядка / а не второго, как требует уравнение/, принадлежа­

щие Lz (jQj . № же докажем существование решешш задачи 



и положим 

и 

Тогда Ш&ШлТй оператор Л{1) действует в Ь^'М) * Из 
/ 3 . 5 / , / 3 . 6 / и ДЕССипатквности оператора А1 Ъ{ вытекает, 
что семейство операторов \АЩ '• £ € №>1 удовлетворяет 
условиям теоремы 1 . 2 , Следовательно, Чи0 йЮ(й^ выпол­

нены условия { / ) . (//) теоремы 1 .1 / г д е следует заменить 
Z на и0/ш Теперь расширим операторы таким обра­

зом, чтобы удовлетворить остальным условиям теоремы 1 . 1 . 
В силу теоремы вложения для пространств С.Л.Соболева неце­

лого порядка / с м . [ 1 2 ] , а также Vр> { \/&>0 
имеют место ограниченные вложения 

о т к у д а * 

Поэтому можно положить в теореме 1 .1 

Поскольку /" рефлексивно, то и &-?.Г рефлексивно, 
так что условие (ш) теоремы 1.1 вытекает ш(Ю .Пусть 
$/* Ш) (-£=в>0 ­пополнение С*(&) по норме 

и ^5 ^(
/

<?, / ) пространство, полученное комп­

лексной интерполяцией [ I I ] между \Л^7л) и $£(П) 

/ З . Д / ­ / 3 , 3 / , для которого функция В.(и) имеет обобщён­

ные производные любого /вообще говоря, дробного/ порядка 
меньше 2 # суммируемые в некоторой степени, большей I / с м . 
теорему 3 . 1 ниже/. 

Допустим, что ^ 
/

€ [О, Т] ( П) ­ непрерывная 
функция с ограниченным изменением 



при 0<Щ и „ е ж д у Щ'(а) и 
при i < ь<1 . Очевидно, что Vse&J} 

Используя известную теорему о гомеоморфизмах, осуществляе­

мых эллиптическими операторами /см* [ 2 1 / / , и учитывая, что 
дефектные числа задачи Дирихле для оператора Лапласа равны 
нулю, получаем, что при р>{. frn-/ </г, £ шщ f-pj оператор 

определённый равенством 

я в л я е т с я линейным гомеоморфизмом. Зафиксируем р и £ f 

удовлетворяющие указанным выше неравенствам! положим 

и покажем, что выполнены условия "'/' . V) теоремы 
Для проверки условия Щ достаточно показать, что 

Используя ограниченность оператора OV~
L и доказанную 

выше ограниченность вложения • 

получим, что при it € С ^ п ) 

/мы применили также теорему о следах / [16] # с т р . 8 2 / . Да­

л е е , имеют место ограниченные вложения 



Щ 1 р 

Р 1° 
Здесь W / ­ классы С.М.Никольского / с м . [ 1 7 ] / . Первое 
вложение в / 3 . 1 1 / доказано в [17] / п . 4 . 4 . 4 , следствие 2 / . 
второе ­ в [22] , третье /при условии 2 ­ /г//э'^> О f т . е . 
р(п-а)<-п / ­ в [I7j/to. 6 . 3 / , четвёртое ­ в ( l 7 j / n . 9 . I / 

а последнее вытекает из определения классов (_Q ) « 
Таким образом, 

Иэ / Э . Ю / и / 3 . 1 2 / . очевидно, вытекает, что 

откуда я следует / 3 . 9 / . Проверим теперь условие (К/ . 
Пуоть t . V$(AtiJ> Ч»,-*"

 в t*4 (SI) , 

& f>4
 u
«

 + IfO­» *fc слабо в И ( Щ * Поскольку 

p
1

^*!
6 "«v­Q­) и имеет место ограниченное вложение 

. значит. 

слабо в Wp-
(

?-
l)

(ti) ' I b ^ - ' - t i r ) . Поэтому 

Ф ^ Ж Ч ^ Щ ® слал, в ( ^ , 

а значит, и в г 
. Постольку вложение 

M/J '2­Ч­р.) в. inmBo.fau^Ot-'fafMj) 
сильно в ui (SI) . Так как оператор Л, замкнут в 
¿.,60­) Г41, тоЧеЩ) я г f f t /ЩOh Значит, 
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/ [ 1 6 ] , стр . 8 8 / в ­ £ ­ < / ¿ ¿ ­ ­ ^ ­ f < i +¿ вря р(п-/)< n • 
то из / 3 . 1 3 / следует , что 

Таким образом, и Й i/'tjj и = 4Д ¿i + /^J* , 
что и требовалось. 

Учитывая, что замыканием &) в L/(Cl) является 
множество 

& ={U €L¿CÍ) : а{х)е Ю>х) п . в . В £% ] 
/ с м . [ 4 ] , стр . 5 4 1 / . видим, что ив теорем 1 . 2 , в силу 
вышеизложенного, вытекает 

Т е о р е м а 3 . 1 . Допустим, что выполнены условия 
/ 3 . 4 / , / 3 . 6 / . Тогда существует семейство нелинейных опера­

торов tL[t) í <|Г Ш (0*t< Т) , такое, что 

¡¡uít)ic0-U(t)Lr/¡¡Li[a) 

и если 

U„ б 3)(A{f¿¡ = ( , ¿ <£¿./n) i лДОе f^acj п. в . в Л , 

то функция. &¿-(t х) =* U(t)Sé ;Х) является решением задачи 
/ 3 . 1 / ­ / Э . З / в следующем смысле: если f»0 *p(n-í)<n , 
Í < ¿< ¿ ­ ^ S • то 

д u f a ) , m/M ewCttcj]; W^
J

(D)}-

уравнение / 3 . 1 / выполняется в смысле распределений, в у с ­

ловия / 3 . 2 / , / Э . З / ­ п о ч т и всвду на Г и Л ооотаетотвен 
венво. 

З а м е ч а н и е 3 . 1 . Отметим, что 1 ­>Z приуЬ­>/, 

Перейдём теперь к уравнениям первого порядка и рассмот­

рим следующую задачу: 



В отличие от задачи Ноши, начально­краевая задача для 
уравнения / З Л 4 / изучалась сравнительно немного / с м ; £¡333 • 
г д е попользовался метод параболической регуляризации, а 
также пример в §2 работы [ 9 ] , где задача 

сводилась к абстоактной задаче Коши в и исследо­

валась с помощью теории нелинейных полугрупп/. Автору / в 
работе, которая находится в печати/ удалось дать простые 
достаточные условия, гарантирующие существование в целом 
и единственность Липшиц ­непрерывного па[0оТ] х [а:ь] реше­

ния задачи / 3 . 1 4 / , / З Л 5 / для всех и 0 из некоторого 
множества функций. Липшиц­непрерывных на [а,. / , а также 
непрерывную / в норме ил (&} / й монотонную зависимость 
етого решения от Ц с , При этом прэдполагалось, что функ­

ции У , У" непрерывно дифференцируемы по X и ^ , 
а эадача / 3 . 1 4 / , / З Л 5 / сводилась к абстрактной задаче 
Коши в Сейчас мы покажем, как можно дополнить эти 
результаты, оводя задачу / 3 . 1 4 / , / 3 . 1 5 / к абстрактной . за ­

даче Коши ъЬ^^й) и И С П О Л Ь З У Я теоремы 1 . 1 , 1 . 4 . В част­

ности, в ряде случаев удаётся отказаться от непрерывной 
дифферейфтруемости функций т , V /теоремы 3 . 2 , 3 . 3 / . 
С другой стороны, следует отметить, что в случае непрерыв­

но дифференцируемых V и У' использование пространст­

ва Ьа позволяет охватить более широкий класс урав­

нений. 
Начнём со следующего поелложения: 
Л е м м а 3 . 1 . Пусть функции ^(Х, §) и У / * ^ $ ) опреде­

лены и непрерывны при Х^1(^^]% | е Й 1 и не убывают по ^ 
при £ 5 ^ , г д е ^ ^ К * . причём У/1, \)Щ при £ гуи . 
Определим оператор Л в 1~,^(а,6) так: 
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/ т . е . Ъ(Л) состоит из неубывающих на ¿<2, б] функций, 
удовлетворяющих условию Липшица и условию &(&) =уи /, 

Ли[х) = у(х,сс(л))и*(х) \ У(х>и(х))> ' 
Тогда оператор -,А дисонпативен в Сюо Щ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаток» показать, что 
если и 2^^3)(Л) . бб£&" # то УЛ,Ъ>0 множество точен 
X & (сс, 6) # Д** которых 

имеет положительную меру. Так как ¿¿­Z^€ йШЩ# И^Ф % 

Щ<Х] = Щ(£}±^ . то 

Заметим, что 

причём второе и четвёртое слагаемые имеют знак, не проти­

воположный знаку сс(£)-г^(Х) / е г о следует из того , что ^ 
и у­ не убывают по второму аргументу и 7Г*(£)2& п. в . 
йа / ' а , £ / . Поэтому достаточно показать, что одно не мно­

жеств 

имеет положительную меру. Действительно, на / 8 . 1 9 / , в с и у 
сказанного выше, следует, что 

- \ 



значит, в е м у / З Л 7 / и / а Л 8 / . 

Итак, для завершения доказательства мы покажем, что 

f ( # » ,i(x*j)*ō ^ > / 7 T ^ Е у > < ^ 

В самом д е л е , пусть ^
;

{х\щх^})^0 . Так как также и(х*)~ 
~Щх

к

)+С , то f(xļx(x)ylciixymXj)coxĻB^eit постоянный 
знак в некоторой окрестности х*-ь^} п [а, S] 
точки X* .Поэтому из /7ИлЕ£ ~0 вытекало бы, в силу 
/ 3 . 2 0 / , что tc'iX) - t*&0. также сохраняет постоянный / и 
противоположный/ знак почти всюду в некоторой окрестности 
то чаи X* , т . е . и[х)-¥{х) строго монотонна в точке 

£ - Х * . Так ка^ и(Х)-г^;Х) имеет экстремум при 
0 1 - X* / с ^ . / З Л ? / / , то х* не может быть внутренней 

точкой в [а.6] , значит, xĶ - £ • Но,согласно условию 
леммы, ¥ (i>&(&!;> О , следовательно, 

откуда, как показано выше, i^ļt'^^^ 
при п. в . Х^[4-&1,£ 1 , но это невозможно, если x = t 
является точкой экотремума функции и(х) ­ v(X) на • 
Полученное противоречие доказывает / 3 . 2 2 / . Пусть теперь 
<f('X\ и(х*))-0 . Тогда, в силу непрерывном, 

откуда Щ&ЕА ž mut-(Sl дА)>0 , т . е . выполнено / 3 . 2 3 / . 
Л е ж а доказана. 

Л е м м а 3 . 2 . Если 

Y { * J ) >0 а^Х^ i } j z : u \ (6.Z4) 
то оператор Л . определённый в ле*же 3 . 1 , ьи^­замкнут. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть $Ь(А)^щь—*и в 

слабо * в L^ļpL^) . Тогда 



Поскольку у^и^а))*^^ {*Ш*4) , то 

равномерно на [а-£] , а значит, и сильно в ^(л^ё) и 
Учитывая ещё, что 

равномерно на let- iJ , из / 5 . 2 5 / получим: 

Очевидно, i
f

£ uf6) # а так как все и*, не убыва­

ют, то LC не убывает и и'е Uļfa. t) - Кроме того , о ч е ­

видно, и(а) = и . Таким обравом, uejb(A) •
 и

э / 3 . 2 6 / 
ясно, что dtģĻš-'īt , что и требовалось докавать. 

Л е м м а 3 . 3 . Допустим, что при Х£&у£] f f 3*̂ *1 функ­

ции f;X\ и jff* > : |) непрерывны, причём у? не убывает 
по | , <(х \ \ >0 , ^ не убывает по ļ и не возра­

стает по X , ff^jtij^O . Тбгда дхя оператора , о п ­

ределённого в лемме 3 . 1 , имеем: R[l + ^>ī)fA) (Л>0) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать, что 

для любой неубывающей г^С[а,6] , такой, что V(a,) *j& , 
и любого А>0 найдётся неубывапцая tA*tl

[CL}6ī , т а ­

кая, что 

(Ж) 



Это. в е м у положительности ^ » эквивалентно нахождению 
решения следующей абстрактной задачи Коши в R : 

4щ&) /da, - G{х\с,х> (Щ * т± $, t$Q*д ¡3.29) 
где [Gfö ­ с в о й с т в о нелинейных операторов 
в , определённое так: 

Для доказательства разрешимости задачи / З .
2 9

/ ш применим 
теорему положив в ней К = Е -F = Я{ , и заменив 

* на /I , W> Т ] на Щ £} , М){*М$)
 н а Gl*) • 

Тем самым будет показано, что теорема 1,1 может оказать­

ся полезной и в конечномерном случае. Подчеркнём, что 
операторы G {£) имеэт з а в и с я щ у ю о т ос 
о б л а с т ь о п р е д е л е н и я / п р м е р применения 
теоремы I . I в ~акой ситуации в бесконечномерном случае 
см. в теореме 3 . 3 ниже/. Перейдём к проверке условий т е ­

оремы I . I . Отметим, во­первых, что 

где 

Л nun{^(xyju): а<х^6} 
Далее, &(фу& -Äffa^^^-Affc/thj? , так что 

' уи е $(G(a)) 

Поскольку функция не возрастает по J£ при 
1 , то Vxe[ajj оператор G (X) диосипати­

вен в Йт . Поэтому при а>О на R(l -d^Gfx)) опре­

делены одноэиачные операторы (J - Л Q(x))~J • Пока­

жем, что 

Выберем ct>0 отоль малое, что 



что 

А € £{ П , / 6/а + 1офч)> Щ т Ч#-а)М; ДОГ) 

у ^ ~ /7 /1 ­ Л , 0{а^а$ ,а 4= (З.эб) 

считая [ & ~ О у ь £ . Из леммы / 2 Л / и / 3 . 3 2 / с л е з е т , 
что если при некотором /тг­ выполнено / 3 . 3 5 / , то выполнено 
и / 3 . 3 6 / . Поэтому достаточно показать .что / 3 . 5 5 / верно при 

/7г-У и что справедливость / 3 . 3 5 / , / 3 . 3 6 / при т = к> 
влечёт справедливость / 5 . 3 5 / при гь = *с+( . если 
Ш^ш'Щ.-^й- . Оба эти утверждения будут доказаны, если 
мы покажем, что уравнение 

имеет решение | * & ( х ; } 9 тгри условии, что 

Определи! непрерквное отображение ф 7 т а к : 

* Ш в­*:+ * /I)) (Ш 
Из / 3 . 3 4 / и / 3 , 3 В / следует , что £ переводит отрезок 
[ * [ ( 2

 3 с е б я ; значит , в этом отрезке найдётся 
такая точка £ 0 , что | ь » Допустим, что£<,<£ • 
Так как ^^Щй(Х^) , то г^'Х-ъ-%-Л^(Х-сС^)Ъ0 , 
Пусть ${ '^тсох^и). Тогда | ^ < # и 

Полученное противоречие показывает , что %**£&0 «так 
что и , в силу / 3 . 4 0 / , / 3 . 3 9 / , ^ 6 и 

{о " ^ { Х ^ о } ' 9 что и требовалось . Итак, ма доказали 
/ 3 . 3 5 / ­ / 3 . 3 6 / . Из / 3 . 3 6 / следует , что / с помощью т у а г о ­

зафиксируем л, £{Ц*-4 и будем доказывать индукцией по т , 
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надьного процесса/ можно выдрать последовательность <x,i¿£ » 
Такую, что при всех рациональных ce ^La}bj 

а поскольку, в силу / 3 . 3 2 / в и ле**ш 2 . 1 1 

/ с р , с / 2 . 4 / / . то предел в / 3 . 4 1 / существует при всех 
íd}tl • Таким образом, выполнено условие 7J т е о р е ­

мы 1 Л . Из / 3 . 3 2 / вытекает» что вчполнены также условия/77"), 
^#7) . а из непрерывности фушшиии ff&jk) /ом* /3.31//, 
поскольку • 

/ с » . / 8 . 3 0 / / , следует условие (К5 . В силу теоремы з а ­

дача / 3 . 2 9 / имеет решение U^C
1

LolJ1 , что и доказывает 
лемму.. 

Из леям 3 . 1 ­ 3 . 3 и теорем 1 . 2 , 1.4 вытекает 
Т е о р е м а 3 . 2 . Допустим, что функции ^ é ) и 
tfejXfí) оирад^лены н непрерывны при t$MW » &&,(!\ 
\ ^ d

u ш удовлетворяют следующим условиям: » 
(/J ^ Я ^ ) > 0 • не убывает по i ; 

(¡i)f(t>
x

íÍ)
 н е возрастает по ^ и не убывает по | ; 

- (т) f(t} atJu) é б? 
(¡v) f и у удовлетворяют локальному условию Липшица по 

t • 
Пусть, кроме т о г о , ис ­ неубывающая функ­

цмя, удовлетворяющая условию Липшица, ^ Р , Л ; ­ Ц / т . е . 
о<? ^ЩЛ) / . Тогда задача 

имеет решение (l'[u)T]
x

[a)é]^Ñ
x , липшиц­нетгрерывное по 

обеим переменным, неубывающее по X и удовлетворяющее 
/ 3 . 3 ^ / п. в . на (Ct}¿) при п. в . te[otT} . Более т о г о , 

существует семейство операторов íí¿l}:£(Á) ^J^{№i*T}% 
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такое, что ЧЩ&щМ функция и(€}х) = Щх) явля­

ется решением задачи / 3 . 3 6 / , / 3 # 3 7 / и 

3 вI м е ч а н и е 3 . 2 . Очевидно, что состоит 
из всех неубывающих непрерывных на [а, 61 функций, таких, 
что и(а)=и . 

З а м е ч а н и е 3 . 3 . Если функции ' / и нед>е­

рывно дифференцируемы по Ж у | , то решение задачи 
/ 3 . 3 6 / , / 3 . 3 7 / в условиях теорему 3 . 2 единственна 
Это замечание относится и к теореме 3 . 3 ниже. 

Результат, аналогичный теореме 3 . 2 , можно получить 
для задачи 

и(са)=/(р) (ЩЫТ}А т*)=Хо(х) (а*х$4)7(зм) 

в которой граничное условие зависит от времени и, кроме 
т о г о , допускается вырождение: ^ может обращаться в 
нуль. 

Т е о р е м а 3«3 . Допустим, что ^'-[ОТУ+К* удов­

летворяет условию Липшица, функции У(^х}^) и 
определены и непрерывны при ^ЩТ] , Х&Са,й] 
и удовлетворяют следующим условиям: 
(!) ^ ( £ ; э с , | ) £ 0 , не убывает по % , не убивает и н е ­

прерывно дифференцируема по X - ; 
/ 7 / 7 и е убывает по 1 \ 

Пусть, кроме того , и0 '-[а Цн* (I* ­ неубывающая функ­

ция, удовлетворяющая условию Липшица» и(а) =//(О) # 

Тогда существует лишпиц­непрерыввое на [0,Т]х^ё] р е ­

шение и(^Х) задачи / 9 , 4 4 / , / 3 . 4 5 / , такое , что 

О* и-х№,х)$пйА(М, %иЦ\^((Ь%£)). 

Л о к а з а т е л ь с т в о . Определим семейство опера­

торов {Лр):0И$Т} в ( ) так: 



­ n o ­

г д е у » тал ( М; $ и'0Ци _ ( а > $ ) s 

^ Ш / * ) ­ ,У/Ч ж, ЩЩ чЩ +fff, и(х% 
ж применим теорему I Л с X=£ = Z> » /О, / / , I

er ­ A* fa, 6 I, 
=с^^Л 2 = а

» ^® (ЛШ- Основная трудность с о с т о ­

ят в том, чтобы показать, что 

откуда будет следовать, что fA^(Qj) и.0^.д^/
Л

Г^)) 
/ с м . / 1 . 3 / / . Поскольку 0У%Г&№№ компактно, а 

U R(Jt(t)) ограниченно / и , значит, относительно слабо* 
секвенциально компактно/ в L^(CL,6) , то выполнены у с л о ­

вии /0 ­ (Щ теоремЬ I . I /условие (/V проверяется так 
же, как это било сделано для операторов 0(Х) в лем­

ме 3 . 3 / . Условие {fv) теоремы I . I тривиально, а условие (v) 
доказывается по той же схеме , что и демизамкнутость опера­

тора Л в Г91 на с т р . 530 /именно здесь используется н е ­

прерывная дифференцируемость V
7 по I А Таким о б р а ­

8ом, доказав / 3 . 4 6 / , мы сведём теорему 3 . 3 к теореме I . Ï . 
Поскольку оператор Aft) днесипативея / л е т а З Л / и замк­

у г в Ью&е) , то Я(1~Л Jft); замкнуто в 
Léo (CLfé) / с р . с замечанием 1 . 3 / , поэтому достаточно 

покизать, что если \e(oft) , tHV,Tj , то задача 

и(х) +ЛЩх,и'(х) +Л ft%и(х)) ^Щх)} Щ) 
' UL[CL) = /u(t) (3MS) 

имеет решение и^Ж[а,е1 , такое , что а'/х}±)/ 
п . в. в (а,4) , д м либо! V-£t4a.,il , такой, что 

, 0< V-
f

(X)<)f (а&х< 6) . Уравнение / 3 . 4 7 / 
аппроксимируем невырожденный уравнением 

^
m - ш щ т щ —

 ( З Ч Э ) 

Это уравнение можно переписать в виде 



где ^ ^ J ­ ^ (
/

U i ^ l " V / ' ^ ^ ^ 4 i 4 
i ) ­ ^ f t j r J)+£. Тогда ^r«k) = . Так fetfrj0%/jf : 4 

то неравенство условия ,7/V) настоящей теоремы сохранится 
яри замене М на У . Интегрируя полученное неравенство 
по ~ от t-A до t > найдём,: 

Отсюда, в частности, следует, что £ 0 . Таким, 
образом, функции f , р и число /х = uft) удовлетво­

р я в всем условиям леммы 3 . 3 . Поэтому задача / 3 . 5 0 / , / 3 . 4 8 / 
/ а тем самым и задача / 3 . 4 9 / , / 3 . 4 8 / / имеет неубывающее 
решение и£ ^С

Х

С&. б] . Покажем, что л£ (х) < у (а< х< €). 
Действительно, в силу / 3 . 5 1 / , 

Допустим, что неравенство Ul(X) < У впервые нарушается 
в точке ¿¡€(0.6] . Тогда и£(Х±}=У , 

v(Xi\ -МхА -я fit, щ ШЩЩ^ щ 

Так как (V- = У'(Х{) 'У
<

0 , то 

Зх но., х{) i(® -и£(х)> V-iXt) - us(xt). 
Кроме того , при Х<Щ значит, в е м у 
условий (f) , (//') настоящей теоремы, 

V хе [a, xt) Af(t + уЛ ЦеШЩ * 

Иа / 3 . 5 2 / ­ / 3 . 5 4 / следует, что 

Эх е[а,Х{) Щфи^4Ш(^Ш^^Щ^^ 
а отсвда , согласно / 3 . 4 9 / , выводим: J X

 е

&)Х{) и^(х)>У , 



Но это противоречит выбору точки 1 1 . Таким образом, иы 
докаэали. что Ve>0 аалача ( 3 . 4 9 ) , ( 3 . 4 8 ) имеет реше­

ние а^СЧа.в] • *акое , что С~ u't (x)*v (a¿2áré\ 
Из теоремы Дрцеда вытекает, что семейство функций 
jl¿£ : £ > О] относительно компактно в Cfu,éj • , с т" 
ремляя L н нулю, получим абсолютно непрерывную функцию 
и: LaJ]-+tí1

 f такую, что Uia)= мН) и п . в . на(я$ 
выполняются равенство ( 3 . 4 7 ) и неравенства 0¿W(z)* У. 
Обоснование предельного переиода проведено в лемме 3 . 4 . 
нашей работы, упом^утой на ожрЛ02 . и з д е с ь ыы е г о опус­

каем* Итак, ыы установили справедливость соотношения 
( 3 . 4 6 ) , чем и завершается докадательсФво теоремы 3.3« 

Автор приносит глубокую благодарность Г.И.Лаптеву 
под руководством которого выполнена эта работа. 

Здесь мы приводам усиленный вариант теоремы 1 . 1 . 
Т е о р е м а Д . 1 . Пусть $/?)Ф{А(^Х (0&иТ) -

семейство операторов в банаховом пространстве X • Допу­

стим, что (с^)эЛп10, *$Щ¥) , е е ПЗ)(и^(Г^) и 
выполнены условия (/) . (и) теоремы 1 . 1 . Пусть, далее , X 
непрерывно вложено в отделимое локально выпуклое простран­

ство Е » причем множество %{5>%,{Лшз) относительно 
секвенциально компактно в Е , выполнено условие (№) т е о ­

ремы 1.1 и следующее условие: ^ 
(V)" если с от) *i¡t"U &(£(té*p-* У в X , A(t*tyk+ гг 

Теорема Д.1 позволяет установить, что построенное в т е ­

ореме 3 .1 решение задачи / 3 . 1 / ­ / 3 . 3 / на самом деле при­

надлежит классу С
1

([0>Т]'} №р~2(П)) / с л е д у е т учесть, что 
второе вложение в / 3 . 7 / компактно/. 

Добавление 
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ТЕОРЕМА о ВОЗМУЩЕНИЯХ 
т ­ДИСТЖАТЙВНУХ ОПК^ТОРОВ 

М.Я. Хазан 

Введение 

В теории нелинейных эволюционных уравнений и полугрупп 
нелинейных операторов в банаховых пространствах важную 
роль играют пь ­диссипативные операторы / о м . [ I ] ­ [ 4 ] , 
[ 9 ] , а также литературу, указанную в нашей работе [ 1 0 ] ; 
определения диссипативных и т ­диссипативяых операторов 
приводятся ниже/. В теории возмущений рассматривается с л е ­

дующая задача: пан УП ­диссипативный оператор Л ; при 
каких условиях на оператор В оператор А+ 8 будет 

ггь ­лиссипативным? Различные достаточные условия даны 
в работах [ I ] ­ [ В ] /отметим, что во многих работах р а с ­

сматриваются аккретивные операторы, т . е . "диссипативные 
с обратным знаком"; наряду с терминами

 н >п ­диссипатив­

ный", * уп ­ак'фетивный" употребляются в том же смысле 
термины "гтердиссипативный", "гипермаксишлышй аккре­

тивный" и д р » / . Однако достаточно общих результатов, при­

менимых в произвольных банаховых пространствах, наскольчо 
нам известно, в литературе нет . В [ I ] ­ [ б ] рассмотрения 
ведутся в различных подклассах класса рефлексивных бана­

ховых пространств, причём на возмущащий оператор 3 
либо накладываются условия типа непрерывности /или хотя 
бы непрерывности по отношению к А / , либо он предпо­

лагается т ­диссипативным. В работах [ 7 ] , [8] не накла­

дываются ограничения на банаховы пространства, однако в 
[7] оператор Ж предполагается линейным, а В всюду 
определённым и непрерывным, а в [8] / л е ш а I / использу­

ется следующее условие: 

\\Bu-BirЦ *аЦи- тгЦ+6Щг4Н (
а

> $ < ( ) у 

которое для приложений представляется слишком ограничи­

тельным. 
В настоящей работе мы доказываем новую теорему о воэму­

file:////Bu-Bir


щеннях /ПУ ­диссипативннх операторов в произвольных банахо­

вых пространствах /теорема 2 / , которая оказывается доволь­

но полезно! в приложениях, особенно в нерефлексивных п р о ­ ^ 
странствах. При доказательстве теоремы 2 используется один 
признак т ­дисснпатявности /теорема I / , который, на наш 
взгляд , представляет и самостоятельный интерес. 

Обозначения и терминология. 

Под м н о г о з н а ч н ы м о п е р а т о р о м в 

банаховом пространстве X мы понимаем множество 
А

с X * X • При зтом используются следующие стандартные 
обозначения: 

УхеХ Л* = {у*Х •[х/р]с 

В с я сД в
 с X * X , Я в /2 ' , то полозом 

Однозначный оператор в X отождествляется со своим г р а ­

фиком; при этом* если — однозначный 
оператор, то обозначает , разумеется, единственный 
элемент , такой, что 1х$3

£ / а не множество, 
состоящее из этого элемента/ . Такие обозначения несколько 
двусмысленны, но общеприняты ж не должны приводить к н е д о ­

разумениям. Тождественный оператор в X / и диагональ в 
X * X / обозначается / . 

Все рассматриваемые в дальнейшей операторы, вообще г о ­

воря, нелинейны и многозначны, если явно не оговорено про­

тивное. 
Напоил», что оператор <Л в вещественном банаховом 

пространстве X называется д и с с и п а т и в н ы м , 
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если ^Л>0 оператор 

однозначен и 

Бели, кроме т о г о , 

то оператор А называется / ^ ­ д и с о и п а т и э * 
н и м . Наконец, если 5 ^ X , то 

¡31 ^и!/{ЦиЦ : и^в]. 

Теоремы и их доказательства* 

Нам потребуются два простых я хорошо известных факта 
о диссипативных операторах:нелинейный аналог тождества 
Гильберта, который состоит в том, что при Л} ;ц>0 , 
И е К ([ -;и-Л) справедивы соотношения 

/ с м . [ 9 ] , предложение 3 . 1 / , а также очевидное следствие 
определения обратного оператора: 

Т е о р е м а I . Пусть А: ­ диссипативный оператор 
в вещественном банаховом пространстве X , причём для 
любого ограниченного множества «5 с X найдётся такое 
Л(5) >0 , что УЛЩШ) Л(Г­Л*>5 . тогда 
)/А>С Я{Г~АА) =Х , т . е . А /го ­диссипативен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о проведём в предположении, 
что т)э0 и АО1* 0 /общий случай легко сводится к 
этому, так как условия теоремы инвариантны относительно 
переносов £}(А) и Я (Л) /.Зафиксируем А>0 и (Ло^Х . 
Пусть Т>Ц(1*Ц . По условию, найдётся такое ^€(0^) , что 



У = { у ­ с X •• 1М1< Т = (Л -/и)-
{

(л г-/иЦиеЩ 

в определш однозначный оператор Т '• У~* X соотношением 

Учитывая, что (1-^мЛ)~* является сжатием и 
-О , ползучим: 

\\то\\ = 1(1-/* лу-х1^ и0\\ * Ш0#4 < 

В силу известной теоремы о неподвижной точке / с м . , напри­

мер, [ I I ] , 1 0 . 1 . 2 / , Эи(^УТи1 = и^ , т . е . 

Воспользовавшись тождеством Л / , из / 3 / получим:. 

значит, / 4 ^/^ ~ЛАс &>1~лЛ> , что и доказывает 
теорему. 

Т е о р е м а 2 . Пусть ^ ­ />г ­диссипативный о п е ­

ратор в вещественном банаховом пространстве А , В 
однозначный оператор в / % такой, что $¿8) ? £)(А) , 
оператор А + в диссипативен, 7 Я > С оператор 
В (I -ЛЛ)~* вполне непрерывен и 

где ^•
/

^р):10)^)х[0}'^)-^1/:^) ­ функция, неубывающая по X 
и Р , причём 

Уг»ё р(г, ?)/? -* о • р ­*• ­ °°] (5) 

Тогда оператор с£+& М ­ я и с с и п а т и в ё н . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . 3 силу т е о р е ш I , достато­

чно показать, что 

э"{и*Х Ш i г } (о<Л <Л(*)) Й 

Поскольку VA>0 r-Ai^dj^tf-jBLl-AJj-yi-Jj) 
и R. (I ~АА)= X , то 

Поэтому / 6 / эквивалентно'тому, что для данного ис

€

Х 
уравнение 

и -и0т Л 6(1-Л А)'
1 и Щ 

разрешимо относительно и при всех Л^(С,А0) f где А0 

зависит лишь от liiUli и операторов А , & . И з у с л о ­

вий теоремы следует , что однозначный оператор » 
определённый соотношением 

Тя и =• и0 +ЛВ{1-ЛА)
4 и , 

вполне непрерывен при каждом Л
 > О % Зафиксируем 

Уо
е

^)[А) И Уо^А^о . Положим 

и покажем, что если Я >~0 достаточно мало, то Т 
переводит шар * 

в с е б я . Имеем: 

VtieX \/Л>0 Н1-ЛЛ)
Ч

И- Veil -

= f(l-Ыри -[1-Л£[
1

(\/о~Л^Ы-*+Лw*ll, 

значит, 

Чи*и ищи 

Далее, в силу / 2 / , 

U УЛъ(0,П \А(1-ЛА)~*а\± 



Соглаоно / б / , 

Определим Л у > 0 условием 

Я{ /о * Щ +Ци0Ц +г (и) 
и положим А0=ггшг(л1^) * Тогда, в силу / 4 / ж / 8 / ­ / 1 2 / . 

= Я ¡1В (1-Я ЛГ* и // * 1( И г,, ̂ 4 ­ г)) * 

так как квадратный трёхчлен р-^=(1^к,),о-Лк~^^^^<
х 

достигает своего наибольшего значения при >С­^5" 9 и 
* V , а по условие теоремы 5 . Итак,­ при 

Л ^ ^ ^ » ) ТАЫ с И . Согласно теореме Шаудера, 
УАс

(0}Ло) в шаре 'Ы имеется неподвижная точка о п е ­

ратора Тд » т . е . решение уравнения / 7 / . Теорема доказа­

н а . 

0 приложениях полученных результатов. 

С помощью теоремы 2 и результатов Бреэиса \Л2] можно 
получить теорему существования для задачи 

-^-(Х) €^(и(Х)> (Х~€^Я) {Щ 

с односторонним граничным условием. Здесь I* ­ л и ­

нейный эллиптический оператор второго порядка, ­



производная по конорыали, А ­ максимальный монотонный 
оператор (вообще говоря, многозначный) в / 2 * , а функция/ 
имеет рост по последнему (векторному) аргументу меньше 2 . 
В [10] рассматривался случай 'f»Q f т . е . вадача (14) для 
линейного уравнения* С помощью теоремы 2 и теоремы 1.4 
нашей работы [12] можно доказать также теорему существо­

вания для задачи 

- Щ (i,x)ep>(uU,x)) 1иШ1ж(Ш), ыЩ)^ШШ 
Точные формулировки и доказательства будут приведены з 
отдельной работе. 

Автор приносит свою искреннюю признательность 
Лаптеву Г.И., под руководством которого выполнена эта р а ­

бота . 
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