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ТЕОРИЯ ОБОБЩЕННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ 
БИНАРНОЙ СИСТЕМЫ 

Н.А.Авдонин (ВЦ ЛГУ им.П.Стучки) 

Известно, что при кристаллизации расплавов (или рас

творов) в некоторых случаях возникает переохлаждение пе

ред фронтом кристаллизации. Примеры исследования классиче

ского решения задачи Стефана, когда в объеме расплава 
(раствора) возникает переохлаждение, приводятся в работах 
[ 1 ]  [ 3 ] . Постановка задачи, не допускапцая переохлаждения, 
была предложена В.Т.Борисовым [41. Им была предложена ги

потеза, что в случае возникновения переохлаждения начина

ется рост дендритов, причем растущие дендрита мгновенно 
снимают переохлаадение. Это приводит к существованию двух

фазной зоны  дендритной области, в которой переохлажде

ние разно нулю. В этом случае естественно ввести в рас

смотрение обобщенное решение, т.к . классического решения 
не существует [ 2 ] . Исследование обобщенного решения в слу

чае кристаллизации однокомпонентного материала проведено 
в работе [ 5 ] . 

В случав кристаллизации бинарной системы обобщенное 
решение введено в работе [3 ] . За основу в этой работе было 
принято уравнение материального баланса, выведенное в> [ 4 ] 
отдельно для жидкой фазы.двухфазной зоны. Это привело к 
вырождающейся системе уравнений, что затрудняет анализ за

дачи. Ниже вводится обобщенное решение задачи для терме— 
диффузионной системы, причем уравнения получаются путем 
макромасштабного осреднения в двухфазной области *К По

В работах [ 6 ] , [ 7 ] приводится запись уравнений в обобщен
ном виде. Однако,автор исходил из классического пред
ставления о существовании гладкой границы раздела фаг. 
При таком подходе не представляется возможным обоснован
ное введение обобщенного решения» В частности, предла
гаемый в [71 разностный метод решения задачи остается 
не обоснованным. 



лученные путем осреднения уравнения,естественно, приводят 
к обобщенной постановке задачи. Далее показало, что полу

ченная система уравнений является параболической по И.Г. 
Петровскому, но не является сильно параболической систе

ме;:. Это делает невозможным применение известных методов 
доказательства существования решения. В настоящей работе 
дается доказательство существования обобщенного решзния 
поставленной задачи путем сведения уравнений к сильно па

раболической системе, зависящей от параметра. Одновремен

но предлагается сходящийся численный алгоритм решения за

дачи. 

I . Вывод осредненных уравнений 

Выведем осредненные уравнения по макромасштабзм для 
двухфазной ореды. Для простоты будем рассматривать двух

компонентный раствор. В случае многокомпонентной системы 
вывод будет вполне аналогичным, если считать заданными 
равновесные коэффициенты распределения к ^ для каждого 
компонента. Пусть область 0 трехмерного пространства за

нята бинарным раствором, причем в любом элементарном 
объеме V могут находиться как твердые, так и жидкие ча

стицы. Например, объем V пронизывают дендрита или растут 
равноосные зерна, см.рис.1.1. Будем считать, что сущест

вует кусочногладкая граница раздела фаз 
Температура 
Т и концент

рация С ком

понента в 
каждой фазе 
удовлетворя

ют микромас

штабным урав Рис.1.1. Выделение элементарного 
нениям теп объема V в двухфазной области. $ 

лопроводности внешняя граница объема V ; Г*. гра

и диффузии с ница раздела твердой и жидкой фаз 
известными внутри V . 



коэффициентами теплопроводности, объемной теплоемкости и 
диффузии для каждой фазы: ^ ^ В ' ( р И 2)* 

Здесь и далее подразумевается суммирование по повторяющим

ся индексам I от I до 3. 

индекс р= 4  относится к твердой фазе, 
р= 2  к жидкой фазе. 

Будем считать, что фазовый переход происходит в рав

новесных условиях. Тогда на границе раздела фаз выпол

няются следующие условия: 

X. • а .  А. 1г. • ~ТР " * " , • »*1 I ( 1 » 3 ) 

Здесь введены следующие обозначения: 
у  удельная скрытая теплота фазового перехода; 
р  плотность; 

Т =Т ( С )  уравнение линии ликвидус фазовой 
А £ диаграммы; 

к = С,, / С 5_  .равновесный коэффициент распределения 
( К < Н ) ; 



р=*,г g у 

Здесь S, ,Sj,  частя границы S , занятые соответственно 
твердой и жидкой фазой. 

Введем осредненныа величины по твердой и жидкой ча

стям объема V ; 

< T > ^ V " S T d V ; < C > = V : 4 j C d v  p r ļ , 2 , (1 .8) 

а также по твердой 5 ц и жидкой S l t частям иой грани S^: 

А В , } ^ ^ S t V ^ k S H ^ 1  » ) 
Здесь Sp^ площади твердой ( р П ) и жидкой (р=2)части 

грани S i,, нормальной к оси x t ; ot r u d а. 

п . ^ » С О & ( п  > » ^ )  косинусы углов между нормалью к по

верхности Г*. , направленной в сторо

ну жидкой фавн,и осью Х и ; 
.  компоненты вектора скорости продвижения границы 

раздела фаз. 
Уравнения (1 .1 )  (1 .2 ) проинтегрируем по элементарно

му объему V с учетом жидкой \/г и твердой V, его 
45 С" вй * 



й уравнениях (1 .6 ) , (1 .7) преобразуем интегралы типа 

Используя эти преобразования, граничные условия ( 1 .3 ) , 
(1.4) и вводя осредненные величины ( 1 ,8 ) , ( 1 . 9 ) , ' перепи

шем уравнения ( 1 .6 ) , (1 .7 ) в виде: 

^ Х ^  Р ^ . > Р 1 
' р . 1 

(1.11) 

• У 8а, <!>„ £ ) • Г ( 1 1 2 ) 

¿1•г Р 1 4 Р ' О Х  , ' Р «  I  , 
г** 

здесь<(^>|*  означает, что берется разность значений ве

личины <с^> на правой и левой грани оси х с . 
Разделив уравнения (1.11), (1.12) на V , перейдем к ос

редненным уравнениям. Для этого примем приближенно, что 
ооредненные по граням величины равны осредненным по объе

му и что среднее от произведения равно произведению сред

них величин. Тогда: 

< У > ° < а У т > р ; < % % У - ( 1-' 1 3 ) 



(1.17) 

(1.18) 

Теперь необходимо установить какуюто связь между средни

ми величинами < Т > ч и < Т ) 2 , < С > < * . Так как 
величина Т непрерывна на границе раздела фаз, то будем 
считать, что и средние величины равны:<Т>=<^Т> < = < Т ) а . 
Кроме того,примем. предположение, что средние величины 
<,С">, и < С ^ г претерпевают такой же скачок, что и рас

пределенные величины на границе раздела фаз: 

< С > ч = < < О а = к < С > . ( 1 Л 8 ) 

Если еще пренебречь различием и 1£ г на границе разде

ла фаз, то уравнения (1 .17) , (1.18) примут вид: 

Введя теперь обозначения 

т ^ Л > (*НЧ { 1 М } 

и учитывая, что 

(1.16) 

' после перехода к пределу при V * 0 .получим уравнения 
для осредненных величин: 



(1.22) 

Здесь введены новые осредненные величиныг 

Если положить 

*н/*\
Л

% > ^ А ' ^ ^ , , . (1.23) 

осредненные коэффициенты по граням (А. ^ , <ТЭ>;, перей

дут в осредненные по объему: 

Сравним полученную систему уравнений (1.20) , (1.21) с 
уравнениями баланса работы [41. Уравнение массового балан

са В.Т.Борисовым выписано для случая отсутствия диффузии 
в твердой фазе. В этом случае <Т>>, • О и уравнение 
(1.21) примет вид: 

(1 .220 

Это уравнение отличается от соответствующего уравнения 
В.Т.Борисова слагаемым к  г ^ ^ ^ , ср. [ 4 ] . Это отличие 



объясняется различными предположениями о с в я з и < С > , и 
< С > г в двухфазной области. Действительно, левую Часть 

уравнения ( I . 2 I ) можно преобразовать так: 

| t ( ^ < c > ^ V c > J ^ K < c > 2 ^ c 4 d*)= 

> '^K<oJ*4r t ' те ' 
так как С., не зависит явно o r t в случаеТЗ^О. Теперь 
ясно, что уравнение ( I . 2 I ) совпадает с уравнением работы 
[4 ] в случае D 4 = 0 , еоли принять, что 

Чгч В к < С > г • (1.25) 
Итак, в работе [ 4 ] принято, что концентрация твердой фазы 
на границе раздела фаз равновесна со средней концентраци

ей жидкой фазы. Нетрудно видеть, что такое предположение 
приведет к занижению концентрации в жидкой фазе и завыше

нию концентрации в твердой фазе. В этом свете гипотеза 
( I . I 9 ) кажется предпочтительней, т.к . несколько компенси

рует занижение концентрации твердой фазы. Кроме того, от

метим, что уравнения (1 .20) , ( I . 2 I ) имеют полностью дивер

гентный вид и значительно проще для анализа, чем соответ

ствующие уравнения работы [ 4 ] , в которой уравнение массо

вого баланса вырождается по всем главным членам притц^О, 
т .к . оно записано только для жидкой части объема V . Сле

дует отметить, что хотя уравнение ( I . 2 I ) описывает только 
осредненные концентрации по твердой и жидкой фазам, не

трудно восстановить истинный состав твердой фазы в случае 
D,» 0 по известной величине < С > 4 . Определение (1 .6) для 
' <С> , можем переписать в виде: 

*)« 



Дифференцируя последнее соотношение по т) 4 , получим ис

тинное значение концентрации в твердой фазе: 

2. Обобщенная.постановка задачи. Обобщенное 
решение 

Система (1.20), (1.21) осреднеиных по макромасштабам 
уравнений описывает кристаллизующуюся систему как сплош

ную среду, включая двухфазную область, если таковая су

ществует. Для полного описания системы необходимо еще оп

ределить т)= , ( т ) г с ' 1 - 1 ' | ) . Если считать, что систе

ма кристаллизуется без переохлаждения, 7} естественно оп

ределяется следующим образом: 

Д и . * Т 6  Т * Т , ,  : ^ ( С )  Т ' ) <2Л) 

1 [О, й и ч О (2.2) 

ЕСЛИ сущеотвует область, где Д а » О , в ней также спра

ведливы уравнения (1 .20) , (1.21) и, следовательно, *) оп

ределяется этими уравнениями при йи = 0. как функциях^. 
Полная постановка задачи должна замыкаться заданием 

начальных и внешних граничных условий. Начальные условия 
должны включать в себя задание функций Т и С и функции 
т) о(,х,0) , если в начальный момент существует двухфазная 
зона. На внешней границе области задаются обычные условия 
1го, 2го или 3го рода. 

В случае спонтанной объемной кристаллизации для функ

ции т] можно получить определенное соотношение.Если считать, 
что скорость зародышеобразования дается выражением,ср.СзЗ: 



3  Л е х р (  е . / Д и . 1 ) , (2.3) 

где А и Ь  экспериментальные константы, то число заро

дышей $ в элементарном объеме V дается выражением [ 8 ] 

г , 
Долю твердой фазы т) определим в предположении независи

мого роста отдельных зародышей. Для одного зародыша, воз

никшего в момент 1 , относительный объем твердой фазы 
ЧЛ/^.^.1) был определен в работе [ 3 ] с учетом влияния теп

лоотвода и диффузии: 

гснорость рбота зародыша^ толщина диффузионного слоя. 
Тогда относительный объем всех зародышей определится ин

тегралом: ^ 

. 8 . ) 

а производная /дт)./'о1 вырамением: 

В последних формулах всюду имеются в виду осредленные ве 

личины, причем знаки осреднения опущены. Задача замыкает

ся условием т) = \ , по которому определяется граница 
твердой фазы. 

Обобщенная формулировка уравнений (1 .20 ) , (1.21) име

ет дивергентную форму и весьма просто позволяет ввести 
обобщенное решение. Сформулируем определение обобщенного 



решения, например, для первой краевой задачи с однородны

ми граничными условиями. Ниже для упрощения записей будем 
опускать знаки осреднения. 

Определение. Обобщенным решением первой краевой зада

чи для системы (1 .20) , (1.21) назовем функции Т ,С класса 
4*'° 1̂ *) ( ° м ' ^ 1 ) и ограниченную функцию т| , удовлетворя

ющие интегральным тождествам': 
С Г / ч'о^! Ч>Т 'О'Ч', 1 . 

(2.9) 

5 И ^ ¥ : ^ 1 ^ + 

с произвольными функциями ^ , "Ч^ класса (<3г) > 
обращающимися в нуль на внешней границе Б области С) и 
при р т«а*Го,т]. 

3. Сведение уравнений к системе, параболической 
по И.Г.Петровскому 

Покажем, что система (1 .20) , (1.21) является сиоте

мой, параболической по И.Г.Петровскому. Все коэффициенты 
уравнений являются функциями 7} , а т] может быть разрыв

ной функцией Ди, . Предварительно заменив функцию)] на 
сглаженнуюг] и учитывая, что (согласно ( 2 . 1 ) ) ! , 

=,ЭДи Ы ' ъ&ьу'М* 'бС ^ . / . ' ( 3 , 1 ) 

преобразуем уравнения (1 .20) , (1.21) к виду (для случая 



а з ) 

Здесь г т ^ с 

Разрешая систему ( 3 . 2 ) , (3 .3) относительно^

и приводя главные члены к дивергентному виду, получим 
систему: • 

^-.^и^У^Ь-К Ы т С Т С ) <3.4> 

"о! 
Здесь 

(3 .6) 

а^к)С«?| , (М >а ч»Ь^^^*(^^^е( с ) ; ? ) , (й 1*) , 

а „  X Р" • а ч . ' а 1 г = Г> Р " • а г , 

• ?л, Рг - функции, включающие" в себя все члены низшего 
порядка. 

Система ( 3 .4 ) , (3 .5) будет параболической по И.Г. 
Петровскому, если все корни определителя 



а, 
(3.7) 

имеют отрицательные действительные части [10], с.352. В 
нашем случае достаточно, чтобы было 

б * а 
2 « 

а а а > 0 ] 
(3.8) 

Будем полагать, что диаграмма фазового равновесия такова, 
что {С)>/ 0 . Тогда,учитывая, что т['(Ли.) > 0 , легко 
показать, что Р > 0 и все коэффициенты а < 4 , а „ , а г < , а и 

также положительны. Тогда второе неравенство (3.8) оче

видно. Покажем, что выполняется первое неравенство (3.8) 

V о . „  * » : а.Ж1 = Ь V Р " 1 (ача га га,)* б• х • Р " 4 > 0 ' 
при любых значениях параметров. Итак, система ( 3 . 4 ) , ( 3 . 5 ) , 
а следовательно и система (1 .20) , (1.21),является парабо

лической по И.Г.Петровскому, 
Однако, эта система не является сильно параболической. 

Действительно, для того, чтобы система ( 3 .4 ) , (3.5) была 
сильно параболической,необходимо, чтобы'главная часть со

ответствующего эллиптического оператора удовлетворяла ус

ловию (см.,например, [ I I ] , с.244): 

где 

а 1,4. .*>°.л>0' 
В нашем случае 



Л ^ Х ' » "ЭХ: О ¿7-
а * о, V I

 ( а 'а ) — • — | сЬх 
11 , г 2 1 ' ' О Х ! 'ох,, 1 

к для того, чтобы получить положительную констянту \> , 
необходимо чтобы было 

ч а « " а  г г ~ ( а « * а « | ) > 0 ( З Л 0 ) 

или 

ч5Л.а;а ч>я. г.а^ Ь г а\*2^гЗ а г а ь . (з.и) 

Учитывая значения <Х.Ч , . . . , с с м (3 .6) получим: 

ч%•5(^ + Tp•?¡ ,)[^(^к)'?j^^к)•c•f fc(c)^ ,]

Упрощая, получим неравенство 

-1*\Т(х1<-«)с-ъУг?)2 > о . ( з л з ) 

При больших значениях ^ ' последнее неравенство не будет 
выполнено. 3 назем случае ?}' может возрастать до 0 0 , 
так как может терпеть разрывы первого рода. Поэтому 
система ( 3 . 4 ) , (3.5) не является сильно параболической. 



4. Существование обобщенного решения задачи 

Доказательство существования решения непосредственно 
для системы (1 .20 ) , ( I .21 ) затруднительно изза трудности 
получения априорных оценок для системы, параболической по 
И.Г.Петровскому. Предварительно сведем эту систему к силь

но параболической системе, зависящей от параметра. Поло

жим, что скорость объемной кристаллизации пропорциональна 
переохлаждению: 

— » р д и . е ( А * ) о ( <  э ) . (4.1) 

При этом *| определим выражением: 

V 3 ( t ) 9 ( i  D ) * Q ( 3 H j ( 4  2 > 

о учетом того, что в твердой фазе т|*4 , Здесь' 

fO,x<0 
W ( x )  ^ j X > 0 _ единичная функция, 

Ди. дается выражением ( 2 .1 ) , р  параметр, определяющий 
скорость кристаллизации. Из физических соображений ясно, 
что если скорость кристаллизации стремится к бесконечно

сти ( р  » ° о ) , то в пределе получим исходную задачу .(1.20), 
(1 .21) , (2 .2 ) ,не допускающую переохлаждения. Предельное 
решение'такой задачи, повидимому, должно оовпадать с ре

шением исходной обобщенной задачи. Докажем это строго, а 
именно, мы докажем, что обобщенное, решение задачи (1 .20 ) , 
(1,21) , ( 2 .2 ) , определенное выше, есть предел при jfc 
решений ' Т е ,Су», т }^ соответствующих задач для системы: 

^ ( « т ) в ^ ь ( ^ ) ^ т р А и в М е ^ з ) , и л ) 

Lar«'i?>s ^ 

B I B L I O ТЕ К А 



(4 .5 ) 
. • р  ( 4 - 1 с )  с йи . - е ( Ац . ) е 0 1  з } . 

Диаграмму фазового равновесия дополним так, чтобы при 
С<ОиС>1 было к ( С ) ь 4 , см.рис.4.1. 

(4.6) с(0) к ' (С ) , 0 «СИ 

4 , 0 гр 
Получим оценку в классе \/г (С5Д —ИЛ 
равномерную относительно |Ь . С 
этой целью умножим уравнение . 
(4 .4) н а Т , (4 .5) на С , про

'интегрируем по области <3Т и Рис.4.1. Вид диаграммы 
сложим. Получим: фазового равновесия 

С Г * '& Т * г , s /ЙСг „г ,<ГЛС /0С г 

(4.7) 

Преобразуем первый интеграл в (4 .7) к следующему виду: 

(4.8) 



Будем считать, чтокСС) такова, что к ' (С )> 0 и су

ществует первообразная Ч"(С) > О от С* • к ( С ) ; 

* ' ( с )  с Ч Ч с ) . (4.9> 
Тогда последний интеграл в (4.8) преобразуется так: 

(4.10) 

Учитывая все это, преобразуем равенство ( 4 . 7 ) : 

0,5J ( * T % ( l  ( !   « ) • » , ) С* • • f i j j c l x * 

я 
^ (т? т ^50  » )С* .  0,5 ч . ) ~ £ o L x d t . 

ОЦВШШ сверху последний интеграл в ( 4 . I I ) . Согласно (4 .1) 
Ът) jbi ^ 0 . Кроме того, из неравенства Ли > 0 следует,' что 

Т < Т А . И так как при С < 0 и С > ( \-к » 0 > ЧР« 0> 
то последний интеграл I оцениваете* сверху* 

I . [ r p V 0 , S m a x ( O  K J C V ^ J . J ^  d x d i * , 

В ' Л Л Д ( i , - t | 0 ) c L j « М ,  M F C S Q = M 2 . 

Q • (4.12) 

<4. I I ) 



Последнее неравенство и равенство (4.11) позволяют полу

чить равномерную оценку: 

С| (4.13) 

Здесь введены обозначения 

!£,* т.1гь £, к„* тлп. к(С), Х . « т 1 п . Я . , Б . » т 1 п . Б . ( 4 » * 4 > 

Если обозначить еще 

• « , « 0 , 5 ^ ^ , ^ , ) , $ а * г п Ь п . { % 0 > В о } , ( 4 Л 5 ) 

то последнее неравенотво можно записать в более компакт

ной ферме: 

М , Г ( ' , т ) " .™^* ь . * ,р|и^1 < м(т ) 1 М Л 6 ) 

где в { ^ и М не зависит от£ . 
Эта оценка позволяет выбрать из последовательности 

функций , Ср д)^подпоследовательность такую,чтоТрл_, 
( ^сходятся сильно в норме Ь ^ О Д ъ Т ^ / о х ^ С ^ / ' б х ; . 
сходятся слабо в  Ь а ( О т ) , причем соответствующая после

довательность т ) ^ также слабо сходится в Ь г ( ( З г ) . Та

кая сходимость позволяет перейти к пределу под знаком ин

теграле» в тождествах,записанных д л я , 1 ^ ^ , ана

логично тождествам ( 2 , 9 ) , ( 2 . 1 0 ) . 
Следовательно, 'предельные функции Т ,С , являются 

обобщенным решением исходной задачи. Существование реше

ния задачи для оиотемы ( 4 . 4 ) , ( 4 . 5 ) при конечном значении 
р докажем в следующем параграфе методом конечных разно

стей. 

• 



5. Конечноразностный метод решения задачи 

Переходим к доказательству существования решения 
первой краевой задачи для система ( 4 . 4 ) , ( 4 . 5 ) . Одновремен

но будет предложен сходящийся разностный метод репения 
задачи. Для упрощения записей рассмотрим одномерную зада

чу. Аппроксимируем систему ( 4 .4 ) , (4 .5 ) неявной разностной 
схемой следующим образом: 

* % * К ^ ) * + г п 1 . ( 5 : 1 ) 

X 
(5.2) 

^--КЧ^П-Ф:-*) , (5.з) 

К'РгЕ! (5,4) 

Тогда 

1 ° > ( 5 . 5 ) 

Отметим, что при аппроксимации уравнений ( 4 . 4 . ) , ( 4 . 5 . ) 
все нелинейности взяты с предыдущего слоя, кроме'коэффи

циента С** 4  к'СсГ)"7) С* при » Такая аппроксимация 
необходима для осуществления предельного перехода (ок. 
стр.24) . По указанному коэффициенту необходимо проделаь 
итерации. Сходимость итерационного, процесса следует из 
полученной ниже оценки ( 5 .16 . ) . 



Здесь и далее приняты следующие обозначения 

и . е х  ( а : - о ; к с 8 ( к г - : у ^ г  с : ) ; ( 5  б ) 

X . * 1 . к / и » 0 Д 2 | . . . Х ; ^ а ^ ; а = 0,1,2.... ; 

К» Т  шаги сетки по ос и ^ . 

Будем считать, что на внешней границе выполняется одно

родные условия 1го рода. Начальные условия аппроксими

руются обычным образом. 
Для решения разностной задачи ( 5 .1 )  ( 5 .5 ) получим 

априорную в классе сеточных функций оценку, аналогичную 
оценке (4 «16) , равномерную относительно К. , т и ^ .. 

Умножим уравнения ( 5 . 1 ) , (5.2) н а т к и н а Т ^ С * * 1 

соответственно и цросумкируем по I от 0 до Л"1 . Исполь

зуя формулы суммирования по частям и однородные граничные 
условия Тд"' » т =0̂ =0 получим: 

] Г [V тл+(Нь.гН>сГкЧс:))ср * 

•«4 

'Проделаем оледущие преобразования, см. [12] , с.46: 



( и 1  ^ ) п < о > ^ ^ - с * ь ( 5 - 8 ) 

• и <  ( 4  * Ы .  с в ) 4 . 

Тогда 

Будем считать, что к(С?) такова, что существует функция 
Ч»"" > 0 • которая определяется условием: 

= 0 , 5 ( с Г ) г  К ' ( с : ) . (5.10) 

Тогда последнее слагаемое (в 5.9) можно преобразовать к 
виду: 

ч Г ^ - Н ^ - ч ^ Г 4 - . ( 5 Л 1 ) 

Учитивая вое эти преобразования в тождестве (5 .7) и сум

мируя его по гь от 0 до г г т , получим: 



Здесь введены обозначения сеточннх норм: 

К 

Последнюю сумму в равенотве (5,12) можно оценить сверху. 
Так как к Г и , ч » % 0 п р н С ^ О , С * М и ч ^ Х ) , 
то существует т о х ' * ^ ^ • Кроме Т О Г О Т ^ <  Т 4 

и потому вся упомянутая сумма оценивается сверху: 

Учитывая все его и вводя еще обозначения: 

^ • г г и а Х * ' Т30 = пгсп. ) к , • т и х |1  | ( (5.15) 

получим неравенство, дающее необходимую оценку: 

- ^ | ^ 1 1 ; ^ ^ г 1 1 с ^ ^ ^ ^ 1 1 т ^ , ||1 ,оГ (5.16) 

™ . ^о,5 ит;и;^ 11 у я ^ г к • с: и;ик- $ \\\̂ .. 
Из оценки (5.16) следует, что линеаризованная система, 
соответствующая системе ( 5 . 1 ) , ( 5 . 2 ) однозначно разрешима 
и устойчива. ^ 
Решения же системы ( 5 . 1 ) , (5.2) Т\ , С ; сходят

ся к некоторому пределу"Т,С в норме \/а
4' ( Ф т ) , 

причем слабо сходятся в 7) в норме Ь г ( < З т ) . 
Для осуществления предельного перехода в соответствующих 
интегральных тождествах, преобразуем левую часть равенст

ва (5.2) олвдующш образом: 



I . Иванцов Г.П. "Диффузионное" переохлаждение при кри. 
сталлизации бинарного сплава.  яДАН" , 1951, т.8Т, 
» 2, с.179181. 

Теперь видим, что сумыаторные тождества, записанные для 
разностных уравнений (5 .1 ) , (5 .2) аналогично тождествам 
( 2 .9 ) , (2.10) будут отличаться от последних выражением, 
соответствующим последнему слагаемому в (5 .17 ) : 

Проделав соответствующие оценки, можно показать, что 
при конечных значениях в 3 * О при X  » 0 . Та

ким образом предельный переход при т — О, И, -*• О 
приводит к искомому решению Т , С , т}, 
Предложенный разностный алгоритм может быть использован 
как эффективный метод решения исходной задачи. Отметим, 
что ограничения ( 4 .9 ) , (5 .10) , наложенные на функцию к(С) 
равновесного распределения хотя и жесткие, но выполнимые, 
т.к . соответствующую кривую диаграммы фазового равновесия 
всегда можно аппроксимировать функцией к ( С ) , удовлетво

ряющей требованиям ( 4 .9 ) , (5 .10) . Для многомерных задач 
доказательство сходимости разностного метода остается та

ким же. Для численной же реализации следует применить 
один из методов раощепления многомерного оператора, ср. . 
например, [ 12 ] . 

Указанный алгоритм был опробован на модельной одно

мерной задаче кристаллизации сднокомпонентного расплава. 
Метод быстро сходится при увеличении в и дает хорошую 
аппроксимацию двухфазной зоны, ср. [5] , рис.2. 
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ТРЕХМЕРНАЯ НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА О ЗОННОЙ ПЛАВКЕ 
С НВОШШРШШ НАГРЕВАТЕЛЕМ 

Э.Н.Мартузане (ВЦ ЛГУ им.П.Стучки) 

В настоящее вреда получили развитие методы выращива

ния монокристаллов в процессе бестигсльной 80нной плавки, 
связанные с тем или иным нарушением осевой симметрии пла

вящегося слитка, выращиваемого кристалла и индуктора.По

этому стало важным исследовать влияние асимметрии систе

мы на результаты бестигельной зонной плавки. В честности, 
оказалось Еахным выяснение влияния асимметрии теплового 
воздействия на фронт кристаллизации и равномерность расп

ределения примесей по сечению выращенного кристалла,[I] . 

В данной работе изучается температурное поле вблизи 
изотермы плавления при несимметричном расположении индук

тора и вращении слитка. Задача изучения тепловых полей 
ставится как трехмерная задача теплопроводности в двух

фазной ореде с учетом скрытой теплоты кристаллизации и уо

ловий излучения на внешней поверхности слитка по закону 
СтефанаБольцмана. 

. I.ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Требуется рассчитать поле температур т(х,Ъ > Ч Ь ) 
в форму поверхности изотермы фазового перехода в слитке в 
зависимости от мощности кругового индуктора, расположенно

го асимметрично относительно слитка. 
функция Т Ч Х , ^ , * * , ^ удовлетворяет уравнению 

Тбплопроводности в цилиндрической системе координат. 

1; >0; 04 Ъ 4 Ь; Х „ « х * Х к / 

где с  теплоемкость; р  плотность; 



т<тп 

т>т. 
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 теплопроводность 

А, тв.теплопроводность твердой части; 
Ля.теплопроводаость жидкой части; 
Тпл.температура плавления; 
К  радиус Слитка; х к , х к  координаты начала я кснца 

слитка, соответственно. Выделение теплоты фазового пере

хода на поверхности раздела фаз описываетоя условием Сте

фана: 

( 1 .2 . ) 

где X  удельная скрытая теплота плавления; Ф ^ , ^ , ^ , ^ ) 
 уразнеяив поверхности изотермы Т=Тпл.; [Х (Т )^ г лх1Т ] 
 означает скачек величины Я.(т)^гао1Т через поверх

ность Т=Тпл.•Учитывая излучение по закону СтзфанаБольц

мана и дейст-Еие позерхностных источников тепла, создавае

мых асимметричнорасположенным индуктором, условие на по

верхности слитка записывается так: 

аДт)— =£итч^х*а+Асо5(ш^+ч>Я а.з.) 
ог  _ к ^ •* /' 

где £ степень черноты; СГС  постоянная СтафанаБольцма

на;<4,£,А  параметры, характеризующие работу индуктора; 
^¿ = 2^cf  угловая скопость;  частота вращения 

•от 
х = х 

а г т  2 

¿0-0 -
( 1 .4 . ) 

условие на твердом слитке, полученное из решения 
одномерной задачи теплопроводности для полубесконечного 
слитка о учетом излучения СтефанаБольцмана, [ 2 ] . 

( 1 .5 . ) 



условие на жидком конце слитка» 
По 7фвыполняется условие периодичности 

Для определения параметров оС ( а£, А оледует учесть, что 
при А =0 асимметрия в расположении индуктора и слитка 

отсутствует. Будем считать, что при 1 «0 в плоскости х»0 
Т ' Г и^»0. При этих условиях 

Пусть индуктор расположен асимметрично относительно 
слитка, т . е . А Ф0 , и отсутствует вращение « » 0 , Пусть 
изотермическая поверхность Т=Тпл, описывается некоторой 
функцией , которая при = ^ . и г. • Я при

нимает значение х ч
 в Р ( Я , ^ в >"Ь) , а при•?*Ч,

в*1С и г " Я 
 х ^ Р Ч ^ ч ^ я ^ ) . Определим отклонение сС как следую

щую величину . . — „ 

'04Ч*<ЭС (1 .9 . ) 

Тогда А = оСо1/ . ( 1 # 1 0 . ) 

2.МЕТ0Д РЕШЕНИЯ 

При решении задачи были введены следующие безразмер

ные величины *" 

я * я * т > ад т п л т . ' X 

«1 Т < Т  ( 2 .1 . ) 
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где  температура окружающей среды. 
Скрытая теплота плавления, •записанная условием Стефана 
( 1 . 2 . ) , вносится в уравнение (1.1.1 в виде сосредоточен

ной на границе раздела.фае теплоемкости. При расчетах ис, 
пользуется метод оглакивания коэффициента уравнения, со _ 
держащего <? функцию [ 3 ] , т . е . тепло, сосредоточенное 
на поверхности раздела фаз "размазывается" нанекоторый 
малый объем, содержащий эту поверхность, .так, чтобы общее 
количество тепла осталось неизменным. 

В принятых безразмерных переменных уравнение (1 .1 . ) при

мет вид; 

° Ч ( а ) ^ Г в Л11г (^ гас1 и.), ( 2 .2 . ) 

гдвА&(м)послв оглакивания будет следующей кусочнопостоян

ной функцией! 

в С < ( а  Ь ) * « . * 6 г ( и  и ) .  Х в ) Ь<м.<и , ( 2 . 3 . ) 

* с ( Т  Т , ) • ^ ^ яитврвал сглаживания 

Условие (1 .3 , ) на поверхности слитка будет следующее 

'ог 

I ( 2 .4 . ) 



 3 1 

Пврееде*гк неподвижной системе координат (*,"•», Ч*,X) 
ввязанной с покоящимся индуктором: 

* г X т V , Ч> в Ч- г ^ г 

у т.» 

ж введем обозначения 

(2 .5 . ) 

пл * Т Т. ' 

|. Л. 
(2 .6 . ) 

Тогда уравнения ( 2 , 2 . ) и(2 .4 . ) примут следующий вид: 

, , /'Эй. 'ои. *йи, \ / \ 

7>г 

Условие (1 .4 . ) примет следующий вид: 

Условие (1 .6 . ) отанет таким: , 

1)и| ос Я 
(2 .10. ) 

для решения поставленной задачи была использована схема 
аппроксимационной поправки расцепления Ы.Н.Яненко [ 4 ] 
для трехмерного параболического уравнения 



 I  = Л и Л * < / а ( 2 . П . ) 

и,"-" - U."- л n..i/a 

г ц е Л 4 ) Л г , Л ь  конечноразностные операторы по пере

менным z,x ,4* , соответственно;Л* Ц>2 .Извест

но, что схема ( 2 . I I . ) имеет полную аппроксимацию и силь

ную устойчивость при i¡2 * о, < 1 . 
Разностная аппроксимация уравнения (2 .7 . ) на первом 

подслое при неравномерной сетке по ж будет следующая: 

^ l i ^ i * *  шаги по ж.. 
КравЕыв условия (2 .9 . ) и(2.10. ) записываются следующим об

разом: 

п. 
(2.12.) 

Значения фрикции tt»yw определяются методом прогонки [ 5 ] 
Разностная аппроксимация уравнения (2 .7 . ) на втором 

A R k „ 



подолов будет следующая: 
\1иЛ "•*/<• /г оц(и)\ *•**/«»• г:,л *••*/«• 

гг. *</<* 

где ^ ф , / !  влечения координата по радиусу в по

ловинных узлах разностной сетки; Ц?1 значение в целых 
узлах оотки. 
Радиуо покрывается разностной сеткой о равномерным шагом" 
д« ъ^ ч  ^ . начиная о г ,  ^ / 2 до 

-.|ж 

Для того, чтобы получить краевое условие для прогонки по 
X ври г • г « , необходимо записать разностную алпроа

овмацпю уравнения 

(2 .16. ) 

•а и. 

г» 
Учитывая, что "Ц|г » 0 , будем иметь 

• М * ' 5^ ^ 
откуда ' 

(2 .17. ) 

(2 .18. ) 
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Запишем разностную.аппроксимацию уравнения (2 .16. ) пь. 

г » х м : 

'«•ч/г. 

Учитывая условие на поверхности 7, = Я ( 2 . 4 . ) , получим 
следующее конечноразностное выракекие для краевого усло

вия при т » х п . 
п.*г1<о 

1 г, 

»г*г/и <х &(и) п.**1<. 

С 

(2.20. 

На третьем подслое разностная аппроксимация с равно

мерным шагом С по углу Ч1 будет следующая: 

21 

(2.21.) 

Учитывая, что по углу 4 й должно выполняться условие перио

дичности, для определения значений функция на третьем под

слое будем осуществлять гдклпческую прогонку, [6 ] . 
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Не целом слое значения функции рассчитываются явным 

методом. 

3.РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ 

Задача (2 .7 . )  (2 .10 . ) решалась численно не ЭЕМ 
"ДЖИИ/415" при следующих значениях физических конотант: 
Л =2.25см; х к =1.125см; Х„в1.125см; С =0.22кал/щад; 

/>« 2.3г/см 8; £=430кал/г; Тпл.=16Э0°К; ст в 0 .75 '10" 1 2 

кал/с!л 2оекград 4;&=0.65; ^ т » = Л.ж=0.521кал/с;< сек град; 
с1 =0.3зм;' гг =0 мм/мин; 5=0,01 + 2 об/сек. 

Для счета была выбрана разноотная сетка (*(.,*^, ч* к ) 
размера 19x10x8; 
Шаг по пространству к, выбирался переменным: по краям 
слитка К.4 =0.225см; в середине  К"0.045см. 
Шаг по радиусу орался постоянным, равным 0.225см. Шаг 
по углу £• брался также постоянным, равным 0.7854. Устой

чивый счет начинался при шаге по времени ^ =0.0075сек. 
По предложенной методике были рассчитаны температур

ные поля при различных угловых скоростях вращения. 
На рисунке I представлены графики температуры в точ

ка ( 0,К ( О ) повремени; кривая I  для . $• =0.Зоб/сек; 
кривая 2  для ^ «1об/сзк. 
Из зтих графиков видно, что с увеличением времени ампли

туда колебаний умзньшается( и•температура выравнивается, 
причем ггля большей частоты этот процесс идет бнотрее.Для 
частоты^з1 об/оен для времени Ь =14,7 сек. колебания тем

пературы происходят в'пределах I . 

На рисунке 2 приводятся изотермы фазового перехода 
для плоскостей ( х , х) по углам ч ; а)  для случая 
+• =0.Зоб/сек. на момент времени процесса Ь =9,бсек; 

в) для случая 5"=1об/сек на момент времени процесса t » 
14,7сек. Кривая I соответствует изотарле Т=Тпл для плос

кости Щ =0; кривая 2  дляЧ'*Зс/ч ; кривая 3  для¥**/г; 
кривая 4  пляч1*^ Т ; кривая 5  для ч =ЗГ ; кривая 6

дляч,=5>/ч зг | кривая 7  для тс • кривая 8  для^^х 



Этот рисунок дааг представление о форме границы раздела 
фаз. На рисунке 3 изображены изотермы фазового перехода 
для плоскостей (4 . , f ) в разных сечениях по х ; а) для 
случая f =0,3об/оек на момент времени процессаt в 9,6 
оек. в) для случаяf =1об/сек на момент времени процесса • 
"Ь х 14,7 сен, 

па рисунке 4 представлены графики температуры в точках 
( 0 , R 4 T ) ; кривая I  для f =0,Зоб/сек; 

кривая 2  для f =1об/сек. 
Из экспериментальных данных при отсутствии вращения ве

личина отклонения cl ( 1 .9 . ) принимается равной 0,3 см. 
Как показал численный счет, на достигнутые моменты времени 
эта величина отклонения оказалась равной 0.081см для 
f =0,3 об/сек и О.ОбСсм для f =1об/сек (рис.2) . 

' Таким образом, мозно сделать вывод, что увеличение 
угловой скорости вращения уменьшает влияние асимметрии в 
расположении системы слиток  индуктор, а, следовательно, 
обеспечивает более равномерное распределение примесей по 
сечению выращенного кристалла. 

Б заключение автор пользуется возможностью выразить 
благодарность Авдонину H.A., Калису Х.Э., Мартуэану Б.Я. 
за полезные советы и помощь в работе. 





Рис.2* Изотермы фазового'перехода при Т=Тпл для плоскос

тей по различным углам У : / =0,Зоб/сек ( а ) ; 
I об/сек ( в ) 





Рис. 4. Распределение температуры на поверхности олитв 
в сечении х « 0 по различным углам ¥ : 

j = 0,3 otí/сек ( I ) ; I об/сек ( 2 ) . 
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РАСЧЕТ НАГРЕВА И ПЕРЕНОСА .ГАЗА В ПРОЦЕССЕ ЭПИТАКСИАЛЬНОГО 
НАРАВДВАНИЯ С УЧЕТОМ ВРАЩЕНИЯ ПЬЕДЕСТАЛА И ТЕМПЕРАТУРНОЙ 

ЗАВИСИМОСТИ КОЭФФИЦИЕНТОВ 

М.А.Кравченко, А.С.Кузнецов (ЗЧМ,г.Светловоден) 
Б.Я.Мартузан, Н.Л.Уланова (ВЦ ЛГУ им.П.Стучки.г.Ригя) 

При выращивании эпитакоиальных пленок определяющими 
технологическими характеристиками являются температурное 
поле и поля компонент скорости газа, переносящего реаги

рующее вещество, поскольку именно температура определяет 
ход реакции, а скорость газа, в особенности вблизи подло

жек, определяет поступление вещества в зону реакции. Поэ

тому на выяснение этих вопросов направлены усилия многих 
исследователей. 

Настоящая работа продолжает развиваемые в предыдущей 
работе [ I ] усилия по разработке математической модели про

цессов, имеющих место при эпитаксиальном наращивании в 
вертикальном реакторе открытого типа. Как и в работе [ I I 
рассматривается щель между стенкой реактора и пьедесталом 
но эдесь допускается вращение пьедестала, и исследуется 
влияние вращения на поступательные компоненты скорости га

га. Кроме того в работе изучается влияние температурной 
зависимости вязкости и коэффициента теплопроводности гаэа 
на потоки и температуру гаэа. 

Показано, что учет температурной зависимости вязко

сти мало влияет на результаты расчетов поступательных ком

понент скорости и температуру, сравнительно сильно влияет 
на вращательную компоненту скорости. Приводится приближен

ная формула для вращательной компоненты скорости при пере

менной вязкости. Учет зависимости коэффициента теплопро

водности от температуры приводит к несущественному измене

нию поля скоростей, но значительно влияет на температурное 



распределение, в особенности на значения температурного 
градиента вблизи пьедестала. Кроме того показано слабое 
влияние вращения пьедестала на температуру и продольную 
компоненту скорости, а также сильное влияние вращения на 
поперечную компоненту скорости., 

В отличие от предыдущей работы [L] ,теперь применя

ется цилиндрическая система координат (г,х) с осьюх , 
направленной вдоль газового пбтока,х »0 на входе в щель 
между отенкой реактора и пьедесталом. 

Система уравнений для вертикальной компоненты скоро

сти ъь , радиальной компоненты скорости ir и вращательной 
компоненты скорости w для сжимаемой жидкости о вязкостью, 
зависящей от температуры, с учетом естественной конвекции 

имеет вид [ 2 1 : ¿ , _ • " у. ' 
•oil"*) < d(xputf) Т> 2 0 и 

\ Ъ Лом. ЪвЛ а /«, _ \ 

o ( p u V ) j о(грт>г)_ Ti I *0u Ът\2Ъ (ъ* 
i /да i ъ%у\\ f>-ax j*_(zv г _ Л а i ъ\у\\ ' 

"T̂ x*T //* г Ч ^ г * 4 1 ( » х * г 1 > г | , 

9(лаи.) i btf-vvr) _7) Ъуг t < Ъ > 'о ívr\ 
Ъх. *7 'ог " d x ^  O x * г*'ог ^ЪъКъ), 

B.<.x<R,« H, 0 < x * L , 
где ^ ( Т )  вязкость, зависящая от температуры, 

Li  высота щели, , • 

Т  температура газа, 
Т ,  температура на входе в щель, 
а  ускорение свободного падения, 
р,  коэффициент термического расширения, равный 
р  плотность газа, получаемая из уравнения состоя

ния идеального газа, 
 радиус пьедестала, 

Н  ширина щели. 



Давление внутри реактора считается постоянным и рав

ным I атм. Температура газа внутри щели удовлетворяет 
уравнению теплопроводности: 

•их р ' " Ьх/ Ч/'йяД 4 Чх/ 'ОХ Ч}Х ) 

где ХДт)  коэффициент теплопроводности. 
В качестве краевых условий на входе в щель задава

лись постоянные значения компонент скорости и « и в ,тг«0 ; 
на выходе из щели ставились условия: ~ * ^ * ^ = 0, 
что соответствует условию установления потока: такое же 
условие принималось для 1>У на входе в щель 'О'иг/йх  0 . 

На твердых стенках задавались условия равенства нулю 
всех компонент скорости, кроме условия для т**" на стенке 
пьедестала, где принималось и)"«2тг юв8в»1*гв , о о #  угловая 
скорость вращения пьедестала. Температура на пьедестале 
считалась заданной и обычно принималась постояннойТ^НЙО^С 
Условие на внутренней стенке реактора для температуры име

ло вид, ср. [ I ] : 

где  коэффициент теплопроводности •материала отенжи, 
к.  толщина стенки, 
Т  температура охлаждающей отенку воды. 

Поставленная краевая задача решалась на ЭВМ методом, пред

ложенным в [ 2 ] . 
Численные значения вязкости изучаемого газа (водоро

да) в зависимости от температуры били взяты из [ 4 ) и по

том аппроксимировались полиномом ьой степени методом наи

меньших квадратов: 

/ь (т ) » 0,19440"" т1* о,<огчо" , ьт 6*о^1210" , ,т ч

 0,2.\5• \ 0 ' " Т к • О,«ОЬ• . 0 " 9 Т 0 , 5 1 7  10"Ч • 0,5Ъ9' 10"в. 



шадогично учитывалась и зависимость коэффициента тепло

проводности от температуры. Соответствующий полином имеет 
вид» 

Я ( Т ) «  0,151 • 1О"'*ТЬ*0,12910~'*Т50,447• 1О" '*Т 4 * 

* О,95О10" 5 Т г > О 1 992Ч0" , , Т а *О, '8ЬЬМ0" ь Т0,0101. 

На рисунке I приводятся результаты для продольной — 
компонеьты скорости и. , рассчитанные с постоянными, а так

же о переменными вязкостью и теплопроводностью (кривые 13). 
.Как ВИДЕО, имеющееся различие практически не существенно. 
Эти результаты были получены для плоской щели. Изменение, 
которое вносит переход на цилиндрическую сиотему координат 
для щелк о К 6=ЧМ, характеризуют результаты, приведенные 
на том и риоунке, для случаев вращающегося и покоящегося 
пьедестала (кривые 4 и 5 ) . Ясно, что для этого случая пе

реход не. цилиндрическую систему координат внес ошибку, 
сравнимую с ошибкой, вносимой пренебрежением температурной 
зависимостью. Вращение же пьедестала,.в оущнооти, не пов

лияло на продольную компоненту скорости. 
На распределение температуры из всех этих факторов 

влияет только нелинейность коэффициента А.(т) . Особенно 
сильно это влияние проявляется при счете градиента темпе

ратуры вблизи пьедестала, что показывает сравнение кривых 
I , 2 и 6 на рисунке 2. На этом же риоунке приводятся графи

ки распределения градиента температуры вблизи пьедестала 
по выооте для различных значений температуры входящего га 

за (кривые 3Й). Эти кривые подтверждают качественный вы

вод 'о более равномерном распределении градиента при повы

шении температуры входящего газа, полученный в [ I ] при рас

четах о пренебрежением температурной зависимостью X . 
На рисунке 3 приводится распределение массового рас

хода поперек щели для различных значений температуры вхо

дящего газа для случая зависимости V к ^ от температуры. 
Здесь также полностью сохраняется качественное поведение 



кривых в зависимости от температуры входящего газа, имею

щееся в случае отсутствия температурной зависимости. Сле

дует только заметить,. что при учете температурных зависи

мостей возвратное течение вдоль поверхности пьедестала . 
наступает при более высоких значениях температуры входя

щего газа. Так, на рисунке 3 оно появляется только при . 
Т в =1100°С, а в аналогичном случае с постоянными вязко

отью и теплопроводностью при Т в «900°С . 

Значительно большее влияние рассматриваемые факторы 
оказывают на поперечную компоненту скорости V . Так, на 
рисунке 4 приводятся расчеты для плоской щели, цилиндри

ческой щели без вращения и с вращением. Видно, что враще

ние увеличило компоненту V примерно в два раза. 
Поскольку величина компоненты V представляется весь

ма важным технологическим параметром, ее зависимость от 
вращения может служить оправданием для введения вращатель

ной компоненты иг в математическое описание процесса. С 
другой стороны, такое введение увеличивает и так уже гро

моздкую систему уравнений НавьеСтокоа. Однако, как сле

дует ив расчетов такой системы ( I ) , компонента мТ слабо 
зависит от координаты X . Это позволяет предложить для 
расчетов компоненты "иг приближенные формулы. 

Наиболее простой является классическая формула для 
течения жидкости между двумя вращающимися цилиндрами. Для 
случая покоящегося внешнего цилиндра она имеет вид [ 3 ] : 

Значения го , расочитанные по этой формуле и получен

ные при численном решении полной системы ( I ) , приведены на 
рисунке Б. Согласие нельзя считать удовлетворительным хо

тя бы потому, что кривые ведут себя качественно по разному. 
Можно легковывести формулу, аналогичную формуле ( 3 ) , 

для случая,, когда жидкость между цилиндрами имеет вязкость 
зависящую от координаты г , .путем решения упрощенного 
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уравнения для компоненты го из системы ( I ) . Для нашего 
случая такая формула имеет вид: 

fbtyx* * „ . (4 ) 

я. 
Легко видеть, что формула (4 ) переходит в формулу (3) при

постоянной вязкости. 
Расчет по формуле (4) проводился со значениями вяз

кооти^(уЫ) , полученными для значений температуры, рас

считанной при отсутствии вращения. Полученные результаты 
фактически совпадают с кривой 2 на рисунке 5, представля

ющей реиенне оиотемы I . Таким образом, для получения вра

щательной компоненты мг нет необходимости включать соот

ветствувдее уравнение для нее в оистему уравнений ( I ) , а 
достаточно применить формулу ( 4 ) при известных зависимо

стях температуры от радиуса и вязкости от температуры. 

ЛИТЕРАТУРА 

1, Кравченко М.А. в др. О температурных градиентах в газо

вом потоке при апитаксиальном наращивании кремния. В 
кн.:Вопросы теории кристаллизации, вып.2, Рига, 1975, 
о.9299.(Учен.аап.Латв.унта т.237). 

2, Госыен А.Д. в др. численные методы исследования тече 

нвй вязкой жидкости. И.,"мир",«1972. 323 с. „. 
3, Слезкин H.A. Динамика вязкой неожимаемой жидкости. I I . , 

"Гоотехивдат", 1955. 619 с. 
4, Теплофизичеокие свойства вещеотв. Под ред.Н.Б.Варгафти

ка. М., "Госвнерговадат", 1956, 630 о. 



Рис.1 Распрепаление компоненты скорости и . 
• 1-3 декартовая оистема координат; I - постоянная 

вязкость и теплопроводность, 2- постоянная тепло-
провопность, переменная вязкость, 3 - переменная 
вязкость и теплопроводност!; 4-5 цилиндрическая 
система координат; 4- пьедестал вращается; б-пье-
цвстал не, вращается 



Рио.2 Распределение радиального градиента температуры 
вдоль поверхности пьедестала. I  То=700°С, псс
тоянная теплопроводность и вязкость, 2Т^700°С, 
постоянная теплопроводность,переменная вязкость; 
38 перамэн;;ыа теплопроводность и гвязкость. 3„
То=1иОвС..4  То=300сС..5 То=5С0°С, 6То=700°С, 
7 То=900°С, 8 То=1100°С 
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Рис.5 Распрецоленп ) грапзтадьнсй кошокзп
ты скоростя поперек щели. чгв =15об/мин. 
Ц,=0,215м/сек, То=700°С, х=1,5Н. ' 

Т  Приближенное решение по формужб 
( 3 ) , 2Приблипенное решение по фор
муле Ш и численеоа решение систе
ма ( I ; 



Рис.4 Влияние вращения на оадиальную компоненту скорос
ти V , х=1,5Н и0 =0,215м/сек. Переменная вязкооть 
п теплопроводность. Iдекартовая система координат, 
2  цилиндрическая система координат К£=Ю, 3 ци
линдрическая система кооодинат щ, = 15об/мин 



МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ О ШОМБИНАЦИИ РА<ЖРЯЭДЕЙСН

ПЛАЗМЫ 

Е.Д.Люмкис' (ВЦ ЛГУ им.П.Стучги), 
С.С.Филиппов (ИПМ АН СССР, г.Москва) 

В ряде работ [13] в последнее время обсуждаются ме

тоды численного' интегрирования так называемых "жестких" 
систем дифференциальных уравнений, которые описывают про

цессы о сильно различающимися характерными временами. Ти

пичной задачей такого рода является задача о рекомбинации 
при инерционном разлете первоначально плотной горячей 
плазмы. 

В настоящей заметке предложен простой и удобный алго

ритм решения такой задачи. Предложенный метод опирается на 
теорему А.Н.Тихонова [ 4 , б ] и состоит в замене дифференци

альных уравнений с малым параметром алгебраическими. Од

нако, в силу разномасштабности характерных времен,порядок 
системы в процессе ее решения постоянно повышается, то 
есть восстанавливаются исходные дифференциальные уравнения. 

Модель инерционного разлета газа в вакуум [ 6 ] приме

нялась к исследованию кинетики рекомбинации, состоящей из 
электронов и однократно заряженных ионов плазмы, в работах 
[_79], В рассматриваемой здесь задаче, в отличие от ука

занных работ, имеются многократно ионизованные атомы. Та

кая плазма возникает, например, при электричеоч л ззрыве 
проволочек или при мощных разрядах между металлическими 
электродами в вакууме. Исследование такой задачи сводится 
к решению задачи Коши для нестационарной системы нелиней

ных уравнений, описывающих изменение концентраций и баланс 
электронной и тяжелой компонент плазмы в пространственно 
однородном случае., Система уравнений замыкается условиями 
квазинейтральности и сохранения числа тяжелых частиц. 



Решение это» задачи представляет известные вычисли

тельные трудности. Непосредственное численное интегрирова

ние такой системы уравнений (например, методом РунгеКут

та) требует столь мелкого шага по времени, что приводит к 
неоправданно большим временам счета на ЭВМ и, главное, 

к потере точности вследствие накопления ошибок округления. 
Эти трудности связаны со следующими качественными особен

ностями задачи: 
I ) характерные времена ионизации и рекомбинации для неко

торых уравнений могут быть много меньше характерного 
времени расширения плазмы; 

.2) в пргвые части уравнений входят разности двух весьма 
близких величин; 

3) масштабы времен ионизации и рекомбинации для ионов раз

ной кратности различны. 
Перейдем далее к более подробной математической по

становке задачи и описанию метода ее решения. 
Предполагается, что в начальный момент времени 

имеется равновесная плазма заданной плотности и температу

ры, которая затем расширяется, причем ее плотность падает 
по закону: 

где р. характеризует геометрию разлета (значения ^ «1 ,2^ 
соответствуют плоскому, цилиндрическисимметричному или 
сферическисимметричному разлету). При разлете ионизацион

ное равновесие нарушается и концентрации нейтральных ато

мов а в и ионов различной кратности п.^( I • 1, 2 ( . . . } к) 
определяются уравнениями кинетики: 



Ли. „ IX/ и* 
Й Г ~ ^ 0 » 5 ,  — , 

Здесь о£ ̂  и ^  коэффициенты ионизации электронный уда

ром и тройной рекомбинации, зависящие только от электрон

ной температуры (в рассматриваемой модели другие процес

сы не учитываются), г ъ е  концентрация электронов, опре

деляемая из условия квазинейтральнооти: 

Условие сохранения числа тяжелых частиц имеет вид: 

(4) 

Начальные значения п, ̂ определялись из системы уравнений 
Саха [ 6 ] . 

Температура Т находится из уравнения баланса энергии 

где ^ • ( О . Ж ГЯ.) К Т .  плотность внутренней энер

гии плазмы,. 0 мощность, выделяемая в единице объема 
в процессе рекомбинации, 

к -4 



1и  потенциал ионизации I го иона. Первий член в пра

вой части (5 ) представляет собой работу расширения плазмы. 
Отрыв электронной температуры от температуры тяжелых час

тиц не учитывается. 
Замена переменных 

^ 1 * К г ^ ( 7 ) 

позволяет упростить уравнения ( 2 ) , устранив в правых ча

стях члеаы, содержащие множитель ,м</т • 
Основная идея предлагаемого способа решения этой за

дачи состоит в использовании такой комбинации асимптоти

ческого а численного (конечноразностного) методов, кото

рая логически вытекает из самой структуры исследуемой 
системы & перечисленных выше особенностей задачи. В общих 
черта:: наши рассуждения можно описать следующим образом. 

Характерные времена ионизации %^ «И/об, г ъ е и 
рекомбинации х.^ ~ \/р \. п в для высокозарядных ионов 
(и > к*,)очазываются много меньше характерного времени раз

лета т . Это позволяет рассматривать уравнения кинетики 
для соответствующих ионов как уравнения, содержащие малый 
параметр при производных и, опираясь на теорему Тихонова, 
заменить дифференциальные уравнения о малым параметром ал

гебраическими уравнениями. Последние получаются (с точно

стью до 0(Р) , гдет?  малый параметр), если гриравнять 
нулю правую часть соответствующего уравнения системы ( 2 ) . 
Поскольку БI , входящие в уравнение (6) для ( ) выражаются 
черезс1г\/с1Л, выражения для них через п.^ , Т ДТ/си, а 
также производныес1лм^с1^ к < к * можно получить из соотно

шений, получаемых при дифференцировании уравнений Саха. 
Физически такая процедура означает то, что ионы п. ^ при 
1 > к * , скорость ионизации и рекомбинации которых гораздо 
больше скорости разлета плазмы и, следовательно, скорости 
изменения ее теыпературы. следят за температурой плазмы, 
находясь в ионизационном равновеоии с ионом п?„ . Выделе



ние энергии при рекомбинации високозарядных ионов вычис

ляется как для квазистационарного процесса. 
При уменьшении температуры коэффициенты и $ экспо

ненциально убывают, а £1 растут по стегенному закону. • 
Поэтому невязки алгебраических уравнений растут с тече

нием времени. Для разных I «¿1 1lfil отличаются на поряд

ки величин. Это позволяет сохранить заданную точность ре

шения, не уменьшая шаг по времени, посредством последова

тельного восстановления дифференциальных уравнений. Ал

гебраическое уравнение заменяется дифференциальным в тот 
момент времени 1*, когда характерные времена ионизации 
и рекомбинации данного иона становятся сравнимыми с ха

рактерным временем разлета. Таким образом, в ходе решения 
порядок системы постепенно повышается. 

Опасность быстрой потерн точности при вычитании по

чти равных величин с коэффициентами об .4 и р I автоматиче

ски снимается при переходе от дифференциальных уравнений 
к алгебраический. Описанный выше метод применен для реше

ния модельной задачи о рекомбинации разлетающейся плазмы 
многократно ионизованной меди, которая представляет ин

терес для интерпретации экспериментов по электрическому 
взрыву проволочки. Проделанные на ЭВМ расчеты подтвердили 
эффективность метода. Например, при относительной точно

сти в расчете комбинированным методом шаг по времени 
составлял ~ 10"^ "Ь0 , тогда как при решении всей системы 
методом РунгеКутта при той же относительной точности шаг 
приходилось уменьшать в 10^10^ раз. 
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КАЧЕСТВЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ РЕШЕНИИ 
УРАВНЕНИЙ, МОДЕЛИРУЮЩИХ КВАЗИСТАЦИОНАРШЙ 
СИЛЫСШЛУЧАОДЙ ГАЗОВЫЙ РАЗРЯД 

Е.Д.Люмкис (ВЦ ЛГУ им.П.Стучки) 

Подробное теоретическое исследование физических яв

лении, происходящих в газовом разряде, возможно лишь при 
численном моделировании разрядов. Это объясняется тем,что 
разряды, как правило, описывается сложной нелинейной сис

темой уравнений. Некоторые результаты численных исследова

ний квазистационарного разряда в ксеноне в рамках модели, 
учитывающей неравновесность процессов в плазме, излучение 
в непрерывном спектре и линейчатое излучение, приведены в 
работах [ 1  3 ] . Наличие численного решения вадачи отнюдь не 
исключает необходимости в качественном анализе системы 
уравнений, позволяющем более полно понять смысл и характер 
решений, полученных с помощью ЭВМ. 

' Изучение газового разряда в плазме ксенона необхо

димо, в частности, для исследования сложных физикохими

ческих процессов и получения электрических и оптических 
характеристик ламп, используемых для накачки мощных лазе

ров на твердом теле. В типичных для работы таких ламп ус

ловиях коэффициенты электронной теплопроводности 9сг в 
теплопроводности тяжелых чаотиц Х  т , а также коэффи

циент амбиполярной диффузии Ъ*. окаэываютоя малыми пара

метрами при старших проваводных для соответствующих урав

нений теплопроводности и диффузии. Это позволяет получить 
асимптотические решения соответствующих уравнений в виде 
ряда по указанным малым параметрам. Развитию и обоснованию 
методов асимптотического сингулярно возмущенных дифферен

циальных уравнение по малому параметру при старшей произ 

водной посвящен большой цикл работ А.Н.Тихонова, А.Б.Ва

сильеве! в др. (ом. [48] а библногр. в [ 5 ] ) . Здесь будут 



широко использоваться полученные в этих работах результаты. 
В работе [ 9 ] газовый разряд моделировался более 

простой по сравнению с [13] системой уравнений. Там пред

полагалось, в частности, существование бодьцмановокого 
равновесия в заселении уровней атома коечона, а таете пре— 
небрегалось отрывом электронной и ионной температур. Тем 
не менее многие характеристикиразряда удовлетворительно 
опиоываюгся приведенными там уравнениями, поэтому при ~ ' " ' 
асимптотическом анализе ограничимся для простоты приближе

нием раЗоты [ 9 ] . 
» Уравнение энергетического баланса цилиндрического 
отолба плазмы тогда запишется в виде 

Здесь *  ( Т ) и б ( Т ) - коэффициенты тепло и электро

проводности плазмы, Е  напряженность электрического поля 
в трубке, Т  температура плазмы, Ч» ( ъ , Т )  дивергенция 
интегрального потока излучения. Вообще говоря, функция 
ц> ( г т ) определяется ее решения уравнения переноса излу

чения. Поскольку авали8 совместной системы весьма сложен, 
будем предполагать, что ¥ С"1, ^ ) - известная функция ко

ординат и температуры. 
При переходе к безразмерным переменным температуру 

и функций от нее ( в (Т) и > е ( * Г ) ) будем относить 
к их характерным в качениям Т  , О, , » * • , где Т 

температура на оси разряда, аш* а ( Т ' ) , э е 0  [Т**?, 
функцию ¥  к характерному значению джоулева тепловыде

ления в центре разряда а е Е * , а координату Ъ -

к радиусу трубки Д . Тогда вместо ( I ) пожучим: 



5  3 . (2 ) 

В облаоти температур 10000300000К, давлений 
р ~ 1030 атм и I? « 0.11 ом (такие параметры типичны 
для ламп, иопользуемых для накачки твердотельных лазеров) 
величина^* = р ^ » равна ~ 10  1СГ 6. Таким об

разом уравнение ?2) можно очвтать уравнением о малым пара

метром при производной. Опуокая знак " ~ " у безраз

мерных параметров в вводя обозначение \у » /•<. ^ ~ 
подучвм: А а 

Л е и 

/*• 011 

( 3 ) 

Граничные условия системы (3 ) имеют вид: 

> А / ( 0 ) « 0 , т(*).т в. (4 ) 

п.1. Перейдем к построению асимптотики по ^ вадачв ( 3 ) 

( 4 ) . Введем обозначение 

( б ) 

в будем искать решение в виде суммы 

жаждыЯ член которой представляет собой асимптотический 

ряд по степеням у, • 



Здесь Пи и О а  пограничные функции в окрестности те

чек г = 0 I г « 1 и зависят, соответственно, о т т » — 
и « . ^ 

Правые части системы (3) также можно записать ана

логично ( 6 ) , а каждый член этой суммы  в виде ряда по 
степеням /л . Уравнения для коэффициентов асимптотичес

кого разложения находятся путем приравнивания членов при 
одинаковых степенях /л- , зависящих от г . , *с 0 )

г01 . 
В нулевом приближен™ по /л, П 0 \Л/» 0 ( П 0 Т ж О , 

функции Т* • Т ( ъ ) и у\/ » \*/0(г) находятся из решения 
вырожденной системы 

Функции СЗв\А/ и П0\Д/ определяются уравнениями 

dQ 0 \A/ 

о краевыми условиями 

)а ст(.)=о ( 1 0 ) 



Ив решения втих уравнений можно найти распределение 
температуры по радиусу и свяванные с температурой пара 

метры, в чаотноси, Q e W ( 0 ) , а, следовательно, и ве

личину теплового потока на границе со стенкой. 
Пограничные функции Q 0 W и Q „Т существен

ны лишь вблизи границы плазмы со стенкой, экспоненциально 
убывая при удалении от отенки. Поведение температуры в 
центральной эоне определяется функцией Т ( х ) . Из (8 ) 
следует, в частности, что в нулевом приближении по /а» 
температура в разряде будет постоянной в канале всюду,кро

ме узкого пограничного слоя ~/*< , если функция Ч> за . 
висит только от температуры. Однородность температурного 
отолба может нарушаться, например, при увеличении оптичес

кой толщины разряда, когда нвдучательная способность плав

ны ф оказывается зависящей явным образом от координаты 
X . 

Рассмотренное выше асимптотическое решение близко в 
точному прв выполнении ряда требований. Сформулируем их 
применительно к нашему случаю, следуя теореме 4.2 $ 14 
работы [ Б ] . 

I , Функции Ф ( 1 Ч  в и C p ^ e W / a * будем счи

тать достаточное чиоло рае ( п. * 2 ) дифференцируемыми 
в некоторой открытой облвотв G переменных ( ж , г ) . 

д. Уравнение имеет нводвровашшй корень 
f (х) на отревке [ o . l ] такой, что точки ( .0 , f ( i ) , x ) t G, 
В Tlx) непрерывна на [ 0 , 1 ] . 

Ш. Собственные значения Д., , Д.. матрица 
\ЩХ 'ЬСР< 

Гж 

Т)\А/ *оТ 
удовлетворяют уоловням: Re Л,< 0, R e X e > 0 прв0<г<1. 
Собственные, значения матрицы Р в нашем случае равны: 



Таким образом, если функция Ч> /б будет возрастающей 
функцией температуры, требование Ш будет выполнено*^. 

1У. Граничное значение Т 0 на правом конце доста

точно бетвко к Т (О (находится в области влияния этого 
корня, см. [ 4 , 5 ] . ) , "ц 

Пусть а * , 0 » Н " & о Р ФМ+Ъ**-^)  Тогда 
при выполнении условий 11У будет иметь место теорема,ср. 
(51 : существуют достаточно малые постоянные у,0 > 0,6 > О 
в конотента с > 0 такие, что при 0<у-4- /л*0

 в 0°труб

ке кривей Ь в существует единственное решение г [ г | у.) 
краевой задачи ( 3 )  ( 4 ) и имеет место равенство: 

при 0 * х 4 1 . Под кривой Ь о подразумевается кри

вая, состоящая иэ'двух частей: 

Ь о г « { С г , г ) : й  * Д ^ 0 , х ( т ( ) / г ( 4 0 , г = < } 

а под ($ трубкой этой, кривой  ее (5 окрестность в об

ласти 0 . Заметим, что для Ф * * ^ ) . имеет место 
оценка "* 

ЦОЛ ( * . )И*С« *хр (оС«с , ) при *«*Р, 

где с ; > О, об > О  некоторые константы. 

Это условие совпадает с условием устойчивости нестаци

онарного разряда по отношению к перегреву ( ср . [ 3 ] ) . 



п ' 2 ' Существенным требованием при построении асимптотики 
(67) задачи ( 3 )  (4 ) было требование Ш монотонного роста 
функции « ^/<3 о температурой. В реальных разрядах 
такая монотонность может нарушаться. Детальный учет влия

ния поглощения (именно поглощение определяет'зависимость 
ч » ( г ( Т ) от координаты % ) представляется возможным 

только при численном моделировании процесса [ 2 , 3 ] . Поэтому 
здесь рассмотрим различные возможные случаи, определяемые 
характером поведения " * ( г , Т ) , считая, что зависимость 

Ч от температуры может быть немонотонной. 

а) I . Пуоть функция СО, ( т . , * ! * ) *  О П р И любом 
[0 ,1 ] имеет три корня ^ ( . х ) , I »1,2,3 такие, что 

1) 4 , ^ ) 4 * с  о  и ь ^ ; 

2) область ( ( т , г ) : 4 ч [ г ) * т •* £ ь ( г ) ) О < г * 1) С С 

3 ) * Т 
>0 1^3 при 0 < г « 1 

< 0 • пра0ч<г<1 

Оказывается тогда, что при выполнении требований, анало

гичных I и 1У предыдущего пункта и некоторых дополнитель

ных, сформулированных ниже, решение задачи ( 3 )  ( 4 ) может 
быть таким, как изображено на рис.1, то есть помимо су 

шествования пограничного слоя у отенки трубки, при неко

тором значении радиуса Ъ « 1 , будет иметь меото 
"внутренний пограничный слой", где решение переходит о 
корня ^ . на корень 4 « С5]. 



Рис.1. Сплошная кривая

близкое к разрывному 
решение задачи ( 4 )  ( 5 ) , 
переходящее с корня 

• на корень ^,(л) 

12 в ^ К Д г Ю ) 
Такое близкое к разрывному решение задачи будем искать в 
виде асимптотических разложений ( 6 ) , ( 7 ) , но по отдельнос

•тн на отревках [ 0 , т . о ] и [ г ( ) < ] .Величина т, 0 оп

ределяется из условия непрерывности функций Т ( т . ) и 
\А/ (т . ) в точке т. • Х 0 , а уравнение для определения г в 

примет вид 

Говорят, что в атом случае в точке 1 ? г , реализуется 
"ячейка". Сформулируем здесь дополнительные требования: 

П. Уравнение ( I I ) относительно Ч/в имеет решение 
г ' « ч и 0 < г , < ) . 4,Сг) 

<л С . 
Ш. Производная — \ ' Ф | ^ т|_ _'«• Ф 0. 

При выполнении условий 1Ш данного пункта существует та

кое решение задачи ( 3 )  ( 4 ) , для которого справедливы ра

венства: и • 
4 4 Ы , 0 .<г<ъ, 

Слт.Т(х,м.) 
IX*0 

1лт. и . ) в 0 
у, о 

при 0<.г<.г„ г 0 < г < < . 



Кроме того, задача всегда имеет решение Т ( .т,, и.) такое, 
что ш, 

и может иметь решение Т (т  , у,) такое, что 

/А. .* О . 
В последнем олучае надо особо проверить выполнение требо

вания 17 п.1. о соответствующими изменениями  вместо 
( I ) надо подотввить^ ь О). 

В силу условий П и Ш для существования разрывного 
решения (12) необходимо, чтобы *р явно зависело от г . 
Таксе решение может, однако, существовать и в том олучае, 
если система (3 ) является автономной, но выполняется ра

венство ( I I ) [ 3 ] , 

б) Рассмотрим адеоь коротко еще один случай, кото

рый может привести к существованию решения типа (12 ) . 
Именно, будем предполагать (вместо I в 2 а ) , что на полу

интервале [ О, т. о) уравнение Ш 4 ( г } Т ) = 0 имеет 
три корня ^ 1 ( г ) <к , г С '1 . ) < £^1"*) (вое требования 
I на [ 0 , ъ , ) для этих корней выполняются), а н а ( т  0 1 1 ) 

 корень только один.^ ,1г ) , причем > п 

при ъ , с г * Н . Оказываетоя, что и в этом случае сущест

вует решение, для которого оправедлины предельные соотно

шения (12 ) , хотя характер и природа асимптотики в окрест

ности точки х 0 существенно меняется. В литературе ука

занный случай получил название явления срыва решения(суть 
етрго явления состоит в том, что решение • ? ь ( г ' ) , под

ходя к точке т,_ , где *^? «| = о , как бы по 

инерции проходит ее и попадает в область влияния корня 
,̂ . Этот'случай впервые рассмотрен Л.С.Понтрягн

ныы и Е.Ф.мищенко в работах [ 7 , 8 ] . Там же выписаны два 



> о 

(<) г/ь (г) 
первых члена разложения в виде ?.= X * + 
+ц, 2п,^А» и^о пренебрежением величинами порядка /и, 

Заметим, что в пункте а).рассматривался случай,ког

да могут сосуществовать три различных решения, а в данном 
случае реализуются лишь два решения  ^ , ( а ) и решение 
типа ( 13 ) . 

в) До сих пор нами рассматривались случаи, когда . 

температура на оси Т такова, что 

Можно, однако, построить решение, для которого 
ЭФ< 

< и , но поле Е при этом будет опреде

ляться параметрами задачи. Поэтому при переходе к безраз

мерным переменным в уравнении ( 2 ) , величины ч» и б Е 
будем отнооить к некоторой характерной величине выделяемо

го в единице объема джоулева тепла 0*„ Е^ . т . е . поло

жим $ » Ч>/С в Е.' , 5 = 0/б0 , Е = Е / Е 0  Т о г 

да вместо (3) получим: 

Т г Т о 

Л "3— <ЗЕ лд.^' оЪъ 7 ^ 
, о1Т  \У 

(13) 

К граничным условиям (4) добавится теперь еще одноТ(0):Т°. 
Лишнее условие будет служить уравнением для определения 
поля Е , которое является собственным аначениец.задачи 
( 13 ) , Решение такой задачи будем искать в виде тех же 
асимптотических разложений, что п в п . п . I и 2а, а уравне

Е примет вид: 
„*« 

(14) 

вне для определения поля 



Вид решения, отвечающего рассмотренному здесь случаю, изо

бражен на рис.2. 
Т 

Рис.2. Сплошная кривая

коктрагированное темпера

турное распределение, пере

ходящее на корень 1̂ ( х ) 
при г и 

' Л 

Как видно из рисунка, температура газа вблизи центра 
может быть существенно больше температуры на периферии.По

добное явление контракции разрядов неоднократно описыва 

лось в литературе. Такие решения, как правило, оказывают

ся неустойчивыми по отношению к малым возмущениям. 

3. Некоторые стационарные решения, построенные в 
предыдущих пунктах, могут оказаться неустойчивыми по отно

шению к флуктуациям температурного профиля в разряде. Не

стационарное уравнение, описывающее изменение температуры 
разряда во времени, имеет вид обычного уравнения теплопро

водности: 

оТ 1 Ъ ( 
 — = — — I X * 
^ \ X 'ОХ \ 'б х 

бЕ гч> (15) 

Здесь с  теплоемкость газа. Будем искать решение уравне

ния (15) в виде суммы Т * Т (т.) + 1 Г ( х , х ) , где 
7 ( х )  решение стационарной задачи, а т г ( г ^ ) 
малое отклонение. После соответствующих нормировок и ли

неаризации задачи уравнение для т г ( х ( Х ) примет вид 



Коэффициент оС ( т . ) оказывается величиной ~ 

 ."Поскольку в оду чаях I в .26) 
Т=Т(т) 

* 0 , рассмотренные там решения устойчивы 
Т » Т Ы 

по отношению к малым возмущениям. Более сложных раосужде

ний требует анализ устойчивости тех решений, в которых 
имеется внутренний пограничный слой. Производная 

т>т 
тогда положительна всюду, кроме узкого пограничного слоя, 

толщина которого порядка /л. . Анализ показывает, что 
для развития перегревной неустойчивости необходимо, чтобы 
выполнялось неравенство: 

•о 
ОТ 

•н. 
(17) 

где Д %  характерный размер неоднородности плазмы в 
квазистационарном оостоянии. Неравенство (17) включает в 
себя, как легко видеть» оценку 

(18) 

полученную в работе [ Ю ] . 



4. В предыдущих пунктах приведены асимптотические 
решения задачи при немонотонном доведении функции t(%|T) 
Остановимся здесь на физических причинах, которые могут ' 
приводить к такой немонотонности. 

Наиболее просто выяонить характер зависимости 
функции £. ( т ) для случая объемного поглощения. Для тор 

мозного и рекомбинационного излучения функция ч> ~ гг.* , 
а б  а е •..следовательно, €. ~ гг , е , т . е . будет воз

растающей функцией температуры до тех пор, пока плазма не 
станет полноотыо ионизованной. В области температур 16000

20000°К, когда у ксенона осуществляется переход от первой 
ионизации ко второй, рост П.. замедляется, и функция * . ( Т ) 
может стать немонотонной (ом.рис.3). 

В том же приближении малой оптической толщины вли

яние линейчатого излучения оценивается следующим образомг 
функция V ~ п. т , где гл. ̂   число атомов на верхних • 
возбужденных уровнях. Из распределения Больцмана оледует 
что го т. * ьхр ( Ет . /кТ ) , а из уравнения Саха — 
г у е ~ е * р (— 1 / к , т_  потенциал ионизации 
атома. Отсюда £  е х р [  ( £ ^  Г ¡2)/к Т ] , т . е . 
будет возрастать с ростом температуры, если Е^, > 1 / 2 . 
Для ксенона это условие выполняется, поэтому линейчатое 
излучение оказывается дополнительным фактором, приводащш 
к сглаживанию функции е . 

На рио.З. приведена рассчитанная с учетом реальных 
особенностей сечений функция Е ** / б ( Т ) для ксенона 

(см.также [3 ] ) , учитывающая объемное,тормозное и реком

бинацконное излучение при давлении р »10 атм. Там же 
нанесена зависимость Е ( Т ) для лампы с Я =0.35 ом с 
учетом линейчатого излучения, полученная после численного 
решения квазистационарной задачи. Видно, что линейчатое 
излучение снимает возможность контракции разряда. Соответ

ствующие температурные профили с учетом и без учета линей

чатого излучения изображены на рис.4. Поведение контраги



9 И 13 15 17 19 21 

Рис.3 . Зависимость поля В от осевой тем

пе ратуры Т° . . Я =0.35 см. Сплошные кри

вые  без учета линейчатого излучения, 
штриховая  линейчатое излучение учтено. 
Цифры при кривых  рабочее давление р 
в атмосферах

6.2 О Л 0.6 0.8 1.0 

Рис .4. Температурные распределения в раз

ряде. К. ^0.35 см, р =10 атм. Сплошные 
кривые  без учета линейчатого излучения, 
штриховая  линейчатое излучение учтено. 



рованных температурных распределений ооответотвует полу

ченным в п.2 асимптотическим решениям. 
• Следует отметить, что при пониженных давлениях 

( р «—. I атм), как показали численные раочеты, контракция 
разряда имеет меото и при учете линейчатого излучения в • 
обааоти температур Т  20000°К. 

' Б заключение автор выражает признательность С.С.Фи

липпову ж 0.Б.Москалеву ва внимание к работе. 
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ДВШЕ1ШРАТУРН0Е ПОЛЕ В ГЕТЕРОГЕННОЙ 
СРЕДЕ В ПТИБЛЖЕНИИ СОСРЕДОТОЧЕННОЙ ЕМКОСТИ 

А.А.Буйкис (ЛГУ им.П.Отучки) 

Практически все работы, относящиеся к анализу темпе

ратурных нолей в нефтяных пластах, исходят из предположе 

ния о возможности пренебрежения отличием температур раз

личных фаз реальной пористой среды (скелета пласта и филь

трующихся жидкостей). В таком случае математическая поста

новка задачи содержит одно (общее для всех фаз) уравнение 
параболического типа с членами первого порядка (соответст

вующими вынужденной конвекции в слое  в пласте) и класси

ческое уравнение теплопроводности в остальной области(для 
охружаюлих пород). Нам известна только одна работа 
[ I ] , в которой дается аналитическое решение задачи о тем

пературной поле в нефтяном пласте при учете различия тем

ператур обеих фаз. Однако эта работа ограничивается рас

смотрением теплоизолированного пласта. Практически совпа

дающие с ней постановки задач, но относящиеся к другой фи

зической ситуации, рассматривались многими авторами, на

чиная с З.Нуссельта [2] и А.Анцелиуса [ 3 ] , 

В этой работе мы рассматриваем задачу о нахождении 
температурного поля пласта при учете различия температуры 
твердого скелета и фильтрующейся жидкости и теплообмена 
пласта с окружающими породами при трактовке пласта как 
сосредоточенной емкости. Упрощающие предположения, приня

тые в настоящей работе, совпадают по существу с предполо

жениями, принятыми в известной работе X.Доверье [ 4 ] , в 
которой, однако, рассмотрен случай однофазной среды. 

Переходим к постановке задачи. Для ознакомления чи

тателя с выводом уравнений энергии в насыщенных пористых 
средах можно рекомендовать монографию [ б ] ( см . г л .1 , § 4 ) . 



Введем следующие обозначения: индекс "О" относится 
к фильтрующейся жидкости, " I " к скелету пласта,"2"  к 
окружающим пласт породам; пусть э е ^  коэффициент межфаз, 
ного теплообмена между I/ той и ^той фазами (на еди

ницу поверхности контакта), , где 
5\.̂   удельная поверхность контакта ( т . е . поверх

ность контакта фаз в единице рбьема гетерогенной среды). 
Далее, пуоть т.  пористость пласта, К.  его мощность, 

О  объемный расход нагнетаемой в пласт жидкости, 
к 1 , , с1 , /Ч > о. \  соответственно теплопровод

ность, теплоемкость, плотность, температуропроводность 
{.той фазы; пусть координатаэс направлена вдоль пласта, 

^  перпендикулярно ему, ^.  время. Размерные ке

эависикые переменные будем характеризовать нижним индек

сом " р " . 

Б постановке задачи приняты традиционные (общепри

нятые) предположения: рассматривается бесконечно глубоко • 
валегащий горизонтальный пласт, принимается совпадение 
теплофизических свойств для пород, покрывающих и подстила

ющих пласт, а также для жидкости, нагнетаемой в пласт и 
находившейся там до начала нагнетания, наконец, пренебре

гается тепловыми эффектами изза изменения давления. Сде

лаем, кроме того, следующие допущения: 

1) пласт и окружающие его породы анизотропны: теплопровод

ность их в направлении х равна нулю; в направлении 
у окружающие породы имеют конечную теплопроводность, 

совпадающую с ее реальным значением; скелет пласта и фильт

рующая жидкость в направлении ^ имеют бесконечную' теплопро

водность; 
2) на границе между пластом и породами (на кровле пласта, 
на плоскости ^ ^0) теплообмен осуществляется следующим 
образом: между скелетом пласта и окружающими породами име

ет место непрерывность температуры и потока, а между жид

костью в окружающими породами  теплообмен по Ньютону,т.е. 



имеем 

02 (т,т.) 
»0 

3) температуры обеих фаз в пласте, а также окружающих по

род до начала нагнетания равны между собой и поотоянны 
(.равны *д*0 ) ; температура нагнетаемой жидкости л входе 
в пласт также поотоянна Iравна 

Первые два допущения позволяют считать, что темпера

тура скелета пласта Т 4 ( х р ,"Ь р ) совпадает оо значением 
температуры окружающих пород Тг ( х р , у р ,"Ь р ) на гра

нице пласта, т . е . Т г ( х р 1 0 ^ р ) г Т 4 ( х р , т р ) те* 
самым, ввеоти для их обозначения один общий символ! 

Математическая постановка задачи при сделанных пред

положениях имеет следующий вид: 

( I ) 

° , * Р > ° > 

•о* 

(2) 

Х Р > 0 , ЯР 



" 9  т 
V 0 0 

В качестве безразмерных независимых неременных возь

мем 

н введем оледуюцие безразмерные температуры: 

т . е . нормированную температуру иидкости обозначим через 
и Д х ^ ' Ь ' ) , окружающих пород  через ^ ( х 1 , У ' , * Ь ' ) . при 

атом Я ^ С х ^ О , ^ 1 ) определяет температуру скелета'пласта. 
Задача и )  Н ) в безразмерных величинах принимает 

следующий вид: 

'О ЯГ 

<ДГ" (7 ) 



I V * 0 |*«0 > |х«0 * 1̂  

Наконец, волн ввеоти ноше невавжоимые безразмерные пере

менные 

то задача, подлежащая решению, примет вид: 

5 

'О у 'Л* V 

гЛГ = ̂  | х > 0> ¥>°.>>0> Ш ) 

5 1 в ^ ^ а Ч * > 0 1 ч в 0 ^ > 0 1 ( 1 2 ) 

* т г  и , х > 0 , ^ « О , t > 0 ( ( 1 3 ) 

t = 0 ' Х = 0 М " ч ^ о о • (14) 



Задачу ( П )  ( 1 4 ) будем решать при помоют интеграль

ного преобразования Даплаоа, При атом используем следую

щее обозначение: > 
• со 

в 
а соответствие мэжду^оригиналом и изображением укажем 
знаком « — 1 напр. $ ( р } ;—Ь ^ ( 1 ) , Переходя к изображо" 
ниям, после неоложннх преобразование решение получаем в 

Начнем о обращения функции й ( х , р ) . Для в того 
представим ее в виде: 

I об X. л 
Для обращения $ а ( р ) 1 * * Р [ р ^ , * ] * < воспользуемся 
сначала возможностью раооматржвать ^ а ( р ) как функцию 
$  а < ( р */р~) , а потом теоремой о сдвиге. Получашей

ся функции $ ( р ) • « с р ( 2 ^ * )  < соответетвует оригинал 
$(г>\4cxir* Э4(А\ZZxi) ом. [ 6 ] , где 3 , ( 1 )  модифицн

ровакная функция Беоселя первоге рода кнапр. [71; . Окон

чательно решение и.(, х (  Ь )  температура фильтрую

щейся по пласту жидкости  получается в виде: 

1 4 х $ « \ / & * 1 * * ф ^ ) * ф ^ - < 1 5 ) 

о 

file:///4cxir*
file:///ZZxi


Для нахождения оригинала функции * ( х ( и , г ] пред

ставим ее в виде: 

, - х А у 

где 

Здесь 

Воспользовавшись известными основными соотношениями пре

образования Лапласа, получаем 

Изменение порядка интегрирования позволяет упроотить по

лученное решение: 

t 

*(*,̂ л)»̂ *х5 ̂ Ч ' 2 ^ ) ^ ^ ^ . ( 1 6 ) 

Представляющую особый интерес температуру окелета пласта 
ТгХх.О,  ^ моаеы окончательно преобразовать к виду: 

у ( х ( о^ ) » с< . е " х |е^а ( г1^хт ) е г^с  ^  ^ & Т . (17) 



Насколько нак известно, до сих пор при изучении тем

пературных полей в нефтяных пластах в многофазном рассмот

рении не использовались постановки, аналогичные ( 6 )  ( 9 ) 

типа сосредоточенной емкости (с производными "высокого 
порядка" в граничных условиях [ 8 ] ) , позволяющие получить 
аффективное аналитическое решение соответствующей задачи. 
Путем сопоставления экспериментальных данных и найденных 
аналитических решений ( 15 ) , (16) модно получить оценку ве

личины реального коэффициента мекфазного теплообмена ' 
и ;^ , не прибегая к существенно упрощающим предполо

жениям (например, замена реальной пористой среды системой 
чередующихся пластинок [ 9 ] ) . 

Отметим в заключение, что мы предполагаем посвятить 
другие работы более подробному обоснованию получения ис

ходной постановки ( 1 )  ( 4 ) , анализу полученного решения,а 
также рассмотрению разностных схем для численного решения 
постановок задач, подобных рассмотренной или обобщающей 
ее игапр. с учетом теплопроводности фаз вдоль пласта). 
Наличие двух краевых условий со старшими производными не 
препятствуют построению эффективных разностных схем. На

пример, для ( 6 )  ( 9 ) , при наличии в правой части уравнения 
(8) члена СЩ, , может быть предложена следующая 

1с успехом опробованная на практике; разностная схема. 
Для (6 ) строится стандартная неявная схема с весами. В 
( 7 ) , (8 ) для повышения порядка аппроксимации по ^ 
пользуемся обычный методом ^см.напр.[10]) использования 
основного уравнения 16) на границе. Из получающейся сис

темы двух уравнений, связывающих значения функций и/ 
и ~о~ на границе ^ в 0 со значением V на пер

вом ( по у ' ) слое, можно исключить неизвестное пока 
значение функции и я , тем самый, получить обычное 
соотношение типа * эе.» ~Г* * . как для 

краевого условия 3 г о рода. Таким образом, для перехода 



на оледупщий временной слой нужно проводить H (число 
узлов по х ' ) последовательных прогонок по и ' , при 

чем после каждой прогонки элемоптаркы!*и арифметическими 
дейотвиями находится соответствующее значение ю . Если 
рассматривается постановка, учитывающая теплопроводность 
фаз вдоль' плаота ( т . е . вдоль границы ^ =0) ; то для (8) 
принимается монотонная (по х» ) схема второго порядка 
точности [ lo] и переход на следующий временной слой осу

ществляется в два этапа: сначала прогонка для двух функ

ций по границе у =0, после этого N" прогонок по ^ ' . 
Наконец, если основное уравнение не имеет вырождения по 

•Ос' , то можно применить схему типа метода переменных 
направлений, причем расчет опять, начинается о матричной 
прогонки по границе у =0. 

После написания этой работы автору стала известна ан

нотация работы [ I I ] , из которой видно, что в ней рассмат

ривалась подобная задача. 
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О КИНЕТИКЕ ФАЗОВЫХ ПРЕВРАЩЕНИЯ 
И НОВОМ КИНЕТИЧЕСКОМ УРАВНЕНИЙ 

П.М.Колесников, Т.А. Карпова 

• (Институт тепло и массообмена,АН БССР, 
г.Минск) 

При изучении кинетики фазовых превращений в многофаз

ных средах возникает задача оо изучении ооразования заро

дышей фсак, их рос?е и распаде. Кинетика образования заро

дышей твердой фазы при конденсации или жидкой и газообраз

ной фазы при кипении и испарении описывается известными 
уравнениями Фольмера, БеккераДеринга, ФренкеляЗельдовича, 
Куртни, Пробстина, Кантровкца и др. [ I ] . Дальнейший рост 
этих зародышей может быть рассмотрен на основе кинетики 
роста или распада единичных зародышей, для монодисперсных 
сред при отсутствии взаимного влияния зародышей друг на 
друга, однако для большого числа зародышей такое рассмотре

ние должно быть заменено кинетическим описанием. В ряде ра

бот были предложены различные кинетические уравнения для 
функций распределения частиц по скоростям и размерам, для 
процеосов конденсации жидкости или газа в твердое тело [ I ] , 
[ 2 ] , процессов сублимации, кипения и кавитации для пузырьков 
газа и пара, однако в этих работах обычно рассматриваются 
функции распределения или только по размерам [ 5 ] , или по 
скоростям без учета размеров [ б ] , или с учетом размеров,но 
без распределения по скоростям [ I ] . 

Ниже предложено общее кинетическое уравнение для функ

ции распределения j частиц по времени, координатам, ско 

ростам и размерам частиц 

7(1,ос, у , * , * * , < и г , г). ( I ) 
Изменение функции распределения будет описываться ки

нетическим уравнением, предложенным П.М.Колесниковым, кото

рое в одномерном случае имеет вид 



tf ' o f 1>j « а г+ г л, . . п . 
o t ' о х ' o u T j x 4 "Р 

Для^ зародышей вязкой жидкости можно принять в качест

ве силы V силу Стокоова трения V » auили другие извест

ные выражения, например т г « а , \л.я и т.д. 
Мы примем далее, что т>(и|* Ч»0 ( u J. ( 3 ) 
Если рассматривать свободномолекулярный режим роота 

(распада) зародышей, то скорость роста определяется из 

вестной формулой Кнудоена 

в которой скорость роста не зависит от размера частиц г 
или другими формулами, например, формулой Максвелла или 
Фукса для континуального режима роста зародышей, которые 
применяется в континуальной те орта дисперсных сиотем. 

Это уравнение можно решать по методу характеристик, 
как ото было сделано ранее одним из авторов для решения 
кинетического уравнения плазмы [7 ]  [ 9 ] . Оператор \ мо

жет быть функциональным или интегральным. 
Уравнения характеристик имеют вид 

oLx du, dx 

Учитывая, что в свободномолекулярном режиме ̂  я 0 , 
можно найти ряд первых интегралов, а по ним построить об

щий интеграл и найти явный вид функции распределения. 
Изложим сначала стационарный случай, когда t можно 

рассматривать просто как параметр. 
Из соотношения — » , находим первый интеграл 

Х . Г * £ 1 * .с. . ( 6 ) 

Пусть f = a u . , тогда х ' •с , при 4>0tuJ»au. 

имеем х « 4 1п.и*сЛ и т.д. 



В стационарном случае можно записать ъ зих ' ( зс ) т о г _ 
а х. с(.г. * 

да ~— = дает следующий интеграл 

И, наконец, соотношений — = ~ полу

чаем еще один интеграл ( Г  Г Г Р ) 

х, х< 

Если использовать граничное условие при ос = х 0 , ' 

' и .  и . , г = г 0 , ^ ^ 0 ( х в ) а 0 ; г 0 ) ( а ) 

можно по виду функции $ о определить вид функции распре

деления £ ( х , и., г . ] . 
В нестационарном случае дело несколько усложняется, 

т.к. удается найти в явном виде не все интегралы системы 
уравнений ( 5 ) . Попрежнему имеет место интеграл ( 6 ) . Соот

ношение <х̂  • ^— необходимо рассматривать как определе

ние и, , однако интеграл системы о1х = ъ ~ " без пред

положения о характере % явно найти не удается, т . е . 
имеем . 

поэтому выражение (8) принимает более общий вид 

л . 41 ) 

Соответствекно усложняется построение явного вида 
функции распределений. 

Обобщение на случай функций распределения для частиц 
разных сортов очевидно и может быть выполнено обычными 
методами [ 10 ] . 



Для построения функций распределения модно использо

вать различные асимптотические методы типа метода Чепмена 
и Энскога, метода моментов и др. [ 10 ] . 

Моментом функции распределения по размерам порядка гъ 
назовем величину 

^.1^- ( 12) 
ч , 

Умножая уравнения (2 ) поочередно на г получим 
вместо кинетических уравнений осредненгае по размерам мак

роскопические характеристики, что важно для построения мо

делей полидисперсных сред. 
Применим полученное уравнение к кинетике образования 

и роста пузырьков. 
Простейшая модель для изменения радиуса пузырьков ос

нована на уравнении Рэлея [ 3 ] 

ъ \cLtJ р > 
г — г  •  (13) 

что при Р„ а соп&^ дает скорость изменения радиуса пу

зырьков 

г = 
Т • а . ) 

Если учесть силы газового давления в пузырьке, то 
уравнение пульсаций 

и : и ;  & ( м 4 аз ) 
2 Р 

ж. 
дает скорость изменения радиуса 

Учет поверхностного натяжения приводит в уравнению 

file:///cLtJ


и также,дает скорость роста, зависящую от радиуса. 
Для всех этих уравнений ф 0 . Полагая,что 

на пузырек действуют силы сопротивления, пропорциональные 
скорости 1 , ' г * в ( и ) с учетом приведенных ооотноше.чий не

трудно проинтегрировать уравнения ( 5 ) . Результаты и даль

нейшие обобщения изза отсутствия места будут опубликова

ны отдельно. 

О б о з н а ч е н и я 

f  функция распределения, "t  время, х , ^ , г ко

ординаты, и . , от , "W  скорости, Х  размер частиц, I 

количество зародышей,образовавшихся в единицу времени, 
8  функция Дирака, " ъ к р  критические размеры заро

дыша, V т ускорение частицы, "ъ  скорость роста час

тий, ct^  коэффициенты, Т  температура, Р  давление 
c ¿ K  коэффициент аккомодации, f>^  плотность час

тицы (капли), T s  температура насыщения, Рсо давле

ние на границе капли, ч> 0 ( тГ )  заданный закон, с ^ 

 постоянные интегрирования. М 1 "  * _ момент функции рас

пределения, V  р а д и у с пузырька, У  показатель адиа

баты,  плотность жидкооти, R 0  начальный размер 
пузырька, Б  поверхностное натяжение, Р^  давление 
пара в пузырьке, Р »  .давление вдали от пузырька, 

Р 0  давление газа в пузырьке. 
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: о с 7 Р о г : ш шематичесюй эдели 
ГЕТЕРОаЛЗНОГЭ ЗАТВЕРДЕВАНИЯ СПЛАВОВ. 

З.Н.Караожицкпй, В.В.Барховокий, 
'Т.И.Лаврияенко СИПЛ АН УССР, г.Киев). 

Глубокое изучение физики процесоов литья, увеличение 
количества управляющих факторов и их усложнение требуют раз

работки достоверных математических моделей формирования от

ливок, так как прямое численное исследование этих процессов 
позволяет получить только набор значений искомых величин, 
которые очень юудно использовать для практических целейt l ] , 
[2J. 

Настоящая работа посвящена построению математической 
модели готероф'азкого затвердевания отливок в кристаллизато

ре гсеремзнной мощности при введении в расплаЕ микрохолодиль

яиков. 
3 основу разработки математической модели положены 

следующие физические положения: 
I.Мощность тепловых эффектов затвердевания и плавле

ния пропорциональна объёмной доле жидкой фазы, определяемой 
по диаграмме равновесного состояния исследуемого сплава ( I ] . 

2.Движущей силой процессов теплообмена в системе МИ— 
крохолод"льник-расг.лав являются процессы нагрева и плавле

ния му.крохолод'лл'ькиков. В об.цем случае мощность теплового 
влияния м/.крохолодихьников является функцией координаты ( * ) , 
времен:! (€"), массы и теплсгизических характеристик (ffi) ми

крохолодильников V[{ •^(X,(ttm) , а при равномерном их рас

пределении  = Я1?) [ з ] . 

3.Расплав охлаждается в высокотеплопроводном кри

сталлизаторе, регулируемой мощности^,—<*>). 
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ч.Дискретность сопряжения отливки с поверхностью 
кристаллизатора, окмсннс пленки, покрытия и зазор создают 
условия несовершенного контакта расплава (отливки) о кристал

лизатором 
5.Внешняя поверхность кристаллизатора охлаждается по 

законам Ньютона, СтефанаБольцыана и путем испарительного ох

лаждении. 
б.При Рл £л (где Рл . и &* .соответственно, 

критерий Прандтля и Грасгофа) для у.чета конвективного тепло

обмена коэффициент молекулярной теплопроводности • заме

няется эффективным значением Л » я ^ « * к ( г д в  коэффи

циент конвекции ) [ б ] . 
Перейде!.' к построении математической модели. 

Тепловое состояние гетерофаз

яой системы, занимающей односвяз

ную область 0 с достаточно 
гладкой границей & *Ги £ и ? , 
?"Гл£ характеризуется ска

лярным полем температуры 
(Рис.1 ) . 

Значение локальномгновенной 
температуры системы определяется 
из уравнения теплового баланса. 

Если относительное содержа

ние микрохолодяльников мало 
Рис.1 ть0,06 + 0,{ , то теплоты пере

грева расплава достаточно, чтобы расплавить частицы» Энталь

пия элементарного объема расплава № равна сумме теплоем

кости 

плава Щ'^рВш» 

сти УС£ » ^ ря(/и и количеотва теплоты .плавлений Ц^*^ Г^8Л 

и количеотву теплоты затвердевания рао

за вычетом теплоаккунулируввдй способно

микрохолодильников, т . е . • " 

С I ) 
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. При охлаждении элементарного объема расплава ниже тем

пературы ликвидуса ( и , ) в нем образуется твердая фаза. В соот

ветствии с положением I количество твердой фазы зависит от 
локальномгновенной температуры и* вида диаграммы состояния 
(химсостава) исследуемого сплава. При равновесной кристалли

зация сплава функциональная зависимость изменения твердой 
Фазы ( $ т ) определяется по правилу рычага [2] с последующей 
аппроксимацией полученных данных 'степенной зависимостью 

$•1 { и,-и, ) , ( 2 ) 

где иг температура солидуса, п- некоторая кон

станта. 
Тепловая мощность фазового превращения равна 

дг " № » ( з ) 
(Б 'функциональная зависимость изменения жидкой фа

зы 9 » /  З г ) , а с учетом ( 2 ) 

поп!"'*.*-"*] * .О"'*» 

При независимости теплофизических характеристик от 
температуры ( в расчетах могут использоваться средние значе

ния) Щ«Срршх,Ъ . а 

• 'Г а*. . ( 5 } 

Изменение средней температуры микрохолодилышков 
для стадии нагрева описывается экспоненциальной зависимо

стью [и<х,Т)-и1))9 , а изменение их энтальпии урав

нением 



( б ) 

Изменение энтальпии иикрохолодильников для стадии 
их плал.чения определяется уравнение!'. 

Ж , - 4 Ч л А ^ ( 7 ) 

где ОС  коэффициент теплообмена на поверхности 
микрохолодильника; и„ - начальная температура расплава; 

ир - равновесная температура гетерофазноЯ системы, опре

деляемая яз уравнения теплового баланса 

(1-т)(срр(и11-ир))-т(сржр,шр-ио^^грг). ( в • 

Подставляя ( I ) в основное уравнение теплопро

водности бурь* I I ] с учетом ( Ч ) , ( 5 ) , ( б ) и ( 7 ) 
получим нелинейное уравнение теплопроводности в гетеро$азной 
системе » 

X дшх,п т 

'4£ЧЪр,А%99) + Е<и.х,Г). 

{ 
дрп /и(т.г>-цЛ 

О 

ди(х,г> 

В* 

С9 ) 

и 
С^- эквивалентный коэффициент теплопро

водности гетерофазноЯ системы . ' 
В соответствии с положением б условие, теплооб
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мена ка внешней поверхности христалчазатора описывается урав

нением 

^4ш£Ьж.аСе^(шх.Ь-ие(Т^-б1(и*(^.П-1^\гг)±дт, ( 1 0 ) 

Используя среднее во времени значение коэффициента 

п <*«  &1* „ „ 
лучистого "л"®* ц1 _ ¿7̂  и конвективного теплообмена 0СГ 

граничное условие ( 1С ) можно записать следующий обра

зом 

В соответствии с по.ложен/.ем 4 теплообмен на поверх

ности Л описывается граничным усчовием несовершенного кон

такта 

гх&Г'иГ*С , С - поверхность кристаллизатора. 
Из условия (. 12 ) следует , что 

дп 

АР дтх,Т) 11£ 
ос. дп 

, хеГ 

X, дасх„т> теп ( 13 } 

пГ — ъ — ' х' ' а« дп 

Температурное поле кристаллизатора удовлетворяет не

однородному уравнению теплопроводности с регулируемыми и 
равномерно распределенными по объему стоками тепла, интен

сивностью А^(^ 

^•^^--Л^шх^.А^, , **<?', С Ю 
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где С  область, занимаемая кристаллизатором. 
Проинтегрируем уравнение ( 14 ) по объему плоского 

кристаллизатора ( V ) 

* v v . ( 15 ) 

Применив к равенству '( 15 ) .теорему Гаусса, получим 

На основании следствия из теоремы о среднем для 
кратных интегралов и в силу того, что дисх,,»] дшям ^С'.р^Г' 
можно записать дп |~ дп f 

дп 

или 

<?к ял \т дп \г 

 где в,в"  соответственно, площадь поверхности 
я Г кристаллизатора; и^Х^Т)- значение температуры в сред

ней точке кристаллизатора. 
Воспользовавшись ( I I ) , ( 12 ) , ( 13 ) и тем, что 

в кристаллизаторе отсутствует градиент температуры, получим 
эквивалентное граничное условие на поверхности отливки 

й- оск дпдч { дп ( ^ £ 

(х (спх,<1)-ис(ъ) +Ц(Гз +АМ(?)$ , ар*Л 
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Другая поверхность отливки ( £ ) теплоизолирована, 

поэтому 

дп 
«0. ( 20 

. Начальное распределенле температур!; характеризуется 
функцией координат и имеет вид 

исх,0)*у(х) , х&виГ. ( 2 1 ) 
Таким обра?ом, математическая модель теплофизических 

процессов гетерофазного затвердевания сплавов принимает вид 
краевой задачи для нелинейного уравнения теплопроводности 
( 3 ) е нестационарными на части поверхности Г граничными 
условиям;: ( 19) , (20 •) и начальным условием ( 21 ) , Особен

ность этой модели состоит в том. что эквивалентное граничное 
условие (19 ) , содержащее смешанную производную второго 
порядка, позволяет избавиться от рассмотрения теплофизичес

ких процессов,происходящих в кристаллизаторе, который вли

яет на процесс 'кристаллизации расплава. 
Полученная краевая задача ( 8 ) # ( 19 )  ( 21 ) до

вольно сложная, поэтому решать ее в таком виде можно только 
численным методам». Однако, если допустить некоторую схе

матизацию реального процесса, то это позволит свести сформу

лированную краевую задачу ( 8 ) , ( 19 )  ( 21 ) к линейной 
краевой задаче с нестационарными граничными условиям на 
части поверхности Г : 

Допустим, что функциональная зависимость изменения 
твердой фазы Вт описывается законом 

5 4 • . Л " * " "  ' ' ' ) , ( 2 2 ) 

где ШТ>  темп автомодельного изменения температур

ного поля. 
Учитывая ( 22 ) , уравнение ( 8 ) примет вид 



4 ^ 
О 

Контактное тепловое сопротивление заменим эквива

лентной тепловой стенкой, что позволят условие несовериея

ного контакта ( 13 ) заменить условней 

( 2* ) 

гдея^и о  известные коэффициенты, зависящие от 
температуры кристаллизатора. 

Учитывая ( 24 ) , получим новое краевое условие яа 
поверхности 

 о с , ( а < х , ъ * А , № п 8 , . ( 25 ) 

Таким образом, сделанные допущения позволили неле

пей ну с задачу ( 8 ) , ( 19 )  ( 21 ) свеств к линейной 

I дшх,ъ дшх,ь ,„, Л _ 

дп и \ * " ( » ) 



где (рв(a.x^-j^(слр1(шх,Г)-и.Ье * 

Ac<u,-ut> \ и, ХЦ/ 

Не нарушая общности в задаче ( 26 ) коэффициенты ^ 
и дс можно считать равными единице, так как это мол:но до

стичь, сделав линейную замену переменных. 
. Для исследования задачи (26) используем методы 

функпиональнбго анализа. 
Рассмотрим ортогональную сумму гильбертовых про

cipaECTB L - LjG)9LtiF) со скалярным произведением 

*Ш**:ХУУ^Ч* * Ш - ^ т ^ * & : > ( г ? ) 

где элементы (1~Шя(Ха>,и,<х,Я , V*(V0(X„>,Vt(X4)) 
пространства L* , U ixje L,<G> , и (X,)G Lift , aX,eQ 

2 t сг,в Г. 
Пусть С (Guf) _ множество дважды непрерывно 

дифференцируемых функций ВиГ , 
Оператор Л' определим в L подобно [7 ] , [ 8 ] 

на элементах (р(х)е. С*(ВиГ> таких, что -О 
как оператор действупщи2 по закону | Г ( [ 

(Cf(x), f(xj) -(-U(f)(x;, (-lfc-)ixj) . С 28 ) 



** " ( 29 ) 

где 1](*)'(и,мп,и,(х„г>) , У< у ,а;1, учаг,>), 

В силу [9] задача ( 26 ) разрешима и имеет единствен

ное решение, причем она может быть сведена к интегральному 
уравнению , 

1 « * . , « « Л 

I 

0 с 

где ^ (Х , ,Я^>  собственные функции, а Л„  соб

ственные числа оператора <Л > 
Для нахождения собственных функций и собственных 

значений оператора е/1 решим следующую задачу • 

•лещ<х>-Л„ещ(х) , *«<?•, 

р ¿7 г е & 

Согласно (7] , [10] операторе*?  симметрический, име. 
вший область определения плотную в С > Оператор ъА допус

кает замыкание, которое обозначим через, о/ . 3 [71 , [9] до

казано, что в/  самосопряженный оператор. 
В силу построения оператора задача ( 26 ) в 

гильбертовом пространства £ эквивалентна задаче Копш 
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Очевидно, что вид собственных функций зависит от 
геометрической формы области 0 , занимаемой расплавом. 

I.Область С представляет собой бесконечную пли

ту, толпуна. которой равна А . Согласно £9) уравнение ДЛЯ 
нахождения собственных чисел имеет вид 

: ^ д А  Д 32 ) 

а собственные функции 

е,(х) * А„ео&рк(х*Ь , ( 3 3 ) 

где 

АЛ h *eos'juKh 
2.Область G представляет собой бесконечный круго

вой цилиндр единичного радиуса. Боковую поверхность обозначив 
через Г ( •£  отсутствует) . Начало координат расположено в 
геометрическом.тепловом центре. Используя результаты работы 

[9] , запишем уравнение для нахождения собственных чисел 

где .Ут(ри) - функция Бесселя первого рода т 

го порядка (под • w  подразумевается два индекса m и в ) 
ч cosmef 

е <Л (р) ДувФ».^ tin ту ( 35 ) 

3.Область С представляет собой шап единичного 
r-wv*. en \ 

радиуса,/ограничивающая тар. \1г - отсутствует; . 

ек (К 9, &•  й , N (£ г <Я у ) , ( 3 6 ) 
где У '̂  сферические Функции , 



 TOI 

fffj 
. У„ <8.f> -Рп(еоб9>, 

Собственные числа находятся из уравнения 

Обозначения-

*/> , (Р*»^' ~ с о о т в е , г с т в в н н о » удельная теплоемкость распла

ва, микоохолодильников и кристаллизатора; р,рш,р, плот

ность отливки, микрохолодильников и кристаллизатора; 0 ( £ -

количество теплоты кристаллизации расплава и плавления микро

холодильников; Хр>к,^  коэффициент Теплопроводности распла

ва, микрохолодильников и кристаллизатора; Ц  начальная 
температура микрохолодильников; т  относительное содер

жание микрохолодильников; &,  темп нагрева микрохолодиль

ников; А, =леп,л,,А,) коэффициент теплопроводности системы; 

«^(т .Ср .с^; эквивалентная удельная массовая теплоемкость 
системы; ре=р(т,р,р^ - эквивалентная плотность оиотемы; 

 коэффициент конвективного теплообмена; 9  ' п о 

стоянная СтефанаБольцмана; €  приведенная степень чер

ноты; мощность испарительного охлаждения; ££с«Г> 

температура внешней среды;  коэффициент контактного 
теплообмена; А4 - параметр кристаллизатора; //(4)  теп

ловая мощность кристаллизатора. , 

Авторы выражает благодарность Н.А.Авдонину, за 
обстоятельный критический разбор первоначальной рукописи 
статьи. 
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РЕФЕРАТЫ 

УДК 536.42I.4+536.42I.I. 

ТЕОРИЯ ОБОБЩЕННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ 
БИНАРНОЙ СИСТЕМЫ. А в д о н и н U.A. прикладные зада

чи теоретической и математической физики, I " , 1977. 
Путем осреднения получены обобщенные уравнения термо 

диффузионной задачи при наличии двухфазной зоны. Показа

но, что полученная система уравнений является параболиче

ской по И.Г.Петровскому, но не является оильно параболи

ческой системой. Доказано существование обобщенного реше

ния путем сведения уравнений к сильно параболической сио

теме, зависящей от параметра. Одновременно предложен эф

фективный разностный метод решения задачи. 

Библиография ( 12 ) , рио.2. 

УДК 518.81:536.242.2 

ТРЕХМЕРНАЯ НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА 0 ЗОННОЙ ПЛАВКЕ С 
НЕСИШЕТРИЧНЫМ НАГРЕВАТЕЛЕМ. М а р т у э а н е Э.Н. 
"Прикладные задачи теоретической и математической физики, 
1",1977. 

В работе изучается температурное поле вблизи изотер

мы плавления при несимметричном расположении индуктора 
путем численного решения трехмерного уравнения теплопро

водности в двухфазной среде с учетом окрытой теплоты кри

сталлизации и условий излучения на внешней поверхности 
слитка по закону СтефанаБольцмана. , 

Показано, что амплитуда колебаний температурного по

ля уменьшается со временем. Сделан вывод, что увеличение 
угловой скорости вращения уменьшает влияние асимметрии в 
расположении системы слитокиндуктор, а, следовательно, 



обеспечивает более равномерное распределение примесей по 
сечению выращенного кристалла. 

Библиография ( 6 ) , рис.4. 

УДК 621.315.592 

.РАСЧЕТ НАГРЕВА И ПЕРЕНОСА ГАЗА В ПРОЦЕССЕ ЭПИТАКСИ

АЛЬНОГО НАРАЩИВАНИЯ С УЧЕТОМ ВРАЩЕНИЯ ПЬЕДЕСТАЛА И ТЕМПЕ

РАТУРНОЙ ЗАВИСИМОСТИ КОЭИЩИЕНТ'ОВ'. К р а в ч е н к о 
М.А., К у з н е ц о в A.C., М а р т у з а н Б.Я., 
У л а н о в а Н.Л. "Прикладные задачи теоретической и 
математической физики, I " , 1977 

Изучается температура и газовые потоки в реакторе 
для выращивания эпитаксиальных пленок путем численного 
решения уравнений НавьеСтокса в симметрических коорди

натах для вязкого, теплопроводящего, сжимаемого газа и 
уравнения, теплопроводности с учетом вращения пьедестала 
и температурной зависимости вязкости и коэффициента теп

лопроводности. 
Показано несущественное влияние учета нелинейной за

висимости вязкости на температуру и поступательные компо

ненты скорости. Дается приближенная формула для вращатель

ной компоненты Скорости при переменной вязкости. Показано 
сильное влияние температурной зависимости коэффициента 
теплопроводности на значения радиального градиента темпе

ратуры вблизи пьедестала. 
• Библиография ( 4 ) , рис.5. 

УДК 537.56+518.5 

МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 0 РЕКаЛБИНАЦИИ РАСШИРЯЮЩЕЙСЯ 
ПЛАЗМЫ. Л ю м к и с Е.Д., Ф и л и п п о в С.С. "При

кладные задачи теоретической и математической физики, I " , 
1977. 

Предлагается метод численного решения системы обык

новенных дифференциальных уравнений первого порядка, часть 



из которых имеет малый параметр при производной. Метод 
опирается на теорему А.Н.Тихонова и состоит в замене диф

ференциальных уравнений с малым параметром алгебраически

ми. Разномасштабность характерных времен позволяет посте

пенно повышать порядок системы в процессе ее решения, по

следовательно восстанавливая исходные дифференциальные 
уравнения. Метод применен к решению модельной задачи об 
инерционном разлете плазмы, которая сводится к решению 
системы уравнений баланса частиц и •энергии с учетом про

цессов ионизации и рекомбинации. 
Библиография ( 9 ) . 

УДК 537.54 

КАЧЕСТВЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ, МОДЕЛИ

ГУЩ1Х ЮЗАЗИСТАШОНАРНЫЙ СИЛЫЮИЗЛУЧАВДЙ ГАЗОВЫЙ РАЗРЯД. 
Л ю м к и с Е.Д. "Прикладные задачи теоретической и 
математической физики", I , 1 9 7 7 . 

Для простой модели кваэистационарного сильноизлучавде

го газового разряда в предположении локального термодинами

ческого равновесия построены асимптотические решения в ви

де ряда по малому параметру. Таким малым параметром для 
разряда в ксеноне в рассматриваемых условиях является ко

эффициент теплопроводности. Выяснены условия, при которых 
возможна контракция разряда. Полученные асимптотические 
решения сравниваются с результатами численного расчета. 

Библиография ( 10 ) , рис.4, 

УДК 517.947+532.546+536.242 

ДВУХТЕМПТРАТУРНОЕ ПОЛЕ В ГЕТЕРОГЕННОЙ СРЕДЕ В ПРИБЛИ

ЖЕНИИ СОСРЕДОТОЧЕННОЙ ЕМКОСТИ. Б у й к и с А.А."Прик

ладные задачи теоретической и математической физики", 
I , 1977. 



Б статье дается постановка и аналитичесг.ое решение в 
замкнутом виде задачи об определении температурного поля 
гетерогенного олоя (нефтяной пласт при учете различия тем

ператур скелета плаота и фильтрующейся жидкости) при теп

лообмене этого одоя о однородной окружающей средой и трак

товке его как сосредоточенной емкости. 
Математическая постановка задачи сводится к репению 

уравнения теплопроводности с двумя краевыми условиями, со

держащими старшие производные. Решение задачи получено 
применением интегрального преобразования Лапласа. Кратко 
указывается на возможные разностные схемы для численного 
нахождения решений задач подобного типа. 

Библиография ( I I ) . 

УДК 536.423,1. 

О кинетике фазовых превращений и новом кинетическом урав

нении. Колесников П.М., Карпова Т.А. "Прикладные задачи 
теоретической'и математической физики", I , 1977. 

Предложено новое кинетическое уравнение о учетом об

разования и роста зародышей, описывающее кинетику образо

вания и испарения жидких капель, кинетику образования га 

зовых пузырьков о учетом влияния на кинетику процессов 
тепло и маосообкена в многофазных оредах. На основе кине

тического уравнения строятся функции раопределения частиц 
по размерам и другим свойствам, получены некоторые общие 
аналитические решения кинетического уравнения, проводится 
сопоставление о известными ранее кинетическими уравнения

ми. 
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В расете дается описание температурного поля отливки 
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сводится к решению интегрального уравнения. Библиография 
( 9 ) , рло ,1 . 
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