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В работе рассмотрено стационарное ооесимлетричное 
движение электропроводящей 9 в я з к о й , несжимаемой жидкости 
в гомополяразке без внешнего магнитного поля . Для получе­

ния приближенного распределения скорости применены три 
метода переменных направлений: Писмена­Рэкфсрда (ПР), 
Дугдаса­Рвкфорда (ДР) и видоизмененный метод Писмена­Рэк­

форда (ВОР) для совместнее; решения системы уравнений 
магнитной гидродинамики в переменных функции вихря я фун­

кций т о к а . 
Гомополярник представляет собой осесимметричную у с ­

тановку, состоящую из двух конечных коаксиальных медных 
цилиндров (электродов) о диэлектрическим основанием, з а ­

полненную электропроводящей жидкостью [ 1 ] . Через жидаост^ 
пропускается постоянные электрический ток , который, в з а и ­

модействуя с яядуцированны*? магнитным полем,приводи? жид­

кость в движение. Распределение тока в хидкостм приближен­

но можно считать однородным: 

где ^ г ­ компонента плотности электрического тока­, 
. I ­ полный электрический ток , 

а, ­ высота гом< лолярника ? 

г.. у у 2 ­ цилинг; (ческие координаты. 
Индуцированное магнитное поле имеет одну составляпцую: 

где ро - абсолютная магнитная проницаемость. 
Движение жидкости возникает согласно закону Лоренца, т#ч 
как электромагнитная сял° 

г . и. 
с 
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следует , что движение вихревое . 
Ддннал задача в области ¿0= \0<%<4;0,4<г<4) 

описывается системой уравнение в безразмерном виде: 

(I) 

1 л * * Аг ¿ 1 / ) 

А А1^ 
г д е о * УЖПЯ ~ безразмерной параметр, 

­ кинематическая в я з к о с т ь ( ь . 
т ­ гидродинамическая функшь­: т о к а ( V " Т " ^ ^ 
/ ­ плоскость У = .££ 1» 

о; ­ ф у а в д я вихря /ад: * ^ ] . 

На твердых границах (Ъ-0.1 1*0} имеем 
условия прилипания, т . е . 

а на"свободаой"поверхности (­.2 = / ) : 

В переменных У , этому соответствуют .условия: 

Т.*»
 и дъ ~0 ­ на всех границах; 

| р = 0 ииы со = 0(% = <) 

4 Л / | 



Для получения дискретной задачи в области 0 вводим 
квадратную с е т к у . Тогда систему уравнений ( I ) можем а п ­

проксимировать со вторым аорц&ьош 

\ ы ' \ и V (3 ) 

где 

*ЩН\ ним ) 



С таким же порядком аппроксимируем и граничные у с ­

ловия* Для функции ­ тока т : 

•%* \н Ц
 т

у * (4а) 

Чтобы получить граничные условия для функции вихря» и с ­

пользуем соотношения (2) | разложение функций V в ряд 
Тейлора. Таким образом, получаем: 

•(46) 

Для решения данной разностной схемы использованы 
трн метода переменных направлений; 

метод Писмена­Рзкфорда [з] 

0 ) ­ Ы 

(5 ) 

I 
# Л 4 

метод Дугласа­Рэкфорда [3] 

Л _ 4 * 

(6 ) 
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Для реализации (7а) на каждой нз линий сетки 
Ь •../!/­•/) решение находим в форме: 

(7а) 

(76) 

где £ . , 6 . , Г. • Е­ • о­ # являются решениями 
£ ь ь £ 4 6 Г_ 1 

следующих разностных краевых задач ¡21: 

(8а) 

(86) 

4 7 Г 

1*1 Е*0 

4 * М ' 

(9а) 

где Г=Г
Н

; Г*¥*% Г " ; » ­ $ < Ц , •• • ­ номер 
итерацаи. 3*1 два метода применены совместно с граничны­

ми условиями для функции вихря в виде ( 4 6 ) . 
Подробнее остановимся на видоизмененном методе Пис­

мена­Рэкфорда: 



Каждая з з этих разностных задач решается отдельно методом 
№ЪЩЩО% Щ. . тонки. Для спред^ ­:екия граничных значений 

и и? • используем аппроксимацию функций вихся cjjj 
условия ( 2 ) | ^ = о 

или 

w/ * W 3<) м ^ < / M ' V * ­ V 

(106) 

второго или третьего порядка с о о т в е т с т в е н н о , Решая .алгеб ­

раическую систему ( I 0 a f 8 6 ) или ( 1 0 6 , 8 6 ) , находим cj^ 
и U) i после ч е г о , используя соотношения ^ 8 ) , н а х о ­

дим все значения и 7 ^ на конкретной линии сетки* 
аналогичный алгоритм применяем и ча каждой из узловых л и ­

ний разностной сетки (6 = 2 , 3 , . . . M ­ I ) прь. реализации ( 7 6 ) . 
Численные расчеты провожались при различных значени­

я х безразмерного параметра $ =5G,100,500,IGGG) и ша­

г а сетки 1г (k = 0 , I ; 0 , G 5 ) . . Для достижения сходимости и т е ­

рациональных процессов пришлось применять нижнюю р е л а к с а ­

цию к граничным значением функции вихря , т . е . 

(</-<() CJ+d-CJ > Q<dL&4 
Конкретно при \о = 0 , 1 использов. лась d = 0 , 5 ; п р и 

К*0,05\ di*Of4. 
Первые два .метода давал*; практически одинаковые ч и с ­

ленные результаты . Так при =500 и k = 0 , 1 метод ПР дает 
/ y / m £ w = I 0 , 8 4 8 , а метод ДР * 1 0 , 8 4 9 . Метод ВНР с и с п о л ь з о ­

ванием аппроксимации | ^ * ^ =0 в лиде (10а) д а е т / 
= 7 , 5 1 1 , а с (106) * 2 , 5 0 9 . Однако, как видно из р и с . 1 . , 
эти различия существенно на влияют на характер распреде ­

ления скорости в плоскости 2? = 0 , 5 ( I ­ м е ­

тод П Р , ^ = 1 0 0 ; 2 ­ метод ПР; 3 ­ метод ВПР с ( 1 0 6 ) , 
$ = 5 0 0 ) . Кроме т о г о , с уменьшением шага оетки наблюда­

е т с я тенденция уменьшения различий . Tai­: при S = 5 0 ; Я =0,05 
метод. ДР дает М = 0 , 0 8 4 5 ; Ы = 1 , 3 6 1 , 



а метод HIP с использованием (106) соответственно: С,0835; 
4 8 , 1 4 ; 1 ,333 . ' Так как точное решение задачи неизвестно, 
то определенно судить о преимуществах одного из методов 
невозможно. Из анализа и сопоставления численных р е з у л ь ­

т а т о в , полученных различными м е т о д а м ш ж д у е т , ­ что в с л у ­

чае сетки с jt, = 0 , 1 лучше применять первые два метода, а 
применение метода ВПР более целесообразно с использована­

ем а п п р о к с и м а ц и й | ^ = | j [ =0 в виде ( 1 0 6 ) . 
На р и с . 2 Изображены линии уровня функции тока при 

^ = 5 0 0 . Из результатов раочетов следует , что в гомопо­

лярнике образуется торреидальный вихрь и что вихревой х а ­

рактер движения в исследованном интервале значений п а р а ­

метра существенно не меняется . С нарастанием \f н а ­

блвдается только нарастание /l^/^aft ( р и о . 1 ) . Численное 
исследование движений жидкости при больших значениях п а ­

раметра требу от специального рассмотрений. 

1 
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К РАСЧЕТУ СТАЦИОНАРНОЙ И НЕСТАЦИОНАРНОЙ ЗАДАЧ 
О ДВИЖЕНИИ ЖИДКОСТИ МЕЗДУ"БЕСКОНЕЧНЫМИ ВРАЩАЮ­

ЩИЙСЯ ДИСКАМИ 

Козельская Н.В. .Лшкяо Е»Д, ~ " 

(ВЦ ЛГУ им.П.Стучни) 

1« Задача численного решения двумерных уравнений 
Навье­Стокса при больших числах Рейнольдоа, как ж­зестно* 
оказывается весьма сложной, что связано о появлением ма­

лого параметра при старшее ]фоизводной в уравнениях. 
, Кроме т о г о , в задачах , учитывающих дифференциальное 

вращение жидкости, обычным оказывается .ветвление решений 
или возникновение стационарных автоколебаний уже при с р а в ­

нительно небольших числах Рейнольдса. Подобные решения при 
моделировании движения расплава в метоле зонной плззни 1 
в методе Чохральского получения кристаллов были численно 
получены в работах [1­3] • При переходе от дифференциаль­

ных уравнений к конечно­разностным в разностные уравнения 
вносится тан называемая схемная в я з к о с т ь , величина к о т о ­

рой может превысить значение физической в я з к о с т и , и пояу^ 
чаемые численные решения могут сильно отличаться от реше­

ний соответствующих дифференциальных уравнений. В связи 
со всеми этими вопросами остро встает проблема пслучения 
точных решений уравнений Навье­Стокса в условиях, доста­^ 
точно близких к реальным. Такое решение может служить т е с ­

том при проведении двумерных расчетов и хорошим объектом 
для методических исследований» 

Представляется , что задача о течении жидкости между 
бесконечными вращакщимися дисками достаточно близка по 
постановке к задачам моделирования движения расплава в 
процессах получения кристаллов , особенно в методе зонной 
плавки ( с р . с I ) . Задача о течении жидкости между б е с ­

конечными коаксиальными вращающимися дисками после преоб­

разования Кармана [4] сводится в стационарном случае к р е ­

ш а т » с я е т е ю краевых задач для обыкновенных д и ф ф е р е н т ­
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. альных уравнений. В литературе имеется ШЬтЬ работ , в 
которых предложены различные численные методы решения 
этой системы уравнений (см.ссылки в работе [б] ) . Наи­

более надежным представляется метод, основанный на л и ­

неаризации системы уравнение по Ньютону. Использование 
этого подхода позволило агторам работы [5] получить реше­

ния при Я =7000, а в расоте [б] ­ при Я~40* , 
­ число Рейнольдса з а д а ч и , ­ угловая скорость враще­

ния нижнего диска , с£ ­ с о с т о я н и е между дисками, ^ 
кинемативеская вязкость жидкости. Этот подход, как будет 
показано ниже, легко распространяется и на случай н е с т а ­

ционарной з а д а ч и . 
2 . Перейдем к постановке з а д а ч и . Пусть нижний диск 

вращается с угловой скоростью с£ , верхний со скоростью 
& # * Г ^ « 5 < ^ • Сделаем в системе уравнений Навье­

Стокса зацену 

)-1/с£; Щк> 1-1/(1, й-и/*с1 а ) 
и будем искать компоненты скорости жидкости в виде 

(2 ) 

Тогда вместо системы уравнений Навье­Стокса получим с л е ­

дующую систему уравнений: 

4 : ( 3 ) 

При выполнении условий прилипания краевые условия задачи 
принимают вид 
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Лишнее краевое условие для системы уравнений 5­го поряд­

ка использует.ся для определения неизвестной константы К 

в ( 3 ) . 
На отрезке [0,1] введем неравномерную разностную 

сетку с узлами 1Л0^Г^И, Хо=0, Х^*4,, 
Введем обозначения: 

Для. системы ( 3 ) запишем неявную разностную схему: 

Здесь X ~ ш а г интегрирования по времени, переменные 
без верхнего индекса соответствуют ^ ­му временному слою. 

' Л а м е к системе уравнений ( 5 ) , в которой неизвестны­

ми явля= теппеременные на верхнем временном слое , приме­

няется методика работы [б} : решение нелинейной системы 
уравнений находится последовательными итерациями, уравне ­

ния 'линеаризуются по методу Ньютона, и на каждой итермции 
решается система линейных уравнений. Обращение матрицы 
оказывается достаточно'экономичной процедурой, поснольку 
матрица системы имеет почти ленточную структуру. 

3 . Задача ( З ) ­ ( ^ ) , если в ней отбросить производные 
по времени, становится стационарной й представляет собой 
систему нелинейных обыкновенных дифференциальных уравне ­

ний. При 5=^ нами был предпринят поиск различных 
стационарных решений з а д а ч и . Алгоритм поиска основывался ' 
нэ последовательном выборе разных начальных приближений 
задачи...При 5

г

4 стационарные решения, очевидно, 
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должны быть либо сани симметричными по отношению к плос­

кости ] £
а

£ 9 параллельной ШйЖт9 либо должны иь\^ 
ходить друг.в друга при зеркальном отражении относительно 
этой плоскости. Т . е . должны выполнятся соотношения 

где индексы £ И ИГ , о б о з н а ч а е т е здесь номер 
решения, гогут или совпадать #ежду соб< I, или отличаться 
друг от друга. Наин при R =625 были найдены семь р а з ­

личнее стационарных решений. При этом 4­ое решение ока­

далось зер<алы10~си:.шетриЧпии, состоящим из дру,: спмые^рич­

пых вихре!:. Близким к 4­' му оказалось 7 ­ ' е решение. Оно 
также зеркально­сиыметричпо, но, л отличие от 'i­ro реше­

ния, оно состоит из четырех вихрен. Еолыап часть жидкос­

ти в эт.;.* решениях почти не вращаемся, т . е . это решение 
типа Стьюартсо1.п [?] по термине..огии авторов [5 ,б ] 

•Решения 2 ­ е и 3 ­ е , 5 ­ е и б ­ е зеркально­симметричны друг 
другу. В I ­ м решении жидкость вращается как кйазитверДйе 
толо, с угловой скоростью I , вторичные решения отсутствуют 
(решение типа Бэтчелора [б] ) . Заметим з / . есь , что функцию 
тока двумерной задачи можно определить'формулой 

f
 =

Ш * (6 ) 

Ш (
 :

) следует , что решение обладает таким количеством 
вихрей, сколько раз функция Ц меняет знак. Как видно из 
р и с . 1 , для решений 2 ­6существую* 2 вихря, у рещенйэ I нет 
вторичных двл:;:ени„ при S'^ , при 5 ^ 4 ю з т л ; а е т 
вторичное движение, состо.л'ее из одного вихря. £ещецяе 
7­ос cociObT из ч е т г

ч

е х '"пихрей. 
Полученные при 5 = i решения продолжались г сто ­

рону [уменьшения $ . При $~ 0 . 8 продолжении первых, плти 
решений совпадали с решениями, полученной в [в] . Шестое 
решение­уДалось продолжать только до5~СЛ52. !1ри меньших 
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мое при о *0 ,86* 
Кавдое из найденных при $ =1 стационарных решений ' 

возмущалось, именно, стационарные распределения И{^} * 
F ( $ ) i Gfjf) умнг э"у<съ на 0 , 9 9 . Полеченное 5аким обра­

зом возмущенное состояние бралось в качестве начального 
приближения и решалась нестационарная з а д а ч а . При t­*o* 
разность между нестационарным и стагщонарним решениями 
ведет себя в окрестности стационарного решения к а к # ^ , 
где Л ­ самое правое собственное значение линеаризован­

ной задачи для возмущений. Если ReJí<0 , то решение 
устойчиво по отношению к возмущенffflii, для котор"^ выпол­

няются соотношения ( 2 ) , если же RtJí>0 , то решение ­

неустойчиво. Как Показали расчёты решения 1 , 2 , 3 , 7 ­ у с ­

тойчивы по отношению к 1 злым возмущег.^лы рассматриваемого 
типа, т . е . при t "* 0 0 возмущение з а т у х а е т . Остальны° 
решения оказались неустойчивыми. При этом 4 ­ ч е решение 
перехс^ит в I ­ з решение, а 5 и 6 решения в 7 ­ ' е решение 
при í ­> Щ ; у 

В заключение авторы пользуются случаем выразить ис­

креннюю признательность Б .ЯЛартузаку за интерес к данной 
работе и многочисленные полезные обсундения. 
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Р и с . 1 Сень различных стационарных решегиП задачи,£=62&, ^ = 1 , Штриховые линии­ те же 
решения при ,5 =Ф,#г д л я 6 ­ г о решения при5=0,Ь&2, для 7­го при ,3 = 0 , 8 6 , 
I ­ функция Ц , ^­йэдиркр , % функция (я . У 



К ЧИСЛЕННОМУ РАСЧЕТУ потоков вязкой жадности с 
ВРАЩЕНИЕМ, ГРАВИТАЦИОННОЙ И ТЕРМОКАПИЛЛЯРНОЙ 

' « КОНВЕКЦИЕЙ 

Люмкис В.Д. ,Мартузане Э.Н. ,Мартузан Б.Я . 

(ЗЦ ЛГУ им.П.Стучни, г . Р и г а ) 

Во многих областях науки и техники возникает н е о б ­

ходимость рассмотрения течения вязкой жидкости, обуслов­

ленного различными причинами. Часто оно. вызывается в р а ­

[ением сосуда , содержащего рассматриваемую жидкость, или 
вращением специальных медалек , что приводит к возпгкно­

вению центробежной силы и зызванного ею вторичного т е ч е ­

н и я . Вызываемые вращением потоки весьма сложны, нередко 
наблюдаются колебательные процессы, возможна неединствен­

ность стационарного состояния потока и д р . Изучению пото­

ков с вращением посвящена многочисленная литература . 
Нередко на практике наблюдаете? и гравитационная 

конвекция, вызываемая горизонтальным градиентом плотнос­

т и , который, в свою очередь , чаще всего вызван перепадом 
температуры. Перепад температуры при наличии свободной 
поверхности жидкости влечет за собой возникновение т е р ­

мокапиллярной конвекции, обусловленной зависимостью к о ­

эффициента поверхностного' натяжения от температуры. По 
гравитационной и термокапиллярной конвекции также имеет­

ся много работ , раскрывающих различные аспекты этих в и ­

дов течения . 
V Далее , в ряде случаев встречаются как вращение, так 

и гравитационная и термокапиллярная конвекция . Такие в и ­

ды Течения, будучи более сложными, исследованы меньше. 
Результаты исследования таких течений, полученные 

в эксперимента и в теоретических исследованиях прибли • 
женными аналитическими методами, излечены в монографии . 
Л.А.ДорДмана [ I ] и в обзоре Ф.Крейца [23 • 

исследований, посвяцеиных изучению течений, вызван­

ных тепловым воздействием и вращением, численнныыи м е т о ­



дами значительно меньше* Поскольку настоящая ота$ьй ори­

ентирована йа. исследование течений^ возникающих в различ­

ных процессах выращивания монокриатаялоз* отметим *е р а ­

боты, которые танке поовящены этой *вматике* 
Первую попытку провести подобные исследований пред*­

приняли Н.Кобаяши и Т.Аридзуыи [31 , С**] i решив с т а н и н 
нарную задачу для уравнений Навье­Стокс* о вращением й 
тепловой конвекцией применительно дли метода ЧохральоКогс* 
НО ДЛЯ модельного расплава. Стационарною задачу для мето­

да Чохрёльского рассматривали также И.А.Ремизов» й.А. 
С^аршййбва» Ю.Ф.Щелкин [ С Л . Дли реального расплава . 
Кремния по кеФодУ ЧохраяЬоноГо задачу распределения по** 
токов решал В.ЛаНглуа в работе С61 а для выращиваний 
граната ­ в работе 173 • В этих работах решалаоь нвств­

цн тарная задача явным методом. Решение нестационарных, 
уравнений дало возможность 3*Ланглуа обнаружить интерес­

ное явление ­ наличие колебаний скорости по времени в 
изотермическом случае [ 6 ] . Реальный расплав кремнияа о 
методе Чохральского также рассматривали ЕвД»Лймкйй| З.Н» 
МартузаНе, Б.Я.МартуэаП t&3 » с применением ЫетоДа flepe­

менйЫх направлений, изложенного в £93 й небольшими модй^ 
•фмкацияки • В этой работе подтве^ наличие Нойеба*' 
тельного процесса в методе ЧохЬелЬОКОГо т&Шкё Дйй й ё й ^ е ­

термической) случай . 
Другой м е з д пкратшш кристаллов» мвдад ШЩМ&&%* 

ной бестигельной зйннАЙ йлаййй с райемоярбнйФ* ьЩвйьййй 
формы зоны изучался в работе Ч.ЧЭНГЁ И В.ЗйлКОйбБ £юЗ ь .' 

где решалась стационарная задача для потоков Е И Д ^ Т Й » 

вызванных гравитационной конвекцией и терыокапиллярной 
конвекцией. Здесь было впервые обращено внимание на пре­

валирующее значение термокапиллярной конвенции ш зонной 
плавке. В работах Ч.Чэнга [ I I ] ' , [ 1 2 ] исследовались п о ­

тони, вызванные вращением и взаимодействием вращения с 
тепловой конвекцией. Решалась стационарная задача. 

В работе [9] также исследовались потоки в жидкой 
зоне , вызванные вращением. Рассматривался, однако, н е ­

стационарный п р о ц е с с Была обнаружена зависимость стацио­



парного с о с т о я л а ст г; .усдс, ЕЕ , ^ ~ о . 3 £ВЗ при во1 * 
дятся результаты, сзидетел:»с:о;/;::;;Ее о лозно^­остм разви­

тия кш&банкй 3 потоке при ьраш:ении б изотермическом слу~ 

В на<йЕ(ЭДёй статье ЩШ&ЯШ&Я аа&шегЙЕгее ретштий 
методики #&Егчега;# п^озодлтся сравнения с другими расче­

тами и экспериментоя для одной задача с врашёМеИ изотер­

мической жидкости в постановке. блкзгссО: к задачам выра­

щизанкя ^спс:<р::з'галло1­. Тзк.::с пр^водлтс/; результат' рас­

чета для зонное плавки с учетом как гравитационной, так 
и термскэпклляриой конвекц:;:: и з^зшения. 

' " Предполагается, что е д к о с т ь занижает облаеть, име­

ющую цташдрическук форму, Считается, чте нкгнее основа­

ние О' зсти всегда является т^ердол стенкой, верхнее же 
основание иокет Clîtb ИЛИ тзердым .полност'ьюг или только 
частично, а частг:ччо содержать свободную поверлность. 
То НЕ самое относится к" бокоШЙ поверхности'*­ Какие имен­

но условия С.удут реализованы зависит от и с с л е д у е ^ й фи­

зической ситугцлл, например, от рассматриваемого метода 
выращивания монокристаллов. 

В этой области рассматривается система уравнений 
для вязкой несжимаемой жидкости в шлиндрнческих коорди­

натах в нрибллнон:;­. Буссииеска с учетом осевой симметрии 
для безразмерных осевой, радиальной И вращательной компо­

нент скорости U , , bit-, соответственно. 

чае. 

(2) 

( I ) 



где Рр*$/& ­ число Прандтл^; 
СЬ ­ коэффициент температуропроводности. 

Краевые условия для компонент скорости следующие. 
На твердых стенках: для осевой и радиальной компонент 
скорости обг.чные условия прилипания, для'вращательной 
компоненты ­ заданная скорость вращения стенки. 

На вертикальной части свободной поверхности выпол­

няются условия, полученные из условия равенства нулю 
касательных напряжений с учетом зависимости коэффициен­

та натяЕеняя Т от температуры (эффект Марангони),. 
который по предположению, имеет вид ^-$0(4~$^~Ту^ 

0< г< /; о< г < И/к § 

где р ­ давление; 
1?К * ­ число Экмана; 

^ ­ кинематическая вязкость; 
(л)^ ­ характе^на^ частота вращения; 

^Р~Р$~^ъи^Ч15СЛ0 Граигофа; 
/3 ­ коэффициент термического расширения жидкости; 

температура плавления. 

Пространственные переменные отнесены к радиусу р а с ­

сматриваемой цилиндрической области 9% ; компоненты 
скорости ­ к Я с ^ ) * , давление М м г д е ^ ~ 

плотность жидкости; время ­ к (а) , температура ­ 1 
температура плавления . 

Для определения распределения тепла задается урав­
1

нение теплопроводности 
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где у ­ удельный коэффициент поверхностного н а г К е н и я ; 
р ­ коэффициент, определяющий зависимость поверх­

\ постного натяжения от температуры. 

где М*ГсРг№ь)»й< 
На горизонтальной части свободной поверхности вы­

полняются условия : 

На оси % = О : 

Для температуры на границе раздела фаз задается т е м ­

пература плавления, а на оси %-0~ условие симметрии 

в С ( Ю ) 

На других границах области задаются либо условия первого 
рода , когда температура и з в е с т н а , либо условия теплооб­

мена излучением, а также может з а д а в а т ь с я тепловой поток, 
обусловленный внешним нагревательным устройством, н а п р и ­

мер, высокочастотным индуктором или электронной пушкой. 
Вводя функцию тона У и функцию вихря , с в я ­

занные с компонентами скоростей соотношениями 

3 ­
Ш га) 

и новые переменные 

­ а . 
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получим следующую систему уравнений: 

(15) 

Учитывая, что пря 1=Í7 еж **i dZ~^ > 
4 уравнения ( 1 4 ) ir ( 5 ) на оси приникают следуюрдай вид:, 

я +
u

é f ñ \ш) *ff 1Ш+Щ~
 íI7) 

dt '
a

m
z ¿ é z z l u

n 

Функция' TOffa, о'ггрвде­ляейая с тоШтб'тАй? ДО консТ; 
ты, полагается равной нули на границе области. 

Краевые условия для функции jf и W следующие. 
На твердых горизонтальных стенках 

На твердых вертикальных стенках 



¿6 -

На свободной горизонтальной поверхности 

На свободной вертикальной поверхности 

Уравнении ( 1 4 ) ­ ( 1 6 ) и ( 5 ) аппроксимируются монотон­

ной разностной схемой второго порядка точности, предло­

женной А.А.Самарским для дж£ференциальных у р а в н е н и й ' в т о ­

рого порядка с младшей производной [ 1 4 ] . 
Введем следующие обозначения. Если х± ­ у з е л с е т ­

к и , а ^ = / ^ ^ ] ­ функция, определенная в этом у з ­ ­

л е , то ,/| . = лй.­у*. ­ . шэг с е т к и : 

Пусть щ ­ шаг сетки в осевом направлении; Й ­ шаг 
сетки в радиальном направлении, Ъ ­ шаг по времени 

к -~г > $ г
 (23) 

у* и + \и.\ . и-Щ 
I *~1 , £ г (2*) 

Тогда система дифференциальных уравнений ( 1 4 > ­ ( 1 6 ) 
заменяется следующей системой разностных уравнений; 



J . Ö 

¿ = 2 , . . . , Л М ; j ^ , . . . , M /; 
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где И и Ы ­ ЧИСЛО узлов т радиусу й*й&*е. 
3 качестве метода решения нестационарный у|>авнений 

( 2 5 ) , ( 2 7 * , ( 2 8 ) использовался метод переменных направле­

ний. 
• Уравнение (26) .для дикции тока Ш каждом врем'ейй&й 

шаге итерировалось до схо­й&мости. Для его решения исгтяль 
с звался­ метод Пмсыена­Рэкфорда с оптимальны;* набором ría— 
pai :e :poB. Для выбора этих параметров предварительно оце­

нивались границы спектра одномерных сеточных операторов 

Параметры X¿^ , Z*¿\ i­и А*4Г • • > * , затем определи­

лись "по Йордану" ( c i í . , напр. , ) Р количество' итера
1

­

Цйй VI при этом варьировалось от 2 до о в зависимости 
от пространственнее сетки задачи. В большинстве £)а'С'четов 
за А­ итерации невязка уравнения (26) уменьшалась в 1 0 0 ­

500 р а з . 
3 последние годы в литературе' появились работы, в 

которых приводятся значения скорости движения внутрен­

них слоев жидкости, полеченные при помощи
1 тщательных и з ­

мерений лазерными устройствами. В частности, в работе 
[ I5J приводятся результаты подобных измерений, а также 
численных расчетов. В настоящей работе приводится.сравне 
пие от их результатов с расчетами, выполненными по описан 
ной выгиб разностное; схеме. Постановка задачи следующая. 
Запаянний цилиндр, наполненный ­..идкостг, вращается с 
частотой CJQ . С то;) же скоростью, т . э . как кьазитвер­

дое тело, вращается :::идкость'внутри цилиндра. В момент 
1.рст

!:ни t­О частота вращения цилиндра скачком у в е ­

личивается на Д U) . 3 кпдкосги при этом возникает 
вторичное течение, которое ио&яепенве затухает , и при 

t ~* 0 0 жидкость ЙНОВЬ начинает вращаться как квази­

твердое тело с частотой GJ +Д D . В ряде случаев выход . 



на новое стационарное состояние {$р%Ъ* ир ) носит 
колебательный х а р а к т е р . Представляется интересным провес­

ти сравнение предлагаемой методини расчета с эксперимен­

том именно для подобного режима перехода в стационарное 
состояние , и Добиться | по возможное:ги, удовлетворительно­

го согласия характеристик течения, в частности , и перио­

да колебаний. Эксперименты выполнялись для цилиндра р а ­

диуса I? =9,5 с?< и высотой И =6 см. %юло Энмана 
Е к ^ / # * Ч Р о н я л о с ь М'4(Г

3

} &Ь)/ь)о*0.Ш 
В силу симметричности течения относительно серединной 
плоскости цилиндра, в наших расчетах % менялось от 
О до Й¡1 , при Е * Н / & ставилось условие симметрии, 
сетка выбиралась равномерной или сгущающейся к границам 
с числом узлов 2 1 * 2 1 . ь> к 

На р и с . 1 приведены значения величины 
в точке с координатами % =3 см; % =4,75 см в з а в и с и ­

мости от числа оборотов (л)0Ь •' Видно, что результаты н а ­

ших1 расчетов удовлетворительно совпадают с расчетами и ° 
экспериментом из [ 1 5 ] . 

Отметим, что расчет на неравномерной сетке ближе к 
данным эксперимента, поскольку сгущ^ие . сетки у границ 
области позволяет лучше описать пограничные слои течения 
жидкости. Некоторое расхождение с расчетом, приведенным 
в [ 1 5 ] , мояно объяснить тем, что наши расчеты проводи­

лись па с е т к е , имеющей в два раза меньшее число узлез по 
каждому из направлений. 

В качестве примера расчетов процесса, где работает 
совместно как тепловая , так и терыокапМ ярная конвенция, 
а такие вращение приведем потоки в жидкой зоне в процес­

се бестигсльной зонной плавни. 
В этой случае рассматривавши осдак^ть имеет цилинд­

рическую форму. Торцы цилиндра являются твердыми и могу* 
вращаться . Боковая поверхность цилгл?ра свободная. Тор­

­ цевые стенки имеют одинаковую температуру, равную темпе­

ратур . плавления материала. 
Через боковую поверхность п ступает тепло такиа о б ­

разом, 'что тепловой, поток имеет максимум в середине ц и ­
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Р и с . I . Колебательный характер выхода на стационар­

ное состояние ( spin­Up); 
• ­ экспериментальные данные [ 1 5 1 ; 
I ­ результат расчета на сетке 4 2 * 4 2 из ( 1 5 } ; 

\ 2 ­ результат расчета на равномерной сетке 2 1 * 21 
\ по описанной методике; 
3 \ ­ результат расчета на неравномерной сетке 

\ 2 1 x 2 1 . 

\ 
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методу Чохральсногс .­Тезисы докладов У Всесоюзного 

совещания­no росту кристаллов . Т б и л и с и , 1 9 7 7 , 1 . 2 , 

с . 1 7 3 ­ 1 7 4 . 

6. bangleie W.£. Digital simulation of Czochralski bulk 
flow in a parameter range appropriate for liquid s e ­

miconductors. J.Cryst.Gr., 1977 # v.42, No.12, p . 3 8 6 ­

3 9 9 . 

7« Langlois W.B­ Czochralski bulk flow in the growth of 
garnet crystals* Proc. of the 6­th Intern.Conf. on 
num.methodв in fluid dinaraics, June 2 0 ­ 2 3 * Tbilisi, 
1978, v . 1 , p . 1 7 2 ­ 1 7 7 . ­

8 . Люмкяс Е.Д.,Мартуэан В~Я. ,МартузанеЭ.Н. Численные 
исследования нестационарных гидродинамических и т е п ­ . 
л ов* процессов в методе Чохральского. ­ Изв.АН СССР.. 
Сер. физическая, 1 9 8 0 , № 2 , с . 3 7 3 ­ 3 7 7 . 

9 . МартузанБ.Я..Мартузане Э.Н.~ Расчет течения в нидкой 

зоне при бёстигельной зонной плавке с учетом вращения. 

­ В к н . : Прикладные задачи теоретической и мэтемати­ . 

ческой физики . Рига, ЛГУ им.П.Стучки, 1 9 7 6 , с . 9 7­1Г , 

10 . Chon^ Е. Chang, W.R.Wilcox. Analysis of surface ten­

sion driven flow in floating zone melting. Int.J.Heat, 
and Mass Transfer, 1976, v . " 9 , P ­ 3 3 5 ­ 3 6 6 . 

1 1 . Споп*з S. Chan*:. Computer simulation of convecion in 
floating zone melcin^. I P u r e relation d r i v e n flows. 
J.Cr.Growth, 1978 , v.41, p.163­177. . 

12. Qhon^ E. Chang. Computer simulation of convection in 
floating zone melting* II Combined free and rotation 
driven flows, 1978, "v.44, P­178^86.__ 1 

1 3 . Мартузан Б.Я.,Мартузане Э.Н.,РатниковД.Г. Тепло­ щ 
ыассообмен в процессе бёстигельной зонной плпвк? 

Электротермия, 1 9 8 0 , i 2 . t 

И . Самарский А.А. Теория разностных схем. liC; Наука, 

Iffl7« 653 с, 

15 . Warn­Warnas A.,Fowlis W.W.,Piacsek S.,Lee S.M. Numeri­
cal solutions and laser ­ Doppler measurements of 
spin­up. J.Fluid Mech., 1978, part 4, p.609­639* 



ДОСЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ГЕОМЕТРИИ КРИС'­.ЛЛА IIA РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 
ТЗШЕРАТУРЫ И ТЕРИГШСКИХ НАПРЯЖЕНИЙ В МОНОКРЛСТАД I 

МЕДИ, ШЩ/53ШШ. ИЗ PACIUL.3A 

Вахрамеев С О . (ВЦ ЛГУ им.П.Стучки) , Засимчук И . К . , Фомин 
A . B . (Ин­т металло­физики АН УССР) 

В работе [ i j показана зависимость совершенства мед­

ных кристаллов от толщины шейки при выращивании их из р а с ­

плава по методу Чохралъокого« 3 настоящей работе численно 
исследуется влияние наличия шейки на распределение темпе­

ратурного поля и термических напряжений. Проведено с о п о ­

ставление р а с ч е т о в о экспериментальными данными. Наблюда­

емое согласив с экспериментом указывает на решающую роль 
термичеоких напряжений при образовании дислокаций в моно­

кристаллах меди» 
Im Опишем принятую нами математическую модель з а д а ч и . 

При выращивании кристалла меди по методу Чохральского для 
определения температурного поля будем рассматривать к р и с ­

т а л л , шейку и з а т р а в к у , как показано на рис Л . Уравнение 
теплопроводности в олучае осевой симметрии имеет вид 

\ Ч * | < о , o<t<R(z) ,t>o , 

Tfoz /J ­ температура* 

Ofc ­ коэффициент темпераауропрово дно с т и . 
На Границе р а з д е л а фаз. 

\ ¡1*4. 

На остальной границе облает» Г" выполняется условие 



­ производная по нормали к внешней поверхности, 

Т|(х) ­ температура н а г р е в а т е л я , а координата X с в я з а ­

на с % соотношением 

Уо ­ скорость выращивания кристалла , 

£ ­ степень черноты, 

£ ­ коэффициент Стефана­Больцмана. 

Учитывая, что в нашем случае радиус Я(2) переменного 
сечения мал по сравнению с длиной, а также радиальные тем­

пературные градиенты много меньше осевых, осредним и с х о д ­

ные уравнения . 
Обозначим среднюю по сечению температуру 

Я (г) 

и проинтегрируем уравнение <1) от 0 до 

Ш „ й 

~9#Т iv+A-L£L]
R

a±№ (?) Г 

Для т о г о , чтобы в уравнении (7 ) в левой части первый член 
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выразить через среднюю температуру, продифференцируем (6 ) 
два р а з а по переменной Ъ и учтем , что на поверхности 

77г, 2 ] 3 и (г) I т о г д а получим 

М а*г у -£Ц.+ М-Ш 1 1 ) ( 8 ) 

рл \zjnidz Я ш Тег / 

Учитывая выражение (8) и граничное условие Стефана­Больц­

мана ( 3 ) , получим уравнение для средней температуры И в 
в и д е : 

Линеаризация нелинейного члена производится следующим о б ­

разом 

Таким образом, вместо исходной задачи ( 1 ) ­ ( 5 ) получше 

( I I ) 

г |г,<, 

14 _ . , (13) 

х ) Практика расчетов показывает , что такое осреднение и 
линеаризация д а е т достаточно хорошее приближение, [2] 

file:///zjnidz


Шщк ; к / а . ) а . + а . Ы. № У Л ) (К) 

"
 1 С 1-4 1+4 II 1+4 С+4Л *1 х С Ч 
1 = 12.... М-4 

(16) 

Из физических экспериментов известно, что при неболь­

шой окорооти выращивания кристалла в процессе кристаллиза­

ции быстро устанавливается квазистационарное состояние, 
поэтому переходя к неподвижной системе к о о р д и н а т , 
которая связана с подвижной оистемой соотношением 
( 4 ) , запишем уравнение (10} в стационарном случае*. 

В нашем случае влияние конвективного адейа, отоящего в 
правой части уравнения (14)^ мало # т . к . величина коэффици­

ента на 3 порядка меньше коэффициента ИЯ/К кон­

вективного члена, стоящего в левой части* Если Д­0 # 

например, в случае отсутствия шейки9 из аналитического 
решения уравнения (14) видно, что влиянием конвективного 
йлена также можно пренебречь. 

Для решения поставленной задачи используется разност­

ный метод. Введем на отрезке 0&«££ I. равномерный 
шаг к и разностную задачу запишем следующим образом, Гз}. 



По определенному таким способом температурному полю р а с ­

считываются термические напряжения по методике, изложенной 
в [ 4 ] . Разностным методом решается несвязанная квавиотати­

ческая задача термоупругости в двумерной о б л а е м {%9 X ) , 
занятой кристаллом. Расчет термических напряжений в шейке 
и затравке не производится. 

В расчетах приняты следующие значения конотант. 

Т^4огь°) е*о,4б , 

Размер! для: 
кристалла ^ К р ш 60 мм, /?*р = 2 , 5 мм; 
шейкиX щ ' » 25 мм, Иш = 0 , 5 мм; 
затравки L | » 2 0 мм, = 2 , 5 мм. 
На конусной части шейки Сем. рис .1 ) угол *С = 1 5 ° . 

2 . Рассмотрим результаты расчетов. На р и с . 2 дается э к с ­

периментально измеренное распределение температуры на на­

гревателе (печи) • В начальный момент температура составля­

ет Г08б°С и в области над кристаллом мало меняется, а з а ­

таи рез*л падает, и понижается до 1 0 0 ° . Такое распределение 

температуры задается на нагревателе при выращивании кристал­
ла меди как с шейкой, так и без шейки. 

На ри^.З показаны результаты расчета распределения 
температуры в кристалле, шейке и затравке. На графике вид­

но , что при наличии шейки очень мал градиент (он равен 
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­ 1 , 1 град/мм) в кристалле и в затравке, но в шейке гради­

ент большой (он равен ­ 25 град/мм). Э олучае отсутствия 
шейки, т . е . когда радиус шейки роззя радиусу кристалла, в 
кристалле градиент больше и составляет в среднем ­ 6 , 0 
град/мм, т . е . почти в 6 рая больше. Отовда следует вывод, 
что наличие ; шейка при выращивании кристалла снижает г р а ­

диент температуры в кристалле» 
Аналогичная ситуация возникает и о термическими н а ­

пряжениями, величина которых приводится на рис.4, рис .5* 
На этих рисунках в виде изолиний приводятся величины о с ­

реднении* сдвиговых касательных напряжений Ц для направ­

ление (100) й раосчитываютсй по формуле, [ б ] : 

* * ­ т Ч ­ ^ * Ч " ^ * ^ " в Д ' 1 1 8 ) 

В случае выращивания кристалла о шейкой напряжения t не 
больше 0 , 3 г/1М^ ( р и о . 4 ) , тогда как в случае выращивания 
кристалла без шейки максимальные напряжения Достигают 
1 , 5 г / ш

2

. ( р и с * 5 ) . 



Рис Л . Схема кристаллизации из 
расплава меди по методу 
Чохральского. 
Длина: £*/> ­ кристалла, 
/ о * ­ ш е й к и , ­ з а ­

травки. 

Р А С , 2 . Температура нагревателя 
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СХЕМА ОБОБЩЕННОГО МЕТОДА ИНТЕГРАЛЬНЫХ СООТНОШЕНИЕ! 
. 'Ш ШОГОМЕНШХ ОДНОФАЗНЫХ ЗАДАЧ СТРАНА И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯ 

Григорьев С . Г . , Косолапов В . Н . , Пудовкин М.А., Чугунов В*А. 
(Казанский государптвеишй университет) 

Данная с т а т ь я посвящена развитию метода решения одно­

фазных задач Стефана, описанного в работах [ 2 , 3 ] , на мно­

гомерный случай . Приведены два примера. В с т а т ь е не р а с ­

сматриваются вопросы математического обоснования метода . 

В процессах абляций, при строительстве различных с о ­

оружений в районах вечной мерзлоты, а также при и с с л е д о ­

вании многих других физических явлений, большое значение 
приобретает решение задачи типа Стефана. Эти задачи о т н о ­

с я т с я к нелинейным, и ьх точное решение, даже в одномер­

ном случае , связано порой с непреодолимыми математически­

ми трудностями. Поэтому большое внимание уделяется р а з в и ­

тию методов, позволяющих получить приближенное решение 
подобных з а д а ч . В частности , работы [2 ,3} посвящены одно­

му такому подходу к решению одномерных задач с подвижными 
греницами. . 

| В данной работе д а е т с я е г о обобщение на олучай много­

мерных з а д а ч . 
| Цусть необходимо отыскать функцию В(х, Го] , которая в 

( I ) 

где ос ­ точка .евклидова пространотга ; 
$[^)>0/Кн[^)>0^(%)<0 ­ известные кусочно­непрерывные функ­

ции; <2) ­ о б л а с т ь , заключенная между заданной неподвиж­

ной границей Г0 и некоторой границей Г 9 зависящей.от 
параметра Го , и которая должна быть п р р д е л е н а в ходе 
решения задачи . 

На границе Г0 функция 6(^\ро) долвда удовлетворять 
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условию 

«й -&'Ь(е-<1),х<Г0; 
о 

а на границе Г 

Ш $*о, зсеГ,. 
ъ ) Кь = Ко Уп> хсГ; 

г ) А>­г>, г = г „ . 

Здесь 6р ­ заданная функция; Ко}В1 ­ заданные п о с т о ­

янные, причем & > 0 , а К о > 0 ? е с л и ^ , ^ * ? и Ко<09 

если 6^><9 1 ^ _^ скорость движения границы Г в 
направлении и, ; уь , п - внешние по отношению к $ ) 
нордали к Г0 и Г соответственно . 

Следует отметить , что из условия а ) Е^текают как част ­

ный случай гра ? ;чные условия первого и второго рода . 
Приступим к построению приближенного решения п о с т а в ­

ленной задачи .Так , как и в работах [ 1 , 2 ] # введем фун­

к ц и и ^ (&) следующим образом 

Заметим, что в выборе функции £ существует некоторый 
произвол, так как решение задачи (2) не единственно. На 
это указывалось и в работе | д } , где с помощью таких 
функций задача Стефана сводится к системе интегральных 
уиавцений. 

Обозначим 

Ум^оаий уравнение ( I ) на и проинтегрируем его по об 
ласти <Х)

 с 

Шшгэняя вторую фурмулу Грина и условие ^ ) , получим 



Используя граничн! а услов™.ч а ) и в ) , с учетом ( 2 ) , имеем 

Это пааенетво можно рассматривать как утщвнение для ц , 
птэичем начальное условие пля г, вытекает и з соотноше­

ния (3 ) Р о е О'Щ-0 . Приближенное тэетение задачи будем 
искать в витге • 

1 & к ­ о б л а с т ь , заключенная между границей Гс я ^ >* 
Гп ­ а ­ о я дпиближение идя искомой границу Г , к о т о р о е 1 

может быть определено из граничных условий т. Г • 6 0 -

функция, являющаяся решением соответствующей отационарной 
з а д а ч и . Очевидно, что 9^ удовлетворяет условию на Г0 . 

Потребуем, чтобы фумйщя 0 удовлетворяла ' п. и н ­

тегральным соотношениям вида ( 3 ) . Тогда для определения 
коэффициентов имеем систему уравнений 

1 ШШ£Я^*ф£Ш№Щ т 
% * % 9*

 4 ; 
Рассмотрим конкретные примеры: 
I . Задача об определении температурного поля под зданием; 
построенным в зоне вечной мерзлоты. • 

Эта задача может быть описана следующей системой диф­

ференциальных уравнений. " 
¿0 

д # £8,- Ъ 9 • , « ~ г -



' ^ 1 : @ м Ш ' ( 1 4 ) 

Уравнение (10) имеет вид 

Для ее решения приманим описанный выше метод. Нетрудно 
убедиться, что функцииу^гя

 и Т в Д

­

удовлетворяют системе (2) при граничных условиях первого 
рода ( Вс-(У> ) . » 

Зудем искать первое приближение. Согласно (6 ) имеем: 

0 4 - е о ( ^ г у а г , (в) 
Из (5) и (7) при 1*4 подучим 

Для определения границы / используем граничное условие 
б ) , которое примет вид: 

(10) и ( I I ) слуаат для определения о*^(Ро). Цусть % 0 ­

V дубина максимального протаивания вдоль оси £ , 80 -

решение стационарной задачи имеющее в данном случае вид: 

1 ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ / ^ ; / ( 1 2 ) 

тогда коэффициент а у определяется формулой: 

Л = " ^ 7 . а в в ^ ­ ^ / ( 1 3 ) 



где 

щ^фф щфЩ^ , %ФМ. ив) 

Выражение (15) д а е т связь РО ОТ %0 . Решение задачи в 
первом приближении имеет Б В Д 

Наряду с получением аналитического решения данная з а ­

дача решалась к численно. Для численного решения такке 

исполь&овался данный метод. 

Приведем результаты проведенных расчетов* 
Зависимость % от ро для значения Ко*4^ 5* приведе­

на на рисунке I . йючеты показали < что глубина п р о т а и в а ю т , 
равная половине длины задания , (в данном олучае % *4 ) 
д о с т и г а е т с я при / ч ? * / , что примерно соответствует 
с е к . П о э т о в во всех дальнейших расчетах предполагалось , 
что 0 6 2 4 * . Граница протаивания представлена на рисунке . 
2 для значений 3&0= 0 4 , ЩЖ * ] * Приведенные 
графики совпадают с результатами работы [ь] ь в которой , . . 
рассматривалась аналогичная задача определения ­темптоатур­^ 
ного поля , 
2 . Задача определения гганицы ледогюунтово+ю ограждения 
горной выработки в воДонасыщрнкых съ^Дйх* 

По петамегоу гототй выработки (рисунок 3) радиуса # 
расположены %-р замопажив&юсшх колонок р а ^ у с а Як при 
г з м п е т а т у р е 0^ . Учитывая симметрию, задача может быть 



- ив -

сфощуяитлвана с использованием бвэпазмявных пеленеяных 
в aa*e j • , 

C^ 4 T/R M J ^4^/ R /^ ( I 8 ) 

Конформное щ>вобт№зоБаш*е Ж* переводит Ъблаоть Д (*= 
= Xt¿y) в долуплоокость <7­u + ¿ v , которую затем зет%­

кально отображаем в нижнюю полуплоскость . < 
Исследуя геометрию образа окружности радиуса 

методом малого параметра п о £ = ^ Ь г е можно п о к а з а т ь , что 
отклонение границы образа от окружности с центром в т о ч ­

ке ц*4+£,
1

/% $ V*Q и радиусом г ^ £ + 6 ^ 4 равномерно о г ­

раничено сверху величиной í / ¿p+£h6+¿* / f+L
S

fo t ° ( t
6

) » т . е . 
относительная погрешность дая большинства практических 
случаев не превышает 3 ­ 5 Í , что находится в пределах т е х ­

нических допусков. Это позволяет рассматривать Гк как 
окружность радиуса % б щ Перенеся начало координат в центр 
окружности у * V , ¿ í # v , получим задачу: 

Далее/сле.^УЛ гтгоду настоящей работы, находим 



где (19) выражение типа свертки , а 
г. 

­ функция Грина для уравнения Пуассона в области вне о к ­

ружности радиуса Г0 . 
Для определения искомой границы воспользоваться одним 

из соотношений типа (7) и двумя граничными условиями на 
подвижной границе . 

а4 ­ Ух -

*
4 ы № н $

л

Л 

(20) 

(21) 

Ш , Ш ' ш - м ( 2 2 ) 

Выражая из ( 2 0 ) , ( 2 1 ) а (Ро) , О.^ (?о) и подставляя их в 
( 2 2 ) , получим функциональное уравнение относительно о б л а с ­

ти Ю , для решения к о т о р о ю можно использовать д о в о л ь ­

но простую разностную схему и интерационный процесс . 
Следует отметить , что в начальный момент времени Го -О 

имеет интегрируемую особенность и для получения хорошего 
начального приближения следует воспользоваться решением 
одномерной задачи при малых Ро . 

Распределение температуры получается по формуле ( 6 ) : 



Результаты работ [ 2 , 3 , 4 ] позволяют н а д е я т с я , что 
первое­второе приближения дают достаточные по точности р е ­

шения з а д а ч . 
Предлагаемый в работе метод можно попользовать и для 

решения нестационарных задач в бесконечных областях , так 
к а к они могут быть сведены к однофазной задаче Стефана 
путем введения возмущенной зоны. 

Литература 

I» Гринберг Г.А. Об одном общем методе подхода к рассмот ­

рению задач теории теплопроводности, диффузий и им п о ­

добных при наличии границ, движение которых задало или 
подлежи? определению в ходе .решения задачи (проблема 

' Стефана и д р . ) ­ Ж . т е х н . ф и з . \ 1974 , 4 4 , №10, 2033­2042. 
2 . Волков И. К . , Лгунов В.А. , Саламатин А.Н. Обобщение 
\ метода интегральных соотношений и применение его к н е ­

• которым задачам теплопроводности.­­ 8 кн. :Исследования 
по прйкл .мат .Казань,Изд­воК17,I974,выл.276. • 
1 8 ­ 3 4 . V " ­

3 . Л г у н о в В.А. О решении однофазовой задачи Стефана для 



цияиндрйчеокой области с граничным условием т р е т ь е г о 
р о д а . _ ­ Точные науки .Математика. Казань :Иад­воК1У» 
1 9 7 3 . 

4 . Цудовсин М .А, , Чугунов В , А . , Саламатин А.Н, Задачи 
теплообмена в приложении!__к_ теории бурения окважин. 
Казань ;Иэд­во К1УД977. 

6 . Порхаев Г . В . Тепловое взаимодействие вданий и с о о р у ­

жений с вечномерзлыми грунтами. М. •'Наука. 19*70. 





ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ КВАЗИ­

ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА . 

Елкина Н # Г . (ВЦ ЛГУ им.П.Стучки, г . Р и г а ) 

В работе [4]был предложен разностный метод решения 
нелинейных з а д а ч , рассмотренный на примере решения н е л и ­

нейной краевой задачи для обыкновенного дифференциального 
уравнения. В данной работе этот метод используется для 
решения задачи Дирихле для квазилинейного уравнения эллип­

тического типа . 
I . Рассматривается следующая краевая з а д а ч а : 

( I ) 

( 2 ) . 

где X = (Л^ У Х ^ . X € К . 
К ­ односвяаная область в , ограниченная кусочно­

гладкой кргвой Р . 
±(Х,Ь ,их) ­ действительная, нецрерывно­дифференци ­

руемая по всем перзыенным функция, оцределенная в области 

Эта задача имеет единственное решение в частности при 
следующих условиях [з] : 

1)^(Х,и)их) имеет первые производные по всем 
переменным, удовлетворяющие условию Гелыгера в любой о г р а ­

ниченной области К ; граница Пв С1»& ; 
2) для в с е х оС€ К и произвольных " М й ^ (Щ 

М ( 0 ) > С0 - с а л < з ! > о ; доложим 



3) для всех £ К и | u | é M„ • и произвольных ( ¿ x 

4) условие согласования : 

Цусть ­ ограниченна и суммируема со степенью 
£ (У< р < ) • Рассмотрим задачу Дирихле* для уравнения 

Пуассона в области К 

U j p » 0 . (2а) 

Решение задачи ( í a , 2а) можно представить б следующем в и ­

д е : 

к 
где 6 • ( 4í > 4j¡) > 6 ­3J * функция Грина для 
задачи (1а, 2а). Решение задачи (1,2) мош­ю свести к з а д а ­

че нахождения неподвижной точки для оператора 

I к 

И&4"^клз­гв».w . где К=гЦЛ*)­
пространство сеточных фун" ций на сетке « Норму в 
пространстве .Л". определим следующим образом: если 



то 

где {у }0 ­ кусочно­постоянное продолжение сеточной 
Функции V € X на область К , определенное равен­

ством: 

при 

Сужением функции V
/

^Lp(^) на сетку Л/̂  назовем сеточ­

ную функцию 

[ у ] *4 (ос. , Ж ) , (5) 

где 1/^ ­ средняя по Стеклову для функции V ­ Щ с 
у средняющим ядром ( л , 4) • ( X , ; 4, ) * ^ (Х % , 5^) и 

' с 

пусть ^ ^ - ) = ^ р ( 4 1 ' ^ ^ к ) % ) # £ Ч < & к > й ) ) 2 А ; 
(¿=^2), £ ­ граничные, 2! ­ внутренние точки 

сетки Л/| . Тогда 

и 1У в *
 и
р( * £ %К" Ч * К ; »*) * " 



^Зносим'эту оценку в (8 ) и получаем: 

+ Т ( Г ^ / ^ ^ ) 1 с О к г ( х Х к ) о х ) т 

Лег/гла. 
Если в пространстве норма определена по формуле 
( 4 ) , . т о выполняется следующее соотношение 

где Кр~ Кр^ не зависит ни от ^-(^)^г) » И от \ / ­

л'оказате^ъство. • 
Покажем, что выполняется неравенство: 

т

&
е ^к(^к>^1н) "*

 о п

Р
е д е л е ш л 0 Формуле ( 6 ) . 

Используя неравенство Гельдера, получаем: • 



.(JUЬkA^)'l'.||v|||> 

Теорема I . 

Если в пространстве ^ норма определена по формуле ( 4 ) , 
то семейство норм сильно согласовано о нормой в 1.р о т ­

носительно сужения Г­Т** , т . е . для ч любых двух с х о д а ­

р последовательностей х и у ' с п р а ­

ведливо следующее: 

равномерно относительно (д) при 1г->0 
Доказательство аналогично доказательству теоремы 4 

Введем предлагаемую аппроксимацию г для о п е р а т о ­

ра Р 

и п о к о е м справедливость теорем 5 и 6 из [ 4 ] . • 
Теорема 2 . 

Если ^ " непрерывна, то семейство о п е р а т о ­

ров}­ сильно аппроксимирует оператор г « по семейст­

ву норм Ц'||^0 относительно сужения £Тг* > , 
т . е . для любой сходящейся последовательности И*л точек 
пространства , Lp справедливо соотношение 



Затем, используя результат леммы и ( 9 ) , получаем следую­

щие оценки: 

где [ \ ^ е / б % ) , ­ модуль непрерывности с у ­

жения функции £(*-,и,
и

х) на компактную часть $ ) * 
области $0 

при —• ( / У
(

* > к £ ; £ г с * м ^ . ) . 

Доказательство . 
Цусть ^(т/* 4^%) ­ сходящаяся в [ . р ^ к ^ п о ­

следовательность . Согласно определению сужения функции на 
» имеем: 



Аналогично для (у (3£, 6) . 

Определение ­ [ 4 ] . к к Я 
Семейство уравнений V * г называется ­ р а з ­

решимо по семейству норм | | " | | р | 0 » если существует 
действительная неотрицательная 'функция 6(^0 ­ оцред злен­

ная при о<кй к 0 » £.(к)+0 п

р
и \\Ц -+ О и 

т а к а й , что для. оператора Р* существует т а к а я точка У ьои 

где 0 ­ нулевой элемент цространства |_й(К) *> 
4ьССвЗ ­ ^ ) ^ ­ замкцутая сфера радиуса С 

с центром в СЭД̂  , С ­ п а р а м е т р . 

(Ю) 

Лусть^Ц^(А) и ­ модули непрерывности су ­

жения функций (}(х,6)
 и &х (

х

>*)
 н а множествоФ^^сГ>^ 

полученное из К удалением сГ/№ ­ р а з д у т и я 
множества точек разрыва функций (т(Л 4 ) и (т.^/Ьс, 4 ) . 



Пусть §упкщ1я^(Х,и, Ы>#) непрерывна по всем пере ­

менным в Ю . Тогди дая т о г о , чтобы оператор г имел, по 
Крайней мере, одну неподвижную точку , необходимо и д о с т а ­

точно, чтобы существовало т а к о ^ значение параметра * С п
ь 

что семейство уравнений У ^ а ^ у*
1, б ( ^ ) 

разрешимо, где /ц \ 

•достаточность. . 
Пусть семейство уравнений (10) £С^(К) - разрешимо: 

Положим чАа у*­£ у* о , получаем 

Пусть ­ действительный параметр . 

+ 

Теооема 3 . 



Viz ™*(^х«(х'г)~хи!х>' I 

ace 

y(4,t) 
и функция K*K(X) определяется соотношением 



то при Ц1гЦ-*0 ЦгИ~+0 и, следовательно 

Семейство функий ]у У равностепенно н е п р е ­

1ЙБНО в целом Я ограничено. Следовательно, 
• [ у ^ з сильно компактно ъ

1.р( Оператор р име­

е т , по крайней мере, одну неподвижную точку . 
Необходимость доказана в работе [4] . 
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РШВДЩ СИСТШ ТйН*0ДИФ4УЗИиЯНЫХ УРАВНЕНИЙ 
В ОБОБЩЁННО̂  ПОСТАНОВКЕ НА ПРИМЕРЕ ДВУМЕРНОЙ ' 

ЗАДАЧИ 

Иванова Г.Ф. (ВЦ ЛГУ им.П.Стучки,г.Рига) 

В.работе [ l ] для описания процесса кристаллизации 
бинарной системы используется система термодиффузионных 
уравнений, полученных путей осреднения то элементарным 
объемам температуры Т и концентрации С и введением функции 

^ ­ доли твердой фазы в элементарном объеме. Эти у р а в ­

нения выведены с учетом выполнения в среднем всех необхо­

димых балансов и единообразно описывают всю кристаллизу­

ющуюся систему (друхфазную зону, твердую и жидкую фазы 
системы), не *р#буя наделения каких­либо внутренних гра ­

ниц. 
Полученная система осредненных термодиффузионных 

уравнений не обладает свойством сильной параболичности, 
что существенно затрудняет построение устойчивых р а з н о с т ­

ных схем для ее решения. В работе [ i ] предложен метод 
введения параметра J$ сведения исходной системы к сильно 
параболической, а также показано, что при J$->oo реше cv­
ние сильно параболической системы сходится к обобщенному 
решению исходной системы. Определение обобщенного решения 
системы термодиффузионных уравнений также дано в работе [ i ] , 

В данной работе метод параметре А применяется для 
нахождения решения системы термодаффуэи : tx уравнений в 
обобщенной постановке, описывающей кристаллизацию бинар ­

ного сплава, показывается, что указанный метод применим и 
в случае кристаллизации чистого компонента, когда даухфаа­* 
ная зона отсутствует . Цризодятпя результата численных ­;раа­

четов. 



­ 64 ­

§ I . Кристаллизация бинарного сплава 

• В качестве модельного примера рассматривается задача 
для расчетов кристаллизации образца цилиндрической формы 
радиуса /? и высоты Н • Расчеты проводились без учета 
конвекции в жвдкой фазе и цри постоянном равновесном ко ­

эффициенте распределения примеси т . В осесимметричес­

ком случае при данных предположениях осредленные уравнения 
теплопроводности и диффузии записываются следующим обра ­

зом, [ I ] : 

( I ) 

1 1 ( 1 о<г<К> о < % < Н ; ЬУО . 
Здесь X 1 3)* ¿6 ­ осредненные по элементарным объемам 
коэффициенты теплопроводности, диффузии и объемной т е п л о ­

емкости . ^ . / • , \ 

^ ­ удельная скрытая теплота кристаллизации, 
£ ­ средняя плотность среды* Индексом I отмечены к о н с ­

т­лчты, относящиеся к твердой ф а з е , индексом 2 ­ к жвдкой. 
Система уравнений ( 1 ) ­ ( 2 ) я в л я е т с я параболической по 

Петровскому, но не обладает свойством сильной параболич ­

чости . Однако ее можно свести к сильно параболической сис­

теме , используя метод введения параметра ^ , предложен ­

ный в работе 
Этот метод основан на предположении, что скорость 

объемной кристаллизации пропорциональна переохлаждению 
ДТ % а именно* 



где ^3 ­ параметр, определяющий скорость объемной кристал­

лизации, 0 ­ единичная функция, ДТ ­ переохлаждение 

где Т&**~$%[С) уравнение линии ликвидус диаг ­

\?ммы фазового состояния сплава , а 3 оцределяется и н ­

т е г р а \ о м 
± 

0 н 
Для определения значения / дояучавк выражение 

&№^6$*$ у ( Б ) 
1, х <о 0,Х4>0 

Согласно (5) в твердой фазе ^ = 1 . 
Система ( 1 ) ­ ( 2 ) с учетом (3 ) перепишется следующим 

образом 

М Б ) 

о<г<& , о < х < М | Ь>0 . 
В работе [V] показан^ , что решение систем* ( 6 ) ­ . 7 ) , 

(5) при соответствующих начальных н краевых условиях , 
I С^ » ^ р Дри ^3 ~* ° * сходится к обобщенному 



решению I ЬС% системы ( 1 ) ­ ( 2 ) о теми же начальными и 
краевыми условиями. 

При расчетах в начальный момент времени задавались 
одинаковые для всех точек образца с о с т а в расплава Сс и 
температура перегрева сГТ 

t*o. <»> 
В расчетах принималось, что образец теплоизолирован с в е р ­

ху» а теплообмен с внешней средой на боковой поверхности 
и основании цилиндра происходит по закону Ньютона: 

xU*4t-TJ, г-0, %-И; ( 1 ) 

-а£-а{г-\), г-R . 
В диффузионной задаче принималось, что на всех участках 
внешней границы выполняется условие непроницаемой стенки 

Уравнения ( б ) ­ ( 7 ) аппроксимировались схемой перемен­

ных направлений, см. [ 2 J , причем значения нелинейных ко ­

эффициентов и д и к ц и й £ и ^ брались с предыдущего 
целого временного слоя . 

Для вычисления значений интеграла ( 4 ) , ислольёуемого 
для определения значений j? , использовалась формула т р а ­

пеций. / 
Расчеты проводились на разностной сетке 11x11 . 
Необходимые для р а с ч е т а теплофизические характеристи­

ки были взяты для углеродистой стали ; Д 4 = 3 9 . 6 , Д | = 7 9 , 2 
втчГ

1

.^ # , « о . З ­ 1 0 Б , # А « 5 . 9 ­ Ю
6 да­м­^С"1, Г ­

ш 2 . 4 ­ I 0 5 да кг*
1

, JV­ $ь = 7 0 0 0 кг­м"
3

, ^ « 0 . 5 * 1 0 *
Г О

» 
c£^»0 .5 e IQ~^ н^^ек"*] а константы,нхо, щле в крае i e и 

начальные у с л о в и я , следующими: С0«0.005, С И * 10°С,. 
«С « 2 3 0 0 Р Т ' М ^ С Г

1

. Т4 « 1 0 0 , Т^­ 1 3 0 0 ° С . Размеры о б р а з ­

ц а : R « 0 . 0 1 м, И * 0 . 0 1 м. 
Дкагдааша, фазового состояния аппроксимировалась ц р я ­



ш линиями 

1^(С)
Д Т0"кСр т

яСО*,^. ( 1 0 ) 

Для углеродистой стали полагалось Т0 «1534°С. к «6700, 
щ, « 0 . 4 , [ з ] . 

Для выяснения сходимости решения системы ( 6 ) ­ ( 7 ) , ( 5 ) 
при р~>ъ& к обобщенному решению были проведены р а с ч е ­

ты при различных значениях ^/5 • В таблице I д л я двух 
моментов времени приведены значения функций С % £ и АТ 
в точках двухфазной зоны. Первое число в каждой паре чи ­

сел в таблице ­ значение функции при р а с ч е т а х с р *1 , 

Таблица I 

1 £ ­ I сек 

С ! » Д Т | 
2*5 сек 

"Т1т 
0 . 7 1 4 

( 0 . 0 , 0 . 2 ) 0 . 7 8 0 

( 0 . 2 , 0 . 2 ) 8 .?ё 
0 .717 

( 0 . 4 , 0 . 2 ) 0 . 7 2 3 
0 . 7 2 ? 

( 0 . 6 , 0 . 2 ) 0 . 7 3 4 
0 . 7 8 9 

( 0 . 8 , 0 . 2 ) 0 . 8 0 0 
О 8В4 

( 0 . 9 , 0 . 2 ) 0 . 8 9 6 

0 . 5 0 1 
0 . 5 0 8 
0 . 5 0 2 
0 . 5 0 9 
0 . 5 0 5 
0 . 5 1 3 
0 . 6 2 2 
0 , 5 3 1 
0 . 6 1 3 
0 . 6 2 4 
0 . 7 2 7 
0 .737 

0 . 8 4 
0 . 2 8 
0 . 8 4 
0 . 2 8 
0 . 8 5 
0 . 2 8 
0 . 8 9 
0 . 3 0 
0 . 9 4 
0 . 3 1 
0 . 8 3 
0 . 2 7 

( 0 0 , 0 . 3 ) 

( 0 . 2 , 0 . 3 ) 

( 0 . 4 , 0 , 3 ) 

( 0 . 6 , 0 . 3 ) 

( 0 . 8 , 0 . 4 ) 

( 0 . 9 , 0 . 4 ) 

1.050 
1.056 
1.054 
1.061 

. 0 8 1 

. 0 8 9 

. 1 6 0 

. 1 6 9 
0 . 8 5 6 
0 . 8 6 5 
0.985 
0.991 

0 . 8 7 0 
0 . 8 7 5 
0 .877 
0 . 8 8 1 
0 . 8 9 7 
0 . 9 0 1 
0 . 9 4 9 
0 . 9 5 4 
0 . 6 9 4 
0 . 7 0 2 
0.62Х 
0.827 

0 . 4 2 
0 . 1 4 
0 . 4 3 
0 . 1 4 
0 . 4 3 
0 . 1 4 
0 . 4 2 
0 . 1 4 
0 . 5 5 
0 . 1 8 
0 . 4 4 
0 . 1 4 

второе с » 3 . Значения С приводятся к процентах, АТ 
в °С, Ъ и % в см, 1 * секундах. 

Из приведенных данных следует , что отличче Значения 
С , £ , Г при р а с ч е т а х с р =1 и 3 составляв» менее 2£. 

Результаты р а с ч е т о в с £ =3 и 9 практически совпадем» 
Результаты р а с ч е т о в при ̂  =1 уже дают хорошее приближение 
к точному решению. Остановимся на этих результатах более 
подробно. 

При кристаллизации образца обрадуется двухфазная э о ­



на значительных размеров . Размеры двухфазной зоны в н а ч а ­

л е , середине ; конце 
г, см 

Р и с Л . 
зоны: 

Границы двухфазной 
I ­ Т = * 1 , 2 ­ 1 = 3 , 3 ­ 1 «5 сек 

Процесса кркоталлиз*^ 
ции показаны на р и с . 1 . 
Более подробные данные 
о характере изменения 
функций ^ » С и йТ в 
двухфазной, зоне при 
•¿=3 сек приведены в 
таблице 2 . В областях , 
занятых жидкой =0) 
и твердой фазами об ­

р а з ц а , приведены т о л ь ­

ко значения функции £ . 
В точках двухфазной 
зоны (0 < £ ^ I ) при ­

ведены значения.функций: £ ­ первое число , £ ­ второе 
число, ДТ­ третье число в калугой тройке чисел . 

Таблица 2 

0 0 . 2 0 . 4 0 . 6 0 . 7 
» 

} 0 . 8 0 . 9 I 

1.0 0 0 0 0 
0 . 1 4 
0 . 5 5 
0 . 0 9 

0 . 2 8 
0 . 6 0 
о .и 

0 .47 
0 .69 I 
0 .10 

0 . 8 0 0 0 0 
0 . 1 5 
0 . 5 5 
0 .10 

0 . 2 8 
0 . 6 0 
0 . 1 2 

0 . 4 ? 
0.70 I 
0 . 1 1 

0 . 6 
0 . 0 8 

0 . 1 3 

0 . 0 9 
0 . 5 3 
0 . 1 3 

0 .10 
0 . 5 3 
0 . 1 5 

0 . 1 7 
0 . 5 6 
0 . 2 1 

0 . 2 6 
0 . 5 9 
0 . 2 5 

0 . 4 0 
0 . 6 6 
0 . 2 6 

0 .57 
0 .7 6 I 
0 . 2 2 

0 . 5 
0 . 2 6 ' 
0 .60 
0 . 3 1 

0 . 2 7 
0 . 6 0 
0 . 3 2 

0 . 2 9 
0 . 6 , 
0 . 3 6 

0 . 3 8 
0 . 6 5 
0 . 4 2 

0 .47 
0 .70 
0 . 4 3 

4 . 5 0 
0 . 7 8 
0 . 3 9 

0 .74 
­ . 9 0 I 
0 . 3 3 

0 . 4 
0 . 6 4 
0 . 8 1 
0 . 5 3 

0 . 6 5 
0 . 8 2 
0 . 5 4 

0 . 6 9 
0 . 6 5 
0 . 5 4 

0 . 7 8 
0 . 9 4 ­
0 . 5 0 

0 . 8 5 
1.02 
0 . 4 5 

0 . 9 3 
1.13 
0 . 3 9 

1 I 

0 . 3 I I I I I I X I 
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Анализируя значения функции С . следует отметить,что 
в процессе кристаллизации очистки образца от примесей не 
происходит. Концентрация примесей в образовавшейся твердой 
фазе практически равна первоначальной концентрации С *0\Щ* 

Иная картина очистки сплава наблюдается при расчетах 
с большим коэффициентом диффузии 6 жидкой фазе* Были про­

ведены расчеты при Юл =*0.5*1(Г
в

в 0 . 5 ­ 1 0 , 0.5*10~*1Г. 
•сек~* и при прежних значениях всех остальных констант» 
В таблице 3 для момента времени 1 «3 сек приведены з н а ­

чения функций £ и С при расчетах с ^ * 0 . 5 » 1 0 ^ 1 | 2 . с е * ~ * , 
В каждой паре чисел первое число ­ значение г < , второе­

- С . В твердой фазе цриведевд з н а н и я РК
 4 С » Из 

приведенных данных водно, что в образоаашюйся твердей фазе 
концентрация цримесей значительно меньше первоначальной. 

Т а б л щ а 3 

2 ^ ! О | 0 . 2 | 0 . 4 | 0 . 6 0 . 7 ! 0 . 8 0 . 9 

т п о о о о 
1 , и 0 . 6 1 0 , 6 1 0 . 6 2 0 . 6 4 

0 . 8 

0 . 3 

0 0 о о 
и . 6 2 0 . 6 2 0 . 6 4 0 . 6 6 

» * 0 0 . 0 5 0 . 0 6 0 . 0 7 
и ' ° 0 . 6 8 0 . 6 9 0 . 7 1 0 . 7 3 

п й 0 . 0 8 0 . 0 9 0 .10 О . И 
и ' э 0 . 7 4 0 . 7 5 0 . 7 6 0 . 7 9 

„ л 0 . 6 7 0 . 5 6 0 . 6 1 0 . 6 8 
и ' 4 0 . В 4 0 . 8 4 0 . 8 6 0 . 9 1 

1 I I I 
и . 3 2 0 . 3 2 0 . 3 3 0 . 3 4 

л т 1 1 1 1 

0­1 0 . 2 9 0 . 2 9 0 . 2 9 0 . 2 9 

О 
0 . 6 5 

О 
0 .67 

0 . 0 7 
0 . 7 5 

0 . 1 3 
0 . 8 2 

0 . 7 5 
0 . 9 4 

I 

0 . 3 5 

I 
0 . 3 0 

0 . 0 8 
0 . 6 7 

0 . 0 8 
0 . 6 8 

О . П 
0 . 7 6 

0 . 2 0 
0 . 8 4 

I 

0 . 4 1 

I 
0 . 3 6 

I 
0 . 3 0 

0 . 0 8 
0 . 6 9 

0 . 7 8 
0 . 7 1 . 

0 . 8 1 
0 . 7 9 

0 . 9 8 
0 . 9 0 

I 
0 . 3 6 

I 

0 . 3 4 

I 
0 . 3 0 

I 

0 . 2 7 

I 

0 . 2 8 

I 

0 . 3 2 

1 

0 . 3 6 

I 

0 . 3 6 

I 

0 . 3 4 

I 
0 . 3 0 
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$ 2« Кристаллизации однокомпонвнтного расплава 

Метод введения параметра ^ можая быть использован 
и для нахождения решения задачи кристаллизации чистого 
компонента. Эта задача может быть paccмo!Г

R , 5на как частн:.1й 
случай задачи о кристаллизации бинарного сплава , когда 
уравнение линии ликвидуса записывается в виде Т=Т^(к=0) . 
Тогда 

.; А Т ­ Т , ­ Т . " ' ( „ , 

Цроцесс кристаллизации в данном случае описывается о о р е д ­

ненкым уравнением теплопроводности, которое с учетом ( I I ) 
записывается следующим образом 

(12) 

0 < г < Я , 0<%<Н, 1>0, 
а 2 по­црежнеыу определяется выражением ( 5 ) , 

Расчеты цроводились я прежних значениях теплофиэи­

ческих констант . Начальвде и краевые условия задавались в 
виде' ( 8 ) ­ ( 9 ) . 

Уравнения (12) аппроксиыировались схемой переыенных на­

правлений. [¿1: 

^ШШШШШШШш
<13) 

2 



т ч е н и я интеграла ( 4 ) , используемого для вычислений знач­

ений , находились по формуле трапеций. Краевые и н а ­

чальные условия аппроксимировались обычным образом. 
Были проведены расчеты цри <^ =0 , 0 . 5 , I в схеме 

( 1 3 ) ­ Ц ­ ± ; , отметим, что £ соответствует явной аппрок­

симации 9 1 ^ = 0 ­ неявной л <э = 0 . 5 ­ линейной 
комбинации явной и неявной апгцэоксимащи.Расчеты с й =0 
позволяли получить устойчивый счет при значениях временно­

го шага в два р а з а больших, чем в расчетах с ^ = 0 . 5 и в 
4 р а з а больших, чем в расчетах с = 1 . 

Б данной з а д а ч е для выяснения сходимост:: решения цри 
^ у З ­ * о з к обобщенному решению исходной задачи были 

проведены расчеты при различных значениях ^ 3 . В таблице 
4 приведены значения функций и ДТ Б т о ч к а х , р а с п о ­

ложенных вблизи фронта кристаллизации; Первое число из 
кавдой тройки чисел в таблице 4 ­ значение функции цри 
расчетах с ^ = 1 , второе ­ с $ = 3 , т р е т ь е ­ с ]Ь = 9 # 

Таблица 4 

71 \ 1 = 1 сек 1 71 \ ^ = 2 . 5 сек 

( М ) 1 I 1 д т \{г,г) \ ^ | Д Т 
0 .669 1.61 ( 0 , 0 . 4 ) 0 . 4 6 8 1.21 

и , 0 . 2 ) 0 .693 0 . 5 4 0 . 4 9 9 . 0 .42 
0 . 6 э 9 0 . 1 8 0 . 5 0 9 0 .14 

0 .670 1.61 0 . 4 7 6 1.22 
1 0 . 2 , 0 . 2 ) 0 . 696 0 . 6 4 ( 0 . 2 , 0 . 4 ) 0 . 6 0 5 0 . 4 2 

0 .702 0 . 1 8 0 . 5 1 7 0 . 1 4 

О.оЪО 1.62 0 . 5 1 5 1.25 
1 0 . 4 , 0 . 2 ) 0 . 7 Л 0 . 6 5 ( 0 . 4 , 0 . 4 ) 0 . 5 4 6 0 . 4 3 

0 . 7 1 3 0 . 1 6 0 . 5 5 8 0 . 1 5 

0 .701 1 ,63 0 . 6 3 0 " 1 . 3 4 
( 0 . 6 , 0 . 2 ) 0 . 7 3 3 0 . 5 5 ( 0 . 6 , 0 . 4 ) 0 . 6 6 9 . 0 . 4 6 

0 .740 0 . 1 9 0 . 6 7 1 0 . 1 5 

0 . 8 3 3 2 . 3 1 0 . 2 0 0 1.20 
( 0 . 8 , .3.2) 0 .080 0 . 8 Г ( 0 . 8 , 0 . 5 ) 0 . 2 1 3 0 . 4 4 

0 . 8 9 5 0 . 2 7 0 .220 0 . 1 5 

0 .427 1.11 0 . 9 3 5 0 .67 
( 0 . 9 , 0 . 3 ) 0.440 О.Ю ( 0 . 9 , 0 . 6 ) 0 . 9 6 0 0 . 2 3 

0 .442 0 . 1 3 3 . 9 6 8 0 . 0 4 



г,см 
1 

0.8 

06 

ОМ 

0 2 

0 

7 

0.2 04 06 08 Псм 

Рис.2.<Еорма 
ции: 1­1=1* 
•4 ­ ±ш7 с с е к . 

Ьронта кристаллива­
£ ­ 1 = 3 , 3 ­ 1 « 6 , 

Из приведенных данных видно, что значения £ лри рас«= 
четах с ^3 =3 и 3̂ ­=9 отличаются менее , чзм на 2 , 5 $ , а 
значения Т"­Т^~4Т еще меньше. Дальнейшие расчеты ц р о ­

водились при $ =3, На р и с . 2 изображена форма фронта к р и с ­

таллизации. В данном случае кристаллизация происходит меж­

I ду двумя соседними 
узлами сетки , так чго 
можно с к а з а т ь , что 
движется "неразмытая", 
гладкая поверхность 
р а з д е л а ф а з . Отметим, 
что при численном р е ­

шении скрытая теплота л 

кристаллизации не 
"размазывается" , а 
ввделяется на фронте 
кристаллизации. 

6 заключение 
отметим, что, как в и д ­

но из приведенных 
данных, метод в в е д е ­

ния параметра ^ 3 м о ­

жет быть успешно Использован для численного решения задачи 
Кристаллизации к а к бинарного сплава , т а к и чистого комло ­

нента* В случае 1фисталлизации сплава мы получаем Ибдроб ­

цую информацию о температуре и составе сплава в о ^ с е й 
рассматриваемой области, а также о вбэникновеник и разви ­

тии £вухфа ной зоны* т . е . в с е основные характеристики п р о ­

ц е с с а . 1 

В случае кристаллизации Чистого компонента преиму ­

ществоа метода введзния параметра ^ я в л я е т с я т о , что 
скрытая теплота цлавления выделяется строго на фронте к р и с ­

талл* щии. Достоинством метода я в л я е т с я и т о , что он цри­

м е н г в счуч е , т эгда фронт кристаллизации имеет сложную 
формуле то^ки зрения численного решения, к а к , например, в 
приведенном цримере (см р и с . 2 ) . 
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.ИСЛЕШОЕ РЕШЕНИЕ ЗДЦДЧИ КРИСГАЛШЗДЩ БИНАРНЫХ 
с ш з о в с УЧЕНЫ ШЕГЙЙЙ ШаЩзш и дашки 

PGCTA КРИСГАЛЛИТОБ 

Авдонин H.A. .Иванова Г.Ф. (ВЦ ЛГУ им.П.Стучки , г .Рига ) 

Цри кристаллизации бинарных сплавов f как цраэило, воз 
никает двухфазная эонл, цредставляющая собой о б л а с т ь , з а н я 
туп как твердой, так и жвдкоЙ фазами с п л а в а . Цри наличии 
двухфазной зоны классическая з а д а ч а Стефана не описывает 
цроцесса кристаллизации. В р а б о т е [ [ I ] цредложена теория 
квазкравнозесной двухфазной зоны, которая достаточно х о р о ­

шо описывает внешние характеристики цроцесса кристаллиэа ­

ции бинарной системы, включая размеры двухфазной зоны и 
доли твердой фазы. Однако в такой постановке задачи нельзя 
получить данные о структуре двухфазной области . 

Иной подход, включаюартй описание элементов структуры 
двухфазной области,цредложен в работе [ 2 ] . Бинарная с и с т е ­

ма описывается посредством о средней нш; по элементарным . 
О5ЬР : уравнений * v лоцрозодности и диффузии, выведенных, 
с учетом выполнения в ере нем всех необходимых балансов . 
Эти уравнения, являющиеся обобщенной системой уравнений 
задачи теории двухфазной зошл, описывают кристаллизующуюся 
систему как сплошную с р е д у . Подобное описание системы до ­

пускает постановку з а д а ч и , позволякщую определить и с т р у к ­

туру двухфазной зоны. Для э т о г о необходимо ввести в р а с ­

смотрение кинетику структурообразования дисперсной среды 
(ветвей девдритов , глобулярных з е р е н , которые в Данией 
статье будут коротко называться кристаллитами) . Кинетику 
возникновения кристаллитов в каждом элементарном объеме 
можно определит* путем задания зависимости скорости обра ­

г о в а н и ! кристаллитов tf от переохлаждения AT • Кон ­

цре;ч?ый вид ьгой зависимости ц р е д л а г а е т с я определять из 
экспериментальных­ дашшс' . 

В тадной работа укааанный подход применяется д л я ч и с ­

ленного решения двумерной задачи кристаллизации образца 
углеродистой р т а л и . 
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{ I . Постановка задачи 

Расчеты проводились для образца цилиндрической формы 
радиуса к и высоты Н . В осесимметрическом случае без 
у ч е т а конвекции в жццкой фазе и цри постоянном разновес ­

ном коэффициенте распределения Иг осредненные по элемен­

тарным объемам уравнения теплопроводности и диффузии з а ­

пишутся следующим о б р а з о м , [ 2 ] : 

о<г<#, о<%<и, Ь >о. 
Здесь Т и С ­ осредненные по элементарным объемам темпе ­

ратура и концентрация, |? ­ относительная доля твердой фа­

зы в элементарном объеме, А , 3) , ¿6 ­ осредненные по э л е ­

ментарным объемам коэффициенты теплопроводности, диффузия 
и объемной теплоемкости 

­ удельная скрытая теплота кристаллизации, 
^ ­ средняя плотность среды. Индексом I отмечены к о н с т а н ­

ты, относящиеся к твердой ф а з е , а индексом 2 ­ к жидкой. 
Функция ^ в твердой фазе сплава равна I , в жидкой ­

­ О, а в двухфазной зоне 0 < £<С I . Для определения ^ 
необходимо учесть кинетику зарождения и динамику роста 
кристаллитов . 

Кинетику образования кристаллитов определим заданием 
скорости образования кристаллитов в единице объема 
в единицу времени как оушсции переохлаждения *&Т 



кт-Ъ(С)-т-т,--к(С)-т, 
г д е 7@ (С) ~Т0~^(С) уравнение линии ликвидус 
диаграммы фазового состояния с п л а в а . Тогда число образо ­

вавшихся кристаллитов щ в единице объема з а промежуток 
времени от 0 до £ выразится интегралом 

± 

о 4 

В формуле (4) учтено , что кристаллиты образуются толькс в 
жидкой ч а с т и , относительный объем которой равен 1 т | , 

Цри учете динамики р о с т а кристаллитов будем исходить 
з предположения, что кристаллиты имеют цилиндрическую 

форцу. Учитывая влияние теплоотвода и диффузии аналогично 
тому, как это сделано в работе £ 3 } для случая кристаллитов 
сферической формы, получим, что в момент времени £ объем 
V кристаллита , зародившегося в момент времени *с , будет 

вцрачсаться ьнтегралом 

;УЙ;г] * $]М-ШЩ (О) е1*. Щ 
С 

• а4

Ч'(Ш&**р(-$ НЛ > (6) 

где с) ­величина диффузионного пограничного слоя , %» ­

­ с рость бокового р о с т а цилиндрического зародыша, 
­ длина кристаллита в пределах элементарного объема. Цри 
малых значениях скорости %л в ( 6 ) $£р(^Ю сГ^)« ­У , 
и , следовательно , СЛыА • Выражение ( 5 ) цри & = 4 име­

ет цростсй ь а д : 1 
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Это упрощенное выражение для £ ) и использовалось при 
р а с ч е т а х . . 

Доля образовавшейся твердой фазы £ з а промежуток 
времени от 0 до "£ приближенно выразится интегралом: 

В уравнения ( I ) и (2) входит ^ . Цродпфференцировав 
(8 ) по 11 , получим для £ с л е д у щ е е выражение 

Остановимся теперь на краевых и начальных условиях. 
В расчетах цринималось, что образец охлаждения с боко­

вой поверхности {% *Я ) и основания цилиндра (2 • 0 ) и 
теплоизолирован сверху (2 «=Н): 

¿ 1 = ; 7 т _ ­ Н ; ' ; ­ ^ ' « Г 1 ­
(10) 

Здесь об ­ коэффициент теплообмена, а Т| ­ значения 
температур внешней среды. 

В диффузионной задаче цринималось, что на всех участках 
границы выполняется условие непроницаемой стенки 

( I I ) 

В начальный момент времени Ъ * й цринималось, что о б ­

разец находится в жидком состоянии. Для всех точек образца 
задавались начальный соста1 расплава . и температура 
перегрева 

С-Со,Т-Те(С0)^Т, * ­ с . аг) 



Отметим, что задача ( 1 ) ­ ( 2 ) , ( Ь ) у ( 1 0 ) ­ ( 1 2 ) доцускает 
лишь обобщенное решение, существование которого вытекает 
из адриор;ш: оценок, полученных в работе ['¿2. 

Дан численного решения поставленной вЩащ использ.* ­

вался метод переменных н а п р а в л е н и й , [ 4 3 . Значения нелинейных 
коэффициентов, а также значения ^ и £ брались с щюды ­

дуцего временного слоя . Для вычисление значений £ и , 
представляемых интегралами (8 ) и ( 9 ) , лсаолозовалась фор­

мула трапеций с шагом интегрирования равнин шагу по време­

ни ^ • Граничные условия ( 1 0 ) ­ ( I I ) ашфоксимировались 
обычным обрйзом с порядком аппроксимации 0(1ь) . 

необходимые для р а с ч е т а теплофизические характеристики 
боли взяты для углеродистой с т а л и . Размеры образца : к = 
» 0 . 0 1 м, М = 0 . 0 1 м. Значения констант , ф ф д я я и х в н а ч а л ь ­

ные и краевые условия , следующие; Са =0.0иЬ,сГТ =50°С, об = 
­ 2300 в т ­ и ^ С 1 , ­ 1 0 0 , Тг =1300°С. 

Линии ликвидус и солидус щЫ углеродистой стали на их 
начальном у ч а с т к е ашфоксимировались прямыми линиями: 

Т{(С) = 1500 ­ 7700­С, № = 0 . 4 . 
Для углеродистой стали отсутствуют экспериментальные 

данные, позволяющие определить зависимость скорости обра ­

зования кристаллитов от переохлаждения. Поэтому при р а с ч е ­

тах была использована зависимость , полученная для кремнис­

того железа [ 5 ] по экспериментальным данным работы [6 Д: 

* « А ­ Д Т * , Ь^сопьЬ . «*) 
Для кремнистого железа А =10 . Цри р а с ч е т а х кристаллиза ­

цли углеродистой стали параметр А варьировался в пределах 
от Ю 2 до Ш. | 

I Анализ члеленяых р а с ч е т о в 

Цревде всего исследовалось влияние кинетического коэф­

фициента Л на результаты р а с ч е т о в . Значение константы 
изменялось в диапазоне от Ю 2 до 10 . В таблице I для двух 
моментов времени приведены значения функций С * и ДТ 



Таблица I 

2 ­ 0 . 2 « 0 . 4 

I С \ Ч 1 йТ \ с 1 ч 1 Д Т 
0 . с 7 0 . 6 2 0 . 9 9 4 0 . 8 2 0 .57 

0 . 0 1.054 0 . 8 7 0 . 2 4 1.001 0 . 8 3 0 . 2 6 
1.057 0 . 6 7 С И 1.004 О.оЗ 0 . 1 2 

1.051 0 . 8 7 0 . 5 2 1.00С 0 . 8 3 0 . 5 7 
0 . 2 1.054 0 . 8 7 . 0 . 2 4 1.006 0 . 6 4 0 .2 6 

1.060 0 . 8 8 о . и 1.009 0 . 8 4 0 . 1 2 

1.066 О.об 0 , 5 2 1.026 0 . 8 5 0 . 5 5 
0 . 4 1.072 0 . 6 9 0 . 2 4 1.032 О . с б 0 , 2 5 

1.075 0 . 6 9 О . И 1.035 0 . 8 6 0 Л 2 

1,100 0 . 9 1 0 . 5 2 1.079 0 . 6 9 О.оС 
0 . 6 1.106 0 , 9 1 0 . 2 3 1.065 0 . 9 0 0 . 2 3 

1.110 0 , 9 1 О.И 1,088 0 . 9 0 о. и 
1.175 0 . 9 6 0 . 4 5 1.171 0 . 9 6 0 . 4 2 

0 . 8 1.182 0 . 9 6 0 . 2 1 1.177 0 . 9 6 0 . 1 9 
1.165 0 . 9 6 0 . 1 0 1.181 0 . 9 6 0.С9 

в точках (2 5 ^ ) двухфазной з о н а , расположенных вблизи ее 
границы с твердой фазой. Первое число из каждой тройки 
чисел в таблице I соответствует еначениюА * Ю 3 , &£орое­Д* 

=10 , т р е т ь е ­ А = 1 0 ^ . В данном параграфе значения С п р и ­

водятся в процентах, ДТ в ° С , 1 и 2 в см, £ в сек. 
Из цривед^нньк данных с л е д у е т , что цри изменении 
значения коэффициента А на порядок функции С И г мало 
изменяются, в то время как значение переохлаждения ДТ 
уменьшается Цримерно вдвое . Сущэственноз влияние коэффици­

ент А оказывает и на число образующееся ь р и о т а л л и т о в , о п ­

ределяемых кнтегралог ( 4 ) . В таблице 2 для момента времена 
£ = 4 сек црШ&дёШ значения йун Урш цри 

р а с ч е т а х с рачли 1 яыми значениями А . Естественно , что цри 



­ во ­

Таблица 2 
Число дендритных ветвей U (0,Ц.U) 

1 ! ! i 1 
1 0 . 8 
! 

I 0 ! 0 , 2 ! 
! ! 

0 . 4 1 0 , 6 
I 

1 
1 0 . 8 
! 

0 

I O
3 

8 2 6 0 2 2 3 4 1 8 1 4 1 0 0 7 0 0 

I O
4 2 3 0 4 1 4 7 9 6 3 9 0 0 2 1 9 9 0 0 

I O
5 . 6 1 7 5 3 I 0 3 I 2 6 3 9 1 4 7 6 5 0 0 

увеличении значения M структура двухфазной згоны и з а к р и ­

сталлизовавшейся части образца становится более дисперсной. 
При увеличении А на порядок N увеличивается цриыерно в 
тря р а з а . 

На р и с . 1 показаны граница начала и конца двухфазной З О ­

ны в начале ("tal с е к ) , середине ("t = 3 сек) и конце ("H * 
« б сек) цроцесса кристаллизации цри р а с ч е т а х с А = 1 0 ^ . 

2,см 

0 8 

Q6 

01 

о 

1 
J 1 

Л 

) JA 

Рис . 1 .Изменение размеров 
двухфазной зоны: 
I ­ £ = I , 2 ­ T = 3 , 

3 ­ " f c * 6 с е к . 

01 ОМ OS Г.СМ 

Данные, Дред'стДвл^щие более подробную информацию о харак ­

тере изменения.функций £ , С и ДТ в двухфазной зоне 
цри расчетах с А * Ю

5

, . цриведены в таблица 3 « 



Таблица 3 

• 0 ! 
0 . 2 | 0 . 4 | 0 . 6 | 0 . 8 | 0 . 9 | I 

£ I сек 

0 . 4 0 0 0 0 0 и I 
0 . 0 5 0 . 1 2 

0.3 0 0 0 0 0 . 5 2 0 . 5 4 I 
С. 3 3 0 . 3 3 

0 . 3 8 0 . 3 8 0 . 3 9 0 . 4 1 0 . 4 7 0 . 5 3 
0 . 2 0 . 6 5 0 . 6 5 0 .65 0 . 6 7 0 . 7 0 0 . 7 3 I 

0 . 2 8 0 . 2 8 0 . 2 3 0 . 2 7 0 . 2 3 0 . 2 1 

0 . 9 3 0 . 9 3 0 . 9 3 0 . 9 4 0 . 9 6 0 . 9 9 . 
0 . 1 1 .12 1 .12 1 .12 1 .13 - 1.18 1 . 2 3 I 

0 . 0 8 0 . 0 8 0 . 0 8 0 . 0 8 0 . 0 8 0 . 0 7 

, 0 . 0 I I 1 I . I I 

- Ь . з сек 

0 . 0 6 0 . 1 6 
1 .0 0 0 0 0 0 . 5 2 0 . 5 5 1 , 

О . И 0 . 0 9 

0 . 0 6 0 . 1 6 
0 . 8 0 0 0 0 0 . 5 2 0 . 5 6 I 

0 . 1 2 0 . 0 9 

0 . 0 5 0 . 0 8 0 Л 7 0 . 2 7 . 
0 . 6 • 0 0 0 . 5 2 0 . 5 2 0 . 5 6 0 . 6 0 I 

0 .17 0 . 1 7 0 . 1 6 0 . 1 4 

0 . 1 8 0 . 1 8 0 . 2 0 0 . 2 4 0 . 3 4 ОА* 
0 . 5 о . 5 : 0 . 5 6 0 .57 С .58 0 . 6 3 0 . 6 8 

0 . 1 9 0 . 1 9 0 . 1 9 , 0 . 1 9 0 . 1 7 0 . 1 5 

0 . 4 8 0 . 4 8 • 0 . 5 0 0 . 5 5 0 . 6 4 0 . 7 1 
0 . 4 0 . 7 0 [ 0 . 7 1 0 . 7 2 0 . 7 5 - 0 . 8 1 0 . 8 7 I 

0 . 1 7 0 . 1 7 0 . 1 7 0 . 1 7 0 . 1 5 0 . 1 4 
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Продолжение таблицы 3 

0 ! 0 . 2 \ 0 . 4 | 0 . 6 | 0 . 8 1 0 . 9 I 1 

0 .85 0 . 8 6 0 . 8 8 0 . 9 £ 0 . 9 7 
0 . 3 1.03 1.04 1.06' 1.11 1.19 I I 

0 . 1 2 0 . 1 2 0 . 1 2 О.П 0 . 1 0 

0 . 2 I I 'I I I I 

= 5 сек 

0 . 1 4 0 . 1 5 0 .17 0 . 2 6 0 . 4 1 0 . 5 2 
1.0 0 . 5 5 0 . 5 5 0 . 5 6 0 . 5 9 0 . 6 7 0 . 7 2 I 

0 . 1 4 0 . 1 4 0 . 1 5 0 . 1 4 0 . 1 3 о . и 
0 . 2 5 0 . 2 6 0 . 3 0 0 . 3 7 0 . 5 2 0 . 6 1 

0 . 8 0 . 5 9 0 . 5 9 0 . 6 1 0 . 6 4 0 . 7 2 0 . 7 9 I 
0 .14 0 . 1 5 0 . 1 5 0 . 1 5 . 0 .12 0 . 1 0 

0 . 7 5 0 . 7 6 0 .80 0 . 6 5 0 . 9 3 0 . 9 7 
0 . 6 0 . 9 2 0 . 9 2 0^.96 1.02 1.13 1.20 

0 . 1 4 0 . 1 4 0 . 1 3 О .П 0 . 0 9 0 . 0 8 

0 . 5 1 I I . I I I I 

Б точках областей , занимаемых жидкой ( » 0 ) и твердой 
*1) фазами образца , приведены только значения £ . В т о ч ­

ках двухфазной зоны в каждой тройке чисел первое число з н а ­

чение функции £ | второе ­ С • т р е т ь е ­ Д I . 
ЦриведеМ' также данные о характере изменения ОТ 

времени. На рис* 2 для трех точек, расположенных на оси 
образца, приведены кривые иаменэния Л Т от времени при 
расчетах С А « 1 0 ^ . Отметим, что для всех точек ДТ д о с т и ­

гает максимального значения через Небольшой промежуток в р е ­

мени с момента начала кристаллизации данного объема о б р а з ­

ца , а затем медленно убывает. Чем дальше от охлаждаемого 
основания образца расположена Фочка, тем продолжительнее 



Р и с . 2 . Зависимость ДТ от "£ в различных 
точках образца : 1 ­Е = 0 . 2 , 2 ­ 2 * 0 . 3 , 
3 ­ £ = 0 . 4 см. 

цроцесс кристаллизации е е . Так точка (0,11.2) кристаллизует* 
сл в течение 1,8 с е к , точка ( 0 , 0 . 3 ) ­ 2 , 6 с е к , а точка (О, 
0 . 4 ) ­ 2 , 9 с е к . 

В таблице 4 цредставлены также данные, характеризующее 
дисперсность полностью закристаллизовавшегося образца . 

Таблица 4 
Значения функции N в различных точках образца,А =10* 

: 0 1 
0 . 2 ! 0 . 4 , 0 . 6 | и ' 8 ! I 

0 •¿3041 23041 23042 23Ц78 22Ь6и ¿0983 
0 . * 4796 4808 4828 4879 5003 14240 . 
0 . 4 3929 3941 3950 3973 4002 11551 
0 . 6 3369 3383 340о 3427 З З Л I I "63 
0 . 8 3194 3212 3213 318Г 3027 11673 
I 3268 3282 3270 3 1 6 8 2976 11703 



Отметим» что более дисперсная структура в з а к р и с т а л л и з о в а в ­

шемся образце наб. ; дается вблизи охлавдаемых основания и 
боковой поверхности образца . 

В заключение отметим, что расчеты задачи в указанной 
постановке позволяют получить детальцую информацию об и з ­

менении температуры, концентрации, размерах и структуре 
двухфазной области в течение всего цроцесса кристаллизации* 
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РЕШЕНИЕ ДВУХ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ПРИ 
КРАЕВЫХ УСЛОВИЯХ СОСРВДОТСШЬЛЙ ЕМКОСТИ 

Зуйкио А . А , (ЛГУ им. П.Стучки) 
Кузмяшкина Н.В. (Латв.ф­л ВГПТИ ЦСУ СОСР) 

В работе методом интегрального преобразования Лапласа 
решаются две начально­краевые задачи теплопроводности,ког­

да на границе эад&ны два условия типа сосредоточенной т е п ­

лоемкости. Мы оставляем в стороне анализ физического со ­

держания этих задач; отметим лишь, что они связаны с ко ­

следованием температурного поля однородного пласта п{н 
у ч е т е различия локальных температур пористой среды и дви­

жущейся по ней жидкости или с исследованием температурного 
поля трещиноватого пласта. Для интересующихся физической 
стороной вопроса читателей укажем некоторые работы: [х] ­

­ [ 4 ] . Точные решения этих модельных задач, кроме т о г о , 
представляют интерес как тестовые задачи для проверки ка ~ 
ч е с т в а разностных схем, щэедложенных для расчета задач цри 
краевых условиях такого типа (см. .напр^. , [б] " я насто­

ящий сборник) . 
Первая из задач формулируется так. Для ОС Ь О у^^О % 

требуется найти функции 1),0оЩI)^I 
исходя из условий: 

а ! ; х>о>у>о} 1>о' ( I ) 

at 

i i L . aw : t f \ 

•••) 

о\ *ц\ *К 

lt,o °|t­0 \i;0 > 

'
x>o

,r-°>
i>0

>' 
( 2 3 ) 

( 3 ) 



1х=о
 } / Л * + у * - * . е х > 

Укажем кратко на содершййе входящих в ( I ) ­ (4) величин: 
1> ( ОС, у , ) ­ температура окружающих пласт пород, $ 0 ( А 9 

t ) ­ осредненная по шалость: пласта температура скелета 
его (или температура блоков для трещиноватого п л а с т а ) , 
и (ОС, £ ) ­ ос, зднекная по мощности пласта температура 

движущейся по пласту (по жидкости­ Далее , & 0 и 
¿4 характеризуют скорость межфазного теплообмена, а $ 0 

характеризует величину теплообмена между окружающими п о р о ­

дами на границе пласта и средней по мощности температурой 
скелета пласта (блоков) . 

Обозначим через £ преобразование Лапласа функции 
р . Тогда, применяя к системе ( 1 ) ­ ( 4 ) преобразование Ла­

пласа по переменной t найдем л е г к о , ч т о : 

- / * А "Р Жс'р+*„ л ~ * *
Х гъ\ 

%Р№т* т ъ * * > ( 5 ) 

й(х,р)*-]ге е
 р *° е ; в (6 ) 

(7 ) 

Обратное цреобраэование начнем с функции ^(х.р) , 
цредставляя ее как цроизведение ~-ехр(-рм) и &ос[з(-р°+"^) 
Как хорошо известно: ?**о 

-4 Г 4 ­рх] Г4.Х<1 , 
(В) 

Дчя обращения второй части
 еос

Р(тТ7^~ ) 
применим сперва теорему о сдвиге на величину <А0 , а по­

том воспользуемся формулой (35) из § 5 . 5 книги ¡6] при 



где I ­ модифицированная функция Бесселя первого рода 
нулевого порядка. Отсюда получаем: 

Остается применить теорему о свертке обоих функций и 
это в итоге д а е т : 

о 
Проведение обратного преобразования для функции й(&,Р)'. 

распишем ее т а к : 

Для обращения Р^^(Щ^^-)^4 применим сперва т е ­

орему о сдвиге , потом формулу (31) из §: 5 , 5 книги [ б ] . 
Это д а е т : 

Ыс£±Х , • 

1 о 

Применяя теперь теорецу о с в е р т к е , легко получить: 

Проводя интегрирование по частям, можно получить д р у ­

гую форму ; ,ля функции :

и(х£)=е<&р(-44Х)* 

Обратное преобразование для функции ^(
х

^;р) начнем 
с формулы из [в] : 



Теперь представляем л (р*­ \ /р+Д^ / в виде 
свертки, после этого путем интегрирования по частям ц р е ­

образовываем к­виду: 

е * * 

(14) 

Остается цредставить (7 ) в виде свертки (9) и (14) и 
окончательно получаем: 

(15) 

Не составляет особого труда проверить , что ( 1 0 ) , ( 1 2 | ) 
(или (12^)) и (15) дают решение задачи Ц ) ­ ( 4 ) , 

Вторая з а д а ч а отличается от первой уравнением (Йд) , 
которое имеет вид: 

х>*- г~°>1>°- (2з) 

Выражения для ^(ос^р)^ Ц(х;р) , тем самым, и 
д л я Ф0(х,1) и б ф с ! ) не меняются, а ЩФ>¥,$ 
имеет вид: 

' З Д ' р е ^ / ' < « ( 7 ' ) 
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Цредставим ( 7 ' ) в виде с у ш и двух слагаемых, записы­

вая *хр(.ы

?^
х

) , как и д л я функции й(л,р) , в в и ­

де с у ы ш ***р(^$0£}~^
 и %* Тогда для первого с л а г а е ­

мого пользуемся ( I I ) и ( 1 4 ) , а для второго ­ (14) и в 
итоге получаем: 

1-х 

о 

"... 

Для функции ^ з с , у, О подобно тому, как это делалось 
для % можно интегрированием по частям перейти к 
другой форме з а ш е й : 

Итак, (16^) ( и л и ( 1 6 2 ) ) вместе с (10) и (12^) (или 
' 1 2 2 ) ) дают решение второй з а д а ч и . 
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ЧИСЛЛННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗНОСТНЫХ" ШШ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ 
задач с сосредоточенно:: ТЕПЛОЕМКОСТЬЮ в краевых . 

УСЛОВИЯХ 

/Вуйкис А.А. (ЛГУ им. П . С т у ч к и , г . Р и г а ) 
Чередниченко И«Н. (СКТБ Главтоьнельстроя , 

г .Москва) 

В настоящей работе проводится численное апробирование 
разностных схем для двух модельных задач подземной термо­

гидродинамики. Пласт в них трактуется как двухтемператур­

ная сосредоточенная теплоемкость . Настоящую работу с л е г с 
рассматривать как примыкающую к исследованиям первого из 
авторов по постановке и анализу разностным методом з а д а ч 
для уравнения теплопроводности при одном или нескольких 
краевых условиях со сосредоточенными факторами Щ * ш } < 

Постановка первой задачи и ее аналитическое решение 
дано в [ I ] , а в [2] рассмотрена разностная аппроксимация и 
дзн алгоритм численной реализации. В этс,1 задаче требуется 
найти функции ЩЖМ^ {] и а ( Х / 1 ) « исходя из у с й Ш Й : 

Щ^Щ ' т , А ' Г 1 }

 ( З ) 

11=0 11=0 . ' |ос=о > \хЧц
л

-»ъо-

Здесь 1}(Х;у^^ при у>0 характеризует температу­

ру атщшашйх пласт пород, 0 / 1 ) ­ температуру 
скелета пласта (или блоков при рассмотрении трещиноватою 
п л а с т а ) , и. ( Л 1) ­ температуру фильтруюцейся жидкости, а 
Л и оС 0 характеризуют скорость мезфазного теплообмена 

между и(хХ) и 1 ? ( Х , 0 ; 1 ) . 



рредем равномерную сетку о тагами: Ц по ОС , /^^ по 
по X* * Пусть ­ ЮЛКЧЮ«>0 С В Т О З Д Ш * У * Л 0 1 

в напрэдюМН £ $ соответственно у , Цус­ть­.далее, ¿ 4 , 

Будем щ Г д м б М Д О слэд^вдими краткими обозначениями ( см . 

Семейство г­азнсстных схем, аппроксимирующих задачу 
( 1 ) ­ ( 4 ) , задШ$М в виде : 

ш} % | . «¿1 / ./О . (6 ) 

и 4 ­ . А ­ и ^ ^ ^ ­ ^ ^ Ш^шщщ^о)
 ( 7 ) 

Ш*Ыё, ч'^о , к=о; 

Л­ — р ; 4****1— ' 

(8 ) 

(9 ) 

к4 I % 

П р и ^ = 0 ч (6) разностная схема ( 5 ) ~ ( 9 ) имеет п е р ­

вый порядок аппроксимации по и , а п р и ^ * / ­ второй ( с м . 
[ 2 ] ).*При п р о и з в о л ь н ы х ( ^ р } в 4 )ё г имеем первый порядок 

аппроксимации­па ОС и { , а при £ = <э = = 0.5" п о р я ­

док аппроксимации по ъ возрастает до в т о р о г о . 
Для ^нс^е^шой р е а л и з а ц и и ( 5 ) ­ ( 9 ) при помощи (7 ) а с ­

к л ю ч и д в (б)и­и*.* 1 , * Тогда можно (6 ) записать в с т а н ­

дартном виде ( см . ЭД. [5} ) краевого уоловия 3­го р о д а : 



причем при 4ф4 44 поен дний член из условии устойчивости 
выпадает» 

Алгоритм реализации разностной схемы ( 5 ) ~ ( 9 ) состой» ­

из одномерных правых прогонов ( с м # ( 4 | $ ( б ) ) в на­

правлении У для возрастающих значение индексе I » В ка­

честве левого краевого условия берется (10)» а правого ­

второе из условий ( 9 ) . После вычисления V о п р е д е л и » А 
из ( 6 ) или ( 7 ) уже не составляв* *руда. 

ВТОРАЯ рассматриваемая эдебЬ'модельная задача учитыва­

ет теплопроводность в направлений Л КАН в основном уравне­

4 * ( Ю ) 

Для нашей задачи д , 

V Щ > % к4 • 

В [2] дано достаточное условие устойчивости для р а з ­

ностной схемыщ более общей, чем ( 5 ) ­ ( 9 ) . Это условие Для 
( 5 ) ­ ( 9 ) можно записать в виде 



( I I ) 

12) 

( 1 3 ) 
I 

ш 
Залажу ( П ) ­ ( 1 5 ) будем аппроксимировать трехларамет­

рйчесним семейством типа локально­одномерных разностных 
схем, зависящих от весс^е^о* ^

 и • Введем для *того 
промежуточный времени^ слой * ^ + * / д , и о б о ­

значения: Ц." « й , ^ | • £
 + • Разностная схема 

распадается на цепочки уравнений* На первом этапе решается 
система: • 

(16) 

« 4 * 
0 АХ 

а на втором атапе — сметена: 

( I ? ) 

с 
4 , К £ 0 

(18 ) 

( 1 9 ) 

( 2 0 ) 

( 2 1 ) 

н и ( I ) , зам ш в условиях ( 2 ) и ( 3 ) . Эта задача формулиру­

ется тан: 



* Щ * * 
В связи с введением промежуточного слоя у ю ч ­

шм обозначения. В ( 1 6 ) ­ ( 1 8 ) : ^
л

^
1 к

/ *
(

*
}

*4*+(4-*)& . . 
а в (19)-{г1):&±*&^}$М*4Ь+(4-ё)& . (Для и 
вводятся аналогичные обозначения), К сиотеие ( 1 6 ) ­ ( 2 1 ) 
должны добавляться конечно­разностные аппроксимации допол­

нительных условий ( 1 * 0 , ( 1 5 ) . 
Алгоритм численной реализации описанной разностной 

схемы состоит в следующем. На первом этапе сперва проводят­

ся матричная прогонка для системы двух ^/равнений ( 1 6 ) и 
( 1 7 ) в направлении ае . После этого проводится обычная 
скалярная прогонна уравнения ( 1 8 ) для *]*4] N¿"4 • На 
втором этапе проводится скалярная прогонна длл уравнения 
( 2 1 ) в направлении у по возрастающим значениям I от У 
До о левым краевым условие^ типа ( 1 0 ) . Для.этого 
из(19')предварительно исключается и при помощи ( 2 0 ) . 

Остановимся подробнее на проведении матричной прогон­

ки для системы ( 1 6 ) , ( 1 7 ) . (Ее описание для общего случая 
дано в £4], гл.Х или [ б ] , гл.11). Уравнения ( 1 6 ) и ( 1 7 ) мы 
можем записать в матричном виде 

а элементы матриц принимают следующие значения: 

4 

( 2 2 ) 

с­



Решение ( 2 2 ) ищется в виде 

где ­ матрица 2­го порядка, а /Ц±4 ­ в е к т о р ­

столбец из дв^х элементов . Они определяются по следующим 
рекуррентным формулам: 

( 2 * ) 

Если ввести обозначения: 

•Я' 
[•4« 

' Л 
то в нашем частном случае легке^ выписывается явный вид о б ­

ратной матрицы Аьс.у 

v % ti I 

<• V t,k i,l I , 3
 ? 

Тогда из ( 2 4 ) следует , что 



А си 

Остается добавить к ( 2 3 ) запись краевых условий в 
матричном в и д е . Кэ ( 1 4 ) следует , что при оС=»0 оно выгля­

дит т а к : 

С0'(о°) I %' [о о) > Р0'Ь) • 
Перейдем к анализу результатов расчетов* Сразу отме­

тим, что главной целью этой работы бь.ла практическая а п р о ­

бация свойств предлагаемых разностных метеков для р а с с м а т ­

риваемых з а д а ч . Однако проведенные расчеты поззолп?;т с д е ­

л а т ь также и некоторые выводы физического х а р а к т е р а . 
Первый рассмотренный вопрос :о влиянии величин коэффи­

циентов нежфазного теплообы­зка об и <&0 на температуры 
пласта (блоков) ( ? / д с , 0 Д ) й фильтрующихся с безразмерное 
скоростью ^ = 4 жидкости и(Х,Ь) . Если сравнить 
кривые с одинаковыми номерами из рис .1а и I * , то видно, 
что при оС * 400 температура и*(эс,%.) отлича­

е т с я от 0(Х,оХ)
 н а в зли чину порядка 0 , 0 1 , при о£ = оС^* 

э т а разность равна 0 , 0 1 5 ­ 0 . 0 3 5 , а при об = сС0* 0.4 
эта разность есть величина порядка единицы. Т . е . в п о с л е д ­

нем случае для момента времени £ = 5 , 2 5 , для него"даиьГэти 
и в с е последующие результаты, движущейся по пласту (трещи­

нам) жидкость передала небольшую часть своего теплосодег^а ­

ния пористой среде ( б л о к а м ) . Проведенные расчетч показыва­

ют сильную зависимость разности температур и(Х,Ь)~ 
- &(Х,0,[) от величины межфазного теплообмена. Из этих 

расчетов можно сделать вывод, что при величинах оС и 
приближающихся к с т а , правомерно разностью температур фаз 
пренебречь , т . е . правомерно трактовать полупрямую С С £ С У 

Шт О ( т . е . пласт ) как однородную среду . Тогда , как видно, 



вместо первой задачи ( 1 ) ­ ( * 0 придем к широко известной п о ­

становке Доверье . 
Как уже указывалось, в расчетах величины Р6 и А0 и з ­

менялись в Ю 3 р а з . При расчетах по предложенной р а з н о с т ­

ной схеме ( 5 ) ­ ( 9 ) при этом ке возникало никаких з а т р у д н е ­

ний. Разностная схз с вторым порядком аппроксимации по у 
( т . е . при Ь*4 ) праволяла для достижения той ке точнос ­

ти расчетов пользоваться в пр!бл;:зытзльно в за раза боль ­

шими шагами по пространству (тем самым и по времени) по 
сравнению со схемой первого порядка аппроксимации по у л 

(при О ) • Отыетим, чтс в с е расчеты ( это относится 
также ко второй задаче ) были проведены при весах б 0

 = 

следующий вопрос, рассматривавшийся нами, ­ влияние 
на температурные поля теплопроводности в направлении Л 
как при у-0 ( п л а с т ) , т а к и при у>0 (окружающие поро­

д ы ) . С этой целью помимо второй задачи ( П ) ­ ( 1 5 ) была р а с ­

смотрена задача в коток*;] прекебрегалось теплопроводностью 
в направлении х при у>0 » т . е . рассматривалась задача 
( П ) ­ ( 1 5 ) с вырожденным по X уравнением ( I I ) . На рисунках 
2 и 3 решение этой зада 7 1 и для кратности обозначается через 

Х0ш Итак, задала И0 отличается от первой задача ( I ) ­

( 4 ) только тем, что дополнительно учитывается теплопровод­

ность пласта в направлении движении жидкости. Скорость 
фильтрации жидкости ^ , как и прэжде, была принята равной 

.единице. Величины = -0.04} ©С = сС0 «40 . 
Рассмотрим сперва влиян: э учета теплогроводности 

только в пласте (сравнение кривых 4 и ^ на рис .2а и 2 6 ) . 
Для малых' X (вблизи входа Б пласт) влияние теплопровод­

ности пласта на температуру фильтрующейся жидкости практи­

чески не£аме*гна. Влияние теплопроводности пласта на 
достаточно сильное , хотя сами безразмерные 

велыины^ температуропроводности, как уже указывалось , я в ­

ляются небольшими (такие их величины физически с о о т в е т с т в у ­

ют пласту довольно большой мощности). Для больших значений 
X (вблизи фронта нагнетания) отличие температур заметнее 

как для твердой, так и для движущейся жидкой фазы. Еще б о ­



лее заштно влияние теплопроводности в направлении х 
окружающих пород (кривые 2 на рис . 2а и 2(5). Заметим оразу, 
что столь большое влияние теплопроводности окружающих по­

род в этих модельных расчетах вызвано отчасти выбранными 
нами величинами ?е^пературолроводнооти*ФАТЛ1ППТ

, (Аа и окру­

жающих пород (безразмерные величины ззедекк путем норми­

ровки к величине темэратуропрозодкооти окружающих пород, 
примятой равней единице). Ко такой выбор отношения темпе­

ратуропроводности окружающих пород (а*и4) к теипературо­

проводности (Таз пласта (в£*С1*'2 0.04) позволил обнару­

жить следующий интересный эффект: вблаз:­ хзшпературкого 
фронта распределение температуры вглубь пород ( з направ­

лении у ) может быть не монотонным (¥(Х^ЦЩ< 
где у

# ^ 0 ) • Тепло от более горячих зон пласта 
отдано окружающим пласт породам, а и з ­ з а хорошей телло­

ЛPCJOДНOCТИ пород в направлении X повышение температуры 
в них опередило повышение темпзратуры в пласте . 

Наконец, на & п дано распределение температуры 
твердой фазы вдоль пласта &(Х,0,1~) для всех трех р а с ­ " 
смотренных здесь постановок при краевом условии второго 
рода на входе пласта , когда третье из условий (4 ) и ( 1 4 ) ; 

Щл*Л* заменяется на условие 

( 2 б ) 

Это означает , что мы во всех ттэех случаях вносим в пласт ^> 
жидкостью одинаковое количесто тепла . Как и следовало 
ожи? т ь , наиболее сильное отличие наблюдается между пос ­

тановками I и 2 , а Я 0 занимает промеяуточное положение. 
Как видно температурные фронты для задач I и % 0 практи­

чески совпадают, а температурный френт для задачи 2 р а с ­

положен существенно дальше: опережает остальные фронты 
приблизительно на 20 %. Тем самим распределение температу­

ры в пласте для последней задачи ч более равномерное. 



Oil 

0,4 
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Q2 
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Р и с . 1 . Распределение температуры: a ) U./OC 
в ) tf(X,0,t). 



Р и с . 2 . Распределение температуры: a ) ufxXjl 
B ) (>(X,0 , t ) . I ­ эадача ( I ) ­ ( M ; 2­эадачэ 
( I I ) ­ ( I 5 ) ; 2 0 ­ з а д а ч а ( I I ) ­ ( I 5 ) при вырожде­

нии уравнение ( I I ) . по X • 



2,0 

Р и с . 3 , Распределение температуры (f(X,0ft) при 
краевом условии второго рода ( 2 6 ) . Обозначе­

ния как на р и с . 2 . 
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ОБОБЩЕНИЕ МЕТОДА ПРОГОНКИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
ТЕПЛОПРСЭОДНОСГЛ с СОСРЕДОТОЧЕННОЙ ЕМКОСТЬЮ 

. . t KPAS30V ; ­ ж т ш 

Буйкио A.A. (ЛГУ им.П.Стучки) 

Ниже д а е т с я конечно­разностная аппроксимация одной 
задачи , неоднократно рассмо*... юной в подземной термодина­

мике и в некотором смысле обобщается классический вариант 
метода прогошш для численгой реализации предложенной р а з ­

ностной с­.емы. 
Модельная задача и ш а , рассматриваемого в этой р а б о т е , 

впервые в замкнутом виде была решена в [х] при помощи и н ­

тегрального пре бразования Лаплаоа­Карсона. 
Математическая формулировка задачи такова : требуется 

найти непрерывную в первом квадранте функцию u ^ t ^ ­ J C , £ ) 
удовлетворяющую условиям: 

l.. fej (2) 

'*• ' (4 ) 

Физическая интердретащгя задачи ( 1 ) ­ ( 4 ) : она огшсыва­

зт распределение температуры в пласте и вокруг него, при 
этом пласт рассматривается как сосредоточенная т^плоом­

кость*. По пласту}Х^1 0 ^ Х%>0^ со скоростью 
0

я движется теплоноситель , теплопроводность пласта в н а ­
1 

правлении ОС­» характеризует коэффициег: <Х , теплоотда­

чу его в окруяаюсще порода ­ коэффициент 6 • Предполага­

е т с я , что окружающие пласт порода | ( ^ , Х ^ | ; Х ^ > 0 , ^
>

^ 
не обладают теплопроводностью в направлении • Величи­

на О ( и характеризует ко/шчество вносимого в пласт 
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*епла . Анализ физической обоснованности опичййных здесь 
/фбдположений с и . , н а п р . , в [ 2 ] * [ 5 ] , 

Переходим к построение разностной Схемй для задачи 
Для з а д а ч и , весьиа близкой к р а с с т ё г и в а е м о й 

* \Л) была предложена ?изностная сх* 1 типа п е р е ­

менййх й й Щ в в К й и Ж &4ы 9%&6ь предлагаем раг >стную схему, 
которая №§$3пйё§ йереЯ2'# на следующий вре чей слой без 
в#едей!г* пр^мёжутб'^нюс значение . Эта разносимая схема я в ­

л я й с я обобщенней" бхег?ы. предложенной Б нашей |юбЬте [ 5 } 
д л * зедя<*# $0 й^*0 • Поэтому з д е с ь йв ф д е м о с ­

тан##лив ,а1Гь£я на деталях получения разностной схейк^ £ 
сразу выпишем ее окончательный вид . Уравнения а п ­

проксимируются так* 

Здесй дли краткости &г(ущены инденоы у сеточрой функции: 

ш Ф Щ ' Ц
 =у ­ Далее« Г ­ *г*М^ • 

где (Э=11.
к

^ • Наконец, 

Ясно, как определяются разностные операторы , 
Условие на бесконечности (вторез из условий СО), как 

О'бычй'о^ йереносим на линии ЭС^* и Л ^ = » где Ц , 
выбйрайтй* # йЙЙсшбсти 1 <М Яромбнутпа Бремени Ту на к о ­

тором ищется рёшеййи Условия на этих линиях мы з а т а е н в 
таном же виде , как ( 3 ) . Кснечло­разностная аппроксимации 
этих условий проводится стандартным образбм с получением 
первого порядка аппроксимации поОСд­ Условие на линии 
Х^=Ь^ , аппроксимируется со вторым порядком по ЭС.у пу­

тем использования уравнения ( I ) на границе ­ о м . [ 6 } • 
Заметим, что этот же принцип использован при получении 
разностной аппроксимации уравнением (6 ) уравнеиля (2 ) ­ ' 



и з ­ з а этого У временной производной коэффициент имеет вид 
(4+$&) вместо единица. Но вернемся к виду конеч­

но­разностной аппроксимации граничных условий. Их можно 
записать так 

Л 

и щ Ы и •*• п • 

. Щ ке будем приводить здесь №Шф®тшс выражений для 
коэффициентов Ы и и , отметим только, ч

,

*о при произволь­

ных $¡£¿¿4 Й ^ коэффициенты 3£ е Е#, /) * а коэффициен­

ты ^ содержат значения у с предыдущего слоя £ к А 

Уравнение (5 ) имеет стандартный вид трехточечного 
разностного уравнения ( [ о ] ) : 

о 
А Я „ > Л « Л _ (8 ) 

а (6) можно записать в веде 

причем опять ^ >1 }
^

0,

4 ^ * ***
 з а п и с а л и Уравнения 

(8) и (9 ) с Коэффнцленуал:И, .зависяидами от рассматривало^ 
точки пространства (эС^ ЙЙ/) . имея В ВИДУ возможность 
аппроксимации задачи типа ( 1 ) ­ ( 4 ) с переменными коэффици­

ентами, зависящими от Х^}Х^ и £ . 
Рассмотрим теперь возможность аШ)ПСВДЧНО] о численного 

РЕШЕНИЯ системы линейных алгебраических уравнений ( 7 * ) ­

( 7 ^ ) Л 8 ) и ( 9 ) . В а ш рассматривать подсдстецу неизвестных 
и . • при фиксированном / (0< I ^ Ы,) % то стандартный 

х) Лдя краткости в (7^ ) ­ ( ? ? ) У величин у . =(/• • спущен 
временной индекс £ , . 



2 ОБ
 А * * 

(10) 

Таким же путем, как это делается в стандартной биту*» 
ации (см. [ б ] , [?]) легко получается следующие ревдрентные 
соотношения: 

(П.) 

4 ЧГ*^Ч . ™ 
Счет по этим соотношениям требует, чтобы были извест­

ны величины й00 I « ) I у для этого необходимо из 
(9 ) исключить Цо,}'-* • чтобы сделать э т о , рассмотрим 
следующий шаг ­ вычисление дополнительных коэффициентов * 
с/^~ • Условие (7^) вместе с (10) при ¿ = 

позволяет определить ^ ̂  в ваде: 

где 

П , ^ 4 & ^ А У (12) 

А 

Теперь у^* можем представлять в виде: 

гы я я 

вид трехдиагоыальной шхрицы Ж№ этих неизвестных портятся 
уравнением ( 9 ) , в которое дополнительно входят неизвестные 

У о ¿-4 и §ол+4 * Однако оказывается возможный видо­

изменить основную цдею метода прогонки и для ^той ситуа ­

ции, когда на границе 6= 0 шаблон содержит четыре т о ч ­

к и , а не д в е , как обычно. С втой целью на первом этапе 
Щ I будем представлять в следующем вцце: 
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Напишем представление ц**1
 в з и Д в ( * 3 ) и подстав 

ьим его в ( 1 0 ) ; это д а е т регдгррентные формулы для коэффи­

циентов | § \ | £. ^ по уменьшающимся значениям индекса ¿ ; 

Возьмем (13) при 1
Л

0 * и подставим его в ( 9 ) . 
Это д а е т ф о р ^ л ы для вычисления 4 ц * } . ) : 

Заметим, наконец , что ( 7 ^ ) д а е т : ° 

Значит, определение всех прогоночных коэффициентов о6,У$у 

у 7 £ проводится в таком порядке . Зная сС0 0 ? у3 0 0 ) 

н а х о д и м ^ ; ; Д ' 1 , У д , при ¿«0 по СП?). 
Это позволяет из (12) и (14 ) найти в с е О^0) с^о ^ Уве­

личиваем ^ на единицу, т . е . берем ¿ = 4 и по (15) и 
(11) находим 4*1 А у | Щ I д л я в с е х С . Далее , по 
(12) и (14) для 1 д*4 ' находим ^ . Вновь 
увеличиваем ^ на едишщу и вычисления продолжаем в преж­

нем порядке . 
­После т о г о , как мы таким путем нашли в с е коэффициен­

ты до сР0у ̂  } ¿ 0 , ^ - 4 включительно, начинается в т о ­

рой э т а п ' ­ этап обратной црогонки: последовательное о п р е ­

деление неизвестных ^ : • Для этого ~з (13) при 1 = 0 ) 

^ = и С ^ ) *йк^Я*Я неизвестное Ц0 ^ I . Т е ­

перь из (13) при ¿^^1"^ гложем найти вое | ^ | / ^ 
Уменьшаем ^ на единицу и находим в с е ^ ^ ^ и т . д . 



Д 
R° tyl Q * Заметим, что при такой реализации обратной 
прогонки на втором этапе не нужны коэффициенты 1^¿j > 

ßlj) Yij , т . е . их можно не запоминать в памяти ЭВМ. 
Для вычисления j необходимы лишь, как это 
ви^но из ( 1 4 ) , величины' ^i^ßij} Yl,j п^и т о м 

же номере j . № не ф д е м останавливаться з д е с ь на о б о с ­

новании корректности предложенного обобщения метода п р о ­

гонки: мы предаолагаем рассмотреть этот вопрос отдельно. 
Отметим в заключении, что наличие различных весов 

для аппроксимации отдельных производных в уравнениях (5 ) 
и (6 ) существенно. Например* численные эксперименты доя 
случая OL

 z

0 показали , чго наилучшие численные р е з у л ь ­

т а т а (сравнивая их с точным решением) достигаются при . 
= <o^Q.5) <oj = 0 . При этом на временной шаг накладыва­

ются условия типа условия Куранта, т . е . f должно быть 
пропорционально kj и обратно пропорционально величине 

О" скорости конвективного переноса . 
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описание Ткщктшшшц ззЗЯЗвЩ в а ЦШСШЪШ 
РВАЛТОРЕ ПРИ УГЛАХ ВШСЩ ВДШАХВ £ 9 С а , 

Кс­^ 'рс З . У . (ВЦ ЛГУ Г:.Ст,­ :­; г . ? ; ? г е ) 

Решение проблемы о п т и м и з а ц и и т е х н о л о г и ч е с к и х п р о ­

цессов г п й т а к с ; : а л ь н о г о Шр®Щв&$к% ШпйЩ&йШйЩШ&оШх. 
пленок пз газиво^: ф$эы ъ нррзгОЛф с&Оядеи&Х требует с п и ­

сания газодинамических, т е п л о в ы х и диффузионных полей в 
реакторах* ? а к э с было : : о : : а ^ н о [ I ] , что пр;; *алых с к о р о с ­

тях закачки г а з о в о й смеси приближение пограничного с.:оя 
неприменимо и необходимо р а с с м а т р и в а т ь полную с и с т е м у 
уравнений Назье­Стокси. 

Целью настояще­* работы является решение осесииает­

ричной и плоско;; задач стационарного течения вязкого 
с:ккмаеыого' теплопроводного га за в реакторе при углах н а ­

клона' подложки об относительно оси реактора ^ 5 ° ^ * С 4 
9 0 ° Т е ч е н и е газа будем описывать системой уравнений, 
полученной из уравнений Навье­Стокса и теплопроводности 
в первом нетривиальном приближении по квадрату числа Ма­

ха £ П • Введем переменные: функцию тока у и з :кря£3 
связанные с полем скоростей \7 соотношениями 

^7=Ы:? | ы^ъоЬу . ( I ) 

В первом приближении по квадрату Числа Маха безразмерное 
уравнение состояния имеет вид 

/читивая ( 2 ) выражение для скорости принимает вид 

?=Тхо1? . С З ) 
В выражениях ( 1 ) ­ ( 3 ) \ ­ плотность, "Г­ температура 
гада» 1та р и с . 1 представлена схема эпитаксиального р е а к ­

т о р а . 
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Рис Л ­ Схеаа эпитзкойального реактора щ 

При ориентации подложки под УГЛОМ «С =90° К оси P E A K Í O ­

­ ра задача обладает осевой симметрией» решение ее удобно 
расчитывать в цилиндрический системе координат. 

Осесимыетричное печение г а з а в реанторе . 

В силу осевой симметрии вращательная вокруг оси к а ­

нала составляющая скорости равна нулю И задача из 
пространственной трехмерной становится д&унерной в плоо­

кости (Г , З С ) , где Г ­ расстояние от оси реактора , < 
ОС­ координата вдоль оси к а н а л а . За расчетную область 

примем половину продольного вдоль оси сечения к а н а л а . На 
р и с Л этому соответствует пряьщугольник ABC0 . Искомые 
функции зависят от ОС и Р l j(P,X)} У = ^ ( Г , Х ) 
и т . д . , т . е . на координатных линиях ( Г =const, X =const) 
в с е функции постоянные. Шз ( I ) в цилиндрической системе 
координат имеем 

В силу осевой с. миехрш: j ' * r j ) x ¿mF" ~ . К а к вид­

но из ( 4 ) , задача сводился к расчету угловой составляю­

щей вектора V|/ , Обозначим ее з дальнейшем через ^ . 
Из ( 4 ) с л е д у е т , что 

, й ' " т И Л , »~т\, (5) 



где и, ­ продольная, а ­ поперечная доставляющие* 
Нижние индексы Г и Л означают соответствующе 
частные производные. Учитывая ( I ) , в осес::аиегричнои слу­

чае ш е е й 

№ 
В дальнейшего эту составляющую зентора СО обозначим 
через со = ­ (Ар + • Система уравнений, вписывав­

течение га за в цилиндрических координатах в первом нетри­

виальном приближении по квадрату числа Маха имеет вид 

Для сокращения записи здесь введены обозначения 

Д * ­ р е г ' д г а х * • 

Безразмерные параметры ­ число Рейнольдса, 
Рр­ число Прандтля: 

з д е с ь |_ ­ характерный размер системы (радиус к а н а л а ) , 

Ср ­ удельная теплоемкость при постоянном давлении^ 



$о 5 у^о
 9 ^"О ~

 з н а ч е н и ь соответствующий функ­

ции на входе , 
и0- {НММТСб с к о р о с т и . 

Зависимость теплопроводности от температуры учтем в виде 
разложения пс степеням температуры 

А/ГУ­А/ АгТ
+

А/Г* • ( 1 0 ) 

Рассмотрим граничные условия для искомых функций. Из уб*­

ловий симметрии на сок О , и^* О . После неслож­

ных вычислений получаем ф1 *0$^ *0 . Н а Входе 
в .реактор для поля скоростей зададим параболический про­

филь Пуаэейля, чему о о о т в е и т в у е т выражения для *|/ и СО 

На стенках реактора , как следует из ( I I ) * 
На подложке О , на выходе %±*0 , с&&* О • 
что соответствует &*0 • На входе , стенках и подйанке 
значение температуры з а д а н о . 

Плоское приближение течения г а з а в реакторе . 

В общем случае , когда система не осесимметрична 
(подложке не к р у г л а я , подложка ориентирована к оси р е а к ­

тора под углом не равным 9 0 ° ; существенно влияние"естест ­

венной нонвекции) , появляется зависимость скоростей г а ­

зодинамических потоков от угловой ноординаты ^ , и н е ­

обходимо реошть трехмерную з а д а ч у . В то же время к а ч е с т ­

венную, а в некоторых областях реактора и количественную 
информацию о процессах т е п л о ­ и массопереноса можно полу­

чить , рассматривая плоское приближение. А именно, если 
эаменг._:ь опиоание течения г а з а в цилиндрическом реанторе 
на течение в плоском наыале, поперечные размер которого 
равен диаметру реактора [ 1 3 . Для этого координатные'­оси 

ОС и Ц выбираем направленными вдоль оси реактора 
( о с ь X ) и вдоль пластинки в секущей цилиндрический р е ­

актор плоскости ( с ы . р л с . 2 ) 



Р и с . 2 . Расчетная область и базисные векторы в 
косоугольной системе координат. 

Базисные векторы 6^ и С% образуют между собой 
угол о б $ РАЕКЫЙ минимальному острому углу между осью 
канала и диаметров п о д л о г и . Третий единичный в е к т о р ^ 
ортогонален обоим векторам Забранная 
система координат в плоскости ( О С й у ) является неортого­

нальной. Вектор скорости у ъ косоугольной системе 
координат в плоском приближении разлагается на составля­

ющие ^ 

(12 ) 

Учитывая ф$*ЪоЬ$ , видно, что вектор у можно 
выбрать параллельные вектору ^ , его величина опреде­

ляется полем скоростей . Соотношения ( I ) , учитывая (12) в 
косоугольной системе координат, принимает вид 

(13) 

где через 1^ и СО обозначены ел! чственные отлич 
от нуля составляющие векторов ^ и ы соответствен­

н о . В результате система уравнений Навье­Стонса в косо ­

угольной системе координат принимает вид 



к«рс«|«̂  ( 1 6 ) 

На входе ^ " задаются из профиля Пуаз^йля, на 
выходе Ух^СО^О • На отенках канала величина з а ­

дана из условия сохранения расхода газовой смеси в кана­

Алгоритм решения и резуг »ты р а с ч е т о в . 

Системы уравнения для расчета газодинамической т е ­

пловой задачи в осесиыметричноы ( 7 ) ­ ( 9 ) и в плоском ( 1 4 ) 
­ ( 1 6 ) случае решенч численно на 8 Ш . Для этого в р а с ч е т ­

ной области введена разностная сетка с одинаковыми шага­

ми )гХ по обоим направлениям. Производные в уравнениях 
аппроксимированы с точностью -но О ( к ^ ) с пгмощью Централ 
ных р а з н о с т е й . В граничных условиях на твердых поверхнос 
тлх лроиззодные, не являющиеся тангенциальными по отноше 
нию к поверхности, производные аппроксимированы односто­

ронними разностями с точностью 0 ( ) г ^ ) . 
Значения функци;; вихря СА^ на стенках ' < '­тора и 

подложки вычислены следующем образом [ Д 1 . В окрестности 
каждого узла сетки , лежащего на указанных поверхностях, 
функция У разложеда в ряд Тейлора по степеням шага 
сетки с т о ч н о с т и до 0(1г^Ь Учитывая условия прилипания 
я равенства нулю тангенциальных производных от с о с т а в л я ­

ющих скоростей IX и [ / , нормальные щюизводпые 



3 

\ • { \ —Н 

1-4 ы 

РисЗ .Обозначение 
узловых точек 
в выражениях 
(17 )422) . 

чт 
(17) 

В узлах на плоской поверхности подложки ( з а исключением 
узлов на конце подложки) < 

функций выражены через функцию и> и ее производ­

ные. Подставив эти выражения в ряд Тейлора, получено 
уравнение для нахождения СО в рассматриваемой т о ч н е е 
точностью до О ( К ^ ) . Ниже приводятся расчетные формулы 
для нахождения значения ю на поверхностях ( 1 7 ) ­ ( 2 2 ) . 
Обозначение узловых точек в втих формУлах^показано на 
р и с . 3 . 

На этом рисунке изобра­

жен шаблон для расчета 
значения функции 

СО на нижней стенке реактора 
( случай , когда разложен, а о 
ряд Тейлора берется' в направ­

лении возрастания соответству­

ющей координаты). Для верхней 
стенки (разложение в направле­

нии убывания соответствующей • 
координаты) шаблон получается 
поворотом рисунка вокруг линии АВ. 

В осесимметричноы случае на с т е н ­

к е реактора 



* 118 ­
Толщина п о д л о г и принимается много меньшей 'чага с е т к и . 
Так шь* как в CU < ­ектлвно^ Ытмй юпщииы на распре^ 
деления поля скоростей учитывается введением в paccuo ipe 
ние при наш:сан>:и граничных условий для CJ трех по­

верхностных: узлов на торце подложки. Дза из них принад­

лежат плоской поверхности. Функция OJ находится из * 
разложения функции У в окрестности этих узлов по 
направлению оси X • 

где R ­ радиус подложки* Третий узел принадг ци­

линдрической поверхности* ограничивающей плоскость под­ ' 
ложки. Разложение функции з окрестности М о ю у з ­

ла берется по направлению оси J* } и значение OJ в нем 

В плоеном приближении формула для расчета функций 
на стенках имеет вид 



iļ-*<i лля ншшеп i; £ = ­ ­ f для веркнёй стенки. 
Сеточное значений CJ на подложке определяется со вто­
рим порядком точности, 

т 

Для и'..хо..;;; лип функций <f » CJ , Т" использо­

ван итерационны,, метод нижней релаксации. Upi ?#лах ШШло­

на падлозта! оС < 90° значение параметра релаксации для 
разностных уравщений выбиралось меньшим единица. Дли каж­

дого зпачекпп угла оС сущ ствовало оптимальное значе­

ние 7?(еС) ­ При с(сС) большем критического значения 
Т к р ( о С ) i схема теряла устойчивость. Расчеты проведены 

для следующих значений численных параметров Re = О* 049, 

Отношение длины реактора к его диаметру разно шест;:. С о ­

симметричная задача решена на разностной сетке , содер'л*­­

йей 1 2 X 1 3 3 узлов, шаг Я = щ> . Сетка для плоско" з а ­

дачи содержала 23Х [133̂ /̂ (̂ 1 узлов с шагом ceTraļ^ssgg 
(квгдрзтиые скобки означают целую ч^зть проп?1>е;.оння). 

Распределения гааодкйаыичео] ш полей в ссеспиьетрич­

ном случае представлены на р и с . 4 ­ 6 , в п;;оско:,; случае ­

на р и с . 7 ­ 9 . Результаты расчетов показали, что при малых 
скоростгх эавдзвд газа в реактор температура в нем с х о ­

рошее точностью сохраняет линеййо у$шшщ$1 простиль, з а ­

данный на стенках реактора. При углах наклона подлояск 
cL < 90° имеет место несущественное отклонение c j ли­

нейного распредэле:::ы. Течение газа сохраняет ламинарный 
характер во всей расчетной области. \Vt.:' ..ль скорости о т ­

личается от профиля Пуозеиля перед подло:. tj>i и за н е * 
области, начало и коней, которой отстоят на расстояниях 
порядка диаметра канала от подложки. Сравнение решений 
осесиымстричной и плоской задач при оС *£0 указываю; 
на то , что плоское прибдашенне дает количественное опис i­

нне процессов внутри реактора, где крээзые А Ф Ф М В Д нссу­

щестенлй. Это относится, в том числе, к значениям расчо 
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Рис.7. Уровни постоянных значени;: функции тока У 
\ для оС =60° • Плоский случай . 



Р и с . 8 . Зависимость продольной составляющей массовой 
скорости от и для разных сечений р е ­

актора под углом Ы = 6 0 ° . Плоский случай. 

У 

Р и с . 9 . Зависимость поперечной составляющей массовой 
скорости fit от X для различных значений 

и при. в£ =60° . Плоски?, случай. 
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. Р Е Ф Е Р А Т Ы 

УДК 5 3 8 . 4 . 

РАСЧЕТ ТЕЧЕНИЯ ВЯЗКОЙ, ОДКВД 
ЖИДКОСТИ 3 ГОМОПОЛЯРНЙКЕ. Калис Х . Э . , Дурино Г. Р. ^ 

Прикладные задачи теоретической и математической физики, 
вып.3 ,1980. 

В работе рассмотрено отационарное осесимметричное 
движение жидкости в гомополярнике б е з внешнего поля. 
Для получения приближенного распределения скорости при­

менены три метода переменных направлений: Писмена­Рек­

форда, Дугласа­Рекфорда и видоизменений метод Ш с м е н а ­

Рекфорда для совместного решения с и с т е ш управлений маг­

нитной гидродинамики в переменных функции вихря и функ­

ции тока. 
Приведены численные результаты при различные значе­

ниях безразмерного параметра ( 5 0 , 1 0 0 , 5 0 0 , 1 0 0 0 ) . 
ЕЬибл.З, р и о . 2 

УДК 518 .6Г+532 .516 .5 

К РАСЧЕТУ СТАЦИОНАРНОЙ И НЕСТАЦИОНАРНОЙ ЗАДАЧИ О ДВИЖЕ­

НИИ ЖИДКОСТИ МЕВДУ БЕСКОНЕЧНЫМ ВРАЩАЮЩИМИСЯ ДИСКАМИ. 
Козельская Н . В . , Лшкио Е.Д. 

Прикладные задачи теоретической и математической физики, 
нып.З, 1 9 8 0 . 

\ * 

\ Численно изучается задача о движении жидкости ме*­

ду бесконечными вращаицимися дисками. Для чиола .Рейнольд­

оа ^ =625 при вращения дисков о одинаковым угловыми 
скоростями найдено оемь различных стационарных.решение. 
Путем.решения нестационарной 8адачи, в качестве началь­

ных условий которой берется возмущенное стационарное 



УДК 5 3 2 . Л ^ 6 2 1 . 3 8 5 . 5 9 2 

К ЧИСЛЕННОМУ РАСЧЕТУ ПОТОКОВ ВЯЗКОЙ ЫЩЮСТИ С РРА1ДВШЙМ, 
ГРАВИТАЦКОККОЙ И ШШШШШЙ КОНВЕКЦИЕЙ. Лшклс Е.Д. 
Мартузане Э.Н«. Мартузая Б .Я. 

Прикладные задачи теоретической и м а т е т т а ч е с к о й физикл, 
в ы п . З , 1980 . 

Рассматривается численный метод для изучения у ламик,­

потоков вязкой теплопроводящей жидкости в цилиндрической 
области , граница которой может состоять как из твердых о 
стенок , так и из участков сводной поверхности. Учитыва­

е т с я движение жидкости, вызываемое вращением стейбк* а 
также, в случае н а г р е в а , термическая и термокадилярная 
конвекция. 

На каждом шаге по времени уравнения для вихря , а з и ­

мутальной скорости и температуры япйроксямаруится монотон­

ной разностной схемой второго порядка Самарского A.A. и 
решаются методом переменных направлений. Уравнения дог функ­

ций тока решается методом Пйомайа­Рекфорда о оптимальным 
набором параметров. 

Проводится сравнение с экспераыеотальшми результатами 
по спиналу. 

Методика расчетов ориентирован^ на изучение динамики 
расплава при выращивании кристаллов различными методами.' 
Приводится пример такого расчета для метсга вонйой пяай­

* к и . 
Б и б л . 1 5 , р и с . 2 

решение, исследуется устойчивость кавдох­о стационарного 
решения. Из семи вдЙденых решений четыре оказались у с т о й ­

чивыми по отношению к рассмотренном возмещениям. 
Еиб л . 8 , р и с . 7 



УДК 5 1 8 . 6 1 / 5 3 9 . 3 7 7 

ЛССВД0ВАШ1В'В1111ЯНИЯ ГЕОМЕТРИИ КРИСТАЛЛА FIA РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 
ЖШЕРАТУРЫ И ШЩШШ НАПРЯЖЕНИЙ В ШНОКРИСТАЛЛАХ МЕ­

ДИ, ЩЩтШШ ИЗ РАСПЛАВА. Вахрамеев С . С , Засимчук И .К . , 
Фомин A.B. 

Прикладные задачи теоретической и математической физики, 
вып.3,1980. 

Численно исследуете я влияние наличия ше£кн у крис­

талла меди на распределение температурного поля и терми­

ческих напряжений. Термические напряжения определяются ' 
путем численного решения несвязной квзгистатяческой з а ­

дачи тер;,:оуарогости для осесимметричной цилиндрической 
области, занятой кристаллом. Приводятся результаты р а с ­

четов полей температур и напряжений. 
Е а б л . 5 , р и с , 5 . 

УДК 5 3 6 . 4 2 1 . ' и ­ 5 3 6 , 4 2 1 Д 

О Ж А ОБОЙДЕННОГО МЕТОДА РШШТАЛЪШХ СООТНОШЕНИЙ ДЛЯ 
МНОПИЕИМ ОДНОФАЗНЫХ ЗАДАЧ СТШНА И ЕЁ ПРИЛЕНВНИЯ. 
Григорьев С Г . , Косолапов В.Н.> Пудовкин М.А., Чугунов В.А. 

Прикладные задачи теоретической п математической физики, 
вып.З, 1980. 

Б статье предложено обобщение метода интегральных 
соотношений на многомерные однофазные задача Стефана. 
Рассматривается вычислительная схема данного метода. 

Схема иллюстрирована двумя примерами, представлякь 
l ми собой двумерные задачи типа Стефана. Первый пример ­

задача об определении температурного поля под зданием 
з зоне вечной мерзлоты. Приведены численные и приближен» 
кие решения. Второй пример ­ задача об образовании крио­

гидратного ограждения горной выработки. Получено прибли­

женное аналитическое решение. 
Библ .5 , р и с . 3 



УДК 518 .6 

ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДЩИШ ДШ КВА2 
ГО УРАВНЕНИЯ ЭЛЛИПИГЗДЖГО ТИПА. Ёлкина Н.Г. 

Прикладные вадачи теоретической ж математической ф и з и к и / 
а ы п . З , 1980 . 

Для нахождения приближенного решения задачи Дирихле 
д м квазилинейного уравнения ©ллиптичеокого типа пред­

Л г м г о я жокать приближенное решение вадачи о нвподвия­

ной *очке для некоторого оператора , к которой можно с в е с ­

ти исходную задачу с помощью функции Грина для оператора 
Лапласа . Дана методика разностной аппроксимации у р а в н е ­

н и я , расе ! отрева сходимость алгоритма, 
Еибл.4. 

Ш 636.421.4+­5Э6.42ГЛ •'• 

МЩЕНИЕ СШШ ТЕЙЙЮДЙФУЗИОННЫХ УРАВНЕНИЙ В ОВОЩЕЗЬ 
НОЙ ПОСТАНОВКЕ НА ПРИМЕРЕ ДВУМЕРНОЙ ^АДАЧИ. Иванова РЯ. 

Прикладные зад&ад Теоретической и математической физики, 
внп*3> 1980% 

Для нахождения решения Система терйодаффузиойШ* 
уравнений, описывающих кристаЛМзацию бияарйого сплина, 
используется Метод введения п а р а ш у $ * о с н о в а н и й 
на йреДйоЯо*еййё > чм о к о л е т ь объемной к р о т а л л и з а ц и в 
пролорцщойайьйа йервохлавденню ДТ * ]Ь ДТ). 
При помощи данного Метода исходная система уравнений 
параболическая по Й.Г . Петровскому сводится *с сильно пара­

болической системе, зависящей от параметра ^5; Приведен­ • 
чые результаты р а с ч е т о в , показывают сходимость п р и ^ ­ * с * * 
решения сильно параболической сиоте?Л1 Ш Обойденному р е ­

шению исходной системы. 



Приводятся подробные данные о распределении тем­

пературы, концентрации, движении и форда двухфазной 
зодо . Указанный метод применим и в случае криств л ли з а ­

ции чистого компоненте при наличии фронта кристаллиза ­

ции одами Ф о р ш . 
& б л , 3 . , р » о . 2 

УДК 5 3 6 . 4 2 I . 4 + ­ 5 3 6 . 4 2 I . I 

ЧИСЛЕННОЙ ШПЕНИЕ ЗАДАЧИ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ БИНАРНЫХ СПЛА­

ВОВ С УЧЕТОМ КИНЕТИКИ ЗАРОЖДЕНИЯ И ДИНАМИКИ РОСТА НШО­

ТАЛЛИТОВ. Авдонин H.A. , Иванова Г.Ф. 

Прикладное задачи теоретической и математической физики, 
в ы д . З , i 9 6 0 . 

Разработана методика численного решения задачи 
н а с т а л ли зации бинарного сплава в обобщенной постановке . 
Кинетика возникновения кристаллов одредехчется ~ Qe& з а ­

дания зависимости скорости образования кристаллов от п е ­

реохлавдения. При учете динамики разрастания дендритов 
принято, что кристаллиты имеют цилиндрическую фор.цу. 

Приводятся результаты численных р а с ч е ов кристалли­

зации цилиндрического образца у г л е : диетой с т а л и , о х ­

лаждаемого с поверхности. Расчетные данные содержат д е ­

тальную информацию об изменении температуры, концентра­

ции переохлаждения и структуры двухфазной области в т е ­

чение процесоа кристаллизации. 
й б л . б , р и с . 2 

УДК 517 .947 

РЕШЕНИЕ ДВУХ ЗАДАЧ ТЕШЮПРОЮЛДОСТИ ЩИ КРАЕВЫХ УСЛО­

ВИЯХ СОСРЕДОТОЧЕННОЙ ЕМКОСТИ. Буйкис А ; А . , ЩтшЩв Н.В. 

Прикладные задачи теоретической и ма!ематической физики, 
в ы п . З . 1980 . 

Методом интегрального преобразования Лапласа решены 



две начально краевые задачи теплопроводности для Пер­

вого квадранта . ^оновное уравнение : ipo чо Во одной 
переменной, на границе заданы два условия типа с о с р е ­

доточенной емкости. Решения получены в виде интегралов, 
содержащих экспоненту, интеграл вероятности , Модифици­

рованные функции Бесовля . Задачи рассмотренного тийа 
возникают в подзедаой термогйдродинамика. 

Бнбл. 7 

УДК 6181617 ,947 /530 .242 

ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗНОСТНЫХ СХШ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ 
ЗАДАЧ И СОСРЕДОТОЧЕННОЙ ТЫШОЕАйЮСТМ) В КРАЁНй УСЯШ-

ЯХ. Буйкио A.A. , Чередниченко И.И. 

Накладные задачи теоретической в ш *матичеокои ойийкй, 
в ы п . З , 1980 . 

Проводится чиилешюе апробирование разйостйых вММ 
для двух модельных задач подземной термогидфОдйнаМЮЛ, . 
в которых пласт трестируется Kaie двухтемлервтурйая ooö­

редоточенйая теплоемкость (т^ё . вЕодятся средние йо №цц 
ности пласта температуры пористой среды и фйльтруоцейай 
по пласту жидкости) . В постановке задачи учитывается 
теплообмен мевду фазами, между йластоМ й окружаййрймй tií>­

родами, а также тейлойроводность й конвекЩЯ вдоЛь Илис­

т а . Предлогаются разйостйые схемы, алпроксимируЕЕциё 
исходные задачи/ д а е т с я эйономйЗйые а л г о р и т м йх рШё-

ния и провоДйТбЯ некоторый анадШ йолу^енных pösjj&-

татов расчеТа.­

В 1 0 Л . 7 , р и с . 5 

УДК 5 1 8 . 5 1 7 . 9 4 7 

ОБОШЕНИЕ МЕТОДА ПРОГОНКИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОД­

НОСТИ С СОСРЕДОТОЧЕННО/! ЕМКОСТЬЮ В КРАЕВОМ УСЛОВИИ. 
Буйюзс A.A. 

Прикладные задача теоретической и математической физики 
вып. 3 , 1 9 8 0 . 



Вассматряваетоя задача для уравнения теплопровод­

ности в цервам к в а д р а н т е , вырожденное по однс , и з , п •: 
пространственных переменных. Заданное н а полуоси к р а е ­

вое условие содержат производную по времени, производную 
по внутренней нормали, вторую и первую производные по 
касательному направлению. Приводится разностная охема, 
агшроксимгруицая исходную задачу и обобщается к л а с с и ­

ческий метод фактрризацга д л я экономичного решения п о ­

лучающейся тазноотной з а д а ч а . 
Бйбл. 7 

УДК 5 3 2 . 5 1 6 

ОПИСАНИЕ ГАЗОДИНАШЧЕСЮЕ ТЕЧЕНИЙ В ЭПИТАШЖАЛЬНОМ 
РЕАКТОРЕ ПРИ ШЖ НАКЛОНА ПОДЛОЖКИ 4 5 ° 4 оС £ 9 0 ° . 
Кемерс В. У. 

Прикладные задачи теоретической и математической физики, 
вып.3 ,1980 

. Изучены процессы тепло ­ и массодереноса в эпитак­

симальных реакторах при выращивании монокристаллаче зках 
пленок газотранспортными методами. Получено решение г а ­

зодинамической т е п л о е : задачи ^ плоское ггряблиэднии и 
в цилиндрической системе координат . Дан анализ примени­

иэоти результатов плоского Вриблияенйй к описанию т р е х ­

рыых процессов . 
В&дп. I , р а с . 9 
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