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РАСЧЁТ ДВУХФАЗНОЙ ЗАДАЧИ СТЕФАЕА В СЛУЧАЕ ЗЖОТОлАГ

нитноя КОНЗЕКЦИК МЕТОДОМ ЗАРИЛЩОННЖ НЕРАВЕНСТВ 

Введение 

Разные аспекты процессов кристаллизации при наличии ЗМ 
воздействия на расплав рассмотрены рядом гзтороэ. Так,з ра

боте Г. I Л проведён сравнительный анализ способов элект

ромагнитного перемешивания расплава в условиях затвердева

ния непрерывного слитка, однако, рассматривается только гид

родинамическая задача в прямоугольной области, а фронт кри

сталлизации зафиксирован. 
3 работе С 2 ] анализируется воздействие терпогрг.зита

ционноп конвекции на процесс з&твердезанпя. Для уразкения 
теплопроводности учитывается коквективныГ: перенос и тепло 
кристаллизации, которое включается в коэффициент э^фекттной 
теплоёмкости. Уравнения НавьеСтокса п теплопроводности ре

шаются МКЭ. Аналогичный подход использован в работе С 3 Л , 
приводится такае а.ггоритг: построения нерегулярной конечно

разностной сетки, согласовгнквй с фронтон крпсталлнзащж на 
кавдом временном слое. Рассматривается модельная задача, 
возникающая при изучении процесса плазггеннодугового пере

плава. 



Рто. I . Модель аксяальносшйетричного ЩЕус тройства для 
крксталливадст 

4 

I  лидкая база РАДО;  твердая фаза перегретого распла

ва (й^"  струя апдкого перегретого расплава; 4  тигель 
(кристаллизатор); 5  плавильный индуктор; £  фронт кри

сталлизации. 



Задачи кристаллизации для выращивания монокристаллов 
полупроводниковых материалов рассмотрены рядом авторов, на

пример, С 4, 5 3, однако такке рассматривается воздействие 
отдельных факторов на процзссн кристаллизация при упрощаю

щих предполояениях (отсутствие конвективного переноса теп

ла и др. ) . 
Процессы непрерывного литья моделируются в Е 6 Д. Урав

нения гидродинамики и теплопроводности решаются МКР. Движе

ние в твёрдой фазе блокируется введением большого коэффици

ента вязкости. В уравнении теплопроводности учитывается кон 
вэктивный перенос тепла. Коэффициенты турбулентного переко

са моделируются с использованием уравнения для турбулентной 
энергии. Турбулентное число Прандтля полагается равны!.! 0.7. 
Задача решается в стационарной постановке. 3 работе Г 7 ] 
анализ процессов непрерывного литья проводится на основе 
одномерных моделей. 

Очевидно, что процессы, происходящие пои совместном воз 
действии тепловых и ЕМ полей на кристаллизаппю,в металлур

гических установках изучены в недостаточной мере.. Ввиду 
практической важности этих вопросов возникает необходимость 
разработки математической модели и численных методик. Учи

тывая нелинейное взаимодействие тепловых и гидродинамиче

ских полей в таких задачах, целесообразно использовать про

стые численные метода сквозного счёта (ИКР), а также метод 
установления, позволяющий получить решение по крайней мере 
на нескольких временных слоях. Использование МКЗ или нерегу 
лярных сеток в МКР С 1,2,3 Л представляется невыгодным вви

ду малоэффективноети при наличии нескольких фронтов кристал 
лизации, их слияния и др. 

I . Физическая модель 

Модель аксиальносимметричного МГЛустройства для кри

сталлизации представлена на рис. I » Гадкий металл I подаст

ся в кристаллизатор 4 сверху через' отверстие радиусом ги  3 



Затвердевший слеток выхягязается. со скорость», V» . 3 моде

ли принята еледуздке допущения. 
1) Физические дврвиэтрн полагаются постоянными в каждой 

фазе ( / , Р > С, от с.др.)^ Возможна введение зависимости^) 
в приблигении Дуссвнеска. 

2) Вязкость в зидкой базе является переменной в объёме. 
 "3) Процесс, кристаллизации происходит при одной темпера

туре плавления Тс . 
4) Теплообмен со. стенками кристаллизатора происходит по 

закону Ньютона. 
5) Зерхняя поверхность кадкой фазы  плоская. 
Тепловыми источниками являются дпоулево тепло от индук

тора 5 иперегретый яидкий металл 3. .Дляадекватного описа

нгся теплоотдачи к стенкам кристаллизатора и внешней среде 
вводятся три зоны с различными коэффициентами теплоотдачи 

зона П1здкий~метелл  стенка, затвердевший слиток  стенка, 
слитоквсздух. Теплоотдача в слиток ( г «о ) монет модели

роваться заданием температуры. Теплоотдача от верхней поверх

ности ..ПЕДКСГО металла монет быть учтена в зависимости от кон

кретного устройства условием теплоотдачи излучением, теплооб

мена по закону Ньютона или тепловой изоляции. 

; 2. Математическая модель 

Для определения поля температуре и форяй фронта кристал

лизации необходимо решить систему уравнений Гелькгольца, 
' НавьеСтокса и теплопроводности 

А А  ^ х  £&А *4*.9 ( I ) 

^ ^ ) ^ ^ ^ К ' ^ ) , А 1 / Г ) (2) 



_где безразмерные величины введены следующим способом: 
со-^СизГо1, - безразмерная частота, 

*  число Рейнолвдса, 

Ре ж Укй.  число Пекле, 

Л/з   число Альшвена, 

1) 
Ра /» ~ число Померанцева. 

|1  в твёрдой фазе, 
4  в яидкой фазе, 

» / •тт  в твёрдой фазе, 
Л = { * 

V. 4  в ЕИДКОЙ фазе, 
С;  характерный размер (м ) , 
\£  характерная скорость (м/сек), 

^ ш ^ . характерное время (сек), 

ТС* а!  характерный коэффициент температуропро

/ *• водности, • 

7—7" 
&  7  _ _   безразмерная температура, 

е , 5  температуре кристаллизации (К ) , 
. %  температура отруи перегретого расплава (К ) , 

С1} С л  удельная теплоёмкость твёрдой п стдкой 
Фаз , , д _ . 

'кгК 



' ч ; З г •  коэффициент теплопроводности твёрдой и жидкой 
фазы  Зт ч 

Граничные условия для температуры следующие: 
 при фиксированной температуре на границе: 

9в&+ » где <?„  заданная тешерг?ура; (6) 
 при заданном тепловом потоке: 

К(ш Л7п_т,] - критерий Кириичева, • 
 заданный тепловой поток; 

 при заданном теплообмене по закону Ньютона: 

еде 

где 

(8) 
где &1 в ^ 5  критерий Био, 

 коэффициент теплообмена, 

9* - температура окружающей среды; 
 при теплообмене излучением: 

" ' ^ " я ^ " ^ " врятерив Старка, 
б  коэффициент зачернения, 

V  постоянная СтефанаБольцмана. 
Для отображения картины' течения взодится функция тока 

> (Ю) 
которая находится решением уравнения: 

г г £ + Т Э А = ГА!  V 
где ¿7 в ?Уг _ дУц  ротор снооости. 



Введём деление границ Г на подобласти: 

%-{(г,г)1 г~*, ге&2< Щ} 

Г7&/ (г,г)/гшо, о* г* г„у . 

Граничные условия для всех физических поле", кроме иаг

Еитного, сведены з табл. I . Граничные условия задаются на 
границе П ( £=1, 7 ) , однако часть из кии дохгка 
выпатняться на.границе Г» (граничные условия прилипания и 

Др.) . ' V " . ^ Ё ^ ^ Ш в Ш ^ ^ / Ш ^ ' ^ 
Чтобы задать необходлше условия на границе /7 , ис

пользуется искусственный приём увеличения (га 3С порядков} 
коэффициентов переноса в твёрдой фаре, что обеспечивает 
"диффузию граничных условий1' от П к С . Так, при больпих 
коэффициентах вязкости скорости в тзёрдой фазе малы и гра

ничные условия прилипания на' /? даот тот ке эффект, что 
и граничные условия прилипания на /» . Прямая ке аппрокси

мация граничных услувгй на £ сильно услаткяет задачу, ес

ли учесть, что /? определяется в процессе счёта. 
На границе додано такие выполняться условие Стсфа

на: т •••:; V./ • / - . ' ¡ 1 , \* 
Я* Г 7 * 7 7 5 + / « 0 , (12) 

(  . предел функций Ф на Ч со стороны лидкой 
фазы, 



Таблица I . Граничкме услошя для полей V , р , Ф и 0 . 

Ч > \ Гпаьи-
ца 

Поле 
4 h • Го г3 Г 4 r 6 

v r 0 0 0 с? 0 0 

Var 0 0 V, V. V, 

Р in Re Tļ? tr» ° щ 
Щ Tin u 

2, л 2. 0 

В- i 
•un K , i 



{Щ- - предел функции ^ ка /7 со стороны твёр

дой фазы, 
ЗС*)*!"  функция, описывающая положение грани

ц ы , обратная функция х » Ь С^)3 

I•х![г,-ъ)^ безразмерное тепло кристаллизации, 
С  тепло кристаллизации^ Щ ч 

Для решения задач с неизвестной границей хороио себя за

рекомендовал метод вариационных неравенств £ 8 Д. Для прео . 
деления трудностей, связанных с разрывностью градиентов тем

пературы на неизвестной границе,задача решается в переменных 
индекса замерзания Кремона Г 9 Л: 

" (*, *) « !УВ(Х3Т) с(т. (13) 
При такой замене переменных уравнение теплопроводности 

преобразуется к следующей форме: 

#4) 
где 

/ I , если х * & 4 (*) , 
' С 2, если х& 
. { I , если хб Р* (о), 

Jw^ I 2, если Х& Р^Со), 
$(о]  начальное распределение температуры. 

Граничные услсз:.я преобразовываются соответственно (13) 
и (6)  ( 8 ) . 

Первого рода: 

« ДЧ 4-Г} ( К ) 

второго рода: 

/V , ' (16) 



третьего рода 

в; 

3. Численные охемы 

Уравнения (2)  (5) и ( I I ) решаются методом конечных 
разностей, ( I )  методом конечных элементов С Ю Л . Для ИКР 
вводится прямоугольная сетка, делящая область 7>4 иР± на 
ячейки. Определение узловых значений на ячейке представлено 
на рпс. 2. 

Гидродинамические уравнения (2)  (4) решаются по неяв

кой схеме 5 I M P L E на шахматной сетке С I I Л,: 

 & ¿? 7PV НГ ¿ 8 ) 

(19) 

 7 ¿ / > * (20) 

ШШ ШММ§ (21) 

V  у 

где V - шаг по времени, 
&  значение функции на п том временном слое, 
Ф  промежуточное эначение функции ^ . 

Уравнение теплопроводност:! решается совместно с ; равне

ниями движения по неявной схеме: 

где #  значение температуры на л? том временном слое. 
Уравнения (18) и (22) решаются методом релаксации: 

ЩЯ   < ? W  £ Л 7 1 V f V Alf, (23> 



Рис 2. Определение неизвестных на конечноразностной сетке 

а н р 

1,К 

6 — * — 

• - р, * 
О  у, 

У - Ъ 

где у>  значение функция т на Л* 1 / м временном слое 
~ •• _ м в / п той ьтерацЕИ, 

ф  промежуточное значение функции 
ф в Л? —той птерацп?:. 

Использование значения V '"для конвективного переноса 
индекса замерзания и несколько противоречит условием по

стоянства 7" (прп таком предположении н получено уравнение 
(14), однако предполагается, что рпчбне невелика. На нал 



взгляд использование значения V приводит к болеефн

зичному алгоритму решения, поскольку в таком случае в тече

ние всего временного слоя Т* конвективный перенос сохраня

ется с предыдущего временного слоя, что приводит к наличию 
конвективного переноса в твёрдой fase (в случае замерзания), 
или отсутствию в жидко!! С в случае плавления). Использование 
же vm согласует зону конвективного перенося с жидкой фавой, 
правда, на оонове промежуточных скороотей V * . В дальней

шем при необходимости возможно уточнение этого приближения. 
При достижении сходимости уравнений (23) и (24) производят

ся коррекция полей 7 и р согласно (20) и (21) а рассчи

тывается функция тока по ( I I ) . Разностные аналоги уравнений 
(23) , (24 ) , (19) , ( И ) имеют вид: 

^)}/№* t*/<}3+il> (25) 



Vr"* ! » - T/h (fŗ^jt - fpU), 

где 

¿ « Г/2.4 ¿ 



Рис. 3. Определение коэффициентов переноса: 
а! для , 
б) тля V, 
в) для р , • 
г) для у "., 

I—г— 

г 
I А 
! 

А 

А ' А 
V, 

» 
I 
I 

I »~1 
I * * I 

-А • А 
1с 

1.К 
-А 

I 

А * " А*' 

А * ' 

А * ' 

б) 
1—~Г~\ 1 7* 

I жми 
« * л 



Критерий сходимости выбран следующий: 

тля (Ь-, £„ ) «С t L j (33) 

* f < (34) 

где 

« C r « 

g I V,., - / 

(35) 



« ' А» ~ <</»<» / 

¿4, € л , £ , =10 + Ю~° • заданная точность для функций 

Списанная методика была опробована на решении модельной 
задачи, качественно моделирующей процесс плавленая прямого 
цилиндра квадратного сечения в поде однофазного индуктора» 
Все стенки теплоизолированные.кроме верхней, на которой ве

даны граничные условия теплоотвода со закону Ньютона ( 6 ) 
о параметрам!!  А/ « I , 0 # =1. Остальные параметра следую

щие: С* ш1, Л* р1 (т. е.»косффидиевтн теплоемкости а тепло» 
проводное ТЕ в твёрдой я жидкой фазе предполагаются одинаковы* 
ми), 1 =1, Ро =2, Й*. =50. Полученные температурные поля 
на 6ти временных слоях представлены на рис. 4. Гид родин аш

4. Некоторые результаты расчётов 



 3.9 » 

Рис. 4. Распределение температура и расположение фронта 
кристаллизации, а) Ре =0,<Г) Ре. =50, 1^Ре=1СС. 



Ряс. Л. 1родслженис. 



ческне поля не приведены, поскольку последние представляют 
два тороидальных вихря, характерных для однофазного индук

тора, деформированные границей твердой фазы. 
Температурные поля представлены для значений числа Пек

ле  0 (под этим понимается отсутствие конвективного перено

са в жидкой фаао), 50 и 100 По полученным температурным по

лям можно сделать следующие вывода. 
1) При отсутствии конвективного переноса тепла махоимум 

температуры достигается на боковой поверхности дилшщра в 
зоне максимального тепловыделения и линейно загасит от вре

мени (рис. 4* а ) . 
2) При наличии конвективного переноса тепла максимум 

температуры достигается на некотором удалении от стенки 
(си. рис. 4.6, в ) , * =3$ Зто объясняется поступлением хо

лодного металла в зону максимума тепловыделения,  При полном 
раоплавленип максиму?.: находится на боковой поверхности ци

линдра, однако изотермы имеют более изогнутую форму, обу

словленную конвективным переносом (рис. 4. <" «>6$.Перзот

ройка от одного режима к другому характеризуется весьма 
сложным температурным полем (рпо. 4.6, в £ =3,41^. 

3) Увеличение роли конвективного переноса приводит к 
более быстрому плавлению и передвижению фронта кристалли. 
зацпн. 

Отметим, что ввиду сложного взаимодействия механизмов 
теплопереноса в процессах кристаллизации целесообразно рас

сматривать ряд интегральных величин, облегчающих анаша: 
1) количество тепла, отводимого черев граниту'области 

п. . 
2) количество тепла, идущее на нагрев в жидкой и твёр

дой фазе, 
3) количество тепла, идущее на плавление, 
4) количество выделенного в обдаоти тепла, 
Расчбт 10ти временных слоев при ^ " Ю на сетке 

21x21 занимает ЗЗЫ №1022 *•* I час при объёме памяти 
100 килобайт. 
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О РШЕНИИ ОДНОЙ ЗАДАЧИ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ 

В работе ¿6] исследовалась ЫГДнеустойчивость свобод

ной поверхности зажатой капли магнитной аидкости с помо

чь» численного эксперимента. Изменение свободной поверхно

сти определялось, используя лагранжевые частицы  "маркеры" 
скорости передвижения которых вычислялись в фиксированных 
моментах времени. Это давало возможность моделировать пе

редвижение границы в целом. 
В данной работе рассматривается та же задача, однако 

развитие свободной границы вычисляется в эйлеровых пере

менных . Налагаются ограничения на форму капли  граница 
должна быть представлена 8 любой момент времени t как 
функция %м ч(*^) , где 1  полярный радиус, /  поляр

ный угол, 
Мы будем использовать безразмерную систему уравнений, 

данную в работе [& ] , только сначала выведем условия пере

двикения границы'. Вывод аналогичен выводу условий на сво

бодной поверхности грунтовых вод [ь]. 
Предположим, что на свободной границе некоторая фун

кция О для всех моментов времени t . Тогда 
полная производная по вреиенн %£жО • Это означает: 



Учтем, что ^ = тЗ^  скорость движения частиц в 

направлении т , ^ « ^ т ! ^ , ^  скорость в перпендику

лярном к 1 направлении. Скорости гУ*, ч£ можно выразить 
через т9п и г?г  скорости в направлении внешней нормали 
и касательной (в направлении погасительного обхода контура) 

Здесь Ч - *  представлетие свободной границы в 
рассматриваемом моменте времени, 7^ * ^4 . Положим 

После этого вместо Т будем писать г и будем 
понимать как функцию от У и г*. Уравнение (3) пере

гг. лем в виде: 

Окончательно: 

(4) 

Теперь запишем систему уравнений в безразмерном виде, 
моделирующую развитие гидродинамических неустойчивостей 
капель в приближении Дарен, при условии, что граница облас

ти может быть задана как 

•* Г / *ГГ(#) (5) 



Здесь р*рЦр,*11), К - кривизна, Зт  магнитное 
число Бонда, характеризующее соотношение магнитных и ка

пиллрных сил. ) Л  толщина*слоя. Более 
подробно о параметрах см. в [ б } . 

Остановимся кратко на особенностей сформулирован 
ной задачи ( I ) . Эта так называемая задача со свободной 
границей. Важно отметить, что в этой задаче вся граница 
свободна (то есть неизвестна). Если не интересоваться ди

намикой процесса, описываемой задачей ( 5 )  ( 7 ) , а только 
стационарным состоянием, то можно поставить следующую за т 

Г Г
 хзгг УМ 4 

^к!^0'™^*"""6*' &  граница 
Так как решением задачи Неймана для уравнения Лапла

са является:.сс:-1з.^--ьпия постоянная, то отсюда следует, 
что р1^* С , где С - неизвестная постоянная. Таким 
образом с этого комзнта информация о том, что р является 
решением уравнения Лапласа, полностью использована. Тогда' 
стационарную задачу можно сформулировать в следующем ви

де. Найти контур 5% который ограничивает область раз

мера го** О* , на котором функционал 

принимает постоянные значения. 
Однако не понятно, как в общем случае из таких уело. 

вий можно нейти две функции ХЬ), У(&) » задающие кон

тур ,5* . В случае, когда границу можно предста

вить в виде функции полярного угла %*ы*е,4) , тогда в 
принципе можем получить интегродифференциальное уравне

ние для определения функции ?). Но и здесь возникают 
трудности в связи с тем, что дополнительные условия ~пец*



ального вида. Одно из ник  требование на величину площа

ДИ . *Г 

второе  К(*)90 . . 
Если рассматрчвать самый простейший случай, когда 

значение параметра 5 т при штеграле равняется 0, то вид

но, что условие хО?)р О заставляет отбросить решения, ко

торые другим требованиям, отвечает. В качестве примера 

фЧгчжЪ, М * * * ; С . неизвестная постоянная. 

Как легко видеть, ураянение Ляг *  ?«Ь £ . удовлетво

ряет, например, г  с о * у и Однако здесь не 
выполняется условие г(*)*0 для ¥*Го,х9у. Един

ственным решением данной задачи является х(Ч!>~ соп$£ 
и эта постоянная равна ^ н ? » 

Несмотря ка то, что мы сумели "избавиться" от времени 
в,задаче ( 5 )  ( 7 ) , для полученных аадач необходимо строить 
итерационный процесс так, чтобы начальное приближение удов

летворяло дополнительным условиям. Это фактически соответ

ствует введшие аналога времени. Возможно, что как им¿0 об

разом можно построить такой процесс установления, .в резуль

тате которого получим решение поставленной задачи,Ык,однако, 
будем использовать процесс установления, который заложен в 
модели ( 5 )  ( 7 ) . Систему вида ( 5 ) 4 7 ) естественно решать сле

дующим образом. В моменте времени ? в , при котором извес

тен вид границы  Х(Ъ Ь) , определяем 
нормальную производную от решения соответствующей задача 
Дирихле для уравнений Лапласа на границе области. Далее, 
используя уравнение ( 7 ) , вычисляем новое положение границы 
в моменте времени £ * Г . Понятно, что основная слож



..ость при таком решении заключается в определении • 
Для его нахождения можно использовать метод граничных ин

тегральных уравнений. Однако здесь возможны различные ва

рианты: 
1) можно использовать интегральное представление ре

шения уравнения Лапласа р на границе области. 

Для определения тогда имеем интегральное 
урашенив первого рода с логарифмической особенностью. 

В [4] показано, что наличие логарифмической особен

ности дает всзмгкность резать полученное интегральное 
уравнение 1го рода,не применяя специальных методов ре

гуляризации. Нами было проверено, можно ли этот подход 
использовать при решении рассматриваемой задачи. Оказа

лось, что в тех случаях, когда *ш имеем точные граничные 
условия, контур достаточно гладкий, можно опре

делить, с точностью 0,51,0)5 при числе точек на границе 
4030. Однако рассматриваемая, задача сложна и тем, что 
граничные условия всегда вычисляем с определенной ошиб

кой (граничные значения зависят от свойств контура, кото

рый мы задаем с помощью кубических сплайнов). Оказывается, 
если в граничных условиях допустить погрешность, то 

точность результатов резко ухудшается. Это подтверждает 
следующий факт. Если искать в случае задачи 
Дирихле для единичного круга, когда ва границе р*4 — 
( т . е . равно кривизне), то вместо ^ » 0 мы полу

чили величины порядка Ю"^, 10""̂ . Но когда на границе за

даем кривизну, вычисленную с помощью сплайновых коэффици

ентов, точность падает до Ю~*. Таким образом,здесь на

блюдаем эффект того, что необходимо решать интегральное 
уравнение первого рода. Можно сделать вывод, что рассмат

ривавши подход неприемлем для решения задач с неточны

ми граничными условиями (если не использовать методы ре

гуляризации), а также и задач,подобных рассматриваемой. 
2) Следующий подход может быть основан на определе

нии гармонически сопряженной функции. В работе [?] дано 



необходимое и достаточное условие того, чтобы комплексяо

значная функция р+ с<^ , заданная на границе £ об

ласти О > была бы граничным значением аналитической в 6 
функции, обращающейся в бесконечности в нуль. Это условие 
можно написать после отделения шимой и вещественной части, 
в следующем виде: 

тором 1х-к,,^-у») и янутрзкней нормалью в точке (х,у),с/з — 
элемент дуги. 3 работе [87 используются аналогичные соот

ношения для определения нормально" или касательной произ

водной гармонической функции. 
Можно показать, что выполнение одного соотношения 

влечет за собой выполнение другого интегрального соотноше

ния. Но тогда эти соотношения можно использовать как ин

тегральные уравнения для определения значений, на границе 
мнимой (вещественной) части аналитической в (3 функции, 
если известна на ^ значения вещественной (мнимой) час

ти аналитической функции. Надо отметить, что интеграль

ные уравнения (8)(9)второго рода, но в правой части не

обходимо вычислять интеграл, который существует только 
в смысле главного значения Коши. 
Указанная система '.(7ч(8) может быть непосредственно свя

зана с рассматриваемой задачей ( 5 )  ( 7 ) , так как после на

хождения гармонически сопряженной функции О , можем 
найти из соотношения: 

и » 
где V  направление касательной в положительном направ

лении обхода контура. 
Используя этот подход, были проведены расчеты для рас

сматриваемой задачи. Используя ( 9 ) , определялись гранич



н^е значения функции , потом была построена онлай

новая интерполяция, используя которую, находилась каса

тельная произчодная функция £ на границе области. 
Сначала было получено решение задачи ( I ) при отсутствии 
магнитного поля (Вт*О ) . Полученные результаты анало

гичны результатам,данным в [6]. Однако при учете магнит

ного поля (&тФО) правильных результатов поручить не 
удалось. Бакно отметить, что в первые 4050 временных 
цагов изменение контура (вначале задавался эллипс) про

исходило в соответствии с результатами в [6], но потом 
началась "болтанка" отдельных, узловых точек контура. При

чем, просто увеличивая число узлов на контуре, ситуации 
спасти нельзя. Это связано с тем, что в некоторых местах 
изменение искомой функции от одного узла до другого мень

ше точности вычислений. Поэтому, для получения достовер

ных результатов необходимо особое внимание уделить опе

рации численного дифференцирования. 
И в том случае, если производную аппроксиморовать с пер* 
вым порядком, используя разделенные разности, возникают 
эффекты, несоответствующие физическому процессу. 

3) Еще одна возможность реализирована в [ б ] . В 
этом случае также используют гармонически сопряженную функ 
цию. Вместо задачи Дирихле для самой функции р , ищут 
решение задачи Неймана для гармонически сопряженной фун

кции ^ в ввде потенциала простого слоя ( на гра

нице находим как ^ ) . Для определения функции плот

ности тогда получим интегральное уравнение Фредгольма 
2го рода. Если функция плотности найдена, тогда можно 
найти и производные потенциала простого слоя, например, 

^ , что дает и | ^ . Этот подход хорош тем, что 
дифференцирование происходит на уровне аналитических фор

мул и приближенно найденную функцию плотности при вычисле

нии скоростей передвижения границы необходимо интегриро

вать^ШкШтШяввШ!^^4'' ' 



Теперь изложим алгоритмы решения задачи. Учитывая 
третий вариант решения, задачу можно переписать в следу

ющем виде: 
лг 

Опишем численный метод решения задачи. Контур в фик

сированных моментах времени ф задается с помощь» куби

ческих сплайнов, построенных по значениям <U.i/),f(*. ¿y) 
в узловых точках з» •••,*/, Здесь использу

ется параметрическое представление t*x(A,t),**+(t,t) 
для того, чтобы можно было управлять расстояниями между 
узловыми точками контура (l(*<,tj,y(it;t)). А именно, во 
время счета узловые точки контура перемещается по конту

ру из тех соображений, чтобы расстояния между ними по 
дуге контура быль примерно одинаковы. Метод выравнивания 
точек следующий. Сначала вычисляются длимы дуг /,• с 
узловой точки Itís^H.YíSf.tj) до узловой точкиМ/^т, ;^ . 
Потом строится сплайн овал интерполяция функции &(f) по 
известным значениям (f,-t з,) . После этого можно вычис

лять значения параметра $ i < * » 4 V ; ы, д м которых 
расстояния по дуга контура между кон « узловыми точками 

будут одинаковым*. Когда вычислены и сами 



 н а 

значения XfSf.t), W$,tJ, тогда строятся еще раз сплайно

вые аппроксмацин для того, чтобы значения ?#î>#, vfâ.fj 
соответствовали "старел" узловым точкам параметра s,-. 

Метод решения интегрального уравнения в моменты вре

мени такой же,как в Ï O есть, решение 
•ищется в виде 

{*<*i*î:t<ikc')t (15) 

fi  значения функции fi в узловых точках s,- ^ 

Систему алгебраических уравнений для определения 
< " • ••.а/ получаем методом ортогоналиэацкя не

вязки. При этом учитывается, что 
у го, ?««• *„ , 

В итоге система алгебраических уравнений для Д 
приникает вид: 

где /Ц*Л*+4Ь 



Функции р($с*1) вычисляются по следующей формуле: 

формула получека, один раз проинтогрируя по •£ в 
двойном интеграле ( I I ) и учитывая, что 

Оставшийся интеграл по °^ в (19) вычисляется, ис

пользуя квадратурную формулу Сиапсона. 
Посла вычисления плотности потенциала простого слоя, 

вычисляется интеграл (14) с помощ \ формулы трапеции 



+  ~ / " / # ?/с о 6 Г ц  ц;  »/» *», <• # У у #  Ну) 

.( -/,2, •,А/-1 , -

Теперь вычисляем положение границы для следующего 
момента времени 

^бЙ/? 5:*^?^^У/^^Й . (22) 
Таким образом,совершен один шаг по времени. Отметим, 

что выравнивание угловых точек контура можно проделать не 
на каждом временном слое, а через определенное число вре

менных шагоЕ5, 10 и более. Наиболее эффективно будет 
кспольэозано машинное время ЭВМ, если выравнивание точек 
будет производиться по критерию неравномерности расстояний, 
например, если отношение между минимальной дугой и макси

мальной меньше определенного значения. 

анализ результатов расчета 

Первая цель, как выше было отмечено, проверит точ

ность результатов,данных в [ б ] . В этой работе расчеты про

водились в координатах Лагранка, хотя это только условно, 
так как там тоже необходимо было выравнивать точки. Поэто

му частицы,за которыми следили,, со временем менялись. В 
рассматриваемом случае расчеты проводятся в переменных 
Эйлера. . • 

Проведенные расчеты даЛ воз» жность сделать следу

щие выводы. 
I . Построенный метод работает и дает результаты, ко

торые практически совпадают с ранее полученными в [б] 
при определенных ограничениях на область (нужно рассматри

вать такие значения параметров, при.которых область не 



. слишком растягивается). 
2. При расчетах с высокой точностью сохранилась пло

щадь области. За 1200 временных шагов величгаа площади из

менилась в пределах 0,5/5. 
3. Удалось установить, что существует критическое 

значение параметров, при которых контур начинает изгибаться. 
При соотношении критическоезначение парамет

ра Зт около IS. Однако получить стационарное решение на 
исгиб капли не удалось,так как начиная с некоторого момен

та времени контур нельзя было задавать как функцию 
то есть, в некоторых точках ^  * «° и счет прекра

тился. 
4. Гантелеобразная форма в стационарном режиме полу

чена не только исходя из эллипса, но и из области, грани

ца которой представляется в веде ?• /*• tс<нз*', 
где £>о  численный параметр. Таким образом,можно гово

рить о некоторой устойчивости гантелеобразной формы отно

' сительно начального состояния контура. Слово "некоторое" 
надо понимать в таком сшеле, что эта устойчивость не бу

дет проявляться при любых начальных состояниях и любых зна

чениях параметров. 
Автор сердечно благодарит Цеберса А.О. за руководство" 

работой", а также Буйкиса A.A. за помощь при подготовке статьи. 
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КОНЕЧНОРАЗНОСТНЫЙ РАСЧЕТ МАГНИТНОГО ПОЛЯ ТОКОВ, 
ПЕРЕСЕКАЮЩИХ ГРАНИЦУ РАЗДЕЛА ОДНОРОДНЫХ ПРОВОДНИКОВ 

При численном исследовании металлургических МГДуст

ройств  индукционных печей с холодным тиглем (ИПХТ) Г I ] , 
вакуумных дуговых печей (ВДП) С 2 2 , руднотермических печей 
(РТП), устройств электрошлакового переплава (УЭ1Ш) и др. 

возникает необходимость расчёта электромагнитного поля по

стоянных ты переменных токов, пересекающих границу контак

та проводников с различной электропровотяостыо  расплава 
и тигля в ШГХТ (в том числе при наличии переходкого элект

рического сопротивления), электрода и расплава в ВДП, РТП 
к УЭШ. 

В настоящей работе предлагается конечноразностная ме

тодика расчёта на в :лярной сетке магнитной индукции в гори

зонтальном сечении ШГХТ. Разностные схемы для расчёта моде

лей меридионального сечения ВДП, РТП, УЭШ и др. строятся 
аналогично на прямоугольной сетке (пример расчёта для РТП 
приведён в параграфе 4 ) , 



I . Постановка задачи 

Математическая модель горизонтального сечения ИПХТ 
(рис. I ) подробно описана в С I 1. 

Комплексная амплитуда аксиальной составляющей магнитной 
индукции вихревых токов радиального и азимутального ваправ

ленЕп находится из следующего безразмерного уравнения, за

писанного в векторной форме 

rot го t SV icbê~ О, ( I ) 

где со » syua tor£~  безразмерная частота соответствую

щей области с постоянной электропроводностью б', Т~„ -

внутренний радиус тигля, w  круговая частота возбуждаю

щего тока. ... • 
lia границе контакта расплава ( р ) и тигля ( Г ) ста

вится условие непрерывности нормальных составляющих плотно

сти тока 

и разрыва тангенциальных составляющих плотности тока 

при наличии переходного электрического сопротивления # п 

условие (3) заменяется следующим 

где R^Rn/jU^r^. 
На границе канала ( *С ) для охлаждения и тигля также 

используются условия ( 2 ) , ( 3 ) , при атом канал моделируется 
зоной с малой проводимостью  c5 K «wJ r . 

Условия (2 )  (4 ) в терминах магнитной индукции могут быть 
записаны с учётом соотношения 



Рис. Т , Модель горизонтального сечения ШУТ: Т - расплав; 2 - векпдя тигля; 3 - изоля-
pyw.'! npoi:o}tvTOK между секциями тигля; 4 - канал охлаждения тигля; 5 - кон-1 

такткая зона расплода и Т Р Г Л Я ; 6V- чока отнятия раеллг-чп от тигля'. 

• Рис. 2. Полярнря конечко-рнсиостная ссткл. 



(характерные величины индукции и0, плотности J0 и насти

ла 1д тока связаны формулами  80*ЧЦоГс ; уя10/Г'а ), 

2, лонечноразностная схема 

Для построения разностного аналога уравнения ( I ) с учё

том условий ( 2 ) , (3) на исследуемую областг (рис. I ) накла

дывается неоднородная конечноразностная сетка, согласован

ная с границами подобластей Г , так что границы Г прохо

дят через узловые точки сетки. Как показано на рис. 2, в об

щем случае границы подобластей Г разделяют ячейку конечно

разностной сетки , ограниченную контуром '1*к,т » н а 

восемь подаячеек ^ т > З к т , - , ' в каждой из кото

рых безразмерные частоты Л»>А:»•• состоянии. 
Интегральная форма уравнения ( I ) с учётом (5) применяет

ся для каядой подъячейки 3^т , ограниченной контуром 
/7=1,2, . . . , 8 (для контуров принято направление против ча

совой стрелки): 

где £ й  плоишь подъячейки $к,т> &к,т  значение з о н 

альной составляющей индукции магнитного поля в узловой точ

ке ( Кут )  при интегрировании магнитная индукция в пре

делах ячейки 5^/4 считается постоянной. 
После сложения уравнений (6) для всех восьми подъячеек 

$х)П} и интегрирования по границе Ьк>т ячейки по

лучается следующее выражение (для упрощения записи подьячей

ке с номером I и её параметрам присвоен также номер 9 ) : 
8 **(. -.ой ;<М>ч /кг 1Г \ 



где Лц,  шаги сетки (рио. 2 ) . 
Изза граничных условий (3) первая сумма в (7) обраща

ется в нуль. Используя соотношения связи ( 5 ) , аппроксимируя 
их центральными разностями относительно промежуточных точек 
сетки 

А ~ *  г д Г \ ^ 3
 ( 6 ) 

Л и ц Я г Ц ^ ; ~ 

я выражая значение магнитной индукции в центральной точке 
< ) , получаем разностное уравнение относительно 

Коэффициенты ^к/щу-> ^^*г> и ^ > 4 в уравнении (9) 
находятся по формулам 

г » гео г& с&> г « ) § 



- « -

3. Учёт переходного электрического сопротивления 

При отличном от нуля переходном сопротивлении (для опре

делённости будем рассматривать границу 105 (рис. 2) } ко

нечноразностная схема ( 9 ) , (10) несколько модифицируется. 
В выражении (7)' из первой сушы будут отличными от нуля сла

гаемые с номерами П»4,8: 

о  . 5" 

Подынтегральные выражения в ( I I ) преобразуются в соответст

вии с граничным условием (4) и аппроксимируются на сетке 

а коэффициенты и^т)и^м я ^к,*щ *  (9 ) заменяются на 
следующие: . • 

& й .,д> ?г<*> 

Ы г** Ъ % ^ г*> л г& '\ $ Ш* <13) 



г *3 

4. Комплекс программ к примеры расчётов 

Конечноразноотные схемы сквозного счёта ( 9 ) , (10) ЕЛЕ 
( 9 ) , (10), (13) решаются методом итераций о применением релак

сации (при значительном соотношении электропроводн'ост.;й его , 
находящихся в контакте" /Сл^/сЬ^ ч 10*100^ используется нинняя 
релаксация). Методика^рвализована на ЭЗМ ЁСЮЗЗ % '*;7Дё"нро

граммы "ССМ" наялкке 50РТг."ЧГ являющееся составной частью 
комплекса программ для численного моделирования электромаг

нитных, гидродинамических и тепловых.процеосов в ИПХТ. 
Схема,аналогичная представленной в статье, для расчётов 

осасимметричных объектов (ВДП, РТП, УЭШ) с кокдукционным 
подводой энергии (математичеокая модель, предложенная в С 3 Д, 
обобщена на случай погруженного электрода) реализована .и.! Э31 
^1033.впиде~п^ ФОРТРАН, дополня

ющая ранее разработанный комплекс программ С 4 ] для числен

ного моделирования электромагнитных, гидродинамических и теп

ловых полей в электропечах о индукционным подводом энергии. 
По программам ССМ и гж проводились раочёты' в следующем 

диапазоне безразмерных частот и соотношений электропроводно

стей: 5'10 . Раочет одного варианта на 
оетке с 1500 узловыми точками в зависимости от выбранной точ

ности требует 0,5*1 час машинного времени ЭВМ ЕС1033 (на 
~ 2/3 границы области заданы условия второго рода). 

На рис. 3 показана линии плотности электрического тока, 
полученные с помощью комплекса программ для вывода линии 
уровня на АЦПУ.ЭВМ. 

Карие. 3а, б предотавлено горизонтальное 'сечение ШТАТ, 
соответствующее по углозым размерам (?^2=3°У полтине "ее? 
холодного тигля. Безразмерные частоты для тигля ( Г > I ) и 
расплава ( Г < I ) : СОГ«Х250, еС^50. Переходное электри

ческое сопротивление на границе контакта "расплав""холод

ный тигель'1 на рис. 3а  £„ «О, нп рис. Зб  ^„^Ю"5 

Ои*гГ. Картины линий плотности тока построены с патом 0,1 





(максимум соответствует ЛЕНИВ С номером I и равен единице) 
в момент времени 

^-ф-глО/с*, *~<*±Ь**,...> ( 1 4 ) 

где сдвиг фаз 

(верхним индексом "О" помечена комплексная амплитуда плотно

сти тока, тс  количество секций холодного тигля). 
На рис. 3в показано меридиональное сечение РТП. Безраз

мерные частоты расплава и электрода: СОр =0,00267 ; 0О9 = 
4,45. Линии построены с шагом 0,03333 (максимум соответству

ет линии с номером I и равен 0,333). 
Плотности токов на границе раздела областей с различны

ми электропроводностями, полученные численным дифференциро

ванием разностного решения, обеспешваот выполнение условий 
( 3 ) , (4) с точностью не хуке 1%. 
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ В ЩШЩДРИЧБСКШ V 
КОЕДУКЦИСННОМ МГДНАСОСЕ 

Введение 

В настоящее время исследованию структур МГДполей в ма

тематический моделях хондукцвонного центробежного насоса 
(КПД) (об устройстве и принципах действия КЦН см. £ I , 2 ] ) 
посвящено большое количество работ (см., например, С 3, 4, 
5, 6 ] ) . Однако все предложенные математические модели КЦН 
построены в плоскости ( г , 2 ) , тем самым исключая возмож

ность исследования эффектов, связанных о несимметричностью 
наложенного магнитного поля, расположения тскопроводящих 
электродов и отверстий для жидкости. Поскольку построение 
и исследование трёхмерных математических моделей затрудне

но изза высоких требований х 'исЪольэовакным в расчетах ЭВМ7 
то представляет интерес построение и исследование двухмер

ной математической модели КЦН в плоскости ( г , ос ) (пло

скость основного азимутального вращения, обеспечивающего 
центробежный режим работа насоса). 

1 1 Научный руководитель работы канд.физ.мат.наук 
, доц. Яхович А.Т. 



I . Несимметричная математическая модель КЦН 

Уравнения, описывающие гидродинамические и электромаг

нитные процессы в активной зове насоса (рис. I ) , имеют вид: 

о//уВ*0 

<1ы£я0 Г 

(у V) V =  4 чгайр + V д V +  Ь 

где ^ = 4 , б ^ С О Г ^ , $= СОП5Т , У = СОПв! (иссле

дуемые течения, как правило, являются турбулентными, в дан

ной работе турбулентность гаоделируется введением постоян

ной по объёму эффективной турбулентной вязкости). 
Исключив из неизвестных с } и преобразив уравнения 

к безразмерному виду, получаем систему: 

{э*-Щга(1рВ-(Ъ*$)хВ) а ) 

где Ре = *°уа  эффективное число Рейнольдов, 

М _ бВоГд 
IV • _р\/0 " параметр МГДвэаимодействия, а Г0 (ра

диус ячейки), \/0 (максимальное значение азимугалькой с 

ставляющей скорости), Во (максимальная величина наложен
ного магнитного поля, р0=$Уо у^о'^оВоявляются ха

рактерными величинами. 



Эта система решается (используется цилиндрическая си

стема координат) в сечении ( г, ос ) . Насчёт распределения 
У,р,0^,8 по 2 делаются следующие предположения: 

1) ^и" 5г * ^ (ввиду малости Н ). 
2) Турбулентное трение жидкости о горизонтальные стен

ки определяется выражениями: 

т. е., предполагается параболическое распределение составляю

щих скорости по высоте. Зд<.сь Ь$ - эффективная высота ак

тивной зоны, в общем случае зависящая от Г и а . В данной 
работе используется допущение Н*ШС0П$1.' 

3) 6 я Во » 1ДдВо"В0('ж>С<)3,2  внешнее магнитное* 
поле, т,е.,пренебрегаетоя магнитное поле, создаваемое то

ками, протекающими в жидкости. 
В цилиндрических координатах, с учётом вдаёуказанных 

предположений система ( I ) имеет вид: 

(2) 



ВИЯ 

2. Методика расчета математической модели 

Для расчёта математической модели КЦН используется ме

тод конечных разностей (МКР). Гидродинамическая часть си

стемы (2) решается методом SNA С и стационарное решение 
всей системы (2) находится методом установления. 

и решается в области Г^Г *< // , 0 $ (Х^ТТ (рис. I ) . 
Граничные условия в случае режима с транзитным потоком для 
составляющих скорости следующие: 

Ч*| г = 0 . О) 

(условие (3) моделирует втекание в активную аоку насоса не

закрученного металла, условие (4)  поворот движения жидко

сти в отводящей трубе в аксиальном направлении). 
Для давления: , 1 „ 

Р|г7=Р< <*> 

Р/гз = Яа, (8) 
где р, и р а значения давления на входе I и выходе 2 (рис.1) 
соответственно. 

В случае режима без транзитного потока давление фикси

руется в одной точке расчетной области. 
Граничные условия для потенциала следующие: 

где Ср^ я <р2 значения потенциала на входе I и выходе 2 
(рис I ) соответственно. 

В случае режима без транзитного потока граничные уело



Рис. I . Несимметричная математическая модель активной зоны 
кондукционного МГДкасоса центробежного типа. 
1  центральный электрод (отверстие): 
2  периферийный электрод (отверстие); 
¡7- часть границы двухмерной области, соответствую
— щая центральному электроду; 
| 3  часть границы двухмерной области, соответствув
_ щая периферийному электроду; 
1о- остальная часть границы двухмерной области. 



—* !̂  + ^ / 
Первый этап вычисления поля скорости V на П +1 

временном слое по известному полю скорости V на Л том 
временном слое ( Т  шаг по времени) следующий: 

а) используя \ / п , решается методом верхней релаксации 
уравнение для потенциала: 

7 э И г # Г7Щ?-гдг\™« Ч 7даУгН (Ю) 
б) из найденного поля вычислязтся поле электромаг

нитной силы ^ п : 

Гг-Щ%%+Ч¥%) СП, 

в) находится поомежуточное значение поля скорости: 

т к ' к е * • (12) 
Второй этап: 
а) используя промежуточные значения поля окорости,мето

дом верхней релаксации вычисляется поле давления из уравне

ния , 

б) находятся значения поля скоростей V : 

Для данной модели используется равномерная по углу и 
радиусу конечноразностная сетка (рис. 2) ( А/ \ ячейка 
по радиусу и М ячеек по углу ) . 

Разностные аналоги уравнений (10)(14) пишутся для каж

дой составляющей скорости в тех точках, где эти составляю

щие заданы. 
Воли какаято величина на рассматриваемой точке не за

дана, то она находится линейным интегрированием. 
Таким образом, разностные аналоги имеют вид: 
I ) для уравнения (10) 



X . (г^^ы. Щ:М£ф&г <шфьфы 

_ J Л/г Вк,м^Вк,1 _ . ВкЛчЕкнЛ 

Чей ДОС V*» 1 2 2 Г 
2) для выражений составляющих электромагнитной силы 

( П ) 

* 2 Пей А « 4 ' 

3) для уравнений (12) 

УУ»ЕыУК.н . ( У ^ У К ^ + У & ^ + У ^ . ы У * 

( Г _ ^ У » * Ц  У Й  » У . У ^  У ^ л У , У ^  2 У к , , > У К > 4 

_ £ У & . У £ Ч « + У & . «  м  У &  У & 4 Л У ^  Л . Г Г 

*Г г Л А О Г 
• У Й Г У К У _ _ ( У & ^ У ^ ' * ^ ^ У | С Ч Н ) ( У & 4 , 8  " У Й  « , 0 

Т 8дг 
_ У * . ( У К , . Й  У Й . Н / , У * У Й ^ & Л ^ £ М + У & . Н , 

^^!с+^«>АО( 4г* I* 

^ й ё ^ а ^ дг* * дг* / кг^да* 
. Д У Й + У К . ^ У ^ : У Д  «  У ^ Н У & ^ + 4 ? " • 

4) для уравнения (13) 

^ 0 м Г № . ^ Э ц А ^ ц . р^2рк , .>Рк.Н = 



5) для уравнения (14) 

где Vj£j , V K *  составляющие окорооя на П  том вре

менном слов! 

 y£¡ , VkÍí * промежуточные акачения составляющих 
скорости'; 

VkJ » V K , í  ооотевляющие скорости на Л +1 см 
временном слое. 

Ревностные аналог! граничных условна в расчёте режима 
о транзитным потоком следующие: 

1) для потенциала <£ условие (9) аппроксимируется со

отношениями: 

2) для азимутальной составляющей охеростя V* усло

вия ( 3 ) , ( 4 ) , ( в ) аянрохаяиирувтоя» 

> & и «  у & , у й — v f c , ¡  i » . , H . 

3) д м радкмвной ооопвдяяцей скорости V R условия 
<б) , (в) аппрокяваруптоя еоответотвекно» 



Ркс. 2. Конечнойраэностная сетка в полярных координатах 
для метода С. 
Обозначения точек, в которых определяются следую
щие величины: •  давление р ; О  радиальная 
V и X  азимутальне : составляющие скоро

сти и электромагнитной силы; О  электрический 
потенциал и вне*лнее магнитное поле. 

Рис. 3. Зависимость ргзвиваемого насосом нормированного 
расхода от радиуса Г» зоны наложения аксиально
го магнитного поля. 



4) для давления р условия ( 71 , (Б) 
еяпроксишруюгоя в следующем виде:. 

Разностные аналоги граничных условий в расчёте режима 
без транзитного потока отличаются от вы.'ге;ассмотренных 
только для радиальной составляющей скорости: 

и для давления: 

р1,1=Рг.} уРын,;'Ры,\, М,..,,М
Рассмотренная методика расчёта реализована в виде про

граммы на языке ФОРТРАН. 

3. Результаты численного исследования математической 
модели 

Так как для реальных конструкций КЦН характерна более 
или менее выраженная неоднородность наложенного аксиально

го магнитного поля (предполагается, что радиальная и ази

мутальная составляющие наложенного поля равны нулю), то 
представляет интерес исследование влияния локализации это

го поля на картину течения. Для этой цели проводились рас

чёты несимметричной математической модели насоса при сле

дующих диапазонах значений параметров: 
- Ц = о.2, Ь3= 0.2, ОС 0= 1.3, р ,  р 2 = 0, С£= I , 

в качестве характерной 

величины скорости выбрано значение ^ » I м/с ) , 
с различными областями наложения внешнего поля. 

Достоверность численных результатов проверялась сле

дующими способами: 
I ) Для тестования составленных программ решался ряд 

осеснмметричных еадач (радиальное течение жидкости, вызван



ное разностью давления на периферийном ж центральном элект

родах, вращение жидкости без транзитного потока благодаря 
осесишетричной азимутальной электромагнитной силе, и т .п . , 
а также некоторые несимметричные задачи. Проверялось так

же выполнение условия несжимаемости. Как это характерно 
для метода ЗМ АС, точность выполнения условия несжимаемо

сти тем вше, чем точнее вычисляется поле давления на каж

дом временном слое. 
2) Для оценки достоверности результатов модельных за

дач сравнивались результаты, полученные на различных раз

ностных сетках. Сравнения показали, что при вышеуказанных 
диапазонах изменения параметров угущение сетки от 11x30 
(первое число  число расчётных точек по радиусу, второе 

по углу) к 16x45 приводит к изменениям в результатах в це

лом меньше,чем на 5%. • ' 
Представленные в данной работе результаты получены на 

разностной сетке 16x45. 
При указанных значениях параметров задачи, расчёт од

ного варианта на ЭВМ ЕС1022 требует не более 20 минут ма

шинного времени о использованием безразмерного шага по вре

мени Т =0,01. 
Результаты расчёта модели с наложенным на всю. активную 

зону магнитным полем представлены на рис. 45 и 7а. 
На рис. 4а представлено распределение давления р по 

углу ОС при различных значениях координаты Г . Характер

ным является рост р с увеличением СЧ , обусловленный тем, 
что азимутальная составляющая электромагнитной силы дейст

вует главным образом в секторе, соответствующем периферий

ному электроду, и тем самым азимутальное вращение жидкости 
в остальной части насоса должно поддерживаться распредг з

нием давления. 
Из распределений составляющих скорости (рис. & и 7а}' 

следует наличие вихря у периферийного электрода, а также 
то, что на центральном электроде существует область с от

рицательным У г Наличие вихря объясняется градиентом дав

ления (ом. рис. 4а), направленным внутрь активной зоны 
при значения угла сж ~ Сх 0 , а также характером электромаг

нитных сил. 



Рис.4a. ¡ Рис.46. I 

Рис. 4. Результаты расчета при наложенном на всю активную зону магнитном поле.. 
Рис. ''а.' Распределение давления по углу Oí . I  Г=0.33. 2  Г=0.55. 3  Г =0.76. 

4 — Г «1«0. 
Рнс. 46.! Распределение электрического потенциала по углу ОС. I  Г»=0.36. 2 - Г =0.67. 



Рже. 5.| Результаты расчёта при наложенной* ;иа всю активную зону Цагяи«1 ном ноле. 
Рис. 5а.! Распределение V, по углусХ. I  Г=0.20. 2  Г=>0.36. 3  Г=0.57. 

4— Г =0.79. 5  Г =1.0. 
Рис. 56. Распределение V* по углу СХ . I  Г=0,23. 2  Г =0,33. 3  Г =0,55. 

4  Г=0,71. 5  Г=0,87. 



Рис.ба. Рис.бб. 

Рис. 6. Результаты расчёта при наложенном в пределах 0.2 £ Г 4 0.79 магнитном поле. 
Рис. 6а. Распределение V r по углу (X . I  У =0.20. 2 -Г =0.36. 3  Г =0.57. 

4  Г »0.79. 5. Г =1.0. 
Рис. 6d. Распределение по углу СУ . I  Г=0.23. 2  Г =0.33. 3  Г =0.55. 

4  Г =0.71. 5/=0.87. 



На рис. 46 приводится распределение электрического по

тенциала ф по (X . Большое значение градиента £Р напротив , 
периферийного электрода свидетельствует о том, что электри

ческий ток течёт главным образом в пределах углаО^С<40<о, 
Так как для _представленных расчётных вариантов А СР » 
» С^у(УхВ),'Г0 Распределение ср от локализапин наложен

ного магнитного поля практически не ьависит. 
На рис/7а представлено распределение по радиусу. 

Несовпадение расположений максимумов этих кривых о централь

ным электродом ( г =0,2) (там азимутальная составляющая 
электромагнитной силы имеет наибольшее вначение) обусловле

но условием прилипания для У к при Т а0,2 и втечением в 
активную зону насоса жидкости, имеющей нулевую азимутальную 
составляющую скорости. 

Влияние локализации наложенного магнитного поля около . 
центрального электрода иллюстрируется следующим расчётным . 
примером: г . _ _ 

Результаты расчёта представлены на рис б п 76.. 
Из распределений составляющих скорости (рис. в х рис. 

7) также следует наличие вихря у центрального электрода, а 
также то, что центральный электрод имеет область с отрица

тельным V r . 
Распределения давления и электрического потенциала 

практически совпадает о соответствующими распределениями 
для предыдущего примера (см. рис 4 ) . Наличие вихря у пе

риферийного электрода в данном случае объясняется градиен

том давления, направленном внутрь активной зоны при СХ*С<0 

ж Г * 1 . Положительные значения вблизи периферийно

го электрода также объясняется направлением градиента дав

ления х отсутствием там азимутально направленных электро

магнитных сил, так как B 0 * U при Г3> 0,79). 
На рис.76 представленные распределения %¡ по Г пока

зывают, что прн0*О.<ао v a вне области наложения акси

ального магнитного воля падает до нуля к может иметь даже 
противоположные значения. 





Зазиоимоотъ развиваемого насосом транзитного, потока 
от радиуса Jg области локализации аксиального магнитно

го поля (при одинаковых остальных электромагнитных и гео

метричеоких параметрах) представлена на рис.3.. Интерзо

ным является факт, что при изменении Г е в пределах 
0,6 i £ транзитный поток практически не меняется. 
РаочБты при £<0,3 ни проводились изза необходимости угу

щения сетки вблизи центрального электрода при малых Гв . 
Влияние локализации аксиального магнитного поля в пре

делах кольца (0,3 4 4 0,8)(остальные параметры как и 
выше) идлаютрируется на рис.7в.Характерным для этой кар

тины течения является струйный вид азимутального вращения, 
причём струя расположена в зове наложения магнитного поля. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе предложена двухмерная математическая 
модель КЦН, позволясщая исследовать влияние неосесиклет

ричного характера внешнего магнитного поля, расположения 
товоподводящпх электродов и отверстий для жидкости. Турбу

лентность моделируется введением эффективной турбулентной 
вязкости,в зависимость поля скорости от z моделируется 
введением эффективной высота ячейки КЦН. Оба эффективных 
параметра должны подбираться из сопоставления расчётных и 
экспериментальных данных. 

Для расчёта математической модели разработана методи

ка* основанная на решении дифференциельных уравнений КНР, 
а частности для гидродинамической части используется ме

тод SMAC. 
Проведено исследование влияния лог лизации наложенно

го магнитного поля вблизи центрального электрода. Выявле

но* что уменьшение зоны магнитного поля в достаточно пи

роктх пределах не уменьшает развиваемый насосом расход. 
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, Ы.ЗЛките 
ЛГУ им.П.Стучки 

ЧИСЛЕННОЕ РШЕНИЕ ЗАДАЧИ à ДаУАСЛОЙНОй СРЕДЕ 

Цель данной работы  рассмотрение нескольких постано

вок для задачи по определенно поля концентрации s двух со

прикасающихся пластах, в которых имеет место горшонтоль

м&я конвекция и поперечная диффузия. :На основе вычислитель

ного эксперимента выясняются облети применимости некоторых 
отличающихся методом осреднения по мощности (толщине) от

дельных пластов постановок ь эавкоиыооти от соотношения 
величин коэффициентов диффузии. 

Пусть Се(.5, ï Д ) и С « ^  ) являются решения

ми (полями концентрации) следующей задачи 

^ ^ î s s > <з). 
•î.»Ho 



4. «cl 
1 к » - О ' IXvO 

) 

^ * L Ï . 4 0 > 

Здесь п,^ , Д> с , \JV  лолонителаные постоянные (воэффм

цкентк пористости » длффуэии и скорости фильтрации),И; • 
мощности пластоа. йкзичссхое содержание задачи (1û) 
здесь подробнее рассматриваться не будет. Оно для задач 
такого тит pa.ccw.Tp:IBAETCJ:, напр., в томографам f l ^ 

Определим задачу в безразмерных переменных 

с помоцыо безразмерных коэффициентов 

ЧХ»-

Получаем следуоцую постановку 

(9 ) 

"( îol 

«ta « К = 0 (11 ï , (12) 

4 . 0 ° > <Ч*..о*< 

ГмраГдем к построенi« ражюошноа ск«ш два задаче 

. ,<«> 

( 7 ) . (8 ) 



 в? 

по и Ъ постоянную в шагани " Ч * " ^ ' ^ ль * а 

по направлению X.* *> кусочно постоянную сетку; в первом 
пласте ( т . е . , при х ^ С ' И в . О ] ) шаг сетки ^ , й = Н 2 . , 

ы Л/4.0 
а во втором  ^ 4 > Л = . Сеточную функцию, аппроксими

рующую решение задачи ( 9 16 ) будем обозначать через ^ц., 

Пользуясь обозначениями [¿1 ^ с м * также £.3"]), получаем сле

дующее семейство зависящих от весов С разностных схем: 

СП, 

всюду» кроме узловых точек ^ »г\ »0 , где имеет место раз

рыв начальных и граничаых данных, здесь берется среднее 
арифметическое их ( ^ ) \ ) 4 е & . » ' | 

&• V* (23) 

Здесь И 0.1аЦ.» >х..а%м1ч.в , н««си-^К».<. 



Назовем задачу математической физики (3.16} , а также 
аппроксимирующую ее разностную схему (1ТвзГ "точной" 

в том смысла, что остальные постановки и их разностные 
схемы будут вытекать из нее путам дополнительных упрощаю

щих предположений. • 
Требования точности к устойчивости разностной схемы 

для параболического уравнения, как известло, существенно 
зависят от отношения коэффициентов диффузии (теплопровод

кости) . Поэтому при сильно отличающихся Ъ* и ^ бу

дут также сильно отличаться допустише уравнениями "(17) 
и (18) шаги по времени Ъ . С другой стороны, сравни

тельно большой Ъ * по отношение к 2>< приводит к ма

лым изменениям функции в направлении X , , т.е. функция 
СоЦХг.Хъ.ьУ' близка к константе по координате X , . 
Это приводит к наиболее простой и весьма часто применявшая

ся многими авторами (см., напр., £4 } ) возможности  ввив 
кы ло направлению Х\ в" ( 9 М 1 6 ) функции С*<*».*г,,4) 
константой, т.е. введем 

О 

и предположим, что 
Г©(.Х..Д} * С,(О, X V , * } «СЮ, Х г , . 

Получаем следующую постановку, имеющую ужа одну неизвест

ную функцию С ф * . X a . i t ) (см. С'^): 

http://Xa.it


Назовем постановку (25)(29) постановкой. I I . Со от

ветствуй чая постановке I I разностная схема имеет вид: 

ъ. A ^ А" . „ ^ r t . . . 

(32) 
0 » ^ • o ' 0 , 3 > ( i 3 i 

734) 

Потановке I I и ее разностная аппроксимация была рассмотре

на тапке в t 3 } . 
более точным осреднением является замена искомой фун

кции в пласта с более высоким Д> или даже в обоих пара

болами. Рассмотрим первый случай. Предположим, что в (9 ) 

где Qo > т о , в о  константы по отношение к X, и введем 

Такая аяпрокоиыация (35) является частным случаем предложен

ного в £53 интегрально параболического сплайна для интерпо

ляции кусочно гладкой функции. Там же предложен алгоритм 
для нахождения величин Лд% » т » к е о (см. также£6}). 
S нашем случае он сводится к использование < ц ) , (14), (36) 
и интегрирование ( 9 ) по Х ч . Получаем слвдувшую постанов

ку, которую назовем постановкой I I I : 
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3^1 =Тч 'B^i. otJ ^°JL , u , (37) 

СЛ aUc| s0 T40), 

Разностная схема, аппроксимирующая постановку III,име

ет вид: 

Т44Г 



(48) 

(49)) 

и * и ° > . ( « Г 

Рааностная схема, выбранная наши для постановки 1У, вы

глядит следущим образом: 

*м.*<» д. ; ^ ^ г > ^ ° ) 152 г 

^ « ^ . А ; ^ Ч ^ а  ^ ) С ^ Т53) 

Рассмотрим теперь некоторые из полученных численных 
результатов, которые отражены на рисунках 13>. асе расчеты 

Наконец, веля нсжоцуа̂  функцив заманить параболой и 
во втором ахаете, т . е . к (35) добавить 

то, согласно £¡»1, получим систему двух уравнений параболи

ческого типа первого порядка с одной пространственной пере

менной 



были проведены при следующих входящих в постановки безразмер

ных параметрах:^о ы 0,1, = 0,75, Но = 0,5, Нл = 0,26, 
Г\0 = 0,005, Y\K = О,004, to = Ю 4 , в., = 10, t t ' « Ю4.'шаги 
для всех разностных схем были шбраны одинаковыми: t = 
= 0,0125, V\̂ ,o - 0,1, Ь»л = 0,0175, Ьг= 0,01.. аесы 
схем были выбраны так, чтобысхемы имели минимальную числен

ную диффузию ( t максимально близко к предельному значению 
в условии устойчивости в равномерной метрике), /именно, для. 
"точной" ..^vo = 0,913, V t l o = " ^ . А = 0, щ 0,^У4, ДЛЯ 
I I постановки = 0,¿94, *̂*,о = = ^"i.o = 0, для I I I 
и 1У постановок 44 ,4 = ^\,о =0,5, = CV,o= 0. ha 
рис.1 даны решения "точной" постановки, постановок I I « I I I 

- 0 , 5 0,3 0 , ( 0,t 

Рис.1. Распределение концентрации по мощности пластов 
при | ь = 16, 2СХ х 0,1. Кривые I  Т * 0.3, 
кривые 2  Т = 0,5. 



по мощности пластов при соотношении размерных коэффициен

тов диффузии =• ¿0 ( т . е . = 15). Здесь непрерывной 
кривой обозначено решение "точной" задачи, прерывистой 

I I постановки, а крестиками  I I I постановки. Как видно, 
I I постановка в первом пласте дает' относительную ошибку не 
более 'dfo, а постановка I I I  0,5%. Решение постановки 1У 
на рис.1 не дано, так как оно с точностью 0,05% совпадает 
с решением постановки I I I . На рис.2 даны аналогичные ре

зультаты при з ^ = 5 | > т . е . ^ = 4 ) . Дцесь крестиком обоз» 
чено решение постановки 1У. Как видно, относительная ошиб

ка постановки I I уже достигает 6%, постановки I I I  а 
постановки 1У  около 1%. Из этих результатов вытекает что, 

• 0,0 . 
!_ 

t щ 1 

i i i 1 1 ' 1 ' 
о,з -<ļa -Oļi o,i c>3 

Рис.2.То же самое, что на рис.1, но при 2 7 * 4* 

Кружочками обозначено решение постановки 111. 



если отношение коэффициентов диффузии больше 4*6, то с 
точностью до 12% "точную" постановку можно заменить поста

новками I I I или 1У. Если не коэффициенты отличаются более 
чек на порядок,' то достаточно точной будет также постанов

ка I I . Если нас интересуют среднее по мощности пропла'стков 
концентрации, то постановка i l дает достаточно хорошие ре

зультаты и при малых соотношениях коэффиц зктоз диффузии 
(см. рис.3). 

5° 

Крестиками обозначено решение постановки.III. 
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А.Я.Абслткыьш,"* йл1.Яунроыанс 
ЛГУ им.П.Стучки ЬгиЛл водпод;. ̂ ер 

РШЬМ ЩШШ ЗАДАЧИ ДЛЯ ВШСЛйНИЯ КОЭФФИЦИЕНТА 
ДДйДОПи Щ ДАпЫД ЭКСГ1ьР/1й.ьпТА ЩЦ0ХШфЫ 

Исследование процессов массопереноса ниэкомолекуляр

ных веществ [Шд) является одним из основных эксперименталь

ных методов в исследовании долговечности полимерных изделий 
при эксплуатации их в определенной среде. Наряду с широко 
распространенными сорбционными экспериментами часто приме

нятся эксперименты по проницаемости [ I ] . 
3 данной работе рассматриваются некоторые особенности 

обработки на 3£й результатов эксперимента по проницаемости. 
На установке проницаемости регистрируется кинетика 

установления стационарного потока через мембрану из исследу

емого материала. Мембрана закрепляется в термоетатируемой 
ячейке и разделяет объем ячейки на проточную и приемную ка

меру. Приемная камера соединена с детектором теплопроводно

сти, регистрирующим измзнзния состава проходящего потока. 
Сперва обе стороны закрепленной мембраны обмываются пото

ком газаносителя ( Н е ; . При режиме "прорыва" с определен

ного момента времени в проточную камеру подается поток ис

следуемого газа Спара, смеси газов и т . п . ) , а по кинетике 
изменений состава потока, прошедшего через.приемную камеру, 
определяется кинетикапрЖйцаейОсти НыЗ через исследуецую 
мем5рану. 

Лосле достижения стационарного процесса установка пе

реводится на режим "откачки"  в проточную камеру подается 
чистый газноситель и регистрируется изменение величины по

ток диффузанта в приемной камере. 
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Математическая модель процесса проницаемости ШЛ через 
мембрану имеет ЕИД; 

Мьй=2)Щьр.' t0<*<! , i>0 i i j 

L c p—  откачка 

где J )  коэффициент диффузии, /  толшдиа образца, 
ctm.t)  концентрация ШВ в образце, СР  .максимальная 

при данных условиях концентрация шВ на поверхности мембра

ны. В зависимости от характера взаимодействия ....о с мембра

ной необходимо использовать граничные условия I , I I или I I I 
рода. Весьма часто взаимодействие ШВ с исследуемым" материа

лом незначительно и оправдано применение граничных .условий 
I рода: 

с Р  "прорыв" U ) 

О ."откачка" „ 

3 экспериментальной установке измеряется взличина пото

ка НМВ через мембрану. Введя нормированную концентрацию 

задачу С1)^3) решаем относительно •С1х,{] с целью нахожде

ния выражения для потока Э , соответствующего эксперимен

тально снятой кинетике: 

д * 1м/ ' 
Дифференцируя решение задачи Ш13) по У , получаем 

следующие выражения для нормированного потока через поверх

ность у. ж/ £'¿1. 
Для малых Т 



для больших Т : 

„ - а. Ь+ ' ' V  ' . > 
Здесь Г" -рг . . 

Для определения величины коэффициента диффузии использу

ем первые члены рядов (6) и ( 7 ) . Согласие £2^, при 
можно ограничиться первым членом ряда ( 6 ) , а при Э((}/Э* >• 0,46 
 первым членом ряда 17). Тогда коэффициент диффузии для ма

лых времен можно найти из формулы 
(2 

где 

Для больших времен I)* находится из формулы 

а/ о/1 

Величины /а<*. и /су* можно интерпретировать и как направ

ляющие коэффициенты прямых, соответствующих эксперименталь

ным точкам в системах координат 1пН 4/1 или 

1п11-рШ) -гt. Зачисление и /о"/б методом наи

меньших квадратов позволяет получить наилучшие величины .2) . ; 
Однако, использование (6) и 18} требует точного отсчета 

времени с момента соприкосновения фронта диффузанта с поверх

ностью V » 0, что на установке не регистрируется. Поэтому 
часто используется другой подход для определения Ъ по пер

вому члену ряда ( 7 ) . Именно, (7) переписывается в виде 13Л: 

гдь 



Зная экспериментальные значения » 1 1 3 мето

дом деления сегмента пополам с заданной точностью можно 
найти соответствующие значения у и ^/у*. Тогда 

и значение 2)* вычисляется аналогично Д , и ! ) к . При рас

четах использовался сегиент у & Со, 71; 3 ] , что соответству

ет изменениям £н(1) °? Т !^ " 4 А*> и,95. С помощью най

денного 3* можно рассчитать время от начала проникновения 
ШВ. в мембрану. Для этого из выражения, соответствующего 
первому члену (6) 

определяется время ^ т , прошедшее от момента соприкоснове

ния диффузанта с мембраной при X » О до достижения ]£цМ}}, 
где ti  время с начала эксперг\4ента,при котором регистри

ровано $н(0=$нИ*) . Теперь, учитывая сдвиг отсчета времени 
эксперимента относительно "истинного" С л / * »  { т ) . мож

но провести расчеты и по формулам 16} и ( 8 ) . 
Данный метод использовался для обработкиэксперименталь

ных данных проницаемости паров воды через полиэтиленовую 
пленку. Результаты расчетов показали изменения коэффициента 
диффузии на разных стадиях процесса, что указывает на несоот

ветствие модели Ш  ( 3 ) системе водаполиэтилен (ИЗ). 

Таблица I 

Интервал 
расчета 
потока 

) 

0,100,25 0,180,29 0,2о0,43 0,¿90,49 0,810.91 

1,763 1.629 1,065 1,448 0,8о7 

Из табл.1 можно сделать вывод, что коэффициент диффузии 
зависит от концентрации молекул вода в Ш. 



Ввиду этого при решении обратной задачи (нахождение 
1)(с) ) из эксперимента по проницаемости целесообразно ис

пользовать алгоритмы метода обработки сорбционного экспери

мента [ 4 ] , модифицируя его для случая, когда исходными дан

ными является кинетика изменения нормированного потока че

рез поверхность X*/ . . 
^тематическая задача в этом случае слкова: 

C(lti*Ot défit-'l [' " П Р 0 Р Ы В " • Ci5) 
V. О - "откачка" . 

Для обхвата более широкого класса изменений 1)(с) 
(вогнутость или выпуклость) использовалась закономерность 

Ьм = ЬР +(DC -Ъ?Н4-с)*, de) 

ГАе Ъ.*Ъ(0) ; DP=J)W . 

Квазилинейная задача (13) (15) аппроксимировалась неявной 
разностной схемой, решалась, методом прогонки с итерациями 
CoJ. Решая обратную задачу для нахождения Ь(с) ( т .е . на

хождения ос и уточнения Ъа д D f ) , мы используем минимиза

цию квадратичного функционала 

Mo  jfZ к, От-3jf* min J (ai 

где к; - коэффициент достоверности экспериментальных заме

ров; Зт - нормированный теоретический, соответственно, 
экспериментальный поток при м/ . минимум Н в по отноше

нию к с находится как численное решение уравнения 
, N г 

Аналогично уточняется Д иD P (в качестве начального при

блиэния Д , и 1>р можно взять Д H Î , ) . 



По сравнения с обработкой эксперимента сорбциидесорб

ции (граничные условия С(йЛ)шС(1,И я С г , начальные усло

вия С(^6)яСе, ) в случае проницаемости имеет место отли

чие при обработка результатов откачки: во втором случае не 
имеется экспериментальных данных о равновесном распределе

нии НМЗ в образце после установления стационара в режиме 
"прорыва" (при 2) •* со/кГ зависимость нелинейна). 3 качест

ве начальных условий для расчетов теоретической кривой "от

качки" необходимо использовать стационарное распределение 
Щи, полученное при расчетах кривой "прорыва" с оптимальными 
параметрами, определяющими . Таким образом,'расчеты 
по проницаемости целесообразно производить совместно для 
кривых "прорыва" к "откачки". ' 

Для ряда закономерностей . 2>(с; начальное распределение 
НМВ в мембране при 'откачке" можно найти и аналитически, как 
решение задачи: 

В случае закономерности (15) решение Ч1У)(20) имеет вид 

(«+Ь1>рЫ+^~{Ъв-Яг)[<1'-с}**4-^фо<.Ф-4 (¿1) 

к начальное распределение можно найти,реаая (21) для сеточ

ныхточек хХв.А» где . 
Проведенные расчеты по оптимизации параметров проницае

мости дали возможность теоретически описать отдельные кривые 
"прорыва" л "откачек" с точности, не" г^вдааТащей погрешность 
•ксперкмента. Однако характеристики оптимальных зависимостей 

1)(с} отличится для "прорыва* я "откачки", т .е . нельзя 
установить однозначную взаимосвязь между коэффициентом диффу

зии а концентрацией (см.табдДУТ 



DplxIOofrd f£.fx*A 
G' 

Эксперимент 

1.608 0.5 0.6 0.08 прорыв " 

1,608 0.5 0.6 1.5 откачка 

2.2 0.375 1.5 2.3 прорыв 

2.2 0.375 1.5 0.6 откачка 

ото может быть связано с процессом локализации молекул 
воды в меьбраны [67 . 3 связи с этим в модели Í 13 ) , i 14), 
СIb; требуется учесть и возможность локализации tikb в мем

бране. 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕШгОВАЫНЗ ДВУХМЕРНОГО 

СТАШ01Щ>Н0Г0 Т&ЛЕРАТУРНСГО ДОЛЯ В 

П Л Х К О Ш Ш Е у Ш Ш шттоши МГДНАСОСЕ 

Введение 

В связи с использованием ^Дмашпн в знергонапряженных 
режимах работы актуальной является задача адекватного прог

нозирования теплового состояния элементов машины. На практи

ке проектирования 1.ГДиашн используют тепловые схоиы заме

щения Ш . Такая методика позволяет оудить лишь о средних 
температурах элементов машины. Локальные превышения темпера

туры остаются неЕыявленшми, однако именно максимальные тем

пературы в обмотке МГДгмалшны являются тем критерием, кото

рый ограничивает увеличение электромагнитных нагрузок. 
 Настоящая работа является дальнейшим развитием теплофи

зического исследования плоскояинеккого ЖДнасоса (ШИН) по

левыми методами математической физики [2,31 
В отличив от ¿41, которая посвящена численному исследо

ванию тепловых режимов цилиндрических индукционных 1ЯДна

сосов, в численшх исследованиях тепловых режимов ДЛИН коэф

фициенты теплопроводности паза, источник тепла и параметры 
теплоотдачи представляются зависящими от температуры. Таким 
образом, более адекватно моделируется тепловое состояние МГД

машта в энергонапряженных режимах, когда перепады температур 
достигают 400600 *"С. 

Задача прогнозирования теплового состояния ЩДыаинн 



как задача тедлофязического асслаловвнпя является внутреннее 
задачей л а» решение основывается ва решении уравнения тэд

лолроводности в соответствующей области. Теплообмен с окру

жающей средой описывается в форме ведано iHoro закона Ньютона 
в характеризуется соответствующими параметрами конвективной 
и радиационной теплоотдача ГЗ].Настояд»« исследование по

священо уточнению математической модели отщионарвой внут

ренней задачи теплопроводности * ахемегте продольного сече

ния ШИН. 

I. Постановка задачи 

На рис.1 изображена половина зубщового деления ШШН; 
здесь выделены основные элементы насоса: хавал о жидким ме

таллом I , теплоизоляция какала 2, зубец 9, обмотка 4, пазо

вая изоляция б, опивка 6. 
Для последовательности изложения кратко повторим основ

ные допущения 1*1 
1. Устройство симметрично относительно трех координатных 

плоскостей Ш как в конструктивной, тех X в меловом отво

иении. 
2. Распределение температуры so дххве насоса является 

периодической функцией о периодом, равным вубщовоыу шагу t, » 
Продольный тепловой деток через срединную плоскость пава х 
зубца принимается равным нулю, что соответствует пренебреже

нию тевлоотоода через ковш ШИН, Это позволяет вместо всего 
индуктора рассматривать его участок длины t, /£ . 

3. Не учитываются температурные перепаде во ширине ин

дуктора, температурное пом вчитается мосходараллвлъннм, ж 
задача о распределении температуры решается а двухмерном при

ближении. Реальная трпмармж отихжура учитывается неявно 
путем введения и ниже ни йог о отрицательного веточхаха таив 
(стока), соответствующего величине теплоотдачж от аоверхвоо

тж лобовых частей екявотхх. 
Область расчета двухмерного етаанонарнсге воля состоит 

ив ввести подобластей (ом.ржо.1). Каждая кв слевстонеодно

родных оред характеризуется своим вхшшвлантяш коэффициен

том теплопроводности А/ , а также плотноегьв воточнвха 



Ряс.1. Область расчета стационарного температурного 
поля в I  канал с жидким металлом; 2 
иэоляция канала; 3  зуоац; 4  паз; 5 изо
ляция паза; в  спинка магьжтопровода 

(стока) тепла Ш( . Так как при стандартной частоте тока пи

тания / • 50 Гц доля потерь в стали индуктора относительно 
нала, принимается, что весь дкоулев источник тепла распре

делен в обмотке. 



Внутренний даоулев источник тепла рассматривается как 
функция от тешературы 

* = ( I ) 

. где  коэффициент заполнения паза медью;/*  удельное 
электрическое сопротивление йеди при О °С; ы.  температурный 
коэй&циент сопротивления; )  плотность тока. 

Теоретические теллофизические исследования проведены при 
следующих видах условий теплообмена с окружающей средой. 

1. Конвективный тэплоотвод от поверхности спинки к окру

жающей среде происходит по нелинейному закону Ньютона с за

ЕИСЯКИК от температуры коэффициентом теплоотдачи *£<7,>: 

£г « Хе№Ы,)-Х,(Г-Ь/{Г'Ь), (2) 

где закон представления зег(*) выбран согласно [5}. 
2. Теплоотвод излучением от поверхности спинки к окружаю

щей среде происходит по закону СтефанаБсдьцмана: 

^ = / ^ ' , ' ^ / ^  г <  ' ^ ^ ; * 7 . ( з ) 

3'. Теплоотвод через поверхность лобовых частей обмотки 
учитывается неявно путем введения эквивалентного стока тепла 
в обмотке возбуждения: 

Щ.Щг*)*}}, (4) 

где (О  площадь теплоотдающей поверхности; У  объем об

мотки; А> » & / К - и  характерная температура , я?/Ъ)т 

[4 .5 ] . 
На основе принятых допущений ставится следующая математи

ческая задача теплопроводности для элемента продольного се

чения ДЛИН: 

Г-*(лг), 0***Ь/з, е*г*Ьи, (5) 



где > °ц - разностные аналоги коэффициента теплопровод

ности в направлениях / и г , которые на границах разнород

ных подобластей аппроксимируются следующим образом: 

ом1 .- 2Лг1 . а „ , ш - — 

которая является нелинейной с разрывным коэе^здиентами. 

2. Разностная схема 

Задача (5) решается методом конечных разностей. Введем 
в расчетном элементе (рис.1) пространственную сетку Щ -

= {(*1,гж) , / = 0 , I , 2,...,Ы , к=0, I , 2 М, = 

Здесь Лж/ ,  переменные шаги сетки в направлениях { и 
г соответственно. Введем сеточную функцию у,- к , определен

ную на ь)/, , и запишем разностный аналог уравнения ( 5 ) , 
полученный иятегроинтерполяциоЕНым методом [ 6 ] : 

(е) 



Функция источника тепла / « и*- щ представляется слож

ной зависимостью от температуры ( I , Л\ и так как решаемая 
задача (5) нелинеъ&а (от температуры зависят и коэффициенты 
уравнения,и граничные условия), то необходима ̂ линеаризация 
источниксвого члена. Для этого используют в [7 ] предложенный 
способ линеаризации, который дает касательную к кривой / от 
./ в точке /'(значение температуры в предыдущей итерации): 

/ = / * * ( / / № ( ? ^ * ) . /  < ! • ? , (8) 

если а//е/Г<0* 
3 интерзале температур,, с возрастающей функцией источни

ка тепла / от температуры V применяется метод искусствен

ного создания отрицательного коэффициента % , что приводит 
к замедленному достижению сходимости итерационного процесса: 

где ^/ »/*г/** г <л'  параметр линеаризации, определяе

мый численным экспериментом. 
Производная функции источника тепла / от температуры/ 

для настоящей задачи выражается явно 

а/М =. « *>/>>/;*, ( ы у * 

Таким образом, член  /<у * $(* Уг,х в разностном уравнении 
( 6 ) представляет разностный аналог линеаризованной функции 
источника тепла / (/) , при тон > о . 

Граничные условия задачи (5) асггроксимируютоя оладующим 
образом: 



к • в /. г,.. v и, 

где , _/fi,M ~ параметры линеаризованного коэффициента 
.суммарной теплоотдачи спинки [2,3] . 

Разностное уравнение (6) и разностные граничные условия 
( I I ) вместе определяют разностную схему на сетки «У* и 
приводят к нелинейной системе алгебраических уравнений. 
Эта система решается итерационными методами в два кала. 
Нелинейная система алгебраических уравнений решается мето

дом нижней релаксации [7 ] (внешний итерационный процесс), 
а линеаризованная двухмерная задача  линейная система ре

шается итерационным методом переменных направлении £б] 
(внутренний итерационный процесс). 

Критерием «ходимости выбрано следующее соотношение 

max " < £*' (12) 

где J - номер итерации, £** заданные параметры. 

3. Результаты численных раечетоэ 
По предложенной мотодике проведены численные расчеты 

распределения температуры в элементе продольного сечения ШШН 
для следующих конструктивных и теплофизических параметров: 

 высота индуктора hK~ 85 мм, высота паза А»= 43 шг 
зубцовый шаг tx т 20 мм, ширина зубца А«= 8 мм, толщина пазо

вой изоляции bun п 1,1 мм, толщина теплоизоляции канала h*, * 
> 2,0 мм, коэффициент заполнения паза медью *> щ 0,5, коэффи

циент отношения площади теплоотдающей поверхности лобовых 
частей обмотки к объему к> » 70 1/и; 

 теплопроводность кремнийорганической изоляции кана

ла и паза = Лг - 0,2 вт/мК, теплопроводность электротех. 
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Рис.2. Результаты расчета температурного поля в элементе 
продольного сечения 1Ш1Н̂ при температуре жидкого 
металла в канале =200 С и плотности тока в об
мотке /4 а/ммЧ1а,1б), /=5 а/ы1гЧ2а,2б)7 юаг 
изотерм дг «5Х._ а,б  результаты расчете для 
трехслойной" и четырехсложной" математической 

модели соответственно. 



Р * С * 3 * ™ у л ь т а т ы Р а с ч в т а т^ературного поля в элементе 

трехслойной" и "четьфвхслойной" математической 
модели соответственно. 



1а и 2а 25 

Рис. 4. Результаты расчета температурного поля в элементе 
продольного сечения ПЛИЫпри температуре жидкого 
металла в канале ̂ =380°С и плотности тока в об
мотке /»9 а/мы*(1э,1б), /=10 а/мма(2а,2б), пит 
иэотерм лt «=20иС. а,б  результаты расчета для 
"трехслойной" и "четырехслойной" математической 
модели соответственно. 



яячеокой стали пакета салаки и зубца У 3= At щ 50 вт/мК, эк

вивалентная теплопроводность обмотки представляется линейной 
функцией" темпера'турв /4/Л* = где ef* 0,3 вт/мК, ¿ = 
= 0,0005 вт/мК2. 

Наряду с примерами численных расчетов распределения темпе

ратуры по лредлохенной методике гдееь представляются и ре

зультаты исследования математической модели внутренней задачи 
теплопроводности в элемента продольного сечения ШСШ. Рассмат

риваются два варианта модели при равных остальных параметрах 
определения внутренней задачи: 

 математическая модель о единой назовой подобластью рас

четного элемента и пренебрежением влияния, на распределение 
температуры прослойки пазовоИ ::эолвдш (назовем эту модель 
"трехелойноИ"); 

 математическая модель с явным выделением в расчетном 
элменте подобласти прослойки пазовой ИЗОЛЯЦИИ ("четырех

сложная" модель). 
Па рис.*;, 3, 4 приведены результаты расчета распределе

ния температуры^ для вьтодредэлонннх вартнтов штоматзаческой 
модели и весть наиболее характерных режимов нагрева Г 

В установившихся режимах нагрева ШШН тепловое состояние 
установки определяется взаимодействием источника тепла в об

мотке, теплоотдачи через поверхность лобовых частей обмотки, 
теплоотдачи через поверхность спинки магнлтолровода и тепло

вого потока от канала к индуктору или теплового стока от ин

дуктора к каналу, что зависит от температугк жидкого металла 
и. энергонапряженностз решла. Режимы, для которых здесь пред

ставлены результаты расчета для исследования математических 
моделей внутренней задачи теплопроводности, являются в этом 
отношении средними, хотя для энергонасряженныхрепшлов 
(рис. 3, 4) основным путем теплоотвода является сток тепла 
ст индуктора к каналу. 

Программа численного расчета для 3311 написана на алгорит

мическом языка ' УЮР1РАН1У. Расчеты приведенных вариантов 
выполнены для сетки N * 20, М • 60, необходимый объем опера

тивной памяти при этом 105 кБ, время счета одного режима при 
« * = Ю" 2 на Ш SG 1022 * 3 мин. 

Анализ представленных результатов расчета позволяет еде



лать аяедуйоие вывода: 
I . При пастозной постановке задача моделирования устано

вившихся тепловых режимов ШШй в элементе продольного сече

ния темлературиое поле является двухмерным с явно выраженным" 
перегревом обмотка по отношению к зубцу и спинке магнатопро

вода и нааоольйые перепады температур относятся к слоям ИЗО

ЛЯЦИИ паза z канала. 
2. Расчет распределения температуры в расчетном элементе 

по математической модели внутренней задачи теплопроводности 
с явно выделенное подобластью прослойки пазовой изоляции для 
представленных режимов дает увеличение максимальной темпера

туры Е пазевой зоне в среднем на 5%. 
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моделирование штат интегралтшх характеристик 
ЗЛЕКТРОМАГНШШХ НАСОСОВ ПРИ СТАРШИЙ АКТИВНЫХ МАТЕРИАЛОВ 

При эксплуатации электромагнитных насосов (ЭМИ) в них 
протекают необратимые деградационные изменения физических 
параметров активных материалов, приводящие к некоторым из

менениям интегральных характеристик (ИХ). Последние дают 
привлекательную возможность прогнои и контроля пред отказ

ного (предельного) состояния ЗШ. Тем не менее, в литера

туре отсутствуют работы, посвященные вопросам динамики 
технического состояния при долговременной работе ЗШ. 

Для моделирования изменения ИХ ЭМН применим математи

ческую [.одаль [ I ] , основанную на введении поправочных ко

эффициентов в решение задачи электродинамики сплошных сред. 
Построим иерархическую систему плоского ЗШ [2 } из двух 
уровней: ИХ и входные параметры (ВП). К первым отнесем: 

 КПД, Р а  активные потери, селу  коэффициент мощности, 
И а  масса активных элементов, р  давление ад выходе, 
6 т  индукцияв рабочем зазоре. Их величина определяет

ся ВП: Вп ширина паза магнитопровода, Вд  ширина зубца, 
<^ н  сечение провода, ^  плотность фазного тока, / 

частота тока, 01  полуширина канала, &  полувысота слоя 
жидкого металла, 0  расход, ^ и Кщ  коэффициенты 
продольного эффекта для давления и реактивной мощности во 
вторичной цепи. 



Обозначим ИХ  \£i , ( i = I , 2 , . . . 6 ) , ВП  XJ, 
( j • I , 2, . . . . 10). Соотношение между ИХ и ВП задается 
матрицей связи, элементы которой 

k y  ! &  & . а ) 

называются функцияш влияния. Относительныз изменения ИХ 
тогда 

(2) 

В общем случае Кц  это сложные функции ВП. Без ог . 
ранзчения общности для методики, их можно заменить на G j 

 коэффициенты влияния для конкретной конструкции и задан

ного режима работы. Численные значения Су возьмем из [2 ] . 
У существующих конструкций ЭШ наименее надежным эле

ментом является обмотка, при этом выход изделия из строя 
чаше всего вызывается пробоем меввитковой изоляции. Изме

нение величины пробивного напряжения коррелировано с из

менением различных физикохимических параметров. При выбо

ре параметра диагностики руководствуются удобствами реги

страции и величиной коэффициента корреляции. Параметром 
ухудшения свойств обмоточного провода может служить уве

личение электрического сопротивления в процессе эксплуа

тации, для проводов марки ГОЖ оно вызывается взаимной 
диффузией металлов сердечника и оболочки (З, с.953 • 

Изменение в процессе эксплуатации с ЫФ  const 
активного сопротивления обмоточного привода приводит, 
ввиду наличия реактивной составляющей полного сопротив

ления, к нелинейному изменению фазного тока 1ф . В 
табл. I приведены справочные данные прямоугольного ШЖа 
до 20 мм2 4 и результаты расчета 1̂  для ИФ= 66,3 В 
при двух различных тепловых режимах. 



П а р а м е т р 
Температура обмотки 

П а р а м е т р П а р а м е т р 
500°С 600°С 

Допускаемое время 
эксплуатации, ч 500 . 150 

Увеличение электричес

кого сопротивления в 7 1 15 
конце срока слуноы,^ 

Начальный 1ф, А 33,5 35.5 

В конце эксплуатации 1ц, А 34,5 37 

Табл. I . Изменение фазного тока ЭМН в процессе эксплуатации. 

Изменение ВП Г+ вызывает изменение ИХ, относительную 
величину которых проще всего найти по ( 2 ) . Результаты рас

четов приведены в табл. 2. 

Температура Изменения ИХ, % 
обмотки об. 
500°С 0,25 5,88 6,12 2,94 

600°С 0,35 8,28 . 8,61 4,14 

Табл. 2. Изменение ИХ ЗШ в процессе эксплуатации. 

Данные о старении ПСШа (4*} носят справочный характер, 
поэтому необходимо уточнение численных результатов табл.2, 
по эксплуатационным испытаниям. При этом следует учесть 
разброс ИХ ЗШ, вызванный отклонениями ВП от номинальных 



значений (свойства активных материалов, влияние техноло

гического процесса). При контроле старения ЗШ по изме

нениям ИХ наиболее информативны интегральные параметры 
р и А . . • 

Применение системного подхода \ 2 \ позволяет разли

чить последствия изменения ИХ, вызванные возрастанием 
активного сопротивления во времени от иньп: причин. Напри

мер, изменение немагнитного зазора (при вибрации) приво

дит к существенным изменениям другого набора ИХ: , Р 
и В т . Строгое доказательство требует анализа образ

векторов в многомерных пространствах ИХ и Ш. 
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КИНЕТИКА НАКОПЛЕНИЯ ДЕФЕКТОВ В НЕОДНОРОДНЫХ МАТЕРИАЛАХ 

Применение всё новых материалов в конструкциях машин и 
механизмов {включая электрические) приводит х необходимости 
изучения явлений прочности ж разрушения. Экспериментальное 
изучение макрораарушения твёрдых тел фиксирует существова

л а стадии дисперсного накопления субмикротрещии (СМТ) в 
объеме нагруженного материала, предшествующей появлению и 
развитию магистральной макротрещины I I, 2 1. В случае од

ноосного растяжения их форма хорошо аппроксимируется сплю

снутыми сфероидами, малая высота которых соосна внешней на

грузке; поперечный размер минимальных CUT совпадает с раз

мером структурного элемента в материале£ 2, 3 3 (микрофиб

рклла в аморфвенржоталлическом полимере, верна в поликрис

талле и пр. ) . Тгаидрвшнтпгшв» затруднения,, не позволяющие 
провести детальное исследование фазы дисперсного разрушения, 
вызывают естественную потребность в математическом её маде

I . В работе С 4 1 поотроена етатчапвчечдия кинетическая 
модель яажогившш дефектов в материале, вплоть до его макро

резрувегти, одовнвапвдяел аа вероятностном аппарате марков

ских процессов. Моделируемый материал представляется ансамб

лем нашито», разруаехщихся в жим приложенной нагрузки. 
Объединения разрушенных элементов а плоскостях, ей нерпен

дикулярнвх, образуют СМТ. Введена W(L»t)  функция вере



ятностх рввруаеякя влвмвнта в аавиоимооти от величины евреи 
ветра ввгрувкж £ ва вен. Элементы, пограничные CUT, иош

тввавг перенатгряжеаия. ыоделжр; тел появление, poor, взаимо

влияние в слияние CUT, причём оса слиянием понимается paepyw 
шения элемента, являвшегося пограничным одновременнодля 
двух OUT; раврушанке элемента, пограничного одной'СЫТ, ко 
Еспытнвающего перенапряжение также от другой СЫТ, для кото

рой оя ее является пограничным, навивается ростом при заал

моадвянхв. Иаолировакннй poor учитывает разрушение только 
от перенапряжений СИТ, для которой раооматркваемнй елемент 
является пограничным. Концентрация дефектов плодадьп ва ме

нее Sj "j&c " поперечное сечение элемента) во 
вракена •£ — ])-(t) имеет следующий вид: 

где £а&), С^Щ » промввутвчвна велвчвиы, gvemsmmut 
убыль количества дефектов s врояеооа аляввиж. аоицавтрадию 
дефектов размера j , обревуяцххол елввввео, в во майе© j , 
получающихся 8 миуву aft , вадраосвуву. 

||Щ ЩЩ ЩЩШ ZjvHbM--.... 
вероятности роста, слияния в веслияния ва время \% Ï. 
К*Лг > tit It пары дефектов, дающих при своём слиянии 

дефект равмвра j ; более j . 
В «том случае концентрация дефектов равмвра j записы

вается как  '" . 

2. Большинство реальных материалов являются мнхровеод

ворохкнмжС 2 3. Облвотв начальных перенапряжений, наличие 



ватерах обусловлено кгаотжческими я усадочными деформация

ми, включениями, иикропримосягш ж прочими микроконцентрато

рам., внося? разброс значения ] Г на элементах в материале 
(при приложении внешней растягивающей нагрузки). В рамках 
данного сообщения ограничимся именно таким пониманием неод

нородности материала. Внберем, как я ранее [ 4 3 , параметр 
нагрузки в виде растягивающего напряжения, усреднённого по 
сечению элемента, Тогда согласно кинетической концепции 
прочности 1 б 3 его долговечность равна: 

в функция вероятности разрушения мхкроооЛёыв: 

1«) 
«ид которой аналогичен I в 3 . Т  абсолютная температура; 
К  1в»аатявга Больдмана; ^ ( д о ^ , & Ь - параметра, 

веавояка от материала ж условий проведения эксперимента. 
Несдвородвооть структуры модалжруамогс материала в атом 
елучае может быт* учтена заданием расщрадалеяжя . 
«уавдо* вероятности разрушения алеманта запишется в гаде: 

Згдем очвтата, « о основная масса влементов лишена вачаль

ежх перемпржгажий. «а исключением некоторой небольшой ча

сти, м которых нагрувка вше нормальной. Для простота рао

. прадаление выберем в виде отупежьжж о дельта фувждией внача

ле (рве. I * . 



 îœ m 

Рво. I . Функция распределения параметра & , характвркзув

щая неоднородность напряженного ооотояния а мате

риала. 

где hm высота отупвньки; d  ее длина; Ô  дельта 
функция. В данном случав параметр <5 , по оутн дела, 
няет роль коэффициента концентрации вавряхеяха ив 
родноотях не трещинной природы. Тапер* для ораввавия о 
перимевтом воспольауемся данными для орвеитвровевхой 
новой плёнки ПК4, приведёнными в I ? , 8 |> Рвам» струк

турного влемевта 0,025x0,028x0,013 мк, линейный равнее мв» 
ввмальной CHT L t »0,025 мх; отноиенае высоты в подереч

вому диаметру 0,34; объём обрам» If  0 , 0 1 » авт. 
Выражение ш функции вереятвоети раарувавв* илшавтв (9 ) 
» втом одичав вврвввш&веввв * виде: 

1  ( l M)āxp [ - t a « f ( W ] , 1 Т » 



 ЮЗ 

где введены обсл нгнгэ: Л Л = Ct^XpU . 
=»&ехр [&мХ] ' , — ЕЦ х)  интегральная поклзательнач 
функция. И опытов 1 з"дл "вльвдя прочность для халтпновой 
плёнки получаем Ol =1,31.10" с . Будем считать, тео дан

ный парамет! сохгаклет свой значение и при описании pa3pTLe

ния микроо<1*$ма. 3 и 7 "! приводятся результаты экег.еримпн

та во изучению 1.. шл:деьия CUT в оркгнтироганном капроне.31 

Фиксировались CIAT двух различных линейных размеров 0,025 
мк ж 0,0754),01 м* при ко: ватной температуре Т *2ЭЗ К ж 
постоянном влезшем ..>астяггвающем напряжении ЯП». 

 Долговечность образпэ ери этом равнялась 1400 с. ЕлИвебуеи 
теперь совпадения теоретгчески рассчитанной долкззечя^"/. 
образца обгёмом 0,0128 см~^, при Сг,0 =181 LJIa, с леспери

ментально нзмеретгой. Отсюда получаем первое уеловие, опре

делявшее один из оставшихся параметров; два других опреде

ляются из корреля гии расчётного в зкеперимеятедьвого разбро

са по долговечностям и совладения теоретически рассчитанной 
концентрации дефектов минимального размера C^Ci) с экс

периментально измеренной концентрацией СМТ линейного разме

ра ¿.¿»0,025 мк (рис. 2) , совпадающего с линейным размером 
поперечного сечения фибриллы. Расчётные ватичижи: «0,094 
1/Ша; 4' »0,093 I/МПа; Ь «0,5 мПа. Численная реализация 
рассмотренного алгоритма даёт аам полную картину накопления 
дефектов различных размеров во временя. На рис. 3 приводят

ся концентрации CUT величиной 0,0750,01 мк, расчётные ж 
полученные экспериментально. Как видно, в пределах точно

сти эксперимента получено качественное и количественное 
совпадение результатов. Число перенапряжённых элементов не 

I превышает 5л. Б табл. I приведены соотношения предраирмвно

г о вклада механизмов разрушения для t злжчкых дефектов в 
яввшошмпгтя от ашаряжежия ж неоднородности структуры мате

риала. Оказывается, что основным механизмом разрушения 
хрупкттх ия̂ помеожжородяых материалов, не обладающих нача

льными тр zp'Had, является подрастание CUT в воле действия 

* Ищшрвок нооводилгеь в тязихотехничАсиом институте 
им. лТоТжоффе iaCCCP, г. Леняшхрад, Д.И.Фроловым 
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Ряс. 2. Накопление дефектов размера 0,025 мх в ориентиро

ванной капроновой плёнке ПК4. _ _ _ _ _  экспери

мент С 7 3; _ „ _  расчёт. 

своих резвивагщихся соседей. Данное утверждение верно для 
этапа диффузного накопления дефектов. Образование разрушав

шего дефекта ведёт за собой переход х этапу лавинообразно

го формирования магистральной трещины, для которого оценить 
вклад механизмов разрушения в общий процесс можно посредст

вом следующих рассуждений. Будем считать, что, начиная о 
разрушающего дефекта, скорость разрушения элемента, нахо

дящегося ва границе мкхротрещивы, ва растёт в остаётся по

стоянной Ц} р . В рамках предложенной модели «то вызовет 
рост величины поперечного сечения разрувакирсся моментов, 
находящихся ва границе, что приведёт к больней адажмочуват

ввтетоости дефектов. Это ж* в еаоа очередь хергг^мхъ ж 
лнчегапв вклада влияния в общий процесс рвярувеяяш [ 9 3. 
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Рис. 3. Накопление дефектов размера 0,0750,1 мк в ориен

тированной капроновой плёнке ПК4. ______  экс

перимент L7 1; _ _ _ расчёт. 

Именно существенность слияния в таком смысле его понимания 
может дать отмечена иа этапе формирования магистральной тре

щины. Результаты t 10 1 подтверждают'это. С ростом неодно

родности материала уменьшается величина разрушающего дефек

та, так как при d « h *2% размер разрушающего дефекта Jp = 
33; црв d * h »4.65^  Jp 28. Разрушающим назывался дефект, 
о размера которого J)(t)* P/rn^Xijft). т .е . происходит пе

реход к лавинообразному развитию макротрещины. Задание не

однородности материала (3) носит двоякий характер. Увеличе

ние параметра h при условии веаамоЕясстг прочих величин 
можно трактовать как повышение в материале числа концент

раторов нетрешхнвой природа. Увеличение же постоянной d 
при том же условии трактуется жав наличие мжхротредин; т . е . , 
существование начальной жожцеитрацжх мжжротрвщин может быть 



Таблица I 

Вклад механизмов разрушенвя я прадраярввау» коиоентра

цко дефектов размера J . 

¿ 0 
ш 

4 « h 
% 

Слияние Изолированный роот,£ 
¿ 0 
ш 

4 « h 
% 

4  * J «20 J 4 j 20 

100 1.4 6,8 ] 43,4 38,3 
181 2 1.0 4,0 50,0 42,3 
280 0,8 3,1 61,2 64,2 

100 3,8 14,2 31,9 24,1 
1 « 4,65 1.9 11,3 38,1 .29,0 
280 I . I 8,9 « . 2 35.2 

100 4,8 18,2 25,1 18,1 
181 8,8 2,9 15,1 28,0 22,1 
250 2,1 11,6 30,6 25,6 

учтено в рамках данной модели, задаваем начальник перена

пряжений на алемевтах путём значена* параметра перегрузки 
ё) , при которых вреднее время ливни рассматриваемого эле

мента £ • СС*ехр[-ё>1.) не меньше времена жизни погра

ничного элемента СИТ единичного размера. Предразрывные кон

центрации дефектов, преввшашие 465, а вавем случае, ври 
неизменной высоте h »0,8 МПа, будут соответствовать ато

му варианту. Прв увеличении высоты « т е н ь к а h в то про

центное отношение будет возрастать. 
3. Прв расчёте перенапряжений на алемевтах, окружахщих 

СИТ, мы аппрокопвруем её полость» оферовдадьяой форма, 
предполагая, что верввевравевве У j равно усреднённому 
первнапряженаю во реалжвавжж дефектов такого размера. Пол

ный учёт вжвивви форам дефектов возможен задаваем функции 
расиределвквя нвренаправенай для элемента, ваходячегооя на 
границе дефекта. Реелвввпва данного аута встречает оувдаот

венные трудвооти. Поэтому огронкчамоя ввчвшившим •ваивш 
яжлевая. Предположим, что двоверева фижмам раццвдижвиш 



перенапряжений (6) меняется для пограничного элемента, в 
ваваоимоста от размера в вероятности образования СМТ дан

ного размере слиянием. Результатом слияния является дефект 
о разрушенным, по крайней мере, едким элементом в перемыч

ке; перенапряжения на сооедних элементах перемычка превыша

ет перенапряжения же границе сфероидального дефекта той же 
площади. Это ж учитывает вышеупомянутое утверждение. 

Г 

где 

(Хм -
конпевтрацвя дефектов размера / , образую

щихся слиянием; 4**4*^  увеличение дисперсии функции 
распределения в зависимости от размера дефекта. На рво. 4 
приведены хржвже воадентрапий разрушавшего дефекта Для 
оржевтжровавного капрона объёмом образца у »0,01 см 3 в 
вевжежмоетх от величины добавочной перегрузки. 

4, Рассмотрим теперь накопление повреждений при лвней

ном изменении аагруакя во времени . Функция веро

ятности (5) в его» случае еапнлетоя в виде: 
ватевавщем ив мвржовевого раояютреявя разрушения алекеяте 
оо охсроотью раарунекия, явно зависящей от времевв. На рво. 
5 првводятеж ежовераментальяве С ? 1 В расчётные результа

та для образцов ва ориентированного капроне врв линейном 
вагружевжв Х _ 0

и _ 1 в ^ ^ • Параметре .лепредоленвя берутоя 
из опытов на статическое растяжение (п. 2 ) . Как видно, теоре

тическая кривая хорошо совпадает о экспериментом. С увеличе

нием скорости нагружевжя нрадрвзрмвнвя концентрация уменьше



 i œ 

Рис. 4. Влияние форст дефектов на вероятность образования 
разрушающего дефекта в ориентированной капроновой 
плёнке. I  без учёта формы; 2  4* »0,05 1/КПа; 
3  4* =0,05 г?*, I/tofc. 

ется. Механизм слияния даёт малый вклад в процесс накопле

ния дефектов и играет тем меньшую роль, чаи больше скорость 
пагружения. 

5. Заключение. I . Модель, основывающаяся на статических 
кинетических уравнениях, позволяет успешно описывать меха

низмы процесса разрушения при статическом в дивашчеохом 
нагрухении материала. 2. Дисперсное разр/иение хрупких не

однородных материалов происходит подрастанием дефектов во 
взаимодействии с развивающимися соседями. Под хрупкостью 
материала понимается отсутствие пластических и реовсмввх 
деформаций в нагруженном материале. Слияние начинает играть 
роль при достижении неоднородностью материала такого уропя, 
когда приложение нагрузки вавввает структурные паренапряже



P E O . 5 . Накопление дефектов размером 0 , 0 2 5 мк в режиме лг

нейного нагружения <¿>Q-^Jt ; I  Сэ0 « 0 , 3 4 МПа/с; 
2 - ¿ > « 1 , 2 МПа/о. _____ • эксперимент £ 7 

 расчёт. 

кия, превышающие перенапряжения от наименьшей СИТ, что мо

жет характеризоваться как начальная концентра пая микроде

фектов. Большое количество сливающихся михротрещин, полу

чающееся в С 1 0 3 , относится в этому случаю, а также к опи

санию фазы лавинообразного формирования магистральной тре

щины, 3 . При динамическом нагружеяии вклад слияния в обра

зование разрушающего дефекта также незначителен. 
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МЕТОДИКА РАСЧЕТА НАЛРЯШИЙ В МНОГОСЛОЯНЬК СРЕДАХ 
С ВЯЗКСУ ДРУГИМИ СЛОЯМИ ПРИ ДИНАМИЧЕСКОМ ИЗГИБЕ 

Большое практическое значение имеет расчет слоистых кон

струкций с вязкоулругими слоями. Методика расчета напряжений 
в упругих многослойных балках описана в СII . В данной рабо

те указанная методика развивается на случай произвольного 
числа линейновязкоупругих слоев. 

рассматривается слойная балка о произвольными орто

тропными аязкоупругимн слоями £о,к.*4] , где 2о,с- я о 
ордината границы раздела К ^ и К * слоев, К  0, . . . , 

/ 1  1 , £е?,о «0, Ирук «н, Н  общая толщина балки. 
Для расчета распределения напряжений й перемещений по тол

щине балки при поперечном изгибе П 1 имеем следующую систему 
пятя уравнений: 

( I ) 

Работа выполнена под руководством квяд.физ.*ат.наух 
'А.Е.Богдановича 



«V, ' (2) 

J % â r lu 5v эх л г 

где fU) » 

при «*f é [io,ic : Jto,K**J', 

К.дШ-~яяр& релаксации для вязкоупругого материала К1"0 слоя. 
Для решения системы (Г) используем полу дискретный метод Га

лерккна £l 3 • Используя линейную интерполяцию перемещений 
AS 

подучим следующую систему уравнений относительно неизвестных 
функций и;(х,е)9 uqtx,i) , г ¿7, . . ! 7 У 

9 ¿4 



 ¿ ¿ f e » 1 ¿ f e * g r > ( " 

Элементы квадратных матриц 4, , Ъв , ñ> ,$¿¡ $¿j ,P¿j 
размера можно определить,сравнивая (3) с ( 2 ) . 
Матрицы %о , ф в , V„ , содержат только мгновенные жесткости 
слоев, элементы остальных матриц зависят от величин I вг^— 

щ Щ 4 • J 

При граничных условиях свободного опирания, приведенных в 
til , решение (3) можно искать в виде 

оо 

к/  л (4) 

Подставляя (4) а (3), получаем следующие системы интегродиф" 
феранциальных уравнений для определения векторов ТщМ 
(/т?  I , . . . , о о ) о компонентами , ¿ = I , . . . . 2/Y+2 : 

где ^(ЭС,^)* 6э£(Н}'Х/ Ь)  внешняя нагрузка, А/  коли

чество подслоев, на которые разбита балка для достижения за

данной точности расчета напряжений. 
Для решения системы (2) ачпишеы ее в матричном виде: 



 НА 

оо 
V 

А  длина балки. 
Перепишем систему (5 ) г более компактном виде 

Матрицн У% . * « I Л ; ( £ / > » ( П ) , (13), (3$)| 
(65) вырававтоя через £ , £ в , £ и . № , ^ сог

ласно ( 5 ) . * . 
Использование для решения (6) метода РувтеКутта о чис

ленным вычислением интегралов в вяакоупругих слагаемых 
приводит в необходимости задавать очень мелкий шаг интегри



 1X5 

рования, кроне того,происходит быстрое накопление погрешности, 
не позволявшее получить решение на промежутках времени боль

ших, чем несколько пробегов упругой волны по толщине. Это 
связано с тем, что ~члг отношение наимень

шего собственного числа матрицы V п, к наибольшему имеет 
порядок отношения времени пробега упругой волны во толщине 
балки к периоду нагибных колебании (для углеплаотиховой балки 
при Н/ L »0,1 Atnin / Хтв-х. Таким обравом, использо

вание конечноразностной слпроксимацвв девой части системы 
(6) неперспевтивно для отыскания Tnlt) на конечных интерва

лах времени. ~ / v 

Для решения мой оиотемы в упругом случае Mij'O эффектив

ным оназалоя метод Эйлере. Предлагаемая ниже методика решения 
(6) при основана на сведении исходной системы к после ' 
довательнооти овотем с Mty' =0. Прежде чем излагать методи

ку решения ($) о Mcf* *^0, выпишем решение этой системы в упру

гом случае. Ив фвеических соображений следует, что собствен* 
ныв значения ^**Пф различи!: и положительны. Обозначим их^ 
черев Д< , а соответствующие ссоотвенные вектора через Qc , 

с » I , , . , , 8 ^ + 2, Тогда при однородных начальных услови

ях решение системы ( 6 ) С iß* «О) имеет вид» 
итшшч UJIUI mum Ч«/ V пу —V> ИКАВц ЛИД| 

(7 ) 

/»/ . —• 
Процедуру отыокангя Л и С/ можно запрограммировать на 

ЭВМ, поскольку при «шейной ;штерполяции перемещений матрицы 
У в п0 грех и нятидиагональнье соответственно. Так как 

лтегрелы в 17) д м многих практически важных программ натру

женил берутся аналитически, этот метод позволяет рассчитать 
7л»(t ) на больших промежутках времени без накопления пог

роевюсти. 
Перейдем к Пц £ ) . В основе сведения походной системы 

> В001АДОВАТЕ«•мости систем о пЬ = 0 лежит одедушцее об

щее свойство вяакоупругиж ооераторов faj t 



т.е . при ¿/$^{(1 вклад релаксациоь...я,о члена мал и между 
напряжениями и деформациями выполняется упругая зависимость с 
мгновенным модулем. ,' 

Рассмотрим последовательность, интервалов [о, 1е~}, £0= О, 
£е+1 -1(=Л(>0/£-^).< • . Обозначим через ^ ( / ) решение (6) 
на^конечном интервале СО,£г] . Предположим, что нам известно 

С-6 ) и'определим л * ^ ' • Для этого введем функцию 
и£ ( с ) , 1е[о>к] такую, что 

I п. Требование непрерывности 1щ и ее производных в точке 
4.е приводит к начальным условиям 

&£<о)  сСсию)/^ - О . 
Подставляя (9 ) в (6 ) и ВЕОДЯ новую переменную , 
^^[ОлАе],получаем систему уравнений относительно ЦХ.(]*)' 

(10), 

Правая часть (10) зависит от ' т ( г ) , ядер релаксации и 
внешней нагрузки. Неизвестная функция (/О входит толь

ко в левую часть. Выбирая &Атт г/", в силу (8 ) , интеградь

, о 



ными членами в левой части (10) можно пренебречь. Такое пре

небрежение означает, что вязноупругая составляющая за время 
/1г мала. Начальные условия, введенные в правую часть (10), 

определяются с учетом релаксации напряжений на всем пред

шествующем промежутке Pô, -ie 7Для простоты изложения положим, 
что tf'Ut))tf'M • Hfif) . 

Тогда, систему (10) можно переписать в виде: 

+ Fj-k , j** hath 
Левая часть ( I I ) отличается от (10) лишь формой записи, в 

ней явно выделены функции, зависящие от Jk « Вектора, обо

значенные латинскими буквами, от /4 не зависят и вычисляют

ся По известной Т£_ . Решение ( I I ) записывается с использо

ванием (7) в квадратурах. Далее, рмая U£(fOf по формуле 
(9) найдем 7£*1 . На первом шаге/Ь,^ _в правой части 
(Поесть лишь одно ненулевое^ слагаемое • Определив 
-fU^jb), из ( 9 ) получаем %i'&J-UZ.U)• Для вычисления 
Lmiîj . необходимо рассчитать интегралы 

Это npocje всего сделать, применив к ( I I ) свертку по &'u(t) • 
Зная , и ТтШ , можно _рас считать Ак , В*Х » Cixij , 

toUxij >£mxù- » а затем найти R^Cpr.). После чего из (9) полу*. 
.чаем f*-а) . На последующих шагах необходимо знать 

Irnv n-fJ- = ^ э т о г о мсжно получить рекуррент

ную формулу, связывающую Iml\ и XnUj > которую не при

водим ввиду громоздкости. Описанная методика позволяет полу

чить .решениёХб) на любом заданном интервале времени, разбив 
его на малые отрезки &е и последовательно определив 

Trr ... . 
Проиллюстрируем применение данной методики на простом 

примере. Рассмотрим уравнение продольного изгиба вязкоупру

гого стержня. В безразмерных величинах оно имеет вид 



то 
-rt-^mj ¡1- ?Z*j>; im*>-с ¿кр (14). 

Для решения этого уравнения применим описанную выше об

щую методику решения системы ( 6 ) . £ 

Используя принятые обозначения, считаем, что //».(•£ ) 
известно. Для вспомогательной функции ( м ) , введенной 
в ( 9 ) , имеем следующее уравнение: ^ 

a¿ /f-2" 

-P(é)/s:< • д"(иг+ ur9)/dx*-O, ' ( I 2 ) 

где Lz-{y/Lf/l2^ H- толщина, ¿  длина стержня,p(i) -

внешнее продольное напряжение на торце, У,1^  отнесенные к 
' И начальный и дополнительный тгрогиб. Координата X отнесе

на я L , а время Í- к L/¡¡8%/$' . В случае свободно опертых 
торцов, при начальном прогибе 1if0-7mo SÍn хтх', решение (15) 
идем в виде . tU~т 1т. Sin Хт.т . 

Зададим р ( ¿ ) линейной функцией времени 

так, что за время £ = tzp достигается одна критическая 
статическая нагрузка. Тогда для искомой функции T^li) 
имеем следующее уравнение 



sel <• ШШ °£ • -H/L 

Решение этого уравнения при однородных начальных условиях 
можно записать в элементарных функциях при любом € = О, I . . . 
Это дает возможность легко вычислять интегралы 

через которые выражаются ссп . Процесс последовательного 
вычисления Tj^Ci), ' £= О, I . . . легко алгоритмизируется 
на ЭВМ. " 

Расчеты производились для вязкоупругого стержня с 
£ / H .20, j3 = 0,5. Время достижения критической нагрузки 
iff = 5. На рис. I приведены результаты расчета прогиба для 
ГП = I и Ш = 3 при различных временах релаксации. Кривые 

I и 4 получены методом РунгеКутт« для упругого стержня. 
Кривые I  результат интегрирования (14) при р = 0 (уп

ругое решение с мгновенным модулем), кривые 4 при fa -* 0 
(упругое решение с длительным.модулем). В последнем случае 

о . о 

Выберем ¿ 1 (( min. ( ? « ) • 3 7 0 д а е т возможность пре

небречь обоими слагаемыми в квадратных скобках в левой части. 
Выделив' явно в правой части зависимость от м , запишем 
(15) в виде, аналогичном ( I I ) : 



Рис. Г. Зависимость прогиба от времени 
для двух форм выпучивания стержня 

Таблица I 

0,2 0,1 0,05 0,025 

0.1 ЗЛО" 3 ЗЛО" 3 З Л О - 3 0 

100 8. Ю - 2 2.10-2 • 2.I0--2 ' 0 

Максимальное отличие расчетов о различным лагом 
от расчета с Л - 0,025. 



интегрировалось уравнение 

которое описывает изгиб упругого стержня с модулем упругости 
Ь% »Ц-р) 3« , Кривые 2 , 3, 5 получены с помощью разра

ботанной методики решения вяввоупругой задачи для 4« = 0 , 1 ; 
I ; 10 соответственно. При Ш = I и времени релаксации 
рн ш 0 , 1 расчет совпадает с кривой I , при М. = 3 совпадение 
с "длительным" упругим решением достигается при fa = 0 ,05. 
Кроме того, для .обоих Ш получено, что при р14 = 100 прогиб 
вязкоупругой балки не отличается от прогиба упругой с мгно

венным модулем (кривые 4 ) . Все расчеты на рис. I выполнены 
с шагом ¿¡c = А » 0 . 0 5 , I , . . . . 2 0 0 . В таблице I пока

зано максимальное относительное отличив результатов расчета 
с разным шагом от расчета с шагом Л = 0 ,025 на интервале 

f¡0 £ " 0 , ' 1 0 J и т. • 3 . Как видно, при большом времени ре

лаксации погрешность расчета постоянна для всех величин ша

га В случае » 0 , 1 при Ь - 0 , 2 погрешность выше, чем 
для меньших величин шага и практически постоянна при А 4 ун . 

Достоинством предложенной ыетсгики является ее быстро

действие. Машинное время, затрачиваемое на расчет вязкоупру

гой задачи этим методом на интервале é& [О, 10} с шагом 
Л » 0 , 0 5 в 2 раза меньше, чем время решения упругой задачи 

методом РунгеКутта на таком же интервале времени с немощью 
стандартной программы S5P. 
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л.*..:*эгде 
ЛГУ им.П.Стучки 

прижашиз доишкюго пирдал ДЛЯ ЧИСЛЕННОГО РАСЧЕТА . 
ПРОЦЕССА ДЖШ̂ ХЖГО ЛОКИРОВАНИЯ КВАДРАТНОЙ • 
йсткотал'пгтской пластины '• 

Пги обнчнМ постепоэке в задачах о дкнамкчесхом нагружении 
жЗстксплэстических тал получаек краевую задачу для нелинейных 
уравнения в областях с неизвестными границами, для упрощения за

дач о^нчно используют разные априорные гипотезы о предполагаемо: 
распределении яёстких и пластически дсфорлирующихся областей. При 
использовании вариационных принципов такая необходимость отпада

ет, тек кг.:: краевые условия для напряжений, задаваемые на неиз

вестной границе жёсткой я пластических областей, выполняются авто

матически.. :'•=?"•':•• > ; .  :
v 

Впервые глх«:ацко1гаый принщш, содержало! ускорения, был сфор

мулирован З.П.Тамужем [ I ] . Он широко использован в практических 
расчетах. Однако в приложениях появляются трудности при установле

нии связи между допустимыми ускорениями к напряжениями, так'как 
ассоциированный закон течения связывает последние непосредствен

но только со скоростями. 
3 книге [ 2 , с. 178 ] сформулирован вариационный принцип, со

держащий только скорости деформаций. Время движения £ разделяет

ся на К интерваловutt LlL&it-t) к скорости деформ.ции 

Научны!: руководитель работы чл^корр. АН ЛССР докт. физ.мат. 
наук проф. В.П.Тамуж 



к скорости (¿1 £¿"^¿.2^ в интервале 4£е находятся мяптаизацт 
функционала: 

3 ( и ч ¿ 1 . ) Щ Ш Ш 1^0¡1^0. Ы^Ш с; 

£  плотность, 

и*~~~4 - скорость в интервала временя Л?/г< . 
Рс - поверхностная нагрузка, действующая в области 

</> ( £ )  дкесипативный потенциал. ' 
При использовании условия текучестиМиэеса 

( 2 ' 
где 6с/ % девиатор напряжений, 

^  предел текучести при чистом растяжении 

№)*<М*Ь&Ч&/ . ( з ; 
Приведённый принцип мало использован в численных расчётах, 

хотя обладает преимуществом по сравнению с принципами [ 1,3 ] : 
неизвестной является только функция (Л<. , не надо заботиться <: 
соблюдении ассоциированного закона течения и для решения можно 
использовать процедуру безусловной минимизации (условие несжи

маемости можно удовлетворить, например, подходящей гипотезой 
КирхгофаЛява). Трудности применения связаны с недифференциру< 
местью функционала ( I ) . Однако существуют методы, позволяющие 
ходить экстремумы негладких функционалов, допускающие простую 
численную реализацию, 'например, [ 4, с. 35 } . 

Как пример практического использования принципа ( I ) рассо

ривается задача .динамического нагруиения свободно опертой жес 
копластической плаотины равномерно распределённой нагр„зко2. 
Эта задача представляет и самостоятельный интерес, так как в : 
вестных решениях её [ 5,6 ] используются приближённые квадрат 
ные УСЛОВИЯ текучести, а также априорные гипотезы о взаимном \ 
положении жёстких и пластических областей. В работе { 3, с.33( 
рассматриваются линеаризованные условия текучести ТрескаСек1 
нака и неточные граничные условия. Решения, где использовалис1 
бы нелинейные условия текучести, неизвестны. 



 12* 

Пластину ттргД(теням в виде области ¿0\* (О£ Х<61_} X 
У (0£ ХА*:/_)х(/?^Хз£^7)и на плоскость Действует по

стоянная нормальная поверхностная нагрузка /2. в течение интерва

ла времени Так как / 7 « ^ / ^ . то рассматриваем задачу в рам

ках гипотезы КирхгофагЛява: • , 

Заметим, что удовлетворяют условию несжимаемости. Ограни

чиваясь членами порядка О @), получаем из (3) выражение для 
дисскпатавного потенциала: • 

и после интегрирования по У з из ( I ) для функционала: 

где ^ $£0(Лъ ~ ? , , а с с а н а е д а н ш ^ г площади. 

В случае свободного.опирания начальное и граничные условия 
следующие: 

М1ыо = ЯГ , «//^ • » О., (7) 

Вводим безразмерные переменные 

1г~1Ц, I*Ъ11'Д*Шс; м~и7№/(Щт)( г*/гфМ)у (9> 
где Д/ Ьа5_^ 4  предельный изгибающие момент, 

3  параметр нагрузки, 
 время нагружения. 

Тогда получаем (чёрточки опускаем): » 

*^йНоо 7«в о в / (Ю) 



Минимизадгм функционала (1С)проведём, используя принцип двой 
ственности. Известно, что всякий выпуклый,.полунепрерывный снизу 
функционал совпадает с верхней граи^о семейства всех кесревосхо 
дящих его непрерывных фу1псционалов. Тогда мы можем второй иатз

грал функционала ( I ) представить в виде: 

(12) 
где <3JJ— девиатор тензора напряженно и ( 1 2 ) выраг.еет принцип 
Мизеса мвжскцума скорости диссипации энергии [ 2 ,  . 20 ] и ми 
Н2мизадию(Ю) заменить нахождением седлозой точки лагранжиана: 

i__y aV/ л 

•О 

(13) 

Щ $гг О 

О О S 3 3 

соотьетственно скорости изгиба и изгибкым момента?.'. Uj, Mg, >.!т2 

соответствующие девкаторы 

Для реаения можно приспособить процедуру, описанну̂  з [ 4, 
с. 10? } : задавая ScJ, вычисляем 6^, далее находим Sij и т.д. 
по правилу: ' л 

1 ) зная £ц £ А , определяем W как элемент, ыннт»мизцрую

ший ( 1 3 ) при неизменных функциях ; 
2 ) строим 

где К ( с ф  оператор проектирования па область А , выглядя
• пай в нашем случае: 

ft (&,J = L//max (Sfteiyiij) 
^ ц  численный параметр. 



7 ¿4 . . . .и 
] |'4.:,.<м4 

Если область ;тпчспий , область X а функция \ЛцО№) выпук

лы, 0<1з^^^^(Ы.х> гдео<<. Л ь выбрана надлежащим образом а сед

ловая точка существует, то алгоритк сходится к решению. 
Минимизация (13) по , соответствующая 4) шагу, эквива

лентна решению вариационного неравенства: 

где Щ  любая кинематически допустимея функция. 
Рассмотрим произвольную бесконечно 'дифференцируемую функцию 

ф 'с носителем [ 7, с. 38 ] , компактным в области С&'СО< Х\^у* 
х(0*Хх<.4)' . то есть ^ ¿ 0 только в ¿0*. Тогде# » { # г^ 

будет кинемагически'допустимой ;:, вставляя и в (15), получим', < 
что: ' '^А?У;'''\-^:?:- .'•'•'' ,;''.' : ' 

0. 
! « й т& ? * • (16) 

Используя определение производных обобщённых функций [ 7, 
с. 48 ] или престо интегрируя по частям и учитывая, что на грани

до 6С)* 'ри её производные равны нулю, и что *Р  гпх)извольная 
функция, получаем:  

¿¿4 "*" V и*<* ЬХ,* ЬХ,1 о Л / (17) 
Из (14) следует, что гранкчше условия (9) можно заменить на: 

6'« в - $»¡¿4* 0 ; ^ ( & 4 * о, (18) 
где ¿4)А  граница области л )и . 

Для численного решения задачи (14), ( I ? ) , (18) используем 
конечноразностный подход и аппроксимация (14) и (17) в слунае 
равномерной сетки следующая: 

ш1-т"--Цс* ,с и <;* V + 5 ( и > ^ и 



_ им 

.'»144 к » * . 

где д4 - А1*фМ14М1Щ аШШШШ&№ 

И = /1/А/  шаг конечноразностной сетки, 
рл  оператор в (13). 

Рассмотрим как пример аппроксимации ч • ч.у 
пластики определение сУД/ 

на границе 

1 1 н 

***** 
*л»Ьп щ , ои Щ,5ик*; ~ ',Н< М. 

я 1/4 части пластины, шаг разбиения

Так же етрбятся и £ 4 4 

Задача решалась для' 
Ц =0,05. Рассматривались нагрузки разной интенсивности и, рас

считывались распределения скоростей прогиба и прогибы пластины 
в разные моменты вге:..зки как в фазе нагружекия, так к в фазе 
инерционного движения. В каждый момент временк устанавливалось 
также и распределение жёстких к плестичзских областей. Резуль

таты представлены'На рис. I . Видно, что, "как и в [ 5,0 ] , з за

висимости от интенсивности нагрузки наблюдаются два основных ме

ханизма движения  э жёсткой областью в центре (рис. 1а,' ркс. 
16) и без неё (рис. 1в), но в предлагаемом рсшсняп,' где исполь

зуется условие текучести Глгаеса, не •выполняются принятые в [ 5, 
6 ] гипотезы о локализации деформаций только вдоль 'шарнирных 
линий, хотя это может оказаться только влиянием поточности ап

прокетт/лцпи. Погрешность в [ 5*6 ] вносит и приближённее квад

ратное условие текучести. Локализованные вдоль линий дс'юрглцпк 





Рис. I . Распределение безразмерных скоростей прогиба и 
расположение жестких и пластических (заштриховано) 
областей ао время нагружения: а) нагрузка 2 ^«2; 
б) 2 «18 ; в) 2 =7 ; I  полученное решение; 2 

решение [б,б] ; 3  решение [ з ] . Центр пластины в 
правом нижнем углу. 
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Рис. 2. Условия текучести ТрескаСенВенана и Мизеса 
(эллипс) • 



О еу 0,1 «V» 0,<г V 

Рис. 3. Распределение безразмерных скоростей прогиба в 
разные моменты времени при 1. =72 * время нагру

жения. (и-0,0 

были получены и в [з,. с. ЗЗв], но изза очень грубой раз

ностной сетки (Н*С,2) о расположении пластических зон там 
трудно говорив. Расхождения с результатами [ 3 , с. ЗЗв] могут 
быть обусловлены различными условиями текучести. На рис.2 по

казано взаимное расположение условий Мизеса (эллипс) иТреска

СенЗенана (шестиугольник) в плоскости главных моментов. В 
{З, с.ЗЗв] условие ТрескаСенВенана для примечания его в 

пространстве Нл4,Мхг,А/цПОДверглегея дополнительной линеариза

ции. Разным точкам пластины врешении [3 , с.ЗЗб]соответствуют 
точки сторон шестиугольника СВ и СО . 3 предлагаемом решении 
продвижению от внешнего угла пластины к ее центру примерно 
соответствует продвижение от точки 6 к 6 по эллипсу. Результаты 
[3 , с.ЗЗЗ] искажает и там примененное излишнее условие"£5П2ГХ4

г^ 
на линии опирания и очень грубое разбиение с Н =0,2 . 

На рис.3 показаны распределения скорости прогиба в момент 
снятия нагрузки интенсивности ~\\ "72 и в последующие моменты 
времени инерционной фазы движения. Видно, что деформации за

канчиваются в момент времени £ »13 7Г, где Т" время нагружения. 



, £ •  151  'Л''.;**4 

Для [óJ и [б ] это время £ «12Т". Можно наблюдет» и то, как с 
ростом времени движение пластины принимает так называемую мо . 
дальную форму  форма распределения скоростей не меняется со 
временем. . * « ' 

Параметров (14) был взят постоянным, uro оптимальное 
значение не зависело от. интенсивности нагрузки и равнялось 0,013. 
Для расчета одного распределения скоростей при Ц=0, CS нужно 
до 50 минут машинного времени ЭЫ KCI060. Предполагается кс

следовать возможности оптимизации алгоритма, применяя нестацио

нарную последовательность . 
Для повышения точности полученного прмохягенного тепения 

надо применять неравномерную сотку или метод конечных элементов. 
Зопрос о получении достаточной точности конечномерных аппрок

симаций в задачах механики яестко.пластических сред является 
особенно острым, так как поля скоростей пеформаыи* могут й/ть 
разрезными. Определение точности приближенного" .речения мо::.'о 
провести методом двухсторонних оценок [2, с.Еб] . 
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ЯВЛЕНИЕ ВНУТРЕННЕГО РЕЗОНАНСА В СФЕРИЧЕСКИХ И 
1ЩИЕДРИЧЕСКЙХ ОБОЛОЧКАХ 

Формы и частоты собственных осесишетричных колебаний обо

лочек можно условно разбить, на три семейства: изгибине, мемб

ранные и сдвиговые. Последние связаны о инерцией вращения нор

мального г. срединной поверхности элемента, и указанное семей

ство наблюдается лишь в решениях уравнений, полученных о ис

пользованием кинематических гипотез С.П.Тимошенко Г 1,2 3. 
Кроме этого, характерной чертой семейства частот поперечного 
сдвига является то, что они появляются лишь в диапазоне без

размерных частот со ̂  где  безразмерная 

частота, К.  радиус оболочки, л  толщина оболочки, 
р  коэффициент Пуассона, Е  модуль Сига, $  плот

ность материала оболочки. 
Услоыость разбиения заключается в том, что прогиб и/ , 

продольное перемещение и в угол поворота нормали связа

ны системой уравнений движения и при всех трёх типах колеба

ний отличны от нудя как ь/ , так и и, у> . Поэтому правиль

нее было бы назвать частоты преимущественно изгибныыи, мем

бранными или сдвиговыми. 



Рис. I . Зависимость безразмерных частот от угла полураотво-

ра еферичоской оболочки. 
- изгибине, - мембранные частоты. 



В литературе известны различные подхода к установлению 
принадлежности некоторой кода колебаний к определённому се

мейству С 3 ] . В данной работе указанная "сортировка" прове

дена в результате анализа максимальных значений перемещений 
и количества узловых точек в формах колебаний. 

Собственные частоты каждою семейства иметт определён

ную (отличную от другого семейства) зависимость от таких 
параметров, как толщииа оболочки И и длина образующей обо

лочки. При увеличении длины образующей мембранные частоты 
_ уменьшаются медленнее,'чем изгибные часто'н. Вследствие это

го возможно пересечение кривой мембранной частоты с кривыми, 
характеризующими зависимость частот изгиба от длины образую

щей (см. рис. I , рис. 4 ) , т.е . при некоторых соотношениях 
геометрических'параметров возможен двойной корень в частот

ных уравнениях. Целью данной работы является исследование 
взаимного влияния двух мод колебаний вблизи точки пересече

ния. Анализ форм колебаний проводится на основе результатов 
численных экспериментов, проведённых на ЭВМ ЕСЮ22 в ВЦ 
ЛГУ им. П.Стучки. Как указано в С 4 ] , вопросы математиче

ского исследования устойчивости полученных решений для си

стем с двумя одинаковыми собственными частотами ещё ие раз

работаны. В общем случае для оболочек вращения эти вопросы 
обсуждаются в С 5 ] , но по классической теореме Кирхгофа

Лява. Явление двухчастотного внутреннего резонанса особенно 
ярко выражено, если отношение длины дуги образующей к радиу

су оболочки меньше единицы; В остальном диапазоне имеет ме

сто сгущение всех частот при увеличении длины образующей и 
сильно возрастает взаимное влияние всех близлежащих мод ко

лебаний. 
Расчёты проведены для оболочек, имеющих 

Ь* 2 ми, & =100 ми, ^ »7,7 г/см 3, £ =2.106 хГ/чяГ, 
У"=0,3 

 В дальнейшем обозначим мембранные мода (продольные колеба

ния)  Мь , а изгибные мода  , где I  порядковый но

мер частоты данного семейства. Знаком * обозначена форма, 



606 = 39.4312 
Щ е х = 7 9 

Ы 6=32.3845 
Ид, < * * 5 в 

0)«24.6*6 С1 
И 4 <*=9,5в 

С0 6=22.925? 
И/. о И 0 ° 

С0 6 22.0А5 Й 5=49.5"759 

XV/ 

Рис. 2. Поведение пзгябинз форм колебаний вблизи точки пере

сечения. 



которая на рисунках увеличена в 10 раз, а знаком ' } »фор

ш , которые уменьшены в 10 или соответственно в 100 раз. 
Рассматриваемые нике примеры приведены для защемлённых 

оболочек. ' • • •  . « 

Сферическая оболочка 

На рис. I показана зависимость частоты первой мембран

ной моды М< и некоторых изгибных мод колебаний ( Й 3 , Ич 

Иг ) от угла полураствора сферического сегмента «< .. В даль

нейшем исследуется взаимное влияние Н т и Ич вблизи точки 
пересечения ( <* я: 10,5°). 

Форш колебаний изгпбной моды 1Ак при приближении к 
точке пересечения представлены, ка рис. 2. Видно, что на фор

му прогиба V/ и близость мембранной моды Мт практиче

ски не влияет, и в рассматриваемом интервале изменения угла 
полураствора эти величины не меняются. Продольное перемеще

ние и , которое примерно ка два порядка меньше прогиба и/, 
при приближении к мембранной моде М Т существенно меняется 
по форме и увеличивается по модулю. По форме и. становится 
подобным продольному перемещению Мт (см. рис. 3 ) , а по мо

дулю возрастает примерно в 10 раз, оставаясь при этом поч

ти в 10 раз меньше и/. 
При переходе через точку пересечения и. скачкообразно 

меняет знак по отношению к VI и у (напомним, что формы 
колебаний определены только с точностью до произвольног 
общего множителя, поэтому есть смысл говорить только об из

менении знака одного перемещения относительно другого), при

мерно сохраняя свою величину по модулю. В дальнейшем проис

ходит уменьшение и. до начальных не.возмущённых значений. 
Форш пергой мембранной моды колебаний Щ приведены на 

рис. 3. В начале рассматриваемого интервала * << =5°) мо

да Мт находится вблизи изгибной коды 1ЛЪ (ом. рис. I ) и поэ

тому прогиб и угол ^ по форме напоминает соответствующие 
формы для и/ и 1р" моды Щ% . Этим объясняется также орав



0̂ 43.9333 ¿5s »54.3767 

T \ / / u f f 

M< ^ =10° M, ot=íQ25° 
OV2Q0294 
M< cx=4ie 

V 

Vy M' 

4=48.3293 
M* <*M2e 

036=14.6608 о77=И034 
M, cx«20e 

w 

Рис. 3. Влияние близости пзгибной молы на первую мембранную 
молу колебаний. 





PEO. 5. Взаимное влияние различных мод колебаний для цилинд

рической ободочки, 
а) I 70 им; б) /60 мм. 



ннтельно больше значения IV я по отношения к и. .Наи

меньшие Еозмушения со стороны соседних изгибных мод колеба

нии мода Mj ЕсУытывает при р ( ~ 7°, когда расстояние мемб

ранной частоты от соседних изгибных примерно одинаково. Тог

При приближении к точке пересеченья возрастает влияние И v 
и максиальные значения w я t во отношению к meu{|w|$ 
увеличиваются, а по форме они становятся подобными зависимо

стям для w и f для И ч , которые представлены на рис. 2. 
При переходе через точку пересечения происходит скачкообраз

ное тзмснеппе знака W и ^ по отношению к U . В дальней

шем w г 1р уменьшаются, а при приближении к следующей из

габной моде  опять увеличиваются, и принимают ей свой

ственные формы. 

НплЕндряческая оболочка 

Зависимость частот собственных колебаний первой мембра

ны моды Mj и лзгибных мод И к
 :. к =4,5,6,7 от длины цилинд . 

ркческой оболочки показана на рис. 4. Рассмотрим более под

робко Бзакмлое влияние мембранной Mj и изгибпой моды коле

баний Mi вблизи точки пересечения t «• 73 мм. 
Как видно из рис. 5, рис. 6, прогиб tV изгкбной моды 

#«, практически не меняется при приближении к точке пересе

чения и близость мембранной моды колебаний не оказывает за

метного ВЛИЯНИЯ. Продольное перемещение « изгибной моды 
возрастает примерно в 10 раз при приближении к точке пересе

чения и соответствующая форма становится похожей на форму 
IX для мембранной йоды. Так же как у сферической оболочки, 

наблюдается скачкообразное изменение знака форма и. по от

ношению к W. 
Рассмотрим изменения мембранной моды колебаний, считая 

max {lu\\»I • 0 3 Р 2 0  5,6 видно, что близость мембран



ti) 5) 
A 

Взаимное влияние различных под колебаний для цилинд

рической оболочки, 
а) /60 мм; й) ¿«65 ии. 



ной и изгибной. частоты на оказывает влияния на форму и. * 
Прогиб мембранной мода М~ при приближении к И4 увеличи

вается и по форме напоминает прогиб нагибной мода Я и. При 
переходе через точку пересечения происходит изменение вна

ка V/ по отношению к . Ка рис. 5 приведены также формы 
для изгибной хода И г . Видно, что изменение длины оболоч

ки меняет только частоту собственных колебаний, а формы 
остаются неизменными. 

Таким образом, установлены следующие общие закономерно

сти дьухчастотиого внутреннего резонанса для цилиндрических 
и сферических оболочек: 

1. При приближении к точке пересечения частот двух се

мейств прогиб «V изгибной мода колебаний практически не 
меняется. Максимальные значения продольного перемещения 
изгибной мода существенно увеличиваются, напоминая по фор

ме аналогичную зависимость для мембранной моды, и скачкооб

разно меняет знак при переходе через точку пересечения; 
2. Форма продольного перемещения Я для мембранной мо

да при приближении к течке пересечения практически не меня

ется, а форма прогиба IV мембранной мода увеличивается по 
модулю, принимает форму, подобную форме прогиба соответст

вующей изгибной моды и скачкообразно меняет внак при пере

ходе через точку пересечения. 
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РАЗРЕШИМОСТЬ УРАВНЕНИЯ КЭНКЭНА ДЛЯ ПРОЦЕССОВ 
3 СПЛОШНЫХ СРЕДАХ 

Поселимся в метрическом пространстве (Х,^)-, 
В переводе это означает, что X - множество а с/ - рас

стояние на нём. Т.е . , с! является отображением, сопостав

ляющим каждым двум точкам у , вещественное число 
т а к » 4 7 0 ^ля любых х , V ,ХсX : 

1) расстояние между точками хну равно О 
тогда и только тогда, когда х-д ; 

2 ) ; 

3) О * )4с((х.*>+ с/(х^) 
(аксиома треугольника  сумма длин любых двух сторон треу

гольника больше или равна длине третьей стороны). 

1. Что для нас  сплошная среда? 
Сплошная среда для нао  подчинённая определённым усло

виям тройка (Х,с1^) » где 5  оператор замыкания на 
Х[ > посредством"которого формализуется наше интуитивное 
представление о совокупности отношений, обозначаемой набо

ром олов "сплошная среда". 
Отображение у$ : РХ—+РХ , где через РХ обозначено 

множество всех подмножеств множества X > называется опера

тором вамыкания на X * если оно для любых й ,В*РХ 
удовлетворяет перечисляемым ниже трём условиям. Эти условия 
естественным образом позволяют воспринимать оператор замы

кания как отображение, сопоставляющее каждому множеству 



FfrPX многэстзэ $(Я) точек 2 У , близких к Й ( не 
вкладывая в. слово "бллзк:гй" какоЗяибо определённый сшсл ) . 
Т .е . воспринимать как 'аксиоматическое определение самого 
отношения близости точек к мналесгЕам. Зот, эти условм: 

1Г/9«3 влечёт S(R)c$(&) 
( если точка близка к /? и Й<- & •. ю она близка и к £ ) ; 

2) Й^5(Й) 
( каждая точка мнокеотва /? близка к /9 ); 

3) 6(S(G)) ~S(fi) 
С если точкаблизка к множеству S(ft) точек, близких к 
/7 , то она близка и к самому й ). 

В дальнейшем, для любого Р}еРХ скажем, что# *S-3a:.i

' кнуте тогда и только тогда, когда ) . 
В случае метрического пространства на X естественно за

дан оператор замыкания S^.  оператор топологического за

мывания ( ̂  (ф) - ф и 
fax* lin/{ctfi<.?)lje#) *0}. 

для любого Я* Рх •• ) • Но, так как оператор 
непосредственно определяется расстоянием с( , т .е . отображе

нием, которое в силупервой аксйдоы расстояния "отличает" 
отдельные точки множества У , то нам, моделируя понятие 
оплошной среды,представляется более естественным считать, 
что в тройке ( X,d, S ) оператор замыкания S не являет

ся оператором £ t . Последнее, тем не менее, вовсе не пс

кдючает, а наоборот, даже предполагает, наличие определён

ной связи между $ и JL . 
Выразим эту предполагаемую связь следующими двумя усло

виями, которые впредь будем считать выполненными: 
1) для любого KfX и %€J?t ( JR*.  множество"всех

вещественных положительных чисел ) замкнутый шар 
Вё*А):ш{#бХ jdty*)<*} радиуса г о центром в к S зам

кнут, 
2) для любого Sзамкнутого множества й« РХ 5 зам

кнут его топологическое замыкание S4(R) 
Относительно самого оператора замыкания S также сделаем 

предположение, а именно: 
'для любого /?* РХ и любого xeS(/?J существуют такие 

Щ€<9 ( / « • <  , * ) , что X*S(?*i •/ 
Определим отображение 5В i РХ*~~ РХ для любого /9<? РХ 



\ 

равенством: 
Как нетрудно убедиться, &^ •• оператор замыкания на У • 

Основное условие, которое будем считать выполненным, 
называя тройку ( X , S ) сплошой средой,  это условие 
её компактности С точнее; 5 Л компактности или, "что то<яе, 
компактности в смысле оператора замыкания ) • углубля

ющее предполагаемую связь меаду операторами зшлыкания S и 

s* • 
Напомнюя, что система множеств называется центрированной, 

если пересечение множеств дабой её конечной подсистемы" не

пусто, 
Скашл, что (X,ai,$) компактно, если пересечение 

множеств любом центрированной системы .Д, замкнутых под

множеств множества^ непусто. 
Таккч образе.:, ответом на поставленный вопрос пусть бу

дет нижеприведенное определение." 
Ояределе:ке. Тройка (X,<l,S ) , где X - множество, 

d  расстояние п S  оператор замыкания на нём, назы

вается сплоено»! средой ( или более точно: моделью оплошкой 
среда ) , если ашолнено: 

1) (YxeX)(Vtc#+)' 
ÔC*.*)*<S(&Cx,\» ; 

2) {ÏRePx): 
3) ( * Я * Р Х ) ( у х с $ ( # ) ) 

(3*и*ЯU**é •>. >»>>': 

4) (X,ct, S )  компактно. 

2. Уравнение Кзнпэна для процессов в сплошных средах. 
Пусть (X,ct,S )  оплошная среда, у  непустое 

замкнутое подаяожеотзо в X , fi Y—~X . 
Уравнение j?(*}~X • назовём уравнением К~плана, пола

гая, что отображение £ непрерывно и удовлетворяет нера

венству Кэйкэка ~(Ояпввш) i 
d№*Kft*)ï < £ ) 

дпя любых X . 



3. Теосьма. Пусть ( Х , ^ , о ) - сплошная среда, У  Ю» 
nycïoe "•замкнутее подшойество в У , jf.* у—*Х • 

Предположим, что для •яэбого & а замкнутого подмножества 
йв Y i сздердацего более одной точки, сущеегьует такое 

Ж€/^ , что fU)6Y,c'f*,fCx.))<i<i/>i¿(9,fW)}0£G3 
и >S<- ¿5 ШВ)))П у » 5, ('/Га» О У ) для любого 
замкнутого подмнокеотва Q в у » содержащего * 

Тогда уравнение Катана разрешимо и решение единственно. 
докгзагельство. в ходе которого будем пользоваться тем, 

что пересечение 5 # зьйкнугии под'шопзетв множества X 
£замкнуто. 

Поезде всего, основываясь ка немку. Цэряа, построим под

мнохество M в X , кикшальаое по отношению к $ л залкну

т<оти и свойствам: 

М^УФф \\fvtOYi*ii••; 
/íonycT.síj чго ^(ИОу)ФУ . 
Тогда /У/?У содерпят болееодной гечкя. Поэтому сущест

вует такса х 4 * / f / > У , что f(*.)*'Y и 
c/tx+fOQ) « t < <^tf> {d(*,pau) ) х*МП У j . 

¡UTOS* ft:*f**tJ<7Y ¡ct(*,fi*))*-\J 

¿io построении {(Xm/fBfîY • - e - : o ' i r * ? . 
Реализуя идеи доказательства, предлосецпого з £ l , теорема 
3, с. 657, заключаем, что BOYcfí Щ следовательно, 
f<ÔOY)c&, 

Такад образа.:, 3+М воглу :.сашалвИооди / f •. 
Одновременно: • ••* 

Заключаем, что ffMrtY)<M . 
Тог xf{Af#YJc/irtY 8« следовательно, /f/?Y»Af з 

силу мшг.жльнооти . Таким образок f(H)cf1 и утвередвг: 
ние теоремы следует оеглаоно £ l , теорема 3, о, 65 J . 

Наш результат примыкает к f 2, тес: ма 5, 0.II4J, 
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РАСЧЕТ ОПТИЧЕСКОЙ НАКАЧКИ ДЛЯ ДВУХАТОМНЫХ МОЛЕШ 
С БОЛЬШИМ УГЛОВЫМ МОМЕНТОМ 

I.Введение 

Под оптической накачкой будем подразумевать метод пере

дачи в результате поглощения ансамблю атомов или молекул, 
находящихся в газовой фазе,части углового момента,переноси

мого направленным и,как правило,поляризованным резонансным 
светом [1,2Д .Исследование характеристик света, поглощаемого 
или переизлучаемого (флюоресценция) ансамолем таких атомог 
жли молекул,особенно при наложении внешних пслей или вре

менной модуляции света,даёт богатую информацию о структуре 
частиц,процессах их релаксации,взаимодействии света с ато

мами и молекулами. 
Часто для описания процессов оптической накачки наибо

лее удобными являются коэффициенты разложения матрицы плот

ности СЗЗ по неприводимлм тензорным операторам С41 .Эти ко

эффициенты в оптике принято называть поляризационными момен

тами (Ш) 05,6} .Они несут в себе всю информацию,содержащуюся 
в матргце плотности и,следовательно,с наибольшей возможной 
полнотой описывают статистический ансамбль слабо взаимодей

ствующих квантовых частиц. 
В общем случае для про навальных значений угловых момен

тов основного состояния ?* я возбужденного .уравнения дви

жения ПМ известны 17,8] .Однако до сих пор для наиболее ин

формативного и интересного случая ори возбуждении интенсив

ным светом (лазером) эти уравнения решались лишь для еосто . 



Предположим,что на ансамбльчастиц с боль, им угловым 
МОМЕНТОМ налеГЕКО внешнее стационарное магнит; ое поле ¡4 , 
вголь КОТОРОГО й ВЫБРАНА ось хзантовани*" .Тогда,используя 
свойства ,9 ] символов С13Д .уравнения движе

НИЯ ПМ с хорошей точностью могут быть аппроксимированы 
(предполагая "3 —»• »=> ) системой уравнений Г1 1 » 

яний.где 3«vj ./ля случая осльаих значений узловых моментов 
(например, в двухатомпих молекулах типичиь: ггртгоды.где 
Э^ЮО) роп!ен::е эт/х ург.зиений оказывалось неосуществимым 
изза технических трудностей.На пути преодоления этих труд

НостеЙ были предпринят» попытки описания плцесеоз оптичес

кой накачки при помощи классической модели,базирующейся на 
понятии непрерывной функции плотности распределенм угло

вого моменте молекул по направлениям С9] .ыу.ако эта модель 
име?т ряд существенных недостатков.Вопгрсых,она не позво

ляет иследозать цеориентацнтз углового ноцента молекул в 
столкко.*ктольчмх процессах.Всв'лрых, в модели вообще не 
поддаются рассмотрения процесса*связанные с поглощением и 
испусканием циркуляр:го поляризованного света,а это весьма 
су'эст йен::о зще и по той причине,что имспчо вследствие по

глощен и.'. риркуллрМО поляризованного спэта воэ^таот ориен

тация углевого момента частиц,тс есть.Пл' каш:оньп;его отлич

ного от_нуля ранга К=1. 
Б настоящей статье приводятся некоторые результаты цик

ла работ.цеДыа которых стааилооь получение ос !мптотических 
уравнений дэ^аения П* в случае бовьвих угловых моментов,а 
также формализация их решения для сознания « JVпрогромм. 
При этом р качестве обязательного условия предполагалось 
сохранение прз:,мущестп квантовой модели ГЬ! Hi. , классической 
моделью 'Сутаари плотности распределения У Г Л О Е О Г О момента. 
При помощи полученных асимптотических уравнений был интер

претпОЕАН ряд гкеперкменталычцх результатов L"I0,II,'i21 . 

2. ftC :п$т!'.1С?:тс уу1Г".(тчп .-ть^енлп по :~с:«эп.кон:шх 



Св) 

^уИ&я^Оп + Л $ 0 Г к о ф . (16) 

В этом уравнении *f а и есть Ш возбужденного и основного 
состояний,с математической точки зрения являющиеся тензора

ми: ранг тензора04К<2Э' . (ХЖЛЭ*,* компонента-КС C U К » 
3UC{4 эе i скорость поглощения света на переходе Э"* 3* • 
Г* t^ju,скорости релаксации соответствующих моментов,а Гуу-

екоростх обратного спонтанного перехода.Л и(О частоты зе

емановского расщепления верхнего и нижнего уровней под воз

действием внешнего магнитного по ля, Х̂ бэю о̂ характеризует 
изотропное восстановление заселенности нижнего уровня в ре

зультате столкковитальных процессов, 

j D j ш тВГС'^^Г^С^^С^ C^t«>;«eif,< . ( 2 ) 

Здесь П4«У57Т Л'Т-У>коэффициенты вида есть коэф

фициенты КлеЛшаГбрдана, компоненты тензора,характеризу

ющего поляризацию света накачки С5] 

€ ļ круговые компонент вахтера поляризации света. 
Учитывал армитпвесть матрицы плотности,можно показать, 

что 

< S  « W * a *  ; Ц-НЩТ; Ц-иМ Т. ш 
Для величии *0£асимптотических уравнений,используя 

еммметрнв иоеффициентов КлебваГордана и выражение ( 4 ) , 
можно подучить следующие свойства симметрии: 



Mv/SHO также показать,что »0 при ! * < ' (>2,а при возбуж

дении неполяриэованным или линейно поляризованным светом 
вдобавок £D£' * 0 при !аеч'|ш1.' 

Для интенсивности света,рассеянного на переходе '3l»3!j 
можно,используя ас имптотические выражения 6J символо в, 
получить С14] 

(В работе CI41 знаки проекций в коэффициенте С ^ ^ п о ви

не автора в этом выражении указаны незерно), 

З.Пркмеры расчета 

1 ° . В качестве первого примера рассмотрим численное мо

делирование эффекта. Хакле основного состояния двухатомных 
молекул CI53 .Суть эффекта заключается в том.что при вза

имно ортогональном расположении направления распространения 
линейно поляризованного света,внешнего магнитного поля и 
направления наблюдения (ведется с конца 2 вектора) для ве

личины степени поляризации флюоресценции с возбужденного 
уровня,определяемой как 

P ' f c t ; . _ V , ( « 
где 1ц интенсивность света,поляризованного параллельно 
внешнему магнитному полю ïf ,а Ij. перпендикулярно,наблюда

ется её увеличение с ростом магнитного поля (рис. 16).К 
описанному эффекту также примештеается эффект xame aesd^

декного состояния £б]. .вызывающий последуючее утоление 
степени поляризации при'дальнейшем увеличении магнитного 
поля.В системе уравнений ( I ) эффект Хакле проявляется как 
разрушение магнитным полем поперечных компонент (Q.Cj^O) 
соответствующих Ш. 

Для интерпретации экспериментально полученных кривых 
Хакле [ 1 5 ] система ( I ) нами решалась в [ 1 0 ] для значений 



Рис. I . Действительные части ПМ различного ранга (а) и 
соответствующие сигналы Ханле ( б ) . 

параметэв.кмеещих место при возбуждении перехода ( V » ! , ' 
лазером 

(А.6328 А) в молекуле К^а кменно£10° с~ 1,1^вб.2»10 б 

о~ 1,Л«1,€7»10чН 6"%е5«1,04»1О*Н, о ,где Н задано в 
гауссах.Так как ехсперимент проводился при стационарном 
возбуждении,полагалось|£ ^«О.Быво найдено,что,ввиду 
структуры системы уравнений.достаточно учесть ПМ ранга 
3 1 , К 4 вг* решение для уже сходится (тслько эти ЯМ 



ввиду свойств коэффициентов КлвбшаГордана влияют на интен

сивность рассеянного света ( 6 ) ) . 
На рис. 1а приведены Ке?Д, Ре?4 , Ке1^!.рассчитанные 

при одинаковых £ * =0,3*10^ с~* Ссплошная кривая) и при 
«Тэм»^'3'106 с » & ЗО'Ь 6 с " 1 (пунктирная кривая).Такое 
моделирование показало,что в случае быстрой релаксации шес

того момента он полностью исчезает,а остальные Г1 основного 
состояния почти одинаковы в обоих случаях. 

В эксперименте СГэЗ была обнаружена в кривой Ханле уз

кая структура вблизи нуля магнитного поля (рис. 16).Следуя 
авторам работы Оэ] .базирующимся на классической модели,она 
была ошибочно интерпретирована как проявление Ш основного 
состояния ранга Э£=4 (гексадекапольного момента).Подстав

ляя полученные из решения системы ( I ) значения ПМ в (6) и 
переходя к степени поляризации Р,можно,однако.увидеть 
(рис. 16),что структура в кривой Ханле пропадает одновре

менно с более быстрой релаксацией ПМ ранта ае «^.Следова

тельно, ее нужно интерпретировать как проявление ПМ 6, 
что однозначно указывает на создание когерентности между 
магнитными подуровнями с ДГ"Ц»=»6. 

2 ° . В качестве следующего примера,демонстрируйте го воз

можности разЕ.г.ого подхода,рассмотрим случай возбуждения 
циркулярно поляризованным светом.Расчет проведен в традици

онной для экспериментов такого типа геометрии,когда возбуж

дающий свет распространяется перпендикулярно внешнему маг

нитному полю Й* и поляризован,окажем для определенности,по 
правому кругу.Наблюдение ведется с конца возбуждающего лу

ча.Определим степень циркулярноети как 

1 1 , 4 » ) ( 8 ) 

где интенсивность света,поляризованного так же,как к 
возбуждающий луч,а противоположному кругу. На рис.2 
приведена зависимость С от магнитного поля при малых значе

ниях поля,в случае существенно нелинейного возбуждения 
Гр «103*10^ с~* (остальные параметры как в 1°).Как видно 

из рисунка,при малых Н аналогично елучаю Г°,наблюдается уз



Ряс. 2. Зависимость циркулярности С света от магнитного 
расщепления зеемановских подуровней. 

тая структура в зависимости С(Н) .Варьируя скорости релакса

ции Ш различного ранга,можно показать,что эта структура 
вызвана Ш основного состояния ранга Э& «3 (сктупольным мо

ментом) .Следует отметить,что октупольный момент эксперимен

тально до сих пор не наблюдался. 
3°. Наконец,последний пример откосится к зависящим от 

времени решениям системы уравнений (I).Рассмотрим группу 
экспериментов СИ,1б] ,где по кинетике переходного процесса 
в Ливорно индуцированиеЛ флюоресценции (ЛИФ) исследовалась 
релаксация основного состояния двухатомных молекул,Суть эк

спериментов следующая:пусть до некоторого момента времени 
^ действует стационарное, накачивающее световое полеГр'4 0^ • 
В момент ̂  оно выключается и остается слабое полеКЧ^, ко

торым зондируется нижний уровень ГП,1б] .Дальнейшее рас

смотрение будем вести по следующей схеме [12] .В начале най

дем, Ш *1р* нижнего состояния в период действия накачиваю

щего света.Аналитически это можно сделать,разлагая решение 
в рад во етеяеням накачивающего поля. Приведен ранение о точ



нефтью 'ДО членов 1»^/^ для конкретного случая перехода О 
типа (Д =0) при возбуждении линейно поляризованным светом 
(ось квантования вдоль Ё*,внешнее магнитное поле отсутствует). 
Отличные от нуля ПМ имеют вид 

^0,059^:0^7) ]^ . , , , ( 9 а ) 

^1#,133£ 0,044 £0,070 $ 0,015+ 
^0,035^: 0,037+ ̂ 0,009) а^ и } ( 9 б ) 

|а025̂ 0г00ь|о,ОС̂  0,013)^31,(9в) . 

После выключения света накачки в момент + 0 ПМ ранга э£ релакси

руют экспоненциально со своими скоростями^к равновесным зна

чениям. ' • ' . 
Чтобы найти сигналы ЛИЙ в период действия слабого зонди

рующего света при! .определим входящие в выражение для 
интенсивности света флуоресценции (6) ПМ^путем решения сис

темы (1а).Во многих случаях,в частности в экспериментах[П,1б1 
выполняется условие ^^^р .Тогда система ( I ) квазистационарна, 
и эволюция управляется более медленными процессами для ̂  . 
Если сохранить для пробного луча ту же линейную поляризацию, 
что и для накачки,то уравнение (1а) имеет точное решение 

Здесь интересен тот факт,что в выражении (106) и,следовательно 
в кинетике сигнала ЛИФ при линейном отклике системы (слабое 
пробное поле),непосредственно проявляется ПМ основного состо

яния ранга Э£ =4. 



4. Заключение 

В заключение следует сказать несколько слов о перспекти

вах развития подхода асимптотических уравнений к решению за

дач, описывающих эксперименты по оптической накачке в различ

ных их вариантах. 
Вопервых,интересно провести сравнение классической и 

асимптотической моделей и при помоши этого сравнения углубить 
физическую интерпретацию асимптотической модели.Далее небез

ынтересно провести разложение матрицы плотности не по стан

дартным неприводимым тензорным операторам,а по реальным [17] 
и,получив реальные (вместо комплексных) Ш,можно при переходе 
к асимптотике ожидать появления возможности их наглядной ин

терпретации. Также могут оказаться рассмотренными далеко не 
все возможные применения метода для интерпретации эксперимен

тальных результатов.Например,в настоящее время еще ждут сво

его рассмотрения эксперименты по восстановлению Ш основного 
состояния ранга 34 «4 вследствие воздействия гармонически мо

дулированного возбуждающего лазерного света [13] . 
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УДК 536.421.1:537.84 

Булыгин Л.Л. РАСЧЕТ ДЗУХФАЗНОЙ ЗАДАЧИ СТЕФАНА 3 СЛУЧАЕ ЭЛЕК
ТРОМАГНИТНСЙ КСНЗЗйШ МЕТОДОМ ВАРИАЦИОРПШ НЕРАВЕНСТВ. 
3 кн.: Моделирование физических процессов в сплошных соедах. 
Рига: ЛГУим.П.Стучки, 1985, с. 323. 

В работе предложена математическая модель аксиальносимметрич
ного кристаллизатора. Разработана методика расчета магнитных 
и нестационарных тепловых и гидродинамических полей, основан
ная на методе вариационных неразенств, МНР и МКЭ. В уравнении 
теплопроводности учитывается конвективный перенос тепла и те
пло кристаллизации. В Качестве неизвестной функции использу
ется индекс эамеозания Фремона. Уравнения гидродинамики ре
шаются по неявной схеме SIMPLE, на шахматной сетке при пере
менной по объему вязкости. Движение в твердой даче блокиру
ется большим значением вязкости. Приведены численные оеаёния 
модельной задачи. Ил. 4, табл. I , библиогр. I I назв. 

УДК 519.632 

Земитис A.A. О РЕШЕНИИ ОДНОЙ ЗАДАЧИ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ. 
В кн.: моделироват.е физических процессов в сплошных средах. 
Рига: ЛГУ^им.П.Огучки, 1985, с. 2436. 

Анализируются возможные подходы к релениго задачи со свобод
ной границей по определению развития магнэтогидродикамичее
кнх неустойчивостеи зажатой капли магнитной жидкости. Соот
ветствующая задача решается в эйлеровых переменных методом 
граничнъи%интегрнльных уравнений. Полученные результаты со
поставляются с ранее полученными в лагранжевых переменных. 
Библиогр; 8 казз. 

УДК 517.962.8:537.8114621.365.5 

Павлов СИ. КОНЕЧНОРАЗКОСТНЫй РАСЧЕТ МАГНИТНОГО ПОЛЯ ТОКОВ, 
ПЕРЕСЕКАЩИХ ГРАНИЦУ РАЗДЕЛА ОДНОРОДНЫХ ПР0В0ДНИКСЗ.  В кн.! 
Моделирование физических процессов в сшкипиых средах. Рига: 
ЛГУ им.П.Стучки, 1985, с. 3746. 

Рассматривается двухмерная задача по определению индукции 
магнитного поля, перпендикулярной плоскости, з которой про
текают токи, пересекающие границу раздела проводчиков. Инте
гроинтерполяционным методом*построены консервативные конеч
норазностные схемы сквозного счета с учетом условий разрыва 
тангенциальных составляющих плотности тока (в том числе при 
наличии переходного'электрического сопротивления) не границе 
контакта пррводников. Методика иллюстрируется примерами рас
четов электромагнитного поля в индукционной печи с холодным 
тиглем (для модели горизонтального сечэния), а также в сис
теме кондукционного подвода тока к р*""плаву с помощьп по
гружного электрода. Ил. 3, библиогр. 4 назв. 



7]Ч 537.84r5I9.63 

Муйкниекс А.Р. ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ В даишИКЕС
КШ К0НДУ1ЩИ0НЧ0Ы НГДНАСОСЕ.  В кн.: Моделирование физи
ческих процессов в спло!аных средах. Рига: ЛТУта.П.Стучки, 
1985, с."Ч764. 

Предложена двухмерная математическая модель кондукционного 
центробежного МГДнасоса (КЦН) в плоскости основного азиму
тального вращения, позволяющая исследовать влигчие неосесим
метоичного характера внешнего магнитного поля, расположения 
тсколодводящих электродов и отверстий для жидкости. Турбу
лентность моделируется введением эффективной турбулентной' 
вязкости, а зависимость поля скорости от высоты введением 
эффективной высоты ячейки КЦН. Разработанная методика рас
чета основана на решении дифференциальных уравнений методом 
конечных оазностеи (используется метод £ЙАС>. Ил. 7, биб
лиогр. 7 назв. 

УДК 519.5 

• Штате М.З. ЧИСЛЕШОЕ ИЙНИЕ ЗАДАЧИ 3 ДВУХСЛОЙНОЙ СРЕДЕ С 
КОНВЕКЦИЕЙ И ДИФВУЗИЕй.  В кн.: »Ьделирование физических 
процессов в сплошных средах. Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 1985, 
с. 6575. 

В оаботе дается несколько постановок для одной задачи под
земной теомогидродинамики с продольной конвекцией и попе
речной диффузией в двухслойной среде. Строятся разнестные 
схемы к этим постановкам, анализируются полученные числен
ные результаты. Ил. 3, библиогр. о назв. 

УДК 532.72 

Аболтиньш А.Я.. Яунррманс И.И. РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ 
ВЫЧИСЛЕНИЯ КСЭ&ИВДШТА ДИФФУЗИИ ИЗ ДАННЫХ ЭКШЕШЕНТА 
ШСНИЦАЕМОСТИ.  а кн.: моделирование физических процесов 
в сплошных средах. Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 1985, с. 76Ь~. 

Рассматривается решение обратной задачи для вычисления ко
эффициента диффузии (постоянного и зависящего от концентра
ции). Выработан подход, позволяющий уточнить начальный мо
мент эксперимента. Дается совместная обработка эксперимента 
"прорыва" и "откачки" при переменном коэффициентедиффузии, 
используя минимизацию квадратичного функционала. Табл. 2, 
библиогр. 6 назв. 
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УДК 536.24:621,313 

Шнадере д.Я. ЧИСЛЕННОЕ ШЖИРОВАНЙЕДВУХМЕРНОГО СТАЦИОНАР

НОГО ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ В ПЛОСКАТЛКЕЙКОМ щщршт МГД

НАСОСЁ.  В кн.: Моделирование физических процессов в сплош
ных средах. Рига: ЛГУ им. П.Стучки, 1935, с. 8394. 

Моделируютсяустановившиеся тепловые режимы плосколинейного 
МГДнасоса (Ш1ИН). Ставится и численно иccлeдveтcя внутрен
няя задача теплопроводности в хатактеоном элементе продоль
ного сечения ПЛШГ. Теплообмен с окружавшей средой представ
ляется в форме нелинейного закона Ньютона и описывается со
ответствующими параметрами конвективной и радиационной теп
лоотдачи. Теплоотдача от лозерхности лобовых чгстей обмотки 
представляется эквивалентным стоком тепла. Представлены ре
зультаты расчета для разных режимов работы ПЛКН и определено 
влияние явного выделения подобласти прослойки пазовой изоля
ции на распределение температуры и величину максимальной тем
пературы в расчетном элементе. Ил. 4, библиогр. 7 назв. 

УДК 621.313:532.019.3 

Агафонов СП. М0ДЕЛИР0ВАВЕ ИЗМЕНЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ХАРАКТЕ
РИСТИК ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ?АСОС0ВПРИ СТАРЕНИИ АКТИВНЫХ МАТЕ
РИАЛОВ.  В кн.: Моделирование физических процессов в сплош
ных средах.' Рига: ЛГУ им..П.Стучки, 1985, с.~9о98. 

Излагается методика учетл старения активных материалов на 
примере активного сопротивления обмоточного провода через 
интегральные характеристики плоского индукционного электро
магнитного насоса. Получчно изменение входного параметра 
Ъ » . С помощью коэффициентов связи определены наиболее ин

формативные параметры: развиваемое давление р и активные 
потери  г» . Дан метод различия от последствий, вызванных 
иными деградационными факторами. Табл. 2, библиогр. 4 назв. 



УДК 539.4:539.2.678 

Квасников A.M. .ЗШЕТИКА ВАКОПЛЕНИЯ ДЕФЕКТОВ В НЕОДНОРОДНЫХ 
итТЕРИАЛАХ.  В кн.: Моделирование физических процессов в , 
сплошных средах, Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 1985, с. 99110. 

Предложен метод учета микронеоднородностей (таких как об
ласти скопления дислокации, микропримесей, усадочных пере
напряжений и пр.) и их влияния на картину дисперсного на
копления субмикротрещин (СМТ) в рамках ранее разработанной 
статистической кинетической модели. Приводятся расчеты для 
статистического и динамического нагрукения, которые свиде
тельствуют о том, что хрупкие материалы в фазе диффузного 
накопления повреждений разрушаются подрастанием СЙт во вза
имодействии с развивающимися соседями. В пределах точности 
эксперимента получено совпадение с результатами структурно
го анализа методом малоуглового рентгеновского рассеяния по 
накоплению СМТ в ориентированном капроне, приведенными в ли
тературе. Ил. 5, табл. I , библиогр. 10 назв. 

УДК 629.7 

Ярве Э.В. МЕТОДИКА РАСЧЕТА НАПРЯЖЕНИЙ В МНОГОСЛОЙНЫХ СРЕДАХ 
(ГВйЗИОУПРУгаИГ СЛОЯМИ ПРИ ДИНАМЛЕСКОМ ИЗГИБЕ.  В кн.: 
Моделирование физических процессов в сплошных средах. Рига: 
ЛГУ имП.Стучки, 1985, с. 111121. 

Предложен метод расчета перемещений и напряжений в много
слойных балках с пооизвольным числом линеиновязкоупругих 
ортотропных слоев. Решение полученной системы интегродиф
ференциальных уравнений относительно перемещений сведено к 
последовательному интегрированию систем обыкнозенных^циффе
ренциальных уравнений на малых промежутках времени. В осно
ву сведения положено то, что при быстрой деформации а ли
неиновязкоупругих средах приближенно выполняется аакон Гу
на с мгновенными жесткостями. В качестве поимера рассмотре
но решение уравнения продольного изгиба вязкоупругого стер
жня. Получены зависимости прогиба от времени для разных 
времен релаксации. Ил. I , табл. I , библиогр. 2 назв. 



УДК 339.374:534.13 

ОвеяеА.И. ПИИЕНШЕ ВАРИАЦИОННОГО ГГРИНШШ ДЛЯ ТКСЛЗКНОГО 
РАСЧЕТА IFOÎffiCCA ШНАМИЧЕСКОГО дайОВИРОВ^ЖК КЗАДРА1НСЯ 
ЖЕСТКО&ТАСТИЧЕСКОЯ ПЛАСТИН;.  В 1 « . : Moi [влкооБание физичес
ких процессов з сплошных соедах. Рига: ЛГУ им.П.Стучки.ГЭЗэ, 
с. I22Ï3I. . 

Рассмотрена задача динамического нагружения квадратной сво
бодно опертой жесткопластической шпстины прямоугольным им
пульсом равномеоно„распределенной склы. использовано условие 
текучести Мизеса. Решение получено из вариационного птанци
пг. Для минимизации функционала разработан численный алго
ритм, основанный на теории двойственности. Приведены распре
деления скоростей прогиоа и жестких и пластических областей 
при нагрузках разной интенсивности и в разные моменты вре
мена. Произведено сравнение с известными ресенияки, где ис
пользуются другие условия текучести. Ил. 3, библкогр.7 назв. 

УДК 539.4:534.1 

Варна Я.П.. Раугулис М.А. ЯВЛЕНИЕ КОТРЕННЕГО РЕЗОНАНСА В 
ОКРИВСКЙ* И ЩЕГИНДРЯЧЕСШК ОБОЛОЧКАХ.  В кн. : йдеягао *" 
вание Физических процессов з сплошных среда::. Рига: ЛГЗгим. 
П.Стучки, I9S5, сЛ32143. 

3 результате различной зависимости оемейств изгпбных и мем
бранных частот от геометрических параметров оболочек при не
которых значениях параметров возмогло совпздени какойто 
мембранной к изгкбнои частоты. Исследуется эзактж>е искаже
ние форм колебаний, обусловленное близость» частот двух се
мейств. Проводится анализ форм собствен!..» осесулиетричных 
колебаний для сферических и цилинарических оболстек, полу
ченных в результате численных экспериментов на 33.". Уста
новлены основные закономерности двухчастоткого внутреннего 
резонанса. Ил..6, библкогр. 5 назв. 



УДК 515.1+5Г7.?В 

Лиепиня И.И., Лиепиньш АД. РАЗРЕШИМОСТЬ УРАВНЕНИЯ КЭННЭНА 
ДЛЯ ПРОЦЕССОВ В СПЛОШНЫХ СРЕДАХ.  В кн.: Моделирование фи
зических процессов в сплошных средах. Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 
1985, с. Г44148. 

В работе исследуется разрешимость уравнения Кэннэна, к кото
рому сводятся математические модели многих физических явле
ний и процессов. Рассматривается случай, когда уравнение 
имеет вид у (х ) «х , где отображение £ удовлетворяет усло
виям, которые аналогичны некоторым широко используемым мет
рическим неравенствам. Библиогр. 2 назв. 

УДК 539.184.28 

Аузкньш М.П. РАСЧЕТ ОПТИЧЕСКОЙ НАКАЧКИ ДЛЯ ДВУХАТОМНЫХ МОЛЕ
КУЛ С БОЛЬШИМ УГЛОВЫМ МОМЕНТОМ.  В кн.: Моделирование физи
ческих процессов а сплошных средах. Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 
19е5, с. 149158. * * . 

Приводится система линейных дифференциальных уравнений, опи
сывающих прогесс оптической накачки в случае объектов с боль
шими угловыми моментами. При этом используется Формализм по
ляризационных моментов матритты плотности. Обсуждаются свой
ства симметрии полученных уразнений. В качестве примеров ре
шения систехы уравнений рассмотоенн: вопервых, эксперимент 
по пересечению уровней в нулевом магнитном поле при линейно 
поляризованном возбуждающем свете (эффект Ханде), вовторых, 
на основании расчета предложен эксперимент по наблюдению ок
тупольного момента основного состояния двухатомных молекул 
при циркулярно поляризованном возбуждающем свете,втретьих, 
с точки зрения релаксации поляризационных моментов рассмот
рен эксперимент по наблюдению кинетики переходного процг^са 
в основном состоянии двухатомных молекул при лазерно индуци
рованной флюоресценции. Ил. 2, библиогр. 18 назв. 
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