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УДК 5C2.77.3462I.315.592 

РАСЧЕТ РАССЕЛЕНИЯ ЛШГУК/Л ПРИМЕСИ И КИСЛОРОДА 
В Р;Л1ЛАВБ ПРИ РЫРАЩИВАНИИ КРИСТАЛЛ ОЕ МЕТОДОМ ЧОХРАЛЬСКОГО 

Е.Л.Лемкие 
(ВЦ ЛГУ им.П.Стучк!') 

Из­за значительных трудностей проьедекия вксперимвн­

талыясх исследований рьзко возросло количество робот, ло­

свгщенк'И численним! моделирование процессов гьфдш^ания 
монокристаллов [ 1 ­ ^ ] . /^тересы исследователей связаны с 
иоучьн:!ем распределения текперлтуры в Кристалле и распла­

ва, полей скоростей в расплаве и распределения примеси в 
«фист&гле. Степень однородности распределения легир^ицей 
примеси в энв'штельной степса определяет качество вьч?*­

ценного материала. Для кристаллов кремния качестве ыатс­

еиаза определяется 1акже количеством кислорода, который 
появляется из­зе растворения :<ларцевого тигля. Кинпентра­

ция примеси или кислорода в кристалле^пропорционал ­на ве­

личине соответствующая концентрсции вблизи фронта крис­

таллязации со стороны расплава, которая мелет быть найде­

на из реюпгия уравнения КОНБСКТЧВНОЙ диффузии в зоне рас­

плава. Поля скоростей в расплаве описывается уравнениями 
гидродинамики. 

Методике расчета распределения примеси в расплаве 
при вырапвании кристаллов методом ЧохррлЪского посвяще­

ны работы [4,5,£'1 . Разностная схьла, использованная р 
настоящей работе, применялась ранее для расчета распреде­

ления примрсл р рлепллре при вырещичании кристаллов мето­

дом ^естих'ельной зонной плавься ( 7.*в]. Я основе ее лежхт 
консерватьвная монотонная схема экспоненциального типа, 
свойства которой описаны в работе Г 7 ] . Ряд отличяР расче­

та распределения примеси в методе Чохрахьского по сравне­

ние с методом осстигельной зонной плавки сьялвн с особен­

ностям» процесса зыгащиваякя. 
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I I . Постановка задачи 

Будем считать, что обметь, занятая расплавом, цилмн­

,6 

0< 
Ряс.1. Сечение расчетной 

области. 
подчиняется уравнение: 

дрическая, Q< t < R, t 

0<2<H , где Й ­ ради­

ус татля, И - высота рас­

плава, X и 2 ­ текущие 
координаты. Границы рас­

четной области (рио.1) 
состоят из поверхности 
кристалла Он А , свобод­

ной поверхности А В , ста­

нок тигля OtCB. Распре» 
деление концентрации при­

неси С <J , * ) в расплаве 

(XI 

Здесь $ ­ коэффициент днффуеяи примеси, у ' * > ^ ­

вая и радиальная компонент» скорости гидродинамического 
движения расплава, Ь ­ текущее веема. Расплав считается 
вязкой несжимаемой жидкость», поегожу для компонент оке» 
рестей выполняется уравнение неразрывности 

'чДля дальнейшего удобнее ваписать уравнение ( I ) , с учетом 
(2)., в дивергентном виде} 

W д* •% щ > Ш 

где потоки X х , Jx определены формулами: 



Предположим, что неоднородность распределения примеси 
не влияет на гидродинамику расплава. Это предположение вы­

полнено с хорошев точность» для полупроводниковых материа­

лов из­за малости процентного содержания примеси в распла­

ве. Поле скоростей в дальнейшем считается известным. 
При вытягивании кристалла со скорость» V« уровень 

расплава понижается, т . е . H*H(t) • Скорое?* удлинения 
кристалла Vkr слагается из скорости Va, я скорости опус­

кания расплава Ve^O, V* » Ц> •» iVct . Ие условия мас­

сового баланса находим 

•о g * . Ус <*U 

где QKO- радиус кристалла, Компонента \/* скорости рас­

плаве, должка быть равна ]/« на "фронте кристаллизации и Vt 
на свободной поверхности. Введем функции тока У • 

и положим ее равной нуд» но стенках тигля (> силу условий 
непроницаемости). Тогда иа­за (5) краевое условие для 
при <&* Н должно иметь вид 

Обычно при гидродинамических расчетах полагает функцию то­

ка при Z-H равной нуле иа­за малости V* . В данной 
работе при расчете распределения примеси функция тока бра­

лась • виде 

П*л)*%(*'*)-+*<(*.1)> (8 ) 

где Чг - функция тоже, найденная «а гидродинамики, а 
функция 4ft определялась равенством 



( • О , 0<&<Н'<Г; 

т . е . значение (7 ) продлевалось вглубь расплава на слей <Г. 

1.2. Для легирующей примеси поток ч**,тиц о поверхнос­

ти тигля я со овободной поверхности равен нулю: 

0*1 *& , <9а) 

<9б) 

(10а) 

(106) 

Условие (106} является условием симметрии решения на оси. 
На границе расплав­кристалл краевое­условие, выражающее 
соотношение баланса примеси, имеет вид: 

I*(t,Н)ятI/.с , о*ъ «г &кр\ ш ) 
где /77 ­ равновесный коэффициент распределения примеси. 
•П г̂ко видеть, что задача ( 3 ) ­ ( 4 ) , ( 9 ) ­ ( П ) имеет только 
тривиальное стационарное решение С. i i • t ) « 0. В то же 
время относительное распределение пвзмеси меняется медлен­

но. Покажем это, проведя оценки характерных времен. Если 
гидродинамические потоки вызваны только вращением кристал­

ла с угловой скоростью СО , то характерное время конвек­

тивного перемешивания W ­ П cJ , где О •* г'О. Характер­

нее время чисто диффузионного процесса £д «* с Г У $ » где 
. cf ­ толщина диффузионного пограничного слоя. СОГЛАСНО 

оцепкеи Бартона [10^ величина сП*50'*'1 У* &.•'*' • Тогда 



* СО " . П р и ^ ­ Ю­ 4 см^сек, 
У К Г 3 слг/сек получим £д л> 4? " ' , где К ~ ^ 

Время опорожнения тигля • При /V ~ 5 см, 
2 мм/мин, 60 ~ I сек"* получим, что 'С, ~ « 'Со , 

т .е . не фоне медленного изменения полного содержания при­

меси в расплаве для относительного распределения примеси 
существует квазистационарное решение. В работах £4­5] до­

бивается получения стационарного решения наиболее простым 
способом: на стенках тигля для концентрации ставятся ус­

ловия 1­го рода. Приведенные выше физические оценки ха­

рактерных времен могут служить некоторым основанием для 
такого подхода, хотя на самом деле подпитка расплава при­

месью со стенок тигля не имеет места. Гораздо более после­

довательным является подход, предложенный в работе [Я], 
где С ( * , г , t ) ищется в виде ряда по степеням малого 
параметра 1Л» /йсо у 40'* . При этом для второго 
члена разложения получается уравнение с источником, рас­

пределенным пэ всей области, которое имеет некулевое ста­

ционарное решение. Для гидродинамических уравнений авторы 
использует нулевое приближение, т . е . полагает вместо (7) 
У Ш , X ) • а Н считается не зависящим от С . 

В настоящей работе будем считать условие (7) выпол­

ненным, ко зависимость Ы ( Ь ) не будем учитывать ни в 
уравнениях гидродинамики, ни в уравнении ( I ) . Введем сред­

нее по объему расплава концентрацию 

С(ь)*(\ !с(*,г,ь)1(*гЫ*)'(**Н '%), ( 1 2) 

а относительную концентрацию С Л 1 , "Ь ) определим 
формулой 

С4(*.лЛ)-С(з.,х,±)/ С (ь); (13) 

Умножим ( I ) иа%о/хс/1 / (0,*/?*ЦС (ь)) и проинтегри­

руем по объему расплава. С учетом < » ) ­ Ш ) к Н ( * ) « . 
» соте получим: 



Нетрудно, выразив С ко (13) я подставив в ( I ) , подучить 
дифференциальную задачу для С ( £ , ? , £ ) : 

-Ъ^Г + УЪ-тКС*, *-Н, с<г< ( 1 6 ) 

Краевые условия на остальных частях границы однородные и 
совпадают с ( 9 ) , (10) . Таким образом, I (15) по сравнению 
с ( I ) появился источник с плотностью, определяемой соотно­

шением (14) . Из определения С, следует, что/ 
« I , поэтому стационарное решение уравнения (Хо) не может, 
быть тривиальным. Легко убедиться также, используя (14), 
в разрешимости стационарной задачи для С, {X , X ) , Ив 
(15) видно, что, аналогично Ыь "подпитка­ (моточник) 
оказалась распределенной по всой облает» расплава. 

При численной реализации для определения относитель­

ной концентрации не обязательно рееать дифференциальную 
задачу (15)­ (1б) , можно определять С ( * , 2 , * ) из не­

ходкой задачи и делить на с С * ) . 

1.3. При выращивании кристаллов кремния горячий квар­

цевые тигель растворяется и в расплаве оказывается моно­

окись кремния. В результате атсмы кислорода лоявляютсй и 
в закристаллизовавшемся кремнии. Распределение ­5*0 (или 
"кислорода") в расплаве кремния также описывается уравне­

нием ( I ) . Краевые условия на дне и стенках тигля должны 
учитывать растворение кзярца, а на свободной поверхности ­

испарение моноокиси кремния. Потек частиц, выходящих се 
свободной поверхности, равен 



- о -

Со стеной тигля в расплав поступает поток 

Щ ' Урасг.ХСмкГ-С). (18) 

Здесь Vuen , V /pec/n­ скорости испарения моноокиси крем­

ния и растворения <S;Ck • Спас, ­ концентрация насыщения 
$L С в расплаве. Таким образом,при расчете распределения 

кислорода условие (17) заменяет условие (9J), а вместо ус­

ловий (9а ) , (10а) необходимо ставить условия: 

Литературные данные о константах растворения и ИСГА­

рекия весьма противоречивы и различается на несколько по­

рядков £11­12]. Эти данные представляет собой средние ско­

рости растворения и испарения в пограничных слоях вблизи 
поверхности тигля и свободной поверхности жидкости. С дру­

гой стороны, ввиду непрерывности поля концентрации при пе­

реходе через границу должно быть С (^ , t ) « 0 , QK(,'e:t<Rl 

С U , / ? ) шСниС , С ( С , Т ) шСнос, 0*2 <Н, 
С< % <Я . Такие соотношения следует из (17), (18) при 

Отметим, что в отличие от задачи о распределении кон­

центрации легирующей примеси, задача о распределении кис­

лорода в кремнии имеет некулевое стационарное решение. 

§ 2. Метод численного решения 

Уравнение конвективной"диффузии в данной работе реша­

ется методом сеток. Из­за малости коэффициента Диффузии 
применяется специальная схема экспоненциального типа. Не 
останавливаясь подробно на способе получения и свойствах 
разностной схемы (см. Г?]), приведем здесь окончательные 
разностные уравнения. 

На отрезках 0*А*Н > 0*4 *R введем точки: 

г;*г,.,-'fi.M- -,Н, • ъ*есь А , . . 9.: ' шаги 

разностной сетки г> исправлении £ и . Функцию тока 



­ . 1 0 ­

будем считать заданной на сетка Л узлов^С* С** ' V / , 
1 * 0 , В Д О, , а концентраци» С ( £ , Ч£ )"будвм 
определять на сетке 2 узлов Х * & « % 

Соотношения С?) на введенной сетке аппроксимируется форму­

лами: 

(20) 

Тогда разностный аналог уравнения (2 ) имеет вид: 

1 6 . * , ^ ( 2 2 ) 

^ V / , 

Консервативная аппроксимация уравнения (3) может быть запи­

сана в виде: 
е*1 Л * Л т г. 

Т к1.<^ % н
 ( 2 3 ) 

где верхний индекс ­ номер временного слоя, Т ­ величина 
шага по времени, I 4 , 7 отнесены к верхнему временно­

му слое, а их пространственная аппроксимация взята в виде: 

¥*: 4- ехр (- Vy.\k ^ /Ъ) (24) 

¿ = 4 . . л/­­/, У * 0, • • /. 



lW У­ exp (- Щ~ fj /$ь) > (25) 

Аналоги краевых условий ( 9 ) ­ ( I I ) для разностной зада­

чи кие: т вид: г 

Т 1 • ­ л < т« C*v**>**'&<U*fi> J'0*-'*'* 

L °> %'А - (26) 

При расчете распределения кислорода разностные анало­

ги условий (17) , (19) взяты в виде: 

1 т+* * W CttMk '> * *i* * < R> ш 

I c < S « = " ^ e c r . ( C * > c . - C t : A M ) , i»Oj.-,А/­У. ( 3 0 ) 

Поскольку на выбранной разностной сетке концентрация 
при t * R не определяется, необходимо дополнительное раз­

ностное уравнение. В качестве такого уравнения возьмем ап­

проксимацию потока I "5Q "Уг"7'Т«в •' 

J *••** " « о ' (31) 

При проведении расчэтов построенная система разностных 
уравнений на каждом временном слое репк ;ась либо строчным 



методом Зайделя с контролем сходимости итераций по бадан­

су частиц примеси на слое, либо методом матричной прогон­

ки, ч­

§ 3. Результаты расчетов 

При проведении расчетов реальных задач вначале опре­

деляется функция тока путем решения уравнений гидродина­

мики. В настоящей работе использовалась методика [3,б1 
расчета гидродинамических потоков с учетом вращения, теп­

ловой и термокапиллярной конвекции. Из­за малости коэффи­

циента диффузии овтул для диффузионной задачи выбиралась 
более подробной, чем для гидродинамической, а функция тока 
интерполировалась. _ 

_ Определим безразмерную функцию тока У равенством: 
У- V / (R х i) . г д е .f ­ частота вращения, кристал­

ле в гидродинамической задаче, для функции тока У , при­

веденной на рис.2а, рассчитано распределение легирующей 
примеси в расплаве при значении параметров: R *6,6 см, 
R)o»«=2 см,Н =4 с м : ^ ­2,5 Ю^сьг/сек, /о ­1,6 мм/мин, 
№ » 0 ,35 , i »20 об/мин. Сетка выбиралась существенно не­

равномерная, N =41, М =31. Разброс примеси^С » (С таГ 
­*­"Л>;А ) / (C^vv + CmJn ) на фронте кристаллизации сос­

тавляет ~ 10% (рис.26). Величине Cf ( / , <z ) в расплаве 
лочти всюду постоянна и близка к единице, отличается от 
единицы только вблизи фронта кристаллизации. Полученные 
результаты хорошо совпадают с результатами раечета близко­

го варианта, приведенными в ¿9 ] . Отметим, что движение 
вторичного потока вблизи кристалла в данном варианте на­

правлено от периферии к оси и приводит к максимуму приме­

си на оси при П9</ , и к минимуму ­ при m > j , как для 
процесса бестигелоной зонной плавки f7­87. 

Распределение кислорода в зоне расплава может быть 
существенна более сложным, чем распределение легирующей 
примеси. В связи с этим для выявления некоторых качествен­

ных закономерностей расчеты концентрационное задачи прово­

дились для модельной функции тока, заданной формулой: 



где коэффициент Г , определяющий интенсивность течения, 
варьировался. При таком задании У*г вторичное течгчие 
состоит из одного вихря, обтекающего кристалл от свобод­

ной поверхности к оси при лкО , и от оси к свободной 
поверхности ­ при Т> О . Значения параметров в расчетах 
брались следующими: R «¡10 см, »3 см, Ц =6 см, 5) = 
•ИГ 4 с^/сек.тг) »1.25, Снос ­2,2 Ю 1 8 ат/см3,;г =1 сек"1. 

Наиболее разумным значении скоростей \/рос~. и Уис*. 
представляются достаточно большие их значения < * « 
~ Упер к. 10 см/сек), обеспечивающие выполнение краевых 

условий 1­го рода. Поскольку в литературе этот вопрос еще 
дискутируется, были проведены также расчеты при вариации 

\/рост.ц \Jucn . При С • ­0,3 распределение кислорода в 
кристалле для этих ваг чантов приведено на рис.3. Видно, 
что уровень кислорода в кристалле сильно меняется при из­

менении констант, хотя кривые подобны одна другой. 
Последующие расчеты проводились при больших \/рос~. и 

\/исп, , когда условия С * С мае. на поверхности тигля и 
С ,-.о - на свободной поверхности, оказывались выполненными 

с высокой точностью. На рис.4 изображены радиальные зависи­

мости распределения кислорода в кристалле при изменении 
интенсивности течения51 . Из рисунка видно, что при Г*С? 
при уменьшении интенсивности течения падает и содержание 
кислорода в кристалле, что объясняется большим испарением 
кислорода со свободной поверхности. При Г > О поток тран­

спортирует со дна тигля богатый кислородом расплав. В этом 
случае содержание кислорода в кристалле оказывается высо­

ким, а зависимость от интенсивности течения незначительной. 
Весьма важным представляется выяснение величины ха­

рактерного времени выхода решения на стационарный режим 
.для концентрационной.задачи. На рис.5 представлена зависи­

"Отметим, что интенсивность течения можно регулировать 
посредством специально создаваемого магнитного поля [ГЗ] . 

file:///Jucn




Рис.3. Распределение кислорода по радиусу кристалла при 
различных значениях скоростей растворения, и испа­

рения. Сплошные линии ­ V и с „ =5*10 см/сек4;, 
штриховые линии ­ У и с п =1 см/сек;, I ­ \ / р а с т 

­ 10 ' см/сек, 2 ­ У р а ^ = Ю ­ ^ см/сек, 
3 " V раст. = 1 см/сек. 



.4. Гаспрсае:,..'.;'. г.­.; •рзда 00 р:»дкусу кристалла 
при различной интенсивности течения. I - % » 
= ­0,03; 2 ­ Ц = ­0 ,3 ; З­д* ­ ­3 ; 4 ­ в = 0,03; 
5 ­ У =0,3; 6 ­ У = 3. 



Рис.о. Зависимость от времени концентрации кислорода 
вблизи его оси и суммарных потоков Р в „ и Р ^ 
с границ области. I ­ ^ >= ­0,3; 2 ­ % = 0,3; 
штриховые линии ­ соответствующие стационарные 
значзния. Потоки ­ при К* • ­0,3. 

В 1 В Ы О Т Е К А ) 



ыость от времени концентрации кислорода в кристалле вблизи 
его оси для двух вепиантов. В обоих случаях установление 
относительной величины ( С '("*•) ­ О * ) / Сет (здесь ¿V. ­

стационарное значение концентрации кислорода в выбранной 
точке) на уровне <v I05í происходит за время at.~2Q ыкн. 
За это время расплав опустится на Va ^ * С,3 см. 
Поскольку эта величина мала по сравнению с^высотой распла­

ва, точность квазистационарного приближения можно считать 
удовлетворительной. Отметим только, что так рак при Г*0 

С а. сравнительно велико, величина с (*) _ С а. также 
будеу еще заметной через интервал времени л t . При С<0 
эта величина оказывается малой с точки зрения требований 
технологии. На рис.5 для случая f<0 приведены также 
суммарные входящий в расплав Ро и ыаодящий иа него ?ь„А. 
с границ области Г потеки кислорода: ft • д I Л & 6^ 
Як* %r-. I* Ь ^~ • Здесь Г* ­ та часть границы, где 
поток 2Л, направлен внутрь области, Г~= Г'чГ* , ¿ ­

элемент площади, равный X* "к.'^ на вертикальных стенках 
тигля и * j Яj ­ на горизонтальных границах. Из графи­

ков видно, что установление баланса потоков кислорода, 
ко.да ?в£—•»­ Р с т _ , P B b ¿ j — Р с т > , происходит медленнее, 
чем установление концентрации в. кристалле. Однако при вы­

равнивании баланса через время A "¿ изменение концентра­

ции в объеме происходит только во втором­третьем знаках. 
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АНАЛИЗ РАСПРЕДШНИЯ СОДЕРЖАНИЯ КИСЛОРОДА И 
ЛЕГИРУЮЩЕЙ ПРИМЕСИ В РАСПЛАВЕ В ПРИБЛИЖЕНИИ 
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ПСГРАНСЛОЯ 

Н.А.Авдонин, И.Н.Решетникова 

(ВЦ ЛГУ им.П.Стучки) 

При выращивании монокристаллов из расплава важное 
значение имеет определение неоднородности химсостава в 
кристалле. Химическая неоднородность в кристаллах кремния, 
выращиваемых из расплава способом Чохральсхого определя ­

ется содержанием кислорода и легирующих примесей в рас ­

плаве кремния в тигле при наличии конвективных потоков. 
Распределение концентрации кислорода в расплаве в общем 
случае определяется уравнением конвективной диффузий: 

и соответствующими граничными условиями. 
Здесь.и% , и&- компоненты скорости в расплаве. С- - кон­

центрация. 
Полу"ение достаточно точного численного решения этого 

уравнения, как известно, вызывает значительные трудности 
из­эа наличия малого коэффициента при старших производ ­

ных. Однако при известном характере основных потоков в 
расплаве задачу можно свести к чрезвычайно простой поста­

новке в приближении параболического погранслоя. Это дает 
возможность качественно проанализировать содержание кисло­

рода и примеси в зависимости от характера потоков в рас ­

плазе. 
I . Будем считать, что характер потоков в расплаве и 

скорость ¿¿ известны из расчетов гидродинамической за­

дачи или из эксперимента. Рассмотрим поте • типа изобра­

УДК 519.632.4+019.624.2 



женного на рис.1. Будем рассматривать течение в погранслое 
толщиной тъ в установившемся режиме. 
Предположим.;­ что на каж­

дом из участков. 1­5 дви­

жение идет только в од­

ном направлении вдоль 
трубки тока. Тогда ^а 
участке I /Л* *0, а ¿¿1« 
= [Ло ( * ) Х " < из ус­

ловия сохранения массо­

вого баланса вдоль труб­

ки тока. Если на этом 
участке пренебречь диффу­

зией вдоль оси 1 по 
сравнению с конвективным 
членом, то уравнение ( I ) 
в стационарном случае можно 
записать в виде: 

Рис.1. Схема потока в 
расплаве. 

0 * (1.1) 

Аналогично, на участке 2 будет Ыч^О, *€/с (Ч )£~/ 
и, пренебрегая диффузионным членом Щ $"¿1 , получим 

уравнение: 

С/о 00 дС _ 
9 л: ^ 4 

На участке 3 уравнениа будет иметь вид ( 1 .1 ) , а на участке 
4 следует учесть конвективный член, возникающий за счет 
движения кристалла со скоростью Оо 

ее д*с 
д'1 * д** 

1Л дС 
0<%^ у 



­ 2а ­

Я 7 ­ радиус кристалла. 
Введем новые переменные ­ х ­ поперек течения в слое 

А ; у ­ вдоль направления течения. Переходя к безразмер­

ным переменным: 

х=£-; '$-цс0\ °<у<К; ~ г с м ) 

запишем.уравнения ( I . I ) ­ ( 1 .2 ) на участках 1­3 в «диной фор­

ме: . 

На участке 4 в подиристальной облас л уравнение (1.3) при­

нимает вид: 

п г т ? '- с 1 ; 6 ) 

На участке 5 концентрация изменяться не будет в силу усло­

вия симметрии на оси цилиндра. Поэтому участок 5 можно 
выбросить из рассмотрения. 

Перейдем к формулировке граничных условий. На границе 
^­слоя приближенно положим: 

Х-
(1.7) 

Эх /*­А и > 
считая, что концентрация вне зоны А­­слоя почти не меняется 
и равна некоторой средней величине в установившемся режиме. 
На стенках тигля происходит растворение кварца,и кислород 
с молекулами $1 0 попадает в расплав. Будем исходить из 
того, что процесс переноса кислорода ( $10) от стенок тиг­

ля лимитируется диффузией и конвекцией в расплаве. Тогда 
надо предположить, что на стояках тигля концонтрация кисло­



рода равна пределу насыщения С» [1^, а поток от стенок 
тигля пропорционален разности С - Сн , т .е . 

причем коеффициент , характеризующий скорость раство­

рения кварца, можно положить приближенно равным о{4
 я$0 /сС 

( ¿7 ­ ширина диффузионного погранслоя), либо определить 
экспериментально. 

Аналогично можно сформулировать условие для потока на 
свободной поверхности расплава (участок 3 ) , на которой 
происходит испарение кислорода (молекул 5ч'О ) • Принимая 
концентрацию кислорода на етой поверхности равной нулю, 
запишем 

а с I , 1 л /? д я» ; & 

причем ил — Л 6~л~, 

На границе кристалла (участок 4) формулируется обычное ус­

ловие баланса при заданном коэффициенте равновесного рас­

пределе!. я примеси /г> : 

1 Х ' ° (1.10) 

Учитывая цикличность потока, запишем условие периодичности 
концентрации С (участок о исключается из рассмотрения): 

С\ =С1 . С1.П) 
/ У * /У • 



Распределение по X скорости {/о ( А ' ) можно задать из 
решения задачи обтекания стенки ламинарным потоком.[2]: 

#о (*)'!,?'€/* (1.12) 

Таким образом, полностью сформулирована задача в приближе­

нии параболического погранслоя. Концентрация С определя ­

ется уравнениями ( 1 .5 ) , (1.6) и условиями ( 1 .7 ) ­ (Х .П ) . 
Функция задается соотношением (1.12), причем 
К/о определяется из расчетов гидродинамической задачи. 

Численное решение этой задачи не представляет трудностей. 
Ее можно решать обычными разностными методами. 

2. Для решения поставленной задачи применялась неяв­

ная разностная схема. Уравнения ( 1 .5 ) , (1.6) можно запи­

сать в едином виде, вводя функцию 

С 0, 0 < у < (**+йн--о,*&*) 0 

Тогда аппроксимация уравнений (1.5)­ (1.6) запишется э виде 

и (Ту ­ С#-< =% Сиь-ЛС^+фц-Су • 

Здесь Уо1 =С(х:#*)*С(1 *х,]*#), 

/С ­ номер итерации. 
Граничные условия аппроксимируются следующим образом: 



Ц Л (2.3) 

Счет ведется, прогонками по линиям ^ со/>* £ .начиная 
~су' =1. При у = А/ задается начальное приближение с? > 
а затем счет циклически повторяется, причем , со­

гласно (2.о),берется с предыдущей итерации. 

3. Для приближенных оценок содержания и перепадов кон­

центрации кислорода и примеси можно получить­простое анали­

тическое решение. Для этого найдем среднюю по сечению А ­

слоя концентрацию 

2 = ] $Ыф4х\ о д ) 
о 

Интегрируя соответствующим образом уравнения (1 .5 ) , (1.6) 
и используя граничные услогин (1.7)­ (1.10) , на соответству­

ют кх участках^контура получим осредненные уравнения для 
определения С на каждом участке: 



иМ'УФ^*' / ' * У * У ' ' (3.4) 

Б последнем уравнении мы пренебрегли слагаемым 1Ч!ь(С~С(Ь^} 
ввиду малой разности С - С 

Здесь введены обозначения 

Интегрируя уравнения (3 .2 ) ­ (3 .4 ) , найдем распределение кон­

центрации на каждом участке при условии, что на входе каж­

дого участка концентрация задана: 

С*Си-+(<?1-С*) ?ярЫ* Ь С/оЩ, О* У< J (3.5) 

?<е*г[г<лл6£/от'(#-у*)] > (3.7) 

I -съ е*р[-^Ьи;Хг&}> $ %^° (3-3) 

Сц Сг, Г>­ концентрация на аходе 1­го, 2­го, 3­го участ­

ков соответственно. Эти значения концентрации определяются 
из условий раз'енства концентраций на границах каждого 
участка и условия периодичности (1.11): 

С^*СЛ ехр^х ; (з.з) 

Отсюда находим: 

2̂ 10) 



* ( З . П ) 

Таким образом, полное распределение концентрации можно вы­

числить по формулам (З .б ) ­ (3 .8 ) , где С* , 1Д, С$ опреде­

лены соотношениями (3.10)­(3.13), 
НаЯ; ;см еще относительный перепад концеь/рации по ра­

диусу кристалла; • 

ле-'^-ехф^)/^^^-^)]^:. ( З Д 4 ) 

Есдй показатель степени мал, то приближенно будем «алеть: 

Л С * (3.14 ) 
Полученные формулы дают возможность приближенно оценить 
среднюю концентрацию вблизи границы тигля и кристалла, а 
также перепад концентрации на любом участке контура грани­

4« Поведем некоторые результаты расчетов и их срав­

нение. Сравним результаты численного решения задачи в при­

ближении параболического погранслоя для двух Вариантов за­

де., ия" скорости Ыо (х) . На рис.2 представлено 
распределение концентрации кислорода на стенках тигля, сво­

бодной поверхности и на границе кристалла при X =0,и при 
X * /г (пунктирные кривые). Напомним, что у ­ координа­

та вдоль контура рассматриваемой области. Как видим, при 
задании основного вихря с направленном движения против 
часовой стрелки на стенках тигля происходит насыщение рас­

плава кислородом. На свободной поверхности резкое падение 
содержания кислорода за счет испарения, и в подкристальной 



области­незначительное падение содержания кислорода за счет 
вхождения кислорода в кристалл. На границе А, ­слоя содер­

жание кислорода фактически не меняется и равно средней кон­

центрации в расплаве. Задание осредненной по X скорости 
приводит к незначительной погрешности; отклонение не превы­

шает 8­10$5. На рис.3 представлено характерное распределение 
концентрации­по % для нескольких значений Ц . 

Расчеты проведены при следующих значениях исходных 
данных: 

Уо = I см^с; # « Ы ­ 4 см2/с; А .0,2 см; #* - 3 см:^ 
/?=Ю см; И « Ю см; ск< ­1 ,6 'Ю" 4 см/с; <Чд. »»5 ,10"4см/с; 
СнЛ£'1&*ю/<аР'%т »1,25. 

В заключение приведем сравнение аналитического решения 
(п .З ) , результатов расчетов в приближении параболического 
погранслоя (п.2) с численным решением задачи в полной пос­

тановке, включая расчеты задачи гидродинамики Гз/. 
Расчеты проводились при следующих значениях парамет­

ров: Ь)т-~!)о$/миА , Ш * Ш « Ум* , 4 Тк*&*С; аЪ"90"С, 
#у=3 см; 0. =10 см; Н ­ €> СМ. 
При таких перепадах температуры на стенках и дне тигля и 

• таком соотношении числа оборотов тигля и кристалла максима­

льное значение скорости в пределах погранслоя составляло 
* I см^/с. Распределение содержания кислорода вдоль кон­

тура представлено на рис.4. Расчеты в приближении парабо­

лического погранслоя (кривая 2 ) , аналитическое решение 
(кривая 3) удовлетворительно согласуются с решением задачи 
в полной постановке. Всплески содержания кислорода вблизи 
оси тигля и в конце 1­го и 2­го участков вполне объясняют­

ся наличием дополнительных вихрей в указанных областях,ко­

торые не учитываются в приближенной постановке задачи. 
Из проведенного анализа можно'сделать вывод о возмож­

ности использования приближения параболического погранслоя 
и аналитического решения для оценок содержания кислорода 
и примеси в кристаллах кремния. 
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Рис.2. Распределение концентрации кислорода вдоль 
границы области. Решение в прибаикении парабо­

лического погранслоя. 

1­ис*) г<з ,и«»^­(*­­0*); *-и<*)=и' 
концентрация при X «0 . 
концентрация при X =• А 
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Рис.4. Распределение содержания кислорода вдоль сте. к 
тигля, свободной поверхности и под кристаллом. 
JL­решение задачи в полной постановке; 2­ решение 
в приближении параболического погранслоя; 
3 ­ аналитическое решение. 
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УДК 532.546:519.63 

О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОГО НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА 

И'.И.Ляшко, Е.С.Вакал, СЛ.Киева, О.Б.Ствля 

(Киевский государственный университет) 

При исследовании процессов фильтрации и влагоперено­

са в насыщенно­ненасыщенных пористых средах необходимо 
решать краевые задачи для нелинейных дифференциальных : 

— уравнений параболического типа. В работе [1} предложен 
численный алгоритм расчета таких задач, основанный на 
методе Ньютона ­ последовательной верхней релаксации.Этот 
метод применялся для решения задач влагопереноса на фоне 
действия дренажа [ 2 ^ 

В данной статье будем использовать систему обозначе­

ний, введенную в [ 3 ] . 
I . Пусть $2 ­ ограниченная выпуклая область евкли ­

дова пространства Ем , ­ граница области £2 , 
которая предполагается кусочно­гладкой, хз(х1 ,-хл,--, х„) -
точка области 55 , V ­ направление внешней нормали к 
границе дЯ, З* 5 ^ * (О.Т], $~д<£*СО.Т], 

Рассмотрим в области (5 краевую задачу 

и(х,0)--У(х)} 

к (2) 

(3) 

Будем считать, что 1^;. (х,и) , явля­



ютея функциями,непрерывными по X к абсолютно непрерыв ­

ными по II , уг{х, Щ - дифференцируема по X V и е Е 
и трижды дифференцируема по ц УХй5^ , /¥(Эс)<. У¿(52), 
Кроме того, пусть 

Уг/еЕ, 

2. Под обобщенным решением задачи (1 ) ­ (3 ) будем по ­

нимать функцию "11(X, £_) из \/л''° (й) , удовлетворя­

ющую интегральному тождеству 

для всех Ь*(0,Т} , ^ С ^ О б 

В силу сделанных предположений в п.1, уравнение ( I ) 
представим в виде 



Пусть ГУК**,*, ,,, есть бес­

конечная послед .ятельность вложенных друг в друга цилинд­

ров, таких, что О^-л ф ' ^ э Ф для всех уть , и таких, что 

границы 52 уп. принадлежат Нл*сс и имеют равномерно ог ­

раниченные нормы в С1 , 

Функции ^ $ / Ф * 0 > ^ ̂  И про­

должим на область^(Х±)е 1/хе &п. } 0 выполне" 
нием соответствующих функциям условий гладкости и 

а функцию ?г*Сх) на область * т ь , чтобы 

ГЬстроим по Оц(х,С/), 1^1п, 6(х,С/,С/х) и 

усреднения (ХМ.). 6 (х,1/,и^)г У^л) с ради­

усом усреднения Рт ­ , где Д - расстояние от ^ ' до 

«5 . ­
Рассмотрим семейство задач 

(6) 

¿7 £ М ^ ~ « * < Й . 



­ 3 6 ­ , 

Пусть выполнены условия 

Тогда задача (5 ) ­ (7 ) однозначно разрешима в 

Л (.« / (3 , с.560^ и справедливы равно­

мерно по т, оценки [ 3 , с.555 , 497J 

где (Зг/­ любая подобласть 0. , отстоящая от границы на 
расстояние а>Р .Из неравенств (8>­(9) следует, что 
можно выбрать подпоследовательность , которая схо­

дится почти всюду в й и слабо в \л/£'4( Ос/) к неко­

торой ограниченной функции 'С/СхЛ)-

Так как функции непрерыв­

ны по IV и <^ Для почти всех Л? и равномерно ограниче­

ны, то выбираем так, чтобы последовательности 

&у ,$>'", У** слабо сходились в £А (С?) . Тогда, 
переходя к пределу в тождестве 

получим 



для всех Ч (% VI*'(О') . Следовательно, Ы(х, $ -
обобщенное решение задачи ( 1 ) ­ (3 ) . 

Покажем единственность решения задачи ( 1 ) ­ ( 3 ) . Пусть 
(Л*(ЯЛ) и игЫ ,Ь) - решения искомой задачи. Обоз­

начим ЩХ.д-Ц'СхЛУи'-СхЛ) .Тогда У-(х.й) 
удовлетворяет интегральному тождеству 

к. 

г д е л а ^ ( З Д = ^ ( * ^ ^ " Ч , 

Учитывая, что 

Отсюда 



Из (Ю) . вытекает, что 1Г(­С^)5{ ) [ 3 ] , следова­

тельно , (/4» И А 

Таким образом, справедлива 
Теорема. Пусть выполнены условия п.1, тогда задача 

(1 ) ­ (3 ) имеет единственное решение и(х,±)б \л/^4(Ос/). 
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ЧИСЛЕННОЕ СРАВНЕНИЕ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ ДЛЯ ЗАДАЧИ О 
ТЕЧЕНИИ ЖИДКОСТИ ШЭДУ .БЕСКОНЕЧНЫМИ ЗРАщАЩИШСЯ 

ДИСКАМИ 

Н.В.Козельская, Е.Д.Люмкис, А.А.Юдов 
(ВЦ ЛГУ им. Л. Стучки) 

Теоретический анализ точности разностных схем дает 
лишь асимптотические оценки скорости сходимости приближен­

ного решения к точному при стремлении шша разностной сет­

ки А/ к нулю. 3 этой связи представляет интерес проведо ­

ние модельных расчетов и сравнение между собой различных 
схем при одинаковой асимптотической скорости сходимости. 
Такая задача является особенно важь­й для уравнений, со ­

держащих малый параметр при старших производных, а част ­

ности, для уравнений Навье­Стокса. 
Для двумерных уравнений Навье­Стокса, как известно, 

практически отсутствуют точные аналитические решения. За­

дача о течении вязкой несжимаемой жидкости после преобра­

зования Кармана [ 1 } сввдится в стационарном случае к сис­

теме краевых задач для обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Эта система сохраняет многие' особенности дву ­

мерной задачи, и, являясь одномерной, позволяет проводить 
расчеты на достаточно подробных разностных сетках и чис ­

ленно находить хорошее приближение к точному решению. В 
настоящей работе для этой задачи при различных числах 
Рейнольдса проводится сравнение по точности ряда­ извест­

ных схем (центрально­разностная схема, монотонная схема 
с реализацией краевых условий по Тому и Вудсу)и предло ­

женной здесь схемой экспоненциального типа. 
I . Рассмотрим пространство между двумя бесконечными 

коаксиальными дисками,­ заполненное несжимаемой изотерми ­

ческой жидкостью с плотностью ? и кинематической вяз ­

костью У . Нижний диск вращается со сороотыо , ' 
верхний ­ со скоростью ЬЬУ , 5 ^ 1 • Переходя к 
безразмерным переменным, в качестве единицы длины выберем 
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расстоянидмежду дисками <Л , единицы скорости ­ Ю^оС , 
Йе~ ­ число Рейнольдса. Разыскивая компоненты 

скорости Уг , И* , Уу» и давление Р в виде 

^=%Н*.), 14 ^ 6 6 ) , р ­ р ^ 6 > ^ 1 ) , 

после подстановки в стационарную систему уравнений Навье­

Стокса получим: 

При выполнении условий прилипания и непроницаемости на 
дисках краевые условия имеют вид: 

Н (°)=1-1(1)-0, 6(0\-1> 6 ( 0 ­ 5 , Р(о)=Г()*О.Ю 
Лишнее храезое условие для системы пятого порядка исполь­

зуется для определения неизвестной константы /<* . Функция 
Р, С?)может быть найдена после решения задачи ( 2 ) ­ ( 3 ) , 

Уравнения (2) можно записать и в ином виде. Продиффе­

ренцируем первое уравнение системы (2) по зЬ и подставим 
вместо функции р и ее производных их выражения, получен­

ные из третьего уравнения. Введя обозначение § <* 
* ~Х /\е получим систему, эквивалентную ( 2 ) : 

Краевые условия для Н и б» совпадают с ( 3 ) , а вместо 

краевых условий для функции Р, получим: 

Н'(о)=И'0) = О. (э) 
Если определить "потоки" I (^), 1*1(2:) формулами 



Сеточные функции будем обозначать теми же буквами, что и со­

ответствующие дифференциальные. 

100=6 

то уравнения (4) можно записать также в виде: 

м# з и'; 

Уравнения ( 4 ) , (7) являются одномерным ан;уюгом двумерных 
уравнений Навье­Стокса, записанных в переменных вихрь­

функция тока­вращательная компонента скорости, при этом 
вихрь может быть определен формулой «у ­ - £ и % / А т х £ , 
а функция тока У - формулой -цА ИХ*' 

'Отметим, что система уравнений ?4) содерасит основные 
вычислительные трудности, возникающие при разностном под­

ходе к получению численного решения уравнений Навье­Сток­

са [ 2 ] : а) большой коэффициент при производной первого 
порядка ( ~ / /?е ) ; б) трудности при аппроксимации кра­

евых условий (о) (условия для вихря на твердой стенке). 
2. Переходя к разностной аппроксимации сформулирован­

ной краевой задачи, введем на отрезке С^Д] сетку $1 уз­

лов 1 Х 1 } , Х 0 ~ О , X I , I -4>-У, -

Введем также сетку & ^ • включающую узлы ///}>• 

1-0)'-'11У/9 Хц-щ—- ^ , а также гранич ­

ные узлы Хо и 'Х# . Определим ^ р Х ; * ^ " ^ ! ­ ^ > 
1*4, . • • , Ы- 1, ±а~к<Л , %„ ­ кы /Л - ЬУДв" ис­
пользовать стандартные обозначения разностных производных 



В работах [4,Ь] для численного решения задачи ( 2 ) ­

(3 ) использовалась разностная схема о аппроксимацией про­

изводных 1­го порядка центральными разностями: 

Fxi -R*HF* ­ Rt (F i ШШ Ot 

G*t-t?S*HG'x-£#*FG =0, (8) 

Легко показать, что при постоянном шаге сетки тц= п. раз­

ностная схема (8 ) эквивалентна одной из центрально­раз ­

ностных аппроксимаций системы ( 4 ) . 
Разностная схема для уравнений (4) °с ыонотонной ап­

проксимацией А. А. Самарского £3j для конвективных членов 
может быть записана в виде: 

Здесь K ~ Z . Для функции i на границах 
восполг­чуемся аппроксимациями типа Тома или типа Вудса 
(см. [с]) краевых условий'для вихря на твердой стенке. В 
данной задаче эти условия имеет вид: условия типа Тома 

S1 ТА— > bN'—jf-^ <10> 

А ОПХ. Ш 
условия типа Вудса ­

3tk -iL. р = 4 ^ ' ­ А 
Ш74 ' А ' ( И ) 



В схемах_ (3) и (9) все сеточные функции определены на 
сетке _$2 • Перейдем теперь к построению разностной схемы, 
которую назовем схемой экспоненциального типа. Будем опре­

делять функции __1 , М и И на сетке Л , а функции ^ и 
(а ­ на сетке £14 . Применив метод баланса £ЗJ и аппрокси­

мируя правые части их значениями в средней точке, получим 
следующую разностную аппроксимацию уравнений ( 7 ) : 

Н*=-8*НК $ 1-Чя 9 1*4,у,/4 ( 1 2 ) 

Потоки 2 , М и функцию 5 С , Jпpeдeлeнныe на сетке 
Л_ , необходимо выразить через 1 + ул 9 Ни 
Проиллюстрируем подробно методику аппроксимации потоков на 
примере потока Х\, . 

Если считать известной функцией, то решение 
первого из уравнений (б ) можно формально записать в виде: 

Предположим, что на \%с-*/х ? £ с ] функции на) 
и 1(1) мало меняются и равны значению в точке £^ ,т.е. 

Используя (14), из (13) при Э£=2с + */£ найдем: 



(16) 

t d ) ­ exp [­ СJ « ( t ) J ­ & ; Л = 

* J м Cfyxp4-ft* Imtiä-tUt + 

Дополнительно к (14) полагаем: 

Определив из (13) с помощью (14) , (15) вид функции dt (%) 
на [it-,/JL; £ 1 * /4 J и использовав предположения (14) , 
(17) , из (16) при 2s£L + '/i найдем Ml * 

Лри 0 коэффициенты ¿ 1 : , , С • стремятся 

« 3 • м 

Зная Пи и используя предположения (14 ) , (17) , из 
соотношения (16) нетрудно определить £i , которое явля­

ется правой частью последнего уравнения системы (12) . 
Соотношения типа (13) , (16) нетрудно получить и 

вблизи границы. При этом вблизи левой границы интегрируем 
от 0 до * iL & . (вблизи правой ­ от J£A/-'/J. ДО 

Аналогично­соотношению (13) можно записать решение 
второго уравнения (6 ) : 



) , а значения функций 1.(2:) , М (%) полагаем рав­

ными 1С ,М0 (соответственно, 1^ , вблизи правой 
границы). С учетом дифференциальных граничных условий по­

лучим: 
7 ­ / • т _ . 

Щ *, ' £ (19) 

Значения 5 „ , выразим, разлага. функцию И в ряд ­

Тейлора вблизи границы: 

$щ—Щ ЩШ § - т Щв0? щ 
Г

 /}

» V­ ^(22) 

подставив (21),(22) в (20), найдем окончательные выражения 
Для Мс , Мн-

Разностные уравнения (12) с потоками ( 1 ^ , , (18), (19),(23_), 
(24) годностью опоеделяют сеточные функции £ , С> на Л 
•л Н на й . 



Системы разностных уравнений для всех разностных схем 
решались, аналогично (X], следующим образом: нелинейные 
уравнения линеаризовались методом Ньютона,и на каждой итера­

ции система линейных уравнений, предварительно приведенная 
к ленточному виду (или почти ленточному, как длч схемы 
( Ь ) ) , решалась методом исключения Гаусса с учетом структуры 
матрицы. Итерации прекращались, если максимум невязки раз ­

ностных уравнений был меньше 10 . 
3. поскольку в практических расчетах решения ищутся 

на сравнительно грубых сетках, в настоящей работе проводит­

ся численное сравнение результатов расчетов по разным схе­

мам на сетке с' /г; » А. »1/20. В качестве "точного" решения 
принимался расчет на сетке с Д, =1/100,' когда результаты, 
полученные по разным схемам, совпадают между собой с точ ­

ностью до 2,­3 значащих цифр. Сравнивались ме:эдУ собой: 
центрально­разностная схема (8) (цРС); монотонная схема 
(9) с условиями Тома (10) для ^ (МСТ); монотон. я схема 
(9) с условиями Вудса ( I I ) для ^ (шСЗ); экспоненциальная 
схема (12), (1о), (18) с граничными условиями (19), (23), (24) 
(Э.С). Расчеты проводились для различных чисел Рейнольдса 
яри 5 =­1. Известно (см.,напр., f 4 ,5J ) , что при достаточ­

но больших /?е задача о течении жидкости между бесконечны­

ми дисками монет иметь несколько решений. В данной работе 
приведены результаты расчетов для антисимметричного реше­

ния, к­?да Ни) = НИ"2.) (решение А), и одного из 
несимметричных решений (решение Б) . Результаты расчетов на 
сетке Ь - г- в сравнении с точным решением представле­

ны в таблицах I и 2 и на рис.1,2. В таблицах приведено 
также относительное отклонение (Г максимального значения 

/­/* на грубой­сетке от точного значения Н /*а* : 

Г= (1Н^ - Н*1)/ Н <»а^. 
На основе анализа результатов расчетов, представлен­

ных в таблицах и на графиках, можно сделать следующие вы­

водя : •} 1:^^^^В^^^шВ^^Ш^в^Ш^Ш'Ш^Ш^т^^^^^ 
а) наиболее точные результаты получены по экспоненци­

альной схеме, причем различие между результатами по ЭС и 



Таблица I 

Значения H в точке максимума для решения А. 

$ 
Точное 
значение , Значения на гвубс )й сетке 

$ 
Точное 
значение 

ЦРС ИСТ $ 
Точное 
значение 

h* н* Л * И* 
100 
625 

1000 
2000 

0,509 
0,732 
0,796 
0,805 

3,486 
3,675 
3,672 
3,580 

4,6 
13,7 
15,6 
27,3 

0,539 
0,89С 
0,935 
1,027 

5,8 
14,9 
17,5 
27,4 

0,506 
0,740 
0,736 
0,656 

0.7 
5,5 
7,5 

18,5 

Таблица 2 

Значения п в точке максимума для решения Ь 

Точное 
значение 

625 
1000 

г .Значения , 
. , ЦРС 

1,2613 
1,8547 

0,895 
1,139 

29,1 
38,6 

на грубой сетке 
э'с 

H 
1,061 
1,097 

15,9 
14,0 

•• ­ • • "* ­ — — 

другим схемам возрастает при увеличении *Яг ; ' 
б) схемы ЦРС и UCT дает близкие по абсолютной величи­

не ошибки, отклоняясь от точного решения в разные стороны; 
в)различие между результатами no 4СТ и аСБ уменьшает­

ся при увеличении Qt , поэтому повышение порядка аппрок­

симации храевого условия при больших Qt на грубых сет­

ках представляется нецелесообразным. 



Рис.2. Зависимость для решения Б при 
Сплошная линия - точное решение, О - ЭС, Д - ЦРС. 



Рис.1. Зависимость И/?) для решения А ори Kt =625 (а) 
fit = 2000 ( б ) . Сплошная линия - точное решение, 
+ - UCT, О - ШСВ, D - ЭС, Л - ЦРС. 



ОПИСОК, .ЛЯГйРШМ 

1. Kanaan Т. .Laminar und turbulente Heilung.­ Z.angew. 
Kath ie eh., 19 21, v. 1, p.233. 

2. ?оуч Л. Вычислительная гидродинамика. М., 1980,— 

3. Самарский A.A. Теория разностных схем. М.,1983.­

616 с. 
4. Holodniak М., Xubucek í¿., HIavacok 7. Computation of 

the flow betvíeen two rotatine coaxial disks. ­ <J.?luid 
Usch., 1977, v.81, p.689­699» 

5. Козельская ti,В., Лшкис Ь.Д; К расчету стационарной и 
нестационарной задач о движении жидкости между бесконеч­

ными врачующимися дисками. ­ В кн.: Прикладные задачи 
теоретической и математической физики. Рига, I960,с.I I­

19. : 



УДК 518.61 

ПОСТРОЕНИЕ МОНОТОННОЙ РАЗНОСТНОЙ СХШ ДЛЯ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧИ ОБ ОСЖ!И1ЛМЕТРИЧНО­ВРАЩЛТЕЛЬНЬК К01ШЕКТШШХ 
ТЕЧЕНИЯХ ВЯЗКОЙ­ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ ' 

Х.Э.Калис 

(ЛГУ им.П.Стучки) 

Построены монотонные векторно­разн^стная и соответст 
вующая скалярная разностные схемы для решения начально ­

краевой задачи о конвективном осесимметрично­вращательном 
движении вязкой несжимаеной жидкости в замкнутом цилинд ­

рическом сосуде, стенки которого г^гут вращаться с посто­

янной угловой скоростью. Разностная схема обобщает схему 
/I / с учетом наличия вращательной составляющей вектора 
скорости. 

Осесиммзтрично­вращательное нестационарное конвектив 
нов движение вязкой несжимаемой жидкости в переменных 
функций вихря С~1(/г*~* . температуры Т, момента враще 

ния и функции тока ^ описывается систе 
мой уравнений/2/: 

Ш^Щт - РЫ |? * Щ$> 



дкч> 

<4) 

где V"/ ¿ 1 ! £ , !/ , ± ¿ 2 

­ число Рейнольдса, ­ число Грасгофа, 
Р ­ число Драндтля, Г" ­ параметр э*крутки, 

СЛ*, 2, У) ­ цилиндрические координаты точки,. 
­& ­ время, ° 

^/*/ 1/* » 1Л° ­ радиальная, осевая и азимутальная сос­

тавляющее вектора скорости, 

СО- 2г£ • ~о7г ­ функция завихренности жидкости.. 

Для построения векторно­разностной схемы первые три 
уравнения (1­3) перепишем в матрично­векторном виде 

е и л О О 

Щ?ёЩ 0 о Л I < 0 0 

О ­Р/?е1,я О | б 3 / С Р О 



- зз -

Аналогично / I / , применяя интегро-интерполяционный 
метод Г.И.барчука на неравномерной сэтке: 

и проведя дискретизацию по времени с шагом /С , подучим 
неявную монотонкую векторно-разностную схему 

( л ^ л * ) ^ = ъ з - Ц ^ , гь*о,1..., (6) 

где 

Д г и у•* Зу((/о £-иу)'А у (и* -и, 

л С > ,~л>- I (')* \\-4 03* 

6у'5С ; (£- ехр(-йр- к1)) а у• , 

£ - единичная малица 3-го порядка. 
При построении разностной схемы (о) надо вычислять 



стандартную функцию­матрицу 

( Г ( А л ) « к а (ехр (ко)- £ ) " ' (7> 

на спектре матрицы , исгользуя интерпо­

ляционный многочлен Лагранжа­Сильввстра/3/. 
Тогда 

Так как собственные значения матрицы являются 

шу:) о о \ 

-X Е 



/Л^?9 о о - у 
{ о Щ№) о 

Следовательно, векторно­раэностная схема (б ) расщепля­

ется по отдельным уравнениям и принимает следующий вид: 

, т 

(4/ (V у̂/ 

ли 
(Ю) 

( И ) 



Для (4) разностные уравнения следующие: 
V „ч^,,*-"! лч>,,,п*'> /У,.,'7*'* 

(12) 

где 



Каждое иэ разностных уравнений (9­12) на ( я + { )­ом 
временном слое можно представить в виде 

h % Щ | * Ш-< Щ '№>(13> 

где 0 у - коэффициент в 5­и точечном шаблоне разностной 
схемы при центральном узле сетки, 

{-у ­ правая часть разностного уравнения (13) , зави­

ящая от других функций на П.-ou и (/1 + 1)­ом слоях времени, 
но не зависящая от Р 

Pi: ­ одна из неизвестных функций ( ^ . W . J или Ç ). 
Разность» уравнения (13) решаются итеративно, методом 
локальной релаксации/4,5/, т .е . 

5 П] > 11. щ 9 

СО и ­ коэффициенты локальной релаксации (0<СОу<£)^ 
которые, например, можно определить по следующим формулам 



^ »р-Ь ­ оптимальный коэффициент релаксации для реше­

ния уравнения Лапласа. 

Число итерации Л определяется из условия сходимости 

итерации уф \рЦ*4'-Л*'-^[ ул-* 

Функции $"» <Г' ^ учётом асимптотических формул для 
малых значения аргументов вычислены следующим образом: 

Построенная рееноетная схема является монотонной \Ьи >0, 
&>0, Сц>0> с1и>0, ф *6у+$# + с1 у +Су) и 
эффективной для решения задач гидродинамики при больших 
параметрах <?е , 0 , Г. 

В случае равномерной сетки разностная схеме, к зет 
второй порядок аппроксимации. В одномерном случае схеме 
является точной, если матрицы коеффициентов Хг^ , О.*** 
кусочно­постоянны» Она равномерно сходится при стремлении 
коэффициента у младшей производной к нулю /б/. 

По данному алгоритму решена модельная задача кристал­

лизации для системы расплав­флюс и широком диапазоне пара­

метров. 

список даарлх/ш 
I . Калис Х.Э., Пагодкина Н.Э. Некоторые разностные схемы 

для решения задач конвекции вязкой несжимаемой жидкос­

ти. ­ В кн.: Прикладные задачи математической физики. 



Рига, I983,ftI34­I4I. 
2. Ватажнн А.Б., Любимов Г.А., Рвгирвр С.А. Магнитогидро­

динамкческие течения в каналах.­. M.. ­ б* 7 2 с « 
3. Ланкастер П. Теория матриц.­ . М., 1978. ­ 280 с . 
4. Stritewerda J. I terat ive method^ for the numerical solu­

tion of second order e l l i p t i c equations with large_ 
f lret order terme. ­ SIAM, J,Soi.Stct.Coap, 1980, v.1 , 
P.119­130 

5. Botta В. , Veldman A. On looal relaxation method* und 
their application to oonveotion­diffusion equations. ­

J.of Ooap.Ph.,1982, v.48, p.187­149 
6. Дуп&н Э., Миллер Дх., Шилдерс У. Равномерные численные 

методы решения задач о пограничным слоем. • М., 
I983.­I99 с. 



УДК 517.947.43 

ОПТИМИЗАЦИЯ ОДНОГО КЛАССА АСИМПТОТИЧЕСКИХ 
МЕТОДОВ ИНТЕГРИРОВАНИЯ ОДНОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ 
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ .. ' 

С.З.Шихалиев 
(УкрНИИ Госкомгидромета, г.Киев) 

Рассматривая асимптотические (с порядком аппроксима­

ции) методы, в которых минимизируется чебышевская норма 
погрешности решения задачи 

t*6", **&>л ( I ) . 

Функцию устойчивости ^ ^ ^ J этих методов имеет вид" 

где % ^A(fi»J) ' , С ­ шаг временной сетки.­'«*te,.A(^­

произвольная точка спектра простейшего трехточечного раз­

ностного оператора второго порядка аппроксимации ­

разностного аналога оператора - дг/ $х* , К - шаг 
пространственной сетки СОь • €L$\SS 4, п г ) и о О О 
­ параметры метода (свои для каждого /я » 1 , 2 , . . . ) . 

Рассматриваемые методы можно интерпретировать как 
оптимальные в смысле [4 } методы £3} (точнее их модифика­

цию ( 3 ) ) . 
Цель оптимизации оостоит в повышении аффективкости 

методов Г'2 J и модифицированных методов [З/] на всем диапа­

зоне изменения 'Ь •>* ъ /А * 
_ Идея оптимизации методов ГЗ] в смысле минимизации 

х­ Иногда, для удобства изложения, мы отождествляем метод 
и соответствующую ему функцию устойчивости. 



какой­либо нормы погрешности впервые была высказана, по­

видимому, в работе [ 3 ] , где для этой цеди предлагается 
использовать один только параметр «С . 

Ниже рассматривается многопараметрическая оптимиза­

ция в смысле [ 4 ] асимптотических методов ( 3 ) . 
Теоретический результат представлен следующей теоре­

мой. 
Теорема I . Существует последовательность { } % СО}т ж± 

функций. ( 3 ) , удовлетворяющих следующим асимптотическим 
соотношениям: 

е^-ыа^оО*) при 1+о (4) 

%М*Я0 ( 7 2 е ) п р и ^ ^ ­ , (5) 

где V » у*-*. 

У м € ЧТп ' 

_ множество всех функций вида ( 3 ) , для которых 
справедлива оценка ( 4 ) . 

Доказательство этой теоремы существенно опирается на 
теорему 2.1 работы[4]. 

Практический результат представлен параметрами мете ­

дев (3) т ­ I и т ­2­го порядка аппроксимации для гг>*40* 
I . Доказательство теоремы I . Доказательство теоремы 

проводится в два этапа: сначала доказывается, что сущест­

вует последовательность функций ( 3 ) , удовлетворяющих 
оценке ( 4 ) , таких, что /^е < о » при любом £>0 , а 
затем доказывается, что последовательность таких функций, 
для которых справедлива оценка ( б ) , может быть построена. 

Доказательству теоремы предпошлем несколько вспомо­



гательных утверждений, первые два иа которых (теорема 2 и 
лемма I ) заимствованы нами из работы [4­]. 

Теорема 2. Существует п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь у , л 1 

функций 

гЛгьГ Р* ^ V (V* * / а ) " , (? ) 
Л* О 

для которых справедлкха оценка 

при 'Л , г д о ^ н ­ множество всех функций вида ( 7 ) . 
Лемме I . Для /ип при достаточно.большом т справед­

ливо неравенство 

где второй интеграл при л­* ­ «в оценивается величиной 

%(г,л)*Р+(4'т-(2»-2)е>>(4+ Т% { 1 0 ) 

Лемма 2» Оптимальное значение параметра ^3 методов 
(7) не меньше единицы. 

Доказательство, Ив (10) видно, что условие 
необходимо для ограниченности первого интеграла из (9) при 
любом К. . 

Замечание I . В работе ( Ч ] доказано, что оптимальное 
значение & равно , 

Замечание 2. Порядок скорости сходимости методов (7) 
не зависит от $ , * это значит, что при обсуждении вопро­



сов, связанных со скоростью сходимости рассматриваемых ме­

тодов в смысле [4 X значение можно положить равным, 
например, единице. оэ 

Лемма 3. Существует последовательность £У7п С^/Зл»** 
функций ( 3 ) , удовлетворяющих условию ( 4 ) , таких, что пр 
любом -V >С> } М1 < о» . 

Доказательство. Разложим функцию (3) в ряд Маклорена: 

ее /•<•» 

6--1 *>о 

где 

Меняя порядок суммирования и собирая члены при одина­

ковых степенях , из ( IX) будем иметь 

X 

Приравнивая, далее, коэффициенты при одинаковых сте­

пенях ряда (12) и ряда Маклорена функции , огра­

ничившись первыми \> слагаемыми, получим систему нели ­

нейных алгебраических уравнений относительно коэффициен ­

TOB Q± 7t rn) и ot : 

ö а "4 ( А ) , <I3> 

где J3 j , ß ~ ^ * ^ ­ матрица с элементами 

^.^ß) ­вектор с координатами 



Замечание 3. Положив \/*тп* t и решив систему 
(13), можно получить для каждого m ровно /7? функций 
вида ( 3 ) , удовлетворяющих условию (4) с у ­ m * i , 
приводящим к методам интегрирования уравнения теплопровод­

ности m ­го (в глобальном смысле) порядка аппроксимации 
­ модифицированным методам { 3 J 

Докажем, что система (13) при любом У £ m имеет 
бесконечно много решений. Для етого^очевидно, достаточно 
показать, что определитель матрицы & в элементами 
hu (Ч'4 ~0, ) отличен от^нуля. 

* Докажем, что при любом у^уп elet & Ф0> 
Учитывая симметричность матрицы S (ß£+j "С /„у i 

t­yi = О, )}- Н) I рассмотрим ее LLr раеложение, где L -

­ нижняя треугольная матрица, а |_т ­ транспонированная 
матрица |_ . 

т Обозначим здементы ;.атриц L и L через ёд и 
<1 ц соответственно и рассмотрим матрицу ^ я i if о 

элементами 

*ч *L & z<j *L fr» L'Jx °> tf • хм) 
i'o i * o 

Tax xax L ­ треугольная матрица, то суммы (14) можно 
считать до I (если I * j ) * рр j" - ш противном слу­ • 
чае. 

Положим для определенности р *J я предположим, 
что ёц - С У . Тогда для елементов матрицы % бу­

дем иметь 



Аналогично, при С у 

Таким образом, установлено, что С?У&У £ '̂</ '=о>^"0 
и, следовательно, для элементов матрицы Ц 1,17, разло­

жения матрицы 3 оправедлква формула £ ^ г (С/­

Так как матрица L треугольная и ^ ЯС£ *• -1 (¿-0,^-4), 
для определителя матрицы В будем иметь 

Замечание 4. Можно показать, что отличным от_нуля яв­

ляется определитель любой квадратной подматрицы в у 
( у> « т ) , составленной из первых V отрок матрицы в . 

Действительно, элементы матрицы ¡ 3 ^ могут быть вы ­
числены как произведение первых V строк матрицы ­ 1­ и 
соответствующих V столбцов матрицы \~ , а так как 
среди отрок к столбцов зтой матрицы нет линейно­зависимых, 

ее определитель отличен от нуля и, следовательно, 

1 ^ ­ ( и Н Ц , 1 * I С>1'+0 , где Ц -
квадратная матрица \) ­го порядка, составленная из еле ­

ментов первых У строк матрицы ¡2 
Из доказанного утверждения и ограниченности снизу 

функционала * 

где О. €' К" следует справедливость леммы 3» в в 

Лемма 4« Существует последовательность {/т(Я)}гп-1 

функций ( 3 ) , удовлетворяющих оценке ( 4 ) , таких, что для 
постоянных I •*» о* ) этих функций справедлива оцен­



где Шг ЯС€)(1)=«+1.)€' 

¿ * (L) •» < Г ^ ° С 1 ) ­ полиномы степеней t - i 
a y . j соответственно. 

^ ^Обозначим черев Д вектор коэффициентов полинома 
^ (1.)« Л , Тогда для ав»­

тора Л справедливо представление 

Q * = С а , (i?) 

где ( 2 ­ квадратная верхняя треугольная ленточная матрица 
£ ­го порядка е шириной ханты,равной J i (числу коэф­

фициентов полинома 3 ( ( \. ) ) с диагональными момента­

ми 'Pii'ōļ * J ,С ­ квадратная нижняя треа.юльная 

матрица ¿ ­го порядка о ненулевыми элементами 

Покажем, что щи фикции ( 1. ) при о» « ' 
фиксированных \> справедливо представление 

rnCU-r.W.S'-'HV/fKl). ив, 
Действительно, иа Условий аппроксимации (13) следует, 

что функция 4 ^ ( 1 } в в Л ­ fV» не может достк­

ка ( 5 ) . 
Доказательство. Представим функцию (3) » эквивалент­

ном виде 



гать своего наибольшего значения в точке *L »0 . Кз этого 
свойства функции У С 2.) , неотрицательности коэффициен­

тов полинома С^(е^ С и того, что свободный член 

этого полинома равен единице, следует, что^/ € ^^J| 1*-£) 
при «*» для любого . ^ б ( О , . Если учесть 
также, что при выполнении условий (13) дробь v*v С^­) 
ограничена при любых 2 V 0 и £ , то, переходя в (16) к 
пределу при I' * * получим (18) , 

Положив теперь £ * л ­ достаточно большим и пара­

метр Jb в функциях (7) и (18) равным единице (см.Замеча­

ние 2), потребуем выполнения тождества к**, CL) ­ ^ Ä С^' ) . 
Для выполнения этого тождества, очевидно, достаточно при­

равнять коэффициенты при Одинаковых степенях^? числите­

лей дробей K C l ) « Щ ( l ) Щ = P?~%"Wi) 
или, с,учетом (16), 

С СХ>. * Qp, (19) 

где Р •» С»> Л/ ' .* * j Ä-f) ­ коэффициенты полинома в 
числителе функции ( 7 ) . 

Система (19) имеет единственное реше.шэ. 
Действительно, элементы матрицы С .расположенные 

на ненулевой диагонали, равны единице: С • im 
_/?, 1 
~ lj/n~»~i.-f - {-itis =* I и, следовательно ,| С { « I . 

Вычислив из системы (19) первые гп - \>- коэффициенты 
функции *Уп ( 2 ) , можно их подставить в систему (13) и вы­

числить из нее остальные У ­ коэффициенты этой функции. 
Это всегда можно сделать, ибо подлежащая в этом случае реше­

нию оиотема V ­го порядка^ матрица которой 0 у состо­

ит из первых ^ строк и последних V ­ столбцов матрицы ß 
системы (13 ) . Но мы^уже*знаем (ом.замечание 4 ) , что опре­

делитель матрицы 0>у отличен от нуля и, следовательно, 
задача определения последних V коэффициентов функции 
fm С <0 корректно разрешима. 



На этом завершается доказательство леммы 4, а вместе 
с ним и теоремы I . 

2. Результаты численных исследований. Ниже приводятся 
параметры кетодоз 1­9­го порядков аппроксимации с одно­ и 
двухпараметряческой минимизацией функционала (15) . Значе­

ния константы /^е ' (т =2,10; £ =0,1) приведены в табл. 
I * . Из этой таблицы видно, что при фиксированном £ с 
увеличением /т> убывание значений у̂ Лг замедляется. Поэ­

тому в табл.2 и 3 приведены значения параметра Ы~ и ко­

эффициентов Оз методов (3) только до /г> =6. 
Были проведены численные исследования относительной 

эффективности методов экстраполяции по Ричардсону, в осно­

ву которых положен неявный метод Эйлера £с. 180Д. 1 (Э«Й), 
модифицированных методов 1*­3}, чеоышевских методов ["21 
представляющих собой модификацию методов С 4 3,методов 
(3,0) и­(3,1) ­ методов (3) с £ «0 и £­ =1 соответствен­

но. Эти исследования проводились на примере решения задачи 

и&,о)*х,* , да е Г?. Су ( 2 0 ) 

точное решение которой *. 

при 1С «1,5,10 на равномерних сетках: Сс?л с числом узлов 
161, сО^г с числом узлов Л/ ­100 с шагами :С« сА­ (<? * 
^ Л А Д ц & Л ё Ь 
* В столбце этой таблицы, помеченном звездочкой, для срав­

нения приведены значения функционала (1о) для № »=1,10 
методов£'Э<" 1­10­го порядков аппроксимации. 



Результаты исследований приведены в табл.4. В этой 
таблице приведены значения ^ £ сь>„} ­эффективности 
перечисленных выше методов, вычисленные по формулам 

5 /I 8 I/ 

Таблица I 

4 е ­* 0 I 

I 0.2036зГ •* ­ ; 

2 0.171794 0.047185 • ­ _; 

3. 0.130450 0.031643 0.028580 
4 0.102494 0.026144 0.013901 
5 0.088167 0.018892 0.007151 
6 0.079493 0.015041 0.005483 
7 0;0736СО 0.0128X9 0.004680 
8 0.066729 0.011388 0.004280 
9 0.061183 0.010394 0.004131 

10 0.055723 0.010163 0.004022 

Таблица 2 

0 I 

2 0.394596 ­
3 0.615485 0.651763 
4 0.831292 0.375267 
5 0.354788 0.457038 
6 0.431301 0.557124 



Таблица 3 

т 5 а*. 4 

2 I ­0.534234 (00) 
2 0.153423 (01) 
I ­0.554320 (00) ­0.533808 (00) 

3 2 0.243390 (01) 0.253331 (01) 
3 ­0.929567 (00) ­0.999509 (00) 
1 ­0.613643 (00) 0.556957 (­01) 
2 0.375268 (01) ­0.127565 (01) 

4 з ­0.236738 (01) 0.371946 (01) 
4 0.728345 (00) ­Л).149950 (01)' 
I 0.505962 (00) С.202852 (00) 
2 ­0.408065 (01) ­0.246383 (01) 
3 0.908548 (01) 0.764305 (01) 
4 ­0.577143 (01) ­0.587902 (01) 
5 0.126064 (01) 0.1501Э4 (01) 
1 0.4ЯО220 (00) 0.230104 (00) 
2 ­0.473922 ' (01) ­0.323613 (01) 
3 0.133761 (02) 0.124212 (02) 

6 4 ­0.127687 (02) ­0.143064 (02) 
5 0.562135 (01) 0.734831. (01) 
б ­0.974724 (00) ­0.145709 (01) 

где К2\\ии„.*то* П II^(<ол) 
­ ­ погрешность соответствующего метода, £ ^ 

­ погрешность сеточного решения, полученного соответствую­

щим методом в момент времени ±^ Ц= 4, Щ /| £ 
­ Хд­ погрешность неявного метода Эйлера, .5 ­ число об­

ращений и подпрограмме решения задачи (20) неявным методом 
Эйлера равное М Ст + 1) / & для методов экстраполяции 
/77 ­го порядка точности и /Г) для остальных методов. 



­ 71 ­ у 

Таблица 4 

Метод 0.5 . 1.0 2. 4. 8, 16. 

змэ 2.4 3.3 4.2 6.6 7.4 12.5 12,5 
/з/ 9.3 41.0 8.7 14.3 11.6 4.6 41.0 
(3,0) I 0.6 2.7 59.6 9.5 8.1 3.3 59.6 
(3,1) 0.6 2.9 71.7 10.9 9.6 4.1 71.9 
IV 0.0 0.0 0.1 0.5 1.6 5.3 5.3 

эмв 10.4 19.9 19.1 36.6 61.8 "60.7 61.8 
/з/ 31.5 74.4 32.9 15.4 Б.8 2.8 74.4 
(3,0 5 6.6 27.7 24.3 11.0 4.9 2.0 27.7 
(3,1) 6.7 35.9 19.3 9.5 4.8 2.4 35.9 
/2/ 0.0 0.5 1.8 3.2 8.6 3.6 8.6 

эмэ 30.5 30.7 46.9 69.5 4Я.1 19.7 89.5 
/3/ 101.2 31.7 15.7 7.9 4.0 1.8 101.2 
(3,0) 10 26.2 27.3 11.4 5.5 2.6 1.2 27.8 
(3,1) 22.0 18.5 12.7 5.0 2.2 1.1 22.0 
/2/ 0.1 1.4 4.7 7.9 5.7 2.5 7.9 

В методах экстраполяции ТП полагалось равным 2 и 3, 
а в остальных методах тг> =2,6. В таблице приведены наи ­

высшие значения эффективности, достигнутой соответствую ­

щим методом для конкретного значения. С . Ц столбце табл. 
4, помеченном звездочкой, выписаны наивысшие значения эф­

фективности для соответствующего метода навеем диапазоне 
изменения сеточного параметра С . 

Несмотря на то, что исследованию были подвергнуты 
только одно­ и двухпараметричесхи оптимизированные методы, 
основные выводы относительно их практической ценности 
можно сделать и по представленным в табл.4 результатам: 

I ) по эффективности методы (3) занимают промежуточное 
положение между асимптотическими [ 3 ] и чебышевскими [ 2 ] 
методами; 



2) эффективность методов f3j так же, как и эффехтив ­

ность методов Г2 },­ тем вше, чем глаже решение задачи. В 
частности, при К *>1 наивысшая эффективность методов £3] 
оказалась выше, чем у других методов. 
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УДК 536.25 

УСТОЙЧИВОСТЬ ТШ40КАШЛЯРН0Й КОНВЕНЦИИ в задком 
ЩЛИНДР£, СОЗДАВАЕМОЙ ВНЕШНИМ НАГРЕВАТЕЛЕМ С -

АКСИАЛЬНЫМ ГРАДИЕНТОМ ТЕМПЕРАТУРЫ 

А.Ю.Гельфгат, Б.Я.Мартузан 
(ВЦ ЛГУ им. П.Стучки ) 

В настоящее время активно изучается влияние термока­

пиллярной конвекции (конвекции Ыарангони) на структуру 
гидродинамических течений, возникающих при выращивании 
кристаллов из расплава. В частности, экспериментальные ис­

следования термокапиллярных явлений, возникающих в процес­

сах зонной плавки, проведены з работах [1­4]. В [ I ] показа­

но, что при некоторых условиях конвекция К .рангони полное ­

тью подавляет гравитационную конвекцию. Начиная с некото ­

рых чисел Маракгони в расплаве наблюдаются осцилляции 
температуры и скорости. В [2,4] наблюдалось появление ази­

мутальной составляющей скорости, несмотря на осевую сим ­

метрик всех условий. 
В [3] отмечается, что потеря устойчивости термокапил­

лярной конвекции может иметь как конвективную природу,так 
и капиллярную, связанную с деформацией свободной поверх ­

ности. Исследованию этих механизмов неустойчивости в 
плоском слое посвящены работы [5 ­б ] , 'В [7] изучается ус­

тойчивость поверхности бесконечного . жидкого цилиндра от­

носительно социлляций температуры на боковой поверхности. 
В [ь] найдены условия возникновения термокапиллярной кон­

векции в цилиндрическом слое между твердой и свободной по­

верхностями, имеющими разную температуру. В [9] показано, 
что термокапиллярный эффект может создавать неустойчи ­

вость и в случае абсолютно устойчивой гравитационной кон­

векции. В [10­12} исследуется устойчивость совместной 
гравитационной и термокапиллярной конвекции в плоском слое 
с постоянным продольным градиентом температуры на свобод ­

ной поверхности. 



В данной работа, с целью приблизиться к условиям 
экспериментов [-Í-4], начато изучение устойчивости термо­

капиялярной Конвекции в бесконечном жидком недеформируе­

мом цилиндре; Движение жидкости происходит под действием 
аксиального градиента температуры на боковой поверхности, 
создаваемого внешним нагревателем.. При этом, в отличие от 
[8,10­12}, Не фиксируется температура на свободной по ­

верхности, что больше соответствует реальным условиям 
экспериментов и технологических процессов. 

I o . Рассматривается устойчивость стационарной термо­

капилллрной конвекции в жидком круговом цилиндре, полу ­

чающем тепло от внешнего нагревателя по тинейному закону 

где 
(2) 

­ температура нагревателя, 
У. ­ коэффициент теплопроводности, 
°^ ­ коэффициент теплоотдачи, 
Я ­ радиус цилиндра. 

Движение жидкости описывается системой уравнс .ий 
свободной конвекции в приближении Бусскнеска с условиями 
непротекания и замкнутости потока. 

Градиент температуры на боковой поверхности, опреде­

ляющий термохапиллярную силу, параллелен оси цилиндра,по­

этому скорость имеет лишь одну аксиальную составляющую 
\7 - (0,0, • ^* уравнения неразрывности следует, 

что V* н в зависит от координаты 2 • Считая течение 
осесимметричным и выбирая в качестве масштабов скорости, 
времени, температуры.» давления, соответственно,*^, % /у, 

узУй/дЗ. ( у* ­ кинематическая вязкость, 
^3 ­ плотность, 0. ­ коэффициент температуропроводности), 



получаем следующую систему уравнений (система координат-

цилиндрическая): 

1 3 (у ЗЛ_\ ~ ЭР 
<3) 

г дг 4 эг ' эг (4) 

Условие ( I ) принимает вид: 

(о) 

где &<. ^еС^/Х 

Скорость \/г удовлетворяет условию замкнутости потока 

(6) 

и условию равновесия касательных напряжений на свободной 
поверхности: 

эг %-1 
,где (7) 

/ к1 - д̂ тГ I -тгт , О - коэффициент поверхностного 
натяжения. ' 

Решение задачи ( 3-7) имеет вид: 

(3) 



Я = " ? * Р» > (Ю) 

г д е р в ­ внешнее давление. 
Далее исследуется устойчивость этого течения относи­

тельно стационарных неосесиыыетричных, пространственно­

периодических возмущения. 

2° . Уравнения для малых возмущения имеют вид: 

й V ­ V,* | | = §гас1р \ ( Ш 

(12) 

Здесь 7-7(г,у,2); P'p(ttc/tiJ; Т-Т(г,</,2) 
­ малые возмущения скорости, давления и температур, ко­

торые ищутся в вурье­представлении: 

P • p(l) &xpi {Лг (15) 

Т = 9м i Ш * mfj. ( I 6 ) 

Тогда, для \/(г) PW, Tit) имеем: 



( ^ Л ^ ^ и ^ ( 4 - З г ^ Л р . С18) 

тгишЫр (19) 

и1* Я-ТГ + СЛО -О (20) 

где а*2иЛНа. . 

Из (17­20) можно получить: 

Исключая из (17,18,22) и. и V" , получаем: 

}2а (р"ф'+ (У-$)р) + §\«-Зг*)р'=0, 

где л Х ч Х Х . 

Граничные условия для и., 1?, ь>, в 

иН)*0 
а » ' « 1 » -ЦНаЭШ 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 



, ¿ . " (32) 

(33) 

Функцию 9 (г) ищем в виде: 

Если потребовать, чтобы при % ­ I выражения в (21) и 
(23) были равны нулю, то в качестве проекционной системы 

Условие замкнутости потоке при П /0 выполняется тождест­

венно. 

3° . Для нахождения критических чисел Маран го ни ис ­

пользуется метод Галеркина. Из условия (25) следует,что 
функцию til можно разложить в следующий ряд по функ­

циям Бесседя: 

Сл% ЦщХ)} %UH)~Q. (30) 

Выражения для V, из и р находим из (17 ) , (20) и (22) : 

р--С01п (Н)-aZd Ut * А1)U« г) (31) 



можно использовать функции 3£> 
Подставляя (30­34) в (27­35) и минимизируя невязки 

в (21), (23) , получаем однородную систему линейных алгеб­

раических уравнений относительно С к и ^ . Условие 
разрешимости (линейной зависимости) этой системы дает 
уравнение для определения критического числа Марангони 

Мй<Р ­ Маяр Щ . (35) 

Не приводя выражений для коэффициентов системы, укажем 
следующее: 

­ Коэффициенты системы, а следовательно, и крити­

ческие числа Марангони не зависят от числа Био. Это объ­

ясняется постоянством градиента температуры на боковой 
поверхности цилиндра. Однако, от числа Био могут зависеть 
вторичные течения. 

­ Условие разрешимости для системы линейных уразие ­

ний относительно Ск к Вк распадается на условия линей­

ной зависимости: X) коэффициентов при переменных и 
2) коэффициентов при переменных Б к . Каждое из этих усло­

вий определяет критические числа Марангони. Возмущения, 
соответствующие первому условию, назовем "возмущениями 
скорости'* (они изменяют и температуру, и скорость), а со­

ответствующие второму условию ­ "тепловыми возцущэниями" 
(эти возмущения не изменяют скорости). 

' 4 ° . Тепловые возмущения определяются функциями д (%) 
удовлетворяющими уравнению (21) и условиям 

9(и *В'(1)~0. (36) 

Эти возмущения не изменяют температуру на свободной по ­

верхности, а, следовательно, и термокапиллярную силу. По­

этому, в приближении Буссинеска, скорость течения остает­

ся неизменной. 
• В разложении (34) в 0 вО, а система уравнений для 

В К имеет вид: 



Z $ь ~0 (37) 

£ Э* ([О -Р - % и, г), Ы* ф 0, (38) 

(39) 

Достаточная точность в метод* Галеркина (37­38) дос­

тигается при N «5 (результаты для N »5 и М»6 отлича­

ется в четвертом знаке). Расчеты показывают, что система 
уравнений (37­38) имеет нетривиальное решение только при 
п « I . Зависимость (36) в этом случае показана на рис.1. 

и. 

32 

1 * , * * 9 7 

Рис.I.Зависимость для тепловых возмущений. 



5° . Достаточная точность для возмущений скорости до­

стигается при I I членах в ряде (30 ) . Критическое число 
Марангоки, хах и в случае температурных возмущений,зависит 
от волнового числа Л . При определении минимальных кри­

тических чисел для разных п получены следующие раз: ь­

таты: 
при п ml МОцр «25,3 А*р «1,192 

п ­2 • Молр ­23,38, ­1,676. 

Таким образом, возмущения скорости опаснее тепловых • 
возмущения. Однако, наиболее опасные возмущения могут 
быть определены только после решения соответствующей не­

стационарной задачи. 
Легко убедиться, что при у{ «0 система уравнений 

(17­21) с условиями (25­29) имеет единственное нетривиаль­

ное решение $ «О, \/{0,ь>Ъ)О] .что соответ­

ствует равномерному вращению цилиндра вокруг оси. Однако 
такие возмущения, возможные и при Но »0 , не представ­

ляют интереса. 
Осасимметричные возмущения ( п *0) должны рассмат­

риваться отдельно, так как в этом случае уравнение (23) 
не имеет места. 
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ИСОЩОВАНИЕ ПОТОКА ВЯЗКОЙ НЕОШМАШОЙ ЖИДКОСТИ 
МЕЖДУ БаСКОНЕЧНЫШ ОСЩИРУЩИМ И ШПОДВИШШ . 

ДИСКАМИ 

Б.Я.Мартузан, М.Я.Огшанис 
(ВЦ ЛГУ им. П.Стучхи ) 

При выращивании монокристаллов разнообразных материа­

лов в настоящее время применяют различные способы вращения 
кристалла. При этом нередко применяется вращение с перемен­

ной угловой скоростью и в том случае реверсивное вращение, 
когда кристалл вращается периодически то в одну, то в 
другую сторону. 

Наиболее простым течением, моделирующим поведение 
расплава при реверсивном вращении, является течение вязкой 
несжимаемой изотермической жидкости между двумя бесконеч­

ными осциллирующими дисками. При изучении таких течение 
обычно рассматривалась асимптотика при очень маленьких ам­ • 
лигулах осцилляции дисков (см.отатыо Дохара Н» [ I ] и 
упомянутые в этой статье работы).. Более подробное исследо­

вание кваэистационарного течения проводилось в работах 
Схиппероа [3,4] , где рассмотрены как результаты приближенно­

го аналитического исследования интегральных характеристик, 
так и результаты численного решения' задачи. 

Особенно интересным является открытый Дкйжотрой Д. , 
Схипперсам X. и Зандбергеном П. [ 2 ] факт, что квазистацио­

нарное течение, устанавливающееся после многих циклов ос­

цилляции дисков, может зависеть от начального состояния, 
а именно, оно зависит от того, в каком направлении вращало; 
диск во время первого полупериода первого цикле. 

В настоящей работе проводится численное исследование 
квазистационарного течения между двумя бесконечными диска­

ми, один из которых неподвижен, а второй вращается с пос­

тоянной угловой скоростью Л , но периодически меняет на­



правление вращения с периодом X. Закон изменения его угло­

вой скорости задается функцией 

у . Г Л , при [Л»-*),Т»-£) 

Ф# = { * ах 
прм г*£тп-£,тп), 

Целью исследований било нахождение качественных ха ­

рактеристих квазистационарного течения в зависимости от 
числа Рейнольдов и длины периода. 

Постановка задачи 

Для исследования хвазистационарного течения исполь ­

зовались безразмерные уравнения Навье­Стокса в цмдиндри ­

чесхих координатах» 
Т.Карман показал [ь] , что для осесимметричного тече­

ния жидкости между двумя бесконечными дисками существует 
возможность выразить ооегто ( * ) , угловую ( V) и радиаль­

ную Си) компоненты скорости при помощи следующего преоб­

разовании подобия. 

-и *г-Г«,г) , У'г- 6 & г ) , к/*N(<>*\ (2) 

где в * ^ • ­ число Рейнольдов, о1 - расстояние 
между дисками, У ­ кинематическая вязкость, Л ­ увдовая 
скорость, по которой про ив водится нормирование. 

Возможность использования преобразования (2) сохра­

няется и в случав переменной скорости вращения диоков.Но­

вые неизвестные функции ?% 6 , Н определялись из системы 
уравнений Навье­Стокса в цилиндрической системе координат. 
Для нормирования пространственных координат, времени и 
скорости использовались, соответственно, Ы , Л ' 1 нЯЫ: 



На дисках ставились краевые условия непроницаемости 
прилипания: 

Для численного решения системы уравнений (3) с краевы­

ми условиями (4) использовалась разностная аппроксимация 
с центральными разностями для конвективных членов. При ре­

шении нелинейной системы разностных уравнений значения 
функций в нелинейных членах на каждом временном слое бра­

лись с предыдущей итерации. Краевые условия для функции К 
аппроксимировались формулой типа формулы Тома. 

Решение краевой задачи проводилось до квазистационар­

ного состояния, т . е . до такого момента­времени , при 
котором для функций б , Я, Р выполняется условие 

+ Т) * /(<) для любого . . ^ > ^ . 

Так как квазистационарное состояние может зависеть 
от пути выходя на него, то вое варианты очета, рассматри­

ваемые в дальнейшем, начинались от начального состояния 

С»(о,г) + Н(о,г) » Г(о,г) » о . (5) 

Результаты расчетов 

При небольших значениях числа Рейнояьдса распределе­

ние радиальной компоненты скорости (функции Р ) качествен­



нз совпадает в случаях постоянного вращения диска и ре­

.версивного вращения. Вблизи подвижного диска жидкость те­

чет в направлении от оси вращения, а вблизи неподвижного 
диска­устреиляетсн к ней. 1Ьведение вращательной компонен 
ты скорости (функции 6 ) » естественно,для этих двух слу­

чаев сильно отличается ­ В случае реверсивного вращения в 
жидкости образуются слои с противоположным направлением 
вращения. При этом указанные слои за время периода 
квазистационарного течения продвигаются в сторону непод ­

викного диска. Существенно то, что квазистационарное рас­

пределение компонент скорости при малых числах Рейнольдса 
инвариантно относительно следующего прес Зраэования: 

ь{и£>4*-бк>*), ­ (б ) 
для любого "Ь^'*я. 

Рассмотрим более подробно пример расчета квазистацио 
парного течения при Й.Л00 и Т=Ю (Рис.1 ) . 

Рис.1.Зависимость функций а) &ч , б) Р от координаты 
для различных моментов времени при кваэистационар­

ном состоянии, Й­ЮО, ТЛО. 
I ­ 1­0.1Т, 2­ ­е=0.2Т, 3­ t ­0.4T. 



В момент времени t =0.11 в областях 0< а 4 0.2 
0.7 ^ 2 < 1 жидкость вращается с положительной угло­

вой скоростью, Если в первой области это происходит из­за 
силы трения, то во второй ­ это влияние предшествующего 
положительного полупериода. При -Ь =Э.2Т качественная кар­

тина не изменилась, однако увеличился слой жидкости с по­

ложительной угловой скоростью вблизи подвижного диска и 
уменьшился вблизи неподвижного, благодаря силе трения 
между слоями. К '¿•=0.41 исчез слой с положительной угло­

вой скоростью вблизи неподвижного диска,и уже не сказыва­

лось влияние предыдущего положительного полупериода.. 
Распределение функции 6$ при ^=0.6Т, £ =0.7Т, £ • 

=0.9Т может быть получено симметричным отражением относи­

тельно оси 2 распределение для £ =О.ГГ, £с0.2Т, £ Е 

=0.4Т соответственно ( 6 ) . 
' В этом и в некоторых последующих случаях вместо 

функции С? изображается функция 

Ы'9п 6&*$№Щ*>1< (7) 

Выбор такой функции позволяет на графиках лучше отоб­

разить исследуемые процессы в случаях, когда диапазон зна­

чений велик. 
Для малых значений числа Рейнольдса уменьшение длины 

периода приводит к увеличению числа слоев жидкости с про­

тивоположным направлением вращения (ряс.к) 
При больших значениях числа Рейнольдса квазистацио ­

нарное распределение вращательной компоненты существенно 
другое. Вблизи неподвижного диска имеется слой, вращающий­

ся в течение всего периода в одну сторону [ 2 ] » а вбли­

зи подвижного диска­слой, меняющий направление вращения 
вместе с диском. Пример такого течения представлен на рис. 
3. " • .. 

В области 0.3.$ г < I значения функции из­

меняются мало, и, независимо от направления вращения диска, 
сохраняется начальное направление вращения.. 



Рис, 2. Зависимость функции 6ц от координаты 2 для раз­

' личных значений длины периода Т при кваэистационар­

ном состоянии, Я. =100, "t =0.4Т. 
I ­ Т .20 . 2­Т ­10. 3­Т =2. 

М-6 О«Я F 

­а5 i 

ШТ. 

Рис.3.Зависимость функций а) (р ,б) F от координаты с для 
различных моментов времени при квазиотационарном со­

стоянии, R. ­ 1000,Т «Ю. 
I ­ t ­ O . I T , 2­ t ­0.2T, . 3­ t ­0 .6T , 4­ t­0.9T. 



В момент времени t ­0.IT вблизи вращающегося диска 
образовался слой 0< Ъ 0.07, который из­за силы трения 
вращается в той же направлении, что и диск. В области 
0.07.$ г­ ^ 0.1 еще сказывается влияние предыдущего полу­

периода с отрицательной скоростью вращения. 
В момент времени t­0.2Т воя жидкость вращается в 

одном и том же направлении, и значения функции G ( t , t ) 
вблизи i ­0.1 растут. 

При t­0.6T уже произошло изменение направления враще­

ния диска, и некоторый слой вбливи него (0 < * 0.05) 
вращается в ту же сторону, что и диск. 

При t «0.9Т влияние вращения диска увеличилось, и с 
отрицательной угловой скоростью вращается жидкость в об­

ласти 0 < г 6 0.1. 
Распределение функции F (рис.Эб) имеет качественно 

другой характер, чем при малых значениях числа Рейнольдса, 
но сходно с распределением функции F, получающимся в ста­

ционарном состоянии дри постоянном вращении диска. 
Дри малых значениях длины периода были обнаружены 

еще и­режимы, имеющие промежуточный характер. Пример тако­

го течения приводится на рис.4 
На слое вблизи подвижного диска (0 < * 4 0.4) сохра­

няется симметрия при переходе ив одного полупериода в дру­

гой. При атом распределение вращательной компоненты имеет 
сложную структуру, характерную для течений с малым числом 
Рейнольдса. Вблизи неподвижного диска имеется слой 
(0.534 2 < I ) , где функция сохраняет знак начальной ско­

рости вращения. Интересно отметить, что функция F­для 
итого варианта (рис.46) практически не меняется в течение 
периода. Качественное поведение в той функции такое же, как 
для течения о малым числом Рейнольдов (рио.1б). 

Более полную картину поведения функции G*v при из­

менении числа Рейнольдса можно получить из рисунка 5, где 
приводятся распределения для различных R. , но в один и 
тот же момент периода. Здесь можно проследить переход из 
одного режима в другой. 



Рне.4. Зависимость функций a) GiH ,б) F от координаты 2~ 
для различных моментов времени при квааистационар­

ьом состоянии, Q. »300, Т » 2. 
I ­ t ­ 0 . I T , 2­ t ­0 .4T , 3­ t « 0 . 6 T , 4 ­ t ­ 0 . 9 r . 

Рис.о. "Зависимость функции Gi^ от координаты 2 для 
различных значений числа Рейнольдса £L при кьаэи­

стационарном состоянии, Т^2, t =0.4Т. 
I ­R­200, а­С­300, 3­1?­400, 4­R­IO00. 
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­91 ­ . 
В результате расчетов были получены следующие области на 
плоскостиЕ­Т:сохранения начального вращения (I),режима ко­

лебаний (П) и переходного режима (заштрихованная область). 

R 
мо т 

Рис.6.Зависимость развития процесса о* значения числа Рей­ • 
нольдса и длины периода Т. I ­ область сохраненья на­

чального вращения, П­область режима колебаний,Ш -

область переходного режима. 
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УДК 536.25 

О НЕКОТОРЫХ ВОПРОСАХ КОНВЕ.ГИВНСЙ УСТОЙЧИВОСТИ 
ТРЕХКОМПОНЕНТНОа жидкости 

С.Я.Герценштейн (НИИ механики МГУ), 
А.Я.Калейс (ВЦ ЛГУ им.П.Стучки) 

В настоящей работе исследуется устойчивость конвектив­

ных движений горизонтального слоя трехкомпонентной вязкой 
жидкости. 

В настоящее время довольно подробно изучен вопрос об 
устойчивости конвективных движений двухкомпонентной жид ­ ; 
кости. Анализ задачи в линейной постановке проведен в ра­

ботах £1,2]. Влияние перекрестных эффектов: термодиффузии 
(эффект Соре) и диффузионной теплопроводности (эффект До­

фора) изучено в работах [ 1 .3 ] . Линейный анализ устойчивос­

ти показал, что в этой зад .че имеет место как монотонная, 
так и колебательная неустойчивость, притом они могут су­

ществовать даже ниже границы нейтральной устойчивости 
("парадокс устойчивости"). Исследование конечно­амплитуд­

ных возмущений проведено в работах [ 4 ,5 ] ; здесь обнаруже­

но существование подкритических конечно­амплитудных дви ­

жений ("жесткое" возбуждение). Численное моделирование не­

линейных надкритических конвек ­ивных движений на основе 
уравнений Навье­Стокса дано в работах [6 ] (метод Бубнова­

Галеркина) и [ 7 ] (метод конечных разностей). 
Анализ линейной устойчивости для трехкомпонентной 

жидкости проведен в рабте [8.1. Эксперимен.альные наблюде­

ния описаны в работах [9,10] . 
Теперь рассмотрим постановку эадачг. о конвективных 

движениях трехкомпонентной жидкости в горизонтальном слое. 
Пусть на границах слоя поддерживаются постоянными темпера­

тура раствора Т и концентрации" тяжелых компонент 
$41 и ^дс . причем попьрк слоя задано имейное рас­

пределение температуры и концентрации, обеспечивающее на 
нижней границе слоя при 



а на верхней границе при 

£ = и1: Г* ­ Г.­ Т,­ Й$£;,.'$лщ. • 
При возникшем дви­аднии отклонения температуры и концентра­

ций от заданного начального распределения обозначим через 

Г(ЭГ, %), £Г4 (х, у Ь ) и Ял (х, ± ), соот­

ветственно. Тогда в произвольной точке слоя температура и 
концентрации могут быть представлены в следующем виде: 

Те * ) » " С ­ Т г Т Г^у , г , ± ) 

Для плотности раствора учитывается только линейная 
зависимость от температуры и концентраций: 

~ ­г ~ 
где <^ > } 1 ' * г А ­••соответствующие "коэффи­

циенты расширения" при постоянных других параметрах, при­

том выбранные так, что они положительны, когда температу­

ра или концентрации увеличиваются., 
Для описания конвективного движения будем использо ­

вать трехмерные уравнения Навье­Стокса в классическом для 
задач конвекции приближении Буссияеска [ 1 ] . Температура и 
концентрации растаора должны,в свою очередь,удовлетворять, 
соответственно, уравнению теплопроводно ти и уравнению 
диффузии. В эти,, уравнениях имеются члены, учитывиощие пе­

рекрестные эффекты: термодиф&зия, диффузионная теплопро ­

водность и взауная диффузия, сюли к уравнениям движения 
применить оператор Коъ и учесть уравнение неразрывнос­

ти, затем перейти к безразмерна пе;эменным с учетом соот­

ношений: 



систем', описывающую конвективное движение, можно предста­

вить в виде: 

Sit = \tJ-(vV)Si + -£c;ASl + C1aT-+%tAS^ 

где I ) Р а ­ число Прандтля, iSc* , -Зс^- числа Ивячдта, ха­

рактеризующие физический свойства среды; 2) Q гт ­теп­

ловое число Грасгофа, Q> i»4 . (prL - диффузионные чис­

ла Грасгофа, характеризующие условия внешнего воздействия 
и 3) ß , , ß 4 , С,» C t . А , г Я о * . характеризующие перекрестные 
гффек.ы. 

Предполагая границы сдоя з о водными от касательных 
напряжений и учитывая, что температура и. концентрации на 
них фиксированы, получки для возмущений при i *0 и £ » I 
следующие граничные условия: 

Система уравнений (3) с граничными услозиями (4) позволяет 
исследовать пространственное конвективное движение в плос­

ком горизонтальном слое при наличии потоков тепла и веществ; 
определяемых направлениями заданных градиентов температуры 
и концентраций. 

Для решения задачи <3)­(4) использовался метод Бубнова­



Галеркина. Был выбран вид решения, учитыващкй взаимодейст­

вие возмущений, определяемых волновыми векторами сХу , 
параллельными плоскости 0 X Y и образующими угол cfj с 
плоскостью QXX '• 

* (х-УУ :
е С5) 

I 

где 0 ^ при о ­1,2,3,4,5,6 соответствуют искомым «пункци­

ям а , t ! , W , T , ^ , ' S A , причем З е ^ Х ^ ^ » ^ /, 

Очевидно, что без потери общности можно полагать 0$ =0, 
тс^есть считать, что направление волнового вектора совпа­

дает с осью ОХ. 
Интегрирование полученной системы обыкновенных диффе­

ренциальных уравнений для амплитуд проводилось по схеме 
типа Рун^е­Кутта с автоматическим выбором шага и контролем 
заданной точности вычислений. 

Расчеты проводились пои симметричном наборе гармоник 
по волновым числам с^­ , т .е . М 4 ­ Мя/"^яИс i­ » причем 
смешанные гармоники набирались по треугольной схеме : 
Jrnj i­ I n v j r . . . 1­ Jm­gi £r Li С четной суммой индексов, 
т.е. гъ + m t * m.^f .-.« tm.& = 2«С • B B l W * о т ,о> ч то в 
силу квадратичной нелинейности гармоники с нечетной суммой 
индексов сохраняют нулевое значение в .фоцессе решения. 
Практически дначенсi чисел N и L задавались в диапазоне 
2412, а количество различных порождающих мод не превышало 
четырех ( t ­• ̂  ) . Эти ограничения определялись, главны!' 
образом, быстродействием используемой для вычислений дШ 
BC­I060. 



Полученные значенн.. амплитуд использовались для вы ­

числения температуры, концентраций, плотности и компонент 
скорости в различных точках слоя, а также для определения 
интенсивнсти тапио­массояереноса, характеризуемой, сеот­

ветствонно, тепловым и диффузионными числами Нуссельта. 
Были приведены методические расчеты с целью определе­

ния оптимального числа используемых гармоник. Расчеты ве­

лись для бинарной смеси в режиме "солевых пальцев" при сле­

дующих 'определяющих парам, грах: • _ ­ g-

Возмущения задавались ортогональными векторами: 

Числа N и L менялись следующим образом: 
Z-i-^Z , L ­ А'; Ч. 

В качестве основной характеристики точности получаемых 
результатов выбирались числа Нуссельта ( N 7 , / ^ ) . Получен­

ные результаты показывают, что увеличение числа гармоник по 
X и ^ не меняет значений числа Нуссельта. Зависимость 
N T , N5 от числа гармоник по S£(N) показана на рис.1* 
Как видно, вполне удовлетворительные результаты по.гучаются 
при N =6;8. 

i * 

. Л ' 

« 

МЖ­

10*. 

1.И. 

г 4 ' ¿ ' Л 51 

"ис .1.Зависимость чисел Нуссельта от числа гармоник пой . 



Для этой системы будем искать решение, следующего вида: 

Т ­ ß w i M m ( ' I j ) +..С оч/ъ 

3 A = 3 ) a cod (JTotx) * t > u f e ) + Е"Л ^ • t & ß ' * ) . 
Подставляя это решение в систему (6) и собирая коэффициен­

ты' у 'одш. ­новых гармоник, получаем систему алгебраических 
уравнений для амплитуд, зависящих от параметров задачи. 
Нам необходимо найти значения параметров задачи, при кото­

рых эта система имеет ненулевое решение. 
Для бинарной смеси границу этой области можно пред ­

ставить в аналитическом „иде: 

Был проведен линейный анализ устойчивости, результаты 
которого хорош'' согласовались с подученными в работе 6 . 
Приведем основные результаты, которые соответствуют случаю 
отсутствия перекрестных эффектов, "огда граница монотон ­

ной неустойживости имеет вид* 

Был проведен предварителг ый анализ стационарных конеч­

но­амплитудных режимов для нелинейной двухмерно'* задачи 
(полагалось, что движение зависит только от ос и & , не 
учитывались перекрестные эффекты). Обычным образом введем­

функцию тока V ( и,­ У£ , ЬГ* ­ ^ ; И'^~ Ы £ ­ ) 
и пр дставим систему (3) в следующем виде: . 

М В Д № °; 



Граница колебательной неустойчивости -

где частота нейтральных колебаний ( & ) ) определяется из. 
уравнения: 

Для случая маленьких коэффициентов д"ффузии (больших чисел 
Шмидта) эта граница хорошо аппроксимируется двумя прямыми: 

чалены на рис.2 и рис.3. 





Рис.3. Границы колебательной и монотонной неустойчивости 
для ( 4 - 7 , £е<=769, &£=2222; 100(а), 
= 0(6 ) , Ь Т ^ -100(в). 



Рассмотренные случаи соответствуют водным растворам 
натриевой и калиевой соли и натриевой соли к сахара. На 
рис.2 и рис.3 в областях I наблюдается "парадокс устойчи­

вости", области П соответствуют режимам "солевых пальцев". 
В дальнейшем намечается проведение нелинейных расче­

тов и сравнение 0 экспериментальными данными. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Гершуни Г.З., луховицкий Е.М. Конвективная устойчивость 
несжимаемой жидкости. II.,1972.­ 392с. 

2. Тернер Дж. Эффекты плавучести в жидкостях.. • Ы.,' 
1У77.­432 с. 

3. Hurle D.T.J., Jakeman Б. Soret­driveo thermosolutal 
convection. ­ J.Pluid llech., 1971­, ­».47, N 4, p.667­68?. 

4. Veronls 0. On f inite amplitude instab i l i ty in thermoha­

line convection.­J.Mar.Res., 19&5, v.23, Я 1, p . 1 ­18 . . 
5. Straua J.U. Finite amplitude doubly dlffueive convecti­

on. ­ J.Pl'uid.Ueoh., 1972, v.56, N 2, p.353­374. 

6. Герценштейн C.fi., Родичев li .B., Сенин B.H., Шмидт B.M. 
О нелинейных конвективных движениях в средах с "двойной 
диффузиейи. ­ Докл.АН СОСР, 1981,т,257.» 3,с.350­364. 

7. Hupport U.S., Moore D.S, Nonlinear double., diffusive 
convection. ­ J.Pluid Keen., 1976, v.78, H 4, p.821­854. 

8. Grif f iths R.W. The influence of a third diffusing com­

ponent upon the onset of convection. ­ J.Pluid Mech., 
1979, v .92, H 4, p.659­670. 

9. Deceits B.T., von Hersen R.P., Wong H.K., Deuser W.G., 
Jannaaoh H.W. Lake Kivut structure, chemistry and bio­

logy of a. East African r i f e lake.­Oed.Remdaohan, 1973, 

v.62, p.?^5­277. 

10. Hurlo T.J. , cakeman E.'Thermal osoil lationa and their 

effect on sol id i f icat ion processee.­Rev.Phye.Techn., 
1972, v .3 , N 1 , p > ^ 



УДК 519.6 

О РАШШ4 .ЧЕУСТ^ооСТИ тОЛ.иЛГ'1ийаЛ гадости 
ПРИ НАЛИЧИИ а<РУдА*­^И сОДЬЙ СРВДЫ 

А.А.Земитис, А.О.Цеберс . 
(ЛГУ им.П.Отучки, Институт физики АНЛатвССР) 

Уже почти тркддатиле^ж» исторко имелт исследования 
об устойчивости вытеснения одной жидкости другой ^СМ.[У­?1). 
сжспериыенталмые, аналитические, численные исследования 
дали возможность установить, что процесс вытеснения более 
вязкой жидкости с помощш менее вязкой неустойчив, т.е. 
приводит к языхообразованио. ««ами рассмотрен другой процесс, 
который приводит к аналогичным явлениям. 

о работах [ 0 , [ <с ] с аомоцьл) численного эксперимента 
доказано существование для зажатой капли магнитной жидкос­

ти ¿1**) других устойчишх форм,кроме тривиальной ­ круглой. 
Установлено также существование нескольких критических зна­

чений магнитного числа Бонда ( Ь г п ) при которых начи­

нает [навиваться неустойчивости различных типов. Так, при 
вгл> 20 магнитная капля может името такие относительно ус­

тойчивые формы, как гентелеобриану» форму нескольких раз­

ветвленных форм. Какую именно из возможных форм капля при­

мет, эаьисит от характера возмущений, которые приданы на­

чальной форме капли. Цель настоящей рабо.ы ­ исследовать, 
какие еще факторы, кроме характеристик с* мой капли, анеше­

го магнитного поля могут повлиять на ра ьитие того или 
иного типа неустойчивости. Будег показа .о, что в случае, 
когда магнитная капля помещена в немагнитную среду с бо­

лее высокой вязкостью» чем вязкость мы'иитной капли, то мо­

жет развиваться неустойчивое.ь такого типа, оторая не 
обусловлена начальными возмущениями халди. 



Для исследования выше упомянутых явлений будем исполь­

зовать следующую математическую модель. Как и в f l j , будем, 
считать, что внутри капли G(*) с границей Г(£) усредненная, 
по сечению сдоя скорость л? магнитной ­жидкости подчиняет­

ся уравнению типа Дарси 

а также условию несжимаемости 

где »4* Jf** • " толцина сдоя, Ц* ­ вязкость, t1mt1{H*)-

намагниченность М в намагничивающем внешнем поле Н. , р4 -

давление, ^ ч ­ значение потенциала собственного магнитного 
поля Ш на границе плоского слоя, соответствующей северному 
полюсу постоянного жидкого магнита ­ капли КЖ. 

где, интегрирование осуществляется по поперечному сечению 
капли, oio ­ элемент площади, 4цесь jjv ­ радиус­вектор фик­

сированной точки, в которой вычисляемся Ч/м , ~f ­ радиус­

вектор текущей точки интагрирования, 5J ­ единичный орт в 
направлении оси if (поперек одою).' 

сне области df<0, где жидкость магнитными свойствами 
не обладает, имеем аналогичные уравнения, только без и 
с другой ВЯЗКОСТЬ»! 

" * А *К." fa • О, 

На границе соприкосновения обеих жидкостей давление 
о имеет СКАЧОК, равный лапласочекому д( манию, мениском 
ш толщине слоя прен^регаем. 

Из уравнений ( ! ) , (& ) следует,что общее движение капли 
•d и окружающей ее жидкости потенциально. Потенциал *f вы­

ражается так: {»ы 

m i * * * 1 * - ' ? 9 * « 



­104 ­

Теперь можем сформ/ллровать основную математичвскуо 
задачу для определения *Р : 

параметрическое представление границы Г№) , в момент 
времени ¿ , 4 ­ параметр з& [О^*],*?- внешня нормаль 
к контуру ГШ ; & ­ коэффициент поверхностного натяже­

ния, Яг ­ кривизна граничного контура Т . О в соответст­

вующей точке А ':. Отметим, что условие (а ) выражает не­

прерывность иотока на границе. 
фи решении задней ( о ) ­ ( у ) удобно вне ото Аогг'цкеле, 

скорости искать функция тола +• , обладающую свойст­

вами: ' ' 
( Ш 

Эх 9 , ' * * 9ж г т 

асли рассматривать точки ни границе К*) л два пер­

пендикулярных направления ЯГ ­ ьмеамня к <?^ ) нор­

маль, I ­ касательная, направленная в положительном на­

правлении обхода контура Г(*) относительно обласи 
0№) , то выполняются аналогичные уравнениям соот­

ношения. ЗцеоЬ только надо дополнительно обозначить сто­

рону, с которой мы приближаемся к границе* Будем ставить 
•­"» если рассматривается ..редея с внутренности 0(V и 



. • • ­ . 1 0 * ­ ; 

"+"­в противоположной случав, Тогда будем иметь; 

Ли условий (Ь) и Ш ) следует непрерывность функ^ич то­

ка ^ на границе, й таком случае можно искать в виде 
потенциала простого слоя; 

где .у^/^­ плотность потенциала простого слоя, с£ ­ эле­

мент дуги, соответствующий твхуирй точи* (£(¿¡¿1, • 
Дифференцируя условие (? ) по направленио в и используя 
соотношения Л1^), найдам величину скачка для нормальной про­

изводной функции ^ \ 

С другой втором,по теории потен цвади ^СЗ}), иредадьные 
значения нормальной производной потенциала простого слоя вы­

ражайте* так* ­

иодотавЛйл и Ь ) й 1Ш * Ц44, подучим интегральное уравне­

ние для определении плотности иотож^има цреотого слоя; 
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Теперь исходную задачу можно переписать относительно 
плотности потенциала простого слоя f(s) и функций парамет­

рического представлен ил гранш:* ГЩ x(s,ty *-U(s,t) 
в следующем виде: 

i 

X(s,о) - arví; , y(sWtf(S) . tói 

Эта система написана в безразмерном жиде, ибезразмеривание 
' проводилось: для расстояний ­ по радиусу яруге, равному 

по ллоьэди фигуре капли, для давления ­ ло характерному ка­

пиллярному давлению для круга ^ , для времени € W $ I ^ ¡ y 

(а формулах черта над t опущена), ­магнит­

ное числе Бонда, характеризует аоетноменке магнитных и ка­

пиллярных сил. 
Отметим, что формулу ( Ш можно переписать в виде; 



Для решения задачи (1б)­(*#^ используется метод, ко­

торый изложен в работе £43 , поэтому подробно его изла­

гать не будем. Напомним лишь основные этапы. £орьа капли 
в любой' момент времени ^ задается положением N точек ­

маркеров, с координатами (Х^Ц;) » 1*%™' 
По этим точкам строится функции Х(^(^{^(^^*) е помощью 
кубических сплайнов. После этого вычисляется общая длина, 
контура и находятся новые маркеры (Xг, ̂ ¿1,1* 4,^' со свой­

ством, чтобы расстояния по дуге контура между соседними 
маркерами' были одинаковы. Потом численно решается .интеграль­

ное уравнение ЦБ) . Приближенное значение ^„1 Щ1*4,Ы отно­

сится к узловой точке с номером / , однако необходимые 
значения функции ищутся в "средних точках между 
двумя маркерами. После нахождения 4-н

ш проделываем один 
шаг по времени по разностной схеме Эйлера для уравнений 
(19) , (¿0) , т . е . определяем положение маркеров для следую­

щего момента времени. После этого' можно приступить к осу­

ществлений следующего шага аналогичным образом. Отметим, 
что выравнивание маркеров существенно. Например, при 5 т = 
-4%, Н/л т 2, если выравнивание произвести через каждые о 
временных шагов, то нельзя считать с шагом' Г ' » О.ОД, так 

. как появляется неустойчивость ­ болтанка маркеров. аади же 
выравнивание производить на каждом временном сдое, то счет 
устойчив. 

Боли ори решении задач, которые изложены в II], \г],ьи 
старались найти стационарное решение * т .е . подучить форму 
капли, которая оо временем больше не меняется, то в этом 
случае ставился другой принципиальный вопрос ­ повлияет 
иди'не повлияет наличие вокруг капли жидкости с большей 
вязкостью на развитие" таких возмущений» которые в началь­

ный момент времени не имели места. Поясним более подробно 







, ­ 110 ­

Сргзнив задачу (1Ъ)­<22) а исследованной ранее в £­­¿3 за­

дачей, заыетиы, что стационарные решения в обоих случаях 
одни и те же. Могут изменяться только скорости выхода на 
стационар, до так как при достаточно большие значениях 
; магнитного числа Вонда) калия может иметь несколько ста­

ционарных форы, то остается скрытым вопрос, можно ли только 
>:зменением коэффициента заставить выйти ка;:ло на дру­

гую стационарную форму по сравнена со случаем о< ь» О 
Расчеты показали, что на этот вопрос можно ответить поло­

жительно. Например, когда /д » щ о т * ¿¿4, начальная фор­

ма капли эллипс с полуосями 0.6 и 1.4, то при е<ж • 0 эл­

липсоидальная форма развивается в гантелеобразную форму. 
Так :сая лагеатное число Бонда достаточно большое, то полу­

чение стационарного решения задачи требовало бы слишком 
«него машинного врзмени ЭВМ. иднако опыт, полученный при 
расчетах этих .задач, дает возможность заключить, что в этом 
случае гантелеобразная форма сохранится и в стационарном 
случае, лишь макет быть с ^згибои. йри рассмотрении слу­

чая —2 « т­1 уже для достаточно небольших моментов 

времени наблюдалось качественно другое развитие начальных 
эллипсоидальных возмущений. Начиная с некоторого момента 
грешна концы гантели тормозятся и постепенно развиваете я 
з две ветви (сы.рис^. Отметим, что ахалогично кайля буд** 
развиваться при сСк* 0, если она в начальный момент 
им&ег форму, изображенную на рис.2. л 

Рассмотренный нами случай = ­ I на практик^. 

не реалиеуем. ч^нако аналогичная картина наблюдаема уже 
при с <­' ~ ̂ » • 0.*. Очевидно, что похожие эффекты каблю­

м е ш и при других отношениях вязкоетей. Другой вопрос ­

при каких числах & т и каких начальных формах капли. 
Этот вопрос пока остается открытым. 
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ЧИСЛЕННОЕ ИССВДОЗАНИЗ ЗДИЯНКЯ Б0К030Г0 TOKOOTBO/V 

В М0Д2Й1Ч1ЕЧИ ЭШЯРСШАКОВСГО ПЕРЕПЛАВА 

Г.Р.Дуринс, А.Ю.Чудновсхий . ' 
(ВЦ ЛГУ им.П.'Стучки, Институт физики АН 

Латвийской CCI ) 

.Б реальных установках электрошлакового переплава 
(ЗИП) часто наблюдаются пробои электрического тока на 
стенку кристаллизатора [ I_}. При этом до 605? тока отводится 
по схеме: токоподвод­шлаковал ванна ­ кристаллизатор, и 
только проходит через металлическую ванну, фронт крис­

таллизации и слиток. Пробои, как правило, локализуются ли­

бо в верхней части шлаковой ванны, либо в районе границы 
ьежду шлаковой и металлической ваннами, либо в обоих мес ­

тах одновременно. Исследование влияния этого явления на 
процессы в шлаковой ванне проводились на основе ртутной 
модели печи Э1Ш,описанной B [ 2 J . Там же приводилась мате­

матическая модель и методика численного расчета. 3 модели 
явление пробоя моделируется боковым токоотводом, который 
характеризуется высотой 5? с проводящей части боковой стен­

ки ­ электрода и параметром К , указывающим часть тока, 
отводимой через нижний электрод. 

Численные результаты приведены для цилиндрической 
ванны, высота которой равна радиусу и равна 0,2 м, при 
погружении верхнего электрода радиусом 0,12 м на глубину 
0,02 м и токе IA. Литерой "а" помечены рисунки для посто­._ 
янного тока, а литерой " б " ­ для переменного с частотой ~ 
50 Ht . Сплошными линиями изображена функция гидроди­

намического тока при Y / M v » a * , ­0 .9; 0,7* Q,5,0,3. 
Линии электрического тока при tHl/Ct Ht)n*u » 0,9; 
0,5; 0,1 прерывистые ( ­ угловая компонента интенсив­

ности магнитного пола).­ Проводились расчеты и плотности 
джоулевого тепла ( 5 " 0 * J*)' 6". , где G* -

электропроводность»^* , у# ­ компоненты плотности элект­

рического тока. Область основного тепловыделения, где 



I? > О, Т' О то* , обведена линией с иголками 
внутрь. 

На рис.1 показан случай, когда боковая стенка пол ­

ностыо непроводящая, и весь ток отводится через нижний элек­

трод. Постоянный ток и .тепловыделение равномерно распреде­

лены по всему объему. Переменный ток концентрируется около 
острой кромки токоподвода и в нижней части ванны возле 
стенки из­за скин­эффекта, который сильнее проявляется в 
электродах. 3 результате тепло в основном выделяется в тех 
же местах, что, вероятно, является причиной пржегВ непро­

водящей шлаковой корки и пробоя тока на кристаллизатор в 
реальных устройствах ЭШЛ. На рис.2, вся боковая поверх­^,, 
ность электропроводящая. При этом часть тока идет по схе­

ме: токо подвод ­ ванна ­ нижний электрод, а"другая часть ­

по схеме: токопогзод ­ ванна ­ стенка ­ ванна ­ нижний эле­

ктрод. В случае постоянного тока по второй схеме идет при­

мерно ЗС% всего тока. В результате область основного тепло­

выделения и интенсивность злектровихрезого течения (ЗВТ) 
нисколько уменьшились (рис»2.а). 70% переменного тока идет 
через стенку, поэтому ЭЗТ значительно ослаблено, и центр ее 
переместился ближе к свободной поверхности и боковой 
стенке. Тепло в основном выделяется у края верхнего элект­

рода вплоть до бокового электрода, хотя имеется небольшая 
область интенсивного тепловыделения в самом нижнем углу. 
ванны (рис.2.б). На рис.3, в отличие от рис.2, только 40% 
всего тока отводится через нижний электрод, а остальная 
часть ­ с боковой с~енки. И в этом случае некоторая 
часть переменного тока возвращается из стенки в ванну и 
отводится через нижний электрод, несмотря на боковой токо­

отвод. Для постоянного уока этого не наблюдается. Штен­

с­лвность ЗЗТ несколько возросла (по сравнению с рис.1.а, 
2.а) , но ее характер практически не изменился. Зона ос­

новного тепловыделения при этом окружает верхний элект ­

род, что и требуется в реальном процессе £!ВП (З.а) . Для 
переменного тока ЭВТ практически такое же, кал на рис.2.6, 
а тепловыделение происходит в основном у края токоподвода 
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Рис* . Изолинии функция гидродинамического и электричес­

кого токов и плотности тепловыделения при ¿ t j­G.2M. 



Рио.З. Изолиния функций гидродинамического и электричес­

кого твиов и плотности тепловыделения при ¿ c « 
­ 0,2 м. К ­0,4. Ф ^ " ­ ­ . ^ ' » " ,••<*•"* ' "^ 'Ю". 



вплоть до боковой стенки. Такое распределение тепловыделе­

ния и приводит к конусообразной форме плавящегося' слитка в 
реальном процессе ЭШ. 
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ВЛИЯНИЕ АНИЗОТРОПИИ ТШООРОВОДНОСТИ НА 
ТШЕРАТУРНШ ПОЛЕ 

Р.А.Якушв1:о« 

(ВЦ ЛГУ км. П.Стучим) 

При выращивании монокристаллов методом Чохральсхого 
приходится учитывать большое количество разнообразных фи­

зических явления, среди которых основную роль играет теп­

лообмен. Обычно при моделировании используется изотропное 
уравнение теплопроводности, что вполне оправдано для мо ­

нокристаллов кубичеокой симметрии. Однако на практике 
иногда приходится иметь дело о анизотропными кристаллами, 
для чего необходима оценка чдкянид анизотропии на темпе­

ратурное поле. 
применительно к методу Чохральокого следует рассмат­

ривать анизотропный тепло перенос в цилиндрической системе 
координат • отличие от обычного рассмотрения в декартовой 
системе координат [Х2_]. В етом случае температурное пола 
при отсутствии источников тепла опиоиваетоя следующим 
уравнением; 

Цк ~Ци I ­ тоне >р тепл­проводнооти, 



связанный с соответствующем тензором в дехартовчк коорди­

натах определенными соотношениями. 
В работе рассматривается тензор теплопроводности, ко­

торый ь декартовой системе координат, совпадающей с глав­

ными осями кристалла, имеет только три составляющие, иа 
которых две равны между соьой: 

" К* О О 
О Г* О 

о о' 
Тензор такого вида соответствует кристаллам тетрагональной 
системы. 

В дальнейшем будем считать, что 

т .е . мало отличается от . 
В декартовой системе координат, получаемой поворотом 

осей так, чтобы старая ось £ ' образовывала Сы с новыми 
осями X , у , # углы, косинусы которых Сх ,£#,£¿1 
етот тензор будет иметь следующий в**д: 

% - С$ Ш- &) - С* С* -Сх С* 

Затем в цилиндрической окотом* отсчета при совпадающих 
осях £ получим: 

'П 0 0\ 

/ К ) о ^ И ­ ) * * 1 № 



• — , i -

V 

COioL-

учтено C£ * (?j*+Cj *d. . 

Веди обозначить 

/ ~ 7 ^ Alt) 

а в определении О включить С* множителей, то тене< 
теплопроводности можно э£-.жсать следующим образом: 

Ь 0 0\ ( А* Ав А 

^0 0 V \ А 
з 

ООО] 
О oojj' 

Далее уравнение ( I ) можно переписать в операторном виде: 

О ) 

U оо\ 

t* ool\ 

где 

(u-£Q)u*0, 

(/Л* обычный 

оператор Далласа в цилиндрической системе отсчета, а 



а [А ­ б « г э у * й * 

Учитывая, что с5 считаемся малым, можно искать температу­

ру в виде разложения по £> 

. 1с ­ с/о +£У, +1 % , 

где Ы о ; 6/ / ') (Л* > • • должны >до ал отворять следу­

ющим уравнениям; 

й их = ои4. 
Для определения температурного поля необходимо знать 

также и граничные условия. В этой связи предлагается сле­

дующая модельная задача. Предполагается, что в стержне 
имеются два горизонтальных сечения, на которых температу­

ра может считаться постоянной и заданной. Для боковой по­

верхности задается поток тепла, пропорциональный разности 
темпере­уры между поверхностью и окружающей средой, при­

чем температура последней пропорциональна координате 2 . 
Таким образом,получаем: 

где и о и с/е значения температуры на торцах стержня. По­

ток тепла через боковую поверхность 

где ^_ ­ коэффициент теплообмена, £ ­ длина стержня,£­

­ радиус стержня. В нашем случае поток записывается еле ­

дующим образом; 



или в операторном випе: 

где 

Далее можно записать для нахождения Цо > 
ряд краевых задач: 

I ) й ис - о 

и так далее. 



удовлетворяет первой из этих задач. 
Далее следует, что 

а и. 'О 
и можно прнступ'ть х нахождению с// . 

Эту функцию будем писать в форме: 

Тогда для VIг,») олучим: 

Используя метод разделения переменных, находим, что 

где 

• Д« « I/ ­ модифицированные функции Бес селя. 
Если считать параметр £ достаточно малым и ограни­

читься только членом первой селен и £ , то температур­



нов поле запишется следуг­'им соотношением: » 

Из этого соотношения видно, что добавка к температур­

ному подо из­за анизотр. лии зависит от множителя 

где ^ ­ угол между направлением выращивания кристалла 
и кристаллографической осью, и является наибольшим при 1 

/* «45°. Величину добавки определяет также значение функ­

ции V [г> £) , максимум которой,очевидно, достигается 
в точке Vе9. j ¿'6 • Анализ величины 
1/(^1 ^М)~ 1Г/п«< затрудните *ен аналитическими методами. Для 
вычисления этой функции была составлена программа на язы­

ке ФОРТРАН для реализации на ЭВМ СМ­4, с помощью которой 
в любом конкретном случае может быть произведен расчет. 

Применительно к выращиванию кристаллов была проведе­

на следующая приблизительная оценке. В этом случае обыч­

но теплоотдачу от поверхности рассчитывают по закону 
Стефана­Больцмана: 

где £ ­ степень черноты, С=516?'/0 ' см§7Гг -

постоянная Стефана­Больцмани, ­ температура окру­

жающей среды. Если это соотношение записать в линейном 
приближении ^ 

р«есто и используя среднюю по стержнш температуру 
Ы* (950К) а , и взять сГ ­0 ,1 , а V, ­0,03 ВТ/см.К; 



Рис.1. Изолинии функции V"(')*)• / 0 * при значении 
параметра Н "150 см***. 

то получим /­| 150 см ­ * . 
Далее: взяв слитой с размерами 0. ­2,3 см ? =2,4 сы ( 

можно посчитать значения I/ (г, $) . На рис.1 показаны 
изолинии втой функции, причем Уто* **' 2,2*Ю~Э. Это дает 
основание считать, что влияние анизотропии на температур­

ное поде в атом случае ничтожно мало, если еще учесть, что 
для реального мат­риала ^1 и кл не могут отличаться 
на несколько порядков. 

Однако в случае, если Н=С, т .е . на поверхности име­

ется условие теплоизоляции, которое обычу» налагается при 
прозрачном кристалле, то значение 1//п£щ ~ 0,3. Изоли­

нии V" (г, д ) для этого случая изображены на рис.2. 
Ввиду относительно болыпго значения С/^,^ •', можно 
заключить, что проявления тепловой анизотропии может ока­

заться существенным. 



в С ем) 

Рис,2. Изолинии функции (/(>";Л) при значении 
параметра И *0. 
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_ ВЛИЯНИЕ ПРОДОЛЬНОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ НА 
ЕСГЁСТВЗННУЮ юнвяадзо в ДОДШ^ГРОЦ&СА • 

ЧОХРАЛЬСКОГО 

Ю.М.Гельфгат^ Л.А, Горбунов (Институт физики 
АН Латвийкой ССР), И.В. Старшинова, В.А.Смир­

нов (гдаадшг), .и.в. врязинов (ипм т. м.в. 
•Келдыша АН СССР) 

При выращивании объемных монокристаллов из расплавов 
интенсивность, конфигурация и устойчивость конвек­̂ гвнык 
потоков в значительной степени определяют качество и про­

цент выхода годного материала. Поскольку в большинстве 
случаев расплавы исходных компонентов обладают олектропро­

водпостью металле. 2 , для целенаправленного управления гид­

родинамическими характеристиками указанных потоков в пос­

лед ­ее время начали использовать магнитогилродинамические 
методы воздействия на проводящую жидкость [ I ] . _ 

В частности, наложение на расплавы полупроводниковых 
материалов постоянных магнитных полей приводило к повыше­

нию качества получаемых из них монокристаллов за счет сни­

жения неоднородоостей и мтфонеоднородкостей распределения 
легирующих и фоновых примесей, уменьшения полосчатости, 
плотности дислокаций и др. [ 2­5 ] . 

Однако все исследования ограничивались получением 
конкретных опытных данных без попыток физического и числек­

ного анализа закономерностей взаимодействия магнитного поля 
с конвективными.потоками. Поэтому очевидно, что для опреде­

ления рациональных рекимов выращивания >юнокристаллов с мТД­

воздействием на расплав необходима разработка те<­ретичес­

­ кой модели такого рода процес,ов и методики численных оце­

нок требуемых гчраметров магнитного поля. 
Цель настоящей работы заключалась в создании методики 

­ численного расчета влияния постоянного лродольно1 о (по от­

ношению к о­и растущего кристалла) магнии.юго поля на е' ­

тественную конвекцию в модели процесса Чохральского, срав­

нении теоретических данных с результатами критериальных 



­
оценок, получаемых на основе теории подобия, и их сопостав­

лении с экспериментом. 
На рис X представлена схс­':а расчетной модели. Здесь 
рад..ус монокристалла, Й т ­ радиус тигля,Нр ­ высота 

расплава в тигле, Вж — индукция однородного продольного 
магнитного поля. 

Для описания процессов; происходящих в расплаве, ис­

поль^'е­ % сиотема нестационарных уравнение Кавье­Стокса 
в перемчо.щх функциях токе ф ­ вихрь и) в сочетании с 
уравнением конвективной теплопроводности, записанных в ци­

линдрической системе координат ( г, 1 ): 

2 
Эг 

9/1 Э ф у ± М 4 Ш ] . 
60 = ­

1Е 1 1 
Эг 

0) 

1_ 

Дцесь: С|" = "^^>у—^ число Грасгофа; Рр =^&Г Рг ­ число 
Пекло; Рг=а/£­ число Прайд/, м; Ма ­ В* Я к У б/ру ' 
­ число Гартмана. Соответственно, О , > > , < £ , (а . О. 
­ плотность, кинематическая вязкость, электропроводность, 
коэффициент объемного расширения и коэ­/рициент температу­

ропроводности расплава. д Т ­ характерный перепад темпера­

тур в расплаве, В 2 ­ индуюг ч внешнего магнитного поля. 
При решении задачи использовались следующие краевые ' 



в, 

1 1 1 1 1 Нр 

Рме. I . Схема расчетной модели. 

» 0,467­10 

V * * 2,34­10" 

Уз »467­10" 

.­9 

"4Л = 7,9­10' 

V. =0,234­10 

4>г = 1,4'10' 

V , = 2,34­10 

3,1­10 

Ш 

VI = 0,023­10" 

V* =0,467­10"с 

V» = 0,934­10"* 

I 

­в 

Рис. 2. Картины течения жидкости в тигле при различных 
значениях индукции магнитного поля, а) 8 г « 0 , 6 Т; 
6)ВгшО,4 Т; в) В х ¿0,2 7; г ) В г ­0. 
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условия, в,нкция" тока (.а всех границах исследуемой области 
равна нулю. На твердых стенках для вертикальной и горизон­

тальной составляющих скорости справедливо условие прилипа­

ния. Граненое условие для вихря на свободной поверхности 
расплава получено из условия равенства нулю касательных 
составляющих вектора вязких напряжений. Тёплочые граничные 
условия сформулированы следующим образом: температура на 
Фронте кристаллизации Т^ГТ,, температура боковой стенки 
'шгля Гт 1 г , на поверхь^сти ­расплава и дне тигля тепло­

вой поток равен нулю. На оси тигля граничные условия для 
ВСЕХ функций ставились из осевой симметрии задачи. Все 
величины нормировались, и задача решалась в безразмерном 
ВИДЕ. ­ .̂ >::7­й̂ ''­̂ '̂  ' " /• 'И^.^Ч^ТТ*; 

При численном решении задачи оообое внимание, было уде­

лено консервативности используемых разностных схем. Наилуч­

шей оказалась схема, которая не давала вклада в баланс 
энергии при введении переменной математической вязкости в 
сеточные уравнения [ 6,7 ] . Эта схема и была использована 
для решения задачи. Построение схемл осуществлено методом . 
баланса /интегро­интерполяционным методом/. Для решения 
разностной задачи использован метод переменных направлений. 

Расчетная область разбивалась наравномерной сеткой 
/41x41/. У твердых границ сетки строились так, чтобы в 
гидрод'намический пограничный слой попадало 3­5 узлов сет­

ки. Л ' :,.­'­­0­*У ' 
Для выбранной разностной схемы всегда выполняется 

условие принципа максимума. 
Расчеты проводились с аппроксимациями краевых условий 

для вихря на твердых стенках по формулам Тжа. Уравнеьие 
для функции тока на каждом временном шоге решалось иге­'­

рационным методом переменных направлений с выбором опти­

мальных параметров по Жордацу[ 6 ] . 
В расчете использовались следующие физические конс­

танты и геометрические размерыпасчетн­'й области: кинема­

тическая вязкость ^ • 3,1.1 Г ~ м /сек; температура крис­

таллизации Т и « Ю,5°С; коэффициент температурного расши­



рения Jî> • 2,37.10" I/град; плотностьр » 6397 кг/м ; 
электропроводность 6 * 3,25.1061/ом.м; радиус кристалла 

R K ­ 0,015 м; радиус тигля R T « 0,032 м; высота распла­

ва Н р « 0,С59 щ X, « 20°С, Т г « 30°С, дТ­10°С. 
Значения .критериев были следующими: Ре =2,26.10" ; 

Gr » 8,08.Ï0 5 . 
Расчеты проводились для различных значений величин 

индукции продольного магнитного поля B z в интервале 
0 4 Вг..4 О.Б . 

На.рис. 2 представлены полученные поля функции тока 
—(картины течения расплава) в жидкости, на рис. 3 ­ поля 

температур для соответственно значений: а) В 2 « 0,6 Т, 
6)B Z= 0,4 Т, в)В г = 0,2 Т и r)B z = 0. 

Видно, что интенсивность течения расплава, вызванного 
естественной конвекцией, падает с увеличением индукции 
магнитного поля, счетах » 1,4.10""® м /сек при В,, = 0 до 
Ч'тах = 3,6.10"^ м /сек приВ2=» 0,6 Т. Особенно резкое 
изменение интенсивности течения наблюдается в диапазоне 
изменения В z от 0 до 0,2 Т. 

Существенно влияет магнитное поле и на распределение 
температур в расплаве ­ рис. 3. Расчеты показывают, что 
прч индукции магнитного поля В *̂ 0,4 4 0,6 Т конвективный 
тенлоперенос уже сравним с молекулярным. 

На рис. 4 представлена безразмерная зависимость го­

ризонтальной составляющей скорости под кромкой кристалла 
от критерия На . Здесь ц. ­скорость приВд, * 0 , u a ­ приВ 2? 0. 
•'Наибольшее изменение скорости течения жидкости наблюдается 
на участке 0<На< 100, что свидетельствует об асимптоти­

ческом характере эффекта действия магнитного поля. 
Экспериментальная проверка полученных результатов 

проводилась на специально созданной для этой цели установ­

ке рабочей жидкостью, которой служил эвтектический 
сплав индий­галлий­олово. (Физические параметры этого спла­

ва соответствуют • приведенным данным). Термод, модели­

рующий фронт кристаллизации, был изготовлен из«меди и охлаж­

дался до требуемой температуры термостатированной водой. 



Рис. 3. Темпе ратурнье поля в жидкости ( Т°С ) при 
различных значениях индукции магнитного поля. 
а) В х -0,6 Т; в) В г -0,4 Т» в) В х -0,2 Т; г ) В х -о. 

1 » — — 

­0,5 

Рис. 4. Зависимость безразмерной горизонтальной 
составляющей скорости в точке ( с «15 мм, т. 
«56 мм ) от числа Гартмана . 
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Нагрев боковых стенок модели осуществлялся нихромовым 
нагревателем. Дно и поверхность расплава были теплоизолиро­

ванными . 
Сравнение расчетных и экспериментальных результатов 

проводилось путем сопоставления теоретически:: и полученных 
в опытах температурных полей. Вполне удовлетворителы ,е 
совпадение данных имело место п р и В ^ 0,4­Т. В частности, 
при Ъ г

а 0,6 Т экспериментально замеренное распределение 
температур соответствует рис. За. Таким образом, можно счи­

тать, что рассмотренная теоретическая модель достаточно 
адекватно описывает реальный процесс и может быть использо­

вана при создании более общей математической модели процес­

са Чохральекого в магнитном поле. 
Сопоставим далее результаты численного расчета с дан­

ными простых количественных оценок, выполненных на основе 
критериального анялиэа рассматриваемого процесса. 3 работе 
[ в ] показано, что влияние постоянного магнитного поля на 

изменение скорости конвективных течений может быть учтено 
с помощью следующего критериального выражения: 

где N = ó В R T / p а параметр МГД­взаимодействия, Re = uRT/)> ­
­ число Рейнольдса. 

Значения скоростей, рассчитанные по ( 2 ) , нанесены на 
рис. 4 штриховой линией. Ход зависимостей Ug/U ­ f (Мо.) 
свидетельствует, что приНйтбО H N >T 2,8 результаты чис­

ленного расчета и критериальных оценок достаточно хорошо 
согласуются между собой, ото означает, что использование 
такого рода оценок для приближенных расчетов вполне право­

мерно и, начиная с На>,бО может дать правдоподобные ре­

зультаты. 
Отметим, что подавление магнитным полем естественной 

конвекции приводит расплав, из которого выращивается моно­

кристалл, к состоянию, характерному для условий невесо­

мооти,когда ускорение силы тяжести стремится х нулю.Поэтому 



-
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полученные ранее результаты могут представлять интерес 
для анализа процессов космической технологии. 

При этом очевидно, что анализ всох особенностей про­

цесса Чохральского, (вынужденной и термокапиллярной конвек­

ции, массопереноса легирующих и фоновых примесей и др . ) , 
трес'упт постановки и решения полной задачи с учетом влия­

ния на зти язяе.шя магнитного поля.. 
СПИСОК ЛИТЕРАТУМ 

1. Гельфгат Ю.М., Лиелаусис 0;А., Щербинин Э.В. Жидкий ме­

талл под действием электромагнитных сил. ­ Рига, 
1976. ­ 248 с. 

2. Hoahikawa К. Czochralaki Silicon Grystel Growth in the 
Vertical Magnetic Field. ­ Jap.J.Appl.Phya., 1902, 

v. 21, > 10», p.L545­I.547. 
3. Fiegl G. Kecent Advanoau and Future Dlrectione in CZ­

Silicon Crystal Growth Technology. ­ Solid State Tech­

no! . , 1983, v.26, H .8, p.121­131. 
4. Koshikawa K., Kohda H., Hurata H. Homogeneous Dopant 

Distribution of Silicon Crystal Grown by Vertical Mag­

netic Field ­ Applied czochralaki Method. ­ Jap.J.Appl. 
Phys., 1984, v. 23, H .1 , p.L37­L39. 

5. Terasnima H',, Fukuda X. A new magnetic­field applied 
pulling apparatus for LEG GaAs single crystal growth. 
J.Crystal Growth, 1983, ~ v. 63, *3 ., p.423­425. 

6. Сгаржиноьа И.В., Фрязинов И.В. Численное исследование 
гидродинамических и тепловых процессов получения моно­

кристаллов по методу Чохральского. ­ Препринт ИШ имД­

Ы.В.Келдиши АИ СССР, М., 1982, в 62.­21 с. 
.7. Бакирова ii.il., Старшинова И.В., Фрязиноа И.В. Консерва­

тивные монотонные разностные схемы для уравнений Навье­

Стокса. ­ Дифференциальные уравнения, 1982, т.ХУШ, It 7, 
С.И44­1Г50. \ " 

8. Гельфгат Ю.М., Горбунов Л.А., Соркин М.З. О магнитогид­

родинамичееком воздействии на расплав полупроводниковых 
материалов в процессах получения монокристаллов по Чох­

ральскому. ­ В кн.: XI­ е Рижское совещание по магнит­

ной гидродинамике. Саласпилс, 1984, т.2, с. 135­138. 

http://ii.il


­ 135 ­

УДК 536.421.1+536.421.4+536.24 

ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ТШПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ ПРИ 
МОДЕЛИРОВАНИИ ПРОЦЕССА ЗОННОЙ ПЛАВКИ В АМПУЛЕ 

М.Л.Гулбе, Э.Н.Мартузане (ВЦ ЛГУ им.П.Сгучки), 
Э.С.Копелиович, В.В.Раков (ГИРВДМЕТ, Москва) 

Исследованию процессов при зонной плавке в последние 
годы уделяется большое внимание, в особенности для нужд 
космической технологии. 

Настоящая работа посвящена изучению тепловых явлений 
в случае зонной плавки, когда слиток помещается в кварцевую 
ампулу, вдоль которой движется муфель с резистивным натре ­

вателем. Кроме того, слиток может находиться в кварцевой 
лодочке. Торцы слитка закрепляются в графитовом держателе, 
форма которого может иметь, например, различного рода риф­

ления в виде пазов, для варьирования условий теплоотвода 
(Рис.1). 

з ± 

Рис.1. Схема расчетной области при зонной 
плавке в ампуле. 

1 ­ графитовые держа1ьхл 
2 ­ слиток 
3 ­ нагреватель 
4 ­ экран. 
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Двя определения температурного поля Т ( ^ ' , ^ , ' Ь ) в 
зависимости от положения и Температуры нагревателя, формы и 
размеров слитка и графитовых держателей с учетом скрытой 
теплоты фазовогс перехода предлагается следующая математи ­

ческая постановка. . 
: Функция ­ Т ( ­ Т , % , ' ) удовлетворяет уравнению теплопро­

водности в цилиндрической системе координат,.связанной со 
слитком, с учетом осевой симметрии. В обобщенной записи с 
учетом условия Стефана уравнение теплопроводности имеет вид: 

Ь> 0 , О ± Г ( х ) , а „ * ос и , 

где 

^*глЛ, ***ж, ~ коэффициенты теплопроводности твердой и 
жидкой ч зти слитка, соответственно; 

•Ячр ~ коэффициент теплопроводности графита;­

Тпл> ~ температура плавления слитка; 
­ область, занимаемая'слитком; 

£) ^ ­ область, занимаемая графитом; 
0 ( зс ,Т)­ плотность; 
С * ( ^ Л ) = С(аС,Т) (Т­Т Л ,< , ) ­ обобщенная теплоем ­

кость, включающая в себя скрытую теплоту фазового 
перехода ¿6 в виде теплоемкости, сосредоточен­

ной на границе раздела фаз I I I ; 
сГ(Т­Хг^)­ дельта­функцияДирака; 

Г(эс ) ­ боковая поворхность $0.сиЬ1у> 
Хн , Хк ~ Длина ^ с ^ ­ у ) . 

При расчетах используется сглаживание коэффициента, содер­

жащего д ­функцию в интервале температур (-А\ , Ь,^). 
Условие на боковой поверхности Г ( б с ) , учитываю ­

щее теплообмен излучением по закону Стефана­Больцмана слит­



¥ Э х 

где Тнор ­ температура окружающей среды. 
На внутренней полости радиуса %^ в графитовом 

держателе на внутренней поверхности ставится условие: 

| Ь * О Ч * £ * * Й . (6) 

Такое же условие ставится на оси, если К^О. В ка­

честве начального приближения берется температура окружаю­

щей среды: 

ка, муфеля, резистивного нагревателя и окружающей среды, 
записывается следующим образом: 

­ Л 1 * Д ) 2 1 | ­ б М ф к ^ к ф 

£ ( х , Т ] ­ степень черноты; 
б>о ­ постоянная Стефана­Больцыан а; 

­ скорость поступательного движения нагревате­

ля; 
" "^ (лс/Г) ­ температура муфеля, нагревателя и окружающей 

среды. 
На торцах графитовых держателей задаются условия, учи­

тывающие излучение по закону Стефана­Больцмана; 



Для решения этой двумерной задачи осуществляется за­

мена переменных 

т 
я ггЛ> 

(8) 

а также переход к переменным, сводящим область в цилиндри­

ческую. В результате уравнение ( I ) переходит в уравнение, 
содержащее смешанную производную, для решения которого 
используется схема аппрохсимационной поправки Н.Н.Яненко 
для параболических уравнений, содержащих смешанную произ­

водную [2 ] , Подробно методика численного решения подобных 
задач изложена в работе I 3 ] . 

Для качественного исследования температурного поля 
решается одномерная задача, полученная осреднением по ра­

диусу уравнения ( I ) в области слитка: 

а = 
о и 

(9) 

где £\ ­ радиус слитка. 
Для моделирования процесса зонной плавки, пр» котором 

графитовые держатели имеют внутреннюю полость радиуса % , 
в области графита осреднение проводилось следующим образом: 

<ъо го 

где ^ А ­ радиус графита. 
После осреднения уравнения ( I ) , с учетом краевого ус­

ловия ( 3 ) , получаются следующие одномерные уравнения для 
определения поля температуры щ(ос в слитке и гра­



фите, соответственно: 

1 
(И) 

1 • щ 1 _ т ; Э ц , | ИЪ,Л1х,7)?7 „ „ 2 й 

ОС 

Г(х) (12) 

^ r 

Дня графитовых держателей цилиндрической формы радиуса 
К 4 без рифления с учётом условия излучения (3) уравне ­

нне (12) принимает вид: 

В случае рифленого графита поток ­Л­^р£ можно 
приближенно определить через потоки на поверхностях 3± , 
' Щ (Рис.1), используя теорему Гаусса­Остроград ­

ского: 

. \\ ̂ {Ос^шП)^ а \ Х~- ¿3 * О , (14) 

где 3 * 5 , ч­ •+ ­+ 3«>, 
& ­ область, ограниченная поверхностью 5 ; 
П, ­ направление внешней нормали к поверхности £ ; 

Для области 55 , с учетом излучения (3 ) , яа (14) 
можно подучить следующее выражение: 



где Р 4 ­ максимальный радиус графита; 
Дз\ ­ ширина выступа; 

ДэС)'­ ширина паза; 

­ число рифлений; 

­ длина графитового держателя. _ 
Предполагая, что значение температуры I на поверх­

ности равно средней температуре Ц. , из равенства (15) 
получаем следующее выражение для потока: 

-• ч * ¥ - ~ & х - 0 < < м > 

Учитывая, что направление нормали ГЪ к поверхности 5д, 
совпадает с направлением УЬ , выражение (16) можно под ­

ставить в уравнение (12). 
Для решения одномерной задачи осуществлялась конечно­

разностная аппроксимация, и применялся метод прогонки£2]. 
ч Нелинейные члены линеаризовались таким образом, что, 

Т заменялось на Т ­ Т , и на каждом шаге по времени 
проводились итерации по нелинейности, причем л считал­

­ вуа;(тЧ.)%­

­ ^ 1 ^ 4 ­ 0 , с») 



ся известным с предыдущей итерации. При первой итерации ' 
бралось с предыдущего временного слоя. Итерации продолжа­

лись до тех пор, пока получаемая,при этом невязка­на ста­ • 
новилась меньше наперед заданного 6 Т . 

Распределение температурного поля определялось для 
слитка германия и графитовых держателей при следующих зна­

чениях физических констант для германия: 
С =0,34 вт ­с/(г­град); ^ »5,6 г/см 3; 

Я ^ . 1 7 3 вт/Ссмтрад); Х»0 ­0,412 втДсмтрад); 
Т ^ = 1210°К; 6 ^ =0.6; £ ^ »0.18; 

% =5,67­10" 1 2 вт/Ссм^град4); 
для графита: 

=1,956 вт­сАгтрад ) ; £гр =2,26 г/см 3; 
Д , л = 0 , 3 9 вт/(смтрад); £у> =0,8. 

Рассмотрен образец германия, относительные размеры кото­

рого были следующими: радиус ­ I , длина ­ 12,8. Он был по­

мещен между графитовыми полыми держателями, длина каждого 
из которых ­ 7,6, наружный радиус ­ 1,73, а внутренний ­

0,53. Эти держатели могут иметь пазы, глубина которых­рав­

на 0,73. 
Резистивный нагреватель длиной 5,3, расположенный в 

муфеле, длины 13,3, продвигается вдоль слитка с заданной 
скоростью 1г . Температура нагревателя и муфеля неизвест­

ны. Они подбиралиеь путем проведения серии расчетов с целью 
получения ширины зоны расплава и максимального перепада 
температуры в ней, совпадающих с экспериментально заданны­

ми. 
Для подобранного'теплового режима было проведено чис­

ленное исследование квазистационарного теплового поля в 
двумерной и одномерной постановках задачи при различных 
фиксированных положениях нагревателя относительно слитка. 
Кроме того, исследовалось нестационарное тепловое поле в 
одномерной постановке, когда нагреватель перемещался вдоль 
слитка с"заданной скоростью 1У . 

> 



Таблица I 
Изменение ширины зоны и перегрева расплава 

в процессе зонной плавки 

Положение Цилиндрический графит Рифленый TP**"* 
нагрева­
теля квазистац. 

задача 
нестац. 
задача 

квазистац. 
задача 

нестац. 
задача 

1 дт 1 щ 1 ЛТ 1 ЛТ 
8 3.29. 13.9 3.01 12.2 2.80 10.7 2.83 I I . 4 
9.3 3.27 13.7 3.21 13.7 ­3.01 12.3 3.09 12.8 

10.7 3.25 13.6 3.27 14.5 3.13 13.1 3,08 12.3 
12. 2.84 12.3 3.17 13.6 3,09 13.0 3.09 13.0 
13.3 3.27 13.6 3.16 13.2 3,04 12.6 3.08 12.7 
14.7 3.33 14.0 3.18 13.6 , 2.83 10.9 2.81 . 15.5 

В таблице I приводятся результаты расчетов кваэистаци­

онарной и нестационарной задач в одномерной постановке без 
рифления и с рифлением графитовых держателей. Температурное 
поле определялось при различных положениях нагревателя от ­

носительно слитка. В таблице указываются ширина зоны р а с ­

плава и максимальный температурный перепад.в ней. 
Удовлетворительное совпадение этих результатов позво­

ляет заменить решение нестационарной задачи, когда муфель 
с нагревателем продвигается БДОЛЬ слитка со скоросюю в 
несколько миллиметров в час, решением квазистационарной за­

дачи для конкретно заданных положений нагрев*, селя относи ­

тельно слитка. Это позволяет значительно сократить затраты 
машинного времени. 

На рис.2 приводятся характерные профили температуры 
вдоль длины слитка при различных положениях нагревателя от­

носительно левого торца графитового держателя. 
В течение всего процесса зонной плавки ширина зоны ме­

няется незначительно; для графита цилиндрической формы мак­

симальное изменение ширины зоны составляет 0.5, для графита 
с рифлениями 0.33. Перегрев также меняемся мало и составляет 
примерно 11­15°. 



Рис.2. Характерное осевое распределение температуры 
в слитке при различных положениях нагревателя. 

Таблица 2 . 
Изменение ширины зоны и перегрева расплава в 
радиальном направлении в процессе зонной плавки 

Коорди­
наты по 

Цилиндрический гласит . Ьмше' нШ~ графит 
Коорди­
наты по изотермы изотермы 
радиусу плавя .крис­

тал. 
плавл крис1 

тал. 

* л 7 А Т , г , г АТ 
I 2 3 4 5 е 7 8 9 

0 9.49 12.04 2.55 13.2 9.49 11.94. 2.44 12.2 
0.1 9.49 12.05 2.56 13.2 9.49 11.94 2.45 12.2 
0.2 9.48 12.07 |2.59 13.3 9.49 11.96 2.47 12.3 

\ 



I 2 3 4 5­ 6 7 8 9 
0.3 9.48 12.08 2.60 13,5 9.49 11.98 2.49 12.5 
0.4 Э.47 12.09 2.62 13.8 9.49 12.02 2.53 12.8 
0.5 9.44 12.09 2.65 14.1 9.47 12.08 2.61 13.1 
0.6 9.43 12.10 2.67 14.5 9.45 12.09 2.64 13.5 
0.7 9.40 12.13 2.73 15.0 9.41 12.10 2.69 14.0 
0.8 9.35 12.16 2.81 15.5 9.36 12.13 2.77 14.6 
0.9 9.28 12.21 2.92 16.2 9.28 12.17 2.89 15.2 
1.0 9.20 12.25 3.05 16.9 9.20 12.27 2.07 15.9 

Решение двумерной тепловой квазистационарной задачи 
при фиксированном положении нагревателя, представленное в 
таблице 2, показывает, что фронты плавления и кристаллиза­

ции ( ¿4 , Хл) незначительно отличаются от плоских. Откло­

нения по радиусу составляют 10­20%. Это позволяет проводить 
качественное исследование тепловых Полей в одномерном приб­

лижении. Кроме того, из таблицы 2 видно, что рифленость 
графита приводит к уменьшению ширины зоны расплава и пере­

пада температуры в зоне. 
Авторы благодарят Н.А.Авдонина за внимание к работе. 
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОДНОЙ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО 
УПРАВЛЕНИЯ 

Е.С.Вакал, С.Л.Кивва, Г.Е.Мистецкий, О.Б.Стеля 

(Киевский государственный университет) 

Моделирование различных процессов массопереноса в 
почвогруктах приводит к необходимости решения задач опти­

мального управления размещением гидромелиоративных соору­

жений. Решение такого класса оптимизационных задач сопря­

жено с определенными математическими трудностями, главной 
из которых являетоя их нелинейность [ 1 , 2 ] . ' 

3 данной работе приводится алгоритм решения задачи 
оптимального управления системой с распределенными пара ­

метрами, состояние которой описывается совокупностью двух 
дифференциальных уравнений в частных производных. При етом 
коэффициенты одного из уравнений зависят от градиента ре­

шения другого. Разработанный алгоритм апробирован на тес­

товом примере,. 
I . Постановка задачи. Требуемся минимизировать функ­

ционал л г 

на множестве О ^ ^ Ь 
(см.рис.) при усло­

вии 

Р11С.1. 

(2) 

(3) 



Н ( . * ) = Н 2 С х ) , х е А Ь , И> 

^ Ш-СК^Ъ^О, хев5Э> (АВ00Е , ) , < 5 > 

64 * ч ? (6) 

С ( х л ) = С л С З Д , СХЛУ40£*%Т1, (8) 

где (?52 ­ граница области & ,Хя(ХлХ^ _ точка 
области , » V ­ направление внешней нормали, <ж(х) -

весовой коэффициент. _ 
2. Построение разностной задачи. Задача (2 ) ­ (9 ) ре ­

шается с помощью метода конечных разностей. Для этого в 
6} вводится разностная сетка 



• здесь <1Л * 0лт * с( (X* ± 0 . 5 ^ ) , 

Погрешность аппроксимации схем ( I I ) , ( 12 ) соответст­

, венно равняется 0(к* ? Ь д ) и О ^ * ^ ^ * ) .Крае­

вые условия (5),(9) аппроксимируются со вторым порядком 
аналогично 1X1 • 

3. Метод решения. Для решения задачи (10)­(12) ис­

пользуется метод градиентного спуска [ 5 ] 

где ЗГ •• оператор проектирования на множество [0 , ь ] . 

Функционал ( I ) 'заменяется его разностным аналогом 

С помощью интегро­интерполяционного метода [ 3 J стро­

ится разностная схема для уравнения (2 ) 

Для аппроксимации уравнения (6) используется неявная 
монотонная схема А. А.Самарского ГЗ] 



Критерием окончания итерационного процесса является вы ­

полнение условия 

Для вычисления решаются задачи 
( I I ) , ( 12 ) с соответствующими краевыми и начальными усло­

виями. Разностные схемы записываются в виде операторного 
уравнения 

Аи*<$> (13) 
где Ц. содержит рзшения разностных задеч ( I I ) , ( 1 2 ) . Мат­

рица А представляется в виде суммы диагональной, нижней 
треугольной и верхней треугольной матрицы 

Тогда итерационный метод верхней релаксации для 
уравнения (13) записывается следующим образом [6] : 

(ъ^и)и£^$+Аи5~<з, 5 ­ с и , , . . 

Б качестве 1Л° выбирается начальное условие задачи. 
4. Тестовый пример. Численный расчет проводи зя для 

задачи оптимального расположения дренажа при промывке ри­

совых чеков при следующих значениях параметр в задачи: 
Ь­вЯ 'гМф 'О.б", 

<*.{2.иХд*0 * ДРУ 1 " У 8*** области, С; (4 ,0.2)= 

В результате решения задачи было получено оптимальное зна­

чение t , равное 1.2, 



Замечание. Приведенный алгоритм позволяет находить 
решение задачи оптимального управления, если вместо урав ­

нения (2) рассматривается неоднородное уравнение парабо ­

лического типа. 
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I . Осесинметрический слиток радиуса й и высоты Н 
помещены в камеру о температурой стенок Т^­Т в н , в которой 
находится инертный газ с температурой Т 2 « Т г а э ^ Температу­

ра внутри слитка описывается уравнением 

с краевыми условиями 

УДК 539.319 

РАСЧЕТ: НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ КРИСТАЛЛОВ 
КРЕМНИЯ В ОХЛАЖДАШ КАМЕРЕ 

С.С.Вахрамеев.'Н.В.Коэельская (ВЦ ЛГУ им. 
П.Стучки), Ю.М.Шашков (П1РЩ1ЕТ, Москва) 

При производстве монокристаллов полупроводниковых ма­

териалов после их выращивания из расплава кристаллы поме­

щают в специальную охлаждаемую камеру. Для ускорения про­

цесса охлаждения кристаллов до комнатной температуры в 
камеру помещают инертный газ под высоким давлением. Одна­

ко при интенсивном охлаждении может произойти растрески­

вание кристалла из­за высоких температурных напряжений, 
возникающих в кристалле в процессе его охлаждения. Для оп­

ределения максимального уровня напряжений, возникающих в 
кристалле ниже дается решение задачи термоупругости в 
постановке несвязанной к»азиотатической теории. В первом 
разделе приводится постановка н метод решения задачи оп­

ределения температурного поля в кристалле. Далее (раздел 
2) приводится метод решения задачи упругости. 11риводятся 
результаты расчетов шлей термоупругих напряжений в про­

цессе охлаждения кристаллов, дается анализ максимальных 
напряжений в кристалле. 



(2) 

(3) 

С4) 

с условием симметрии 

¿ 1 = 0 (5) 
1*0 5 1 

и начальным условием 

(б) 

где С ­ удельная теплоемкость, Р - плотность, 0\ ­ тепло­

проводность, Т ­ температура, б" ­ постоянная Стефана­

Больцмана, 6' ­ степень черноты. . 
Первое слагаемое правой части краевого условия опреде­

ляет отвод тепла от слитка аа счет излучения, второе слага­

емое характеризует отвод тепла за счет теплообмена с пода­

ваемым в камеру газом. 
Коэффициент с< к. был получен на основе эксперимен ­

тельных данных и решения одномерной задачи охлаждения 
слитка [ I ] . За начальное состояние бралась температура в 
кристалле в момент его отрыва или заданная постоянная тем­

пература. 
Для решения данной задачи разностным методом введем 

разбиение от î »1 до L *• H по высоте слитка и от J « I 
до j s M по радиусу. Шаг разбиения по t-fi , шаг раз­

биения по х - ^ . Введем обозначенияi 

V / f ; ' V * И М ; * / * • 



Значение сеточной функции в некотором узле сетки $1,^) 
будем обозначать . Аналогично разностной сетке в 
пространстве определим сетку по временной переменной с 
постоянным шагом: 

Будем рассматривать полуцелые слои, отвечающие значению 

Теперь задачу (1 ) - (б ) в дифференциаг̂ ном виде заменим 
разностными уравнениями: 

Т -Т - " т ~ 

(7 ) 

(8) 

Условие (2) на боковой поверхности кристалла запишется 

т. можем линеаризовать и представить как 



. . , СЮ) 

Условие (3) на холодном торце кристалла с учетом (10) пре­

образуется к следующему виду; 

­ ^ ( т ^ ­ т у . 
Условие (4) на горячем торце с учетом (10) будет выглядеть 
следующим образом; 

л ч т« *£*(4т4, т у ­ з т ­ т , ; ­ _ 
> ; : . (12) 

А условие симметрии слитка (5) на слое I =1 приведет к 
решению уравнения 

с ? ТС'-*!**"** ( 1 3 ) 

которое в разностном виде с учетом '71 о * "П. г запишем 
­как Л * ч^ !':/^^>,(| ».••­ й>с?л­ У'.£'\.^л>»: ; ' ч : '•• '.'''Г' 

^ ' С / с/> < ^ 414) 

Систему уравнений (7 ) , (8 ) с условиями (9 ) , (11) , (12) , (14) 
будем решать итерационным методом переменных направления 
Ш . 



Расчеты температурных полей проводились для различных 
режимов охлаждения (при разных значениях к ) на каж­

дом временном слое. Надо отметить, что с началом процесса 
охлаждения температурные градиенты, особенно з районе 
фронта кристаллизации,возрастают (максимум приходится на 
время б­ 15 сек), затем, примерно через 30 сек­60 сек,умень­

шаются и выравниваются по всему слитку. 

Настоящий раздел посвящен методике численного расчета 
тэрмоупругих напряжений в охлаждаемом кристалле. Задача 
термоупругости решается в постановке несвязанной квази­

статической задачи, а температурное поле в этом случае 
предзадано и рассчитывается по методике, изложенной в пре­

дыдущем разделе. 
Рассматривается кристалл цилиндрической формы радиуса 

£ и высотой Н в системе координат ( 1 , * ) . Область Я) , 
занимаемая кристаллом, является следующей: 

Уравнения равновесия в * «осматриваемой области 8) имеют 
вид 3 ­ ­

где 64 , , 6д, (Г** ­ компоненты тензора напряжений 
связаны законом Гука для изотропного тела с деформациями 
следующим дбравом: 
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Тб*1Д>4)- заданное температурное поле, 
G ­ модуль сдвига, 

tf, oi ­ коэффициенты Пуассона и термического расширения, 
компоненты тензора деформаций £ 4 « €+,£*, St* связа­

ны с перемещениями U и W геометрическими соотношениями 

р Ж. р , р *Ж 

*<Г ( $ Г * 7г) • (17) 

Задача термоупругоотн решается в перемещениях. Подставляя 
соотношения U6) в уравнения (15) о учетом соотношений 
(17)» получим уравнения упругого равновесия в перемещениях: 

Граничные условия в случае свободной от внешних сил поверх­

ности кристалла задастоя оде дующим образом] 

U r t . T f t f ' 7 * * * • ( 1 9 ) 

где Пх % Я* - направляющие косинусы внешней нормали к 
граничной поверхности Г области ^ • 
Подставляя в условия (19) выражения ждя компонент 6Х , 
<Г* » Сг% из (16 ) , оояучхм граничные условия в переме­

щениях U , W . Таким обрааом, уравнения (16) о услови­



ями (19) представляют собой исходную задачу термоупругости, 
решив которую, компоненты тензора напряжений находим из 
соотношений ( I ? ) , ( 16 ) . 

Задача (16) , (19) , ( I ? ) , 16) решается методом конечных 
разностей, для этого в исходной области $ вводится сеточ­

ная область 

с шагами по пространству 

В нашем случае особо важно, чтобы разностная схема бы­

ла консервативной, так как граничные условия заданы в нал­, 
ряжениях. Нарушение консервативности приводит и дополни ­

тельной погрешности в определении напряжений, при этом на­

рушается баланс сил. Для вывода разностных уравнений ис ­

пользуется интегро­интерподяционный метод Щ . Построение 
разностной консервативней схемы подробно изложено в работе 

й­
Опуская этот вывод, запишем уравнения равновесия в пе­

ремещениях в разностном виде для внутренних точек области^; 

• 

Аппроксимация граничных условий следующая: 
на боковой поверхкооти кристалла, при с*№ 



на торцах, при J «О * 

(U*)i^ilW^Wc)iti^O/. = (22) 

и аналогичные условия при J - М . 

Из равенств (21) и (22) видно, что граничные условия ап ­

прокеиинруютоя на шеститочечном шаблоне, это следует из 
консервативности построения разностной схемы» 

На оси цилиндра, при i «О, выполняются условия симмет­

рии ­

u^j =0, О Щ ­ Й Щ* ( 2 3 ) 

,а для записи условий в угловых точках (Л/, ° ) , (Л/,ЛЯ исполь­

зуются соотношения 

:6Ч 9 * " ° ' 

которые аппроксимируются на четырехточечном шаблоне. 
В равенствах (20)­(23) использованы­стандартные обозначения 
разностных производных в сеточной области [ 2 ] . Разностные 
соотношения (20) аппроксимируют исходные уравнения равно ­

весил (18) с порядком 0(/)Х) , где h*тох(Н,> 
граничные условия имеют порядок аппроксимации О (Ь). 

Разностная задача (20)­(24) решается итерационным ме­

тодом переменных направлений, который в данном случав зак­

лючается в следующем. — 
Вводятся разностные векторы перемещений V(U,W)j 

объемных сил F (c/Ti , o / T l ) и разностные матрицы­опе­

раторы; 



о • 

( 

и -

2 * 

V 
и система разностных уравнений (20) записывается в следую­

щей форме: 

(25). 

Итерационный процесс стро'­тся на основе метода уотановле 
ния. Для этого в уравнения вводится* нестационарный член 

5\Г / д^- > х система (25) становится следующей: 

при начальном условии V * «О, 
£ ­ итерационный шаг по времени, 
к" ­ номер итерации (К ­ 0 , 1 , 2 , . . . ) , 

Далее записывается известным образом схема^ переменных нап­

равлений; компоненты вектора перемещений V * определя­

ются при помощи последовательных прогонок. Итерационный 
счет ведется до выхода на стационар, что контролируется 
по величине ^ . _ 

/то* I V ' Iх
 £ * (27) 

(26) 



~~ где 6 принималось равным Ю" а » Это обеспечивает нужную 
(порядка 3%) точность расчета компонент напряжений, что 
проверялось на модельных примерах [4] . 

Выше уже отмечалось, что исходное температурное поле 
Т ( ^ ^t•) является нестационарным. Кэыпононты тензора 
напряжений в данном случае рассчитываются в предположении 
"смены стационарных состояний", т.е . температурное поле 
рассчитывается на любой заданный момент Времени,и на этот 
момент времени рассчитывается стационарное поле упругих 
напряжений. При этом имеется в виду, что напряжения успе­

вают подстраиваться под заданное состояние температурного 
поля, подученного на момент времени Ь . Таким образом 
была рассчитана серия вариантов полей напряжений на различ­

ные моменты времени. 
Далее, по рассчитанным компонентам тензора напряжений 

(Г­*, , (7* , О* , 6\*. определялись осреднелные по системам 
скольжения для направления выращивания [ I I I ] среднеквадра­

тичные касательные напряжения , "сх > С*. 

ЪЧТЪ-ГТ'А . { 2 8 ) 

Эти формулы являются удобным средством для оценки величи­

ны действующих по плоскостям окольжения сдвиговых напряже­

ний. 
Рассмотрим некоторые результаты расчетов, которые 

приведены на рис.1­3. 
На рис.1 даны максимальные значения величины в 

кристалле в зависимости.от времени охлаждения при разных 
режимах охлаждения ( к ­ нижний и Ы ^ ­ верхний гра­

фики). В начальный момент времени сдвиговые напряжения 



_ ^ _ М " 4 
5 £ зо~~ ~~н$ То Т 

Рис.1. Величина максимальных сдвиговых напряжений в 

Тсталле в зависимости от времени охлаждения 
и режимов охлаждения оС^ (график I ) , 

(график 2 ) . 

С± невелики (0,1­0,2*Ю 7 Па), так как градиенты темпе­

ратуры малы; они соответствуют градиентам температуры в 
кристалле в процессе его выращивания из расплава. Далее 
кристалл, помещенный в камеру, интенсивно охлаждается,тем­

пературные градиенты ревхо возрастают, и •максимальные одви­

гбвые напряжения сильно увеличиваются и достигают величины 
З'Ю 7 Па при 12 сех и * об* „«1,5* Ю ­ * вт/оГград 
(см.рис.1). Если обе "¿0"* вт/см^град, то максимальное 

Хъ в кристалле равно ~ 2*107 Па, что свидетельствует 
о влиянии режима охлаждения кристалла. 

При увеличения времени охлаждения максимальные сдвиго­

вые напряжения ааметно убывают; так,при 35 сек,, 
% * 2'Ю 7 Па при и^К и Тл <• 1,2«Ю 7 Па при . 







­лез ­

На следующих двух рисунках дано распределение темпе­

ратуры и напряжений "îj, по всему кристаллу при различных 
Ы,к на момент охлаждения £ «12 сек. Из рисунков видно 

наличие больших градиентов температуры « особенно в высоко­

температурной области кристалла. В етой области на рис.­

/пол Чя ~ 2*Ю 7 Па при режиме охлаждения d ¿ . 
На рис.3 наблюдается аналогичная картина, но максимальное 

• З'Ю На, так как интенсивней режим охлаждения oL < . 
Подобные расчеты позволяют определить уровень максимальных 
сдвиговых напряжений и их местонахождение в процессе ох­

лаждения слитков в различных тепловых условиях к таким об­

разом определить режимы, безопасные с точки зрения возмож­

ного растрескивания кристаллов. 
В расчетах приняты следующие физические константы: 

.{* . 5100* Ю 7 Па;./' * \ ; сК «0,48­Ю" 0 ­?г$жд~ i 

Т м . 14Ю°С| Щ « 80 мм» H * 120 мм; 

? ш 2300 хг/м 8; ^ «21,6 —82 » С. .981 — Я — ; 
м«град кг*град 

6 4 ) ,? ; olí ­I.Ó* 10"* — Р — ; <** ­ IQ " 8 , 
оьГград см^град 
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Ci) 
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где 3 ­ поток ШВ, Ъ - коэффициент диффузии, C^ëltyzf) 
­ концентрация диффундирующего НМВ, i ­ время. 

Для мембран, пленок справедливо условие Г ,̂ f i » * > 
( Тх , Гу , г г ­ размеры образца в направлениях координат 
­M..L/ , ж , соответственно). Тогда вместо ( I ) , 12) можно 

рассмотреть уравнения' 

Э*-$Щг . К») 

Эх dt • 
Если известны коэффициент D и начальное распределе­

ние НМВ в образце, то решая уравнение (4) с граничными ус­

ловиями, соответствующими реальному протекание процесса, 
можно изучить кинетику изменения распределения диффундиру­

ющего НМВ. 

УДК 532.72 

МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ХАРАКТЕРА КОИЦЁЬТРАЦИОННОИ 
ЗАВИСИМОСТИ КОЭФФИЦИЕНТА ДИОДОМ Ш КИНЕТИКЬ СиРЩМ 

А.Я.Аболтиньш (ЛГУ им.П.Стучки), 
И.И.Яунроманс (ВНИИводполиывр, г.Елгава) 

Изучение долговечности полимерных изделий тесно связа­

но с исследованием проникновения в них низкомолекулярных 
веществ (НМВ) окружающей среды. В случае, когда не имеет 
место химическая реакция или сильное взаимодействие НЫВ с 
полимером» для математического описания процессов в изо­

тропной среде используются I и I I закон фика И : 
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Не менее важной задачей является определение ­Р по 
кинетике изменения концентрации Ыай в образце, так как имен­

но коэффициентом диффузии характеризуется влияние физико­хи­

мических свойств системы на Скорость массопереноса. Надо от­

­ыетить, что в эксперименте сорбции­десорбции фиксируется из­

менения усредненной по объему концентрации НЫВ C/.Í) . Отме­

тим, что Cj(t} лишь при достижении равновесного значения 
Ср совпадает с локальной концентрацией ~0.,fj»C p гомоген­

ного образца. 
В наиболее простых случаях можно считать D e Const 

и для описания со^ционно­десорбционного процесса в изотроп­

ной мембране решать задачу 

£ltJ)-t?(lrtl-Cp , (7) 

где 21 ­ толщина образца, сы ­ начальная концентрация HUB 
в образце. Введем нормированную концентрации c(*,t) соот­

ношением 

C p ­ C r i 

Ш) 

Тогда из решения задачи (5)­ (7) получаем для усреднен­

ной нормированной концентрации č (i) выражение [¿3: 

т.О 

Для ряда случаев коэффициент диффузии D практически 
не зависит от концентрации, однако на юверхности равновес­

ная концентрация мгновенно не устанавливается. Тогда адек­

ватное ­лисание можно получить использованием граничных ус­

ловий I i или 111 рода [¿,¿,3 ,43. Ццнако при рассмотрении 



диффузии НмВ в полимерных материалах D часто является 
функцией от локальной концентрации продиффукдировавшего 
НМВ. В таких случаях решение обратной задачи ­ определение 
зависимости D « D ( c ) ­ затруднено из­за отсутствия анали­

тического выражения для <?(xyrj . 
Обычно зависимость 1){с) определяется приближением, 

позволяющим использовать 15)­(7) путем введения интегрально­

го коэффициента диффузии J)/ Соотношением 
с. .ft 

Dt^JVic/dc/J dc , Ш ) 

что г.оззоляет использовать его в решениях кинетических урав­

нении в качестве постоянной величины &>J . Определив ряд экс­

периментальных значении _D,­ для выбранных значений, с, ­, 
можно путем дифференцирования . Di(G)\. r . по d получить 

величины Die;) . Такой метод требует проведения эксперимен­

тов для достаточного количества различных С; . Очевидно,что 
при низких сербциокных емкостях материала ^.напр., для систе­

мы полиэтилен­вода) применение такого подхода затруднено, 
так как чувствительность аппаратуры не позволяет выбрать до­

статочно большое число различных Су . 
Другим подходом, позволяющим исследоьать, в частности, 

концентрационную зависимость D(c) и в случае малых сорб­

ционных еукортоа, является прШЮНвние приближенных методов 
расчета и машинное моделирование эксперимента L6.7L 

Нами б л разработан метод вычисления зависящего ОТ 
концентрации коеффицнента диффузии с использованием аппроксима­

ции задачи ( б ) ­ ( 7 ) неявной разностной схемой и решением ее 
методом прогонки fti j . Эффективность метода зависит от задания 
исходной информации: приблизительной функциональной зависи­

мости 2 ) ( с ) и пределов иэменеия коэффициентов £>„ Л JD,» . 
Здесь предлагается и один ко вариантов приближенного опреде­

ления величин Dn . Iir • ям •«ктера лзменогпя* &(е) • 
Переменный коэфф... .:• . (ИффуэИй Судом аппроксимировать 

кусочно­постоянное величиной, а в каждом интервале времени 
ufK , в котором J) аринямацтои поотинниым» воспользуемся 

аналитическими выражениями >у) л ,М') для сродней, концентра­
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ции с {{) . Для расчетов ограничимся первым членом ряда ( 9 ) : 

Погрешность, связанная с аппроксимацией ряда (9) первым чле­

ном, при £# )<0 ,5 не превышает 0,0556 [ а , 4 ] . При сЦ)?0,Ь 
погрешность увеличивается (при СН) » 0,8 ­ 656), и для рас­

чета приближенных значений коэффициента диффузии при концен­

трациях, близких к равновесный, следует использовать первые 
два члена ряда. О » ) . 

Длина к­ого интервала, на котором приближенно можно за­

менить !)((.) постоянной величиной ^ ) к , определяется условием 

\с«'-с«>\<ё, { ( I * ) 
где Су1, С, ­ средняя" концентрац,^ для момента времени 
i¡ , полученная из расчетов, соответственно, эксперимента, 

а <$" ­ задаваемый допустимый предел погрешности. Коэффици­

ент диффузии для (к+1)­ого интервала вычисляется по форму­

ле, получаемой из ( I I ) : 

1СТ + с т 
Сумма в скобках помогает уменьшить влияние экспериментальной 
точки с большой погретостью. 

Для совладения.баланса массы необходимо проводить кор­

рекцию времени , связанную с изменением скорости диффу­

зии ДОБ. Из ( I I ) следует • ' 

или, используя соотношение ( 13 ) , 

(15) 

Отсчет времени для нового коэффициента диффузии начинается 
с * , ибо при таком //* было бы достигнуто 

Из полученной таким образом совокупности коэффициентов 
диффузии 1)к с соответствующими концентрациями можно 



| Й У ; л v . s ­ 168 ­ ­ . .. ;;ГГ­';: 
судить лишь'о возрастании или убывании значений JD с из­

менением концентрации и о пределах изменения коэффициента 
диффузии 2)<с) . Понятно, что наиболее близкие к значе­

ниям _Drt и J)p будут значения, рассчитанные по первому и 
последнему (3£­ому) интервалу. Поэтому в качестве приближе­

ния J ) p можно, взять коэффициент диффузии, рассчитанный по 
последнему интервалу на конечной стадии процесса. Если 
снимается полная кривая сорбции­десорбции, в качестве 1>н 
десорбционного процесса, меняно взять J)p сорбционного про­

цесса и наоборот, .сыачения £>н и D f
s I>* при к »/ долж­

ны различаться существенное, так как на на ршьной стадии 
значение локальной концентрации вдоль оси 'jt меняется от 

Сц до ср . Как показали расчеты, предал чэменения Die) 
примерно на ¿0% больше по сравнению с разностью |Д ~Dj( | , 
определенной по расчетам из усредненных значений c"(i) . 

Рассмотрим величину f'b^dc » г Д в в качестве 2У* 
используем зависимость коэффициента диффузии, определенную 
оцйсакшцв ранее методом. Тогда 

О о с , с9ч 

где Ж ­ число интервалов, использованных для аппроксимации 
постоянными коэффициентами J), ' . Предположим, что интер­

валы,' в пределах которых кинетика процесса аппроксимируется 
отрезком кинетики, соответствующей J);-Coo.st , одинаковы. 
Т .е . С;-С;ч= ЛС,- * ÚC ДЛЯ <­ = . 
Тогда ь.\.~сто (17) мояно писать 

i í V = 7 Ц * с . i » ) 

С учетом 

Учитывая (15), можно пока; 'ть, что в случав выпуклой кверху 
зависимости 1)(с) время меньше, чем для вогнутой или 
линейной зависимости, если пределы изменения коэффициента 
диффузии одинаковы. Тогда (Г" 1 для яыпуклоа зависимости буде. 



больше соответствующих интервалов для линейной 2)(<-л) иди 
вогнутой зависимости J ) ( c j , т.е . в случае выпуклой зави­

симости ])(с) кривая J)*" ( с ) пройдет выше J)^(cA) для 
линейной зависимости, а в случае вогнутой ­ ниже. 

Основываясь на сказанном, можем предложить следующий 
алгоритм для определения выпуклости или вогнутости кривой 
£>(с). 

1. По данной методике""из экспериментальной кривой сорб­

ции (десорбции) ēUl найти совокупность {D*} и опреде­

лить DH и Dp . 
2. Методом прогонки с итерациями рассчитать кинетику 

используя линейную зависимость 

3. По данной методике обработать полученную кинетику 
l i b - ^ 

4. Сравнить полученные зависимости D (£) ii D (сл) . 
Если кривая J)*(€) проходит над кривой D^Cč^) 

К _ N • _ 

Д -4С,->Jt "DīšC • j * зависимость J) (с) имеет выпук­

лый кверху характер. Если 1/ ( с ) проходит ниже Х> (С/) 
( ^ Д л £ ; < Jü Д л ēji V ­ С 0 Г Н У Т Ы Й характер. 
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РАСЧЕТ ПРОЦЕССА ОБРАЗОВАНИЯ КОМПОЗИТНОГО ПОЛИМЕРНОГО 
МАТЕРИАЛА СПОСОБОМ ПРЕССОВАНИЯ ПРИ НАЛИЧИИ ГРАДИЕНТА 

ТЕМПЕРАТУРЫ 
А.А.Буйхис, М.З.Шмитв (ЛГУ иы.П.Стучки, г.Рига), 

Я.Я.Техтс (ВШйводополкмер, г.Елгава) 

На современном этапе развития народного хозяйства 
требуется усовершенствование существующих и создание новых 
фильтрационных материалов. Хорошими фильтрационными свойст­

вами обладают нетканые материалы. Однако гас необходимо уп­

рочнять, что может быть сделано при помощи полимерного кар­

каса в виде сетки. Единственным эффективным техническим 
решением соединения этих двух материалов, на каш взгляд, 
является использование перепада тамг ратуры при прессовании. 

Цель настоящей работы состояла в создании математичес­

кой модели, правильно описывающей основные факторы, которые 
формируют распределение температуры и динамику проникнове­

ния одного материала внутрь другого в кожозцтко.". слотеке 
состоящей из полиэтиленовой vB£) сетки и нетканого холста 
из полиакрилонитрильных волокон (ПАН). Модель должна была 
дополнить результаты физического эксперимента в линейном 
прессе, который проводился так: образец нетканого холста 
из ПАНа с наложенной на него сеткой из Ш> помещался в пресс, 
где он фиксированное время поддерживался под заданным дав­

лением с воздействием температурного градиента (внешняя 
сторона пластины пресса, соприкасающаяся с холстом ПАНа. 
поддерживалась при температуре нагревания Т« , вторая плас­

тине поддерживалась при температуре охлаждения Т 4 ) . В се­

риях экспериментов варьировалось давление прессования,том­

перетура IV и длительность термоконтактирования. После каж­

дого эксперимента определялась прочность образка Г, которая 
пропорциональна объему скрепления обоих материалов. Выясни­

лось, что при фиксированной L. npoifсходит возрастание во 
времени прочности материала до предельно* величины Г ^ 
(.Технические условия эксперимента позволяли находить вели­

чину прочности лишь для отдельных моментов времени.) 
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Изменение давления прессования изменяет лишь время дости­

жения той же предельной величины прочности Гпр. Было уста­

новлено также, что увеличение приводит к пропорциональ­

ному уБвличению Гпр. 
Математическая модель процесса была сведена к чисто 

тепловой задаче путем введения "критической" температуры 
Т к , которая позволила учесть влияние давления прессования. 
Температура Т к характеризует теплостойкость ДЭ: при нагреве 
его выше Т_ начинается проникновение волокон ПАНа внутрь Ш 
(было установлено экспериментально, что с ростом давления 
прессования происходит уменьшение Т к по линейному закону). 
Была рассмотрена пространственно одномерная задача с коор­

динатной осью X по толщине материала с началом координат 
в точке соприкосновения ПАНа с нагревательной пластиной. 
Это оправдано, поскольку толщина материала мала по срав­

нению с другими размерами и температурный градиент от плас­

тины направлен по оси X . 
Рассмотрим сперва вопрос об уравнении распространения 

тепла внутри холста из ПАНа, который представляет собой 
пористое тело о пористостью т . Так как температуропро­

водность воздуха, находящегося в порах,приблизительно в 
Ю 3 раз больше температуропроводности ПАНа, была рассмот­­

рена сперва постановка, в которой ета зона рассматривалась 
как гетерогенная среда бее локального термодинамического 
равновесия. Основываясь на работах [1],Г2]по исследованию 
температурных полей в нефтяных пластах, выпишем систему 
уравнений для каждой из фаз, содержащих слагаемые е коэффи­

циентом межфазного теплообмена с< и а , отнесенным х едини­

це ­бъеыа: 

I тсс р „ -{г*г - ? ^ { . т * " та 

Нижний индекс "О" всегда будет относиться'к воздуху, 
" I * ­ к СЭ, " 2 " ­ к ПАНу.С; , р% , л': ­ теплоемкость, 
плотность и теплопроводность " I "­ой фазы. Для простоты 
мы здесь пренебрегаем зависимостью коэффициентов от темпе­

ратуры. Пренебрегаем также зоной ПЭ, считая, что зова ПАНа 
неогреничена. Тогда к I I ) добавляются условия: 



Воспользуемся работой [ I ] , в которой даны результаты экс­

периментального я теоретического анализа по определению о ( о г 

в искусственной пористей среде, составленной ив пластинок 
или шариков. В [1 } дана следующая формула для осредненной 
ао времени величины <яол в среде, составленной из шариков 
радиуса г : 

****4&:$- (3) 

Волокна ПАНа близк i я цилиндрам с радиусом Г ­0.94 10"*см 
и Кх »0,В2 Ю*"4 кал/см с ° С Тогда для оСтй получаем 
оценку с* „ а »1,5 1Сг хал/см с °С. Такую же по порядку вели­

чину для X w ­ t дает автор монографии Гэ]. Но в f l j ­ [ з ] 
рассматривается поток жидкости в пористой среде. Поетому 
оценим еще А о х , исходя из задачи о свободной конвекция 
газа около бесконечного цилиндра. Согласно [ 4 ] , [5} имеем 

­ 4 * ttWg, \ . (4) 
где Д/// ­ число Иусоельта, ^ ­ удельная поверхность. 
Ори рассматриваемом нами перепаде температур порядка 100°С 
и атмосферном давлении имеем Ни ­0,5. Так как $ »1,2 10 
1/см, то получаем из ( 4 ) , что э( о г «0,00 10 кал/см* с °С, 
т .е . обе.оценки з < в й отличаются около 24 раз. Однако ав­

тор 1I'указывает, что формула ( ? ) дает завышенную оценку, 
так как: 

1 ) реально нет принятого в [ i j идеального теплового 
контакта между фазами; 

2) тепловой контакт происходит не по всей полной 
поверхности. 

Наконец, удельная поверхность цилиндра меньше удельной 
поверхности шара. Аля дальнейшего возьмем меньшее о**,. • 
­ 0,5о 10 : это деет завышение времени выравнивания ло­

кальных температур фаз, С учетом большой величины 
мы можем пренебречь членами теплопроводности в ( I ) . Это 



­ 174 ­
позволяв? от ( I ) , (2) перейти х задаче по отношение х 

где . /'. у . 4:- \ 

Решение ее имеет вид Те/р[~ £>г) , Если в качеот» 
ве характерной температуры возьмем 100°С, то во ["б] полу­

чаем >Ч » ? , : Ю 7 1/С, а £>л » 2 ХО4 1/С. Если принять 
о а время выравнивания температур момент т * , когда 
в( ь*)ш10-* д т, то получим, что £ * < 2 10 о. Отсюда 

следует, что можно зону йАНа рассматривать как однофазную, 
со оледупкииа осредношшми техиоцжзическгш свойствами; 

Этот результат о возможности осреднения тепдофязичес­

ких свойств в зоне ПАНа фактически очевиден из­за тонкости 
волокон ПАНа. Мы остановились на этом вопросе поточу, что 
предлагаемая нами модель может быть применена для модели­

рования других композитных систем, в которых возможность 
или невозможность осреднения требует внимательного рас­

смотрения. .у~>-у-:---''^-"-;. -/»•*; 

Математическая модель для описания температурного по­

ля в композитном материале окончательно была взята в виде 
квазилинейного уравнения теплопроводности, о коеффициента­

ми с ( т ) ,о{т) , хЩъ 

вместе с начальным условием 

71 = Т * (7) 

и граничными условиями, о которых будет оказано далее. 
Толщина материала С ( с ) является переменной, причем нввоз­

растающей величиной. Имеем, очевидно} С(0) ¿4 , 
где С 4 ­ длина зоны Ш, £± ­ длина зоны Ш а . В даль­

нейшем вся область Я*€ Г 0, С состоит из двух иди 
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трех зон: I ) Зона ПАНа с воздухом в порах: 0 i X š с o(t) , 
где О ­ невозрастающая функция о условием 
tu(0)-h (6u(t) убьтает по мере лронхкаовеная ПЭ в 
поры ПАНа); 2) зона смешения ПАНа с Ш. /«, (t)iļc < ßs. , 
причем в начальный период вреуени эта зона отсутствует; 
S) зона чистого ПЭ: tj^x^t (считается, на основе 
данных эксперимента, что Z С i) * &л * а 1\ & ё > О ) . 
Коэффициент теплопроводности для каждой из зон-вычисляется 
т&к * 

fmxi -гй-m)Kī . о*** e0(t)-o, . 

I я% - - , Ķ +0* <x * £(t), 

аналогично вычисляется С • P . В точках X * разрыва 
коэффициентов (при Х-£с it) и £ * £^ ) вместо (о) вы­

полняются условия сопряжения 

Т! дТ I - „ I I / . > 
ЦХшх*-о ' I\х*х'*о, К'дХ 1х-х*-о * дл. /х'Лвр). 

Выпишем теперь граничные условия для ( 6 ) . При их выводе 
надо учесть, что коэффициент теплопроводности пластин Ks 
в ~ IO ä раз больше коэффициентов теплопроводности всех ма­

териалов композита. Поэтому можно для пластины пресса пи­

сать стационарное уравнение теплопроводности. Тогда усло­

вия сопряжения в точке Х-0 дают первое граничное усло­

вие: 

(9) 

где 1а ­ расстояние от нагревательного элемента до по­

верхности материала. Аналогично вычисляется второе гранич­

ное условие 

где. С" ­ толщина охлаждающей пластины. 



Остается решить вопрос о способе моделирования про­

цессе пенетрации,происходящем при температуре Т_, При 
этой температуре для полимерных материалов но происходит 
вьделение скрытой теплоты плавления, значит, нет необхо­

димости ставить специальное ^условие типа Стефана. Поетсму 
мокко поступить просто: при разностном решении задачи 
( 6 ) ­ И 0 ) , после вычисления на очередном временном слое 
разностного решения проверяется выполнение условия 

где п. - шаг по X. разностной сетки. При выполнении 
( I I ) все поле температуры вместе с границей зоны ПЭ сдви­

гается на единицу влево. Если новое поле удовлетворяет 
( Ц ^ , сдвиг влево повторяется. Таким образсм,п?и первом 
сдвиге влево возникает зона смешения ГО и ПАНа, которая 
постепенно увеличивается, соответственно уменьшая зону 
ПЭ и зону ПАНа с воздухом в порах. Расчет проводился до 
установления процесса. 

Вычислительная сторона характеризуется следующим: 
.задача (6)­110) была аппроксимирована консервативной чисто 
неявней безитерациоикой схемой с постоянными шагами: 
шагом К* и временным шагом ''£с порядком аппроксимации 
О 3 0 (схема а) по С 6 гл.УШ]). 

Была рассмотрена система о С <' ­0,14, £л »0.014, 
«О,о, ц. в0,1 см, пористостью >п ­0,4а. Свойства 

воздуха были взяты из \Ь\, ПЗ. ­ из [ 7 ] (из рис.1.56,1,30', 
1.39)..В иакяти ЭЗл вводились таблицы величин с , 
К для опорных значений температуры; между пими прово­

дитесь линейная интерполяция. Свойства ПАНа принимались 
постоянными: « х *0,Ьо 1С4 кал/см о °С,С^ рг ­0,5и5 кал/ 
см3 °С. далее, Т°«Т 4 .50 ЛС, Т 3­120,1&0,:«; 0С;ТК»70,Ш,90 0С. 
Ьа основе методических расчетов было занято / и "Ю" 3см, 
Г =5 Ю­ Зс. 

На рис.1 дано изменение общей толщины материала по 
времени в зависимости от Т, . На рис.*. показано распре­

деление температуры по толщине материала. Как следует 
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из рис.1, имеется некоторый промежуток ­"инкубационный" 
период, в течение которого происходит просто нагрев системы 
без изменения толщины ее. После начала пенерации граница 
ПЭ продвигается к вившей стороне нагревающей пластинки и 
достигает ее. Но на етон не заканчивается процесс уменьше­

ния £ ( * ) . Физически это означает уход размягченного ПЭ в 
холст ПАНа в сторону от первоначального месТа расположения 
сетки ДЭ. Это приводит к увеличению объема ПАНа и ПЭ, т .е . 
к увеличению прочности материала и к пропорциональному 
уменьшению воздухопроницаемости композита (этот факт также 
был зафиксирован в экспериментах). На риз.2 видно весьма 
немонотонное изменение температуры на месте соприкосновения 
материала и нагревательной пластины. Это указывает на не­

возможность замены граничного условия (9) на более простое 
условие 1­го рода: Т\Х1^ Г:. Отме..ш, наконец, что из 
рис.2 видно, что после начала процесса пенетрации в точке 
X - & = ё* выполняется уаловие Т»Т К . 

Заметим, что изменением граничных условий можно опи­

сать и динамику производства композитного материала с помо­

щью каландрирования, тем самым можно рассматривать вопросы 
оптимизации технологии их изготовления. 
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ЮАИМОДШСГВЖ ФИЛЬТРАЦИОННОГО нОТОКА С ВОДЧЬШ 
ГРАНИЦАМИ 

В.Ф.Демченко (ИЭС им.Е.О.Патона АН УССР) 
Л.И.Демченко (Киевский государственный университет) 

Многочисленные прикладные задачи теории фильтрации 
связаны с исследованием взаимодействия фильтрационного 
потока с жидкостью, полностью или частично заполняющей не­

которые объемы внутри фильтрационного пространства: кавер­

ны, трещины, скважины и т.п. Водные границы, встречающиеся 
на пути фильтрационного потока, могут оказывать решающее 
влияние на величину и направление г­оростИ фильтрации за 
счет перехвата фильтрационного потока, аккумуляции воды во 
внутренних резервуарах, итенсификации переноса вдоль 
трещины и др.факторов. 

В настоящей работе рассматриваются формулировки мате­

матических моделей подземной гидродинамики при наличии в 
пористой среде внутренних объемов жидкости, макроскопичес­

кие масштабы которых значительно превосходят характерные 
геометрические параметры пустот в пористой среде. 

I . Модели.. Основное физическое допущение, используе­

мое при построении модели, связано с характером движения 
жидкости, заполняющей внутренние пустоты больших макро ­

скопических масштабов (в дальнейшем они именуются кавер­

нами). Будем считать движение жидкости в каверне.достаточ­

но медленным, так что в каждый момент времени в жидкости 
сохраняется гидростатическое равновесие. Шдобное прибли­

жение, как правило, хорошо выполняется, если движение 
жидкости в каверне обусловлено воздействием лишь фильтра­

ционного потока. 
Рассмотрим в фильтрационном пространстве Д) каверну 

£)„ временного сечения с границей ру (рис.1). В об­

ласти фильтрации Эф-* ­DN.lv будем считать вы­

полненном уравнение 

http://-DN.lv


)/(кдгас( к}* ?,Ф 

где /г, ­ пьезометри­

ческий напор, X -

коэффициент фильтрации 
^ ­ производитель ­

ность объемных источ ­

ников .тащкости. 
,Пусть каверна 1)у 

полностью заполнена 
жидкостью, фильтрующей­

ся из пористой среды'. 
Тогда для несжимаемой 
жидкости имеет место 
следующее бал чсное со­

<2) 

где чл'л = - К (Фу$"[)л - проекция скорости фильтрации 

на направление нормали /1 к границе Гу . Обозначим че­

рез /1е пьезометрический напор жидкости в каверне. В силу 
принятых предположений о гидростатическом разноэесии жид ­

кости в каверне имеем: 
/IV- СОПШ для х "££>/ . 

Условия сопряжения напоров на граница 1у запишем в виде: 

В том случае, когда на границе действует сосредото­

ченное гидравлическое сопротивление, вместо (3) будем пи­­

сать: 



Здесь о( — К , /?­ характеризует удельную величину по ­

верхностного гидравлического сопротивления. * 
Будем считать, что на внешней границе V? области 1> 

заданы некоторые граничные условия, которые совместно с 
условиями ( 2 ) , (3) или ( 2 ) , (4) определяют единственное 
решение уравнения (1) з области 1><р. Харистерной особен­

ностью рассматриваемой задачи является граничное условие 
( 3 ) , которое по своему типу относится к граничному усло­

вию первого рода, однако содержит подлежащий определению 
параметр ­ пьезометрический напор Г ^ жидкости в кавер­

не. Интегральное соотношение (2) является тем дополнитель­

ным уравнением, которое привлекается для нахождения этого 
параметра. 

Рассмотрим случай каверны, частично заполненной жид­

костью. Обозначим через Т)*1' водную часть каверны, 
­ ее поверхность. Составим уравнение массового баланса 
жидкости в каверне 

где УТ)У- массосодержание каверны, Р ­ плотность жидкос­

ти, а интегрирование в правой части (5) распространяется 
по контуру Гу 5 , охватывающему водную часть поверх ­

ности , включая и промежуток высачивания. 
Для несжимаемой жидкости имеем: ГП^=^УИ) > г Д е 

~ объем жидкости в каверне в.момент времени ~Ь . 
В общем случае переменного во времени объема 1>£ спра­

ведливо соотношение 

% * & > *• 



Дифференцируя Э(б) по ~Ь , получим 

Тогда уравнение массового баланса (5 ) можно Представить в 
виде ­ V : ­ Ч . ­ . " ' ­ ••' " .. ' ­ ^ А Й ^ * ^ 

Во многих случаях давление в газовой полости можно считать 
постоян».лм. Тогда ^^¿¿^0 » и условие ( 7 ) , так же, 
Как и ( 2 ) , замыкает математическую модель взаимодействия 
фильтрационного потока с водной границей каверны в смысле 
определения искомого пьезометрического напора , а 
следовательно, и уровня свободной поверхности. Соотноше­

ние (7) требует задания начального условия для Ь. * .ко­

торое находится из (6) по исходному уровню свободной по­

верхности £0 •= £ (0) в момент времени £ =0 , 

где Ьгп,~(Т/, П ) ­ проекция вектора скорости V• пере­

мещения границы Г}г± на направление нормали п, к ней. 
Так как изменяемым элементом границы П,и будет в этом 
случае свободная поверхность жидкости,то 0?У/с?£:=£&)2£(£). 

Здесь 6' ллощадь свободной поверхности, 6£ (±) ­ ско­

рость ее перемещения. Уровень ё (±) свободной поверх ­

ности, отсчитываемый от некоторого горизонтального водо­

упора, связан с давлением Р в газовой полости каверны и 
пьезометрическим напором при помощи соотношения 

Н^=1г„~-§- • (б> 



Заметим, что в случае каверны переменного сечения условие 
(7) является нелинейным, т.к. SCt)~ 3(hv). 
•. * Таким образом, при решении задачи фильтрации в порис­

той среде с полостями, полностью или частично заполненными 
жидкостью, на водной границе полости задаются граничные 
условия первого (3) или третьего рода ( 4 ) , в которых пара­

метр hv остается неизвестным и подлежит определению из 
интегрального соотношения (2) или ( 7 ) , связывающего 
удельные расходы жидкости на водной границе полости. По 
своему типу условие (7) является многомерным аналогом уело 
вий типа cocpeflOTovвиной теплоемкости. Дальнейшее уточне ­

ние рассматриваемой модели взаимодействия фильтрационного 
.потока с водными границами может быть связано с отказом от 
предположения Р ­ const . В этом случае в газовой 
полости ЛЭ„* следует по типу (7) выписать уравнение массо 
вого баланса газа и дополнить его уравнением состояния. Дл 
определения расхода газа через границу требуется, 

кроме того, решать уравнение фильтрации газа в пористой 
среде. 

Рассмотренные модели остаются в силе, если вместо ( I ) 
динамика движения грунтовых вод описывается уравнением па­

раболического типа. 
Обобщим постановку задачи напорной фильтрации на слу­

чай взаимодействия фильтрационного потока с М полостями, 
полностью заполненными жидкостью. Рассмотрим многосвязную 
область B^DoU (U^ Вт) , где JD* ­ область фильт 
рации, J)т ­ каверны. Введем обозначения: »5* ­ граница J} 
Гт - границы областей Ът , и примем, что /% не пересе 

хаются с Sf . В JO в будем считать выполненным уравнение 
фильтрации 

с граничными условиями первого рода на внешней границе 



где Н(*) - задано. На границе Ст в соответствии с 
( 2 ) , (4) запишем условия в виде л 

(Ю) 

( И ) 

3 задаче ( 8 ) ­ ( П ) требуется определить функцию /г(х) и 
параметры /г • Наличие интегральных условий ( I I ) ус­

ложняет численное решение сформулированной задачи, т.к. 
приводит к необходимости решения системы сеточных уравнений 
с матрицей сложной структуры. Покажем, что задача ( 8 ) ­ ( I I ) 
может быть сведена к решению М 1 ­ой задачи для уравне­

ния вида (8) со смешанными граничными условиями, ч еловые 
параметры в которых известны. 

2. Метод решения. Представим решение Д (х~) в виде 

М, (с) (12) 

КС?) =Ьо(х) *• 2_ /Т„ Ы (х), 
^^Шт^ШЮКЖ:''' С­^ ­ ', ..V­.* 

где Ио(Х) и (Зг)являются решением следующих задач 
41у Сн угсхиИо) - / , Х ; (13) 



где Oii т. ­ символ Кронекера. Решая подходящим числен ­

ным методом задачи (13), (14) , определим искомые функции 
Ь.1 (Х ) , I = О, М и вычислим потоки на границах Пг\. 

Используем представление (12) в интегральных условиях ( I I ) . 
Имеем следующую систему линейных алгебраических уравнений 
для определения неизвестных пьезометрических напоров /г'У 
в полостях 2)т , 

J М (gradh0)n äs *X/^°J* (graU Ы)пcts = О, ( I 5 ) 

Hm. 

После решения системы (15) искомая функция находит­

ся из (12). 
Аналогичный подход может быть развит для решения зада­

чи (8)­(10) с интегральным условием (см.(7)) вида 

Если каждая из полостей Гщ. имеет постоянное сечение, то 
д{Т1у /ясоюе и условие (16) становится линейным. В 

этом случае решение задачи ( б ) ­ (Ю) может быть представле­

но в виде (12). В противном случае требуется линеаризация 
условия (16) , которая может быть осуществлена путем вычис­

ления ( с ) на предыдущем временном слое или преды­

дущей итерации при организации итерационного процесса по 
нелинейности в условии (16). 

3. Вычислительный эксперимент... Рассмотрим фильтрацию 
воды под зданием насосной станции в предположении, что 
под ее' основанием в результате суффозии или осадочных я в ­

лений образовалась полость, по размеру совпадающая с осно­

ванием станции. Геометрический размер полости в вертикаль­



ном сечении считаем значительно меньше ее длины (рис.2), 
гидравлическим сопротивлением полости пренебрегаем. Спо­

соб задания граничных условий представлен^ыа рис.2, коэф­

фициент фильтрации задавался равным 0,25 м/сут. Задачи 
(13) , (14) решались методом конечных разностей в сеточной 
области 50x50 узлов. Контурный интеграл в ( I I ) рассчиты­

.вался по формуле трапеций с учетом потока лишь через ли­

цевую (обращенную к пористой среде) сторону границы . 
На рис.3 приведены линии равных напоров (штриховые линии) 
и распределение скоростей фильтрации для дух вариантов с 
учетом полости под зданием насосной станции (рис.Э.а) и 
без него (рис.3,6). Обозначим С^*£» ­ вектор 
скорости фильтрации. Распределение скоростей в обоих рас ­

сматриваемых вариантах обладает следующей особенностью, 
которая вытекает из способа задания граничных условий: 

где X = X о ­ вертикальное сечение по линии симметрии 
станции, 0 <" X' <• X о • Это обуславливает такое распре­

деление напора в области фильтрации, при котором линия 
симметрии X = X Р является линией равного пьезометричес­

кого напора, причем величина напора на этой линии (X = 
= Х«) равна среднеарифметическому напоров, создаваемых 
водохранилищами по обе стороны насосной станции. Естест­

венно, что напор в каверне и напор на линии симметрии 
Х~ Хо должны совпадать. Этот очевидный результат ис­

пользов^юя нами в качестве теста для.предлагаемой мето­

дики. 'Заметим, что достаточно каким­либо образом нарушить 
смметрию V/* (X , 2 ) или антисимметрию . 
чтобы величину /?„ на Г</ было невозможно предсказать 
из качественных соображений. Особенно заметное влияние 
оказывает внутренняя водная граница на распределение 
скоростей в фильтрационном потоке в непосредственной бли­

зости От основания станции. В области избыточного ( по 
сравнению с /г у ) напора фильтрационный поток устремля­

ется в каверну (правая часть рис.3,а ­ под зданием стан­

ции) и.лишь на достаточной глубине принимает естествен ­



нов горизонтальное направление. Напротив, в зоне недоста­

точного (/г(Х,г) •< /г у ) напора происходит отток роды 
из каверны (левая часть рис.З.а), вектор скорости на Г^ 
направлен вниз. Указанные особенности в распределении 
фильтрационного потока влияют и на суточный расход О. 
воды под зданием станции: <? =0,5 м^/сут, при наличии ка­

Рис.2. Задание граничных условий. 



* I . • . . . ' « I * 

1. «> 1 » * » • 

­ о 

- 5 

-10 

-15 

"20 

- 2 5 

- 3 0 

- 35 
г О 

5 

10 

15 

- 2 0 

- 2 5 

­зр 

~> Г — ~ — I 1 1 
О 20 АО * 60 10 ­ И»м 
3. Движение подземных вод под зданием станции: 

— — ­ 4 см/сут; линии равных напоров. 
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Интенсивная работе по ревеня» задач разработки неф­

тяных месторождений, исследованию процесооа фильтрации в . 
пористой ореде привела к тону, что в настоящее время име­

ется широкий спектр математических моделей изучаемых яв­

лений, алгоритмов расчета возникающих краевых задач я прог­

рамм, их реализующих. Это ооздавт предпосылки организации 
и широкого использования вычислительного эксперимента [ I ] 
для теоретических исоледований в получения результатов прак­

тического характера. Тек не менее развитая для решения за­

дач математической физики методология вычислительного экс­

перимента не дала отодь ощутимых результатов в теории не­

изотермической многофазной многокомпонентной фильтрации 
как, например, в динамике плазмы, гидроаэромеханике, теп­

лоиассопереноое. Объяснением этого являются объективные 
причины, обусловленные специфическими свойствами решений 
задач многофазной фильтрация [ 2 ] . Другим сдерживающий об­

стоятельством является, на наш взгляд, отсутствие должно­

го внимания к проектированию, разработке, всестороннему 
тестированию и внедрению программ расчете задач совместной 
фильтрации воды и нефти применительно к условиям заводне­

ния, а в особенности — вытеснения в сочетании с новыми, 
методами повышения нефтеотдачи пластов. 

В настоящей статье рассматриваются вопросы проекти­

рования и разработки программного обеспечения численного 
моделирования процессов вытеснения нефти. Развивается 
подход, основанный на разработке комплекса программ, что 
связано с условиями их эксплуатации и создания. А именно, 
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отдельные программы комплекса (например, для решения одно­

мерных задач) предполагается использовать на универсальных 
ЭВМ, а при их отсутствий.«а мини­ЭВМ, С другой стороны, раз­

работка комплекса, а не пакета программ, не предполагает 
овладение пользователей специальными входными языками: син­

теза программ, управления заданиями и базами данных,!, со­

ответственно, разработку сервисного программного обеспече­

ния пакета. В рамках комплекса разработка новых прогреми, 
сопровождение и нодерни8еция существующих могут проводить­

ся специалистами, владеющими только языком ФОРТРАН, что 
значительно реоияряет число возможных пользователей комплек­

са, но требует принятия и выполнения в его рамках опреде­

ленных оотлвиевий и разработки стандартов и правил коммен­

тирования модулей. Другим положительной аспектом проекта 
комплекса является возможность его систематического попол­

нения новыми программными средствами в различных организа­

циях, которые иопользуюх для этой цели равную вычислитель­

ную технику в работают в разных операционных системах. 
При последующем изложения материала не ставится цель 

да*ь всеобъемлющее описание правил и принципов разработки 
программ, а обсуждаются положения, которые способствуют 
ускоренному созданию программ о возможностью разносторон­

него обмена иии и использования равными организациями. Но 
ограничениям технического характера не приводятся математи­

ческие постановки, численные методы и результаты примене­

ния прогреми для расчета конкретных задач, но даны ссылки 
на соответствующие работы.­В статье приведен модульный ана­

лиз вычислительного алгоритма, даны правила идентификации 
программ комплекса, их типовая структура. 

I . О математических моделях. В настоящее время разви­

ты различные модели процесоов­вытеснения нефти и новых ме­

тодов повышения нефтеотдачи, основанных на сочетании завод­

нения о применением различных химических реагентов, тепло­

носителей и внутриплаотового горения. Без ограничения воз­* 
можностей теотирования и использования различных моделей, 
в настоящем комплексе вое применяемые модели построены при 
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оледующих допущениях: крупвомасвабное приближение, недефор­

нируемкй пористый пласт, фильтруются две несмешивающиеоя 
несжимаемые фазы, еорбционные процессы равновесны, дроссель­

ные эффекты отсутствует. 
При описании процессов вытеснения используются модели 

совместной фильтрация.ньютоновских жидкостей, движение ко­

торых описывается обобщенным законом Дерси, ули когда хотя 
бы одна из фаз является вязкоплаотической. Постановки воз­

никающих краевых задач содержатся, например в [2 ,3]. Учет 
процессов, происходящих при применении физгко­химическях 
или тепловых методов повышения нефтеотдачи, производится 
с использованием моделей, описанных, например, в [ 2 , * т б ] . 

2. О численных цетодзх. Возникающие краевые задачи 
проставляют собой систему слоеных нел шейных уравнений с 
частными производными, аналитическое исследование которых 
допустимо только в исключительных частных случаях. Ранение 
задач, относительно полно описывавших пластовые системы, 
возможно, как правило, на основе применения численных ме­

тодов. В настоящем комплексе в основном используются конеч­

но­разностные методы, развитие и применение которых для 
расчете задач двухфазно;! фильтрации мокло проследить по 
работам Вахитова Г.Г., Ьулыгана В.Л.,Чудова Л.А.,:.:.1алдегч 
Н.И., Коновалова А.Н., Паркааедовв З.Г., делтоза Ю.П. а 
их соавторов. При этом при построении разностных аппрокси­

маций и их численной реализации, с учетом специфики расче­

та задач двухфазной неязотериическоЗ многокомпонентной филь­

трации, применяются следующие методы: расщепление по физи­

ческий процессам [ 7 ] , расщепление по пространственным пе­

ременным, установления (например, [ 8 , 9 ] ) , фиктивных облас­

тей [ ю ] , секторного приближения [II], сосредоточенной ем­

кости [12] и др. Благодаря применению этнх методов решение 
каждой конкретно!: задачи может быть сведено к последователь­

ному расчету простых задач, программная реализация которых 
есть библиотека базовых модулей настоящего комплекса. Пред­

ставление решаемой задачи в виде последовательности прос­



тых задач и, соответственно, базовых модулей составляет 
суть модульного анализа, являющегося теоретической основой 
каждого проекта пакета или комплекса прикладных программ 
[13,14] . 

3. Модульный анализ вычислительного алгоритма.Модуль­

ный анализ разностных методов решения рассматриваемых за­

дач подземной гидродинамики, проведенный с учетом обобще­

ния алгоритмов расчета процессов вытеснения нефти водой 
[15­1?], позволяет выделить следующие базовые модули: уп­

равляющий, ввода параметров моделируемого процесса, форми­

рования и коррекции разностной сетки, расчета локальных 
значений фильтрационных характеристик и коэффициенте» урав­

нений, контроля балансных соотношении, вычисления интеграль­

ных характеристик фильтрационного потока, упоминания, 
идентификации и вывода результатов вычислений, а также групп 
модулей расчета решений: давления, насыщенности, концент­

рации примесей и температуры. 
Бее программы, включенные в состав комплекса, представ­

ляют совокупность базовых моделей, последовательность функ­

ционирования которых определяется управляющим модулем М0М'Т£. 
Алгоритмический язык комплекса ­ ФОРТРАН. На этом языке 

написаны программы и подпрограммы, кроме нескольких сервис­

ных. 
Приведем гераткое описание базовых модулей, понимая 

при этом, что каждый модуль используется не менее чем од­

ной программой и, с другой стороны, перечисленные модули 
имеют в своь..­ реализация различные версии для разных групп 
программ, что обеспечивает их эффективность. 

Г'одуль начального ввода параметров моделируемого про­

цесса Ы Ж Р Т обеспечивает вызов подпрограммы, о помощью 
которой информация, предварительно подготовленная пользова­

телем з файле данных, передается модулем ММмгёв нужные 
области пзкяти. Каждый" <Г л данных содеокит не менее одно­

го набора параметров. Например, файл данных для расчета 
одномерных плоско­радиальнцх задач может включать наборы, 



требуемые для функционирования программ методических рас­

четов решения по разным схемам.и на разных сетках, модели­

рования вытеснения ньютоновской или вязкопластической неф­

ти, расчета процесса вытеснения или довытеснения нефти вод­

ными растворами ПАЗ или полимеров Я других программ. 3 этом 
же файле данных могут храниться наборы, используемые для 
контрольно­тестировочных расчетов соответствующих программ. 
При обращении к подпрограмме в модуле управления указыва­

ется имя файла данных и перечень параметров, необходимых 
для работы программы. При расчете некоторые наборы из фай­

ла данных могут пропускаться. Номера (или *;омер) требуемых 
наборов задаются непосредственно з файле данных. Результан­

том работы l'ft\HP7 также является контроль введенных дан­

ных на корректность, предварительные вычисления констант, 
неоднократно используемых при реализации алгоритмов расче­

та, печать введенных и рассчитанных параметров. 
Б каждой программе комплекса имеется модуль формиро­

вания и корректировки сетки CnRlDrC. в нем осуществляет­

ся построение равномерных сеток в области фильтрации в од­

номерных линейных задачах, во "вношнеЯ" подобласти в плос­

ко­радиальных и плоских задачах, а такяс — специальных ' 
неравномерных сеток во "внутренней" подобласти в окрест­

ностях скважин [ I I ] . Этим же модулем производится коррек­

ция сетки при изменении временного шага, добавлении зли 
исключении секторных направлений вб "внутренних" подоблас­

тях. 
Модуль расчета локальных винчений фильтрационных ха­

рактеристик и коэффициентов уравнений FCCOtF оформляется 
в виде подпрограммы или является составной частью програм­

мы. В нем реализуются формулы расчета функций относитель­

ных проницаемостей, коэффициентов уравнений, компонент век­

торов скоростей фильтрации фаз, потоков тепла и пр. 
Алгоритм рзечета интегральных характеристик фильтра­

ционного потока реализуется модулями CHAI NT , оформлен­

ными в виде подпрограмм. В этих модулях рассчитываются, 



например, такие характеристики фильтрационного процесса, 
как объем закачанных"и извлеченных вытесняемой и вытесня­

ющей фаз, масса закачанных химических реагентов, текущие 
вначекия объемов фаз во всей или в определенных частях об­

ласти фильтрации, общее количество введенного в среду теп­

лоносителя и доля тепла, аккумулированного в продуктивной 
пласте. 

В модуле контроля балансных соотношений lzRQЬAL по 
результатам расчета и анализа интегральных характеристик 
и условий устойчивости разностных схем для определенных 
ыокентоЕ времени контролируется выполнение законов сохра­

нения. По результатам работы данного модуля, кроме диагно­

стических сообщений управляющим модулем, может быть изме­

нен стандартный ход выполнения программы, например, произ­

ведена коррекция разностной сетки или прекращен расчет. 
Модулем запоминания, идентификации и вывода £>0ОТРТ 

производится проверка выполнения условий вывода и, когда 
зто требуется пользователю, осуществляется эапомиг­ние я 
отображение результатов расчета. Для идентификации получен­

ных данных они дополняются информационной строкой, где ука­

зывается имя программы, которой рассчитаны результаты, те­

кущие дата и время, а также тип ЭВМ. Подпрограммы, реализу­

ющие получение даннол информация, соотавлены на языках ФОР­

ТРАН для Си ЭВМ и АССЕМБЛЕР для ЭВМ ЕС, причем имеют раз­

личные версии для ДОС и ОС. 
Остановимся на описании групп модулей расчета решений, 

состав которых приведем для двух характерных задач: I ) вы­

теснение нефти водный раствором с примесью в плоской гори­

зо тальной области X со скважинами; 2) вытеснение неф­

ти горячей водой в предположении одномерного линейного филь­

трационного потока, 
Опиием базовые модули для первой задачи. На основании 

иетода расщепления по физическим­ процессам последовательно 
на каждом временной слое рассчитываются давление, насыщен­

ность и концентрация. 
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Охарактеризуем группу модулей CAL CP расчета дав­

дения, при определении которого иопользуются методы уста­

новления, продольно­поперечной прогонки и секторное приб­

лижение. Управляющий модулем данной группы является MOtf­

PRE • Расчет граничных значений, прогоночных коэффици­

ентов и решений на оектораых направлениях во "внутренних" 
подобластях осуществляется о поиощвю модулей BPWPRK, 
\A¡PPRkn PSOLVJ « соответственво. На эта:зх продольной 
(поперечной) прогонки во "внешней" подобласти используются 
модули:BPPÜKX(&PPRK4)- расчет: граничных заачений про­

говочных коэффициентов, ppgtfy^PPfi К У) ­ для расчета про­

гоночных коэффициентов по итерационвкм формулам прогонки, 
СОМРх (СОМРу ) - расчет рееевия в узлах на грани­

де "внутренней" и "внешней" содоблаотей^РЗО^* ("ASO^^­

для расчета решений во "внешней" подобласти. Контроль за 
выполнением условия установления осуществляется в модуле 

с иепольаовавием результатов, подученных 
модулем ERRGÍ2P, в котором вычисляется мекоимальное 
значение невязки. 

Управляющим модулей группы модулей paoчета насыщеннос­

ти с А 1С$являетоя MONSAT . Базовые модуля втой груп­

пы: SATXy к SATÍN , JATP£o» которые используются 
для расчета распределений насыщенности в узлах сетки "внеш­

ней" и "внутренней" подобластей, причем SA1I N приме­

няется при расчете в окрестностях нагнетательных, е 
SA7PRC- эксплуатационных скважин; /?оо Т6 - подпрогран­

ма, используемая для вычисления корня трансцендентного урав­

нения, возникающего при применении для раочета наоыщоннооти 
неявных аппроксимаций. 

Группа модулей раочета концентрации с a LCC включает 
большее число единиц, тек как при определении концентрации 
используются переочетныа схемы типа предиктор­корректор.' 
Управляющим ыодулен является MONCpfJ, аналогичные функ­

ции ВЫПОЛНЯЮТСЯ НОДуЛЯМИ CONl N , t'C"VP/?¿¡, fíoCTC . 
Модули CQfJl У i , со*'ХУ2 иопольвуются для раочета концен­

трации в плоской двумерной задаче на этапах предиктора и 



­ 1УЙ ­

корректора, кодТСА- модуль, используемый для расчете 
трансцендентных уравнений, возникающих в случаях нелиней­

ной изотермы адсорбции, при определении значений концент­

рации в узлах сетки на этапах предиктора и корректора. 
Отметим особенности программной реализации второй за­

дачи, решение которой также ооновывается на последователь­

ном расчете на каждом временном олое давления, насыщеннос­

ти и температуры. Так, для давления и насыщенности имеем 
одномерную линейную, задачу, их расчет осуществляется о по­

мощью группы модулей СА1СР и с/и.С$ с базовыми модуля­

ми Рьо|_Х и ЗАТХ (одномерным аналогом ЪАТХУ ) . Для 
температуры имеем двумерную задачу в вертикальной плоскос­

ти ХОЛ , решение которой строитоя с использованием мето­

да расщепления по пространственным переменным с помощью 
модулей бТР/?КХ(вТР$(«^расчета граничных значений прого­

ночных коэффициентов на этапе продольной (поперечной) про­ , 
гонки, ТР0.Их (ТРК/(2)расчета прогоиочвых коэффициентов, 
ВТ6е>1.х(&Т$а.З:) расчета граничных значений решения, 
Т601. ,\(т$С/-2) расчета значений температуры в у^лах раз­

ностной сетки на этапах продольной (поперечной) прогонок. 
Завершая .описание модульной структуры программ комплек­

са, отметим, что изложенный подход позволяет при соответ­

ствующем системном обеспечении и относительно неоложной 
корректировке некоторых управляющих и базовых модулей обес­

печить функционирование программе в режиме параллельных 
вычислений [ 18 ] . 

4. Состав комплекса. Настоящий комплекс разработан 
в ЛГУ им.П.Стучки, МЙНХ и ГП ил.И.М.Губкина и НИИ приклад­

ных физических проблем им.А.Н.Севченко Белгосуниверситета 
и „ключает более 80 программ и модулей, ооставленяых в 

!Э соответствии с описанной модульной структурой. В комплекс 
включены программы,разделяющиеся по своему назначению на 
две группы: методические и технологические. Методические 
программы используются для тестирования различных аппрок­

симаций рассматриваемых краевых задач, изучения точности 
приближенных численных решений, обоснования и исоледования 



принятых математических моделей процессов двухфазной много­

компонентной неизотермической фильтрации. Расчет те: тологн­

ческих параметров, изучение количественных и качественных 
характеристик моделируемых процессов нефтеотдачи про­зво­

дитоя с использованием технологических программ. 
Идентификация прогреми комплекса производится следу­

ющим образом: имя каждой программы составляется из б сим­

волов. Приведем принятые в комплексе значения символов имен 
програм_: 
1 символ идентифицирует принр̂ ую модель фильтрационного 

процесса и может быть равен: 
N ­когда рассматривается изотермическая фильтрация двух 
неомепшвающихоя несжимаемых ньютоновских жидкостей без при­

месей; 
G ­ когда рассматривается изотермическая фильтрация двух 
несмешивающихся несжимаемых жидкоатей без примесей, одна 
ив фаг или обе могут обладать вязкоплестическими свойствами 
Д ­когда рассматриваются процессы совместной изотерми­

ческой фильтрации двух несмешивающихоя несжимаемых ньюто­

новских жидкостей при наличии активной примеси; 
f{ ­ когда рассматриваются процеооы совместной изотерми­

ческой фильтрации двух несмешивающихся несжимаемых жидкос­

тей при наличии активной примеои, причем одна из фаз или 
обе могут обладать вязкопластическимя свойствами; 
Т ­ когда рассматривается двухфазная иеиэотермическая 

фильтрация ньютоновских жидкоотей без примесей; 
Н ­ когда расоыатриваетоя двухфазная яеизотермическая 

фильтрация без примесей и хотя бы одна из фаз обладает 
вязкоплаотичеекими свойствами; 
б ­ когда рассматривается двухфазная неивотермическая 

фильтрация ньютоновских жидкостей при наличии примесей; 
Q ­ когда рассматривается двухфазная неизозермичвокая 

фильтрация неньютоновоких жидкоотей при наличии примесей. 
2 символ характеризует геометрию моделируемого процесса 

вытеснения и может принимать значения: 
Л ­ при расчетах одномерных (квезкодномерных) плоских 

линейных задач; 
£ ­ при расчетах одномерных (квазиодномершх) плоско­



радиальных гадач; 
^/ ­ при расчетах двумерных задач в гориаоятальной плос­

кости, когда в области фильтрации нет скважин, ааводкение 
ч и стбор производятся через галереи; 

£ ­ при расчетах плоских двумерных задач в вертикальном 
разрезе о геометрией (х,*.у, 

\/ ­ при расчетах плоских двумерных задач в вертикальном 
разреае с геометрией (г, *); 
«5* ­ при расчетах плоских двумерных задач, при наличии 
в облаоти фильтрации оквахия; 
\л/ ­ при раочетах трехмерных вадач в облаота. без скважин; 
С? ­ при расчетах трехмерных вадач в облаоти со скважи­

нами. ­. шЩяШ^ 
3 символ определяет,какие решения раоечитываютоя и может 

быть равен: 
6 ­ если рассчитывается только т.оыщенноеть; 
Р ­ если раоочитываются насыщенность и давление; 
с ­ если рассчитываются насыщенность и концентрация; 
Т ­ если рессчятырчется насыщенность и температура; 
Я. ­ если рассчитывается насыщенноеть, концентрация и 

давление; 
ф ­ если рассчитываются насыщенность, давление и темпе­

ратура ; 
д ­ если рассчитываются насыщенность, концентрация и 

температура; 
Р ­ если рассчитываются насыщенность, концентрация, 

давление и температура. 
4 символ характеризует тип граничных уоловий на нагнета­

тельной галерее или скважине и может принимать 
значения: 

и ­ когда задается расход (насыщенность, конце: грация 
и температура); 
р ­ когда задается напор (насыщенность, концентрация 

и температура); 
Р ­ ­ огда задаются смешанные граничныеуоловия. 
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5 символ показывает назначение программы или тип сиотены 

растановкя окважин.или номер программы и может 
быть равен: 

М ­ если программа предназначена для методических рас­

четов; 
Р,С к\ 5 ­ п ? и моделировании фильтрации в элементах 

симметрии фронтальной,шахматной, девяти­ или оемиточеч­

ной систем раостановки скважин; 
цифра • порядковый номер. 
6 символ показывает чноло скважин в рессматриьч эком эле­

менте симметрня, если 5­:й символ равен ?,С,М 
или V? , в противном случав ­ пятый и шестой 
символы ­ номер программы. 

Следует отметить, что предлагаемая классификация, 
обладая определенной полнотой, является в тоже время от­

крытой. 
Состав комплекса и назначение включенных в него прог­

рамм описаны в информационно­рекламных проспектах, когорые 
можно получить в названных выше огранизациях ­ разработчи­

ках или через ГосФАП. 
5. Типовая структурат межмодульные связи, стандарты 

в программах комплекса. Архитектура и межмодульные связи 
определяются исходя из проведенного модульного анализа. 
Типовая структура программы приведена на рис.1. Стрелками 
показаны возможные переходы или межмодульные связи. Очевид­

но, что лрияятая архитектура программы позволяет без затру­

днений корректировать математическую модель или принятый 
разностный метод расчетов путем изменения соответствующих 
базовых модулей. С другой стороны, допустимо дополнение 
программ новыми группами модулей расчета решений, например, 
при необходимости определения концентрации нескольких при­

месей, учета фазовых переходов и т.д* 

В программной реализации, как уже отмечалооь выше, 
базовые модули оформлены в виде подпрограмм либо однотип­

ных блоков. Использование в программах комплекса однотип­

ных блоков (базовых модулей) требует введения стандартов. 
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Типовая структура программы комплекса. 



3 частности, определены и перечислены основные обозначения, 
.установлены "разрешенные" в модулях метки, точки входч и 
выхода, требования комментирования. Принятые стандарты, 
практически не ограничивая разработчиков программ, позво­

ляет синтезировать и модернизировать программы, не привле­

кая к атому составителей базовых модулей, включенных в биб­

лиотеку простых задач. 
6. О сервисных поограммых средствах. Во всех програм­

мах коцп..окса используются стандартные и некоторые специ­

ально разработанные подпрограмм для вывода и аа^маиания 
результатов счета . 

•Вывод результатов может осуществляться в цифровой и 
граф:! чес вой форме. Для печати значений сеточных функций 
разработаны специальные подпрограммы вывода одномерных и 
двумерных массивов с управлением форматами вывода* Графи­

ческое отображение результатов раочетов пря использовании 
ЭЗМ ЕС ноют осуществляться о помощью модулей из библиоте­

ки стендартных графических подпрограмм. Для СМ ЭВМ с эий 
целью разработены подпрограммы машинной графики. 

В состаз сервисных подпрограмм комплекса включены так­

те модули, предпаянеченные для запоминания результатов вы­

числений и организации банка данных. Наличие таких подпрог­

рамм позволяет произЕОдить расчеты поэтапно с промежуточ­

на­ анализом получаемых данных, а также дает возможность 
.использовать реэулывты расчетов по одной из программ в 
ряде других программ комплекса. 

7. Об к?пользовании программ комплекоа. Как отмечалось 
ъышэ, программы комплекса уоловно разделяются на две груп­

1"­;: методические и технологические. Ряд методических прог­

рамм использовалась в научных учреждениях при тестировании • 
математических моделей изучаемых процессов вытеснения, оцен­

ке/точности численных методов и быотродейотвия алгоритмов 
расчета 'л в учебкой проке-еде з Л У :-лй*Л.Стучке,.М{'Ж и ГП ,ГО. 
Технологические программы применялись при выполнении рас­

четов по прогнозированию разработки нефтяных месторождений 
в исследовательских и проектных организациях. 
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Материалы, изложенные в данной статье отражают на­

стоящее ооотояние и являются обобщением опыта авторов по 
разработке программного обеопечения. Hau представляется, 
что они мо?у<г служить базой для дальнейших работ по совер­

шенствованию и разработке средотв вычислительного экспери­

мента в задачах подземной гидродинамики. 
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Р Е Ф Е Р А Т Ы ' 

УДК 532,77.3+621.315.592 

РАСЧЕТ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЛЕГИРУЮЩЕЙ ПВДБСК И КИСЛОРОДА В 
РАСПЛАВЕ ПРИ ВЫРАЩИВАНИИ КРИСТАЛЛОВ МЕТОДОМ ЧОХРАЛЬСКОГО. 
Люмкис Е.Д. 

Предложен численный метод расчета квазистационарного 
распределения легирующей приноси или кислорода в крисаяле, 
выращенном методом Чохральского. Для нахождения распределе­

ния примеси в кристалле необходимо решить уравнение конвек­

тивной диффузии в расплаве, поле скоростей в котором счита­

ется известным. Приведены примеры расчетов, показывающие 
зависимость распределения кислорода в кристалле от входных 
даннгос и от интенсивности течения. 

Ил. 5, библиогр.13 назв. 

УДК 5I9.632.4+5I9.624.2 

' АНАЛИЗ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СОДЕРЖАНИЯ КИСЛОРОДА И ЛЕГИРУЩЙ 
ПРИМЕСИ В РАСПЛАВЕ В ПРИБЛИЖЕНИИ х1АРАВ0ЛИЧЕСК0Г0 ПОГРАНСЛСЯ. 
Авдонин H.A..Решетникова И.Н. 

3 работе даотся постановка задачи конвективно!­; диффу­

зии в приближении парасодического погранслоя. Предложен ме­

тод численного репгения. Анализируются результаты расчетов 
на конкретном примере распределения кислорода в г ".сплаве 
кремния. Приводится приближенное аналитическое решение. 
Даотся сравнен.­в результатов расчета задачи в приближении 
параболического погранслоя' с аналитическим решением и с 
решение., задачи в полной постановке. 

Ил.4, библиогр. 3 назв. 



УДК 532.546:519.63 

О РАЗРЕММОСТИ ОДНОГО НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ПАРАБОЛИЧЕСКО­

ГО ТИПА. Ляшко Я.И., Вахал E.G., Киева СЛ . , Стеля О.Б. 

Исследуется вторая краевая задача для нелинейного 
дифференциального уравнения гчраоодического типа. Подобные 
задачи возникают при моделировании процессов фильтрации и 
влагопереноса в насыщенно­ненасыщенных перистых средах. 

Доказана однозначная разрешимость указанной задачи. 
Библиогр. 3 наэв. 

УДК 519.633.8 

ЧИСЛЕННОЕ СРАВНЕНИЕ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ ДЛЯ ЗАДАЧИ 0 ТЕЧыЩ 
ЖИДКОСТИ МЕВДУ БЕСКОНЕЧНЫМИ ВРАЩАЮЩИМИСЯ ДИСКАМИ. 
Козельская Н.В., Люмкис Е.Д., Юдов A.A. 

На автомодельной задаче о течении жидкости между бес­

коночными вращающимися дисками проведено численное сравне­

ние по точности известных из литературы разностных схем, 
используемых для расчета уравнений Налье­Стокса, и предло­

женной в раооте экспоненциальной охомы. Показано, что экс­

поненциальная схема дает наилучшие результаты, особенно 
при больших числах Рейнольдеа. 

Ил.З, библиогр. 5 назв. 

УДК 518.61 

ПОСТРОЕНИЕ МОНОТОННОЙ РАЗНОСТНОЙ СШЫ ДЛЯ ШЕЯМ ЗАДАЧИ 
ОЫ 0СЕС/и.;йГГ;1Ч;!б-иГЛС\Т£11Ы1и:< Ш Ш Е К П З Н У С ТаЧЕ1ИЯХ 
J..3KGr' HIÜCÜLmVEUIOi! !:.iy.KüCTIl. Кадпе Х.о, 

Построены монотонные векторно­рглностная и соответст­

. вующая скалярная схемы для решения начально­краевой задачи 
о конвективном осесимметрично­вращательном течении вязкой 



несжимаемой жидкости в замкнутом цилиндрическом сосуде. 
Библиогр. 6 назв. 

УДК 617.947.43 

ОПТДОИЗАЦИЯ ОДНОГО КЛАССА АШШУГИЧЕСКИХ МЕТОДОВ ИНТЕГРИ­

РОВАНИЯ ОДНОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ ТШОШОВОДНОСТИ.Шихалиев С1 

Рассматривается новый класс асимптотических методов 
интегрирования уравнения теплопроводности, в которых мини­

мизируется чебьзевская норма погрешности решения. 
Библиогр.4 назв., табл.4 

УДК 536.25 

УСТОЙЧИВОСТЬ ТЕШ5КАЛИЛЛНРИСЙ КОНВЕКЦИИ В ЖИДКО?.' ЦИЛИНДРЕ, 
(ЯЗДАВАЕМСЙ ВНЕШНИМ НАГРЕВАТЕЛЕМ С АКСИАШЫМ ГРАДИЕНТОМ 
ТЕМПЕРАТУРА. Гельфгат A.D., Маргузан Б.Я. 

Исследуется устойчивость термокапиллярной конвекции в 
прямом круговом жидком цилиндре относительно трехмерных 
пространственно­периодических стационарных возмущений. Не­

однородное распределение температуры на боковой поверхнос­

ти обеспечивается нагревателем с постоянным аксиальным 
градиентом температуры. 

Йл.1, библиогр. 12 назв. 

УД1г 532.510 

ИССЛЕДОЗАШ ПОТОКА ВЯЗКОЙ НЕШШЕМОИ Н.ИДКйСТИ МЕЙДУ 
БЕСКОНЕЧНЫМИ.(ХЭДШИРУЩ'М И ИйПОДЗИШЧ ДИСКАМИ. Мартузан 
Б.Я., Опманис М.Я. 

В статье приводятся результаты расчетов KDisiic-ai.wi­

наряого течения жидкости между осгдтллирук&им и.чгш.авиж ­

ным бесконечными дискамя. Изучаемся ослаить существ, замма 



хачветеенно различающихся кваэкетавдонарных решений в плос­

кости значений числа Рсйнольдса и длины периода осцилляции. 
Ил.6, бябдиогр. 5 назв. 

УДК 536.25 

О НЕКОТОРЫХ ВОПРОСАХ КОНВЕКТИВНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ ТРЕХКОШ­ ' 
НЕНТНОЙ ЖИДКОСТИ. Гврценатейи С.Я., Калойс А.Я. . 

В статье рассматриваются вопроси устойчивости конвек­

тивных движений трвхкомппнечтной жидкости в горизонтальном 
слое со свободными граница)//. Движение описывается трехмер­

ными уравнениями Навье­Стокса в приближении Буссгеюска, 
Приводятся роаультаты линейного анализа устойчивости. Про­

веден предварительный конечно­амплитудный анализ. Нелиней­

ная задача решается методом Буонова­Голеркина, приведены 
результаты методических расчетов. 

Ил.З, библиогр. 10 казв. 

УДК 5X9.6 

О РАЗВИТИИ Ш С̂ТОЯ'ЬШОСТИ КАПЛИ МАГНИТНОЙ ЖИДКОСТИ ПРИ 
НАЛИЧИИ ОШШЩЪ ВЯйКОй СРйД». Зомнгис А.А.,Цеоерс А.О. 

В статье дается матсма.­нчеекоя модель процесса разви­

тия неустойчивости капли магнитной жидкости при наличии 
вязкой окружающзй лгеды. Газрлиотон мзтод реьения задачи, 
основанный на методу гряничннх интегральных уравнений. . 
Приводятся р­:­..­итг.?ы чиел.­.ннах расчетов, Похазачо, что 
наличие окружолцей вно­.н'Л среды вьзивяет развитие таких, 
возмущений, которые но наш места | начальном состоянии. 

ЙЯ.2, библиогр* 7 наэй. 



У 

УДК 538.4 

ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ БОКОВОГО ТОКООТВОДА В МОДЕ­

ЛИ ПЕЧИ ЗЛЙГОШГАКОЗОГО ПЕРЕПЛАВА, Луринс Г.Р. , Чуднов ­

ский A.C. 

Численно исследуется влияние бокового токоотвода на 
растекание электрического тока, электровихревоо течение и 
джоулевое тепловыделение в ртутной модели печи электрошла­

кового переплава. 
Ил.З, библиогр. 2 назв. 

• УДК 536.21.548 

ВЛИЯНИЕ АНИЗОТРОПИИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ НА ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ. 
Якуиенох P.A. 

В работе проводится методика оценки влияния анизотро­

пии теплопроЕОДНОСТИ на температурное поле применительно к 
выращиванию цилиндрических монокристаллов в случае, когда 
тензор тетшопроводности в главных осях имеет только диаго­

нальные составляющие, из которых одна мало отличается от 
двух остальных, и направление выращивания не совпадает с 
главными осями тензора. 

Ил.2, библиогр. 2 назв. 



У1 УДК 537.84:546 

ВЛИЯНИЕ ПРОДОЛЬНОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ НА ЕСТЕСТВЕННУЮ КОНВЕК­

ЦИЮ В МОДЕЛИ 1ТРОЦЕССА ЧСКРАЛЬСКОГО. Гольфгат Ю.М , Горбунов 
А ­ А м Стараинова И.В., Смирнов В.А., Фркзинов И.В,_ 

Разработана методика численного рр.счета влияния пос­

тоянного продольного (по отнохенкв к оси растущего моно­

кристалла) магнитного поля на естественную конвекцию в 
модели процесса Чохральского. Полученные данные сопостав­

лены с результатами критериальных оценок, полученных на 
основе теории подобия, и экспериментально замеренными 
температурными полями. Установлено удовлетворительное сов­

падение данных расчс та с данными эксперимента и определены 
границы определяющих параметров, при которых возможно ис­

пользование критериальных оценок. 
Ил.4, библиогр. 8 назв. 

' . УДИ 530.421.1+536.421.4+536.24 

ЧИСЛЕННОЕ ИОСЯфОВЛГСЕ ТЕШЕРАТУРНОГО ПОЛЯ ПРИ МОДЕЛИРОВА­

НИИ ГРОЦЕССА ЗШ.ЧВЦ ПЛАВКИ В АМПУЛЕ. Гулее У.Л., Мартуэане 
Э.Н., Копелиович З.С., Рахоо В.В. 

В настоящей работе проведено численное исследование 
тепловых процессов, проходящих 8 слюне и графитовых держа­

телях, в зависимости от условий нагрева, размерив и рйфле­

ноети графит^вих держателей. Тепловая задача решается как 
в кваз::" • •ационарной, так и в нестационарной постановках. 
Для:качественного исследования задача сводится к одномерной, 
что даст возможность, аналиоа ширины жидкой зоны и перегрева 
в ней при варьирования параметров в щироком диапазоне. В 
работе показано, что решение ностацнонарной задачи, полу « 
чаемой при движении нагревателя вдоль слитка, м*жно заме ­

нить квазизтационарным .­решением при фиксированных гыложе ­

ниях нагревателя. 
Ил.2, библиогр. 3 Назв., табл.2 



УП 

УДК 532.546:517.97 

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОДНСЙ ЗАДАЧИ ОГПШАЛЬНОГО УПРАМЕШ. 
Вакал Е.С., Кивва СЛ. , Мистецкий Г.Е., Стеля СБ. 

Разработав! алгоритм решения задачи оптимального управ­

ления системой о распределенными пораметрмди. Состояние 
системы описывается соаЛкупностью двух дифференциальных 
уравнений в частных производных. < 

Для нахождения приближенного решения задачи использу­

ется метод градиентного спуска. Вспомогательные краевые 
задачи реааются о помоаи>в метода конечных ровностей. При ­

водятся результаты численного расчета. 
Задачи подобного типа возникав­.' гтри проектировании и 

строительстве гидротехнических сооружений и мелиоративных 
систем. 

Ил.1, бкблиогр. 6 назв. 

УДК 539.319 

РАСЧЕТ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ КРИСТАЛЛОВ КРЕМНИЯ В ОХЛАВДА­

МО'Л ШИРЕ. Зах1>амеев С. С , Козельская Н.В., Шалтов Ю.Н. 

В статье приводится методика и результаты ресчетов 
т­мпературных полей и полей термоупругих напряжений для 
разных режимов охлаждения монокристаллов. Получены значения 
среднеквадратичного касательного напряжения £з в зави­

симости от времени и интенсивности охлаждения. Показанс, 
что максимум напряжений приходится на момент времени 

р<г­9 ­ 12 сек. 
Ил.З, библиогр. 4 назв. 
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УДК 532.72 

. МЕТОД ОПРЕДЕДЕНИЛ ХАРАКТЕРА КОНЦЕЭТРЛЦЮННОЙ ЗАВИСИМОСТИ 
КШЩЛШк ДИМУЗИИ ПО КИНЕТИКЕ СОРБЦИИ. Аболтиньл А.Я., 
Яучроманс И.И. 

Предлагается метод'для определения характера концент­

рационной зависимзсти кооффицкекта диффузии. В качестве ис­

ходных данных используется кинетика сорбции^десорбции) 
низкомолекулярных веществ в полимерс. 

Библиогр. 8 имв. 

I УДК 518.5:673.029 

РАСЧЕТ ПРОЦЕССА ОБРАЗОВАНИЯ КОМПОЗИТНОГО ПОЛИМЕРНОГО МАТЕ­

РИАЛА СПОСОБОМ ГКЯСОВАЧИЯ ПРИ НАЛИЧИИ ГРАДЖтТА ТЕМПЕРАТУ­

РЫ. Буйкис A.A., 1Вмите М.З., Техтс Я.Я. 

В" статье описывается физический экспернм<*нт. в линей­

ном преесе, когда при наличии температурного пэропадя про­

исходит проникновение толиакрилонитрильных волокон в сотку 
полиэтилена и образовывав.ся композитный материал. Выводит­

ся математическая модель процесса и даются результаты рас­

четов.. 
йл.2, библиогр. 8 назв. 

УДК 517.949.8:532.546 

ВЗАИМОДЕЙСТЫЕ ЙИЛЬТРАЦИОННОГО ЛОТОКА С ВОДКиМИ ГРАНИЦАМИ. 
Демченко В.'*., Де.­.ченко Л.И. 

Предлагается математические модели взаимодействия 
фильтрационного потока с водными границами, образованными 
жидкостью, частично или полностью, заполняющей полости в 
пористей среде: трещины, каверны, скважины и т.п.. Матема­

тическая постановка рассматриваемых задач сводится к реше­
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нию смешанных краевых задач для эллиптического ипи пара&> 
лицевого уравнения в мкогосвяэной области. Параметры в 
граничных условиях (пьезометрический напор) на границе с 
полостями остаются неизвестными и подлежат определению !• 
ходя из дополнительного интегрального условия баланса мв'.. 
совых расходов. Предлагается методика сведения сформулиро 
ванной задачи к репонию задачи {jf4* количество 
водных границ) для исходного уравнения фильтрации с гра, 
ничкыми условиями, числовые паромегры в которых иовестчы 
Приводился численное решение задачи напорной фильтрации 
под зданием насосной станцил в предположении, что под ег; 
нижним основаньем образована полость, полностью заполнен-

нгл фильтрующейся жчдкостью. 
Ия.З. 

УДК 519.6 

О ПРОГРАММНОМ ОБЕСПЕЧЕНИИ ^ЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА В 
ЗАДАЧАХ НЕИЗСТЕРКтЧЕСКСЙ ДВУХФАЗНОЙ МНОГОКОМПОНЕНТНОЙ 
ФИЛЬТРАЦИИ. Буйкис A.A., Золотухин А.Б., Таранчук В.Б. 

Дано краткое описание комплекса программ пля расчэть 
задач, возникающих при моделировании новых методов повыше 
нкя нефтеотдачи. 

Кл.1, бнблиогр. 18 назв. 
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