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Предлагаемый сборник содержит 14 научных статей, пасвя»» ;­Ч 
щенных актуальным научно­техническим проблемам. Пуе1ликуются 
результаты исследований последних лет а обобщается <мшт! ком­
плексного исследования различных электродинаиичееяик устрой.­­' 
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•Сборник научных трудов предназначен для специалистов, 
работающих в области̂ электродинамики и механики сплошных сред,, 
прикладной математики, а также для научно­технических работ­
ников, аспирантов и студентов, занимающихся вопросами распе­
та, моделирования и исследования разнообразных электродина­
мических устройств. 
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РАСЧЁТ ЭМ­ПОЛЕЙ В АКСВАЛШСЧЖММЕТРИЧНЫХ МГД­
7СТАН0ВКАХ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭДШЕНТОВ 

При решении ряда научно­технических задач в металлургии 
возникает необходимость расчёта электромагнитт : волей, ко­
ленные методики, основанные на использовании метода конеч­
ных разностей (МКР) £ I 1, мало приспособлены для моделиро­
вания ЭМ полей в проводниках сложной формы, однако именно 
такие задачи представляют наибольший интерес. К .таким зада­
чам относятся определения формы жидкого металла, с­жатого 
от стенок ЭМ силами (индукционные тигельные печи, кристал­
лизаторы, индукционные печи с холодным тиглем) и другие за­
цачи со свободной поверхностью в ЭМ поле. Потенциально боль­
шое возможностями обладают методы конечных элементов (МКЭ) 
я граничных элементов (МГЭ), однако их использование сильна 
зависит от реализации МКЭ на ЭВМ, математического обеопече­

, кия подготовки исходных данных и обработки численных резуль­
татов. 

В настоящей работе изложены основные концепции и мето­
дика расчёта кваэистационарннх ЭМ полей МКЭ в МГД­устянов­
ках о осевой симметрией ­ индукционных электропечах (НЭП), 
кристаллизаторах и др. 
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I. Расчёт электромагнитного поля 

Электромагнитное поле в ИЭП описывается о помощью век­
торного потенциала Г I 3: 

где Л /> . 

А (г, г ) » А^ (г, г) + I Аг (г, г/ . векторнмй потенциал; 
J<*-j^rf^ • * с - плотность внешнего тока; 

I ­ мнимая единица; 
безразмерные величины введенк следующим образом: 

ш "^<ги г,
2 ­ безразмерная частота; 

Ай = Во П> ~ характерное значение векторного потенцжа­

°*
 л ­ характерное значение магнитной индукции; 

I, - настил тока в индукторе; 
К - радиус проводящей области. 

Ток в индукторе задаётся отдельными витками: 

Д» » & £(Г'Г«)£(ж-жк)/]0, <2) 
где Хк - ток в к ­том витке индуктора; 

гк гн - координаты к ­того витка индуктора; 
6 (г- Гк) - дельта функция; 

А 
у, * — ­ характерная плотность тока. 
Ток в отдельном витке имеет значение: 

4 - | £ > <3) . 
где // ­ высота индуктора; 

Л ­ число витков. 
Граничные условия для векторного потенциала следующие: 

<
4

> 

Первое из них аппроксимируется точно, второе «ьтолняетея 



­ ь ­
на некотором расстоянии, обеспечивающем допустимую точность. 
При наличии идеального ферромагнитного экрана в области, на 
границе экрана задаётся граничное условие: 

Щ -0, (5) 

где ­ производная в направлении внешней нормали,, 
5 ­ поверхность. 

Уравнения (1)+{4) решаются МКЭ о использованием линей­
ных треугольных элементов С 2 3. Применение стандартной тех­
ники МКЭ приводит к уравнениям для одного элемента: 

где 

Ск ­ Ч Ъм~Гт Ъ> % Х,т1~4,2,3 с циклической 
' заменой," 

& » (Ь± <*х ­ 4*)/2. „ площадь элемента, 
£.т» (Ьтг + а„ 2 -гС„)/2А -I - координате элемента, 

в (*к * Ч * 1***)/3 ­ средний радиус элемента. 

если все индексы одинаковы, 

енпт "> да '
 в с л н Я** вЗДвкса одинакова, 

л 
, если все индексы различны. 

/2 2 ^ координаты I ­того витка индуктора, 
X ­ ток в ̂ ­том витке нндуктора. 





по въдексу I суммирование производится по числу витков, 
цопах юте в рассматризаскыД алемент. 

Система уравнении для всей области получается суммирова­
нием лоответствующгх гвтриц элементов. Уравнегия решаются 
методом релаксации. 

2. Триангуляция области 

Пр. г выборе алгоритма задания треугольной конечно­зле­
ментн )Д сетки основными критериями были выбраны следующие: 

I• алгоритм должен задавать сетку автоматически при ми­
нимальном числе входных параметров. Сбычпо решение задач 
МКЭ т оебует задания большого колич'­ ттва информации для ге­
нерал и сетки, что зачастую является источником ошибок; 

2} сетка должка сгущаться вблизи поверхности проводящей 
облао т» чтобы правильна оавендать явления, связанные со ­
сКЕН­ ффектом. Это позволяет полутать решение эффективно, 
с уме юячши затратами памяти и времени ЭШ. Сгущение сет­
ка те ж должно удовлетворять елсдуящим свойствам: 

а) мера сгущения сетки докжка сеть достаточно простой, 
чтобы можно было легко изменять параметры езтки; 

б пат сетки не должен сильно .излзчаться в различных 
наараилениях для сохранения точности решения; 

З 1 поскольку форма проводящей области может иметь раз­
личнул геометрию, то алгоритм триангуляции долкен описывать 
эти границы, при этом должен выполняться пункт 2. 

Эт.* весьма противсречзтЕые требования сильно усложняют за­
дачу задания сетки. Последняя была решена следукцим спосо­
бом. ')бласть, в которой решается задача нахождения эяектро­
магнижогр поля, .представляется в нормализованных координа­
тах $»г

~и •*"'» Так проводящая облает! всегда локзтазована в 
зоне, где С* £ * I; ­I у I (рис. 1.а). Для такой пря­
моугольной области строите, треугольная сетка, удовлетворяю­
щая тюбованиям I) и 2) (рис. Дня такой сегки шаг по 
косрдмЕтеЬ'э середине проводящ«й области ( ̂  =0) уменьша­
ется по геометрической прогрессии с параметром 2, т.г, каж­
дый следующий шаг в дча ра<л гтвньшв предыдущего. Вке про! дя­



щей области проиоходит такое нарастание иага. Такая се'да 
Йеёволяет: 

I) априори учптщ. те информацию о решении при построений 
Сетки| 

2
4 значительно экономить ресурсы ЗЕМ, поскольку при юрко 

половина всех узлов находится не поверхности проводяще! е.» 
лас^. 

Мерой сгущения сетки естественно считать число элейзя­
тев по координате ? середине проводящей области ( р1 --.0), 
Это является единственным параметром, необходимым для lo­
ci роения сетки, остальнат часта (составление матриц свгаНо­
сти, вкчислечио координат узлов сетки) производггея ЭБ¥ по 
разработанным прогрЕ. агам. 

Однако такая cevxa приспособлена только для прямоутоль*­
ной области, поэтому необходимо её преобразовать для описа­
ния границ кг**водгне.й.ны:с областей. Для OTOI*O каждая из вось­
ми подобластей (pzc. I.a), нумерация в кружочках) представ­
ляется прямоугольным конечнам элементом третьего порядаа б 
исключенными внутренними узлами (рис.2.а). Функции формы 
для такого элемента рледующае £ 3 3: 

Каждый из этих элементов преобразуется в физическое прост­
ранство (рис 2.6) по следующему закону: 

где fi Ж{ т вначекия координа» r,z в точке * „ т.е. ве­
дение координат t, я в 12 точках определяет преобразование 
квадратичього рчемента а крялюлнпейный. Сдш узел может при­
надлежать нескольким элементам. Эту информацию содержит мат­
р­ ха связности для прямоугольного разбиения на элементы 



Рис. 2. Преобреэование подобластей: 
в) Прямоугольный.элемент третьего порядна в координатах £ 
б) Преобразованный элемент в физических координатах г, в. 



(ряс. I«8), Общее число узлов ­ 59, т.е. столько координат 
(Г i • ) необходимо ведать, чтобы оп­сать геометрию за­
дач! (рис. З.е). При таком описании граница проводящей об­
ласти «вдаётся четырьмя полиномами третьей степени, что 
представляется достаточным для решения практических задач. 

Преобразованная сетка имеет малый шаг вбльзи границы про­
водящей области, поскольку внутренние увлн преобразуются 
также по законам (10) и (II), где ¿, f — координаты узла 
в нормированном элементе (­1* £ * I, ­Г^ J* I). Пример 
преобразованной сетки приведён на рис З.б. После преобра­
зовании координат граница проводящей области аппроксимирует­
ся кусочно­линейными функциями vсторонами линейных конечных 
элементов),, одна, о их число достаточно большое даже при весь­
ма грубых сетках, поэтому поверхность описывается достаточ­
но гладко. Для более точного описания возможно прямей чио 
криволинейных элементов, во это приводят к необходимости ис­
пользования численного интегрирования а задания дополнитель­
ных узлов. Выбранный же метод позволяет использовать простые 
элементы я строить эффективные программы решения задач. 

Для триангуляции внешней области используется веоьма гру­
бая триангуляция (рас. 4), однако, поскольку решение в етой 
области изменяется медленно, его вполне допустимо. 

3. Результаты ­

В качестве примера работоспособности а эффективности раз­
работанной методики на ряс. 5 представлены распределения маг­
нитных силовых линяй в момент временя t- О ори двух различ­
ных геометриях трёх значений безразмерной частоты. Время 
расчёта одного варианта на 33­1022 при относительной точно­
сти порядка 10 ­ ||j— рис 5 минут. 
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Рис. 4.' Триангуляция внешней области 
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ОБ ОДНОЙ ЧИСЛЕННОЙ МЕТОДИКЕ РАСЧЁТА ТЕЧЕНИЯ 2ЭДК0ГО 
МЕТАЛЛА В АКСИМШО­ШЖГРИЧНОМ 5^КЦИ0НН0М МГД­ . 
УСТРОЙСТВЕ ПРИ НАЛИЧИИ НЕИЗВЕСТНОЙ ГРАНИЦЫ 

Введение 

Для решения ряда технологических задач необходимо опре­
делить движение жидкого металла в областях нерегулярной фор­
мы, причём часть границы является неизвестной. Такие пробле­
мы возникают в электромагнитных (Ъ'Л) кристаллизаторах, ин­
дукционных электропечах различных модификаций при ЭМ отжа­
тии жидкого металла от стенок сосуда. Отметим основные труд­
ности при решэнии этой задачи: 

1) моделирование турбулентности; 
2) расчёт электромагнитных и гидродинамических полой в 

областях нерегулярной формы; 
3) определение формы свободной поверхности. 
В настоящей работе рассматриваются возможные пути 2) и 

отчасти 3) проблемы. Существующие подходы (напр. С I, 2, 3, 
4 3) используют вихрь скор зти и функцию тока в качестве не­
зависимых переменных. Для дискретизации уравнений двзпеекия 
используется метод конечных разностей (МКР). Это создаёт 
определённые трудности при получении разностных уравнений •к 
постановке граничных условий. В настоящей работе геедпо̂ .̂ га­

ется математическая модель и численная методика, цопэлли/ю­
щая Метод конечных .­лементов и естественные леремгнкые око­* 
рость­давле.ше. 



Постановка задачи 

Модель индукционной электропечи представлена на рис. I. 
Жидкий металл отжимается от стенок тигля и приводится в 
движение ЭМ силами из­за наличия переменного тока в индук­
торе. Основные трудности связаны с определени'­м свободной 
поверхности 4. На свободной поверхности должны выполняться 
три граничных условия: 

1) отсутствие нормальной к поверхности скорости; 
2) отсутствие касательных напряжений; 
3) б ланс нормальных напряжений. 
Одно граничное условие является "лишним" в том смысле, 

что все граничные УСЛОВИЯ задать нельзя, они выполняются 
лишь на истинной границе. Обычно задаются два граничных 
условия, а оставшиеся используют для коррекции границы. От­
метим, что никто из авторов работ С I, 2, 3, 4 3 не требу­
ют выполнения граничного условия 3), поскольку расчёт про­
водился в переменных вихрь скорости­функцкя тока, и давление 
не рассчитывалось. 

I 

Рис. I. Модель индукционной электропечи: 
I ­ жидкий металл; 2 ­ тигель; 3 ­ индуктор; 
4 ­ овободная поверхность жидкого металла. 
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В настоящей работе предлагается задавать граничите усло­
вия 2) и 3) на свободной поверхности, а условие I) исполь­
зуется для коррекции последней. 

Математическая модель 

Стационарное двияензе ИЕДКОГО металла в И31Г описывает 
уравнения Нзвье­Стокса: 

&>« . 
где У? ­ <­ ­тая компонента скорости; /> ­ давление­; 

С!} ­ тензор напряжений; Ш - число Реи.тольдоа; А1 -

число Альфвена; Рг ­ число Фруде. 
Для реаеяия (I) ­ (3) необходимо задать граничные усло­

вия на границе области Б . Пусть 

где 5у ­ часть границы, на которой нззестнн скорость; 
6г ­ часть границы, на которой заданы внешние салы. 
Разлагал Щ и р в ряд по базовым функциям: 

используя метод Галеркина и интегрируя по частим,получаем: 

где V ­ объём области течения; 1у- ­ нормаль к вне;. • • 
стороне границы области. 

Для решения (7) используется '.!КЭ Г 6 3. Скорое­.­и сг , 
симируются ликевкккг функциями формы, давление ­ асит­

• 1 В Ы О Т Е Е А 
ми. 
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с том аксиальной симметрии (7) получаем: 

1>(вь + $ Ч ^ ъ « + ^ щ ^ № * * 9 (в) 

где 1,к,1,т »1*2,3; л,/ =1,2; а; - гк-% , осталь­
ные индексы; Ь; - получаются циклической заменой; 

А « (а4 Ьл ­ ах)/2 ­ площадь элемента; Т»(г;*гл*^)/$ -

средний радиус элемента; с1и
я

]Щнс!й 4 ; 

'^^ки^с/Ь ­ радиальная 
и аксиальная составляющие объёмной и поверхностных сил в точ­
ке К или /7 . 

Нелинейные уравнения (в) * (9) решаются методом Ньютона­
Рафсона 17 1: 

«•п «< *«* 
Ум­ • Ужн + Ужх, (II) 

•о/ м 
Р =Р + £ . V (12) 

Приращения * | ^' удовлетворяют уравнени­
ям: 

Г(Ь***$- Ш * » ~ + * '
 (

<
 ( 1 3 ) 



РШ'^-^С+Ъ^^+М^^е^, (15) 

Давление рассчитывается с помощью алгоритма Удзавы £63: 

ф&нь. К 4 * « З Д *& Ш * 

/ » в / ° Я Г * ^ * * * 3 $ / . (19) 
Гранитные условия задаются апедувдкм образом. На грани­

це области ^и задаются условия прилипания: 

/*•• *
 ir

'•
S

'̂ * (20) 
На свободной поверхности задается условия отсутствия по­

верхностных сил: 

где 



Эти же условия задаются на вертикальной стенке тигля. 
Если рассчитанная радиальная скорость положительна, то 
скорости в этой точке полагаются равными нулю, т.е. зада­
ётся граничное условие прилипания. Отметим, что данный под­
ход может быть обобщён на случай других геометрий стенок 
тигля и случая взвешивания жидкого металла ь магнитном по­
ле. 

После получения решения корригируется поверхность в со­
ответствии со скоростями на ней; 

г4. *¿1; * Ч*1Т, (23) 
где Щ-4 Щ ­ радиальная и аксиальная координата с -

той точек на поверхности; V}»» , ­ радиальная и акси­
альная скорости I ­той точки на поверхности; тг ­ па­
раметр. 

Новая п+4. ­ая поверхность параметризуется по длине. 
Новые точки на п* 4 ­ой поверхности реализуются на одинако­
вых расстояниях по длине дуги, чтобы сохранить регулярность 
стенки. По новой поверхности проводится триангуляция соглас­
но алгоритму, изложенному в С 5 2. 

Уравнения (17), (18), (19) с граничными условиями (20), 
(2

Т

) решаются методом нижней релаксации. Параметр / выби­

рается из интервала ^ ,для которого доказана 
сходимость алгоритма Удзавы ¿6 2. 

Результаты 

Рг счёты с использованием выше указанной методики проводи­
лись для модели цилиндрической индукционной электропечи. 



Электромагнитное поле р&ссчитызалссь МКЗ с веиояьвованя­
ем методики, описанной в С 5 3. Турбулентность гдаде­чирова­
лась введением большого коэффициента вязкости, на несколько 
порядков превышающей физическую. Результаты расчётов приведе­
ны на рис. 2 и 3. 51а рис. 2 представлены картины лиги;"; тока 
и кэобар для случая граничных условий прилипания на свобод­
ной поверхности. Для пряг—толгно:­: геометрии показан случай 
отсутствия сил тяжести, поэтому Получается симметричная кар­
тина для давления. 

Для случая с мениском сила тянести присутствует. Для по­
казанных случаев градиент давления в основном компепсир/ 
ся объёмными силами. Отметим, что для случая гранячннз: у. 
вкй прилипания на свободной поверхности вншеиздоженная ме­
тодика не позво:лот находить истикку­э поверхность. Б таком 
случае необходимо использовать граничное условие 3) для 
коррекции границы. 

Ка рис. 3 приведены гидродинамические коля для случая 
задания граничных условии 2) и 3) на свободной поверхности. 

Из представленных рисунков видно, что лрягдаугольная гео­
метрия является плохим начальным приближением в случае зара­
женного мениска, поскольку поверхность передвигается, сохра­
няя прямой угол. По­видимому,этого мокко избегать в случае 
более высоких частот (безразмерная частота в этом случае 
£>*40 ), или введя поверхностные силы натяжения. Такие 
видно, что недостаточно задавать граничные условия свобод­
ной поверхности только на зеркале металла, а на стенках 
тигля задавать условие прилипания. В таком случае даже при 
больших настилах тока в индукторе низкий металл не монет 
быть откат от стенок сосуда. На рис. З.в) показана новая 
поверхность после I шага итераций по поверхности. После это­
го новая поверхность используется для последующих приближе­
ния. 

Вывода 

Представлена математическая модель и ЧЕслекитЯ о,тгс_ 
ддв задач с неизвестной границей. Работоспособность :\ 
иллюстрирована рядом примеров. 
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РАСЧЕТ ЗЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 
МНОГОКАНАЛЬНОГО РАДИАЛЬНОГО ИНДГНЦИОННОГб 
МГД­НАСОСА 

1°, В работах { 1,2 ] описываются конструкция и ре­
зультаты экспериментальных исследований новой раоноэид­' 
ности МГД­магаин ­ многоканального радиального индукцион­
ного насоса (РИН). В настоящей работе предлагается мето­
дика расчёта электромагаиткых характеристик РИН,'осноде­
вающаяся на решении краевой задачи теории электромагнит­
ного поля. Математически описываются периодически повто­
ряющиеся по азимуту индукторы ­ секции РИН; при этом ра­
диус кривизны РИН принимается бесконечно большим. Предпо­
лагается, что все секции"насоса работают в одном и том же 
установившемся режиме; зависимость физических величин от 
поперечной координаты не учитывается. Математической мо­
делью РИН учитываются схема соединения проводников обмот­
ки и конечные размеры магнитопроводов в продольном нап­
равлении. 

Схема секции РИН изображена на рис. I. Область 0<х< 
<а,|г|<а* с относительными магнитными проницаемостями рЛ1 

рг соответствует секционированному в продольном направ­
лении магнитопроводу. Трёхфазная обмотка, образованная из 
одинаковых равноотстоящих катушек, моделируется ТСКОЗЫМР 
пластинкам:', на рабочих поверхностях магннтопровода и 
рактеризуется следующими параметрами: зубцовым деде:г.:­. 
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РИС. I . К математической модели ЮТ' 

шириной пластинки Ь , катушечным шагом У , числом полюсов 
N , числом пазов на полюс и фазу с\ , числом витков в 
катушке и/ , активными сопротивлениями ветвей (см. ни­
же) „ Относительное расположение магнитопровода и обмотки 
характеризует величина I . Каналы с жидким металлом заме­
нены проводящими слоями толщиной 2 Ь , имеющими электро­
проводность о* и движущимися со скоростью V вдоль оси X . 
«агнитопровод от проводящих слоев отделяют зазоры толщиной 
д . Источник питания характеризуют максимальное значение 
межфазного напряжения О и ­частота л» . 

Полоса } ж | < с { , изображённая на рис. I, соот­. 
зетствует периодически повторяющейся по азимуту части РИН, 
приходящийся на один индуктор. Величины как и 
все другие интегральные величины, относятся к одному ин­
дуктору на единицу ширины модели РИН. 

2°. Разместим индукторы по осы х периодически с ое­
ряодом 1>а«с , где с ­ расстояние между магните прово­
дами; примем, что питающие напряжения соседних индукторе» 
сдвинута во времени на полупериод (аналогично сдвинуты 
первичные и вторичные токи, а также магнитное поде В ­
см. равенство (10)). В этих­условиях поде В ­ пприодкчес­



кое с периодом 21., по х , в области 0<х<£_, |г: 

где 8 ='п+д , описывается следующей краевой зад; 

*Ы В
 1 Л

'
% Л

. ^ . 0 ; (4) 

В" I . , • 3*1 . » , 0 < * < L (9) 

В * ' " > Ц » ­ 1 * ' ^ ^ ^ ; ^ < | г | < а ^ ; (10) 

б*
1

! „ » 0 , В/| » 0 , | . (П),(12) 
* I х­0,а • * | х*а,1 

Примечания. ( 

1. Везде пишутся комплексные амплитуды гармонических 
во времени величин. 

2. Верхние индексы I, II, +, (+) указывают подобласть 
на рис. I. 

3. 3 означает поверхностную плотность первичного 
тока при г » 1 <1 , перпендикулярного к плоскости рйсуи-Г 
ка; имеет мес.о равенство 

Г(х) «- Э*(х* У). СП, 



а ; (х> . о. I с* ­ 2т/з), а­; ­ ­ я * с* ­ г / з >, 

где Х ­ м > ^ У 4 / 2 *{»»И)Г, * ­ 3 ^ г . 
»1 „ функция Хевисайда. 

Функтии £1*с„. У=1 # . имеют следующий вид: 

Гм>-п*,(х - 2 Г / ^ а;, 

Разложим функции 3 в ряд Фурье: 

4. Граничные условия (II),(12), описывающие бесконеч­
но тонкие сверхпроводящие экраны на торцах магнитопроводов, 
введены с целью упрощения математической задачи. 

3°. Функции Л* имеют следующий общий вид: 

где /а ­ ток в * ­ой ветви обмотки, £ 2 / ­ вещественные 
функции, зависящие от размеров и оиемы соединения провод­
ников ветви; суммирование ведётся по Ьч­ем неразветвлённым 
токовым ветвям обмотки. В настоящей работе рассматривается 
последовательное или параллельное соединение катушечных 
групп фазы (катушки в группах соединены последовательно), 
следовательно, сумма £ представляет собой 21 , ос=1,2, 
3, для последовательного включения или X. , о( »1*2,3, V » 

N , для параллельного включения групп; соответст­
венно , £2.* равны /„ , £2* или 1^ , 1 2 ^ . 

Функции £2 * . как и функции 0 * , связывает равенство 

п; ­ ­ й ; ( х + у ) , ( и ) 
Функции ¿2* имеют следующий вид: 



о 
51 везде означает £,ц 1 3 5 ря'

пт

/^-
:

> аналогично разла­
гаются функции О, * и магнитное поле в областях +, (О; 
соответствующие фурье­козффициента также помечаются салоч­
кой. 

Имеет место равенство Л >• 2. /„ ̂ 2 ... ; величины ¿2 ~ 
означающие £2^ й или£2*„„ . определяются по следующим 
соотношениям: 

"«» I Ьр„/2 ' 

К' ­ *
!

"(
т

Р'/
е

) к щ *п(Ы(г+трл)/2) 

у^-''.^ +Ъ/2)рл -(Ы-1)(ггтр,)/2 ­(г1)*г 
^ я ­. ­ ('<. у *ь/2) а, ­ Г« ­ 0;­­ < ~а.) ­ р. У* 

наконец, в соответствии с равенствами (14),(13), 

4°. Рассмотрим решение краевой задач:? (1)­(12). 
В областях +, (+) имеем следующие соотношения для 

фурье­коэффициентов магнитной индукции, полученные на ос­
нове уравнений (2)­(4): 
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&£>*с**ь(**4)*№ ' (15) 

№
л

*!**(**(*ф*&*$.(**&+*Ъ (1б) 

?*-(р,г + Уо<г(ь>+рп")УЛ

/ йе $>, > 0 . 

В областях 1,11 имеют место сле^­ющие разложения, по­
лученные используя (1),(2),(4) и (II),(12): 

Ч *\(Ап<=Ь/з,ж .В„&Ьряг) *'тЛ„к, (17) 

В1--2-*В,-н.Т.(А1,з}1р^+ВясНрлХ)со5Х1,х; (18) 

В

1 'Т.(9ясЬ*тг+Ня*11»тх)з1п»п(х-а), (19) 

&

1 •-ТН.-£(е*&Ь»1,г*Н,сЬ»^)сов»п(х-ау, (20) 

£ везде означает X \ \л*тг/<*> •(/<*/«*)
А

, 

Для определения 12 неизвестных множителей, входящих в 
фурье­коэффчциенты (15),(16) и разложения (17)­(20), срас­
.им магнитное поле на границах отдельных подобластей сог­
ласно условиям (5)­(9). При этом при z^^td составляющую 
В„ сращиваем на отрезке 0<х<1_ , а 8 Ж ­ отдельно на от­
резках 0<я<я и «<«< I.. Получим следующие равенства: 

*1Нят(9а(*»п<1±Н.*Н»яс1), т­*1,*3....; (21) 

С*. 8, , (22.1) 

|Ч* С* ­ М , ^рп4 . ВИ, сЬ в.*, (22.2) 

ГЯ,9С*шИа, (23.1) 



с

п
 с
^р.д *Я**^3 = £

»
 с

" ? »
ь + ?­

ь

* (245 

*С^5Ц,5+0.4;

сЬр;Э = ̂ / р А + Е ^ ^ Ь + ^ с ^ Ь ) , (25) 

С = С , Р.* «Р.", •­*Л*3,... (26), (27) 

Здесь обозначено: 

Ыпт * Щ • е­'а

^ (ЛЧс/2,р т +у„)­ Я­(­с/2,рт­Уя)), 

Qnв.»­2A*«)•CЛ
+

(a/2,Я>)+Лm) + П+

Г«/2,p„­Am)), 

ЯЁ*­ % • е ̂  СП*• (с/2,Р„ +О * П Чс/2, р„ ­ у т » ; 

функция 'Л* 04, х) = япАх/х • е 1

' * ; \а*01 у, .0. 

Введём обозначение 

Алгебраические преобразования равенств (21)­(27) при­
водят к двум бесконечным системам уравнений относительно 
величин Х„*. 

Величины Х п удовлетворяют гистэме уравнений 

Величины Х~ удовлетворяют системе уравнений 

л ­(29.2) 

Коэффициенты 8 к* имеют следупши­й вид: 

где Ь^т - символ Кронексра, 



Поскольку токи 1, в правых частях систем уравнений 
(29.1),(29.2) не определены, строим решения для произволь­
ных значений I , . С этой целью неизвестные X * представля­
ем в виде сумм 

Х * . £ / ^ , (30) 

где " * означают Х * Я или Х , * „ , в зависимости от схемы соеди­
нения проводников обмотки. 

Подставляя разложения (30) в (29.1),(29.2) и приравни­
вая в каждом уравнении коэффициенты у токов /в нулю, полу­
чаем бесконечные системы уравнений относительно X,* . 

Величины Х*я удовлетворяют системам уравнений 

^'6 . 1 * 4 * "­*1.*3,„. (31.1) 
Величины Х7а удовлетворяют системам уравнений 

(31.2) 

Число разрешаемых систем (31.1) или (31.2) равно числу 
неизвестных токов' /, . 

5°. Магнитный поток, сцепленный с 5­ой ветвью обмотки, 
фа - ф* * ф ; в 

где ­ ­ X в ; I ж ­ м С $ ^ ? С 6 > ^ 5 ) (32) 
» в 

последнее выражение математически равносильно определению 
потока в работе £ 3 }. Подстановка фурье­раэложений функций 
В* , Я.* в (3") и последующие преобразования дают: 



где 

­ Зс 

звёздочка означает комплексное сопряжение. 
Напряжение на 8­ой ветви обмотки 

(Величины , Z и / представляют собой , 
И Л И ^ « - } 

Для определения токов \х составляются уравнения Кирх­
гофа для конкретной схемы соединения проводников обмотки. 
3 случае соединения фаз в­звезду без нулевого провода раз­
решаемые системы уравнений имеют следующий вид (вывод урав­
нений см, £ 3 ]) ­

Для последовательно включенных катушечных групп 

Для параллельно включённых катушечных, групп 

Ь ^ ^ м ) ­ м ^
 ( 3 4 ) 

Таким образом, алгоритм определения магнитного поля 
замкнут: сперва разрешаются сиятомы уравчений (31.1), 
(31.2); с помощью решений Х*л вычисляются элементы мат­
рицы импедакссв X^, ; из систем (33) иди (34) йехо;рт­
токи 1 , ; на основе.равенств <21)­(28),<30) определяете 



коэффициенты разложений магнитного поля. 

6° Электромагнитное давление определим через х­сос­
тавляющую у реднён: )й по времени силы, действующей на ин­
дуктор: 

Переходя в выражении (35) к фурое­коэффициентам, имеем 

; Связь коэффициентов С' , 0 * о тбкамл 1Л и решениями 
систем (31.1) или (31.2) X,* определяется соотношениями 

На основе величин /, , 11л , вычисляются все энер­
гетически̂  характеристики секции РИН. Так, потребляемая 
комплексная мощность 

Коэффициент полезного действия ^ » Я", у / Ре Р. 

Коэффициент мощности в­оя ветви со* у в . Ре Р> / |Р 5 | . 

Мощность джоулевыд потерь в обмотке # < » ' 2 ,

£ Я в 

Джоуле вы потери во вторичной части Цж*ЯеР -(^.у-



7 ° . Подытожим результаты работы. Поставлена и решена, 
двухмерная краевая задача, в электродинамическом приближе­
нии описывающая многоканальный РИН. методом разделения пе­
ременных Фурье задача сведена к бесконечным системам линей­
ных алгебраических уравнений, через решения которых выража­
ются локальные и интегральные электромагнитные характерис­
тики насоса. 

По полученным зависимостям были рассчитаны характе­
ристики РИН для нескольких вариантов значений параметров 
модели. Результаты расчётов предполагается опубликовать 
отдельно. 
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МОДИШРОВАПЕ ТЕЧЕНИЯ В ДИСКОВОЙ КАМЕРЕ ПРИ 
ПРОПУСКАНИЯ ТОКА ЧЕРЕЗ ЖИДКИЙ МЕТАЛЛ И НАЛОЖЕНИИ 
АКСИАЛЬНОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ 

Введение. Практика выдвигает новые требования к МГД­
устансвкам, применяемым в металлургической технологии: не­
обходимо увеличить их производительность, при одновремен­
ном увеличении КПД, увеличит? долговечность и безопасность 
их эксплуатации, улучшить качество конечного продукта и др. 
Задачей ближайшего буд, щего является создание полностью ав­
" эматизироваяннт, технологических циклов ­ непрерывных про­
весов плавки, обработки и дозирования металла с использо­
ванием МГД­установок. 

Органичным эвеном решения указанных задач в эпоху ком­
пьютеризации является численное моделирование МГД­процессов 
в активных зонах металлургических устройств различной кон­
струкции. При этом,как правило,используются двумерные и 
трёхмерные математические модели, учитывающие нелинейность 
процессов и численные методы (метод конечных разностей 
(МКР), метод конечных элементов (МКЭ) и др.) с их последую­
щей реализацией на ШК. Численному моделированию доступны 
как электрические и магнитные поля, так и поля скоростей, 
давления, температуры и др. величин. 



*• .Физическая модель. 
Необходимость таследоваякя стационарного течения жид­

кого металла в дискообразной области в аксиальном внешнем 
магнитном иола, при пропускании через область постоянного 
тока от двух осесишетрнчных электродов, расположенных про­
извольно на поверхности области, такав определяется прило­
жениями в металлургической технике, в частности, в виде кон* 
дукдаонннх ценгробезлых КГД­наеосп, 

Предполагается, что высота Ь цилиндрически области,эа­
нолненаоя жидким моталлом,оущеотввшо меньше диаметра (рис. 
I), а вязкооть, эдектропрс­эдность н плотность жидкости по­
стоянны. В результате взаимодействия тока, пропускаемого 
через обваатъ,^(^г^С^^гСг,!^ аксиальным внешним од­
нородным магквтвым полем возникает взпмутальнзя алект­
ромагнитная сила, раскручивающая проводящую жидкость. Взаи­
модействием тока о собственным магнитным полем % опреде­

ляется наличие также радиальной и аксиальной составляющих 
силы ( ^(г,в) в ̂ г/г>2)) и возникновение элвктроншфового 
течения. Если алектроды проницаема для жидкости, то в ре­
зультате создавшего.я в основном из­за центробежных сил пе­
репада давлений между вриосевой и периферийной зоигчн об­
ласти возникает транзитное течение. Результирующее течение 
со скоростью 7е('уг^2)]\&^г,г)|^(Г»г$ формируется при 
взаимодействии всех указанных факторов и оказывает сущест­
венное обратное действие на токи и мтгнвтное воде в обла­ . 
отч. . • 

Ж 1 
г 
I . 

1 

Рис. I. Осесиаметричная моде» КЦН: 
1 ­ центральный электрод ­ входное отверстие, 
2 ­ периферийный электрод ­ выходное отвепотиг. 
3 ­ твердая стенка. 



2. Характеристика и'зтематичеоких моделей и методов 
расчёта. Развёрнутый апализ работ, посвященных численному 
исследованию движения проводящей жидкости в цилиндрической 
области при наложении аксиального магнитного поля и пропу­
скании тока через жидкость,приведён в обзоре £ I }. Далее 
укажем на те из них, которые содержат более общие математи­
ческие ьостановки задач, решаемых МКР или аналитически. 

В работе Калзса и Колесникова £ ­2 3 рассмотрено враще­
ние жидкости с учётом азимутальной составляющей магнитного 
поля при пропускании через область в направлении внешнего 
поля потока жидкости с постоянной скоростью. Не учитывает­
ся вихревое течение в меридионально* плоскости, что позво­
ляет задачу определения Чс " Н<х решить аналитически мо­
дифицированным методом разделения переменных. 

Белогравцев в работе Г 3 3 ЖР исследует стационарное 
радиальное растекание проводящей жидкости в аксиальном маг­
нитном поле. Так как внешнее напряжение не приложено, то от­
сутствуют азимутальные составляющие сады и скорости. Реше­
ние осуществлено методом Зенделя с использованием уравнения 
четвёртого порядка для функции тока. 

В работе Миллере и др. С О ток подводится к противопо­
ложным торцам цилиндрической области. Кроме взаимодействия 
тока с аксиальным магнитным пол ем,учитывается также взаимо­
действие его с собственным магнитным полем, однако пренебре­
гается токами, гадуцироваиныкЕ движением в магнитном поле. 
Азимутальное поле находится аналитически, а гидродинамиче­
ская часть задачи решается с использованием перемешал:: ази­
мутальная скорость, функция тока л вихрь скорости — методом 
переменных направтеяий. 

В математической модели, предложенной Орловым й Голова­
новым С 5 3» также учитывается наличие всех трёх составляю­
щих скорости движения жидкого металла. В отличие от работ 
£| 2 3» С 33» С 6 1 для нахождения распределения токов ис­
пользуется уравнение для скалярного потенциала электриче­
ского поля, однако так же как в С 4 3 влияние движения на 
распределение токов не учитывается. Так как игнорируется 
наличие магнитного поля токов, протекающих в области, то 



ЭМ­сила аэнмутально направлена и возникновение меридиональ­
ного течения обусловлено только вторичным перетеканием. 
Уравнение Лапласа для потенциала решается с помощью консер­
вативной локально­одномерной схемы, а решение уравнения На­
вье­Стокса осуществляется в естественных переменных методой 
типа SMAC, 

В работе Калиса, Колесникова и Полякова Ц 6 1 дана наи­
более полная постановка исследуемой задачи с тремя состав­
ляющими скорости ври наличии транзитного потока и о учётом 
азимутальной индукции поля. Так как используются перемен­
ные функция тока и вихрь окорости, то транзитный поток за­
фиксирован заданием граничных условий для функции тока. За­
дача решается с использованием монотонной векторно­разност­
ной охема. ' ­

3. Математическая модель. Для более полного описания 
МГД­процесоов в сформулированной в пункте I физической мо­
дели построена математическая.модель £83, учитывающая: 

1) взаимодействие радиальной составляющей плотности то­
ка о внешний магнитным нолем, определяющее наличие азяму­ ­
тельной составляющей электромагнитной силы; *. 

2) взаимодействие токов о собственным магнитным полем 
(електровихревой эффект)} 

3) влияние движения жидкого металла на распределение 
плотности тока, следствием чего является: образование гарт­
мавовских пограничных слоев, перпендикулярных внешнему по­
лю; • •:­%./ * ­:• '. <&::;.•> 

4) наличие ревности давлаяиЗ между отверотияма (см. 
peo. I); 

5) возникновение в результате действия факторов 1­4 
•транзитного течения. 

Из­за объёмного характера течения необходим учёт воах 
трёх составляющих окороти в цилиндрической ояотгче коорди­
нат, а неопределённостью транзитного потока диктуется ноое 
ходимость использования в расчёте естественных переметай 

Кроме того предполагается, что ексаалькзя и г^яаяьнвя 



составляющие магнитного поля, кндуцдрсБаввде токами, проте­
кающими в области, малы ­ $ 2 ~ ̂  « £ в ­ ; 

Полученные при этом описания исследуемых МГД­процессов 
уравнения Навье­Стокса, магнитной индукции и условие несжи­
маемости имеют следующую безразмерную форму: 

где = ­т^­ ­ число Рейнольдса, А$= -х-?- -я ­ число Альф­
Уэф ­ у/*»у

« 

вена, ^т
я

^^'о'о/^в ­ магнитное число Рейнолвдса. 
При составлении безразмерных параметров используется ра­

диус цилиндрической области К , индукция внешнего магнит­
ного поля В>0 , характерная скорость \/а , а характерное 
давление,определяемое по максимуму азимутальной скорости, 
определено следующим обрезом: /э„=5>уД 

Условия для 4Л на границах области О 4; 0 ̂  2 * л 
задаете приближённо на основе закона полного тока £ I }. 

Граничные условия для составляющих скорости традицион­
ные: 

1) на непроницаемых стенках задаётоя условие прилипа­
ния ­ V * О . ^ 

2) на проницаемых стенках (электродах) ­ « г = 0 , ^
1

~ 0 . 



При отсутствии транзитного потока фиксируется значение 
давления в одной точке, а при его наличии задаются значения 
давления на отверстиях. 

4. Характеристика методик расчёта. Ввиду относительной 
сложности задачи и численных алгоритмов её решения, а так­
же с целью выявления численных эффектов осуществлены два 
подхода к решению задачи: I) конег :о­разностннй с использо­
ванием метода $МЛС, реализация которого подр.оно описгна 
в работе [ 7 ] ; 2) конечно­элементный с использованием пря­
мого метода решения линеас .зованных уравнений [ 8 3. Полу­
ченные этим путём результаты сопоставляются с данными, по­
лученными по методике Г 6 ]. Методики расчёта реализованы з 
виде комплексов программ на языке ФОРТРАН для ЕС ЭВМ. 

Было проведено сравнение результатов,полученных расчёт­
ным путём,с точными для ряда тестовых задач (те ение Пуазей­
ля в единичном квадрате; течение в тороидальной трубе прямо­
угольного сечения; вращение жидкости в бесконечно длинном 
цилиндре и др.). 

Сравнение результатов, полученных при использовании ме­
тода 5МАС и МКЭ,проводилось также для исследуемог течения 
при высоте области равной радиусу (для метода 5 МЛ С исполь­
зовалась сетка 10x10 точек, а для МКЭ триангуляция, состоя­
щая из 46 элементов). Установлено хорошее совпадение резуль­
татов, получаемых обоими методами с результатами, получен­
ными по методике £ 6 3 с перемычными вихрь скорости функциг 
тока. Однако использование МКЭ и метода Гауса для решения 
полученной системы алгебраических уравнений с матрицей лен­
точного типа лаже при указанном ограниченном числе элемен­
тов требует существенно больших ресурсов ЭВМ, некели метод 
5МАС при тех же параметрах задачи. При указанной дискрети­
зации области и значениях числа Рейнольдса порядка Ю 2 вре­
мя решения задачи на ЭВМ ЕС 1060 МКЭ составляет прт..̂ рно 30 
минут, а методом БМАС менее двух минут, причём Ресурсы па­
мяти, необходимые в последнем случае, более чем в 10 раз 
меньше, что позволяет осуществить решение задачи методом 
ЭМАС на ЭВМ средней мощности, напрт!ер,ЕС­1022. 



Преимущества метода SrMC определяется также тем, что мо­
жет быть исследовано развитие нестационарного течения и нет 
необходимости фиксировать величину транзитного потока, что 
неизбежно при использовании метода, предложенного в работе 
[ 6 3 . По этим причинам подавляющее большинство расчётов 
было проведено по программе, реализующей метод StIAC с ис­
пользованием сеток порядка 51x21 узловых точек. 

Трудности, связанные с расчётом течений, в которых кон­
векция существенно преобладает над диффузией,в одинаковой 
степени проявляется во всех трёх подходах: в явном методе 
5ПАС необходимо уменьшать временной и пространственный 
шаги сетки; при использовании переменных u) , i}> ухудшает­
ся сходимость итерационного процесса; в МКЭ растёт количе­
ство итераций Пикара. Таким образом, во всех случаях рас­
тёт необходимое для расчёта машинное время и память. 

5. Анализ результатов расчёта. Для выявления общих за­
кономерностей течения щхз водились расчёты в интервале изме­
нения внешнего поля от ОД до 1,5 Тл и тока от 0,1 до 2 кА, 
в результате чего соотношение Ал/Зо менялось в пределах от 
0,002 до 0,6. При радиусе цдлиндрической области fi» =0,3 М, 
высоте h =0,2 и Г, =0,2; П =0,8, Г3 =1,0 (см. рис. I) 
исследовались два режима течения: 

1) Входное и выходное отверстия закрыты ­ транзитный по­
ток через область отсутствует, т.е. расход Q-0 . 

2) Входное и выходное отверстия открыты ( О^ФО ) и 
между ними задаётся разность' давлений, характеризующая внеш­
ние условия. В частности проводились расчёты при 

Л Р « = Pinx ~ Рв* *0+10. 
Электропроводность и плотность жидкого металла соответ­

ствуют олову:<^=2 fOe

(CYt-M)~*;£*7f0
3W/fa* а значение эффек­

тивной вязкости Vj^ менялось в пределах 1,5*3 Ю ­ 4 м2

/с. 
При этом в зависимости от ß0iI к ДЯ»л безразмерные па­
раметры в уравнениях (1­4) менялись в следующих пределах: 
Re =10*300, R„^0,3; М =1*200. 

В результате расчётов, подобным работам С I 3 » С
 2 3» 

£ 6 3, проявляется эффект Гартмана ­ вытеснение тока из ос­



новной частя области и образование при росте числа Гартыа­
на тонких токовых и гидродинамических пограничных слоев о 
толщиной ~{/На перпендикулярно внешнему пол». Вели при 
малых значениях числа На азимутальное магнитное поле по 
высоте растёт плавно, то при больших На , в связи с вы­
теснением тока в пограничные слои, Ь& в средней по высо­
те части области практически постоянно (рис. 2). 

В отсутствии транзитного поток" О давление по ра­
диусу быстро меняется в приосевой части'облас и, что опре­
деляется интенсивностью вращения при г я г, и тем, что 
Я ~ / và/fd*" , а при г *>Л1? давление меняется мало. Пе­
репады давления в вертикальном направлении малы по сравне­
нию о перепадами в радиальном направлении в о перепадами, 
полученными в расчётах в отсутствии меридионального тече­
ния ( V*. = V a­ 0 )• Течение в меридиональной плоскости в 
виде двух тороидальных вихрей практически симме­ричннх к 
среднему сечению ячейки 2*Н/2 способствует выравниванию 
давленая в области. Симметрия разделений скорости, в т.ч. 
азимутальной, относительно плоскости z=b/2 обусловлена 
симметрией распределения тока ,̂."'Э4/<>н('см. ряс. 2) относи­
тельно «той плоскости, несмотря на несимметричный ­окопод­
вод (рис. I), 

Наличие подоаительного транзитного потока й>0 при 
открытых ягодном и выходном отвэротиях всегда приводит к 
уменьшению максимальной абсолютной сгорооти вращения жидко­
сти по сравнению со случаем замчвутого течения (2=0 , сгла­
живанию максимума , который наблюдается в распределении 
по радиусу при Го>9\ в отсутствии транзитного потока и сме­
щению его в сторону выходного отверстия» Это обусловлено 
тем, что часть мощности Ш сил тратится на закручивание ак­
сиально направленного потока кидкоста,непрерывно поступаю­
щей черев вводное отверстие, а закрученная масса жидкости 
радиальным потоком сносится в сторону выходного отверстия 
(конвективный перенос азимутального количества движения в 
меридиональном оеченяи). При Q<0 наоборот ­ "пик" в рас­
пределении Va(t) усиливается (рис. 3), смещается в сторо­
ну оси и растёт максимально абсолютное значение V M , что 
является следствием частичного сохранения момента импульса 
в потоке. 



При дрю*0 расход Q_ всегда положителен, интенсивность 
вращения и радиального потока растёт с ростом индукции внеш­
него поля (рис. 4.а,б),а такие с увеличением тока, пропуска­
емого через область (рис. 4.б,в и 5.а,б). Если при малых 
значениях I г 8 0 распределения V r по высоте яазора близ­
ки к параболическому (рис. 5.а), то с ростом тока и поля на­
блюдается усиление вихревого движения в меридиоьальной пло­
скости, усиливается отрыв течения у верхнего торца области 
вблизи входного отверстия, что является непосредственным 
результатом роста Q , а также результатом усиления алект­
ровихревых эффектов при росте I ; появляется также донный 
вихрь (рис. 5.6 ) . Усиление паразитических вихрей в мери­
диональной плоскости увеличивает гидродинамическое сопро­
тивление транзитному потоку и тормозит дальнейший рост Q.. 
Так как поток является радиалько расширяющимся, то около 
выходного отверстия { гг>Мг, ) скорости потока несколько 
pas меньше скоростей при r= f4 я замкнутые вихра в мери­
диональной плоскости в обследованном интервале изменения 
параметров не наблюдаются. Увеличение транзитного потока 



(рис. 4 и 5) приводит к существенным перестроениям в распре­
делениях азимутальной скорости: растёт неоднородность рас­
пределения Ч по г по сравнению со случаем <Я= 0 ; из­за 
поступления незакруглённых масс жидкости вблизи края цент­
рального электрода скорость вращения существенно падает ­
наблюдается "овраг" (рис. 4.б,в); в межэлектродной золе 
Гц <г < гг распределение азимутальной скорости становит­
ся колоколообраэной. Кроме того, параболическое распределе­
ние скоростей на входе переходит в распределение с максиму­
мом вблизи края входного отверстия и минимумом на оси сим­
метрии (рис. &). Этому, как и рециркуляционному движе­
нию, при больших токах способствует также электровихревой 
эффект, который в данных расчётах из­за относительно боль­
шого рад.уса центрально­о электрода проявляется умеренно. 

При дрп>0 в зависимости от физических параметров мо­
дели может Ьиблюдаться как положите ьный { О. >0 )* так я 
отркцател1 !шй ( ф< 0 ) расход зидкого металла. Роет проти­
водавления влечёт за собой не только снижение расхода, но 
и усилитагт роцк; муллите :;:ое движение непосредственно на 
входе и выходе. Распределение давления в области при а^л>0 





0 0,2 0/г в,« 0£ 

Рис. 5. Распределение радиальной составляющей скорости 
по высоте при разных значениях тока. 

практически полностью определяется заданной разностью дав­
лений: по вертикали давление меняется мало, а по радиусу 
меняется таким че образом, кок в случае отсутствия транзит­
ного потока­при г>2г. давление близко к постоянному. 
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Рис. б. Распределение аксиальной составляющей скорости 
по радиусу. 

Вчводы. | 
I. Сформулирована и уточнена осескммвтрыиая мате­

матжчесиа" модель для исследования МГД­течения в дискооб­
разной области во внешнем аксиальном магнитна поле при про­
пускании тока через неё (раздел 3). 

?. Проведено, тестирование и опробование двух осущест­
влённых метода: расчёта (МКЭ и МКР) выяви з преимущества 
ИКР с применением метода 5 М А С (раздел 4 ) . 

3. Исследованы г. юственные особенности течений при по­
лохител [ом и отрицательном транзитных потоках, по сравне­
нию со случаем замкнутого 10̂ ,­течения (раздел 5). 
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АСИМПТОТИКА ̂ ШЕНИЯ ОДНОЙ ЗАДАЧИ МГД 

I. Постановка задачи 

Рассмотрим движение жидкого, металла в цилиндрической 
ячейке при взаимодействии постоянного тока, подводимого 
черев концентрически расположенные электроды, и аксиально 
направленного постоянного магнитного поля (рис. I). 

• I 

I 
- J . 1 

• Г 1 "» ч »* 

Рис. I. 
Такая моя/ т> обладает «к ­.вальвой симметрией и её расчёт 

в оезнвдукцяояном приближении, считал, что радиальная V r 

я аксиальная v s составляющие скорости дветг щя металла 
пренебрежимо малы по сравнению о азимутальной составляющей 
V» • оводится к решению следующей задачи: 



1 1 
^ Г И - В 

(2) 

где ­ безразмерный потенциал, нормированный по отноше­
нию к ф„ ; Ум. ­ безразмерная азимутальная со­
ставляющая скорости, нормированная по отношению 
к V, ; так что 

> « Ф/<Р. 1 Ч * - У « / У . ; 

»
 У
' г. в. ' 

(3) 

(4) 

Ч ­ единичная функция; ] ­ плотность тока в централь­
ном электроде; г. ­ радиус ячейки. Остальные обо­
значения ­ стандартные. 

Методом разделения переменных получено, что 

к «в 

к.­о 

В этих формулах: | к ­ неотрицательные корни уравнения 

Э Х О - » • 



причём iQ'»0 ; a ¥ к и Ч** яздяются ремениями задач 

< - * » Ч \ * 4 I h V U h ­ О С » > ; < ( » ) - > . „ . < С * 0 ­ ; (9) 

(Ю) 

^ВК, ­ коэффициенты $урье функций F E и F. ОООТВеТСТ­

ВвНЯО»­ •!•­,."*!• ";
:

­^ |̂".­J
v * X'.'•х­'­ " 'ч/Л ' .*'".­> ­ ' 

Задачи (7) ­ (1G) » шесте е тем и задача (I) и (2) мояао 
решить /счно. Однако выражения для 4V и v*«. очень громозд­
ки и, кроме того, при значениях числа Гартиана Н<О$"0 алго­
ритм счёта неуетс2чив. А расчёта по разностным схемам для 
Нл >50 требуют большого машинного времени, В реальных МГД­
уотановхех индукция клеив его поля В 8 достигает, сольикх 
величин, что приводит к значения*,.tfc ­ #10* 10*. В такой 
ситуации, естественно, целесообразно получить астштотиче­
окне формулы для «f: i V« при Н*­*«» . Основной целью на­
стояяей статья как раа̂ яаояетоя ваиождевяе асимптотических 
формул для и v A при Нл­'» 0 0. 

ДЛЯ нахоядения этих формул мы предположим, что ряды в 
(5) в (6) сходятоя равномерно по Н*«1Ивв1<»1., На, >о Лор­

да нахождение веха тотичеокхк формул для Ч* в V * можно све­
сти к нахождению асимптотик для я v««. , т.е. для реше­
ний задач (7) ­ (10). 

2. Асимптотика решений задач (7) ­ (10) 

Если к­о , то из (7) ­ (10) получаьи 

v« 0 ­ а ч*„ . О , V ­ e Со) ­ V«TO СЮ ­ о , 

т.к. 1,­0 . В данном случае решение не ааьиоит Н<х я, 
следовательно, точное в асимптотическое решенчя совпадают. 
Цейотнвтельво, 



ноо 
'ОО 

Если K + o , т.е. к»4 ,2 , . - - * to точное и асимптотиче­
ское решения (7) ­ (10) не совпадают, причём аоимптотнче­
окие решения существенно проще. Найдём их. 

Исключая из система (7) ­ (10). например, у** , при­
ведём (7) ­ (10) к задачам 

* i • ( и ) , 

Корни характеристических уравнений идя (II) представим в 
виде 

* K • 1 * О 0 (У • • ; (14) 

K b ­ c * * » y * o C * * * £ ( I 5 ) 

а систему фундсменч­альянх решения уравнения (II) ­ в виде 
вектор­функции 

<ГК , тжнимая во внимание (14) и (15), «окно выразить как 
сумму 
и*. ­ АА£ + tu* . ^ ? ) 
Здеоь u 

и; - ( « ; ^ ,.);," ( 1 8 ) 

а компоненты вектора *Ц равномерно по г«­ £°> Н ] ограничены 
при е­*о . Общее решение уравнения (II) моино написать так 

­ C * * * W , S f c J , а« « С а ^ > а « ' а » » * а * 0 ­ (19) 



Подставляя (19) в (12), получим систему уравнения для опре­
деления вектора постоянных интегрирования оГ< „ которую мож­
но записать в виде матричного уравнения 

В втом уравнении 
(20) 

и^_С0) 
* Ж И к о > ) . 1 - И 

(21) 

Подобно вектору и н % матрицу А к также можно выразить как 
сумму 
А„ « • е. С, , 
где матрица 

(22) 

­1 0 , о Л 

0 Л . 0 Л I 
А 

0 4 
" н и 1 

0 
а элементы матрица С Л ограничены при е ­­О. 

Матрица К х неособая и имеет обратную матрицу 
­ О ; « «Л» 

, ­* *.Ц 1* ­ак„ 

1 1 *** 

(23) 

Очевидно, элементы 'латрицу В»/ ограничены при с­*6 , 



^еорема. Р̂ ии 
1) матрица А,­В+аС , А,в,С ­ п.*п. матрицы, 
2) существует В"1 , 
3) элементы матриц и С ограничены при с ­>о , то 
А ^ ­ В ­ Ч ь О • прием 

элементы патрицы & ограничены при £­*о . 
Доказательство. Сперва докажем теорем, для более простого 

случая , 
& ­I + 6.Р , 1 ­ единичная матрица, 

т.е. докажем, что 

и влементн матржгн Н ограничены ври . 
Как известно 

|й| ­ определитель матрицы £ , 
Й1К ­ алгебраическое дополнение адаманта « и матрицы Е . 
Прь,шмая во внимание выражение харяктеристнческого многочле­
на матрицы Р , получим, что 

I » л, л , . . . , * . , • .;• V, . 

В в тих формулах 
4«.С*) ­ сумма всех главных миноров пооядкя (г штряцы 

г « л,г, , п.­. Чг'., ;| ­ матрица. лолучое:4ая из Р 
путям вычерниич̂ ия I ст$ >ки и I г«*олбца. . I , 

Оценим елементн » . Они равны со ллаком .'+" 
или "­• опраделлелю 'ягтипм <Г*1 , получаемое ив ­ 1у­

*ём вьчё̂ живания I ­ой от^ов" г к ­019 К голс'ць. Невид­
но, мах̂ жца Ц^}' и 1вт столбец (е$л; , * ^ , . . •> е»*­»^, 

«5.44,1 , *$.л ) » « • " « У <**ч**Ьчш.'-'!*т.ш«--
Ш й • е л -

ЗК,К* 1 •• I * »К,П 3, а все остальные столбцы 



и строки содержат элемент ч+е 5зд , ̂ +*>к .Но так как 
определитель матрицы является алгебраической суммой произ­
ведений, содержащих один и только один элемент из каждой • 
строки и каждого столбца, то ясно, что Е** "овеет со зна­
ке?.', или "­" слагаемое 

и слагаемые„ какдый из которых содержит юкязтель типа 
Отсюда видно, что многочлен (относительно а ) не со­
держит свободного члена и равен ОС*),е.­»о . 

Таким образом, 

«чк­^ос*).*.о) 

а 

Следовательно, 
Е"* « С

1 К^О0%) ,«•­»©/ (24) 
и теорема для матрицы Е доказана. 

Очевидно, доказательство теоремы для общего случая сводит­
ся к определению матрицы 0 и доказательству ограниченности 
элементов О при а­*о . 

Так как АД"1

­! , то для определения D получим уравне­
ние 

(В •еСЗСВ"**ь1>3­1 О О + а С ) — В"'С . 
ИЛЕ 

Умножая обе части последнего равенства, например, справа на 
С в • *.су*, в*** , получим, что 
& « ­ » "

,

С К
м

. 1 в
м

С ­ 0 ^ С1**в­
,

с)о­­в**св*
1

, 
Отсюда 
о » ­ О **Ь"*сЗ'­в­'евг* 



или, учитывая (24), 
& ­ ­ О . * Г Н ) 6 " " С В М . 

Теорема доказана, т.к. элементы матрицы, полученной пу­
тём умножения матриц с ограниченными элементами при а ­*о ­

ограничены. 
Согласно згой теореме решение уравнения (20) 
а* - А ; * £ ­ ев;' ­ * в»)? ч ­ «сI»* *Ь^И; 

зли, вводя обозначения 
в

* 4» . 4^­Ь»«* » (25) 

(26) • -* 
причём компоненты вектора с!» ограничены при а­1

» о 
Подставляя (17) и (26) в (19), будем иметь 

­ № * . £ „ ­ а а ! > с*;, С) • 

Таким образом. 

Но 

5ТаЛГй * * *12Г ' ' 
Поэтому, пользуясь свойством транзитивноеги эквивалентных 
функций, также 

Получим асимптотические формулы дня фу киши У А К > . 

Иэ уравнений (7) я равенств (19) следует, что 



ЕЛИ 
(30) 

Вектор и/ также выразим как срачу двух векторов 

Вектоо 
(32) 

(33) 

а компоненты вектора ^ равномерно П О А ^ Ф Л ! ограничены 
цртт £­*С­ . 

Подставляя выражения для и/к из (32) и для а», из 
(26), получим, что 

+ , СЗ] + (Я*, & ) - (Я , Ц) * о С«3 , * ­ о . 

После подстановки выражений для м„) из (33) и & л из 
(25) в это равенство будем иметь 

£­­^о. (34) 
• Но правая часть этого эквивалентного равенства эквивалентна 

при £­=70 гахже выражению 

Пользуясь опять же свойством транзитивности эквива­



3. Асимптотика решения задачи (I) * (2) 
Выше найденным двум парам асимптотик для в̂ У*.* со­

ответствуют две пары асимптотик решения задачи (I) + (2). Эти 
пары мы получим, подставляя асимптотики для и У**, из 
(28), (34) и (29), (35) в ряды формул (5), (6). 

Рассмотрим асимптота; у, соответствующую паре формул (29), 
(35). Принимая во внимание нормировку, (си. формула (3),(4)), 
получим, что асимптотика размерного потенциала 

«̂С»*.) *­ч ­ЛЗ?СМ1 ( 3 6 ) 

а асимптотика размерной азимутальной скорости 

(37) 

(38) 
Суммы рядов, входящих в вти асимптотические формулы мож­

но вычислить. Для э.ой деля оперва заметим, что 

Далее, обозначая 

лентннх функций, также 
У « « к ~ ^ « ° С̂<1 ­*­

е ^ ­ , £ ^ 0 . (35) 
Таким образ ом,для Ч*« и У«.« получена две пары асимпто­

тических формул: (28), (34) и (29), (35). Из самого построе­
ния пары формул (21), (35) ясно, что она применима для очень 
больших значений На • 



принимая во внимание, что 

— S ^ . O ^ O ­ T
­ , 

л формально дифференцируя ряд почленно, получим 
$'СЛ-Ч\* - F L^»C^RJ А, % P^­F.^ (~S ,0 

Последнее равенство равносильно уравнению 

Его решение 

0 0 ­ г. со­
(4Г) 

Из ограниченности S в «•­о следует, что С­»о ; и пос­
ле вы пеленая интеграла, получаем 

SCO ~ ~ 
„X Z. 

f 6- T.O J г,"} ( 

(42) 

Обозначая 

принимая во внимание, что 

SIR 

я опять дифференцируя почленно, получим 
Jill „­ S 

Отсюда после интегрирования имеем 

S ^ R J . СОМ*- ­+¿1 J T + С Г, 3 
'

 r f r i '4(43) 



Решая его, получаем, что 
С*»}*** ;"С^и% ­ 'К­в., (47) 
Следовательно, т шщыа гартмановского слоя, т.е. слоя,, в 

котором'быстро изменяется величина скорости, эквивалент..о е. 
(или Н« ) и стремится к нулю Пул £ ­»0 , Это означав', что 
в гартмано«юкоМ слое возникают большие градиенты скорости. 
Но эта явления ­ трапецеидальноеть профьля скорости и возник­
новение больших градиентов ­. как известно, носят назван? 
эффекта Гартмэна, наблюдаемого при стационарное: ламинарном 
течении в поперечном мандатном поле. 

Таким образом, окончательно будем иметь 
ф ^ ф Д ^ ^ ­ ^ ^ ^ ­ . о ( 4 4 ) 

У ы ­ V. А (*•,*•)$> 00 . а ­ . о . ' 

Здесь А­ заданы формулами (42), (43), (37) ооответ­
ственво. 

4. Анализ полученных результатов 

Рассмотрим асимптотическую формулу (45) для V*, . Как яв­

ствует из формулы (38) для функции А , профиль скорости 
при £­*о, становится всё более трапецоидальным. За 
исключением тонких слоев, прилегвюцих и стенкам ячеРхх, пер­
пендикулярным внешнему т по В*. , скорость по высоте ячей­
ки меняется мало. Назовём гартмаяовскими пограничные слои 
ячейки, прилегающие к етеакам, перпендикулярным внешнему яе=­
лю> и координаты которых удовлетворяют условию 

Так как ***** I у«<О>*) | соответствует значению г. - К / * , 
то (46) эквивалентно Уравнению •:, ь А ».й«а 



В ядре течения, т.е. в области Ю и L * 3 h­£.L , 
асимптОл*дку скорости определяет функция (см. (42)) , ко­
торая совпадает с асимптотикой в ядре, полученной и физиче­
ски объяснённой другими авторами til. 

Таким образом, асимптотическая формула (45) хорошо со­
гласуется с физическими представлениями. 
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ИССЛЕДОВАНИЯ ПОГРУЖНОГО ВД­ПСОСА ПЕРЕМЕННОГО ТОКА 

Во многих отраслях промышленности требуются магнитогидро­
динамические устройства для дозированной разливки расплавов 
металлов. Разработанные ранее погружные МГД­насосы постоян­
ного тока с дисковой рабочей зоной надёжны по конструкции, 
применимы для литья изделий из свинца, олова • подобных им 
сплавов. Однако их главный недостаток, присущий всем кон­
дук.уюнпым насосам, заключается в необходимости силового 
понижающего трансформатора, выпрямителя и шинояроводов,рас­
считанных на 3,5 кА. Указанное оборудование, кроме того,за­
нимает значительные производственные площади. Поэтому по­
ставлена задача разработки я исследования погружного МГД­­
насоса с индукционным (трансформаторным) способом подвода 
тока. 

Подобно насосам постоянного тока Г* I 11 • принциг дейст­
вия заключается во взаимодействии радиальяо!. составляющей 
тока гчсковой камеры > синфазным магнитным потном, перпен­
дикулярным плоскости этой камеры. За счёт этого взаимодей­
ствия происходит В1 .щенпе расплава, в оезультате между 
центральным заборным я периферийным раздаточным гг ­руоками 
центробежные' силы создают разность давлений. 

бтлИчят'еЛьной конструктивной чертой насоса переменного 
тока является наличие замкнутого магнитопровода с первичной 
катушкой, охватывающей дисковую камеру, которая совмести) о 



C­IHHM и раздаточным патрубками образует вторичный виток. 
;­.цки создания тока и потока ь рабочей зоне для уменыпе­

;я ггбаритов насоса совмещены в одном магнитопроводе. 
С целью определения знепгетических и расходных харак­

теристик МГД­яасоса переменного тока проведено физическое 
моделирование. Рабочая среда ­ олово, питание осуществля­
лось от сети 280 В через однофазный тиристорный регулятор 
напряжения типа РНТО­63." Диаметр и высота дисковой камеры 
составили 0,13 м и 0,011 м соответственно, сечение магнито­
провода 0,08x0,09 м. 

На рис. I приведены вольтамперные характеристики насо­
са. Кривая I получена при числе витков первичной катушки 
140, кривая 2 ­ при 150 и кривая 3 ­ при 160. Все кривые 
имеют линейный участок и участок, обусловленный насыщени­
ем магнитной системы. Из этих кривых выбрано оптимальное 
число витков с точки зрения насыщения магнитной системы и 
использования всего диапазона регулируемого напряжения,рав­
ного 150. 

На рис. 2 показана зависимость расхода расплава от тока 
первичной катушки. Кривая I ­ для случая с указанными пара­
метрами. Характеристика практически линейна, максимальный 
расход составил 4,0 кг/с при токе 140 А и высоте подъёма 
расплава над зеркалом 0,67 н. 

Исследуемый насос переменного тока прост по устройству, 
технологичен в изготовлении. Габариты составили 0,44х0,35х 
хО.4 м. 

Разработаны аналогичные насосы других габаритов на д;у­
гже мощноетя. Один из вариантов исследуемого МГД­насоса ис­
пытан в промышленных уело; в внедрён на Новосибирском 
оловокоибинате в установке вакуумясго рафинирования. При 
разработке исходили из конкретных технологических требова­
ний: величины расхода, габаритов, высоты подъема. Зго рас­
ходная характеристика при вы<­ подъёма 0,35 н предстг.вле­
ае кривой 2 на риг. 2. Параметры яасоса: диамер в высота 
рабочей камеры 0,130 м и 0,011 м соответственно, сечение 
иагнитопровода 0,07x0,07 м, число витков первичной катушки 
175. 





Рис. 2. Зависимость расхода расплава от 
первичной катулки 



Установка вакуумного рафинирования представляет собой 
вакуумный ангара1

» с испарительными тарелямн и раздельными 
сливными желобами для рафинированного металла и включений. 
Подача чернового расплава в вакуумную камеру осуществляет­
ся по металлопроводу из промежуточной ёмкости под действи­
ем разности давлен 5 в вакуумной камере и ёмкости (баромет­
рический столб расплава). Важным технологическим парамет­
ром является расход чернового олова в вакуумную камеру, ко­
торый необходимо стабилизировать. Основным возмущающим фак­
тором является изменение уровня расплава в ванне и ёмкости. 
В действующем устройстве стабилиз дня расхода осуществля­
лась с помощью игольчатого дросселя в ёмкости, регулируе­
мого вручную. 

С целью автоматизации процесса подачи чернового олова , 
МГД­насос применён для подачи расплава из основной ванны 
печи в промежуточную ёмкость и для стабилизации уровня рас­
плава в ней. В этом случае при постоянном разряжении в ва­
куумной камере расход чернового олова постоянен. Система ре­
гулирования расхода выполнена замкнутой по уровню расплава 
в промежуточной ёмкости. В качестве датчика уровня применён 
датч­к стержневого типа. 

При испытаниях и в процессе эксплуатации устройство по­
казало устойчивую работу при широком диапазоне колебаний 
урони в плавильной камере. Устройство просто по конструк­
ции, имеет небольшие габариты, пригодно для подобных техно­
логических процессов. 

Разрабатываемые погружные МГД­насосы переменного тока 
можно рекомендовать для работы в расплавах металлов 10 тем­
пературы 500°С, таких, как св"нец, олово, калий, теллур и 
других в качестве доптора и перемешивателя. 
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..ОМПЛЕКСНОЕ 01РЕДЕШИЕ МАГНИТНОЙ ПРОНИЦАЕМОСТИ И 
УДЕШОЙ ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТИ ЫКРЕТОКОВШ МЕТОДОМ 

Одним из наиболее информативных параметров физических 
свойств материалов изделий являются магнитная проницаемость 
у. и удельная электрическая проводимость <3 . Эти параметры 
представляют большой практический интерес, так как они свя­
заны с электронным строением кристаллов, дефектами структу­
ры, химическим составом изделий. 

Разработке методов измерения у. и СГ посвящен ряд работ 
С I. 2 3. Однако, как правило, измерение этих величин выпе ч­
кяется раздельно, причём. (5 магнитных материалов определяет­
ся в основном контактными методами, и для измерения у. ис­
пользуются шихтованные образцы. 

При определении физических свойств сплошных проводящих 
изделий, изготовленкы?: из магнитных материалов з условиях 
хрушогшеатабного проьзводствг возникает необходимость 
быстрого бесконтактного измерения у 7. С на основе виаре­
токового метода 1 2 ] . 

В сплошном изделии магнитная проницаемость у. и удельная 
элэктропрсводность С тесно связаны между собой, по :ольку 
на величину магнитного потока оказывают влияние вихревые то­



кв. В связи с этим измерение одной из указанных характери­
стик невозможно Чез информация о величине другой. 

В настоящей работе рассмотрен бесконтактный метод одно­
временного измерения у . и СЗ для сплошного, магнитного, 
цилиндрически симметричного изделия (рис. I), с помощью 
проходных наружны, датчиков (рис. 2). Наличие двух датчиков 
объясняется тем, что в ходе рабг­н определялся более подхо­
дящий проходкой датчик для данного типа изделий и используе­
мой математической модели. Датчик Л намотан из провода мар­
ки НЭЛ диаметром 0,4 мм. Индуктивность Ь и активное сопро­
тивление датчика без образца сое звляют соответственно Ь • 
43,02 мГн и Я =38,5 Ом. Число витков \х/ =750. 

Для фикс алии положения детали в датчике через центр прохо­
дит цилиндрический стержень, изготовленный из текстолита, 
а дно датчика залито эпоксидной смолой толщиной 30 ми. Дат­
чик сГ намотан из провода марки ПЭ1 диаметром 0,28 мм, чис­
ло витков 375, высота витков 31 мм. Индуктивность Ь и ак­
тивное сопротивление К датчика без образца составляет соот­
ветственно Ь =10,6 МГн и Я =22 Ом. 

Деталь помещается в датчике (рис. 2), к которому прикла­
дывается переменное синусоидальное напряжение и . Через дат­
чик проходит ток I , который смещается по отношению к на­
пряжению на угол ср, . Рассматривая одномерную математиче­
скую модель длинного датчика и магнитопровода, получаем, 
что отношение магнитного потока в датчике с иагнитопроводом 
к Магнитному потоку в датчике без .магнитопровода равно 

где Ц ­ " ^ А ; (X ­ внешний радиус детали, Ь ­ внутрен­
ний радиус детали; СЦ ­ радиус датчика; Ц ­ относитель­
ная магнитная проницаемость; 2. я УК»И«ОС^Х ­6*)1; I = ''-4 
)­*.» ­ магнитая проницаемость вакуума; Ш=?и^ ­ г дуговая 
частота; | ­частота; I*, 1« ­ модифицированные функции 
Бесселя. 

Поток Ф является комплексной величиной я его можно зара­
зить через вещественную А и мнимую В части 



Рис. I. «аги̂ топровод 





­ 72 ­
ф к | 4 > [ е 1

* ^ 2 ^ ( А + В1). (2) 

где ­ модуль; сХ ­ фаза. 
Экспериментально измеряя значения величин (т| и С* , по­

лучаем тоапсцендентное уравнение 
„ Ъ 

(3) 
из которого определяется 2 . 

После этого находим 

^ " ' (4) 

ОТ Г -

На рис. 3 представлена фезометрическая схеш по реализа­
ции данного метода [ 3 1 при определённых допущениях: обра­
зец и датчик бесконечно длинные. Выражая величины 1Ф1 и!о^Л 
через парагвтры схемы, получаем, что относительный поток ра­

где & ­ измеряемый сдвиг фаз, 1?< ­ опорное сопротивление 
для определения сдвига фаз тгежду [} и £ , I? ­ напряжение 
на кадушке, Й ­ активное сопротивление катушки, !_» ­ индук­
тивность карася бес детали, 

В схеме измерения угла сдвига фаз между током и напряже­
нием (рис. 3) использовались: ЗГ­генератор типе ТЗ­ЗЗ; А ­
ампервольтметр Ц43П; В ­ вольтметр универсальный В7­16; 
Ф ­ измеритель разности фаз Ф2­16. Суммарная погрешность 
аппаратуры составляет 2%. 

Далее приводятся значения магнитной проницаемости я 
удельной электропроводности, полученные при обработке эксп.­



• 

Рис. 3. Схема измере ня сдвига фае межчу тс сом 
и напряжением 



риыентальных данных при помощи формул (3) ­ (8) на ЭВМ ЕС­
1022. Трансцендентное уравнение (3) решается методом хорд. 

Наибольшая ошибка при определении относительной магнит­
ной проницаемости р1 и удельной электрической проводимости 
(5 появляется при обработке экспериментальных данных, так 
как одномерная ?лодель длинного соленоида с сердечником не 
полностью правдоподобна для нашего случая: высота и диаметр 
прессовки одного порядка. Для отыскания возможности сниже­
ния экспериментальной ошибки балл сделаны два проходных на­
ружных датчика (рис. 2). Датчик <Х , высота которого в че­
тыре раза превышает высоту прессовки, и датчик <У , высота 
которого совпадает с высотой прессовки/ Диаметр датчика с? 
был подобран таким обрааом, чтобы датчик прилегал к прессов­
ке. 

В таблице I приводятся результаты измерения относитель­
ной : агнитной проницаемости и удельной электропроводности 
для СтЗ и Ст45 с помощью датчика а и датчика & . Из табли­
цы I видно, что датчик с высотой, совпадающей с высотой сер­
дечника, даёт лучшие результаты для ]Д­ и <5 , чем длинный 
датчик. Это связано с тем, что в случав короткого датчика 
магнитный лоток лучше замыкается череа сердечник и рассеи­
вания магнитного потока меньше, чем в случае длинного наруж­
ного гроходного датчика. 

Следует отметить, что полученные результаты для у. и СЗ 
являются средними значениями. 

Изложенный бесконтактный метод измерения магнитной прони­
цаемости ц и удельной электропроводности (3 не требует боль­
ших подготовительных работ, но этот метод даёт заниженные 
значения магнитной проницаемости. Наибольшая овябка при опре­
делении у и О появляется при математической обработке экс­
периментальных данных, так как одномерная математическая мо­
дель недостаточно хоропо описывает физическую картину протека­
ющих явлений. Относительный поток ф для деталей, шсота кото­
рых того же порядка, что и радиус, мэньше, " ?м для длинных де­
талей. Одномерная математическая модель даёт достоверные ре­
зультаты при определённых допущениях: деталь и датчик беско­
нечно длинные. Поэтому для получения более точных результа­



Í 
Гц т А , 6И0~* cji­10"' 
20 5 2.06 . 36.71 4.98 0.065 

10 1.74 29.57 3.23 0.17 
20 1.58 27.38 19 0.26 
40 2.04 17.67 2.3 0.91 
70 I.5I 36.98 4.42 0.12 
90 1.58 ЗЗ.а 3.63 0.14 

40 5 1.746 26.7 0.436 0.068 
10 I.62I 26.96 0.19 0.04 
20 1.356 25.44 1.9 0.037 
40 1.728 21.38 0.12 0.062 
70 1.695 28.25 0.144 0.002 
90 I.7I 28.24 0.214 0.016 

80 5 1.59 24.24 0.44 0.0062 
10 1.547 24.35 0.49 0.0155 
20 1.524 24.63 0.58 0.02 
40 1.584 23.85 0.405 0.043 
70 1.586 25.31 0.401 0.02 
90 25.43 0.024 

100 5 1.588 24.82 0.414 0.026 
10 1.546 24.67 . 0.425 0.023 
20 1.543 24.88 • • 0.421 0.027 
40 1.564 24.28 0.414 0.058 
70 1.569 25.17 0.39 0.024 
90 1.564 24.99 0.372 О. 3 

160 5 ­ 1.5
Т

3 24.19 0.386 0.032 
10 1.5X9 24.19 0.272 0.032 
20 I.5IF 24.63 0.°31 0.027 
40 1.521 24.19 0.JÍ7 0.033 
70 1.55 24.29 0.286 0.025 
90 1.542 24.14 0.248 С 024 

Ца ­ с длинным датчиком 
ji¿- с коротким датчиком 

Таблица I 
Результаты измерений для определения у . и СГ бескон­
тактным методом с помощью разных катушек возбуждения 

I Ст45 



i i 
Гц, mA 

СтЗ 

20 5 
10 
20 
40 
70 
90 

2.054 
1.712 
I.II« 
2.194 
1.839 
1.663 

37.46 
30.23 
27.88 
17.99 
38.01 
33.75 

4.04 
2.914 
16.98 
1.366 
3.814 
3.188 

0.068 
0.16 
0.21 
0.8 
0.1 
1.2 

40 5 
10 
40 
40 
70 
90 

1.792 
1.643 
1.376 
1.8 
1.745 
1.715 

27.72 
27.82 
25.97 
22.22 
29.4 
29.29 

0.272 
0.105 
1.583 
O.IIB 
0.036 
0.056 

0.073 
0.045 
0.049 
0.047 
0.0II8 
0.0028 

61 5 
10 
20 
40 ­
70 
90 

1.63 
Wie 
1.618 
1.626 
1.627 

25.29 
25.33 
25.68 
24.9 
26.35 
26.4 

0.306 
0.592 
0.408 
0.306 
0.283 
0.259 

0.0048 
Q.QC42 
0.0076 
0.028 
0.01 
0.013 

loo 5 
10 
20 
40 
70 
90 

1.612 
1.579 
1.603 
1.608 
1.616 
1.609 

25.75 
25.79 
25.86 
25.41 
26.23 
26 

0.301 
0.344 
0.233 
0.2II 
0.238 
0.252 

0.015 
0.021 
0.017 
0.025 
0.014 
0.019 

160 5 
10 
20 
40 
70 
90 

1.501 
1.583 
1.561 
1.585 
1.604 
1.604 

24.97 
25.07 
25.85 
25.31 
25.59 
25.29 

0.22 
0.21 
0.246 
0.251 
0.2 
0.174 

0.GI9 
0.022 
0.02 
0.025 
0.019 • 
0.017 

­ с длинным датчиком 
­ e коротким датчиком 

Продолжение тайлицн I 



тов необходимо результаты измерений обрабатывать по двух­
мерной математической модели. Однако такая модель даёт гро­
моздкое решение, которым трудно оперировать. Поэтому в кон­
кретных измерениях более целесообразно ввести поправочный 
коэффициент. Так в формуле (4} можно ввести поправочный 
коэффициент Кп И написать, что 

Поправочный коэффициент определяется экспериментально. 
Одним из наиболее простых является метод, основанный яа 

измерении индуктивности тороида. На двух образцах (рис. I), 
изготовленных из СтЗ и Ст45, мед..ым проводом диаметром 
0,26 мм были намотана замкнутые тороидальные катушки. Что­
бы учесть влияние геометрических размеров при определении 
магнитной проницаемости у\ , из стали СтЗ и Ст45 были выто­
чены два кольца, высота и внешний диаметр которых совпадал 
с размерами образцов. Толщена стен колец 2 мм. Этим не про­
водом и на кольцах были намотаны замкнутые тороидальные ка­
тушки. Индуктивность Ь тороидальных катушек при частоте 
100 Гц измерялась универсальным измерителем Б7­11, после 
чего магнитная проницаемость определялась по формуле 

где и, ­ индз /.тивноеть тороида, * ­ длина средней линии 
тороида, 5 ­ сечение тороида, Ю ­ число витков, Ц« я 
« 4"ЗГ­ 4 0 " . ^ 

^ таблице 2 приведены результате измерений индуктивно­
сти Ь я полученные по форму,, з (9) результаты магнитной про­
ницаемости у \ 

Результаты измерение показывают, что к гвитвая проницае­
мость у\ для деталей из сдвой и той и стали по разит­ Г«и> 
сильно отличается. Это объя̂ ня­тся тем, что гзличкаа скин­
слоя идя ­тали имеет порядок 2­3 ми яри частоте ТОО лц к 
следовательно для деталей с Пм» =30 ЗГя магнитное поле ара 
частоте | *=100 Гц полностью пронизывает деталь. Но для де­
талей с Пм» =9,3 мм объём, который фактически использует­



: как магнитопровсд, уменьшается примерно 4­6 раз. Следе— 
зательно, для деталей из стали о радиусом Птл =9,3 ш по­
.тучаем заниженное значение )Х (для стали СтЗ ­ 5,3 раза, 
для Ст45 ­ 5,4 раза) по сравнении о деталями о От* =30 мм. 

Таблица 2 
Значения индуктивности Ь и относительной магнитной 
проницаемости для образцов с тороидальной замкну­
той катушкой 

%Материал И 
(мм) 

"та* 
(км) 

1"ийп 
(ММ) V* и 

( т Н ) )* 
СтЗ 30 32 30 564 21 171,7 
СтЗ 30 32 9,3 496 52,3 32,45 
Ст*5 30 32 30 564 13,7 112,0 
Ст45 30 32 9,3 564 43,4 20,82 

Сравнивая полученные результаты относительной магнитной _ 
проницаемости для СтЗ я Ст45 при Гт»'п =9,3 ранее полученны­
ми с помощью короткого проходного датчика при | =100 Гц, 
получаем хорошее совпадение, Это значит, что при определе­
нии бесконтактным методом е помощью короткого проходного 
датчика, для деталей с электропроводностью порядка 10° на­
до для получения достоверных результатов ввести поправочный 
коэффициент Кя =5­6. 
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ЧИСЛЕННЫЙ РАСЧЕТ ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО З Л Е Я Т Р С М А Ш Щ 

ДЛЯ ЗАМШАНИЯ "КОНТАКТОВ 

Дел «ашмям «леэтроконтактов кроме обычных рал* во­
пользуются я электромагниты специальной формы. В данной 
работе рассматривается математическая модель, алгоритм!*' 
результаты численного расчёта на ЭВМ цилиндрического • алем*. 
ромагнита. На рис. I приводится половина аксиального сече­
ния электромагнита. При исследовании еамнкателя контакте*»* 
учитывая, что электромагнит имеет выраженяу*осевую снимет*­
рию, будем считать, что сила замыкания контактов Я" и ин~ 
дукцвя магнг­ного поля В не завысят от угла °^ В пидийд­
рической системе координат >г,сх,г .­. 

Реальная конструкция имеет несколько выступов крепле­
кгг, которые мало влияют на распределение1 магййТнс "х> поля; 

Дискретности структуры об ••юткн не' будем /читывать и* при­
мем,' гго а Области4 о :мбтни протекает' ток б усреднённой плот­
ностью Тока ^ 

БуДеи' исследовать завиипготь ннду1сцкх гтгннч лого воля 
И елёкт'г­ада̂ нитной силы от геометрии' а"чКтром8т*нита, тока­
•к обмотке й* магнитных свойств мв.териа­'ов. Для «того необ­
ходимо найти магнитное поле в' алектромагните, обмотке и 
воздухе. 



Рис. I. Акевальиве сечение электромагнита 



м » 
Применим теорему о циркуляции напряжённости Н магнит­

ного поля 

§HdL=&ydS. (2) 
Введём величину >> . обратную магнитной проницаемости 
по формуле 

f ' & / * (3) 
Магнитную индукциюB^/utf будем искать черев векторный 

потенциал магнитного поля А , который связан о о соот­

ношением 
В - ^ert А (4) 

_В рассмотренной постановке задачи векторный АотенцяаЛ 
А имеет только одну (угловую) компоненту 

. ff*(0,A,i>). (в) 
Из уравнения (2), учитывая (3) в (4), получаем 

Величине V зависит от индукции магнитного поля В в 
ферромагнетиках (магнитопроводе), поэтому уравнение (б) не­
линейно Во отношению к А в его необходимо решить числен­
но на ЭВМ. 

Будем считать, что в бесконечности источников электро­
магнитного поля нет, следовательно 

c W А = О , А = О /7i 

Для получения конечно­разностных уравнений использует­
ся неравномерная расчётная сетка е нагамяХ; j-*,?, ,1 по 
оса ­г я с шагами А,, /<­* v, s;"; , А' по оси • Будем счи­
тать, что обратная величина магнитной проницаемости \) я 
плотность тока ̂  в пределах расчётной я.зйки (рно, 2) яе 
меняются. После интегрирования уравнея̂ я (6) по замкну м̂у 
контуру i­2­З­4­1 получаем конг тно~рввноотное уравнение 
для векторного потенциала в узловой Точг" О * 

Aj*- (4$** (~у*.« Aj-*« * Cj«4fr*.<\M• 

+ Qj.k-iAj.ki t £jk * c,s-(S,K 'Si-*,* tSf.K-f^K.j)/ 



3 

V 

4 

a 

4 

Рис. 2. Четыре ячейки конечно-разностной сетки 



(10) 

(И) 

}= 7, 3, , ., С ; < = 2, 3, //V , 
где & ­ значения координаты но оси ̂  . 

Полученные консервативные разностные уравнения имеют 
первый порядок аппроксимации для неравномерной сетки и вто­
рой порядок аппроксимации для равномерной сетки. Система 
уравнений (8)­(П) решается методом последовательней верх­
ней релаксации. Векторный потенциал в узловых точках вычис­
ляется по формуле: 

А-"= * ч« * ("У *Л, (12) 
где ^¡4 определяется соотношением (8). 

Обратная величина магнитной проницаемоотв пересчитыва­
ете" методом нихней релаксации 

Я к ­ <**%к * > (13) 
где У;/< вычиоляетоя по следующей формуле 

Ь ф Л ~ . ' (14, 
а массивы коэффициентов кусочной аппроксимация Д.„ч , / = 
0,1,2,3 вычисляются заранее и задаются в виде вект\.х>в для 
конкретных ферроматериалов. '"энотанта т. равна целой ча­
стя от ( /!'(?'+ •£ ), где а В* ­ подобласт. аппрокси­
мации. Константы атшро̂ симации подбираютс о таким расчё­
том, чтобы функция Б

1

) и первая пргтаводная по В* 4нли 
непрерывны в точках сшивали . 

Для тех ячеек раочёта, череа которые проходя­" грьлицн 
физических областей, вводится эквивалентная величине обрат­
ной магнитной проницаемости. 



где ßjK - отношение площади, занимаемой ферромагно* 
ячейке к всей площади ячейки, у0 * *//*<> - магнитная •> 
кидаемоеть вакуума. 

Индуипдя магнитного поля в ячейке находится ив оледую­
вих выражений: 

(16) 

(17) 
2 •Ж. к. 

i ifyA*'*4 -*J«)/(2 Aj ) , (18) 
Силу замыкающего контакта находим из следущего выраже­

ния i 

F ­ ^ £ tgtZB) - 4 ifn) ds, { i 9 ) 

где FT ­ единичный вектор нормали поверхности. 
Учитывая симметрию, от нуля отлична только Z компонен­

те. 
По методике, изложенной выше, разработан комплекс при­

кладных программ на алгоритмическом языке ФОРТРАН­ЕС, рас­
считывающей нелинейную двухмерную модель цилиндрического 
электромагнита. Расчёты проведены на ЭВМ EC­I022 в ВЦ ЛГУ 
хм. П.Стучки. Рассчитывается вида, замыкающая контакты, 
распределение индукции магнитного поля 8* в ßz я моду, ä 

im* г~ш~гвг~ Ц 9 ) 

индукция мкгиитногс Поля, 
Как пример рассмотрим цилиндрический электромагнит 

(ем. рис. I) со следующими параметрами: 
гУ, =0,0025 м Аг «0.0060 м 
dt « 0,0080 и Лъ =0.0020 м 
С*, «0.0020 M X,, =0,0200 м. 
d« «0,0755 м Ar «0,0350 м 
cfy «0,0040 и . А{ «0,0050 к 
df. «0,0036 м yif «0,0060 м 



500, КОО 4600 2000 2300 
> I . 

Рис. 3. Зависимость зилы замыкания кон.актов Р от 
величины намагничивающей с|..щ Х\^. 



г1лс. 4. Распределение модуля индукции магнитного 
ПОЛЯ' по оси. 
Намагничивающая сила I - 1000 я, 2 - 2000 А 



»0,0010 м =0,0050 ы 
(А? =0,0005 и ¿4» =0,0050 н 

=0,0015 И Ж-Н =0,0043 м 
<£ц =0,0040 м ¿141 =0,0080 и 

=0,0025 н /4*4} =0,0270 м 
=0,0080 ь. =0,0050 н 
=0,0015 к ¿4 У =0,0004 ы 

=0,0210 и 
=0,0195 и 

<• 
А*! =0,0100 и 

Магнитопровод изготовлен из СтХО я ферромагнетика, на­
готовленного из железного порошка. 

На рис 3 приведена зависимость силы замыкания контак­
тов от намагничивающей силы (числа ампервитвов). Как видно, 
то сила возрастает почти квадратично от значения намагни­
чивающей силы. Это потому, что насыщение магнитных материа­
лов почти не наблюдается. 

На рио. 4 приведена зависимость индукции магнитного по­
ля от координаты -г. на расстоянии 0,01075 м от центра оим­
метг/"И электромагнита (сечение А-Я не рио. I) при намаг­
ничивающей силе I V =Ю00А и IV/ =2000А. 

При вычислении 1В1 , получаем дискретные значения (в 
каждой раочётнОЙ ячейке IВ1 постоянно). 

В дальнейшем предполагается провести расчёты для опре­
деления геометрических и физических параметров, обеспечи­
вающих максимум силы втягивания замыкателя контактов, при 
некоторых ограничениях, связанных с технологией. 
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УМЕНЬЕИМЕ ПОГРЕ.!НеСТИ ИЗМЕРЕНИЙ ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ 
ОБЪЁМОВ ИЗДЕЛК.". АКУСТ.ШЖИМ МЕТОДОМ 

При производстве некоторых промышленных изделий требу­
ется определить объёмы этих изделий или их плотность. В 
частности при производстве изделий порошковой метгллургии 
требует' т определить их пористость. Определение пористости 
проводится при помощи гидростатического взвешивания. Этот 
метод имеет ряд недостатков: относительно большая трудоём­
кость при невысокой точности измерений. Гидростатическое 
взвешивание особенно затруднено при определении пористости 
изделий порошковой «еталлургии, поскольку перед взвешивани­
ем детали необходимо парафинировать. Все эти обе"оятельст­
ва практически исключает возможность автоматизации описан­
ного процесса, что особенно важно при реализации "безлюд­
ной" технологии. Кроме того, относительная погрешность из­
мерений гидростатическим взвешиванием при определении плот­
ности малых объёмов может превысить 2%, что явно не удовлет­
воряет потребностям производства. 

Кроме метода гидростатического в:, вшивания сущее.вует 
возможность определить объёмы изделий косвенным образом. 

Споиоб определения ёмкости сосудов, имеющих форму резо­
натора Гельмгольца, описан в работах £ I }, [23. [ з}. 
На том же принципе основывается метод определения объёмов 
образцов, помещённых в ёмкость резонатора. 



Метод основан на том, что резонансная частота акустиче­
ских колебаний Ыо , возбуждаемых в резонаторе, меняется 
в зависимости от параметров реаонатора, в частности, от 
свободного ;объёма ёмкости резонатора. Измерения объёмов 
образцов,мало отличающихся друг от друга по объёмам (что, 
например, характерно при производстве одинаковых деталей 
способом прессовки), проводятся при рабочей частоте, близ­
кой к резонансной, а объём изделия определяется по амплиту­
де колебаний С I 1- Чувствительность этого способа измере­
ний проанализирована в работе [ 3 1 , где показано, что 

? - ^ - Т Щ " - * V. • • ( I ) 
где <5у ­ относительная чувствительность измерений; 

С* ­ коэффициент затухания акустических колебаний; 
Ав ­ максимальная амплитуда колебаний при резонаное; 
V» ­ объём измеряемого образца; 
V» ­ свободный объём резонатора. 

Погрешность измерений является обратно пропорциональной 
величиной чувствительности измерений, но,кроме того, зави­
сит и от других факторов. Основным источником погрешности 
измерений является зависимость резонансной частоты от зна­
чения физических параметров воздуха: температуры, плотно­
сти, влажности, запылённости,­влияние которых трудно учесть. 

В работе £23 представлена возможность исключить погреш­
ность, вызванную зависимостью резонансной частоты от темпе­
ратурного ТУ1ИЯЯИЯ, путём введения в ёмкость резонатора неко­
торого количества газа с другим показателем адиабаты. Одна­
ко практическая применимость такого опоооба представляет 
существенные трудности и, кроме того, не учитывается нере­
менный характер остальных физических параметров воздуха. 

Возможность существенно уменьшить погрешность измерений 
представ/ ется на том о­ ювания, что характер ре8оьавевой 
кривой, при условии С*. <§ГбЦв в интервале частот, близких к 
резонансной, ле меняется. Это можно 'оказать, используя при­
ближённое выражение для резонансной кривой 

д . А»"', 



В интервале частот, близких я резонансной (в этой ин­
тервале выбирается рабочая частота), можно пользоваться 
приближением OJa - GJ*«=. (*>у 2-(*)о • Следовательно, 
выражение (2) принимает вид 

А Е Е Ао'Сдв 
Л 2(й),­Ы] • (3) 

Боля менять начальный уровень Ас согласно закону 
д _ const 

~ 0)в . выражение (3) при различных значениях 
становятся зависимым только от разницы частот (ub-tJj: 

~ 2 { ^ ­ Ц ' (4) 
Упомянутое обстоятельство позволяет проводить измерения 

не при постоянной рабочей частоте, как его описано в рабо­
те f. I 3, а П

Р
И частоте, которая выбирается перед началом 

измерений в •зависимости от значения физических параметров 
воздуха. 

В работе £ I 3 измерения проводятся по дифференциаль­
ной схеме измерений. Сравниваются амплитуды колебаний в 
эталонной • в измерительной­камерах при одной я той же час­
тоте, по несколько меньшей, чем. резонансные частоты в соот­
ветствующих камерах. Такая схема измерений позволяет умень­
шить погрешность хзмерений, возникающую при изменениях ре­
зонансных частот, поскольку сдвиг резонансных г.ивых на ма­
лую величину в одну или в другую сторону относительно мало 
меняет разницу измеряемых амплитуд при установленной посто­
янной рабочей частоте. Однако эта разница всё­таки сущест­
вует, так как характер резонансной кривой на склоне.не 
является строг<о линейным. 

Если проводить измерения не при постоянной часто"';, а 
устанавливать её п^ед началом изменений по определённой 
точке на склоне резонансной кривой, то в силу приведённых 
обстоятельств (неизмекностг характера резонансной кривой) 
можно существенно уменьшить погрешность измерен .й. После­
довательность операций по предлагаемой методике выглядит 
следующим образом: 

I. В измерительную камеру помещается атплпннкЛ оорпзец. 



объём которого известени, а геометрия его соответствует гео­
метрии измеряемых деталей. 

2. Меняя частоту колебаний, находится максимальный уро­
вень шшштуды (при резонансе). 

3. Меняя уровень колебаний Де , устанавливается опре­
делённей вровень максимальной амплитуды ­ нормируется резо­
нансная кривая. 

4. Плавно уменьшая частоту, уровень амплитуды понижает­
ся до определённого заранее выбранного значения на склоне 
резонансной кривой в области её наибольшей крутизны ­ уста­
навливается рабочая точка в одновременно рабочая частота. 

5. В камеру помешается измеряемый обравец я определяет­
ся уровень амплитуды колебаний. Объём образца определяется 
по амплитуде акустических колебаний. 

Приведённая методика позволяет проводить измерения для 
партии однотипных образцов в течение времени, за которое 
практически не'меняются внешние физические параметры возду­
ха (температура, влажность). Кроме того, существует возмож­
ность череа некотороа̂ количество измерений о помощью ата­
лонного образца провести корректировку рабочей частоты. По 
предлагаемой методике за погрешность измерений можно при­
нять половину наименьшей значащей цифры на регистрирующем 
амплитуду колебаний приборе. Проведённые практические изме­
рения показали, что относительная погрешность измерений для 
образцов объёмом V,*»I0 см3 составляет приблизительно 0,2*, 
что примерно в пять рва лучше, чем,измерения, проводимые 
гидростатическим способом. Для образцов, имеющих большой 
объём ­ 50+iaf ом3

. Относительная погрешность составляет 
приблизительно 0,05% что является хорошим результатом. 

Приведённые, результаты показывают, что намерение объё­
мов множества однотипных образцов акустическим методом по 
сравнению с гидростатическим даёт большой выигрыш во време­
ни, суще твенно уменьше г погрешность измерений и может бить 
применён в целом ряде отраслей народного хозяйства. 
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ПРШЕЙШВ МЕТОДА ПАРНЫХ ИНТВГРАЛЪШ УРАВНЕНИЙ ДЛЯ РАСЧЕТА 
ватщшйтвия ИДЕАЛЬНО ПРОВОДЯШ ИЛИ Фтшптш топш 
ТЕЛ С ПОЛЖ ИСТОЧНИКА 

Расчёт магнитного поля в вриоутвтвия проводящих или фер­
ромагнитных тел представляет собой актуальяув задачу для ря­
да техивчеоквх направлений, в частности для задач экраниро­
вания магнитного поде в помощь» ферромагнитных или оверхпро­
водящях экрановt для авввч авввцкваи'ии мой левитации, при 
расчёте' алектродвшдчаовоаго BogBtca для сыаовосхороетвого 
наземкого трансвввта £ I |. При необходимее?*! учёта крвеввх 
аффектов, а такав малой телщвш 1фоводаш»го идя ферромагнит­
ного тала градационно щтттть ввидв расчета окввмвают­
ся малоаффеятявкиик, я идювятн прибегать в особым прие­
мам. Метод парных ятегральяых j уаяивпвТ вовваяяет получить 
явное аналитическое решение для ряда задач взаимодействия 
магнитных гнетем о проводящий, или фырромигнитннмй тонкими 
телами, для которых толщине принимается нулевой и, соответ­
ственно, проводимость идя магяитиая врояяцвешооть считают­
ся беоко. линии. Указав­.*» методом в £ 2, 3, 4 ] была рас­
считана электродинамическая сила, воавикающая при взаимо­
действии прямоугольного токового кс :ура постоянного тока, 
движущегося вдоль проводящей пластины в высокоскоростном 
приближении, когда пластина вмела форму полуплоскости или 
полосы. В работе С 5 } тот же метод был применён для весле­



дования магнитного поля прямоугольного контура постоянного 
тока вблизи края ферромагнитного экрана, имевшего форму по­
луплоскости. Успешное использование метода парных интеграль­
ных уравнений при решении этих задач позволяет предположить, 
что он может оказаться эффективным и для решения ряда смеж­
ных проблем расчета электромагнитного взаимодействия, кото­
рые сводятся к аналогичным математическим моделям. При атом 
возникает необходимость разработки методики приведения за­
дач к парным интегральным уравнениям, а также решения этих 
уравнений, последующего вычисления магнитного поля или сил. 

Рассмотрим задачу о нахождении собственного магнитного 
поля совокупности м. бесконечно тонких полос (границ) 

*«л, х*.0 сЪ-г.^К (I) 
помешенных в магнитное поле трёхмерного источника индукции 
К, , которая считается известной. Вое и» полое либо иде­
ально проводящие, либо идеально ферромагнитные. Для величин, 
относящгхся к границам, введём верхний индекс ич , который 
характеризует их набор: если границы идеально проводящие, 
то т • е* , если идеально ферромагнитные, то т »|4 . 

Определим скалярный магнитный потенциал <Р соотноиени­
т а в-^оиыбъ 

(2) 
где *4 • Ю Г-н ­ магнитная постоянная. 

Пространственным областям к > г„ и и < г.0 присвоим 
нижние индексы I и 2 соответственно. Тогда д­ч скалярного 
магнитного потенциала границ 1 С

* {
4

' ^ } , "» 6 

справедливо уравнение Лапласа 
Э * Ф * Э*<ГТ Э * < Р ? . 

(3) 
а также граничное условие 
Ф?-+0 при £ •»* (4) 

которое соответствует внешнему полю, скалярный магнитный по­
тенциал которого убывает на бесконечности до ::уля. 

Нормальная составляющая вектора магнитной индукции сум­
марного поля К* •ВЦ должна быть рввяа нулю на поверхности 



(8) 

и для идеального ферромагнетика 

(10) 
Задачи (3) ­ (5), (7), (8) для и (3). (4), (6), 

(9), (10) для будем решать о помощью интегрального 
преобразования Фурье по координатам х и у : 

( Ш 

где В«С*._,ь. 0)_, Т­Г*, У, X ) . 
Относительно яэобг­сяеиия скалярного магнитного потенциала 
У?, получим обыкновенное дифферен­
ВИальное уравнен*"! второго порядка. Кто решением, отвечоющю/ 

идеально проводящих полос. Это требование приводит к гра­
ничному условие ^ 

где Я% ­ скалярный магнитный потенциал источника. 
На поверхности идеального ферромагнетика равна нули тан­

генциальная составляющая вектора суммарной магнитной индук­
ции 2* + 5"„ . Поэтому 

Из условия непрерывности магнитного поля следуют также 
условия для идеального проводника 

и 1,.̂  *г 1я­и ' 7 



sa « {Sa" I * ^ o t v

+ jî?­' j ~» » |*« j т j» , (13) 
6i

tf ­ некоторая, пока неизвестная функция от ос и 
л , определяемая соотношением 

4Щ » U e f

j ке{/;А}, (14) 
Для пдеального ферромагнетика пспользуем условия (4) и 

(10). Тогда 

U"
1

*такте пока неизвестная функция. Она определяется из 
условия 

У? [ ^ ­ U * , (16) 
Так как все интересующие лас физические э̂ »ректы связаны 

с зависимостью рассматриваемых величин от координаты ^ , 
будем особо интересоваться зависимостью их фурье­изобраке­
юс: от соответствующего параметра р , и для краткости обо­
значать 

считая ot фиксированным параметром. 
Используя граничные условия (?) ­ (10), получим для 

парщнз иитегрр ̂ьные уравнения 
JL\ 
юг. 

} (17) 

преобразованным хтзанячным условиям (4) и (8) для идеально­
го проводника, будет 

- ич ­аа|1­к,1 



где $ 0 ­ изображение скалярного магнитного потенциала ис­
точника магнитного поля. 

Таким образом, задача об отыскании собственного магнит­
ного поля совокупности идеально проводящих или идеально фер­
ромагнитных границ сводится к решению парных интегральных 
уравнений (17). Решив их мы найдём Ч , затем У * , а 
потом получим выражения для изображения вектора магнитной 
индукции собственного поля 

Г - Ы ^ , ^ . ^ Р ) . т . { - ; Я . . т 

При таком подходе к решению проблемы основным требованием 
к трёхмерному источнику магнитного поля является требование 
затухания ого скалярного магнитного потенциала до нуля на 
бесконечности. 

Метод решения парных интегральных уравнений (17) и его 
сложность определяются количеством границ, а также функци­
ей источника . Самым простым и важным является случай, 
когда имеется лишь одна граница, неограниченная с одной сто­
роны, например, п.» 4 , £ # • ­ ©О С £ # • С * Л • 

* • « • . у < е

* * * Л . ( 2 1 ) 

В этом случае существует много способов, решения парных ин­
тегральных уравнений [6, 7 3. Это .­ метод преобразующего 
множителя, метод сведения к краевой' задаче Римаяа и её ре­
шение, сведение к интегральному уравнению типа свёртки и 
другие. Решим уравнения (17) для случая (21) методом их 
сведения к краевой задаче Риманв. Для (21) уравнения (17) 
перепишутся в виде 

при $ « у - I . Функция (Ыт

1р • $"4£>)е ̂  • F'(f,) явля­
ется крпеиги энпч "п м некоторой аналитической в нижней по­



(24) 

(25) 

(26) 
(27) 

К* ( J b > « . К* (/») • «­­O*), 

'.функции ЕЕ* и ВЕ. определяются на комплексной плоскости 
^ ' » ' Ц 4­1 ' С 1 , ( / ^ « _ Р,1^€ , разрезанной вдоль мнимой оси 
от точки до • VEO и от точки­Ueit до ­ ¿ O E . Вет­
ви этих функций выбраны так, чтобы Е Е 4 (trj {tí/ при F • 
• f f Т о г д а «Е. • В»+3?_ . Задача (23) иь;еет единст­
венное руление. Умножая (23) на i / К"!̂  (j¡b)• получим зада­
чу о скачке 

решением которой является + в о 

^ легг.о находится из краевого условия. Переходя к 
выражению для UT" , получим 

» ^ « l e

i j * i . (30) 

луплоскости функции Р (1;) , а £>)Л. в. • 
• ­ краевьп.». значением функции Р*(V) , аналитиче­
ской в верхней полуплоскости С 6 ]. Выражая и

т

{р) через 
Р"(аО и Р + ( } Ь ) , получим краевую задачу Рпмана для на­
хождения аналитических функций Я

4

^ ) и Р"(£) соответ­

ственно в зерхней и гаккей полуплоскостях: 

КГфР'ф) - - 3""«Р>К^е т̂е«;̂  (23) 
Коэффициент задачи К (̂ } легко факторизуется 



Таким образом, формула (30) даёт'решение парных интеграль­
ных уравнения в случае границы ­ полуплоскости. Заметим, 
что при и"** О, У*и 0 , что соответствует отсутст­
вию границы. При £ «­> оо, ит и изображение скалярного 
магнитного потенциала совпадает с изображением потенциала 
гранипы­плоскооти: ̂ »­оо, * ­в­оо. Поэтому структура ре­
шения электродинамической задачи рассматриваемым методом 
такова, что собственное поле границы представляется в виде 
суммы двух слагаемых, первое из которых отвечает случаю 
границы­плоскооти, а второе учитывает "краевой эффект", вно­
симый ограниченностью с одной стороны. 

При л.» 1, £, & 9К (граница ­ полооа конечной 
ширины), либо при « « Я , Л 8 ¿,«4 #е (грани­
ца ­ плоскость со щелью конечной ширины) (17) представляют 
собой тройные интегральные уравнения, которые решаются ме­
тодами, приводящими к интегральным уравнениям типа Фредголь­
ма. Собственный магнитный потенциал границы, полученный из 
решения тройных уравнений представляется в виде суммы 

где У «О ­ потенциал границы­плоскости, У? , ­ по­
тенциалы границ­полуплоскостей, получаемые из решения соот­
ветствующих парных интегральных уравнений и учитывавшие 
"краевой эффект" от я , ­ поправка, харак­
теризующая взаимодействие краёв, получаемая яз уравнений 
Фредгольма [ 3, 7 ] . Случай, когда 4, п.» 4, С В . £ < Л ^ 
был рассмотрен в работах Е 3, 4 3. Рассмотрение общего слу­
чая выходит за рамки настоящей работы. 

Решение парных интегральных уравнений (30) содержит функ­
цию , которая выражается через скалярный магнитный по­
тенциал источника (см. (19)). Найдём ф** для ПРОИЗВОЛЬНО­
ГО замкнутого линейного постоянного тока. Скалярный потен­
циал такого тока силы 3 можно вычислить ч̂ рез величину те­
лесного угле под которым виден контор из точки наблюдения 
поля [»,93, 

* 1­4(д­*Г • (у­• ' ­ ­«')*' ,
 ( 3 1 ) 



¿3 ­ поверхность, натянутая на токовый контур, 1Л(*!$*')*.£# 

"гГ, • (С»йА> , С М ^ ) ­ единичная пормаль к & . После 
ьреобоазования (II) изображением будет 

Б 
При выводе (32) использованы формулы (1,3,7), (1.13.44), 
(2.13.43) пэ £ 10 ]. Из (32) легко найти функции о*» , 
»у>. € ̂ «-,̂ 3 . В частности, если точка Г*\(а^ч!*')£ £• и 

­«еж 

е 9» > 

(33) 

(34) 

где 

9« ""Ш: JJ^o»A+jbCMji*Ute^>E olS. (35) 
5 

Таким образом, изложенная методика приводит к выражени­
ям для изображения скалярного магнитного потенщ­.­ла и изоб­
ражения вектора магнитной индукции. На практике важно знать 
либо сому магнитную индукцию, либо электром'гнитнуто силу, 
действующую на магнитную систему. Для нахождения использу­
ются либо формулы обращения (II), либо теорема Парсеваля. 
В обоих случаях появляются кратные несобственные интегралы 
от комплексных функций, что вызывает затруднения при ;пе­
чётах на ЭВМ. Однако кратность интегрирования можно пони­
зить, тисло несобственных интегралов свести до одного, а 
подынтегральную функцию пол­ ­ять действительной, меняя по­
рядок интегрирования и используя интегралы спет, льного ви­

—в* " 



Таблица интегралов 
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где ее*( ее., ей определены выше. Методика вычисления 
интегралов этого типа рассмотрена в С 4 3. Приведём табли­
г" интегралов, вычисленных цо этой методике, которые могут 
быть использованы при решении различных задач, сводящихся 
к решении парных интегральных уравнений (17). 

В ы в о д ы 

1. Задача нахождения собственного магнитного поля сово­
купности идеально проводящих или идеально ферромагнитных 
бесконечно тонких плоских полос (границ), находящихся в по­
ле трёхмерного ис­очника,сведена к парным интегральным урав­
нениям. 

2. Для особо важного случая границы­полуплоскости полу­
чено решение парных интегральных уравнений. 

3. !1айдено изображение скалярного магнитного потенциала 
источника, когда им является произвольный линейный замкну­
тый постоянный ток. 

4. Приведена таблица интегралов, позволяющая при вычис­' 
лепии магнитной индукции и электродинамической силы пони­
жать кратность интегрирования, избавляться от несобственных 
интегралов и получать действительную подынтегральную функ­
цию. 
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ВОЛНОВЫЕ ПРОПЫГ; в пшмндричзской ОБОЛОЧКЕ ПРИ • 
ПОПЕРЕЧНОМ УДАРЕ ПО ТОРЦУ 

Известны ?_:огие исследования £ 1­6 ] реакции цилиндри­
ческой оболочки на динамическое воздействие. Большинство 
из них ьосвящено изучению установившихся колебаний оболо­
чек I 6 3, а те, которые посвящены переходным процессам, 
чаще всего проводятся определённым численным методом I 5 ] 
с использованием того или иного варианта теории оболочек, 
в не ставят своей целью исследование применимости самой тео­
рии. 

Это оправдано тем, что очень часто рассматривается воз­
действие однородным импульсом давления на всей поверхности 
или её части, когда волновые процессы играют лезначительную 
роль и выбор уточнённой или классической теории о<*­>лочек 
ля описания процессов мало влияет на результат. 

Целью данж'' работы является изучение толковых процес­
сов в цилиндрических оболочках в осесимметричнлм слу^а., ис­
пользуя при этом как ­ласскческую теорию недсформируемых 
нормале". так и уточнённую теорию оболочек, учитывающую по­
перечный сдвиг ч инерцию ураг^ния, для выяснения возможно­
стей применения классической "неволновой" теории а волновых 
задачах. Напомним, что пределы применимости п'чблнхённых 
теорий изучались ранее У.К.Нигулом [ з ] с использованием 
­^^ишиаимщи свойств уравнений движения различных тео­



рий оболочек. Данная статья является продолжением работы 
Г I ], в которой рассматривались особенности волновых про­
цессов при продольном дин&'личесном нагрунен:;я оболочки на 
торце и проводился сравнительный анализ результатов по обе­
им теориям. 

Рассмотрим вначале ненагрукенную свободную изотропную 
цилиндрическую оболочку, тлеющую длину ZL . радиус А. . тол­
щину h , на торпе x«­L которой приложена внешняя попереч­
ная сила G£(í) . Система уравнений движения по классиче­
ской теории Кирхгофа­Лява и по уточнённой теории, учитываю­
щей поперечный сдвиг и инерцию вращения, а также соответст­
вующие начальные и граничные условия, приведены в [­1 ]. 
Безразмерные величины введём аналогично, как в [ I 3: 

IV
е и ' 

Форма импульса внешнего воздействия, приведённого к безраз­
мерному виду £ц(*) — f í t ) , показана на рис. I., где кри­
вая I соответствует существенно динамическому ("короткому") 
воздействию, а кривая 2 ­ квазистационарному нагружению. В 
дальнейшем импульс будем называть "коротким", если безраз­
мерное время его действия существенно меньше времени прохо­
да волной растяжения­сжатия расстояния, равного длине обо­
лочки. Продолжительность "длинного" импульса примерно на по­
рядок больше отого характерного для конкретной оболочки вре­
мени. При таком воздействии волновые эффекты играют уже вто­
ростепенную роль. При нашем выборе безразмерных величин 
(I) волна проходи̂  расстояние,' равное радиусу оболочки, за 

г. «i 
Внешнее воздействие тдобно представить в форме 

где f¡>,y-j п - nnpnr­етри нагрузки, с пямощья которых можно 
менять длительность хпонктер тетг:/&.ся, А ­ вормирующВЯ 
множитель, вк̂гг.:­'­­.* так, "­оби 

пъах {(г) - i 
ь 



Рис. I. Зависимость приложенной нагрузки от безраз­
мерного времени Г . I ­ "короткий,

*импульс; 
2 ­ "длинный" импульс. 



Этому соответствует неправдоподобно большое значение размер­
ной нагрузки.{ Д я

в 7~$г Н
т

) Ь однако, учитывая линей­
нуп постановку, переход к реальным нагрузкам элементарен, 
а с другой, стороны ­ использование единичной 'нагрузки очень 
удобно для проведения сравнительного анализа. 

Решение поставленной задачи проводилось методом преобра­
зования Лапласа с последующим нахождением аналитического ре­
шения в пространстве язобпажектл. Методика расчёта более 
подробно рассмотрена в С I, 4 3. 

Волновые процессы рассмотрим на примере цилиндрической 
оболочки со следующими параметрами 

/?/А= 5-0 , ^ Р»£>,3 • (3) 
Ниже на всех рисунках приведены зависимости характеристик 
напряжённо­деформированного состояния от времени С в опре­
делённых точках срединной поверхности: 

« * '
т

Ж
( К

'
г ) \

 К

^>" '« (4) 
В дальнейшем точку с координатой в(.к будем называть "точ­
кой к ". 

При воздействии ка оболочку "коротким" импульсом мак­
еимальное значение 0*.(Х,<*.) достигается в точке приложении. 
Имеет месте краевой эффект, что вообще характерно именно 
для поперечного нагружекпя. Для б+ этот эффект являет­
ся слабо выраженным (в точке 2 (рис. 2) максимальное зна­
чение по теории Тимошенко ^„ля =0,35, в т. 4 ­ г\30 и 
т.д.). Сравнение результатов по уточнённой (2а) и классиче­
ской теории (26) уклзпвает на хорошее совпадение результа­
тов в начальное стадии деЬормирования. Но уточнённой тео­
рии возмущение ресиг ­ограняется со скоростью волны сдвига, 
равно;­ примерно (,С от скорости волга растяжения­сжатия и 
доходит до точки . />Д за время Г 4 =0,5/0,6 Р.к. •эдрма 
ИСХ0ДНО1 . импульса к э­. ,му кпменту уже сильно изменилась. 
После прохода пика возмущения начинает6Я сравнительно мед­
ленные кадеоания усилии О* . С при: дом отраженно.'! волны в 
момент времени V ­ 6,Г> начинается наложение высокочастот­

ного яг­гтульса ;гп сказанные колебания. Ьгалогвчпо процесс 
ППОТОУ..'.'УГ в т^,п

' К
а

Ч , где возмущения начинпптся при 





"£"=2,5, но так как отражённая волна приходит в эту точк; 
раньше чем в точку 2, промежуточный процесс медленных коле 
банки практически отсутствует. Использование классических 
гипотез (рис. 26) приводит к искажению поля усилий, т.е. к 
появления характерных высокочастотных колебаний, отмечен­
ных ухе при продельном ударном нагружении I Т ). При нагру­
женки "длинным" импульсом тлеет место ярко выраженный крае­
вой эффект для усилий Й.Л , и хотя количественные и качест­
венные показатели по обеим теориям сильно отличаются, общим 
для этого случат являются пренебрежительно малые значения 
перерезывающей силы во внутренних точках оболочки. 

Не напряжённое состояние при поперечном нагрунении за­
метно влияют изгибающие моменты AflA(r,«(.} . Так при "корот­
ком" воздействии шкепмалькые значения примерно в 1$ 
больше соответствующих значений при продольном ударе С I !• 
Волновой процесс распространения моментов Мы. (рис. 3) 
аналогичен, как у перерезывающей силы Q«i . С приходом от­
ражённой волны также начинаются сложные высокочастотные ко­
лебания. Моменты М*. при "коротком" нагружении глубоко про­
никают внутрь оболочки и краевой эффект слабо внратен. Так, 
например, в т. 3 М^^ад^ЗОО, у т. 4 «350. При этом клас­
сическач теория может быть у ­чшло применена для количест­
венного описания максимпльных моментов (Э*Г ). Качественное 
и количественное совпадение, имеющее место в т. 2, сущест­
венно ухудшается в точках, более близких к торцу отражения. 
При нагружении "длинным" импульсом.максимальные моменты по 
обета теориям в несколько раз меньше и результаты по уточ­
нённой теории меньше, чем по классической. 

Зависимость прогибов W от V на торце »с«­­̂ ­ прп 
"коротком" ударе (рис. 4) тлеет достаточно медленный квази­
гврмо'гяческий характер без пиков, характерных дчя волновых 
процессов, ./чёт деформации поперечного елвигв и инерции вра­
щения пр юдк" к увелич шю максимальных нроглбоь примерно 
на 20?. Максимальные по амплитуде пеперстше колебания име­
ют место в т̂ чко лргложенля пагрузч­. В точке 2, отстоящей 
на расстояние R./Z от торца нягругеиия, амплитуда колеба­
ний примерно в п рпз меньше (рис. 46) и уменьшается ещё при­
мерно в двг. раза 1 середине оболочки. По классической тео­



- по -

Рис. 3. Зависимость ̂  от 7 при "коротком" поперечном 
ударе; а - уточненная теория; б - классическая 
теория. 





г'кв прогибы уменьшаются медленнее и в т. 2 они уже больше 
соответствующее йНгчеКИЙ утпчнСннеЗ теории (ряс. 'iri) и их 
мэкслмальнсе значения в дслты­г'̂ ем почти ке меняются. Кро­
ме, того, в то время как поперечные колебания в точке к» Я. 
по уточнённой теорий начинаются только в контент приходе воз­
мущений V » 0,Э, согласно классической теории коло:.;

£.тсл­.­

вый процесс начинается уже з ьачальппК кокант. В кзазпста­ .. 
аданарвоа случае на торце, где приложена нагрузка, измене­
ния прогиба качественно похожи по обета теориям, ко макси­
мальные значения по уточненной теории примерно на ?0% боль­
ше (рис. 5). Согласно уточнённой теории имеет место ярко 
выра­ешшй краевой эффект (в т. 2 7лгксимальнке прогибы 1% 
от торцевых), а в« классической теории перемещения уменьши» 
ются медтетшее (пвимесно 155 в т. 2), 

3 заключение сравним ускорения по рассматривае­
мым теоркятл (рис. 6). При "короткой" яоперечысм ударе мак­
симальные ускорения возяикаэт но торце приложения нагрузки. 
Максимальное значение и? в 1СГ раз превосходят соответст­
вующие значения it и W при продольном "коротком" ударе 
X I J. В точке К.*

4 после прекращения воздействия наблю­
дается "хвост" ускорения противоположного знака­. После при­
хода отражённой волны начинаются высокочастотные колебания, 
максимальные значения которых в несколько раз меньше перво­
го. Ускорения пои удалении от торца «(«̂ ./я, утда^аются (в 
точхе 2 ухе в 4 раза). Ярко выражен волновой характер рас­
простране: :я возмущений, По классической теории в очеред­
ной раз наблюдается квлсяе­­'яо высокочастотна». колеба!Шй яа 
основной процесс. Мгновенная составляющая волны ускорения 
„меет при атом существенное значение в точках вблизи торца*, 
(вободкого от сгрузке. При воздействии "финнам" попеосч­
ным импульсом ускорения w на торце чягружёнпк при?.' рко в 
30 раз меньше (применю во столько же раз изменилась ско­
рость к. .'сужения) и икегт характер медленных колебаний 
(р;:с. V). Аналогично процесс развивается в т. 2, 3, но там 
максимальные ускорения на порядок меньше. 

Исходя из анализа численных расчётов, можн.. сделать сле­
дующие выводы: 



Рис. 5. Зависимость от времени 'С при "длинном" поперечном 
воздействии на торец. 

'"
г

"' классическая теория; уточненная 
теория. 







1. Классическая теория пригодна для определения макси­
мальных значений моментов М А . перерезывающей силы 0* и 
ускорений и/ с точностью до 15? при "коротком" попереч­
ном ударе по торцу. 

2. Для правильного нахождения значений прогибов W й 
окружных усилий Ыр необходим учёт деформаций поперечного 
сдвига и инерции вращения. 

3. Продольными усилиями Нл и продольной инерцией 
можно пренебречь при поперечном торцевом ударе. 

4. Зависимость от временя V окружных усилий Npfa+i 
аналогична, как у W ; это связано с тем, что при попереч­
ном ударе волновая составляющая продольной деформации 
пренебрежимо мзда. _ 
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МАТЕЛАТНЧИЗКАЛ МОДЕЛЬ И ЧЖУПЛШ!'. РАСЧЕТ ПЛ^СТИЧЯСКОП 
ЯШтШ 13ШЯи5>

И"30КОИ ОБОЛОЧКИ. С УЧЁТОМ МШЕИТОВ 
ПРИ УДАР К НО Т0ГЦ7 

В настояшее время тлеется много различных моделей тео­
рия пластичности, достаточно хороио оггисываюянх пластиче­
ские деформации, но численное решете задач пластичности в, 
силу нелинейности полученных уравнений, наталкивается на суг, 
щественнне математические затруднения, которые заставляют­
рассматривать более упрощенные модели. В статье ^I ̂ | раст 
сматрквались пластические деформпции­в цилиндрической' обо­
лочке при ударе по торцу в предположениях безмоментной.тео­­; 
ряи учруго­пластичееких деформаций­{»2 без.учёта упругой.' 
разгрузки. В настоящей статье рассматривается, решение той 
г.е задачи в рамках моментной теории упруго­штетическйх'де­
формаций.

 г

" 
Рассмотри»»: изотропную осесяшетричную цилиндрическую обо­

лочку длины I. с толщиной стенок А, и радиусом срединной по­
верхиости К:. П начальный момент времени на левый'торец обо­
лочки начинает де!';стновч1ТЬ осесимметричная нагрузка ударно­
го типа,, а п^яый торец всё в реют „остаётся свободным. Ис­
следуются плястичес!сяе деформации, ..оторые возшткают при до­
статочно сильном ударе. 

Уравнения равновесия дли цилиндрической оболочки в без­
размерных величинах получены стандартным образом и имеют вид 



где t ­ безразмерное вреия, U ,ТиР - безразмерные переме­
щения срединной поверхности, о*. безразмерная координата 
оболочки. 

Усилия Ы4 , Nt и моменты ^ Л , М г были получены обыч­
ным п**тём £ а 3. учитывая как допущения теории тонких обо­
лочек, так и предположения теории yi ̂уго­плаохлческих де­
формаций, где интенсивность и зательных натяжений Т свя­

зана с интенсивность» деформации еда га Г соотжлением 

где чэ ­ упругая конотаята Ламе, £ ­ модуль упругости, а 
А конотаята, опредвлягчая пластические ог̂ йотва материа­
ла. Онь определяется акопвримавтально. 

В перемещециях уоялия а моменты m ют следующий вид: 



где Н* •
 а ^ определяется из формулы (2), 

К сястеме уравнений (I) добавляются следующие гранич­
ные и начальные условия: 

безразмерные функции внешней нагрузки. 
Решая задачу (I) + (7) + (8), находим к ( V , по значени­
ям которых вычисляются усилия , Л/| и моменты М , „ М 4 . 
ИнтенсиЕнооть касательных напряжений для осесимметричнои ци­
линдрической оболочки находим по формуле 



которая приведена в [ А }, Если 1 > T S ( t s ­ предел те­
кучести) при фиксированном ov.fr£ott] в некоторый момент вре­
мени *С , то в этом сеченая «*• в данный момент времени • 
t > о имеет место пластические деформации. 

Математически задача решается численно с помощью конеч­
но­разностной аппроксимации дифференциальных операторов" по" 
­ ростравствениой координате «с . Это позволяет свести зада­
чу (I) + ( 7 ) + (8) к задаче Ковш для системы обыкновенных 
дифференциальны' уравнений по времени Т , аналогично С 1 1« 
Число обыкновенньх дифференциальных уравнений при выбранном 
ш?"е 5 по координате о*, равно + i ), где С - без­
размерная длина оболочки. 

Составленная программа позволяет вычислять интенсив­
ность кабельных напряжений Т" в различные моменты време­
ни. Гля сходимости конечноразностной алпрбкеимации усганов­
лено что ва.' S по* пространственной координате нужно брать 
большим или равным вагу по времени Т . 

При контрольных расчетах выбирались следующие функция 
ьлешней нагрузки 

Для ивл ircxbboctb касательных напряжений Т использовалось 
соотяед пие 

, - f ( r + А Г
5

) 
где А ­200 ж А « ­о,5. Численные значения остальных 
napei 1 г Г/в следующие: ­

Шаг по координате S* Р,< , таг по временя 0,1, На ЭВМ ЕС­
1022 расчёт данного примера потребовал 22 минуты машинного 

http://ov.fr




Рис. 2. Зависимость интенсивности касательных напряжений Т в различные 
и менты безразмерного времени f : I ­ f « 0,5; 2 ­ Т » 1,0; 
3 ­ f ­ 1,5; 4 ­ Т « 3,0. А* ­200. 



Рис. 3. Зависимость интенсивности касательных напряжений Т в различные 
моменты времени Т : I -Х- 0,5; 2 ­ 1,0; 3 ­ Т ­ 1,5; 
4 ­ Т . 3. А « ­200. 

Л 



яременв. Программа требует резерва памяти в 102 К . 
На рве, I я рис. 2 изобралени интенсивности касательных 

• •пряжений Т в раэлвчкне моменты безразмерной времени Т 
при А = ­0,5 и А = ­200 соответственно. Но мере увели­
чения V ^ величина Т постепенно убывает, как и предпола­
гается при пластических деформациях, но медленнее, чем яри 
беэмоментноЯ теории деформации ( I °\. На ряс. 3 видно, что 
интенсивность касательных напряжений Т не меняется, 
( А я ­200, А = О,СОТ) по времени, тая как удар недоста­
точно сильный и пластические деформации не наблкщаются. 
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РАСЧЁТ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИИ ОРТОГОНАЛЬНО РЕБРИСТЦХ 
ПЛАСТИН ЭНЕРГЕТИЧЕСКгеЛ МЕТОДОМ * 

Т. Введение 

Расчёт собственных колебаний ребристых.пластам аналити­
ческим путём можно провести только в частных (специальных) 
случаях. Такие случаи подробно исследованы в [ I J , где рас­
сматривались прямоугольные пластины с продольными рёбрами 
при шарнирном опирании поперечных краёв. В общем случае эта 
задача может быть решена только лишь приближённо. Известно, 
что одтзл из пособов решения этой задачи является также 
применение энергетического метода С 2 1. Для этого краевая 
задача на собственные значения, используя принцип виртуаль­
ных работ, преобразуется в эквивалентную вориациош..в зада­
чу. После этого необходимо MI .имизировать функционал энер­
гия. <.̂ 1псцконал энергии состоит из энергии дёфс^дарования 
и кинетической энергии ­>сей ребристой шит тины, включая 
энергию на краю или внутри пластины укреплённых (присоряинен­
ньте) масс * упругих элеме. то", как, например yi угие за­

иемлеяия, упругие опори, точечные .массы, по лин"ч распреде­
лённые массы или пружины и т.д. Рассмотрение пластин с гра­

* перевод :1.П.Варна, И.Я.Лусе 
(ЛГУ им. П.Стучки) 



кичными условиями и особенностями такого типа указанным ме­
тодом очень наглядно и удобно. 

Существенное преимущество по отношении к классическому 
подходу в виде краевой задачи ка собственные ?начетптя со­
стоит в том, что в результате определённого обобщения энер­
гетического подхода эту вариационную задачу мозно сформули­
ровать как задачу функционального анализа к тем самым ис­
пользовать её иатеглатический аппарат, что особенно окупает­
ся в исследованиях существования, сходимости и регулярности 
решения. Объясним коротко способ перехода. 

Краевая задача на собственше значения задана оператор­
ным уравнением 

Аи-х&и. = 0 (D 
для ае2)(А)и Ъ(А\С1Щ, где 

Д ­ собственное значение, а "D^A) .©{&}­ области определе­
ния операторов А и 6. 

. Эквивалентная вариационная задача имеет вид: 

тЫ [U(*)-XtT(u)] = 0 , и*О (V 

Сдесь V.(u)tTlU.) ­ едкороднге квадратичные функционалы, со­
ответствующие энергии деформирования и кинетической энергии 
ребристой пластины. С их помощью могут быть определены энер­
гетические норш _____ 

Замыкание мног.еств£ХД),Ф(6.) относительно 
стих норм образует знергетические пространстве Ня , Не, . Из 
(2) следует функционально­аналитическая формулировке 

где НАСЯА. 
Таким образом получено обобщение исходно.! гранично.: за­

дачи на собстветше 31шчения (Ī.) в смысле обобгонного ресе­
ния, что позволяет провести даЛьне^яев расот.:от;сг:'с метода­
ми функционального анализа. Уели А,£> положительно опред^­



ленные операторы, И Д и Не являются Гильбертовыми прост­
ранствами. Можно показать,что при определённых предположе­
ниях ати пространства содержатся в пространствах Соболева. 
Тогда можно применить теоремы вложения Соболева С 3 1 для 
выяснения важных свойств,обобщённого решения. Испольауя 
Теорему I.Hlava6ek и Н.Небав £ 4 ], можно доказать также 
существование дискретного спектрь для (I). 

К обобщённому принципу минимума (4) применяется метод 
Ритца. Координатные функции являются элементами энергети­
ческого пространства Н Д , и должен удовлетворять только 
граничным условиям и условиям сопряжения. Если использовать 
минимальный принцип (2), то координатные функции принадле­
жат множеству S D ( A ) и должны удовлетворять добавочным усло­
виям сопряжения в форме скачков производных в точках нахож­
дения рёбер, Здесь проявляются преимущества работы с обоб­
щёнными производными. Можно доказать, что собственные зна­
чения задач (4) и (I) соответственно (2) совпадают [ 2 ]. 
Таким образом, расширение множества функций ОДА) на множе­
ство функций Н Д не меняет спектр. Основываясь на теоремы 
влог няя Соболева, аналогичные выводы можно сделать также 
относительно собственных функций. 

После выбора соответствующей системы координатных функ­
ций jtuj , ¿»¿(i, — t «í*W ab результате подстановки 

« • i * * . . (5, 
в (4) получим алгебраическую задачу на собственные значе­
ния 

( д- А &)а « 0 , • 
с ̂симметричными положительно определёнными матрицами А я 

5 , ДЛЯ приближённого расчёта искомых с .ютвенннх значе­
ний А и собственных функций (I). Спеша координатны 
функций должг! обеспечить сход: :ость метода F. гца и также 
численную устойчивость всего вычяслител: ого прс веса. При 
этих условиях методом Ритпв получим оцс ту "оверху" для соб­
ственных значений. Значительный интерес представляет также 
расчёт оценки "снизу", например, методом Кнауера Г 5 J при 
использовании приближения Ритца. 



2. Вариационная задача для собственных колебаний 
ребристых пластин 

Пусть и.щ

{и,1Г,ь/] ­ вектор перемещений срединной по­
верхности пластины;& ­ область в плоскости, которую пла­
стина занвмет, Г ­ достаточно гладкий край пластины (рис. 
I), 5 ­ объединение линий контакта пластины и подкрепле­
ний. Тогда для и.{&),Т(й) имеет место 1 2 ] : 

где 
г 

— / 
а 

й г 
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а V 

и?' 
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Пластина 

поперечные 
подкрепления 

продольные 
подкрепления 

Рис. I. Пластина с ортогональными подкреплениями 

X Р 

Рис. 2. Система координат в ребре 
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Вептор Щ содержит деформации края ( П ­ в направлении 
нормали, € ­ в касательном направлении), Р и & ­ де­
формации в подкреплении, которые связаны о деформациями в 
плас.дне. Например, в случае продольного ребра ( ) 
имеются соотношения связи: 

7 ( Х ) » К * ; ДО (8) 
йНэс] = м/{х, Ы 
64*) 

* А 
& и А/ ­ симметричные положительнае матрицы, содераа­
щие коэффициенты для краевых упругих элементов а присоеди­
нённых масс. 

Аналогичным образом могут быть учтены другие упругие эле­
менты и шеек. Е о ­ матрица кёотксоти, а ­ матрица 
инерции для̂  подкреплений ( ̂ с 

следнего столбца к отроки. ДО ­ жёсткость на растяжение, 
К ­ жёоткость на изгиб, $~плотнооть4 {*> ­ коэффициент 
поперечной деформации, К ­ толщина пластины. Символ ' " ­
означает дифференцирование по ирододьной координате подкреп­
ления. Характеристики поперечного сечения подкрепления даны 
в координатной системе, приведённой на рис. 2. Они определя­
ются по формулам: 

­ модуль упругости, | 
пх тноетьХС получена из б в результате вычёркивания по­

& Л
г

" > * . ^1***, (9) 



где F - площадь поперечного сечения, cof - удельна­ де­
планацля относительно точки контакта р (рис. 2), t • тол­
щина стенки и £ ­ длина дуги вдоль срединной линии в] офп­
ля. ­

Из сосбрат.онЕЛ большей простота в (?) не учтены дефо мя­
ции сдвига в подкреплениях. Pint их учесть показано в С '•' 3. 

3. Расчёт собственных колебан:"; ребристых пластин 
методом Ритца 

Система ноординатинх функции: {ui},Ui,i,­. , испол.тлуе­
мая в методе Ритца (5), должна облагать адедуюшлд своЗет­
яачн: 

а) их <= Н А , ¿«1,1... 
б) utluir.., а* ­ для произвольного А/ линейно незави­

симы; 
в) {ил] ,1*1,1,.. ­ является' полны:.: в энергетическом про­

странстве ИЛ ; 
г) hti\,i*lAf ­ сильно минимальна вНд ; 
д) Ьщ, почти ортонор'йфэзана в Я в > 
Свойство в) гарентирует сходимость приближения Ритца к 

обобщённому реше;~в уравнения (4) относительно нормы ИЛ я 
Нь при Ы-* «* . Свойстве г) обеспечивает численную устой­

чивость методе Ритца относительно малых ошибок, всзьтш?_щих 
при вычислении матриц А п Й> . Наконец, из д) следуе?, 
что гьгчтелитедьный процесс решоккя общей алгебраической 3f­
дачи на собствен. _е значения явгчется устойчивы::. Более под­
робно этот вопрос роесглот .ек в [23, [ 8 3 , 193, 110 3. 

После введения безразг'ернкх координат 

ш . ш 
я некоторых преобразован:­, в (?) из задачи на кЯКЖгум . . 



( Ю ) 

уш функционала (7) в результате подстановки 
(. 

¿"1 

1*4 

для перемещений срединной поверхности лластинн, и учитывая 

Г ( а ) ­ Т ( й ) 4 а
Т

^ 

Я М * 
получаем алгебраическую задачу на собственные значения 

(II) 

(12) 

(13) 
где 

л 
а­

а, 
- • 

0­1 
; 

• 

Ли м С,/ 
1 •> 

А

" к (II) 
Величина Л является безразмерным собственным значением; 
^, Ь , к ­ приведённые величины для плотности, толщины 
плротины и кёсткости пластины, *** ­ собственная круговая 
частота. ц А 

Матрицы А и £> разбиваются на составные части ­ матри­
цы. Для матрицы А это разбиение следующее: 



N 

N 

• 4 

¡L А 

h • * 
Да А » 

А3 < А * 
Г А 

Аналогичный вид имеет также матрица Ь . 

5. Примеры 

Рассмотрим прямоугольную пластину с продольными рёбрами 
и линиями ассиметрии на поперечных краях. Такие пластины 
исследовались в l I 3, так что имеющиеся обширн" :е численные 
результаты Можно использовать для установления точности при­
ближённого метода на этих примерах. Использовались собствен­
ные фупкплп продольных и поперечных колебаний балки, постоян­
ного поперечного ct ;ения. Сказалось, что их использование 
является очень целесообразным. Интегралы, появлягаг зся в 
матрицах X и Ó. , можно вычислить аналитическим путём. 
Ряс. 3 и рис. 4 даст сравнение приближённых значений, полу­
ченных энергетическим методом, с точными результатами [II 
для двух различных расстояний между '1брами в зависимости 
от высоты вертикальной отенки подкрепления. Даче при экс­
тремальной большой высоте подкреплений и маленького расстоя­
ния" между ними }ЭУ!оется отличное совпадение результатов. Рис. 
5 показывает процесс сходимости приближённых решений для 
собственных в<.аченяй. Использованы обозначения 

Т а .. » « на* 
Аналогичные зависимости имеют место также в случае за­ . 

щемления продольных кра*в. 
В исследованиях установлено, что перемещения «. и V 

срединной поверхности имеют ничтожно малое влияние на соб­
ственные частоты ребристых иластян, за Исключением случая 
тесного расположения внсок^стенннх подкреплений. lio так кяк 
такс"; экстремальный случай встречается редко, представляет­



ся целесообразным пренебречь этим алгол—ем по сравнений с 
прогибом и тем самым существенно упростить расчёты и умень­
шить работы по составлению программ. Если положить и.»О 
Иао , то остаются только подматрицы Д 5 5 и В>зь .На 

рис. 6 показана такая модельная пластина, расчёт которой 
был проведён при указанных упрощениях. Сравнение с точным 
решением проведено на рис. 7. Несмотря на небольшое число 
координатных функций получено сравнительно хорошее совпаде­
ние как собственных частот, так и собственных форм колеба­
ний. Наибольшая ошибка при расчёте первых 10 собственных ча­
стот имеет место для четвёртой собственной частоты и состав­
ляет 115?. При Я=П она понижается до 7,7%. Первая собствен­
ная частота уже при N =4 имеет ошибку только в 0,1%. Ука­
занная пластина исследовалась такие экспериментально г было 
получено хорошее совпадение о результатами расчёта. Проведе­
но большое количество численных исследований. 

6. Программа расчёта 0УР1кЪ 

На основе приведённых иооледований' разработана программа 
счёта ЭУЙ­АЗ для раочёта ребристых прядаугольннх плаотин 
[ II 1. Охвачены все комбинации граничных условий, изображён­
ные ча рис. 8, включая упругое защемление и упругое опирание 
вместе с инерцией краевых масс. Могут быть учтены различного 
рода подкрепления, имеющие кусочно постоянное поперечное сё­, 
чение и расположенные параллельно координатным осям. Возмож­
но также рассмотрение прямоуголь ых вырезов, точечных масс, 
упругих оног и упруго с ребристой пластиной связанных твёр­
дых тел. Для этого' необходимо лишь несколько минут машинно­
го вр. лени. Программа составлена для ЭВМ св 3300 Института 
Судостроения г. Росток. В настоящее время производится приспо­
собление программы для ЭЕМ ВС­1040. 

7. Заключение 

Используя энергетический метод, разработана мет*.:. оас­

чёта собственных колебаний ребристых пластин. Эфф* 



500 

400 

¿00 

200 

150 

100 

80 

60 
до 
40 
30 

20 
15 

¡0 

X -

ч 

— 
• 

N . 1- — — * 
.­• ш — >.» " 

» ­Л и­­
— ­ ­

•Ч 
X 

Ч 
V 
Х< > 

• — , 
Вт" 

% 
0 ОрЬ о/л о/г о/б <#о ор оря о,ъг о,зв еще о/.* а** «я*,« е,«э 

Рис. 3. Приближенные безразмерные собственные значения }Г и 
точные результаты С I 3 для прямоугольной пляс­
тины с двумя равноотстоящими подкреплениями при 
шарнирном закреплении продольных краев в зависи­
мости от беэразмерноЧ высоты подкреплений •Но 
при Ьср*^- ( I =М­5. Л/ =15). 
Точные значения: .... симметричные, 
метричные,—а . ­ колебания сдвига. 

­ ­ — асим­

Приблитенные значения: + симметричные ко;.э?;анкг., 
• асимметричные колебания. 
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Рис. 4. Зависимость точных £ П и приближенных собствен­
ных значений |Г от безразмерной высоты подкрепле­
ний ­Но, для прямоугольны пластины с двумя эквиДие­
та. тными подкреплениями при парнирном закреплении 
продольных краев (*<г ¿«11 ­5, 1̂ *15). 

г Л _• Точные значения; с̂имметричные колебания, 
асимметричные колебания. 

Приближенные значения; * симметричные колебания, 
• асимметричные колебания. 





Рис. 6. Плас.,:на с тремя эквидистантными подкреплениями 



Л ­ I 
точное значение: 
и * 71,037 Гц 
приближенное значение: 
|« . 7', 101 Гц 

П­» I 
точное значение: 
Г»« 73,343 Гц 
приближенное значение: 
^ ­ 74,735 Гц 

К » I 
точное значение; 

77.384 Гц 
Приближенное значение: 
^ ­ 82.341 Гц' 

Л ­ I 
точное значение: 
^ ­ 79,829 Гц 
приближенное чечение. 

­ 88,773 Гц 
К, ­ 2 

точное значение: 
( 3 ­ 97.022 Гц 
приближенное значение: 

97,228 Гц 
Рис. 7. Сравнение собственных частот и форм для гчасти л 

при и ш 8, I. ш и ш 0. 
­ И И­, точное значение, ­ ­ ­ ­ приближенное 
знача! ие, Л ­ число полуволя в нглравлени. 

\~ / 1 \ 1 

. . . . . 

А Л 



оказался подход с использованием функционального анализа. 
Докгзано существование дискретного спектра для ребристых 
пластин и сходжость метода Ритца в энергетических прост­
ранствах И* , Не . Система координатных функции состоит 
тз собственных Ф:ч1кций продольных и изгибкых колебаний бал­
ки Бернулли постоянного поперечного сечения. Разработана про­
грамма расчёта 01/РГ.АЗ, 

Программа характеризуется простым вводом данных и очень 
меленьким временем счёта, желательным вило бы дальЕейвее 
развитие для области непрямоугольных пластин, .а такие рас­
чёты бйЕНИХ гранда собственных значекк.'? и получение пригод­
ных оценок оипбки для собственных ферм. 

Рис. 8. Оснозные варианты граничных условий для пластины 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ СБ ИЗГИБЕ МНОГОСЛОРВЫХ КРУГЛЯ 
ПЛАСТИН В МАТРИЧНОЙ ФОРМЕ 

Различные конструкции, обладающие слоистой структурой, 
имеют широкое распространение р современной технике. Осо­
бенно сильно эта тенденция проявляется в настоящее время в 
связи с повсеместным использованием новых композитных мате­
риалов. Наиболее часто слоистые конструкции образованы из 
материалов с резко различающимися физикочяеханкческими свой­
ствами. Как правило, можно наделить "жёсткие" ­ несущие слои, 
воспринимающие воздействия окружающей среды, и "мягкие" ­
связующие олои, обеспечивающие целостность и совместную ра­
5оту всей конструкции. 

Основные оообенности контакта и механизма передачи уси­
лий между отмеченными двумя группами слоев можно выяснигь, 
рассматривая задгчу об изгибе пластин, лежащих на упругом 
осксЕанки. 3 данной статье, используя работу Б.Г.Коренева 
С I 3, исследование напряжённо­деформированного состояния 
круглой пластины обобщается для случая совместного изгиба 
произвольного чи'ча таких пластин, связанных между собой 
упругой прослойкой.При построении соответствующею алгорит­
ма вычислений и для последующего эффективного использования 
ЭШ в конкретных расчётах целесообразно использовать спва­
рат матричной алгебры. 



I. Постановка задача и её математическая модель 

Пусть дана круглая в плане­ многослойная пластина радиу­
са Я с чередующимися жёсткими и мягкими слоями. Общее ко­
личество слоев тъ будем считать числом нечётным, а нумера­
цию обусловимся вести сверху вниз, т.е. в противоположном 
направлении оси г цшшндрической системы координат. Еача­
ло этой система расположим в цент; з пластины на срединной 
поверхности одного из слоев. Толщины несущих ­лоёв обосна­
чим Л,­ ( I ­ нечётное число), а толщины связующих слоев ­
5 К (К ­ чётное число). .удем также считать, что материа­
лы, из которых изготовлены жёсткие слои, являются изотроп­
ными, и их упругие свойства характеризуют модуль упругости 
Ее и коэффициент Пуассона ^ . Связующие слои трактуют­ . 
ся как "мягкие'* в том смысле, что их сопротивлением продель­
ным деформациям можно пренебречь, а учитывать с .вдует ДЕНЬ 
напряжения, возникающие вследствие изменения поперечных де­
формаций. Поперечное обжатие последних характеризует модуль 
упругости 5« , а поперечные сдвиги ­ модуль сдвига. 6* .Да­
лее будем предполаыть, что продольные перемещения в преде­
лах любого из слоев изменяются линейно, т.е. для г его мно­
гослойного пакета в гадом принимается кинематическая гипоте­
за ломаной нормали. Воли при атом в несущих слоях пренебречь 
поперечными деформациями, то каждый из них работает соглас­
но классической гзпотеав Кирхгсфа­%Гшзз. Принятые допущения 
позволяют написать рварешавдую пистену уравнений для опре­
деления напряжёвяо­дв^рмированкого состояния многослойного 
пакета рассматриваемых ксуглых алаотив. 

Решая задачу а даремеденЕях, неизвестными в жёстких сло­
ях являются продольвде пе̂ емедвния «ч; . К' •

 а т а к а 8 п о

~ 
перечное смещение У4» произвольной точки срединной поверхно­
сти слоя в надрезяендя ооей пилдндри^ской система коорди­
нат у , г . Вводя'вов^^ 
перемещений , хфсдольяне смещения вырааим в следующем 
виде: 
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Тогда, согласно классической теории Кирхгофа­Ляза,. погон­

ные силы и моменты в цилиндрической системе координат выра­
жаются следующими формулами Г 2 3: 

и ­ Л ­ Г;­1) 1 № . ­ 1 • 

(2) 

цилиндрическая 

­ оператор Лапласа в ци­
линдрической системе координат; Д . - ­ ̂ ^ жёсткость 

**
— ч 

слоя*при растяжевии­сжатии; щ^Щ ~ 

жёсткость слоя; ДДс , А/у,; , ­5с ­ продольные силы; 
Ич^ , » Не ~ изгибающие моменты; (5<ц­ , ­ попе­
речные силы; <5^­. ̂ Ч^­ ~ температурные напряжения; 

С*ц ­ коэффициент линейного температурного деезнренкя; 
­ температура, которая задаётся или находите;' из ренте­



ВЕЯ косд­зо.'гглй «рсглозоЗ задачи; Л({­*|С̂ )̂ ̂ "]С^£с£г — 
N И 

при ояг-и­ЛЙ>Т:са тг­'.­г­ратуриого воздействия антергировалше 
ведется сагэу ввсрс. 

Ввизгисгшв Ф; и ^ оиредедянггся, решая си­
с­елу ?:ге:­_й раЕктаесак, которая в хштацдряческоя систе­
ме коогд:..­.­'>т г идд: 

где и*; I • Рь; "* задавшие и распределенные по площа­
ди пластишЛилы.'а ­«и; , /Ьда ­ шс мси'.лты; 7 ^ , 

­ касателыахе напряжения, а С^. ­ пермзльиое кгпрд­
яенив, воздействующее на • I ­ый слой со сторона верхнего н 
кипнего меткого елся. 

Ксктактннв напряжения 7^­ , %^ и С5̂ . определяетгея из 
условий сииванзя слоив и выраджотся в одедуадя­ вдде: 

ч Л Ми Ш 11* I к Ы1 ­

Подставляя вкрахавия сил т. нзмевто­ (2), п такие 
тает н_х 1отгдаекай (4) в са^глу урвиНКтЯЙ равнсьсед*: 
после несло_к_г:, ко достаточно громоздких пресбразс »аа_й, 



получим для каждого Ь ­того жёсткого слоя два уравнения: 

где функции 7Г Е Г , уягггываишие касательное воздей­
ствие на жёсткий слой со стороны мягких слоев, получаются 
по формулам (4), еелгт имеющиеся­там частные производные за­
менить оператором Д . Совокупность уравнений вида (5), 
когда индекс с­ пробегает вое нечётные значешш от до 
<ь , образует разрешающую систему линейных дифференциаль­
ных уравнений рассматриваемой задачл. Вводя компактные мат­
ричные обозначения, упомянутая система приобретает вид: 

? а/*а/-? ( 6 ) . 
где у ­ вектор искомых неизвестных функций: 
{ Д^,А«4.«4, , Д ^ , Д ^ ^ , Л^Ш^} 

у ­ вектор заданных внешних механических и температур­
ных воздействий: 

{ дМ. ы-&Мы п дА/9С­ ь-ьМ* а 

Д ­ трёхдиаговальная блочная матрица коэффициентов, ко­
торая в каждом частном случае легко формируется на ЭВМ, но 
из­за громоздкости её записи здесь не приводятся. 

Однозначное решение задачи (6) можно получить, сформу­
лировав дополнительные ­ граничные ­ условия в центре пла­
стины и на её краях: 

4 _ йЦ­й­о} га 
где % и ­ заданные вектор функции; 
б ч и 8 Л ­ матрицы коэффициентов, конкретный вид кото­
рых может быть весьма разнообразным и зависит от вобранного 
способа опирания торцевых поверхностей многослойной пласти­
ны; ­ 9 

^* и ­ также разнообразные вектор фуню • лап­



нентами которых в проотейших случаях могут быть силы к мо­
менты (см. форм. 2), перемещения к углы поворота торцов, а 
также ах различные комбинации. 

В заключении этого пункта следует заметить, что уравне­
ния (5) и (6) справедлива не только для пластин круглых в 
плане, но и ограниченных прямоугольным контуром. В этом 
случае меняется содержание оператора Д , который следует 
рассматривать в прямоугольной Декартовой системе координат. 

2. Методика решения задачи и алгоритм вычислений 

Решение подученной в предыдущем пункте линейной систе­
мы дифференциальных уравнений в частных производных (6) бу­
дем искать для ооеоимметричного случая нагружения. В дру­
гих случаях переход от двухмерных задач к одномерным может 
быть осуществлён путём разложения искомых фнукций в триго­
нометрические ряды но окружной координате У , В осесяммет­
ричном ­ основном для нас случае ­ решение системы обыкно­
венных дифферешша.'ьнах уравнений второго порядка строится 
стандартными методами. Общеизвестная методика состоит из 
3 основных этапов: I) нахождения общего решения однород­
ной сиотеыя, полученной из (6) после замены V нулевым 
вектором; 2) нахождения частного решения неоднородной систе­
мы (6); 3} вычисления констант интегрирования, удовлетворяю­
щих граничным условиям (7). 

Этому общетеоретическому подходу следует автор упомяну­
той ваше монографии £ 1 2 , где представлено решение ряда 
задач об изгибе, колебаниях и устойчивости пластин, лежа­
щих на упрут основании. Рассматриваемая в данной статье 
задача принципиальных отличий не имеет, но практическая 
реализация вычислений "ручным" способом, обременённым ис­
пользованием таблиц специальных функций, вряд ли осущест­
вима. Поскольку,в отличие от работы С I 3, вместо одного 
бигармонического уровне ния следует решать уже ои­тему по­
хожих уравнений, то обобщение исследуемой проблемы и моди­
фикацию алгоритма вычислений необходимо ориентировать не 
использование ЭВМ, а также на предоставляемые в вычисли­



:ьных центрах математическое обеспечение. Многослойная 
;руктура конструкции выявляет потребность в подпрограм­

мах, решающих задачи линейной и матричной алгебры, а кру­
говая форма пластины приводит к вычислениям Бесселевых 
функций. Последующее изложение посвящено обсуждению неко­
торых деталей алгоритма вычислений, который из­за указан­
ных далее особенностей не сводится к трём механически вы­
полняемым этапам программирования согласно наиболее часто 
избираемой и приведённой выше методике. 

Начальный шаг вычислений, предусдатривающий решение одно­
родной системы дифференциальных уравнений 

(9) 

(8). 
заменяется нахождением собственных значения и собственных 
векторов матрицы А . Это возможно благодаря тому, что лю­
бая цилиндрическая функция нулевого порядка 2,(г7^} удов­
летворяет соотношению: 

Нужным для нас следствием является то, что вектор­фучк­
ция Ск2,(чТ^Л Х*̂  удовлетворяет матричному дифференциаль­
ному уравневию{8) независимо, от значения произвольной кон­
станты С_, тогда, когда Х*_ собственный вектор, a tu*, 
собственное значение матрицы А . Иокомым обшдм решением 
будет линейно независимая комбинация частных решений 
CJZb^LÍ&O X**. , причём число слагаемых этой комбинепии̂  
должно равняться порядку матрицы А , который равен^^. 
Другими словами вектора Х*^ долины образовывать базис 
линейного пространства размерности Зцу4) , а их нахожде­
ние требует решения, так называемой, полной проблемы соб­
ственных значений. Некоторые чисто технические трудности, 
о которыми приходится сталкиваться и которые преодолевают­
ся после проверки различных условий и осуществления логи­
ческих переходов в программе вычислений, обусловлены сле­
дующими особенностями матрицы А : I) имеются кратные соб­
ственные значения, причём равные нулю; 2) матряпа А не 
является матрицей простей структуры, т.е. ко. её 



собственны* векторов» не равно её порядку; 3) ооботвеннне 
числа и компонент собственных векторов, как правило, на 
только вещественные,, но и комплексные числа. Как следствие 
на перечисленных свойств получается, что матрица А вырож­
дена и не существует её обратная матрица. 

Существование­ трёхкратного корня характеристического 
уравнения, равного нулю, обосновывается фиэико­ыохавиче­
ским содержанием­ решаемой задачи, суммарные усилия: изги­
бающий момент,растягивающие и перерезывающие ~илн, прикла­
дываемые на' торцах по всему многослойному пакету не могут 
реэко возрастать или зату71ть в смежных поперечных сечени­
ях пластиныу перпендикулярных её радиуеу. Вычисляя собст­
венные значения матриц А при произвольном строении много­
слойной пластины (различные толщины и материалы слоев), 
указанные три нулевые собственные значения обнаруживаются 
во всех случаях в пределах машинной точноотп. Ткже всегда 
оказывается, что ранг матрицы лишь яа 2 единицы меньше её 
порядка. Соответствующие 3­му нулю собственный вектор, во­
обще говоря, не существует. Использование стандартных про­
грамм в этом случае малоэффективно, поскольку операции о 
матрицами,почти внрсадекннмя, плохо обусловлены. С'ычио 
имеет место аварийный останов ЭВМ из­за переполнения разряд­
ив сетки, а результат вычислений, если таковой и получен, 
как правило, имеет небольшую достоверность. Теорией матриц 
С 3 I установлено, что в базио явфг'йт сложной структуры 
наряду с собственными векторами необходимо включить векто­
ра Жордановой цепочки, а саму матрицу нельзя привести к 
диагональному виду. Ваходдение векторов Жордановой цепочки 
7 , собственное значение которых равно нулю и которые нв­

достают в иакомом оазисе,проводится в специальном блоке про­
граммы. Вектор и промежуточные результаты расчёта, не­
обходимые здесь и используемые в дальнейшем после окончания 
работы упомянутого блока, представлены в вида: 



где ЧтС­в • 5 ­ порядок матрица А ;5­^У"^­;' Ч -
её ранг; <^рГ ­ список номеров столонов матрицы, причём 
первые И, компоненты целочисленного вектора указывают ли­
нейно независимые столбцы, а остальные Ь определяют номе­
ра линейно зависимых столбцов; Ое»{. ­ список номеров строк 
с аналогичным предыдущему содержанием; Е ­ единичная мат­
рица порядка Ь ; А4 ­ матрица, обратная К , Которая 
получается, исключая линейно зависимые строки и столбцы из 
заданной матрицы А системы уравнений (6); 3(^2 ­ матри­
цы коэффициентов, устанавливающие связь между линейно неза­
висимыми столбцами (строками) и каждом из линейно зависимым 
столбцом (строкой): 

АХ с»0) £ ЕА­0. С И ) . 
Матрицы Х е я 2Ге получены, дополнив X я 2. соот­

ветственно снизу или справа единичной матрицей Е. . Первое ­
из уравнений (II) показывает, что столбцы матрицы Х Е пред­
ставляют собой собственные вектора матрицы А для нулевых 
собственных значений с точностью до произвольных постоянных 
множителей. Вектор Кордановой цепочки (£ должен удовлет­
ворять уравнению 

./•"^» > (12) 
где ?«» тот столбец матрицы ЗС£ , для которой система 
уравнений (12) совместна. Нужный столбец находится, перемно­
жая матрицу 2^ на ЗС* я выбирая нулевой столбец произ­
ведения 4* : 

^•^.Хе (13) 
Вычисления, связанные с определением собственных векто­

ров, имеющих собственные значения, отличные от нуля» менее 
громоздки. В этом случае к удовлетворительным результатам 
приходим, используя стандартные подпрогвекк, с помощью ко­
торых формируется комплексная матрипе собственных векторов 
"V я вектор собственных значений & : 



Вычисления показывают, что ненулевые собственные значе­
ния образуют группы из 3 чисел, причём одно из них отрица­
тельно, а два других комплексно сопряжены. Это отражает ло­
кальные эффекты механического взаимодействия смежных слоев 
пластины. Отрицательные корни характеристического уравнения 
количественно описывают межслойине сдвиги, а комплексные 
корни ­ поперечное обжатие связующих слоев. 

Решение однородной сиотемн ургчнений (8) теперь пред­
ставляется в виде: 

(15) 
км 

где X • У» ­ цилиндрические функции (Бесселя и Неймана) 
первого и второго рода нулевого порядка; 

1 , К ­ цилиндрические функции чисто мнимого аргу­
мента (модифицированные); 

Ь.( Ск ­ произвольные вещественные постоянные; 
­ комплексные постоянные; отделение вещест­

венной и мнимой части в последна

й строке уравнения (15) осу­
ществляется обычными методами, на чём здесь не останавлива­
емся. 

Для нахождения частного решения неоднороднойсистемы при­
меним метод неопределённых коэффициентов, т.е. будем 
искать понижу правой части уравнения (6), которое задаётся 
вектором, у . 

Ограничимся рассмотрением 3 случаев. 
% ? - г а 

. а ­ числовой вектор, компонентами которого, к приъч 
РУ, могут быть внешнее давление, испытываемое кёоткими слоя­
ми, частное решение уравнен­л (6) тогда следует искать в ви­
де: 



(те) 
Приравнивая нулю множители при !^ , получаем однород­

(Г7) 

кую систему алгебраических уравнений: 

Её решением является линейная комбинация столбцов мат­
рицы Х е (II): 

где С _ вектор произвольных констант, имеющий Ь ком­

понент (10). _̂  
Второй неизвестный вектор Сс*, находится из уравнения: 

си,­<^­аи­ (19) 
Поскольку матрица Д вырождена, то система (19) совмест 

на только тогда, когда выполняется условие, аналогичное (13) 

2 Е(£­а„ ) » 0 . ( 2 0 ) 

Этого всегда можно добиться, варьируя постоянные, опре­
деляющие О^, (18). 

5 (21) 
Правая часть,подобная­паписанной, может получиться из 

решения несвязанной тепловой задачи. Решение будем искать в 
таком же виде: 

|^.г = а^(г7<Г). { 2 2 ) 

Подставляя (22) в (6), получаем: 
­^а^­Аа^­Д ( 2 3 ) 

Учитывая неравенства (21), заключаем, что матрица 
( А~з£ ) невырл

ждена. Следовательно вектор СС^ находит­
ся, обращая матрицу любим стандартным методом. 

3) ? ­ ^ 2 . С ^ > р­/*)/Ьс 
В этом случае гопытка решать.задачу по обргзц­ предыду­

щего пункта в общем случае несостоятельна, ибо . :а 



(A""jb£ ) вырождена, а система,аналогичная (23), монет 
быть несовместной. Поэтому форму искомого решения следует 
видоизменить на следующую: 

Приравнивая коэффициенты при слагаемых, содержащих ци­
линдрическую функцию 1­го порядка Z^Tp") , получаем: 

" f
3 0

^ _ (25) 
Из этого следует, что &и. собственный вектор матрицы 

А с точностью до произвольной постоянной, которая подби­
рается таким образом, чтобы обеспечить совместность систе­
мы уравнений, получаемой из сравнения коэффициентов при 
слагаемых, умноженных на lUfoipJ: 

Aa^-po^Qj-a .̂ ( 2 S ) 

Действуя похожим образом и в других случаях, общее ре­
шение системы (в) может сыть записано как сумма соотноше­
ния (15) и выражение типа (16, 22, 24 и т.п.): 

(27) 
Завершает решение исследуемой задачи отыскание констант 

интегрирования и окончательный подсчёт внутренних сил и мо­
ментов, а также перемещений, деформаций и напряжений. Все 
эти вычисления громоздки и утомительны. Автоматизируя вычис­
ления с привлечением ЭВМ, учитывается, что производная ци­
линдрической функции нулевого порядка связана с цилиндриче­
ской функцией первого порядка соотношением: 

(28) 
Это равенство вместе с соотношением (9) исподьзгпалось 

ранее, когда частное решение (24) подставлялось в уравнение 
(6). Теперь оно позволь.л все вычисления сил и мыюнтов (2), 
а такие других похожих выражений осуществлять, оперируя * 
ко со значениями 2в и 2.» . Стандартные программы вячг 
ляют ати функции в ограниченном интервале изменения аргумсн­



та. Поэтому возникает потребность в использовании асимпто­
тических свойств цилиндрических функций. Для больших значе­
ний аргумента используются следующие асимптотические форму­
лы: 

4 еУ 
Ш > 

Для малых значений аргумента в справочниках по специаль­
ным функглмк даются соотношения: 

Ш Ш Ш
 1301 

где у ­ постоянная Эйлера. ^Ъ­Л^З) 
Внчиолив и собрав все необходимые данные в систему урав­

нений (7), задающих условия на граничном контуре, находятся 
константы интегрирования в (15). С теоретической точки зре­
ния решение системы (7) существует, и оно единственно, по­
скольку базис матрицы А построен из линейно независимых 
векторов. Практически же, зтот базис при решении системы 
дифференциалышх уравнений (6) монет "сплющиваться". Это 
явление более заметно, если модули собственных значений ма­
трицы­ большие числа,яли велико отношение радиуса пластины 
к суммарной толщине слоев. В этих случаях снижается точ­
ность расчёта, и необходимо принимать специальные меры для 
устранения неустойчивости вычислений. Этой цели служат раз­
личные метода,обсуждаемые в литературе. К ним относится ме­
тод ортогоналиэации, а также предлагается ряд асимптотике­, 
ских разложений, из которых хотелось бы выделить метод по­
граничных функций для решения двухточечных краевых задач. 
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УДК 538.4:621.365 
Бул! 
МЕТРПЧНЫХ МГД­УСТАНОВКАХ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОЗ. ­ 3 
кн.: Электродинамика и механика сплошных сред. Метода комп­
лексного исследования моделей электродинамических устройств. 
Рига: ЛГУ им.ПТСтучки, 1985, с. 3­14. 
Разработана методика расчета ЭМ пс ей в аксиально­симметрич­
ных индукционных МГД­установках методом • конечное элементов. 
Излагаются основные концепции автоматической триангуляции 
областей с различными физическими свойствами. Индуктор зада­
ется отдельными витками дл° обеспечения независимости от ис­
пользованной конечно­элементной сетки. Представлены числен­
ные решения при различных геометриях проводящей области и 
значениях безразмерной частоты. Ил. 5, библиогр. 3 назв. 

УДК 518.12:538.4+621.365.5 
Булыгкн Л.Л., Микельсон Ю.Я., Якович А.Т. ОБ ОД"'ОМ ЧИСЛЕН­
НОМ МЕТОДЕ РАСЧЕТА _Д31 ЕСЕНИН МНОГО МЕТАЛЛА В АКШЯЬНО­
СИММЕТРИЧНОМ МГД­УСТРОИСТВЕ ПРИ НАЛИЧИИ НЕИЗВЕСТНОЙ ГРАНИ­
ЦЫ. ­ В кн.: Электродинамика и механика сплошных сред. Ме­
тоды комплексного исследования моделей электтюдинамических 
устройств. Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 1935, с. 15­24. 
Представлена математическая модель и численный злгооитм для 
задач с неизвестной границей. Уравнения гидродинамики реша­
ется методом конечных элементов с линейной аппроксимацией 
для скорости и постоянной для давления. Уравнения линеари­
зуются методом Ньютона­Рафсона. Система алгебраических урав­
нений решается методом релаксации. На неизвестной границе 
задаются граничные условия отсутствия касательных и"баланса 
нормальных напряжений. Полученные скорости на гоанице ис­
пользуются для коррекции последней. Работоспособность мето­
дики иллюстрирована рядом примеров. Ил. 3, библиогр. 7 назв. 



УДК 538.4:621.313.333 
Завицкий Э,А.. Смирнов В.Г. РАСЧЕТ ЭЛЕЬТРСЖПГЛТНЫХ ХАРАК­
ТЕРИСТИК ШОПлЧ^АЛЬНОГО РАДИАЛЬНОГО ИНДУКЦИОННОГО МГД­НА­
СОСА. ­ В кн.: Электродинамика и механика сплошных сред. 
Методы комплексного исследования моделей электродинамичес 
ких устройств. Рига: ЛГУ им.П.Стучки, 1985, с. 25­35. 
Разработана методика расчета элект­омагнитных характерис­
тик многоканального радиального индукционного МГД­насоса 
СРИН). Периодически повторяющаяся по азимуту секция РИН 
описывается двухмерной математической моделью. Рассматои­
вается линейный установившийся режим работы насоса. Учи­
тывается структура обмотки и ограниченность магнитопрово­
да. Задача теории поля методом разделения переменных све­
дена к бесконечной система линейных алгебраических уравке 
ний, через решение которой выражаются магнитное поле, ком 
плексная мощность, электромагнитное давление, элементы ма 
трицы иыпедансов обмотки! Ил. I, библиогр. 3 назв. 

УДК 537.84+517.962.8 
МуЙ*ниекс ALP.. Нкович А.Т. МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ В ИС­
КОВОЙ КАМЕРЕ ПРИ ПРОПУСК" ЧЙИ ТОКА Ч7РЕЗ ЯИДЧИй МЕТАЛЛ И 
НАЖЙЕНИИ АКСИАЛЬНОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ. ­ В' кн.: Электро­
динамика и механика сплошных сред. Методы комплексного ис 
следования моделей электродинамических устройств. Рига: 
ЛПГим.П.Стучки, 1985, с. 36­49. 
Сформулирована осесимметоичная модель кондукционного цен­
тробежного МГД­насоса (КЦН) постоянного тока, учитывающая 
наличие транзитного потока, разность давлений между вхо­
дом и выходом насоса, а также обратное воздействие инду­
цированных движением токов (радиальн...: и азимутальных) на 
результирующее течение. Система уравнений относительно 
трех езставляпдих скорости, давления и азимутальной сос­
тавлявшей магнитного поля ­решается в конечно­разностном 
виде яетода установления, в пндродинамической части зада­
чи используется метод SHAC. Изучены зависимости структу­
ры МГД­течения в КЦН от тока, пропускаемого через актив­
ную зону, наделенного магнитного поля, противодавления. 
Показано, что при моделировании реальных режимов работы 
КЦН, существенным фактором является транзитный поток, ка­
чественно меняющий распределение МГД величин в активней 
зоне XUH. Ил. 6, библиогр. 8 назв. 



УДК 518,12:536 
Дзвнятнс О.Я, АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ОДНОЙ ЗАДАЧИ МГД. ­
В кн.: Эдвктродинамика и механика сплошных сред. Методы 
комплексного исследования моделей электродинамических ус­
тройств. Рига: ЛГУим. П.Стучкк, 1965, с. 50­62. 
В стать* рассмотрен расчет движения жидкого металла в ци­
линдркчеокой ячейке при взаимодействии постоянного тока, 
подводимого через концентрически расположенные электроды, 
и аксиально направленного постоянного магнитного поля в 
безындукционном приближении, Подучены асимптотические 
формула для потенциала и азимутальной составх хщеР. скорос­
ти. Ил, I, библиогр. I назв. 

УДК 681.745.3 

намик* и механика сплошных сред. Методы комплексного ис­
сле^ования^модадейдЗ^ устройств. Рига: 

Рассмотрен принцип действия МГД­насоса переменного тока, 
его преимущества по сравнению с аналогичными центробеж­
ными мГД­насосами постоянного тока. Приведены конструктив­
ные особенности варианта исполнения насоса. Получены во­
льт­амперные харкт'ристики, а также исследован развиваемый 
насосом расход расплава. Йл. 2, библиогр. I назв. 

УДК 519.615:537.311+537.622.4 

УГОСТИ ВЖРЕГОКОВЫМ МЕТОДОМ. ­ В кн.: Элек­
тродинамика и механика сплошных сред. Методы комплексно­
го исследования моделей электр­динамических устройств. 
Рига: ЛГУ им.П.Стучжя, 1965, с. 68­78. 
Разработана аппаратура и проведены измерения удельной 
электропроводности и магнитной проницаемости ферромаг­ . 
нитных деталей вихретоковым методом на основе использо­
вания цилиндрической математической модели, йл. 3, табл. 
2, библиогр. 3 назв. 



УДК 517.632:537.811 
Ауза В.Я., Ктминьш Я.Р. ЧИСЛЕНШЙ РАСЧЕТ ШЛИНДРу1ЧЕСК0Г0 
ЭЛЕКТта1АГ№ГГА ДЛЯ ЗАМЫКАНИЯ КОНТАКТОВ. ­ В кн.: Электро­
динамика и механика сплошных сред. Методы комплексного ис­
следования моделей электродинамических устройстп, Рига:ЛГУ 
им.Р.Стучки, 1985, с. 79^87. 
В работе приводится математическая модель цилиндрического 
электромагнита для замыкания контактов. Учитывается ...)ли­
нейность магнитного поля в статике. Не учитываются угловые 
Оффекты. Уравнения решаются численно, используя консерва­
тивную аппроксимацию закона полного тока для векторного по­
тенциала магнитного поля» Регаенйе ищется методом последова­
тельной верхней релаксаций* Йл» 4» 

УДК 534.414 ' 
Иванов Л.Г. УМЕНЬШИВ ПОГРЕШНОСТИ ИЗМЕРЕНИЙ ПРИ ОПРЕДЕЛЕ­
НИИ ОБЪЕМОВ ИЗДЕЛИИ АКУСТИЧЕСКИМ МЕТОПОМ. ­ 3 кн.: Элект­
родинамика и механика сашиных сред. Методы комплгксного 
исследования моделей электтодинамических устройств. Рига; 
ЛГУ им.П.Стучки, 1985» с. 88­92.­
Рассмотрена возможность уменьшения погрешности измерения 
объемов изделий акустическим методом путем выбора рабочей 
частоты непосредственно перед началом измерений по опреде­. 
ленному значению амплитуды акустических колебаний. Библио­
гр. 3 назв. 

УДК 517.9:537.811 
Блюменау.Н.«. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ПАРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВ­
НЕНИИ ТЛЯ РАСЧЕТА ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ИДШЬНО ПГОВДЭДИХ ИЛИ 
ФЕРРОМАГНИТНЫХ ТОНКИХ ТЕЛ 2 ПОЛЕМ ИСТОЧН'Ш. " В кн.: Эле­
ктродинамика и механика саленных сред. Методы комплексного 
исследовании моделей элеотррдинамичёских устоойств. Рига: 
ЛГУ им.П.Стучки, 1985, с. 93­103. 
Предложена методика нахождения собственного магнитного по­
ля совокупности идеально проводящих или идеально ферромаг­
нитных бесконечно тонких плоских полос границ, находящихся 
в поле трехмерного источника Путем сведения задачи к пар­
ным интегральным уравнениям» Найдено изображение скалярно­
го магнитного потенциала источника, когда им является ли­
нейный за ачутый ток. Приведена таблица интегралов, позво­
ляющая при вычислении магнитной индукции и злектродинамя­
чисяой силы понижать кратность интегрироьания, получать 
действительнуы яодынтегралы.ую функц ю. Табл. I, бж тогр„ 
ТО назв. 



УДК 539.4:634.1 
Варна Я.П. ВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ ПРИ 
ПОПЕРЕЧНОЕ УДАРЕ ПО ТОГ В кн.: Электродянамяяа и меха­
ника сплошных сред. Методы комплексного исследования моде­
лей электродинамических устройств. Рига: ЛГУ им.П.Стучи», 
1985, с. 104­116. 7 

В геометрически линейной постановке рассматривается задача 
.о переходных процессах в цилиндрических оболочках при по­
перечном динамическом нагруяении на одном торне. Осесиммет­
ричная задача решается методом преобразования Лапласа по 
времени. Проведен анализ и сопоставление результатов, по­
дученных с использованием классической теории недеформяруе­
мых нормалей и теории Тимошенко, учитывающей поперечный 
сдвиг и инерцию вращения. Ил. 7, библиогр. 6 назв. 

УДК 539.63 
Белов М.А.. Юдрупс О.М, МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ И ЧИСЛШГЫЙ 
РАСЧЕТ ШЖЯИЧЕШЗй ДЕФОРМАЦИИ ЦИЛИНДРИЧЕСКШ (ЪОЛОЧКИ С 
УЧЕТОМ МОМЕНТОВ ПРИ УДАРЕ ПО ТОРЦУ. ­ В кн.: Электродэрм­
миха и механика сплошных сред. Методы комплексного иссле­
дования моделей электродинамических устройств. Рига: ЛГУ 
им.П.Стучки, 1985, сЛЬ-Ш. 
Рассмотрено поведение тонкостенной цилиндрической оболочки 
в рамках моментной теории упруго­пластических дефс маций 
при динамическом сеасимметричном нагруженви на торце. Ко­
нечно­разностной аппроксимацией по пространственной коор­
динате математическая модель сведена к задаче Кош для 
системы обыкновенных уравнений, которая решается методом 
Рунге­Кутта. Проведенесравнение с решением соотзетствую­

Й«иомв«тмс теории уадуге­ияас­



УДК 539.4 
ШлютерГ.­Ю. РАСЧЕТ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ ОРТОГОНАЛЬНО 
РЕБРИСТЫХ ПЛАСТИН ЭНЕРГИЧЕСКИЙ МЕТОДОМ. ­ 8 кн.: Элек­
тродинамика и механика сплошных сред. Методы комплексно­
го исследования моделей электродинамических устройств. 
&га:ЛГУ^П.Огучки. 1985, сГ125­141. * 
Разработана методика расчета собственных колебаний ребрис­
тых пластин, основанная не использовании энергетического 
метода. Использование методов функционального анализа ока­
залось эффективным в доказательстве дискретна ги спектра 
для ребристых пластин и сходимости метода Ритца в энерге­
тических пространствах. Система координатных функций про­
дольных и изгионых колеса! й балки Бернулли постоянного 
поперечного сечения. Проведено сравнение результатов с точ­
ными значениями для некоторых модельных задач. Ия. в, би­
блиогр. II назв. 

УДК 539.3 
Влуиберг_Н.Н. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОБ ИЗГИБЕ МНОГОСЛОЙНЫХ ЕОТГ,­
ЛЫХ ПЛАСТИН В МАТРИЧНОЙ ФОРМЕ. ­ В кн.: Электродинамика и 
механика сплошных сред. Методы комплексного исследования 
моделей электродинамических устройств. Рига: ЛГУ иы.Л.Стуч­

В статье ставится задача исследования напряженно^­фор»:­
рованного состояния многослойных круглых пластин, матема­
тическая модель задачи строится яри помощи кинематической 
гипотезы "ломанной" нормали. Разрешающая система дифферен­
циальных уравнение представлена <? компактной матричной фор­
ме, приспособленной к еффективному использованию ЭВМ. По­
казано, что принятая методика вослед­чания сводит решение 
задачи к алгебраической проблеме вычисления собственных 
значений я векторов трехдиагонг чьной блочной матрицы. При­
водится алгоритм вычислений, содержащий анализ характер­
ных особенностей рассматриваемых матриц и обсуждение необ­
ходимых условий для составления прогрет расчета, устойчи­
вых к ошибкам округления на ЭВМ. Библиогр. 3 назв. 



S 

Ш bibliotēka 

н и щ и й 
948009635 



I p. 20 к, 


