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ВВЕДЕНИЕ 

Сборник посвящен проблемам топологии и функциональ

ного анализа. 
В сборник включены работы, посвященные исследованию 

непрерывных функций на топологических и нечетких тополо

гических, а также структуры топологических пространств. 
Б ряде работ рассматриваются непрерывные функции, заданные 
на специальных топологических пространствах  метрическом, 
нормированном и др. 

Основной объем сборника составляют работы, выполнен

ные сотрудниками математических кафедр Даугавпилского пе

дагогического института и кафедры математического анализа 
Латвийского государственного университета им.П.Стучки и 
представляют собой результаты плановой научной работы, 
проводимой на втих кафедрах. В сборник включен также ряд 
работ, выполненных специалистами Московского государствен

ного университета и других вузов по этой тематике при тес

ном сотрудничестве с математическими кафедрами ДЛИ и ЛГУ. 
Большинство ив результатов вмененных в сборник ста

тей докладывалось на 43 й и 44 й научных конференциях 
ЛГУ, а также на семинарах при кафедрах математического 
анализа ДЛИ и ЛГУ. 

Сборник предназначен для научных работников, препода

вателей, аспирантов и студентов старших курсов, работающих 
в области топологии, геометрии и функционального анализа, 
а также в смежных областях. 



Нептяернвные функции на топологических пространствах. 
Рига .1986. 

УДК 515.12 

НЕКОТОРЫЕ НОВЫЕ НАПРАВЛЕНИЯ В ТЕОРИИ НЕПРЕРЫВНЫХ 
ОТОБРАЖЕНИЯ 

А.В.Архангельский 
Московский государственный университет им. u.E. Ломоносова 

Обозначения и терминология в статье в целом такие, 
как в [2 ] , [ 7 ] • [181 ; отдельные исключения отмечаются. 
Компактами называются бикомпактные хаусдорфоьы пространс

тва. Пространство &компактно, если око  объединение 
счетного семейства компактов. Замыкание обозначается чер

той сверху, N>"ti,u>...,n.,...l, "R  вещественная прямая с 
обычной топологией. Символ t служит для обозначения 
бесконечных кардиналов. Через X , Y , Z обозначают

ся только топологические пространства; все они заранее 
предполагаются T j  пространствами. Рассматриваются толь

ко непрерывные отображения. 
Статья эта не является обзором. В ней указываются м 

развиваются некоторые новые подходы к взаимной классифи

кации пространств и отображений, наметившиеся в самое 
последнее время. Вводится ряд новых и, как представляется, 
перспективных понятий; ставятся задачи, привлекающие своей 
естественностью. 

В рассматриваемых конструкциях существенную роль иг

рают кардинальные инварианты. 

$ I . Некоторые проективные свойства 

А 0 . В [5 ] введено следующее определение. Пространство 
называется проективно полным по Чеху, если каждое регуляр

ное пространство со счетной базой, являющееся его образом 
при открытом отображении, полно по Чеху. К числу проектив

но полных по Чеху пространств относится произведение любо

го множества полных сепарабельных метрических пространств, 
равно как и любое Y2 произведение таких пространств [5 ]^ 



в частности, таково R при любом С . 
Понятие проективной полноты по Чеху допускает естест

венное обобщение, кот .рое позволяет широко применить поня

тие полноты по Чеху для исследования самых разных классов 
пространств. 

Пусть ф  некоторый класс топологических пространств. 
Назовем пространство X проективно полным по Чеху относи

тельно класса V » или проективно полным по Чеху, ес

ли кчждое пространство из класса ф , на которое X мож

но открыто стобразить, полно по Чеху. Следует отметить, что 
не ка»дое полное по Чеху пространство проективно полно по 
отношению к классу всех тихоновских пространств: полнота 
по Чеху не сохраняется в классе тихоновских пространств 
открытыми отображениями [ 4 ] , [ 9 ] . Назовем пространство 
X абсолютно полным по Чеху, если каждое тихоновское про

странство, являющееся его открытым образом, полно по Чеху. 
Таково каждое сепелабельное полное метрическое пространс

тво, ибое локально компактное пространство и каждое пол

ное tu» Чеху линделёфово пространство. 
1.1. Задача. Охарактеризовать абсолютно полные по Че

ху тихоновские пространства (в терминах топологии самого 
пространства). 

Переформулировкой известной теоремы Б.А.Пасынкова 
(см. [13] , [ 9 ] ) является следующий результат: 

1.2. Теорема. Каждое полное по Чеху пространство про

ективно полно по Чеху относительно класса всех паракомпак

тов. _ 
Замечание. Если SSA и S a  два класса пространств и 

^ с 9 Ä , то каждое пространстве X , проективно полное 
по Чеху относительно класса , очевидно, является про

ективно полным,и относительно класса 5\ . 
5°. В [6J был введен следующий класс пространств. 

Пусть К - некоторый бесконечный кардинал. Пространство X 
называется <f простым, если для всякого непрерывного ото

бражения^: X — * Y пространства X на произвольное ти

хоновское пространство Y веса £ < мощность Y не пре

восходит <С . В частности, пространство X г\,просто, 



? • 

если при каждом непрерывном отображении в Б его об

раз с четен. В [6] показано, что к числу Н 0 простых 
пространств относятся все линделёфовы р пространства и 
все линделсИювы разреженные пространства. Имеет место 
следующая любопытная характеристика [6 ] : пространство X 

К„просто в том и только том случае, если в пространс

тве Ср(Х) замыкание всякого счетного множества облада

ет счетной базой. Конечно, несчетное дискретное пространс

тво не >\просто. Однако если сузить класс отображений 
до открытых отображений, ситуация меняется. 

В 0 . Назовем проективной мощностью пространства X 
точную верхнюю грань мощностей всех сепарабельных метри

зуемых пространств, являющихся образами пространства X 
при открытых отображениях. Вообще, проективной мощностью 
пространства X относительно класса <? топологических 
пространств (или проективной 1? мощностью X ; обозна

чение: IX 1ф ) будем называть супремум мощностей тех про

странств из класса 9 , на которые X можно отобразить 
открыто. 

При открытом отображении образ разреженного простран

ства является разреженным пространством. Кроме того, мощ

ность разреженного пространства не превосходит его веса. 
Следовательно, имеет место 

1.3. Теорема. Каждое разреженное пространство проек

тивно счетно. 
1.4. Задача. Охарактеризовать класс проективно счет

ных (тихоновских) пространств. 
Если <|>  какойлибо кардинальный инвариант я Ф 

некоторый класс топологических пространств, то проективным 
отражением инварианта <р" относительно класса у называ

ется кардинальный инвариант ^ , определяемый следующей 
формулой: 

$ (Х>8ир [ ^ (У> Ге 9 „ 
У  представямо как образ пространства X при открытом 

отображения ] . 
Г°. Как леко видеть, образ пространства X при каг

дом непрерывном отображении в тГ* является компактом в 



том и только том случав, если каждая непрерычная вещест

венная функция на X ограничена. Назовем пространство X 
прзективмо компактном (проектисно 6"компактным), если 
при кавдом открыто»/,отобрежвнии пространства X на регу

лярное прострчнство со счетной базой образ является ком

пактом ( б1компактен). 
1.5. Задача. Охарактеризовать, в терминах самой топо

логии, проектиБнокомпактные и проективно о компактные 
пространства. 

Скажем, что пространство X к<г просто, если при 
каждом нег рерывном отображении *•: X » "ВН о образ ^ОО 
6компактен. 

1.6. Задача. Исследовать класс К^простых про

странств; выяснить, в частности, какие теоремы о псевдо

компактных пространствах распространяются на К б простые 
пространства. 

Д°. Пространство X назовем долинделё'фовым. если 
всякий паракомпакт, на который X можно открыто отобра

зить, является линделёфовым пространством. 
1.7.Предложение. К числу долинделёфовых пространств 

относятся: 
а) все пространства со счетным числом Суслика; 
б) все пространства, слабое число Линделёфа которых 

счетно,  так называются пространства X , для которых из 
каждого открытого покрытия ^ можно выделить счетное под

семейство л. такое, что 1)л всюду плотно в X . 
в) все пространства, являющиеся объединением счетного 

семейства псевдокомпактных пространств. 
Доказательство. Слабое число Линделёфа не увеличива

ется непрерывными отображениями и каждый парахомпакт со 
счетным слабым числом Линделёфа является линделёфовым про

странством  э т о доказывается без труда. Пункты а) и б) 
этил проверены. 

Докажем в) . Достаточно установить, что, если простран

ство X покрыто счетным семейством псевдокомпактных про

странств Х« , то каждое локальноконечное открытое по

крытие С пространства X счетно. Но если у несчетно, 



то несчетно и семейство ^  {ЦПХ,, : 11« при неко

тором £ . Так как ^ локально конечно в и состоит иэ 
открытых в множеств, это противоречит псевдокомпактнос

« Х 1 . 
1.8. Задача. Охарактеризовать "внутренним" образом 

тихоновские долиндакёфовы пространства. 
1.9. Задача. Описать долинделёфовы локальнокомпактные 

тихоновские пространства. 
Е°. Если в тихоновском пространстве X есть беско

нечное семейство попарно не пересекавшихся непустых от

крытых множеств, то на X есть и непрерывная вещественная 
функция, которая принимает бесконечное число значений. 
Следовательно, для произвольного тихоновского пространства 
X следующие условия равносильны: а) каждая непрерывная 
вещественная функция на X принимает лишь конечное мно

жество значений; б) образ пространства X при каждом не

прерывном отображении в Т?** конечен; в) множество X 
конечно. Однако следующее понятие оказывается уже не три

виальным. 
Пространство X называется проективно конечным (или 

птэоконечным). если при каждом открытом отображении про

странства X на регулярное пространство со счотнсй базой 
образ является конечным множеством. Раэумеэтся, все дис

кретные пространства проконечыы. Нетривиальный класс про

конечных пространств дает 
1.10. Теорема. Экстремально несвязное пространство 

проконечно в том и только том случае, если оно псевдоком

пактно. 
Доказательство. Пусть X — « У  открытое ото

бражение, X  псевдокомпактное экстремально несвязное 
пространство и У  $ 0 О  метриэуемое пространство. 
Тогда У экстремально несвязно, так как последнее свойс

тво сохраняется открытыми отображениями. Экстремально не

связное пространство ФрешеУрысона дискретно. Значит,У 
дискретно. Но У  компакт. Заключаем, что У конечно. 

Обратно, пусть X  экстремально несвязное не псеядо

компактчое пространство. Найдется тогда дискретное в X 



семейство (и*,Кии* открытых,попарно не пересекаю

щихся непустых множеств. Тогда и , где 
Ус  и<, >  дискретное семейство не пересекающихся, 

открытых в X мнгжеств (учитывая, что X экстремально 
несвязно). Множество Р 1ЛУс : с^ДО4} замкнуто и 
открыто в X ; поэтому и множество У„  X \ р открыто 
и замкнуто в X .Тогда факторпространство, отвечающее 
разбиению пространства X на множества У, У , , яв

ляется дискретным пространством мощности >>;0  противо

речие. 
Проведенное рассуждение подсказывает следующее опре

деление. 
Ж0. Назовем простренство X проективнодискрстным 

(продискретным), если при каждом открытом отображении его 
на регулярное пространство со счетной базой образ дискре

тен. Теорема 1.10 немедленно обобщается, в первой своей 
части, до такого утверждения: 

1.11. Теорема. Каждое экстремально несвязное про

странство проективнодискретно. 
Так как каждое дискретное пространство со счетной 

базой счетно, из теоремы 1.11 вытекает 
1.12. Следствие. Произвольное экстремально несвязное 

пространство проективносчетно. 
Чтобы выяснить, насколько близко подходит проективная 

дискретность к экстремальной несвязности, полезно рассмот

реть следующую задачу. 
1.13. Задача. Может ли в проективнодискрвтном тихо

новском пространстве существовать нетривиальная сходящая

ся последовательность? 
1.14. Общая задача. Какие из введенных выше классов 

пространств (конечно) мультипликативны? 
1.15..Общая задача. При каких условиях введенные вы

ше проективные свойства наследуются подпространствами? 
Проективная полнота по Чеху не наследуется замкнуты

ми подпространствами. Это видно, например, из того,что в 
"рр , при <С « «3,*** , можно вложить в качестве зам

кнутого подпространства обычное пространство 0 рациональ



I.I8. Задача. Наследуется ли замкнутыми подпространс

твами абсолютная полнота по Чеху? Что если дополнительно 
предположить все пространство тихоновским, нормальным, 
паракомпактом? 

Заметим, что все введенные выше свойства сохраняются 
операцией конечной свободной суммы и что все они наследу

ются открытозамкнутыми подпространствами. * 

* 2. Общая схема построения проективных и хопроектив

ныс классов пространств (топологических свойств) 

Рассмотренные в предыдущем параграфе новые классы 
пространств были все определены по одной схеме. Представ

ляется целесообразным выделить эту схему здесь  что явит

ся существенным шагом в сторону систематизации, в духе 
теории категорий, изучения разнообразных конкретных проек

тивных свойств. 
Далее Q, и 5J,  некоторые классы топологических 

пространств и JLL  произвольный класс непрерывных отобра

жений. Будем считать, что классы Q, и вместе с каж

дым входящим в них пространством содержат > все пространс

тва, гомеоморфные последнему. Класс предположим зам

ных чисел ( $ проехтивно полно по Чеху, а 0,  нет). 
1.16. Задача. Верно ли, что произведение проективно

полного по Чеху пространства на компакт (на обычный отре

зок) является проективнополным по Чеху пространством? 
Верно ли, что произведение проективнополных по Чеху про

странств всегда является проективнополным по Чеху про

странством? Сохраняется ли проективная полнота по Чеху 
при возведении в квадрат? 

1.17. Задача. Верно ли, что квадрат "стрелки" проек

тивно полон по Чзху? Будет ли проективнополным по Чеху 
произведение "стрелки" на отрезок, на прямую, на любой 
компакт? 



кнутым относительно композиций с гомеоморфизмами (слева и 
справа). 

Схема I . Обозначим через St] класс всех то

пологических пространетч X , удовлетворяющих условию: 
( * ) каково бы ни было отображение £: X  » Y , 

принадлежащее классу $Ь , если fr(X')»YEQ. , то 
Ys St. 

Класс L Ä l ^ . ' i U назовем проективным классом про

странств (проективным топологическим свойством), порожден

ным тройкой с?>У , Gt , St . 
Есс рассмотренные в парчграфе I примеры укладываются 

в эту схему. Схема I допускает полезное уточнение. Естест

венно наряду с тройкой «WJ , ( Х , $ 1 фиксировать еще один 
класс 9 топологических пространств и рассматривать пере

сечение „ _ 

двух классов; обозначать это пересечение мы будем через 

Работая с данным общим определением, следует прежде 
всего выяснить, кяк те или иные категорные свойства клас

сов Q, , 5г и MJ (и 9 ) сказываются на категорных свойс

твах класса [ < J l , G L , S l ] (класса [AI,Q,,§11 д> ).. 
2.1. Задача. При каких ограничениях (в терминах опе

раций) на классы класс [<йД,$Л$> 
(конечно) мультипликативен? Наследственен по замкнутым 
подпространствам? Замкнут относительно умножения на ком

пакты? На отрезок? 
Замечание. Пусть Л1А и сН,  классы отображений, и 

Qi • üjj, i & i > ^8, и »  ft ~ классы топологичес

ких пространств. Предположим, что MJ^ QJ, с СЦ 
и & 4 «= S l a t ' 5\ <= © а . Тогда, очевидно, 

Например, если  класс всех открытых отображений, 
Q,  класс всех паракомпактов, а 5t  класс всех ликде

лёфовых пространств, то 0,, §. ]  класс всех до

линделёфовых пространств. 
Заметим, что [41, 0., 0.]  класс всех топологичес



ких пространств, каковы бы ни были класс Ж отображений 
и класс 0, пространств. То же можно сказать и о 
1*1, й, 511 , когда Q, с Я . 

Приведем некоторые конкретные результаты, связанные 
со схемой I . 

2.2. Теорема. Пусть ¿1  класс всех открытых (индук

тивно открытых  см. [б] ) отображений, &  класс всех 
тихоновских пространств с первой аксиомой счетности (всех 
бисеквенциальных тихоновских пространств) и &  класс 
всех пространств со счетной базой. Тогда каждое пространс

тво, гомеоморфное всюду плотному подпространству произве

дения сепарабелъных метрических пространств, принадлежит 
классу [Jl,Q, Sil 

Это вытекает из следствия б работы [6 ] , с. 10. 
2.3. Теорема. Пусть $Ъ  класс всех открытых отобра

жений, Q.  класс всех пространств с первой аксиомой 
с четности и 51  класс всех сепарабелышх пространств, 
метриэуемых полной метрикой. Тогда произведение и 

произведение любого множества сепарабельных полных 
метрических пространств принадлежат классу [ К, U, 511. 

Это также легко следует из теоремы б работы [ 6 ] . 
Очевидно, результаты, относящиеся к схеме I , полез

ны, когда выясняется, можно ли пространства из некоторого 
класса Ф отобразить на пространства из некоторого клас

са Ol посредством отображения, принадлежащего классу <WJ 
(классическая постановка одного из главных вопросов, отно

сящихся к взаимной классификации пространств к отображе

ний, восходящая к П.С.Александрову). 
2.4. Теорема. Пусть &  класс всех хаусдорфовых 

пространств с первой аксиомой с четности, "51  класс всех 
пространств мощности <• ^ , а Л  класс всех непре

рывных отображений. Тогда: а) каждое пространство со счет

ным числом Суслина принадлежит классу 
б) каждое линделефово пространство принадлежит [ ^Q , , ^ ! 

Утверждение а)  переформулировка известного резуль

тата Хайнаяа и Схасе [21] , утверждение б)  переформули

ровка теоремы Архангельского [ 2 ] . 



2.5. Задача. Существует ли хорошее "внутреннее" опи

сание пространств ьз класса СЛ/Д, 511 в ограничени

ях на Si> , Q. и л. из теоремы 2.4? 
Заметим, что в связи с результатами, относящимися к 

схеме I , каждый раз возникает задача точного описания со

ответствующего класса СЯ,Ц.,!&]ф во внутренних тер

минах. 
Укажем теперь схему 2, двойственную схеме I . 
Схема 2. Обозначим через < Q,, класс всех 

топологических пространств Y , удовлетворяющих условию: 
( * * ) каково бы ни было отображение ^ : X ~ » Y , 

принадлежащее классу SL , где ^00~Y , если X е ® , » 
то Х е й . 

Класс <u,ft,.N/> назовем когтроективным классом. 
порожденным тройкой (X . . 40 . 

Ьсли нас интересует еще некоторый класс 9 тополо

гических пространств, естественно рассмотреть пересечение 
9 Г К 0 . , & Д > 

двух классов; обозначать это пересечение мы будем через 

Повидимому, результаты, которые можно отнести к схе

ме 2, не столь распространены в общей топологии, как ре

зультаты, умещающиеся в рамках схемы I . Тем не менее, в 
принципе схема 2 представляется столь же естественной, 
как схема I . Например, к ней относятся следующие известные 
утверждения (см. [ 3 ] , [14] , [ 9 ] ) . 

2.6. Теорема. Пусть сЯ  класс совершенных отображе

ний, Ä  класс всех пространств, уплотняемых на метриэу

емые, и й  класс всех метриэуемых пространств. Тогда 
каждое метриэуемое пространство Y принадлежит классу 

2.7. Теорема. Пусть ¿4.  класс всех совершенных ото

бражений, 51  класс всех тихоновских пространств с то

чечно счетной базой я GL  класс всех метриэуемых про

странств. Тогда каждое метриэуемое пространство Y при

надлежит классу 
2.8. Задача. Выяснить (во внутренних тердоах) объем 



классов <0, $,<Я> при ограничениях на 0, , *Й, 
и М/ , наложенных в теоремах 2.6 и 2.7. 

§ 3. Новые кардинальные инварианты, определяемые с 
помощью классов отображений 

Действуя, по существу, в духе схемы I , мы определяем 
новые кардинальные инварианты топологических пространств 
(впрочем, одна конструкция этого ряда уже была рассмотре

на в § I ) . 
Пусть 0,  некоторый класс пространств, ф  кар

динальный инвариант  т.е. кардинальноэначная функция, 
определенная на классе всех Т ( пространств, и &  неко

торый класс отображений. Для произвольного пространства 
X обозначим через Л(Х) совокупность всех тихоновских 

пространств, являющихся образами пространства X при ото

бражениях из класса 30 (этим обозначением мы пользуемся 
и в дальнейшем) и положим 

Этим определен новый кардинальный инвариант ^ й . 
Если <р' и * " два кардинальнозначних инварианта, 

М>  класс отображений и «с  кардинал, то кардинальный 
инвариант ^ = <£г Л ) определяется следующим об

разом: 

Разумеется, роли | I | ' в атом определении раз

личны, и, как правило, («р, <р, <)•Hl)т^(f,
>^?l,,«,J^/V 

t Пусть й  класс всех пространств У , для которых 
У (У )**С у и ®*  класс всех пространств У , для 

которых ( р ' ( У ) ^ , где л  некоторый фиксированный 
кардинал. Для кардинальной функции ^  ( « { ' , С, &,) , 
тогда, как легко видеть, имеем: класс всех пространств 
X , для которых (X) < , совпадает с классом 

Если Я)  класс всех непрерывных отображений, то 
вместо (<р, <р', «С, Л ) для конкретных функций ^' ш|" 
мы обычно пишем («р, ¥ ' , « ) или }  не боясь 



путаницы с обозначением »р^ 0 , введенным ранее. Кар

динальная функция ^ к называется так: "кардинальная 
(функция <{' . т! приведенная по функции «{* ". 

В частности, преггтавляат интерес изучить следующие 
кардинальные инварианты, получаемые по этой схеме: 

^,чг " ( I , «>", *С)  число ЛинделёФа. < приве

денное по весу; 
Ь01е  ( г , *&,%)  теснота. Т приведенная по 

взсу; 
с«,х * ^ с • *^  число СУслина. < приведен

ное по весу. 
Очевидно, всегда 4  < с ( Х ) * пйпД*, 1X1}. 
3.1. Предложение. Если X  компакт, то 

Это следует из того, что в классе компактов теснота 
не возрастает при непрерывных отображениях и что она харак

теризуется в этом классе как точная верхняя грань длин 
свободных последовательностей. 

2л 2. Пример. Для дискретного пространства X мощнос

ти } \ имеем: ^ ^ Х " )  ^ при Н £ .Действи

тельно, X непрерывно отображается на подпространство про

странства 1У , теснота которого равна Л 4 . 
Назовем тихоновское пространство X А пространс

твом, если при каждом непрерывном отображении его в "Р^1 

образ является компактом счетной тесноты. Таким образом, 
класс Л пространств есть в точности класс 

где 9  класс всех тихоновских пространств, «Я  класс 
всех непрерывных отображений, &  класс всех тихоновских 
пространств веса ^ >\ и 5с  класс всех компактов счет

ной тесноты. Из определения Л пространства легко вытека

ют следующие простые утверждения: 
3.3. Предложение. Каждый компакт счетной тесноты явля

ется Л пространством. 
Для доказательства достаточно заметить, что в классе 

хаусдорфовых пространств непрерывный образ компакта счет

ной тесноты является компактом счетной тесноты (см.[2], [91). 



3.4. Предложение. Тихоновское пространство, являвшее

ся непрерывный образом Д пространства, само является 
дпространством. 

3.5. Предложение. Если w ( X ; < rti , w X 

дпространство в том и только том случае, если X  ком

пакт счетной тесноты. 
При всех непрерывных отображениях Д пространства 

3.6. Предложение. Каждое Апространство псевдоком

пактно. 
Прямым следствием определения Д пространства явля

ется 
3.7. Предложение. Если X  Д пространство, то 

Оказывается, на д пространства распространяются 
многие интересные теоремы о компактах счетной тесноты, ко

торые перестают быть верными уже для счетнокомпактных 
пространств счетной тесноты. Полезно, в связи с дальнейшим, 
иметь в виду следующий пример. 

3.8. Пример. Пусть X ~ Е произведение К 4 экзем

пляров обычного отрезка I (см. [2] , [17] ) . Тогда 
Ь(Х").г>0 » X счетнокомпактно и даже замыкание каждо

го счетного множества в X обладает счетной базой, но X 
не является Д пространством. Более того, ^ ^ ( Х ) » )  ^ . 

Доказательство. Пространство X лежит в ' , но 
не является компактом. Значит, X  не д пространство. 
В X есть замкнутое дискретное подпространство Л мощ

ности К 1 . Отобразим Д на некоторое пространство 
У с ^ ' несчетной тесноты посредством некоторого ото

бражения 3> . Пространство X нормально (ем. [17] ) , по

'Проведенное рассуждение, с незначительными модифика

циями, является также доказательством следующего утверж

дения: 

образ является компактом. Значит, имеет 
место 
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t ( А Я З Т О ! . 

3.9. Теорема. Пусть X  нормальное пространство, и 
" ^ ^ ( Х " ) < Н 0 . Тогда каждое замкнутое дискретное 

подпространство пространства X счетно (т .е. е(.Х*)< г%0 ) . 
3.10. Следствий.* Если X  нормальное пространство с 

диагональю G¿. и * « Л 0 О ^ Л . • » 1X1 е Я * . 
Доказательство. Достаточно, в силу теоремы 3.9, сос

латься на результат Гинзбурга я Вудса, которые показали 
[19] , что каждое тихоновское пространство с диагональю 
0¿ , в котором все зсмккутые дискретные множества счет

ны, имеет мощность 
Существенную роль понятие Дпространства играет в 

следующих результатах. 
З . И . Предложение. Если X  дпространство, то в 

X не существует свободной последовательности длины К 4 . 
Доказательство. Предположим противное. Тогда легко 

строится (с помощь» диагональных произведений отображений) 
непрерывное отображение £ : Х — • такое, что в обра

зе 5"(Х) тоже есть свободная последовательность длины г*>1 . 
Но последнее невозможно, так как $ ( Х )  компакт счетной 
тесноты. 

Так же, как в случае компактов счетной тесноты (см. 
[2] ) , из предложения 3.II выводится 

3.12. Прелложеяие. Пусть X  Д пространство и 
U  непустое открытое множество в X • Найдутся тогда 

счеткое множество A c r X и непустое замкнутое множество 
р типа в Х такие, что F c U H ^ . 

В доказательстве предложения 3.12 используется, в 
частности, тот факт, что в псевдокомпактном пространстве 
пересечение произвольной счетной центрированной системы 
нульмножеств не пусто (см. [9 ] , [18] ) . 

3.13. Теорема. Каждое rt0 монолитное Д пространс

тво X удовлетворяет первой аксиоме счетности во всюду 
плотном множестве точек. 

Доказательство. Пусть U  произвольное непустое от

крытое в X множество. Возьмем, на основании предложения 
3.12, счетное множество А и непустое замкнутое множество 
Р с U типа Gx в X такие, что А э F .По оп



ределению Н 0 монолитности [8 ] , /V  пространство со 
счетной сетью. Следовательно, и пространство р обладает 
счетной сетью. Тем более, каждая точка множества р имеет 
тип С(5 в р и , значит, также имеет тип в X • 
Но X  регулярное псевдокомпактное пространство (см. 
предложение 3.6). Следовательно, пространство X удовлет

воряет первой аксиоме счетности в каждой течке непустого 
множества Р с и . 

Замечание. Теорема 3.13 остается, очевидно, верной, 
если ослабить требование Н>0 монолитности до предположе

ния, что замыкание каждого счетного множества в X явля

ется пространством счетного псевдохарактера. 
3.14. Теорема. Предположим, что выполняются аксиома 

Мартина и отрицание континуумгипотезы (МА + СИ). Тогда 
каждое Д пространство, число Суслина которого счетно, 
сепарабельно. 

Доказательство следует схеме доказательства аналогич

ного утверждения (принадлежащего Б.3.Шапировскому) о ком

пактах счетной тесноты со счетным числом Суслина (см.[2]). 
Понятие Д пространства автоматически влечет необходимую 
(небольшую) модификацию этого доказательства. 

Как показывает пример 3.8 произведения, теорема 
3.14 не распространяется на произвольные счетнокомпактные 
пространства счетной тесноты. 

3.15. Следствие. Пусть имеет место МА + СН. Тогда 
каждое ^ монолитное Д пространство X , число Сус

лина КОТОРОГО счетно, является компактом со счетной базой. 
Доказательство. По теореме 3.14, пространство X се

парабельно. В силу К 0 монолитности X это означает, 
что в X есть счетная сеть. Но X псевдокомпактно (пред

ложение 3.6), а каждое псевдокомпактное пространство со 
счетной сетью является метриэуемым компактом (см. [9 ] , 
[18] . [7 ] ) . 

3.16. Задача, а) Каждое ли Дпространство счетно

компактно? б) Имеет счетную тесноту? 
3.17. Задача. Верно ли, что мощность каждого Дпро

странства, удовлетворяющего первой аксиоме счетности, не 



превосходит йГ0 ? ^ 

3.18. Задача. Предположим, что ?Г < ¡41 (гипо

теза Лузина). Верно ли тогда, что каждое непустое секвен

циальное ($решвУрь\;она) Апространство удовлетворяет 
первой аксиоме с четности в некоторой точке? Верно ли ето, 
если отбросить предположение, что 

Для секвенциальных компактов в предположении, что 
<• ответ положителен (см. 12] , 19] ) . 

§ 4. Расщепляемый и 1? расщепляемые пространства 

Пусть 'С  фиксированный кардинал, К > гХ0 . Тихо

новское пространство X назовем <с расщепляемым, если 
для каждой пары не пересекающихся множеств А, В С X 
найдется непрерывное отображение ^ : X —» "В^ такое, 
что ^А^П <(В) " ф . Расщепляемыми будут именоваться 

Я 0 расщепляемые пространства. 
Удобно введенному понятию сразу прядать более общий 

характер, а затем уже обсудить конкретные примеры и ос

новные общие факты, относящиеся к понятию расяепляемости. 
4.1. Определение. Пусть ф  некоторый класс топо

логических пространств. Топологическое пространство X 
называется Фрасцепляемым или расщепляемым над классом 
Ф , если для каждой пары не пересекающихся множеств 

А,В с X найдется непрерывное отображение £:Х~*У 
пространства X на некоторое пространство У из класса 
<? такое, что § ( А ) 0 ^ В > " ф. 

Очевидно, тихоновское пространство X *расщеп

ляемо в том и только том случае, вели оно расцепля

емо, где 5^  класс всех тихоновских пространств веса 

Определению расшеплявности можно придать чуть иной 
вид. Далее всюду 9 - некоторый класс топологических 
пространств. 

4.2. Предложение. Пространство X 9 расщепляемо 
в том и только том случае, если для каждого А <=• X най

дется непрерывное отображение £ пространства X на не

ь 



которое пространство Ф такое, что А 
Такое отображение $ будет называться рьсщелляаэщим (или, 
точнее, 9 расщепляющим) пространство "X вдоль А . 

Для доказательства достаточно принять за ~£> множес

тво X х* А . 
4.3 . Призеры. Каждое дискретное пространство расщеп

ляемо и даже & расщепляемо, где &  класс, элемента

ми которого являются только дискретное доеточье Х) = 1Х2.У= 
= {0,1? и его подпространства. Действительно, пусть X 
дискретно и А с X . Все точки из А отобразим в 0 , 
а все точки из X \ А отобразим в I . Это отображение 
&расщепляет X вдоль А . Конечно, только дискрет

ные пространства расщепляемы над классом конечных про

странств. 
Пусть X  тихоновское пространство счетного <". ве

са  т . е . существует уплотнение 0 :Х—»У пространства 
X на тихоновское пространство *т веса . Очевидно, 
отображение ^ расщепляет пространство X одновременно 
вдоль всех подмножеств А с X  по отношению к классу 

всех сепарабельных метризуемых пространств. Таким 
образом, мы имеем простое 

4.4. Предложение. Каждое тихоновское пространство 
счетного <.веса расщепляемо. 

Очевиден и более общий результат: 
4.5. Предложение. Если пространство X уплотняется 

на пространство из класса 5 , то X  5* расщепляемо. 
Одна из общих интересных задач, связанных с рас

щепляемостьв, состоит в отыскании ограничений на X и на 
, при которых верно обратное: из *? расщепляемости 

пространства X следует, что его можно уплотнить на про

странство из класса ф . 
В связи со сказанным ясно, что возможность уплотнить 

пространство на пространство из класса можно восприни

мать как абсолютную расщепляемость. Вопрос о существова

нии уплотнений прямо связан с оценками на мощность про

странства. Поэтому мы имеем на самом деле две тесно свя

занные между собой общие задачи. 



4.6. Задача, (а) Найти оценки на мощность фрасщеп

ляемого пространства X при дополнительных ограничениях 
на 9 и X . 

(б) Найти условия, при которых ф расщепляемые про

странства оказываются абсолютно *? расщепляемыми  т.е. 
допускают уплотнение на пространство из класса 9 . 

Конечно, центральной является задача нахождения внут

ренних признаков Фрасщепляемости, в зависимости от 
класса Ф . 

Нике приводятся некоторые необходимые и некоторые 
достато ячые признаки фрасщепляеыости. Многие из них 
оказываются чрезвычайно удобными в техническом отношении 
при дальнейшем исследовании ф расщепляемых пространств. 

Полезно иметь в виду следующие простые факты. 
4.7. Предложение. Если пространство X Ф расщепля

емо, то оно и Ф1 расщепляемо для любого более широкого, 
чем ф , класса пространств. 

Замечание. Если 9 и V  два класса пространств, и 
каждое пространство из класса 9' расщепляемо над Ф* , то 
каждое 9'расщепляемое пространство будет и 9" расщеп

ляемым. 
Для произвольного класса 9 пространств условимся 

через ( 9 ) * (или короче  через ф * ) обозначать класс 
всех пространств, расщепляемых над 5* • Ясно, что 

(р# о ф .Из предшествующего замечания следует, что 
всегда ф * * * Ф*. Если ф * » ф , то будем говорить, 
что класс £Р замкнут относительно расщеплений. 

Заслуживает внимания общий вопрос: для каких классов 
Ф имеет место Ф *  9 ? Какие ограничения категорно

го типа на Ф обеспечивают равенство Ф * » ф ? 
4.8. Предложение. Если класс Ф наследственен (т.е. 

каждое подпространство произвольного пространства из клас

са Ф принадлежит Ф ) , то и Ф расщепляемость насле

дуется любыми подпространствами: если пространство X 
Фрасщепляемо, то и каждое подпространство У пространс

тва X Ф расщепляемо. 
• Следующие утверждения вытекают из определение фрас 



щепляемости и того, ото во всех рассмотрениях мы ограничи

ваемся классом Т 4 пространств. 
4.9. Предложение. Если мощность каждого пространс

тва из класса ф не превосходит кардинала С , то из 
Ф расщепляемости пространства X следует, что каждое 

множество А с X является объединением < С замкнутых 
множеств. 

Доказательство. Пусть X  Фрасщепляемо и А С Х , 
По условию найдется непрерывное отображение 5: Х ~ ' V , 
для которого А «я"*$(А'» и Г¥1 <^К • Тем более, 

, и из непрерывности отображения ^ и того, 
что все одноточечные множества замкнуты в У » следует, что 
А  Ш,^1 ( у ) : \№ $(А)1  искомое представление. 

4.10. Предложение. Если мощность каждого подпространс

тва из Ф не превосходит кардинала к и все точки в про

странствах класса Ф имеют тип , то в каждом 
Ф расщепляемом пространстве X любое множество А явля

ется объединением сх замкнутых  множеств. Тем более, 
в таком пространстве X каждая точка имеет тип &£ 

Доказательство. Достаточно дополнить предыдущее рас

суждение замечанием, что прообраз множества типа при 
непрерывном отображении является множеством типа Б ̂ и 
рассмотреть отдельно случая одноточечного множества А 
(для последнего заключения). 

Замечание. Откажемся на минуту от. предположения, что 
все рассматриваемые пространства являются Т" пространст

вами. Тогда последнее рассуждение доставляет нам доказа

тельство того, что каждое пространство, расцепляемое над 
классом Т пространств, само является Т 4 пространством. 

4.11. Предложение. Если все пространства из класса 
9 хаусдорфовы, то и каждое Ф расцепляемое пространство 
X хаусдорфово. 

Доказательство. Пусть « , ( £ « Х , * А £ . Так как X 
<ррасщепляемо, найдется непрерывное отображение $ • Х  * У, 

где Y^ Ф такое,что £(х) + . "^рострадетвр"У 
хаусдорфово, поэтому существуют непересекающиеся открытые 
множества У 4 I V ; в У такие, что 1/*"»« и 



. Тогда Ц  » ^ ^  ' ( ^ 

непересекающиеся окрестности точек ж и и . 
Существуют примеры пространств,не являющихся регуляр

ными, но уплотняемых на регулярные пространства. Каждое 
такое пространство X расщепляемо над классом всех регу

лярных пространств. Таким образом, из регулярности всех 
пространств класса ф не следует, что каждое ф расщеп

ляемое пространство регулярно. Аналогичные замечания отно

сятся к нормальности и паракомпактности. 
4.12. Замечание. Нетрудно показать, что пространства, 

расщепляемые над классом всех регулярных пространств, яв

ляются абсолютно расщепляемыми над этим классом. Аналогич

но, расщепляемость над классом тихоновских пространств эк

вивалентна абсолютной расщепляености над ним. 
4.13. Задача. Исследовать (если возможно, то охаракте

ризовать) пространства, расщепляемые над следующими класса

ми: 
а) нормальных пространств; 

* б) паракслпактов; 
в) метризуемых пространств. 
Заслуживает особого внимания следующая задача, естест

венно расширяющая проблем/ описания тех пространств, кото

рые допускают уплотнение на компакт. 
4.14. Задача. Каковы (тихоновские) пространства, рас

щепляемые над классом всех компактов? Такие пространства мы 
далее называем компактно расщепляемыми. 

Приведем некоторые конкретные результаты, связанные с 
указанными задачами. 

4.15. Предложение. Пусть во всех пространствах из 
класса Ф каждое компактное множество (каждая точка) явля

ется пересечением счетного семейства открытых множеств. 
Тогда и в любом Ф расщепляемом пространстве каждое ком

пактное множество (каждая точка) имеет тип . 
Доказательство. Пусть X  Ф расщепляемое про

странство и р с X , № компакно (случай, когда Р 
одноточечна рассматривается аналогично). Возьмем непрерыв

ное отображение у: X —» У • г д в У * Ф » ДО* которого 



ffl^(.F)~ F* • Так к а к j<F)  ̂ компактное подмно

жество пространства Y , то J (F ) * V t , где Vj, 

открытые B Y множества. Тогда F"riUt , где 
. , 11 
Ui  f 4 V j , )  открытое в X множество. 

Напомним, что регулярное пространство наэизается со

вещенным, если г нем каждое замкнутое множество  типа 
. Существует не совершенное линделёфово пространс

тво, уплотняющееся на сепсрабельное метрическое пространс

тво. Следовательно, не во всех даже абсолютно расщепляемых 
пространствах любое замкнутое множество имеет T « I Q.̂ . 

это замечание особенно уместно в связи с предложением 4.15. 
Назовем пространство X метрисуеыо расцепляемым. 

(или т. расщепляемым), если око расщепляемо над классом 
всех мегризуемых пространств. Очевидно, для линделефовых 
пространств и пространств со счетным числом Суслина рас

щепляемость равносильна гп> расщепляемости. Из предложения 
4.8 прямо следует 

4.16. Предложение. Расщепляемость и гтсрасщепляв

мость наследуются любыми подпространствами. 
Будем именовать пространство X линделё'бюво расщеп

ляемым (паракомпактно расщепляемым), если оно расщепляемо 
над классом всех линделефовых (всех паракомпактных хаус

дорфовых) пространств. Для таких пространств аналог утверж

дения 4.16 уже не имеет места (см.пример 4.26 ниже). Оче

видно, для пространств со счетным числом Суслина (тем бо

лее, для сепарабельных пространств) паракомпактная расщеп

ляемость равносильна линделефовой расщепляемости. Подобным 
же образом, для псеадоКОМПАКТНЫХ пространств компактная 
расщепляемость равносильна паракомпакткой расщепляемости. 
Это соображение поможет нам указать в примере 4.26 не пара

компактно расщепляемое нормальное пространство. Понадобится 
для втого также следующая лемма, полезная во многих ситуа

циях. 
4.17. Фундаментальная лемма. Пусть <  кардинал, 

< > Я с , S5  класс пространств, X  Фрасщепляемое 
пространство и { А ^ : С] семейство подмножеств про

странства X такое, что: а) •А^ПД^ " ф при A! f ~ , 



из 

^,<fc"eC ; б) ICI Си*. 
Тогда найдутся семейство £Yt>: $>е"В} пространств 

класса Ф и непрерывное отображение пространства 
X в произведение Y * ПУс. такие, что|В|6 «С и 

f  А* при всех 4.6 С 
Доказательство. Так как ICI С 8 Т « то существует 

семейство 1Ср'< £ 6"ВЗ подмножеств множества С , где 
ШКт? > такое, что для любых различных t С най 

дется jb е В . при котором л ' е Ср и $ Ср 
Полокиi Xj> U£Aj^' <tfe Cj>"i при у б Ъ и за

фиксируем непрерывное отображение пространства X 
в некоторое пространство Y из класса Ф , расщепляю 
щее X вдоль Xj>  т.е. такое, что Х ь  t X j , " i 
Заметим, что тогда ^ ( А д О Л ^ А ^ Л  $ при любых 

Л'.л 'е С таких, что «С Ср и А" ^ С», . Отсюда и 
из определения семейства {Cj."jJ€B} следует, что диа
гональное произведение А  Д * » : Х  * П У является 

о •> p « B j r . J>« 
искомым отображением. 

4.18. Теорема. Пусть класс Чг пространств замкнут от 
носительно счетных произведений и перехода к (любому) под

пространству. Тогда каждое ф расщепляемое пространство 
X мощности < £ w ° абсолютно ф расщепляемо  т.е. уп 

лотня^тся на пространство из класса ф . 
Доказательство. Применим лемму 4.17 к семейству 

t A S : X € r X 3 . l'A* 1АЖ1=С*1 и <С  Х 0 . Заклю 
чаем: существует уплотнение £ пространства X в произве 
дение счетного множества пространств из Ф . Но в силу 
предположений о классе ф , пространство У  ^(Х4) при 
надлежит . Следовательно, X — * У  искомое уп 
лотнение. ' 

Класс всех метризуемых пространств удовлетворяет огра 
ничениям, наложенным на Ф в формулировке теоремы 4.18. 
Значит, имеет место ^ 

4.19. Следствие. Каждое пространство мощности ^ % 
расщепляемое над классом метрических пространств, уплотня

ется на метрическое пространство. 



Каждое рараксмпактное перистое пространство, уплотняв 
мое на метрическое пространство* само метриоуемо (см. (3) 
19] , [12] ) . Отсюда и из 4.19 вытекает 

4.20. Теорема. Каждое метриэуемо расщепляемое параком 
пакткое перистое пространство мопности < 4 ° метриэуемо 

Представляется весьма интересной 
4.21. Задача. Каждое ли метриэуемо расщепчяемое пара

компактное перистое пространство метриэуемо? 
Еще более общий вопрос: 
4.22. Задача. Зерно ли, что для каждого метриэуемо. 

расщепляемого тихоновского пространства X диагональ явля 
ется множеством типа в Х * Х ? 

Не каждое расщепляемое перистое пространство метризуе 
мо (пример  плоскость Немыцкого). Но, будучи пространства 
ми точечно счетного типа, перистые пространства попадают 
под действие следующего простого следствия из предложения 
4.16. 

4.23. Teopc.ua. Если все пространства из класса У -

счетного псеьдохарахтера, то каждое Фрасщепляемое про

странство точечносчетного типа удовлетворяет первоЯ аксио 
ме счетности. 

Из 4.15 вытекает также 
4.24. Теорема. Если все пространства из класса ф со 

еершенны, то каждый фрасщепляемый компакт совершенно 
нормален. 

Из теоремы 4.24 с помощью леммы 4.17 легко получается 
4.25. Следствие. Пусть ф  какойнибудь класс про

странств, каждое компактное подпространство которых метри

эуемо. 
Тогда каждое компактное пространство X . расщепляе

мое над Ф , метризусмо. 
Доказательство. Из сделанных предположений вытекает, 

что пространство X расщепляемо и над классом всех 
метризуемых компактов. Тогда, по предложению 4.11, X "* 
хеусдорфово пространство и в силу теоремы 4.24, X ^ со

вершенно нормальный компакт. Следовательно, 1X1 * Я . 
Вернемся теперь к классу 9 . Этот класс замкнут относи

http://Teopc.ua


тельно счетных произведений и перехода к любому подпро

странству. Поэтому можно применить тоорему 4.18. Получа

ем: X уплотняется на некоторое пространство У из Ф . 
Но тогда У  мотгчзуемый компактен X гомеоморфно V • 

классам : всех метриэуемых пространств, всех про

странств с диагональю , всех симметризуемых хаусдор

фовых пространств и т.д. 
4.26. Пример. Пусть X  "С произведение ?< эк

земпляров обычного отрезка I (см. [9 ] , 117] , [18] ) . 
Пространство X счетнокомпактно и 1X1= 2*° . Покажем, 
что .ространство X не расщепляемо ни над классом всех 
метакомпактных пространств, ни над классом всех полных по 
Дьедонне пространств, ни над классом пространств с диаго

налью &£ . Для этого достаточно доказать следующие два 
утверждения, из которых первое носит общий характер и со

вершенно очевидно. 
А. Пусть Ф  произвольный класс пространств, пере

сечение которого с классом всех счетнокомпактных про

странств содержит только компакты. Тогда каждое счетно

компактноо фрасщепляемое пространство расщепляемо и 
над классом всех компактов. 

Б. Пространство X не является компактно расщепляе

мым. 
Докажем Б. Предположим, что X компактно расщепляе

мо. Известно, что каждый компакт, являющийся непрерывным 
образом пространства X . метризуем (см. [ I I ] , [ 9 ] , 
[18] ) . Значит, пространство X расщепляемо (над классом 
сепарабельных метризуемых пространств). Но 1X16 
Применяя лемму 4.17, приходим к выводу, что X уплотняет

ся на сепарабельное метриэуемое пространство. Но уплотне

ние счетнокомпактного пространства на метрическое про

странство является гомеоморфизмом. Следовательно, само X 
метризуемо и является компактом  противоречие. 

применимо, в частности, к следующим 



§ 5. Расщепляемоеть и кардинальные инварианты 

Эта тема была уже затронута в предыдущем параграфе. 
Здесь мы получим некоторые общие оценки мощности Ф рас

щепляемых пространств и докажем одну специальную теорему о 
расщепляемое, и компактов. 

Напомним, что экстент пространства X не превосходит 
кардинала <С (обозначение: б(Х)<€ ),если мощность 
каждого замкнутого дискретного подпространтсва пространства 

X не превосходит <С . Спрэд &(Х.^ пространства X 
определяется как точная верхняя грань мощностей его дис

кретных (не обязательно замкнутых) подпространств. Очевид

но, е(Х)£Н<, ДЛЯ каждого лиядслефова 1гространства X 
и для каждого счетно компактного пространства X 

5.1. Теорема. Пусть мощность каждого пространства из 
класса Ф не превосходит *С и X  9 расщепляемое 
пространство, экстент которого не превосходит . Тогда: 

а) 5(Х)<гг ; б ) Ф О Д б « и в ) 1 Х К Т 
Доказательство. Соотношение а) следует из 4.9. Соот

ношение б) доказывается по аналогии с 4.10  надо учесть 
только, что 4е(У) С 1У1 , для каждого пространства 

У из Ф . Теперь в) следует из известной теоремы (см. 
[21] , [ 2 ] ) : для всякого Т А пространства X имеет 
место неразенство |уи г,8^"^^. 

По предложению 4.15, если компакт расщепляем над клас

сом пространств с первой аксиомой счетности, то он сам удо

влетворяет первой аксиоме счетности. А что можно сказать о 
компактах, расщепляемых над пространствами счетной тесно

ты? Заметим, что такие компакты расщепляемы над компакта

ми счетной тесноты, и что класс компактов счетной тесноты 
замкнут относительно операций счетного произведения и пе

рехода к замкнутому подпространству. 
5.2. Теорема. Если компакт X расщепляем над классом 

Ф всех хаусдорфовых пространств счетной тесноты, то тес

нота компакта X счетна. 
Доказательство. По сказанному выше можно считать, что 

класс ф состоит из всех компактов счетной тесноты. Предпо

ложим, что теснота X несчетна. Найдутся тогда шю.:ест



во Д с Х модности К 4 и точка i € X такие, что 
ж с Ä и х не принадлежит замыканию никакого счетного 

подмножества множества А; • Положим B*AÜ4*1 
Теперь нужна следующая лемма, получающаяся модификацией 
доказательства леммы 4.17. 

5.3. Ле*ма. Если  класс компактов, замкнутый от

носительно счетных произведений и относительно перехода к 
замкнутому подпространству, и X  ЧЯ. расщепляемый ком

пакт, то для каждого множества А С Х мощности < 
найдется непрерывное отображение <̂ пространства X на 
некоторое пространство из класса Jft. , при котором под

пространство А С Х гомеоморфно отображается на подпро

странст во $(А) < Y. 
Доказательство. При любом непрерывном отображении 

компакта X в произведение пространств из образ явля

ется замкнутым множеством в этом произведении. Добавляя 
это соображение к доказательству леммы 4.17, мы получаем 
следующиП вывод: существует непрерывное отображение £ 
компакта X ы некоторый компакт Y e «А такое, что 

J.""lj(A^ А и при любых различных 
ас, ^ из А • Тогда сужение %\А'-А —» *( А") является зам

кнутым непрерывным взаимнооднозначным отображением  т.е. 
гомеоморфизмом. Лемма доказана. 

Продолжим доказательство теоремы 5.2. Из леммы 5.3 
следует, что подпространство 3 ~ A U i x } пространствах 
гомеоморфно подпространству некоторого компакта счетной 
тесноты Y ^ Ф . Но это невозможно, так как теснота 
пространства В несчетна (в точке X ) . 

Получим с помощью леммы 5.3 еще один любопытный ре

зультат. 
Напомним, что пространство X называется ^„моно

литным, если 'замыкание каждого счетного множества в X 
является пространством ео счетной сетью (см. [ 8 ] , [ 2 ] , 
[6 ] ) . Класс всех В0монолитных пространств замкнут отно

сительно счетных произведений и относительно перехода к 
(любому) подпространству. 

5.4. Теорема. Каждый компакт X , расщепляемый отно



сительно класса Ф всех Н0монолитных пространств, сан 
ц о монолитен. 

Доказательство. Возьмем любое счетное множество 
Д с Х • ^ а к т к X  компакт, найдется счетнокомпакт

ное подпространство В пространства X такое, что 
A c B c Ä и|Б1 < £ ° Сем., например [9] , 
[187 ) . Мы покажем, что ~£>= А и что !В  пространство 

со счетной сетью, чем доказательство будет завершено. При

меняя лемму 5.3, заключаем, что В является подпространс

твом некоторого К 0 монолитного компакта Y . Но 3 с е ~ 
парабельно, так как счетное множество А всюду плотно в 
3 • Из ^монолитности пространства Y следует теперь, 

что пространство В обладает счетной сетью. Но из счетной 
компактности "В вытекает тогда, что В  компакт со счет

ной базой (см. [ 2 ] , [ 9 ] ) . Значит, В равно замыканию 
множества А в X , так как X  хаусдорфово пространс

тво. 
Из теорем 5.2 и 5.4 вытекает 
5.5. Теорема. Бели компакт X расщепляем над некото

рым классом хаусдорфовых К„монолитных пространств счет

ной тесноты, то он является ( 1\>монолитным) компактом 
ФрешеУрысона. 

Доказательство. Достаточно дополнить теоремы 5.2 и 
5.4 замечанием, что каждый «вмонолитный компакт счетной 
тесноты является пространством ФрешеУрысона (см.[2] ,181). 

5.6. Следствие. Каждый компакт, расщепляемый над клас

сом всех компактов Эберлейна (см. [8] , [2 ] ) , является 
^монолитным компактом ФрешеУрысона. 

В связи с полученными в этом параграфе результатами 
возникают следующие задачи: 

5.7. Задача. Варне ли, что каждый компакт, К«рас

щепляемый над классом всех компактов ФрешеУрысона (всех 
секвенциальных компактов) сам является компактом ФрешеУры

сона (секвенциальным компактом)? 
5.8. Задача. Следует ли из расщепляемости компакта над 

классом всех бисеквенциальных компактов, что этот компакт 
бисеквеьциален? 



5.9. Задача.Пусть компакт X расщепляем над классом 
всех компактов Эберлейна (Корсона). Является ли и сам X 
тогда компактом ЭберлеЯнз (Корсона)? 

Рассмотрения этого и предыдущих параграфов подсказывают 
и мотивируют введение следующей операции над произвольными 
кардинальными инвариантами. 

Пусть «|)  произвольная кардинальнозначная функция, 
определенная на классе всех пространств. Через ф̂ ,£ » 
для любого кардинала <Г , обозначим класс всех тихонов

ских пространств^ , для которых ^0{)<Ъ • Карди

нальнорначнс т функция уъ , называемая "расщепленной 
(расщепленным) " определяется так: 

тЧ <Х)пмл{ < » Л X расщепляемо над Ф^1 . 
В частности, мы получаем расщепленный вес тй^ , 

расщепленную плотность с ь г » расщепленный характер ТС^ , 
расщепленную мощность I |̂  , расщепленное число Сусли

на , расщепленную тесноту и другие новые карди

нальные инварианты. Они ждут еще своего исследования. Це

лесообразно отдельно рассмотреть расщепленносчетные про

странства. Несомненно, особенно интересно будет исследовать 
расщепленные инварианты и сравнить их с исходными инвари

антами в классе компактов. 
Доказательства теорем 5.2 и 5.4 показывают, что полез

но рассмотреть суженные варианты расщепляемости, отнесен

ные к тому или иному "хорошему" классу отображений, мы ог

раничиваемся ниже только определением именно потому, что 
вводимые понятия заслуживают обстоятельного исследования, 
на которое здесь уже нет места. 

5.10. Определение. Пусть 41>  некоторый класс не

прерывных отображений и Ф  некоторый класс топологичес

ких пространств. Пространство X назовем (Л,Ф) 
расщепляемым, или 1Ь расщепляемым над классом ф , если 
для каждого А с X найдется принадлежащее классу ЗЬ 
отображение £ пространства X на некоторое пространство 

У из класса Ф такое, что £1 £ (А ) « А. 
Если Л/  класс всех открытых (замкнутых, совершен

ных, факторных) отображений, и пространтсво X (Л,Ф) 



расщепляемо, то мы будем говорить также, что X открыто 
(замкнуто, совершенно, факторно) расщепляемо над классом 

Условимся обозначать класс всех ( & , ф ) расщэпляе

мых пространств через ( 9 )$^ • 0 классе §Ь отображений 
мы будем всегда предполагать, т о он замкнут относительно 
композиций и содорхит все гомеоморфизмы. Это позволяет ус

тановить полезные простые формулы: 
ф С ( 9 ) £ и 

для любых Ф и Я Естественно возникает при етом за

дача "категорного" списания тех классов Ф и ]1Ь , для 
которых " Ф (такие классы ф мы будем назы

вать замкнутыми относительно расщеплений). 
Особенно важным, повидимому, окажется класс факторно 

расщепляемых над Ф пространств. Для таких пространств мы 
фиксируем специальный термин: сильно расщепляете над Ф 
пространства. . 

Приведем пример, хором демонстрируюций специфику 
сильной расщепляемостя по сравнению с обычной расщепляемос

тм>. 
5.11. Теорема. Если пространство X сильно Ф рас

щепляемо, и все пространства из класса Ф совершенны, то 
в X  каждое замкнутое множество А типа &й

Дрказательство. Фиксируем факторное отображение 
^: X —* У пространства X на пространство У из 

класса Р , при котором % $>(А) А . Из последнего 
равенства, факторности Л ш замкнутости множества А 
следует, что $ (А1) замкнуто в У .Но тогда *(А^ 
имеет тип в У и, значит, множество А5 : $(М 
имеот тип б̂  в X • 

Для замкнутой расщепляемости характерен такой резуль

тат: 
5.12. Теорема. Если пространство X замкнуто расщеп

ляемо над классом ? , и все пространства из Ф удовлет

воряют первой аксиоме счетности, то и X удовлетворяет 
первой аксиоме счетностя. 

Доказательство. Зафиксируем точку ж 6 X и возьмем 



замкнутое отображение £ ; X —» Ф , такое, чте 
. Тогда если I V ^ ^ ^ g ^ «  счетная 

база пространства Y • в точке J ( x ) , те t j r 4v r v Vi r v € N+~ 
(счетная) база пространства X в точке х , в силу зам

кнутости 
Замечание. Важность замкнутей расщепляемости связа

на, в частности, с тем, что для компактов расшепляемость 
над какимлибо классом хаусдорфовых пространств равно

сильна замкнутой расщепляемости над этим классом. 
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Обратное спектры из метризуемых пространств, проекци

ями в которых являются совершенные отображения, широко 
применяются для исследования ппракомпактных рпространств 
(ом., напр., [10] ) . Поскольку класс паракомпактных б'про

странотв является в известном смысле "двойственным" классу 
паракомпактных рпространств (см. по этому поводу, напри

мер,, [14] ) , для его исследования представляется естест

венным использовать обратные спектры из метризуемых про

странств, проекциями в которых слузат уплотнения (т.е. 
взаикчооднозначнче непрерывные отображения). Однако, по 
сравнению с соверогоиными отображениями, уплотнения могут 
очень сильно менять свойства топологических пространств 
(ом., напр., [14] ) . Значительно лучше в этом смысле ведут 
себя т .н . "слабые уплотнения", введенные в работе А.В.Ар

хангельского [ 3 ] . Основываясь на идее А.З.Архангельского, 
первый из авторов данной заметки ввел понятие "жесткого 
спектра", проекциями в котором являются уплотнения специ

ального вида [ 5 ] , [6 ] . йестние спектры из метризуемых 
пространств были применены для характеризации паракомпакт

ных бпространотв и исследования некоторых их свойств 
[ 5 ] , [ 6 ] . 

В данной заметке определяются жесткие спектры специ

ального вида  оупержесткие спектры 1го и 11го рода. Эти 
спектры применены для характеризации, соответственно, М ̂

. Основные результаты статьи получены во время пребывания 
про?. Х.Йннилы в Латвийском гоеуниверситете в марте 1985г. 



пространств (теорема 2) и кружевных или ^пространств 
(теорема 3), принадлежащих к числу наиболее важных ив тех 
обобщений метриауемых пространств, которые не выходят 8а 
пределы класса паракомпактных <Гпространств. (Отметим, 
котати, что до сих пор остается открытой проблема Дж. Си

дера [12] о совпадении классов кружевных и М^пространотв). 
Получены характеризации м ̂пространств я кружевных про

странств размерности ахгп., не превосходящей п. как преде

лов супержестких спектров, соответственно, 1го и 11го 
рода из метрических пространств той же размерности (теоре

мы 4,5). 
Мы приводим также пример жесткого спектра из полных 

метризуемых пространств, предел которого не является кру

жевным, а следовательно, в М ̂пространством. 
Напомним, что квааибазой пространства X называется 

семейство !& его подмножестз такое, что 13а1К'К€<Л)~ 
база топологии пространства X • Регулярное пространство 
называется: 6"пространством, если в нем существует 0"дис

кретная сеть [11] ; М ̂пространством, если в нем существу

ет б консервативная база [12] ; кружевным, или М^про

странством, воля в нем существует б'консэрвативная ква

вибаза [12] , [15] , [ 8 ] . 
} | обозначает дискретное пространство натуральных чи

сел; "К  вещественная прямая; [ А 1 Х обозначает замыкание 
множества А в пространстве X • Есдя К ^ Х — • Ч . ^ А в А ] 

семейство отображения пространства X » то 
А1& : 4«Л ] : Х»ШЧь : обозначает диагональное 
про неведение этого семейства. Если вое пространства Х^. за

даны на одном • том же множестве X » «о Д1Х^, : 

обозначает диагональ в произведении П 1 Х А '• Х< А]. 
Пусть £ : Х"~* Ч  отображение • , 3"  семейс

тва множеств в X • ^ соответственно. Тогда у ( з£ ) • 
^(З* ) обозначают, соответственно, семейства 1 (СК ) 'К^^ 

м 1$ЧП?Р«*1 
Определение 1. Непрерывное отображение ^: X—* У 

называется замкнутым относительно семейства подмножеств 
пространствах либо замкнутым, если для каждого К * 5^ 



имеет место равенство £(1К.1Х)"*1 ^КМ^ . 
Легко ааметить, ч*о вами нуты е отображения  это в точ

ности отображения, замкнутые относительно семейства всех 
подмножеств. Слабо замкнутые отображения, определенные 
Н.В.Величко,  это в точности отображения, замкнутые отно

сительно семейства всех дискретных подмножеств. (Напомним, 
что отображение называется слабо замкнутым С7) , если образ 
каждого дискретного подмножества дискретен). 

Предложение 1 (Ср. 141 ) . Для каждого 6*консерватив

ного семейства 3̂  подмножеств в паракомпактном б"про

странстве X существует 3<.замкнутое уплотнение X на 
некоторое метрическое пространство % . 

В работе [ 4 ] с помощью предложения 1 доказано, что ре

гулярное пространство X является М ̂пространством тогда я 
только тогда, когда существует уплотнение ^ пространства 
X на метрическое пространство Ч и ^консервативная 

оеть & в X такие, что семейство * "Ч& ) является 
бконсервативной баэой в X • По аналогии с этим резуль

татом можно доказать следующую теорему: 
Теорема 1. Регулярное пространство X является кру

жевным тогда и только тогда, когда существует уплотнение 
пространства X на метрическое пространство Ч и бкон

сервативная сеть 3£ в У такие, что является 
б'консервативной квазибазой в X • 

Определение 2. Обратный спектр 1Хх.^4» , $, А »5 , 6 ' *1 
называется супержестким спектром 1 рода (соответственно 11 
рода), если 1) все пространства Х х  паракомпакты; 2) 31А~ 
О'коноервативная сеть в Хд, для всякого «с, 6 А ; 3) все 

проекции ч^"  31А8амкнутые уплотнения; 4) Я^СЗ^™ 

» зСа для любых1 £ 6 А, ; 5^) для всякого * ,еА и всякого 
Ке 9 ^ существует такой индекс , что множество 

(ЗС£У4(Ю открыто в Ху (соответственно, 52)для любой 
точки х е Х А

 и любой ее окрестности 21 в X*, существу

ет индекс *• и множество К^ЗЦ такие, что 
(в * ) " 1 (х.) 6 Зп£К с (зг»)1 

Теорема 2. Топологическое пространство является 11 ̂

пространством тогда и только тогда, когда оно гомеоморфно 



'ь 

пределу супержесткого спектра 1 рода чз метрических про

странств. 
Доказательство. Пусть X есть предел супержесткого 

спектра I ХА .ЗС^. 9Г̂ , 4,,реА} , 9ГА предельные про

екции и все пространства X * , метриьузмы. Пусть ЛЗГ^НзС )̂ 
для некоторого А . В силу условия 5̂ ) определения су

пержесткого спектра 1 рода семейство & является базой 
топологии X • Поскольку все проекции спектра зГ* яв

ляются ^замкнутыми, то нетрудно заметить, что пре

дельные проекции являются 3?,замкнутыми. Следова

тельно, 3$,  бконсервативная база в X • 
Пусть теперь X  м^пространство, &  некоторая 

С1 консервативная бааа в нем. Для наждого У е ^ поло

жим З^у  $э111Х\У$ . В силу предложения 1 существует 
метрическое пространство ?.Ау я З^узамкнутое уплотнение 

«Ву^Х—* . множество *у(У) открыто в Цу , так 
как ^ я у ( У М * у О С \ У ) 1 ^  ^ 0 ^ Т > Пусть теперь А 

множество всех конечных подмножэств семейства $э . Если 
л « А и о .  I V } , , . . . У п } , то в качестве Ч^, возьмем 

множество 9у^Д . . . А У ^ Л • Пусть ЗГ А - * ^ й . . Л*у^ , тогда 

для г. х в качестве возьмем проекцию диагонали 
УгЬ..ЛЧъ на Д1*4и:и,6йЛ . Положим 

« Св^ГУЧзЦ)" . • У^т,)- Нетрудно заметить, что 

 {^консервативная сеть в Ц±,, все проекции я£ 
51А8амкнуты, а множества ЯГ̂ СУД. ^хО/'*.) открыты в 

Чл,. Поэтому обратный спектр 

будэт зупержестким спектром 1 рода и нетрудно заметить, 
что Ь п $  Х . 

Аналогично теореме 2 с использованием теоремы 1 дока

зывается 
Теорема 3. Топологическое пространство является кру

жевным тогда и только тогда, когда оно гомеоморрно пределу 
супержесткого спектра 11 рода из метрических пространств. 



Предложение 2. Если S lXj , ,3Í¿,fl£, 4 ,^еА }  с у 

пержесткий спектр 1 либо 11 рсда, то в каждой пространстве 
существует такая 5дискретная сеть , состоящая 

иэ замкнутых множест:, что S  1 Х А , ,<цр>«. А } — 
жесткий спектр. 

Докаеательство. Для доказательства мы испольвуем одну 
конструкцию Сивеца и Нагаты [13] . 

Семейство 5?,^ является б" консервативной сетью в Xj 
для каждого оЬвА • Пусть X  liso S, предельные 
проекции и ГА.  ЗГ̂ 1 (З^") . Тогда ЗС  бГконсервативная 
сеть р X , поэтому , где каждое се

мейство ЗС ,̂ консервативно. Пусть Jtr^UKVK^SXn,]. 
Для каждого семейства З̂ Ц, построим б" дискретное семей

ство , состоящее ив замкнутых множеств, и такое, что 
1) для каждого ¿.6 А семейство 3&(<*П)') бдискретно 
и замкнуто в X* ; 2) для каждого К € ЗСа имеет место 
равенство KUIF«SY>. : F<ÍKV „ „ „ 

Для каждого rn.cN пусть i . m ,  ÍH3(:5.c:£ r T tUSt h , } . 
Очевидно, что  замкнутое консервативное семейство. 
Поскольку для каждого <Се А уплотнение зГ̂  является 
З^замкнутым ( i e N ) , а следовательно, и ^^замкну

тым, то семейство tf± (i.^) является замкнутым и консерва

тивным в X ¿ к уплотнение * А является г^замкнутым. 
Для каждого подсемейства « 5£ц, и каждого me N 

определим множество S»(3ÍVUlL«áiv'L enSC\U(£ n\3(,')}. 
Пусть С-^пДО 'ЗСе&г, ] и ^  U l 9 T ; n i e N ] . 
Поскольку семейство í A (¿„J вамкнуто и консервативно в Х 4 

и уплотнение з ,̂  а^замкнуто, то семейство 9ti(^tv ^ 
также является замкнутым и консервативным в пространстве 
X. • Покажем, что семейство дизъюнктно. Действительно, 

если и K é3£\.S.* , то Sr¿^)^ £ • 
B ^ ' ) ^ - ^ , поэтому бчЙСМИЗиЛЯ.') ф . Поскольку 

 уплотнение, то « ¿ ( 3 * ) является дизъюнктным кон

сервативным замкнутым семейством в X ¿ , а следовательно, 
и дискретным семейством. Таким образом, для произвольных 
tv,eN и <С« А семейство в л Л § * ) является 6"дискрет

ным и замкнутым. 

http://rn.cN


Пусть К е З Х ^ и х е £ . Тогда О  Х Ш К в ^ а ф К ' } 
 открытая окрестность точки ас. . Существуют m.«N я 
Сб такие, что ж<=Се&. . Пусть з1'1К.'бЗ\а.*^К'3. 

Тогда Хб БщСЗС') , так как Хб гть И 
С П ( П £ , , с ( П & , Ш & п > 3 0 . Таким образом, свой

ство 2) также выполняется. 
Пусть 'J'UlS'n, :п,<=Ш и $:«г А 13} для каждого 

<£€ А . Тогда 5"  б"дискретная сеть в X , 5*. 

б'дискретная сеть в X* , и обратный спектр 
S •iX^.^t.Ofj.jA.jbfeА} является жестким. 

Теорема 4. Следующие условия эквивалентны: 
1) X  Mfпространство HdimX*n<, 
2) X гоыеоморфно пределу супержеоткого спектра 1 рода из 
метрических пространств размерности dim не более а. . 

Доказательство. Если X  ^пространство, то в си

лу теоремы 4 X гоыеоморфно пределу супержеоткого спектра 
1 рода из метрических пространств. Поскольку dintX 4 Гь , 
то, применяя факторизацнонную теорему по весу и раемерности 
(Б.А.Пасынков [ 1 ] ) , можно построить супержесткий спектр 1 
рода ив метрических пространств размерности охгтъ не более 
П( , предел которого гомеоморфен X • 

Если же X гомеоморфно пределу супержеоткого спектра 
1 рода из метрических пространств размерности dim не бо

лее п. , то в силу предложения 2 пространство X гомео

морфно пределу жесткого спектра из тех же пространств. Но 
при переходе к пределу в жесткой спектре размерность 
не повышается [6 ] . Поэтому dim Х ^ п,. 

Аналогично теореме 4 доказывается 
Теорема 5. Следующие условия эквивалентны: 

1) X  кружевное пространство и СитХ^п», 
2) X гомеоморфно пределу супержесткого спектра 11 рода из 
метрических пространств размерности corn, не более а . 

Пример жесткого спектра из полных метризуемых про

странств, предел которого не является кружевным. 
Пусть 3  множество иррациональных точек и 

У  4*10} с 1^ ; отождествляя множества Ч и \J ,' для 
обозначения их элементов будем как равноправные использовать 



символы уг и (0,ц) . 
Для каждого р€К рассмотрим подмножества плоскости 

я р  К р ^ г } , *^«1№&'|>к*| 2,1к1>г.,п«г}. 
Положим 2 р  гри 2 ^ , 2  Ш 2 р : р€«} и рассмотрим мно

жество х  зия. 
Пусть То  топология, индуцированная на X тополо

гией плоскости; соответствующее пространство обозначим X». 
Ясно, что Х 0  &£— множество в ТЛ*1 и, следовательно, 
Х 0  полное в смысле Чеха пространство. 

Положи*. н е Ш и пусть  мно

жество конечных подмножеотв произведения Ч* & . Введем 
частичный порядок на множестве А , полагая -С > £ для 

сС,л'еА в том и только в том случае, когда а =>а! 
Ясно, что тем самым А превращается в направленное мно

жество. 
Для того, чтобы построить пространства Х А Д дя всех 

¿ 5 А , рассмотрим сначала пару (^,г)€ и пусть 

Легко видеть, что 21^ замкнуто в Хв > • в частности, 
2Ц, и р£ , рассматриваемые как подпространства в Х 0 . 

являются полными в смысле Чеха [ 93 • 
Пусть * « А и гдех 4^и,,р 1\... ,4 «=^ г „г л^Ч*в\. 

Определим на множестве X топологию а*. , взяв в качестве 
ее предбазы семейство множеств ^"5,11121^,. . . ,21^.; 
соответствующее пространство обозначаем X*. • Легко видеть, 
что каждое 21^ , где <*»1,... ,ть , является открнтозаи

кнутым подмножеством X*, • Ясно также, что топология 81 
регулярна и имеет счетную баэу и, следовательно, пространство 

Х а метризуемо. 
Покажем, что каждое Х х полно в смысле Чеха. Предпо

ложим сначала, что л  Ц , г ) • Тогда Х А предотавиио 
в виде дискретной суммы полных в смысле Чеха подпространств 
21^ и "р' и, следовательно, Х А полно в смысле Чеха. 

Пусть теперь Л,- 1«^,...,««1 ; рассмотрим для каждого 
Н|-1,...,гь тождественное отображение Х ь  * Х ^ . 



Ясно, что непрерывно и сеыейотво 1£&г: Ь"1^ж1 
разделяет точки и замкнутые множества пространства Ха , 
Следовательно, диагональное отображение Ы $&^%- ь»1,...,и): 
Х^^^Х^является вложением. При этом, как легко заметить, 
Ха. гомеоморфно замкнутому подмножеству диагонали 

Д 1 Х а ; : <1,...,пЛ пространства Ш Х а . ! <<1,...,пЛ , а пото

му полно. 
Рассмотрим спектр 1Х<, * £ , * , р е Л } , где я£=Х«,»Хр 

при УЙЛ. определяется как тождественное отображение на 
множестве X . Ясно, что з̂ * является уплотнением. 
Пусть X» *|ыпХа  предел обратного спектра 1Х Х,^,А,5>«М. 
Ясно, что топология %, пространства X * определяется пред

базой 9Л  $.1112^ : |»вА1. 
Легко видеть, что в пространстве X» существует счет

ная сеть ? (Достаточно веять замкнутую сеть пространства 
9 С Х * > гомеоморфного пространству иррациональных чиоел и 

объединить ее со счетным семейством множеств 2 
Ясно, что «"аСз")^, будет также счетной сетью в каждом X*.. 
Следовательно, спектр 1Ха,3*.,*|!',*,£«М является жестким. 

Покажем, что пространство X» не является кружевным. В 
самом деле, предположим, что Ф  и ^ и .  <Уконсерва

тивная квазибаза пространства Х « • каждое Ал, консерватив

но. Пусть тУ  семейство таких тожеств "Уе"?' , для каждо

го из которых найдется пара (ц . ,г )€У* в\ такая, что 21и с^, 
С^ПУ»0 . (При етом и определяется этим условием одно

значно и для каждого ц. е Ч найдется V £ Ф с таким сэойс

твом). Поскольку множество иррациональных чиоел имеет вто

рую категорию, то найдутся г>еэ\ я те&Ч такие, что 
Т  ^ У и б Ф ' П ' Л л } не является нигде не плотным в Ч . 
Тогда найдется последовательность 1 ^ 1 ,  . , С Т , сходя

щаяся х некоторой точке ц̂ , вида ^ , где ^ ¿ 2 . Без огра

ничения общности можем считать, что < р , а последователь

ность ^1,...,*}*„.. — монотонная (для определенности  убываю

щая) и 1^14^1* . Тогда ясно, что точка й«(*р^>у) ле

жит на прямой ^ « х   ^ . • « с 2 р . При этом легко заме

тить, что 6« Сиг!*,,! , но гф 1)121^] • Отсюда можем ва

ключить, что г< 1|/\Гр , но я ^ О С У ^ ] , а следователь



но, Я̂ т, не является консервативным семейством. Полученное 
противоречие и доказывает, что X * не является кружевным. 
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МЕРЫ В СИСТЕМАХ НЕЧЕТКИХ МНОЖЕСТВ 

Н.А.Врублевска 

Латвийский государственный университет им. П. Стучкв 

В работе исследуется проблема продолжения меры, за

данной на полукольце нечетких множеств. Получено обобщение 
соответствующих классических теорем. 

Пусть X  непустое множество, I  * [о, О , 

всех нечетких подмножеств множества X . 
Пусть Ц , Ц: 6 I х . Объединение А,А и кь . па 

ресечение ^А п ^ъ и разности Ад \ к& , к.А *\ Ь& 
АА V] <ь для любого х с X определим равенствами: 

(1ь и Ц ) Гл) • * /чжх /" Ц < * > ; ^ ) 

(А* п ) С») •  ™*> [ Ц г * ) ; Ае ( * > 3 / 
ГЦ V ̂ ) <*•) г *  Ч С * ) , 

если А« <•*) > Ав ( х ) , и (кА \ къ)(х) .• = о в против

иои случае; 
(А д Л ) Гх) : . КА (*) , 

если А Л ( х ) з > А ь С х > (Ад *\к в ) ( * ) • =с 
в противном случав; 

(кК С и ) ( х ) . , , 
если *.д(х)> 1 * ( < ч ^ Ь в ) ( х ) : . 0 
в противном случае. 

Пусть к*, е I х О « <, ... , к,) . 

I * :  |Ч/ к: X  I ] , т.е. Iх  множество 

^»=0 для любого хсЭС /для любых «у«|Ч..., 



Пусть P e l * . Йаэовем fp полукольцом, если 
к0 е. Р и для любых Ад , kg, е S> -. 

1) А» п А» с 5>/ 
2) найдутся такие k.ei е 9 ( « » / , . . . , * ) , что 

к* . & Ас; ; 

3) найдутся такие к^. е Р С*'* /, •• , л ) , что 

Ад * А й  М Ц ; . 
Скажем, что полукольцо Р является ультраполукольцом 

если для любых ЛЛ , kg, е Р найдутся такие 
А£( е Р (in * ,  . . , * ) , что /ц s A e « (_J А.^ 

Пусть Q cz Iх . Назовем А? кольцом, если 
к*и кй , Ад Л А* , 1 ц « \ А е , Ад \« А& с А? 

для любых А* , къ б R . Скажем, что кольцо А? являет

ся ультракольцом, если Ад \ A e е (2 для любых 
Ад , А в е А? . 

Кольцо R (?) с 7 х назовем минимальным кольцом, 
порожденным »Р , если & (Р) 3 Я и любое кольцо 

Q с Iх , содержащее Р , содержит Р (?) . 
Мерой назовем неотрицательную аддитивную функцию, за

данную на полукольце, т.е. если полукольцо, то отобра

жение т. ! Р >— R+ , где FZ+  множество всех неот

рицательных действительных чисел, называется мерой, если 
п. ( кА U кь) * * С*Д ) + т. ( А в ) 

для любых А« , Ад е Р (при предположении, конечно, 
что А« с/ Ae е Р и, как указано Ад Л А* » А<> ) . 

Замечание I . Пусть Ад , Ав е Iх , х е X и 
А д £ 0 » о .Тогда (кА % 1*) (*) »о ; 

С к» V Ае ) <**>  о ; 
( кА \ к& ) (я.) » О . 

Доказательство. Утверждение верно, если Ад С*) ^ АдС*). 
Если же Ад fa:) > А в С*} . « » (ж) • О , т.е. 

Ад fat) > Ал . поэтому: (Ы * кь) (х) • А д f*J  О , 
("Ад V, А^Х*) . о /(кА\кл)(х)  А*** )  А* Г* J <?. 

Замечание 2. Пусть Ад , е Iх , х е X ш 



Ав (* ) =о . Тогда 
( А А л кв ) (К)  Ад { « ) } 

(Ад V. А ь ) <*>:*• А* Гж> , 
Щ \ А 6 ) Г»;  Ад 

Доказательство. Имеем: Ад <•*.) кь(х), 
Поетому: Г А д ^ А ^ И * )  Ад ( * ) , (Ад V » 
» Ад^х)  АвСх)  Ад (*) . Проверку ТОГО, «ТО 
(Ад Ае,) Г» )  Ад (х.) , достаточно ВРО—СТИ дм слу

чая: А»г*>  А, в ( х ) . Но тогда А» Л ) » < » ' 
» (Ад V. Ад } (х> • 

Замечание 3. Пусть Ад , А*, к, * I* , *« X 
ж а* * Аь ("О • Тогда 

(Ад «V кс)(*)  (Ас /г) > 
Г Ад . Ас;/*)  Г Ад \. А « ) { » ) $ 
(Ад Ч Ас) М - (к*Л А*) 

Доказательство. Если Ас (* ) > А»* * ) ( * , 
*0 (Ад«\ Ас) (*) » 0  (Ад «V А , ) < « ) ; 

(Ад\. Ас><*>  о  ( А « \кс)(х) -

(Ад \ кс)(*) • о = <Ч в \ А * К « ) . 
Если же Ас сЧ) < АА С*) С » А» < * ) ) , то 

(Ад Л кс)(х)  Ад1>; . А в <ж)  (Ад «Ч А с К * > ; 
(А. \ М (*.) « Ад (х) - Ас ( * )  Ад С*)  Ас (*> 

 (Ад \ Ас) (х) . 
В атом случае также: С А» V» кс)<*) » (Ад ч« А с ) С*) . 
Действительно, если А с ( * ) » Ад Г*) С~ 
те (Ад V. Ас) ( 4 ) = о » С А в ЧАо ) Г * ) , 
если же Ь(х) < кА(х) (. кй (я)) • , то 

(А* V А с ) М  А.д <Ц) . Ад  (Ад Ч кс)(х). 
Замечание 4. Пусть к*, к*, кс * I х , хеХ 

• АвСх)  кс(х). 
Тогда (Ад «\ А« К ~ )  (Ад >\ Ас) Г») ; 

(А* V А« ) <*)  Ас) ( * ) 1 
<"Ад \ А*) (х)  (Ад \ Ас) М • 

Доказательство. Если Ад (х) < Ад (х) ( » Ас г*>), 
«> С Ад л Ад) <х)  о ж ( Я А л Ас) (х) , 



( * * v J * K a : )  О  С к л * LC ) c O . 
( k * \ k b ) ( * )  0 « C k A \ kc>(*> . 
Если же Ч б» ) ь Ч<») (> Ч ( « » , то 
(К.А V б".) » ( к А Л КсХ* ) , 
fkA Ч к * ) 0 0 • к* М- • U6^Kc<^ " (к* N Wc)C«) . 
В атом случав также: (k* v к©) (я) . Скд v кс) { « ) . 
Действительно, если Ь*  к^ (ж) ( » 
то (к*> к&) ( « ) « о  ( k » v кс) <*) , 
если же кл {*) > к* < » ( » кс (х)) , то 

(кд\. к е ) ( « )  к* О )  (кд v k c ) U ) . 
Лемме I . Пусть Ч ; с J* (<*1,...,к) попар

но не пересекаются, lv ( с I х . 

Доказательство. Пусть а с Х . Выберем Jеfļ, 
таким образом, что кд^(»)  ж«ис [ Ч ' О — » к 3 3 • 
Тогда 4 Ci) >О для любого I * • {% ...»¿1 'i t * J . 
Согласно замечанию I ( l ^ M t K i ļ . o , { ^ v t ļ K j l . o , 
CkAi V kft) (*> * ° ДЛЯ ЛВбОГО i « {« 
Таким образом, »\ k* ( t . « попарно не пе

ресекаются, то же верно относительно Ч \> к* 
(С.4,...,к.) и l*ļ N ке ( i . i ,  . , * ) , 

" ( U ( * * V k » ) f »  ( к А , V, Ц ) ( О , 

( и ( ч * **))U) - < Ч ч | * * ( * > -

Утверждение леммы следует согласно замечанию 3. 
Лемма 2. Пусть кд , к» , 1« е I х , к» К ^ не пе

ресекаются. 
Тогда k x % ( k f t u k c )  (1ц М ч > ) M c ; 

к*.\, ( к » U l t )  (к * \. к» ) N. кс J 
Ч v (кь U • С * 4 4 •»* • » 



Доказательство. Пусть *ех* Если 
тлх { I* (*) ; М * ) ) " » Ьв<*) , то тогда 

^ (х)>о и в силу замечаний 2 и 4 имеем: 

( А А «ч ( кь и к ) ) ( * )  * •ч») ) 

» а ьд «\ к* ) л к > ( х ) , 
( к ^ С к е и ! * ) ; *  )  ( кА \. к» ) ( х ) 

 (( к* V. ̂ ь) VI кс ) ( х ) , 
(кл \ Ске, и к с 1» С*)  ( к А ч кв ,> ( * ) » 

» « к д Ч к Ь ) V к<.К* ) • 

Если же тлж { Сх") I кс Сх) \ • ксбх) , то тогда 
к » ( ж )  о и,следовательно: 

( k . A ^ ( l « u к с ) ) <х )  ( ц М с И х ) 

ш « к* * к*)<\ ке )(х) , 
(к* V, С к* и Кс . (к. А V, к с ) ( х > . 

« (С к.Д >• к* ) ч* к « . ) ( х ) , 
( к * \ ( к е , и кс ) ) ( х ) • ( к А \ К о ) ( х ) 

 & *а V к» ) ^ ке ) <х) . 

Лемма 3. Предположим, что Рс Iх  полукольцо, 
кЬс е Я •••,*•) попарно не пересекаются, 

Кд е 5> . Тогда существуют такие 

кс< € 3> (1-4,... ,.ж) И къ; € Р 6  4 ,  , » ) , 

N ( и ЬЬ1 )  Й кс; . 

1* V. ( й к е ч )  и к , . . 
Если к тому же Р  ультраполукольцо, то существуют 

такие Ц. * СР «•«....,£) , что 

^ ч < й  ' Й *> • . . . 
Доказательство. Доказательство проведем методом мате

матической индукции. 
Если к. 1 , то утверждение леммы справедливо • 

силу определений полукольца и ультраполукольца. 
Предположим, что утверждение леммы верно, если *•»« . 



Пусть к §fi . В силу леммы 2 тогда: 

k A \ ( ö k 6 ; ) . ( ц \ (¿1 w», я \ k B S ¥ t . 

Согласно предположения найдутся такие к с Р 
( ; . < , . . , » )  » e i « Р <*< *> . ч » о 

и, если Р  уяьтраполукольцо, такие kEC е Р 
f U * « . , I ) , «ГО I * ч " 6k E . . 

Следовательно, ' м „ 

^ ( g * . * )  ( M k „ ) N ц ^ , 

В силу леммы I тогда! 

ва^»тзе»РЙ j im • *r:

'| 

Согласно определению полукольца и определению ультраполу

кольца, найдутся такие Ц ' l ? С j " ' ••••> "Ч J 
L. 4,.. ,nv) И Ц ; | | Р ( j " , .  , k l j 

•>*'> > ™ »v k»„,  d Ц с ;  , . . , 



* * 4 • <•?%• 
• , волн Р  ультраполукольцр, такие А. Е„ с 53 

£¿•4. » *1 ; • > 0 | что 
<; 

Заключаем, что 

с й ^ > • 8 ¡5 ч • 

Лемма 4. Пусть к*, I* «. 1 К . Тогда 
о к, . Гкд М ь , ) и Ц ) . 
Доказательство. Пусть х « X . . Если к А > • « С*-), 

* ° (•* и к ь ) ( « )   ~ м { Ц ( х ) , о 5 

 { (к* м * ) 0 ) , Г к» V, Ц е Д О ' Ь « к * N 1 О и ( к в \ . к А » 0 с > . 

Если же к А ( х ) * к в О ) , то ( кд и к в ) («Л » 

• к в ( х ) . « ^ [ о . к е С«)3 «V к а К * ) , бк в\.кд)£х )3« 

 «кд <\ ке) и (Цк V, кд)) (1) . 
Лемма 5. Пусть кд , к^ е I . Пусть к А  Ы кд. , 

^  5 Ч к ' 1 ' # 4 . 
И к в . е 1" (1.1, .Пусть 

ксу » к А ; Л I,... , к г ^ . » , . . . , т. ") . 
Тогда кд л к*  й О кс• . 

Доказательство. ПУСТЬ х « X .Выберем *.«{<,... ,*.) 
и £ • { « , . . . , т . ] таким образом, что 
к-Дц С*) " { кдг (х ) \ ... , К. 5 } щ 
"•«е ^ * ^ 1 Ч <Ч1 ! • К  • »М .Тогда Ц { £*) о 

для любого ! • * [ « , . , ^ 3 г' ¿4 к ; кь^ с») О 
для любого ^ { « , ,<«.3 : ¿11 . С^едователвно, 



к д  М кь< . где I х (¿»4,..., и.) 
Ц е Т * (| .4, . . . , ш) • Пусть к с^ » кд. л к^ 

(¿•4,... , А.); 4, ... , К) . 
Тогда кА , й к с у (¿4 , ,*  ) ; 

¿•4 * 

Доказательство. Согласно лемме 5: и и к*. * 
1 3 ¿1 ¿1 ^ 

 кд Л кд ш кд .ПуСТЬ к«{4, К,} ,««{4,... .«З

Иеем: к А к  к А, п кА  кА | 1 л ( й О к с ^ ) 

" ^Лв Л ( £) 4 . ) (ибо кдк не пересекается с 
кс̂  для 4*£*{< и-5 м ^«{4, . .  .м ] , если 

" Ы  Ч П Яд  Ч П ( и и к С 1 . ) 

* кв« Л ^ с * ) (мое 4« . не пересекается с 

Ц Д*я М4».;? * 3 и £»Г4,... , к р е с л а 1*1). 
Следовательно, к. (*•) 6 ( р к ) ( х ) И 

Ч ( х ) * < Й ^ « > С х ) д о 
любого хе У . Тах как для любого * е У, : 

У » ) *> Ч е ( х ) , 

то заключаем требуемое. 

£=4  н » 
и 

к^; С'<»•••, » 1 |" 4,... . * * ) не пересекаются. 
Кроив того, Ц к ( * ^ » к А с х ) н к^с* )  к©, Сх"). 
Следовательно, ( ц п „ ^ м } ^ ( х ) } , 

. «X*. { к А ь м , Ч сх) ] - с л к . в 1 Н * ) " к

С(,е < х ) 

 « * * {_ к^ (ж) 1 С € { 1, . . . . л 5 и ^ е [1, ... т. 33 = 

Лемма 6. Пусть Ц € I . Пусть = ц| кд. 



Следствие. Предположим, что Рс Iх  полукольцо 
• m • 9 К +  мера. Пусть Ад е I * . Пусть 

• U IVA. , FEI О S ' г д а 

к д ; е 9 ( ¿ . . , . . , 0 и Ц е 9 С| » « . . / , . ~ ) . 

Тогда I и = 2 " ^ ь ; ) . 
Доказательство. Пусть ^с^: » k A i О k&j С * к. j 

^ 1, ... , т.) • Согласно лемме 6: 

Имеем: ^ е 9 ( м .  . к ) ^ ч , . . . , » ) . 
Следовательно, 

Л , £ * Ckcij) l e . < . > "0 

Таким образом, Z «• ( *•*,>) * Z Z л. Счл ) * 

* Z. Z. С kc; ) » Z. M ( kb; ) . 

Теорема I . Предположим, что P с Iх . полуколь

цо. Пусть 72 (?) - минимальное кольцо, порожденное 9 . 
Тогда 

т.е. минимальное кольцо, порожденное полукольцом нечетких 
множеств, является системой объединений нечетких множеств 
из полукольца, образующих конечные дизъюнктные системы. 

Кроме того, минимальное кольцо, порожденное ультраполу

кольцом нечетких множеств, является ультракольцом. 
Доказательство. Систему [ к,А 6 Iх \ 



U K e S > (I .. i кд . u (vai 1 
нечетких множеств обозначим через Q . Установим, что 
Q  Ж (S>) . 

Имеем: Q с . Если 61 является кольцом, то 
в силу того, что Q э ^ , верно и обратное: 

Ö э ß (5>) . Таким образом, достаточно доказать, что 
Q является кольцом. t 

Пусть ЬА , Ч е Q . Имеем: кд  t-ļ Яд.1 

и k B • р k ^ , где Ч , Ц е 9 (¿.4,..., wj 
ļ = 4,..., г*) . Таким образом: 

к* *ч Ue, . (jj Ц ) л (JJ к». 

Ч V k e  ( и к д : ) У. ( g k b j ) и 

кд \ ке » ( и кдС ) ч ( и кв • ) . 

Согласно лемме I : 

к * к ь  U ( ^ S р Ч > . 

к* \. Ц » U ( кд; V U И 

кд ч кь - и ( кд. V 0 4 ) . 
С») 4 е и 

3 силу леммы 3, найдутся такие kŗ^- £ Р ( i » 4.  t к. j 
ļ « 4, ... , s . 4 * т а к и в ^Яу С ^ (*." •> • •• > к > 
; » 4, . . . i kļ) , что к «ч 

Ц V, к* - D Ö кад . 
Заключаем, что к д Д к в , к д \ » к е е < Э . 
Отметим, что если ?  ульграполукольцо, то по лемме 3 най

дется такие kg^ е 9 (£.« 4, ... t к. ^ д. ... , li ) , что 

кд \ kg, » U U ке;. и, следовательно, кд Ч Ч е Q . 



Поступила 30 июня 1985 года. 

В силу леммы 4: Ц и и«  ( U *• u CteN. U ) . 
Следовательно, КА и ^ е Q . Пользуясь леммой 5, за

ключаем, что U П Ae е Q . Таким образом, Q , дей

ствительно, является кольцом и, если Р  ультраполуколь

цо, то Q  ультракольцо. 
Теорема 2. Предположим, что P e l  полуколь

цо и ж ; 9 •* R +  мера. 
Тогда существует единственное продолжение Я меры 

м на минимальное кольцо £ (5*) , порожденное полу

, кольцом Р . 
Доказательство. Существование продолжения л меры 

т. докажем стандартной конструкцией ниже. 
Пусть if, е 52 С 9 ) . В силу теоремы I найдется 

такие 1щ . » & • - . » О .что . £l к* . 
п. 

По определению положим: й. ( к д )  X. ^ f К_А;") . 
i»i 

Согласно следствию леммы б наше определение отображения 
fn : ЗЦ&) —* R + корректно. То, что т. аддитивно, 

проверяется непосредственно. По построению сужение м 
на Jp  мера т, . 

Установим обычным способом единственность продолжения 
Я • 

Пусть <к  некоторое другое продолжение меры т. . 
Пусть кд е ic (S>) . Найдется также LA; £ & 
(4 <* 1| . . . | а) .что к* » £» к д • Имеем: 

¿•1 ' 

« ' (кд > « £. т.' С к А 1 > . Так как л'  про

должение меры т. . то и.' ( k A L ) . т. для' 
любого i е { 4 , . .  , * . ) . 

Следовательно, W ( k A )  Г. <* (кд ; ) . т . е . 

«V ( к * )  * ( к А ) . 
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НЕПРЕРЫВНЫЙ ФУНКЦИИ С КОМПАКТНЫМ НОСИТЕЛЕМ В ВОПРОСЕ 
О НОРМАЛЬНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ УРАВНЕНИЙ 

«глиЪладман, С.В.Асмусс 
Латвийский государственный университет им. П. Стучки 

Понятие нормальной разрешимости уравнений было введе

но Ф.Хаусдорфом [ 5 ] . Оно относилось к уравнению с непре

рывный линейным оператором, действующим из одного банахова 
пространства в другое. В статье [ I I хаусдорфово понятие 
нормальной разрешимости было распространено на произволь

ные уравнения. Напомним определение. 
Пусть 5 . Т и Ф  множества, $ * 5 -* Т , 

Кс{=с !5 *ФЗ , У " с { ^ ' Т * Ф 3 . В предположении, что 

лагая А $ ф  я « { для каждого ^еЪ^З^еУь ^ «  Х ] . 
Уравнение ^И) » t называется нормально разрешимым, если 
ЛЦ) ' , г д е . * е П , У ч ^ е ^ А * ) ( А , % ^ ) ^ » ) ) \ . 
Уравнение ¿1 (ц)* ж, называется нормально разрешимым,если 
Ш А ^  Х * , где Х ^ { х . хеХ* ' ц .цеЬ Ш*,У'$Ы1 + аЩ'Х1СнЪ\ 

Легко видеть, что понятие нормальной разрешимости за

висит от выбора множества ф и классов отображений X и 

Y . В работе [ I ] изучена нормальная разрешимость уравне

ний ¿(0 * ^ и А (̂̂ >«1 в случае, когда 5 и Т 

топологические пространства, <р  поле вещественных или 
комплексных чисел, а X и У  семейства всех непрерыв

ных функций, определенных на 5 и Т соответственно, со 
значениями в ф . В настоящей статье в качестве X и 
У рассматриваются совокупности всех непрерывных функций 

с компактным носителем со значениями в ф « К . 
Условимся относительно некоторых обозначений. Пусть 

^1 I > %с | . ^с* . 3~шпт. - классы соответственно 
всех хаусдорЗювых, компактных, локальнокомпактных, рогу



лярных, вполне регулярных, нормальных топологических про

странств. Положим 3 a t t > Ü ^ N Ü E C , 5 ; t e * 3;П Ти • Отметим 
известные включения Т1±и с 3;.^ с Г „ (см. [ 2 ] , с.197) 
• Тг П Тс с 5 ^ (см. [ 2 ] , с.190). 

Пусть ( 5 , <г ) , ( T , t )  топологические пространства. 
Похожим 
RO(S.T) » { $ : S  + T t U e e  ' . 3 1 r e r . И ^ ) = ^ П 
Q O ( S . T ) . { J : S >T| 1 U o Й f ( f ( U ) ) * U ^  ^ ( U ) € TJ , 

C(S.T> Ц . S VeT > Г* f*»> 6 «• l , 
P ( S , T ) . { 5 : S  » T l 6 компактно в T i" i(e>') ком

пактен в S ] П C ( S . T ) , 
k ( S . P ) = { J : S  * T V R R I

 компактное множество в S ̂  Г\ 
г\ С ( S, R") .где S U P P £ . { Л E S I + о J . 

Теорема I . Если Т t , то à ( f ) » Т P ( fX»2 ( f ) 
Доказательство. Импликация 53(5)»T S ^ й ($ ) = 

следует из равенства * Л { : Jjc ^ * <!°3 " ^* J 
(см. [ i ] ) в силу непрерывности j e Y . Установим обрат

ную импликацию £(<.) » Й(?> s> « Tç . Включение 
с Tf очевидно. Покажем, что с J2(J) . Пусть 

to 4 Ä ( F • ) • Та* **и Т с , то найдется открытая ок

рестность 1f точки io такая, что Т компактно. Рассмот

рим точку fc, и её открытую окрестность Ii. = t <Л (Т^ 
Поскольку Т е ЗсХ , то 3 Ч» е С (Т . Г«.<1) :. (3. M  О 4 
fcfvtéll у  о ) . Ясно, что u e e U (T. R ) (так как 
SUPP ^, С Ö с 1С ) . Принимая во внимание, что Vi € Si (f) 

u. ( T ) « 0 > получаем Ч ^ о ^ Б * . В то же время, 
ie 0 «."*(») • З Н А Ч М » . ^ «ini ̂ ' ( о ) : Ч Е Y % u. f = 9 Х ] . 

Следствие I . Если S е Тс , Т 6 ^ | 4 с и {% C ( S . T ) . 
то уравнение (и • i нормально разрешимо. 

Поставим вопрос о нормальной разрешимости при этих же 
условиях уравнения Af ( » ж . Ответ на него вытекает 
на следующей теоремы. 

Теорема 2. Пусть т * 3^ , { £ C(s.T) л RQ(k's.Tk Если 
V ï o е U ( ß ( 0 , P ) 3 4 e k ( T . R ) : 4 j „ ( i l > . то уравнение 

fj ) = х нормально разрешимо. 



Доказательство. Пусть I F X J . Установки, что 
s ^ e Y . ^ c J  r x . Этим будет доказано включение 

с Л (А 5) , а тем самым и утверждение теоремы, по

скольку обратное включение очевидно. 
Определим Чо : 52 Ш  * R следующим образом: для 

каждого ttft(i) положим ( + )  * ( * > , где *е $ н (  0 
( определено однозначно, так как х с Х$ ) . Таг 
как i . j » o ^ , i e C ( S , ft) и $е QUO ( s , T ) , то 
3» 6 С (iR(S) > ) . Поскольку н>Р а компактен, 
*М>р ^* с $ ( * Ч > Р г ) > $ 6 C ( S . T ) и Т е 5^ множество 
iupp ^ компактно, а следовательно, u. € к ( В (  £ ) , & ) . 

По условию теоремы 3 ^ fc £ ( T , £ ) ' У* • Остается 
заметить, что ôj = х . 

Следствие 2. Если Т е З ^ , { е C(S,T)n«iO(s .T)H 

 Т , то уравнение д ^ ( ч >  а с нормально разре

шимо. 
Следствие 3. Если St 97 Т е j ; , г , и J c C f S . T ) , 

то уравнение Д.{ C'jl » * нормально разрешимо. 
Доказательство. Проверим, что выполнены условия тео

ремы 2. 
1) Так как $*Те. fe C(S.T) ,Т* Щ. , то f  зам

кнутое отображение и, тем более, $ е BQO ( S . T ) . 
2) Пусть >̂ t U (Я U ) , 52) . С целью построить функцию 

ч ( е С ( т , R ) такую, что 4*\%(i)  , введем в рас

смотрение одноточечное компактное расширение Т * простран

ства Т . По теореме Александрова (см., например, [2] , 
с.201) Т е TIIU =*• V е Oi . Значит, Г*<: . Так 
как £ ( < ) замкнуто в Т * , то по теореме Титце (см., на

пример, 1 3 1 , с.134) З ч ^ е С ( Т \ ¡ 5 ) : З г [ Й Ч )  ^ . Полагая 

 | т , получаем непрерывное продолжение на Т функ

ции ч« , с помощью которого построим непрерывное продол

жение с компактным носителем. В силу локальной компактнос

ти Т у компактного множества 2 ($) найдется такая от

крытая окрестность Ъ. , что V. компактно. Так как 
ТСТЛЛ , то 3* е С ( Т . > . » ] ) : ( % о  0 * < f | T 4 l l « e ) 
(см. [ 4 ] , е.48, теорема 2) . Положим чН)  <ff t)«i ,H) , 



Т ^ Т . Ясно, что ^ е 1с (т, С )^ и 

В следующих далее теоремах 35 будем считать, что 
Т с Т 2 | { с и Р ( в . т ) . Формулировке и доказа

тельству этих теорем предпошлем несколько вспомогательных 
утверждений (предложения 13), доказательство которых опус

кается. 
Пусть \ •• 5 *» Т , ^  каноническое отображение 

на факторпространство ь = 5/^ , где  отношение 
эквивалентности в 5 , порожденное отображением $ , и 
^  инъекция, ассоциированная с } . 

Предложение I . Если $ е Р , то 
|Ч Р ( § , т ) н ? е Р ( 5 Л ) . 

Предложение 2. Если $£ С(5>.Т) Л вО0(5 . т ) 
то ^ Р ( Ь,т). 
Предложение 3. Если т е Т2>И и $ « Р ( 5 . т ) , то 

Теорема 3. Я ( А $ ) . $ е {2СЮ(.В.Т). 
Доказательство. Пусть верна предпосылка. Покажем, что 

в этом случае 4 с ?0 (3 , Т ) . 
Предположим обратное.Тогда в ? найдется открытое 

множество И такое, что {си) не открыто в К(<г) . Рас

смотрим и ' ' 5 \ и . Так как $  инъекция, то 
 Д(<.) \ § (И) . Зафиксируем некоторый элемент 

*о с Щ « 0 ч } си') ) Л £ ( О . Пусть Ь> -3 (ив4», и« £ и . 
Возьмем открытую окрестность ТУ точки и* так, чтобы 
выполнялось следующее: ТГ с 11 и множество ^ компактно 
(это возможно, так как по предложению 3 8 с 3^ ̂ . ) . Вви

ду полной регулярности пространства 5 найдется функция 
г в классе С ( 5 , t o . i l ) такая, что гг«*) = 1 и ^ и ^ Т 
* ( и )  о . Поскольку **рр \ с 1Г, имеем г* |с 

Положим а • 1 » | . Ясно, что асе С (5,12) . Согласно 
предложению I £ € Р ( 5 , § ) , поэтому * е Г&\ 1й) 
(учитываем включение $о̂ г» ос с £ "* (^рр а) ) . Легко 
видеть, что * « Х{. . В силу предпосылки отсюда следует, 
что ж * & (Ас) , о значит, 3 ̂  с V ^ ° $ . л . Из 
равенства ? о | . у ^ вытекает * • и * 5" . 

Этим установлено существование функции ч ж У та

http://to.il


кой, что %ib.)>i _ и _ Vfc t i C ^ ' ) з « )  0 .Так 
как при этом f 0 е J e u ' ) . то получено противоречие, ко

торое доказывает, что | е R O ( S . T ) , а следовательно, 
^ « PQ0 ( S . T ) . . * 

Замечание. В ходе доказательства теоремы 3 установ

лено, что SI (Aj )  k ( S , R ) P случае, когда f c  P ( s .T ) 
и i? ( A f ) в Xj . Этот факт будет использован в дальней

шем. 
Следствие 4. Если 52(0-Т , то S(Af) = X j <^> 
$« Û O ( s . r ) . 

Доказательство вытекает из теоремы 3 и следствия 2. 
Теорема 4. Если Т  пространство ФрешеУрысона, то 

Доказательство. Предполагая, что J ? ( A ^ « X j , а 
J2(4) Ф 35(f) , придем к противоречии. Зафиксируем неко

торую точку е ï?(f ) 4 ) н возьмем ее открытую ок

рестность 1г , замыкание которой компактно. Так как Т -

пространство ФрешеУрысона, то в 2 ( f ) Л t найдется 
последовательность t л , сходящаяся к 4« . Она 
определи эт множества F0 . { t 2 l t i « е /V ĵ T*Ô _ 
F, • [ t Ï K _ < « t RTLJ и 110 J_ . Обозначим E - f " H O , 
E .  î H ( F» ) , E „  $ * ' ( F , ) . Покажем, что E 0 • Ê < 

непересекасциеся компактные подмножества открытого мно

жества Е . Точки последовательности ( + * ) n e N можно 
считать различными, а поэтому F. n F, = , откуда 
Е. Л Е, « (ê . Хаусдорфовость пространства Т обеспечи

вает замкнутость множеств F0 и F, . Так как при этом 
f«, F, с I" , то FO и F, компактны, что влечет ком

пактность Е« к_ Еч (следует принять во внимание, что по 
предложению I $ е P ( S , s ) ) . Ясно, что Е открыто и 

е 0 о Е« с t. 
Согласно предложению 3, S î ! ( t , Следовательно, 

в классе С ( s , [0,«]) найдется функция * с такая, что 
FCOL^so • Мв4*Н » "Функция г, тежая, что 4 i | ^ x E = c 

и г,|£ « О (см. [41 , с.48, теорема 2) . Положим 

г (и) . *о(*0 г , (и ) , ut 5 . Учитызая включение 



1 И Р Р 2'с у* ( т ) , легко убедится, что ге К К З . Р ) . Зна

чит, :?ч€ У ! г  чь| (см. замечание к теореме 3) . За

метим, что ч (  ( ги ) * 0 и Ч (*1К.() • *•£ N — Так как 
существует б1'*п. £ а и функция ч непрерывна, то это 

ведет к противоречию, которое доказывает теорему. 
Следствие 5. Если Т  пространство ФрешеУрысона, 

то нормальная разрешимость уравнения А^(у)*х влечет 
нормальную разрешимость уравнения §'<»> • "4 . 

Это утверждение вытекает непосредственно из теорем 
I и 4. _ 

Теорема 5. 2 { А } >  Х^ <=» £(АС)£(Л4)5, где »" 

топология поточечной сходимости в X (то есть топология, 
индуцированная в X тихоновской топологией в I ? 4 ) . 

Доказательство. Импликация £('А$Ь X* ^Д? (^У « £ ( А $ 
равносильна равенству Х$ * X»* , которое имеет место 
при любых 5 , Т и ^ (см. лемму I в [1^ ) . Остановимся 
на доказательстве обратной импликации. Предполагая, что 
верна предпосылка 2(А^) = £( ' А $)* ' , установим нормаль

ную разрешимость уравнения А ^ ф  х . 
Пусть *с« Х^ . Возьмем произвольную окрестность эле

мента вида Л'Ся», «.Лг, ,**,* )с[хьХ: |1ас «»«,2,..,н 
где ь>о,п.сЫ, 5,,4А, ... *» е 5 (будем считать точки 
*»».**»• » 4 различными) и покажем, что * ? ( я * % » 
О £ (А 5 ) Ф- 4> . Этим будет установлено включение 

^ й (д^)/ , а тем самым и утверждение теоремы, по

скольку включение с Х$ очевидно. 
Положим а* = Хс, ( Л ) , * . » , ! , . . ,л. . Пусть /п.  число 

различных среди точек а , , ^ , . . . , ^  Обозначим их через 
1̂ ,**.,•••> 4». • Вчедем в рассмотрение множества 

%•'•!**'/.«ц.!» % % ' • > - . X * | < * > , 4 » « . * . . . . , ! • . 
Отметим, что Т ; П Т]  0 ПРИ it<¿ . Построим функцию 

Пусть Т » " (^ | •'рЗ' Возьмем непересекающиеся от

крытые относительно компактные окрестности Щ точек Ь , 
4« <г, . . ,ь (это возможно, так. как Т е г с ) . Ввиду 
тлной регулярности пространства Т в ктазее С (Т, го. 1) 



найдутся функции ^ такие, что ^Щ)т * и ¥ * 4- % 
^ с Ч ) . о , гл,г,..,? .Положим ч«) • 2. к' к • & (*) 

(в етой записи символ г.' я означает, что суммирование 

ведется только по тем ^ , для которых ^ б Т ; ) ] ^ с Т. 
Учитывая включение *ивр » с и ^ , получим ч е У. 

Нетрудно заметить, что ч|у..  ¡1 • ¡.»4,2, . , т « При помощи 
построенной функции ч зададим х : 5 — £? , полагая 
* » чо^ . Принимая во внимание включение 
5иррж с С««рр я) » л е ™ ° вывести, что эс е X (для 
этого следует воспользоваться условием £ е Р ( 5 , Т ) ) . 
Значат, же 5? (А$) . При этом х (бК)  а. к ,«4,2,... ,м . 
Следовательно, х е N ( х« > ,5%, > ^ 1} Г\ & ( А$). 

Теорема 6. Воли Т е Т а <ес • С ( 5 , Т ) Л ь?00(5,Т) , 
2 ( 0  5 7 0 ' * ° £ ( А 4 ) , Х ( о » 52(д { ) . $7АГ)*. 

Доказательство. Установим импликацию 5?<А$)' &(А$) ^> 
=> ЙСАс) х X * (по поводу обратной импликации см. в до

казательстве теоремы 5) . Пусть верна предпосылка. Покажем, 
что в этом случае Я(А$) • &(А+)^ (едесь )  тополо

гия поточечной сходимости в К ( 5 , С ) ) . Тогда, прини

мая во внимание, что ^ е Р(В,Т) (см. предложение 2) , 
требуемое равенство ^ ( А < )  подучим как следствие 
теоремы 5. 1 

Доказательство импликации & - $ ( А ^У ( А $ ) ш $ 1 ( А ^ ) 
о использованием следствия 2 и равенства Д4 . д^ • А$ , ко

торое нуждается в проверке для рассматриваемого случая, по 
форме ничем не отличается от доказательства пункта а) лем

мы 8 в [ 1 ] • поэтому опускается. Остановимся на проверке 
равенства А$ • А{ о Д|\ 

Покажем, что <й (А,,)-<й(А$ ° А?) я УчеФГА^) 
А$ Су)» 4? ГАу (ч) ) . Пусть ^ е ^ А У ) * Это овначает, 

что ч,еУ • жеХ , где *.ч,о5 . Положим 2»м«>$. 
функция г непрерывна как композиция двух непрерывных 
функций. Поскольку *чрр эс ^компактен, 5и.рр е с £С*«.рр ч.) 1 

отображение $ непрерывно а 5 « 3\ множество И^р г ком

пактно. Следовательно, ге ^ ( Б , ¡3) . А так как при ьтом 
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г« § « X , то г е *2 (А^) . Учитывая г = у о $ , отсю

да получаем у ь О) о д^) . Доказано включение 
Ф ( А ^ ) с О^А? о Д£) и вместе с тем установлено, что 
Ai(^A) • Д$ (А+ (%)) для каждого у ие Я^СА^) .Оста

лось убедится, что имеет место включение Я)(А% ° А}) сЯ)(А$ 
Пусть а е Ф С А / « А|"> • Тогда , & И (5, Р ) 
я £чо5" )в$еХ~ . Ввиду равенства С ч « ? >  ?  ч « > $ 
последнее обеспечивает принадлежность у области определе

ния отображения А$ . 
В аакдючение отметим, что все полученные здесь резуль

таты без труда переносятоя на случай, когда ф = . 
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ДИСИРЕЩМЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ^ *А* 
В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

А.С.Ррицанс 
Даугавпилсский педагогический институт 

им.Я.Калнберзнна 
В статье рассыатривается задача Коши для дифференци

ального уравнения з£  А х в банаховом пространстве, ес

ли А  плоский или Кплоский оператор. Случай конечно

мерного пространства, когда А  линейный оператор, хоро

шо изучен (см., например, [ I ] , [ 2 ] , [ 3 ] ) . Если 
А  непрерывный оператор в банаховом пространстве, то 

решение уравнения ^ г « А х выражается через ряд экспонен

ты (см., например,  [3 ] , 14] ) , практическое нахождение 
которого может оказаться очень сложным. Поэтому возникает 
вопрос, когда решение уравнения ^  А х можно получить 
как результат конечного числа операций над оператором А . 
Оказывается, что в случае плоского и кплоского операто

ров решение уравнения получается с помощью некоторого мно

гочлена от оператора А т.е. с помощью конечного числа 
операций над А . В статье также показывается, что функ

цию непрерывного к плоского оператора, определенную как 
сумму степенного ряда, можно выразить в виде некоторого 
многочлена от оператора А . 

Прежде чем непосредственно перейти к дифференциально

му уравнению, кратко напомним понятия плоского и кплоско* 
го операторов, которые введены в работе [ 5 ] . 

Линейный оператор А , действующий в векторном прос

транстве X , называется плоским, если для каждого лсеХ 
последовательность векторов 

х,А*,...,£* ( I ) 
линейно зависима при некотором к ( к , вообще говоря, 
зависит от х ) . 

Линейный оператор А называется к плоским, если су



Чествует К такое, что для каждого с е "У. система ( I ) ли

нейно зависима и существует X' такой, что последова

тельность ^.,А^,...;А \£ линейно независима. В этом 
случае существует единственный, с точностью до числового 
множителя, многочлен Ф(?0 степени К такой, что 

<?(А)х0 ¥а:еХ. (2) 

{ I . Плоский окэратор в банаховом пространстве 

Пусть Е  банахово пространство и А  плоский 
оператор в нем. Найдем решение уравнения 

О ) 
с начальным условием 

эе(0)а:о. (4) 
По условию существует такое у • что векторы х03А.а^ Д*^, 
линейно независимы, а ж в,Аае 0,..., А х,— линейно зависимы. 
Следовательно, существует такой многочлен Р(сг) стелет 
к , ЧТО 

Н А ) ^  0 . (5) 
Рассмотрим случай, когда РСя.) имеет простые херни 

7ц, 7 ь я , . . . , Я к • Построим многочлены 

<оГоЛ (л»1)• • .(яя^ХятцУяЯы)...(л%к) • , « у 

где значок /\ обозначает то, что соответствующий множи

тель опущен. Если введем обозначения > ^ ( А ) з 0 4 0 > *© 
в силу (5) ммеем (А-\1)х1 = 'Д и, следовательно, 

Лаг £ гЛ 1ле 1.. (6) 
Покажем теперь, что 

Ес0г(л) = 1. (7) 

Рассмотрим Д(л)= ^<^('Х>1_, (1е^Л(х.ч<Ъ1 I 4 ( \ ) = 0 

при 11,%,...,К . Следовательно, Д(я)яО , т.е. имеет 
место ( 7 ) . Покажем, что 

является решением задачи ( 3 )  ( 4 ) . Действительно, 



в силу ( 6 ) . Кроме того, *(0>1,£2и>;(АУ)Хс в силу ( 7 ) . 

В общем случае, когда Р ( л.) имеет кратные корни 
?Ч> Лт,,..., с кратностдми гп^.гг,^,..., т . соответс

твенно, решение задачи (3 )  (4 ) имеет вид 

»&)- Ъ С ^  . С А ) ^ 1 еяр (*.Л>  Н ( А>д 0 , (8) 

где 

Функция Н ( А ) в решении (8) задачи ( 3 )  ( 4 ) , вообще гово

ря, зависит от начального условия ( 4 ) . 

§2. хплоский оператор в банаховом пространстве 

Пусть Б  банахово пространство и А  Кплоский 
оператор в £ . Найдем решение уравнения 

& = Ах (9) 
с начальным условием 

ОД «Ли. ( М ) 
В этом случае существует многочлен чЧ*) степени X та

кой, что ^(А)хС для каждого я*£ С . Цус*ь 

корни многочлена чНл.) . Аналогично случав плоского опе

ратора, если корни простые, то можно показать, что 

* Ф = ^ * 1 е * р ( А 4 < ; ) является решением задачи ( 9 )  (Ю ) . 

Нельзя только утверждать, что для каждого 
имеет место Кч • О; (А) * ° Ф0. 

В общем случае решение задачи (9) (10) можно записать 
в виде 

*СЛ>Н<Л)*». ( Ц ) 
В отличие от случая плоского оператора, решение ( I I ) спра

ведливо для любых начальных*условий (10). 

$3. Экспонента непрерывного К плоского оператора 

Полученное решение задачи (9)(10) позволяет найти 



выражение экспоненты непрерывного К плоского оператора 
через конечное число операций над оператором. Пусть А 

непрерывный к плоский оператор в банаховом пространстве. 
Решение задачи (9)(10) в сижу кплоскости оператора А 
имеет вид * (0=Н(А)а : а • С другой стороны, в силу не

прерывности оператора А имеет место равенство 
жЙ)елр(АО*о • Г Д 9 экспонента &хрА определена 
как сумма сходящегося ряда И -Фу . В силу единственное

ти решения задачи (9 )  (Ю) получаем, чтоН(ЛУк,еяр(М)5£о 
при любом Хо . По определению два оператора отождествля

ются, если их образы при любых одинаковых прообразах сов

падают. Следовательно, при I •=•! имеем 

§4. Функции непрерывного кплоского оператора 

В случае непрерывного кплоского оператора можно оп

ределить понятие функции оператора, следуя схеме, изложен

ной в [ I ] . . Пусть А  непрерывный к плоский оператор 
в банаховом пространстве и л 1 ( ,.. ^ л 3  корни характе

ристического многочлена ч^Х) оператора А с кратностямк 
тц ,т » , . . . , т 3 соответственно, к чисел £(л.О, ., $'"с1лЬ, 
V? Ци..  . » 8 называются значениями функции ^Сх) на 
спектре оператора А . Пусть £(X) определена на спектре 
оператора А , Функцией оператора А называется следую

щий многочлен от А '. 

Отсюда следует, что две функции оператора А совпадают, 
если они совпадают на спектре оператора А . 

Теорема I . Если последовательность функций ^ ( х ) 
сходится на спектре оператора А к функции £(л^ , то 
сходится и последовательность ^ (д^ . При этом из су

ществования пределов 

следует равенство 



£¿™ $ k(A:>JR(A). (15) 
Доказательство немедленно следует из формулы 

d e ) 

Из формул (16) и (13) из (14) следует (15). 

Теорема 2. Если ряд ZÜ UfcíX) сходится на спектре опе

ратора А , то сходится и ряд г^а^СА") . При зтом из ра

венств J ( » 0  & u y u ) , • • •, р ' Л \ ) - Ё А ^ Л Л ^ , "« = 

следует равенство уСА) « С ч Л А ) . 
Доказательство вытекает из теоремы I . 
Пусть J (7\)  аналитическая в круге L: Ia>J.<1\ 

функция, т.е. т ( х ) « ЕПСГ Сла^ для каждого е L. .Из 
к-0 " *. -

теоремы 2 следует 
Теорема 3. Если характеристические числа оператора А 

лежат в L , то имеет место следующее разложение 4 С А)* 
 С с к ( А  ' * Л ) (характеристические числа оператора А 

это корни характеристического многочлена ч? ('\) ) . 
Используя (14) и теорему 3, получаем, что функцию опе

ратора А , определенную некоторым степенным рядом, можно 
выразить как многочлен от оператора А , т.е. 

Т ( А >  § с ь ( А  М ) * ( A t f f V , ) как только 

А 1 . ^ , — . Л з л в ж » * в круге сходимости ряда L . 
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Непрерывные функции на топологических проотранотрах. 
Рига. 2986. 

УДН 513.881 
К ВОПРОСУ ОБ УСТОЙЧИБОСта СВОЙСТВА НОРМАЛЬНОЙ 
РАЗРЕШИМОСТИ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ С БЕСКОНЕЧНОЙ 

(к, Л) ХАРАКТЕРИСТИКОЙ 

Б.Ф.Иванов 
Даугавпилсский педагогический институт 

им. Я.Калнберзива 
Условимся предварительно о некоторых обозначениях и 

терминах, а затем напомним ряд известных предложений. Пусть 
X  банахово пространство, А  некоторый линейный непре

рывный оператор, действующий в нем. Оператор / , как из

вестно, называется нормально разрешимым, если для ye X 
уравнение АХ~Ц разрешимо в том и только том случае, 
когда ^(ч)»0 для всех f e X * , ортогональных к в (А) (т.е. 
таких, что f í j ) » o для всех ч€ ) . Здесь ЭСГ обознача

ет сопряженное с X банахово пространство, R(A) - область 
значений оператора А . Пусть Уе*. А  ядро оператора А , 
а А*  сопряженный с А оператор. Размерности А и 
J¿N А*« ñfA) A будем обозначать через Ь и «Í : л<£» 3U\A ( 

D'DIN. 3¿\ А" . Упорядоченную пару чисел t>.<=0 будем на

зывать D) характеристикой оператора А . Если оба числа 
п. и D конечны, то будем говорить, что (^D.) характерис

тика оператора А конечна. Если только одно из чисел I* или 
«Í конечно, то (»,D) характеристику оператора будем на

зывать полубесконечной и, если *  » , rf« «о T то С1^^ ха

рактеристику будем называть бесконечной. Всякий линейный 
непрерывный нормально разрешимый оператор с конечной f*.<0

характеркстикой называют Фоператором. В случае полубес

конечности (*,D)характеристики непрерывный линейный Нор

мально разрешимый оператор называют <PF (*• либо 
Ф_ (d < «•) оператором. Известно, что Ф операторы облада

ют устойчивостью свойства нормальной разрешимости при воз

мущении их линейными непрерывными операторами, достаточ

но малыми по операторной норме или вполне кепрерывшми. 



Этот результат был получен Ф.В.Аткинсоком [ I ] . 
Как показал М.А.Гольдман [2"] , аналогичный свойством 

обладают также Я\. и Ф операторы, т .е . они обладают 
устойчивостью свойства нормальной разрешимости и ряда дру

гих свойств при возмущении их достаточно малыми по опера

торной норме линейными непрерывными или вполне непрерывными 
операторами. В этой же статье К.А.Гольдман показал, что си

туация принципиально меняется, когда )характеристика 
становится бесконечной, а именно: если А  нормально раз

решимый оператор и оба числа к к 4 бесконечны, то всегда 
возможно нарушить его нормальную разрешимость и даже беско

нечность его (Ч.с1)характеристики прибавлением к нему опе

ратора, сколь угодно малого по норме или вполне непрерывно' 
го. Если допустить, что («.«О характеристика оператора Л 
является бесконечной, т.е. не накладывать на линейный не

прерывный оператор никаких ограничений, то нормальная раз

решимость оператора А устойчива лишь при возмущении опера

тора А операторами конечного ранга. В настоящей работе бу

дет рассмотрен некоторый промежуточный случай для одного 
класса операторов,когда л. и Л произвольны, но множество 

Ли. А подчинено известным ограничениям, позволяющим вы

делить определенный класс возмущений, сохрамяюцих нормаль

ную разрешимость и некоторые другие сьойства оператора. 
В статье И.Ц.Гохберга и М.Г.Крейна [ З ] утверждается, 

что результат об устойчивости свойства нормальной разреши

мости операторов с полубесконечной С^.й)характеристикой 
опубликован в [ з ] впервые. Это утверждение неверно. Данный 
результат получен и опубликован Ы.А.Гольдманом ранее [ 2 ] . 

Пусть М  конечное множество попарно дизъюнктных 
простых замкнутых кривых типа Ляпунова на комплексной плос
кости Г • и М 

н<.м 

кривая Г определяет разбиение расширенной комплексной 
тлоскости £ на дизъюнктные открытые множества ?* и Т~ 

£ - У* иТ-иГ , в» е г: 
3 пространстве ^(г) рассмотрим ограничвккый линейный опе

ратор А , определяемый сингулярным уравнением 



(Лг) *  сЩ ГШ * $Р . С^Г) ( I ) 

с непрерывными коэффициентами с и Л . В наших целях опе

ратор А удобно представить в виде А  лР + (О , 
где *.с+и , й'. с-Ы, (РО*шф + & * , ( и г ) 

г 
и а -3-Р. . 

Оператор Р есть проектор, область значений которого 
есть множество всех тех функций { из I? (Г) % для которых 

интеграл / утр обращается в нуль при всех {е?~ , а 

ядро, соответственно,  множество тех функций Ц из Ц'(Р) 
для которых у$^«<»=0 для всех Т* . 

Из теории ЛСИУ (линейных сингулярных интегральных 
уравнений) известно, что оператор А'ЛР*(0 тогда к толь

ко тогда является Фоператором, когда <и(4)1Ш *о 
всюду на Р . Если же функция аЛ)Ш) обращается в нуль 
гделибо на Г , то А не является ни Ф*  ни ф опера

тором. Вместе с тем из соотношения &(4*)1(4ь)-о для од

ной точки 6 * ' ' , вообще говоря, не следует, что оператор 
А не является нормально разрешимым. Действительно, в три

виальных случаях, например, когда лЬ)*1 и Ш) «о , опе

ратор А нормально разрешим. В другом случае,а именно,когда 
функция оЛ имеет конечное число нулей целого порядка, 
оператор А допускает неограниченную регуляризацию и, сле

довательно, не является нормально разрешимым. 
Определение. Непрерывную функцию £Н) , определенную 

на Г , будем называть нормальной, если для каждой кривой 
МеМ выполняется следующее условие: либо $(4) *о для 
всех -Ье М , либо функция $Ц) есть тождественный ноль 
на М . 

Следующая теорема дает необходимые условия нормальной 
разрешимости ЛСИУ вида ( I ) . 

Теорема I [ 4 ] . Если а и &  непрерывные функции на 
Г , то для нормальной разрешимости оператора А - аР + 

в пространстве £ Р (Г ) необходимо, чтобы функции а и б 
были нормальными. 



Нормальность функций а. и 6 сама пс себе еще недоста

точна для нормальной разрешимости оператора А . Рассмотрим 
дополнительные условия, которые вместе с нормальностью фун

кций о. и i являются необходимыми и достаточными для нор

мальной разрешимости оператора fi . 
Теорема 2 f4 ] . Если множество Т~ связно, то оператор 

аР* ta » А тогда и только тогда нормально разрешим, 
когда выполняется одно из следующих условий: 

1. a(t) i О всюду на Г . 
2. t tí) 4 о всюду на Г . 
3. Имеется подмножество Л с М такое, что А(Ъ) * tfi)-O 

для всех 4еЖн 1(4)*О для всех ЕЕ U[M: МбАч.л>} 
В дальнейшем контур Г выберем так, чтобы он состоял 

из двух замкнутых кривых типа Ляпунова, расположенных так, 
что множество F' связно. 

Полагая а(О*0(*еГ), i(i)4o (icM) и Ш)-о (4е JT) , 
получим нормально разрешимый оператор А • O.P + ÍQ . Причем 
в этих предположениях оператор А имеет бесконечную (*.d)-

характерисуику, т.к., будучи нормально разрешимым, оператор 
А одновременно не является ни <р*-, ни <Р~ оператором. 

Рассмотрим уравнение (A*f)t =о или, другими словами, 
(aPp)t * (tQfíi  О , 4 е Г , (2) 

полагая, как и ранее, A-a>P + iQ . Решениями уравнения (2) 
будут элементы ядра оператора А . Пусть Н**(ц) обозначает 
совокупность всех комплексных функций, определенных на М 
и удовлетворяющих условию Гёльдера с показателем 
р. (o</*<i) , т.е. таких, что имеет место неравенстве 
|V4*) fW)\ < Clt  t ' l ' * для любых точек i.i'eh , где 
с  некоторая зависящая от ч7 константа. 

Если а н t принадлежат множеству W (м)ю</ч <) , то 
мы можем сделать вывод о разрешимости уравнения (2) [ 4 ] . 
Заметим, что в силу выбора контура Г , состоящего из двух 
непересекающихся замкнутых V \аых типа Ляпунова М и г ; , 
уравнение (2) распадается и* дав уравнения. Когда i пробе

гает N , т.е. ¿e/V ,тоА/<Кси уравнение <2) запишется з 
виде 

(Ы>*>« *о , 4€Ы. . (2 ' ) 



Если 4е М , то уравнение (2) запишется в виде 
(aP<e)t +(T(XT)t  О (2*) 

причем в уравнении (2*) а&)-Ш)Фо, icM . Из теории 
ЛСИУ [ 4 ] известно, что в случае, когда ж » ± [алу ] ^ *о, 

однородное уравнение (2") имеет « s  « линейно независи

мых решений <вк И) ~i
K

(C+ - C-i
x

) f * . 0 . г д е 
С ( т * с + « )  Sgj « е м ) , ad) e f M ) (о*.#<4). 

Функции C+ и С получены следующим образом: каждая функ

ция a.(i) е У(м)(о*/ч<), нигде не обращающаяся в 0 на 
М , допускает факторизацию a(t)» а.иН'о^а), где 
Лъ(<;)еИ±(п) , //^м)  проекция Н**(Н) , полученная 
с помощью оператора проектирования Р , а Mf(M)t соот

ветственно  с помощью Q . а± 
Очевидно, что на контуре Ы решением уравнения (2) будут 
функции из ядра оператора Р\ы . Т.к. наше изложение не 
претендует на общность, а именно, рассматривается лишь 
пример оператора с бесконечной (S^) характеристикой, об

ладающий устойчивостью свойства нормальной разрешимости, 
то для простоты изложения положим, что И  единичная 
окружность, р'1 . Пусть FCT) е L1 (Ы) - произвольная 
функция и Л* ) JL^Ct t k (Hl- i)  ее ряд Фурье. Так 

как этот ряд сходится по норме пространства и опе

ратор Р непрерывен, то 
p v . Ьт. Р( г ск4*) » Ал. Z Ce^ k * X cd* 

Аналогично находим . ¿ с 

Следовательно, 5* . (p_q)*„ £ с*^ '  t Cc* f c . 
Таким образом,' уравнение (2) а предположениях, что 
о(О. Ki)6H*(h)(o£fL*.4), P*t, N  единичная окружность, 
имеет линейно независимые решения, лредставиные в виде 

* * с с ;  с . < " ) , . . , *  < ) , * « > .  и м . 



Введем для оператора А понятие рисоовокого ядра. 
Риссовским ядром оператора А мы будем называть 

(А) - в-(А
к

) . Подробно свойства риссовского яд

ра исследованы в статьях Ы.А.Гольдмана и С.И.Крачковского 
[ б ] и др. Мы же здесь выясним, при каких условиях 

оператор А обладает тем свойством, что X*. А £ ТП(АХ 
В качестве первого шага рассмотрим включение 

Ж А с к (А) . Это включение имеет место, если 
разрешимо уравнение 

* №(00*  (3) 
где 

Y [ V(C-;-C.i*)t (b.o,i, ... , 

I ) Пусть 4tM . В этом случае уравнение (3) имеет . 
такой же вид с той лишь разницей, что 4*М , а Ч

Гш ik(Ct'~ci ) , 
( * «eu , .  »  * ) • « < o ,  é e M . Как известно 
из теории ЛСИУ, решением этого уравнения будет 

На кривой А/ уравнение (3) примет вид 

Последнее уравнение разрешимо только в том случае, когда 
г. c i * 

« * )  """.Гг с й (Р> , é е N , т.е. когда 

f f t ) имеет вид: W ^ j j ^ с*^* • Для этого достаточно 

положить л(4)Я I. CL!**' • Заметим, что в этом случае 

аН) может и ке принадлежать классу (И) 
Это не протигоречит тому, что a(t) е И^СМ) (.o<f-<t). 
После того, как мы показали, что имеет место включение 
Jfct А с в (Л) » н в встречает принципиальных затруднений 
доказательство включения j ^ . А с б. (А") при любом « . 
Для этого достаточно, как и в предыдущем случае, решить 
вопрос о разрешимости уравнения (( cJ> # « î ) * f )i * "f" £ еГ 
при любом a. , где y/"  произвольный элемент Ли. А . 



Поскольку это уравнение разрешимо при п.»у , то, не 
уменьшая общности рассуждения, мы можем предположить, что 
оно справедливо и при п.. tn. . Т о есть существует такая 
функция ^ (t) в lt (Г) , которая удовлетворяет равенству 

ffaPWar^H - Y U ) , i e r . (4) 
Если I Е М , то имеем 

((<ХР + W ) * ^ ) t  ^ / f * ) , TEM. (5) 
Если ^еЛ/ • то 

UOJ>rfJt = V ^ f f ) . TEN . (6) 
Под ф, (UMi*U понимаем ^(i)  LK(c?-CAl, 
(к=о,/, . . . ,  ас) , э г д е .  ^ е М . 
Под ^(4)(4еЫ) соответственно 

Покажем, что из разрешимости (4) следует разрешимость 
уравнения 

((*Р f TQ)"*4F)I - F(t) , 4*Г,фа)Е&*Л . (7) 
Пусть 4eM . Уравнение (7) перепишется в виде 

fiW>We)m*'f)f - +4(I) . ITH. (6) 
Преобразуем его FFAF- • IQ)P(AP + *4)F)T • I^FR) , -IIH. 
Введем обозначение ((ЛР * » . Тогда в силу 
разрешимости (5 ) мы определим А(4) , а следовательно, ре

шая уравнение (J[AP* LQ)F)IR  , разрешимое при 
любой правой части, найдем и {(I) , т.е. ответим положи

тельно на вопрос о разрешимости уравнения ( 8 ) . . 
Пусть ITN . В этом случае уравнение (7) перепишет

ся в виде ((AP)*"F)4  %(i) ,IEH 
(9) 

или С*.Р*Р... <J?FH » (4) , 4 e А/. 

Поскольку разрешимо уравнение (<*-PFA ) 4 » FAD). ~IEN, то 

^ f f i в ССР) , как это показано выше. 

Следовательно, разрешимо и уравнение 

(P(<XP)IT)I » , f € М . 
т/г Л.) 

В качестве его решения можно взять д ? ^ i т « в « 



Продолжая этот процесс и далее, Мы получи с точностью до 
элементов ядра оператора *Р решение уравнения (9) 

Методом полной математической индукции мы доказали вклю

чение 3ln А е 1П(А) 
Приведенные выше рассуждения позволяют сформулировать 
следующее 

Утверждение I . Пусть оператор А определяется равен

ством (A*)i .cli)fl*}+ f -r^-cLi,({еГ), где Г 

сложный контур, состоящий из двух дизъюнктных ( м и N ) 
кривых типа Ляпунова, причем N  единичная окружность 
К/£ , с непрерывными коэффициентами с(х)'я dli) такими, 
что c(i) + dtt) *о (4еГ) t Ut)-dOr) iO (-ieM)u c(4)-d4)-

(ieM) .На контуре cft) и dtt) являются элементами 
И^(М) (ос/лг.4) . При выполнении этих условий опера 
тор А язляется нормально разрешимым и имеет бесконечную 

(к.а) характеристику. При это*, ф) и аЫ) могут быть 
Быбраны так, что оператор А дсыускает возьущэние линейны 
ми непрерывными операторами, перестаяовочныии с А с сох

ранением свойства нормальной разрешимости. 
Действительно, вопервых, поскольку оператор А дейс 

твует в Lļ(r) , существует непрерывный оператор проекти

рования на ядро оператора А . Вовторых, с и d. , как 
это было показано, могут быть выбраны так, что 

А е ТП.(А) . Как показали Ы.А.Гольдман и 
С.Н.Крачковский [ 5 ļ , [" б J эти условия являются доста

точными для нашего утверждения. 
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НЕПРЕРЙИВЕ СЕЧЕНИЯ 

О.Н.Колесников 
Московский государственный университет им.М.В.Ломоносова 

В настоящей статье рассматриваются непрерывные сечения 
непрерывных многозначных отображений. 

Всюду под нульмерным (соответственно индуктивно нуль

мерным) пространством понимается пространство, нульмерное 
в смысле dirn (соответственно LPJX ) . Черео 2? (соответс

твенно C(Y) » K ( V ) ) будет обозначаться пространство непус

тых замкнутых (соответственно бикомпактных, конечных) под

множеств топологического пространства V в топологии Вието

риса. Отображение F: X—непрерывно, если оно полунепре

рывно снизу и полунепрерывно сверху, т.е. если для любого 
открытого в Y подмножества V множества 
F ' l ( V )  { * € X ; F * n v * ф] и F . * t V № « X : FaTcVJ 
открыты в пространстве X . Отображение F ' X — * Y называет

ся сечением отображения F: X — . если i š c F š для лю

бого х е Х . Отображение р. Я Х

 * Х называется сечением 
пространства X , если §(К)$А для любого А € Я Х . 

Пространство Y имеет ( j^ диагональ тогда и только 
тогда, когда существует счетная последовательность 

{ TNTNE открытых покрытий Y такая, что 

Д 2 ' ' ^ ) ^ ^ " Д** ^ о г о ļ j .&Y • Положим также fc=lY] • 
Пространство с Q^диагональю ( У , у ) полно, если для 

любой не возрастающей последовательности l A n . ^ t N l зам

кнутых в Y множеств, такой, что каждое А ^ содержится в 
некотором элементе у и , имс$м П А^ /' ф • 

Подмножество А пространства с &с~ диагональю O f , ļ ) 
полно, если пространство (A ,1 f l A ) полно 

Обозначим через HMi-(Y) пространство пояг.ых подмно-

геств простр-истна Y с рт-диагональю. Оиевид.нс, 
. - - - о • 



CCY)cfflL(Yļ. 
Следующая лемма является небь^ытм видоизменением 

леммы 6.2 работы [ I ) . 
Лемма. Пусть £  непрерывное сечение пространства 

X, £ Х и U  окрестность j-А в X . Тогда существует 
конечное F c A такое, что j S ^ U , если S € 2 х и 
F с S с А ; при этом для любого нигде не плотного в А 

множества М можно выбрать F так, что F f l M - ф . 
Теорема I . Пусть X  регулярное пространство, имею

щее непрерывное сечение. Тогда X  наследственно воров

ское по замкнутым подмножествам пространство. 
Доказательство. Предположим противное, т.е. пусть су

ществует замкнутое подпространство Z г- X , не являющееся 
бэровсккм. Так как X регулярно, существует замкнутое под

пространство М - Z , являющееся множеством первой катего

рии в себе. Если g  непрерывное сечение X , то £ = ^Lx -

непрерывное сечение М . Пусть M - J ^ H , где M T i зам

кнуто и нигде не плотно в М, М ^ с М ^ ^ ^ б Д . По индукции 
для любого % > 0 построим непустые подмножества f^ и А и 

пространства И , где F n конечно, а Ап, замкнуто, удовлет

воряющие следующим условиям: I ) Р „ ч

с F«,c А п с \ л , N, 
2 ) f S i M T b , если P^cScA4 ,TieN , 3 ) j A ļ . ^ F 1 l l neN • 
Предположим, что это сделано. Положим В П А и . Тогда по 
условию I $ f Р ^ В ^ А ^ , * ^ N , н ^ Ь пусто по условию 2; 
получили противоречие. Будем теперь строить множества А.̂  
и { у для всех ' ю О . Положим Ао = М ,г1«ЬеЛ для некоторого 
st,, f 5-М • Далее, считая, что определены А х и F^ , по

строим А ^ и . Веля jAK4 M„. t ļ L t «> по лемме су

ществует такое конечное F c ( M ^UķAn lMUF^ • ч** 
$S<Ļ M,„ u . e c j o i F c S c A ^ . Положим F ^ - F ^ U F . 
A n H  A n > Условие I ьыполняется очевидно. Условие 2 сле

дует из того, что F n + ļ ^ F . Условие 3 следуei из условия 
3 для н и того, что F £ f A ^ - j A v . t . Пусть теперь 
jA^ ^ . М л м . Тогда по лемме существует такое конечное 
F d C A ^ - M ^ U F ^ .что. $ S * F f t ļ e e « F < f S c A v x 

Положим F^(1 , у ŗ , и пусть А к + 1 есть объединение 



f»iti П M*,n и канонического замкнутого множества, содер

жащего F^ -M^h и содержащегося в ^ ' M w l  При этом 
можно считать, что *A*.>i4 F T + 1 » т а к к а к е с л и ^^кцСЩ^ 
то f A V t l e F - М* + 1

 и *очку j -A^, ! можно заменить в F 
близкой точкой, не нарушающей того свойства, что jS^f*, 
если F с S с А>. . Условия 1, 2 и 3 выполняются по постро

ению. 
Следствие. Пусть X  метрическое абсолютное САмно

жество, имеющее непрерывное сечение. Тогда X полно по Чеху. 
Доказательство. По теореме I X  наследственно бэ

ровское п о замкнутым множествам пространство. Но метричес

кое абсолютное САмножество, являющееся наследственно во

ровское по замкнутым множествам пространством, есть абсо

лютное Ggмножество (см. следствие работы 12 ] . ) . 
Теорема 2. Пусть X  дискретный паракомпакт. 

Тогда X имеет непрерывное сечение тогда и только тогда, 
когда X разреженно. 

Докааательство. Пусть X имеет непрерывное сечение. 
По теореме I каждое замкнутое подпространство А простран

ства X является бэровским. Так как A fe дискретно, 
имеет изолированную точку. Следовательно, X разреженно. 
Пусть теперь X разреженно. Тогда X имеет непрерывное се

чение по теореме I работы [3] . э'едй» 
Предложение I . Пусть X  нульмерно, Y ~ параком

пакт, р: X —» 2*  непрерывно. Тогда для любого открытого 
покрытия f пространства Y в покрытие F"1 {%) пространства 
X можно вписать комбинаторнодизъюнктное открытозамкну

тое покрытие. 
Доказательство. В покрытие <f впишем комбинаторноло

кальноконечное покрытие í. Vj_ ti.< %} из открытых F6 мно

жеств, и пусть V^ J7 ^ а , где V x n , замкнуто ftfetí . 

Положим £ u -Vj^ П C Y - Д У Д А , < ' с > u f e ^ * 0 ч в в и Д к о . Л д я 

каждого u<2 N { Р л и , ^ < т } '  дискретное семейство замкну

тых множеств. Так как Y нормально, для любых.*, « с h i i í H 
существует такое открытсе множество , что f¿, u< О̂ Л

Ve . приче* окн° считать, что G ^ Q ^ i ^ K • 



Положим Ф ^ Л Р ^  Г Л И ^ ) , \ ^ " ^ Р Р % 1 Р , 
Пусть ч^ [ ^ ^ « с З . , о  ^ ' Ш ^ , ^ } • Очевидно, для каждого 
п е К, о ) и  дизъюнктная система открытых множеств X , а 

^  дискретная система замкнутых множеств X , комбина

торно вписанная в со^ . Так как X нульмерно, существует 
дискретная система открытозамкнутых з X множеств 
£ 1 ] ^ 4-<ъ] такая, что с с • Положлм 

Н ^  Г ^  Ш Г ^ ^ * ^ • т ^ д а I V  З Н ^ ^ 

дизъюнктное открытозамкнутое покрытие X , вписанное в 
р  ч * > . 

Следующая теорема обобщает теорему Ы.М.Чобана ( ,4 ) , 
теорема 3.4), доказанную им для полного метрического про

странства V • 
Теорема 3. Пусть X  нульмерно, У  паракомпакт с 

&£. диагональю, р : Х —» СМЬСУ)  непрерывно. Тогда Р 
имеет непрерывное сечение. 

Доказательство. Построим по индукции последователь

ность непрерывных отображений ^ : X — ' С Ш  С У ) , иИ),1,.. , 
таких, что содержится в Р*, и в некотором элементе 

х е Х . Положим Р 0= Р и, считая, что определено Р^.| , 
построим Р ^ , . В покрытие впишем с замыканием о т  > 
крытое покрытие ^ « 1 ^ , ̂  ^ А] . По предложению I в покры

тие Р^_\( ^п) пространства X впишем комбинаторнодизъюнк

тное открытозамкнутое покрытие сЭ^  Щ . , л ,еАЗ . Определим 
Р ^ Х —СМсЛУ ) . . г д е Р ф . х  Г ^ х П ^ г е и * , .Очевид

но, Р^ непрерывно и удовлетворяет требуемым условиям. Оп

ределим £:Х—» У , г д е ^ л  Д р ^ ' Е . множество £» непусто 
и одноточечно, так как Р х полно и т х содержится в неко

тором элементе ^ для любого 'а с N . Пусть V открыто в 
У . Покажем, что у  * Р / )  П р • Очевидно, 
Я . (\0<= 5" ( V ) для любого п 6 N . Пусть <= У . Если 
Р п х П ( X  ф для всех п € N , то в силу полноты Р х , 

имеемТТСР^ъ П ( Х  \0 ) + ф , что противоречит тому, что 

*ж  Л р ^ х ^ V • Следовательно, существует т.кое п е $ , 
что Р,^х с: V .Из непрерывности Р Г ( вытекает, что Р^(Ч) 



открыто для каждого тг е N , откуда следует открытость мно

жества у (V) • Таким образом, ^  непрерывное сечение 
отображения Р . 

Теорема 4. Пусть X ^нульмерно, У  уплотняется на 
метрическое пространство, Г : Х  * СОЛ ~ непрерывно. Тогда 

Р имеет непрерывное сечение. 
Доказательство. Сечение £ строится так же, как в до

казательстве теоремы 3, при этом У рассматривается в сла

бой метрической топологии. Непрерывность отображения $ 
следует из формулы « . "ЧУ) и Е * ~ 0 / ) . где V открыто в 
У • При доказательстве этой формулы используется биком

пактнозначность р . 

Предложение 2. Пусть X  сильно паракомпактно, У 
индуктивно нульмерно, р : X ~*  непрерывно. Тогда для 
любого открытого покрытия % пространства У существует 
непрерывное отображение Ф*Х—*• 2^ , такое, что Фзк яв

ляется замкнутым подмножеством Рх. и содержится в некото

ром элементе , а е X . 
Доказательство. В покрытие ^ впишем открытозамкнутое 

покрытие |  [ у ^ , , А € А 7 . Так как X сильно паракомпактно, 
в открытозамкнутое покрытие р " (|) пространства X впишем 
комбинаторнодизъюнктное открытозамкнутое покрытие 
Щ ы * € А 1 (см. [ 5 ] , с.274). Определим отображение 
Ф   Х — . где <БхРхГГ\£. , * е и я • Отображение Ф 
непрерывно и удовлетворяет условиям предложения. 

Теорема 5. Пусть X  сильно паракомпактно,У  ин

дуктивно нульмерно, локально уплотняется на упорядоченное 
пространство, р'-Х~* С (У)  непрерывно. Тогда Р имеет не

прерывное сеченые. 
Доказательство. Теорема следует из предложения 2 и 

леммы 7.5.1 работы [ & ] . 
Теорема 5' . Пусть X  сильно паракомпактно. У  ин

дуктивно нульмерное локально бикомпактное локально упорядо

ченное пространство, РОС—* 2^  непрерывно. Тогда Р 
имеет непрерывное сечение. 

Доказательство. Теорема следует из предложения 2 • 
леммы 7.5.1 работы 16]. 



Следующая теорема является новой и в случае метричес

кого пространства У • 
Теорема б. Пусть X  сильно паракомпактно,У  ин

дуктивно нульмерное пространство с ц$—диагональю, 
Р: Х ^ * СМ'СУ)  непрерывно. Тогда Г имеет непрерыв

ное сечение. 
Доказательство аналогично доказательству теоремы 3. 

Вместо предложения I используется предложение 2. 
Теорема 7. Пусть X  нульмерный паракомгакт, У 

регулярное пространство с О,удиагсналыо, Р;Х—*СМЬ(У) 

непрерывно. Тогда Р имеет непрерывное сечение. 
Доказательство аналогично доказательству теоремы 3. 

Вместо предложения I используется то, что в любое откры

тое покрытие нульмерного паракомпакта можно вписа'.ь дизъ

юнктное открытозамкнутое покрытие. 
Теорема 8. Пусть X  нульмерно, коллективно нормаль

но, У  регулярное метакомпактное пространство с б^диа

гональю, Р ; Х ~ * КСУ) " непрерывно. Тогда Г имеет непре

рывное сечение. 
Доказательство аналогично доказательству теоремы 3. 

Используется то, что в любое открытое покрытие простран

ства У можно вписать с замыканием точечноконечное откры

тое покрытие ! , а в точечноконечное открытое покрытие 
Р нульмерного коллективно нормального пространства 
X можно вписать дизъюнктное открытозамкнутое покрытие 
«О • 

Автор выражает благодарность В.И.Пономареву, под ру

ководством которого выполнена настоящая работа. 

Список литература 
1. Bngelking а., Heath B.W., Michael Е. Topological 

wellor daring and oantjauous seleatlons// Invent, 
oath. 196a. V.6.  Р.15015в. 

2. Островский A.B. О несеперабельных tАыножестзах и их 
отображениях // ДАН СССР.1976. _ Т.226. К 2  С 269

272. 



Поступила 20 декабря 1984 года. 

3. Колесников О.Н. Сечения многозначных отображений со 
значениями в разреженных пространствах // Сиб. мат, ж. 

1986. Т.27, » I ,  С^7078. 
4. Чебан U .M. Многозначные отображения и борелевские мно

жества. I // Труды Моск. матем. ова.1970,Т.22.

С.229250. 
5. Александров П.С , Пасынков Б.А. Введешь* в теорию раз

j мерности. М., 1973. 
6. Miohael 2. Topologies on spaces of subaeta//Trans. 

Ater. Hath. Зоо.  1951. V.T1. ?.1521B2. 



Непрерывные функции на топологических пространствах. 
Рига. 1986. 

УДК 517.941 

ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОКЯ СЕШЕШЩШГОЮШКТНОЙ АППРОКСЯУАЦИИ 

З.С.Левченков 
Латвийский государственный университет им. П. Стучкя 

В статье вводится понятие V аппроксимации линейных 
непрерывных отображений в банаховых пространствах, которое 
оказывается достаточным для секвенциальнокомпактной аппрок

симации (см., напр. [ I ] ) . Приведен пример,показывающий, что 
V аппроксимация не является необходимым условием длл сек

венциальнокомпактной аппроксимации. 
Определение. Пусть X и У  о'анаховы пространства 

над полем действительных или комплексных чисел И . Будем 
говорить, что последовательность отображений ({к)к*ы 
из пространства линейных непрерывных отображений 1С(Ш У ) 

1/аппроксимирует отображение $Е £ С ( х , ¥ ) , если вы

полнены следующие условия: 
1) V I с X ЬТ. {КХ  / X , 

*»«•» 
2) для любой ограниченной последовательности векторов 

из X существует конечномерное векторное подпространство 
V из У такоо, что { £ н ас*.  $ хл I » е N ] с V. 

В этом случае кратко будем писать $ к ^ « *С (X, У ) . 

Теорема. Если {к у € 1£ (X. У), то 

и (Х.Ч) (см., напр. Щ ) . 
Доказательство. Для каждой ограниченной последователь

ности векторов ( х к ) из X из неравенств I х» | * 

« И к . х л * п*ъ1*1ьп*~1+  ( и л • 1 1 1 ) 1 ^ 1 

и условия I ) V аппроксимации следует ограниченность по

следовательности векторов  ) в "У . Отсюда и 
из условия 2) V ашроксимации следуем, что последова

тельность векторов ($К*П. ~ Т**.) относительно компактна 
в У , т .е . , $ Е 1С (Х  .У ) . 
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Следующий пример показывает, что обратное утверждение 
неверно. 

Пример. Пусть X * Y » 1± . Для каждого х -

« ( х , , » ! , Л к . , . . . ) е ? и'каждого N определим ото

бражение £ Л .• £̂  »• £j равенством 
 £ * + а:Л ty , 

где ft х Яо,о , . . . , о,. ) « Тогда ^ Л ^ О е ¿0 ("4, 4 ) 
и £ , О € i C f ^ A ) . 
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X  МЕТРИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВО, .} : X *у*+Х -

РАЗЫСКИВАЮТСЯ НЕПОДВИйНЫЕ ТОЧКИ 

А.Х.Лиепиньш 

Латвийский государственный университет им. П. Стучки 

Приводимая теорема, привыкающая к I I , теорема 4, 
C.67J и [ 2 , теорема 3, сД45] и раэьивапцая идеи из 11] , 
[ 2 ] , является результатом применения при исследовании не

растягиващих отображений методов, разработанных в [ 3 ] , 
[4 ] при рассмотрении отображений, удовлетворяющих неравен

ству Кэннэна (к.Каппав , [ 3 ] ) . 
Пусть X  метрическое пространство с расстоянием d.. 

Полагая Р Х ' = { А | А С Х 1 , напомним, что отображение 
S: Р Х '—' Р Х называется оператором замыкания на X • 
если для любых А В е Р Х : I ) А с в =» S (A )c S (B> 
2 ) A c S C A ) ; 3) S ( S ( A »  S ( A ) . 

Пусть S  оператор замыкания на X • Называя 
А е Р Х S замкнутым, если А » S(A) , скажем, чгоХ 

Sкомпактно, если 0 1 A | A ^ 6 t J f<p для любой 
центрированной системы di S замкнутых множеств. Напом

ним также, что оператор замыкания S называется алгебраи

ческим, если для любого А € Р Х и любого act S(A) 
существует такое конечное ~£>с: А , что xfcSCB). 

Наряду с оператором S рассмотрим.отображение 
Т : Р Х •—* Р Х , для любого А ^ Р Х определя

емое равенством:  Т Ш ! = S(A) . Отметим, что Т  опе

ратор замыкания на X , если S ( S l M )  S W для лю

бого A t Р Х , т.е., топологическое замыкание любого 
S замкнутого множества S замкнуто. 

Для любого X и г t R f ( l R f  множество всех 
вещественных положительных чисел) замкнутый шар радиуса г 
с центром в х обозначим через В(эк,г) . 

Пусть Y c X нецусто. Напомним, что отображение 



$ : У '—* X называется нерастягивающим, если 
Л($(эО, £(^)) £ сЦх.и) для любых 

Скажем, что л е у орбитально, если орбита точки х 
при отображении £ определена, т . е . , полагая х , : = х , 
для любого а & АГ ( ЛГ  множество всех натуральных чи

сел) найдется такое х а е У , что Х а * * ( х а . 1 ) . 

Теорема. Пусть X  метрическое пространство, У с X 
замкнуто и непусто, отображение у. У " — • X  нерастяги

ващее. 
Пусть существует такой алгебраический оператор замы

кания Э на X , что выполнены .условия: 
1) У Эзамкнуто; 
2 ) любой замкнутый шар 3 замкнут; 
3) топологическое замыкание любого Б замкнутого 

множества Б замкнуто; 
4) X Т компактно. 
Наконец, в любом содержащем более одной точки Т  з а м 

кнутом множестве Л с У предположим существование такого 
орбитального х , что £ 1 р 1 А1 < свлт А и 
В П У  В П У для любого содержащего х 3  зам

кнутого множества В с X • для которого £ ( В П У ) С В . 
Тогда отображение £ имеет неподвижную точку. 
Доказательство. Основываясь на лемме Дорна, построим 

множество М с: X • минимальное по отношению к Т зам

кнутости и свойствам: М П У А 0 и $ ( М Г ) У ) ^ М . 
Допустим, что £ ( М П У ) « £ У . 
Тогда М П У содержит более одной точки. Поэтому 

существует такое орбитальное а е М П У , что 
5 ц р Г 4 ( а ) х ^ | х ^ И П У } = : г < с 1 л а л 1 И П У . : 

Положим А : = 1 , £ П £ В ( у т ( а ) , г ) П И | т е 2^т>пЗ|п« : 2 * 1 
( ТС-= N1/10 ] ) . Отметим, что: 

I ) А  Бзамкнуто (вследствие условия 2 и алгеб

раичности оператора 8 ) ; 
2 ) А П У А 0 ( а * А 1 Г П ; 
3 ) £ ( А Г ) У ) С А  (пользуемся тем, что отображение 

нерастягиващее). 
Следовательно: 



1) А  Т замкнуто (условие 3 ) ; 
2) АМфф: 
3) « . С А П У Н А . 
В силу минимальности 1*1 зашючаем, что А — М 
Пусть х е М и £€: . Имеем: 

П А + ф .Пусть и ^ В ( х , О П А .Имеем: 

для некоторого п. 6 . Следовательно, 
( П £ Т а ^ ( а ) | т е К Ч тжгг1)|ль 2 Л ) П У = ' В с В ( < р ) . 
Тем самым, ззс В ( х,г 'б) . В силу произвольности 
ьеК^: В с В ( 1 , г ) . 

Вследствие условия 4 В ф ф • Пусть 2 е В 
Тогда 2«: В ( х , г ) . В силу произвольности х е И 
Й 6 /НВ(*,чЛ| х е КЗ .Следовательно, 
» « (П1В(* ,0|*еМ) )нМ»С. 

Таким образом: 
1) С  Т замкнуто; 
2) СОУфф. 
Установим, что $(СПУУ :С. 
Допустим существование такого * * СОУ , что 

Тогда найдется такое ^ е М , что £ (*)^ 
т.е . , ^ В($и) , * ) . Тем самым, Д:=В(| (х ) , г )Ш

собственное подмножество множества М , что противоречит 
минимальности М , ибо: 

1) &  Т замкнуто; 
2) &hYt ф (хеЛПУУ, 
3) ^ С ^ П У ^ 4  ^ (ещё раз пользуемся тем, что $ 

нерастягивеющее). 
Заключаем, "что £ (СПМ)с С . . Тогда в силу мини

мальности М С  М • Одновременно сишп С <» 
« г <сИсииМПУб сЦагиМ . Заключаем, что 

Следовательно, £ ( М П У ) с М П У . 
Еще раз пользуясь минимальностью М > заключаем, 

ч т о М П У  М . 
Следовательно, $(Ю«=М. 



Согласно доказанному предположение, что К содержит 
более одной точки, приводит к противоречив. Впрочем, 
доказательство можно завершить также ссылкой на 
Cl, теорема 4, с. 67J. * 
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ОСЛАБЛЕННЫЕ ФОР* АКСИОлЫ УШВШ 
В.И.лялыхин 

Московский институт управления им. С.Орджоникидае 

В заметке рассматриваются несколько теоретикомнокегт

ьенных предположений, последовательно более слабых, не. чина я 
с аксиомы Мартина. Важнейшие из них:  сача аксиома картина 
МА , ле!э*а Буса Lb , аксио.ш Мартина для счетку* мно

жеств MAC . Даются эквивалентчке характеристики атих ут

зерддоний на языке частично упорядоченных (ч.у. ) множеств 
и на топологическом языке. 

А. Приведем необходимую для дальнейшего информацию. 
Пусть 1Р  ч.у. множество. Элементы p , ^ s назы

вается совместными, если существует г« аР такой, что 
i t р , » 6 cj, f и несовместными в противном случае. Гово

рят, что ч.у. множество удовлетворяет условию Суслина, если 
всякое его подмножество, состоящее из попарно несоьмеотных 
элементов, счетно, в этом случае пишут: сСТ^)  К с • 
Подмножество D из называется плотным в , если для 
всякого ре f? найдется etc D , такой что 4 р 

Пусть, далее, '3~  семейство подмножеств иь f P , 
тогда подмножество С из '? называется. 9~ генеричоским, 
если выполняются все три утверждения: 

1) если с 6 и р ? ц , то р« > 
2) для любых р, cj е G найдется <ме S , такой по 

М Р . ч * ^ • j 
3) <я О D * €) для всякого плотного в У5 подмно

жеств Dc ? 
Б. Теперь все готово для формулировок. 
Аксиома ьартина МА . Пусть £ Р  ч.у. множество, 

с(5^)* Ко и JT  семейсг«о плотных подмножеств I P , 
С , тогда существует 5^ генеричьское подмножество 

6 с 9. 



Легко доказать, что континуумгипотеза СН влечет 
выполнимость МА , так что нетривиальным является с о в 

местность МА с отрицанием СН 
В 1971 р. Р .Соловей и С.Тенненбаум [ I ] доказали 

совместность с 2. РС конъюнкции ( М А + " С  произ

вольный регулярный кардинал" ) . 

Вскоре после открытия ма , а именно, в 1971 г . 
И.Бхас [ 2 ] доказал, что МА эквивалентна следующему 
утверждению, которое обозначим через 

Туг (5ои.$1?) . Никакой бикомпакт, удовлетворяющий 
условию Суслина^не является суммой менее С нигде не 
плотных подмножеств. 

В 1977 г . мной [ 3 1 доказана эквивалентность И А 
еще одному, также чисто топологическому утверждению 

Т О З ( С у с л . ) . Всякое неприводимое отображение би

компакта, веса менее £ и удовлетворяющего условию Сус

лика, в хаусдорфово пространство имеет плотное множество 
точек взаимной однозначности.(Здесь и далее все рассмат

риваемые отображения предполагаются непрерывными.) 
В 1970 г . Д.Бус [ 4 ] доказал , что МА. влечет с л е 

дующее утверждение, за которым закрепилось название леммы 
Буса 1Ь . 

Ь Ь . Если ^  семейство подмножество и> , ( 1 * С

* 1 П У I * X . для любого конечного подсемейства у я$ 
то существует Б а ^ , 1Ь| = ^ „ такое , что 1В ̂ А ( < 
для любого А с 5 ' 

В 1979 г . Ю.Ройтман [5 ] ввела ослабленную форму ак ' 
сномы мартина, обозначив ее 

М А ^ . ц . Пус1ь Р  ч . у . множество, являющееся 

суммой счетного числа своих центрированных подмножеств, 
и 9 "  семейство мощности меньше С плотных подмножеств 

Р , тогда существует 3~ генерическое подмножество 
б с 9. 

Примерно в это же время К.Кунен к Ф.Толл [6^ заме

тили, что ^ А ^ _ ц эквивалентно следующему утверждению, 

которое обозначим через 



Туг ( Sep .^ . Никакой свпврабвльныГ, бикомпакт но яв

ляется суммой менее С нигде не плотных подмножеств. 
В 1981 г. М.Белл [7 ]  доказал, что М А ^ . ц . и LB 

эквивалентны. 
Ниже доказывается, '*то 1Р> , МА t _ u и l%\ ('•>*.?•) 

эквивалентны каждое следующей} чисто топологическому ут

верждению. 
ТОЬ (СсО • Всякое неприводимое отображение сепзрл

бельного бикомпакта веса меньше в хаусдсрфсво пространство 
имеет плотное множество точек взаимной однозначности. 

В 1980 Г. U.Белл [ 8 ] упомянул об утверждении, кото)>ов 
обозначим здесь через MAC и назовем аксиомой Мартина 
для счетных множеств. 

N A C . Пусть {р  счетное ч.у. множество, '¿~ 
семейство плотных подмножеств , \Т\ *• > тогда су

ществует 5" генерическое подмножество Й с Ф 
Ниже доказывается, что MAC эквивалентно каждому из 

следующих двух утверждений. 
Кг ( С  f a se ) . Никакой бикомпакт (компакт) со счет

ной SC базой не является суммой менее v нигде но 
плотных подмножеств. 

Т 0 2> (Л база). Всякое неприводимое отображение би

компакта со счетной £ базой и веса менее С в хаусдор

фово пространство имеет плотное множество точек взаимной 
однозначности. 

Как видно из вышеперечисленного, получаются серии 
эквивалентных друг другу утверждений: на языке ч.у. мно

жеств, утверждений о неразложимости в сумму нигде не плот

ных подмножеств, и о наличии точек взаимной однозначности 
для неприводимых отображений. 

Характерно, что если еще ослабить эти утверждения, 
то получим верные в ZFC утверждения, которые эквива

лентны приводимым ниже. 
1.0. Пусть 9  ч.у. множество, 5"  счетное се

мейство плотных подмножеств íP , тогда существует 5~ 

генерическое подмножество. 



2.0. Никакой компакт (бикомпакт) не является суммой 
сметного числа нигде не плотных подмножеств. 

3.0. Всякое неприводимое отображение компакта в хаус

дорфово пространство имеет плотное множество точек взаим

ной однозначности. 
Наоборот, снимая ограничение "удовлетворять условию 

Суслика" в формулировках И А и эквивалентных, получаем не

доказуемые в 2. PC утверждения. 
0.1. Пусть 5*  ч.у. множество, Ç~  семейство плот

ных подмножеств Р , I S~l < s, , тогда существует 5~ 

генерическое подмножество Ci с ф . 
0.2. Никакой бикомпакт не разлагается в сумму менее С 

нигде не плотных подмножеств. 
0.3. Всякое неприводимое отображение бикомпакта веса 

меньше в хаусдорфоьо пространство имеет плотное множес

тво точек взаимной однозначности. 
Эти три утверждения эквивалентны друг другу и С H (в 

рамках ZFC ) . Они, очевидно, выполняются в предположении 
ОН и неверны при отрицании СИ , ибо, например, биком

пакт ( u>i -*А)Ш , имеющий вес ^ , разлагается в сумму 
нигде не плотных подмножеств; отсюда вытекает, что утверж

дение 0.2 неверно в предположении отрицания СH . 
Итак, получается следующая стройная схема: 

0 0.1 — » 0.2 — 0.3 

1 MA — Г м , ( S c ^ . t . ) * — Т О Ь ( С у С / . ) 

« M A t  4 > * — 1м, C S . p . ) * * . Т 0 3 ( C e n ~ ) * * L e 

I I I M A C — » U v (*- ta*») * - * Т О Ъ ( * - Д Ц о . ) 

Vf 1.0 — » 2.0 — — 3.0 

0 I — - и — » n i — * iy - — 2FC . 
(Разумеется, при доказательстве каждой из указанных 

импликация надо вместе с посылкой использовать и систему 
ZFC аксиом). 

Б. Напомним, как доказываются основные типы импликаций 
в приведенной схеме 

MA —» 1«. ( & < , u . O (И.Ъас [ 2 l ) . 



Пусть МЛ выполняется, а СЬ , г )  бикомпакт, 
с ( 5 ) • Ко и 1Ú' - семейство мощности меныае С 
плотных открытых подмножеств В . Достаточно доказать, что 
о lit * 0 . З а ч.у. множество íP воэьыеи т* 

(т.е.Тбеэ пустого множества), н пусть U s V для l'.Ví т» 
если и только если V & V ; тогда <р удовлетворяет 
условию Суслима. Для vSt'W пусть Fw  { V«t * : [V] s W ] , 
тогда Fw плотно e . Итак, семейство 

5 " * { F„ . vV С 1С" j имеет мощность меньше и со

стоит из плотных подмножеств ?> . Значит по к А сущест

вует S~ генерическое подмножество Ge Ф . Хал легко 
видеть, G центрированное семейство непустых открытых 
подмножеств бикомпакта, значит П \[V\ > V € 6\ f ф . 
Пусть W  произвольный элемент из liT . Так как 
6 Л F w н , т о в G есть V такое, что [ V ] ew' 

значит п { r V 3 V e £ J a [ V ' J i W .тем самым, 
П[ [V] : Ve б J С 1¿~ , следовательно Л Tií'* «Í . 

MAC Т02> U  б а э а ) (В.И.ыалыхин, см. f 3 ] ) . 
Пусть MAC выполняется, а В  бикомпакт со счет

ной х базой, у неприводимое отображение на какоенибудь 
хаусдорфово пространство X . Пусть JT  какаянибудь 
счетная лбаза в X • существующая в силу неприводи

мости у , 1í.v  база в 5 t №\< t • существующая по 
предположение. Пусть Е  произвольное непустое открытое 

подмножество В> и 'JTE • { V t ÍT : у  ' С V ) <í Е J . 
В силу неприводимости у ÍTE ¿ ф . Введем па 'К í 

частичный порядок, положив Ъ' ¿V, если и только если 
Г V ] s V • Для всякого W « 1>У похожим 
F w  { V e i t , i [ У 1 (V ) j «¿ W или 
f Í V ) n W • « j . Докажем, что каждое F w плот

но в ((к Е , < ) . Пусть V любой элемент íT e . Если 
Y M ( V ) л W > Ф , то в силу неприводимости у (и регу

лярности X , ибо X бикомпакт) найдется U с 
[ Ul s V • Г* ( f U ] ) • Y"' (V)n W , а тогда к 

( U ) ] s W , тем самым, U e F w . Если же 
ЧГ« ( V ) n W . < * , то Ve F w .Плотность F w дока

зана. Семейство i f " » {F » . : W í 1¿] имеет мощность 



меньше t и состоит из плотных подмножеств. Значит, по 
MAC существует 5" генерическсе подмножество 6 с Ф» 
Как семейство подмножеств X , G центрировано, а в силу 
его строения и бикомнакть.̂ ти X nG * в . Пусть И -

произвольная точка из Л6 ; докажем, что l ^  ' f t ) ! " 1 
Предположим, что существуют две различные точки в f ' ( t ) . 
Тогда найдется какойто элемент W с ttV , содержащий 
только одну из нтих точек. Так как & О * <J , то в 

в есть V" таков,что [<г ( fV) ļ с VV или 
<(•' (V) Л W « ф , т.е. f'UV) не содержит одну 

из этих точек. Доказано, что в Е есть точка взаимной 
однозначности. 

Для доказательства импликаций вида ТОЪ  » I i i . ис

пользуем следующее построение. (Автор благодарен Л.Б.Шапи

ро, указавшему на это построение.) 
Напомним сначала, что такое веерное произведение (см., 

например, [ 9 , с . 152156] ) . 
Пусть дама система непрерывных отображений ^ fr*  » Č>, 

и е J топологических пространств 5<*. в топологическое 
пространство Е> . Через X С Ь , Л) обозначим множество 
тех точек i * Цл) с П { : <*• е ¿1 \ , для каждой из 
которых существует такая точка I t В , что ^ Г ' м , ) " 
Кножестэо X ( В , *А) , снабженное топологией подпро

странства из riļ 6^ i < £ J ) j , и называется веерным про

изведением семейства пространств &<* относителоно ото

бражений fA •• Bot  * Е>. 
Нетрудно доказать следующие утверждения о веерных 

произведениях. 
1. ~ ( X * W & H J - I . 

(Через v ( 2 ) обозначается вес пространства Z ) . 
2. Если & а все Bv бикомпакты, то отображение 

Xfb.JD» В , определенное естественным образом: 
$(() - I (см. выше) совершенно. Пусть $с : F (Ь, В 

его неприводимое сужение. Тогда, если для всякой точки 
( е & найдется *е £ такое, что |$* ' (< )1>1 • то $с 

не имеет точек взаимной однозначности. 
Пусть теперь бикомпакт В есть сумма семейства Лг 



своих замкнутых и нигде не плотных подмножеств C¿ . 
Предположим, что & удовлетворяет условию Суслина, тогда 
каждое С л содержится в замкнутом и нигде не плотном 
подмножестве Ьы. типа G ¿ . Для каждого В* продела

ем следующее. 
Найдем убывающую последовательность замкнутых канони

ческих подмножеств: 6  г > » э й Ч . . . В* о ... таких f 

ЧТО Iftt &^ Э ДЛЯ ВСЯКОГО Л € « И &»  Л { В£ : !4.FAJJ. 

Положим Y^
0 = (и { 6 ^ х î t В^* 4 : а£ы]и В*) * [о\ t 

Y±  С и{ 6 ^ н  IntBfr*'1 i ntwlü в м ) » М я пусть 
Y^. * X* U • Пусть Jot  естественная проекция 
на В . Заметим, что иепряводнмо • \ & 5 2 
для любой точки í е В ы . 

Пусть X (В. веерное upeньзадание семейства про

странств Y^. относительно отображений {и •• Y* » В . Из 
указанных выше утверждений 1 - 3 ) вытекает, что отображелие 
^ с . F (В,>) — В наприводимо и не имеет точек взаимной 

однозначности и •» (F (В, J>J) á tv"(ß) . 
Поскольку при неприводимом отображении íí вес, 

плотность я число Суслина одинаковы для образа к прообраза, 
из рассмотренной конструкции вытекают сразу все три им

пликации: 
Т О Ъ (Sou.e.) * K v (SOUD) i T 0 3 ( C e n . ) ~* It\ (Sep.") ; 

T 0 3 f r t  ía ja . )  * 1ч í c u e ) . 

Осталось пояснить еще импликации вида I«.v  * НА. 
Поясним ети импликации на примере импликации 

I w (Sou.?. 1) 7* MA (И.Ихас f2] ) . 
Пусть I M . ( 5 o u i ( . ) выполняется, надо доказать выпол

нимость Н А . Как показано в [ 1 0 , стр. 1 0 5 ] для выпол

нимости МА (в полном объеме) достаточно ее выполнения 
для ч.у. множеств мощности меньше & • Итак, пусть <р -

ч.у. множество и \Ъ>\ * С , • 9"  семейство мощности 
меньше с плотных подмножеств $> . Напомним, что для 
каждого ч.у. множества Ф существует единственное (с точ

ностью до изоморфизма) отделимое ч.у. множество Q к та

кой гомоморфизм К ,отображающий ял Q , что для 



всех р,^ Е. <?. 
|>,о совместны в Ь(р) , К,Ц) совместны в 6? 

(ем. [10, с . 62] ) . Ч.у. ынскество называется отделимым, 
если на о { р следует существование елемента такого, 
что г несовместима с р ) . Как легко видеть, выполнение 
МА для ч.у. множества (2 влечет выполнение НА для ! р . 
Таким образом, достаточно доказать выполнимость МА для 
любого отделимого ч.у. множества (5 мощности меньше С < 
Но каждое такое ч.у. множество можно реализовать как 
Я базу экстремально несвязного бикомпакта  Стоуновского 
пространства полной булевой алгебры, в которую & вкла

дывается ь качестве плотного подмножества. Обозначим этот 
бикомпакт через ЗгЧО) . Так как ? , С удовлетворяют 
условию Суслика, то и $т ( О ) токе удовлетворяет усло

вию Суслина. Нетрудно доказать, что неразложимость Ы (О) 
в сумму менее С нигде не плотных подмножеств эквивалент

на выполнению МА для О . 
В. Все аналоги аксиомы Мартина можно разделить на две 

большие группы. 
 В 1ю группу входят утверждения о неразложимости > 

сумму менее С- нигде не плотных подмножеств бикомпактов, 
обладающих свойствами типа свойства Суслина или сепара

бельности, а также утверждения, эквивалентные этим. 
Во 11ю группу входят утверждения, относящиеся к стро

ению семейств подмножеств и или ч.у. множества функций 
ы 

О ) 
Даже самые слабые утверждения 1ой группы влекут огра

ничения на кардинальную арифметику, например, 1Ь влечет 
£*• . 2 т для всякого бесконечного кардинала >п < £ 

это доказал еще Ф.Русбергер [ I I ] а 1948 г. 
Наоборот, любое утверждение 11ой группы совместно е 

любой кардинальной арифметикой. 
Утверждения 1ой группы таковы: 
1с . Не разлагается в сумму менее нигде не плотных 

подмножеств бикомпакт В с о свойством, указанным ниже в 
п. I . 

0. Любой бикомпакт. 



Как уже указывалось, это утверждение неопровержимо ь 
недоказуемо в ZFC ; в предположении СИ оно выполняет

ся, при отрицании СИ оно ложно, т.е. его утверждение эк

вивалентно СИ . 
1. С ( 6 )  Ко . 
Это к есть м л . 
2. Если в таков, что с ( 6 * к) * X» для любого 

бикомпакта к! такого,что с ( к ) « Х„ . Это утверждение 
иногда обозначают МА (£Чо<А.). 

3. b имеет свойство V. , т.е. из любого несчетного 
семейства его открытых подмножеств выделяется несчетное же 
подсемейство, любые два элемента в котором пересекаются. 
Это утверждение иногда обозначает НА ( К ) . 

4. Ъ имеет XT своим калибром, т.е. на любого не

счетного семейства открытых подмножеств можно выделять не

счетное центрированное подсемейство. 
5. Если топология Б (без пустого множества) распа

дается в счетное число семейств, в каждом не которых любые 
два элемента пересекаются. Это утверждение Е.Ройтман [ б ] 
обозначает MA r _ а • 

6. e l ( 6 ) it , т.е. &  сепарабельный бикомпакт. 
Как уже указывалось, его утверждение эквивалентно 

лемме Буса, а также М А Г _ Ц . 
Так как свойства бикомпактов, сформулированные в пл. 

04,6, последовательно усиливаются, то соответствующие фор

мы аксиомы Мартина ослабляются. 
Пя группа. 
Эквивалентные утверждения обозначаются одним и тем же 

номером со Етрихами. 
Частичный порядок во множестве функций ыш опреде

ляется как следующий: j к «j если я только если найдется 
ас *» такое, что $ Ш <• %(к) для всякого U ш^ц, 

7. В w " нет неограниченного подмножества мощности 
меньше С . 

8. L ( £ < ) * " В D ш есть плотное луз вне кое под

множество мощности С " 
9. MAC . т.е. чжсиома Мартина длм счетных множеств. 



Очевидно, что 9 следует из 8. 
9 ' . К ( О * "Никакой компакт не является суммой ме

нее V нигде не плотных подмножеств". 
10. Всякая база фильтра на *> мощности меньше С 

продолжается до селективного ультрафильтра. 
11. В ш ш нет шкал ' т .е . конфинальных или плотных 

по частичному порядку подмножеств} мощности меньше С . 
I I ' . Всякая база фильтра на * мощности м«ным> 

продолжается до Р точки. 
Эквивалентность Ю и П ' доказана В.Кетокеном [12] . 

Он хе доказал, что кз 9* ад «дует 10. 
12. Нет ультрафильтра на  О базой мощности меньше 

О . 
13. Существуют селективные ультрафильтры на <̂  . 
14. Существует Р точки на ш 
15. В шм нет лестниц (т.е. шкал, частичный порядок 

на которых есть вполне упорядочение) мощности меньше </ . 
16. и гп- не гомеоморфны для любого несчетного 

регулярного кардинала т. . 
В 1978 г. Б.Бальцар и Р.Франкиевич [13] доказали, 

что из гомеоморфизма ш* • 6«« \ Ы и л * » | Н л м и , 
где "V  дискретное пространство регулярной несчетной 
мощности, вытекает, что в <*,ы есть лестница длины т . 

Из атого результата следует импликация (15 —* 16). 
17. Нет максимального почти дизъюнктного семейства 

мощности меньше £ подмножеств ^ . 
18. На нет башен мощности меньше <̂  . 
Под башней можно понимать убывающую вполне упорядо

ченную систему непустых открытозамкнутых подмножеств 
р> и> \ ы , пересечение которой кмеег пустую внутрен

ность. 
19. На и> нет расщепляющего семейства мощности мень

ше <̂  
Семейство 5' подмножеств ^ называется расщепляющим, 

если для всякого а. ь ш , |о1  ^„ найдется » € 5 
такое, что | 5 п о . | = | а ^ $ |  Х о 

Д о казан о нами [ 1 4 ] , что из существования расщелля



пцего семейства мощности т. следует существование башни 
мощности не более п. . Значит, справедлива импликация 
(18 — 19). 

19'. Для любого ш г С Ъ"~ секвонциачьно компактно. 
Эквивалентность 19 и 19' доказана нами (14] . 
Г. В каких моделях выполняются или не выполняются те 

или иные формы аксиомы Картина? 
Для выполнения утверждений 1ой группы необходимо 

строить специальные модели. Известен следующий важный ре

зультат, (см. о нем в работе Ю.Ройтман [ 5 ] ). 
Пусть 171 произвольная модель, тогда 

если M A t . 4 , верно в 171 , то М А г , 4 ос

тается верной и при добавлении к 771 одного коеновсхого 
подмножества w 

Очень интересно, что при добавлении одного кооновского 
или случайного подмножества UJ некоторые следствия МА 
продолжают выполняться, другие перестают выполняться (см. 
об втом работу Ю.Ройтман [ 5 ] или обзор [ 1 5 ] ) . Это по

могает понять большое различие между МА и Lb . 
Что же касается утверждений 11ой группы, то здесь 

ситуация совсем другая. Имеет место следующее утверждение, 
ставшее, в сущности, уже частью теоретикомножественного 
фольклора. 

При добавлении t « £ коэновских подмножеств ui в 
расширенной модели выполняются утверждения 816 Пой 
группы, но при * > #1 не выполняются утверждения 7, 17, 
18, 19, 19' Пой группы. Остается заметить, что при до

бавлении не более <v ^ооновских подмножеств *м карди

нальная арифметика остается неизменной. 
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УДК 515.12 

О СУЩЕЗСТВОВАНИН НАСадСТВЕННО СЕПИРАБЕЛЬНОГО 
НЕСЕКВЕЩШГЬНОГО БИКОКПАКТА 

В.И.Малыхин 
Московский институт управления им. С.Орджоникидзе 

Проблема существования в 2РС и даже в предположе

нии СН несеквенциального бикомпакта счетной тесноты ши

роко известна (см., например, [ I ] ) . В настоящей статье 
ета проблема не решена, однако полученные результаты близ

ки, в некотором смысле, к желаемым. 
Теорема I . При добавлении коэновских подмножести 

ш в расширенной модели возникает наследственно сепара

бельный несеквеициальный бикомпакт мощности 4?ч . 
Теорема 2. При добавлении одного коэновского подмно

жества <•> к модели, в которой выполняется СН , в расши

ренной модели возникает наследственно сепарабельный несек

венциальный бикомпакт мощности ^ . 
Прокомментируем эти результаты. 
1. Первые примеры наследственно сепарабелькых несек

венциальных бикомпактов построили Б.В.Федорчук [ 2 ] в 1975г. 
и А.Оставевский [ 3 ] в 1976 г., используя для этой цели так 
называемый принцип Пвнсена ф  одно из .следствий аксиомы 
конструктивности. Напомним, что ахсиома конструктивности 
влечет выполнение обобщенной континуумгипотезы. 

2. З.СектЫиклоши доказал, что в предположении [МА + 
МСН] всякий бикомпакт счетного спрэда совершенно норма

лен (см. об этом в [ I ] ) . Следовательно, в £РС нет приме, 
ра наследственно сепарабельного несеквенциальнсто бикомпак

та. 
3. Добавление одного коэновского подмножества <* 

это, в некотором смысле, минимальное возмущение исходной 
модели, так что посылки в теореме 2 весьма близки просто к 
предположению СН . 



4. При добавлении не более С коэковских подмножеств 
со кардинальная арифметика в расширенной модели точно та

кая же как в исходной, поэтому из теоремы I вытекает 
Следствие. Утверждение о существовании наследственно 

сепарабельного несеквенциального бикомпакта совместно с 
любой кардинальной арифметикой. 

5. Получить аналог теоремы 2 без упоминания СН не

возможно. В самом деле, добавим одно «ооновское подмножес

тво <*) к модели, в которой выполняется ГМА • ч с н ] , 
тогда в расширенной модели кардинальная арифметика та же 
самая, что и в исходной, и в ней выполняется лемма Буса 
LB (согласно результатам Ю.Ройтман [ 4 ] и М.Белла [ 5 1 ) , 
следовательно, в расширенной модели выполняется [ L6 * Тсн] 
Но в этом предположении всякая точка счетной тесноты и ха

рактера меньше С есть точка ФреиеУрысоьа (см., например, 
[ б ] ) . Значит всякий наследственно сепарабельный бикомпакт 

мощности в этой модели есть бикомпакт ФретеУрысона. 
Перейдем к доказательству объявленных теорем. Для их 

понимания требуется знание форсинга, например, в объеме 
с. I09II3 из ( 7 ] . 

Доказательство теоремы I . Обозначим через Тш » т. 
частично упорядоченное (сокращенно, ч.у.) множество функций 

j с wíj J s ( o . t ) , (Un. Je и « m., I <W f¡\ < ¿¿q с частичным 
порядком { i <%t если и только если f э «j . Добавлением 
т. новых коэковских подмножеств w к модели 771 называ

ется переход к ее генерическому расширению 771 f G ] , где 
G  какоенибудь 771 генерическое подмножество ^ , _ 

(Под моделью понимается счетная стандартная транзитивная 
модель для системы 2FC аксиом теории множеств.) Итак, 
одно коэновское подмножество «J добавляется с помощью ч.у. 
множества 0~ш , при этом само "новое" коэновское подмно

жество "> есть с. • [ «•« «>: существует f е G, для кото

рого j(tO-4J . Саму расширенную модель, содержащую с .бу

дем обозначать через ТТЪ [с] . Несложно убедиться, что в 
ТП (с] новое коэновское подмножество с обладает следу

ющим свойством: 

(*). \а.пс\  |а чс| • ¿ig для любого a s uj , tveTH , l « .| ¿! 0 . 



Основное рассуждение. Пусть ЛТ  произвольная мо

дель, ос  счетный бесконечный ординал, V  хаусдорфоьа 
локальнокомпактная некомпактная топология на . Пусть 
[ fth, : «.е « )  какоенибудь бесконочное дизъюнктное 

покрытие пространства (и, г ) непустыми открытозамкнутыми 
компактами. Пусть с есть 771 генерическое подмножество 
и, . В Т П [ с ] определим топологию г' на , ваяв 

па базу окрестностей А семейство множеств 
{ { o t j u f u f ß h . : » 6 с \ д | ) : 4 C « , U | ^ Р0]; в точкал 
же из «. базу топологии г' пусть образует прежняя топо

логия Т " . Ясно, что в 171 [ с ] на задана хаусдор

фова локальнокомпактная топология г' . Для нас главней

шим ее свойством является следующее: 
( * л ) . Пусть А t *• , А t 7TL и А не содержится в 

сумме никакого конечного семейства компактов из (И , С} , 
тогда в ТП[с"1 * * ГА") Е> и А попрьлнему не содер

жится в сумме никакого конечного семейства компактов из 
( « * • « . Г » ' ) . 

Это легко следует из свойства 1 *  ) , которым обладает 
771 генерическое подмножество с . Следовательно, г ' -

некомпактная топология. 
Пусть теперь ТП„  произвольная исходная модель. В 

77V0 рассмотрим ч.у. множество 57о „ иц (с помощью кото

рого добавляется коэновских подмножеств и) ) , пусть 
б с о ,  какоенибудь 7710генерическое подмножество 
Г И | т , а m W l » 7 7 1 1 Gcc i l - соответствующее гене

рическое расширение 7 7 1 0 . Для каждого <* е ^ 7 ^ . »и. 
будем считать естественно вложенным в , (, для любого 
f e m * . Тогда по теореме о произведении вынужденна 

(см., например, [71,0. .140)  &ш< Л 3^, Аесть '/7{^_ге

черическое подмножество £ ^ „ А ; обозначим Т П 0 [ в Л ] 
через T T l o . 

Получаем трансфинитную возрастающую последовательность 
моделей [ 771 ̂  и* 5 • причем для всякого * * ^ 771^, 
получается добавлением к 771^ одного 777^ генерического 
подмножества сл с ь)  это следует из того, чтг 
Sw»f«<.,)  ^«м* я $ W да* Т У * е roopeiiy о проиэведе



нии вынуждений). По трансфинитной же индукции, используя 
указанную последовательность моделей и основное рассужде

ние , определяем топологию т Л на каждом л с ш\ >. ы так, 
что г"Л б 771л , каждая топология является хаусдорфовой, 
локальнокомпактной, некомпактной, и при р><< в 7 7 1 ^ 
(«. ?к) есть открытое подпространство в (f>,Tp) • При этом 
> 7 7 1 топология на ос .y имеет следующее 
свойство (в согласии с основным рассуждением). 

( *•«.). Если Д 4 c i , Ас 771А и А не содержится в 
сумме никакого конечного семейства компактов из (J-.T) , 
то в ТИл+1 ле [А~}т и А попрежнему не содержится 
в сумме никакого конечного семег.ства компактов из 
(4*1, Тын). 

В Tflüü1 на и), зададим топологию т , взяв за ее 
вазу семейство и ( г 4 : * е . Ясно, что хаус

дорфова, локальносчетна, локальнокомпактна.Кроме того, 
она имеет следующее свойство для любого л с и>\ s ш : 

(**ос ) . Если А е. ос , А е Т 7 1 А и А не содержится 
в сумме никакого конечного числа компактов из (<*-Т) , то 
в 7 7 1 ̂  f A ] r з ujj \ * (отсюда вытекает, учитывая 
локальную счетность и локальную компактность t , что А 
не содержится в сумме никакого конечного семейства ком

пактов из (и>4 > Î") ) . 
Учитывая строение ч.у. множества {Г^ я и 4 , имеем 

(в символической записи) -¿P(UJ) Л TYHilji • 
ш U / P i * » 1 ) Л 7 7 1 А : « * е «*»fî (через Р С ^ ) обозначено 
множество всех подмножеств tu ). 

Отсюда и из ( х*с<) вытекает, что Т имеет следующее 
свойство: 

( * ч ) . Если А с Wf , (Al « ¿f0 и А не содержится в 
сумме никакого конечного семейства компактов из fw,, Г ) , 
то a (u^\ öL^A^ ,гдз ы./'Л)_ некоторый счетный орди

нал. Следовательно, (и>А х ) счетнокомпактно. 
Из следующей леммы, доказательство которой несложна и 

опускается, вытекает наследственная сепарабельность про

странства (<mtG). 
Лемма. В 7TLШ л для всякого б £ «J| , |á| « У< 

найдется А с В такое, что |А|  ¿í0 и А не содержится 



в сумме никакого конечного семейства компактов из (<J¿,Tj . 
Из свойств пространства (Vt ,T ) вытеанает.что его 

одноточечная бикомпакти^икация и есть наследственно сепара

бельяый несеквенциальный бикомпакт. 
Доказательство теоремы 2. Основным является следующее 

Предложение. Пусть TW получена из ЛЪ добавлени

ем одного коэновского подмножества Си" .тогда в JTt 
для всякого предельного ординала А € СЛ Ч W существуют 
последовательность ординалов С Á £ Л ,сходящаяся к А 
в порядковой топологии,и дизъюнктное семейство {Си. •• n-kuJJ 
подмножеств этой последовательгости. такие, что 

( V ) если 0.6 ЗТЬ , iL GL А И et конйшально А, 
то для каждого я€ и> множество (ел Сп. бесконечно. 

Очертим доказательство этого предложения. В Jit для 
всякого предельного ординала At ul^ui зафиксируем какую

нибудь последовательность J t v ; а«ы},сходящуюся к А в по

рядковой топологии.Пусть $!>l\t*y) - ч.У* множество функций 
Р С tn^ pe : ¿ o,J.J , «lorHp <=• tü» A , j tiortt p J < ĉ o . 

Положим p * если и только если f> г cj, и А 

( P ^ ) " 1 W n t f t * ^ .где П.. f clomp) .Ясно.что tPffe}) 
счетно и безатомно.т.е. для любого рб Ф(Ц } ) найдутся не

совместные ^i ,9 x Р .Теперь нужна следующая 
Лемма о взаимозаменяемости. Пусть Jíl' получена иэ 

Tft добавлением одного коэновского подмножества Си , 
тогда для любого счетного безатомного ч.у . множества 111 
в Tit' есть некоторое Jit генеричеокое. подмножест

во GQ с Q. 
Эта лемма, в сущности, есть у К. Куне на \В,с. 2ft 2j . 
Согласно этой лемме в Ж для всякого предельного 

ординала > е"Ц>и> есть Лк генеричеокое подмножест

во & * с 5P ( í t * j ) .Для всякого fteuj пусть 
i/i." { í e ^ • найдется р е ,для которого f(H,f)*ij. 
Теперь можно проверить,что С »U^o f£ • » e t u ^ ж' 
С »  c / i x ( f ^ d ¿ : i ^ и  у д о в л е т в о р я ю т заключению 
предложения. 

Пусть Tíí  произвольная исходная модель / потом 
только предположим выполнение в ней CK /. Построим 



в JCl на Ь/i наследственно сепарабельную локальносчет

ную и локальнокомпактную топологию / напомним,что Tīt 
получена из JTt добавлением одного коэновского подмножес

тва w /. 
Опишем общий этап индуктивного трансфинитного по типу 

Uj. процесса построения этой топологии.Начальный этап 
малосуществен. 

Пусть X  произвольный счетный гведельный ординал. 
Предположим,что на А построена топология ty. 
хаусдорфова,локальнокомпактная,каждый начальный отрезок 
[о , i~) при J" •< А открыт в этой топологии.Рассмот

рим семейство {с\ • K t w i и заметим,что его сумма  по

следовательность С _ есть дискретное замкнутое подпро

странство в (А , Т а ) .поэтому точки из С можно раз

делить дискретным во всем пространстве семейством открыто

замкнутых компактов { Vj. : С'•>*•* V I У .В точке 
А*А. , » 1 6 « определим базу окрестностей как семейство 

множеств вида l**n) o[vļ У± • «TE С £ , » Д > J t M e Д = С £ , 
| Д Ļ с Но .Таким образом сформирована хаусдорфова локально

компактная топология T ^ o j на А^Ы .Ее главное свойство 
состоит в следующем: 

(\*Vj . 15сли а б Ж , 0. S А и конфинально А , 
ТО М Т * « * (

A + T

W
4 А • 

В Jtt' обозначим через "С топологию на ои± , 
базу которой образует семейство С ^ Т Х • А  предель

ный ординал из U Ļ M * ) ^ . Ясно,что X  хаусдорфова л о 

кальносчетная локальнокомпактная топология.Для нас главным 
является такое ее свойство: 

( ^ ) . Если а * Ж , А * А и конфинально А , 
то O J X 2 U I \ А . 

В самом деле,это свойство вытекает из того,что 
f j a ] x г (A-'-CJJ \ А , а отсюда по трансфияитиой ин

дукции нетрудно доказать, что [ a J T 2 ( А * А ) . У ) * А для лю

бого tjb ш± ,тем самым. [ a J T щ- «4 .4 Л • 



Теперь нужна лемма Ройтман из ее работы [ 4 ] : 
Пусть 771' получена из 771 добавлением одного коэ

новского подмножества «> и в 771' А' с ш$ ,(А'|» £4 , 
тогда найдется А с 771, А с А' , |А| £ . 

Из этой леммы и из свойства ( \кх/) вытекает наследс

твенная сепарабельность пространства Г"^ , О . В самом 
деле, пусть А' £ со, , |А'| = , тогда по лемме Ройтман 
найдется А6771, А s А',|А| Но тогда найдется ординел 
i t w < , предельный и такой, что а • А Л Л конфи

нально Я ,<хе 771. , а это повлечет за собой: 
Г л1х 2 toi 4 А • 

Итак, если 771  произвольная исходная модель, то 
при добавлении к ней одного коэновского подмножества ш 
на и.'* возникает хаусдорфова локальнокомпактная локгльно

счетная наследственносепарабельная топология ? . Бихом

пактифицируем (ш<, ?) одной точкой  получим наследст

венно сепарабельный бикомпакт. Но это будет пространством 
ФрешеУрысона, если, например, в исходной модели выполня

ется [ М А + 1СИ] ! (см. п. 5 в начале статьи). Чтобы 
сделать его несеквенциальным, предположим, что в исходной 
модели выполняется СИ . При добавлении одного (и даже не 
более ) коэновского подмножества ш кардинальная 
арифметика в расширенной модели точно такая же, как в ис

ходной модели, следовательно, в етом случае в расширенной 
модели ]ГГЬ' также выполняется СИ . Прежде чем строить 
топологию чг на w, , занумеруем все счетные бесконечные 
подмножества шк счетными ординалами, это позволит по

строить t счетнокомпактной и, в конечном итоге, биком

пакт  несеквенциальным. 
Дополним немного общий этап индуктивного трансфинит

ного процесса построения с на <*•, , описанный ранее. 
Пусть ё  бесконечное подмножество п X , не имеющее 

в { А , % , ) предельной точки.Предположим,что |ßne r t | - < ^ o для 
любого леы /иначе все происходит постарому/.Заметим? 6иС 
также дискретно и самкнуто, поэтому его точки можно разде

лить дискретным во всем пространстве семейством открыто

замкнутых компактов Vj , Je I и c*^*ty . So всех точках 
множества (>«-*-tw) \ А , кроме А , базу окрестностей 



n o 

определим точно так же, как раньше, а в точке Л оп

ределим ее как семейство множеств 
( I Л 1 и ( м С ^ ; ^ * l l y c j ч Л ) 1 ) . д с « о с ^ , l A ^ £ o J 

Ясно, что в пространстве ?л+оо > точка Л 
является предельной для & . 
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Непрерывные функции на топологических пространствах. 
Рига. 1986. 

УДК 515.12 

О СУЩЕСТВОВЖЯ ПРОМЕЖУТОЧНЫХ НЕПРЕРЫВНЫХ 
МНОГОЗНАЧНЫХ СЕЛЕКЦИЯ 

Г. Непомнящий 
Государственный НИИ земельных ресурсов 

Введение 

Для топологического пространства У обозначим через 
?"(У) семейство всех непустых замкнутых подмножеств У , 

наделенное топологией Вьеториса. Целью настоящей работы яв

ляется решение следующей задачи ( 0< ) : 
( О, ) Когда для пары многозначных отображений 

У.V : X  » 5" (У ) , в которой у является селекцизй для У , 
существует промежуточное непрерывное отображение в •• X » ?(У) 
(т .е. т|г(эо с виОс* ( х> для всех х€ X )? 

Естественно, при этом сами отображения V « у не 
предполагаются непрерывными. Вопрос ( ) может быть сле

дующим образом переформулирован для обычных (однозначных) 
отображений: 

( <2{ ) Какими должны быть пространства X , У , ото

бражение •$: X  * У и подмножество А с X , чтобы нашлось 
такое большее подмножество А' л д в X , что ограничение 
^ | А , открытозамкнуто (и "на")? 

Задача ( <Э, ) естественным образом связана со следую

щим вопросом ( С?, ) , ответ на который получен в [ I ] (см. 
также [ 2 ] ) : 

( Оа,) Когда многозначное отображение » X * ТРО 
имеет непрерывную многозначную селекцию б • х » Т (У ) ? 

В дальнейшем мы будем предполагать, что У.полунепре

рывно сверху (п.н.св.) в компактоэначно, а 1 является 
отображением Майкла юм. ниже К Поскольку известно (см. 
[3 ] ) , что всякое отображение Майкла имеет п.н.св. компак

тозначную селекцию, то вопрос ( >Э, ) в указанном классе 
отображений является усилением вопроса ( ) . В действи



темности верно я обратное: решение задачи ( <Э. ) , най

денное в [ I \являете* решением и для ( 0< ) . Перед тем, 
как сформулировать соответствующий результат, приведем оп

ределение и основную теорему из [ I ] (теорема А) . В даль

нейшем вместо "многозначное отображение" будем писать 
"М.О.". 

Определение [ I ] . И.о. т*: У ••ЗГУ) называется ото

бражением Майкла, если выполнены следующие условия: 
а) X  паракомпакт; б) У  полное метризуемое пространс

тво; в) /полунепрерывно снизу (п.н.сн.) . 
Теорема А [ I ] . Если и.о. У является отображением 

майкла, то для существования решения задачи ( Ох.) доста

точно выполнения следующих условий: а) семейство 
^• {тЧх ) ) х « У ] равностепенно локальносвязно (см.§1) и 

б) множества ?(х) связны для всех хе X" . При этом и.о. в 
может быть выбрано континуума начным и продолжающим любую 
наперед заданную частичную непрерывную селекцию для T . 

Основным результатом настоящей работы является сле

дующая 
Теорема Б. Если м.о. У является отображением Майкла, 

У П.н.ев. и компактоэначно, то для решения задачи ( 0« ) 
достаточно выполнения условии а) в б) теоремы А. При этом 
промежуточное отображение в машет быть выбрано коятину

умзначным. 
Необходимость условия а) и б) для справедливости тео

ремы Б в классе отображений Майкла может выть установлена 
так же, как • дм теоремы А (ом. [ I ] ) . Сделаем лишь два 
замечания, касающихся ограничений на у . 

1 . Требование компактезначности *г объясняется, е 
одной стороны, известными недостатками пространства ЗЧУ) 
(всех непустых замкнутых подмножеств), которые сказываются 
при уевший задач селекции, а с другой стороны, тем, что в 
предположении "малости мми^Чгг» ©(*,) п " непрерывная 
селекция в для V , а энаиагг, я у , букет компактознач

ной (см. { 6 , Предложение I ) . 
2. Требование полунепрерывности сверху и.о. <( нель

зя отбросить яла заменить на полунепрерывность снизу. 
Действительно, в этом случае было бы возможно совпадение 



из 
Y"- f t ч т о повлекло бы и совпадение 
Qs ft т.е. непрерывность самого f . Однако последняя 
может не иметь места при выполнении всех других предполо

жений теоремы Б. 
Для нульмерного пространства X требования теоремы Б 

могут быть существенно ослаблены. А именно, имеет место 
следующая 

Теорема B Q . Пусть f является отображением Майкла, у 
п.н.св. и компактозначно и, кроме того, din X < О . Тог

да существует промежуточное непрерывное хомп&ктозначное 
отображение. 

Доказательство теоремы Б может быть проведено с ис

пользованием соответствующего варианта леммы I (52), спра

ведливость которого устанавливается непосредственно. 
Для случая, когда Y есть вещественная прямая, ут

верждение теоремы Б может быть выведено из одного резуль

тата Э.Майкла ( [ 5 ] , Теорема 3.2", ( а )  » ( ь ) ) . В его ос

нове лежит теорема Даукера ( [ 6 ] , Теорема 4 ) , утверждаю

щая, что между любыми двумя вещественноэначмыми функциями, 
полунепрерывными в классическом смысле, можно вставить не

прерывную. Теорема Б известным образом обобщает этот резуль

тат Даукера на случай произвольного пространства Y 

Отметим следствие из теорем А и Б, решающее задачу 
( QI ). 

Следствие В (ср. [ I ] , следствие 1.3). Пусть $ : х~ — Y 

открытое и монотонное отображение полного метризуемого 
пространства X на паракомпакт Y , причем семейство 

' 8* равностепенно локяльиосвязно.. Если мно

жество к с X таково, что {(К)замкнуто в Y , и отобра

жение ^ 1к
 : * * $ M совершенно, то можно найти такое зам

кнутое L Э к! , что ограничение 4 11 является открытым, мо

нотонным и совершенным отображением L на Y . 
Отметим, что все предположения о множестве R автома

тически выполняются в случае компактного ь! . Частным слу

чаем следствия В является следствие Г: 
Следствие Г (ср. [ I ] , следствие 1.4). Пусть X  мет

ризуемая топологическая группа, G  связная и локально 

связная подгруппа, полная как топологическая гру.та. Тогда 



для естественного проектирования j X Y * X / 6 спра

ведливо заключение следствия В. 

§1. Предварительные замечания 
Н И Ж Е Ч Е Р Е З X О Б О З Н А Ч А Е Т С Я П А Р А К О М П А К Т , Н А К О Т О Р О М 

З А Д А Н Ы П . Н . С Н . f •• X  » ! T ( Y ) и П . Н . с в . Цг: Х  » «У (Y) , 
при этом « ? ( Y ) • | F t ?(Y)1 Р — компакт] , и, кроме того, 
D ( Y )  f F « J ( Y ) I F  С В Я З Н О ] . Через (Y,s) обознача

ем П О Л Н О Е О Г Р А Н И Ч Е Н Н О Е Р А В Н О М Е Р Н О Л О К А Л Ь Н О  Л И Н Е Й Я О С В Я З 

ное М Е Т Р И Ч Е С К О Е П Р О С Т Р А Н С Т В О Y (см. Н М Ж Е ) С метрикой f . 
Для П О Д М Н О Ж Е С Т В А Rc Y Ч Е Р Е З >vt t'6) О Б О З Н А Ч А Е Т С Я 
I  О К Р Е С Т Н О С Т Ь М Н О Ж Е С Т В А Ь В Y . Ч Е Р Е З ? и S * обозна

Ч А Ю Т С Я М Е Т Р И К А Х А У С Д О Р Ф А В £ LY) и SUN  М Е Т Р И К А В про

С Т Р А Н С Т В Е В С Е Х О Т О Б Р А Ж Е Н И Й И З X В 3(Y) С О О Т В Е Т С Т В Е Н Н О . 
Ч Е Р Е З C O V ( X ) О Б О З Н А Ч А Е Т С Я М Н О Ж Е С Т В О В С Е Х О Т К Р Ы Т Ы Х ло

К А Л Ь Н О  К О Н Е Ч Н Ы Х П О К Р Ы Т И Й X ; Ч Е Р Е З N (11)  Н Е Р В П О К Р Ы 

Т И Я *Л € COV (Х") ; Ч Е Р Е З N
lk) ( U )  К  О С Т О В Н Е Р В А . П Р И 

Э Т О М И С И М П Л И Ц М А Л Ь К Ы Е К О М П Л Е К С Ы и С О О Т В Е Т С Т В У Ю Щ И Е П О Л И Э Д 

Р Ы О Б О З Н А Ч А Ю Т С Я О Д И Н А К О В О . Е С Л И
 S « N С I T )  П Р О И З В О Л Ь 

Н Ы Й С И М П Л Е К С С В Е Р Ш И Н А М И T/« Ue , Т О Ч Е Р Е З Л » 
О Б О З Н А Ч А Е Т С Я М Н О Ж Е С Т В О Л F I ' * < « •  . S } , А Ч Е Р Е З Е'*

5 
М Н О Ж Е С Т В О б* О N

0 0 (11) . 
С Е М Е Й С Т В О П О Д М Н О Ж Е С Т В 3  [ S J П Р О С Т Р А Н С Т В А Y Н А 

З Ы В А Е Т С Я Р А В Н О С Т Е П Е Н Н О Л О К А Л Ь Н О С В Я З Н Ы М , Е С Л И Д Л Я Л Ю Б О Й 
Т О Ч К И Ч « И 2 и Л Ю Б О Й Е Е О К Р Е С Т Н О С Т И И В У С У Щ Е С Т В У Е Т 
Т А К А Я О К Р Е С Т Н О С Т Ь V  V (и) В Y , Ч Т О Л Ю Б У Ю П А Р У Т О Ч Е К 
A , I Е V Л S , $ «• J , М О Ж Н О С О Е Д И Н Я Т Ь В И П £ С В Я З Н Ы М 

М Н О Ж Е С Т В О М С . Е С Л И П Р И Э Т О М С Ч И Т А Т Ь С Д У Г О Й , А М Н О Ж Е С 

Т В А И И V З А М Е Н И Т Ь Н А i  И •>  О К Р Е С Т Н О С Т И Т О Ч К И G , 
П О Т Р Е Б О В А В , Ч Т О Б Ы & Н Е З А В И С И Л О О Т Ч , Т О П О Л У Ч И М О П Р Е 

Д Е Л Е Н И Е Р А В Н О М Е Р Н О Й Р А В Н О С Т Е П Е Н Н О Й Л О К А Л Ь Н О Й Л И Н Е Й Н О Й 
С В Я З Н О С Т И ( С О К Р А Щ Е Н Н О , S И E L С [ 4 ] ) . Ф У Н К Ц И Ю ¿4-) в 
О П Р Е Д Е Л Е Н И И С В О Й С Т В А U E L C " Б У Д Е М Н А З Ы В А Т Ь Д Л Я К Р А Т К О С 

Т И М О Д У Л Е М . Е С Л И О Д Н О Э Л Е М Е Н Т Н О Е С Е М Е Й С Т В А (Y] « U C T C " F 

Т О Б У Д Е М Н А З Ы В А Т Ь Y Р А И Н О М Е Р Н О  Ь С С

_ П Р О С Т Р А Н С Т В О М 
( Y E U L C ) . С О О Т В Е Т С Т В У Ю Щ И Й М О Д У Л Ь Б У Д Е М О Б О З Н А Ч А Т Ь 
<£У (£•) . О С Н О В А Н И Е М Д Л Я Р А С С М О Т Р Е Н И Я Э Т И Х Р А В Н О М Е Р Н Ы Х 



метрических свойств является то, что теорема Б вытекает из 
следующего своего "метрического равномерного" частного 
случая. 

Теорема Б' . То же, что и теорема Б, но, дополнительно, 
для некоторой метрики У на Y выполнены следующие условия: 

а) (Y, ?) ограничено; б) ( Y , f ) eUtC° с модулем 
<5"у (С) = t и в ) $ с UELC° . 

Действительно, рассуждая, как ь [ I ] , можно так сло

жить множество о 3 в некоторое банахово пространство Y ' , 
что выполнены все предположения теоремы Б ' (с заменой Y 
на Y ) , кроме ограниченности S" . Введем новую метрику 
5 на Y ' , положив f (х. 3 )  1 х  uft /А * Легко ви

деть, что эта метрика равномерно эквивалентна исходной и 
превращает Y в ограниченное uic" пространство с нужным 
модулем. В дальнейшем метрику f на "Y и модуль SIC) так

же фиксируем. Приведем еще два определения, носящих техни

ческий характер. 
Определение I . Пусть A t B c Y , ^ > o . Назовем кон

тинуум С € С(£>) лпромежуточным между 4 и Ь , если 
С с. jVr (Ь) и A c t v ^ C c ) . 

Семейство таких континуумов будем обозначать [ а > л , й ] . 
Непрерывное континуумэначное м.о. 9 X —• С ( Y ) назовем 
/*• промежуточным (между Ч/ и < ) , если 6(х) е [ч/о»),^ , т7с«Я 
для всех ifeX . 

Определение 2. Пусть Ц е щ , (X) , « . / \ I £ ° ( 4 l b e < Y ) 

непрерыьное отображение, £. и у.>о . Скажем, чю пара 
ftx.v.) является к парой типа < r t , ^ > , если для любых сим

плекса в"« м ( i t ) , точек И Л ? ' и f t ? ы • выполнены 
следующие условия: 

а) < W У (ы . ( 6  № > ) ) < . £. И б) u(t) fe [̂ <*> , Л, *(х)~\ . 
При доказательстве теоремы Б будем следовать идее до

казательства теоремы 1.2 из [ 4 ] . 

§2. Три основные леммы 

С помощью рассуждений, испольэовьнктлс при доказатель

стве импликации 5.1 •— 4 / ч [ 4 ] , нетрудно локаэатг, 
что теорема Б' вытекает из следующей ле«мъ I . 



Лемма I . Для любого £ х> найдется такое jCt)>o , 
что для всякого i (£•) промежуточного м.о. 6 и для любого 
/«>о найдется такое р. -щ"««уточное и.о. 3" , что 

f í x . e ) £ я ? ( . « К , , ~ . 
Для доказательства леммы I нам понадобятся следующие 

две леммы. 
Лемма 2. Для любых положительных с и м найдутся та

кие положительные ( •*(* «•>*<» ) и x fe í / i ) , что для 
любой о пары и)типа ¿ < * ( £ ) , * ( с , / » ) > существует такая 
1пара («".*) типа ¿I. г> , что всякое v t l C лежит в 
таком U ( V ) € l l .что u , (U ( V f t ,  г f v ) . 

( I ) 
Лемма 3. Для любого £>о найдется такое X (¿>>o , 

{ я с» ««> » ~ Р© ) , что для всякого £ (•«) промежуточного 
м.о. в н любого существует такая о пара ( 1 1 , и) 
типа ¿ *.£,/* > , что 

? í * U r ) , е (х ) ) «i t для любых « e U c l í . (2) 
Доказательство импликации: Лемма 2 + Лемма 3  * 

Лемма I аналогично доказательству импликации: 4.4 *** 4.1 
из [ I ] , где вместо леммы 7.1 ма [ 4 ] надо использовать 
лемму 3. 

$3. Доказательство леммы 3 

Предварительно нам понадобится следующая лемма 4, до

казательстве которой, опирающееся на лемму 1.2 из [ 7 ] , 
мы опускаем. 

Лемма 4. Пусть в* ULC°подмножество метрического 
пространства (l.d) , <Г6 ú )  соответствующий модуль 
(см.Ш ж 1>о , Положим > £ iftu.{c, <з"в (еЛМ. Тогда 
выполняется следующее условие: 

|

если А с $(Ь)ш L<CT¡.L) таковы, что СЕ[А.ЗЕшЛЗ, 
то найдется такое С'« С(6) , что с з А и (3) 

2 ( с ' , с )<£ . 
Доказательство ютлижадаи: Лемма 4 — * Лемма 3. 
Пусть t x > . Возьмем £<х)м утверждения леммы 4, при

мененной к (2 ,d ) » ( Y , О и JTtU) «'a"(t) . Проверим, что 
функция Jt чам подходит. Пусть м.о. В будет, как в лем



ме 3 . Для произвольного О « е ( У )полокыа 

Множество Л/Чь) открыто для любого ье С ( У ) .Действи

тельно, первое множество в ( 4 ) открыто в силу п.н.св. ото

бражения у , второе  в силу п.н.сн. отображения ^ и 
компактности [> (см. [ 4 ] , лемма 1 1 . 3 ) , третье  в силу не

прерывности в . Покажем, что семейство V = { У ( ь ) I ве СЛ\)\ 
покрывает у . Пусть а б X , применим лемму 4 к в « у с » ) , 

С  б(х) , А =4(х) , (г.,с1) » ( У , $ ) . Пусть континуум С 
удовлетворяет ( 3 ) . Очевидно, что х± \Г (С ' ) . Пусть покры

тие V. «• (X) вписано в V . Определим отображение 
и ! Ы1оЧи) = IX — С ( У ) таким образом, чтобы выполнялось 
условие: 

и с Ч( (И)) * и е %. (5) 
Из ( 4 ) и ( 5 ) автоматически следует, что опара СИ, л) удо

влетворяет условию (2) и имеет тип сЫ,р~>. Кроме того, по

скольку множества <>(х1 связны, то можно считать, что 
• » ) , .0«. , откуда и х (* "»)  . 

§4. Три вспомогательные леммы 

Здесь мы докажем леммы 5 - 7 , необходимые для доказа

тельства леммы 2 . г$№ 
Лемма 5. Пусть (£\,<^)  связное и ь с ° пространство 

с модулем <Г ь(£)и А б З ( ь > . Пусть е* ( в ) * { с е С 1 6 ) ! с => а% 
Тогда пространство (Сд(6). ? ) также является сьязным 
иьспространством с модулем ( ^ ь ) . 

Доказательство. Это утверждение фактически доказано в 
( [ 7 ] , лемма 1 . 4 ) для так называемых растущих ( д ю * * ^ ) 

гиперпространств. Но легко видеть, что СаДй) является 
таковым. Заметим, что при А  <8 ^ ( еО = СЧь). 

Лемма б. Пусть & с £ ( у )  компакт, д>о . Положим 
Ь ^ л { СР.) | р е. & \ . Тогда множество у  { * * Х | т ( « > * • '  } 
открыто. 

Пусть с V  не внутренняя точка. Тогда найдется 
такая направленность Ь н З г е Г в *" • сходящаяся к а* , 
что при любом у « г. 

у (Х|)не лежит в л ^ ч Г й г ) для некоторого « , > ( * ) (6) 



В силу компактности UL найдется такое множество ft0 е & > 
что 

8 для любых £>о и хеГ найдется такое J" • jf'ft.j)c Г (7) 
V > Г • 4 , 1 0 . ' < С 

Так как а, с V , то ус=ь>> с (R„) , откуда, в силу ком

пактности множества У(хЛ , найдется такое е>о , что 
У О с ) С ^ Л . е ( R . ) . (8) 

Так как множество W = {ас * X | Цг(Х) с *'£,}_ (у (эй)) J 
является окрестностью точки х, , то найдется такое у„е Г , 
что 

а , е W для всех г » ус . (9) 
В силу (7) найдется такой индекс у, >, FA , что 
Т ( Re , й 5 , ) * 1 откуда в силу (9) и (8) имеем: 

+ (xfi) с (ч<(*ъ)) с J^p-43. С Ro)c ЛГЛ ( В Л ) . 
Это противоречит условию ( 6 ) , что и доказывает лемму 6. 

Лемма 7. Пусть 8 связное ulC° подмножество мет

рического пространства (Z,а) с ulc°, o f t(t)H и) - мо

дули е> и 2. соответственно. Тогда для любых положитель

ных t и д, найдутся такие положительные эс(е) ( ж (»••)» •*>) 
•> r ( t , / » ) I зависящие только от модуля СГ ь(е), что выпол

нено следующее условие: 
если компакты О, С4 с 6(1) и А и. S(в) таковы, что 

Г ( С , С,) <'*<•£) * Ci t F А, тсь ( /о , 6] (¿.0,0, (10) 
то найдется такой непрерывный путь и •. [Ь,П Л e(z.) , что 

u(i)«G Д*Я i.0,1 ; dia«.£ (u(to, i l ) )<t 
и v(t) с [А , В 1 для всех t e f e . t j . ( П ' 
Доказательство, можно считать, что <Гьсс) IT и 

J*. ( »  ) • **» • Положим ж (t)  f <Гв (•*, £.) , 3C(t>  ч% ЗЬ(чх), 
fc(t(f.).»u»fV4 <Tb((/h), м tfe./O  ar ( *ci ,pO) . lento ви

деть, что ее м г определены только модулем <Г& ( О и 
ж ( • * . ) « «• оо . Пусть множества С, , с, и А удовлетво

ряют условию (10). По лекале 4 для ¿.0,• найдутся такие 
С:' с £ ( ь ) , что * 

С/ э А и Ы ( Се", С; ) * * ft,>0 (12) 
Из (10) и (12) следует, что 3 (с» ' , С,') г <fR f » A ) , поэтому 
в силу леммы 5 найдется такой путь £ i [о.О » в l b ) , что 



У1(т)эА для любого t«Го 5 .Л . l A , í ' 
вторично применив лемму 5 к {&, { ) * (Z. .d) и А.ф , учи

тывая условия (12) и равенство ( t )  £ , мы найдем та

кие пути *Ч : fo.fl —• 6(Z.) 0л« ) , что 
"Ч (о)  C¿ ,m¿ (О х c¿ ¿ ditun. (r\ ([o.<])) <• 2fe(6,/*). (14) 

Комбинируя пути (ч, í и путь, обратный к лц , мы получим 
;езультирующий путь и:С<м] * C(Z) . Используя (10), 
(13) и (14), нетрудно показать, что путь ^ удовлетворяет 
условиям ( I I ) . 

§5. Доказательство леммы 2 

Возьмем функции ¿efe) я г(е.^) , существование кото

рых утверждается леммой 7, примененной к (L,d) - (Y. 
и <ГЬ л <Г . можно считать, что «eft)*£ , ти.р)&р- для 
всех £ . ^ > о .Положим * ( с )  e t ( 6 / a ) , *(£>/«•)  r ( f c / i , /«•) 
и проверим, что эти функции  искомые. 

Пусть о пара ( и . и ) имеет тип <<*(*•) , л(е,д)>. Рас

смотрим множество О всех таких пар (*•> «") , что * с Х , 
е е N ( И ) , DIN. Vil и t f 16 .Из определения типа 
пары (U ,u ) следует, что dúun. (*«. ¿ 6 , < 0 Í ) ) <«<(с). Отсюда 
'ю лемме 7, примененной я В * чЧ*> и А  Y £ x > , в слу

чае, когда DIN. 6"» 1 , найдется такое непрерывное 
•"•«.е C(Y ) , что 

•u x е  и на вершинах симплекса е" ; (15) 
0 * . в Í » ) ) * • (16) 

v.^ в (*)е [SRM.F-, tf<x)] для любого (17) 
Если же Лл. <г  о , т.е. 6. < и> , и « U , положим 
<*».• (LT)  и.(U) . легко видеть, что условия (15)(17) 

выполнены ж для этого случая. Положим теперь 
К 1 в ufu № . ( t )|tc6] . L^9 ü lv , . Г « « д c«f I 4*6 ] . ; (18) 
W x.„ . j x ' .X lC . , , , с/г Л (yíx'»Jftf**«X|Y(x')c L X , *J. (19) 

Из (17) следует, что а • W x < 9 . Первое множество в (19) 
открыто в силу п.н.сн. í и компактозначности ъ-х.е (см. 
14], лемма I I . 3 ) , второе  О силу леммы 6, где мы считаем 

(R ш u. t < f f ( а ) . Итак, W x e является окрестностью 
точки х для любого такого , что х t л & . Далее нам 



понадобится следующее утверждение, доказанное фактически в 
[ 4 ] , (см. стр.572573). 

Лемма 8 Г41 . Пусть X паракомпакт, l i e c o v ( X ) к 
для каждой точки xtX задано семейство множеств 
J W X i J lye Г (*) ] , удовлетворяющее следующим условиям: 
a) W X | | . является окрестностью точки х для любого 

у е Г Ч х ) ; б) множество ГЧзО конеио для любого х е У . 

Тогда найдутся такие покрытие T t * ( X ) , отображение 
х;: Т ~* V. и отображение * • Т  * X , что выполнены 
следующие условия: 

Vc*(V) для любого V c T , (20) 
если oeN^JH 6»<%, У г >,то * (VJ)  я ( Ч ) л х 0 4 ) ¿ 2 1 ) 
V c W x W > e  для любого VeTf н пары C i f%))«Q, (22) . 

№ применим лемму 8 к семействам множеств { W x > 9 ] , 
таких, что (х,9)е Q , и покрытию 11 . В силу (20) ft 
порождает симплициальное отображение X: (Тг)* /^"'fW) 
(даже Ai  * N(M) ) . Для любой вершины Vt" Т поло

жим U(V/* • ж (V) и зададим отображение •» на NMlV)'T 
формулой " f ( V ) • « . ( U ( V ) ) " . Очевидно, условие ( I ) вы

полнено. Нам осталось определить f на Iостове нерва 

Пусть С  < V*, Ц > одномерный симплекс из N(it) . 
Положим x f f = * (Vi) я заметим, что в силу (21) , 1 , е п ч « ) 
и пара Cxfj , JT(6» с £}. . Положим теперь v5   u ^ > 1 Г < в ) о зг)5 

и определим отображение » i N " ' ( t )  » C(Y) формулой 
•  * » дм левого в"* Ы" ' (ТГ), Jin.1T1 " . Легко ви

деть, что чг непрерывно; покажем, что тип пары 
равен <£ , / * > . 

Пусть ff * N ( V ) . Рассмотрение случая <Алб" =о 
как наиболее простого мм опуокаем. Итак, пусть J I ' * ? * ; . 
В атом случае 6 ( > ) еоть объединение Iмерных граней сим

плекса 6" . Так как любые две такие грани пересекаются 
третьей, то для выполнения е) и б) определения 2 достаточ

но установить, что для любой Iмерной грани те <Г ( , ) 

выполнены условияГ 
e W ? (t(ti) < Чъ * (23) 

К*) e f y i x i f (*) ] для любых х«ПГ н UT, (¿4) 

http://Jin.1T-


Пусть теперь т  < У < 1 У 1 > ; положимккак и выше, 
~ . Так как гх « м»,, ' ,^, (к (г)) , то 

справедливость условия (23) следует из (16). С другой 
стороны, если х с лт  V, г\У± и * с г , то в силу 
(22) ц У . л ^ е У , с ^/ 1 г _ л , п , откуда из (18), 
(19) и очевидного включения *<Г(^) вытекает спра

ведливость (24). Лемма 2, а с ней и теорема Б ' полностью 
доказаны. 

56. Докажем следующее предложение, проясняющее нз

обходимость условия комтактозначности у в теореме Б» 

Предложение I . Пусть О X * Т СУ)  непрерывное 
м.о.; X"  пространства с 1ой аксиомой счетности и без 
изолированных точек, а У  метрическое пространство. 
Пусть, кроме того, выполнено следующее условие "малости 
в ( х , ) п в ( ч ) " : 

пересечение 9 (д . , ) л © ( о с . " ) нигде не плотно в 
б(х,) и 0(«Одля любых различных и ж». . 

Тогда в компактозначно. 
Доказательство. Пусть а» с X  произвольная точка, 

й  / ч* )  произвольная последовательность в 0 (х«) . 
Покажем, что С имеет предельную точку. Предположим про

тивное. Зафиксируем счетную базу окрестностей (Ц^ в точ

ке 1о ; можно считать, что и л „ с С/и. для всех л. . 
Положим V*.  Г * « X | в(х) л (%л)+ф ] . Так как 9 

п.н.сн., то множество V* , а значит, и и*, л V,,. , от

крыты и содержат а* . Так как ^  не изолированная 
точка, то для любого ж * н а й д е т с я точка хл еикПУп.> 

отличная и \ . Поскольку множество ) Л ( ч „. ) 

непусто и открыто в О ( О , то в силу (25) найдется точ

ка г„ е (е(зи)л .лЛх (ч* ) ) V 6(х . ) . Положим 
1 1 4 '*.*>»•} * Отметим следующие свойства множества 

1. : а) ^ е в ( х О Л 2 * 9 и б) Ъ п (9(зс« У  <Ь . 
Так как I? не имев* предельных точек, а { ('3«., г к )  * о , 
то множество 2* также не имеет предельных точь.<, и поэто

му замкнуто в У . В силу п.н.св. © множество 
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P • (же X (ö (x )n Z * 0 ] замкнуто в X . В силу а) и б) 
fx»3 с F t а Ха 4 F .Но по построению а* » о » , 
что противоречит замкнутости Р . Утверждение доказано. 
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УДК 516.126 

О НЕСОХРАНЕНИИ ОДНОГО ТОПОЛОГИЧЕСКОГО СВОЙСТВА ОТНОШЕНИЕМ 
М ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 

О.Г.Окунев 
Волгоградский государственный университет 

В настоящей заметке построен пример пары мэквива

лентных тихоновских пространств со счетной базой, ровно 
одно из которых допускает уплотнение на компакт. Напомним, 
что два тихоновских пространства У, , У^ называются 
Мэквивалентными, если их свободные топологические груп

пы в смысле А.А.Марком [ I ] топологически изоморфны. Отме

тим, что из Мэквивалентности пространств У1 , У а сле

дует, что пространства СрСУ^ , Ср(У%) непрерывных ве

щественных функций в топологии поточечной сходимости изо

морфны как линейные топологические пространства [ 2 ] . 
Рассмотрим следующее подпространство X вещественной 

плоскости Х  1(х,и): «4 з1я^, 0*х<1М(рД(-У№и 

Множества Г,«£((Ш,(1,0)3 " Г»К1,91л1Х(1,0)1 
очевидно являются ретрактами пространства X , причем 
для ретракций ч^. X — Ч : Х ~ * Г й (они, очевидно, 
определены однозначно) выполнены соотношения г,« 4Л  1± , 
4 ° г » " * Такие ретракции называютоя в [3] параллель

ными, а их образы  параллельными ретрактами пространства 
X • Теперь можно воспользоваться следующим утверждени

ем [3 ] : 
Теорема. Пусть X  тихоновское пространство, Г4 • , 
 параллельные ре тракты пространства X . Тогда про

странства У 4  Х / Р 4 I \»"Х/Рц М эквивалентны. 
Здесь Х / Р 4 , Х/Рг  пространства соответствен

но Р 4  и тривиального разбиений простоан.тва X , 
наделенные сильнейшими вполне регулярными :ополог ият:, от



носительно которых непрерывны канонические проекции 
X —* X / F 4 , X—* Х/Гд • В нашем случае пространствоX 
нормально, так чтс топологии пространств X/F4 , X/Fa 

совпадают с фактортополо>иями. 
Итак, факторпространства Y t X/F 4 . Y^X/F,, 

Н эквивалентны. Очевидно, что пространства Y i и Y A 

гомеоморфны соответственно подпространствам 

и { ( * , $ : u^sUi^, *><тЖ0Д),Ш,Ш 
плоскости "R . Пространство Yi допускает уплотнение на 
компактное подпространство плоскости i (*,«$)'• 
usina/fe, tK»«ilu{C0,^V (отрезок 
ПО,^):  5 U i j 4 l l "поворачивается" на 180° вокруг 
точки (0,1) ) . Проверим, что пространство Yg, нельзя 
уплотнить ни на какое хаусдорфово компактное пространство. 
Действительно, допустим, что существует уплотнение 
h: YR —» К на некоторый компакт К . Так как про

странство Ya связно, К  континуум. 
Удобно рассматривать пространство Yj, как расширение 

с помощью точек ^«(ОД) , ц^СО,!) вещественной 
прямой "R • Для дальнейшего будет существенно только сле

дующее свойство этого расширения: осе точки , при

надлежат замыканию каждого левого луча ( —, со) , u€R . 
Пусть Ui t Uj,  окрестности точек h(i^), h(̂ »J 

в К , н C H ^ f t C U ^  ф . Обозначим 
ь  1,2, . множества Fi и F a 

замкнуты и дизъюнктны в Y^ , причем \UG"Fi, Fg,. 
Ни одно из множеств pi , Fa, не может содержать целиком 
никакой левый луч в "R . В силу дизъюнктности одно из 
этих множеств  пусть, для определенности, множество Fi 

не содержит никакой правый луч. Значит, множество F̂  не 
содержит целиком никакой луч в "R , и можно выбрать по

следовательность £а^ , fee Z } (индекс k пробегает все 
целочисленные значения) такую, что Clj b6'R\p l j оь^х^ь. 
для каждого fee Z и .Ьгл аь > • <=~ , ilm СЦ «—>. 

Тогда множества . [ а.^, oUfc+ii^Fi, к « Z , компактны 



и покрывают множество F\ . Рассмотрим компоненту С 
точки h(ui) в множестве LU t1. . Имеем 
C  U î h ( \ n h  4 Q > : ke Z l U t Щ& . Так как С 

континуум, и каждое множество Ф^ПН1(С) компактно, 
получаем C  i h d ^ î (см. [4] , III .359). Но тогда 

[ Ь (y.j)î  компонента множества U 4  в противоречие с 
тем, что К  континуум, a Vi открыто в К (см. 1.41 , 
III.358). Доказательство закончено. 

Автор благодарен профессору А.В.Архангельскому, под 
руководством которого выполнена данная работа. 
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УДК 515.12 

•О ФАКТОРНЫХ К0Н2ЧН0КРАТНЫХ ОТОБРАКЕНИПХ 

А.В.Островский 
Ленинградский кораблестроительный институт 

I . Известна следукщая задача, неоднократно ставившаяся 
в различных вариантах [ 8 ] . Пусть ^ X ^ Y  компактное 
отображение подмножества X отрезка I на этот отрезок. 
Пусть при этом для любого не более чем счетного компакта 
S C Y найдется компакт £ ^ С X, дяя которого ^ B g - S 
(или ^ B g S ) . Спрашивается, существует ли в X компакт 
В , для которого " I ? Ниже будет приведено положи

тельное решение этой задачи в случае двухкратного отобра

жения £ . (Здесь и далее все пространства предполагаются 
метрическими, а отображения непрерывными и "на". Отображе

ние J : X ~ * Y называется: а) компактным, б) конечнократным, 
в) ккратным, если все прообразы /ц {^) , соответственно* 
а) компактны, б) конечны, в) состоят не более чем из к то

чек. ) 
Чтобы сформулировать основную теорему, нам понадобятся 

следующие понятия: t 

Обозначим через (ХУ результат отбрасывания изолиро

ванных точек из X . Компактом нулевого порядка S<> назо

вем любую точку из Y . Счетное компактное множество SjCY 
( S f c

c Y ) назовем компактом первого (второго) порядка, если 
( ï^) = S 0 ((SjJ) = S i ) . Аналогично определяются компакты 

£?л порядка <£.<(!> . . 
Определение. Отображение $:X" -*Y называется на

крывающим, если для любого компакта S ^ c Y порядка *• 
найдется компакт В ^ X (зависящий от S,t . ) для которого 

Определение. Отображение £ : X - * Y .«взывается индук

тивно ссвершенным, если существует замкнутое в X псягро

стралство Х„ на котором ограничение ) | Х 0 отображения $ 
совершенно и у Х в " Y . 



Теорема I . Двухкратное отображение ,||.:Х»У метри

ческих пространств X и У индуктивно совершенно тогда и 
только тогда, когда § есть накрывающее отображение. 

Замечание I . Пусть £ :Х~ » I есть компактное отобра
жение метрических пространств X и V • Тогда следующие 
условия равносильны: а) $ есть факторное отображение, 
б) л есть бифакторное отображение, в) ^ есть псевдоот

крытое отображение, г ) § есть Б 4 накрывающее отображе
ние. Эквивалентность а ) , б ) , в)  хорошо известна [ I I и 
ниже не используется. Докажем эквивалентность в) и г ) . 
Напомним следующее 

Определение. Отображение £ : Х  » У называется псев

дооткрытым, если для любой точки и любого открытого 
множества Оо^." 1 ^ всегда ц^ЗгСб^О . 

в)*=» г ) . Пусть 8 1 > 1 ч . щ и { ^ : ^ 1  » ^ ) ¿6^1 . Рассмотрим 
открытые множества 0*" з> 0 э ^ ц , образующие базу компак

та ̂ г 1

а . Без ограничения общности можно считать, что 
ие^ ^О1"*1 • Выберем з^е ( Г П у 4 ^ . Ясно, что 
В • и[*1'.1еМ1и^"1^.  компакт и 3 4 . 

г) —* в). Пусть 0 = ь"1^. открыто. Если Ч£ '-КЦ-О, 
то в У \ £0 найдется последовательность, сходящаяся 
к у. . Для компакта  1Ди^: СсДОЩ^} найдется компакт 
В С Х , для которого х В • Легко видеть, что тогда 
В\0  замкнутое множество в В , но не компакт  проти

воречие. Следующее замечание используется в примере I . 
Замечание 2. Пусть £ : Х  * У  компактное отображение 

метрических пространств. Тогда следующие условия эквива

лентны: а) ^ есть накрывающее отображение; б) для 
любой точки ц^еУ и любых открытых множеств 0 = ^ ^ У э ^ 
найдется открытое множество \ т ' с У такое, что ограничение 

, где М ' О П ^ У есть псевдооткрытое отображение, 
а) = » б ) . В противном случае найдутся открытое мно

жество 0 = £ у. и база в точке у из открытых множеств \^ 
такие, что ограничение £|М<, на каждом М ^ ОП^ " 1 ^ 
не псевдооткрыто. Из замечания I следует, что най̂ утся 
компакты первого порядка Б̂ ' для которьс нет. ком
пактов Е|,сМ^ , удовлетворякщих условнг * В ; * 8," . 



Согласное) для компакта Sj,tu^UU J. S^i€ N3 найдется 
компакт В с Х такой, что $ В  3 Я . Легко проверить, 
что найдется "V̂  , для которого 01) ̂ "Vc =>ВП • Н о 

тогда, вопреки предложен*», ,для компакта 

В с  В П ^ ^  О П у - Ч , 
б)  » а ) . Пусть S^%]UUtu L:^_,^LeK } lJ 

W t ^ j :%ij!~*%t * ^ а с с м 0 1 ' Р й м открытые базы: V'^jf*'^ 
н V i ' s ^ " такие, что $|(G l u f 1 \ U есть S t накрываю

щее отображение. Такие множества существуют согласно заме

чанию I и при этом, очевидно, можно считать L V i t l ] c V t ^ ^0*. 
Для компактов S£ (SjfUViiWt*! найдутся компакты 
Е^с 0*" ft j."*Yi такие, что J Be = S« • Легко видеть, что 
тогда Ъ= UiB,,:<.GM}Uj' 1^  компакт и • З л . 

Пример I . Для каждого из следующих случаев I . и 2. 
существует польское счетное пространство X , компакт Y 
и отображение J : X ~ » Y такие, что: 

1. 5" е с 1 ' ь Sjнакрывающее двухкратное не индуктивно 
совершенное отображение. 

2. tg есть накрывающее трехкратное не индуктивно 
совершенное отображение. 

I . Рассмотрим компакт второго порядка S ^ C P . 3 Б 
рассмотри* множества: Xj ,  Sft\(CSftT"1 ^(SO \ ъ  Щ . Ъ . 
( ( У означает операцию отбрасывания изолированных точек, 
примененную последовательно 4 раз). В Б"R рассмотрим 
множество X » U { X 0

X W  ¿  1 , 2 , 5 . 1 . Пусть ЗГ: R*"R —» Б 

проектирование плоскости на первый сомножитель. Искомым 
отображением является F JX: Х~* =Y . Легко видеть, 
что ^  псевдооткрытое и, по замечанию I , Stнакрывающее 
отображение. 

Замечание 3. Пусть * : X  » Y есть индуктивно совер

шенное отображение. Тогда для любого компакта S C Y най

дется компакт В С Х талой, что £jpj = S . Это следует из 
известного аналогичного свойства для совершенных отобра

жений [ I ] . 
' Теперь, если в построенном X нашелся бы компакт 

В С Х , Для которого j  B "Sji , то в силу легко проверяе

мых включений f f f i ^ C S a ) 4  < B r c < X f  # ; ( З ^ т Ц 



получили бы противоречие. На основании замечания 3 видно, 
что 5> не индуктивно совершенно. 

2. Рассмотрим компакт третьего порядка Э3 <̂ Р\ • по

ложим: Х 4  5 3 \ « 8 , # * \ ( ^ 1 > 5 Х  1 К Х г " Ш : ъеН} . 
Также,'как и в I . , используя замечание 2, убеждаемся, что 
£ есть З ̂накрываицее не индуктивно совершенное отобра

жение. 
Пример 2 [ 5 } . Существует почти открытое конечнократ

ное (следовательно псевдооткрытое, Заигрывающее) ото

бражение польского пространства X на пространство рацио

нальных чисел 0. , которое не является 5йнакрывающим 
отображением. (Напомним, что отображение ^ : Х — * У назы

вается почти открытым, если для любого ф 1 ^ найдется точ

ка г е у ' ц , обладающая базой из открытых множеств, обра

зы которых открыты.) 
Действительно, рассмотрим, как и в примере I , компакт 

второго порядка и Х^'З^КЗ^^Чбя.) ) . В каждой точке 
о,Л€ Ц, рассмотрим базу 2^^=>2|^ 1 ( л&гТ ) .Пусть 
О'оО 1* 1, Ц)  база в точке (Х»^ пространства Х Л . 

Определим ^ : Х  X . "М * <Х так: ^ { . ( Х ^ Ч л ! )  . а 
каждое (0*'\О 1* 1)* 1пЛ (которое, очевидно, можно считать бес

конечным) произвольно, но взаимно однозначно отобразим на 
Щгъ*Ш% : к < ^ 1 .Из (Х^-ф следует, что $ не 
За накрывающее. По построению, £ ( Х ^ ) х 1 т ъ 1 е и обра

зы окрестностей 0 1 к 1 ' М точек ЦХ*) 1 }*!*».} открыты в 0. . 
Следствие I . 0. является образом пространства ир

рациональных чисел Р при некотором компактном почти 
открытом отображении. 

Действительно, ьзяв произведение отображений у:Х»ы_ 
[ I ] из примера 2 « , получим почти открытое отображение 

X а —» . Последнее, как и компактность про

веряется стандартно. Из известной характеристики иррацио

нальных чисел [ I ] следует, что Х * * « Р . Так каь вся

кое множество 2 из Р вкладывается замкнуто в ОТ* 
[ 3 ] , то, взяв в следствии I ^|^ " 4 2 , мы получаем: 

Следствие 2. Всякое £^множество Е С Р ..вляетсл 
образом некоторого польского пространства гри компактном 



почти открытом отображении. 
Как мы сейчас увидим, в примере 2 конечнократность 

нельзя заменить на ккратность. Это вытекает из следующей 
теоремы Н.Г.Окромешко: 

Теорема [ 2 ] . Счетное польское пространство нельзя 
отобразить посредством псевдооткрытого ккратного отобра

жения на (X . 
Назовем пространствами метрические пространства, 

не содержащие замкнутых подпространств, гомеоморфных Ц. • 
Следствие 3. Пусть $:Х^»У~псевдооткрытое ккрат

ное отображение ^ пространства X на У • Тогда У 
есть Р, пространство. 

Действительно, если У ^ С С У 2 О, , то } | $"*"[& 1.3 
псевдооткрытое отображение. По теореме Скромешно счетное 
пространство ^ЕО^З не может быть польским, а тогда, на

пример, из теоремы Гуревича [63 , следует, что 

Следствие 4. Пусть $:Х~»У  псевдооткрытое ккрат

ное отображение польского пространства X . Тогда У 

польское пространство. 
Это следует из того, что У как конечнократный об

раз польского пространства есть абсолютное борелевскье 
множество [4 с.508]; так как У есть £^ пространство, то 
в силу теоремы Гуревича У  польское пространство. 

Доказательство теоремы I . Нам понадобятся следующие 
понятия и леммы. 

Определение. Скажем, что точка ж е X  существен

ная для $ 4 накрывающего отображения $ X * У , если най

дется компакт первого порядка 8 1
С У с вершиной в точке 

£л (т.е. (Э^ = $ * ) такой, что для любого компакта 
В с Х | удовлетворяющего условию $73 = 3 А , непременно 
* « В . 

Лемма I . Пусть Т  множество существенных точек ком

пактного, Э а накрывающего отображения X—* У • 
Ха" СТЗХ • Тогда $|Х0 есть совершенное отображение. 

Доказателвство. Пусть ^:рХ—» ]^У  продолжение 
на ЧехСтоуновские расширения пространств X и У . Поло



жим X *  У ; тогда, очевидно, 5-* - I \ X * есть со

вершенное отображение. Нам, очевидно, достаточно показать, 
что [ Х о ] х * * Хо • Предположим противное: пусть любая ок

рестность некоторой точки р£Х*\Х 0 пересекается с Х в . 
Ясно, что р е Х * \ Х • Так как £"Ч*р компакт, то можно 
выбрать открытые в X * множества иэр > 11^£~1$*р , для 
которых [0 ] х *П1г^З х>»ф . Ясно, что и  ^ р с С ^ Ю П Х . " ) ] 

-[£(0ПХЛ , у*$ '0ПХ.) • Так как С Т З Х  Х . к } 

непрерывно, то, очевидно, имеем: ие[$(.0ПТ)] , {  (ОПТ) . 
Следовательно, найдутся ^(ОпТ) , для которых ^с*^ 
и ОПТП^"1^ = $ • Выберем произвольные ОПТП у 1 ^ 

Так как X;  существенные точки, то для них найдутся ком

пакты первого порядка о£ с вершинами в точках ^ : 
8 1

С У , * ^¡1 . такие, что для любого компакта 
В ^ Х , уВ*. •« ¿5 I непременно £<,^В{, . Можно считать, 
что сЦхип^ <1Д и тогда ^1^1)1113^: ьегЛ 1  компакт 
второго порядка с вершиной в ^ . По условию для 3^ най

дется компакт В с X такой, что у В  Б ц • Точки 
обязаны иметь в В предельную точку £ . Легко видеть, 
что тогда х е $ ^ . Всломним, что 0ПТ с [0ПТЗ х« » 
следовательно, х с [0ПТ]х* * Н о 9 1 0 п Р о т и в р Р в ч и т вы

бору 0 , т.к. Г03^« П у'Ч"" $ • Лемма доказана. 
Лемма 2. Пусть } ; X — - \  двухкратное £1 накрыва

ющее отображение и ̂ г1^ « £з51}х^3 не содержит существен

ных точек. Тогда найдутся открытые множества 0А »эв^ , 
О ^ х * , \Гз»и1 такие, что Я 0 ! "  0 !  * ^ * у| °а* V 

гомеоморфизмы. 
Доказательство. Рассмотрим непересекаюциеся открытые 

множества 21^ э эгА и зд^ . Если у  база, 
например, в $ А а 0* с 214 и любое 0 й содержит полный про

образ некоторой точки р 4- о. , то 1̂   существенная точ

ка. Бели же ^ ф ЗоЬ^О, , то %£, существенная точка. По

этому жА гл имеют окрестности ^ и ^ такие, что 
усЗгЛ^С^ , и^Зп-Цб^ ; и отношения §.|б1 и ̂ \*ба -

взаимно однозначные отображения. Осталось положить 

Следствие 5. Пусть в условиях леммы 2 Т  множество 
существенных точек и Х 0  [ Т ] Х . Тогда ^ Х с замкнуто 



в У • / 
Действительно, если у&[$Х0]\$Хо ' *° в с и л ^ н е ~ 

прерывности £ и условия [ Т ] Х * Х 0 непременно ^ Ц Т ] . 
Выберем, согласно предыдущей лейте, окрестность "V для ^ 
Яснб, что"\/ не содержит образов существенных точек, поэ
тому V н в пересекается с Ц Т ] и ^<£[£Т] ~ проти
воречие. 

Лемма 3. Пусть Т  множество существенных точех 
двухкратного 34накрывещего отображения —>У • 
Пусть 0 ~ открытое множество, содержащее Х 0

 = 1 Т ] Х • 
Тогда ^0 открыто в У . 

Доказательство. В противном случае накдутся 
у С  » 4€^0 , «ч£$0 • Покажем, что тогда $ _ 1^с0 
Если найдется х £ Ч0 ( йединственная, т.к. ̂  
двухкратно и ^€$0 ), то х,  существенная точка, т.к. 
З ^ ^ П О  ф . Но тогда к е Т с 0 • Итак, ̂  у с: 0 
По замечанию I, $  псевдооткрытое отображение, и тогда 
почти для зсох ^ , ^ е ^ 0 , а это противоречит предполо 
жению. 

Приступим непосредстьснно к доказательству теоремы I 
Пусть I ̂  3^ е ^  открытые покрытия пространства X » 
«г. = 10^ : А - ь а } . В силу непрерывности <$ можно считать 

Пусть Т  множество существенных точек и Х 0 ~£Т ] Х • 
Положим &  И{0с : 0^ПХо + Ф~1 . Согласно (* ) и след
ствию 5 £Х> Ш^О 4 :1еШ . По лемме 3 1С =  от
крытие множества, содержащие <̂ Хо • ̂ е з ограничения общ
ности можно считать, что 2& =>[ИУ^] . Положим 
$ = №4*0)" и Р ч  О ^ \ . Так как Г, (1 $Х„ = 0 , т 
каждое ^ есть открытое двухкратное отобра
жение (в силу леммы 2 и в силу того, что ограничение от
крытого отображения на полный прообраз множества задает 
открытое отображение). В силу теоремы Майкла [ 7 ] каждое 

4̂ .шдуктивно совершенно,4

т.е. в 1?̂  найдутся замкнутее 
полпространства Х ,̂, дл« которых $Х«,= Г* и ^1Х^  оо

верше!ШОЗ отображение. Наложим 21 « (ДУ^ЛсЦ}0Хо и пока
жем, что в|2  совершенное отображение. Для этого нал 



достаточно показать, что если у 4 —» К , X^fVjjft Z > т о 

lx¡] имеет предельную точку в j . " l ^ ( \ 2  По леммам I , 
2 и следствию 5 нужно рассмотреть лишь случай, когда 
ftW $ Х „ , а ^ б у Х о • Можно считать, что ^ e f t . 

Из определения 0 е следует, что найдутся 0¡. € f¿ и 
£ { « : Х В , для которых *í.fcCfJ . Из (*•) следует, 
что 5>S¿  » Ц; , а т.к. А } )Х в  совершенно, то i ^ o V t e H 

имеет в j"*ij.flX, предельную точку ж . В силу ( * ) 
непременно ж 4 » ж , что и требовалось установить. 

Заметим, что в условии теоремы I вместо " Х  метри

ческое пространство" можно предполагать лишь, что " X 
есть р пространство". Дальнейшее ослабление невозможно 
в силу известного примера Произволова. 
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О БИКОМПАКТАХ, НУЛЬМЕРНО ОТОБРАЖАЮЩИХСЯ НА КОМПАКТЫ 

П.Г.Парфенов 
Ярославский государственный университет 

В настоящей работе изучается вопрос о том, как нали

чие некоторого тестового отображения бикомпакта X на 
компакт отражается на свойствах произвольного непрерывного 
образа бикомпакта X . Основным результатом работы явля

ется теорема, утверждающая, что если бикомпакт X облада

ет вполне замкнутым счетнократным отображением на компакт, 
то любой Тг отделимый непрерывный образ У этого биком

пакта нульмерно отображается на компакт. Для таких непре

рывных образов оказывается верным равенство 
^ т а У  ^ У  З т е ъ У  Д У . 

Приведена конструкция, дающая некоторую информацию о широ

те классе вполне замкнутых счетнократных прообразов компак

тов. 
Непрерывное отображение — * У называется впол

не замкнутым [ I ] , [ 2 ] , если для всякой точки уеУ и 
всякого конечного покрытия 1 0 А ,    > 0 9 } прообраза ^"'^ 
множествами, открытыми в X , множество 1у]и (л/^О^.) 
открыто. Отображение % называем счетнократным, если для 
любого У верно Л, . Компактами называются 
бикомпакты со счетной базой. 

Пусть существует отображение т^; X—~ К пространс

тва X на пространство К и дано отображение }:Х—'»У 
пространства X на пространство У . Пусть 

= ч» еУЗ разбиение пространства X , 
полученное по отображению * . Точку ас; К будем назы

вать, точкой соприкосновения элементов Р^Г^И . , Р^Ьд 
тогда и только тогда, когда а£ а р4 П л . Точку 
ае К будем называть особой точкой соприкосновения для 

отображения ^ по отношению к отображению т\. , если су



шествуют элементы F ^ E ^ R } f\ , такие, что 
tt€An7iFft и для некоторых точек i 1 e F 1 и i a £ , 

не существует элемента F0 в "R такого, что 
I ) F0Г) * * а + 0 ; 2) Fa П т С Ч ^ f ф и 3) F.fl л ' л х я , f ф. 

Предложение I . Пусть дано вполне замкнутое отображе

ние л : X —* К регулярного пространства X на простран

ство К и пусть последовательность P = [ p L : l € i ú } c К 
сходится к точке р°<=. К , р° ̂  Р • Далее, пусть после

довательность GL = j .3r: LeuJj, x'6 7 C t p t
} LetO , 

сходится к точке ас.'ел.^рг' . Тогда для любого выбора 
£ъ Х1р*- , 1 е со , последовательность Q a f í ^ : léco] 

сходится к точке эс° . 
Доказательство. Пусть V  произвольная окрестность 

точки х° , тогда существует такая окрестность \\ точки 
sg° , что £°eVx

 cL\]<^V И, следовательно, семейство 
[V, X\tVj.l3 является открытым покрытием множества л*р° . 
В силу вполне замкнутости отображения л. , множество 
W = я?" VI/ 72 F(X\CVi])UÍ р°] является окрестностью точки 
р° , т.е . , начиная с некоторого момента, последователь

ность Р лежит в W . Так как Yx является окрестностью 
точки X o , то во множестве X \CV\1 лежит лишь конечное 
число точек последовательности (Ц , а это значит, что во 
множестве Л*°(Х\[Vil ) лежит лишь конечное число точек 
последовательности Р , т.е. за исключением конечного чис

ла точек, вся последовательность Р лежит во множестве 
t ^ V . Отсюда получаем, что во множестве V лежат все, 

за исключением конечного числа, элементы семейства 
[ л ^р 1 : Lfeool , а так как ^ l €7í 'p L для 1 е со , то по

следовательность Qs, сходится к точке ас0 . Предложение I 
доказано. 

Демма. Пусть даны непрерывное отображение j  X —*Y 
бикомпакта с первой аксиомой счетности X на бикомпакт Y 
и вполне замкнутое отображение л •. X —* К бикомпакта X 
на компакт К . Пусть Я  множество особых точек сопри

косновения для отображения j< по отношению к отображению 
Л . Тогда lSKr\ 0 . 

Доказательство. Предположим, что IS I > Л 0 • т  в 
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S ' l a " "  Л ] с К и IAI > ft0 . Тогда каждой точ

ке аЛо S сопоставим тройку t^fc ( а л * , л x t ) t К J, 
где, согласно определениюеособой точки соприкосновения cf , 
точки x f fe FiN R, Pt^ R таковы, что 
af'e л Р "̂ П л Е *̂ и н е существует элемента F 0 ^ В , 
такого, что верны соотношения: I )F 0 fl?C ti / ф ; 
2)F o 0rtV*f  £ <0 ; 3 ) Р 0 П т С 1 А з е ^ ф . Ясно, что 

^ ^ пр И < £ 1 р ^ ( т.е. Т = { ^ : несчетное 
подмножество компакта К , а следовательно, существует 
точка t € Т и последовательность ft*": i.6a>j с Т \ l t ° ] , 
которая сходится к точке t . Так как бикомпакт X удовлет

воряет первой аксиоме счетности, то, переходя, если потре

буется, к подпоследовательностям, получаем, что последова

тельность [ x J : t € < o ] сходится к точке а ^ л ' Ч х ' , по

следовательность 1бсО] сходится к точке а ' а х ? , 

а кроме того, существует последовательность £•*£: Le и)3 , 
flVeF^D A J a l , i.€cO , которая сходится к некоторой 

точке "Ое тс1 о 0 . Тогда, выбрав точки tf£ е F^ П д 1 сС » 
i e c J , по предложению I получаем, что последовательность 
{ Я* '• i с a l l сходится.к точке * . Так как разбиение не

прерывно, а точки xj; и ох принадлежат одному элементу раз

биения F£ для любого I е со , то точки Ui и 0 принадле

жат одному элементу F0 € "R ; аналогично, точки * и 
принадлежат одному элементу разбиения R , а следовательно, 
тому же F 0 . Таким образом, для этого элемента F0 € "R вер

но: I ) а ^ Р о П л Ч х ! ; 2) tffcForU"V ; 3) а^е F „ C K a ^ i 

то есть точка a° £ S не является особой точкой соприкосно

вения. Противоречие. Лемма доказана. 
Теорема. Пусть существует вполне замкнутое счетнократ

ное отображение а : X —» К бикомпакта X. на компакт К , 
и пусть J: X —»• Y"  произвольное непрерывное отображение 
бикомпакта X на бикомпакт Y . Тогда существует нульмерное 
отображение бикомпакта Y" *на некоторый компакт. 

Доказательство. Нетрудно видеть, что бикомпакт X удо

влетворяет первой аксиоме счетности. Тогда, если S  мно

жество особых точек соприкосновения для отображения j  по 
отношению к отображению л , по лемме имеем IS I £ ft0 . 



Так же^как в С2] , по множеству 3 с К определяем семейс

тво 3 ^ К \ 2 ] и 11х ] : э с е ' / ^ Й } , которое 
является разбиением пространства X . Факторпространство 
по этому разбиению обозначим через » а соответствую

щее отображение X на К  через А . Отображение 
Л : X —• вполне замкнуто, для него существует вполне 
замкнутое отображение К й — * К . такое, что л.яг Л . 
Ясно, что отображение зг3 счетнократно, а так как 
13 I * , то К 3 является компактом. Отметим еще, что 

для любого а е К \ Б верно Л а = 71V . -

Предложение 2. Пусть Р е Р ,  [ Р  у 1 ^ : и 

Тогда В = С . 
Доказательство. Предположим, что В т С . Тогда для 

множества Г существует точки й А > (Х^, а Л & К \ 8 и " Н 0 -

жества Р ^ Р ^ Р , такие, что выполняются условия: 
а) А'сцПР + ф, л ' с ^ О р ! + Ф:, 
в) А 1 а а П Р  ф, + (р, А а ^ г " Ф, . 

• с ) Л а 5 П г д Н ; , 
Ш Л " * а л П ( А 1 Л ^ " Л Г ) = 0 . 

Поэтому не существует элемента Р 0 е р такого, что вы

полняются условия: I ) РрПХ1^ f Ф » 2)Р0П Х'сц ф Ф 5 
ЗЗР^ПХ 1 ^ Фф . Действительно, предположив, что такое 
Р 0 существует, имеем ^ « у ^ у А ^ А Р > а э т о противо

речит условию с1). Далее, так как 0.^6 л Р1 . , 
Л 1 ^ ПРА <]• ф и Л ' 1 ^ Ир,, + ^ I то точка 0.^ явля

ется особой точкой соприкосновения для отображения § по 
отношению к отображению л , но сц, е К V Б • Противоре

чие. Предложение 2 доказано. 
Определим теперь семейство Р^А ' лу ' уЛ ЛР':Р«Р\} 

подмножеств бикомпакта X . Нетрудно видеть, что ^ есть 
разбиение бикомпакта X на непересекающиеся замкнутые мно

жества. 
Предложение 3. Пусть дано открытое множество % с X , 

тогда Й.= и [ Г ^ г 1 : Р е ^ } открыто в X . 
Доказательство. Легко видеть, что 

?Ь « Х л С / С ' Л ^ а Ч з ' ^ С Х • и, следоватэльно, множес



Предложение 4. Для любого Р е р существует Р0 е Р та

ков, ч ю В  Л ' А ^ Л ^ Л Г ^ А ' Л Р о . 
Доказательство. Если А А Р  В , то в качестве Р0 

берем Р . Если Л" А р т^В. , то существует Р 0с^ 1£Л"'Л Р, 
Р 0 £ К такое, что Р0 ФЛ~ А Р . Следовательно, су

ществует точки сц и 0^,6 К 4 2 такие, что выполняются 
условия: I ) л ^ П р , f Ф , АГ'о^ПР = </> и 
2)Л*(цПР в * Ф , 7С*а*Пр ФФ • Если Р<£ А\Л.Р 0 , то 
существует точка й 4 е К \ 8 такая, что верно: 
3) А" а л Г| Р £ Ф , л̂ Од П Р0 — Ф, а следовательно, точка 
1 л  особая точка соприкосновения. Противоречие. Итак, 
Р с А А А Р 0 и.значит.Л'Арс А" 4 АР С .Далее, 
Р. с 1"V Л"1 АР«= у"ЧЛ" 1Л Р„ . откуда А"1 Л Р 0 «= д 1 А ^ А ' А Р с 

С А Д * " Ч Л 1 А Й ^ Л Ч А Р 0 • «к» и означает Л"\\ Р. с В е. 
С А" ГЛ Р0 ' Предложение 4 доказано. 

Покажем, что отображение ОУ* 2 бикомпакта У ьа 

тво 21 открыто В X . ^ 
Из предложения 3 следует, что разбиения Р бикомпак

та X непрерывно, поэтому факторпространство 2 про

странства X по разбиениючр является бикомпактом. Так как 
разбиение р измельчает разбиение Б , то существует не

прерывное отображение ^: У —* 2 бикомпакта У нв биком

пакт 2 • 3 й 

Определим в компакте К семейство Р  [Л['"': р е р } • 
оно является разбиением на непересекающиеся замкнутые мно

жества. Так как для любого Р & р верно А Л = Р , то 
нетрудно проверить, что факторпространство пространства 
К по разбиению К гомеоморфно 2 , то есть существует 

непрерывное отображение Ь. К3—>2 компакта К 8 на биком

пакт 2 . Следовательно, бикомпакт 2 является компактом. 
Имеем коммутативную диаграмму: 



компакт Z нульмерно. Для произвольного fc e Z пространс

тво д"*А гомеоморфно факторпространству некоторого эле

мента Р б гХ по разбиению R A l p ] , индуцированному раз

биением Ь? на этом элементе. Точки пространства cj'a бу

дем обозначать далее через ( F ) , где F , F ^ P .По 
предложению 4 существует элемент F0 е Р . такой, что 
Л ' Л Р 0 - Р . 

Предложение 5. Пусть &  произвольное замкнутое 
подмножество пространства о'1 й , не содержащее точки 
( F 0 ) . Тогда IG 1^ * 0 . 

Доказательство. Покажем, что множество точек сопри

косновения множеств и FQ конечно. Предположим про

тивное, т.е. пусть существует последовательность различных 
точек СЦ€ К , LecO , таких, что ?Cla;, fij^G f j> и 
7С 4а^ПР 0 f ф для любого 1бсО . Выберем последователь

ность точек x t e 7CJa^ OF 0 , t e U ) , сходящуюся к точке 
х^е Р0 , причем такую, что х0 f *i для любого 1е о) , и 
выберем последовательность е тС1^ Л j  " 1 & . l€ и) . 
Тогда по предложению I последовательность I : L e w ) } 
сходится к точке х 0 , и,следовательно, ( F Q ) ё G  противо

речие. 
Пусть { а * , . . . , ^ }  множество точек соприкосновения 

множеств J^G и F 0 , тогда £ 1 Q c ; r i « U { X ' a i , : l = iJ...,K.l. 
Так как отображение А счетнократного, то множество М 
счетно, тогда счетно и множество £~*G и, тем более, счет

но & . Предложение 5 доказано. 
Из предложения 5 следует, что бикомпакт g"1 а ло

кальносчет ен во всех точках, за исключением CFo) > то 
есть в этих точках размерность ind равна нулю. Пусть 21 

произвольная окрестность точки (Fa) в бикомпакте ;f1 2, , 
тогда (Р9)Ф$1в \£1  &  замкнуто. Пусть 0  такая 
окрестность множества Q , что G c D*= L03 и (,F0V4 L01 ; 
по предложению 5 множество [ 0 ] счетно, и следовательно, 
существует окрестность 04 множества & такая, что 
G  c O j ^ [O j l c 0 * F-iOi** ф • Гогда, очевидно, от

крытое множество v 0А * 2 i t содержит точку С F 6i , 
[ £ L j . J c ^ и Гг 2l t * 0 . Поэтому в точке (££>€ £ра 



размерность vuL также равна нулю. Следовательно, биком

пакт cj"1 в нульмерен. Теорема доказана. 
Следствие. Пусть для бикомпакта X существует вполне 

замкнутое счетнократное отображение А: X —* К на неко

торый компакт К • Тогда для любого Т ь отделимого непре

рывного образа Y - j 4X ) бикомпакта X верно равенство 
a « n Y - u d Y « 3 n d Y = AY. 

Доказательство. По доказанной теореме бикомпакт Y 
нульмерно отображается на компакт. Применяя результаты 
работ [ 3 ] , [ 4 ] , [ 5 ] , [ 6 ] , получаем требуемое равенство. 
Если при этом ÚxmY - п , то бикомпакт Y является совер

шенно пмерным [ 7 ] . Следствие доказано. 
Нетрудно видеть, что условия теоремы выполняются для 

пространства X**  "две стрелки" и для дубликата Алексан

дрова произвольного компакта [81. Ниже изложена одна об

щая конструкция,приводящая к такого рода бикомпактам. 
Пример. Пусть К нульмерный компакт, 

P  í p ^ L e c o l U í p e }  сходящаяся х р 0 последователь

ность. Разобьем cJ на бесконечное число бесконечных непе

ресекающихся подпоследовательностей Aj , JecO , 
U í. А  • Je о) } . В каждой точке х « К зафиксируем 

базу 11% : к  ОЗ такую, что ( 1 с: [ Щ ^ } с 2 4 и 
F« 2i t = 0 для любого fcea) . Обозначим через 
V* - 21* 4 2L*^ для любого к s «3 . Зададим на произве

дении X  К * Р топологию базами окрестностей точек 
следующим образом: 

I . Если ( а , р ) б Х и P"pm ¿Po • «> пусть W ( a ; > p m V 
« U Í V * : k e A m l . За базу окрестностей точки ( х , р т ) 
берем множества вида 0(3.Pm,0x)4(*.pmWu4W(x,pm3n0x3*P» 
где Ох  произвольная окрестность точки х в компакте К . 

I I . Если ( * ,р ) *Х и р  р о , то пустьW(i:,p,,n3« 
« I A V ¡ * : h A j , j > n } , а базу окрестностей точхи 
( * ,р. ) образуют множества вада ОС*, р„, л .,0x3« 
¿C*xp>33uUi,PiV¿»n3Ul 'WÍ*,p 0,n)nOi)>cp . где 

Ох произвольная окрестность точки х: в компакте К,пса). 

Нетрудно проверить, что пространство X с такой топо

логией хаусдорфово. Пусть f  произвольное покрытие про



странства X окрестностями типа I и I I . Для любого хеК 
множество W < p c X будет покрыто конечным числом ок

рестностей типа I и I I , ети окрестности будут покрывать 
множество £ х ] * р вместе с некоторой окрестностью вида 
Оз:*Р ; отсюда ясно, что X  бикомпакт. Отображение 
# K ; X — » К проектирования <?к 1ае ,р ) " 1 является 
вполне замкнутым и счетнократным. 

Заметим, в заключение, что % будет обладать теми же 
свойствами, если приведенную конструкцию применить к нуль

мерному бикомпакту К с первой аксиомой счетности. 
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К ТЕОРЕМЕ М.М.ЧОБАНА О ПРОДОЛЖЕНИИ ПСЕБДОМЕТРИК 
НА СВОБОДНЫЕ УНИВЕРСАЛЬНЫЕ АЛГЕБРЫ 

В.Г.Пестов 
Томский государственный университет' иы.В.В.Куйбышвва 

Псевдометрика ? на топологической группе б называ

ется инвариантной (= двусторонне инвариантной), если дд». 
любых х, ч,1 е б имеют место равенства У(«> -

« ; ( г х . г ч ) > /(х, ^ ) . В 1948 г. М.И.Граев доказал сле

дующую теорему [ П : если £  псевдометрика на множества 
X , то на свободной группе Р(Х) с множеством свободных 
образующих X существует инвариантная псевдометрика ? , 
сужение которой на X совпадает с f . Хорошо известна (фун

даментальная роль, которую играет теорема Гра

ева в теории свободных топологических групп (см., напр., 
обзор [2 ] ) . Развитие общей теории свободных топологичес

ких универсальных алгебр, начало которому было положено в 
основополагающей работе А.И.Мальцева [3 ] , в значительной 
мере тормозилось отсутствием аналога теоремы М.И.Граева о 
продолжении псевдометрик. До последнего времени было неяс

но, можно ли обобщить понятие инвариантной псевдометрики 
на группе до понятия инвариантной псевдометрики на универ

сальной алгебре. Недавно вто удалось сделать И.М.Чобану. 
Им же был получен аналог теоремы М.И.Граева о продолжении 
псевдометрик для свободных универсальных алгебр. (Проф. 
М.М.Чобан докладывал эти результаты на I Тираспольском се

минаре по топологической алгебре в августе 1984 г. Они бу

дут опубликованы в его монографии "Топологические универ

сальные алгебры".) Настоящая0заметка посвящена новому до

казательству теоремы Чобана. 
Определение (М.М.Чобан). Пусть А  универсальная 

алгебра сигнатуры & . Псевдометрика f на алгебре А на

зывается инвариантной, если для каждой операции « Л и 
любых , л » , у,, .  ,^,6 А (где п. - арность операции 



а) ) имеет место: № 

$Ч«(х. , .<**), *С*л,-фУИ £ ) Ч » ч . # ) . ( I ) 
Нетрудно видеть, что в случае, когда 6  группа, 

неравенство ( I ) влечет выполнение условия % (оА , ссО <. 
4 у (о.с^ + >ЧС,<1) при всех а , ( , с , а е 6 , что обеспе

чивает инвариантность псевдометрики % в обычном смысле. 
Будем называть псевдометрику f нормированной, если 

Теорема (М.Ы.Чобан). Пусть Л!  предмногообразке 
универсальных алгебр (т .е . , класс, замкнутый относительно 
перехода к подалгебрам, факторалгебрам и декартовым про

изведениям произвольных семейств), X  множество, 

псевдометрика на X и Р (X. 31)  свободная универсаль

ная алгебра в предмногообраэии Ж с множеством свободных 
образующих X . Пусть псевдометрика f нормирована. Тогда 
на алгебре РСХ, X) существует нормированная инвариант

ная псевдометрика 1 , сужениекоторой на X совпадает 
с 1 . 

Оригинальное доказательство Чобана заключается в 
конструктивном построении максимальной инвариантной псев

дометрики у в духе работы И.И.Граева; при этом приходит

ся преодолевать значительные технические трудности. Ниже 
мы предлагаем доказательство хотя и менее конструктивное, 
но зато чрезвычайно простое. 

Для топологической универсальной алгебры А через А 
мы обозначаем её линеикосвязное расширение Хартманаиы

цельского, т.е. множество всех полунепрерывных справа ку

сочнопостоянных отображений полуинтервала' [оО в ал

гебру А , наделённое поточечно определенными операциями 
и топологией сходимости по мере. Хартман и Мыцельский 
предложияи эту конструкцию для топологических групп [ 4 ] , 
и впоследствии она была обобщена на топологические уни

версальные алгебры [ 5 ] . 
Нам понадобится следующая лемма, являющаяся обобще

нием результата Морриса и Николаса [ б ] для топологических 
групп. 

Лемма I . Пусть ?  нормированная инвариантная псев

дометрика на универсальной алгебре А . Определим на А 



псевдометрику , полагая у* ' 1 ? С$М).^+))сМг 
для всех f.qe А . Тогда f*  нормированная инвариант

ная псевдометрика на А* . 
Доказательство. Из основных свойств интеграла Лебега 

следует, что f*  нормированная псевдометрика. Пусть £1 

сигнатура универсальной алгебры А . Пусть о> е S1 , 
i«. • • > > 9<. • • » 3 я е А , где и,  арность операции а . 

Для каждого t£ [о.'О в силу инвариантности псевдометрики 
f на А имеем: п. 

имам, ,и*)),«(ъ(^> S 
Обе части неравенства  неотрицательные функции от t ; 

интегрируя и учитывая, что в силу поточечности определения 
операций на алгебре А* имеет место равенство ^ (A > j £.)(*) = 
« (*)> • ••, .получаем: л 

R F  r t o . « И  £ Я * . * ) , 
что и означает инвариантность псевдометрики J* . 

Следующее утверждение очевидно. 
Лемма 2. Пусть 3  непустое семейство нормированных 

инвариантных псевдометрик на универсальной алгебре А . 
Положим для всех х .цеА j g sopf ?(х.ч): ye 2 1. 
Тогда /о  нормированная инвариантная псевдометрика на д. 

Доказательство теоремы н.Ы.Чобана. Пусть А » ?Ос73*) _ 
расширение ХартманаМыцельского универсальной алгебры 

F(X,Ol) , наделённой дискретной топологией. Обозначим 
через б" тривиальную метрику на F(X.X) : o"Y*. 3) » 1 , 
если * f ч . Очевидно, она нормирована и инвариантна. 
Пусть ?  семейство всех нерастягивающих отображений 
псевдометрического пространства ГХ,?") в метрическое про

странство (А. а " ) , т.е. таких отображения $ •• X — А , 
что при всех i . ^ c X : у ( ц ) > 6"* f f < * ) , $ f j ) ) . 
Дня каждого J* У определим псевдометрику на алгеб

ре F ( x полагая fc£».^ «= ft"*как только 
х.^е F C X , 3 i ) (здесь e ? ; F ( x . j O  * A гомоморфизм 

универсальных алгебр, сужение которого на X совпадает с 
i ;' такой гомоморфизм существует в силу того, что алгеб

ра F ( X , З О свободна в предмногооор&зии 3L , а алгеб

ра А принадлежит 31 ввиду замкнутости предмногообразия 
относительно перехода к декартовым произведениям и подал _ 
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гебрам). Положим S • « i с ? J « В силу леьшы 2, 
отображение f • f? является нормированной инвариантной 
псевдометрикой на свободной универсальной алгебре F(X,3i ) . 
Так как при любых $ е !Г и *. ч , еХ ( i . ^ £ у (x.u) , 
то я У<ос.*j> * |(х,<^) , т.е. , суженье f| x псевдометрики 
f на множество X не превосходит J . Покажем, что f|x ) J ' ) 

что завершит доказательство. Фиксируем произвольные элемен

ты а,8 е F ( X , 3 0 ; пусть а.ф.1 . Для каждого se [o.fl 
положим т"а (*)  а. , если t < s , и f s (t)  l , если 
i > s . Очевидно, отображение f i s  » f » отрезка fo . i ] , 

наделённого обычной метрикой, в пространство (А. &*) яв

ляется изометрическим вложением. Пусть теперь л», u, е Х. 
Определим отображение $ •• X —» fо, i] , полагая 
j " ( * ) « f (*. «о) ; очевидно, оно  нерастягявающее. Та

кова же и композиция <е{ • (X.J) т.е. -fj е 5" . 
откуда f w f 2 .Наконец f ¿«..4.) * (ос, u.) 
 е"Ч<«(м, ^ C j o «  | -fc*o - и*».)! - ff*. .*.) . 

Замечание. 3 связи с результатами М.Н.Чобана возникает 
естественная задача: ввести понятие левоинвариантной псев

дометрики на универсальной алгебре так, чтобы семейство 
всех левоинвариантных непрерывных псевдометрик на произ

вольной топологической универсальной алгебре описывало её 
топологию подобно тому, как его имеет место в случае топо

логических групп. Если бы это удалось сделать, то стало бы 
возможным говорить о полноте топологических универсальных 
алгебр. 

Пользуясь случаем, автор выражает свою признательность 
М.Ы.Чобаку за обсуждение вопросов, затронутых в данной за

метке. 
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О КОЛИЧЕСТВЕ СЧЕТНЫХ ПРОСТРАНСТВ ФРЕШЕУРЫСОНА 

Е.А.Резниченко 
Московский государственный университет им.le.В.ЛОМОНОСОВЕ 

Пусть ^ есть некоторый класс пространств. Будем гово

рить, что число пространств из класса равно , если 
существует семейство мощности <с попарно негомеоморфных 
пространств из класса и не существует такого семейства 
мощности большей, чем f . 

В настоящей статье рассматривается вопрос о количестве 
пространств из класса ф , где есть некоторый подкласс 
класса счетных пространств ФрешеУрысона. Будет доказано, 
что число счетных бисеквенциальных тихоновских пространств 

равно Я и число счетных т£0 пространств ФрешеУрысона 

также равно 2.* ° . Кроме того, построен пример бисеквенци

ального компакта, который не принадлежит классам < iF U> , 
< 8 _ F U > и < S _ F U > . Зтот пример дает отрицательный 
ответ на вопросы (5.22.2), (5.22.3) и (5.22.4) из статьи 
[ П . 

Определение I [ 21. Пространство X называется бисек

венциальным, если для каждой точки xfeX и каждого пред

фильтра ^ на X такого, что * e f H A s A e $ î , существует 
счетный предфильтр 1Ъп' fv& N*} , сходящейся к х я 
В^ЛА f ф для любых ri €N* A « f . 

А.В.Архангельский предложил следующих) классификацию 
пространств ФрешеУрысона. 

Определение 2 [ I ] . Пусть X  пространство Фреше

Урысона. Будем говорить, что X является < v  F U >  про

странством, если и только если для любого X X и для 
произвольного семейства последовательностей I ^п '• а € N } , 
сходящихся к точке эй , существует такая последовательность 
| , сходящаяся я точке X , что выполняется условие ( t ) 



(1) Для любого n,<=N l $ n \ 
(2) Существует такое бесконечное j ļ c N* • что для 

любого п6 М l f * \$ ļ < r t e . 
(3) Существуем такое бесконечное М_с: ļ<jv , что для 

любого tveM l f a n f l - r t 0 . 
(4) Существует такое бесконечное M C N V t что для 

любого п«=Н ^,П* Фф. 
(5) Для любого гъе ĻN Г) $ f ф. 
Определение 3 [ 3 ] . Пространство X называется У*>0

лространством, если существует такая счетная сеть В про

странства X , что для любого компакта X и для любого 
открытого &Ь К существует конечное В ' с Б такое, что 
к<=ав*сг1. 

Определение 4. Пусть X и У  топологические простран

ства. Непрерывное отображение Ļ яэ X на J/ назовем прос

тым, если f  факторное отображение, н существует максимум 
одна точка такая, что l j ty)l> i . Если ļ / - f (X ) 
для некоторого простого отображения £ , то будем говорить, 
чт£ У есть простой образ X . 

Очевидно, простое отображение является замкнутым. Сле

дующее утверждение носит технический характер. 
Лемма I . Пусть X  хаусдорфово пространство с пер

вой аксиомой счетности, множество D всех изолированных 
точек пространства X счетно и всюду плотно в X . Далее, 
пусть задано семейство Я- мощности 2* , состоящее из 
непустых подмножеств множества X \ D . Для каждого F^S* 
определим пространство X™ как факторпространство , 
где Чр есть разбиение пространства DUF 1 , единственным 
неодноточечным элементом которого является множество F . 

Тогда семейство f Хр ' Р « * ? } состоит из счетных нульмер

ных пространств ФреоеУрнсона и существует семейство 5 " * с ? 
мощности % 1 такое, что для различных Р Д € > простран

ство Х р не гомооморфно пространству Х ^ . 
Доказательство. То, что для р е f пространство Хр 

счетно я нульмерно, очевидно. Пространство Х р есть прос

той, а значит, и замкнутый, образ пространства с первой ак

сиомой счетностн D U P . Поэтому Х с  пространство Фре

* •> 



шеУрысона. Для произвольной пары 0_р е 5* зафиксируем 
биекцию ^ из Х о , на Х р • Как множество Xо.совпадает 
с 1>1Д0Л и Х р  с ви1РЗ .Если эсеЗ) , положим 

, а если X  Ш , * о $ < х )  { р 1 .Оче

видно, что Ар о |^ = и $р°$^  . Докажем, 
что если Г ^ 0. » то отображение не является гомео

морфизмом. Так как £р ° $ц, = т̂ р =* ̂ Х р » т 0 Д^таточ

но показать, что ^ или £ й не непрерывно. Из того, чте 
Г г 0, следует, что существует х е ( Г \ ( М ( Д \ Р ) . Для 

определенности пусть Х € ОЛг7" « В пространстве X имеет 
месте первая аксиома счетности и I ) всюду плотно з X , 
поэтому существует последовательность ^ с I ) , сходящаяся 
к точке X . Последовательность | в пространстве Х&. бу

дет сходиться к точке €0.3 , а в Хр последовательность} 
дискретна и замкнута, поэтоцу £р не непрерывно. Введем 
на семействе ?* отношение эквивалентности, положив р ~ й 
для Р,0.^ У , если Х р гомеоморфно Хд, . Обозначим через 
36 множество классов эквивалентности. Докажем, что если 

. Предположим противное, то есть 
|5*'|> Я?*0 . Можно полагать, что для каждой пары 1,^« Т ' 
задан гомеоморфизм из Хп, в Х й так, что для каж

дой тройки множеств Р,0 . ,Р е 2" выполняется И^ 0 Ьр • 
и для Р е 5 " Ь р 10Хр • Пусть Г € 5 " . Так как множес

тво всех перестановок множества Х р имеет мощность & 0 и 
, то существуют такие различные Р, 0, € 5" , что 

ь ? р * & <Г ^ ° з Т о г д а п о л у ч а | м ' 4 , 0 ь * * = Ь й " Ь Р ° й ' й ' 
" ь а о . 1 р 0 5о.° ур • т о в с т ь " & • Противоре

чение с тем, что А^ не гомеоморфизм. Итак, мы доказали, 
что для произвольного 5"'е Э(/ мощность не больше, 
чем Я*» .Из этого истого, что §"-иЭ(. и | 5 Ч - а ь ^ , 
следует, что 1#Ы?< . Существует такое множество 5* 
что для любого % . Очевидно, |3'*|-г?'Й0 

и для любых различных Р 5Ц е пространство X ̂  не 
гомеоморфно пространству Хо, * Лемма I доказана. 

Следующие две теоремы являются основным результатом 
этой работы. 

Теорема I . Число счетных тихоновских ^пространств 
ФрешеУрысона равно а* 



Доказательство. Несложно показать, что существует мет 
рическое сеперабельное пространство X мощности 2 °̂ , у 
которого множество 2) изолированных точек счетно и всюду 
плотно в Х . Положим & ={рсХ.\Т)1рфф}- Очевидно, 

а***0 . Возьмем семейство пространств {Хр"Г*5*1 
как в лемме I . Для любого р е ? * пространство Х ?  првс 
той (а значит и замкнутый) образ метрического сеперабель

ного пространства 3)Нр . Как доказано в [ 3 ] , замкнутый 
образ метрического сеперабельного пространства является 

Н0пространством, поэтому для любого р с 5" Х р яв

ляется Аспространством. В лемме I доказано, что сущ ест 
вует та"ое семейство 5**с %~ мощности ?,а'Но , что для раз

личных р Д € 1"* пространство Х р не гомеоморфно про

странству Х ^ • Для завершения доказательства теоремы 
достаточно заметить, что число счетных пространств равно 

. Теорема I доказана. 
В связи с теоремой I отметим следующее простое утверк 

дение. 
Предлогение I . Число счетных тихоновских к апро

странств, принадлежащих классу < Н  р [ 0 , равно Й*° 
Доказательство. В [ I ] показано, что класс 

^ Н  Р 1 * >  пространств совпадает с классом сильных Фре

шепространств. Предложение становится очевидным, если за

метить, что сильно Фреше й0пространство удовлетворяет 
первой аксиоме счетности [ 3 ] . Предложение I доказано. 

Теорема 2. Число счетных тихоновских бисеквенциальных 
пространств равно й* 

Доказательство. Рассмотрим пространство X из примера 
I. Пространство X хаусдорфово и с первой аксиомой счет

ности. Пусть 3? есть множество изолированных точек про

странства X , тогда Т> всюду плотно в X и Ш1« И 0 . 
Так как пространство Х\1> гомеоморфно удвоению Алексан

дрова отрезка [ ОД ] , то с ( Х \ Р )  Л и ° . Зафиксируем 
дизъюнктное семейство 0 открытых в Х\Т> множеств та

коэ, что 101  Л*» . Положим <Г  {(хмячид^ О' 0 Ш 
Очевидно, любое р е 7 компактно и ( У !  *, ° . Возьмем 
семейство пространств ' Х р : Г с**~3 , как в лемме I . Так 



как любое р е компактно, то для произвольного Р е 

пространство Х р является простым совершенным образом 
пространства с первой аксиомой счетности. Как до

казано в 12], бифакторный (а значит, и соверленный) образ 
пространства с первой аксиомой счетности является бисек

вснциальным пространством. Далее рассуждения завершаются 
так же, как в теореме I. Теорема 2 доказана. 

Э.Майкл [23 охарактеризовал бисекгенциельные про

странства как бифакторные образы пространств с первой 
аксиомой счетности. Поскольку совершенные отображения со

ставляют подкласс класса бифакторных отображений, то имеет 
смысл сформулировать, по существу доказанное при доказа

тельстве теоремы 2 утверждение: 
Пред;!оженив 2. Число счетных тихоновских пространств, 

являющихся простыми совершенными образами пространств с 
первой аксиомой счетности, равно 5г 0 . 

А.В.Архангельский [ I I доказал, что из бисеквенциаль

ности пространства следует его принадлежность классу 
< ^ - р и > • Из этого факта и теоремы 2 получаем 

Предложение 3. Число счетных тихоновских < Л  Р17 > 

пространств равно 2?*° . 
Пример I. Будет построен бисеквенциальныР компакт V , 

который не принадлежит классам < 1  Р и > , < &  р и > и 
<5" Р1/> . Более точно, компакт У есть простой образ 
компакта с первой аксиомой счетности. 

Пусть I  отрезок [ 0 , 1 ] , I *  какоенибудь мно

жество мощности Яг" . Зафиксируем биекцию ЗГ из I на I . 
Пусть А  обычная метрика на отрезке [ 0,1 ] . Несложно 
показать, что существует счетное семейство конечных мно

жеств, для которого выполняются следующие условия. 
I ) Для любого гъеЫ* К ц есть ^ сеть в I . 
I I ) Для а ̂  т К п ОК т » 0 . 

Положим К ж и ьКг» , '• "  е • Возьмем какоенибудь 
счетное множество и , не пересекающееся с ранее построен

ными множествами, и зафиксируем биекцию а из К на £> • 
Для и для ж е I положим 
Пусть ч х Ш&ч/эОиК.*,' пи Я 4 " ! . Для любой точки .хе I 



множестве г£л образует последовательность, сходящуюся к 
точке х . На множестве Х  1 У ) 1 * и 1 > зададим топо

логию. Для этого в каждой точке ле е X определим базу 
Вас п о следующему правилу; 

а) Если зеб I , то 

б) Если ж е 1*г , то 

где ^ = зг'Чх). 
в) Если х « ] ) , то 11x13. 

Непостюдственной проверкой можно убедиться, что простран

ство X является хаусдорфовым компактным пространством с 
первой аксиомой счетности, множество Т) состоит из изо

лированных точек пространства X и Т> всюду плотно в X . 
Лемма 2. Пусть 0, с К и (^ всюду плотно в I . 

Тогда существует такая последовательность о с 0, , что 
последовательность <ь(ц_) сходится к некоторой точке Л б ! 
в пространстве X • 

° Доказательство. Из определения топологии на простран

стве X следует, что достаточно показать, что существует 
такая точка I и такая последовательность о, с 0, , 
что г£ с . Обозначим через 1 функцию из К в N , 
которая точке а €: Х> ставит в соответствие то единствен

ное , для которого &€ К^(ф . Проведем построение 
последовательности о _  { а п : п «с н*1 по индукции так, что

бы выполнялись следующие условия: 
а) для п е М*" би^нХ, 
в) для п е ц г » и . 1 е &г,"кг,ои!'п)')' 
с) для ле*?* й л е 
Точку Ъ± из множества 0. выберем произвольно. 

Предположим, что построено множество I "• < п 3 , Так 
как множество 1Н К{, : ^  К а ^ З конечно, а 0, всюду 
плотно в I , то множество 
^ йп г ( й п ) ( »п )Ла \и1К 1 :с4 , ^й01 непусто. 
Выберем е л < 1 из множества ЙАдр^схв)П0.^01 К.],: кМКпН. 
Построение последовательности Г^= I К*3 завершено. 
Из а ) , в), с) следует, что для последовательности ^ вы



полняются условия 
а ' ) для гп<п Их*,)- £(&„); 
в' ) для т*п гг^&г.НйнО^} 
с' ) для п 6 N &„<»0.

Из а ' ) и в ' ) следует, что ч образует <{ундаменталь

ную последовательность. Пусть ^ есть предел <\ . Из в') 
следует, что для любого ш^ьТ*" ^е&ц^Сгт) и 

Так как Ч = и{ КпШп^У- пе Я* } = 1*«=К: * * ^ к а ^ Л , 
то для любого ш б К * *щ & » а значит, \ с . 
ЛЕЮ/Я 2 доказана. 

Занумеруем множество К натуральными числами, 
лб|)Г^ • Для каждого ц<к зафиксируем такую 

последовательность |„ , чтобы выполнялись условия: 
А. Последовательность ^ п сходится к точке ЪП • 

С. | п с ̂ г,11*ь)'М » где функция I определена 
как в лемме 2. 

Если ж е К и для некоторого К,еЫ* * » * ь . • т о 

обозначим через jc.au последовательность |. . Для пеЫ+ 

положим 8^ -и^(х ) :«&К^}. 
Определим пространство У . Пусть есть разбиение 

пространства X , единственный неодноточечный элемент ко

торого есть множество I . Определим пространство У как 
факторпространство Х/!^ . Пространство У есть простой 
образ компакта X с первой аксиомой счетности. Поэтому 
•У  бисеквенциальный компакт. 

Докажем, что У не является < 2.  Ри >  пространс

твом. Рассмотрим семейство последовательностей 
{¿ . (8^) : пе ДО*! . По построению для пеК последова

тельность <£.(6ц) сходится к точке Ц } пространства /̂ . 
Предположим, что ^ есть < 2  р Ю пространство. Тог

да должна существовать последовательность 8 с К и бес

конечное множество М С Н + такие, что последовательность 
<К,(8) сходится к точке { Ц и для любого п в М 
|©ПЧ 01 < . Построение было проведено таким образом, 
иго для любого конечного Р ^ Э ^ множество ЭгЛР 

http://jc.au


образует^ сеть в I . Поэтому для п е М 6П8 П обра

зует fj сеть в I и множество 8 всюду плотно в I . Вос

пользовавшись леммой 2, выберем такую последовательность 
1 С 9 | что а ( о ) сходится к некоторой точке х с I * в 

пространстве X . Последовательность г\ будет сходиться к 
точке асе I * и в пространстве У . Противоречие тем, что 

8 и *,(8) сходится к Щ . 
Докажем, что У не является <C5PU^ пространст

вом. Рассмотрим последовательность {<&f£nV. ne rJ*"J . По 
построению сходится к точке Ц ] . Предположим, 
что У  <5  F U > пространство. Тогда существует 
такая последовательность | с К , что для любого n 6 N * 
Jn П | ^ Ф «По построению, если а € \ п , то 

EL 1 ( ^C*V i ) • Отсюда и из того, что для D ^ N 
in П f 0 • вытекает, что J всюду плотно в I . Вос

пользовавшись леммой 2, выберем такую последовательность 
о_с { , что «(nj) сходится к некоторой точке х e l 
в пространстве X . Последовательность <t(^ будет сходить

ся к точке х б I * и в пространстве У . Противоречие с 
темf что * ]с j K A ( J ) сходится к i l l . Построение приме

ра закончено. 
Вопрос. Верно ли, что число счетных (бисеквенциальннх) 

<ь  F U > пространств равно 
Автор благодарен научному руководителю профессору 

А.В.Архангельскому за внимание к работе и полезные заме

чания. 
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КОМБИНИРОВАННЫЕ СПЛАЙНЫ 

Э.А.Римша 
Латвийский государственный университет им.П.Стучки 

В настоящей статье дается один способ построения по 
двум заданным пространствам сплайнов нового пространства, 
которое мы назвали комбинированным пространством сплайнов. 
Подробно рассмотрен конкретный пример комбинированного 
пространства сплайнов и получена их характериэация. 

Мы пользуемся следующим определением пространства 
сплайнов. ПустьX »Y • Z  вещественные гильбертовы про

странства, Т €LC(X,Y), A c L C C X . Z ) , N(AV&rA. 
Определение. Пространством сплайнов, соответствующим 

пространствам X , Y , Z и операторам Т , А , называется 
множество 1зеХ| ¥*GtJ (A ) <Ts,Tx> " 0 3 , которое бу

дем обозначать S(X,Y, Z , T , A ) или, короче, SíT.A1) . 
В отличие от общепринятого определения, мы не требуем 

замкнутости R ( T ) и ~R(A) > тем более не полагаем "RClVY 
и Ж А )  Z . 

Пусть заданы два пространства сплайнов: S(X ,Y,Z T ,T,A I '> 
и S(X,YiZ F T .T,A») • Построим комбинированное пространство 
сплайнов SOCjY.Z.T.A) . полагая Z ^ Z ^ Z j H A » A i " A 1 k . 
Отметим, что Ac C C ( X , Z ) и имеет место равенство 
N(A ) N (AJX1N(AJ) , из которого следует включение 
S C T . A 4 ) * S ( T A ) E SÍT . A ) . 

Так как А ^ А  ^ Х — Z j * то В ( А ) С Z . При 
этом равенство F ( A ) » Z может не иметь места, даже если 

Z^* R(Aa> Z^ . 
Докажем замкнутость множества FÍA") в случае, когда 

замкнуты R ( A T ) , F.(A<¡) я гЛАт^ + Ж А , ) . Для этого рас

смотрим оператор А * , топологически сопряженный к опера

тору А . Нетрудно видеть, что А ( а ь г ; , )  A 1 z i + А ь а а , 
2 А и ¥a¡,e Z f c . Отсюда следует, что КГА^НА^+МА^ ) . 



Применяя теорему 4.3.9 из [ I ] получаем, что 'ША*)-ША1
>)Х*' 

+ N (A * t • Но множество f{ (A*} замкнуто тогда и только тог

да, когда замкнуто F(Aj)+ ЖА,) (см. И ] , с. 190), что нами 
предполагается. Следовательно, по теореме 4.3.9 множество 
В(А)  замкнуто. 

Перейдем к рассмотрению конкретного примера комбини

рованного пространства сплайнов, образованного с помощью 
пространства эрмитовых сплайнов и пространства сплайнов 
для локальных средних. Пусть [ а , Ы <= IR • 
Д - С ^ Л , . . . , ^ , ^ ^ ! , где toa . , t * , + i  Ь , 

а ^ а * < t«!« Oj, < b*. <.... < an < bn, ¿ Ь ; 
ХН^ССа^Ы) ty = maj&Ík.<,|  пространство Собо

лева, YН"( [а ,ьТ) (см. [ I ] , C.I50), Z i  P " 1 , где 
m ¿ ¡ K . t , Zj.Tt n . Пусть, далее, 

\ * ' ' •' ^ ^ Н W D . 

Очевидно, dir... г/СП <l . Построим комбинированное простран

ство сплайнов, полагая ^ 

и z  т г * п . 
Покажем, что r í ( TVN (A )  замкнутое множество и 

N(V)0K(A) " Í0 } , а следовательно, для любого ке/РШ 
существует единственный интерполяционный сплайн, соответс

твующий элементу а . Множество UCTVNÍA) замкнуто, по

скольку сумме конечномерного подпространства и замкнутого 
подпространства замкнута. Так как N(T"Í П ЫСА̂* Ю1 и 
NCT)nN<A»>lW . то N(T)nrJ(A>№T)n(rI(A i')nií(A0)-ío1. 

Теперь докажем, что "RtAVW*' 1 . 
Пусть ^-(^,...,4^,...^,...^^.^,...,%) -

произвольный вектор из Р"**" . Необходимо найти такую 
функцию ySH'^fta.bl) , для которой выполнилось бы равен

ство А х  г , т.е. искомая функция с должна удовлетво

рять следующей системе уравнений: 



Есля при_все/С С числаЬ^', с1Л отличны от чисел 0.^ и 
» к 1,11/ , то функцию X можно построить с помощью ин

терполяционного полинома Эрмита р , удсзлетворкадег*о сле

дующим равенствам: 

р$(*$"ЧН-> ЬгЦч .  О Х , 

р ^ . а ^ )  ^ * . . + с к . ь к_&,п, 
рСЬ^Чч» , . . + С к , к  М >  , 

в которых считаем, что " ' •^ "О , <.1,<*/ . Если при неко

торых^ и к имеет место равенство ^ " Ь ь ("1^,0^) , 
£  к  , то надо положить "ц .1  С д + . . Си, 
^ Ч ^ " ^ * ^ Ч г 1 » кЯ,и 'О . е с л и ^  ^ ) . 

Прежде, чем перейти к характеризации сплайнов рас

сматриваемого нами комбинированного пространства, приве

дем две формулы, доказанные на лекциях доцента М.А.Гольд

мана по спецкурсу "Сплайны и конечные элементы", относя

щиеся к общему определению пространства сплайнов . 
8 (Х ,У ,2 ,Т , А ) в случаэ, когда пространство 2 = 1 Я , • 
Пусть Р : Х — » Ж Т )  какойлибо оператор. Для того, итобы 
элемент й^Х был сплайном пространства БСТ.А) , необ

ходимо и достаточно, чтобы существовали числа 7\̂ , ¿ » 1 , 1 , 
для которых выполняются следующие равенства: 

<ТьТх>= Ь ч (АСхВь)\, УхеХ, ' (2) 
I 

С т ч ( А * ) ;  0 , ¥ х е Щ  П . (3) 

Применим эти формулы для характеризации сплайнов ком

бинированного пространства Б(ХХ2. " 2 а , Т , А , * * случае, 
когда 2 ^ . Пусть Р : X — ЖТ>  какойли

бо оператор. 
Для того, чтобы элемент а е Х был сплайном комбини

рованного пространства б (Т,А 1
хА а\необходимо и достаточ



но, чтобы существовали числа A.¿, i, «í/ri и J ^ , ^l,tv , 
для которых выполняются следующие равенства: 

<Tz,Tz> = £b*.d\(i-Y*\+ р^Цх-ТъЦ, + * < 0 С , « > 

Далее будем считать, что ^  это оператор, определен

ный равенством (р г ^У ^ V ^ , U * W t  " C ^ 1 о*. 

Используя формулы (2 ' ) и (3* ) для рассматриваемого нами 
конкретного примера, получаем для сплайна S комбинирован

ного пространства, образованного с помощью пространства 
эрмитовых сплайнов и пространства сплайнов для локальных 
средних, следующее выражение: 

где ^ , к0/^1  произвольные числа, а числа Л ц , и ji^ 
С Í.  1~3ч1 , 1 = 0,Hí1, j  ) удовлетворяют следующей 
системе уравнений: 

Нетрудно видеть, что полученные формулы ( 4 ) , (5) пред

ставляют собой некоторую комбинацию известных формул для 
эрмитовых сплайнов и сплайнов для локальных средних. 

В заключение отметим, что рассмотренный нами способ 
построения комбинированного пространства сплайнов не явля

ется единственным возможным. 
Автор выражает благодарность доценту М.А.Гольдману 

за руководство и постоянное внимание к работе. 
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КОРЕШЕКСИВНОСТЬ В КАТЕГОРИЯХ 
НЕЧЕТКИХ ТОГОЛ0П1ЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ 

А.П.Шостак 
Латвийский государственный университет 

ам.П.Стучки 
Напомним прежде всего, что нечетким подмножеством 

данного множества X называется отображение ̂. X —• 3 , 
где 5 = Г0Д] [ 4 ] . Семейство всех нечетких подмножеств из 
X обозначаем 3 х . 

Определение I . Нечеткой топологией на множестве X 
называем отображение >С:ЙХ—»3 , удовлетворяющее следую

щим условиям: 
( 1 ) для каждого семейства Сн^&гМсЗ* имеет место 

неравенство т ( V ^ > £ ^ Н ) > 
(2) ьожшр^рщ,^ 3 х , то <С(а1Лве)><С(]ци«)Ь8); 
(3) <с(0)-тги)-{. 4 

Пара СА,<%) , где X  множество, л <С - нечеткая тополо

гия на нем, называется нечетким топологическим пространс

твом. 
Если <СХ и  две нечеткие топология на множестве 

X , то будем говорить, что «Сл. мажорирует * Л ( * 1 > ^ . 
если ч ^ ^ Ч 1 } »  ) * м ) ь * З х . 

Определение 2. Отображение у •.(Х,«с)*(У,сО . гдеСХ.О 
и (У. б) нечеткие топологические пространства, называет

ся нечетко непрерывным, для каждого 
ОеЗ в . 

Обозначим через Р Т категорию, объектами которой слу

жат нечеткие топологические пространства, а морфиамами 

нечетко непрерывные отображения. 
Замечание I . Обозначим через Рис полную подкатегорию. 

категории Р Т , образованную всеми такими нечеткими тополо

гическими пространствами ( Х . О , для которых <С:"3 
Если при «том равенство Т(}1.)1 трактовать как отношение 



принадлежности нечеткого множества JJU нечеткой топология 
<С (т.е. как j i c f ) , то, как легко заметить, мы прядем к 

определенно нечеткого топологического пространства в смыс

ле Ц.Чанга [ I ] . Иге% F ив можно понимать как категорию 
всех нечетких топологических пространств я нечетко непре

рывных отображений в смысле Ц.Чанга. В дальнейшем, говоря 
о категории Риг , мы будем в зависимости от контекста 
трактовать в паре (Х,чЛ либо как отображение 
4J '3х — » îO.lî , либо как подмножество <Сс 3 х , опре

деляемое отображением < в указанном выше смысле. 
Далее, пусть Р'оЗс.  полная подкатегория категории 

Fox , образованная теми пространствами (Х;Т)е Fufc , не

четкая топология которых удовлетворяет следующему условно 
(3' ) f l a ) * l для каждого постоянного отображения 

ji* X —* 3 . Ясно, что Fufck  его, посуществу, кате

гория нечетких топологических пространств в смысле Р Д о 

вена [3 ] . 
Определение 3. Пусть L(X<c , '0 : * '€Ai  семейство не

четких топологических пространств я Х А П Х Л > ' <j> П Р Н 

х ^ д! . Дискретной суммой этого семейства называется не

четкое топологическое пространство (X < ) . где X»U 

a t : 3  » 3 определяется равенством T;(ji)^.t i(Jia(') , 
здесь £ л  ограничение Jti на множество X*, . 

Определение 4. Пусть ( X , 0 « F T , Ç  отношение экви

валентности на множестве X я ^ " • Нечеткой фак

тортопологией на множестве У называется самая слабая 
нечеткая топология О на ^ , при которой проекция 
р : X —• У нечетко непрерывна. 

Нетрудно убедится в справедливости следующих двух 
предложений : 

Предложение I . Операция взятия дискретной суммы явля

ется копроиз ведением в категории F T • 
Предложение 2. Отображение р : (X,t)» f^S) , в категория 

Р Т является факторотображением тогда я только тогда, 
когда р  коуравнитель в категории р Т . 

Напомним, что подкатегория ОС категории € называ

ется корефлексивной Г2] , если для каждого Х « "в сущест
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вует объект X й « 61 и морфиэм С : X —» X (называемый ко

рефлексией) такие, что для каждого морфизча Ч —»Х » 
где Ус % , существует единственный морфизм |!: "4* Xе",' 
замыкающий следующую диаграмму: 

Х ^ Х 

- • 
В дальнейшем через % будет обозначаться произволь

ная из категорий F T • Pua • Fuafc • 
Обозначим через * одноточечное множество,и пусть 

<t* : 3 — 3 определено равенством 1 для всех 
Jt: * —* 3 . 

Предложение 3« Если 81  корефлексивная подкатегория 
категории £ , то 6L . 

Доказательство. Пусть = 14,6) и с х : Щр)^*,**} -

соответствующая корефлексял. Ясно, что €(-))  1 для всех 
ОеЗ^ . Если *У содержит по крайней мере два различных 

элемента ^ А и i i a , то для отображения f: (У tij)-* 
имеют место равенства c ^ i » С*̂ *, • $ , где 
§l ; ï l  * ty j ) c 4 , 5**J*iy>3c^ . что противоречит определе

нию корефлексии. 
Теорема I . Если et,  корефлексивная подкатегория ка

тегории S , то каждая корефлехсия является биекцией. 
Доказательство. Пусть (Х$)с 6 и c? t:(X*ï* e , 'WX,t} " 

корефлехсия. Легко видеть, что отображение J .(*,?*)*(Х,т) 
является морфизмом категории % , а следовательно, с** 

сюрьекция. Далее, если c*' (y 1 )»c w (^l= i ДЛЯ некоторых точек 
Уд.ц^с X* 0 . то рассмотрим отображения I : *  » Ы , к : * » ttyî 

• *  » ц ^ . Легко видеть, что * является морфизмом ка

тегории S на С*/е*) в (Х,х) , a Ji и  морфизиамх ка

тегории g на в ( х * , * * ) к при атом с 6 1 ^с*"^«5. , 
что противоречит определению корефлексии. Отсюда следует 
инъектнЕность отображения с 6 1 . 

Следствие I . Если подкатегория 61 корефаексивна в S 
и (Х";** )  8Ь модификация пространства ОС,*) « 6 . то 
без ограничения общности можно считать, что X*"  X 

Следствие 2. Пусть подкатегория % корефлексивна в 



£ . Если (Х/й«г ё и с<и.)>= 1 для всех , *о 

Следствие 3. Каждая корефлексивкая подкатегория 
категории 6 являемся эпиыонокорефлексивной. 

Теорема 2. Подкатегория 61 категории & корефлек

сивна тогда и только тогда, когда для каждого ( Х ,  е З * 6 
существует нечеткая топология на X такая, что 
( 1 ) « * » < ; (2) ( Х / К - & ; (3) " С

8 0  самая слабая не

четкая топология, удовлетворяющая условиям (1)и (2) ; ( 4 ) 
для каждого пространства (4,6* 3« Ч и каждого морфиэма 
^ ( Х . * ) - » ^ ^ ) категории 6 отображение (Х,**)+(У,б**) 
является морфизмом категории 81 . 

Доказательство основывается на теореме I и может быть 
проведено аналогично доказательству теоремы 5 из [23 . 
Отсюда, по аналогии с доказательством теоремы 6 из [23 по

лучаем следующий результат (через 8 У ( Х ) обозначается 
множество всех нечетких топологий X на X таких, что 

Теот.эма 3. Подкатегория 81 категории *в корефлек

сивиа тогда и только тогда,когда для каждого множества X 
существует монотонно возрастающее отображение 
£ : 8 ' Д Х З — « Т ( Х З такое, что 

(1) ^ ( О * *С тогда и только тогда, когда (Х,"с)с61; 
(2) если *:(Х,«)—*1Ч,<Г) является морфизмом кате

гории (? , то *•: (Х.^х'гЗЗ—* ( У ,6^ (6 ) ) _ морфиэм кате

гории ее . 
Учитывая предложения 1,2 и следствие 3, по аналогии с 

доказательством теоремы 7 из [2 ] можно получить также сле

дующую характеристику хорефлексивных подкатегорий катего

рии ё : 
Теорема 4. Подкатегория категории # корефлек

сивна тогда и только тогда, когда она инвариантна относи

тельно взятия дискретных сумм и перехода к факторпростран

ству. 
Теорема 5. Каждая корефяексивная подкатегория 81 ка

тегории й кополна. 
Доказательство. Кополнота категорий £ " Г и* и ^ " Ри*к 



известна [3J ;кополнота категории 8  р Т проверяется не

посредственно. Отсюда и из общего категорного факта ( c h . , 
например, [ 2 ] , теорема 1(1)) следует утверждение теоремы. 

Теорема б. Для каждой подкатегории 61 категории $ 
существует минимальная хзрефлекснвнея подкатегория в(&Л 
категории 6 , содержащая & . При этом 8(Щ состоит о 
точности иэ всех факторных образов дискретных сумм объектов 
категории 80 . 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 12 
из [ 2 ] с учетом предложений 1,2 и следствия 3. 

Теорема 7. а) Категория Pua корефлексивна в FT . 
в) Категория Fua k корефлексивна в Fu* . 

Доказательство, а) Пусть (X,*)- FT и определим ото

бражение í : 3*—•{0,13 равенством акр.)i. , если 
ir(ji)>0 и ^(jüD при тли) «0 . Непосредстьенно про

веряется, что (X/È)€ Fuá • тождественное отображение 
С: (Х/&) —"(Х,*) является морфизмом категории FT . При 

етом для каждого (*),6)eFua и каждого морфиэма j:(4,6)•»(!,<) 
существует единственный морфизм —»(Х, !6) такой, что 

£ « с s- .Но его и означает, что так определенное отобра

жение с • c F u * является корефлексией из подкатегории Fu* 
в категорию Р Т . 

в) Пусть (Х,<с)е Рид . Определим нечеткую топологию %v 

на X , взяв в качестве ее предбазы семейство нечетких 
множеств <зГ = t UА , где А  совокупность всех постоян

ных отображений из X в 3 . Очевидно, что (Х,<%)е Fuzfc 

и тождественное отображение С;(Х,гк)—•ОС.с) является мор

физмом в Fu» . Непосредственно проверяется, что его ото

бражение с = c F u * K является корефлексией из подкатегории 
P u a % в категорию F i t » . 

Следствие, а) Каждая корефаехсивная подкатегория % 
категории Рил является ворефлексивной а в F T . 

в) Каждая корефхексивная подкатегория 90 категории 
Pua t является хорефлексивной также в Fue и а РТ . 

Замечание 2. Пусть M  некоторое подмножество в 3 , 
содержащее О, I,и инвариантное относительно перехода к 
супремуму. Обозначим через РТ(М" ) полную подкатегорию 



категории РТ , образованную всеми такими объектами 
(Х,<)е Р Т , что <с(Я*)еМ . (В частности, РТСЗ)*РТ, 
РТ(£0,Ш  Рол ) . По аналогии с доказательством п. а) 
теоремы 7 легко проверить, чтс Р Т ( Н ) ~ корефлексивная 
подкатегория в Р Т • При этом, если М ^ Н ц то Р Т ' М ^ 

корефлексивная подкатегория в р Т » • •с*'" 1\? М, « *о 
Г Т ( И 1 ^ РТ(Мв,) . 

Пусть теперь рил СМ)  полная подкатегория катего

рии Риа , объектами которой служат такие (Х.*>€Риг • 
что * 1 для каждого постоянного отображения 

X — М . (В частности, РцАйО,Ш«Ри*, ри*(Я) Ри* к . ) 
По аналогии с доказательством п. в) теоремы 7 легко прове

рить, что риг (МЛ  корефлексивная подкатегория в Ри» . 
При этом, если М 4 с М Л , то рия'ИО 3 Ри» (М» ) , и если 
1^ ф М* , то РидСМ^РогСМ,). 

Обратимся теперь к вопросу о связи категории Тор то

пологических пространств и ее корефлексквных подкатегорий 
с хорефлексивныыи подкатегориями в Р Т . Пусть и)Тор—» Рог к 

и ь ; рия—•Тор  функторы, определенные Р.Ловеном 131 . 
Иэы^гтно, что о (Тор)  подкатегория в Раг к , изоморфная 
Тор . 

Теорема 8. оНТорЗ является керофлекоивней подкате

горией категории Р и * ^ • 
Доказательство. Для каждого (Х.Ое Риа^. ПОЛОЖИМ 

*  л>Цт) • Ясно, что (Х ,?НиКТор) . Непосредственно 
проверяется, что тождественное отображение С:(Х,!Ё,)»(Х,т) 
является корефлексией из <*>(Тор) в р и г к . 

Следствие. Если 80  корефлексивная подкатегория в 
Тор , то ы(60)  корефлексивная подкатегория в Рил^ , 
а следовательно,  в Ри* и в Р Т • 

Теорема 9. Пусть 60  корефлексивная подкатегория 
категории Тор . Тогда ф О Д Ч а & ь Х у ^ Х е Гий! 
является корефлексивной подкатегорией в Р и « к (а следо

вательно, и в категориях Роа и Р Т ) • 
Доказательство. Пусть Х((Х,*) ')€Рид^ ; тогда 

1Х((Х,мгЖТор и следовательно существуют 
иХУЧ^Х/Л)*')* во и корефлексия С80: (оХ)*—»0Х в Тор . 
При этом можем считать, что с*"  тождественно на X . 
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Пусть tofcX)  (Х .шасг ) и toi/X  ( Х . с Я О . Тогда 
C ^ a M i X ^  ^ i X также является морфиэмом категории Foa k 

м, поскольку <t<eOl<c , то я О** 6 0  С* : tOftX")*—X 
морфизм категории РиАц. . Покажем, что с ^ а д  корефлек

сия из T(et) в категорию Fua.. . 
Пусть У С  ' Ч . б ^ Т О )  Тогда Ч-аЯ.*)* для некоторо

го fceFua^ . Рассмотрим морфизм j : ( ' i/$).(X.r) категории 
Fitafr » тогда $ 44  IX * (X ,W^  морфизм катего

рии Т о р . Но i.«e: Top»Ti>p  тождественный функтор, а 
следовательно, ¿"3 * CujUZVMt Z)*€8l,T.e. |:<ьг]г">» IX 

морфизм категории Тор . Поэтому существует единственный 
морфизм ^ , замыкающий диаграмму ( I ) . Из коммутативности 
диаграммы ( I ) следует коммутативность диаграммы (2 ) , а зна

чит, с учетом неравенства 4<><^'vC , и коммутативность ди

аграммы (3 ) : * л % 

4 <о A t » 
• 

eJUXi — * X 

V л (5> 
Для завершения доказательства осталось показать, что 

морфизм у*** , замыкающий диаграмму (3) .единственный. Пусть 
5* «  два различных морфиэма, замыкающих диаграмму 

( 3 ) . Тогда, очевидно, £, «Ф-чиахГ'- ( Ш й  два 
различных морфиэма, замыкающих диаграмму ( I ) , что противо

речит определению с61 как хорефлексии. 
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УДК 517.5 

О НЕКОТОРЫХ ОПЕРАТОРАХ С ОРТОГОНАЛЬНЫМИ СОБСТВЕННЫЙ! ФУНКЦИЯМ 

Г.К.Энгелис 
Латвийский государственный университет 

имЛ.Стучки 

Известно, что классические ортогональные полиномы яв

ляются собственными функциями оператора 

где а , Ь полиномы, йщ<% , ой^Ь*» ! • Естественным 
двумерным аналогом этого оператора является 

где все коэффициенты  полиномы от к и ^ , с Ь а ^ С ь , 
ЙВаК<й , ие^С^а а ^ А < 1 , ий^е»! . В §2 нашей 
стат , 121 показан некоторый метод исследования полино

миальных собственных функций такого оператора. В настоящей 
заметке используются методы и обозначения этой статьи, в 
частности,П обозначает множество всех полиномов от двух 
аргументов над полем комплексных чисел, П к  множество 
полиномов, степень которых не выше к ,  коэффициент 
при *  т ^ п в полиноме съ . В §§ 3,4 упомянутой статьи изучен 
олучай, когда выполняются условия 

и ц  О  о ц  Ь а д  Ь о г ,  с м  С ц  с ^ е ^  О (2) 
и 

Дзд "  Со, йфбо!. (3) 
В настоящей статье, так же,хая в [3] , рассматривается 

случай, когда коэффициенты оператора удовлетворяют только 
условию ( 2 ) , но основное внимание обращается на отличия, 
возникающие изза отбрасывания условия ( 3 ) . 

Прежде всего отметим два интересных частных случая, 
не упомянутых в [3 ] . Нам неизвестен перечень возможных 
нормальных форм (эквивалентных относительно аффинной заме

ны, аргументов) оператора Ь при условии ( 2 ) , так что не ис

ключено существование еще других подобных случаев? 



Теорема I . Полиномиальные решения уравнения 

(где _J>>C , &>-¡. ) , соответствующие различным значени

ям чисел пг+Яо» , ортогональны на множестве ¿ ( x ^ a í ^ ' j 
с весом й^у - ч ^ У * . 

Этот факт указан в [ I ] . Доказательство легко сле

дует из теорем 14 статьи [2 ] , так как в этом случае 
аС Ь •'Kua?') , на параболе ^  а? имеем ad^bcbc."* 
L>(ii>Ct¡a;»0 и решение системы 

j fdp-CopVCbpV 0 

имеет в и д р С ж ^ ' ^  е  Ж ^  ^ 
Теорема 2. Полиномиальные решения уравнения 

(где * >  i , ^ ) > c í c  i ) , соответствусцие различным значени

ям чисел №« 2,а , ортогональны на множестве Кэе,ц)\э?-ц»1.} 
с весом ̂ ¿ f t l - ^ ' . 

Доказательство вполне аналогично доказательству тео

ремы I . 
Отметим, что, если в предыдущих теоремах ¿ и > не 

удовлетворяют указанным условиям, то ортогональность реше

ний уравнения все же может иметь место относительно друго

го, более общего скалярного произведения. Пусть 
^ p  a p ^ + b p ^ + cLp, á^pbp^'cpy ер. 

Если существует определенный на П ненулевой линейный 
функционал 3" такой, что для каждого реП 

Ш ^  З Ч ^ Р Н , Г (4) 
то упомянутое скалярное произведение определяется равенс

твом 

Функционал 3- определяется также двойной последователь

ностью чисел jifluv « £(ХП i/O . Если ввести обозначения 

то из (4) следует, что для всех 0Ц)« N * N выполня

ются равенства 



* Ью^ыд ! *Л 1 «с,Мй Ч ч 1 > 1 «О (5) 

Из этой бесконечной однородной системы уравнений можно ин

дуктивно вычислить в с е а т а (полагая, например,^м = 1 , 
так как для ненулевого функционала всегда ^ 0 ^ 0 ) и тем 
самым определить функционал & , если такой вообще су

ществует. Единственность решения обеспечена, если для всех 
(К.1) черно, что Л ^ к , ! ) * " и Л а (кД)т 0 . Но ненуле

вой функционал # может и не существовать, так как при 
кЧ / 0 число вычисляется из двух уравнений, и эти 

уравнения могут быть противоречивыми. 
Теорема 3. Если коэффициенты оператора ( I ) удовлетво

ряют условию ( 2 ) , то ненулевой функционал 1г , связанный с 
оператором соотношениями (4) , существует тогда и только 
тогда, если для каждой пары (к,1)«К* N существуют та

кие $Р И О, ИЗ П ^ . р что 

Доказательство теоремы аналогично доказательству тео

ремы II из [ 2 ] . В условиях теоремы I I всегда 
Л^к.МтЛгСКО'Л^.МУЛДОМ.М), поэтому эти множители можно 

опустить; но они существенны,если условие (3) не выполня

ется. 
Наконец,отметим, что класс операторов ( I ) , для которых 

выполнены условия (2) и (3 ) , инвариантен относительно аф

финного преобразования 

СХгцл.Ч^у'.Ъи, (6) 

Но если выполняется только условие ( 2 ) , то инвариантности 
уже нет. Отсюда возникает задача : как узнать, можно ли 
заданный оператор ( I ) получить при помощи замены перемен

ных (6) из оператора, коэффициенты которого удовлетэоряют 
условию ( 2 ) . Решение этой задачи связано сэ следующей тео

ремой. 



Доказательство сводится к несложный,но громоздким вы

числениям, которые можно несколько упростить, используя 
теорему 9 из Г 2] . 

Если теперь задан конкретный оператор ( I ) , то решение 
упомянутой задачи свидится к решению системы 13 уравнений 
с 8 неизвестными ( А З ^ Г ^ Е , $,ц, , причем zfs ). 
Некоторые необходимые условия разрешимости системы формули

руются просто.Например,если деление коэффициентов законно, 

aba, 8Ь̂ , 1ш а*» 
однако необходимое и достаточное условие получается доволь

но громоздким. 
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ОРБИТАЛЬНАЯ ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ КЛАХЮИКАЦИЯ ПОТОКОВ 
С ЗАМКНУТЫМИ ТРАЕКТОРИЯМИ 
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им.м.В.Ломоносова 

§ 1. Постановка задачи 

Изучению гладких потоков на двумерных многообразиях по

священа обширная литература (см. [1 ] ) . При атом, как правило, 
рассматриваются потоки "общего положения", удовлетворяющие 
тем или иным условиям транзитивности. Однако в некоторых зада

чах, в том числе возникающих в механике С 2),появляются потоки, 
все неособые траектории которых замкнуты. Настоящая работа по

священа топологической орбитальной классификации таких потоков 
на замкнутых двумерных поверхностях. 

Н&помним, что два потока с£ и 0^ на топологическом про

странстве М называются топологически орбитаяьно эквивалент

ными (ТОЭ) [1 ] , если существует гомеоморфизм М на себя, при 
котором обраа каждой траектории потока является траектори

ей потока . 
Определение. Пусть М  двумерное компактное ориентируе

мое многообразие о краем ЭМ (возможно пустым). Будем гово

рить, что гладкий поток на М  простой, если: 1) вое 
особые точки потока невырождены и являются седлами либо цент

рами, 2) А и со  предельные множества сепаратрис потока сов

падают, 3) вое неособые траектории потока замкнуты, 4) каждая 
компонента оМ является неособой траекторией потока о* . 

$'2. Склеивание простых потоков. 

Определение. Пусть н"' , М*  компактные поверхности, 
, о"* простые потоки на них, 1*с ЭИ' , С*с Э8*  под

многообразия краев, составленные из целых компонент, <|: С*С*

диффеоморфизм такой, что * 9* " 3* * для каждого Ь . 



Пусть N  поверхность, получаемая иэ Я' и ^' склеивани

ем по ^ [ 3 ] . Поток 0̂  на N навыьаотся склеенным по ^ 
иа потоков с}*1 и , если & «ь •д'* , о*«О , 
где ь : Ы'—* N , С : Л*—> N  вложения. 

Очевиднс, что в условиях определения поток сущест

вует, единственен и является простым. 
Так как нас интересует лишь топологический орбитальный 

тип потоков, процедуру склеивания можно упростить. Прежде 
всего, ив условии ч)« • <| ясно, что для задания 
диффеоморфизма ^ достаточно указать образ при ^ одной точки 
из каждой компоненты множества С' . Ив следующей очевидной 
леммы вытекает, что для наших целей достаточно указать лишь 
компоненту множества С , в которую попадает при диффеомор

физме ^ образ точки ив данной компоненты С' . 
Лемма 1. Пусть Ы' , N  поверхности с краем, ^ , 
 простые потоки на них, С' , С"  подмножества краев 

К' I М' , составленные из их целых компонент, ^ ^ '  С — » С 

диффеоморфизмы, причем ^ ^ ь э 11,1!, , и для любой 
точки се С ^Сй И <?],(с]| принадлежат одной компоненте 
С* > §1 • °£  погожи, получающиеся иэ ^ и д л склеива

нием соответственно по Чд и ^ . Тогда о£ и топологичес

ки ербнталько эквивалент*. 
Таким образом, топологический орбитальный тип результата 

склеивания двух потоков определяется тем, какая компонента 
множества С склеивается с какой компонентой множества С* , 
т.е. равбиением множества компонент множества С'УС" на пары, 
в каждой из которых один элемент является компонентой С' , а 
другой  компонентой С* . Будем называть такие разбиения 
схемами склеивания. 

Лемма 2. Боли $ » 9* ~ 7 0 9 потоки на поверхности N , 
то существует гомеоморфизм Н'. К—* N , переводящий траек

тории потока в траектории потока оД , тождественный наЭД. 
лемма 3. Пусть Я' , г1*  компактные поверхности о краем, 
, д£  простые ТОЭ потоки на К* ; с(* , д1*  прос

тые ТОЭ потоки на Ы' • 3  схема склеивания. Тогда потоки, 
солучявщиеся склеиванием по 3 потоков о£ , и б£ , 0^ 
являются ТОЭ. 



Итак, орбитальный топологический тип склеенного потока 
определяется топологическими типами склеиваемых потоков и 
схемой склеивания. Ясно, что, вообще говоря, две различные 
схемы склеивания £ч и могут привести к топологически 
орбитально эквивалентным склеенным потокам. В частности, это, 
очевидно, произойдет, если найдется сохраняющий траектории 
гомеоморфизм Ы"'1Ж"—»М и К* , переводящий 3 ! в З а . Такие 
схемы склеивания будем называть топологически неразличимыми. 
Соответственно, две компоненты (V и Са края ЗЫ с прос

тым потоком о,* будем называть топологически неразличимыми 
(относительно лотока О* ) , если найдется гомеоморфизм N 
на себя, отображающий С4 на С;, , С}, на С1 , а остальные 
компоненты  каждую на себя. Ясно, что любая схема скле

ивания, получающаяся иа в перестановкой топологически не

различимых компонент, топологически неразличима с 3 . 
Определения и результаты этого параграфа очевидным об

разом распространяются на случай склеивания г>>£ потоков. 

* § ?. Классификация простых потоков 

Пусть М  связная замкнутая ориентируемая поверхность 
рода р , с?  простой поток на И , имеющий к седловых 
особых точек. В силу теоремы об индексе к ^ 2р2, , при 
этом о* имеет 2.р2<К центров. При к*0 классификация 
исчерпывается следующим утверждением. 

Лемма 4. а) Есяи простой поток £р не имеет особеннос

тей, то К  тор. Любые два таких потока являются ТОЭ. 
б) Если простой поток £ имеет хотя бы один центр и не имеет 
седел, то .М  сфера, и имеет два центра. Любые два та

ких потока являются ТОЭ. 
Далее будем считать, что к>1 . 
Из определения простого потока следует, что объединение 

каждой седловой точки с выходящими из нее сепаратрисами го

меоаорфно восьмерке. Из ориентируемости поверхности М оче

видно следует, что всякая достаточно малая инвариантная отно

сительно о* окрестность этого объединения имеет замыкание, 
не содержащее, других особых точек и гемеоморфное сфере с тре



ия дырявый  полукренделю. Выберем такие окрестности 
Т*1,...,и>, для каждой седловой точка. Тогда М'"Н\Ш1ч...иикУ 
подмногообрааие М с краем, инвариантное относительно 
Япно, что ограничение §^ потока ^ на  простой поток 
на М' , не имеющий седловнх точек. 

Выясним структуру поверхности М • На удвоении сЬррМ.' 
поверхности М Г3] естественно вовникает >двоение сЬррд* 
потока |* . Ясно, что Йорр^"  простой потек без седловых 
точек. Очевидно, что плрр$  сумма сфер и торов, причем 
на каждой сфере Аорр^ имеет два центра, а на торах. 
сЬэрр^ не имеет особых точек. Так как сферы и торы могут 

получаться только удвоение дисков и колец, и ни сфера, ни 
тор не могут быть собственный подмногообразием связкой по

верхности И , заключаем, что И'  сумма Дисков и колец, 
причем ограничение на каждый диск имеет ровно один центр, 
а ограничение $ на каждое кольцо не имеет особых точек. 
Так как поток имеет всего &р 2, К центров, М' содер

жит &р%к диоков. Учитывая, что каждый полукрендель 
имеет 8 компоненты края, каждое кольцо  2, в каждый диск  1, 
причем каждая компонента края М' является одновременно ком

понентой края одного лъ иолукренделей, нетрудно подсчитать, 
что М' содержит ?.кр*1 кольцо. 

Игах, поток о* представляет собой результат оклеивания 
своих ограничений на к полухренделеп, 2,р й к дисков и 

•.к  р •*• 1 кольцо. В соответствии о результатами $ 2, топо

логический орбитальный тин р* определяется топологическими 
орбитальными типами эткх ограничений а схемой склеивания. 

Покажем, что фактичеоха имеет значение только схема 
оклеивания. 

Лемма 5. Любые два простых потока о единственным цен

тром на двумерном диске являются ТОЭ. 
Демма б. Любые два простых потока бее особых точек на 

кольце являются ТОЭ. При втом компоненты края кольца тополо

гически неразличимы. 
Лемма 7. Любые два простых потока на полукренделе с 

единственной седловой точкой являются ТОЭ. При втом две их 
трех компонент края полукренделя топологически неразличимы, 



а третья топологически различима с первыми двумя. 
Компоненту края полукренделя, топологически отличимую 

от остальных двух, будэм называть компонентой типа W , ос

тальные дво  компонентами типа V . Критерий, различающий 
компоненты V и W , таков: компонента С края полукренделя 
с потоком р* имеет тип V , если одна из сепаратрис потока 
разбивает полукрендель наезду С и остальными компонентами 
края. 

Итак, топологический тип С*" определяется только схемой 
склеивания р*1 из простейших потоков. Это приводит нас к 
елвдуи'ему определению: пусть A ' I W i . V i . V j , W ^ V ^ V ^ J 

множество символов. Перестановку 9Г ; А — ' А назовем допус

тимой, если она продставииа кал композиция следующих пере

становок: а ) 1 ; , : A ~ * A , Sfj, переставляет Vt и yî , ос

тальные символы остаются неподвижными, б) А ~ * А , где 
9  перестановка множества I I , . . . , KJ; Яр * VO { Û , 

Пусть T  множество всех разбиений множества А на 
* 1 двухэлементных и 2.р 2. К одноэлементных 

множества, два разбиения t,t' € Т будем считать эквива

лентными, ее ни t переводится в t некоторой допустимой пе

рестановкой множества Т . Класс эквивалентности множества 
относительно такого отноаения эквивалентности будем называть 
С р, к/ схемами. 

Сопоставим каздому простому потоку о*" (с К>1) на M 
некоторую (р, к) схему. 

Пусть р 4 ) р к  седловые точки g* на M , и пусть 
то^ка p t имеет сепаратрисы Le , I; . Выберем, как выше, 
инвариантные малые окрестности £¿1) Щ р;,} и оопоставим 
каждой компоненте С края дополнения М' объединения этих 
окрестностей символ Wj, , если С имеет тип W в I м полу

крендзле, и символ Vt , если С имеет тип V и полукрендель 
разбивается между С в дополнением своего края до С сепарат

рисой hi ; аналогично сопоставляется символ . Объединим 
символы, соответствующие одному и тому же кольцу в пары; сим

волы, соответствующие дискам, образуют одноэлементные мно

жества. Таким образом, каждому потоку мы сопоставили некото

рый элемент множества Т . 9 



Лемма 8. Построенный элемент множества 'Г не зависит от 
выбора достаточно малых инвариантных окроотностзй множеств 

Таким образом, при определении разбиения множества А , 
соответствующего потоку cj* , остается лишь произвол в выборе 
нумераций особых точек и сепаратрис. С учетом топологической 
неразличимости компонент краев колец и компонент краев полу

кренделей типа V , этот произвол уничтожается факторизацией 
группы допустимых перестановок множества А .В итоге получаем: 

Теорема. Два простых потока с К > i седловыыи точками на 
замкнутой ориентируемой поверхности рода р являются ТОЭ тог

да и только тогда, когда их (р, 10  схемы совпадают. 
Следствие. На замкнутой ориентируемой поверхности рода р 

имеется не более — t w .— 

орбитальных топологических типов простых потоков. 
Действительно, именно такова мощность множества Т . 
Пример. На поверхности рода 2 (крендель) имеется 5 типов 

простых потоков о двумя седлами, (р. к)  схему удобно зада

вать своим представителем, игнорируя при этом штрихи в обозна

чении Vi . В таком представлении типы потоков следующие: 
1) ( ^ . М Ч & О Ш W ) ; 2) С З Д \ О Ш . 0 № 
з) cw 1 ,v i x(w . ,vo .cv i . 4 ) j 4) с а д и к ч г д о ш 
б) CWi,V»)..CW,,VAC\№. 

Автор благодарен Я. В. Татарин о ву аа помощь в работе. 
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ЗАКЛШЕНИЕ 

Все результаты, изложенные в статьях сборника, носят 
теоретический характер. Области их возможного применения 

общая топология (прежде всего исследование пространств функ

ций , исследование паракоыпактных пространств и вопросы не

четкой топологии), функциональный аналив (исследование 
проблемы нормальной разрешимости операторных уравнений, 
дифференциальные уравнения в нормированных пространствах, 
метод сплайнов), а также в других областях теоретикомно

жественной математики. За пределами теоретической математи

ки результсш сборника могут представить определенный интерес 
для специалистов, работающих в области теоретической фивики, 
биологии, психологии и в других областях современной науки, 
в которых используются топологические методы исследования 
объектов и применяются топологические модели ивучаемых 
процессов. 
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Некоторые новые направления в теории непрерывных отображе

ний. 
Архангельский A.B.  5. 535. 

В работе рассматриваются некоторые новые подходы к 
взаимной классификации пространств и отображений, наметив

шиеся в последнее время. Вводится ряд новых, перспектив

ных, по нашему мнению, понятий; ставятся задачи, привле

кающие своей естественностью. 
Работа содержит пять параграфов: $1 некоторые проек

тивные свойства; 52 общая схема построения проективных и 
копроективных классов пространств; §3 новые кардинальные 
инварианты, определение с помощью классов отображений; 
§4 расщепляемые и 9расщепляемые пространства; $5 рас

щепляемость и кардинальные инварианты. 
Остановимся подробнее на понятии 9расщепляемости. 

Пространство X называется расщепляемым над классом про

странств 9 или 9расщепляемым, если для каждой пары 
непересекающихся множеств А/В существуют 31 £.9 и 
отображение $:Х~»У такое, что |СА')(\'гСВ)"ф . Показано, 
например, что если класс §> счетномультипликативен и 
наследственен, то каждое 9 расщепляемое пространство 
мощности 4 С уплотняется на некоторое УеФ . Отсюда, в 
частности,еледует, что перистый паракоыпакт, расщепляе

мый сад классом метризуемъгх пространств,ыетриауем., Ыетри

зуемыми являются также компакты, расщепляемые над классом 
всех пространств с диагональю или над классом всех 
симметризуемых Тапространств. 

Значительное внимание уделяется изучению кардинальных 
инвариантов пространств, расщепляемых над тем иди иным 
классом. Если.компакт X расщепляем над классом всех 

Т ь пространств счетной тесноты, то t (x)< ; если ком

пакт X расщепляем над классом ^„монолитных ^ про 

странств счетной тесноты, то он является .̂монотонным 
компактом ФрешеУрысона. Библ.  21 наев. 



Спектральная характеристика кружевных и г^пространств. 
Ерегман Ю.Х., Шостак А.П., Юннила X. С. 3544. 

Жёсткие спектры, т.е. обратные спектры, проекциями в 
которых служат специального вида уплотнения, были исполь

зованы первым из авторов для изучения паракомпактных б* 

пространств. В данной заметке рассматриваются жесткие 
спектры, удовлетворяющие некоторым дополнитзльным условиям 

т.н. супержёсткие спектры 1 и II рода. Показано, что H j 

пространства (кружевные пространства)  это в точности 
пределы супержёстких спентров 1 рода (соотв. II рода) из 
метризуемых пространств. Получена также характеривация 
Mi.  и кружевных пространств данной размерности ( dira ) 

как пределов супержёстких спектров соотв. 1 и П рода ив 
метривуемых пространств той же размерности. Приведен при

мер жёсткого спектра ив полный метризуемых пространств, 
предел которого не является кружевным. Библ.  14 назв. 

УДК 517.98 

Меры в системах нечётких множеств. 
Врублевека H.A. С. 4555. 

Теорема о существовании однозначно определенного 
продолжения меры на минимальное кольцо, порождённое полу

кольцом нечетких множеств, и теорема, характеризующая ми

нимальное кольцо, порождённое полукольцом нечетких мно

жеств, являются основными результатами работы. 

УДК 515.12 

Непрерывные функции с компактным носителем в вопросе о нор

мальной разрешимости уравнений. 
Гольдман М.А., Асмусе C.B. С. 5663., 

В работе изучается нормальная разрешимость уравнения 
с оператором, действующим в топологических пространствах, 
и сопряженного с ним уравнения. При этом в качестве сопря



женных рассматриваются пространства непрерывных функций с 
компактным носителем. Получен ряд теорем об условиях необ

ходимых или достаточных для нормальной разрешимости урав

нении. Библ.  5 наев. 

УДК 517.91; 517.98 

Дифференциальные уравнения в банаховом пространстве. 
Грицанс A.C.  С. 6468. 

Рассматривается задача Коши для дифференциального 
уравнения Л ж, в банаховом пространстве Е , где 

А  плоский или kплоский оператор в Е . Решение 
уравнения в этом случае получается с помощью некоторого 
многочлена от оператора А . В статье также определяется 
понятие функции непрерывного кплоского оператора. 
Библ.  5 назв. 

УДК 518.517 
о 

К вопросу об устойчивости свойства нормальной разрешимости 
линейных операторов с бесконечной (n,d)характеристикой. 
Иванов Б.Ф.  С. 6977. . 

В работе доделен класс возмущений, сохраняющих нормаль

ную разрешимость и некоторые другие свойства линейного опе

ратора А , удовлетворяющего определенным условиям. 
Библ.  6 назв. 

УДК 513.83 

Непрерывные сечения. 
Колесников О.Н. С. 7884. 

В работе получены следующие результаты: 
1. Регулярное пространство, имеюцее непрерывное сечение, 

является бэровским наследственно по замкнутым множествам 
пространством. 

Я. Непрерывное отображение пространства X в простран

ство ПОЛНЫХ подмножеств Y имеет непрерывное сечение в еле



дующих случаях* а) X  нульмерно, Y  параиомпакт с 
Gjдиагональю, б) X  сильно паракомлактно, "Y  ин

дуктивно нульмерное пространство с &,удиагональю, в) X 

нульмерный паракомпакт, Y  регулярное пространство с 
Gj> диагональю. Библ.  б наев. 

УДК 517.941 

Достаточное условие секвенциальнокомпактной аппроксима

ции. 
Ленченков B.C. С. 8586. 

Введено понятие Vаппроксимации линейных отобра

жений в банаховом пространстве. Показано, что V аппрок

симация влечет секвенциальнокомпактную аппроксимацию. 
Библ.  1 назв. 

УДК 517.98 

X  метрическое пространство, ^:Х~^*Х; разыскивается 
неподвижная точка. 
Лиепиныи А.Х. С. 8790. 

Исследуется проблема неподвижной точки для нерастяги

вагацих отображений, заданных на подмножестве метрического 
пространства с оператором замыкания. Библ.  4 назв. 

УДК 513.83 

Ослабленные формы аксиомы картина. 
Малыхин В.И. С. 91102. 

Рассматриваются несколько теоретикомножественных 
предположений, последовательно более слабых, начиная с 
аксиомы Мартина. Важнейшие ив них  сама аксиома Мартина, 
лемма Буса, аксиома Мартина для счетных множеств НАС • 
Даются эквивалентные характеристики этих утверждений на 
явыке частично упорядоченных (ч .у . ) множеств и на топо

логическом языке. Например, 
MAC. Если ^Рсчетное ч.у. множество и ?  семейст



во плотных подмножеств ? и 1̂ 1 < ^ , то существует 
5* генерическое подмножество ^ . 

Доказывается, что Н А С эквивалентно утверждению о 
неразложимости любого бикомпакта со счетной ЗГбазой в 
сумму менее у нигде но плотных подмножеств, а также 
утверждению о наличии точек взаимной однозначности при 
неприводимом отображении любого бикомпакта со счетной 

9Гбаэой и вэоа менее $ в хаусдорфово пространство. 
Библ.  15 назв. 

УДК 513.83 

О существовании наследственно сепарабельного несеквен

циального бикомпакта. 
Малыхин В.И.  С. 103110. 

Проблема существования в 2 Р С и даже в предположе

нии СН несеквенциального бикомпакта счетной тесноты 
широко известна. В направлении решения этой проблемы 
получены следующие результаты. 

Теорема 1. При добавлении 8,, коэновских подмножеств 
£> в расширенной модели возникает наследственно сепара

бельный несеквенциальный бикомпакт мощности 4^1 . Следо

вательно, утверждение о существовании такого бикомпакта 
совместно с любой кардинальной арифметикой. 

Теорема 2. При добавлении одного коэновского подмно

жества сО к модели, в которой выполняется СН , в расширен

ной модели возникает наследственно сепарабельный биком

пакт мощности Их . Библ.  8 назв. 

УДК 513.83 

О существовании промежуточных непрерывных многозначных 
селекции. ' 
Непомнящий Г.м".1~С.|А11122* 

Указываются достаточные условия для того, чтобы у пары 
многозначных полунепрерывных отображений существовала мно

гозначная непрерывная промежуточная селекция. Библ.  7 наев. 



О неоохранении одного топологического свойства отношением 
М эквивалентности. 

Окунев О.Г. С. 123125. 

Построен пример двух М эквивалентных подпространств 
вещественной плоскости, ровно одно из которых допускает 
уплотнение на компакт. Библ.  4 наав. 

УДК 516.12 

О факторных конечнократных отображениях. 
Островский A .B._ с. 126133. 

Получено условие, при котором двухкратное отображение 
метрических пространств индуктивно совершенно. В частности 
оказывается, что всякое кнакрываацее отображение, в случае, 
когда отображение двухкратно, индуктивно совершенно. 
Библ.  8 назв. 

УДК 513.83 

О бикомпактах, нульмерно отображающихся на компакты. 
Парфёнов П.Г. С. 134141.. 

В работе изучаются отделимые непрерывные образыY 
бикомпактов X , допускающих вполне замкнутое счетнократ

ное отображение на компакт. Показано, что такие бикомпак

ты Y нульмерно отображаются на компакт, и, следовательно, 
для них верно равенство diroY CncLY * 3ndY • A Y . Приве

дена конструкция, дающая возможность оценить широт!' клас

са вполне вамкнуткх счетнократных прообразов компактов. 
Библ.  8 назв. 

УДК 513.83 

К теореме М.М.Чобана о продолжении псевдометрик на свобод

ные универсальные алгебры. 
Пестов В. Г.  с. 142145. 

Приводится новое доказательство результата М.М.Чобана 



о возможности продолжения произвольной ограниченной псев

дометрики на множестве X До инвариантной ограниченной 
псевдометрики на свободной универсальной алгебре РСХ,А) 
в произвольном предмногообразии & . Библ.  б наав. 

УДК 515.12 

О количества счётных пространств ФрешеУрысона. 
Ревничонко Е .А. с. 147154. 

Показано, что число различных счётных бисеквенциал* 
кых пространств равно 2, ; различных счетных ^ 0  п р о 

странств ФрешеУрысона и тем более различных счётных 
^..пространств ФрешеУрысона существует также ровно 2. . 

Построен бисеквенциальный компакт, не принадлежащий клас

сам <1Ра> , <йРи>и <5

Ро>. Библ.  3 назв. 
УДК 519.6 

Комбинированные сплайны. 
РйАша Э.А. 0. 155158. 

В статье даётся способ построения по двум заданным 
пространствам сплайнов нового пространства, называемого 
комбинированным пространством сплайнов. Рассмотрен кон

кретный пример такого пространства, образованного с по

мощью пространства эрмитовых сплайнов и пространства 
сплайнов для локальных средних. Получена харастеризация 
сплайнов этого пространства. Библ.  1 назв. 

УДК 515.12 

иррефлексивность в категориях нечётких топологических 
пространств. 
Шостак А.П. Г С. 159165. 

Изучаются корефлексивные подкатегории категории 
нечётких топологических пространств. Некоторые из получен

ных утверждений имеют хорошо известные "чёткие" прототипы, 
другие являются специфически нечёткими. Показано, например, 
что корефлексивная оболочка подкатегории 0\. в 1 Т состоит 



в точности из всех факторных образов дискретных сумм 
объектов категории 6\ . С помощью ловеновских функторов 
установлены некоторые соотношения между корефлексивными 
подкатегориями в категориях РТ и Тор . Библ.  4 назв. 

УДК 517.5 

О некоторых операторах с ортогональными собственными 
значениями. 
Энгелис Г.К.  С. 166169. 

В статье изучен дифференциальный оператор в частных 
производных, обобщающий оператор, собственными функциями 
которого являются классические ортогональные полиномы. 
Указаны два случая, когда полиномиальные собственные 
функции оператора ортогональны в области ограниченной па

раболой. Даны условия на коэффициенты, необходимые и 
достаточные для ортогональности собственных функций от

носительно некоторого обобщенного скалярного произведения. 

УДК 517.91; 517.93 

Орбитальная топологическая классификация потоков с 
замкнутыми траекториями. 
Окунева Г.Г.  С. 170175. 

В статье предлагается способ классификации потоков с 
замкнутыми траекториями общего положения на ориентируемых 
замкнутых поверхностях с точки зрения топологической ор

битальной эквивалентности. Библ.  3 назв. 



AMT0TATI01IS 

Some new trends In the theory of continuous napping. 
Arhan;;cl3iii A.V. - p. c -35« 

We consider some new approaches to mutual classifica
tion of spaces and mappings whioh emerged in the last time. 
A aeriea of new and having, probably, good proopects no
tions is Introduced in the paper; some problems atraoting 
with their naturalness are posed. 

The paper contains five section?. These are: 
1. Some projective properties; 2. General construction 
scheme of projective and coprojectlve classes of spaces; 
3. New cardinal functions defined by means of some olassea 
of mappings; 4. Splittable and P-splittable spaces; 5.Split-
tobility and cardinal functions. 

Here we dwell upon the notion of P-aplittability. let 
P be a class of topological spaces. A space X is called 
P-aplltfcible or splittable over P i f for every pair of dis
joint -subsets A,B C X there exist X € P and a mapping 
f :X-*Y such that fC-0 0 fCB) « f. Aciong others i t is shown 
that If P ia multiplicative and hereditary, then for every 
P-eplittable spaco X of cardinality C there exists a con
tinuous bijaction f:X-+X«?P. Hence a p-parocompac turn of 
cardinality 4 C which is splittable over the claea of 
metric spaces is metrizable. Qompceta splittable over the 
class of spaces with G^-diagonale or splittable over the 
class of symmetrlzable Kausdorff spaces are metrizable, too. 

A special attention ia paid on studying of cardinal 
functions of spaces whioh are splittable over some classes. 

Por example, i f a oompactum X is splittable over the 
class of Hausdorff spaces of countable tightness, then 
t(X) $ Ha • i f ,a oompactum X is splittable over the class 
of Hausdorff -monolitic spaces of countable tightness 
then X is Preshe-Uryson and ^•-monolitic. 
Bibl. - 21 names. 



A description ef stratifi&ble &nd ".'^-ijpao 63 by moana of 
inverse systems. 
Bregcian Ju.H., Sostak A . ? . , Junnila II.- t. . 

Basing on A. ArhangelaiciJ' o idea of a wesK bijecti<ji, 
the first author introduced rigid systems, i .e . inverse 
systems al l projections in which are bisections of a spe
cia l kind, and used them in the study of parucoapaat 
6— spaces. In this note rigid systems consisting of metri-
zable spaces and satisfying some additional conditions 
are considered Cthe a.c. superrigid systems of types I 
and I I ) . It lo ahown that li^-spaces (stratif i ibln opt-ccs) 
are exactly the limits of superrigid systems of type I 
(reap, type I I ) . Besides, M -̂ and stratif labia spaces of 
a given dimanoion (dim) are characterized as limits of 
superrigid systems of types I and I I respectively, a l l spa
ces in which have the same dimension. An example of • r i 
gid system containing only complete metric spaces, the 
limit of which fai ls to be etratifiable is constructed. 
Bibl. - 14 names. 

Measures in systems of fuzzy sets. 
Vrublevska H.A. - F. 45-55. 

A theorem about the existence and tho uniqueness 
of the extension of a measure from a semiring of fuzzy 
sets to its generated minimal ring and a theorem, charac
terizing the miniaal ring, generated by a given semiring 
of fuzzy sets, are the main results of the paper. 

Continuous functions with compact supports in the problem 
of normal solvability of equations. 
Goldman M..A., Asrcuss S.V. - p. 56-63« 

JTormal solvability of equations in topological spa
ces and equations conjugate to these is studied in the x 

paper. Spaoes of continuous functions with compact sup
ports are considered as conjugates. A series of theorems 
ibout conditions necessary or sufficient for normal sol
vability of equations is obtained. Bibl. - 5 names. 



A differential equation In a Banaoh space. 
Gricans A .S .  P. 6463. 

Konhy problem for a differential equation §f * Ax 
in a Banaoh space E is considered, where A is a plane or 
a kplane operator in E. In this case the solution of the 
equation is obtained with the help of a polyaome from the 
operator A. The notion of a function of a continuous kpla

re operator is introduced, too. Bibl.  5 names. 

On the etab_lity of normal solvability of linear operator 
with an infinite (n,d)oharaoteristios. 
Ivanov B.P.  P. 6977. 

A class of perturbation preserving normal solvability 
and some other properties of a linear operator A, satisfy

ing special conditions is introduced and studied in the 
paper. Bibl.  6 names. 

Continuous selections. 
Kclesnikov O.K.  P. 7884. 

The main results of the paper are the next ones: 
1. A regular space admitting a continuous selection is 

hereditarily Baire with respect to closed subspaoes. 
2. A continuous mapping of a space X into the exponent 

2 y of complete subsets of a space У has a continuous selec

tion in every one of the following cases: a) dim 1=0 and X 
is a paracompacturn with a Gjdiagonal, b) X is strongly 
parseompaot, IndY=0 and Y has a Ge-~diagonal, o) dimX»0 
X is a paracoapaoturn and Y i s a regular space with a 

diagonal. Bibl.  6 names. 

A sufficient condition for a sequentially compact appro

ximation. 
levohenkov T.S .  P. 8586. 

The author defines the notion of Vapprcximation of 
a linear mapping in a Banach space. I t is shown that 
Vapproximation implies sequentially compact approxima

tion. Bibl. 1 name. 



X is a metric space, i;7-f*'L\ a fixed point lo being sought. 
Liopins A.K. - P. 37-90. 

The fixed point problem for nonexpansive mappings, 
defined on a subset of.a metric space with a closure ope
rator, is investigated. Bibl. - 4 names. 

Weakened forms of iartin axiom. 
Malyhin V . I . - p. 91-102. 

Some set-theoretic statements are considered, "ortin 
Axiom, Booth Lama and L-'artin Axicui for Countable Sets 
( l i A C ) are among them. Ve find equivalent formulations of 
these statements by xeana of p.o. sets and by means of to
pological language. For example 

MAC. If P is a countable p.o. set and t is a family 
of donee subsets and J ? | < c , then there is a ?-gcnerio 
subset of P. 

It is shown, that ."AC 1B equivalent to the statement 
that a bicompac turn of a countable -rf-weight can't bo re
presented as a unlim of lttss than C nowhere dense sub
sets . Besides, UAC is equivalent to the statement that an 
irreducible capping of a biconpactum,having a countable 
tf-ba30 and a woi^ht less then C, into a Housdorff space 

has one-to-one points. Bibl. - 15 naxe-3. 

On tha existence of a nonsequential hereditarily separable 
bicompactum 
Malyhla V . I . - P. 103-110. 

Tha problem, whether a "real" example of a nonsequen
tial bic csapaoSua of countable ti^.tnosa exists, i s well 
known. The paper contains the following results obtained 
in this direction. 

theorem 1 . By adding new Cohen reals to a model a 
hereditarily separable nonsequential blcoapactua of power 

appears in the new modal. Hanae, the existence of such 
a bicompaotum la consistent with any cardinal arithmetics. 

Theorem 2. By adding one new Cohen real to a model 
in which. OH is valid, u hereditarily separable nomequen-



tial bicompactum of power appears in the new model. 
Bibl. - 8 names. 

On the existence of intermediate multivalued selections. 
FepomnJaScii Q.lt. - P. 111-122. 

Sufficient conditions for two multivalued semioonti-
r.uoue mappings to have on intermediate continuous multi
valued selection are given. Bibl. - 7 names. 

On a topological property which Is not preserved by 
the relation of M-equivalence. 
Okunev 0.0. - P. 123-125. 

An example of two JJ-equivalent subspaces of the real 
plane one and only one of which admits a bisection onto a 
oomp actum, is constructed. Bibl. - 4 names. 

On quotient finite-*to-one mappings. 
03tro.'skiJ A.V.- P.126-133. 

The paper presents a condition under which a two-to-one 
mapping of a metric spaoe is inductively perfect. 
Bibl. - 8 names. 

m blcompacta having zero-dimensional mappings onto metric 
c ompacta. 
Pirfenov P.O. _ P. 134-141. 

T2-separated continuous images Y of blcompacta, which 
admit fully closed countable-to-one mappings onto metric 
compacts, are investigated in the paper. It is proved, that 
h vsh bioompacts Y admit zero-dimensional mappings onto 
oompaota and, thus, the equality dinY=ind"=IhcV/=» AY holds 
for them. A construction, which gives some information 
about a class of fully closed countable-to-one inverse 
images of compacts, is described. Bibl. - 8 names. 

On M.Cohan's theorem on extension of pseudraetrioo to free 
universal algebras. 
Pestov V.G.- P. 1*2-146. 

The peper contains a now proof of Coben'e theorem 



about the possibility to extend a bounded paeudometrio on 
a set X to an invariant bounded paeudometrio on a free 
universal algebra K.X.K) where K is an arbitrary semi-ma
nifold. Bibl. - 6 names. 

On the number of countable Frechet spaces. 
Reznichenko E.A. - p. 147-154. 

I t is proved, that there exist exactly 2 a countable 
bi-sequential spaces and 2° countable Frechet .Ho-spacta. 
In particular, there exist exactly 2 a countable Frechet 
spaces. A bi-sequential compacting which does not belong to 
the classes <1-PU> , < 2-FU > and <5-HJ> is construc
ted. Bibl. - 3 names. 

Combined splines. 
RimSa E.A.- p. 155-15B. 

A method how to construct, starting from two given 
spaces of splines, a new space called the combined space 
of aplines, is presented. A concrete example of such a 
space, formed from the space of Hermite spaoe and the upace 
of splines for local means is considered. A characteriza
tion of the splines of this spaoe is obtained, too. 
Bibl. - 1 name. 

Coreflexions in categories of fuzzy topologiccl spaces. 
Sostak A.?. - P. 159-155. 

ooreflexive subcategories, of the category FT of fuzzy 
topological spaces are studied. Some of the obtained re-
Tjltu hare well-known crisp prototypes while others are of 
t specifically iuazy nature. For example, i t is proved that 
the ooreflexive hull of a subcategory Ot in FT consists 
exactly of a l l quotients of discrete unions of <K-objects. 
Using Low en's functors some relations between ooreflexive 
subcategories in Top and FT are established, too. 
l i b l . - 4 names. 



On some operators with orthogonal eigenfonctions. 
Shel ls O.K. - t>. 156-169. 

The paper deals with an operator in partial derivati
ves generalizing the operator whose eigenfunotions are the 
classical orthogonal polynomials. Two concrete cases are 
pointed out where the polynomial eigenfunotions of this 
operator are orthogonal in a domain bounded with a para
bola. Necessary and sufficient conditions for the orthogo
nality of the eigenfunotions with respect.to a generalized 
scalar product are given. Bibl. - 3 names. 

An orbital topological classification of flows with closed 
trajectories. 
Okuneva. 0.0. - P. 170-175. 

The paper presents a method how to classify flows with 
oloaed trajectories of a general position on orientable 
closed, surfaces from the view point of topological orbi
tal equivalence. Bibl. - 3 names. 
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